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Résumé

Notre travail s’inscrit dans un domaine initié en 1934 par Lusternik et
Schnirelmann qui associent a une variété un invariant appelé catégorie qui
permet de minorer le nombre des points critiques d’une fonction différentiable
sur cette variété.

Nous nous intéressons & une généralisation au cas des applications conti-
nues entre espaces topologiques, auquelles nous associons un invariant appelé
o'-catégorie.

Nous obtenons plusieurs caractérisations de la o’-catégorie d’une application.

Nous examinons ensuite I'effet sur la o’-catégorie d’un attachement d’une
cellule & la source d’'une application. Cette étude est faite au moyen d’'un
nouvel invariant, appelé invariant de Hopf relatif.

Enfin nous examinons les relations entre les catégories de produit et de
produit smash.
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Abstract

Our work is registered in a field initiated in 1934 by Lusternik and Schni-
relmann, which associate with a variety an invariant called category, which
allows to undervalue the number of the critical points of a differentiable
function on this variety.

We are interested in a generalization in the case of the continuous appli-
cations between topological spaces in wich we associate an invariant called
ai—category.

We obtain several characterizations of the o’-category on an application

We examine then the effect on the o-category of a cell attachment on an
application source. This study is made with a new invariant, called invariant

of relative Hopf.

Finally we examine the relations between the categories of product and
product smach.
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0.1 Introduction

Notre travail s’inscrit dans un domaine initié en 1934. L. Lusternik et
L. Schnirelmann associent a une variété M un entier appelé catégorie de M
qui permet de minorer le nombre de points critiques d’une fonction différen-
tiable définie sur M. Quelques années plus tard, R. H. Fox étend la définition
de Lusternik et Schnirelmann aux espaces topologiques et aux applications
continues entre des espaces topologiques.
Dans la suite, nous nous intéressons au cas d’applications continues entre
espaces topologiques. A une telle application sont classiquement associés les
invariants homotopiques suivants :

Définition 1.3.1 La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’une application
continue f: X ——=Y , notée cat f, est le plus petit entier n tel qu’il existe
un recouvrement ouvert (Uj)o<j<n de X pour lequel la restriction de f a
chaque U; est homotopiquement nulle.

Dans le cas ou f = id : X —— X , nous retrouvons la définition de la
catégorie de Lusternik-Schnirelmann de l’espace X.

Exemple
— La catégorie d’une sphere de dimension n est 1 car on peut la recouvrir
par deuz ouverts ayant le type d’homotopie de ses deux hémisphéres.
~ La catégorie d’un espace contractile est 0 et cat (S* x S')= 2.
— La catégorie d’une application contractile, par exemple de [’injection
de S' dans S? vaut 0, tandis que la catégorie de linjection de S* dans
St x S waut 1.

Un élément important dans ’étude de la catégorie réside dans les carac-
térisations introduites respectivement par G. Whitehead et T. Ganea [57],
[19]. Celles-ci permettent d’exprimer la L.S- catégorie d’une application f :
X ——=Y en terme d’existence de relévement & homotopie preés.

Théoréme 1.3.3 [19] La L.S-catégorie d’une application continue f : X ——=Y
a la méthode de Ganea est inférieure ou égale o n si et seulement si l'appli-
cation f se factorise par g, (Y): Gp(Y) ——=Y a homotopie prés.

Théoréme 1.3.6 [57] La L.S-catégorie d’une application f: X —=Y a
la méthode de Whitehead est inférieure ou égale a n si et seulement s’il existe
une application g : X ——=T™(Y) rendant commutatif & homotopie prés le
diagramme suivant :

X L T"(Y)
lf ljn(Y)
n+1
Y AY Yn+1
6
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Les caractérisations de Whitehead et de Ganea ont également donné lieu a
des approximations de cet invariant parmi lesquelles on trouve les catégories
faibles W-wcat au sens de Whitehead, et G-wcat au sens de Ganea.

Dans cette perspective, nous nous intéressons a l'information contenue dans
la L.S- catégorie d’'une application f, plus précisément nous définissons des
variantes de la catégorie.

Définition 2.2.9 (Ganea) Soit f : X ——=Y wune application continue.
Pour tout i € N, o'cat f est le plus petit entier n pour lequel lapplication

if se factorise par Xig,(Y) : LG (Y) — Xy .

Nous obtenons également une suite décroissante d’entiers dont la limite est
notée ocat f,
oeat f <...<otleat f <clcatf <...... < o%at f = cat f.

Nous examinons dans la section 2.3 la o’-catégorie d’un épimorphisme.
Théoréme 2.3.6 Soit f : X—=Y un épimorphisme, ot Y est (g —1)-
connexe, (¢ >2),1>0. Sio'catf =n et dimY < q(n+1)—2, alors

1. d'catf = o'catY .

2. o"*Pcatf = o'catf pour tout p > 0.

Corollaire 2.3.7 Sous les hypothéses du théoréme précédent, si catf est finie
(catf < ), alors ocatf = catf.

Conjecture 2.3 Si f: X ——=Y est un épimorphisme, nous conjecturons
que catf = catY .

Nous montrons que la conjecture une conséquence de la conjecture de Ghor-
bal [22].

Nous généralisons le lemme de Puppe.

Lemme 2.4.1 Soienti: A——=DB eti : A'—— B’ deux applications
continues. Sotent o et 3, deux applications rendant commutatif & homotopie
pres le carré suivant :

A—‘-B

o e

Al H{- B/
(2
Considérons les cofibrations homotopiques A B et A v B
leurs suites de Puppe sont respectivement :

7 n >
A - PR LI — Y B P yC. ..

o

— ',
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et

A A VS A VR TR

A/

Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés ot~y est induite par
la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique

7 14 é p

A B C YA ¥B
R

!/ !/ / !/ /
A —> B —>C' —> SA - 3B

Parmi les 4 conditions suivantes :
1. v o p est homotopiquement triviale.
2. YAVe C'~Y¥BV (.
3. il eviste r : XA——=C" tel querod ~ 1.
4. il existe £ : B ——= Y A" tel que i’ o & ~ 1[5.
Les trois premiéres sont équivalentes et impliquent la quatriéeme.

Grace a cette généralisation, nous allons définir la o'weat f (o'-catégorie
faible pour f au sens de Ganea).

Définition 2.4.3 Soit f: X ——=Y wune application continue.
On a c'weat f < n si et seulement si X'y o X'c,(X) est homotopiquement
nulle

9n(X) _ cn(X) Xign(X) Yien(X)

Gp(X)—= X —=Cp(X) ... —= Y'G,(X) D¢ YO (X)) —---
N v
n (Y n (Y . Sign (Y ! Sten (Y .

ot 'application ~v est induite par la propriété universelle de la somme amal-
gamée homotopique.

Dans le cas ou f =idx et i = 0, on retrouve la L.S-catégorie faible de X.
Et nous montrons :

Proposition 2.4.4 Soit f: X ——=Y wune application continue. Alors pour
tout i > 1, o'cat f < o lweat f < o' teat f.

D’autre part, nous donnons plusieur versions équivalentes a la méthode de
Ganea et Whitehead pour une application quelconque puis nous généralisons
ces versions a la o’-catégorie.

Définition 2.5.1 Si f: X ——=Y est une application continue et si i est
un entier positif ou nul nous posons :
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e 0'Glcat f < n si elle vérifie la condition suivante :

G1) L’application Xif : yix — iy se factorise & homotopie prés par
la i®™€ suspension du nt®M€espace de Ganea, i.e. s'il existe une application
s: NiX —=Y'G,(Y) quirend le triangle suivant commutatif & homotopie

pres.

YiGL(Y)
/ J{Eign(y)
D' : Yy

Sif

e G2) 0'G2cat f = 0 si et seulement si I'application X f est homotopique-
ment nulle.

Sin > 1, 0'G2cat f < n 'l existe une suite de sommes amalgamées homo-
topiques

Zj g —————x

e

Y;

avec 0 < j < n, ag homotopiquement nulle et X f se factorisant par Xy, :
»iy, —= iy .

e G3) 0'G3cat f = 0 si et seulement si 'application X f est homotopiquement
nulle.
Sin > 1, 0'G3cat f < n il existe une somme amalgamée homotopique

M *
i s.a.h.
L———1L

ot 6'G3cat oo < n—1 et X’ f se factorise par une application £ : i, —— yiy |
i.e. on a un triangle commutatif & homotopie prés :

e 0'Gdcat f < n si elle vérifie la condition suivante :

http://doc.univ-lille1.fr
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G4) 11 existe une suite de sommes amalgamées homotopiques

Vj Uj
\
| I\
)’ijl X \
\§
0%
0 < j < n, dans laquelle

- Xo ~ k.
— oy ~ Yf

— L’application )~(j,1 — X; —— iy se factorise par a;_;.
— L’application Uj ——= %37y est homotopiquement nulle.

Théoréme 2.5.2 Soit f: X ——=Y une application continue, alors pour
tout i > 0, on a 0'Gleatf = 0'G2catf = o0'G3cat f.

Avec les aziomes du cube, nous avons aussi, 0'Gdcatf < o'Glcatf.

Dans le cas ot i =0 : 09Glcat f = o GYcat f.

Introduisons des variantes de la catégorie d’une application dans le cadre du
fat wedge.

Définition 2.5.11 Soit f : X ——=Y une application continue.

e Wilcat f < n si la condition suivante est satisfaite :
W1) 11 existe une application g : X ——=T"(Y) qui rend le carré suivant
commutatif & homotopie prés.

x L 1r(y)

e W2cat f < n si la condition suivante est satisfaite :
W2) Pour tout i, 1 < i < n, il existe une suite de sommes amalgamées

homotopiques
Si—1
Ri—l xY ;
\

10
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dans laquelle

Ry ~ x et AT{/‘H of : X——=yntl se factorise par I’application r, :
R, ——=yntl |

e W3cat f < n si la condition suivante est satisfaite :

W3) Pour tout i, 1 < i < n, il existe une suite de sommes amalgamées

homotopiques
Qi b
i )
AN
N \
Wz‘_ 1 Wi ) \
N
Yi+1

dans laquelle

— L’application w;—1 : W,_; ——= Y+l se factorise par w;—1 x idy
comme suit :

Wi—l xY

/ wid
Wifl

Yi+1

- WO = .,

— L’application P; — yi+1 se factorise par Y? x .

— L’application w,, est homotope & AQH of.
Théoréme 2.5.12 Soit f : X ——=Y wune application continue.
Alors Wlcatf = W2catf = W3catf.

Dans le chapitre 3, nous associons & une application f: X ——= 7 de L.S
catégorie inférieure ou égale & k et & une application o : SP —— X , un
éléement H(«) du groupe m,(Gk(Z)), appelé invariant de Hopf :

Définition 3.2.3 Soient f: X ——= Z , de o'-catégorie inférieure ou égale
akets: Nix—=Gp(Z) un relevement de $'f via la €M suspen-
sion du k€M espace de Ganea. Notons ( : Gr(Z) —=C(s) lapplica-
tion obtenue en construisant la cofibre homotopique de s. A une application
a: SP——= X mnous associons deux classes d’homotopie :

1. Hi(a) = Sy}, — s o Xl € mp1i(SiGr(Z)), la classe Hi(a) mesure la
commutativité du triangle suivant :

i /

b} .
gpi e SiG(2)
Eiai /
Yix
11
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ot 7y, est défini en 3.1.1.

2. F;(oz) = (o H;(a) ~ (X}, —soXla) =~ (o Ny, € mpyi(C(s)), défini
a partir du diagramme :

C(s)
H{ o
i (@) CT
PV .
gt NG (2)
S ST
YiX

En général, quand on étend une application f de o'-catégorie inférieure ou
égale a k en ajoutant une cellule a sa source, la o'-catégorie des applications
induites f et f’ (voir proposition 2.5.9 et proposition 2.5.10) est inférieure
ou égale a k + 1. La question qui se pose ici est : "sous quelle condition
olcatf < k?etolcatf < k7. Les théorémes suivants apportent des réponses
& cette question, et généralise le travail de Berstein-Hilton et le travail de
Vandembroucq dans le cas ou f est la cofibre homotopique de «, et dans le
cas ou f = idx respectivement.

Théoréme 3.2.5 Soit f : X —— Z wune application continue. Considérons
une application o : SP —— X , telle que foa est homotopiquement triviale.
Notons Y = X U, Pt sa cofibre homotopique. L’application fv est induite
par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique :

A !

| b

* ———> X Ly ePT!

Alors pour tout i > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. olcatf <k et Hi(a)=0;
2. Uicatfg k.

Théoréme 3.2.6 Soient f : X — Z wune application continue de o'-
catégorie inférieure ou égale a k et s : i X —= X'G(Z) un relevement de
Yif. Considérons une application o : SP —= X et notons Y = X U, ePt!
sa cofibre homotopique.

L’application f/ DX Ug Pt ————— Z Ufoq e+l est induite par la pro-
priété universelle de la somme amalgamée homotopique, et on a le diagramme

12
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commutatif 4 homotopie prés suivant.

SP *
X X U, Pt

f N

24>Z|_|foa Dan

Si Hi(a) = 0 alors oicatf < k.
Théoréme 3.2.7 Soient f : X —= 7 une application continue de o'-
catégorie inférieure ou égale a k pour tout i >0, s: 2ixX —= NGr(Z) un
relevement de SUf, ¢+ 2'Gy(Z) — C(s) une cofibre de s. Nous supposons
de plus que Z un OW complexe (q — 1)- connexe (q > 2) et que X est de
dimension inférieure ou égale a q(k + 1) — 2. Considérons une application
oa: SP— X .
Notons X' := X Ua P, Z":= ZUjoq P et f': X' — 7' Uapplication
induite par la propriété universelle de somme amalgamée homotopique.
. 7 ==/
1. Sico'cat f' <k alors H;(a) = 0.
2. Si f est un épimorphisme, et Z de dimension inférieure ou égale a
q(k + 1) — 2 alors, pour tout j > 1, ’égalité Ejﬁ;(a) = 0, implique
cticat 7' < k.

Pour les invariants o’cat f de produits d’applications nous montrons :

Théoréme 4.1.2 Soient f: X ——=Y etg: X' ——=Y' deux applications
continues. Alors pour tout i > 0, o'cat(f x g) < o'catf + o'catg.
Nous utilisons le produit smash pour montrer des théorémes qui généralisent

des résultats obtenus par Berstein-Hilton et Vandembroucq, et qui donnent
des exemples qui vérifient la conjecture de Ganea (cat (X x S™) = cat X +

1).
Nous introduisons une variante de la o’-catégorie.
Définition 4.2.9 Soient f: X ——=Y etg: X' ——=Y' deux applications

continues et notons g} (Y) := gi.(Y) Nidy+. Alors catyf < k si et seulement
si f A g se factorise a homotopie pres via Gp(Y) ANY' comme suit :

Gk(Y) ANY’
XAX oy YAY'
13
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— Dans le cas ot Uapplication g = X'qg’, alors catyf = aicatg/f,
— Dans le cas ou Uapplication g = ida et Uapplication f = idx, alors
catyf = catp X.
Définition 4.2.10 Supposons que cataX <kets: X NA——=G(X)NA
une section homotopique de g,?(X).
Notons & : Gp(X)NA——=C(s) la cofibre homotopique de s.

Pour toute application o : SP —— X on définit l'invariant de Hopf H s(«) :=

£o (v, ANA)
~ Hal)

7;/\14

SPAA—0 L GHX) A A= C(s)

TS

XNA

Remarque 4.2.11 Remarquons :
1. Y Ha(a) & Hyiyz(), puisque X4(SP A A) = SP AXUA.
2. YiC(s) =2 O(Xis).
3. dleata(Y) = catsiz(Y).

Théoréme 4.2.12 Soient A un espace quelconque, et X un 1- connexe CW-
compleze, tels que cat4 X < k. Considerons s : X N A—— Gi(X) AN A une
section homotopique de g,?(X), etov: P —— X . Notons Y = X L, ePT1,
pour tout ¢ > 1 :

Si Hyig(ar) = 0, alors catsig(Y) < k.

Dans le cas oit A = SY nous retrouvons les résultats [5] [56].

Théoréme 4.2.14 Soient X, X' et A des espaces quelconques. Alors pour
tout i > 1, on a catyix(X X X') < catsig X + catsi 4 X'

Théoréme 4.2.16 Soient f: X ——=Y etg: X' ——=Y' deux applica-
tions continues, dont au moins une est non nulle. Alors pour tout i > 1,
on a, olcat(f Ag) +1 < olcatyf +1 < oleat(f x g) < o'catf + a'caty.

Dans le cas ott g = idgm et en passant a la limite nous obtenons ocat(f x
idgm) = ocatf + 1, ce qui généralise la conjecture de Ganea et répond
positivement & cette généralisation pour les applications f dont lesquelles
ocatf = catf.

Dans le cas ou f = idx et g = idgm, nous trouvons le théoréme de Van-
dembroucq [55], aprés 'exemple d’Iwase[29], qui a répondu par la négative a
la conjecture de Ganea, la question de Ganea devient naturellement : pour
quels espaces X a-t-on I'égalité cat (X x S™) = cat X +17 Les résultats déja
obtenus sur la conjecture de Ganea sont autant d’éléments de réponses a

14
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cette question. Récement J. Strom a montré qu'un CW-complexe X (¢ — 1)-
connexe dont la dimension majorée par q(cat X +1) —2 vérifie cette égalité
[49]. La combinaison des théorémes 2.3.6 et 4.2.16 dans le cas ou f = idx et
de catégorie finie nous permet d’avoir certains exemples.

Nous examinons également les relations entre les catégories de produit et de
produit smash, et nous montrons :

Proposition 4.2.18 Soient f: X —=Y etg: X' ——=Y' deux appli-
cations continues. Alors pour tout i > 0, on a

1. olcat(f A g) < min{oicatf,o'catg}.
2. max{cicatf,colcatg} < olcat(f x g).

15

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



© 2011 Tous droits réservés.

These de Mouzher Chebib, Lille 1, 2009

Chapitre 1

LS-catégories

Dans ce chapitre, nous définissons la catégorie de Lusternik-Schnirelmann
(LS) dans la catégorie Top* des espaces topologiques pointés et des appli-
cations continues pointées. Nous allons d’abord aborder I'historique de la
LS-catégorie. Elle fut introduite en 1934 par Lusternik et Schnirelmann sur
une variété (pour minorer le nombre de points critiques d’une fonction dif-
férentiable ) puis fut étendue par R. Fox aux espaces topologiques. Nous
présentons dans ce chapitre la LS-catégorie de cet invariant celle qu’elle a
été caractérisée par T.Ganea, et G. W. Whithehead.

1.1 La LS-catégorie

Soit X € Top*, un ouvert U C X contenant le point de base est dit
contractile dans X si l'inclusion U — X est homotopiquement triviale.

1.2 Equivalence entre les LS-catégories d’un espace
au sens de Ganea et Whitehead

Définition 1.2.1 La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’un espace X €
Top*, notée catX, est le plus petit entier n tel qu’il existe un recouvrement
d’ouverts (Xj)o<j<n de X, contractiles dans X.

S’il n’existe aucun entier qui vérifie cette propriété, on pose catX = oco.

Exemple 1.2.2 — La catégorie d’un espace contractile est nulle.
— La catégorie d’une sphére S™ est 1, car tout simplement il y a deux
ouverts de S™ contractiles dans S™, et recouvrant S™.

Caractérisation de Ganea

Considérons la fibration QX ——> PX —— X ou PX est I’espace des ap-
plications continues « de [0, 1] dans X telles que «(0) = * et ¢ est définie par
g(a) = a(1), et i 'inclusion de l'espace des lacets. Plus généralement, Ganea
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in (X n(X
a défini, par récurrence, une suite de fibrations F,(X) ) Gn(X )g% X
dans laquelle Fy(X) = QX, Go(X) = PX, io(X) =1, et go(X) = g.
Formons le diagramme :

0x Iy Fy F,
J{i \Lil i2 \Lin
PX Jo Gl(X) Ji GQ(X) Gn(X)jn
g1 g2
g 95" gn+1
X

par les espaces Gp4+1(X) s’obtiennent par récurrence de la fagon suivante :
1. F, est la fibre homotopique de g,.
2. jn est la cofibre homotopique de iy,.

3. Comme g, o i, est homotopiquement nulle, alors g,, se factorise & ho-
motopie prés par Gp41(X) pour donner gy41.

4. En particulier G1(X) et ¥QX ont le méme type d’homotopie.

Définition 1.2.3 Soit X un espace. Posons G-catX < n si l'application
gn(X) admet une section homotopique i.e. s’il existe une application s : X — Gp(X)
telle que gn(X) o s ~idx.

Théoréme 1.2.4 [19] G-catX=catX.

Remarque 1.2.5
La LS-catégorie de X est un invariant du type d’homotopie de X.

Proposition 1.2.6 (/12/) Si X Ty Y/X est une cofibration ho-
motopique, on a cat (Y/X) < catY +1.

Proposition 1.2.7 ([7]) St F —' > g2+ B est une fibration, on a cat{ E'U; CF} < catB.

Démonstration. Cette proposition sera montrée dans un cas plus général
dans la proposition 2.5.8 O

Proposition 1.2.8 Soit X un espace, alors
— cat(Gp(X)) < n pour tout entier n.
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~ L’espace F,(X) a le type d’homotopie de s"™1QX le produit joint de
QX itéré n+ 1 fois.

Caractérisation de Whitehead

Soit X un espace. La construction de Whitehead de X, notée T™(X) (ou
T™ si la confusion n’est pas possible), est obtenue par récurrence comme la
somme amalgamée homotopique suivante :

771 X" X *
| N
T x X ™ N\
]n(X ) \\\
AN
XnJrl

ot T(X) :=T", T° = x et j,(X) est induite par la propriété universelle de
la somme amalgamée homotopique.

Remarque 1.2.9

T™(X) est a homotopie prés le sous-espace de X" 1 appelé le fat wedge de
X défini par T"(X) = {(z0,21,...,2n) € X" /3 € {0,...,n}/x; = *}.
C’est le sous-espace de n+ 1-uplets dont au moins l'une des composantes est
le point de base. Par evemple, T'(X) =XV X.

Définition 1.2.10 Soit X un espace. Posons W-catX < n si et seulement
st la diagonale A}H se factorise a homotopie prés via le fat wedge T™(X).
Autrement dit W-catX = min{n € N/3® : X —=T"(X) ; jn(X) 0 & ~

A}H}. S’il n’existe pas un entier n, alors W-catX = oo.

Théoréeme 1.2.11 Soit X un espace, alors lexistence d’une section pour la
n'"Me fibration de Ganea (9,(X)) équivaut a Uexistence d’une application
relevant la (n + 1)**™€ diagonale dans le fat wedge T"(X).

Démonstration. ([20]) Grace au produit fibré homotopique suivant :

G (X) — ™(X)
gn(X)l ijn(X)
X Xn+1

n+1
AX

— Sis: X — Gp(X) existe tel que g, 0s ~ idx, alors & := v, 05 est

un relevé de A}H.
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~Sid®: X —=T"(X) existe tel que j,(X) o ® ~ A% alors, par la
propriété universelle du produit fibré homotopique il existe une appli-

cation s : X — G,(X) telle que gn(X)os ~idx.
O

Approximations de la catégorie

Définition 1.2.12 Soit X un espace. Considérons le diagramme commutatif
a homotopie pres

dans lequel :

e C,, est la cofibre homotopique de g,(X) et pp(X) : X — C,, Uapplication
induite.

o X est la cofibre homotopique de jn(X) : T"(X) — xn+1 . Clest le

produit-smash itéré de (n+1) copies de X, et qp41 : X"+l —— x(n+1) est
Uapplication d’identification. Alors
— G-wcatX (la catégorie faible o la méthode de Ganea ) est le plus petit
entier n tel que Uapplication p,(X) est homotopiquement triviale.
— W-weat X (la catégorie faible a la méthode de Whitehead) est le plus
petit entier n tel que la diagonale réduite K}H "= Qn41 © A}‘H est
homotopiquement triviale.

Définition 1.2.13 Soit K un corps commutatif et X un espace. L’invariant
de Toomer de lUespace X, noté ex(X), est le plus petit entier n pour lequel

Vapplication Hy(gn (X)) : Hi(Gn(X); K) — H.(X;K) , est surjective.

Proposition 1.2.14 Soient X un espace et K un corps commutatif, alors
ex(X) < G-weatX < catX et W-weat(X) < G-weatX < catX.

Nous avons vu qu’il y avait égalité des catégories d’'un espace quelconque
au sens de Ganea et Whitehead. Mais pour la catégorie faible, il n’y a pas
d’égalité.

Cependant, a partir du diagramme précédent, nous voyons que p,(X) est
homotopiquement triviale, implique que K}H est homotopiquement triviale,
i.e. on a W-weat X < G-wceat X.

L’invariant de Toomer e et la catégorie faible au sens de Whitehead W-
wcat ne sont pas comparables, par exemple les espaces X = S3 Ua e’ et
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Y =s2vs? Us %, ot a € mg(s) est un élément d’ordre 4 et 3 = [ig, [ia, ip)] €
m4(s2 V s2) est le crochet de Whitehead itéré des inclusions, vérifient les
propriétés suivantes :

1
2

{ W—wcat(X)=2 et ex(X)
W—wcat(Y)=1 et ex(Y)

Les égalités ex(X) = 1, W-wcat(X) = 2, et ex(Y) = 2 sont prouvées dans
[56]. L’égalité W-wcat(Y) = 1 est prouvée dans [5]. Comme annoncé dans la
proposition 1.2.14 on a bien : W-wcat(Y) =1 < eg(Y) = 2 < G-weat(Y).

1.3 Equivalence des LS-catégories d’une application
au sens de Ganea et Whitehead

Définition 1.3.1 Soit f : X ——=Y wune application continue, alors la
catégorie de Lusternik-Schnirelmann de f, notée cat f, est le plus petit entier
n tel qu’il existe un recouvrement de (n+1) ouverts (Uj)o<j<n de X pour
lequel la restriction f|U; est homotopiquement nulle pour tout j. Dans le
cas ou f = idx, nous retrouvons la définition de la catégorie de Lusternik-
Schnirelmann de ’espace X.

Exemple 1.3.2 La catégorie d’une application homotopiquement triviale est
nulle.

Construction de Ganea

Définition 1.3.3 Soit f : X ——=Y wune application continue. Alors cat f

< n si et seulement s’il existe une application s : X — Gn(Y) qui rend
le triangle suivant commutatif & homotopie prés.

Proposition 1.3.4 ([3/) Soient f : X ——=Y etg: Y ——Z deuz ap-
plications continues, alors on a :

1. cat f < minfcat X, catY }.

2. cat (idx) = cat X.

3. cat(go f) < min{cat g, cat f}.

4. cat fo = cat f1 si fo est homotope & f1.

Proposition 1.3.5 Soit X —f>Y o X tel que go f ~idx, alors

cat f < catg = cat X.
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Démonstration.

Supposons que cat g < n et notons s: Y —— G, (X) un relévement de g &
Gr(X) tel que g,(X) o s ~ g. Dans le diagramme commutatif & homotopie
prés suivant :

Gn(X) Y G (v)

notons s’ := G,(f) o so f. L’application f est homotope & g,(Y) o s’, d’ou
cat f < n.

Supposons que catg < n et notons s : Y —— G,(X) un relévement de g
a Gp(X) tel que gp(X)os~g.
Dans le diagramme commutatif & homotopie prés suivant :

o Gn(X)
//7> lgn(X)
f g
X Y X
V

idx

notons s’ := s o f. L’application ¢, (X) o s’ est homotope a idx, d’ou cat X
< n. L’inégalité dans ’autre sens est immeédiate par 1.3.4. U

Construction de Whitehead

Définition 1.3.6 Soit f : X ——=Y wune application continue. Alors W-

cat f < n si et seulement s’il existe une application g : X ——=T"(Y)
rendant commutatif a homotopie prés le diagramme suivant :

X - T(Y)

lf ljn(Y)
n+1

Y AY Yn+1

Théoréme 1.3.7 Soit f: X ——Y wune application continue, alors l’exis-
tence d’une application s : X — Gp(Y) , telle que g, (Y) o s est homotope
a f équivaut o lexistence d’une application g : X ——=T"(Y) , telle que
Jn(Y') 0 g est homotope a AQ‘H of.
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Démonstration.
e Supposons que s : X — G, (Y) existe tel que le triangle suivant com-
mute & homotopie prés :

Grace au carré commutatif & homotopie prés,

n(Y
G (V) —2 ()
_— = +1
Y ATTL(Y) YY"
nous obtenons l'application g := 7,(Y) o s qui rend le carré suivant
commutatif & homotopie prés
9 n
X T (Y)
lf ljn(y)
An+1
Y Y Yn+1

e Supposons que g : X ——=T"(Y) existe tel que le carré suivant commute
4 homotopie prés
g

X T™(Y)

lf ljn(Y)
n+1

Y AY Yn+1

Gréace au produit fibré homotopique suivant,

nous obtenons ’application s demandée. O

Catégorie relative
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Définition 1.3.8 Soient X un espace, et Y un sous espace de X. Alors la
catégorie relative de (X, Y), notée cat (X,Y) est le plus petit entier n tel qu’il
eziste un recouvrement de (n+1) ouverts (Uj)o<j<n de X dans lesquels pour
tout j, 0 < j <mn, linclusion Uj—— X se factorise par Y comme suit :

Y

7\

Remarque 1.3.9

Par définition, T"(X,Y) est le sous-espace de X" appelé le fat wedge de X
sur Y défini par T"(X,Y) = {(z0,21,...,2n) € X"1/3i € {0,...,n}/z; €
Y'}. C’est le sous-espace de n+ 1-uplets dont au moins l'une des composantes
appartient a Y.

Théoréme 1.3.10 Soient X un espace, Y un sous espace de X. Alors la caté-
gorie relative cat(X,Y) est le plus petit entier n tel qu’il existe une application
continue g rendant commutatif a homotopie prés le diagramme suivant :

X g

™(X,Y)
A l

Xn+1

SiZ CY, alorscat(X,Y) < cat(X, Z). En particulier, cat(X,Y) < cat(X,*) =W-

cat X .

Proposition 1.3.11 Soit F—>E-"-B une fibration, alors W-catp
= cat (E,F).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du produit fibré homo-
topique suivant :

T"(E, F) Entl
l lpnﬁ—l
T”(B) Brtl

0

Proposition 1.3.12 [12] Soit A—i>X—q>X/A une cofibration fer-
mée, alors cat(X/A) < cat(X,A) + 1.

Le théoréme suivant montre I’équivalence de la catégorie d’une application
définie par la méthode de Lusternik-Schnirelmann et celle défini par la mé-
thode de Whitehead.
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Théoréme 1.3.13 Soit f : X ——=Y une application continue telle que
X est un espace normal connexe par arc et Y est un espace ayant un point
de base non dégénéré.

Démonstration. Adaptation immédiate du théoréme pour les catégories
d’espaces [31]. O
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Chapitre 2

La o-catégorie d’une
application

Dans le chapitre 1, nous avons vu que pour une application continue
f+ X ——=Y, la fibration de Ganea g,(Y) : G,(Y)——=Y permet de
caractériser la catégorie de I'application f en termes de déformation dans la
n®M€ fibration de Ganea G, (Y).

Nous nous intéressons dans ce chapitre a l'information contenue dans les
suspensions successives de 'application f et des fibrations de Ganea. Nous
rappelons la o’cat d’un espace X quelconque définie par L. Vandembroucq,
puis nous définissons notre version de la o’-catégorie d’une application.

2.1 Lemmes

Commencons par rappeler deux propriétés classiques des sommes amal-
gamées homotopiques, et des produits fibrés homotopiques.

Lemme 2.1.1 [39] Supposons le diagramme suivant commautalif o homoto-
pie pres.
A—B——C

N

D—FE——F

1. Sile carré a gauche est une somme amalgamée homotopique, alors le
carré a droite est une somme amalgamée homotopique si et seulement
st le grand carré est une somme amalgamée homotopique.

2. Si tous les espaces sont CW -complexes, A est connexe, et B et D sont
1-connexes, et le carré a droite et le grand carré sont des sommes amal-
gamées homotopiques, alors le carré a gauche est une somme amalga-
mée homotopique.

25

http://doc.univ-lille1.fr



These de Mouzher Chebib, Lille 1, 2009

8. Si le carré a droite est un produit fibré homotopique, alors le carré a
gauche est un produit fibré homotopique si et seulement si le grand
carré est un produit fibré homotopique.

Lemme 2.1.2 [39] (Lemme du cube)
Soit (C) un cube homotopiquement commutatif dans Top*

gy
.
C/ D/

1. Supposons :

Les deux faces arriére et de gauche sont des produits fibrés
homotopiques.

Les deux faces du haut et du bas sont des sommes amalga-
mées homotopiques.

Alors les deux faces avant et de droite sont des produits fibrés homoto-
piques.

2. Supposons :

Les quatre faces verticales sont des produits fibrés homoto-
piques.
La face du bas est une somme amalgamée homotopique

Alors la face du haut est une somme amalgamée homotopique.

2.2 Suspension d’application

Définition 2.2.1 Soit X un espace quelconque. Pour tout i > 0, o'catX est
le plus petit entier n pour lequel l’application Yig,(X) : 'G,, (X)——=xix
a une section homotopique.

Proposition 2.2.2 [56/ Soit X un espace 1-connexe. Pouri et j, 1 <i < j,
et pour tout corps K, alors

ex(X) < ocatX < o/catX < olcatX < olcatX < catX.

Remarque 2.2.3 La o'-catégorie de X est un invariant du type d’homotopie
de X.
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Proposition 2.2.4 Soit f : X ——=Y une application continue et i > 0,
si X' f a une section homotopique, alors o'caty < o'catX.

Démonstration. Soit h : Yy ——= i X une section homotopique de
Yif telle que Xif o h ~ idsiy. Supposons que ocat X < n et soit s :
i X — %'G,(X) une section homotopique de Xg, (X). D’aprés le dia-
gramme commutatif & homotopie prés suivant :

S'Gn(f)

YiG(X) = S'G(Y)
/ S gn (X) Sign(Y)
S
. "hrr V . idzix . Eif .
Y X X Y
dans lequel s' ;= $G,,(f) o s o h, nous obtenons que oicatY < n. O

Corollaire 2.2.5 Soit ¥ —2> X *f>Y tel que fog ~idy (X domine
Y), alors oteatY < otecatX pour tout © > 0.

Lemme 2.2.6 Soit X N y —2o Cy , une cofibration homotopique dont
la suite de Puppe est

X X
be / v 1 o p D¢ ) e q N0,

Parmi les 4 conditions suivantes, les trois premiéres sont équivalentes et
impliquent la quatriéme,
1. q est homotopiquement trivial,

%
2. La cofibration Cy 35 ! Y est homotopiquement triviale,i.e.

SX ~Cp VY,

3. p a une rétraction homotopique,

4. Xf a une section homotopique.

Si de plus les espaces sont des CW -complexes 1-connexes, alors la quatriéme
propriété implique les trois premiéres propriétés précédentes.
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Démonstration.
e 1) = 2) On a le diagramme commutatif & homotopie prés suivant

Y g Cy
\\\*/// p

ol I'application XY ——= Y X est induite par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique.
Comme le carré du fond et le carré & gauche sont des sommes amalgamées
homotopiques, le lemme 2.1.1 implique que le carré & droite est aussi une
somme amalgamée homotopique,

|

Y —3%XX

ie. X ~ XY VO
e 2) —> 3) Le diagramme plein suivant est commutatif & homotopie prés

* Cy
l 2
[N
N\
ide
Sy X ¥
cte A

Nous obtenons § par la propriété universelle de la somme amalgamée homo-
topique.

e 3) = 1) Supposons que 'application p a une rétraction homotopique, i.e.
il existe une application  : X ——=C} telle que d o p ~ idc,. D’autre
part 'application p représente une cofibre homotopique de ’application ¢,
en particulier p o g >~ 0. Ceci implique que g >~ id¢, o q =~ dopoq~0.
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e 2) —> 4) Dans le diagramme commutatif & homotopie prés suivant,

* Cy *
p
Y ¢ XYY V(O ~X¥X = Y
\_/
idyy

les deux carrés de gauche et de droite sont des sommes amalgamées homoto-
piques, le lemme 2.1.1 implique que le grand carré est une somme amalgamée
homotopique, ce qui montre que £ est la section homotopique de X f.

e 4) = 2) Dans le diagramme commutatif & homotopie prés suivant :

* Cy *
YY X YY

le grand carré et le carré a droite sont des sommes amalgamées homotopiques,
le lemme 2.1.1 implique que le carré a gauche est aussi une somme amalgamée
homotopique i.e. ¥.X ~ XY Vv C}. U

Corollaire 2.2.7 Soient X S y —%- Cy , une cofibration homotopique,
et i > 1. Parmi les 4 conditions sutvantes :

1. X1q est homotopiquement triviale,

' wi-1 ot .
2. La cofibration 22—10f EiX—J;ElY est homotopique-

ment triviale i.e. ¥'X ~ XY Vv Ei_lcf,

3. Y 1p a une rétraction homotopique,

4. X'f a une section homotopique,

les trois premiéres sont équivalentes et impliquent la quatrieme.
Si de plus les espaces sont des CW -complexes 1-connexes, alors la quatriéme

propriété implique les 8 premiéres propriétés précédentes.

Proposition 2.2.8 Soit X un espace 1-connexe, l’application c,(X) : X — Cp(X)
est la cofibre homotopique de gn(X). Pour tout i > 1, on a o'catX < n si
et seulement si Uapplication ¥i—1xX —— %710, (X) est homotopiquement

triviale. En particulier o'cat X = G-weat X si X est un CW -compleze.
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(X (X
Démonstration. Pour la cofibration homotopique G, (X) mX) X nlX) Cn(X),

d’aprés le corollaire 2.2.7, ¥'g,(z) a une section homotopique équivaut a
Yi~le,(X) est homotopiquement triviale. O

Définition 2.2.9 Soit f : X —=Y wune application continue. La o' -catégorie
de f, notée o’ catf, est le plus petil entier n pour lequel Yif factorise par la
i€M€ suspension du n*¢"€ espace de Ganea Gp(Y). i.e. il existe une appli-

cation s : Yix — %G, (Y) qui rend le triangle suivant

YiG(Y)
YiX : Y'Y

Xtf
commutatif a homotopie prés

— 9%l n’existe pas un tel entier n, on pose : oicatf = oo.

— La o-catégorie de f est le nombre ocatf :=min{c’catf, pour tout
i€ N}

— o%atf = catf.

Remarque 2.2.10 La catégorie o'cat f généralise la version absolue en 2.2.1
car o'cat (idx) = o'cat X.

Proposition 2.2.11 Soit f: X —=Y ,i € N, alors :

1. dcat f < min {o'cat X, o'catY }.

2. oicat (go f) < min{c'cat f, oicatg}, o g: Y —= 7 .

3. o'cat hg = o'cat hi, si hy est homotope & hy.

4. ocat f <...<coTlcat f <olcatf <...... <oVat f = cat f.
Démonstration.

1. Supposons que olcat X < n, alors il existe une application conti-
nue s : Yix — %G, (X), tel que ¥'g,(X) o s ~ idsix. Notons
5" := NG, (f) o s, 'application X f est homotope a Xig,(Y) o s ce qui
montre que o'cat f < n.
Supposons que o'cat Y < n, donc I'application ¥’g,(Y) a une section
homotopique s : ¥iy — X'G,,(Y) . Notons s’ := s o X f, I'applica-
tion X f est homotope & g, (Y) o &', ce qui montre que oicat f < n,
donc o'cat f < min {o'cat X, o'catY'}.
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2. Soit g : Y —= Z une application continue. Supposons que o’cat f

< n, ie. il existe une application s : Rix ——= %G, (Y) tel que
Yg,(Y) os ~ X' f. Notons s := X'G,(g) o s, I'application X(g o f)
est homotope a Yig,(Z) o s, alors oicat (go f) < n.

Supposons que oicat g < n, i.e. il existe une application s : 2y — %G, (Z)

tel que Xig,(Z) o s ~ Xig. Notons s’ := so Xt f, 'application X¢(g o f)
est homotope & Xg,,(Z) o 8, alors o'cat (go f) < n, donc oicat (g o f)
< min{c’cat f, o'cat g}.

. Si fo ~ f1, Xifg ~ Xif1, donc si on a Xig,(Y) o s ~ Xify, on a aussi

.....

Yig,(Y) o s ~ X f] par transitivité & 'homotopie.

. Soit 0 < i < j, tel que o'cat f < n, alors il existe une application

s NiXx —= G, (Y) tel que le triangle suivant est commutatif a
homotopie prés
YiGL(Y)
/ lzign@v)
) sif X
X Y

Il suffit d’appliquer =% sur le triangle précédent pour montrer que
olcat f < n, ce qui montre que o/cat f < o'cat f.

O

Remarque 2.2.12 D’aprés la proposition 2.2.11 (3), la o'-cat f est un in-
variant homotopique.

Proposition 2.2.13 Soit X*f>Y*g>X , tel que go f ~ idx, alors
pour tout i > 0, o'catf = o'catg = o'catX < o'catY .

Démonstration. Supposons que ocatf < n i.e. il existe une application
s: NiX —XiG,(Y), qui rend le triangle suivant :

YiG,(Y)
/ lzl‘gnm
X : Yy

Sif

commutatif & homotopie prés.
Le diagramme homotopiquement commutatif suivant :

. G, )
SiGL(Y) 9, sig,(x)
/ iEiQn(Y) lzign(X)
DiX 7, 2y = //7ZX
e -
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montre que o'catX < n, le lemme 2.2.11 implique o’catf = o'catX.
D’autre part on a : oicat f = o'cat X = o'cat (idx) = o'cat (go f) < o'cat g
< min{o'cat X, o'cat Y} d’ou le résultat. O

2.3 Caractérisation d’épimorphisme

Proposition 2.3.1 Soit f : X ——=Y un épimorphisme, alors pour tout
i>1, X'f a une section homotopique.

Démonstration. La suite de Puppe de f est

by by
XfYquéEXfZYqchm

Comme go f ~ 0 et f un épimorphisme, alors ¢ ~ 0. D’aprés le lemme
2.2.6, X f a une section homotopique. Et par conséquence X' f a une section
homotopique pour tout ¢ > 1. O

Corollaire 2.3.2 Soit f : X ——=Y un épimorphisme, alors pour tout
1> 03" f est aussi un épimorphisme.

Proposition 2.3.3 Soit f : X ——=Y wune application continue. Si f est
un épimorphisme homotopique, alors pour tout i > 1 oicatf = o'caty .

Démonstration. D’aprés 2.2.11, il suffit de démontrer que o'caty <
olcatf. Puisque f est un épimorphisme; ceci implique que X'f (i > 1) a
une section homotopique. Supposons que o'catf < n i.e. nous avons 1’appli-
cation s qui rend le triangle suivant commutatif & homotopie prées

YiIGL(Y)
/ lxign (Y)
Nix : Yy

if

Notons « : une section homotopique de X'f. L’application s o a est une
section homotopique de ¥*g,(Y'). Ceci implique que o*catY < ni.e. o'catf =
olcaty . O

Corollaire 2.3.4 Sous les hypothéses de la proposition 2.3.3.
Pour tout i > 1, o'catY < otcat X.

Lemme 2.3.5 Soit A—> B—2>(C une cofibration dans laquelle tous les
espaces sont 1-connezes. Notons F' la fibre homotopique de p, X : F —— B
Uapplication induite et d : A——F un relevement de ¢ (d induite par
la propriété universelle du produit fibré homotopique) i.e. Xet d vérifient
Xod=~u SiA et C sont respectivement (a — 1) et (¢ — 1)-connexes, alors
Uapplication d est une (a + ¢ — 2 )-équivalence.
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Démonstration. On peut toujours supposer que la cofibration homoto-
pique A —— B—2+( est une vraie cofibration. Convertissons I’appli-
cation p : B——>C en fibration et notons X’ : F——PF,= ol xc B
I'inclusion de la fibre

FLP,;

RN

A—>B—L>C

ott C7 est 'espace des chemins libres sur C.

L’application X : FF—— B del’énoncé est la composée F' X P, . B.

Par le lemme des cinq appliqué aux longues suites exactes d’homotopie des
paires (P,,F) et (B,A), 'application d est une a + ¢ — 2 équivalence si et
seulement si 'application de paires e : (B, A) —— (P,, F') est une a+c—1
équivalence. La paire (B,A) et I’espace A sont respectivement (c— 1)-connexe
et (a — 1)-connexe. Il résulte donc du théoréme d’excision homotopique de
Blakers-Massey que Iapplication d’identification p: (B, A) —— (C,*) est
une a+c—1 équivalence. Puisque 'application g : (P, F') —— (C, %) induit
un isomorphisme en homotopie, le diagramme commutatif suivant implique
que lapplication e est une (a 4+ ¢ — 1)- équivalence.

(B,A) —— (P, F)

’Jl g

(C, %) (C, %)

O

Théoréme 2.3.6 Soit f : X ——=Y wun épimorphisme ot Y est (¢ —1)-
connezxe, avec (q > 2). Pour touti > 0, sic'catf =n et dimY < q(n+1)—2,
on a:

1. dlcatf = o'catY .
2. o Pcatf = o'catf pour tout p > 0.

Démonstration.

1. D’apreés 2.3.3, il suffit de montrer le cas ¢ = 0.
e Si n = 0, alors I'application f est homotopiquement nulle, i.e. f se
factorise par une application constante comme suit :

i
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I’application f est un épimorphisme, alors 'application cte est un épi-
morphisme aussi, ceci implique que idy est homotopiquement nulle,
donc catY= 0.

e Sin > 1, par hypothése il existe une application s : X — G, (Y)
qui rend le triangle suivant commutatif & hommotopie prés

notons :
— Cf la cofibre homotopique de f.
— C,(Y) la cofibre homotopique de g,(Y).

F

.
Go(v) 2y O o)
X ! Y g Cy

Dans ce diagramme commutatif & homotopie prés,
— F est la fibre homotopique de ¢, (Y).
— d est un relévement homotopique de ¢, (Y") (induit par la propriété
universelle du produit fibré homotopique) i.e. [ od ~ g,(Y)
Puisque G,(Y) et Cp(Y) sont respectivement (¢ — 1) et (¢gn — 1)-
connexes, il découle du lemme 2.3.5 que d est une g(n + 1) — 2 équi-
valence. L’hypothése de dimension implique alors que l’application
de - [Y,Gp(Y) ——=[Y, F] est surjective. Par ailleurs, puisque f est
un épimorphisme, 'application g est homotopiquement triviale, ce qui
implique que lapplication ¢,(Y) est aussi homotopiquement triviale,
implique F' ~ Y x QC,,(Y') donc I'application [ admet une section ho-
motopique ¢ : 'Y —— F . D’aprés la surjectivité de d., il existe une
application #: Y ——= G,(Y) , telle que d.(8) =do f =¢.
L’application /3 est une section homotopique de g, (Y) i.e. catY = catf

. 11 suffit de travailler & p = 1. Supposons que o'Tlcatf < n —1 i.e.

il existe une application s : i+l x — ¥1G, (V) qui rend le
triangle suivant commutatif & homotopie prés

Ei+1Gn_1 (Y)

/ \LE”lgnl(Y)

sy

Ei—i—lX ZH»lf

34

http://doc.univ-lille1.fr



© 2011 Tous droits réservés.

These de Mouzher Chebib, Lille 1, 2009

Le diagramme commutatif & homotopie prés suivant est construit comme
dans la premiére partie de la preuve.

F

2i+1 Ei+lcn71(y)

) n—1(Y ) ;
EZ—HGn_l(Y) gn—1( )22+1Y—>Ez+lcn_l(y)

| | |
Z'H—lf Z'H—lg

nitl x itly Ei-HCf

Par le méme chemin de la démonstration de la partie précédente, nous
avons

oileatY < m — 1. Or, c’est impossible car L. Vandembroucq ([55]
proposition 1.5) a montré que o'*lcatY = oicatY’, ce qui prouve que
otleatf =n.

O

Corollaire 2.3.7 Sous les hypothéses du théoréeme 2.3.6., si catf est finie
(catf < ), alors ocatf = catf = catY .

Définition 2.3.8 Soit X un espace. Alors olepi(X) < n si et seulement si
Yign(X) : TG (X) —=XiX est un épimorphisme.

Proposition 2.3.9 Soient X un espace et weat X la catégorie faible de [’es-
pace X.
Alors o'weat X < o'epi(X) < o'cat X.

Démonstration. Supposons que o'cat X < n i.e. application Xig,(X)
admet une section homotopique, ceci implique que X’g, (X) est un épimor-
phisme ce qui montre que o’epi(X) < n.

Supposons que olepi(X) < ni.e. application ¥g, (X) est un épimorphisme.
Notons ¢, (X) la cofibre homotopique de application g, (X ). D’aprés la suite
de Puppe Y’c,(X) est la cofibre homotopique de ¥g,,(X) comme suit :

. Yign (X , Sien (X ,

L’application Yic, (X )oX¢g,(X) est homotopiquement triviale. Comme I’ap-
plication g, (X) est un épimorphisme alors 'application %’c,(X) est ho-
motopiquement nulle ce qui montre que o'weat X < n. O

Proposition 2.3.10 Soit f: X ——=Y un épimorphisme.
Si epi(Y) = cat(Y), alors cat f = catY .
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Démonstration. Il suffit de montrer que catY < cat f. Supposons que
catf < nm, alors il existe une application s : X ——= G,(Y) qui rend le
triangle suivant commutatif & homotopie prés

Gn(Y)
J{gn(Y)

X Y

f

L’application f est un épimorphisme implique que g¢,(Y) est un épimor-
phisme. D’aprés 'hypothése : catY = epi(Y) < n. O

Conjecture Soit f : X ——=Y un épimorphisme, nous conjecturons que
catf = catY . D’apres [22], si Y est formel alors cette conjecture est vraie.

2.4 Geénéralisation du lemme de Puppe

Le lemme suivant représente une généralisation du lemme de Puppe 2.2.6.

Lemme 2.4.1 Soienti: A——>B eti : A'—> B’ deuz applications
continues.

Soient o et 3, deux applications rendant commutatif & homotopie prés le
carré suivant :

A—>RB

o e

A/ﬁ/B/
7

Considérons les cofibrations homotopiques A s B-—Lsc et A s B LN c .
Leurs suites de Puppe sont respectivement :

i p 5 b} Zp

A B C YA B C...

et

/ , /
i’ P ) =i Xp

Al B’ c’ YA B ...

Le diagramme en traits pleins suivant est commutatif & homotopie prés ou y
est induite par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique

A—-p-—"L-0c—">v4"5B

R
£ 2

A —=B —>(C —>SA —> 5B
i p 5 P

Parmi les 4 conditions suivantes :

36

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Mouzher Chebib, Lille 1, 2009

v o p est homotopiquement triviale,
YAVe C'~YXBV(C,
il exister: YA—— (" tel querod ~,

o v o~

4. il existe £ : XB ——=NA" tel que Yi' 0o & ~ X3,
Les trois premiéres sont équivalentes et impliquent la quatriéme.

Démonstration.
e 1) = 2) Considérons le cube commutatif & homotopie prés

/

p

7

B
l | |
* - YA

3B YXBvC

C

*

ou l'application h est induite par la propriété universelle de la somme amal-
gamée homotopique. Dans le diagramme suivant

B * c’
* 3B YBvC

les deux carrés sont des sommes amalgamées homotopiques, le lemme 2.1.1
implique que le grand rectangle est aussi une somme amalgamée homoto-
pique. Le grand rectangle et le carré de gauche du diagramme suivant

B C o
* —=YA——>=3XBV(C

sont des sommes amalgamées homotopiques, le lemme 2.1.1 implique que le
carré de droite est aussi une somme amalgamée homotopique, ce qui montre
que YAVe C'~YXBV (.

e 2) = 3) Dans le diagramme suivant, 'application h’ est obtenue par la
propriété universelle de la somme amalgamée homotopique du carré construit
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sur YB<—xx—— ("

/\

[

6
YA YA \/C C’

\

Y !,

T |

/ . y‘l

sBio . . ———C
ct
Notons r:=h' ok : X A——= (', lapplication r o § est homotope a ~.
e3) = 1)yopx~rodopx~ro0~0.
e 2) = 4) Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés

k

oE SB

dans lequel 'application b: Y B v ¢! — X A’ est obtenue par la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique du diagramme suivant

C—"—=(
l l \\5’
SA—=EBVC O\

A

Notre but est de trouver £ : XB ——= YA’ tel que 3¢’ o & ~ 313.
Notons £ := bol. Il reste & montrer que Xi' o £ ~ X3.
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Dans le grand diagramme, le grand carré de derriére et le carré de derriére a
gauche, sont des sommes amalgamées homotopiques. Donc le carré a droite
est une somme amalgamée homotopique, ce qui montre que le grand carré
de devant est une somme amalgamée homotopique et p o h ~ .
Donc dans le diagramme homotopiquement commutatif suivant,

C— ¢

]

vA—">yvpvco —L-¥B

Xﬁ\
B Yi'ob 24

\_/
B

tous les carrés sont des sommes amalgamées homotopiques dans lesquelles
— 303 est la fléche induite par la propriété universelle de la somme amal-
gamée homotopique du grand carré.
— L’application " est la fléche induite par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique du carré de droite.
Y3 et v’ rendant les deux triangles du grand carré commutatifs 4 homotopies
preés, par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique, nous
avons X3 ~ 7',
Dans le grand diagramme au-dessus nous avons Xi' o€ ~ r’opol ~ 1/ ~ ¥ [.

O

Remarque 2.4.2 Sous les mémes hypothéses du lemme précédent, nous mon-
trons par un contre exemple que la quatriéme propriété n'implique pas les trois

premiéres propriétés (4) 7= 1)).

En effet
Soit f € 7o(S°) = Zo une application non nulle, alors I’application Xf €
m10(S%) =0

Le diagramme commutatif & homotopie prés suivant :

id g

* ‘gg A519 * A5110

O T

*——> G5 ——> G5 —— S8
idgs

montre que la quatriéme propriété n’implique pas la premiére propriété, car
foidgs >~ f nest pas homotopiquement nulle.

Définition 2.4.3 Soient f : X ——=Y wune application continue, notons
glweat f la o'-catégorie faible de lapplication f :
clweat f < n si et seulement si X'y o X'cp(X) est homotopiquement nulle
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n (X cn (X . Sign (X . Sien (X
90 ¢ 2 (X)L e i () ) iy Zel)

A

X'gn

Gn(f)l f lv EiGn(f)l lEif
(Y) Sicn (V)

n Y n Y . .
L))yilcn(if) = NIG,(Y) Ny
ot l'application ~y est induite par la propriété universelle de la somme amal-
gamée homotopique.

Proposition 2.4.4 Soit f : X ——=Y wune application continue. Alors
pour tout i > 1, o'cat f < o' tweat f < o Leat f.

Démonstration. Supposons que o' lcat f < n alors il existe une applica-
tion s : i—lx —= X1G,(Y) telle que ¥ 1g,(Y)os ~ X1 f. On a alors
Yitly o Nl (X) ~ Sile, (V) o Xt f ~ i le (V) o B 1g,(Y) os ~ 0
ce qui montre que o weat f<n.

Supposons que o tweat f < n. Dans le diagramme commutatif & homotopie
prés suivant

Yi1lg,(X) . Yile, (X)
Yimlx

LG (X) Si-10,(X) 22 506, (X)

4 Si—1g, (Y , Si—len (Y . i1y
Ly, (v) ) ity W, sim10,(v) 2 s, (v)

comme l'application ¥ ~1yo¥i~!¢, (X) est homotopiquement nulle, le lemme

2.4.1 implique qu’il existe une application £ : 2ix — X'G,(Y) tel que
Nign(Y)o& ~Xif.

L’application £ est la relevée cherchée. O

2.5 Variations de Ganea et Whitehead de la L-S
catégorie

Dans cette section nous donnerons quatre versions équivalentes de la méthode
de Ganea et Whitehead pour une application quelconque, en généralisant ces
versions a la o'-catégorie.

Définition 2.5.1 Soient f : X ——=Y wune application continue et ¢ > 0
alors

o 0'Glcat f < n si elle vérifie la condition suivante :
G1) L’application X'f : yix — 2iy se factorise & homotopie prés par
1eme

la i€ suspension du n espace de Ganea, i.e. s’il existe une application

s: YiX —=X'G,(Y) quirend le triangle suivant commutatif & homotopie
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pres.
YiGL(Y)
/ lzﬁgnm
Y X ¥y

Stf
o'Glcat f est ce que nous avons noté o'cat f dans la définition 2.2.9.
o o' G2at f < n si elle vérifie la condition suivante :
G2) 0" G2cat f = 0 si et seulement si 'application X' f est homotopiquement

nulle.
Sin > 1, il existe une suite de sommes amalgamées homotopiques

0 < j < n, o ag est homotopiquement nulle et X'f factorise & travers
S'yn 0 XY, — 0V -

e 0'GS3cat f < n si elle vérifie la condition suivante :

G3) 0*GScat f = 0 si et seulement si lapplication XU f est homotopiquement
nulle.

Sin > 1, il existe une somme amalgamée homotopique

M *
i s.a.h.
L————L

ot G3cat o < n—1 et X f se factorise par une application LU : ¥i[, —— iy,
i.e. on a un triangle commutatif & homotopie prés :

o 0'GYcat f < n si elle vérifie la condition suivante :
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G4) Il existe une suite de sommes amalgamées homotopiques

Vj Uj
D
N N\
Xj-1 X
\)\\
0%
0 < j <n, dans laquelle
- XO ~ %k,
— ay ~ N

— L’application )?j_l — X; ——= 2ty se factorise par o_1.

— L’application Uj —— iy est homotopiquement nulle.
On pose Grcat f= 0"Gycat f pour tout 1 < k < 4.

Théoréme 2.5.2 Soit f: X ——=Y wune application continue, alors pour
tout i > 0, 0'Gleatf = 0'G2catf = 0'G3catf.
Nous avons aussi, 0'G4catf < o*Glcatf.

Démonstration.

e G1) = G2) Par la construction de Ganea, nous avons la suite de sommes
amalgamées homotopiques suivante,

(Y) *
]
Gj1(Y) —=G;(Y)

Fj

(j > 1) et un triangle commutatif & homotopie prés,

YiG(Y)
/ lzign(Y)
Yix . Yy

Nif

Il suffit de noter Zj—l = Fj_l(Y), }/}‘_1 = Gj_l(Y) et Y} = G](Y)

e G2) = G1) Nous allons montrer par récurrence que I'application y; =
Yn © p—1 0 ...00q5 : Yj——=Y se factorise via G;(Y) i.e. il existe une
application v; : Y; ——= G;(Y) telle que g;(Y) o yj >~ y;.

L’application gy se factorise par Go(Y) car ygy est homotopiquement triviale.
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Supposons le résultat vrai pour j — 1. Nous pouvons alors construire le dia-
gramme commutatif a homotopie prés suivant :

dans lequel

Gj = GJ<Y) et Fj—l = Fj_1<Y).

L’application Zj_1 —— Fj_1 est obtenue par la propriété universelle du
produit fibré homotopique.

L’application v; : Y; —— G est obtenue par la propriété universelle de
la somme amalgamée homotopique telle que g; o y; est homotope a y; par
I'unicité de la propriété universelle.

De plus nous avons par hypothése X/f qui se factorise par X’y,, donc le
triangle suivant est commutatif & homotopie prés

Z n
1Y, =% $iG,(Y)
a ER -7 .
/ % iz gn(¥)
X 5 Y'Y

L’application s := Y%y, o a est telle que Xg,(Y) o s ~ X f, ce qui montre
que 0*Glcat f < n.

e G2) = G3) Il suffit de montrer que G3cat(coj—1) < j—1 pour 0 < j < n.
— Pour 5 = 1, nous avons g : Yg —— Y7 homotopiquement nulle, donc
G3cat(ag) = 0.
— Par récurrence, nous supposons que G3cat(aj—2) < j — 2, nous allons
montrer que G3cat(aj—1) <j— 1.
On considére le diagramme suivant :

Zj_g *
i s.a.h. i
Yj2 o Y1
S
Yrjfl aj71 Yj
43
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Par hypotheése G3cat(aj—2) < j — 2, alors G3cat(aj—1) < j— 1.

e G3) = G2) Nous allons d’abord montrer par récurrence sur n, (Pj) :
G3cata < j = G2cata < 5.

Sin=1, G3cata = 0 = G2cat o = 0 car a est homotopiquement nulle.

Si n > 2, nous supposons que (P,_2) est vrai, et montrons que (P,_1) est
vrai.
G3cata < n — 1 i.e. nous avons la somme amalgamée homotopique suivant,

M ——*

|

oL
telle que le triangle suivant est commutatif & homotopie prés.
L/

_E o L

et G3cat o < n — 2. Comme G3cat o < n — 2 implique G2cat o <n-—2,
i.e. il existe une suite des sommes amalgamées homotopiques

ijl —

|

}/j*l aj71 }/j

(0 < j <n—2) avec un triangle suivant commutatif & homotopie prés
Yn—2
~, ,
L Oé, L

Notons Y;,_1 la cofibre homotopique de I'application })f’ ——=Y,,_o dans le
diagramme commutatif & homotopie prés suivant

/
(e

M ——1 —=Yno

N

s> —=Yo1 o=/

id
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Le grand carré est une somme amalgamée homotopique.
Notons Z,,_o := M’. De plus « se factorise par Y,,_1.

En effet
id
/—\
L/ Yn—l LI
L — L

ce qui montre que G2cata < n — 1.
De plus « se factorise par Y,,_1. Notons que Y;, est la cofibre homotopique

de lapplication M ——T7 — Y,
\/
Dans le diagramme homotopiquement commutatif suivant

«

Zn-1= Mﬁiﬂynfl

| N

* L Vb= L
v
id

idsi; se factorise par X'Y,,, par hypothése X' f se factorise par X°L, donc
3 f se factorise par ¥'Y,, comme suit :

id
— T
. i .
S 2, - UL
T / \ J/Eil
X'Yn
Nix ST 0%

oll on pose : y, :=10ob.
Donc 0'G2cat f < n.

e G1) = G4) Pour montrer (G4), nous allons utiliser les axiomes de cube.
Pour j = n, nous construisons le diagramme homotopiquement commutatif
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suivant

YiGn_1 Y'Gy

*
Y

dans lequel, F,, := F,(Y), G, := Gp(Y) et X,, := X'X. Les applications
du carré de droite sont X' f, s et E"gn(Y). Les espaces )A(:n_l,Un et V,, sont
construits de telle fagon que les carrés verticaux du cube sont des produits
fibrés homotopiques.

D’apres le théoréme du cube 2.1.2, le carré en haut est une somme amalgamée

homotopique. L’application )Afn_l —— iy se factorise par I'application
Ap—1 = ZZ'gn—l P Xpo1 = E’L‘G(n—l — Yy .

Pour tout j < n —1: on pose V; = EiFj_l, Uj =%, et X;_1 = Xj_l =
IETY O

Proposition 2.5.3 Pour toute application continue f : X ——=Y , Glcat f
< Gjcat f.

Démonstration. Nous allons montrer que a; : X; ——=Y se factorise
par g;(Y), ce qui implique le résultat

C’est vrai pour j = 0.

Supposons que c¢’est vrai pour aj_1 : X;j—1 —Y , montrons que c’est vrai
pour a;.

Comme l'application a;_1 : )A(/jfl ——Y se factorise par a;_1, elle se fac-
torise par g;—1(Y"). On va construire le diagramme suivant dans lequel I’ap-
plication V; ——= Fj_1 est obtenue par la propriété universelle du produit
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fibré homotopique

et Bj : X; ——G; est obtenue par la propriété universelle de la somme
amalgamée homotopique. De plus, g;3; est homotope a «; par l'unicité de
la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique.

Maintenant, comme on a que 'application f est homotope & «,, le relévement
demandé est (3. O

En particulier, Gy implique le résultat bien comme suivant.
Corollaire 2.5.4 Soient X un espace topologique, et n un entier. Alors
catGp(X) < n.

Proposition 2.5.5 Soit X N y —2- Cy wune cofibration homotopique.
Alors cat Cy < catq + 1.

Démonstration. Supposons que catq < n, le diagramme commutatif &
homotopie prés suivant

M:=X *
lf s.a.h l
L=y ————L=C
/idcf \
Cy Cy
montre d’aprés G3 (2.5.1) que cat Cy < n + 1. O

Remarque La proposition précédente améliore I'inégalité :
catCy < catY + 1.

Corollaire 2.5.6 Soient X N y —1- Cy une cofibration homotopique,
g: Cp——=Z wune application continue.
Alors cat g < catq + 1.
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Proposition 2.5.7 Soit f : X ——=Y wune application continue. Notons
q: Y ——=Cy la cofibre homotopique de lapplication f.
Si Uapplication q est homotopiquement nulle, alors Cy est un co-H-espace.

Démonstration. Nous demontrons cette proposition par les deux méthodes
G1 et G3 et nous construisons une comultiplication p : Cp ——Cy Vv Cy
qui vérifie les conditions de co-H-espace par rapport & G1 et G3 respective-
ment.

1. 16® méthode

Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés

X * \
h y —2 Cf
\
QCp | - ]
\ V
i ¥0C, o,

g1(Cy)

dans lequel

— L’application h est induite par la propriété universelle du produit
fibré homotopique,

— L’application s est induite par la proriété universelle de la somme
amalgamée homotopique.

Par I'unicité de la propriété universelle de la somme amalgamée homo-

topique g1(Cf) o s est homotope & idc, ce qui montre que catCy <1,

donc C est un co-H-espace.

Notons p:= (91(Cy) V 91(Cy)) o p o s comme suit

91(Cy)var(Cy)

Cy 2300 L~ (2QCy) v (2QC)) Cr Vv Cy

ou 'application p est le pincement de XQC'y. L’application u verifie les
conditions de co-H-espace.

2. 2¢T€ méthode
catq = 0 car 'application ¢ est homotopiquement nulle ceci implique
que catCy < 1 (proposiition 2.5.5), donc Cf est co-H-espace.
L’application ¢ est homotopiquement nulle implique XX ~ XY Vv Cy
(lemme 2.2.6).
Notons u := (g2 V g2) © p o i comme suit
Cp—oSX Sy Ve Lo SXVEX ~SY VO VEY VO B2 0y

dans lequel
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— 1 est l'inclusion de Cy dans XY V Cy,

— p est le pincement de XX,

— @2 est la projection de XY Vv Cy dans CY.
L’application g verifie les conditions de co-H-espace.

O

Proposition 2.5.8 Soient F—>FE-">B une fibration homotopique,
f: B'——= B une application continue, et P le produit fibré homotopique
des applications f et h.

Le diagramme suivant est commutatif a homotopie prés

F——————————F
il i

P

f/
A

1% C/
!
B f

dans lequel,
— L’application i’ est la fibre homotopique de h'.
— C et C' sont les cofibres homotopiques des applications i et i'.
— Les applications r, v’ et ' sont induites par la propriété universelle de
la somme amalgamée homotopique.
Alors cat f < cat f.

Démonstration. Supposons que cat f < n, d’aprés G2 (2.5.1), il existe une
suite de sommes amalgamées homotopiques

]_SJSTL Zj_1*>>k

|

o1
Yjoi——Y;

telle que 'application f se factorise via Y;, comme suit

Yy,
7N
B’ 7 B
49
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Considérons le diagramme homotopiquement commutatif

F F

S

i

F F F

12

Rl ia i

7

N
.

j—1

Y,——=B

Yi_
i-1 Yj

dans lequel,
— Aj est le produit fibré homotopique des applications h et y;, et de
méme pour les autres carrés verticaux.
— A partir du lemme de cube, pour tout 1 < j < n le carré

Qj-1——F

|

Aj—l Aj

est une somme amalgamée homotopique.
— Gréace aux produits fibrés homotopiques verticaux, les fibres homoto-
piques des applications verticales sont égales a F'.
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A partir des cofibrations homotopiques des applications %, i1, i2, i3 et iq,
nous obtenons le diagramme commutatif & homotopie prés

F F

\ I?\

i1 F F F
12
1<5<n Q1 e B ) iq i
Aj Aj —F
Y, Y! s0
i-1 ol J Y;
Zjoq |k

Yj*l Qj—1 Y] Yj = B

dans lequel,
— Pour tout j, 1 < j < n, les espaces C, Z}-p Yj/—p * et Yj’ sont
respectivement les cofibres homotopiques des applications i, i1, i, i3

et 4.

— Pour tout j, 1 < 5 < n, les diagrammes Z]’-,l — %

|

/ -1 /

Yii—7%]
sont des sommes amalgamées homotopiques (lemme des 4 cofibrations,
Doeraene [9]).

— Les applications 04;'—1 et y} sont obtenues par la propriété universelle
de la somme amalgamée homotopique.

— De ap ~ % on déduit facilement af ~ * aussi.

o1
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Il reste & montrer que lapplication f’ se factorise via l'application y,. Ceci
se déduit du diagramme commutatif & homotopie prés suivant.

F F F
i’ lu \Ll

P Ay E
\c/ S y; \C
! S Y /

B

dans lequel,
— L’application s’ est obtenue par la propiété universelle de la somme
amalgamée homotopique.
— Les applications f’ et y], 0’ sont homotopes par la propiété universelle
de la somme amalgamée homotopique.
Donc & partir de la suite des sommes amalgamées homotopiques

1 < j <mn, o o est homotopiquement nulle et f’ factorise & travers 'appli-
cation g/, nous montrons que catf’ < n. O

Proposition 2.5.9 Soient h: X ——=Y , f: Y ——= 7 des applications
continues telle que foh ~ 0, et f: Y/X ——= Z [application induite par
la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique, comme dans
le diagramme commutatif & homotopie prés suivant

ey g

%

—Y/X

Alors cat f < catfg cat f + 1.

Démonstration. Nous utilisons G3 (2.5.1) pour montrer la proposition.
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e Supposons que cat f < k, il existe une somme amalgamée homotopique

M *
i s.a.h.
[———L

ot cata < k —1, et f se factorise par une application [ : [, ——= 7 , i.e. on
a un triangle commutatif & homotopie pres :

7\

Le diagramme suivant commute a homotopie prés

Y

Z

X *
h |
Y /X
L > 7

T
\) v/
Z
dans lequel,

— L’ est la cofibre homotopique de I’application s o h.
— Les applications s’ et I’ sont induites par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique.
— L’application fv est homotope a I’ o s’, par I'unicité de la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique.
Nous avons la somme amalgamée homotopique suivante

M =X *
l s.a.h. l
"1

et f se factorise par I’ comme suit :

L/
% X
! Z

Y/X
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et la corollaire 2.5.6 montre que cat o/ < k.

e Supposons que cat f < k, il existe une somme amalgamée homotopique

M *
i s.a.h.
L———1L

oucata <k—1,et fse factorise par une application [ : [, —— 7 .

Comme I'application fse factorise par I'application [, alors I'application f
se factorise aussi par [, ce qui montre que cat f < cat f. O

Proposition 2.5.10 Soienth: X —=Y , f: Y ——= Z des applications
continues, et f’ 2 Y/X ——= Z/X Uapplication induite par la propriété uni-
verselle de la somme amalgamée homotopique, comme dans le diagramme
commutatif & homotopie prés suivant

X —— %

P
Y —=Y/X
f 7

\
Z—>7/X

Alors catf’ <catf + 1

Démonstration. Nous allons utiliser la version G3 (2.5.1).
Supposons que cat f < k, alors il existe une somme amalgamée homotopique

M *
i s.a.h.
I———L

oucata < k —1, et f se factorise par une application [ : [, ——= Z , i.e. on
a un triangle commutatif & homotopie prés :

7\

Y

VA
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Le diagramme suivant commute a homotopie prés

X *
: |
Y Y/X
\\
s s
o v \ ~
L r f
! v
YV ¥
Z Z/X

dans lequel,
— L’ est la cofibre homotopique de I’application s o h.
— Les applications s’ et I’ sont induites par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique.
— L’application f’ est homotope a I’ o s/, par I'unicité de la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique.
Nous avons la somme amalgamée homotopique suivante

M =X *
l s.a.h. i
E/ = L # L/

telle que )"VV se factorise via lapplication !’ comme suit :

2N

/
f
Y/X Z/X

et le corollaire 2.5.6 montre que cat o’ < k. O

Notre travail a porté sur la o’-catégorie par la méthode de Ganea, mais nous
allons également présenter d’autres versions de la catégorie d’une application,
par la méthode de Whitehead.

Définition 2.5.11 Soit f: X ——=Y une application continue.
e Wicat f <mn, sila condition suivante est satisfaite :

W1) 1l existe une application g : X ——=T™(Y) qui rend le carré suivant
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commutatif a homotopie pres.

X —5 1Y)

J{f ijn(Y)

Y —mynt
AY'

Wicat f est ce que nous avons noté W-cat f en 1.3.6.

o W2cat f < n, sila condition suivante est satisfaite :

W2) Il eziste une suite de sommes amalgamées homotopiques

Si—1 Y x %
| |
Rifl xY Rl

pourt=1,...n, dans laquelle
Ry~ x* et Ag}“ o f se factorise par lapplication r, : R, ——=yn+1.

o Wicat f < n, sila condition suivante est satisfaite :

W3)Pour i = 1,...n, il existe une suite de sommes amalgamées homoto-
piques

Qi

A
Yi-i-l

dans laquelle

— L’application w;—1 : W,_; —= Y+t se factorise par w;—1 X idy
comme suit :

Wz‘—l xY

1

Yi+1

W,;_

- Wo ~ .
L application P; — yi+1 se factorise par Y x x.

- W, =X et Uapplication w, est homotope a A?/H o f.

o6
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Théoréme 2.5.12 Soit f : X ——=Y wune application continue.
Alors Wlcatf = W2catf = W3catf.

Démonstration.

e W1) = W2) Gréace a la construction de Whitehead suivante :

Yi Xk
TH \\;WH
Ixy
Notons S;_1 := R;—1 = T !, avec la condition (W1) nous obtenons le

résultat.

e W2) =— W1) Nous allons montrer inductivement que Iapplication r; :
R, —— yi+1 se factorise via j;(Y) : THY) ——=yi+l.

Par récurrence, pour ¢ = 0 c’est évident.

Supposons que c’est vrai pour ¢ — 1, i.e. nous avons ;1 : Rj_1 —— Ti-1
telle que j;—1 o ~;—1 est homotope & r;_1, et montrons que c’est vrai pour .
Nous pouvons ainsi construire le diagramme homotopiquement commutatif

/ /\

Rz 1 X Y YH-l

/ AN

Yz+1

T~

jifl(Y) X’idy

ou 'application S5;—1 —— T%—1 est obtenue par la propriété universelle du
produit fibré homotopique.

Alors I'application ; : R; —— T existe par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique et encore j;7; est homotope a r; par 'unicité
de la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique.

Pour i = n, Agﬁ“ o f se factorise par r,, qui se factorise par j,(Y) donc
AP o f se factorise par j,(Y).
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e W3) = W1) Nous allons montrer que w; : W; — yi+1 se factorise
par (Y.

C’est vrai pour ¢ = 0. Supposons que c’est vrai pour ¢ — 1, i.e. w;_1 est
homotope a jZ_1<Y) O Yi—1, ol Yi—1 : Wi—l —_— Ti*1 .

Pour tout i, 1 < i < n, notons ;1 := (-1 X idy) o s;—1. Le diagramme
suivant est commutatif & homotopie prés

—~ w;

Wi Wi Yt =yixy
W’
Wi—l XY
l%lXidY
Tl xY YixYy

ji—l(y) X’idy

Nous pouvons construire le diagramme homotopiquement commutatif sui-

/ /\

Y’L+1
Yi l

./ N

T YH—I

\_/JI(Y/

ji—l(y) Xidy

vant :

Pi—

dans lequel
I'application Q; —— Ti—1 est obtenue par la propriété uni-
verselle du produit fibré homotopique. Donc 'application ~; :
W; —— T est obtenue aussi par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique. Par la propriété universelle de
la somme amalgamée homotopique on a j;y; est homotope a w;.
Pour i = n, w, est homotope & A;‘,H of,ie. A@H o f se factorise & homotopie
prés par jn(Y) et v, Papplication demandée.

o8
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e W1) = W3) cette implication est basée sur le théoréme de cube. Posons
W, = X ; soit le diagramme homotopiquement commutatif suivant

Qi P

S TN

W1 W, yn+l

N

—Y" x %

A VN

YnJrl

Yn = ¢, €t wy = A?,Jrl of.

Wn,l est le produit fibré homotopique des applications X ——=T", et
771 Y ——=T" . Les autres carrés verticaux du cube sont des produit
fibrés homotopiques. L’application @, — P, est induite par la propriété
universelle du produit fibré homotopique.

Par le théoréme du cube 2.1.2, le carré du haut est une somme amalgamée
homotopique. Pour tout 1 < ¢ < n — 1 la suite de sommes amalgamées
homotopiques

Qi=T"1(Y)

|

W, =T 1Y) xY

P=Y"xx

donne le résultat. O
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Chapitre 3

Attachement d’une cellule et
invariant de Hopf

Berstein et Hilton [5] ont étudié quel est l'effet sur la catégorie d’un atta-
chement de cellule & un espace X CW-complexe (¢ — 1) connexe (¢ > 2). Ils
ont montré que ’augmentation ou non de la catégorie lors d’un attachement
de cellule dépend d’une classe d’homotopie appelée invariant de Hopf.
Notre travail établit un invariant semblable pour étudier 'effet sur la o'-
catégorie d'une application f : X ——= Z , lorsqu’on attache une cellule a
la source X, suivant une application d’attachement o : SP ——= X . Nous

considérons les applications f : X U, ePtl ——= 7 et o x L, ePtt —— Z L, ePT!

induites par la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique,
et nous étudions I'augmentation ou non de la o;-catégorie de ces applications
par rapport a celle de f. L’invariant que nous construisons pour étudier cela
généralise 'invariant de Hopf qui a été utilisé par Berstein et Hilton et I'in-
variant de Hopf qui a été utilisé par Vandembroucq.

3.1 La construction de v,

Notons j : X — X U, ePT! linclusion de X dans la cofibre homoto-
pique de 'application o : SP ——= X ,
aussi j' : Z—— Z U, ePt! Dinclusion de Z dans la cofibre homotopique
de o := foa.
L’adjointe de I'application « est noteé¢ ay : §p—1 ——= QX .

Proposition 3.1.1 Soient X un espace, a : SP ——= X wune application

continue, et &(X) 1 G1(X) ——= Gp(X) les applications continues déduites
de la construction de Ganea. Alors le carré suivant est commutatif & homo-
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topie pres.
Sy
SP G1 (X)
Oéi ifk(x)
X
gr(X) H(X)

Démonstration. Considérons le diagramme homotopiquement commutatif

suivant :
Sp—1
%j)u
QSP *
§ \ \
0 * SP
(€)
Zaﬁ
QX //* «
YOX ~Gi(X)
/ : a0
[
* } X
[
(X))
8 )v gr(X)
Gr(X)

Dans lequel :

Les deux carrés du cube en haut et en bas sont des produits
fibrés homotopiques. Le grand carré en haut et le petit carré en
bas sont des sommes amalgamées homotopiques.

Les deux applications Yoy et g1 (X)) sont obtenues par la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique.

Nous obtenons donc I’homotopie entre gi(X) o £, (X) o Xay et a. g

Remarque 3.1.2 Les deux applications Qf o ay et Q(f o ) o (idgw)y =
Qf o Qao (idsr)y sont homotopes.
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Posons v, := &,(X) o Xay. La proposition 3.1.1 entraine que le diagramme
suivant commute & homotopie prés.

Pl )y
e > 62)
Tk @(Z)i
G )
—

Définition L application v, est Gi(f) 0 & (X) o Say =~ &,(Z) o Ea;i

Lemme 3.1.3 Soient f : X ——=Y et g: Y ——= 7 deur applications

continues, notons Cy la cofibre homotopique de lapplication f etj : Y ——Cy
Uapplication induite.

Alors g o f est homotopiquement triviale si et seulement si il existe une ap-
plication g : Cf —— 7 telle que go j ~ g.

Notons j/ : Z —— Z Ufoq P := Z’ Dinclusion de Z dans la cofibre homo-

topique de I’application foa : §P —— X —— Z . L’application §2j'0Q foay
est homotopiquement triviale. Nous obtenons donc, par la propriété univer-
selle de somme amalgamée homotopique une factorisation de Q7 :

Lemme 3.1.4 Soient f: X ——= Z une application continue, et Z (q—1)-
connexe (q > 2). Considérons une application o : SP——= X telle que

p > q+1. Alors Uapplication o : Z Uqfoa, €¥ ——= Q7' est une (p+q—2)-
équivalence.

Démonstration. Il suffit de montrer que la fibre homotopique F’ de I’appli-
cation g est (p+ q — 3)-connexe. Considérons F' la fibre homotopique de I'in-

clusion j' 1 7 —— Z Ujoq ePtt .= 7' Notons x : F — Z l'application

induiteet d : SP —— F un relévement de foa dans F': yod ~ foa. D’aprés
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le lemme 2.3.5, 'application d est une (p 4+ ¢ — 2)-équivalence, il en découle
que son adjoint dy : §p—1 —— QSP L QOF est une min(2p—3,p+q—3)-
équivalence, soit une (p+¢—3)-équivalence. La cofibre homotopique QF Ua, €7
de dy est donc (p+q—3)-connexe. Dans [44], H. Scheerer et D. Tanré montrent
que les espaces QO F Ug, P et F " s’inscrivent dans une cofibration homotopique
QF Ug, €@ —— p/ ——= 027/%§P—1 . Le joint Q22 SP~! étant (p+q — 3)-
connexe, il en résulte que F’ est également (p + ¢ — 3)-connexe. O

Proposition 3.1.5 Soient f : X ——= Z wune application continue, et Z
(¢ — 1)-connezxe (q¢ > 2). Considérons une application o : SP —— X telle
quep > g+ 1. Pour tout n > 1, on a un diagramme commutatif & homotopie

preés
Fn(5")
F.(2) Fu(Z')
Gn(j")
Gn(Z) -~ j;m Gn(Z) l—lﬁ/ﬁb 6p+1 on V Gn(Z/)
gn(Z)l ﬁnl lgn(z’)
z 2 = ZUe P = 2Ly (o, P ——— 2
qui vérifie :
1. Le carré en bas a gauche est une somme amalgamée homotopique.
2. F,(j") est une (nqg+ p — 1)-équivalence.
3. on est une (p+ q — 1)-équivalence.
4. Les applications g,(Z) et g,(Z") induisent une application

C’(Gn(j/)) — C(j’) = SPt1 qui est un isomorphisme en homologie
Jjusqu’au degré p+q — 1.

Démonstration. L’existence de g, et g, provient du diagramme :

Tn
SP Gn(Z
"|( ) > G (i)
\ | Jn
|
op+1 | Gr(Z) Uy, ePtl 80 Gn(2')
! :
|
o v o /
SPp— — — —||— = — — > Z\- - - _ _ gn gn(Z")
\ RS R
Sa Y T~
P+l 7' = Z Uy ePtl zZ'
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1. Dans le diagramme commutatif & homotopie prés

/

T

ept1 HGn(Z) I_l’yl eptl _In YA

le grand carré et le carré de gauche sont des sommes amalgamées ho-
motopiques, alors d’aprés le lemme 2.1.1 le carré de droite est aussi
une somme amalgamée homotopique.

2. Rappelons que lapplication F},(j) entre les fibres s’identifie au joint
iteré *"t1Qj’. L’application Q5 : QZ —=QZ' est une (p — 1)-
équivalence. Par la connexité de €7, il est facile d’en déduire le ré-
sultat.

3. Cet énoncé se prouve par récurrence sur n. Le cas n = 1 vient du fait
que lapplication p; est exactement la suspension de 'application p
(lemme 3.1.4). Supposons que le résultat est vrai pour n > 1. Remar-
quons que l'espace Gp,+1(2) l_lﬂf; ePt1 est, via I’équivalence d’homotopie,

Gn(Z)U Fo(Z) —— Gp+1(Z) . Considérons le diagramme suivant :

Fn(5')

Fo(Z) Fo(Z)

Fo(Z)
in(Z)l J{j’oin(Z) lin(Z/)
Gu(Z)U, ot Gn(2')

./ On
In

!

En prenant les cofibres homotopiques des applications i, (Z2), j,, 0in(Z)
et i,(Z’) nous obtenons une suite

Gni1(Z2) —= Gn11(2) Uy ePtl Gns+1(Z') . Par la propriété

universelle, il est facile d’identifier cette suite avec la composée 9,41 ©
j;H_l. D’aprés le point (2), 'application F,(j') est une (ng + p — 1)-
équivalence. Il résulte alors du lemme des cing et de ’hypothése de
récurrence que 9,41 est aussi une (p+q—1)-équivalence, ce qui termine
la preuve.

4. La construction des cofibres homotopiques des applications j;l, Gl j/)
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et j' donne, en particulier, le diagramme suivant :

-/

Gn(Z) n Gn(Z2) U Pan C(jl) = gptt
_— I
Gull2) —=— Gu(2) CGnld) |-
9a(2) lgn( 2 l /
g : z c(")

dans lequel I'application C(Gn(j/)) ——> (C(j') est induite par g,(Z)
et gn(Z') et le grand carré de gauche est une somme amalgamée homo-
topique. L’application §r+l —— C'(G,,( j/)) a pour inverse a gauche
C(Gn(j")) —= C(j") = SP*! ; elle induit donc un morphisme injectif

en homologie. D’autre part, puisque le carré supérieur & droit du dia-
gramme ci-dessus est une somme amalgamée, nous pouvons déduire du
point (3) que §r+l —— C(G,(j)) est une (p + g — 1)-équivalence.
En définitive, cette application induit un isomorphisme en homologie
jusqu’au degré p 4+ g — 1 et il en est donc de méme de son inverse a
gauche.

O

3.2 L’utilité de I'invariant de Hopf

Soient ¢+ > 0, k > 1, et f: X —— Z une application continue.
Supposons que la catégorie de f est inférieure ou égale a k.
Soit j : X — X U, ePt! linclusion de X dans la cofibre homotopique de

I’application a : SP —— X . Notons fv: X U, ePt! ——= Z (dans le cas on

A Ufoa eptl

foa est homotopiquement nulle), et f, : X U, ePtt
(dans le cas générale).

Les catégories des applications fet J?7 induites par la propriété universelle
de la somme amalgamée homotopique sont au plus k + 1 (proposition 2.5.9
et proposition 2.5.10). Alors la question se pose : « Sous quelles conditions
les catégories des applications induites sont elles inférieures ou égales a k7 »
Berstein et Hilton ont répondu dans le cas absolu par le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 (/5]). Soient X un espace (q—1)-connezxe (q > 2) de catégorie
inférieure ou égale a k, et ® est un relévement de A’)“('H. Considérons une
application o : SP —= X , Y = X U, P! sa cofibre homotopique. Si
Vinvariant de Hopf He () est nul alors catY < k. La réciproque est vraie
lorsque dim(X) < q(k+1) — 2.
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La version de cet invariant par la méthode de Ganea apparait dans les tra-
vaux d’Iwase. L. Vandembroucq a utilisé I'invariant de Hopf par la méthode
de Ganea et a montré :

Lemme 3.2.2 ([55]) Soient X un CW complexe (¢ — 1)-conneze (¢ > 2)
de catégorie inférieure ou égale a k et s : X — Gp(X) wune section de
gr(X). Considérons a: SP —= X (p>q+1) et Y = X U, ePt! sa cofibre
homotopique. Pour touti >0 :

- Si Y'H(a) = 0 (invariant de Hopf a la méthode de Vandembroucq)
alors olcaty < k.

— Si, de plus dim(X) < q(k + 1) — 2, alors la réciproque est vraie i.e.
olcatY < k implique X'H (a)) = 0.
Définition 3.2.3 Soient f : X —— Z , de o'-catégorie inférieure ou égale
akets: Nix—=XGL(Z) un relevement de Yif sur la jeme suspension
du Kieme espace de Ganea. Notons ( : XiGp(Z) ——= C(s) Uapplication
obtenue en construisant la cofibre homotopique de s. A une application o :
SP —— X mnous associons :
1. Hi(a) = Xy, — s o Xl € mpi(S'Gr(2)), la classe Hi(a) mesure la
commutativité du triangle suwivant :

gpti SiGy(Z)
Z"al /
130.¢

ot 7y, est défini en 3.1.1.

2. Hy(o) = (o Hj(a) ~ (D, — soXia) =~ o Xy, € mpyi(C(s)), défini
a partir du diagramme :

C(s)
Hi(a
i() CT
Sy, )
gpti i IENVA
Sy ST
Yix

Remarque 3.2.4 Dans le cas ot f = idx, on retrouve les invariants de
Hopf de Vandembroucq.

Théoréme 3.2.5 Soient f : X ——= Z wune application continue. Consi-
dérons une application o : SP ——= X (p > 1), telle que f o a est homo-
topiquement triviale. Notons Y = X U, ePt1 sa cofibre homotopique, et f
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Uapplication induite par la propriété universelle de la somme amalgamée ho-
motopique :

Sp

| b

* ——— X Ly ePT!

Alors pour tout © > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. olcatf <k et Hi(a) =0;
2. Uicatfg k.

Démonstration.

1) = 2) Nous avons une application s : 2i X — ¥!Gy(Z) qui rend le
triangle suivant commutatif & homotopie preés.

S'GR(Z)
/ lzigkw)
X ST, VA
Hi(a) = X, — soXa = 0, ce qui signifie que le triangle suivant est
homotopiquement commutatif.
Ei /. .
o+ 3G (2)
Ei(a) /
YX

L’application Eiv,’f est homotopiquement nulle, puisque f o a est homotopi-
quement nulle. Donc s o X’a est homotopiquement nulle, ce qui montre la
commutativité du diagramme suivant

Sp+z' *
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dans lequel I'application s’ est obtenue par la propriété universelle de la
somme amalgamée homotopique.

Par I'unicité de la propriété universelle de la somme amalgamée homoto-
pique, Xigi(Z) o s" est homotope & X f, i.e. Uicatfg k.

2) = 1) 1l existe une application s’ : Y/(X U, ePT) ——= XG(Z) telle
que Xig(Z)os ~ E’f. Ceci implique que Xgy(Z)os 0Xj ~ ZifoEij ~ Nif
Notons s := s’ 0 X¥j, on a alors Xigi(Z) os ~ X'f. ie. o'cat f < k.

Nous avons Zi’y,’c ~ 0, donc il suffit de montrer que so Xla est homotopique-
ment triviale. On a soXiq est égale s’ o X jo X, et celle-ci est homotopique-
ment triviale, car I'application j est la cofibre homotopique de I'application
a, donc H;(a) = 0. O

Théoréme 3.2.6 Soient f : X ——= 7 wune application continue de o'-
catégorie inférieure ou égale a k et s : 2 X — NiGR(Z) un relévement de
Yif. Considérons une application o : SP — X et notons Y = X U, P!
sa cofibre homotopique.

L’application f/ DX Ug P ————>Z Ufoq e+l est induite par la pro-
priété universelle de la somme amalgamée homotopique. On a le diagramme
commutatif 4 homotopie prés suivant.

s *
d |
X X U, ePtt
] N
Z Z Ufoa Pan

Si Hi(a) = 0 alors o'catf < k.

Démonstration. Nous pouvons démontrer ce théoréme de deux facons dif-
férentes :

1. 16T€ méthode
Nous avons s : Yi X — XG(Z) qui rend le triangle suivant com-
mutatif & homotopie prés.

YiGL(Z)
/ lEigk(Z)
D¢ : A

Sif
Hi(a) = X'y, — s o Ya, Hi(a) = 0, ce qui signifie que le triangle
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suivant :
il

DI

,S’p+i Zsz(Z)
Z& /
Yix

est commutatif & homotopie preés.
Grace a 'application v;, : SP —— G1(Z) et a la trivialité de l'inva-
riant de Hopf, nous avons :
El(Gk(Z) |_|,YI/C €p+1) ~ Ein(Z) Ugoxia ePTitl
Considérons le diagramme commutatif & homotopie preés
Gp+i *

/ St

S| DX

YHX Ug P o~ B0X sy, ePTiF!

s b

Dif Ele(Z) - El(Gk(Z) l—l'y,; e]?—i_l) = EZGk(Z) |—IsoZ”‘a e(p+l+1) —> ZZGk(Z |Jfoa €p+1)
Tig(2) sif Sigy Eigk(Zl_JeP*l)l
BN
A SH(Z Ugoq ePt1) SH(Z Ugoq ePt1)

construit comme suit :

— L’application r existe d’aprés la proposition 3.1.3
Pour faciliter la démonstration de 'existence de I'application r, il
suffit de montrer la trivialité de I'application X'Gy(j") o £y}, dans
le diagramme commutatif & homotopie prés suivant :

Sy , ,
gpti *ﬁ“zzgk(z) Y'Gr(2) Ussiny! eptitl

Ein(Z Ufoa ePt )

Dans le diagramme suivant :

Ya, G (7
# 1(.7) Gl(Zl_lfoa €p+1)

\ \Lék gk(zufoaep_‘—l)i
Tk

Gk(Z Ufoa €p+1)

Gr()

Les applications S'G(j) o i, et S€,(Z Ufoq €PT) 0 TG4 (57) 0
E”l(aé) sont homotopes (o’ := f o ).
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¢

Remarquons que G1(j') o E(ay) = ZQ(j') o () o B(ider )y =~
¥Q(j" 0 ) o B(idgp )y ~ 0
car j' est la cofibre homotopique de I'application o/, donc X'Gj(j') o
'}, est homotopiquement triviale.

— Nous obtenons alors les deux applications b et g, par la propriété
universelle de la somme amalgamée homotopique.
Aussi les deux applications Eif’ et ¥'g, o b sont homotopes grace
a 'unicité de la propriété universelle de la somme amalgamée ho-
motopique, de méme que les applications Xgx(Z U foa ePtHor et
3Gk

Notons " := rob, application X f/ est homotope a Sigp(ZUpoqe! ™o

s’, ce qui montre que Uicatf’ <k.

. 98me 1athode

Considérons le diagramme commutatif & homotopie preés

SP *

1,

X X U, ePtt

|~

ﬁ-ZUfoa an
J

Notons f" := j/ o f ~ ]7’ o j, remarquons que o'catf’ < k puisque
olcatf’ < min{c'catf,o'catj'}
Nous avons par hypothése H;(o) := H;f(a) = 0. Le diagramme suivant

montre que H;p(a) := Xiy, — s oXia =0

Ei'y;/
Sy, . SIGLG)
Spti Tk Ele(Z) a5 )EZGk(Z ufoa ep+1)
o X'Gg(j)os:=s
X

Nous avons dans le diagramme commutatif & homotopie prés suivant

SP X 7 Ufoq €/

L l/

* —— X L, ePt!
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— floa~0
— dleatf <k
~ Hip(a) =0 _
D’aprés le théoréme 3.2.5, olcatf’ < k.
U

Théoréme 3.2.7 Soient f : X — Z une application continue de o'-
catégorie inférieure ou égale a k pour tout i > 0, s : YiX — N'Gy(2)
un relevement de XU f, ¢ : L'Gy(Z) — C(s) une cofibre de s, Z un OW
compleze (q —1)- connexe (q > 2) et X de dimension inférieure ou égale a
q(k + 1) — 2. Considérons une application o : SP ——= X .
Notons Y := X Uy Pt Z/ = Z Usoq ePT! et f'i Y ——= 7' lapplication
induite par la propriété universelle de somme amalgamée homotopique.
1. Sicicat f' <k alors F;(a) =0.
2. Si f est un épimorphisme, et Z aussi de dimension inférieure ou égale
a q(k+1) —2 alors, pour tout j > 1, Ejﬁg(a) = 0 implique o' ticat 7'
<k.

Démonstration.

1. Notons 3: iy — %G (Z') un relévement de X' f'.
Nous allons d’abord montrer que le diagramme suivant est commutatif
a homotopie prés.

. G (5 4
SiG(2) ) sic(27)
X ST >y
Nous avons
gr(Z)os~Xif
!

2gk<Z>os~21f'
Yig(Z') 0 BiGR(5") ~ L5 o Xig(Z)

Les deux applications Xgx(Z') o XiGyj’ o s et Ligp(Z') 050 X5 sont
homotopes puisque B
Yigp(Z") oEle( Nos~ XN oNigy(Z)os~ Nl oNif ~ NifloNlj
Yigp(Z') 050 Xt

Par la connectivité de Fy(Z') ( la fibre de gx(Z') ), Papplication gi(Z")
est une (¢(k + 1) — 1) - équivalence.

Alors I'application X¢gy(Z’) est une q(k + 1) 4+ i — 1- équivalence et
avec I’hypothése sur la dimension de X, I'application induite
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g ¢ [X'X,YGR(Z2")] — [2iX,%Z'] définie par g4(h) = X'g(Z')oh
est injective donc les deux applications Ein(j/) os et 50X sont
homotopes.

Notons C(j) (' resp C(j') ) la cofibre homotopique de j ( resp j' ).

Le carré suivant :
ntg

»iX ¥y
e
X7 DI

est une somme amalgamée homotopique. Grace a la propriété de la
somme amalgamée homotopique :

. iy X . .
306 L - yiy SiC(5)

| -

P YA Y05

nous avons L!C(j) ~ XC(5').
Considérons le diagramme commutatif & homotopie prés suivant

C(s) L C(3) C(¥)

Zsz Sy , ep+1+1

o

NiGL(Z)) S'C(Gr(5))
A

A

\ A wj’)

niy YiC(j) =——= grtitl

Dans lequel :

— Les deux application r et r’ sont induites par la propriété universelle
de la somme amalgamée homotopique.

— L’application 7’ est une section homotopique de I'application r, de
plus r induit un isomorphisme en homologie en degré plus grand
que p + q + i — 1 (proposition 3.1.5). De méme pour son inverse
homotopique 7.

— L’espace C(V) représente la cofibre homotopique de Papplication r’

[9]-
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— L’application [ est donnée par la somme amalgamée homotopique

P ept1

Cr(Z) —> Gr(Z) Uy Pt

et Papplication h par la propriété universelle.
Comme ¢q > 2, la cofibre homotopique de I'application ¥ est au moins
p + i+ 1-connexe, alors ¥ est une p 4+ ¢ + 1- équivalence.
¥ o ﬁ;(a) est homotopiquement nulle parce que X‘G(q) o Zify,; est
homotopiquement nulle.
Comme U est une (p + i + 1)- équivalence, alors F}C(a) est homotopi-
quement nulle.

. L’application f est un épimorphisme et avec la condition de la di-

mension, nous obtenons d’aprés 2.3.6 o'catf = o'catZ, donc il existe
s Yig ——=YG(Z) une section de Yige(Z).

Nous avons Xigy(Z) os ~ Xl f ~idsi, o X' f ~ Xigi(Z) o s’ o XU f.
Comme Yigp(Z)os ~ XNigp(Z)os' oXif, alors s ~ s’ o X' f par la méme
technique que celle de la premiére partie. Considérons le diagramme
homotopiquement commutatif suivant

, C(s) L O(s)
H;(a) AUTEE
Y He ¢
SPti e NG (Z) > TIG(2)
E'L,yk T K2 ,T
N X — NI

dans lequel H;(a) = ¥o H;(a). D’apreés ’hypothése Ejﬁ;(a) =0, on
a X H!(a) = 0. L. Vandembroucq ( [55] théoréme 2.2 ) a montré que,
sous ses condition, on a 0" cat(Z Uson ePT1) < k.

O
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Chapitre 4

L-S o'-catégorie d’un produit
d’applications

La catégorie d'un produit d’espaces a déja été étudiée par Fox [18]. Puis
le travail de généralisation a la o'-catégorie a été fait par Vandembroucq [55].
Dans ce chapitre, nous obtenons des résultats sur les produits des applica-
tions, qui généralisent le travail de Vandembroucq et Fox, et nous obtenons
aussi des résultats sur le produit smash, qui sont des généralisations des théo-
rémes proposés par Berstein et Hilton [5] puis par Vandembroucq en 1998.
Bien stir, notre travail central portera sur la o’-catégorie.

4.1 o'-catégorie et le produit

Proposition 4.1.1 [9] Soient Z et Z' deuz espaces, alors pour tout i > 1,
Y(ZxZN=XZVSZ' VIS (ZNZ).

Théoréme 4.1.2 Soient f: X ——=Y etg: X' ——=Y’' deuzr applica-
tions continues. Alors pour tout i > 0, o'cat(f x g) < o'catf + o'catg.

Démonstration. Soit i > 0, supposons que o'cat f < n et olcatg < n’
et notons sy et s, des relévements homotopiques respectifs de Yif et Yig
dans Y'G,(Y) et TGy (Y') tels que Sig,(Y) o sy ~ X'f et Lig,(Y') o
sg ~ X'g. Nous allons construire un relévement sy, de X'(f x g) qui vérifie
Y gnin (Y X Y') 0 sfyy = T(f x g). Nous allons aussi a partir de sy et s,
construire une application A : Gp(Y) X G (Y') —= Gy (Y x Y7) .
Détaillons la construction de A.

Nous avons cat (G,(Y) x Gp(Y')) < n+n' ([18] et corollaire 2.5.4); ceci
implique que gp1n/ (Gr(Y) X G (Y')) a une section homotopique. Donc le
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diagramme suivant est commutatif & homotopie prés.

Gt (gn(Y)xg, (Y7))

G (Gu(Y) x G (Y')) Tz G (Y xY7)
G (Ga(V)XG o (Y)) Gugt (Y XY)
Gn(Y) x G (Y') —~ Gn(Y) x G (Y) TG Y xY'

Notons A := Gy (gn(Y) X g (Y')) 0 s.

Pour i = 0, notons S := X o (s X s4), application gp4n/(Y X Y’) 0 S est
homotope a f x g, ce qui montre que cat (f x g) < cat f + cat g.

Pour i > 1, nous avons Y¥(X x X/) ~ X VYIX'VYH(X AX);

SHG(Y) X Gur(Y)) 2 (S1Ga(Y)) V (SGor (Y1) V SHGa(Y) A G (Y"))
(proposition 4.1.1).

Nous allons construire une application S” : (X x X/) ——= X(G,(Y) x G (Y"))
qui rend le triangle suivant commutatif & homotopie prés.

S (G (Y) X G (V"))
S'T (g (V)X g, (V"))

YHX x X') YHY x Y')

SH(fxg)
Pour cela, il suffit de construire sppg : (X A X') —= XH(G,(Y) A G (YY) .

Notons a : SH(AAB)—= AANIB et b: Y(AAB)— (S'A)AB.
Soit sprg :=b"1o(spAid)oboa o (idAsy)oa. Posons S =55V sgVspag,
& partir du diagramme homotopiquement commutatif suivant,

SHGR(Y) X G (Y1) =2 S0G 4 (Y x V)
’ »i /
S T Ei(angnl \L gn+n
SHX x X') —— SiY % Y)
ZH(fxg)
nous obtenons c'cat(f x g) < n +n'. O

4.2 o'-catégorie et le produit smash

Dans cette section nous voulons montrer que le théoréme de Vandem-
broucq ([55] thm 2.2) se généralise au produit smash.

Commencons par un rappel de quelques propriétés bien connues des produit
smash.
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Proposition 4.2.1 Soit X un espace quelconque. Dans les carrés commuta-
tifs & homotopie prés suivants,
AVX —=BVX

R

C—D CvX—DVX

_

st le premier carré est une somme amalgamée homtopique, alors le second
l’est aussi.

Démonstration. A partir du diagramme commutatif & homotopie prés

suivant,
I A B
X—AVX—=BVX
et du lemme 2.1.1, nous obtenons la somme amalgamée homotopique sui-
vante :
A B
AVX—=BVX

Aussi dans le diagramme commutatif & homotopie prés suivant, le grand
carré est une somme amalgamée homotopique ( lemme 2.1.1)

A C cvX

R

B—D——DVX
La commutativité & homotopie prés du diagramme

A—AVX—CVX

.

B—BVX—DVX

dans lequel le grand carré et le carré a gauche sont des sommes amalgamées
homotopiques, et le lemme 2.1.1 impliquent que le carré a droite est une
somme amalgamée homotopique. O

Proposition 4.2.2 Soit X un espace quelconque. Considérons les carrés sui-
vants commutatifs & homotopie prés :

76

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Mouzher Chebib, Lille 1, 2009

A——B X x A X xB
ol |
C——D XxC——=XxD

Si le premier carré est une somme amalgamée homotopique, alors le second
est une somme amalgamée homotopique.

Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif & homotopie preés.

AxX—CxX—X

L]

A C *

Du lemme 2.1.1, nous obtenons le produit fibré homotopique suivant :

Ax X —Cx X

L

A C

Dans le cube suivant, les quatre carrés verticaux sont des produits fibrés
homotopiques et le carré du bas est une somme amalgamée homotopique,
donc le carré en haut est une somme amalgamée homotopique ( Mather [39]
deuxiéme théoréme du cube ).

Ax X Bx X

I N

b

Lemme 4.2.3 Soit X un espace quelconque. Considérons les carrés commu-
tatifs a homotopie prés suivants :

D

O

A——B ANX BAX

T |

C—=D CNX—=DANX
7
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Si le premier carré est une somme amalgamée homotopique, alors le second

[’est ausst.

Démonstration. Soit le diagramme commutatif & homotopie prés suivant.

Av X

v X

AN

x X

A7

C

ANX

BvX
\
DvX
BxX
\
DxX
BAX
\
DANX

dans lequel les deux premiers carrés horizontaux du haut sont des sommes
amalgamées homotopique ( prp 4.2.1 et 4.2.2 ), et les quatre suites d’appli-
cations verticales sont des cofibrations homotopiques.

Donc le carré horizontal du bas est une somme amalgamée homotopique

(Doeraene [9]).

O

Lemme 4.2.4 Soient X, Y et Z des espaces quelconques. Alors (X VY )NZ
est équivalent & homotopie prés a (X NZ)V (Y NZ).

Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif a homotopie pres,

VA

YVvZ

XVZ

(XVvY)vZ

Z

o

X Z

*

/

(XVY)xZ

XNZ

T~

o

NZ

© 2011 Tous droits réservés.
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et les carrés horizontaux sont des sommes amalgamées homotopiques (4.2.1
et 4.2.2). En passant aux cofibres, le lemme des quatre cofibrations [9] donne
le résultat. O

En particulier en posont Z = S%, on a :
Corollaire 4.2.5 Z(X VY) ~ XX v XY,
Lemme 4.2.6 Soient X, Y et Z des espaces quelconques. Alors

1. (XANY)NZ =X N(Y ANZ) (associativité).
2. XNY ~Y A X (commutativité).

Corollaire 4.2.7 Pour Z = S', SH{X AY) =~ X AY ~ X AXY.

Remarque 4.2.8 Le produit smash est définie comme la cofire homotopique
de XVY — X xY . Il coincide avec le produit smash classique ([40],

théoréme 6.5.2 page 244) lorsque X VY ——= X x Y est une cofibration.

Définition 4.2.9 Soient f : X ——=Y etg: X' ——=Y' deuzr applica-
tions continues. Alors catyf < k si et seulement si f A g se factorise a
homotopie pres via Gp(Y) ANY' comme suit :

Gr(Y)NY'

/ i gk (Y)Aidys

/
Y AY

XANX'

~ On notera o'-caty f = catsigf.
— On notera cataf = catiq, f.

Définition 4.2.10 Supposons que cataX < kets: X NA—=Gr(X)NA
une section homotopiue de gi*(X).
Notons € : G(X) NA——C(s) la cofibre homotopique de s.

Pour une application a : SP —— X on définit l'invariant de Hopf H () :=
o (kN A)

AA
SPAA—2

Remarque 4.2.11 Remarquons :
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Y HA(a) ~ Hyiy(a).
YiC(s) ~ C(X%s).

catgo X = 0%atX = catX.
olcat4(Y) = catsiz(Y).
olcatgn X = o cat X .

AR T

Théoréme 4.2.12 Soient A un espace quelconque, et X un CW-complexe
1- connexe, tels que cataX <k ets: X NA—=Gr(X)ANA une section

homotopique de gi.(X)Aida := gi(X). Considérons o : SP —= X . Notons
Y = X U, ePTL, pour tout i > 1 :
Si Hyig(a) = 0, alors catsig(Y) < k.

Démonstration. Remarquons que d’aprés le corollaire 2.2.7, I'application
Mg (Y) a une section homotopique si et seulement si %1 (Y) est ho-

motopiquement triviale, ot ¢ (Y) : Y A A——=C(g{(Y)) est la cofibre
homotopique de gi*(Y).

L’application g : (Gp(X) U, e?™)AA——=Y A A est induite par la pro-
priété universelle de la somme amalgamée homotopique dans le diagramme
commutatif & homotopie prés suivant :

SPAA lﬁ
Gr(X) A A — (Gp(X) Uy, ") A A= Gr(Y) N A

l i lg;‘m
!

XAA Y A — YAA
iafg lc«g(y)
C(g) C(g(Y))

Dans lequel :
— L’application gy, : (Gr(X) Uy, eP™) A A——= Gi(Y) A A existe d’apres
la proposition 3.1.3
— Les carrés de gauche sont des sommes amalgamées homotopiques (lemme
4.2.3).
— L’application 5,‘3 est égale & g (X) sur 'espace Gi(X) et I'identité sur
ePThet A,
Si El‘? est homotopiquement triviale, alors c’,?(Y) est homotopiquement tri-
viale.
Donc au lieu de montrer que Ei_lcf est homotopiquement triviale, nous al-
lons montrer que Ziflg‘,? est homotopiquement triviale.
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Or g;?(X) o(y NA) ~aA A (chp 3 proposition 3.1.1), ce qui montre que le
diagramme suivant est commutatif & homotopie preés.

XAA I
P A A —M L (GL(X) A A) —= C(s)
l lgﬁ(X) l
SPAA ond XAA— X

Dans lequel le carré en bas & droite est une somme amalgamée homotopique
( lemme 2.1.1 ).

A partir des cofibrations homotopiques des applications vy A A, Ha(a), aAA,
et [ o (a A A), nous obtenons le diagramme commutatif & homotopie prés
suivant :

SPAA SPAA
TAA SPAA — SPAA
Hy ()
GeCOANA = Cs) lo(and)
\ anA 7
XAA BN
q
(Gr(X)Uq ePTH A A C(Ha(a))
5

=
£
2
T
vl
=
£

C(@gi)

C(0) ~ XC(s)

dans lequel les deux carrés horizontaux du haut sont des sommes amalga-
mées homotopiques, donc le troisiéme carré horizontal du bas est une somme
amalgamée homotopique (Doeraene [9]).

Le carré suivant est une somme amalgamée homotopique.

C(s) *

P,

C(Ha(e)) —2= (5P A A)
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Donc 9§ est la cofibre homotopique de ¢, ce qui montre que
C(lo(aNA))=2(SPAA).

Aussi C(g3') ~ C(0) ~ C(s) grace a la somme amalgamée homotopique
horizontale du bas et la suite de Puppe respectivement.

Considérons, le carré commutatif & homotopie prés suivant :

YANA—=X(SPNA)
lzﬁ leA(O{)
O(gt) —=2C(s)

Par hypothése Hyi 4 () ~ 0, il suffit d’appliquer la suspension /=1 au carré
précédent pour montrer que Eiil'cf est homotopiquement triviale. O

Remarque 4.2.13 Pour A = S, catyigo(Y) = oicatY et Hyigo(a) =
YiH' (o) (défini par Vandembroucq) ce qui montre que le théoréme de Van-
dembroucq, ([55] théoréeme 2.2, page 192) est un cas particulier du produit
smash.

Théoréme 4.2.14 Soient X, X' et A des espaces quelconques. alors pour
tout i > 1 catyiy (X x X') < catsi 4 X + catsig X'.

Démonstration. Supposons que catyi X < n et CatziAX/ <n, 334( et 8_34(,
les sections homotopiques de Xig4(X) et Eig;;‘, (X') respectivement.
Nous avons :

— L’application A : Gp(X) X Gp(X') — Gy (X x X') ( voir la
preuve du thm 4.1.2 ) qui vérifie Eigf+n,(X x X')o (BANA) ~
Ez(gn(X) X gn’(X/)) A A ) ) )

S XX X XNVANA >~ (X VYEX' VE(XAX)NDANA = (X ANAV
(TIX'AA)V(SHX AX)AA).

= Y G(X) X Gu(X) A A = (BIGn(X) A A) V (BIG (X)) A A) V
YHGR(X) NG (X)) A A,

Par le méme chemin de démonstration que dans le théoréme 4.1.2, nous
allons construire I’application 5’)4( Ax/ comme suit :

sunxr i=Lo(CA)yoL  o(sqg ANid)oLo(CA)oR o (idAs§)o(idNL™1)o
Ao(RAid): SHX AX)ANA—=SY(Gn(X) NG (X)) NA, ou

~ L: Y(AAB)—>(Z'A)AB et R: SI(AAB)—> AA (Y'B) .

— C la commutativité et A ’associativité.

A partir de 334(, s‘)“(, et s§‘< Ax hous pouvons construire l'application s :

SHX X X)VAA—>= S Gp(X) X Gu(X))ANA, s := 54 Vs V sy, x
telle que (A A A) o s est la section homotopique de Sigs (X x X') ie.
catsigf(X x X') <n—+n. O
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Proposition 4.2.15 Soient X et A deux espaces quelconques.
Alors pour tout i > 0, o'cat(X A A) < catyi X < o'catX.

Démonstration.

e Supposons que o’cat X < n, donc il existe une section s : i x — LG, (X)

telle que X?g,,(X)os ~ ids . Avec le produit smash de l'espace A et le corol-

laire 4.2.7, nous obtenons Xig4(X) o s’ ~ idsi(xnA) (g2A(X) := gn(X) Nida

et s’ :=sAidy), ce qui montre que catyiy X < n.

e Supposons que catyi 4 X < n, alors il existe une section s : (X A A) — X(Gp(X) A A)
telle que g4 (X) o s ~ idsi(x nA)-

Le diagramme suivant commute a homotopie prés

YHG(X) A A) SHTYX)ANA) ——= 2T (X A A)
e sin
Digh(X) e
) YIGL(X A A)
. Wi xpay . DAY Nida) , ,
Y(XANA) ——=YY(X AA) YHXMTIAA) ——=2((X A A)"HY
M
S

L’application h était induite par la propriété universelle du produit fibré
homotopique.
Notons ' := X'hos. On a Xig,(X A A)os’ ~idyi(xpa) donc o'cat (X A A)
<n.

O

Théoréme 4.2.16 Soient f: X ——=Y etg: X' ——=Y' deux applica-
tions continues, dont 'une au moins est non nulle. Alors pour tout i > 1,
oleat(f A g)+1<o'catyf +1 < clcat(f x g) < o'catf + o'caty.

Démonstration. L’inégalité de droite est le théoréme 4.1.2. Nous montrons
les inégalités o'cat(f A g) < o’catyf et o'catyf +1 < o'cat(f x g).
Supposons que oicat(fxg) < n+1l,ets: X x X') —= NG, (Y x V)
un relévement de X4(f x g) qui vérifie Xig, 1 1(Y x Y') os ~ Si(f x g).
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Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés.

Fo(Y x V') —= F,(Y) x F,(Y") Fo(Y) X % ———=> *

in(YxY?) Gnt1(Y xY) i in(Y) X \

Dans lequel :
— Gp1(Y x Y') est la cofibre homotopique de I'application i, (Y x Y”) :
Fo(Y X Y') —> Gy (Y x Y .

— Gpy1 := Gp(Y) x YU C(F,(Y) x %) est la cofibre homotopique de
in(Y)xcte: Frp(YV) x s ——=Gu(Y) xY'.

— L’application r est induite par la propriété universelle de la somme
amalgamée homotopique.

— L’application p,11 est induite par la propriété universelle de la somme
amalgamée homotopique.

— L’application (G1,G2) : Gp(Y xY') —= G, (Y) X Gp(Y') est in-
duite des projections ¢ : Y xY' ——=Y et g : Y xY' —Y'.

— De méme pour 'application (F1, Fa) : F,(Y xY') ——= F,(Y) x F,(Y) .

Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés.

Gt (Y X V') " Gy~ Gu(Y) A Y

. l

Y xY' Y AY!

Aussi le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés,

Ga(Y)NY' T"(Y)AY' —=T"(Y AY)

-7
—

o _ -
BN -

—

Gn(Y NY) In(YAY)

-
-

~
—
Z ~ gdn (Y/\Yl)

Y A Y/ Yn+1 A Y/ - o (Y A YI)TL+1
w
AVLy
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dans lequel : R
— Gp(Y AY) (le n'®™€ espace de Ganea de Y AY”) représente le produit
fibré homotopique des applications

Gn(YAY') : THY AY') —= (Y AY)"H et AL, 0 Y AY —= (Y AY) L.

— L’application h est induite par la propriété universelle du produit fibré
homotopique.

Remarquons que Papplication Yiryx : (X x X/) ——= XX A X’) a une

section homotopique & pour tout i > 1, puisque /(X x X') ~ XX VEiX'V
YH(X A X'), comme suit :

id
SHX A XS (X x XT) — L Si(X A XY)
L’application X%, (v) 1 $iGy1 = DG (Y) X Y) U C(SHE,(Y) x %)) —= ZiG,(Y) A Y’

est définie comme suit :

YHF,(Y) x %) YHG(Y) x YY)

| |

EZAéjnJrl )

Gy, (v)

RSN

SiGL(Y)AY!

— Notons ' := X', vy o Sirosol, B(f Ag) ~ SigY' (V) o s ce qui
montre que o'catyf +1 < o'cat(f x g).
— Notons s” := Xlhos', X(f Ag) ~ Big, (Y AY’)os” ce qui montre que
aleat(f A g) < olcatyf.
Comme dans le diagramme commutatif & homotopie prés suivant :

Sir .~ ST, v

EZ‘Gn—‘rl

SHX % X) —= S G (Y X Y) SiGL (V) AY! =l i, (Y A YY)

Signt1

I3 Zi§n+1 Eign(Y/\Y’)
YHX A X' YUY x Y) = TYANY =————YYAY'
\\MM,//W
SH(fAg)
O

En particulier, dans le cas g = idgn, le théoréme donne :
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Corollaire 4.2.17 Soit f: X ——=Y etg=idgm et m>1, ona:

~ oleat(BMf) +1 < o eatf + 1 < olcat(f x idgm) < olcatf + 1.

— A la limite ocat(f x idgm) = ocatf + 1.
Le théoréme précédent généralise le théoréme de Vandembroucq [56] (théo-
réme 4.1.3. page 64), et aussi la corollaire précédente généralise la conjecture
de Ganea et repond positivement & cette généralisation pour les applications
f dont lesquelles ocatf = catf.
Proposition 4.2.18 Soient f: X —=Y etg: X' ——=YV' deux appli-
cations continues. Alors pour tout i > 0,

1. olcat(f A g) < min{c'catf,o'catg}.

2. max{cicatf, c'catg} < olcat(f x g).

Démonstration.

1. Supposons que ocatf < n,i.e. il existe une application s : i x — NG (Y),

telle que X'g,(Y)os ~ X'f.
Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés :

SiG,(Y) —= SIT(Y)
/ lzign(Y) lzijn

X Zif ! DILYANS .
Si X Niy S yiyntl

En passant au produit smash, le diagramme suivant est aussi commu-
tatif & homotopie prés :

NG (Y)AY —= ST Y) A Y —2 ST (Y A YY)

y l J{ lzijn(yw’)

YIXAY Y AY!

oINS
dans lequel application ky,((yo, Y1 - - - Yn) AY') = (Yo AY .. yn AY).
A partir du diagramme précédent, nous allons construire le diagramme
commutatif & homotopie prés suivant,

iyt Ay ——=S(Y A Y

YGL(Y)ANY!

NG, (Y AY)

/%/’)

SIXAX —=NXAY —=SH(Y AY)
g ) id

WidEiX/\ TEA .
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dans lequel G, (Y AY”) est le produit fibrée homotopique des applica-
tions j, (Y AY) et A{ﬁf l, et h existe par la propriété universelle de
produit fibré homotopique.

Notons s’ := Xtho(sAidy+)o (idsix Ag). On a alors Xig, (Y AY)os' ~
Yi(f A g) ce qui implique que ocat(f A g) < olcatf.

(Méme chemin de démonstration pour o’cat(f A g) < oicatg.)

2. Supposons que c'cat(f x g) < n, i.e. il existe une application s :
YHX x X') —=X'G,(Y x Y'), telle que Xg,, (Y x Y')os ~ Xi(f x

g). Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés,

. Gp .
SIG(Y x Y') )i (v)
J{Zign(YxY’) i

DY > ) Sy
1

dans lequel 'application q; : Y x Y/ ——=Y est la premiére projec-
tion.

Notons i1 : X“— X x X’ linclusion de X dans X x X' et &’ :=
ZiGn(ql) 08O Elll

Nous montrons, a partir du diagramme commutatif & homotopie prés
suivant, que Yig,(Y)os ~ Xif ie. o'catf < otcat(f x g).

iy SHX x X) g

De la méme fagon, o'catg < o'cat(f x g).
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Résumé

Notre travail s’inscrit dans un domaine initié en 1934 par Lusternik et
Schnirelmann qui associent a une variété un invariant appelé catégorie qui
permet de minorer le nombre des points critiques d’une fonction différentiable
sur cette variété.

Nous nous intéressons a une généralisation au cas des applications conti-
nues entre espaces topologiques, auquelles nous associons un invariant appelé
o'-catégorie.

Nous obtenons plusieurs caractérisations de la o’-catégorie d’une application.

Nous examinons ensuite I'effet sur la o’-catégorie d’un attachement d’une
cellule & la source d’'une application. Cette étude est faite au moyen d’un
nouvel invariant, appelé invariant de Hopf relatif.

Enfin nous examinons les relations entre les catégories de produit et de
produit smash.

Abstract

Our work is registered in a field initiated in 1934 by Lusternik and Schni-
relmann, which associate with a variety an invariant called category, which
allows to undervalue the number of the critical points of a differentiable
function on this variety.

We are interested in a generalization in the case of the continuous appli-
cations between topological spaces in wich we associate an invariant called
ai—category.

We obtain several characterizations of the o'-category on an application

We examine then the effect on the o’-category of a cell attachment on an
application source. This study is made with a new invariant, called invariant

of relative Hopf.

Finally we examine the relations between the categories of product and
product smach.
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