
No d'ordre : 40097THESE DE DOCTORATprésentée àL'Université des Sienes et Tehnologies de Lillepour obtenir le grade deDOCTEUR DE L'UNIVERSITEdans la disipline :LASERS, MOLECULES ET RAYONNEMENT ATMOSPHERIQUEsoutenue le 24/09/2009 parClément EVAINDynamique de soures sur aélérateur : ontr�le de�strutures turbulentes� dans les lasers à életronslibres et étude du rayonnement synhrotron ohérentinduit par laser
Membres du jury :Serge Bielawski Université de Lille 1 Direteur de thèseChristophe Szwaj Université de Lille 1 Codireteur de thèseMarie-Emmanuelle Couprie CEA/Synhrotron SOLEIL RapporteurFraneso Papo� University of Strathlyde RapporteurDominique Derozier Université de Lille 1 ExaminateurJorge R. Tredie Institut Non Linéaire de Nie Examinateur



iiRemeriementsÇa a été un véritable plaisir et très formateur de travailler ave Serge Bielawski et Chris-tophe Szwaj pendant 4 ans. Je leur suis in�niment reonnaissant, en partiulier et dansle désordre, pour leur patiene à enseigner, leur on�ane, leur rigueur sienti�que, lessujets sur lesquels nous avons travaillé, leur enthousiasme et leur manière d'appréhenderla reherhe.Un grande partie du travail présenté dans ette thèse vient d'une ollaboration entre notreéquipe au laboratoire PhLAM et le groupe mahine du entre de rayonnement synhro-tron UVSOR à Okazaki au Japon. Je tiens à remerier haleureusement toute l'équipe deUVSOR, et en partiulier Katoh-san, Hosaka-san, Shimada-san et Adahi-san.Meri au direteur du laboratoire PhLAM, M. Wlodarzak, ainsi qu'au direteur duCERLA, Dominiquez Derozier, de nous permettre de travailler dans de très bonnes ondi-tions.Je remerie les rapporteurs et les examinateurs de ette thèse (M.-E. Couprie, F. Papo�,D. Derozier, J. R. Tredie) pour l'intérêt et le temps qu'ils ont onsaré à étudier ettethèse.Meri à toute l'équipe de dynamique non linéaire du PhLAM (M. Lefran, Q. Thommen,M. Taki, E. Louvergneaux, S. Randoux, P. Suret, E. Courtade).Meri aussi aux plus jeunes des aniens : H. Lignier, G. Agez, M. Lanry, M. Lepers, L.Aballea, P.-E. Morant, M. Goubet.Meri à l'équipe du servie de méanique et d'életronique, ainsi qu'à l'ingénieur de re-herhe du CERLA M. Le-Parquier.Je remerie aussi N. Semmoud et D. Urshitz, de l'éole Téléom Lille 1.Finalement, je remerie très fortement Patriia, Bernard, Caroline, Clara et QuentinEvain, Jean-Louis Melisse, Gérard et Louise Evain et J. Galas, S. Despinoy, S. Deltombe,A. Duthoit, A. Guaguère, J. Rougelot, C. Vandermoere, F. Anquez, M. Warembourg, F.Vasonelos, E. Creton, S. Benlhajlasen, A. Betourne, C. Noot, C. Baude et J. Chabé.



Table des matièresPremière partie : Contr�le de systèmes soumis à une dérive 71 Systèmes étudiés 71.1 Introdution sur les systèmes soumis à une dérive . . . . . . . . . . . . . . 81.1.1 In�uene du bruit, strutures entretenues par le bruit . . . . . . . . 91.1.2 Instabilité onvetive - instabilité absolue . . . . . . . . . . . . . . . 101.1.3 Études expérimentales et théoriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.2 Laser à életrons libres sur anneau de stokage . . . . . . . . . . . . . . . . 111.2.1 Présentation du laser à életrons libres sur anneau de stokage . . . 111.2.2 Dynamique en fontion de la vitesse de dérive : données expérimentales 131.2.3 Équation d'évolution de l'impulsion laser . . . . . . . . . . . . . . 151.2.4 Dynamique en fontion de la dérive : données numériques . . . . . . 171.3 Équation de Ginzburg-Landau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.3.1 Équation de Ginzburg-Landau à saturation loale . . . . . . . . . . 211.3.2 Équation de Ginzburg-Landau à saturation globale . . . . . . . . . 251.3.3 Lien ave le laser à életrons libres . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3.4 Instabilité onvetive et instabilité absolue : étude analytique . . . . 271.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 Contr�le des �strutures turbulentes� 332.1 Étude du ontr�le dans l'équation de Ginzburg-Landau . . . . . . . . . . . 342.1.1 Étude qualitative sur deux exemples de résultats numériques . . . . 342.1.2 Étude quantitative : seuil onvetif/absolu . . . . . . . . . . . . . . 362.1.3 E�et d'une phase dans la rétroation . . . . . . . . . . . . . . . . . 432.1.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532.2 Appliation au laser à életrons libres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 542.2.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 552.2.2 Dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 552.2.3 Résultats numériques et expérimentaux en zones de grande dérive . 562.2.4 E�et de la fae arrière du miroir de sortie de la avité laser . . . . . 592.2.5 E�et de deux rétroations dans la zone de grande dérive . . . . . . 612.2.6 Suppression des grandes �utuations du régime pulsé . . . . . . . . 632.2.7 Étude quantitative de l'e�et de la phase de la rétroation. . . . . . 66iii



iv TABLE DES MATIÈRESDeuxième partie : Rayonnement Synhrotron Cohérent induitpar laser hors zone d'instabilité CSR 733 Introdution au rayonnement synhrotron émis dans un aimant de our-bure et à la trajetoire d'un életron dans un anneau de stokage 733.1 Centre de rayonnement synhrotron UVSOR II . . . . . . . . . . . . . . . 743.1.1 Aélération des életrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.1.2 Anneau de stokage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.2 Rayonnement synhrotron dans un aimant de ourbure . . . . . . . . . . . 763.2.1 Rayonnement synhrotron inohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . 763.2.2 Rayonnement synhrotron ohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.3 Distribution de harge du paquet d'életrons à l'équilibre . . . . . . . . . . 783.4 Trajetoire d'un életron dans l'anneau de stokage . . . . . . . . . . . . . 794 Rayonnement synhrotron ohérent induit par laser 814.1 Prinipe et modélisation de l'expériene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 834.1.1 Prinipe de l'expériene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 834.1.2 Modélisation de l'expériene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 874.2 Dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 904.2.1 Paramètres de l'anneau de stokage . . . . . . . . . . . . . . . . . . 914.2.2 Impulsion laser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 914.2.3 Foalisation de l'impulsion laser sur le paquet d'életrons . . . . . . 974.2.4 Enregistrement des spetres térahertz . . . . . . . . . . . . . . . . . 984.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 984.3.1 Spetres du rayonnement synhrotron ohérent . . . . . . . . . . . . 984.3.2 Puissane térahertz en fontion du ourant et de la puissane laser . 1024.3.3 Puissane térahertz en fontion de la fréquene d'exitation . . . . . 1034.3.4 Étude omparative du CSR et de la puissane térahertz du rayon-nement synhrotron lassique inohérent . . . . . . . . . . . . . . . 104Troisième partie : Rayonnement Synhrotron Cohérent induitpar laser en zone d'instabilité CSR et à son voisinage 1095 Introdution aux instabilités CSR 1095.1 Observations expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1105.1.1 Rayonnement synhrotron térahertz en fontion du ourant . . . . . 1105.1.2 Évolution temporelle du signal térahertz en zone instable . . . . . . 1115.1.3 Détails des bou�ées de CSR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1115.1.4 Évolution temporelle de la longueur du paquet d'életrons en zoneinstable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1125.1.5 Liste des anneaux de stokage sur lesquels ont été observés des in-stabilités CSR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1125.2 Desriptions des instabilités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.2.1 Expliations qualitatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.2.2 Équation de Vlasov-Fokker-Plank . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.2.3 Analyse de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116



TABLE DES MATIÈRES v5.2.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1176 Interation laser/életrons en zone d'instabilité CSR et à son voisinage1196.1 Modélisation de l'expériene sans fore olletive . . . . . . . . . . . . . . . 1216.1.1 Distribution de la densité de harge avant et juste après l'interation1216.1.2 Distribution de la densité de harge et puissane térahertz émiseaprès l'interation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226.2 Expériene sur l'anneau de stokage UVSOR-II . . . . . . . . . . . . . . . 1256.2.1 Dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1256.2.2 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128Annexes 147A Gain du laser à életrons libres : détails de l'interation entre le paquetd'életrons et l'impulsion laser 147B Méthodes de alul numérique des dérivées spatiales 149C Dispositif expérimental d'enregistrement des diagrammes spatio-temporelset spetro-temporels des impulsions lasers en sortie du LEL 151D Reouvrement transverse entre le faiseau optique de la rétroation etle mode du laser à életrons libres 153E Estimation de la largeur du spetre du rayonnement synhrotron ino-hérent 157F Modèle de l'anneau irulaire, osillations synhrotron et bêtatron 159G Détails de l'étireur du système de mise en forme de l'impulsion laser 161H Détails de la modélisation des expérienes d'interation laser/életrons163I Expression analytique de la puissane térahertz émise après une inter-ation ave une impulsion laser modulée, sans fore olletive 175



vi TABLE DES MATIÈRES



IntrodutionLes aélérateurs de partiules peuvent être utilisés omme soures de lumière, produi-sant un rayonnement très intense sur une gamme de fréquenes très étendue (du térahertzjusqu'aux rayons X). Ce rayonnement, appelé rayonnement synhrotron, est émis lors-qu'une partiule relativiste hargée est aélérée. Il est produit au niveau d'onduleurs oud'aimants de ourbure d'un aélérateur ou d'un anneau de stokage. Une des araté-ristiques de e rayonnement est qu'il est omposé d'une partie ohérente, et d'une partieinohérente. Une manière d'obtenir un rayonnement fortement ohérent est d'utiliser unampli�ateur. Ce dernier est omposé d'un ou plusieurs onduleurs, et onstitue l'élémentde base des lasers à életrons libres (LEL).Sur les soures sur aélérateurs, on renontre des problématiques de dynamique non li-néaire, omme par exemple des phénomènes d'osillations [1℄, d'instabilités [2, 3, 4, 5, 6℄,ou des proessus de ontr�le d'instabilités [7, 8, 9℄. Dans ette thèse, nous allons nous in-téresser à deux types de problématiques. D'abord au ontr�le de strutures �turbulentes�dans une impulsion d'un LEL de type osillateur. Et ensuite à une instabilité apparaissantsur un paquet d'életrons irulant dans un anneau de stokage, qui mène à la formationde strutures dans le paquet.Sur les LEL de type osillateur, un désaord entre la fréquene de répétition des impul-sions laser et la fréquene de passage des életrons, mène à des omportements instables.La modélisation de la dynamique des impulsions laser révèle une analogie formelle avedes systèmes spatio-temporels soumis à une dérive. Dans de tels systèmes, la dynamiquefait naître une struture, par exemple une onde qui est entraînée par la dérive dans une di-retion privilégiée de l'espae. Un exemple typique est la formation de rides à la surfae del'eau, provoquée par le vent. Dans ette thèse, nous présentons une méthode pour ontr�-ler les strutures �turbulentes� qui apparaissent lorsque la dérive devient importante. Cestravaux sont appliqués au LEL, et possèdent une portée très générale ar ils interviennentdans de nombreux types de soures optiques (LEL de type osillateur [6℄, lasers à bloagede modes atif [10, 11℄, avité optique rempli d'un milieu non linéaire [12, 13℄), ainsi qu'enhydrodynamique [14, 15, 16, 17℄, ou en physique des plasmas [18℄.Dans un deuxième temps, nous nous sommes intéressés au omportement instable d'un pa-quet d'életrons dans un anneau de stokage, omportement qui apparaît lorsque la densitéde harge du paquet dépasse une valeur ritique. En e�et, à densité de harge élevée, l'e�etdu rayonnement des életrons sur eux-mêmes ne peux plus être négligé. Et par un pro-essus d'auto-ampli�ation d'une �utuation initiale, des instabilités peuvent apparaîtresous forme de bou�ées aléatoires de rayonnement térahertz ohérent intense. Cette insta-1



2 TABLE DES MATIÈRESbilité est appelée instabilité CSR (Coherent Synhrotron Radiation), ar ontrairement aurayonnement synhrotron térahertz lassique, le rayonnement émis par les életrons dansla zone instable est ohérent. Il est di�ile d'obtenir des informations sur la dynamiquedes életrons dans l'anneau, ar les variables pertinentes (positions et impulsions des éle-trons, formant l'espae des phases) ne sont pas observables diretement. Pour étudier etteinstabilité, notre stratégie a été de perturber le paquet d'életrons, pour ensuite observerle rayonnement synhrotron émis en réation à la perturbation. Nous avons perturbé lepaquet d'életrons en �imprimant� un motif périodique à son espae des phases grâe àune interation ave une impulsion laser. Les aratéristiques importantes de l'impulsionlaser que nous avons hoisie sont premièrement une longueur omparable à elle du paquetd'életrons (de l'ordre de la entaine de pioseondes) et deuxièmement une modulationde son enveloppe à une fréquene térahertz. Nos études se sont déroulées en deux étapes.La première étape a onsisté à étudier l'interation d'un paquet d'életrons ave l'im-pulsion laser en zone stable. Cette expériene se situe dans la ontinuité d'expérienese�etuées réemment sur l'interation entre un paquet d'életrons et une impulsion la-ser femtoseonde (expérienes de sliing) [19, 20, 21℄. Ces études ont fait l'objet d'ungrand intérêt ar elles ouvrent la voie à des potentielles soures de rayonnement térahertzintense. L'idée est que l'interation ave une impulsion laser modi�e la struture du pa-quet d'életrons ; es derniers vont ensuite émettre en phase un rayonnement synhrotronohérent. Notre expériene ave une impulsion laser modulée s'insrit dans le adre del'optique non linéaire, le milieu non linéaire étant ii un paquet d'életrons relativistes.Plus préisément, ette étude présente des similarités ave les expérienes de reti�ationoptique dans les ristaux non linéaires [22℄, puisque son prinipe onsiste à onvertir unrayonnement laser en un rayonnement synhrotron de plus basse fréquene. Le rayonne-ment synhrotron obtenu après l'interation est ohérent, spetralement �n, et aordabledans le domaine térahertz.La deuxième étape a onsisté à tester la dynamique des életrons à une perturbationprovenant de l'interation ave l'impulsion laser, au voisinage de l'instabilité. Ces étudespréliminaires ont montré qu'il est possible d'obtenir des informations relative au hampde sillage, élément important de l'instabilité CSR. En partiulier, des phénomènes appeléspréurseurs ont été observés. Les préurseurs sont des strutures apparaissant en dessousdu seuil d'instabilité, mais qui possèdent toutefois des informations sur les strutures quise manifestent au dessus du seuil. Ces travaux s'insrivent dans un adre d'étude généralsur la formation de motifs, qui sont étudiés en physique, himie, biologie, informatique, et.La première partie de e mémoire traite du ontr�le de systèmes soumis à une dérive. Lepremier hapitre introduira es systèmes. Il résumera prinipalement les résultats obtenuspar notre équipe avant mon arrivée. Ces études sont basées à la fois sur un système expéri-mental, le laser à életrons libres de UVSOR, et sur une équation plus générale, l'équationde Ginzburg-Landau. Au deuxième hapitre, une méthode de ontr�le des instabilités seraprésentée et nous étudierons son e�et sur les deux systèmes dérits au premier hapitre.Dans la seonde partie, nous allons nous intéresser à l'interation entre un paquet d'éle-trons et une impulsion provenant d'un laser externe, dont l'enveloppe a été modulée à une



TABLE DES MATIÈRES 3fréquene térahertz. Nous allons étudier la réponse du paquet d'életrons à ette inter-ation, et plus partiulièrement le rayonnement synhrotron émis par les életrons aprèsl'interation. Le troisième hapitre posera les bases néessaires pour omprendre nos tra-vaux. On y introduira ertaines aratéristiques du rayonnement synhrotron, le prinipede fontionnement d'un anneau de stokage et un formalisme pour dérire la trajetoiredes életrons. Le quatrième hapitre présentera les résultats que nous avons obtenus sur lerayonnement synhrotron émis par un paquet d'életrons après une interation ave uneimpulsion laser modulée.La troisième et dernière partie traite des instabilités CSR (Coherent Synhrotron Ra-diation). Le inquième hapitre sera une introdution à es instabilités, on y présenteraleurs aratéristiques et leurs origines. Une aratéristique en ressortira : ertaines infor-mations sur la dynamique du paquet ne peuvent être obtenues expérimentalement quede manière indirete, à partir du rayonnement émis. Le sixième hapitre présentera desrésultats préliminaires sur l'instabilité CSR, provenant de l'interation entre un paquetd'életrons et une impulsion laser.
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Chapitre 1Systèmes étudiés
Sommaire1.1 Introdution sur les systèmes soumis à une dérive . . . . . . . 81.1.1 In�uene du bruit, strutures entretenues par le bruit . . . . . . 91.1.2 Instabilité onvetive - instabilité absolue . . . . . . . . . . . . 101.1.3 Études expérimentales et théoriques . . . . . . . . . . . . . . . 101.2 Laser à életrons libres sur anneau de stokage . . . . . . . . 111.2.1 Présentation du laser à életrons libres sur anneau de stokage 111.2.2 Dynamique en fontion de la vitesse de dérive : données expéri-mentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.2.3 Équation d'évolution de l'impulsion laser . . . . . . . . . . . . 151.2.4 Dynamique en fontion de la dérive : données numériques . . . 171.3 Équation de Ginzburg-Landau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.3.1 Équation de Ginzburg-Landau à saturation loale . . . . . . . . 211.3.2 Équation de Ginzburg-Landau à saturation globale . . . . . . . 251.3.3 Lien ave le laser à életrons libres . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3.4 Instabilité onvetive et instabilité absolue : étude analytique . 271.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30Les systèmes que nous étudions dans ette partie sont des systèmes spatio-temporelssoumis à une dérive. Ces systèmes se renontrent dans de nombreux domaines, par exempleen hydrodynamique [14℄, en optique [12, 13℄ ou en physique des plasmas [18℄. Dans unepremière setion, une présentation du omportement général à tous es systèmes seraintroduit, et nous verrons que lorsque la dérive est forte, es systèmes présentent une hypersensibilité au bruit qui rend leur omportement turbulent. Ensuite, nous étudierons endétail deux systèmes : le laser à életrons libres (setion 1.2) et une équation de Ginzburg-Landau (setion 1.3). Nous verrons que ette équation a un omportement prohe de eluidu laser à életrons libres au voisinage du seuil d'instabilité. Ces deux dernières setionssont une extension des travaux publiés dans l'artile [6℄.
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8 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉS1.1 Introdution sur les systèmes soumis à une dériveD'une manière générale, deux types de dynamiques peuvent se manifester selon l'intensitéde la dérive. Dans le as d'une intensité faible, la solution qui s'installera dans le systèmeaura une struture spatiale qui s'étendra dans toutes les diretions de l'espae, omme'est le as généralement dans les systèmes sans dérive. Dans le as d'une intensité forte,une struture spatiale, omme par exemple une onde (Fig. 1.1), sera entraînée par la dé-rive dans une diretion privilégiée de l'espae.
z

dérive

t fixé

Fig. 1.1: Exemple shématique d'une solution d'un système à une dimension spatiale z soumisà une dérive.Une illustration de e type de dynamique sur un système hydrodynamique est présentée�gure 1.2. Cette �gure montre l'évolution spatio-temporelle de la surfae d'un �uide dansun système de Taylor-Couette ave un �ot axial1 [17℄. Lorsque le �ot axial est fort, uneperturbation plaée en z = 0 est emportée vers les extrémités du système (Fig. 1.2 a).Lorsque le �ot axial est faible, la solution en régime permanent remplit quasiment toutl'espae (Fig. 1.2 b).

z z

dérive dérive
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a) b)

Fig. 1.2: Dynamique spatio-temporelle de la surfae d'un �uide dans un système de Taylor-Couette ave un �ot axial. D'après [17℄. (a) forte dérive : une perturbation loalisée en t = 0 et
z = 0 est emportée vers les extrémités du système. (b) faible dérive : en régime permanent, unesolution non nulle remplit quasiment tout l'espae. Les solutions ont une struture interne, leurenveloppe lentement variable est modulée.1Le système de Couette-Taylor est formé par deux ylindres onentriques de rayon et de vitesses derotation di�érents. L'espae entre les deux ylindres est rempli par le �uide.



1.1. INTRODUCTION SUR LES SYSTÈMES SOUMIS À UNE DÉRIVE 91.1.1 In�uene du bruit, strutures entretenues par le bruitSi la dérive est forte et le système limité spatialement, l'onde �nira par s'annuler surles bords. Dans ette on�guration, une fois perturbé le système reviendra à sa positiond'équilibre, qui est la solution uniforme d'amplitude nulle. Cependant, la présene d'unbruit permanent aura pour onséquene que des perturbations seront onstamment am-pli�ées et le système aura un omportement bruyant. Il présentera des strutures appeléesstrutures entretenues par le bruit [23, 15, 24℄.Une illustration sur un laser impulsionnel est présenté �gure 1.3. Cette �gure montrel'évolution spatio-temporelle de l'enveloppe d'une impulsion laser émise par un laser àbloage de modes atif [10℄ (résultat numérique). Sur et exemple, e système est soumisà une forte dérive2, et à du bruit provenant de l'émission spontanée. Des perturbationssituées en amont (à gauhe) sont onstamment ampli�ées et emmenées vers une extrémitédu système où elles s'annulent (à droite). Ce proessus forme des strutures entretenuespar le bruit, puisque sans bruit es strutures n'apparaîtraient pas.
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em
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)

Fig. 1.3: Exemple d'évolution spatio-temporelle de l'enveloppe d'une impulsion laser produitepar un laser à bloage de modes atif, lorsque l'intensité de la dérive est importante. D'après [10℄(résultat numérique). L'enveloppe de la solution est modulée à la fréquene optique ; ependantelle-i est trop rapide pour être observable.
2Dans e type de laser, une dérive apparaît lorsque le taux de répétition du laser est di�érent de la fré-quene de modulation des pertes, et a�ete la dynamique longitudinale des impulsions. Ce omportementest très similaire à elui du laser à életrons libres (voir setion 1.2).



10 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉS1.1.2 Instabilité onvetive - instabilité absolueEn 1958, P.A. Sturrok mit en évidene qu'il est possible, �juste� en étudiant loalementle système, de di�érenier un omportement où une solution s'étend sur tout le système(Fig 1.2 b), d'un omportement où une solution est entraînée dans une diretion privilé-giée de l'espae [25℄ (Fig 1.2 a). Le seuil délimitant es deux omportements est appelé leseuil onvetif/absolu (seuil C/A). Son prinipe onsiste à perturber la solution uniformed'amplitude nulle, et d'étudier l'évolution de l'amplitude de la perturbation à l'endroit oùelle a été initialement appliquée.Si l'intensité de la dérive est en dessous du seuil C/A, la perturbation s'étalera spatiale-ment et envahira tout l'espae (Fig. 1.4 b). Dans e as, l'amplitude de la perturbationà l'endroit où elle a été initialement appliquée roîtra dans le temps, jusqu'à e qu'unesaturation intervienne ; l'instabilité est dite absolue.Lorsque l'intensité de la dérive dépasse le seuil C/A, la perturbation sera emmenée versles extrémités du système et l'amplitude de la perturbation tendra vers zéro à l'endroitoù elle a été appliquée (Fig. 1.4 ) ; l'instabilité est dite onvetive.
dérivedérivedérive

0
t  <t  <t

1 2

(c) régime d’instabilité convective(b) régime d’instabilité absolue(a) régime stable

t1
t2 t0

t1
t2

t1

t2t0 t0

z zz0 0 0Fig. 1.4: Illustration des phénomènes d'instabilité onvetive et absolue. À t0, on perturbe lesystème au voisinage de z = 0. (a) Sous le seuil d'instabilité, la perturbation déroît. (b) Au delàdu seuil, lorsque l'instabilité est absolue, la perturbation roît et remplit l'espae. () Au delà duseuil, lorsque l'instabilité est onvetive, la perturbation roît mais son amplitude tend vers zéroen z = 0.1.1.3 Études expérimentales et théoriquesLes notions d'instabilité onvetive/absolue et de strutures entretenues par du bruit ontété utilisées pour omprendre le omportement de systèmes très variés, omme en phy-sique des plasmas [18℄, en hydrodynamique [14, 15, 16, 17, 26, 27, 28, 29, 30℄, en optique[12, 10, 13, 11, 31, 6℄ ou dans la formation d'embouteillages fant�mes dans le �ot devoitures sur autoroute [32℄. Le omportement d'équations générales, omme l'équationde Kuramoto ou l'équation de Ginzburg-Landau ave dérive, a aussi été analysé dans e



1.2. LASER À ÉLECTRONS LIBRES SUR ANNEAU DE STOCKAGE 11adre d'étude [24, 33, 34, 27, 35℄.Des études théoriques se sont intéressées à l'e�et d'un ouplage (ouplage loal, global) [36,37, 38℄ et aux e�ets de bords [39, 40, 23℄ sur le seuil d'instabilité onvetive/absolue.D'autres études ont montré que es omportements d'hyper-sensibilité au bruit [24, 41, 11℄peuvent aussi être analysés en terme de non-orthogonalité des valeurs propres du systèmelinéarisé [42, 43, 11, 31℄.1.2 Laser à életrons libres sur anneau de stokage1.2.1 Présentation du laser à életrons libres sur anneau de sto-kageUn laser à életrons libres (LEL) est une soure de lumière ohérente impulsionnelle. Leprinipe du LEL fut proposé en 1971 par J. Madey [44℄ et démontré expérimentalementen 1977 à Standford [45℄. La partiularité d'un LEL réside dans le fait que le milieuampli�ateur, ontrairement aux lasers dit �onventionnel�3, est onstitué par un paquetd'életrons relativistes traversant une zone de hamp magnétique périodique permanent,réée par un onduleur [46℄. Les détails de l'interation entre le paquet d'életrons et la lu-mière laser sont présentés en annexe. Le résultat de ette interation est une ampli�ationohérente de la lumière (l'équivalent de l'émission stimulée dans les lasers traditionnels).Il existe plusieurs types de LEL, prinipalement sur aélérateur linéaire et sur anneaude stokage. Nous allons nous intéresser ii aux LEL en mode osillateur, sur anneau destokage4.L'ampli�ation ohérente du LEL provient de l'interation dans le klystron optique entrel'impulsion laser dans la avité et un paquet d'életrons relativistes en rotation dans unanneau de stokage (Fig. 1.5). Le rayonnement laser est stoké dans une avité optiqueformée par deux miroirs sphériques, en mode osillateur.Un des prinipaux avantages du LEL réside dans le fait que la longueur d'onde du rayonne-ment laser est aordable. En e�et, ontrairement aux lasers traditionnels où la longueurd'onde est �xée par les niveaux d'énergies du milieu ampli�ateur, elle du LEL peut êtreajustée de manière ontinue. Par exemple, le LEL du synhrotron Ultraviolet Synhro-tron Orbital Radiation (UVSOR) au Japon, sur lequel les résultats expérimentaux ontété obtenus, peut émettre entre 590 et 200 nm [47℄.
3dont le milieu ampli�ateur est formé d'un ensemble d'atomes sous forme solide, liquide ou gazeuse4des détails d'un anneau de stokage sont présentés au hapitre 3.
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Fig. 1.5: Le gain des lasers à életrons libres provient de l'interation dans un klystron optiqueentre une impulsion laser et un paquet d'életrons relativistes irulant dans un anneau destokage. Le rayonnement laser est stoké dans une avité optique formée par deux miroirssphériques, en mode osillateur.



1.2. LASER À ÉLECTRONS LIBRES SUR ANNEAU DE STOCKAGE 131.2.2 Dynamique en fontion de la vitesse de dérive : donnéesexpérimentales1.2.2.1 Origine de la dériveUne dérive apparaît lorsqu'on désynhronise les fréquenes assoiées au paquet d'életronset à l'impulsion laser. Chaun de es deux éléments a une période propre : le paquetd'életrons met un temps Te pour faire le tour de l'anneau de stokage et l'impulsionlaser met un temps TL pour faire l'aller/retour dans la avité (Fig. 1.5). Un désaordentre es deux périodes va déaler, à haque tour, l'impulsion laser par rapport au paquetd'életrons. Autrement dit, dans le référentiel du paquet d'életrons, l'impulsion laserdérivera.1.2.2.2 Zones du LELLa �gure 1.6 présente les di�érents régimes du LEL de UVSOR en fontion de la valeur dela dérive (d'après [48℄). La valeur de la dérive est modi�ée en augmentant ou en diminuantle temps de rotation des életrons dans l'anneau de stokage, tehniquement en modi�antla fréquene RF de la avité aélératrie5.Ces images montrent que l'impulsion du LEL n'est stable que pour un déalage de fré-quene ∆RF/fRF prohe de zéro (Fig. 1.6 d). En augmentant ou diminuant légèrementle déalage en fréquene, le LEL passe dans un régime où l'intensité reste quasimentonstante, et la struture des impulsions devient irrégulière (Fig. 1.6 ,e). Pour des valeursde déalage supérieures, le LEL passe dans un régime dit pulsé (Fig. 1.6 b,f), aratérisépar d'importantes variations de l'intensité des impulsions à la entaine de Hertz. Pourdes valeurs de déalage enore supérieures, l'intensité redevient en moyenne onstante, etplus le déalage est important, plus l'intensité diminue. Dans es zones, la struture desimpulsions présentent des variations rapides (Fig. 1.6 a,g). Ces images montrent que ladérive a aussi pour e�et de déaler la position entrale moyenne des impulsions : plus ladérive est forte, plus le déalage du entre de l'impulsion est loin par rapport à elui d'unedérive nulle.On peut séparer le omportement du LEL en 5 zones, en fontion de l'intensité moyennedes impulsions (Fig. 1.6), ave une symétrie par rapport au zéro de la dérive (zone 3) :� zone 3 : aratérisée par une amplitude des impulsions onstante ou très faiblementperturbée . La dérive y est nulle ou faible. Les impulsions sont régulières (Fig. 1.6 d)ou irrégulières (Fig. 1.6 ,e).� zones 2 et 4 : L'amplitude des impulsions est modulée (Fig. 1.6 b,f). Ce régime estdit pulsé.� zones 1 et 5 : Les variations sont très rapides, et en moyenne l'amplitude des impulsionsest onstante (Fig. 1.6 a,g).À noter que la première expliation de es zones a été faite sur le LEL de super-ACOen Frane [49℄. En�n, l'intensité du spetre des impulsions a aussi été observée en temps5Voir hapitre 3.



14 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉSréel sur le LEL de super-ACO [6℄, et sur le LEL de UVSOR [50℄. Nous observerons desspetres similaires dans la partie sur les résultats numériques (setion 1.2.4).
g)f)e)d)c)b)a)

z1 z2 z4 z5
z3Fig. 1.6: Réponse du LEL UVSOR, en fontion du déalage RF. Les �gures en haut montrent lesstrutures temporelles mesurées par une améra à balayage de fente, pour di�érentes valeurs dedéalage RF ∆RF /fRF . La �gure du bas montre la dépendane de l'intensité du LEL en fontiondu déalage. La fréquene RF nominale était 90.10 MHz. La longueur d'onde du laser était de

520 nm et le ourant de faiseau était ∼ 20 mA/2-paquet. D'après [48℄.



1.2. LASER À ÉLECTRONS LIBRES SUR ANNEAU DE STOCKAGE 151.2.3 Équation d'évolution de l'impulsion laserDans ette setion, nous allons nous intéresser à la modélisation des phénomènes observésexpérimentalement. Pour es études de dynamiques, une modélisation adaptée orrespondà elle qui reproduit la dynamique longitudinale de l'impulsion laser [51, 52℄. De la mêmemanière que pour les lasers traditionnels impulsionnels [31, 53, 54℄, l'évolution de l'im-pulsion laser e(z, t) est modélisée par une équation appelée équation maîtresse (masterequation) dérivant l'évolution de l'impulsion entre deux tours de avités suessifs en(θ)et en+1(θ), en(θ) étant l'enveloppe omplexe6 de l'impulsion au nième tour, et θ la variabletemporelle assoiée à la oordonnée longitudinale (θ = z/c)(Fig. 1.7). Les séries en(θ)sont prises en synhronisation ave le passage du paquet d'életrons.
e1(�)ei!�e2(�)ei!�en(�)ei!�

#1
numero du tour

#2

#n

"espace" θ

temps discret

(numero du tour: n)

Fig. 1.7: Shéma des impulsions en(θ)eiωθ, observées d'un tour sur l'autre de avité. en(θ) estl'enveloppe de l'impulsion au tour numéro n ; ω est la pulsation optique du laser. L'hypothèse devariations lentes d'un tour sur l'autre de l'enveloppe en(θ) permet un passage en temps ontinu[53℄. La variable étudiée devient e(θ, T ).En faisant l'hypothèse de variations faibles de l'enveloppe en(θ) d'un tour de avité surl'autre, on transforme le temps disret n en un temps �lent� ontinu T [53℄. Ainsi, en(θ)devient e(θ, T ). L'évolution de e(θ, T ) est donnée par l'équation adimensionnée :
eT (θ, T ) = −e− veθ +Gf(θ)(e+ eθθ) +

√
ηξ(θ, T ) (1.1)Dans ette équation :� T représente le temps lent assoié aux tours de avité. Il est exprimé en unité du tempsde vie des photons dans la avité τc (typiquement de l'ordre de la milliseonde).� θ est le temps rapide, exprimé en unité de tu = π√

2∆ωg
(de l'ordre du dixième de piose-onde). ∆ωg est la largeur du gain.� v est le paramètre de dérive. Il exprime le déalage entre la période du passage dupaquet d'életrons Te et le temps d'aller/retour dans la avité TL : v = TL−Te

TL

τc

tu
.� L'e�et de l'émission spontanée est pris en ompte dans le terme de bruit blan ξ(θ, T ),ave < ξ∗(θ′, t′)ξ(θ, t) >= δ(θ − θ′)δ(t− t′). η représente le niveau de bruit.6le module dérit l'enveloppe de l'impulsion, la phase dérit le déphasage par rapport à la fréqueneoptique.



16 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉSLa dynamique du gain dépend du type d'aélérateur et des éléments d'insertion. Uneexpression simple, pour les anneaux de stokage, peut être érite, en unités adimension-nées [55, 9℄ :
f(θ) = e

− θ2

2σ2
b (1.2)

G =
A

σ
e−

(σ2
−1)
2 (1.3)

dσ2

dT
=

1

Ts

(1 − σ2 +

L∫

0

|e(θ, T )|2dθ) (1.4)
f(θ) modélise la forme longitudinale du paquet d'életrons, et σb est la longueur du pa-quet d'életrons en unité de temps tu. L'équation (1.3) lie le gain G à la largeur RMSde la distribution d'énergie des életrons σ (normalisée à sa valeur sans émission laser).
A est le gain maximum en unité des pertes de la avité (le laser fontionne si A > 1).L'équation (1.4) dérit à la fois le proessus de relaxation de σ2, et le hau�age du pa-quet par le laser. Ce dernier élément joue le r�le de saturation. Le temps de relaxation
Ts est égal au temps d'amortissement synhrotron en unité du temps de vie des photonsdans la avité (Ts >> 1). En�n, L est le temps d'aller/retour dans la avité en unité de tu.Pour les simulations numériques, nous avons pris des valeurs de paramètres prohes desonditions d'utilisation de l'anneau de stokage UVSOR-II : Ts = 263, A = 2.17, σb = 900,
tu = 100 fs, τc = 20 ms. Ces valeurs de paramètres orrespondent à une période derotation des életrons dans l'anneau de 88.7 ns, à un temps d'amortissement synhrotron
τs = 20 ms, à un ourant prohe de 30 mA, une largeur spetrale ∆λ = 4.2 nm, entréesur 417 nm et à un oe�ient de ré�etion du miroir de sortie R = 99.58%. Le niveau debruit n'étant pas failement mesurable, on prendra η = 10−20 7.

7valeur prise à partir de résultats de simulations numériques présentées au hapitre 2



1.2. LASER À ÉLECTRONS LIBRES SUR ANNEAU DE STOCKAGE 171.2.4 Dynamique en fontion de la dérive : données numériquesLes résultats de l'intégration numérique des équations (1.1) à (1.4) vont être présentés.1.2.4.1 �Énergie� maximale des impulsions en fontion du paramètre de dé-rive vLa �gure 1.8 représente �l'énergie� maximaleAmax des impulsions en fontion du paramètrede dérive v (Amax = max
T





+∞∫

−∞

|e(θ, T )|2dθ



). Ce résultat est à rapproher de l'expérienedans laquelle l'intensité des impulsions laser est enregistrée ave une photodiode (Fig. 1.6).
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. Comme la �gure expérimentale (Fig. 1.6), ette image peut êtredéomposée en inq zones. Paramètres : Ts = 263, A = 2.17, σb = 900, η = 10−20.



18 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉS1.2.4.2 �Diagrammes spatio-temporels et spetro-temporels des impulsions la-sersLa �gure 1.9 présente en détail l'évolution de e(θ, T ) et de son spetre ẽ(k, T ). Ces résultatssont à rapproher des �gures obtenues expérimentalement ave la améra à balayage defente (Fig. 1.6).
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Fig. 1.9: Ligne I et II : diagrammes spatio-temporels de l'intensité |e(θ, t)|2 et de son argument
arg[e(θ, t)], ligne III et IV : diagrammes spetro-temporels du spetre : module |ẽ(k, t)|2 etargument arg[ẽ(k, t)] , ligne V : gain G. Colonnes : di�érents régimes du LEL assoiés auxvaleurs de dérive : v = 0, 1, 10, 45. Paramètres : Ts = 263, A = 2.17, σb = 900, η = 1e−20.Ces résultats numériques montrent que la modélisation du LEL reproduit les omporte-ments observés expérimentalement. De plus, nous voyons que l'intensité des spetres desimpulsions (|ẽ(k, t)|2) présentent des strutures sous forme de trous ; es strutures ontaussi été observées expérimentalement [6℄.Ces simulations permettent aussi de visualiser ertaines informations inaessibles expé-rimentalement omme l'évolution du gain, de la phase de e(θ, T ) et de ẽ(k, T ) (ligne IIet IV ). Ainsi, es résultats montrent que le gain est modulé lorsque le régime est pulsé(Fig. 1.9 V c), et aussi que les trous dans le module du spetre |ẽ(k, T )|2| sont liés à dessingularités de phase dans l'argument du spetre arg[ẽ(k, T )] (Fig. 1.10).
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Fig. 1.10: Diagrammes spetro-temporels de |ẽ(k, T )|2 et arg[ẽ(k, T )]. Les trous dans le spetre
|ẽ(k, T )|2 = 0 sont assoiés à une singularité de phase. Paramètres : v = 1,Ts = 263, A = 2.17,
σb = 900, η = 10−20. Ces images sont des détails des �gures IIIb et IVb de la �gure 1.9.1.2.4.3 Méthode d'intégrationLa méthode d'intégration onsiste à disrétiser l'espae θ et à �ranger� les valeurs de
e(θ, T ) (pour un T �xé) dans un tableau. À partir de e tableau, les dérivées spatialessont alulées, et l'équation est intégrée dans le temps grâe à une méthode de Runge-Kutta stohastique [56℄. Nous utilisons deux méthodes pour aluler les dérivées spatiales.Une méthode pseudo-spetrale pour l'intégration du système ave bruit, et une méthodedes di�érenes �nies pour l'intégration des équations sans bruit (η = 0)8.

8Des détails sur es méthodes sont présentés en annexe.



20 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉS1.3 Équation de Ginzburg-LandauUne des fores de la dynamique non linéaire est sa apaité à s'abstraire des détails d'unsystème partiulier, pour généraliser grâe à une seule et même équation des omporte-ments se retrouvant dans des domaines de la physique très di�érents (hydrodynamique,optique ou physique des plasmas par exemple). L'idée étant qu'au voisinage d'une bifur-ation, les détails propres à un système physique ne sont pas prédominants. Dans etteperspetive, nous allons voir dans ette setion qu'une équation appartenant à la familledes équations de Ginzburg-Landau possède un omportement se rapprohant de elui dulaser à életrons libres [6℄. Un autre point important est que le sujet d'étude va être élargi.En e�et, nous allons à la fois travailler sur une équation ave un ouplage global, omme'est le as du LEL [Eq. (1.4)℄ et aussi sur une équation à ouplage loal, dérivant parexemple des systèmes hydrodynamiques [57℄.Avant de nous foaliser sur l'équation ave dérive, regardons brièvement l'histoire et lesappliations de ette équation qui est une des équations spatio-temporelle les plus étu-diées [57℄. Elle doit son nom aux Russes Lev Landau et Vitaly Ginzburg, tous deux prixnobel de physique respetivement en 1962 et 2003. En 1950, à partir d'arguments ther-modynamiques, ils développèrent une théorie, dites théorie de Ginzburg-Landau, pourmodéliser la transition de phase de la supraondutivité dans des matériaux [58℄. Uneforme voisine de ette équation, ave toutefois une dépendane temporelle, a été retrou-vée par Newell et Whitehead en 1969 dans le adre de la onvetion entre deux �uidesprès du seuil d'instabilité [59℄. Cela a donné l'équation de Ginzburg-Landau réelle (ap-pelée ainsi ar les oe�ients sont réels). L'équation omplexe (à oe�ients omplexes)a pour sa part été dérivée pour la première fois par Stewartson et Stuart en 1971 surles �ots de Poiseuille [60℄. Cette famille d'équations est omniprésente en dynamique nonlinéaire, ar elle permet de modéliser de nombreux systèmes au seuil d'une bifuration [57℄.Pour étudier de manière générale les systèmes soumis à une dérive, nous utiliserons l'équa-tion de Ginzburg-Landau ave des oe�ients réels, et par rapport à sa forme habituel-lement utilisée [57℄ nous introduisons une loalisation de la solution (variation lente dansl'espae) et une dérive [6℄ :
∂e(z, t)

∂t
= −v∂e(z, t)

∂z
+Rg(ǫz)e(z, t) +

∂2e(z, t)

∂z2
− Se(z, t) +

√
ηξ(z, t) (1.5)� v est l'intensité de la dérive.� R est l'amplitude du gain et g(ǫz) est une variation lente dans l'espae qui a poure�et de loaliser la solution. Pour la suite nous prendrons omme dépendane spatiale :

g = 1 − (ǫz).� S est un terme de saturation qu'on prend loal S = |e(z, t)|2, ou global S =
∫ ∞
−∞ |e(z, t)|2dz.� η est l'amplitude du bruit et ξ est un terme de bruit blan non orrélé :< ξ∗(z′, t′)ξ(z, t) >=

δ(z − z′)δ(t− t′).L'amplitude de e(z, t) est normalisée pour que le oe�ient de la saturation soit égal à 1.L'unité d'espae z est hoisie de façon à e que le oe�ient de di�usion soit aussi égal à 1.



1.3. ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 21Nous allons d'abord étudier l'équation ave une saturation loale, puis elle ave unesaturation globale.1.3.1 Équation de Ginzburg-Landau à saturation loaleL'équation ave saturation loale est :
∂e(z, t)

∂t
= −v ∂e

∂z
+R

(
1 − (ǫz)2

)
e+

∂2e(z, t)

∂z2
− |e|2e+

√
ηξ(z, t) (1.6)1.3.1.1 Diagrammes spatio-temporels et spetro-temporels des impulsionsL'évolution des solutions de ette équation en fontion du paramètre de dérive v estprésentée �gure 1.11.
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Fig. 1.11: Ligne I : diagrammes spatio-temporels du module |e(θ, t)|2. Ligne II et III : diagrammesspetro-temporels, module |ẽ(k, t)|2 et argument arg[ẽ(k, t)]. Les valeurs de la dérive sont v =
0, 1, 2, 4 (olonne a, b, c, d). Paramètres : R = 1, ǫ = 10−2, η = 10−20. Ligne IV : |e(z, t)|2 pour un
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22 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉSNous voyons sur es �gures qu'une dérive importante rend le système instable et que lesstrutures obtenues présentent des ressemblanes ave elles du LEL (trous dans le spetreet singularités de phase dans son argument) [6℄. Par ontre ontrairement à e dernier, iln'y apparaît pas de régime où l'amplitude des solutions varie très fortement (zone 2 et 4de la �gure 1.8).1.3.1.2 Strutures entretenues par du bruit, exès de gain, roissane tran-sitoireJusqu'à présent, que e soit pour le laser à életrons libres ou pour l'équation de Ginzburg-Landau, nous nous sommes limités à observer l'évolution des solutions en fontion du pa-ramètre de dérive. Nous allons maintenant nous intéresser à l'origine de es phénomènes.Les simulations numériques ave un niveau de bruit nul (η = 0) nous indiquent quel'équation de Ginzburg-Landau loale possède une solution stationnaire stable quelquesoit la valeur de la dérive [24℄ :� soit une solution qui remplit quasiment tout l'espae où il y a du gain lorsque la dériveest faible (Fig. 1.12 a),� soit la solution uniforme d'amplitude nulle partout e(z, t) = 0 lorsque la dérive estforte (Fig. 1.12 b). Nous voyons sur ette �gure qu'après avoir été perturbé, le systèmerevient à sa position d'équilibre.
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Fig. 1.12: Évolution du module de e(z, t) dans le système sans bruit, pour deux valeurs de ladérive : v = 0 et v = 4. Dans es deux as, il existe une solution stationnaire stable. Pour v = 0,la solution stationnaire remplit quasiment tout l'espae ave du gain. Pour v = 4, la solutionstable est la solution uniforme e(z, t) = 0. Pour v = 4, on voit l'évolution d'une perturbationplaée à t = 0, en z = −95.Ainsi, les strutures observées préédemment (olonnes c et d de la �gure 1.11) sont desstrutures entretenues par du bruit (noise sustained strutures) [23, 15, 24℄ : lorsqu'il n'ya pas de bruit, il n'y a pas d'instabilités. Et lorsqu'il y a du bruit, la solution stationnairestable e(z, t) = 0 n'est pas observée en pratique.L'importane du bruit provient d'un exès de gain [11℄. Il y a un exès de gain dans le sys-tème ar il n'y a pas de perte due à la saturation, puisque la solution stable est la solution



1.3. ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 23uniforme d'amplitude nulle (e(z, t) = 0) (Fig. 1.13). Une perturbation en amont va pou-voir, tout en dérivant �utiliser� et exès de gain et devenir marosopique9. Ce proessus,appelé roissane transitoire (transient growth) [11, 30℄, est illustré sur la �gure 1.12 (b).À t = 0, en z = −95 nous avons perturbé le système en appliquant une perturbationd'amplitude √
η = 10−10. Rapidement l'amplitude de la solution atteint une valeur del'ordre de l'unité et l'ampli�ation devient limitée par la saturation. Finalement, lorsquela perturbation arrive sur les bords du système (zone où les pertes sont très grandes), sonamplitude déroît. Comme du bruit est présent en permanene, e sénario se répète à l'in-�ni et forme les strutures qui ont été observées préédemment (Fig. 1.11, olonnes  et d).
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) représente le gain du système lorsque la seule solution stable est lasolution uniforme e(z, t) = 0. (b) Une perturbation plaée en t = 0 en amont va être ampli�éeen dérivant. La solution à t = 0 a été prise de manière shématique. La solution pour t > 0 estelle de la �gure 1.12 IV b. Paramètres : R = 1, ǫ = 0.01.
9Dans le système linéarisé et sans di�usion, le oe�ient d'ampli�ation entre z = − 1

ǫ
et z = 1

ǫ
est de

e
2R

vǫ (≃ 5 1021 ave les paramètres utilisés préédemment).



24 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉS1.3.1.3 Corrélation entre �l'énergie� de la solution stationnaire et le niveaud'irrégularitéLa �gure 1.14 met en évidene une orrélation entre �l'énergie� A de la solution stationnairestable (A =
∫ ∞
∞ |e(z, t)|2dz), et le niveau d'irrégularité dans le système ave bruit. Pourmesurer quantitativement les irrégularités, on utilise l'expression suivante :

N =<

∞∫

−∞

|e(z, t)|4− < |e(z, t)|2 >2 dz > (1.7)Les rohets indiquent une moyenne temporelle. Cette expression mesure la moyennedes éarts de la solution |e(z, t)|2 par rapport à la valeur moyenne < |e(z, t)|2 >. Si lesystème est stable, e(z, t) =< e(z, t) > et N2 = 0. Si le système est instable la valeur de
N2 est di�érente de zéro. Nous voyons sur ette �gure que l'apparition de �utuationsimportantes oïnide ave la diminution de �l'énergie� de la solution stable.
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Fig. 1.14: �Énergie� A de la solution stationnaire stable. A =
∫ ∞
∞ |e(z, t)|2dz et mesure desirrégularités dans le système ave bruit N =<

∫ ∞
−∞ |e(z, t)|4− < |e(z, t)|2 >2 dz >, en fontiondu paramètre de dérive.



1.3. ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 251.3.2 Équation de Ginzburg-Landau à saturation globaleNous allons refaire la même étude ave l'équation à saturation globale :
∂e(z, t)

∂t
= −v ∂e

∂z
+R

(
1 − (ǫz)2

)
e+

∂2e

∂z2
− e

∞∫

−∞

|e|2dz +
√
ηξ (1.8)1.3.2.1 Diagrammes spatio-temporels et spetro-temporels des impulsionsL'évolution des solutions de ette équation en fontion du paramètre de dérive v est pré-sentée �gure 1.15. De même que pour le laser à életrons libres et que pour l'équation deGinzburg-Landau à ouplage loal, nous voyons qu'une dérive importante rend le om-portement du système turbulent. Les strutures obtenues présentent des ressemblanesave elles des deux autres systèmes (trous dans le spetre et singularités de phase dansson argument), et ontrairement au LEL, il n'y a pas de régime pulsé (zone 2 et 4 de la�gure 1.8).
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Fig. 1.15: Ligne I : diagrammes spatio-temporels du module |e(θ, t)|2. Ligne II et III : diagrammesspetro-temporels, module |ẽ(k, t)|2 et argument arg[ẽ(k, t)]. Les valeurs de la dérive sont v =
0, 1, 2, 4 (olonne a, b, c, d). Paramètres : R = 1, ǫ = 10−2, η = 10−20.1.3.2.2 Absene de orrélation entre �l'énergie� de la solution stationnaire etle niveau d'irrégularitéLes valeurs de N2 et de A en fontion de la dérive sont présentées sur la �gure 1.16.Nous observons un omportement similaire au as du ouplage loal, ave toutefois unedi�érene notable : les instabilités apparaissent avant que la solution stationnaire ne soit lasolution uniforme nulle. Cet éart est observé de manière réurrente et le désaord peutdevenir très important pour ertaines valeurs de paramètres. Ce désaord s'explique



26 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉSpar le fait que �l'énergie� A de la solution stationnaire du ouplage global diminue plusrapidement que elle du ouplage loal, don l'exès de gain apparaît plus rapidement [11℄.
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Fig. 1.16: �Énergie� A de la solution stationnaire stable A =
∫ ∞
∞ |e(z, t)|2dz et mesure desirrégularités dans le système ave bruit N =<

∫ ∞
−∞ |e(z, t)|4− < |e(z, t)|2 >2 dz >, en fontiondu paramètre de dérive.Dans le as d'un ouplage global, il est possible de onnaître la solution analytique de lasolution stationnaire stable es(z), 'est une gaussienne déalée qui s'érit [31℄ :

es(z) = ae−( z−b
c

)2 (1.9)
avec b =

vc2

4
, c =

4

√

4

Rǫ2
(1.10)

et a solution de : a2c

√
π

2
= R +

4b2

c4
− 2

c2
(1.11)1.3.3 Lien ave le laser à életrons libresGrâe aux études préédentes, il est possible d'expliquer qualitativement les ressemblaneset les di�érenes entre la dynamique de l'équation de Ginzburg-Landau et elle du LEL.Tout d'abord, nous voyons sur l'équation d'évolution du gain (réérite équation (1.12)) quele LEL est un système à ouplage global. La prinipale di�érene est que l'évolution du gainest déterminée par une équation di�érentielle de temps aratéristique Ts. Ainsi, lorsquele gain est onstant ou quasiment onstant (zones 1, 3 et 5, Fig. 1.8), le omportement duLEL est prohe du omportement dérit par l'équation de Ginzburg-Landau ave ouplageglobal. Lorsque le gain n'est pas onstant (zone 2 et 4), l'analogie n'est plus possible. Desétudes théoriques ave un autre type de modélisation du LEL ont montré que le passage dela zone entrale du LEL (zone 3) à une zone pulsée (zone 2 ou zone 4) suit une bifurationde Hopf [1℄.
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G =

A

σ
e−

(σ2
−1)
2 (1.12)

dσ2

dT
=

1

Ts

(1 − σ2 +

couplage global
︷ ︸︸ ︷

L∫

0

|e(θ, T )|2dθ) (1.13)1.3.4 Instabilité onvetive et instabilité absolue : étude analy-tiqueNous avons vu en introdution qu'il existe un ritère pour prédire si un système va êtresensible au bruit. C'est le ritère onvetif/absolu, introduit par P.A. Sturrok en 1958 àpropos de �la distintion entre des ondes ampli�ées et des ondes évanesentes� [25, 61℄.Nous allons d'abord énoner sa dé�nition, puis étudier son appliation à l'équation deGinzburg-Landau dans le but d'obtenir une expression analytique du seuil d'instabilité [43,24℄.1.3.4.1 Dé�nitionLe ritère d'instabilité onvetive/absolue est basé sur une analyse de stabilité loale dela solution e(z, t) = 0, dans le système pris spatialement in�ni. Dans le système linéariséautour de la solution e(z, t) = 0, si la réponse à une perturbation loalisée (fontion deGreen) déroît asymptotiquement dans n'importe quel référentiel, le système est dit linéai-rement stable. Si e n'est pas le as, il est dit linéairement instable. Il est onvetivementinstable si la perturbation �nit par déroître à un endroit �xe (Fig. 1.17 ) et absolumentinstable si à n'importe quel endroit la réponse roît dans le temps (Fig. 1.17 a) [61℄.
Seuil convectif/absolu Instabilité convective

(a) (b) (c)
Instabilité absolue

t tt

z zz

dérive vFig. 1.17: Illustration de la réponse à une perturbation en z = 0 et en t = 0 dans les di�érentessituations : (a) instabilité absolue, () instabilité onvetive, et un as ritique (b) marquant lehangements de régime. Le paquet d'onde est symbolisé par une enveloppe gaussienne.



28 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉS1.3.4.2 Seuil onvetif/absolu de l'équation de Ginzburg-LandauDans le système linéarisé et sans bruit [43, 24℄ :
∂te(z, t) = −v∂ze+Re+ ∂zze (1.14)La méthode onsiste à appliquer à la solution uniforme e(z, t) = 0 une perturbation sousforme d'une impulsion de Dira e(z = z∗, t = 0) = δ(z − z∗, t), et de aluler la réponsedu système à l'endroit où a été appliquée la perturbation, 'est à dire en z = z∗. Dans lasuite, on prendra, sans perte de généralité, z∗ = 0.La méthode onsiste à passer dans l'espae réiproque en z :

∂tẽ(k, t) = −ikvẽ+Rẽ− k2ẽ (1.15)
ẽ(k, t) = ẽ(k, t = 0)e(−ikv+R−k2)t (1.16)

= 2πe(−ikv+R−k2)t (1.17)puis de repasser dans l'espae diret :
e(z, t) =

∞∫

−∞

e(−ikv+R−k2)teikzdk (1.18)
e(z = 0, t) =

∞∫

−∞

e(−ikv+R−k2)tdk (1.19)
e(z = 0, t) =

√

2π

t
e

v2
−4R
4

t (1.20)Finalement, le seuil d'instabilité onvetive/absolue est [43, 24℄ :
v2 = 4R (1.21)� si v2 > 4R, lim

t→+∞
e(z = 0, t) = 0 : le régime est linéairement onvetif.� si v2 < 4R, lim

t→+∞
e(z = 0, t) = ∞ : le régime est linéairement absolu.L'équation (1.21) montre que le seuil onvetif/absolu dépend du paramètre de dérive v,du gain R et aussi du oe�ient de di�usion, qui n'apparaît pas expliitement puisque lavariable spatiale z est en unité du oe�ient de di�usion. L'expression du seuil met enévidene que les e�ets de la di�usion et du gain s'opposent à l'e�et de la dérive.Ce seuil a été obtenu dans le as d'une analyse loale de la stabilité linéaire de la solu-tion e(z, t) = 0. Nous allons maintenant utiliser les simulations numériques pour observeromment se omporte le système par rapport à e seuil, dans les as ave et sans bruit.Sur les ourbes préédentes présentant N2 et �l'énergie� de la solution stationnaire A, le



1.3. ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 29seuil onvetif/absolu a été superposé (Fig. 1.18 et Fig. 1.19).Dans le système sans bruit, es deux �gures montrent que avant le seuil (v > 2), la so-lution e(z, t) = 0 est la solution stationnaire stable. Une fois le seuil dépassé (v < 2), lesystème onverge vers une solution stationnaire d'amplitude non nulle.Dans le as d'un ouplage loal, la transition entre un régime alme et turbulent dansle système ave bruit oïnide ave l'apparition d'une �énergie� non nulle de la solutionstationnaire (Fig. 1.18, Fig. 1.14). De e fait le seuil onvetif/absolu est un bon ritèrepour aratériser la transition entre un régime alme ou turbulent [43℄. En revanhe, en'est pas le as pour un ouplage global.
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Fig. 1.18: Couplage loal. Aire de la solution stationnaire sans bruit A =
∫ ∞
∞ |e(z, t)|2dz, mesuredes irrégularités dans le système ave bruit N =<

∫ ∞
−∞ |e(z, t)|4− < |e(z, t)|2 >2 dz > et seuilonvetif/absolu
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Fig. 1.19: Couplage global. Aire de la solution stationnaire sans bruit A =
∫ ∞
∞ |e(z, t)|2dz, mesuredes irrégularités dans le système ave bruit N =<

∫ ∞
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30 CHAPITRE 1. SYSTÈMES ÉTUDIÉS1.3.4.3 Couplage global : lien entre le seuil onvetif/absolu et la bifurationde la solution stationnairePour un ouplage global, une expression analytique de la solution stationnaire non nulleexiste [31℄. Cette expression va nous permettre de montrer analytiquement le lien entre leseuil onvetif/absolu et l'apparition d'une solution stationnaire d'amplitude non nulle.Cette étude est omplémentaire de l'étude du seuil onvetif/absolu, puisque dans elle-inous avons étudié les aratéristiques de la solution stationnaire uniforme e(z, t) = 0, etmaintenant nous allons étudier les aratéristiques de la solution stationnaire d'amplitudenon nulle.La gaussienne déalée ae−( z−b
c

)2 est une solution de l'équation de Ginzburg-Landau aveouplage global [31℄ ave :
b =

vc2

4
(1.22)

c =
4

√

4

Rǫ2
(1.23)(1.24)ave a solution de l'équation

a2c

√
π

2
= R +

4b2

c4
− 2

c2L'expression de a nous indique que ette solution existe, 'est à dire n'est pas imaginairepure, lorsque v2 < 4(R−
√
Rǫ) .Ainsi, nous avons montré de manière analytique que le seuil onvetif/absolue orres-pond à l'apparition (à O(ǫ) près) d'une solution stationnaire non nulle dans l'équation deGinzburg-Landau à ouplage global.1.4 ConlusionNous avons vu dans e hapitre que les systèmes présentant des omportements instablesà ause d'une dérive se retrouvent dans de nombreux domaines de la physique (hydrody-namique, physique des plasmas, optique), et nous avons présenté en détail deux systèmesappartenant à ette atégorie. Cette partie est basée sur les travaux de notre équipe avantmon arrivée, dont les résultats ont été publiés dans l'artile [6℄. Le premier système pré-senté est le laser à életrons libres pour lequel la dérive provient d'un déalage entre letemps d'aller/retour de l'impulsion laser dans la avité et, le temps de rotation des éle-trons dans l'anneau de stokage. Le deuxième système est une équation appartenant à lafamille des équations de Ginzburg-Landau, que nous avons étudiée ave un ouplage loalet ouplage global. Nous avons vu que sous ertaines onditions, en partiulier près duseuil d'instabilité, es deux systèmes ont des omportements prohes. Dans es systèmes,et plus généralement dans tous les systèmes présentant des instabilités onvetives, il n'estpas su�sant qu'une solution stationnaire stable existe pour que le régime soit régulier : la



1.4. CONCLUSION 31présene d'un exès de gain et d'un bruit (même extrêmement faible) peuvent induire unomportement �turbulent� et former des strutures entretenues par du bruit. Autrementdit, pour que le système puisse avoir un omportement régulier, il faut aussi que la solu-tion stationnaire stable ne ne soit pas hyper-sensible au bruit. Finalement, nous avons vuque dans le as d'un ouplage loal, il est possible de onnaître une expression analytiqueapprohée de la transition entre un régime alme et un régime turbulent, en alulant leseuil d'instabilité onvetive/absolue.
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Chapitre 2Contr�le des �strutures turbulentes�
Sommaire2.1 Étude du ontr�le dans l'équation de Ginzburg-Landau . . . 342.1.1 Étude qualitative sur deux exemples de résultats numériques . 342.1.2 Étude quantitative : seuil onvetif/absolu . . . . . . . . . . . . 362.1.3 E�et d'une phase dans la rétroation . . . . . . . . . . . . . . . 432.1.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532.2 Appliation au laser à életrons libres . . . . . . . . . . . . . . 542.2.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 552.2.2 Dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 552.2.3 Résultats numériques et expérimentaux en zones de grande dérive 562.2.4 E�et de la fae arrière du miroir de sortie de la avité laser . . 592.2.5 E�et de deux rétroations dans la zone de grande dérive . . . . 612.2.6 Suppression des grandes �utuations du régime pulsé . . . . . . 632.2.7 Étude quantitative de l'e�et de la phase de la rétroation. . . . 66Les systèmes soumis à une dérive forte ont généralement un omportement turbulent. Ceomportement est dû à une hyper-sensibilité au bruit, qui fait que le système s'éartegrandement de la solution stable. Nous allons présenter dans e hapitre une méthodede ontr�le permettant de rendre régulier les omportements turbulents. Bien que etteméthode soit basée sur l'utilisation d'une rétroation (feedbak), son prinipe est di�érentdu ontr�le du haos par la méthode OGY (du nom de leurs auteurs : Ott, Grebogi etYorke) [62℄. Dans les systèmes que nous étudions, la méthode OGY est inappliable, ar ilne s'agit pas ii de stabiliser une solution instable. La ondition de �stabilité� dans notreas est que la solution stable soit insensible au bruit. La méthode de ontr�le que nousprésentons onsiste à réinjeter une partie de la solution dans le système, ave un déalagespatial (Fig. 2.1).Chronologiquement, nous avons d'abord étudié le ontr�le des régimes turbulents du laserà életrons libres (LEL), e qui nous a amené par la suite à une généralisation grâeaux équations de Ginzburg-Landau. Dans e hapitre, nous allons suivre l'ordre inverse :nous onsidérerons d'abord l'e�et de la rétroation sur les équations de Ginzburg-Landau(setion 2.1) et ensuite sur le laser à életrons libres d'UVSOR (setion 2.2). Une partiedes résultats présentés dans e hapitre a été publiée dans l'artile [50℄.33



34 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�
z

dérive v

rétroactionFig. 2.1: La méthode de ontr�le onsiste à réinjeter une partie de la solution, ave un déalagespatial.2.1 Étude du ontr�le dans l'équation de Ginzburg-LandauA�n d'étudier la possibilité de ontr�ler les strutures bruyantes présentées dans la se-tion 1.3, nous onsidérons une équation de Ginzburg-Landau réelle [Eq. (2.1)℄ dans laquellenous introduisons une rétroation déalée spatialement.
∂e(z, t)

∂t
= −v∂e(z, t)

∂z
+Rg(ǫz)e(z, t) +

∂2e(z, t)

∂z2
− Se(z, t) +

rétroaction
︷ ︸︸ ︷

αe(z − a, t)eiφ +
√
ηξ(z, t)(2.1)

α est le oe�ient de gain de la rétroation, a son déalage spatial et φ sa phase. Dansun premier temps, nous prendrons φ = 0. L'e�et d'une phase non nulle fera l'objet de lasetion 2.1.3.2.1.1 Étude qualitative sur deux exemples de résultats numé-riquesNous avons réalisé des intégrations numériques pour di�érentes valeurs de paramètres.Un exemple est présenté Fig. 2.2. Les paramètres du système sont les mêmes que euxutilisés au hapitre préédent (R = 1, v = 4, ǫ = 1e − 2, η = 1e − 20), et les paramètresde la rétroation sont : α = 0.1, a = 10 et φ = 0. Ces �gures montrent lairement que larétroation permet d'obtenir des solutions dans lesquelles les �utuations sont suppriméesdans une large mesure.On onstate que l'e�et de la rétroation est de réer une nouvelle solution stationnaire�insensible� au bruit. Le proessus est visible sur la �gure 2.2, où on a représenté lepro�l de la solution à un instant donné. Sans rétroation (Fig. 2.2 IIa, II), la solutionstationnaire est la solution uniforme nulle (e(z, t) = 0) (ourbe verte), et ave du bruitla solution est irrégulière (ourbe rouge). La rétroation permet de réer une nouvellesolution stationnaire, et lorsque du bruit est présent, la solution qui s'installe reste auvoisinage de ette solution stationnaire, le bruit a juste un r�le perturbatif (Fig. 2.2 IIb,IId).
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la rétroaction
application de
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−150 −100 −50  0  50  100  150Fig. 2.2: I : évolution spatio-temporelle du module |e(z, t)|2 lorsqu'une rétroation est appliquée(en t = 500). Ia : ouplage global (S =
∫ ∞
−∞ |e|2dz). Ib : ouplage loal (S = |e|2). II : |e(z, t)|2 à

t �xé. Ligne rouge : système ave bruit. Ligne verte : système sans bruit. IIa et II : t = 100 (sansrétroation). IIb et IId : t = 800 (ave rétroation). Paramètres : v = 4, R = 1, g(ǫz) = 1− (ǫz)2,
ǫ = 10−2, η = 10−20, α = 10−2, a = 10.



36 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�2.1.2 Étude quantitative : seuil onvetif/absoluNous venons de voir numériquement qu'une rétroation permet de stabiliser des régimesturbulents. Nous allons maintenant tenter de omprendre le proessus de ontr�le en e�e-tuant une étude analytique de l'équation de Ginzburg-Landau. En faisant le lien entre lesexpliations du premier hapitre, et le fait que la solution qui s'installe est très peu a�etéepar le bruit (Fig. 2.2), une hypothèse serait qu'en appliquant une rétroation nous avonsdéplaé le seuil onvetif/absolu. Nous allons véri�er ette hypothèse en ommençant paraluler le seuil onvetif/absolu sur l'équation ave rétroation.2.1.2.1 Expression analytique du seuil onvetif/absoluOn reprend la même méthode qu'au hapitre préédent. Pour analyser la stabilité de lasolution stationnaire e(z, t) = 0, on étudie le système linéarisé suivant :
∂te(z, t) = −v∂ze+Re+ ∂zze+ αe(z − a, t) (2.2)On applique à la solution uniforme e(z, t) = 0 une perturbation sous forme d'un pi deDira e(z = z∗, t = 0) = δ(z − z∗, t), et on alule la réponse du système à l'endroitoù a été appliquée la perturbation, 'est à dire en z = z∗. Pour la suite, sans perte degénéralité, on posera z∗ = 0. On obtient :

e(z = 0, t) =

∞∫

−∞

ef(k)tdk avec f(k) = −ikv +R− k2 + αeika (2.3)Nous voulons onnaître le omportement asymptotique de e(z = 0, t), 'est à dire : este que l'instabilité est onvetive ( lim
t→∞

e(z = 0, t) → 0) ou absolue ( lim
t→∞

e(z = 0, t) → ∞) ?La présene du terme eika omplique l'analyse de stabilité, ar un alul diret de l'inté-grale de l'équation (2.3) mène à une indétermination, omme dans les travaux de Papo�et Zambrini [38℄1. Nous allons appliquer la méthode appelée steepest desent [64℄, utiliséepour aluler les intégrales du type : ∫ b

a
eMy(x)dx où M est un grand nombre2. Lorsque lafontion y(x) est omplexe, omme 'est le as pour f(k), la méthode onsiste déformerle hemin d'intégration en passant dans l'espae omplexe x = xr + ixi.L'appliation de ette méthode à l'équation (2.3) donne :

e(z = 0, t) =

∫

C

ef(kr+iki)tdk (2.4)
=

∫

C

e(fr(kr+iki)+ifi(kr+iki))tdk (2.5)
=

∫

C

efrt[cos(fit) + i sin(fit)]dk (2.6)1Cette ompliation est également typique des systèmes temporels ave délai [63℄.2y(x) doit être deux fois dérivable et ontinue. Les bornes a, et b peuvent être in�nies.
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fr(kr + iki) = kiv +R− k2

r + k2
i + αe−kia cos(kra) (2.7)

fi(kr + iki) = −krv − 2kikr + αe−kia sin(kra) (2.8)L'objetif est ensuite de suivre un hemin appelé steepest path, un hemin dont la partieimaginaire de f(k) est onstante3. Sur e hemin, le omportement asymptotique de l'in-tégrale sera donné par le signe du maximum de la partie réelle de f(k) [38℄.Mathématiquement, ela se traduit d'abord par la reherhe d'un hemin ave une partieimaginaire onstante, 'est à dire : ∂fi

∂kr
= 0 ou de manière équivalente, d'après les relationsde Cauhy [65℄, ∂fr

∂ki
= 0.

∂fr

∂ki
= − ∂fi

∂kr
= 0 ⇔ v + 2ki − αae−kia cos(kra) = 0 (2.9)Ensuite, sur e hemin, nous herhons le maximum de la partie réelle de fr :

∂fr

∂kr

= 0 ⇔ 2kr + aαe−kia sin(kra) = 0 (2.10)Le point reherhé est don un extremum dans les deux diretions de l'espae omplexe
kr et ki. Il peut être démontré que 'est un point selle (�saddle point�) [65℄, 'est à dire unpoint qui se situe sur un maximum selon une diretion (ii kr) et sur un minimum dansl'autre (ki). Nous noterons le point selle : k∗ = k∗r + ik∗i . Le seuil sera atteint dès que lavaleur de fr passe par zéro sur un point selle.

fr = 0 ⇔ k∗i v +R− k∗
2

r + k∗
2

i + αe−k∗

i a cos(k∗ra) = 0 (2.11)Une solution de l'équation (2.10) est la valeur kr = 0. Une démonstration rigoureuse resteun problème ouvert. Néanmoins les résultats numériques montreront que 'est e�etive-ment pour ette valeur de kr que le premier point selle traverse le seuil. Un argumentest qu'en fontion de kr, la fontion fr est une parabole renversée entrée en kr = 0 etmodulée par un osinus qui est aussi entré en kr = 0 [Eq. (2.7)℄.Nous pouvons véri�er que fr possède un point selle en kr = 0 :
∂2fr

∂k2
r

= −2 − αa2e−ik∗

i asin(k∗ra) = −2 < 0 : maximum (2.12)
∂2fr

∂k2
i

= 2 + αa2e−k∗

i asin(k∗ra) = 2 > 0 : minimum (2.13)Finalement, on obtient à la fois l'expression du seuil et la valeur de ki au seuil en ombinantl'équation (2.9) et (2.11). L'expression analytique du seuil d'instabilité onvetive/absolueest :3Le nom de steepest desent, la desente maximale, vient du fait que la phase de ef(k)t étant �xe, 'estle module qui varie le plus rapidement.
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α =

ek∗

is
a

a
(2k∗is + v) (2.14)ave k∗is, la valeur de k∗i au seuil, solution de :

k∗
2

is + 2k∗is(
1

a
+
v

2
) +

v

a
+R = 0 (2.15)L'équation (2.15) admet deux solutions de k∗is. Une appliation numérique montre queseule la plus grande des deux est e�ae, l'autre valeur étant assoiée à une valeur néga-tive de l'amplitude de la rétroation.En résumé, l'ajout d'une rétroation déplae le seuil onvetif/absolu. Son expressionanalytique est donnée par les équations (2.14) et (2.15). Ce seuil délimite les régimes pourlesquels une perturbation initialement loalisée s'éloigne (régime linéairement onvetif)et les régimes pous lesquels une perturbation s'étend sur tout l'espae (régime linéairementabsolu). Nous allons maintenant étudier e seuil, d'abord en observant le point selle avantet après le seuil (setion 2.1.2.2), puis en étudiant la dépendane de e seuil en fontiondes paramètres (setion 2.1.2.3) et en�n en regardant le lien entre e seuil obtenu dans lesystème linéarisé, et le omportement du système omplet (setion 2.1.2.4).2.1.2.2 Observation du point selle au seuil onvetif/absoluEn reprenant les paramètres utilisés préédemment (R = 1, ǫ = 10−2, v = 4) et en �xantl'amplitude de la rétroation α à 10−4, nous obtenons un seuil pour a ompris entre 23 et

24. La �gure 2.3 illustre pour es paramètres le passage du régime onvetif (Fig. 2.3 a)au régime absolu (Fig. 2.3 b). Nous voyons qu'au point selle repéré par le roisement desourbes bleues (∂fr

∂kr
= 0 et ∂fr

∂ki
= 0), fr passe d'une valeur négative (Fig. 2.3 a) à unevaleur positive (Fig. 2.3 b).

kr kr

k i
k i

a=23 a=24

Fig. 2.3: Point selle avant et après le seuil onvetif/absolu. Gauhe : a = 23, droite a = 24.Dans l'espae kr, ki sont représentés :
fr(k) ave un ode de ouleur : vert fr(k) < 0 et rouge fr(k) > 0.
fr(k) = 0 : ourbe jaune, ∂fr

∂kr
= 0 : ourbe bleue et ∂fr

∂ki
= 0 : ourbe bleue.Paramètres : R = 1, ǫ = 10−2, v = 4, α = 10−4.



2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 392.1.2.3 Étude du seuil onvetif/absolu en fontion des paramètresLa �gure 2.4 illustre la dépendane du seuil en fontion de la valeur de la dérive v, dudéalage a et de l'amplitude de la rétroation α.
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v. (b) seuil onvetif/absolu en fontion de l'amplitude de la rétroation α et du déalage a.Paramètre : R = 1.Nous voyons qu'un plus grand déalage a de la rétroation permet de ompenser uneplus grande dérive v (Fig. 2.4 a), et que l'amplitude de la rétroation α néessaire pourrester en régime absolu tend vers zéro lorsque le déalage a augmente (Fig. 2.4 b). Nousallons insister sur e dernier point ar il est remarquable que �l'énergie� pour réer unenouvelle solution soit si faible. Autrement dit, une petite amplitude de rétroation a untrès grand e�et. L'expliation vient du même élément que elui à l'origine des instabilités :l'exès de gain. Le système en régime instable présente un exès de gain. Si on rajouteune rétroation son e�et sera ampli�é onsidérablement par et exès de gain. Ainsi enpratique, on s'attend à e qu'une amplitude de rétroation plus grande que le bruit soitsu�sante pour ontr�ler le système.2.1.2.4 Corrélation entre la stabilité linéaire de la solution e(z, t) = 0 et leomportement global du systèmeLe seuil onvetif/absolu (seuil C/A) a été obtenu dans le as d'une analyse loale de lastabilité linéaire de la solution e(z, t) = 0. Nous allons maintenant utiliser les simulationsnumériques pour observer omment se omporte globalement le système par rapport à eseuil.La �gure (2.5) représente une mesure des �utuations N2 en fontion du délai a de larétroation dans le as du ouplage loal (Fig. 2.5 a) et dans le as du ouplage global(Fig. 2.5 b), ave N =<

∫ ∞
−∞ |e(z, t)|4− < |e(z, t)|2 >2 dz > (les rohets indiquent unemoyenne temporelle)4. Sur es graphiques, le seuil C/A est indiqué par une ligne vertiale.Dans le as d'un ouplage loal, le seuil onvetif/absolu oïnide ave la transition entreun régime alme et un régime turbulent (Fig. 2.5 a). Et don, le seuil onvetif/absolu4voir hapitre 1 pour plus de détails.
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2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 41donne des informations quantitatives sur ette transition. En revanhe, e n'est pas le aspour un ouplage global (Fig. 2.5 b). Nous pouvions nous attendre à e résultat puisque'était déjà le as pour le système sans rétroation. Nous allons ontinuer à nous intéresserau ouplage loal ; néanmoins nous pouvons retenir que les onlusions qualitatives serontaussi valables pour le ouplage global puisque nous voyons sur et exemple que l'ordrede grandeur du seuil C/A est le même que elui du passage alme/�turbulent� dans lesystème omplet. L'expression d'un seuil analytique pour un ouplage global reste unequestion ouverte.La �gure 2.6 reprend les ourbes analytiques présentées �gure 2.4 auxquelles nous avonsrajouté les ourbes du seuil dans le système omplet, obtenues à partir de N2.
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42 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�à e que trois onditions soient remplies pour que le seuil C/A oïnide ave le seuilalme/turbulent :
• ǫ << 1 puisque le seuil C/A a été obtenu dans un système spatialement in�ni et que

1/ǫ représente l'extension spatiale du système (le système est spatialement in�ni pour
ǫ = 0).

• a < 1/ǫ puisque la solution réinjetée ne doit pas sortir de la zone où il y a du gain.
• α > η puisque l'amplitude de la rétroation doit être supérieure au niveau de bruit (ori-gine de l'éart sur la �gure 2.6 (b) qui s'agrandit pour des valeur de α qui s'approhentdu niveau de bruit).En résumé, nous venons de voir que la rétroation déale le seuil onvetif/absolu, dontnous avons obtenu une expression analytique. Nous avons étudié le omportement de eseuil en fontion des paramètres du système, en partiulier nous avons vu que l'amplitudede la rétroation néessaire pour ontr�ler les régimes instables était de l'ordre du niveaude bruit. Comme dans le as sans rétroation, le seuil onvetif/absolu permet d'avoir desinformations quantitatives sur la transition alme/turbulent dans le système ave ouplageloal.



2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 432.1.3 E�et d'une phase dans la rétroationDans de nombreux as, la variable dérite par l'équation de Ginzburg-Landau est l'enve-loppe de la solution du système [57℄, 'est à dire que la solution a une struture interne.Dans le as du laser à életrons libre, la struture interne est une modulation à la fréqueneoptique. Dans e as, la rétroation peut être à la fois déalée spatialement et déphaséepar rapport à la solution existante (Fig. 2.7). Il est don néessaire d'ajouter un terme dephase φ dans la rétroation, qui devient : αe(z − a, t)eiφ (φ ǫ [0, 2π]).
φ=πφ=0
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Fig. 2.7: Illustration d'une solution ayant une modulation interne (ligne rouge), et d'une rétro-ation assoiée (ligne verte). La rétroation est déalée spatialement et peut être déphasée. a) :exemple où la solution et la rétroation sont en phase (φ = 0). b) : exemple où la solution et larétroation sont en opposition de phase (φ = π). L'enveloppe de la solution a été hoisie de formegaussienne : e−(z/σ)2 . Paramètres : α = 0.5, a = −2, σ =
√

2, le nombre d'onde de la modulationest k = 2π × 1.5.Nous allons ommener par étudier l'e�et de ette phase sur l'expression du seuil onve-tif/absolu.2.1.3.1 Seuil d'instabilité onvetive/absolueOn reprend la même méthode qu'à la setion 2.1.2.1. Les équations (2.7) et (2.8) de-viennent :
fr(kr + iki) = kiv +R− k2

r + k2
i + αe−kia cos(kra+ φ) (2.16)

fi(kr + iki) = −krv − 2krki + αe−kia sin(kra+ φ) (2.17)2.1.3.1.1 Coordonnée du point selle Le seuil apparaît au maximum de la fontion
fr, en première approximation pour kr tel que cos(kra+ φ) = 1, 'est à dire :

∂fr

∂kr

= 0 ⇔ k∗r =

{
−φ

a
pour 0 ≤ φ ≤ π

2π−φ
a

pour π ≤ φ ≤ 2π
(2.18)



44 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�

kr kr

kr

(c)

ki

ki

kr

rf

rf

kr kr

kr kr

φ=0 φ=π/2

φ=3π/2

(b)

(e)

(a)

(f)

φ=π

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

 0

 0.1

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

 0

 0.1

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

 0

 0.1

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

 0

 0.1

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4

Fig. 2.8: (a)(b)(e)(f) : point selle dans l'espae kr, ki pour une phase φ = 0, π/2, π, 3π/2. Codede ouleur : valeur de fr(k). Courbes jaunes : fr(k) = 0. Courbes bleues : ∂fr

∂kr
= 0 et ∂fr

∂ki
= 0.Le point selle se situe à une intersetion des ourbes bleues. Les lignes vertiales blanhes sontla valeur de kr donnée par l'équation (2.18). ()(d)(g)(h) : fr en fontion de kr, en ki = k∗

i .Paramètres : R = 1, ǫ = 10−2, v = 4, α = 10−4, a = 24.



2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 45Le déplaement du point selle en fontion de la valeur de la phase φ dans l'espae omplexe
kr, ki est illustré �gure 2.8 .Les expressions de ki au seuil sont solutions des équations :
∂fr

∂ki
= 0 et fr = 0 ⇔

{

k∗i1 +R + φ2

a2 + k∗
2

i1 +
v+2k∗

i1

a
= 0 pour 0 ≤ φ ≤ π

k∗i2 +R + (2π−φ)2

a2 + k∗
2

i2 +
v+2k∗

i2

a
= 0 pour π ≤ φ ≤ 2πave α = e

k∗is
a

a
(2k∗is + v) (k∗is = k∗i1 ou k∗i2).2.1.3.1.2 Valeur de fi(k) au point selle et onséquene sur la dynamique Enremplaçant les valeurs de k∗i et k∗r dans l'équation (2.17), nous obtenons :
fi(k

∗
r + ik∗i ) =

{ φ
a
(v + 2k∗i1) pour 0 ≤ φ ≤ π

−(2π−φ)
a

(v + 2k∗i2) pour π ≤ φ ≤ 2π
(2.19)Contrairement au as où la rétroation est en phase (φ = 0), la valeur de fi(k

∗
r + ik∗i )est maintenant non nulle (Eq. (2.19) et Fig. 2.9 a). Au dessus du seuil onvetif absolu,on s'attend maintenant à e que la roissane d'une perturbation à partir de la solution

e(z, t) = 0 se fasse ave une phase non nulle, égale à fi(k
∗
r + ik∗i )t.
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2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 472.1.3.2 Dynamique de l'équation ave ouplage loalNous venons d'étendre l'analyse de stabilité de la solution e(z, t) = 0 au as φ 6= 0. À pré-sent, nous allons nous intéresser aux solutions obtenues numériquement dans l'équationde Ginzburg-Landau ave ouplage loal. En partiulier, nous verrons que les valeurs de
fi orrespondent à une signature partiulière aratéristique des régimes observés numé-riquement.2.1.3.2.1 Évolution spatio-temporelle du système L'évolution spatio-temporelledu module et de l'argument de e(z, t) pour di�érentes valeurs de phase est présentée�gure 2.10. Nous voyons que pour φ 6= 0 l'argument de e(z, t) pour un z �xé évolue
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2 , π, 3π

2 . L'évolution temporelle de l'argumentà une position �xe (z = 0) est présentée pour φ = π
2 . Paramètres : R = 1, v = 4, ǫ = 10−2,

α = 10−4, a = 30, η = 10−20.linéairement en fontion du temps (modulo 2π) et que son module est onstant. Autrementdit, une phase φ non nulle dans la rétroation a pour e�et de déaler la fréquene entraledu spetre ẽ(k, t). L'étude analytique préédente a montré que pour φ 6= 0, la solution
e(z, t) = 0 se déstabilisait aussi ave une dépendane linéaire de son argument, ave un



48 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�oe�ient direteur égal à fi [Eq. (2.19)℄. Une interprétation possible est que la solutionqui s'installe dans le système (Fig. 2.10) soit liée à la manière dont se déstabilise lasolution e(z, t) = 0. Pour véri�er ette hypothèse, nous allons omparer quantitativementles valeurs de fi, à la phase des solutions obtenues numériquement.2.1.3.2.2 Lien entre la solution qui s'installe au dessus du seuil onvetif/absolueet la manière dont se déstabilise la solution e(z, t) = 0 au seuil. La �gure 2.11présente en fontion de la phase φ la ourbe analytique fi(k
∗
r , k

∗
i ) (d'après l'équation 2.19)et les valeurs de d(arg[e(z=0,t)])

dt
mesurées sur les ourbes numériques. Les simulations nu-mériques ont été faites en balayant la phase φ à la fois de manière roissante (0 → 2π)et de manière déroissante (2π → 0), a�n de déteter des e�ets éventuels de bistabilité.On onstate que les valeurs de fi 6= 0 possèdent une signature dans les simulations nu-
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2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 492.1.3.3 Dynamique de l'équation ave ouplage globalNous allons refaire la même étude ave l'équation de Ginzburg-Landau à ouplage global.2.1.3.3.1 Évolution spatio-temporelle du système L'évolution du module et del'argument de la solution e(z, t), pour di�érentes valeurs de phase, est présentée �gure 2.12.
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2 . L'évolution temporelle du module etde l'argument à une position �xe (z = 0) est représentée pour φ = π. Paramètres : R = 1, v = 4,
ǫ = 10−2, α = 10−4, a = 60, η = 10−20.Comme pour le ouplage loal, il y a un omportement linéaire (modulo 2π) de l'argu-ment pour un z �xé, et le module est onstant sauf en φ = π. Sur e dernier aspet, parontre, il y a une di�érene ave le ouplage loal. Pour ette valeur de phase (φ = π),les diagrammes spetro-temporels présentent aussi des strutures intéressantes (Fig. 2.13).Les simulations numériques montrent aussi qu'une perturbation s'atténuera ave un tempsd'autant plus long que la phase est prohe de π. Cela est illustré sur la �gure 2.14. À
t = 4000, on perturbe la solution stationnaire en augmentant sa partie réelle de 25% :
Re[e(z, t)] = Re[e(z, t)](1 + 0.25). En φ = π

4
(olonne de gauhe), le système relaxevers son équilibre, le taux de déroissane est positif. En φ = π (olonne de droite), laperturbation ne déroît pas. En terme de dynamique non-linéaire, le système en φ = πest dit marginalement stable, 'est à dire que le taux de déroissane d'une perturbationest égale à zéro, le résultat est une modulation d'amplitude onstante.
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φ = π. À t = 4000, nous perturbons le système en augmentant la partie réelle de la solutionstationnaire de 25%. Paramètres : R = 1, v = 4, ǫ = 10−2, α = 10−4, a = 60, η = 10−20.



2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 512.1.3.3.2 Lien entre la solution qui s'installe au dessus du seuil onvetif/absoluet la manière dont se déstabilise la solution e(z, t) = 0 au seuil. De la mêmemanière que pour l'équation à ouplage loal, nous allons omparer les valeurs de fi[Eq. (2.19)℄, à la phase des solutions obtenues numériquement.La �gure 2.15 présente en fontion de la phase φ à la fois les valeurs de d(arg[e(z=0,t)])
dtmesurées sur les ourbes numériques et la ourbe analytique fi(k

∗
r , k

∗
i ) [Eq. (2.19)℄. Lessimulations numériques ont été faites en variant la phase à la fois de manière roissante(0 → 2π) et de manière déroissante (2π → 0).
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α = 10−4, a = 60, η = 10−20. En haque point, l'intégration numérique est e�etuée sur unedurée ∆t = 20000.Comme pour le ouplage loal, on onstate que les valeurs de fi 6= 0 ont une signature surles simulations numériques. Cei est d'autant plus intéressant que le ritère d'instabilitéonvetive/absolu utilisé pour obtenir les expressions analytiques de fi n'est pas un bonritère pour onnaître le seuil d'instabilité du système. Autrement dit, le ritère d'insta-bilité onvetive/absolu ne permet pas de prédire si le système est alme ou turbulent ;en revanhe, si on sait qu'il est stable, nous venons de voir qu'il permet de prédire leomportement du système.Par ailleurs, ontrairement au ouplage loal, les simulations montrent que la zone debistabilité est beauoup plus petite. D'autres simulations montrent que le yle hystéresisdépend fortement de la vitesse de balayage du paramètre φ (plus la vitesse de balayageest rapide, plus le yle hystéresis est grand). La question de savoir si la bistabilité existe



52 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�réellement dans le système (même si sa zone est extrêmement petite), ou si l'observationde et e�et provient d'une limitation tehnique liée à des régimes transitoires très longs,restera ouverte. Dans e dernier as, ela signi�erait que le système possède la dynamiqueassoiée au maximum global de la fontion fr.Nous allons maintenant nous intéresser au as partiulier d'une rétroation en oppositionde phase (φ = π). Pour ette valeur de phase préise, les simulations numériques montrentque le module |e(z, t)|2 a un omportement périodique (Fig. 2.12 et Fig. 2.14). On peuttrouver une interprétation simple en reprenant le problème du système linéarisé autourde la solution e(z, t) = 0. En alulant l'évolution d'une perturbation de la solutionstationnaire e(z, t) = 0, au seuil onvetif/absolu en φ = π, nous trouvons que son module,en un z �xé, présente un omportement périodique [Eq. (2.21)℄. Les deux termes de phasesqui apparaissent dans ette équation orrespondent aux deux maximums de la fontion
fr, qui passent par zéro en même temps, pour φ = π [Eq. (2.18)℄.

e(z = 0, t) α eifi1t + eifi2t (2.20)
|e(0, t)|2 α 2 (1 + cos[(fi1 − fi2)t]) (2.21)Nous allons véri�er ette interprétation en omparant les valeurs de la fréquene de mo-dulation (fi1 − fi2)/2π aux valeurs numériques. La �gure 2.16 présente en fontion dudéalage de la rétroation a la période de |e(z = 0, t)|2 mesurée sur les ourbes numé-riques, et la ourbe analytique ( 2π

fi1−fi2
) [Eq. (2.21)℄.
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(ligne rouge, résultats analytiques, Eq. (2.21)) et de la période de
|e(z, t)|2 en fontion de la phase (roix noires, résultats numériques). Paramètres : R = 1, v = 4,
ǫ = 10−2, α = 10−4, a = 60, η = 10−20.Nous voyons ii enore qu'il y a un bon aord entre les résultats numériques et l'analysede stabilité linéaire de la solution e(z, t) = 0.



2.1. ÉTUDE DU CONTRÔLE DANS L'ÉQUATION DE GINZBURG-LANDAU 532.1.4 ConlusionEn résumé de ette setion sur l'équation de Ginzburg-Landau, nous avons vu que l'onpouvait ontr�ler les régimes instables en appliquant une rétroation ave un déalagespatial. En partiulier, on s'attend à e qu'une amplitude de rétroation juste supérieureau niveau de bruit soit su�sante pour ontr�ler les régimes instables. Le ritère onve-tif/absolu permet de prévoir quand le régime sera ontr�lé, dans le as du ouplage loal.Obtenir une expression analytique dans as du ouplage global est plus ompliqué, et resteun problème ouvert. Lorsque la solution présente une struture interne sous la forme d'unemodulation, il est néessaire de prendre en ompte un terme de phase dans la rétroation,dont l'e�et peut aussi être interprété dans le adre de l'étude du seuil onvetif/absolu.L'e�et prinipal de la phase est de déaler la fréquene entrale du spetre (l'argumentévolue linéairement en fontion du temps). Dans le as partiulier d'un ouplage globalet d'une opposition de phase de la rétroation, on observe des régimes osillants.



54 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�2.2 Appliation au laser à életrons libresLa tehnique appelée Coherent Photon Seeding (CPS) [10, 66, 67, 68℄ est onnue pourréduire fortement la largeur spetrale des lasers à bloage atifs et des osillateurs para-métriques optiques pompés de manière synhrone [69℄. La tehnique CPS onsiste en unerétroation optique de faible amplitude ave un délai prohe du temps d'aller/retour dansla avité τT , ou d'un multiple entier de elui-i. Néanmoins, ette tehnique n'a pas étéétudiée du point de vue de dynamique non linéaire [66, 67, 68℄, exepté dans les travauxde Morgner et Mitshke [10℄. Dans es études, l'interprétation est donnée du point de vuede l'optique : le miroir rajouté forme une nouvelle avité ave le premier miroir du laser etoblige l'émission laser à remplir de nouvelles onditions limites, e qui a pour onséqueneun a�nement du spetre.La tehnique CPS peut être modélisée par l'addition d'un terme αe(θ + a) à l'équationdérivant l'évolution de l'enveloppe de l'impulsion du LEL [Eq. (2.22)℄, ave α la frationde la lumière réinjetée dans le mode par la rétroation, et −a le délai de la rétroationmodulo τR. Nous allons montrer que la tehnique CPS peut être omprise dans le adrede nos études.Dans ette setion nous allons appliquer, pour la première fois à notre onnaissane, latehnique CPS au laser à életrons libres. Les équations et le dispositif expérimental dusystème ave rétroation seront tout d'abord exposés, puis nous présenterons les résultatsexpérimentaux, analytiques et numériques. Au hapitre préédent, nous avons vu que ladynamique du LEL en fontion de la dérive peut se déomposer en inq zones. Dans unpremier temps, nous étudierons l'e�et de la rétroation dans les zones où la dynamique duLEL est prohe de elle de l'équation de Ginzburg-Landau, 'est à dire dans les zones oùl'amplitude des impulsions ne varie pas fortement (zones 1,3,5). Ensuite, nous étudieronsl'e�et de la rétroation dans les zones 2 et 4, où le régime est dit pulsé. Finalement, ontentera d'appliquer au LEL les études faites sur l'équation de Ginzburg-Landau sur l'e�etd'une phase dans la rétroation. Les �gures expérimentales ont été obtenues à UVSOR parS. Bielawski, C. Szwaj, M. Hosaka, A. Mohihashi et M. Katoh. Le dispositif expérimentalutilisé pour visualiser en temps réel l'intensité des impulsions et l'intensité du spetre desimpulsions est dérit en annexe.



2.2. APPLICATION AU LASER À ÉLECTRONS LIBRES 552.2.1 ModèleL'équation d'évolution de l'enveloppe de l'impulsion laser ave rétroation devient :
eT (θ, T ) = −e− veθ +Gf(θ)(e+ eθθ) +

rétroaction
︷ ︸︸ ︷

αe(θ − a, T )eiφ +
√
ηξ(θ, T ) (2.22)Les autres équations restent inhangées. La rétroation ontient un terme de phase,puisque la variable e(θ, T ) représente l'enveloppe de l'impulsion laser.2.2.2 Dispositif expérimentalLe dispositif expérimental est présenté sur la �gure 2.17. Ajouter une rétroation ave undéalage est en théorie simple, ela onsiste à plaer un miroir en sortie du laser, à unedistane prohe de la longueur de la avité (L)5. Les impulsions de la rétroation et dela avité se reouvreront après une durée prohe de elle d'un aller/retour dans la avité.Pour varier la valeur du déalage spatial, il su�t de hanger la distane du miroir derétroation (δL). Les onditions d'utilisation du laser sont les mêmes que elles dérite auhapitre préédent. Tout les paramètres sont ontr�lables sauf la valeur de la phase, arla distane L n'était pas ontr�lée de manière interférométrique.

T=0.2%

Miroir

δLL=13.3 m L=13.3 m + 

cavité LEL

Fig. 2.17: Shéma du dispositif expérimental utilisé pour ontr�ler le LEL : en sortie de avité,un miroir plan est plaé à une distane prohe de la taille de la avité laser L = 13.3 m.En utilisant le formalisme des matries ABCD nous pouvons aluler la valeur de l'am-plitude de l'impulsion réinjetée par la rétroation. Cette valeur est obtenue en tenantompte du oe�ient de ré�exion des miroirs et du reouvrement transverse entre l'im-pulsion dans la avité et l'impulsion provenant de la rétroation. Les détails du alul sontdonnés en annexe. Le résultat obtenu indique que le oe�ient de gain α de la rétroationest faible : α2 ≃ 0.5×10−8. Nous utiliserons ette valeur dans les simulations numériques.
5Les miroirs de la avité étant plaés dans le vide, il n'est pas possible de plaer le miroir de rétroationprès du miroir de sortie de la avité.



56 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�2.2.3 Résultats numériques et expérimentaux en zones de grandedériveLa �gure 2.18 présente un exemple de ontr�le obtenu numériquement lorsque la dériveest forte, en zone 5 du LEL. Nous onstatons que le ontr�le fontionne, les �utuationssont supprimées dans une large mesure6. Pour la valeur bien préise de la phase de larétroation φ = π, on observe sur les diagrammes spatio-temporels et spetro-temporels,des motifs ave une struture interne similaire à elle obtenue ave l'équation de Ginzburg-Landau ave un ouplage global.
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Fig. 2.18: Ligne du haut : diagrammes spatio-temporels de l'intensité |e(θ, T )|2 . Ligne du bas :diagrammes spetro-temporels du module du spetre |ẽ(k, T )|2. Sur la première olonne, il n'y apas de rétroation. Sur la deuxième olonne la rétroation est en phase (φ = 0). Sur la troisièmeolonne la rétroation est en opposition de phase (φ = π). Paramètres : v = 45,α = 10−3,
a = 800, A = 2.17, Ts = 263, σb = 900, η = 10−20.

6le oe�ient de gain α de la rétroation a été augmenté d'un fateur 10 par rapport à la valeuralulée théoriquement (setion 2.2.2).



2.2. APPLICATION AU LASER À ÉLECTRONS LIBRES 57La �gure 2.19 présente un exemple de ontr�le obtenu expérimentalement lorsque la dériveest forte, en zone 5 du LEL. Le spetre ave rétroation montre une diminution des �u-tuations très nette : la largeur spetrale des impulsions est très réduite. Sans rétroation,le spetre est trop large pour être entièrement enregistré (Fig. 2.19 ) alors qu'ave rétro-ation le spetre est trop �n pour que tous les détails soient observables (Fig. 2.19 d,g,h).Ces enregistrements ont été obtenus suessivement sans hanger les onditions de l'ex-périene (valeur de la dérive, distane du miroir) ; néanmoins on observe quand même desomportements très di�érents les uns des autres (Fig. 2.19 b,e,f). toutefois un paramètredans le système n'est pas ontr�lable : la phase de la rétroation du miroir extra-avité.Ce miroir est soumis à des �utuations de l'environnement, qui même si elles sont faibles,peuvent être su�santes pour faire varier la phase de la rétroation puisqu'une vibrationde 0.5 µm fait passer ette phase de 0 à 2π. Une interprétation serait que es di�érentesimages sont la onséquene de di�érentes valeurs de la phase de la rétroation. Cepen-dant, les simulations numériques ave des onditions similaires et ave des valeurs dephase di�érentes ne reproduisent pas es omportements (Fig. 2.18). Nous allons voir quenous devons prendre en ompte un autre élément pour parvenir à retrouver es imagesnumériquement (voir setion 2.2.5).
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Fig. 2.19: Évolution de l'intensité des impulsions laser (a,b,e,f) et de l'intensité du spetre desimpulsions (,d,g,h). Ces images ont été enregistrées sans hanger volontairement les onditionsde l'expériene. Paramètres : ∆νRF = 50.2 Hz, I = 22 mA, a = 40 mm, délai de la rétroation≃
130 ps, α2 ≃ 0.5 × 10−8.



2.2. APPLICATION AU LASER À ÉLECTRONS LIBRES 592.2.4 E�et de la fae arrière du miroir de sortie de la avité laserEn étudiant en détail les enregistrements sans rétroation, nous nous sommes aperçusque la symétrie entre la dérive positive (v > 0) et la dérive négative (v < 0) n'était pastoujours respetée (Fig. 2.20). Sur es images, nous voyons que dans le as de la dérivenégative le spetre est étroit et régulier alors que pour la dérive positive, il est large, avedes trous.
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+/ − 1.5 Hz.L'intégration des équations du LEL dans des onditions �similaires� montrent qu'on de-vrait e�etivement s'attendre à avoir une symétrie entre les dérives positives et négatives(Fig. 2.21).Les images préédentes des enregistrements expérimentaux (Fig. 2.20) ressemblent à unestabilisation par une rétroation ave déalage spatial, et nous ont amené à herher unélément qui pourrait jouer le r�le de rétroation. Une hypothèse est que la rétroationpourrait venir du miroir de sortie qui, ontrairement au deuxième miroir de avité, n'apas de traitement anti-re�et (Fig. 2.22).En alulant ave le formalisme des matries ABCD le oe�ient de gain α de la rétro-ation7 et en prenant un oe�ient de ré�exion de 4% (interfae verre/air), nous avonsalulé que l'amplitude de l'impulsion réinjetée dans le mode de la avité a une valeurtrès prohe de elle provenant du miroir extra-avité : α2 = 0.496×10−8. Des simulationsnumériques ave des paramètres similaires à l'expériene (α = 10−4, a = −600, v = −4)montrent que la ré�exion sur la fae arrière du miroir peut e�etivement rendre régu-lier le système (Fig. 2.23 b,d). Comme pour les images expérimentales (Fig. 2.20), l'e�et7détails en annexe
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2.2. APPLICATION AU LASER À ÉLECTRONS LIBRES 61stabilisant n'apparaît que pour des dérives négatives, le omportement ave des dérivespositives est toujours irrégulier (Fig. 2.23 a,).
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Fig. 2.23: Évolution de l'intensité des impulsions laser (a et b) et de l'intensité du spetre desimpulsions ( et d) ave une rétroation, pour une dérive négative (a,) et une dérive positive(b,d). Paramètres : σb = 1200, Ts = 263, A = 5, η = 10−10, a = 600, α = 10−4, φ = 0.2.2.5 E�et de deux rétroations dans la zone de grande dériveAinsi, tous les résultats expérimentaux ont été obtenus ave une rétroation non voulueprovenant de la fae arrière du miroir de sortie de la avité laser. En prenant en ompteet élément, nous avons réussi à reproduire numériquement les omportements que nousn'arrivions pas à retrouver préédemment (Fig. 2.19). Les résultats sont présentés sur la�gure 2.25. Dans es simulations numériques, deux rétroations ont été appliquées, elleprovenant du miroir de sortie φ2 est �xe et elle provenant du miroir extra-avité φ1prends di�érentes valeurs de phase [Eq. (2.23)℄ (Fig. 2.24)
eT (θ, T ) = −e− veθ +Gf(θ)(e+ eθθ) +

√
ηξ(θ, T ) (2.23)

+ α1e(θ − a1, T )eiφ1 + α2e(θ − a2, T )eiφ2 (2.24)



62 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

face non traitée
anti−reflet miroir extra−cavité

cavité LELFig. 2.24: Deux rétroations interviennent : elle de la fae arrière du miroir de sortie et elle dumiroir extra-avité.

|e
( 

 , 
T

)|
θ

2

1φ =0 1φ =π1φ =7π/8

(1
00

0 
un

it.
/d

iv
) (a) (b) (c)

0 150 0 1500 150

 θ θ

θ 

T TTFig. 2.25: Évolution spatio-temporelle de |e(θ, T )|2 dans un système ave deux rétroations où laphase de la première varie : (a) φ1 = 0, (b) φ1 = 7π
8 , () φ1 = π. Paramètres : v = 220, A = 2.17,

σb = 900, Ts = 263, η = 10−10, α1 = 10−2, α2 = 10−2, a1 = 2000, a2 = 500, φ2 = π/2.



2.2. APPLICATION AU LASER À ÉLECTRONS LIBRES 632.2.6 Suppression des grandes �utuations du régime pulséNous allons maintenant nous intéresser à l'e�et de la rétroation lorsque le régime du LELest pulsé, 'est à dire dans les zones où l'amplitude des impulsions �utue de manière im-portante à quelques entaines de Hertz (zones 2 et 4) (Fig. 2.26). Les résultats ne sont àpriori pas évident à prédire, ar les résultats montrés jusqu'à présent, sur l'équation deGinzburg-Landau ou sur le LEL, orrespondaient à des as où les �utuations d'amplituderestaient relativement faibles.La �gure 2.26 présente les résultats d'une expériene où le délai de la rétration a été �xéet la valeur de la dérive est balayée ontinûment. La puissane des l'impulsions laser estenregistrée ave une photodiode.Nous voyons que la rétroation permet de supprimer les grandes �utuations. On onstatequ'un délai positif (a > 0) permet de ontr�ler une dérive positive (v > 0), et vie-versa.Cette symétrie se retrouve également dans les équations [Eq. (2.22)℄.Lorsque la position du miroir est balayée entre −3 m et +3 m, il y a une position oùla rétroation n'a pas d'e�et sur la dynamique du LEL, 'est la position assoiée à undélai nul. Cette information permet de onnaître relativement préisément la position dumiroir externe assoiée à un délai nul.Nous venons de voir que les grandes �utuations ont été supprimées ; nous allons mainte-nant regarder en détails la struture des impulsions pour savoir si les �utuations d'am-plitudes moyennes ont aussi été supprimées. Les deux �gures suivantes présentent unexemple d'évolution de l'intensité des impulsions, et de l'intensité du spetre des impul-sions, obtenu expérimentalement (Fig. 2.27) et numériquement (Fig. 2.28).On onstate que la rétroation a un e�et similaire à elui en zones non pulsées, le régime estrégulier, et le spetre étroit. Une interprétation possible de l'origine de la modulation del'intensité sur l'image (b) de la �gure 2.27, peut être que la rétroation n'est pas en phaseave l'impulsion laser dans la avité. En faisant l'hypothèse que l'analogie ave l'équationde Ginzburg-Landau à ouplage global est valable, deux as sont alors possibles. Soit onest dans le as d'une opposition de phase (φ = π) et on observe un régime permanent.Soit la phase est di�érente de π, et on observe un régime transitoire.
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66 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�2.2.7 Étude quantitative de l'e�et de la phase de la rétroation.Nous allons maintenant tenter de transposer sur le LEL les résultats obtenus sur l'équationde Ginzburg-Landau, sur l'e�et d'une phase dans la rétroation (setion 2.1.3), l'objetifétant de pouvoir omprendre de manière quantitative l'e�et de la phase dans la rétroa-tion. Cette étude sera analytique et numérique.En faisant l'hypothèse d'une amplitude onstante du gain G (G = Gc)8, l'équationpréédente peut se mettre sous une forme prohe de l'équation de Ginzburg-Landau(GL)[Eq. (2.25, 2.26)℄. Comme à �l'équilibre� et pour une solution non nulle le gain Gcest prohe de l'unité, nous prendrons Gc = 1. Si nous faisons l'hypothèse que les varia-tions spatiales (f(θ), g(ǫz)) n'ont pas d'e�ets prédominants, nous pouvons appliquer lesrésultats obtenus sur l'équation de Ginzburg-Landau au LEL juste en remplaçant R parzéro (Gc − 1 = 0).
LEL : eT (θ, T ) = −veθ + e[Gcf(θ) − 1] +Gcf(θ)eθθ + αe(θ − a, T )eiφ +

√
ηξ(θ, T )(2.25)

GL : et(z, t) = −vez +Rg(ǫz)e+ ezz − Se+ αe(z − a, t)eiφ +
√
ηξ(z, t) (2.26)Nous allons véri�er si ave les hypothèses formulées, nous pouvons obtenir des informa-tions quantitatives sur l'e�et de la phase de la rétroation. Nous ferons ette étude sur lesdi�érentes zones du LEL, par valeur roissante de la dérive v.2.2.7.1 zone de faible dérivePour une valeur de dérive faible (v = 1), nous avons traé en fontion de la phase φ de larétroation, le oe�ient direteur de l'argument de e(θ, T ) en θ = 0, à partir des donnéesnumériques et des expressions analytiques [Eq. (2.19)℄ ave R = 0, v = 1, a = 100 et

α = 10−4. Les résultats sont présentés �gure 2.29.Nous observons un très bon aord entre la ourbe théorique et les résultats numériques.Nous pouvons onlure que prohe du seuil de bifuration, le LEL a un omportementprohe de elui de l'équation de Ginzburg-Landau à ouplage global.La phase du hamp életrique n'étant pas diretement observable expérimentalement,nous allons regarder l'e�et de la phase de la rétroation sur l'intensité du spetre. Nousvenons de voir que pour φ 6= 0 l'argument de e(z, t) évolue linéairement en fontion dutemps. La signature sur le spetre sera un déalage de la longueur d'onde entrale duspetre des impulsions (Fig. 2.30). Par rapport au as φ = 0, le déalage sera négatif pourdes valeurs de phase omprise φ entre 0 et π, et le déalage sera positif pour des valeursde phase omprise φ entre π et 2π.2.2.7.2 Zone de dérive moyenneDe la même manière que pour la zone de faible dérive, nous allons tester si les résultatsanalytiques obtenus sur l'équation de Ginzburg-Landau s'appliquent enore en zone de8lorsque le système est stable, le gain a une valeur quasiment onstante.
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68 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�dérive moyenne (zones 2 et 4). La �gure 2.31 présente en fontion de la phase φ de larétroation, le oe�ient direteur de l'argument de e(θ, T ) en θ = 0, à partir des donnéesnumériques et des expressions analytiques [Eq. (2.19)℄ ave R = 0, v = 10, a = 450.Nous voyons que les valeurs analytiques et numériques se superposent bien. En revanhe,les valeurs numériques ne sont que positives ontrairement à e que nous pouvions attendrepuisque nous avons vu sur l'équation de Ginzburg-Landau à ouplage global que esvaleurs devraient se répartir entre les valeurs positives et négatives de haque �té de lavaleur de phase φ = π. La raison est à priori que le temps néessaire pour atteindre lerégime permanent devient très long. Par exemple, il faut une durée ∆T = 15000 pouratteindre le régime permanent ave une phase φ = 5π/6 en prenant omme onditioninitiale la solution stationnaire du système ave une phase φ = π/2. Néanmoins, il estsurprenant qu'il y ait un si bon aord ar le déalage de la rétroation (a = 450) est del'ordre de l'extension spatiale du système (σb = 900).
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v = 10,α = 10−3, a = 450, A = 2.17, Ts = 263, σb = 900, η = 10−20, R = 0.2.2.7.3 Zone de forte dériveDe la même manière que pour les zones 2, 3 et 4, nous allons véri�er si les résultats ana-lytiques obtenus sur l'équation de Ginzburg-Landau s'appliquent enore. La �gure 2.32présente en fontion de la phase, le oe�ient direteur de l'argument de e(θ, T ) en θ = 0à partir des données numériques et des expressions analytiques [Eq. 2.19℄ ave R = 0,
v = 45, a = 800 et α = 10−3.Nous pouvons faire les mêmes remarques que pour la zone à dérive moyenne : les donnéesanalytiques et numériques se superposent bien, néanmoins les valeurs sont seulementpositives, à priori pare que les temps pour atteindre la solution stable ('est à dire les



2.2. APPLICATION AU LASER À ÉLECTRONS LIBRES 69valeurs négatives lorsque φ > π) sont très longs. Toutefois, il est toujours surprenant qu'ilreste un si bon aord, ar le déalage spatial (a = 800) est prohe de l'extension spatialedu système (σb = 900).
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70 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DES �STRUCTURES TURBULENTES�ConlusionLes systèmes spatio-temporels soumis à une dérive induisant des strutures entretenuespar du bruit peuvent être stabilisés en utilisant une simple rétroation ave un déalagespatial. Le proessus implique la réation d'une nouvelle solution stationnaire dans le sys-tème déterministe assoié. Dans le as d'un ouplage loal, l'apparition de la solution su�tà rendre le système régulier et un ritère analytique peut être trouvé. Dans le as d'unouplage global, la situation est plus ompliquée ar le seuil de réation d'une solutionstable et la baisse de la sensibilité au bruit apparaissent pour des valeurs de paramètresdi�érents. Néanmoins, à �té de es di�érenes, dans les deux as le oe�ient de gainde la rétroation néessaire à la stabilisation est très faible, une amplitude supérieure auniveau de bruit est su�sante. Lorsque la solution possède une modulation interne, il fautprendre en ompte le déphasage pouvant intervenir entre la solution dans le système et lasolution réinjetée. Dans le as d'un ouplage loal, le déphasage a pour onséquene dedéaler la longueur d'onde du spetre des impulsions. Dans le as d'un ouplage global, ledéphasage peut aussi avoir pour onséquene de moduler l'enveloppe de la solution. Dansles deux as, une desription analytique reproduit bien les omportements observés.La stabilisation présentée donne aussi un adre dans lequel on peut étudier la tehniquede oherent photon seeding déjà utilisée sur des lasers à bloage de modes. Nous l'avonsappliquée à un laser à életrons libres (LEL), elui de UVSOR à Okazaki au Japon, pour lapremière fois à notre onnaissane. Expérimentalement, rajouter une rétroation revientà plaer un miroir à l'extérieur de la avité laser. La sensibilité du LEL à une petite ré-troation a pu être véri�ée, et nous avons mis en évidene qu'une stabilisation intervenait�naturellement�, provenant de la ré�etion à l'interfae verre/air d'une fae non traitéed'un miroir de la avité. Finalement, l'e�et de la phase de la rétroation sur le LEL arévélé une ressemblane quantitative entre elui-i et l'équation de Ginzburg-Landau.
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Chapitre 3Introdution au rayonnementsynhrotron émis dans un aimant deourbure et à la trajetoire d'unéletron dans un anneau de stokage
Sommaire3.1 Centre de rayonnement synhrotron UVSOR II . . . . . . . . 743.1.1 Aélération des életrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.1.2 Anneau de stokage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.2 Rayonnement synhrotron dans un aimant de ourbure . . . 763.2.1 Rayonnement synhrotron inohérent . . . . . . . . . . . . . . . 763.2.2 Rayonnement synhrotron ohérent . . . . . . . . . . . . . . . . 783.3 Distribution de harge du paquet d'életrons à l'équilibre . . 783.4 Trajetoire d'un életron dans l'anneau de stokage . . . . . . 79Dans ette seonde partie, nous allons nous intéresser à l'interation entre un paquetd'életrons irulant dans un anneau de stokage et une impulsion provenant d'un laserexterne lorsque le système est stable, 'est à dire lorsque que la densité de harge du paquetd'életrons est su�samment faible pour que le système ait un omportement régulier. Cehapitre a pour objetif de résumer les onnaissanes néessaires à la ompréhension de nostravaux présentés au hapitre suivant. Dans une première setion, le entre de rayonnementsynhrotron UVSOR II sera dérit. Les propriétés du rayonnement synhrotron produitdans un aimant de ourbure seront ensuite énonées. En�n la dernière setion présenteraun formalisme permettant de dérire la trajetoire d'un életron. Ce formalisme, appeléformalisme des matries de transfert, sera utilisé au hapitre suivant pour modéliser nosexpérienes.
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74 CHAPITRE 3. INTRODUCTION3.1 Centre de rayonnement synhrotron UVSOR IIEn général, le rayonnement synhrotron est obtenu en faisant iruler des paquets d'éle-trons à des vitesses relativistes dans un anneau de stokage. Lorsque les életrons subissentune aélération, ils émettent un rayonnement. Dans un anneau de stokage, les életronsémettent prinipalement à deux types d'endroit : au niveau des aimants de ourbure, etdans les onduleurs. Les onduleurs sont installés au niveau des setions droites de l'anneau,et réent un hamp magnétique périodique permanent, faisant prendre aux életrons unetrajetoire approximativement sinusoïdale ou hélioïdale (voir annexe A). Les élémentsd'un entre de rayonnement synhrotron vont être brièvement dérits. Nous prendronsomme exemple d'illustration le entre de rayonnement synhrotron UVSOR (Ultravio-let Synhrotron Orbital Radiation) [48℄ à Okazaki au Japon (Fig. 3.1), sur lequel nosexpérienes ont été réalisées.3.1.1 Aélération des életronsLes életrons émis par un anon à életrons sont aélérés par un aélérateur linéaire delongueur 2.5 m jusqu'à 15 MeV. Ils entrent ensuite dans un autre aélérateur, ette foishexagonal de ironférene 26.6 m, appelé booster synhrotron, qui aélère les életronsjusqu'à 600 MeV. Ils sont �nalement envoyés dans l'anneau de stokage, où ils peuventenore être aélérés jusqu'à 750 MeV.3.1.2 Anneau de stokageDans l'anneau de stokage le rayonnement produit par les életrons au niveau des on-duleurs et des aimants de ourbure est transporté jusqu'aux utilisateurs par les lignesde lumières (beamlines). Chaque ligne à des aratéristiques di�érentes liées aux proprié-tés du rayonnement transporté1. Lorsque les életrons rayonnent, ils perdent de l'énergie'est à dire de la vitesse. Pour ompenser ette perte d'énergie, une avité radio-fréquene(avité RF) aélère les életrons à haque tour de avité. Dans le plan transverse à ladiretion de propagation, le paquet garde une taille �nie grâe à des systèmes d'aimants(quadrup�les et sextup�les) [70℄.

1Lors de nos expérienes, nous avons travaillé sur la ligne BL6B, utilisée pour la spetrosopie infra-rouge et térahertz du solide. L'interation laser/életrons avait lieu dans l'onduleur du laser à életronslibres.
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Fig. 3.1: Plan du entre de rayonnement synhrotron UVSOR (Ultraviolet Synhrotron OrbitalRadiation), à Okazaki, Japon. b) Détails de l'anneau de stokage.



76 CHAPITRE 3. INTRODUCTION3.2 Rayonnement synhrotron dans un aimant de our-bureNos travaux étant axés prinipalement sur le rayonnement émis dans les aimants de our-bure, nous nous limiterons à l'étude des propriétés de elui-i2. Un aimant de ourbure estun dip�le qui ourbe la trajetoire des életrons. Lorsqu'un életron le traverse, l'aéléra-tion donne naissane à une onde életromagnétique émise tangentiellement à la trajetoiredes életrons(Fig. 3.2) [70℄. Le rayonnement émis par un paquet d'életrons dans un ai-mant de ourbure omporte deux parties : une partie ohérente et une partie inohérente,typiquement aux longueurs d'ondes respetivement plus longues et plus ourtes que lalongueur du paquet d'életrons [71℄.
paquet d’électrons

rayonnement
synchrotronFig. 3.2: Rayonnement d'un paquet d'életrons parourant une trajetoire ourbée.3.2.1 Rayonnement synhrotron inohérentLe rayonnement synhrotron émis par un paquet d'életrons ~ET est la somme du rayon-nement de haque életron dans le paquet ~Ei. Aux longueurs d'ondes plus ourtes que lalongueur du paquet d'életrons, il n'y a pas de relation de phase entre le rayonnement dehaque életron (Fig. 3.3).

Fig. 3.3: Shéma du rayonnement de 3 életrons dans un paquet d'életrons à une longueurd'onde plus ourte que la largeur du paquet (d'après [72℄).
2Néanmoins, l'e�et d'un onduleur sur un paquet d'életrons est dérit à deux endroits di�érents deette thèse : dans la desription du gain du laser à életrons libres (voir annexe A) et dans la desriptionde l'interation entre un laser et un paquet d'életrons (voir hapitre 4).



3.2. RAYONNEMENT SYNCHROTRON DANS UN AIMANT DE COURBURE 77L'intensité résultante est proportionnelle au nombre d'életrons N [71℄ :
~ET =

N∑

i=1

~Ei(ω) =

N∑

i=1

~E(ω)eiφi (3.1)
= 0 à

√
N près (3.2)

| ~ET

2| = N × I0 à
√
N près (3.3)Ave ~Ei le hamp életrique produit par un életron, déomposé en un module ~E identiquepour tous les életrons et une phase φ aléatoire. I0 = |E|2 est l'intensité du rayonnementémis par un seul életron, et ω la pulsation du rayonnement. Ces expressions montrentaussi que les �utuations du rayonnement synhrotron inohérent sont très importantes(de l'ordre de √

N), et sont une soure de bruit non négligeable. Typiquement, N est del'ordre de 108 − 1010.Le spetre du rayonnement émis par un paquet d'életrons dans un aimant de ourbureest large bande (Fig. 3.4) [70℄. Un développement pour obtenir une valeur approhée dela pulsation ritique ωc est présenté dans l'annexe E.
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K5/3(x)dx. K5/3 étant la fontionde Bessel modi�ée (Eq. (9.47) dans [70℄). Les paramètres de E et ρ sont eux de UVSOR-II.
ωc = 2πc

λc
= 3.3 × 1017 rad.s−1 ave λc = 4π

3
ρ
γ3 [Eq. (E.6)℄.



78 CHAPITRE 3. INTRODUCTION3.2.2 Rayonnement synhrotron ohérentAux longueurs d'ondes plus grandes que la longueur du paquet d'életrons, toutes lesondes sont en phases (à une fration de λ près)(Fig. 3.5).
Fig. 3.5: Shéma du rayonnement de 3 életrons dans le paquet, à une longueur d'onde pluslongue que la largeur du paquet (d'après [72℄).L'intensité totale est proportionnelle au arré du nombre d'életrons N , ainsi qu'à latransformée de Fourier de la densité longitudinale du paquet d'életrons [71℄ :

I = N(N − 1)ρ̃2(ω) × I0 (3.4)
avec ρ̃2(ω) = |

∫

ρ(z)eiωz/cdz|2 (3.5)
ρ̃(ω) est la transformée de Fourier de la densité longitudinale de harge ρ(z) du paquet [71℄,
I0 l'intensité du rayonnement émis par un seul életron, et c la vitesse de la lumièredans le vide. Comme N est typiquement de l'ordre de 108 − 1010, dans les zones où lespetre ρ̃(ω) a une omposante non négligeable, le rayonnement ohérent est beauoupplus intense que le rayonnement inohérent. En faisant l'approximation d'une largeur despetre de l'ordre de grandeur de l'inverse de la taille du paquet (1/σz), et en prenant
σz = 1 m (paramètres de l'anneau UVSOR-II), on trouve que le rayonnement ohérenta une omposante non négligeable jusque approximativement 30 GHz. Nous verrons auhapitre suivant qu'en modi�ant la forme du pro�l longitudinal ρ(z) du paquet, il estpossible d'avoir une ontribution du rayonnement ohérent dans le domaine des fréquenestérahertz.3.3 Distribution de harge du paquet d'életrons à l'équi-libreDans les études d'interation laser/életrons dans un onduleur plan, la distribution deharge du paquet d'életrons est habituellement dérite dans un espae des phases àquatre dimensions (x, x′, z, w)3 [19, 21℄. z étant la oordonnée assoiée à la position del'életron dans la diretion longitudinale ; x étant la oordonnée assoiée à la position del'életron perpendiulaire à la diretion longitudinale et dans le plan de l'onduleur, x′ estl'impulsion dans la diretion transverse assoiée. w est la déviation relative de l'impulsionlongitudinale (w = ∆p

p
), ave ∆p = p − p0, p l'impulsion selon la diretion longitudinaleet p0 l'impulsion liée à l'énergie nominale de l'anneau4 [73℄. À l'équilibre, la distribution3Dans e type de problèmes, le omportement des életrons selon les oordonnées y et y′ ne joue pasun r�le prédominant dans la dynamique [19, 21℄.4voir annexe F
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f(x, x′, z, w) des életrons est modélisée par une gaussienne dans les quatre diretions[Eq. (3.6)℄. Les variables (x, x′, z, w) sont normalisées par rapport à leur valeur rms res-petive σx, σ′

x, σz , σw [19, 21℄. Le paquet d'életrons peut être onsidéré omme un gaz, etla valeur des largeurs rms peut être alulée en prenant en ompte les aspets statistiques(les �utuations quantiques) provenant de la omposante inohérente du rayonnementsynhrotron [70℄.
f(x, x′, z, w) =

1

4π2
e−

x2+x′2+z2+w2

2 (3.6)La onstante de normalisation a été hoisie pour que :
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f(x, x′, z, w) dxdx′dzdw = 1;3.4 Trajetoire d'un életron dans l'anneau de stokageNous allons présenter le formalisme que nous utiliserons pour modéliser notre expériene,le formalisme des matries de transfert. Les matries de transfert permettent de onnaîtrel'évolution des oordonnées d'un életron en fontion des di�érents éléments qu'il traverse(setion droite, aimant de ourbure, et.) [70℄. Ce formalisme est extrêmement prohe deelui de matries ABCD de l'optique géométrique [74℄. Après un élément aratérisé parune matrie M , les oordonnées de l'életron (x1, x
′
1, z1, w1) deviennent (x2, x

′
2, z2, w2) telque [70℄ :
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(3.7)Deux exemples de matrie sont présentés i-dessous [70℄. Dans le as d'une propagationlibre de longueur L, la matrie s'érit :
M =







1 L 0 0
0 1 0 0
0 0 1 L
0 0 0 1







(3.8)Lorsque le trajet a lieu dans un aimant rayon ρ :
M =







cos θ ρ sin θ 0 ρ(1 − cos θ)
− sin θ

ρ
cos θ 0 sin θ

sin θ ρ(1 − cos θ) 1 ρ(θ − cos θ)
0 0 0 1







(3.9)Où θ est l'angle parouru (Fig. 3.6).
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trajectoire de la 
particule synchrone
(cf. annexe)

θ
ρ

x z

z

x

(x2,z2)
(x1,z1)

Fig. 3.6: Position d'un életron avant (x1, z1) et après (x2, z2) le passage dans un aimant deourbure d'ange θ et de rayon ρ. L'origine du système de oordonnées (trajetoire en pointillés)est la position de la partiule synhrone (voir annexe F).La matrie résultanteM du passage dans plusieurs éléments (M1,M2, ...Mi) est le produitdes matries de haque élément :
M = Mi...M4M3M2M1 (3.10)ConlusionDans e hapitre d'introdution, nous avons résumé les onnaissanes néessaires pouromprendre nos travaux présentés au hapitre suivant, sur l'interation entre un paquetd'életrons et une impulsion laser. Le rayonnement d'un paquet d'életrons dans un ai-mant de ourbure est omposé de deux parties : une partie inohérente, dont le spetreest large, et dont la puissane est proportionnelle au nombre d'életrons dans le paquet ;et une partie ohérente, dont la largeur du spetre est liée à la longueur du paquet, etdont la puissane est proportionnelle au nombre d'életrons au arré. Pour des paramètrestypiques d'anneau de stokage, le rayonnement ohérent a une ontribution jusqu'à la di-zaine ou la entaine de GHz. Nous allons voir au hapitre suivant, qu'en modi�ant ladistribution de harge longitudinale du paquet, il est possible d'aéder à des fréquenestérahertz.Les mouvements d'un életron traversant di�érents éléments de l'anneau (setion droite,aimant de ourbure, et.) peuvent être dérits par le formalisme des matries de trans-fert. Ce formalisme dérit une dynamique déterministe et non dissipative. Le temps estfrationné en intervalles orrespondants au temps mis par à un életron pour traverserles éléments dérits par les matries de transfert. La dynamique ontinue d'un életrondans le as simpli�é d'un anneau irulaire est présentée en annexe F. Ce modèle permetd'introduire les osillations synhrotron et bêtatron d'un életron autour de la traje-toire idéale de la partiule synhrone. Une modélisation du paquet d'életrons, prenanten ompte des aspets statistiques et dissipatifs, sera présentée en troisième partie.



Chapitre 4Rayonnement synhrotron ohérentinduit par laser
Sommaire4.1 Prinipe et modélisation de l'expériene . . . . . . . . . . . . . 834.1.1 Prinipe de l'expériene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 834.1.2 Modélisation de l'expériene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 874.2 Dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 904.2.1 Paramètres de l'anneau de stokage . . . . . . . . . . . . . . . . 914.2.2 Impulsion laser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 914.2.3 Foalisation de l'impulsion laser sur le paquet d'életrons . . . 974.2.4 Enregistrement des spetres térahertz . . . . . . . . . . . . . . 984.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 984.3.1 Spetres du rayonnement synhrotron ohérent . . . . . . . . . 984.3.2 Puissane térahertz en fontion du ourant et de la puissane laser1024.3.3 Puissane térahertz en fontion de la fréquene d'exitation . . 1034.3.4 Étude omparative du CSR et de la puissane térahertz du rayon-nement synhrotron lassique inohérent . . . . . . . . . . . . . 104Dans e hapitre, nous allons étudier la réponse d'un paquet d'életrons à une impulsionlaser dont l'enveloppe est modulée à une fréquene térahertz, lorsque le système est loinen dessous du seuil d'instabilité CSR.En général, le rayonnement synhrotron émis par un paquet d'életrons dans les aimantsde ourbure d'un anneau de stokage est spetralement large et inohérent aux longueursd'ondes plus ourtes que la longueur du paquet d'életrons. Dans e hapitre nous al-lons voir qu'il est possible de rendre e rayonnement ohérent et spetralement étroit enstruturant le paquet d'életrons grâe à une impulsion laser. L'impulsion laser utilisée aune durée de l'ordre de elle du paquet d'életrons et son enveloppe est modulée à unefréquene térahertz.Au delà de l'intérêt fondamental d'étudier la réation d'életrons relativistes à une im-pulsion laser, es expérienes ont montré que le rayonnement synhrotron ohérent est81



82 CHAPITRE 4. RAYONNEMENT CSR INDUIT PAR LASERpotentiellement une soure de rayonnement térahertz intense, dont le développement resteenore aujourd'hui un dé� majeur. Cette gamme de fréquenes se situe en e�et entre lesfréquenes pouvant être émises par les soures optiques (supérieures au térahertz) et parles soures életroniques (inférieures au térahertz) [75, 76℄.Nous pouvons aussi envisager notre expériene d'un point de vue d'optique non linéairedans un milieu non onventionnel, à savoir dans un paquet d'életrons relativistes. Danse sens, ette expériene serait l'analogue de la reti�ation optique [22℄ puisque son prin-ipe onsiste à onvertir un rayonnement laser en un rayonnement synhrotron de plusbasse fréquene1.Les phénomènes de onversion de fréquene lors de l'interation entre une impulsion laseret un paquet d'életrons dans un anneau de stokage est un domaine d'étude relativementréent2. Les premièrs travaux expérimentaux et théoriques sur la génération d'harmoniquedatent des années 80 [79, 80℄. En 1996, A. A. Zholents et M. S. Zolotorev ont montréthéoriquement qu'il est possible de produire des impulsions femtoseondes de rayon Xen faisant interagir un paquet d'életrons et une impulsion laser femtoseonde, proessusappelé sliing [81℄. Cette idée a été mise en pratique en 2000 [82℄. Par la suite, des ex-périenes ont montrées que le sliing permet aussi de produire un rayonnement ohérenttérahertz à large spetre dans les aimants de ourbure [20, 21, 19, 83℄. Ces expérienesont des appliations diretes et très rapides puisqu'un anneau de stokage entièrement dé-dié à la prodution de rayonnement térahertz ohérent est atuellement en onstrutionen Californie. C'est le projet CIRCE (Coherent InfraRed CEnter) pour lequel les hautesfréquenes térahertz seront obtenues par la méthode de sliing [21℄. Notre expériene sesitue dans la ontinuité des expérienes de sliing ave toutefois deux di�érenes : lapremière est que la largeur de l'impulsion laser utilisée est de l'ordre de grandeur de lalargeur du paquet d'életrons, typiquement entre la dizaine et la entaine de pioseondes(ontre la entaine de femtoseondes pour le sliing) et la deuxième est que l'enveloppe del'impulsion laser est modulée à une fréquene térahertz. Bien que l'idée de réaliser expé-rimentalement un tel proessus fut proposée dans des études théoriques et numériques ily a quelque temps par le groupe de UVSOR [84℄ et par le laboratoire LBNL [21℄, et bienque des expérienes de sliing aient été réalisées ave suès, une preuve expérimentalede l'émission térahertz dans le as ave modulation restait enore une question ouverte.Ce hapitre présente nos travaux expérimentaux et théoriques sur le Rayonnement Syn-hrotron Cohérent (Coherent Synhrotron Radiation(CSR)) Térahertz (THz) induit parlaser. Il est divisé en trois setions qui détaillent dans l'ordre, le prinipe et la modélisationde notre expériene, le dispositif expérimental, et les résultats expérimentaux. Une partiedes résultats présentées dans e hapitre a été publiée dans l'artile [85℄.1La reti�ation optique dans des ristaux est d'ailleurs aussi une manière de générer un rayonnementtérahertz [77℄2Dans les matériaux �onventionnels�, les études datent des premières années du laser : générationd'harmoniques en 1961 [78℄ et reti�ation optique en 1962 [22℄.



4.1. PRINCIPE ET MODÉLISATION DE L'EXPÉRIENCE 834.1 Prinipe et modélisation de l'expériene4.1.1 Prinipe de l'expériene4.1.1.1 Vue globaleL'expériene onsiste à faire interagir un paquet d'életrons relativistes, irulant dansun anneau de stokage, ave une impulsion laser dont l'enveloppe est modulée. L'intera-tion s'e�etue au niveau d'un onduleur, zone où il y a un hamp magnétique périodiquepermanent (Fig. 4.1). Le paquet d'életrons est ensuite dévié par un aimant dipolaire, etémet un rayonnement, qui est analysé sur une ligne de lumière térahertz.

laser
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impulsion laser
modulée

UVSOR

impulsion
modulée

ligne THz

onduleurs

paquet
d’électrons

anneau de stockage

��������������

��������������Fig. 4.1: Prinipe de l'expériene. Une impulsion laser est mise en forme (modulation sinusoïdalede son enveloppe) ave une période de l'ordre de la pioseonde. L'impulsion interagit ave unpaquet d'életrons irulant dans un anneau de stokage dans une région de hamp magnétiquepériodique permanent (réée par des onduleurs). Le paquet d'életrons est ensuite dévié par unaimant dipolaire, et le rayonnement émis dans les aimants de ourbure est analysé dans la ligneTHz.4.1.1.2 Interation laser/életrons dans un onduleurDans ette setion, nous allons dérire qualitativement l'interation laser/életrons.Sans hamp magnétique, l'interation entre l'onde lumineuse et les életrons aurait trèspeu d'e�et. Les életrons ayant une vitesse inférieure à l'onde lumineuse, il y aurait lelong de la propagation un glissement entre l'onde et les életrons. Shématiquement, unéletron se verrait périodiquement aéléré (fore életrique dans le sens du mouvement),et dééléré (fore életrique dans le sens opposé au mouvement). Après interation, sonénergie serait sensiblement la même.Dans un onduleur, le hamp magnétique fait prendre aux életrons une trajetoire si-nusoïdale dans le plan transverse. Lorsque l'onduleur est aordée à la fréquene del'onde optique, un életron va tout au long de la propagation être ontinuellement a-éléré (Fig. 4.2 a), ou ontinuellement déelé ré (Fig. 4.2 b), selon la valeur de la phase



84 CHAPITRE 4. RAYONNEMENT CSR INDUIT PAR LASERde l'onde lumineuse au moment où l'életron est à l'entrée de l'onduleur. Ainsi, si l'ondelumineuse a une amplitude onstante, omme sur la �gure 4.2, en sortie de l'onduleur, lepaquet d'életrons aura une modulation d'énergie à la fréquene de l'onde optique [81℄.E = E0ei!(t�z=)
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Fig. 4.2: Interation entre une onde lumineuse d'amplitude onstante et un életron dans unezone de hamp magnétique périodique permanent, réée par un onduleur En fontion du mo-ment d'arrivée de l'életron par rapport à l'onde lumineuse à l'entrée de l'onduleur, l'énergie del'életron à la sortie de l'onduleur sera supérieure (a) ou inférieure (b) à elle à l'entrée.La �gure suivante (Fig. 4.3) représente shématiquement la distribution des életrons
f(x, x′, z, w) dans l'espae des phases (x,x′,z,w), projetée dans le plan z, w. Avant l'inter-ation (Fig. 4.3 a,), la densité d'életrons f a la forme d'une gaussienne dans les deuxdiretions z et w (voir hapitre 3). Après l'interation (Fig. 4.3 b,d), l'énergie des éle-trons est modulée à la fréquene de l'onde lumineuse (Fig. 4.3 b). À l'éhelle du paquet,la distribution en énergie est élargie (Fig. 4.3 d).4.1.1.3 Interation ave une impulsion laser modulée et rayonnement téra-hertz ohérentNous allons maintenant suivre le même raisonnement ave une impulsion lumineuse dontl'enveloppe est modulée (Fig. 4.4). Avant l'interation, la distribution du paquet d'éle-trons f(x, x′, z, w) a une forme gaussienne dans la diretion de z et de w (Fig. 4.4 a).Après l'interation, à la sortie de l'onduleur, l'énergie est modulée à la fois à la périodede modulation de l'enveloppe et à la fréquene optique (Fig. 4.4 b).Nous avons vu au hapitre 3 que le spetre du rayonnement synhrotron ohérent (CSR)est proportionnel à la transformée de Fourier de la densité longitudinale des életrons ρ(z)(Fig. 4.4 d,e,f), ave ρ(z) =

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ f(x, x′, z, w)dxdx′dw. À la sortie de l'onduleur,le paquet ne rayonnera pratiquement pas de CSR THz ar la densité longitudinale ρ(z)
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Fig. 4.3: Distribution de la densité de harge du paquet d'életrons dans l'espae des phases (z,w)avant (a,) et après (,d) l'interation ave l'onde optique dans l'onduleur. Après l'interation ladensité du paquet est modulée en énergie à la fréquene de l'onde optique (b).n'est quasiment pas modulée (Fig. 4.4 e).Le passage dans les aimants de ourbure va transformer la modulation d'énergie en modu-lation de densité longitudinale. La trajetoire des életrons dans les aimants de ourburedépend de leur énergie, des életrons ayant une plus grande énergie prendront un heminplus long que des életrons ayant une plus basse énergie. Il en résulte un isaillement dansl'espae des phases (Fig. 4.4 ) et la densité longitudinale des életrons ρ(z) devient à sontour fortement modulée (Fig. 4.4 f) [19, 21℄. Lorsque les életrons vont émettre un rayon-nement, elui-i aura à présent une omposante ohérente à la période de modulation del'enveloppe laser.
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4.1. PRINCIPE ET MODÉLISATION DE L'EXPÉRIENCE 874.1.2 Modélisation de l'expérieneNous allons utiliser les matries de transfert, introduites au hapitre préédent, pour mo-déliser notre expériene. Cette étude nous permettra de prédire le domaine d'aordabilitéen fréquene du proessus, ainsi que la dépendane de la puissane du rayonnement THzen fontion du nombre d'életrons dans le paquet et de la puissane de l'impulsion laser.Seul les résultats théoriques diretement liés à nos données expérimentales sont détaillésdans ette setion. Les autres résultats, ainsi que les détails de la modélisation sont pré-sentés en annexe H.4.1.2.1 Formulation du problèmeDans e type de problème, les oordonnées appropriées pour dérire la trajetoire d'unéletron sont sa position longitudinale z, la oordonnée transverse x dans le plan hori-zontal, la vitesse transverse x′ et la variation de l'énergie longitudinale w par rapport auentre de l'énergie du paquet [21, 19℄. Avant l'interation, la densité de harge du paquetd'életrons f est prise gaussienne :
f(x, x′, z, w) =

1

4π2
e−

1
2
(x2+x′2+z2+w2) (4.1)Les variables (x, x′, z, w) sont normalisées par rapport à leurs valeurs rms respetives σx,

σx′, σz , σw. La modélisation est simpli�ée en onsidérant un proessus en deux étapes :premièrement la modulation de l'énergie des életrons par le laser, et deuxièmement letransport des életrons à travers les aimants de ourbure. L'interation ave le laser mèneprinipalement à une modulation rapide de l'énergie de la distribution de harge deséletrons à la fréquene optique. Si on onsidère le as simpli�é d'une onde laser plane,modulant la distribution longitudinale d'énergie, la distribution dans l'espae des phasesdevient :
g(x, x′, z, w) =

1

4π2
e−

1
2
(x2+x′2+z2)e−

1
2
[w−a(z)sin(z/ǫ)]2 (4.2)ave a(z) l'enveloppe du hamp du laser et 1/ǫ la longueur d'onde du laser en unité de σz.Dans les unités utilisées, |a(z)| est l'amplitude de la modulation d'énergie en unité de ladispersion en énergie (σw). Ensuite, le transport du faiseau à travers les hamps magné-tiques des aimants de ourbure implique des trajets di�érents en fontion de l'énergie, de

x et de x′. C'est le prinipal proessus qui va transformer la modulation rapide de l'énergieen une modulation lente de la densité de harge à l'éhelle THz. En faisant l'hypothèsede transformation linéaire des oordonnées (x, x′, z, w) des életrons, la distribution deharge du paquet devient [19℄ :
h(x, x′, z, w) = g(x, x′, z + r51x+ r52x

′ + r56w,w), (4.3)où les paramètres rij sont les oe�ients normalisés assoiés aux éléments de la matriede transfert3 Rij :3Voir le hapitre 3.
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r51 = R51

σx

σz
, r52 = R52

σ′
x

σz
, r56 = R56

σδ

σz
. (4.4)Ave Rij les éléments usuels non normalisés des matries de transfert [19℄.4.1.2.2 Puissane du CSR térahertz émis et approximation de l'enveloppelentement variableEnsuite, pour obtenir les informations sur la puissane THz rayonnée, il est importantd'examiner la distribution longitudinale des életrons, qui joue le r�le de soure dans leproessus [21℄ :

ρ(z) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞

h(x, x′, z, ω)dxdx′dω, (4.5)et en partiulier sa transformée de Fourier :
ρ̃(k) =

+∞∫

−∞

e−ikzρ(z)dz (4.6)Après avoir remplaé les équations (4.3, 4.5) dans l'équation (4.6), l'intégration sur x, x′et ω peut être alulée en utilisant un hangement de variables (les détails sont présentésdans l'annexe H) :
ρ̃(k) = e−

1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k
2

ψ(k) (4.7)
avec ψ(k) =

∞∫

−∞

e−ikz e
z2

2

√
2π
e−ikr56a(z) sin(z/ǫ)dz (4.8)L'expression de ρ̃(k) permet d'avoir des informations sur la puissane térahertz ohérenteémise, puisque elle-i est diretement proportionnelle à ρ̃(k) [71℄.Ces expressions, bien qu'importantes pour la modélisation, sont di�ilement intégrablesnumériquement. En e�et, l'intégrale dans l'équation (4.8) présente des variations à deséhelles très di�érentes, puisqu'elle implique les osillations à la fréquene optique à 1/ǫet à ses harmoniques, en même temps que des variations lentes à l'éhelle de l'enveloppelaser. Comme ela se fait en optique non linéaire onventionnelle, nous pouvons tirer pro�tdu fait que l'enveloppe de l'impulsion laser varie très lentement par rapport à la périodeoptique. En appliquant l'approximation de l'enveloppe lentement variable, on obtient (lesaluls sont détaillés dans l'annexe H) :

ρ̃(k) ≃ ρ̃0(k) = e−
1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k2 ×
∞∫

−∞

e−ikz e
z2

2

√
2π
J0(kr56a(z))dz (4.9)



4.1. PRINCIPE ET MODÉLISATION DE L'EXPÉRIENCE 89Ave J0 la fontion de Bessel de première espèe d'ordre zéro. Cette expression doit êtregénéralement alulée numériquement, néanmoins, elle est de loin beauoup moins longueà intégrer que le problème original [Eq. (4.7,4.8)℄.4.1.2.3 Puissane du CSR térahertz émis dans l'approximation de faible puis-sane laserDans le as de faibles puissanes laser, et de paquets et d'impulsions in�niment longs, il estpossible d'obtenir une expression analytique approhée de la puissane du CSR térahertzémis (voir les détails en annexe H) :
PTHz ≃ Cr4

56P
2k4e−(r2

51+r2
52+r2

56)k2

. (4.10)Dans ette relation, k est la fréquene de modulation de l'enveloppe de l'impulsion laser, et
P est la puissane laser. r51, r52, r56 sont les éléments normalisés de la matrie de transfertassoiée au transport des életrons de la zone d'interation, jusque la région d'émissiontérahertz. C est un paramètre inonnu à ette étape de la modélisation.Nous déduisons que la dépendane de la puissane térahertz est quadratique en fontionde la puissane laser inidente, omme pour le proessus de reti�ation optique [86, 22℄.La dépendane de PTHz en fontion de la fréquene est une ourbe en forme de lohe,entrée en :

km = kmopt =

√
2

√

r2
51 + r2

52 + r2
56

. (4.11)En terme de variables dimensionées, la fréquene assoiée (en Hertz) est :
νmopt =

c

2π

√
2

√

R2
51σ

2
x +R2

52σ
2
x′ +R2

56σ
2
δ

, (4.12)
avec c la vitesse de la lumière dans le vide. (4.13)Cette valeur analytique peut être utilisée pour estimer le domaine d'e�aité maximaleave une bonne approximation lorsque l'impulsion laser est beauoup plus grande quela période de modulation, et dans la limite d'une faible puissane laser. Nous verrons àla setion 4.3 omment s'ajustent les données expérimentales sur les ourbes obtenues àpartir de es expressions analytiques.



90 CHAPITRE 4. RAYONNEMENT CSR INDUIT PAR LASER4.2 Dispositif expérimentalLes expérienes ont été réalisées sur l'anneau de stokage UVSOR-II [85℄. Des impulsionslasers à 800 nm, ave une modulation longitudinale de l'intensité, sont envoyées sur unpaquet d'életrons dans l'anneau de stokage (Fig. 4.1 et Fig. 4.5). L'anneau fontionneà 600 MeV, en mode mono-paquet (single bunh), dont la durée est typiquement 100 psRMS. L'interation se passe dans le premier onduleur du klystron optique du laser à éle-trons libres4, aordé à la fréquene du laser. L'analyse de l'émission THz est faite dansla ligne BL6B [87℄.La �gure 4.5 est une photo prise de haut de l'anneau de stokage de UVSOR-II.
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Fig. 4.5: Photo de l'anneau de stokage de UVSOR-II ave en superposition : le trajet deséletrons dans l'anneau (ligne bleu), le dispositif du laser et le passage de l'impulsion dansl'anneau (en rouge) et la ligne térahertz (en vert).

4voir annexe A



4.2. DISPOSITIF EXPÉRIMENTAL 914.2.1 Paramètres de l'anneau de stokageLes paramètres de l'anneau de stokage de UVSOR-II utilisés lors des expérienes sontrésumés dans le tableau 4.1.Paramètre (unité) Symbole ValeurÉnergie (MeV) E 600Cironférene de l'anneau (m) C 53.2Voltage de la avité (kV) VRF 100Fréquene RF (MHz) fRF 90.1Nombre de paquets dans l'anneau nb 1Période de révolution (ns) T0 178Fréquene synhrotron (KHz) fS 19.4Temps d'amortissement synhrotron (ms) τs 20Courant (mA) I 0-40Tab. 4.1: Paramètres de l'anneau de stokage de UVSOR-II utilisés lors des expérienes.4.2.2 Impulsion laser4.2.2.1 Prinipe de la mise en forme des impulsionsL'objetif était d'obtenir en sortie du système une impulsion laser ave une largeur del'ordre de la dizaine/entaine de pioseondes dont l'enveloppe est modulée sinusoïda-lement à une période de l'ordre de la pioseonde. Dans e but, nous avons utilisé unetehnique provenant d'un artile de A. S. Weling et D. H. Auston [88℄, aussi utilisée par lessoures THz solide [89, 90, 91℄. Le prinipe de ette tehnique, illustré �gure 4.6, onsistedans un premier temps à étirer une impulsion et obtenir en même temps un glissementde fréquenes (hirp). Dans un seond temps, l'impulsion est répliquée pour en obtenirdeux opies qui sont ensuite reombinées ave un délai τ . L'impulsion résultante est uneimpulsion dont l'enveloppe est modulée à une fréquene proportionnelle à τ [88℄.Un alul permettant d'obtenir une expression mathématique de l'enveloppe de l'impul-sion est présenté i-dessous. Après étirement, le hamp életrique de l'impulsion peut êtremodélisé par :
E1(t) = A(t) cos(ω0t+ παt2) (4.14)

A(t) est l'enveloppe de l'impulsion, typiquement une gaussienne ou une séante hyper-bolique. α est le oe�ient de hirp linéaire. Il est égal au rapport entre la largeur enfréquene de l'impulsion δν et la di�érene de largeur δσ entre l'impulsion avant et aprèsl'étirement : α = δν
δσ

= − δλc
λ2δσ

, ave c la vitesse de la lumière dans le vide, δλ la largeurdu spetre, λ la longueur d'onde entrale du spetre. Après la reombinaison des deuximpulsions, l'intensité est égale à :
I(t) =

1

4
[E1(t) + E1(t− τ)]2 (4.15)
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Fig. 4.6: Prinipe de la méthode pour obtenir une impulsion ave une enveloppe modulée [88℄. 1)l'impulsion est étirée, e qui lui donne un glissement de fréquene. 2) deux opies sont faites, etensuite reombinées ave un délai τ . L'impulsion �nale a une enveloppe modulée à une fréqueneproportionnelle à τ .En ne gardant que l'enveloppe de l'impulsion, on obtient :
Ienveloppe(t) =

1

2
[A(t)2 + A(t− τ)2 + 2A(t)A(t− τ) cos(2πατt− φ)] (4.16)

avec : φ = πατ 2 (4.17)Cette expression montre que l'enveloppe est modulée à une fréquene proportionnelle à
τ et que l'amplitude de modulation est de 100%. La �gure 4.7 présente deux exemplesd'enveloppe d'impulsion pour deux valeurs de τ di�érentes et des paramètres similaires àeux des expérienes.
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4.2. DISPOSITIF EXPÉRIMENTAL 934.2.2.2 Dispositifs expérimentauxNous avons utilisé deux dispositifs expérimentaux pour mettre en forme l'impulsion. Lepremier était destiné a une étude de faisabilité du proessus. Les résultats ayant étéonluants, l'année suivante, nous avons utilisé un deuxième dispositif permettant d'a-éder à des fréquenes de modulations plus basses.4.2.2.2.1 Premier dispositif expérimental Un shéma du premier dispositif estprésenté �gure 4.8. Un laser et un ampli�ateur (Coherent Mira 900-F et Legend F-HE)délivrent des impulsions à 1 kHz de 2.5 mJ, ompressées jusqu'à 130 fs, à la longueurd'onde de 800 nm et ave une largeur spetrale de 10 nm. L'impulsion est élargie grâe àun système, appelé étireur (strether), omposé de deux réseaux de di�ration (5× 5 m,
1200 traits/mm, 70% et 80% d'e�aité) et d'un roof-retrore�etor. En sortie de e sys-tème, l'impulsion a une largeur omprise entre 10 ps et 60 ps, selon la distane entreles deux réseaux, ave un hirp linéaire en première approximation5. Cette impulsion estdupliquée puis reombinée ave un délai dans un interféromètre de Mihelson. Pour fairevarier de manière ontinue la fréquene de modulation de l'enveloppe laser, il su�t justede hanger la valeur du délai τ , 'est à dire de modi�er la position d'un miroir du Mihel-son.L'erreur angulaire des rétro-ré�eteurs est un paramètre ritique de l'expériene, ar ilfaut qu'à l'endroit de l'interation (à peu près à 10 m de l'interféromètre) les deux impul-sions se superposent enore. Nous avons don utilisé des oins de ubes rétro-ré�eteursave une déviation angulaire très faible (inférieure à 1 arse).En sortie de e système, nous avons obtenu des impulsions de 0.1 − 0.3 mJ, de largeurentre 10 et 100 ps, ave une période de modulation longitudinale entre 1 et 10 ps.
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Fig. 4.8: Shéma du premier dispositif expérimental utilisé. En sortie d'un système laser etampli�ateur, les impulsions lasers sont dirigées par un miroir M vers un étireur omposé dedeux réseaux et d'un rétro-ré�eteur. Puis haque impulsion est dupliquée puis reombinée aveun délai dans un interféromètre de Mihelson, omposé d'un séparateur de faiseau (beam splitterBS) et de deux oins de ube.La �gure 4.9 présente une trae d'autoorrélation et un spetre typiques d'une impulsionlaser en sortie de e dispositif expérimental.5Des détails de l'étireur sont présentés en annexe F.
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4.2. DISPOSITIF EXPÉRIMENTAL 954.2.2.2.2 Deuxième dispositif expérimental Dans e dispositif expérimental(Fig. 4.10), nous avons modi�é l'ampli�ateur régénératif Legend F-HE. Le prinipe del'ampli�ateur peut être déomposé en trois parties. Dans un premier temps, une im-pulsion laser est étirée, grâe à un étireur très similaire à elui présenté dans le premierdispositif. Ensuite, l'impulsion est ampli�ée par un ampli�ateur régénératif, et �nale-ment reompréssée pour revenir à sa taille initiale (130 fs pour le Coherent Mira 900-F etLegend F-HE)6. Dans notre expériene, nous avons simplement empêhé l'impulsion depasser par le ompresseur, en plaçant un miroir sur le trajet optique et en utilisant uneautre sortie. En sortie de e dispositif, les impulsions ont une largeur prohe de 300 ps aveun glissement de fréquenes, une énergie supérieure à 2 mJ. L'avantage de e dispositifpar rapport au préédent est que les impulsions sont plus longues, il sera don possibled'obtenir des fréquenes de modulations plus basses. Le reste du dispositif est identiqueau préédent.
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Fig. 4.10: Shéma du deuxième dispositif expérimental. L'ampli�ateur a été modi�é pour quel'impulsion ne passe plus dans le ompresseur. Ainsi en sortie, les impulsions ont une durée prohede 300 ps et une énergie de 2 mJ. L'interféromètre de Mihelson est le même que elui utilisédans le premier dispositif : un séparateur de faiseau (beam splitter BS) et deux oins de ube(CC1 et CC2).La �gure 4.11 montre l'enveloppe typique d'impulsions laser enregistrées par une améraà balayage de fente (Hamamatsu C5680).
6Ce dispositif d'étirement et de ompression permet d'ampli�er les impulsions sans atteindre les seuilsde dommage des éléments de l'ampli�ateur régénératif.
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4.2. DISPOSITIF EXPÉRIMENTAL 974.2.3 Foalisation de l'impulsion laser sur le paquet d'életronsPour faire interagir l'impulsion laser et le paquet d'életrons au niveau de l'onduleur,nous avons utilisé le système de foalisation et d'imagerie présenté sur la �gure 4.12.La foalisation est réalisé grâe à une lentille sphérique, plaé à une distane de prèsde 7 m du point de foalisation. La position et l'alignement de l'impulsion sont réglésgrâe à un système de �baïonnette�, omposé de deux miroirs plans à 45 degré. Pourvisualiser le reouvrement transverse, nous avons utilisé une lentille qui image le plande foalisation. Une photodiode et une améra à balayage de fente ont été utilisées pourvisualiser le reouvrement longitudinal ; la première permettant de faire un réglage grossieret la deuxième un réglage �n. Au niveau du système d'imagerie, la puissane laser étaittrès supérieure à la puissane du rayonnement synhrotron. A�n d'observer es deuxrayonnements simultanément, nous avons atténué le rayonnement laser en utilisant unmiroir plan traité à 800 nm. Dans ette on�guration, le miroir a un e�et de �ltre, dontla fréquene de oupure est ajustable en modi�ant l'angle d'inidene du faiseau.
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Fig. 4.12: Dispositif expérimental du système de foalisation de l'impulsion laser et du systèmed'imagerie. En sortie du dispositif de mise en forme, l'impulsion est amenée jusqu'à l'onduleur parles miroirs M1 et M2 et le périsope à olonne P1. Le périsope permet d'adapter la hauteur dufaiseau. La lentille L1 foalise l'impulsion au niveau de l'onduleur. Le miroir M2 et le périsopeP1 forment un système de �baïonnette� pour régler la position et l'alignement de l'impulsionlaser. À noter que le périsope P1 hange la diretion de polarisation de l'impulsion, et que elle-i doit être dans le plan de l'onduleur pour que l'interation soit e�ae. La améra C1 permetde visualiser à distane si l'impulsion laser sort du �tube�. En sortie du �tube�, l'impulsion laseret le rayonnement synhrotron sont transportés jusqu'à une améra à balayage de fente (CBF),une photodiode (PD) et une améra CCD (C2). La séparation des faiseaux est réalisée grâe àun ube séparateur (beam splitter BS1), et une lame séparatrie (BS2). La lentille L2 permet defaire l'image du plan de foalisation au niveau de l'onduleur sur la améra CCD, pour visualiser lereouvrement transverse. La photodiode (PD) et la améra à balayage de fente (CBF) permettentde visualiser le reouvrement longitudinal des deux impulsions ; la première permet de faire unréglage grossier, et la deuxième un réglage �n. La puissane du laser étant beauoup plus grandeque la puissane du rayonnement synhrotron, nous avons utilisé un miroir plan traité à 800 nmomme �ltre de longueur d'onde de oupure ajustable.



98 CHAPITRE 4. RAYONNEMENT CSR INDUIT PAR LASER4.2.4 Enregistrement des spetres térahertzLes spetres ont été enregistrés sur la ligne BL6B, en utilisant un spetromètre infra-rouge lointain à transformée de Fourier de type Martin-Puplett, permettant d'enregistrerave une résolution de 0.5 m−1 un rayonnement dont les fréquenes sont omprises entre
2 et 55 m−1. Le rayonnement est déteté par un bolomètre InSb à életrons hauds(QMC,QFI/2). Le traitement de l'impulsion est réalisé en utilisant un gated integra-tor(EG&G SR250) pour réduire le signal provenant du rayonnement synhrotron las-sique. Le gated integrator est délenhé de manière synhrone ave l'osillateur à 1 kHzdu laser Ti :Sa, et la durée d'intégration a été hoisie prohe de 1 µs, orrespondant autemps de réponse du bolomètre InSb.4.3 Résultats expérimentaux4.3.1 Spetres du rayonnement synhrotron ohérent4.3.1.1 Spetres obtenus ave le premier dispositif expérimentalLa �gure 4.13 présente des spetres typiques obtenus ave le premier dispositif expéri-mental. Le spetre est un pi relativement étroit, entré sur la fréquene de modulationde l'enveloppe laser.L'aordabilité est réalisable simplement en ajustant la position d'un rétro-ré�eteur del'interféromètre de Mihelson. Nous avons véri�é la ohérene entre la fréquene de mo-dulation de l'impulsion laser et la fréquene du pi émis. La ohérene a été trouvée pourplusieurs durées d'impulsion et de valeurs du ourant (Fig. 4.14). Un pi détetable a étémesuré pour des fréquenes de modulation omprises entre 12 et 25 m−1. Ces résultatson�rment que le proessus impliqué dans l'émission de térahertz à spetre étroit orres-pond à du CSR produit par la modulation induite.Comparé au CSR induit onventionnellement par sliing, il est important de noter quel'e�et a été obtenu ave une puissane rête beauoup plus petite, puisque une impul-sion de longue durée a été utilisé (60 ps à la plae de 50 fs à 2 ps typiquement, en CSRlassique [19, 20, 83℄) et que de l'énergie a été perdue en utilisant des réseaux de qualité�standard� dans l'étireur (d'e�aité 70% et 80%).La �gure 4.15 présente un spetre térahertz obtenu ave une impulsion laser plus ourte(5 ps). Il apparaît lairement que le spetre s'élargit lorsque l'interation à lieu sur uneplus petite longueur du paquet d'életrons.La �gure 4.16 montre des spetres obtenus par le groupe de UVSOR, dans des onditionssimilaires mais en utilisant la tehnique de sliing (impulsion femtoseondes sans modu-lation) [83℄.
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Fig. 4.16: Spetres de rayonnement synhrotron ohérent térahertz obtenus dans des onditionssimilaires, ave des expérienes de sliing. Les durées d'impulsions sont : 160 fs (rouge), 320 fs(vert), 530 fs (orange) et 710 fs (bleue). Courbe noire : spetre du rayonnement synhrotronlassique (inohérent). Les intensités des spetres ont été normalisées pour que les maximumsoïnident. D'après [83℄.



4.3. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 1014.3.1.2 Spetres obtenus ave le deuxième dispositif expérimentalLes impulsions laser obtenues ave le deuxième dispositif expérimental ont un durée prohede 300 ps, et omme préédemment la fréquene de modulation interne peut être hangéeen hangeant la position d'un rétro-ré�eteur de l'interféromètre de Mihelson. Un spetretypique de l'émission térahertz ohérente est présentée �gure 4.17.
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102 CHAPITRE 4. RAYONNEMENT CSR INDUIT PAR LASER4.3.2 Puissane térahertz en fontion du ourant et de la puis-sane laserCette série d'expérienes a onsisté à enregistrer la dépendane de la puissane THz émiseen fontion du ourant et en fontion de la puissane laser. La dépendane en fontiondu ourant apparaît quadratique ave une bonne approximation (Fig. 5.1), omme prévupour les proessus de CSR en général [92, 93, 71℄.
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4.3. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 103En omparant les données expérimentales ave les résultats analytiques (setion 4.1.2.3),nous pouvons onlure que nous travaillons ave des puissanes de laser faibles ; d'une partpare que les données expérimentales montrent une dépendane quadratique du rayon-nement THz en fontion de la puissane laser, et d'autre part pare que les spetres neprésentent pas de déformations notables. Nous allons utiliser dans la setion suivante lesrésultats analytiques obtenus dans l'hypothèse de faible puissane laser.4.3.3 Puissane térahertz en fontion de la fréquene d'exitationPour étudier en détail la dépendane de l'e�aité en fontion de la fréquene, nousavons réalisé des expérienes où nous avons enregistré le signal déteté par le bolomètreen fontion de la fréquene d'exitation (Fig. 4.21).
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104 CHAPITRE 4. RAYONNEMENT CSR INDUIT PAR LASERsont :
σx = 4.17 × 10−4 m, σx′ = 4.2 × 10−5, (4.18)
σz = 3.1 × 10−2 m, σδ = 3.4 × 10−4. (4.19)Pour un transport diret entre l'onduleur et la ligne térahertz, les paramètres de la matriede transfert sont :
R51 = −0.0396, r51 = −0.00053, (4.20)
R52 = 1.53 m, r52 = 0.0021, (4.21)
R56 = −0.268 m, r56 = −0.0029 (4.22)Et pour un transport impliquant un tour omplet :
R51 = 0.089, r51 = 0.0012, (4.23)
R52 = 0.62 m, r52 = 0.00084, (4.24)
R56 = −1.61 m, r56 = −0.018, (4.25)Où les paramètres rij sont dé�nis équation (4.4).Dans le as d'une émission après un transport diret, de l'onduleur jusqu'à l'aimant, la fré-quene assoiée au maximum d'émission est νmopt = 20 m−1, en aord semi-quantitatifave la position du pi noté (0) sur la �gure 4.21 (15 m−1). Si on prend les paramètres as-soiés à l'émission après un tour omplet de l'équation (4.10), on obtient νopt = 4.1 m−1,en aord quantitatif ave le pi (1). Dans ette série d'expériene, nous n'avons pas essayéde résoudre plus préisément la struture des pis suivants. Cela néessitera des étudesomplémentaires pour véri�er la possibilité d'émissions après deux tours d'anneau ou plus.La omparaison de la théorie ave les expérienes est résumée sur la �gure 4.21. Le pi (0)est ajusté en utilisant l'équation (4.10), plus préisément f0(x) = a4

0x
4exp[−(x/b0)

2], ave
a0 et b0 des paramètres libres. Pour le pi (1), nous avons traé f1(x) = a4

1x
4exp[−(x/b1)

2]ave b1 = 4.1/
√

2 (alulé à partir des valeurs des Rij sans ajustement). Le paramètre
a1 été ajusté manuellement. À noter que e paramètre ne peut pas être aisément utilisépour tester l'aord théorie/expériene, puisqu'il implique des détails tehniques ommela réponse en fréquene du déteteur.4.3.4 Étude omparative du CSR et de la puissane térahertz durayonnement synhrotron lassique inohérentSur la bande spetrale onsidérée, l'énergie par impulsion délivrée par le proessus de CSRest plus grande que elle délivrée par le rayonnement synhrotron �lassique� spontané.Pour évaluer le ratio entre les e�aités des deux proessus, nous avons fait des mesuresave le laser allumé (CSR) et le laser éteint (rayonnement synhrotron lassique), dansles mêmes onditions.À la longueur d'onde onsidérée, 'est à dire à la position du pi de CSR, nous avonsalulé le ratio ηCSR/SR entre la densité de puissane spetrale du CSR et la densité de



4.3. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 105puissane spetrale du rayonnement synhrotron spontané. Le résultat, traé �gure 4.22,montre que l'énergie de l'impulsion du CSR dans la bande spetrale onsidérée était plusgrande d'un fateur 103-104 omparé au rayonnement synhrotron lassique.
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106 CHAPITRE 4. RAYONNEMENT CSR INDUIT PAR LASERConlusionCes études de faisabilités ont montré la possibilité de produire un rayonnement synhro-tron ohérent, étroit, spetralement et aordable. Le proessus omprend une modulationd'énergie des életrons par une interation ave une impulsion laser modulée dans un ondu-leur, puis un transfert de la modulation d'énergie en modulation de densité longitudinalede harge lorsque le paquet traverse les éléments de l'anneau de stokage, et en�n uneémission synhrotron au niveau des aimants de ourbure, à la fréquene de modulationde l'impulsion laser. La zone d'aordabilité de la fréquene d'émission se situe dans ledomaine térahertz et fait de e proessus un andidat potentiel pour une soure de rayon-nement térahertz intense. Pour le moment, les expérienes menées ii, qui étaient destinéesà des études de faisabilités et non optimisées pour la génération de fortes puissanes, ontfourni une brillane omparable à elles de soures ommeriales omme le Teraview (dansle domaine du nJ/m−1) à des ourants de l'ordre de 20 mA. Toutefois, des améliorationsdiretes devraient augmenter la puissane émise et la brillane. Des augmentations deplusieurs ordres de grandeurs devraient être obtenues par simple optimisation du reou-vrement de la puissane inidente et de la densité de ourant, en partiulier grâe à ladépendane quadratique de la puissane térahertz en fontion de l'intensité laser et de ladensité de harge du paquet.D'un point de vu théorique, l'aordabilité du CSR peut être estimée théoriquement enutilisant une approhe simple. Plus préisément, dans l'approximation d'une onde plane,la transformée de Fourier de la distribution de la densité longitudinale de harge peut êtrealulée numériquement en utilisant une simple quadrature, pour n'importe qu'elle formelongitudinale du paquet. De plus, la fréquene d'émission maximale peut être estimée enutilisant une expression analytique. Il est aussi important de noter que ette approhepeut aussi être utilisée dans des ontextes légèrement di�érents. En partiulier, elle peutêtre appliquée aux études de sliing onventionnel.À basse fréquene d'exitation (vers 5 m−1), un rayonnement synhrotron ohérent estenore détetable après un tour omplet du paquet dans l'anneau (Fig. 4.21) ; es infor-mations mettent en évidene un proessus de relaxation plus lent aux ourtes longueursd'ondes. Nous allons voir dans la partie suivante que es expérienes d'interation peuventêtre utiles pour sonder la dynamique non linéaire du faiseau d'életrons et des instabilitésCSR.



Rayonnement Synhrotron Cohérentinduit par laser en zone d'instabilitéCSR et à son voisinage
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Chapitre 5Introdution aux instabilités CSR
Sommaire5.1 Observations expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1105.1.1 Rayonnement synhrotron térahertz en fontion du ourant . . 1105.1.2 Évolution temporelle du signal térahertz en zone instable . . . 1115.1.3 Détails des bou�ées de CSR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1115.1.4 Évolution temporelle de la longueur du paquet d'életrons enzone instable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1125.1.5 Liste des anneaux de stokage sur lesquels ont été observés desinstabilités CSR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1125.2 Desriptions des instabilités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.2.1 Expliations qualitatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.2.2 Équation de Vlasov-Fokker-Plank . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.2.3 Analyse de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1165.2.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117Lorsque la densité de harge dans le paquet d'életrons dépasse une valeur ritique, lerayonnement synhrotron devient à la fois beauoup plus intense et instable, signatureexpérimentale d'une dynamique omplexe des életrons. Ce hapitre a pour but à la foisd'introduire es instabilités, appelées instabilités CSR (Coherent Synhrotron Radiation),ou mirowave instabilities ou mirobunhing instabilities [94℄, et de situer nos études parrapport aux travaux atuels. Dans un premier temps, nous présenterons des résultatsexpérimentaux obtenus par le groupe de UVSOR sur le rayonnement synhrotron émislorsque le système est instable. Dans un deuxième temps, nous présenterons l'expliationprinipale donnée dans la littérature, qui est axée autour de la modélisation du paquetd'életrons par l'équation de Vlasov-Fokker-Plank.
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110 CHAPITRE 5. INTRODUCTION AUX INSTABILITÉS CSR5.1 Observations expérimentalesCette setion est basée sur des résultats obtenus par le groupe de UVSOR, publiés dansles artiles [95, 96℄.5.1.1 Rayonnement synhrotron térahertz en fontion du ourantPour ommener, observons le signal térahertz émis par un paquet d'életrons sur l'anneaude stokage UVSOR II, en fontion du ourant (Fig. 5.1) [95℄.

Fig. 5.1: Intensité moyenne du rayonnement térahertz dans le mode single bunh (un seul paquetirule dans l'anneau) (points noirs) et dans le mode multi-bunh (dans ette expériene, 12paquets irulent dans l'anneau) (points gris) en fontion du ourant. D'après [95℄.En mode multi-bunh, lorsque les életrons sont répartis dans plusieurs paquets (12 dansl'expériene de la �gure 5.1), le signal est stable et la puissane de sortie dépend linéai-rement du ourant, e qui est aratéristique d'un rayonnement synhrotron �lassique�inohérent. En mode single bunh, lorsque tous les életrons sont dans un seul paquet, lessignaux expérimentaux montrent qu'à des ourants importants l'intensité �utue très for-tement et atteint des valeurs d'intensités beauoup importantes qu'en mode multi-bunh(d'un fateur 10000) [95℄. Ces rayonnements intenses proviennent d'un rayonnement syn-hrotron ohérent (CSR).



5.1. OBSERVATIONS EXPÉRIMENTALES 1115.1.2 Évolution temporelle du signal térahertz en zone instableLa �gure suivante (Fig. 5.2) présente l'évolution du signal térahertz en fontion du tempspour deux valeurs de ourant : prohe de 80 mA et prohe de 200 mA, deux valeurs deourant pour lesquelles le système est instable [95℄.
a) b)

Fig. 5.2: Strutures temporelles du rayonnement térahertz mésuré par un bolomètre InSb à unourant de faiseau de 80 mA (a) et 201 mA (b). D'après [95℄.Nous voyons apparaître des bou�ées (bursts) de signal térahertz intense, des bou�éesde CSR. Ces bou�ées apparaissent généralement de manière erratique, ave toutefois unaratère parfois approximativement périodique (Fig. 5.2 a), dont la forme dépend de lavaleur du ourant. La puissane du rayonnement synhrotron �lassique� (inohérent) estquasiment au niveau du bruit de fond.5.1.3 Détails des bou�ées de CSRLes détails temporels des bou�ées de CSR montrent une struture interne, similaire à unemodulation, qui dépend aussi du ourant (Fig. 5.3)

Fig. 5.3: Strutures temporelles du rayonnement térahertz mésuré par un bolomètre InSb à unourant de faiseau de 78.2 mA (a) et 201 mA (b). D'après [95℄.



112 CHAPITRE 5. INTRODUCTION AUX INSTABILITÉS CSR5.1.4 Évolution temporelle de la longueur du paquet d'életronsen zone instableFinalement, une autre information sur la dynamique du paquet d'életrons peut être ob-tenue en regardant l'évolution de la longueur du paquet d'életrons en fontion du temps,et en la omparant ave l'apparition des bou�ées de rayonnement térahertz (Fig. 5.4) [96℄.Nous voyons lairement que l'apparition des bou�ées est synhronisée ave une augmen-tation brutale de la longueur du paquet d'életrons.

Fig. 5.4: Strutures typique du signal térahertz et de la longueur du paquet d'életrons pour unourant de 183 mA. D'après [96℄.5.1.5 Liste des anneaux de stokage sur lesquels ont été observésdes instabilités CSRDes instabilités CSR ont été observées sur les anneaux de stokage ités dans le tableau 5.1(liste non exhaustive). aélérateurs année d'observationNSLS (national Synhrotron Light Soure) 2001 [97℄SURF III (Synhrotron Ultraviolet Radiation Faility) 2001 [3℄Bessy II (Berliner Elektronenspeiherring-Gesellshaft für Synhrotronstrahlung) 2002 [98℄ALS (Advaned Light Soure) 2002 [4℄SLAC (Standford Linear Aelerator Center) 2003 [94℄UVSOR-II (Ultraviolet Synhrotron Orbital Radiation) 2005 [95℄ELETTRA 2005 [99, 100℄Tab. 5.1: Liste des anneaux de stokage sur lesquels ont été observés des instabilités CSR.À noter que la première manifestation de rayonnement ohérent a été détetée sur unaélérateur linéaire, le Tohoku Lina au Japon, en 1989 [101℄ dans le domaine de l'infra-rouge lointain. L'observation sur les anneaux de stokage est plus réente ar la longueurdes paquets d'életrons fait que le rayonnement ohérent est en général supprimé par un



5.2. DESCRIPTIONS DES INSTABILITÉS 113e�et des parois (shielding e�et) (voir la setion suivante).En résumé, lorsque le ourant augmente, des instabilités apparaissent et peuvent limiterle fontionnement des anneaux de stokage [72℄. Ces instabilités sont liées à la dynamiquedes életrons, toutefois une observation direte des életrons n'est pas aessible expéri-mentalement. Les informations aessibles sont le rayonnement synhrotron émis ou ladynamique de la longueur du paquet. Ce rayonnement synhrotron présente un ara-tère aléatoire, il est omposé de bou�ées (bursts) de rayonnements térahertz intenses, quisont des bou�ées de rayonnement synhrotron ohérent (CSR). Et l'apparition des bouf-fées sont en synhronisation ave la dynamique de la longueur du paquet, e qui indiqueque la dynamique longitudinale du paquet d'életrons va jouer un r�le important dans ladesription de es instabilités.5.2 Desriptions des instabilités5.2.1 Expliations qualitativesUn paquet d'életrons en rotation dans un anneau de stokage émet un rayonnement o-hérent lorsque la longueur d'onde est typiquement supérieure à la largeur du paquet1.Néanmoins, dans les aélérateurs, e rayonnement ohérent est souvent supprimé par une�et des parois de la hambre vide de l'anneau, appelé en anglais le shielding e�et (e�etde protetion littéralement) [102, 92, 103℄. Aux longueurs d'onde plus ourtes le shieldinge�et est moins e�ae, néanmoins à es longueurs d'onde le rayonnement ohérent aune ontribution négligeable. Cependant, une petite �utuation de la densité longitudi-nale, ave une longueur d'onde inférieure à la taille du paquet va émettre de manièreohérente [104, 105, 106, 107℄. Si une partie du rayonnement émis interagit à nouveauave le paquet, il peut en résulter une augmentation de la �utuation initiale, e qui peutmener à un phénomène d'auto-ampli�ation, dont la onséquene est un rayonnement o-hérent à des longueurs d'onde plus ourtes que la largeur du paquet [105, 108, 109, 107℄.Ce phénomène est limité en durée par la dynamique intrinsèque des életrons (voir se-tion 5.2.4), qui a aussi pour e�et une augmentation de la longueur du paquet [106, 110℄.L'e�et de relaxation et de di�usion dues aux �utuations quantiques ramène le paquet àun état prohe de l'état initial, permettant ainsi l'apparition d'une nouvelle bou�ée deCSR [106, 110℄.5.2.2 Équation de Vlasov-Fokker-PlankPour dérire es phénomènes d'instabilités, un modèle adapté est elui dérivant la dy-namique longitudinale de la densité de harge f du paquet d'életrons dans un espaedes phases à deux dimensions, selon la oordonnée longitudinale q et l'énergie assoiée
p [106, 105, 108℄. L'évolution temporelle de densité de harge f est donnée par l'équationde Vlasov-Fokker-Plank [106, 105, 108℄ :1voir hapitre 3.



114 CHAPITRE 5. INTRODUCTION AUX INSTABILITÉS CSR
équation de Vlasov

︷ ︸︸ ︷

∂f

∂τ
+ p

∂f

∂q
− ∂f

∂p
[q + IcF (q, f, τ)] =

Termes de Fokker−Planck
︷ ︸︸ ︷

2ǫ(f + p
∂f

∂p
+
∂2f

∂p2
) (5.1)Ave :

• τ = tωs. t le temps en seonde, ωs la pulsation synhrotron (ωs = 2πfs, ave fs lafréquene synhrotron).
• q = z

σz
, ave z la distane de la partiule onsidérée par rapport à la partiule synhroneet σz la longueur RMS du paquet d'életrons.

• p = −E−E0

σw
ave E l'énergie de la partiule onsidérée par rapport à l'énergie du entredu paquet (énergie nominale E0) et σw la dispersion en énergie (energie spread).

• ǫ = 1
ωstd

ave td le temps d'amortissement. ǫ≪ 1.
• F (q, p, τ), la fore olletive, 'est à dire le rayonnement des életrons sur eux-mêmes.
• Ic le ourant normalisé. Ic = e2N

ωsT0σw
ave e la harge d'un életron, N le nombre d'éle-trons dans le paquet et T0 la période de révolution.Nous allons détailler les di�érents termes de ette équation (setion 5.2.2.1 et setion 5.2.2.2),puis nous illustrerons son omportement ave des résultats numériques et des analyses destabilité (setion 5.2.3 et setion 5.2.4). En plus de nous permettre de omprendre ladynamique des életrons à fort ourant, e qui nous sera utile pour omprendre notreexpériene, ette équation nous permettra aussi de modéliser notre expériene dans le assimpli�é où les fores olletives sont négligées.5.2.2.1 Équation de VlasovL'équation de Vlasov est obtenue en posant ǫ = 0. Elle dérit l'évolution de la densité deharge f sur une éhelle de temps petite devant le temps d'amortissement synhrotron(O(10 ms)).En partiulier, elle permet de dérire l'évolution de la densité de harge sur une du-rée de l'ordre de la fréquene synhrotron (0(10 µs)). Sans l'e�et de la fore olletive(F (q, f, τ) = 0), l'équation de Vlasov dérit simplement une rotation dans l'espae desphases à la fréquene synhrotron fs.Le terme de fore olletive F dérit l'interation du paquet d'életrons sur lui-même, viason rayonnement. Cet e�et est très important puisque qu'il est à l'origine des instabilités.Il est proportionnel à la valeur du ourant I, qui est un paramètre variable expérimen-talement2. La �gure 5.5 présente deux exemples où les életrons agissent sur eux-mêmespar l'intermédiaire du rayonnement émis, a) dans les ourbures et b) ré�éhi par une paroi.La fore olletive F peut être exprimée de deux manières : dans l'espae diret q etl'espae réiproque k. Dans l'espae diret, F (q, f, τ) est le produit de onvolution duwake�eld W (q) (hamp de sillage d'un életron) par la densité longitudinale de harge

ρ(q, τ) [Eq. (5.3)℄. Le wake�eld W (q) dérit l'e�et du rayonnement émis par une partiule2Au ours d'une expériene, un faiseau d'életrons est injeté dans l'anneau. Cela �xe le ourant maxi-mum, qui diminue ensuite lentement au ours du temps (en zone non instable, le taux d'amortissementest de l'ordre de la dizaine de minutes).
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Fig. 5.5: Rayonnement du paquet d'életrons sur lui-même (a) dans une ourbure et (b) parré�exion sur une paroi dans une setion droite. Dans la ourbure les életrons de la �n du paquetagissent sur eux du début. Par ré�exion, 'est l'inverse, les életrons du début du paquet agissentsur eux plaé à la �n. D'après [72℄.hargée sur une autre partiule hargée située à une distane q. Le terme F (q) représentela somme des e�ets de l'ensemble des életrons du paquet sur les életrons plaés en q.
F (q, f, τ) =

+∞∫

−∞

W (q − q′)ρ(q, τ)dq (5.2)
ρ(q, τ) =

+∞∫

−∞

f(q, p, τ)dp (5.3)Dans l'espae réiproque, la fore olletive est exprimée omme le produit de la transfor-mée de Fourier de la densité longitudinale de harge ρ̃(k, τ) par l'impédane de l'anneau destokage Z(k) [Eq. (5.6)℄. L'impédane Z(k) est la transformée de Fourier du wake�eld :
Z(k) =

∫
W (z)e−ikzdz.

F (q, f, τ) =

+∞∫

−∞

Z(k)ρ̃(k, τ)eikqdk (5.4)
ρ̃(k, τ) =

+∞∫

−∞

ρ(q, τ)e−ikqdq (5.5)(5.6)Atuellement, la prinipale di�ulté dans la modélisation provient de la omplexité àonnaître préisément la forme de l'impédane (ou du wake�eld), que e soit de manièreexpérimentale, analytique ou numérique. En général, il est plus faile de travailler en fon-tion de la fréquene, 'est à dire ave l'impédane Z(k)Analytiquement, seuls des as très simpli�és permettent d'obtenir une expression de l'im-pédane analytique. C'est le as pour un életron irulant sur une orbite irulaire dansle vide [111, 112℄ ou pour un életron en rotation dans le vide entre deux plaques pa-rallèles [71, 113℄. Les deux plaques parallèles rendent le système plus réaliste puisqu'ellesinduisent un shielding e�et, 'est à dire que les grandes longueurs d'onde sont atténuées.Les expressions analytiques permettent d'étudier théoriquement l'équation, par exemplede trouver la forme des solutions stationnaires ou obtenir des seuils d'instabilités (voir



116 CHAPITRE 5. INTRODUCTION AUX INSTABILITÉS CSRsetion 5.2.3).Numériquement, il est possible d'obtenir des informations sur l'impédane en intégrant leséquations de Maxwell par une méthode d'éléments �nis, prenant en ompte des géométriesplus ompliquées et des e�ets de régime transitoire (du à la taille �nie des éléments) [72℄.Néanmoins, es tehniques ont des limites puisque l'impédane peut être fortement mo-di�ée par des e�ets de ouplages entre les éléments, des omposants parasites ou enoredes fateurs environnementaux, qui peuvent être di�iles à inlure dans les simulationsnumériques [114℄.Expérimentalement, des informations sur l'impédane longitudinale peuvent être obte-nues en utilisant des bans de mesures pour haque omposant de l'aélérateur (benhmeasurement) [115℄, ou à partir de mesures faites sur le faiseau (beam-based measur-ment) [116, 117, 118℄. Toutefois, es tehniques ne permettent pas de résoudre les hautesfréquenes, néessaires pour prédire les seuils d'instabilités olletives [114℄. Au hapitresuivant, nous verrons que nos expérienes permettent d'avoir des informations liées àl'impédane prohe du seuil d'instabilité.5.2.2.2 Termes de Fokker-PlankLes termes de Fokker-Plank de l'équation (5.1) dérivent l'amortissement et la di�usiondue aux �utuations quantiques provenant de la omposante inohérente du rayonnementsynhrotron [108℄. Sans e�et du rayonnement des életrons sur eux-mêmes, es termesramènent la distribution de harge vers un état stable, une distribution gaussienne delargeurs RMS σz et σw.5.2.3 Analyse de stabilitéDans les as simpli�és où une expression analytique de l'impédane Z(k) est alulable,il est possible d'étudier analytiquement le système. Dans es études de stabilités, seulel'équation de Vlasov est utilisée, les termes de Fokker-Plank jouant un r�le sur une duréeplus longue que les taux de roissane des perturbations [108, 113, 107℄.Dans les deux as ités préédemment des életrons en rotation dans le vide ave et sansplaques parallèles, une analyse de stabilité montre que le système devient instable lorsquele ourant dépasse une valeur de ourant seuil [108, 113, 107℄. Ces études montrent aussiqu'il existe une fréquene privilégiée pour laquelle la solution stationnaire se déstabilise.Autrement dit, il existe une fréquene de modulation de la densité longitudinale de hargequi est plus ampli�ée que les autres fréquenes. En partiulier au seuil de l'instabilité seuleette fréquene sera ampli�ée. Au hapitre suivant, nous donnerons plus de détails sur esphénomènes et nous les observerons expérimentalement.



5.2. DESCRIPTIONS DES INSTABILITÉS 1175.2.4 Résultats numériquesNous allons maintenant présenter des résultats d'intégration numérique dans le as sim-pli�é d'életrons en rotation dans le vide entre deux plaques parallèles. Ces résultats ontété obtenus par M. Venturini et. al. [107℄ (Fig. 5.6) et M. Venturini et R. Warnok [113℄(Fig. 5.7).Dans un premier temps, nous allons observer l'évolution d'une perturbation sur quelquespériodes synhrotron, et dans e as seuls les termes de l'équation de Vlasov sont né-essaires. Sur ette �gure sont présentées la distribution de harge f(q, p, τ) du paquetd'életrons dans l'espae des phases (q, p) (Fig. 5.6 a,b,) et la distribution longitudinalede harge ρ(q, τ) (Fig. 5.6 d,e,f). À τ = 0, la solution stationnaire a été perturbée parune modulation d'énergie de faible amplitude à la fréquene la plus instable (obtenue parune analyse de stabilité, ii λ = 2.2 mm). L'instabilité provient du entre du paquet oùla densité de harge est la plus grande. Une struture de �miro-paquets� (miro-bunhstruture) émerge sous la forme d'une modulation de la densité longitudinale de harge(Fig. 5.6 d). La perturbation résultante dans la distribution du paquet apparaît d'abordà la tête du paquet, puis est transportée vers l'arrière et ensuite tout autour par la ro-tation dans l'espae des phases. Après près de deux périodes synhrotron la distributiondu paquet dans l'espae des phases semble se �ger (Fig. 5.6 ) ar la longueur du paquetayant augmenté, la densité de harge devient moins importante et déplae le paquet loinde la ondition d'instabilité [107℄.

d)

c)a) b)

e) f)

Fig. 5.6: Évolution temporelle du paquet d'életrons sous l'e�et du CSR (dans le as des életronsen rotation dans le vide entre deux plaques parallèles). D'après [107℄. a,b, : distribution de harge
f(q, p, τ) dans l'espae des phases. e,f,g : distribution longitudinale de harge ρ(q, τ). Les imagesont été prises à τ = 1.2, 3.2, 9.6. L'instabilité a été délenhée par une faible perturbation (delongueur d'onde λ = 2.2 mm. Une unité de q orrespond à 1 m.



118 CHAPITRE 5. INTRODUCTION AUX INSTABILITÉS CSRUne fois la densité longitudinale de harge �lissée� (Fig. 5.6 f), la distribution de hargereste quasiment dans le même état, ar seule l'équation de Vlasov a été intégrée. Si lestermes de Fokker-Plank sont rajoutés, la di�usion et l'amortissement vont ramener lepaquet d'életrons à un état prohe de l'état initial. C'est à dire un état ave une densitéde harge plus importante, puisque le paquet se omprime, où une perturbation, due aux�utuations de densité életronique, va pouvoir s'ampli�er de nouveau. Ce phénomènerépété indé�niment formera des bou�ées de rayonnement synhrotron ohérent, similairesà elles observées expérimentalement (Fig. 5.2). Un exemple de résultat numérique obtenuave l'équation de Vlasov-Fokker-Plank est présenté �gure 5.7 [113℄.

Fig. 5.7: Rapport de la puissane du rayonnement ohérent sur la puissane du rayonnementinohérent. D'après [113℄.ConlusionLes instabilités spatio-temporelles CSR (Coherent Synhrotron Radiation) apparaissentnaturellement lorsque le ourant dépasse un ourant seuil, et peuvent être un e�et limitatifdans l'utilisation des anneaux de stokage [72℄. Il n'est pas possible d'observer diretementles életrons dans l'anneau, ainsi les informations sur l'instabilité proviennent de donnéesindiretes, omme le rayonnement synhrotron émis par les életrons. La modélisation dupaquet d'életrons par l'équation de Vlasov-Fokker-Plank permet de retrouver des om-portements similaires aux expérienes et permet d'établir un sénario de l'instabilité. Cesétudes théoriques prédisent l'apparition d'instabilités par la roissane de modes instables.Néanmoins, des tests expérimentaux de es théories présentaient toujours un dé�, pareque l'espae des phases du paquet n'est observable diretement et aussi pare que des mé-thodes pour perturber séletivement des ourtes longueurs d'ondes manquaient jusqu'àprésent. Nous allons voir que le type d'expériene présentée au hapitre préédent, où unmotif périodique est imprimé dans l'espae des phases du paquet d'életrons, permet dedonner une preuve expérimentale à es théories.



Chapitre 6Interation laser/életrons en zoned'instabilité CSR et à son voisinage
Sommaire6.1 Modélisation de l'expériene sans fore olletive . . . . . . . 1216.1.1 Distribution de la densité de harge avant et juste après l'inter-ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1216.1.2 Distribution de la densité de harge et puissane térahertz émiseaprès l'interation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226.2 Expériene sur l'anneau de stokage UVSOR-II . . . . . . . . 1256.2.1 Dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1256.2.2 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128Dans les systèmes spatio-temporels, des méanismes d'instabilités peuvent faire apparaîtrespontanément des strutures. Ces phénomènes sont appelés pattern formation (formationde motifs), et sont étudiés en physique [119℄, en himie [119℄, en biologie [120℄, en informa-tique [121℄, ou en sienes humaines [122℄. Lorsque 'est possible, une manière d'étudieres motifs est d'observer la réation de es systèmes à une perturbation, au delà ou endeçà du seuil d'apparition des strutures. Dans les systèmes spatio-temporels étendus, uneperturbation de la forme d'une modulation spatiale est souvent bien adaptée pour testerla dynamique. Plusieurs omportements sont alors disernables en fontion de l'état dusystème (Fig. 6.1). Si le système se trouve loin au dessus du seuil d'instabilité, il y a engénéral beauoup de perturbations ave des nombres d'onde di�érents qui possèdent untaux de roissane positif (Fig. 6.1 a), et la dynamique est habituellement omplexe. Enrevanhe, au seuil d'instabilité, seuls quelques nombres d'onde (en général un, Kc) sontassoiés à un taux de roissane qui est nul. Au voisinage du seuil, l'étude de la dynamiquedes ondes, dont les nombres d'onde sont prohes de Kc, est su�sante pour dérire le sys-tème. Les perturbations ave des nombres d'onde très di�érents �nissent par s'atténuerar elles ont un taux de roissane négatif (Fig. 6.1 b). Expérimentalement, il peut êtredi�ile de se plaer exatement au seuil d'instabilité ; néanmoins la dynamique juste endessous seuil (Fig. 6.1 ) apporte déjà ertaines informations sur la struture attendue audessus du seuil. Le taux de déroissane de la perturbation liée à la fréquene la plus in-stable étant prohe de zéro, une perturbation à ette fréquene mettra un temps très long119



120 CHAPITRE 6.à s'amortir et sera don plus failement observable expérimentalement. Les strutures quel'on observe prohes du seuil d'instabilité sont appelées des préurseurs [123, 124℄.
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Fig. 6.1: Taux de roissane des perturbations en fontion de leur fréquene. a) Le système estau dessus du seuil d'instabilité. b) Le système est au seuil d'instabilité. ) Le système est endessous du seuil d'instabilité.Les études théoriques présentées au hapitre préédent [108, 113℄, basées sur l'équation deVlasov-Fokker-Plank, montrent que les instabilités CSR apparaissent pour des fréquenesde modulation partiulières, liées à la forme de l'impédane de l'anneau de stokage. Néan-moins, des tests expérimentaux de es théories présentaient toujours un dé�. Nous allonsvoir dans e hapitre que les expérienes d'interation d'un paquet d'életrons ave uneimpulsion laser, produisant un rayonnement synhrotron ohérent permettent de tester ladynamique du paquet. Nous étudierons le système loin du seuil de l'instabilité CSR et auvoisinage du seuil. La situation où le système est stable et loin du seuil d'instabilité a étéétudiée au quatrième hapitre.Réemment, des expérienes de sliing1 en régime instable ont permit d'obtenir des in-formations sur les instabilités CSR. En 2005, J. M. Byrd et. al. ont montré est que lesbou�ées (bursts) de CSR térahertz peuvent être délenhées par une interation ave uneimpulsion laser[125℄. Autrement dit, les bou�ées de CSR peuvent être synhronisées aveles impulsions laser.Ce hapitre est omposé de deux setions. La première est une étude analytique et nu-mérique de modélisation de notre expériene dans le as simpli�é où le rayonnement émispar le paquet d'életrons n'agit pas sur lui-même. Cela permettra d'avoir une situationde référene où nous savons qu'il n'y a pas d'instabilité. La deuxième setion présente desrésultats expérimentaux de l'interation entre une impulsion laser modulée et un paquetd'életrons lorsque le système est prohe ou dans la zone d'instabilité. Les expérienes ontété menées sur l'anneau de stokage UVSOR-II.
1interation d'une impulsion laser femtoseonde ave le paquet d'életrons



6.1. MODÉLISATION DE L'EXPÉRIENCE SANS FORCE COLLECTIVE 1216.1 Modélisation de l'expériene sans fore olletiveL'objetif de ette setion est d'étudier analytiquement la réation d'un paquet d'éle-trons à une modulation de son espae des phases dans le as simpli�é où le rayonnementdes életrons sur eux-mêmes est négligé. Cela permettra d'avoir un as de référene où leproessus à l'origine de l'instabilité n'intervient pas. Ainsi, lors des expérienes, tout éartave les omportements trouvés dans ette partie théorique pourra être attribué à un e�etdes fores olletives. Ce modèle est don valable à faible ourant, et nous retrouveronsd'ailleurs des résultats omparables à eux obtenus ave le formalisme des matries detransfert2.Nous travaillons ave l'équation de Vlasov-Fokker-Plank présentée au hapitre préédent,où le terme de fore olletive a été enlevé (I = 0) :
∂f

∂τ
+ p

∂f

∂q
− q

∂f

∂p
= 2ǫ(f + p

∂f

∂p
+
∂2f

∂p2
) (6.1)6.1.1 Distribution de la densité de harge avant et juste aprèsl'interationAvant l'interation ave l'impulsion laser, la forme du paquet est une gaussienne de lar-geurs adimensionnées selon q et p :

f(q, p) = e−
q2+p2

2 (6.2)L'interation ave le laser mène à une modulation rapide de l'énergie à la fréquene optiquede la distribution de harge des életrons, et à la fréquene térahertz de l'enveloppe del'impulsion laser. La di�usion, apparaissant dans le terme de Fokker-Plank (membre dedroite de l'équation (6.1), fait disparaître rapidement la modulation à la fréquene optique.Dans ette étude, nous ferons l'approximation qu'il ne reste seulement que la modulationà la fréquene térahertz, due à l'enveloppe lentement variable de l'impulsion laser. De efait, nous prendrons une densité de harge après l'interation qui est une gaussienne dontl'énergie est modulée à une fréquene térahertz (ν = ck0

2πσz
, c étant la vitesse de la lumièredans le vide)[Eq. 6.3)℄.

f(q, p, τ = 0) =
1

1 + A cos(k0q)
e−

q2

2 e
− p2

2[1+A cos(k0q)]2 (6.3)
A est l'amplitude de la modulation, en unité de la dispersion d'énergie. L'instant de l'in-teration a été pris omme origine des temps (τ = 0). Cette distribution a été hoisiede manière à e que d'une part son énergie soit modulée, et que d'autre part sa densitélongitudinale de harge reste inhangée : ρ(q, τ = 0) =

∫ +∞
−∞ f(q, p, τ = 0) =

√
2πe−

q2

2 .2qui ne tient pas non plus ompte de l'ation du rayonnement des életrons sur le paquet



122 CHAPITRE 6.A�n de ontinuer es études analytiques, nous allons nous plaer dans le as de faiblepuissane laser, et poser que A est petit devant 1. Dans e as, l'équation (6.3) devient :
f(q, p, τ = 0) ≃ e−

q2+p2

2

[
1 −A cos(k0q)(1 − p2)

] (6.4)6.1.2 Distribution de la densité de harge et puissane térahertzémise après l'interationUne fois que l'interation a eu lieu, le paquet ontinue de iruler dans l'anneau et nousallons étudier son évolution en utilisant l'équation de Vlasov-Fokker-Plank [Eq. (6.1)℄.Cette étude se fait en deux étapes. La première onsiste à obtenir l'évolution de la distri-bution de harge f(q, p, τ). Pour ela, on se plae dans le repère (x, y) tournant à la périodesynhrotron, et en faisant un développement asymptotique3 nous pouvons montrer queseule l'amplitude de la modulation varie dans le temps4 :
f(x, y, τ) ≃ e−

x2+y2

2

[

1 − Ae−ǫk2
0(τ− sin(2τ)

2
) cos(k0x)(1 − y2)

]

, (6.5)
avec x = q cos τ − p sin τ, (6.6)

et y = q sin τ + p cos τ (6.7)Cette expression, et en partiulier le terme e−ǫk2
0(τ− sin(2τ)

2
), montrent que la modulationappliquée au paquet d'életrons diminue de manière ontinue au ours du temps, et queplus la fréquene de modulation est élevée, plus la déroissane est rapide, e�et qui est liéà la di�usion.La deuxième étape onsiste a aluler la densité longitudinale de harge ρ(q, τ) qui agitomme un terme soure dans le proessus d'émission synhrotron ohérente, puisque lapuissane térahertz s'érit omme le module du spetre de la densité longitudinale deharge5, intégré sur toute la bande spetrale du déteteur térahertz, de largeur 2d entréesur k0 [71, 19℄ :

PTHz(τ) = C

k+d∫

k−d

|ρ̃(k, τ)|2dk (6.8)
avec ρ̃(k, τ) =

+∞∫

−∞

ρ(q, τ)e−ikqdq (6.9)
C étant un oe�ient de proportionnalité prenant en ompte l'intensité émise par un seuléletron [71℄. Finalement, en remplaçant l'équation (6.5) dans les équations (6.9) et (6.8),on obtient (détails en annexe) :

PTHz(τ) ≃
πC

2
A2 [k0 sin(τ)]4 e−(k0 sin τ)2 × e−ǫk2

0[2τ−sin(2τ)] (6.10)3Nous avons supposé que la période de modulation était ourte devant la longueur du paquet4Les détails sont présentés en annexe5voir hapitre 3.



6.1. MODÉLISATION DE L'EXPÉRIENCE SANS FORCE COLLECTIVE 123À noter que l'équation (6.10) présente des similarités ave l'expression de puissane té-rahertz obtenue au quatrième hapitre ave le formalisme des matries de transfert6[Eq. (4.10)℄, lorsque seule la dynamique longitudinale est onsidérée (r51 = r52 = 0,
r56 6= 0) et que le temps reste petit par rapport à la période synhrotron.La �gure 6.2 présente l'évolution de la puissane térahertz émise sur une demi-périodesynhrotron après l'interation ave une impulsion laser (résultats numériques et ana-lytiques), et l'évolution dans l'espae des phases de la distribution de harge assoiée(résultats numériques).
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Fig. 6.2: Haut : puissane térahertz émise par un paquet d'életrons dont l'énergie a été ini-tialement modulée. Courbe rouge obtenue ave l'équation (6.10). La ourbe en pointillés noirsa été obtenue par intégration numérique de l'équation (6.1) ave la ondition initiale donnéepar l'équation (6.3). Bas : distribution de harge du paquet d'életrons f(q, p, τ) à a) τ = 0, b)
τ = π

4 , ) τ = π
2 , d) τ = 3π

4 , e) τ = π . Paramètres : A = 0.1, ν0 = 3 m−1, fs = 9.06 KHz,
td = 20.5 ms, σz = 1.09 m, ǫ = 1

ωstd
(intégration de l'équation (6.1).Le premier pi sur la �gure 6.2 orrespond à l'émission térahertz juste après l'interation,elle qui a été enregistré lors des expérienes présentées au quatrième hapitre. La duréedu pi est limitée par la rotation à la fréquene synhrotron du paquet dans l'espae desphases, qui lisse la modulation de densité longitudinale de harge. Après près d'une demi-période synhrotron (τ = π), la modulation se retrouve quasiment perpendiulaire à l'axede la oordonnée longitudinale (Fig. 6.2 e), et une nouvelle série de deux pis est émise.6dans le as d'une impulsion laser et d'un paquet d'életrons de longueur in�nie.



124 CHAPITRE 6.Entre le premier pi et la deuxième série de pis, le signal térahertz a été atténué, prin-ipalement à ause de la di�usion. Le rapport entre la puissane émise par la deuxièmesérie de pis et la puissane émise au premier pi est égal à :
PTHz(2

èmesérie de pics)

PTHz(1ierpic)
= e−2ǫk2

0π (6.11)La �gure 6.3 représente le rapport PTHz(2èmesérie de pics)
PTHz(1ierpic)

en fontion du nombre d'onde ν0de la modulation. Expérimentalement, nous avons vu au quatrième hapitre qu'un signaltérahertz ohérent a été déteté entre 2 et 28 m−1. Dans ette gamme de fréquenes, lerapport de puissane entre les deux séries de pis passe de 0.36 à 5×10−87 pour ν0 = 2m−1et ν0 = 28m−1 respetivement.
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 2  4  6  8  10Fig. 6.3: Rapport entre la puissane émise après une demi-période synhrotron et la puissaneémise juste après l'interation en fontion du nombre d'onde de la modulation initiale ν0 (enm−1). Courbe obtenue à partir de l'équation (6.11). Paramètres : fs = 9.06 KHz, td = 20.5 ms,
σz = 1.09 m.En résumé, lorsque l'ation du rayonnement des életrons sur eux-mêmes peut être né-gligée, la dynamique du paquet d'életrons est toujours stable. Le rayonnement térahertzohérent émis par le paquet d'életrons est omposée d'un pi juste après l'interationave le laser et une série de deux pis d'amplitude plus faible après une demi-période syn-hrotron. Plus la fréquene de modulation de l'enveloppe de l'impulsion laser est élevée,plus le signal térahertz émis après une demi-période synhrotron est faible. Lors des ex-périenes au voisinage ou au dessus du seuil d'instabilité, nous nous attendons à observerun di�érene ave ette dynamique. Cette étude théorique met en évidene que les termesqui s'opposent aux instabilités sont d'une part l'osillation synhrotron qui lisse la mo-dulation de la densité longitudinale de harge, et d'autre part la di�usion qui atténue les�utuations d'autant plus fortement que les �utuations varient rapidement spatialement.



6.2. EXPÉRIENCE SUR L'ANNEAU DE STOCKAGE UVSOR-II 1256.2 Expériene sur l'anneau de stokage UVSOR-IINous allons maintenant étudier expérimentalement l'interation d'un paquet d'életronsave une impulsion laser modulée, dans le as où l'e�et du rayonnement des életrons sureux-mêmes n'est pas négligeable, 'est à dire en zone d'instabilité CSR, ou à son voisinage.L'expériene que nous avons réalisée est similaire à elle présentée au quatrième hapitre,ave toutefois deux di�érenes. La première di�érene est que l'interation entre l'im-pulsion laser et le paquet d'életrons s'est déroulée en zone d'instabilité CSR ou à sonvoisinage. Le ourant est maximum juste après l'injetion du faiseau dans l'anneau destokage, puis diminue au ours du temps. De e fait, en début d'expériene le systèmeest d'abord instable, puis devient stable lorsque le ourant passe sous le ourant seuil.En zone instable le ourant diminue beauoup plus rapidement, et de e fait raouritonsidérablement le temps pour faire les expérienes dans ette on�guration. Nous avonsdon eu besoin de faire les expérienes et d'enregistrer les données rapidement. Ainsi,la deuxième di�érene ave les expérienes préédentes est que nous avons automatisé,pour rendre plus rapide, le balayage des fréquenes de modulation de l'impulsion laser etl'enregistrement du signal térahertz.6.2.1 Dispositif expérimentalLe dispositif expérimental est présenté �gure 6.4. La mise en forme de l'impulsion laser estbasée sur le deuxième dispositif expérimental dérit au quatrième hapitre, où l'impulsionlaser ne passe pas dans le ompresseur de l'ampli�ateur. Un bras de l'interféromètrede Mihelson a été plaé sur une platine de translation motorisée ommandée par uneinterfae Labview. La platine de translation e�etuait en permanene des allers-retours,balayant ainsi la fréquene de modulation de l'enveloppe de l'impulsion laser sur une plageouvrant tout la zone où du signal CSR térahertz était détetable (de 2 à 28 m−1). Laposition de la platine de translation était mesurée par un apteur LVDT.
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Fig. 6.4: Le dispositif expérimental est similaire à elui présenté hapitre 4 ave en plus unbalayage automatique de la position d'un bras de l'interféromètre de Mihelson, permettant debalayer de manière ontinue et en quelques seondes la fréquene de modulation de l'enveloppelaser. Le système d'enregistrement du signal térahertz provenant du bolomètre a aussi été auto-matisé (Fig. 6.5).



6.2. EXPÉRIENCE SUR L'ANNEAU DE STOCKAGE UVSOR-II 127L'enregistrement du signal térahertz provenant du bolomètre (Fig. 6.5 a) a aussi étéautomatisé pour être synhronisé à la fois à la position de la platine de translation del'interféromètre de Mihelson (Fig. 6.5 b) et aussi au signal de synhronisation à 1 KHzde la haîne laser (Fig. 6.5 ).Comme la apaité d'enregistrement d'un osillosope est limitée, les signaux de synhro-nisation ainsi que la on�guration de l'osillosope (Leroy WaveRunner 104MXi) ontété hoisis de manière à pouvoir enregistrer des petites séries de signal térahertz (d'unedurée de l'ordre de la milliseonde) entre des plages sans enregistrement plus longues (del'ordre de la dizaine de milliseondes)(Fig. 6.5 ). Ce dispositif est néessaire pour pouvoirbalayer la platine de translation de l'interféromètre de Mihelson su�samment lentementpour traer un diagramme de bifuration.Finalement, es enregistrements sont présentés omme sur la �gure 6.5 d), où le tempsrapide (de l'ordre de la milliseonde) varie sur l'axe horizontal et le temps lent (de l'ordrede la seonde), assoié aux fréquenes de modulations de l'enveloppe laser, varie sur l'axevertial.
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Fig. 6.5: Enregistrement du signal térahertz provenant du bolomètre. Le début de l'enregistre-ment est synhronisé sur la position de la platine de translation de l'interféromètre de Mihelson.Ensuite, le signal térahertz est enregistré par série de 5 ms, synhronisé sur le signal à 1 KHz dela haîne laser. Ces enregistrements sont �nalement présentés omme en d) où le temps rapidevarie selon l'axe horizontal et la longueur d'onde selon l'axe vertial.Durant les expérienes de déembre 2008, nous avons renontré un problème provenantde la haîne laser : en on�guration �lassique�, deux impulsions femtoseondes au lieud'une étaient émises. L'éart entre les deux impulsions était de l'ordre de la dizaine depio-seondes, et don en sortie de l'ampli�ateur, es deux impulsions se reouvraient(puisque la largeur d'une impulsion est de l'ordre de 300 ps). De e fait, l'impulsion étaitdéjà modulée avant de passer dans l'interféromètre de Mihelson. En sortie de l'interfé-romètre de Mihelson, le spetre de l'impulsion laser avait plusieurs omposantes à desfréquenes térahertz au lieu de une seule souhaitée. Les résultats obtenus dans es ondi-tions doivent être onsidérés omme une étude de faisabilité de l'approhe. Les expérienesseront reproduites en 2009, après la réparation du laser par la soiété Coherent.



128 CHAPITRE 6.6.2.2 Résultats expérimentauxCette setion présente les résultats expérimentaux obtenus ave le dispositif expérimental,et la méthode de présentation des données dérits préédemment.Lorsque le système est loin au dessus du seuil d'instabilité (Fig. 6.6 a, I = 21.8 mA),l'émission térahertz apparaît sous forme de bou�ées irrégulières. L'interation ave l'im-pulsion laser n'a pas d'e�et notable.Lorsque le ourant diminue, le système passe dans un état où l'interation ave le laser aun e�et notable (Fig. 6.6 b, I = 14.8 mA), toutefois la longueur d'onde de la modulationde l'impulsion laser ne semble pas avoir d'inidene. Une interprétation est que le systèmeest sensible à l'augmentation de la dispersion en énergie induite par l'impulsion laser. Au-trement dit, l'impulsion laser aurait un e�et en augmentant la largeur de la distributionen énergie du paquet.Le préurseur reherhé est visible sur la �gure 6.6. Le système se trouve dans une situationstable (Fig. 6.6 , I = 11.8 mA), toutefois il est su�samment prohe du seuil d'instabilitépour que des informations sur ette instabilité soient observables : du signal térahertzintense apparaît enore relativement longtemps après l'interation (après ≃ 0.1 ms, 'està dire après plus de 500 tours d'anneau)(Fig. 6.6 d). La �gure (Fig. 6.6 e) montre en détaile proessus : le signal émis après quelques entièmes de milliseonde est plus intense quele signal émis juste après l'interation. Ces images mettent lairement en évidene que lesinstabilités CSR apparaissent pour des fréquenes partiulières. À noter que le deuxièmepi apparaît au bout d'un temps prohe d'une demi-période synhrotron ; la durée entreles deux pis de la �gure 6.6 est prohe de 0.0497 ms, et la demi-période synhrotron estprohe de 0.047 ms 7.

7La fréquene synhrotron est de 10.52 KHz.
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Fig. 6.6: Puissane térahertz émise par le paquet d'életrons, en fontion du temps et de lafréquene de modulation de l'impulsion laser, pour un ourant de a) 21.8 mA, b) 14.8 mA, ,d,e)
11.8 mA. L'image e) est une oupe de l'image d).



130 CHAPITRE 6.ConlusionL'exitation à une fréquene préise d'un paquet d'életrons irulant dans un anneaude stokage, par une interation ave une impulsion laser permet de tester l'instabilitéCSR. Nos travaux ont permis de mettre en évidene expérimentalement que l'instabi-lité CSR se forme à partir de l'ampli�ation de ertaines fréquenes, omme ela avaitété prédit théoriquement. Ainsi, la dernière �gure (Fig. 6.6 ) montre les préurseurs del'instabilité CSR : le système est sous le seuil d'instabilité, toutefois ertains taux de dé-roissanes des perturbations sont su�samment faibles pour qu'on puisse observer quellessont les fréquenes qui sont les plus instables. Cette étude est pour l'instant qualitative,mais ette expériene permettra ertainement d'obtenir des informations quantitativessur l'impédane des anneaux de stokage, élément déterminant pour la ompréhensiondes instabilités CSR, et le fontionnement des anneaux de stokage à fort ourant. Pourmettre en évidene le aratère général de ette méthode, nous allons présenter un résultatanalogue en hydrodynamique, sur le système de Rayleigh-Bénard où un �uide est soumisà une di�érene de température entre ses deux surfaes horizontales (la température étantplus haute sur la ouhe inférieure). Il est onnu qu'à partir d'une di�érene de tempé-rature seuil, e système hange de omportement et forme des rouleaux de onvetions(Fig. 6.7 ) [126℄. Aussi, avant que les rouleaux n'apparaissent, des préurseurs ii induispar du bruit sont visibles (Fig. 6.7 b), et ontiennent des informations sur la struture quiva s'établir une fois le seuil dépassé (Fig. 6.7 ,d). Dans ette expériene, le système estdiretement observable, et il n'y a pas besoin de venir perturber le système, le bruit su�tpour observer les préurseurs. Dans nos expérienes, la situation est plus déliate puisquel'espae des phases n'est pas diretement observable. Pour observer les préurseurs del'instabilité, nous avons du exiter le système par le biais de l'interation ave une im-pulsion laser. Finalement, es travaux pourront être omplétés par d'autres expérienes,notamment pour avoir d'autres informations sur les préurseurs, omme par exemple leurspetre.
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Fig. 6.7: Images en éhelle de gris de la surfae d'un �uide dans le système de Rayleigh-Bénard.(a) Image obtenue par shadowgraph montrant les �utuations des rouleaux en dessous du seuil.(b) Carré du module de la transformée de Fourier de l'image (a). () Image obtenue par sha-dowgraph d'un motif hexagonal, au dessus du seuil. (d) Carré du module de la transformée deFourier de l'image (d). D'après [126℄.
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ConlusionDurant ette thèse, nous nous sommes intéressé à deux problématiques liées à la dyna-mique d'életrons relativistes et au rayonnement synhrotron qu'ils émettent. Dans unpremier temps, nous nous sommes intéressé au ontr�le de strutures �turbulentes� quiapparaissent sur des impulsions d'un laser à életrons libres, et plus généralement dans lessystèmes spatio-temporels soumis à une dérive. Ensuite, nous avons étudié la réation, àune impulsion laser externe, d'un paquet d'életrons relativistes irulant dans un anneaude stokage, dans le but d'étudier les instabilités CSR (Coherent Synhrotron Radiationinstabilities) apparaissant lorsque la densité de harge du paquet devient importante.Sur un laser à életrons libres de type osillateur, lorsque le taux de répétition des impul-sions est di�érent de la fréquene du passage des életrons, les impulsions sont déaléespar rapport au paquet d'életrons d'un tour sur l'autre de avité, proessus à l'origine deomportements �turbulents� [48, 1℄. Ce type de dynamique n'est pas propre au LEL, maisse retrouve sur tout un ensemble de systèmes spatio-temporels, dont le point ommunest qu'ils sont soumis à une dérive [6℄. On renontre par exemple e type de systèmes enhydrodynamique [14, 15, 16, 17℄, en physique des plasmas [18℄, ou en optique [12, 10, 13℄.Tous es systèmes présentent le même omportement général : à forte dérive des �u-tuations des grandes amplitudes apparaissent et rendent les régimes turbulent. Dans essystèmes, la problématique du ontr�le n'est pas qu'une solution stationnaire stable existe,mais que la solution stationnaire stable soit dans une large mesure insensible au bruit.Nous avons montré qu'une simple rétroation ave un déalage spatial permet de sup-primer quasiment totalement les �utuations. Le proessus implique la réation d'unenouvelle solution stationnaire dans le système déterministe assoié. Les études théoriquesont en grande partie été e�etués sur une équation de Ginzburg-Landau, équation quel'on retrouve fréquemment au seuil d'une bifuration d'un système spatio-temporel [57℄,et qui dans notre as a un omportement similaire au LEL au voisinage du seuil d'insta-bilité [6℄. Une étude du ritère onvetif/absolu, ritère lassique des systèmes soumis àune dérive [61℄, nous a permis de montrer que le gain de la rétroation néessaire pourontr�ler le système est très faible ; en pratique, on s'attend à e qu'un gain plus grandque le niveau de bruit soit su�sant pour rendre le système régulier. Les études ont étéfaites ave un ouplage global, omme elui du LEL, et un ouplage loal, aratéristiquepar exemple des systèmes hydrodynamiques [57℄. Dans le as d'un ouplage loal, l'ap-parition de la solution su�t à rendre le système régulier et le ritère onvetif/absolupermet de prévoir quand le régime sera ontr�lé. Dans le as d'un ouplage global, lasituation est plus ompliquée ar le seuil de réation d'une solution stable et la baisse dela sensibilité au bruit apparaissent pour des valeurs de paramètres di�érents ; l'expressiond'un seuil analytique dans le as d'un ouplage global reste une question ouverte. En�n,133



134 CHAPITRE 6.lorsque la solution possède une modulation interne, omme dans le LEL, il faut prendreen ompte le déphasage pouvant intervenir entre la solution dans le système et la solutionréinjetée. Nous avons mis en évidene que dans le as d'un ouplage loal le déphasage apour onséquene de déaler la longueur d'onde du spetre des impulsions ; alors que dansle as d'un ouplage global, le déphasage peut aussi avoir pour onséquene de modulerl'enveloppe de la solution.Nous avons appliqué expérimentalement la méthode de ontr�le à un laser à életronslibres (LEL) de type osillateur, elui de UVSOR à Okazaki au Japon, pour la premièrefois à notre onnaissane. Expérimentalement, rajouter une rétroation ave un déalagespatial revient à plaer un miroir à l'extérieur de la avité laser. La sensibilité du LELà une petite rétroation a pu être véri�ée, et nous avons mis en évidene qu'une stabili-sation intervenait �naturellement�, provenant de la ré�etion à l'interfae verre/air d'unefae non traitée d'un miroir de la avité.Notre deuxième sujet d'étude onerne la dynamique d'un paquet d'életrons relativistesdans un anneau de stokage, et en partiulier leur omportement instable survenantlorsque la densité de harge du paquet dépasse une valeur ritique. Cette instabilité,appelé instabilité CSR, apparaît sous la forme de bou�ées de rayonnement synhrotronohérent térahertz intense, signature d'une dynamique instable et omplexe des életrons.La di�ulté dans l'étude de e phénomène est que la distribution des életrons dans l'es-pae des phases n'est pas diretement observable. Notre stratégie a été de perturber lepaquet d'életrons ave un motif périodique dont nous pouvions hanger la période, etd'observer ensuite le rayonnement synhrotron émis. La perturbation a été réalisé grâeà une interation ave une impulsion laser externe dont la longueur était prohe de lalongueur du paquet d'életrons, et dont l'enveloppe a été modulée à une fréquene dansle domaine térahertz. Nos études sur e sujet se sont déroulées en deux étapes, d'aborddans un situation où le système n'était pas en régime instable, puis dans une situation oùil était dans la zone instable ou à son voisinage.Dans un premier temps, nous avons travaillé dans le régime stable du système. Ces étudesde faisabilités sur l'anneau de stokage UVSOR-II ont montré la possibilité d'obtenir auniveau d'aimants de ourbure un rayonnement synhrotron ohérent, étroit spetralementet aordable dans le domaine térahertz ; en opposition ave le rayonnement synhrotron�lassique� qui est large bande et inohérent à es longueurs d'ondes. L'interation avel'impulsion laser a pour e�et de struturer le paquet à la fréquene térahertz ; e quipermet aux életrons d'émettre un rayonnement en phase, 'est à dire ohérent, à ettefréquene. Les études analytiques permettent de onnaître l'e�aité du proessus enfontion des paramètres, et d'estimer la zone d'aordabilité.Nous pouvons faire un rapprohement ave les études d'optique non linéaire dans desmilieux �lassiques�, ar ette expériene est analogue à la reti�ation optique, expérieneoù le rayonnement laser est transformé en tension à la surfae d'un ristal non linéaire.Dans nos expérienes, le milieu non linéaire est un paquet d'életrons relativistes, et lerayonnement laser est transformé en rayonnement synhrotron.Pour le moment, les expérienes menées ii, qui était destinées à des études de faisabilitéset non optimisées pour la générations de fortes puissanes, ont fournit une intensité rêteà la fréquene d'émission dix mille fois supérieure à elle du rayonnement synhrotron



6.2. EXPÉRIENCE SUR L'ANNEAU DE STOCKAGE UVSOR-II 135émis par un paquet �non préparé�. La brillane du rayonnement obtenu est omparable àelles de soures ommeriales omme le Teraview (dans le domaine du nJ/m−1) à desourants de l'ordre de 20 mA. Toutefois, des améliorations diretes devraient augmenterla puissane émise et la brillane. Des augmentations de plusieurs ordres de grandeursdevraient être obtenues par simple optimisation du reouvrement de la puissane ini-dente et de la densité de ourant, en partiulier grâe à la dépendane quadratique de lapuissane térahertz en fontion de l'intensité laser et de la densité de harge du paquet.Dans un deuxième temps, nous avons fait interagir les életrons ave l'impulsion lasermodulée lorsque le système était soit instable, soit au voisinage de l'instabilité CSR. Cestravaux ont permis de mettre en évidene expérimentalement que l'instabilité CSR seforme à partir de l'ampli�ation de ertaines fréquenes spatiales, omme ela avait étéprédit théoriquement [113℄. En partiulier nous avons observé les préurseurs de l'insta-bilité CSR ; les préurseurs sont des strutures apparaissant sous le seuil d'instabilité,mais qui possèdent toutefois des informations sur les strutures qui se manifestent audessus du seuil. Ces expérienes ont permis d'observer à quelles fréquenes de modula-tion spatiale l'instabilité apparaissait. Cette étude est pour l'instant qualitative, mais etype d'expérienes permettra ertainement d'obtenir des informations quantitatives surl'impédane des anneaux de stokage, élément déterminant pour la ompréhension desinstabilités CSR, et le fontionnement des anneaux de stokage à fort ourant.
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Annexe AGain du laser à életrons libres : détailsde l'interation entre le paquetd'életrons et l'impulsion laserLe gain du laser à életrons libres (LEL) provient d'une interation entre l'impulsion laserdans la avité et un paquet d'életrons dans l'anneau de stokage. Cette interation sedéroule dans un klystron optique formé de deux onduleurs (le modulateur et le radiateur),et d'une zone dispersive (Fig. A.2). Un onduleur est onstitué d'une alternane d'aimantNord/Sud, réant une zone de hamp magnétique période permanent. En traversant ettezone, les életrons suivront une trajetoire sinusoïdale (Fig. A.1) ou hélioïdale.
N

N

N

S

S

S

S

rayonnement

électrons

aimants

Fig. A.1: Exemple de trajetoire et du rayonnement d'un életron dans un onduleur.Dans le modulateur, l'interation de l'impulsion laser ave les életrons osillants transver-salement induit une modulation d'énergie des életrons (voir aussi la setion 4.4). La zonedispersive transforme la modulation d'énergie en modulation de densité, à la longueurd'onde de la lumière laser. Le paquet est dit miro-struturé. Dans le radiateur, le paquetd'életrons miro-struturé émet un rayonnement en phase ave la lumière inidente. Ensortie de l'onduleur, l'impulsion laser a été ampli�ée.
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d’énergieFig. A.2: Shéma d'un klystron optique et des aratéristiques du paquet d'életrons dans elui-i.Les életrons émettent prinipalement à la longueur d'onde de résonane λR :

λR =
λ0

2γ2
(1 +K2/2) (A.1)ave γ le fateur de Lorentz, λ0 la période de la trajetoire des életrons dans l'onduleur, et

K le paramètre de dé�exion, dépendant en autre de la valeur du hamp magnétique [127℄.



Annexe BMéthodes de alul numérique desdérivées spatialesCette annexe présente les deux méthodes que nous avons utilisées pour aluler numé-riquement les dérivées spatiales dans l'intégration des équations aux dérivées partielles.Nous présentons ii omment aluler les dérivées premières.
Méthode pseudo-spetraleLa méthode pseudo-spetrale onsiste à passer dans l'espae réiproque, puis à multiplierle résultat par ik et en�n à revenir dans l'espae diret (équation B.1 et �gure B.1).

y′(x) = TF−1 (TF [y(x) × ik]) (B.1)

TF −1

x0x1 xi xn

x0x1 xi xn

~
k0k1 ki kn

k0k1 ki kn

~

f(x)

f ’(x)

TF

f(k)

x ik
f(k) x ik

Fig. B.1: Étapes d'une dérivée numérique par la méthode pseudo-spetrale.149



150 ANNEXE B.Méthode des di�érenes �niesLa méthode des di�érenes �nies utilise la dé�nition habituelle de la dérivée d'une fontiondisrète (équation B.2 et �gure B.2).
y′(xi) =

y(xi+1) − y(xi−1)

2∆x
(B.2)Ave xi la valeur de y(x) à la �ase� i. L'intervalle entre deux �ases� est ∆x.

x0x1 xi xn x0x1 xi xn
f ’(x)

 f(xi+1) − f(xi−1)f ’(xi)=
2  x∆

f(x)Fig. B.2: Étapes d'une dérivée numérique par la méthode des di�érenes �nies.La valeur de la dérivée aux extémités est obtenue en utilisant les onditions limites pério-diques.Bruit introduit - approhe qualitativeDans les systèmes que nous étudions, la méthode des di�érenes �nies permet d'introduiremoins de bruit lors du alul des dérivées. Ave la méthode des di�érenes �nies, le résultatde la dérivée d'un signal d'amplitude loalement très faible est aussi très faible puisqu'ilest la soustration de deux valeurs très faibles. Ave la méthode pseudo-spetrale, la valeurde la dérivée est en général beauoup plus grande, puisque pour obtenir ette valeur, ilfaut prendre en ompte tout le signal entier [Eq. (B.3)℄ [128℄.
Ỹi =

j=n−1
∑

j=0

Xje
−2πij

√
−1/n (B.3)



Annexe CDispositif expérimentald'enregistrement des diagrammesspatio-temporels et spetro-temporelsdes impulsions lasers en sortie du LELSur les images de la �gure 2.19, l'intensité des impulsions lasers est enregistrée en tempsréel grâe à une améra à balayage de fente (streak amera) et leur spetre en temps réel estobtenu en ombinant un Perot-Fabry et une améra CCD linéaire (Fig. C.1). En sortie dulaser, le signal est séparée en deux. Une partie va diretement sur la améra à balayage defente qui enregistre les diagrammes spatio-temporels de l'intensité ave une résolution dutemps rapide de 2 ps. L'autre partie du rayonnement inident est utilisée pour enregistrerl'intensité du spetre en fontion du temps. La lentille ylindrique permet de foaliserle faiseau inident dans une diretion tout en laissant l'autre diretion parallèle à l'axeoptique. Cela permet de limiter l'inlinaison des angles du faiseau à une seule diretion, etd'obtenir en sortie du Pérot-Fabry un spetre omplet sur une largeur étroite. Ce spetresera ensuite enregistré par la améra CCD linéaire plaée dans le plan foal de la lentillesphérique.
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Fig. C.1: Dispositif expérimental d'enregistrement des diagrammes spatio-temporels et spetro-temporels.
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Annexe DReouvrement transverse entre lefaiseau optique de la rétroation et lemode du laser à életrons libres
Paramètres q pour la avité du LELÀ l'intérieur de la avité, juste avant la ré�exion sur le miroir de sortie, le rayon deourbure omplexe est (Fig. D.1) :

q+ = (5.59 + 1.51 i) m (D.1)Nous allons évaluer le reouvrement juste après la ré�exion sur le miroir de sortie. À etendroit, le rayon de ourbure omplexe est :
q+ = (−5.59 + 1.51 i) m (D.2)Si on suppose que λ = 420 nm, on obtient un rayon de einture (beam waist) et un rayonde ourbure réel égal à :

ω− = 0.00172 m (D.3)
R− = −6 m (D.4)Paramètres q pour le faiseau de rétroationRétroation d'un miroir plaé à une distane dNous allons maintenant évaluer le rayon de ourbure omplexe du faiseau de rétroationjuste au point où q− a été alulé (juste après que le faiseau de rétroation entre dans laavité). Nous devons aluler la transformation de q+ à travers :� la lentille formée par le miroir de sortie, ave une distane foale f = −R2/(n− 1). Enprenant un indie de réfration n = 1.5 et R2 = 6m, on obtient f = −12m.� une propagation sur une distane de 2d.� De nouveau la lentille. 153



154 ANNEXE D.
q−f = (8.61 + 0.055i)m (D.5)Si on suppose que λ = 420nm, on obtient un rayon de einture (beam waist) et un rayonde ourbure réel égal à :

ω− = 0.0133m (D.6)
R− = +8.61m (D.7)Rétroation de la fae arrière du miroir de sortieNous devons aluler la transformation de q+ à travers :� la lentille formée par le miroir de sortie, ave une distane foale f = −R2/(n− 1). Enprenant un indie de réfration n = 1.5 et R2 = 6m, on obtient f = −12m.� une propagation sur une distane de 2 × 9mm dans du verre (9mm est l'épaisseur dumiroir).� De nouveau la lentille.

q−f = (2.946598390 + 0.3966775726i)m (D.8)Intégrales de reouvrement
−q
−q

R1 (=8m)

+q

d=13.3 m
f

miroir de sortie R2 (=6m)

propagation sur d

propagation sur dFig. D.1: L'intégrale de reouvrement est alulée à l'intérieur de la avité, près du miroirde sortie (rayon de ourbure omplexe q− pour le mode de avité, et q−f pour le faiseau derétroation.La fration de puissane réinjetée dans le mode de avité est :
α2 = T 2

OCRFM |η|2(q−, q−f ), (D.9)
η étant dé�nie par :

|η|2(q1, q2) =

∣
∣
∣

∫ x=+∞
x=−∞

∫ x=+∞
x=−∞ φ∗

q1(x, y)φq2(x, y)dxdy
∣
∣
∣

2

∫ x=+∞
x=−∞

∫ x=+∞
x=−∞ |φq1(x, y)|2dxdy

∫ x=+∞
x=−∞

∫ x=+∞
x=−∞ |φq1(x, y)|2dxdy

, (D.10)Ave : TOC le oe�ient de transmission du miroir de sortie, R le oe�ient de ré�exiondu miroir de rétroation, et φq− et φq+ les pro�ls gaussiens transverses dé�nis par :



D.0. 155
φq(x, y) = e−

ik(x2+y2)
2q . (D.11)Le alul de l'intégrale de reouvrement donne :

α2 = T 2
OCRFM |η|2 (D.12)

|η|2 = 4
zR1zR2

(z1 − z2)2 + (z1 + z2)2
, (D.13)ave qi = zi + izRiValeurs numériques pour le oe�ient de la rétroationRétroation d'un miroir externe plaé à une distane dEn utilisant les valeurs numériques de q− et q−f obtenues dans la setion préédente[Eq. (D.5)℄, on obtient :

|η|2 = 0.00164 (D.14)En prenant TOC = 0.002 omme oe�ient de transmission du miroir de sortie, et RFM =
1, on obtient :

α2 = T 2
OCRFM |η|2 = 0.565 × 10−8 (D.15)Rétroation de la ré�exion de la fae arrière du miroir de sortiePour onsidérer la ré�exion de la fae non traitée, la fae arrière du miroir de sortie, onutilise la valeur donnée par l'équation (D.8). On obtient :
|η|2 = 0.031 (D.16)En prenant TOC = 0.002 et RFM = 0.04,

α2 = T 2
OCRFM |η|2 = 0.496 × 10−8 (D.17)
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Annexe EEstimation de la largeur du spetre durayonnement synhrotron inohérentIl est possible d'obtenir un ordre de grandeur de la largeur du spetre (ωc Fig. 3.4) enalulant la largeur de la transformée de Fourier assoiée à l'impulsion émise par un seuléletron [70℄. D'après la �gure E.1, un ordre de grandeur de la durée de l'impulsion émisepar un életron est :
∆t =

1

c
(cδt− ∆x) ≃ ∆x(

1

v
− 1

c
) ≃ ρ

cγ3
(E.1)

avec γ =
E0

mc2
=

1
√

1 −
(

v
c

)2
, le facteur de Lorentz, (E.2)

m la masse d′un lectron (E.3)
et c la vitesse de la lumire dans le vide (mc2 = 0.511MeV) (E.4)En faisant l'hypothèse que la largeur ∆t/2 est la largeur à e−1, la largeur de la transforméede Fourier de ette impulsion est :

∆ω = 4
cγ3

ρ
(E.5)La dé�nition usuelle est [70℄ :

ωc =
3

2

cγ3

ρ
(E.6)La distribution spetrale du rayonnement émis par des életrons distribués au hasard dansle paquet est identique à la distribution spetrale d'un seul életron [70℄.
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Fig. E.1: Durée d'une impulsion émise par un életron d'énergie γmc2 parourant une trajetoireirulaire de rayon ρ.



Annexe FModèle de l'anneau irulaire,osillations synhrotron et bêtatron
z

y

x

o

RFig. F.1: Modèle de l'anneau irulaire. Les quantités x, y, z sont les oordonnées horizontale,vertiale et longitudinale d'une partiule par rapport à un e partiule de référene O, qui irulesur une trajetoire irulaire de rayon R à la vitesse v2 = (1 − 1
γ2 )c2. D'après [73℄.Dans des as simpli�és, il est possible d'avoir une desription de la trajetoire des életronsen terme d'équations di�érentielles [70, 73℄. Ces équations sont obtenues en alulant lesoordonnées d'un életron d'un tour d'anneau sur l'autre, et en faisant tendre le tempsdisret en un temps ontinu [70℄1. Dans le modèle simpli�é de l'anneau irulaire de rayon

R (Fig. F.1), la trajetoire d'un életron obéit à trois équations di�érentielles, dérivantune osillation harmonique selon la diretion longitudinale (osillation synhrotron) etdans le plan transverse (osillations bêtatron) [70, 73℄. Ce modèle met aussi en évidenel'existene d'une partiule appelée partiule synhrone ayant une énergie �idéale� nomméeénergie nominale E0, permettant à la partiule synhrone de iruler sur une trajetoireidéale : une trajetoire irulaire de rayon R [73℄. La partiule synhrone est prise ommeorigine du système de oordonnées, et le mouvement des autres életrons est dé�ni parrapport à ette partiule �tive. De même que pour le formalisme des matries de transfert,la desription d'un életron néessite six oordonnées : trois oordonnées de l'espae x, y, zet trois oordonnées d'impulsion x′, y′, w assoiées respetivement à x, y, z. w = ∆P
P
, ave

∆P la di�érene entre l'impulsion longitudinale P de la partiule étudiée et elle de la1Cette méthode est identique à elle utilisée pour obtenir la master equation du laser à életrons libres(voir hapitre 1). 159



160 ANNEXE F.partiule synhrone.Osillation synhrotronLa trajetoire d'un életron selon les oordonnées longitudinales z et w, est une osillation,appelée osillation synhrotron [Eq. (F.1)℄. Cette dynamique est due à la fois à la formeparabolique du hamp RF et à la dépendane en énergie du temps de parours d'unéletron (un életron qui a une énergie supérieure à l'énergie nominale E0 paroureraun hemin plus long dans l'anneau et vie versa). Le oe�ient η entre l'impulsion Pet la oordonnée z est modi�able expérimentalement via le fateur de ompression desmoments α (momentum ompression fator).
w′ + (

νz0

R
)2z = 0 (F.1)
z′ = −ηw (F.2)
η = α− 1

γ2
(F.3)Ave γ = E0

mc2
= 1

q

1−( v
c )

2 . Le symbole prime représente la dérivée de la variable parrapport à un temps normalisé [73℄. νz0 est diretement lié à la fréquene synhrotron [73℄.Osillations bêtatronDans le plan transverse à la diretion de propagation, la trajetoire des életrons est aussiune osillation, due aux aimants de foalisation quadrip�les et sextup�les.
x′′ + (

νx0

R
)2x = 0 (F.4)

y′′ + (
νy0

R
)2y = 0 (F.5)(F.6)Le symbole prime représente la dérivée de la variable par rapport à un temps norma-lisé [73℄. νx0 et νy0 sont diretement liés aux fréquenes bêtatron [73℄. En général νx0 >> 1,

νy0 >> 1, νz0 << 1.



Annexe GDétails de l'étireur du système de miseen forme de l'impulsion laserLa formule donnant l'angle de di�ration θ1 en fontion de l'angle d'inidene θ0, de lalongueur d'onde λ1 et le nombre de lignes par millimètre du réseau N (Fig.G.1) est :
Nλ1 = sin(θ0) + sin(θ1) (G.1)

θ0

θ
θ

2

1

dRéseau

Réseau (N traits/mm)Fig. G.1: Un faiseau inident est ré�éhi sur le réseau ave des angles di�érents selon la longueurd'onde. θ0 est l'angle inident, θ1 est l'angle de ré�etion de la longueur d'onde la plus basse,θ2est l'angle de ré�etion de la longueur d'onde la plus haute. d est la distane entre les deuxréseaux.En utilisant ette formule, nous pouvons aluler la largeur de l'impulsion en fontion desparamètres :
σ =

2d

c
[

1

cos(θ2)
− 1

cos(θ1)
+ sin(θ0)(tan(θ2) − tan(θ1)] (G.2)

θ0 est l'angle d'inidene sur le réseau, θ1 est l'angle de ré�etion assoiée à la longueurd'onde la plus basse de l'impulsion, θ2 est l'angle de ré�etion assoiée à la longueur d'ondela plus haute de l'impulsion. d est la distane entre les deux réseaux. c est la vitesse de lalumière dans le vide. 161



162 ANNEXE G.En prenant des paramètres similaires à l'expérienes (N = 1200 traits/mm, λ1 = 795 nm,
λ2 = 805 nm, θ0 = 0.6 rad 1 ), et en faisant varier d entre 10 m 2 et 1 m 3, on alule àpartir de l'équation (G.2) une largeur d'impulsion omprise entre 10 ps et 100 ps. À noterque la largeur de l'impulsion n'a pas été dé�nie de manière préise.

1'est à dire à 0.1 rad de l'angle de Littrow, ave les paramètres utilisés.2Pour des raisons d'enombrements, il est di�ile de diminuer ette distane3La limite provient de la taille des réseaux : plus la distane entre les réseaux augmente, plus le faiseaulaser a une grande dimension transverse.



Annexe HDétails de la modélisation desexpérienes d'interationlaser/életrons
Expression du spetre valide pour une puissane et uneforme d'impulsion laser arbitraireFormulation du problème.Les oordonnées appropriées d'un életron sont sa position longitudinale z, la oordonnéetransverse x dans le plan horizontal, la vitesse transverse x′ et la variation de l'énergielongitudinale w par rapport au entre de l'énergie du paquet (énergie nominale de lapartiule synhrone). Avant l'interation, la densité de harge du paquet d'életrons f estprise gaussienne :

f(x, x′, z, w) =
1

4π2
e−

1
2
(x2+x′2+z2+w2) (H.1)Les variables (x, x′, z, w) sont exprimées en unité de leur largeur RMS σx,σx′ ,σz,σw. Lamodélisation du proessus est simpli�ée en onsidérant deux étapes. Premièrement la mo-dulation de l'énergie des életrons par le laser, et deuxièmement le transport des életronsà travers les aimants de ourbures. L'interation ave le laser mène prinipalement à unemodulation rapide de l'énergie à la fréquene optique de la distribution de harge deséletrons. Si on onsidère le as simpli�é d'une onde plane laser, modulant la distributionlongitudinale d'énergie, la distribution dans l'espae des phases devient :

g(x, x′, z, w) =
1

4π2
e−

1
2
(x2+x′2+z2)e−

1
2
[w−a(z)sin(z/ǫ)]2 (H.2)ave a(z) l'enveloppe du hamp du laser et 1/ǫ la longueur d'onde du laser en dimensionréduite. Dans les unités utilisées, |a(z)| est l'amplitude de la modulation d'énergie enunité d'energie spread. Ensuite, le transport du faiseau à travers les hamps magnétiquesimplique des trajets di�érents en fontion de l'énergie, ainsi que de x et x′. C'est leproessus prinipal qui va transformer la modulation rapide de l'énergie en une modulation163



164 ANNEXE H.lente de la densité de harge à l'éhelle THz. Nous faisons l'hypothèse que ela mène àune transformation linéaire des oordonnées (x, x′, z, w)=x de haque életron :
x → rx (H.3)Ave r la matrie de transfert normalisée [21℄ du proessus. Nous supposons qu'elle a lastruture suivante :







r11 r12 0 r16
r21 r22 0 r26
r51 r52 1 r56
0 0 0 1







(H.4)Les oe�ients rij sont normalisés de la manière suivante (seuls les termes utiles sontexpliités) :
r51 = R51

σx

σz
, r52 = R52

σ′
x

σz
, r56 = R56

σδ

σz
(H.5)Ave Rij les éléments usuels non normalisés des matries de transfert [19℄. Nous avons unepropriété supplémentaire, |r| = 1. Cependant, nous allons e�etuer un alul plus général,valide dans le as où |r| 6= 1. La distribution d'életrons est transformée en [21, 19℄ :

h(x) = |r|−1g(r−1
x), (H.6)Ensuite, pour obtenir les informations sur la puissane THz rayonnée, il est importantd'examiner la distribution longitudinale d'életrons, qui joue le r�le de soure dans leproessus [21℄ :

ρ(z) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

h(x, x′, z, w)dxdx′dw, (H.7)et en partiulier sa transformée de Fourier :
ρ̃(k) =

+∞∫

−∞

e−ikzρ(z)dz (H.8)Après avoir remplaé les équations (H.6, H.7) dans l'équation (H.8), l'intégration sur
x, x′ et w peut être aisément alulée en utilisant un hangement de variable (voir leparagraphe suivant) :

ρ̃(k) = e−
1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k2

ψ(k) (H.9)
avec ψ(k) =

+∞∫

−∞

e−ikz e
z2

2

√
2π
e−ikr56a(z) sin(z/ǫ)dz (H.10)Ces expressions, bien qu'importantes pour la modélisation, sont di�ilement intégrablesnumériquement. En e�et, l'intégrale dans l'équation H.10 présente des variations à deséhelles très di�érentes, puisqu'elle implique les osillations à la fréquene optique à 1/ǫet à ses harmoniques, en même temps que des variations lentes à l'éhelle de l'enveloppelaser.



H.0. 165Détails du hangement de variables utilisé pour l'intégrationPour obtenir l'équation (H.10), nous avons utilisé un hangement de variables. En rem-plaçant l'équation (H.7) dans l'équation (H.8), nous obtenons :
ρ̃(k) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

dx dx′ dz dw × e−ikzh(x, x′, z, w). (H.11)En utilisant la relation (H.6) :
ρ̃(k) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

dx dx′ dz dw × e−ikz|r|−1g
(
r
−1(x, x′, z, w)

)
. (H.12)Ensuite, nous faisons le hangement de variables :







x1

x′1
z1
w1







= r
−1







x
x
z
w







(H.13)Comme nous avons dx dx′ dz dw = |r|dx1 dx
′
1 dz1 dw1, nous obtenons :

ρ̃(k) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

dx1 dx
′
1 dz1 dw1 × e−ik(r51x1+r52x′

1+z1+r56w1)g (x1, x
′
1, z1, w1) .(H.14)Ensuite, après avoir alulé les quadratures sur x1, x′1 et w1, l'équation (H.10) est faile-ment obtenue. À noter que e résultat ne dépend que des éléments des matries r5i et del'état du paquet juste après l'interation ave le laser.Simpli�ation du problème en utilisant l'approximation de l'enve-loppe lentement variable.Comme ela se fait en optique non linéaire onventionnelle, nous pouvons tirer pro�t dela présene d'éhelles de temps très di�érentes. Comme l'amplitude de l'enveloppe a(z)est supposée varier lentement pendant une période optique, ˜ρ(k) est omposé de pisétroits à la longueur d'onde laser 1/ǫ, et à ses harmoniques p× 1/ǫ. Dans e travail, noussommes intéressés par la réponse à basses fréquenes (harmonique p = 0). Pour ǫ ≪ 1,nous pouvons appliquer l'approximation de l'enveloppe lentement variable, omme dansle travail de Stupakov et de Heifets [129℄, pour trouver une approximation de l'intégrale :

ψ(k) ≃ ψ0(k) =

∫

∞
∞e−ikz e

z2

2

√
2π

×




1

2π

π∫

−π

e−ikr56a(z) sin(Z)dZ



 dz, (H.15)qui est valide quand l'enveloppe de l'impulsion laser varie lentement sur une période op-tique.



166 ANNEXE H.Cela donne l'approximation suivante pour le spetre de la distribution longitudinale deharge, valide dans le domaine THz :
ρ̃(k) ≃ ρ̃0(k) = e−

1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k2 ×
∞∫

−∞

e−ikz e
z2

2

√
2π
J0(kr56a(z))dz (H.16)Ave J0 la fontion de Bessel d'ordre zéro. Cette expression doit en général être aluléenumériquement, mais elle est de loin beauoup moins longue à intégrer que le problèmeoriginal [Eqns.(H.7, H.9)℄. L'équation H.16 nous servira de relation de référene dans lessetions qui suivent.Calul numérique de spetres typiques en fontion de la puissanelaser.Numériquement, nous avons examiné le as de la réponse à une impulsion laser gaussiennemultipliée par une modulation sinusoïdale :

a(z) = w0e
− z2

4σ2
L × cos(

km

2
z + φ), (H.17)ave σL la largeur RMS de la gaussienne en unité de la largeur de paquet σz, et km lenombre d'onde de la modulation d'intensité en unité de σ−1

z . w0 représente la modulationd'énergie maximale des életrons induite par laser (dans le as φ = 0), en unité de lavaleur de la di�usion relative d'énergie σδ. La limite de l'aéptation en énergie (energieaeptane) de la mahine donne une limite forte à la valeur possible de w0 ( et joue ler�le de seuil de dommage en optique non linéaire onventionnelle). Par exemple, pourUVSOR-II, l'aéptation en énergie δa est de l'ordre de 1%, 'est à dire 170 fois la valeurde di�usion en énergie. Ainsi, nous pouvons estimer que le domaine approprié des valeursà onsidérer est w0 << 170.Comme nous l'attendions intuitivement, l'intégration numérique révèle qu'à faible puis-sane laser (typiquement lorsque le maximum de modulation est tel que w0 << 1/|kmr56|),la réponse est prinipalement un seul pi à km (Fig. H.1 a,b). À plus forte puissane, desdéformations du spetre sont prévues(Fig. H.1 ,d).La dépendane de la puissane térahertz en fontion de la puissane laser peut être étudiée,en examinant |ρ0(k)|2 (proportionnel à la puissane du spetre de l'impulsion térahertz)en fontion de w2
0 (puisque w2

0 est proportionnel au pi de puissane laser). Le résultatest présenté Fig. H.2. Une dépendane quadratique est observée pour des puissanes delaser faibles, une saturation apparaît à des puissanes plus élevées.Finalement, il est intéressant de remarquer que l'approximation de l'enveloppe lentementvariable (ǫ << 1) n'est pas très sévère. En fait, l'équation (H.16) fontionne ave laplupart des formes des impulsions lasers, 'est à dire quand l'amplitude varie lentement àl'éhelle d'une longueur d'onde optique (typiquement lorsque la durée de l'impulsion estbeauoup plus longue que la période optique). En partiulier, l'équation (H.16) n'est passeulement utile pour le problème onsidéré, mais peut aussi être utilisée dans le as du
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Fig. H.1: Module du spetre térahertz |ρ0(k)|2 en fontion de la puissane laser (a) : w0 =
0.1,(b) : w0 = 1,() : w0 = 10,(d) : w0 = 100. Calul numérique d'après l'équation (H.16). Desdéformations du spetres sont prévues à forte puissane laser. Autres paramètres : km = 400,
σL = 0.3, r51 = −0.00053, r52 = 0.0021, r56 = −0.0029.
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 1e−05  0.1  10  1000 0.001Fig. H.2: Dépendane de la puissane térahertz émise en fontion de la puissane laser de l'im-pulsion [alul numérique d'après Eq. (H.16), résultats analytiques d'après Eq. (H.38)℄. Les lignesen traits pleins et en traits alternés sont le maximum de |ρ0(k)|2 alulé numériquement, et analy-tiquement respetivement (les deux ourbes ne sont en pratique pas distinguables pour w0 < 1.Ligne en pointillées : aire du pi prinipal[∫ |ρ0(k)|2dk℄ alulé numériquement. Paramètres :
km = 400, σL = 0.09, r51 = −0.00053, r52 = 0.0021, r56 = −0.0029.



168 ANNEXE H.sliing �onventionnel� ('est à dire pour des impulsions pioseondes ou femtoseondessans modulation) [21, 20, 19, 83℄.Expression analytique du spetre dans la limite de faiblepuissane laserL'équation (H.16) requiert un alul numérique de l'intégrale. Cependant, une expressionanalytique peut être obtenue dans la limite de faible puissane laser.Développement asymptotique valide pour des intensités laser faibleset des formes d'impulsions laser arbitrairesNous examinons le as a(z) petit. Dans le domaine où |a(z)| << 1/|kr56|, nous pouvonsfaire un développement limité de l'équation (H.16) au seond ordre :
ρ̃0(k) ≃ ρ̃00(k) = e−

1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k2 ×
∞∫

−∞

e−ikz e
z2

2

√
2π

[

1 − k2r2
56

4
a2(z)

]

dz (H.18)Cela amène à :
ρ̃00(k) = e−

1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k2 ×



e−
k2

2 − k2r2
56

4

∞∫

−∞

e−ikz e
z2

2

√
2π
a2(z)dz



 . (H.19)Ce développement limité est valide pour toute forme d'impulsion, et peut être utilisé pourobtenir des expressions analytiques dans des as partiuliers. Dans le paragraphe suivant,nous présentons le as d'une impulsion laser et d'un paquet d'életrons in�niment long.Ensuite, nous dériverons aussi le as d'une impulsion laser gaussienne multipliée par unemodulation sinusoïdale.Expression analytique dans la limite d'une impulsion laser et d'unpaquet d'életrons in�niment longs.À faible puissane laser, nous pouvons faire un développement limité, qui mène à uneexpression analytique simple. Dans la limite d'un paquet d'életrons et d'une impulsionlaser in�niment longs, nous remplaçons e−
z2

2√
2π

par 1, et prendre a(z) =
√
P cos(kmz/2),

ρ̃00(k) devient :
ρ̃00(k) = e−

1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k
2 ×

+infty∫

−∞

e−ikz

[

1 − k2r2
56

4
P cos2(

km

2
z)

]

dz (H.20)
= 2πδ(k) − e−

1
2
(r2

51+r2
52+r2

56)k2

(
k2r2

56Pπ

8

)

× [δ(−k + km) + δ(k + km)].(H.21)



H.0. 169Le premier terme est la ontribution que nous aurions si l'impulsion n'était pas modulée.Le deuxième terme est la ontribution due à la modulation laser. Ainsi, nous nous atten-dons à e qu'en première approximation, la puissane térahertz dépende de la fréquened'exitation km selon la loi suivante :
PTHz ≃ Cr4

56P
2k4e−(r2

51+r2
52+r2

56)k2

, (H.22)ave C un paramètre inonnu à ette étape de modélisation. Cette ourbe a un maximumloalisé à :
km = kmopt =

√
2

√

r2
51 + r2

52 + r2
56

. (H.23)En terme de variables ave dimensions, la fréquene assoiée (en Hertz) est :
νmopt =

c

2π

√
2

√

R2
51σ

2
x +R2

52σ
2
x′ +R2

56σ
2
δ

. (H.24)Cette valeur analytique peut être utilisée pour estimer le domaine d'e�aité maximaleave une bonne approximation lorsque l'impulsion laser est beauoup plus grande que lapériode de modulation, et dans la limite d'une faible puissane laser. L'ajustement del'équation (H.22) ave les données expérimentales est présenté sur la �gure 4.21. Sur ette�gure, les deux ourbes orrespondent à l'émission après un transport diret de l'onduleurà l'aimant de la ligne de lumière [ourbe(0)℄, et à l'émission après un tour omplet dansl'anneau de stokage [ourbe(1)℄ (voir la setion 4.3.3 pour les détails).Expressions analytiques dans le as d'enveloppe lentement variableet de faible intensité laserDes aluls similaires au as limite des impulsions in�niment longues peuvent être menéspour obtenir des approximations asymptotiques en onsidérant des formes d'impulsionslaser plus réalistes et un paquet d'életrons gaussien. Pour exemple, des expressions ana-lytiques dans le as de paquet d'életrons gaussien et d'impulsion laser gaussienne [dé�niepar l'équation (H.17)℄ seront dérivées dans l'annexe suivante. Toutefois, il est intéressantde onsidérer d'abord une forme plus générale d'impulsion laser :
a(z) = A(z) ×

√
2 cos(

km

2
z + φ), (H.25)dans la limite km >> 1, et ave A(z) variant lentement par rapport à la modulation sinu-soïdale. Plus préisément, la transformée de Fourier de A a des valeurs notables seulementpour |k| << km. Cela inlue le as de l'impulsion laser dé�nie par l'équation (H.17), pourlaquelle A(z) = w0e

− z2

4σ2
L /

√
2.



170 ANNEXE H.Nous obtenons failement :
ψ01(k) = −k

2r2
56

4

(

F (k) − 1

2
F (k − km) − 1

2
F (k + km)

) (H.26)
avec F (k) =

+∞∫

−∞

e−ikz

[

e−
z2

2

√
2π
A2(z)

]

dz, (H.27)et :
ρ̃0(k) ≃ ρ̃00(k) (H.28)

≃ e−
r2
51+r2

52+r2
56

2
k2 (H.29)

×
[

e−
k2

2 − k2r2
56

4
F (k) − 1

2

k2r2
56

4
F (k − km) − 1

2

k2r2
56

4
F (k + km)

] (H.30)Les quatre termes orrespondent à un e�et physique bien préis :a) e− r2
51+r2

52+r2
56

2
k2 × e−

k2

2 est la ontribution du paquet d'életrons sans interation laser.b) e− r2
51+r2

52+r2
56

2
k2 ×

[

−k2r2
56

4
F (k)

] est la ontribution qu'aurait eu une impulsion laser avela même énergie, mais sans modulation (�traditionnel� sliing).) e− r2
51+r2

52+r2
56

2
k2 ×

[

−1
2

k2r2
56

4
F (k ± km)

] sont les termes dus à la modulation, et sont lesomposantes étudiées dans nos travaux. Elles sont très piquées pour k près de ±km.Dans es régions, les autres termes sont négligeables.Dans la limite de faible puissane, nous avons [voir Eq. (H.18)℄ :
ρ̃0(k) ≃ ρ̃00(k) = e−

r2
51+r2

52+r2
56

2
k2

(ψ00(k) + ψ01(k)) (H.31)
avec (H.32)

ψ00(k) = e−
k2

2 (H.33)
ψ01(k) = −k

2r2
56

4

+∞∫

−∞

e−ikz e
− k2

2

√
2π
a2(z)dz (H.34)Le premier terme qui est juste l'émission térahertz du paquet d'életrons non perturbésera négligé par la suite. Tehniquement, nous avons juste à évaluer ψ01(k).

ψ01(k) = −k
2r2

56

4

+∞∫

−∞

e−ikz ×
[

e−
k2

2

√
2π
A2(z)

]

× [1 + cos(kmz + φ)] dz (H.35)



H.0. 171Cas partiulier d'une modulation sinusoïdale ave une enveloppegaussienne, et d'une faible puissane laserL'étude faite préédemment peut être utilisée pour obtenir des approximations asympto-tiques dans des as variés. Si nous onsidérons une impulsion laser ave une modulationsinusoïdale et une forme gaussienne :
a(z) = w0e

− z2

4σ2
L × cos(

km

2
z + φ), (H.36)'est à dire A(z) = w0e

− z2

4σ2
L /

√
2, nous avons :
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56k
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F (k) = −w2
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2
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2
56σL

32
√

σ2
L + 1

e
−

σ2
L

(k−km)2

2(σ2
L

+1) . (H.37)En négligeant les ontributions a) et b), et le reouvrement entre les deux fontions piquéesdans ), nous obtenons l'approximation suivante pour le spetre de puissane :
ρ̃0(k) ≃ e−

r2
51+r2

52+r2
56

2
k2 × w4

0k
4
mr

4
56σ

2
L

256σ2
L + 1

e
−

σ2
L(k−km)2

σ2
L

+1 (H.38)Deux véri�ations de ette approximation ave des aluls numériques sont présentéesFig. H.2 et Fig. H.3. Plus généralement, les tests numériques on�rment le fait que l'équa-tion (H.38) est valide lorsque les onditions σL >> 1/km et |a(z)| << 1/kmr56.

k

|ρ̃
2 0
(k

)|

2x10
−9

4x10
−9

6x10
−9

8x10
−9

 0
 380  385  390  395  400  405  410  415  420Fig. H.3: Spetre térahertz dans le as d'une impulsion laser gaussienne ave une modulationinterne : alul numérique d'après l'équation (H.16) (points) et approximation d'après l'équa-tion (H.38) (ligne). km = 400, σL = 0.3, w0 = 0.1, r51 = −0.00053, r52 = 0.0021, r56 = −0.0029.Si nous négligeons la ontribution du terme e− r2
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k2, la valeur RMS de la largeurdu pi est :
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1√
2

√

1 +
1

σ2
L

(H.39)



172 ANNEXE H.En terme de variables physiques, la valeur RMS de la largeur du pi s'érit (en Hertz) :
∆νRMS =

c∆kRMS

2πσz
(H.40)

=
1

2π
√

2

√

1

∆T 2
LRMS

+
1

∆T 2
zRMS

(H.41)où ∆TLRMS et ∆TzRMS sont les valeurs des durées RMS de l'impulsion laser et du paquetd'életrons respetivement.Néanmoins, il est important de noter que nous avons onsidérer ii le as idéal d'unemodulation sinusoïdale sans glissement de fréquene (hirp) dans la fréquene de modula-tion. Pour les expérienes présentées dans e hapitre, setion 4.3.1.2 (deuxième dispositifexpérimental), les paramètres sont : ∆TLRMS = 130 ps et ∆TzRMS = 100 ps. D'où, sansglissement de fréquene, nous avons théoriquement :∆νRMS = 0.07 m−1. Les largeurs me-surées expérimentalement sont plus larges : ≃ 0.14 m−1 et ≃ 0.38 m−1 pour le pi (0)et (1) respetivement. Contrairement à e qui est prédit par l'équation (H.41), es valeursdépendent de la fréquene onsidérée. Cela peut être attribué à l'existene du glissementde fréquene (hirp) dans la modulation interne de l'impulsion laser, un e�et qui est bienonnu dans le adre d'étude d'émission térahertz dans les semi-onduteurs [88℄. Le alulde et e�et est laissé pour d'autres études. Ce alul néessitera de onnaître les détails del'impulsion étirée à la sortie de l'ampli�ateur (ou de manière équivalente, la dispersionau troisième ordre à la sortie des réseaux), mais le alul des spetres en utilisant esdonnées est en prinipe similaire aux exemples présentés ii. Par ailleurs, nous pensonsaussi que réduire le glissement de fréquene non linéaire à la sortie de l'ampli�ateur auraun e�et drastique sur la largeur spetrale.E�et d'une dispersion dans la distribution initiale du pa-quet d'életronsLes aluls présentés peuvent être étendus en inluant une desription plus �ne de ladistribution initiale du paquet d'életrons. Nous onsidérons une distribution initiale dupaquet du type :
f(x, x′, z, w) =

1

4π2
e−

1
2 [(x−ηw)2+x′2+z2+w2], (H.42)où η aratérise la dispersion transverse d'énergie. Après l'interation ave le laser :

g(x, x′, z, w) =
1

4π2
e−

1
2 [(x−ηw)2+x′2+z2+[w−a(z)sin(z/ǫ)]2] (H.43)En utilisant l'équation (H.14), nous obtenons :

ρ̃(k) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

dx dx′ dz dw × e−ik(r51x1+r52x′

1+z+r56w1) (H.44)
× 1

4π2
e−

1
2 [(x−ηw)2+x′2+z2+[w−a(z)sin(z/ǫ)]2] (H.45)



H.0. 173Les intégrations sur x, x′, w et l'approximation de l'enveloppe lentement variable peuventêtre appliquées, de la même manière que dans les setions préédentes. Le spetre de ladistribution longitudinale [Eq. H.16℄ est transformé en :
ρ̃(k) ≃ ρ̃0(k) = e−

1
2
[(r51+η)2+r2

52+r2
56]k2 ×

∞∫

−∞

e−ikz e
z2

2

√
2π
J0(kr56a(z))dz. (H.46)Dans l'approximation des faibles puissanes laser, la fréquene orrespondant au maximumd'émission devient :

km = kmopt =

√
2

√

(r51 + η)2 + r2
52 + r2

56

, (H.47)et plus généralement, haque résultat des setions préédentes peut être étendu au as
η 6= 0, juste en remplaçant r51 par r51 + η.
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Annexe IExpression analytique de la puissanetérahertz émise après une interationave une impulsion laser modulée, sansfore olletive
Évolution de la distribution de harge dans le repèretournant à la fréquene synhrotronRe-formulation du problème dans le repère tournant à la fréquenesynhrotronNous travaillons ave l'équation de Vlasov-Fokker-Plank sans wake�eld :

fτ + pfq − qfp = 2ǫ (f + pf + fpp) (I.1)ave f = f(q, p, τ).Posons :
f(q, p, τ) = g(x, y, τ), (I.2)ave :
x = q cos τ − p sin τ (I.3)
y = q sin τ + p cos τ. (I.4)Nous avons :
q = x cos τ + y sin τ (I.5)

p = −x sin τ + y cos τ, (I.6)175



176 ANNEXE I.et :
fτ + pfq − qfp = gτ (I.7)
fq = gx cos τ + gy sin τ (I.8)
fp = −gx sin τ + gy cos τ (I.9)
fpp = gxx sin2 τ − 2gxy sin τ cos τ + gyy cos2 τ (I.10)(I.11)Remplaer es expressions dans l'Eq.(I.12) mène à :

gτ = 2ǫ
[
g + (−x sin τ + y cos τ)g + gxx sin2 τ − 2gxy sin τ cos τ + gyy cos2 τ

] (I.12)Dans es équations, il n'y a plus de terme de rotation à proprement parler. La ontrepartieest la présene de terme dépendant du temps. Certains termes osillent à la fréquenesynhrotron (de période 2π). Le terme de seond ordre (orrespondant à la di�usion) ades oe�ients qui osillent au double de la fréquene synhrotron.Approximation dans la limité k0 ≫ 1En faisant l'hypothèse que k0 ≫ 1, nous posons :
k0 =

1√
ǫ
σ0, (I.13)ave σ0 = O(1), et introduisons des oordonnées spatiales rapides et lentes :

g(x, y, τ) = G(x,X, y, Y, τ) (I.14)ave
X = x/

√
ǫ (I.15)

Y = y/
√
ǫ (I.16)(I.17)

X et Y sont les variable spatiales rapides et x et y sont les variables spatiales lentes.
gx = Gx +

1√
ǫ
GX (I.18)

gxx = Gxx +
2√
ǫ
GxX +

1

ǫ
GXX (I.19)

gxy = Gxy +
1√
ǫ
(GXy +GxY ) +

1

ǫ
GXY (I.20)
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G = G0 +

√
ǫG1 + 0(ǫ) (I.21)Remplaer es expression dans Eq. (I.12) permet d'obtenir l'équation à l'ordre le plus basen ǫ :

G0τ = 2
[
G0XX sin2 τ +G0Y Y cos2 τ − 2G0XY sin τ cos τ

] (I.22)Nous prenons la transformée de Fourier en X et Y :
G̃0τ = 2

[
−k2

X sin2 τ − k2
Y cos2 τ + 2kXkY sin τ cos τ

]
G̃0 (I.23)

G̃0τ =
[
−k2

X(1 − cos 2τ) − k2
Y (1 + cos 2τ) + 2kXkY sin 2τ

]
G̃0. (I.24)Puis, nous faisons le hangement de variables suivant :

G̃0 = ± exp u (I.25)qui mène à :
uτ = −k2

X(1 − cos 2τ) − k2
Y (1 + cos 2τ) + 2kXkY sin 2τ (I.26)

=⇒ u = −(k2
X + k2

Y )τ +
(k2

X − k2
Y )

2
sin 2τ − kXkY cos 2τ + C, (I.27)ave C une onstante dépendane des onditions initiales. Finalement :

G̃(x, kX , y, kY , τ) = G̃(x, kX , y, kY , 0)e−k2
X

(τ− sin 2τ
2

)e−k2
Y

(τ+ sin 2τ
2

)e−kXkY (cos 2τ−1). (I.28)À noter que les fontions du paquet orrespondent juste à une rotation dans l'espae desphases. Plus préisément, si la omposante de Fourier a une �angle� φ à t = 0 :
KX = K cosφ (I.29)
KY = K sinφ, (I.30)ave K ≥ 0, Eq. (I.31) peut être réérite :

G̃0(x, kX , y, kY , τ) = G̃(x, kX , y, kY , 0)e−k2[τ− sin 2(τ−φ)+sin 2φ

2 ]. (I.31)



178 ANNEXE I.Cas partiulier d'une modulation initiale d'énergieNous prenons la ondition initiale suivante (voir setion 6.1.1) :
g(x, y, τ = 0) = e−

x2+y2

2

[
1 + A cos(k0x)(1 − y2)

] (I.32)Que l'on met sous la forme :
G(x,X, y, Y, τ = 0) = e−

x2+y2

2

[
1 + A cos(σ0X)(1 − y2)

] (I.33)Nous prenons la transformée de Fourier en X et Y :
G̃(x, kX , y, kY , 0) = e−

x2+y2

2

[
δ(KX)δ(KY )

4π2
+ A

1

2π

δ(kX − σ0) + δ(kX + σ0)

2

δ(KY )

2π
(1 − y2)

](I.34)En utilisant les résultats de la setion préédente, nous obtenons :
G̃(x, kX , y, kY , τ) = e−

x2+y2

2 [
δ(KX)δ(KY )

4π2
+ Ae−k2

X(τ− sin 2τ
2

) (I.35)
× 1

2π

δ(kX − σ0) + δ(kX + σ0)

2

δ(KY )

2π
(1 − y2)] (I.36)On revient dans l'espae diret :

G(x,X, y, Y, τ) = e−
x2+y2

2

[

1 + Ae−σ2
0(τ− sin 2τ

2
) cos(σ0X)(1 − y2)

]

+O(
√
ǫ) (I.37)Ave les oordonnées d'origine dans le repère tournant :

g(x, y, τ) ≃ e−
x2+y2

2

[

1 + Ae−ǫk2
0(τ− sin 2τ

2
) cos(k0x)(1 − y2)

] (I.38)Et �nalement, dans le repère statique :
f(q, p, τ) ≃ e−

q2+p2

2

[

1 + Ae−ǫk2
0(τ− sin 2τ

2
) cos(k0(q cos τ − p sin τ))(1 − (q sin τ + p cos τ)2)

](I.39)



I.0. 179Densité longitudinale de harge et puissane térahertzLa deuxième étape onsiste a aluler la densité longitudinale de harge ρ(q, τ) qui agitomme un terme soure dans le proessus d'émission synhrotron ohérente.
ρ(q, τ) =

+∞∫

−∞

f(q, p, τ)dp (I.40)En remplaçant l'équation (I.39) dans l'équation (I.40), on obtient :
ρ(q, τ) =

√
2πe−

q2

2 [1 − Ae−ǫk2
0(τ− sin 2τ

2
)e−

(k0 sin τ)2

2 (I.41)
( + cos(k0q cos τ) (I.42)

− cos2 τ cos(k0q cos τ) (I.43)
+ q2 sin2 τ cos(k0q cos τ) (I.44)
+ k2

0 sin2 τ cos(k0q cos τ) cos2 τ (I.45)
+ 2q cos τ sin2 τk0 sin(k0q cos τ) )] (I.46)On va herher une approximation valable pour des temps prohe de nπ (ave n un entierpositif), 'est à dire pour des temps prohes d'un multiple de la demi-période synhrotron.On pose τn = nπ + T , et T =
√
ǫτ , un temps petit devant la période synhrotron. Ainsi,on obtient une série d'équations ρn(q, T ) dérivant ρ(q, τ) au voisinage de haque demi-période synhrotron (τ = 0, τ = π, et)1 :

ρn(q, T ) =
√

2πe−
q2

2 [1 −Ae−ǫk2
0(nπ)e−

(k0(T−nπ))2

2 ×
(
k2

0(T − nπ)2 cos(k0q) +O(
√
ǫ)

)
](I.47)Comme k0 est de l'ordre de 1/

√
ǫ, le terme e− (k0sinτ)2

2 de l'équation (I.41) fait que l'am-plitude de la modulation est quasiment nulle tout le temps, sauf en |τ | ≃ √
ǫ (modulo π),domaine où est valable la série d'équations (I.47). De e fait, nous pouvons faire l'approxi-mation que la série d'équations ρn(q, T ) peut s'érire sous la forme d'une seule équation,en remettant les informations de périodiité sur les termes de l'équation (I.47) qui restent :

ρ(q, τ) ≃
√

2πe−
q2

2 [1 −Ae−ǫk2
0(τ− sin 2τ

2
)e−

(k0 sin τ)2

2 k2
0 sin2 τ cos(k0q)] (I.48)La puissane térahertz s'érit [71℄ :

PTHz(τ) = C

k+d∫

k−d

|ρ̃(k, τ)|2dk (I.49)
avec ρ̃(k, τ) =

+∞∫

−∞

ρ(q, τ)e−ikqdq (I.50)1toujours dans l'hypothèse où k0 de l'ordre de 1/
√

ǫ.
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C étant un oe�ient de proportionnalité prenant en ompte l'intensité émise par un seuléletron [71℄, et 2d symbolise la largeur de la bande spetrale du déteteur, entrée sur
k0. En remplaçant Eq. (I.48) dans Eq. (I.50), on obtient �nalement :

PTHz(τ) =
Cπ

2
A2(k0 sin τ)4e−(k0 sin τ)2e−ǫk2

0(2τ−sin 2τ) (I.51)
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