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D. KONDO Professeur, Université de Lille I Directeur de thèse
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Notations

• Notations tensorielles

a scalaire . contraction simple

a vecteur : double contraction

a tenseur d’ordre deux ⊗ produit tensoriel

A tenseur d’ordre quatre
s⊗ produit tensoriel symétrisé

(a⊗b)ijkl = 1
2
(aikbjl + ailbjk)

1 tenseur unité d’ordre deux I = 1⊗1 tenseur unité d’ordre quatre

J = 1
3
δ ⊗ δ K = I− J

A′ déviateur du tenseur A

Ah partie hydrostatique du tenseur A

• Paramètres matériau

C tenseur d’élasticité de la matrice solide

E module d’Young de la matrice solide

ν coefficient de Poisson de la matrice solide

λ et µ paramètres de Lamé de la matrice solide

k module de compression de la matrice solide
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Notations

• Notations communes à tous les chapitres

ε tenseur des déformations microscopiques

σ tenseur des contraintes microscopiques

E tenseur des déformations macroscopiques

Σ tenseur des contraintes macroscopiques

Ee tenseur des déformations élastiques macroscopiques

Ep tenseur des déformations plastiques macroscopiques

v champ de vitesse

f porosité
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Introduction générale

Dans le domaine de la modélisation d’endommagement des matériaux poreux ductiles,

l’approche locale basée sur l’utilisation de lois constitutives fines est la mieux à adoptée pour

rendre compte des mécanismes physiques de la rupture ductile. Il est généralement admis

que celle-ci survient suivant trois étapes successives : la nucléation des cavités, la croissance

des cavités et leur coalescence. Les modèles de McClintock [46], de Rice et Tracey [66],

proposés à la fin des années 1960, sont les premiers travaux de référence dans ce cadre. Les

lois d’évolution de l’endommagement établies dans ces modélisations ne sont pas couplées

à la plasticité du matériau. Afin de remédier à cette limitation, des modèles dits “couplés”

ont été développés. C’est le cas par exemple du modèle de Rousselier [68], établi sur la base

des principes de thermodynamique des processus irréversibles. Dérivé dans un cadre micro-

mécanique approprié, le critère de Gurson [35], s’appuyant sur l’analyse limite d’une sphère

creuse, introduit un couplage fort entre la déformation plastique et endommagement. Il a

été ensuite étudié et amélioré par de nombreux auteurs ( [89], [19],[82], [59], [31],[41]). Plus

récemment, au Laboratoire de Mécanique de Lille (LML), Monchiet et al. [49] (cf. également

[48]) ont formulé un nouveau critère de plasticité de type Gurson en suivant l’approche par

analyse limite dans laquelle une classe de champs de vitesse de type Eshelby jusqu’alors inex-

plorée, est considérée. Ce nouveau critère semble apporter des améliorations significatives à

celui de Gurson et ses extensions dans la littérature traitant de la rupture ductile des métaux.

La majorité des modèles micromécaniques dédiés au comportement de matériaux poreux

ductiles supposent l’incompressibilité de la matrice solide. Ils ne sont donc pas adaptés à

une large classe de matériaux tels que les polymères ou certains géomatériaux poreux dont

la matrice est plastiquement compressible. En considérant une cellule élémentaire avec une

matrice de type Drucker-Prager [21], Guo et al. [34] ont très récemment développé un nou-

veau critère macroscopique qui semble être de grand intérêt pour les géomatériaux.
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Introduction générale

L’objectif principal de ce travail de thèse est double : Il s’agit d’abord d’implanter nu-

mériquement et d’évaluer le modèle complet d’endommagement basé sur le critère proposé

par Monchiet et al.(2007). La formulation et l’étude d’un modèle d’endommagement ductile

adapté aux roches poreuses, constituent une autre priorité, compte tenu de l’absence de

travaux dans ce domaine. Le mémoire est organisé en 4 chapitres dont nous précisons ici le

contenu.

Le premier chapitre est à caractère bibliographique. Y sont synthétisées diverses études

de la littérature portant aussi bien sur les mécanismes physiques de la rupture ductile que sur

les critères régissant le couplage plasticité-endommagement ductile. Plus précisément nous

décrivons d’abord les mécanismes physiques de la rupture ductile, puis nous rappelons l’ap-

proche globale et l’approche thermodynamique locale. Enfin, les modèles micromécaniques,

et en particulier le critère de Gurson et quelques-unes de ses extensions sont détaillés.

Le second chapitre est consacré à la numérisation et l’évaluation des capacités prédictives

du modèle complet d’endommagement ductile basé sur le critère isotrope proposé par Mon-

chiet et al. [49] dans le cas de cavités sphériques. Nous rappelons d’abord la méthodologie

conduisant à ce nouveau critère. Puis nous exposons la formulation et l’implantation numé-

rique du modèle que nous en avons dérivé. Enfin, nous discutons des résultats numériques

obtenus en les comparant à des données expérimentales et aux prédictions des modèles de

Gurson et de Gurson-Tvergaard-Needleman [82].

Au troisième chapitre le modèle basé sur le critère proposé par Guo et al. [34] (dé-

dié aux matériaux poreux ayant une matrice compressible) est implanté numériquement

puis appliqué aux géomatériaux. Différentes approches permettant de formuler des critères

macroscopiques des matériaux poreux à matrice plastiquement compressible sont d’abord

présentées. Nous décrivons ensuite les éléments de l’implantation du modèle proposé. Des

applications à l’étude du comportement d’une craie confirment l’intérêt des modèles déve-

loppés, et fournissent l’occasion d’une première série de validation.

L’implantation numérique et l’analyse numérique de la version anisotrope du modèle
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basé sur le critère de Monchiet et al. [49] font l’objet du chapitre 4. Les résultats numé-

riques issus de cette implantation sont discutés en les comparant à des modèles anisotropes

issus des critères de Gologanu et al. [30]

Le mémoire s’achève sur quelques conclusions et perspectives de l’étude réalisée.
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Chapitre 1

Eléments de bibliographie sur

l’endommagement et la rupture des

matériaux poreux ductiles

1.1 Introduction

L’intégrité mécanique des structures peut être vérifiée à l’aide de diverses méthodes faisant

appel à des concepts de mécanique de la rupture. Dans ce domaine, l’effort de recherche

passe par la nécessité de prévoir et prévenir l’apparition et la propagation de défauts dans

les structures. La mécanique de la rupture est généralement subdivisée en deux disciplines :

la rupture fragile qui concerne les matériaux se déformant peu avant de se rompre et la

rupture ductile qui survient dans les milieux se déformant beaucoup. De nombreux travaux

de recherches ont été effectués dans le cadre de la rupture fragile depuis les années 1920,

lorsque Griffith [33] a établi un critère de rupture en terme d’énergie dans le but de prédire

la propagation des fissures dans les structures. Quant à l’étude de la rupture ductile, elle n’a

véritablement débuté qu’à la fin des années 1960 avec les travaux de Rice et Tracey [65] [66]

qui ont proposé un critère de rupture pour des matériaux élastoplastiques ductiles. S’agissant

de la rupture fragile, la mécanique élastique linéaire suffit pour appréhender la croissance

des défauts. Dans le cas de la rupture ductile, basée sur une analyse élastoplastique on dis-

tingue deux types d’approches : l’approche globale et l’approche locale. L’approche globale

se base sur des grandeurs mesurables comme l’énergie nécessaire à l’amorçage des fissures,

13



Chapitre 1. Eléments de bibliographie sur l’endommagement et la rupture des matériaux poreux ductiles

tandis que l’approche locale s’appuie sur une analyse micromécanique des phénomènes de

croissance de cavités.

L’approche globale de la rupture ductile présente un intérêt majeur pour évaluer la résistance

à la propagation de la fissure d’un matériau. Cependant, des travaux ultérieurs ont montré

que cette approche n’est pas suffisante pour décrire complètement la rupture ductile car

elle ne prend pas en compte certaines zones critiques qui sont le siège de fortes contraintes

[18]. De plus il s’est avéré qu’elle n’était pas en mesure de prédire certaines observations

expérimentales (ex : rupture en tronc de cône d’une éprouvette en traction cf. [15])

Afin de remédier à cette limitation, l’approche locale de la rupture ductile a été développée.

Cette approche consiste à modéliser finement les mécanismes d’endommagement ductile :

la germination, la croissance et la coalescence des microcavités conduisant éventuellement

à l’apparition d’une fissure macroscopique. Elle permet de plus d’évaluer les variables mé-

caniques (contraintes, déformations, paramètres d’endommagement) en chaque point de la

structure.

Dans ce chapitre, à caractère essentiellement bibliographique, nous présentons d’abord les

mécanismes physiques de la rupture ductile. Une brève présentation des approches globale

et locale sera faite dans la suite à travers des modèles typiques de leurs catégories. En par-

ticulier, nous exposerons brièvement les théories de plasticité-endommagement non couplés,

puis nous concentrerons notre attention sur les modèles couplés.

1.2 Micromécanismes de la rupture ductile

Il est aujourd’hui reconnu que la rupture ductile [26] survient suivant les trois étapes

successives qui sont la nucléation (ou germination) des cavités, la croissance des cavités sous

l’effet d’un chargement approprié et leur coalescence à un stade plus avancé de la déforma-

tion. Nous présentons dans cette section une description de ces trois étapes.

– Nucléation des cavités

La nucléation des cavités constitue la première phase du processus d’endommagement

ductile. Elle correspond à la création de vides généralement au niveau des inclusions

par décohésion de l’interface inclusion-matrice, ou par rupture interne de l’inclusion.
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1.2. Micromécanismes de la rupture ductile

Cette étape exprime le passage, à l’échelle micromécanique, d’un milieu continu à un

milieu discontinu.

Les sites de nucléation sont essentiellement des zones de concentration de contraintes

ou de déformations, qui entrâınent l’apparition et la croissance de surfaces de dis-

continuités jusqu’à une taille critique. D’une manière générale, l’analyse quantitative

et la modélisation de tels mécanismes est délicate car les résultats sont extrêmement

dispersés en raison de la dépendance avec la répartition spatiale des inclusions, les ca-

ractéristiques du matériau et la qualité de la résistance de l’interface inclusion-matrice.

– Croissance des cavités

La phase de croissance des cavités correspond au grossissement de volume des cavités

germées par nucléation. Elle se produit en liaison avec l’écoulement plastique de la ma-

trice qui provoque un durcissement de celle-ci autour du vide. Les bords de la cavité

deviennent alors solidaires de la matrice et évoluent avec elle suivant le chargement.

Dans le cas d’une décohésion de la matrice autour de l’inclusion, le bord libre de

contrainte associée aux vides entrâıne une concentration de contraintes et de défor-

mations locales dans la matrice. L’augmentation de la déformation plastique dans la

matrice induit ainsi une croissance de la porosité des cavités.

– Coalescence des cavités

Dans cette dernière phase, la rupture du matériau ductile apparâıt par la coalescence

entre microfissures ou entre cavités. Il est observé expérimentalement que les jonctions

entre microfissures ou cavités apparaissent très rapidement au dessus d’une valeur seuil

de la porosité, de la taille des cavités ou de la distance entre les défauts issus de la

nucléation et de la croissance de ceux-ci. Cette jonction se produit par fissuration des

ligaments de la matrice, souvent dans des zones écrouies autour des sites de nucléation.

L’étude de la coalescence des cavités est un sujet peu abordé qui n’a connu un regain

d’intérêt que très récemment (cf. [77], [78], [61] et [41]).
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Chapitre 1. Eléments de bibliographie sur l’endommagement et la rupture des matériaux poreux ductiles

1.3 Approche globale de la rupture ductile

Le dimensionnement des structures fissurées s’appuie sur la mesure de la ténacité du

matériau, c’est-à-dire de son aptitude à résister à la propagation d’une fissure. Depuis les

années 1960, le développement de la mécanique de la rupture a permis d’établir des critères

de propagation de défauts. Il s’agit d’une approche globale du problème qui présuppose la

possibilité de caractériser la résistance à l’amorçage et à la propagation de fissures à l’aide

d’un seul paramètre global KIC . Lorsque la plasticité devient étendue en pointe de fissure,

on utilise plutôt l’intégrale de contour Γ de Rice-Cherepanov [65] [25], dont la valeur critique

est notée JIC . Il convient de souligner que le KIC est utilisé dans le contexte d’une rupture

brutale par clivage, tandis que JIC permet de mesurer la ténacité à l’amorçage en rupture

ductile [64].

– L’intégrale J de Rice

L’intégrale de contour J de Rice-Cherepanov [65], [25], développée dans le cas d’un

problème plan (voir la figure 1.1) pour un matériau à comportement élastique (linéaire

ou non linéaire), est définie pour un contour Γ orienté, par :

Figure 1.1: Définition de l’intégrale de contour J

J =

∫

Γ

[
W (ε)dx2 − t

dui

dxi

ds

]
, i = 1, 2 (1.1)
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où :





x1 et x2 sont les coordonnées du point M du contour par apport au

front de la fissure ;

Γ est un contour passant dans la matrice solide et entourant le fond de fissure

en partant de la partie inférieure et finissant sur la partie supérieure ;

W est la densité d’énergie de déformation définie par W =
∫ ε

0
σdε ;

t est le vecteur contrainte agissant sur ds en point M

L’intégrale J possède deux propriétés essentielles :

– Elle est indépendante du contour choisi dans le contexte de l’élasticité

– Si le comportement est élastique linéaire, l’intégrale J représente le taux de restitu-

tion G, défini par :

J = G = −dP

da
=

K2
I

E
(1.2)

où E = E en contraintes planes, E = E
1−ν2 en déformations planes. Ici, E représente

le module de Young ; ν est le coefficient de poisson du milieu entourant la fissure ; KI

est le facteur d’intensité de contrainte en mode I (ouverture) ; P représente l’énergie

potentielle du système.

1.4 Approche locale de la rupture ductile

Pour la modélisation locale de la rupture ductile deux types d’approche sont couramment

utilisés : l’approche thermodynamique et l’approche micromécanique. Dans l’approche ther-

modynamique, l’endommagement du matériau peut être présenté par une variable scalaire

(éventuellement la porosité) ou tensorielle, tandis que dans les approches micromécaniques,

les caractéristiques géométriques des cavités définissent l’état d’endommagement.
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1.4.1 Formulation thermodynamique de l’endommagement duc-

tile

Elle est fondée sur les principes de la thermodynamique des processus irréversibles. Le

modèle de Lemaitre (1985) [43] est un des premiers formulés dans ce cadre. Le modèle

de Rousselier (1987) [68] très utilisé dans la pratique, est le modèle homologique couplé,

probablement le plus proche de ceux étudiés ultérieurement en contexte d’endommagement

isotrope. Nous privilégions donc ici son exposé.

Le modèle, proposé par Rousselier [68] dans le cadre d’une analyse thermodynamique de

l’endommagement, est basé sur le choix d’un potentiel de la forme :

ϕ = ϕe(ε
e) + ϕp(p) + ϕβ(D) (1.3)

où p, déformation plastique cumulée, est la variable d’écrouissage et D une variable d’en-

dommagement scalaire. La fonction de charge (potentiel plastique en raison de la règle de

normalité) pour matériau plastique endommageable s’écrit :

Φ(σ̃m, σ̃eq, P, Y ) = Φ1(σ̃eq, P ) + Φ2(σ̃m, Y ) (1.4)

où :




σ̃ = σ/ρ est le tenseur des contraintes effectives, ρ étant la densité du matériau ;

P, est la force thermodynamique associée à la variable d’écrouissage p ;

Y, est la force thermodynamique associée à la variable d’endommagement D ;

En choisissant la fonction d’endommagement Y (D) = σ1f où σ1 est relié à la contrainte

d’écoulement du matériau par la relation σ1
∼= 2σ̄(p)/3, Rousselier a proposé la fonction de

charge suivante :

Φ(σ̃m, σ̃eq, P ) =
Σeq

ρ
+ CRσ1f exp

(
Σm

ρσ1

)
− σ̄(p) (1.5)

où f et σ̄(p) représentent respectivement la porosité et la contrainte d’écoulement du maté-

riau ; CR est un paramètre qui est déduit de tests expérimentaux. En pratique la valeur de

CR varie entre 1.5 et 2. Ses lois d’évolution sont déduites en utilisant le cadre thermodyna-

mique usuel.
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1.4.2 Approche micromécanique de l’endommagement ductile

L’approche micromécanique de l’endommagement ductile a été initiée par McClintock

(1968) [46] et Rice-Tracey (1969) [66], qui ont proposé des modèles non couplés de crois-

sance d’une cavité dans une matrice métallique infinie. A partir des années 1970, des modèles

micromécaniques de l’endommagement fondés sur un couplage entre plasticité et endomma-

gement ont vu le jour. C’est le cas notamment de celui proposé Gurson (1977). Plus tard,

et de façon alternative, en utilisant un cadre variationnel en homogénéisation non linéaire,

Ponte Castañeda (1991) a proposé un critère de plasticité elliptique permettant de remédier

à certains défauts connus du critère de Gurson.

Nous présentons dans cette section les modèles non couplés de McClintock et de Rice-Tracey,

les modèles couplés de Gurson et de Ponte Castañeda étant exposés en détail en section 1.5.

– Modèle de McClintock (1968) [46]

En considérant une cavité cylindrique dans une matrice plastique écrouissable (loi

d’écrouissage de type σ̄ = Kεn), McClintock aboutit à une loi de croissance de cavités

du type :

Ṙ

R
=

√
3

2(1− n)
sinh

(√
3(1− n)T

)
˙̄Ep (1.6)

où R est le rayon moyen de la cavité et T représente le taux de triaxialité des

contraintes, défini par T = Σm/Σeq.

Pour une cavité sphérique contenue dans une matrice rigide parfaitement plastique,

McClintock a également proposé une loi d’évolution du rayon de la cavité par :

Ṙ

RĖ33

=
√

3 sinh

(√
3
Σ11

Σeq

)
(1.7)

où Ė33 est le taux de déformation suivant l’axe de chargement, et Σ11 est la contrainte

suivant la direction perpendiculaire à l’axe de chargement.

– Modèle de Rice-Tracey (1969) [66]

Rice et Tracey ont développé une solution analytique pour décrire l’expansion d’une

cavité sphérique dans une matrice rigide parfaitement plastique obéissant à un critère

de von Mises par :

Ṙ

R
= 0.283 exp

(
3

2

Σm

σ0

)
˙̄Ep (1.8)
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Dans le cas d’une matrice écrouissable, la relation (1.8) se réécrire sous la forme sui-

vante :
Ṙ

R
= 0.283 exp

(
3

2
T

)
˙̄Ep (1.9)

1.5 Modèles couplés d’endommagement pour matériaux

poreux ductiles

La famille des modèles couplés est définie à l’aide de critères de plasticité incorporant

l’endommagement. Deux types d’approches sont utilisées dans ce domaine. La première

concerne le critère de Gurson [35] qui utilise une méthode d’analyse limite d’une sphère

creuse. Le champ de vitesse considéré par Gurson est d’une précision reconnue pour des

états de contraintes proches de hydrostatique, mais s’avère peu pertinent en cisaillement.

La seconde approche, dont un example est le critère de Ponte Castañeda [63], utilise un

cadre variationnel d’homogénéisation non linéaire, impliquant l’introduction d’un composite

linéaire de comparaison. Le critère issu de cette démarche s’avère pertinent en cisaillement

mais de moins bonne qualité en hydrostatique.

1.5.1 Critère de Gurson (1977)

Le critère de Gurson est obtenu à partir de l’analyse limite d’une sphère creuse soumise

à des conditions de taux de déformation uniforme, v = D.x. Les étapes essentielles de

l’approche de Gurson sont rappelées ici afin d’obtenir le critère macroscopique de plasticité.

Comme montré sur la figure 1.2, la cellule élémentaire considérée (domaine Ω) est une sphère

creuse de rayons interne et extérieur notés respectivement a et b. Comme déjà mentionné,

des conditions de taux de déformation homogène au bord, v = D.x, sont appliquées au

bord extérieur de la cellule élémentaire. La matrice (domaine Ω − ω) est supposée rigide

parfaitement plastique et obéissant au critère de von Mises (avec la contrainte d’écoulement

en traction σ0). Le potentiel de dissipation locale dans la matrice s’écrit :

π(d) = σ0deq (1.10)

Le champ de vitesse dans la matrice, considéré par Gurson, se décompose en une partie

correspondant à un changement de volume de la cavité sans changement de forme et une
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Figure 1.2: Modèle de la sphère creuse en conditions de taux de déformation

homogène au bord

partie correspondant à un changement de forme de la cavité sans changement de volume

(D′.x, D′ étant la partie déviatorique de D) :

v(x) =
b3

r2
Dmer + D′.x (1.11)

La considération de ce champ de vitesse conduit au potentiel de dissipation macroscopique :

Π(D) ≤ 1

|Ω|
∫

Ω−ω

π(d)dΩ =
σ0

|Ω|
∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

∫ r=b

r=a

deqr
2 sin θdrdθdφ (1.12)

avec d2
eq = 2

3
d′ : d′, d étant le taux de déformation local déduit de (1.11). r, θ, et φ sont les

coordonnées sphériques. L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit alors :

Π(D) ≤ σ0

|Ω|
∫ r=b

r=a

S(r)

√
1

S(r)

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

d2
eqdS dr (1.13)

avec S(r) = 4πr2 et dS = r2 sin θdθdφ. Le calcul de d2
eq et l’introduction d’un changement

de variable y = (r/b)3 conduisant à :

Π(D) ≤ ΠG(D) = σ0

∫ 1

f

√
4D2

m

y2
+ D2

eq dy (1.14)

avec la porosité f = (a/b)3.

On démontre alors que les contraintes macroscopiques dérivant de ΠG(D) définissent la

surface macroscopique de plasticité qui s’écrit :

Φ =
Σ2

eq

σ2
0

+ 2f cosh

(
3

2

Σm

σ0

)
− 1− f 2 = 0 (1.15)

Il s’agit d’un critère non elliptique en Σeq et Σm. Il dépend de la porosité f et de σ0 la

contrainte d’écoulement en traction de la matrice saine.
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Il est intéressant de noter que le critère de Gurson est une borne supérieure pour le problème

de la sphère creuse. Il est aussi une borne supérieure pour un assemblage de Hashin [27]

[59] [15]. Il convient également de souligner que la solution purement déviatorique donnée

par le critère de Gurson correspond à la borne supérieure de type Voigt (σ0(1 − f), ce qui

est rustique), tandis que le point purement hydrostatique donné par ce critère correspond à

la solution exacte du problème de la sphère creuse soumise à un chargement hydrostatique

homogène au bord extérieur [41] [47].

1.5.2 Critère de Ponte Castañeda (1991)

Ce critère est issu d’un principe variationnel générique appliqué à un VER (Volume

Elementaire Représentatif) d’un milieux poreux isotrope dont la matrice rigide parfaitement

plastique obéit au critère de von Mises. Ce critère se présente sous la forme :

Φ = (1 +
2

3
f)

Σ2
eq

σ2
0

+
9

4
f

Σ2
m

σ2
0

− (1− f)2 = 0 (1.16)

A la différence du critère de Gurson (non elliptique), il s’agit d’un critère elliptique en Σeq et

en Σm, dépendant de la porosité f . Comme auparavant, σ0 représente la contrainte d’écou-

lement en traction de la matrice saine.

Il a été par la suite démontré que le principe variationnel de Ponte Castañda, mis en oeuvre

pour aboutir à ce critère, est équivalent à la “éthode sécante modifiée” [76] dont un exposé

détaillé peut être trouvé dans [12] ou dans [16].

Il est intéressant de remarquer que le critère de Ponte Castañeda (1.16) est une borne

supérieure pour tout milieu poreux macroscopiquement isotrope avec une matrice rigide

parfaitement plastique de type von Mises.

La solution purement déviatorique donnée par le critère de Ponte Castañeda vaut σ0(1 −
f)/

√
1 + 2

3
f , ce qui améliore la borne supérieure de type Voigt.

Le point purement hydrostatique donné par (1.16) majore de façon trop importante (no-

tamment à faible porosité) la solution exacte de la sphère creuse soumise à un chargement

hydrostatique homogène au bord extérieur.
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1.5.3 Extensions du critère de Gurson

1.5.3.1 Critère GT

Afin de remédier aux insuffisances du critère de Gurson à faible triaxialités de contraintes

(états quasi déviatoriques), différentes modifications ont été apportées dans la littérature au

critère initial de Gurson [35] sur la base de résultats de simulation numérique sur cellule. La

plus connue de ses modifications est celle proposée par Tvergaard [80] [81], et qui s’écrit :

Φ =
Σ2

eq

σ2
0

+ 2q1f cosh

(
3

2
q2

Σm

σ0

)
− 1− q3f

2 = 0 (1.17)

Les paramètres heuristiques q1, q2 et q3 sont introduits afin, d’une part, de donner un meilleur

accord entre le critère de type Gurson et les différentes simulations numériques par éléments

finis, et d’autre part, d’améliorer les prédictions dans le domaine des faibles triaxialités de

contraintes par le critère initial de Gurson.

Les auteurs suggèrent les valeurs q2 = 1, q3 = q2
1, sachant que les valeurs de q1 diffèrent

selons les auteurs :

– q1 = 1 dans le critère initial de Gurson,

– q1 = 1.5 pour Tvergaard (1982) [81] (comparaison à des simulations numériques par

éléments finis),

– q1 = 1.25 pour Koplik et Needleman (1988) [40](comparaison à des simulations numé-

riques par éléments finis),

– q1 ≈ 1.47 pour Perrin et Leblond (1990) [60] (approche théorique : modèle autocohé-

rent basé sur le problème de la sphère creuse placée dans un milieu infini lui même

obéissant au critère GT et sous chargement hydrostatique).

La valeur de q1 conseillée par Chaboche et al. [17] est de 1.25. Cette valeur semble être en

accord avec les simulations numériques par transformée de Fourier rapide (FFT) effectuées

par Bilger [11] sur une cellule élémentaire contenant un grand nombre de cavités sphériques

aléatoirement distribuées . Elle sera donc retenue par la suite.

1.5.3.2 Prise en compte de la forme des cavités : critères pour des cavités

sphéröıdales

Soulignons que la plupart des modèles couplés présents dans la littérature modélisent

le comportement d’un matériau ductile poreux ayant des cavités sphériques. Toutefois, les

23
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matériaux réels présentent souvent un caractère anisotrope initiale à cause de la forme non

sphérique des cavités. Depuis une quinzaine d’années, la prise en compte des effets de forme

de cavités a fait l’objet de nombreux travaux (cf. [27], [28], [31] et [32]) dont ceux réalisés

au Laboratoire de Mécanique de Lille (LML) [48] [49] qui seront ultérieurement exposés et

considérés au quatrième chapitre.

1.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce premier chapitre une description des principaux mécanismes

physiques qui gouvernent la rupture ductile des matériaux élastoplastique endommageables.

Différentes approches décrivant la plasticité macroscopique des milieux poreux ductiles ont

été exposées. La présentation des approches micromécaniques couplés de “type Gurson”, que

nous avons choisie de privilégier dans la suite, en raison de leur relative bonne performance,

a été détaillée. Il est bien connu que le critère original de Gurson ne fournit pas des résultats

précis dans le domaine des faibles niveaux de taux de triaxialités des contraintes. C’est ce

qui a motivé les travaux réalisés au LML dans le cadre de la thèse de V. Monchiet [48] (cf.

également Monchiet et al. [49]). Comme nous le verrons dès le second chapitre, les nouveaux

critères établis dans ces travaux apportent des améliorations aux critères de type Gurson

existants. Pour être complète, la confirmation des performances de ces nouveaux critères doit

être étudiée et analysée à travers des modèles d’endommagement ductile qui en découlent.

Sur un plan tout à fait similaire, et dans la perspective d’applications aux géomatériaux,

nous nous intéressons également à un critère récemment proposé dans la littérature, pour

des matériaux poreux à matrice plastiquement compressible.
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Chapitre 2

Formulation, numérisation et

applications d’un nouveau modèle

isotrope d’endommagement ductile

Pour l’étude des milieux poreux ductiles, Gurson [35] a développé une approche par

analyse limite d’une sphère creuse dont la matrice solide est rigide-parfaitement plastique

et obéit à un critère de von Mises. Le critère macroscopique approché auquel il aboutit se

présente sous la forme :

Σ2
eq

σ2
0

+ 2f cosh

{
3

2

Σh

σ0

}
− 1− f 2 = 0 (2.1)

où Σh désigne la contrainte hydrostatique, Σeq la contrainte équivalente macroscopique de

von Mises, σ0 la contrainte seuil de la matrice et f la porosité. Perrin [59] a montré que ce

critère constitue une borne supérieure pour l’assemblage de sphères composites de Hashin

et rappelle que le résultat exact pour un état de contrainte macroscopique hydrostatique est

retrouvé.

Le défaut de précision du critère de Gurson dans le domaine des faibles triaxialités de

contraintes, T = Σh/Σeq, a motivé son extension heuristique proposée par Tvergaard [82]

sur la base des résultats de simulations numériques sur cellule. Cette extension introduit

en particulier 3 paramètres q1, q2 et q3 et conduit au critère dénommé GT (en référence à

Gurson et Tvergaard) :

Σ2
eq

σ2
0

+ 2q1f cosh

(
3

2
q2

Σh

σ0

)
− 1− q3f

2 = 0 (2.2)
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Ces auteurs puis d’autres par la suite suggèrent des valeurs de q2 = 1 et q3 = q2
1. On notera

des propositions dans lesquelles q1 varie entre 1 et 1.5.

Par ailleurs, abordant l’étude des milieux poreux dans le cadre des méthodes d’homogénéi-

sation non linéaire, Ponte-Castañeda [63] à l’aide d’une approche variationnelle a obtenu

pour le milieu à cavités sphériques un critère macroscopique elliptique qui améliore rigou-

reusement le critère de Gurson dans le domaine des faibles triaxialités de contraintes :

(
1 +

2

3
f

)
Σ2

eq

σ2
0

+
9

4
f

Σ2
h

σ2
0

− (1− f)2 = 0 (2.3)

La formulation de ce critère, qui fait appel à des méthodes variationnelles dédiées aux mi-

lieux hétérogènes,a été étendue au cas des cavités cylindriques par Suquet [75]. Il a été par

ailleurs montré que cette approche variationnelle est équivalente à une méthode de modules

sécants modifiée [76]. Une observation importante est que le critère de Gurson viole la borne

supérieure variationnelle dans le domaine des faibles triaxialités, tandis que cette borne va-

riationnelle se révèle moins performante que le modèle de Gurson pour les forts niveaux de

triaxialité.

Cette constatation a motivé les récents travaux de Monchiet et al. [48] qui ont développé

un nouveau critère macroscopique approché pour l’étude de la plasticité et de l’endomma-

gement des milieux poreux ductiles. Le recours à un champ de vitesse de type Eshelby a

permis à ces auteurs d’améliorer, dans le cadre des méthodes d’analyse limite, le critère

de Gurson pour les faibles triaxialités de contraintes, tout en préservant le résultat exact

pour les états de contrainte hydrostatique. Pour des raisons de simplification de l’écriture,

ce nouveau critère sera noté MCK (en référence à Monchiet, Charkaluk, Kondo [49]) dans

la suite.

Le présent chapitre est dédié à la numérisation du modèle complet d’endommagement basé

sur ce critère. Nous rappelons d’abord la méthodologie conduisant à l’expression du nouveau

critère. Puis nous présentons la formulation complète et l’implantation numérique du modèle

basé sur ce critère. Enfin nous discutons des résultats numériques obtenus en les comparant

à des données expérimentales puis à des résultats du modèle de Gurson et du modèle GTN

(critère GT associé avec le modèle de coalescence Tvergaard-Needalman [82]).
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2.1. Critère macroscopique (MCK) basé sur l’utilisation d’un champ de vitesse de type Eshelby

2.1 Critère macroscopique (MCK) basé sur l’utilisa-

tion d’un champ de vitesse de type Eshelby

2.1.1 Modèle de sphère creuse et champ de vitesse considéré

Figure 2.1: Modèle géométrique de la sphère creuse

Nous considérons maintenant une cellule sphérique de rayon b contenant une cavité sphé-

rique de rayon a (voir figure 2.1). La cellule est caractérisée par le système de coordonnées

sphérique(r, ϕ, θ).

Comme dans Gurson [35], le champ test dans la matrice, v, nécessaire pour l’analyse limite

de la sphère creuse, est composé d’un champ uniforme, A.x, et d’un champ hétérogène, vE :

v = A.x + vE (2.4)

A la différence de Gurson [35] qui considère un champ de vitesse radial, Monchiet [49] adopte

un champ de vitesse plus raffiné dans lequel vE est inspiré de la solution du problème de

l’inclusion inhomogène d’Eshelby [24] [50]. Cette solution peut être écrite sous la forme :

vE =
r=6∑
r=1

vrd∗r (2.5)

où d∗r est défini par :

d∗1 =
1

3
(d∗11 + d∗22 + d∗33) ; d∗2 =

1

3

(
d∗11 + d∗22

2
− d∗33

)
; d∗3 =

d∗22 − d∗11

2
;

d∗4 = d∗12 ; d∗5 = d∗13 ; d∗6 = d∗23

(2.6)
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Les composantes du champ de vitesse vr pour r = 1 à 6 sont définies en coordonnées

sphériques par :

v−
1 =

a3

r2
e−

r; v−
2 =

a3

r2
(1− cos ϕ)e−

r; v−
3 =

a3

r2
sin2 ϕ cos(2θ)e−

r;

v−
4 =

a3

r2
sin2 ϕ sin(2θ)e−

r; v−
5 =

a3

r2
sin(2ϕ) cos θe−

r; v−
6 =

a3

r2
sin(2ϕ) sin θe−

r

(2.7)

Le taux de déformation plastique microscopique correspondant est défini dans la matrice

solide par :

d = A + dE = A +
r=6∑
r=1

drd∗r (2.8)

où dr = ∇sv
r est la partie symétrique du gradient de vr.

Puisque le champ de vitesse de type Eshelby introduit par (2.4) à (2.7) ne vérifie pas la

condition de taux de déformation uniforme au bord de la cellule sphérique, seule la règle de

moyenne D = 〈d〉Ω est imposée sur vE :

D = 〈d〉Ω =
1

|Ω|
∫

Ω

d d V = A + fS :d∗ (2.9)

où |Ω| = 4πb3/3 représente le volume de la cellule étudiée (matrice + cavité) et S est le

tenseur d’Eshelby correspondant à la cavité sphérique intérieure.

A la différence du calcul de Gurson, la considération du champ de type Eshelby introduit

cinq paramètres inconnus qui doivent être déterminés en utilisant une procédure de minimi-

sation. Ces paramètres sont choisis comme d∗r pour r = 2 à 6. Il est intéressant de remarquer

que le champ de vitesse de Gurson correspond à d∗r = 0 pour r = 2 à 6.

2.1.2 Nouveau critère macroscopique de plasticité et illustrations

Suivant l’approche par l’analyse limite de Gurson [35], Monchiet [49] a établi l’expression

suivante du critère de plasticité macroscopique :

Φ (Σ, f) =
Σ2

eq

σ2
0

+ 2f cosh

{√
9

4

Σ2
h

σ2
0

+
2

3

Σ2
eq

σ2
0

}
− 1− f 2 = 0 (2.10)

Comme précédemment mentionné, ce nouveau critère sera dénommé MCK. Bien que ce cri-

tère soit non elliptique comme celui de Gurson, il convient de souligner que la présence de

Σeq dans le terme en cosh constitue une différence majeure avec l’ensemble des critères de

type Gurson précédemment évoqués.
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2.1. Critère macroscopique (MCK) basé sur l’utilisation d’un champ de vitesse de type Eshelby

On insistera sur l’importance de la prise en compte des effets de cisaillement dans le pro-

cessus d’endommagement des matériaux ductiles poreux [51] [53]. Dans cette perspective,

bien que de publication récente, le critère MCK a été récemment considéré et utilisé par

Jackiewicz[39] avec des applications à la mise en forme des métaux.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.5  1  1.5  2

Σ e
q/

σ 0

Σh/σ0

Ponté−Castañeda
Gurson

GTN
MCK

Figure 2.2: Comparaison des critère MCK, Gurson, GT et Ponte-Castañeda pour

une porosité f = 10%

A titre d’illustraion, le critère MCK est comparé sur la figure 2.2 au critère de Gurson (2.1),

GT 1(2.2), et de Ponte-Castañeda(2.3), pour une porosité f = 10%. On note que pour les

faibles triaxialités de contraintes (T = Σh/Σeq), critère MCK améliore celui de Gurson et re-

trouve en accord avec le critère GT et la borne variationnelle proposée par Ponte-Castañeda.

De plus, dans le domaine des fortes triaxialités le critère MCK est en accord avec celui de

Gurson dont la performance est reconnue. En résumé, le critère de plasticité MCK prédit

des résultats meilleurs que ceux des autres critères analytiques existants. Ceci motive une

formulation d’un nouveau modèle d’endommagement qui est implanté et évalué dans ce

chapitre.

Il convient de noter que des améliorations ont été récemment apportées à la modélisation

par homogénéisation non linéaire des milieux poreux, notamment par la mise en oeuvre de

la méthode du second ordre [38]. On notera cependant que ces approches ne débouchent pas

1. La représentation est faite en prenant q1 = 1.25 (cf. section1.5.3.1).

29
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sur des résultats analytiques.

Σm Σeqv
Déformation uniforme au bord

Borne inférieure Borne supérieure

0 1.7087 1.7 1.7086

1.6 1.6870 1.6784 1.6894

3.2 1.5717 1.5435 1.5805

4 1.4067 1.3452 1.4271

4.4 1.2574 1.1568 1.2888

4.8 1.0150 0.845 1.067

5 0.8254 0.5467 0.9013

5.1 0.6962 0.3856 0.7966

5.2 0.5218 - 0.6698

5.3 0.2058 - 0.5084

Σmax
m 5.3195 5.1746 5.4388

Table 2.1: Valeurs de
∑

eqv pour critère MCK et l’approche numérique de Trillat et

al. [79] en déformation uniforme au bord (f = 1%)

Σm Σeqv
Déformation uniforme au bord

Borne inférieure Borne supérieure

0 1.5073 1.4805 1.5206

0.8 1.4564 1.4624 1.4774

1.6 1.2677 1.2669 1.2868

2 1.0757 1.0373 1.082

2.2 0.9316 0.8598 0.9269

2.4 0.7265 0.6315 0.7106

2.5 0.5799 0.4621 0.5601

Σmax
m 2.6588 2.565 2.6316

Table 2.2: Valeurs de
∑

eqv pour critère MCK et l’approche numérique de Trillat et

al. [79] en déformation uniforme au bord (f = 10%)

Des approches numériques basées sur l’analyse limite d’une sphère creuse ont été également

proposées par [79]. Ces approches permettent d’établir des bornes inférieure et supérieurs

(statique et cinématique, respectivement) du critère macroscopique. En combinant des cal-

culs éléments finis avec des méthodes d’optimisation, ces auteurs ont fourni une méthode

précise de détermination des bornes du critère exact de la sphère creuse. Des conditions aux

limites de taux de déformation uniforme au bord et contrainte uniforme au bord sont consi-

dérées dans les calculs. Tableaux 2.1 et 2.2 montrent des comparaisons entre les prédictions
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2.1. Critère macroscopique (MCK) basé sur l’utilisation d’un champ de vitesse de type Eshelby

du critère MCK et les résultats numérique en conditions de taux de déformation uniforme

au bord. On note que le critère MCK constitue une très bonne approximation du problème

considéré ici.

En raison des conditions (2.9) exposés pour l’établissement du critère MCK, une comparai-

son rigoureuse ne peut être effectuée qu’avec les résultats obtenus en condition de contrainte

uniforme au bord. Cette comparaison entre les points du critère MCK et ceux de l’approche

numérique est montrée sur les tableaux 2.3 et 2.4 pour f = 1% et f = 10% respectivement,

avec Σeqv =
√

3Σeq.

Σm Σeqv
Contrainte uniforme au bord

Borne inférieure Borne supérieure

0 1.7087 1.6937 1.7048

1.6 1.6870 1.6732 1.6835

3.2 1.5717 1.5016 1.5511

4 1.4067 1.2745 1.3713

4.4 1.2574 1.0705 1.2214

4.8 1.0150 0.7698 1.0009

5 0.8254 0.5472 0.8467

5.1 0.6962 0.2001 0.7509

5.2 0.5218 - 0.6355

5.3 0.2058 - 0.4872

Σmax
m 5.3195 5.1791 5.4385

Table 2.3: Valeurs de
∑

eqv pour critère MCK et l’approche numérique de Trillat et

al. [79] en contrainte uniforme au bord (f = 1%)

Σm Σeqv
Contrainte uniforme au bord

Borne inférieure Borne supérieure

0 1.5073 1.3774 1.4150

0.8 1.4564 1.3430 1.3849

1.6 1.2677 1.1550 1.1872

2 1.0757 0.9436 0.9912

2.2 0.9316 0.7918 0.8511

2.4 0.7265 0.5973 0.6608

2.5 0.5799 0.4318 0.5305

Σmax
m 2.6588 2.6229 2.6704

Table 2.4: Valeurs de
∑

eqv pour critère MCK et l’approche numérique de Trillat et

al. [79] en contrainte uniforme au bord (f = 10%)

31



Chapitre 2. Formulation, numérisation et applications d’un nouveau modèle isotrope d’endommagement ductile

On note sur ces comparaisons que le critère MCK fournit une bonne approximation de la

borne supérieure. Il faut noter que les bornes supérieures issues du calcul numérique ne

semblent pas assez précises pour les fortes triaxialités des contraintes. En effet, il est noté

par ces auteurs que, pour f = 1%, les écarts entre les valeurs statiques et cinématiques sont

plus grands du fait que le maillage n’est pas assez fin pour cette porosité basse. Cependant,

ces résultats numériques ont été récemment améliorés par ces auteurs (cf. communication

privée). Enfin, il convient de rappeler que le critère MCK donne la solution exacte en char-

gement hydrostatique pur (Σmax
m ). Pour une porosité de f = 10%, le critère MCK constitue

également une bonne approximation de la borne supérieure avec une erreur relative de moins

de 6% à tous les niveaux de contraintes.

2.2 Formulation du modèle issu du critère MCK

On se propose maintenant de décrire la formulation complète du modèle constitutif basé

sur le critère MCK.

– Critère de plasticité

On commence par la fonction de charge macroscopique donnée par (2.10) dans laquelle

est introduite à présent une variable d’écrouissage correspondant à la limite d’élasticité

de la matrice σ̄ :

Φ (Σ, σ̄, f) ≡ Σ2
eq

σ̄2
+ 2f cosh

(√
9

4

Σ2
h

σ̄2
+

2

3

Σ2
eq

σ̄2

)
− 1− f 2 6 0 (2.11)

– Loi d’écoulement

L’évolution de la déformation plastique macroscopique est obtenue à partir de la pro-

priété de normalité qui se transpose à l’échelle macroscopique :

Ėp = λ̇
∂Φ

∂Σ
(2.12)

λ̇ est le multiplicateur plastique :




λ̇ = 0 si Φ(Σ, σ̄, f) < 0

λ̇ ≥ 0 si Φ(Σ, σ̄, f) = 0

(2.13)
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2.2. Formulation du modèle issu du critère MCK

– Evolution de porosité

Quant à la loi d’évolution de la porosité, elle est déduite de l’incompressibilité de la

déformation plastique de matrice solide :

ḟ = 3 (1− f) Ėp
m (2.14)

où Ep
m ≡ 1

3
tr Ep est la déformation plastique volumique macroscopique.

Pour la formulation du modèle, la dernière relation à considérer porte sur la loi d’évo-

lution de la contrainte d’écoulement dans la matrice. Elle est classiquement donnée

sous la forme (cf. [35]) :

(1− f) σ̄ε̇ = Σ : Ėp (2.15)

où ε̄ est la déformation moyenne dans la matrice.

– Modèle de coalescence

 

 

f * 

f fc 

fc 

fF 

fu 

δ 

Figure 2.3: Modèle de coalescence de Tvergaard-Needleman [82] : porosité “effective”

Dans la perspective des calculs de structures, la formulation des modèles doit être

complétée par la prise en compte de la coalescence des cavités. Afin de faciliter la

comparaison du modèle MCK avec le modèle GTN, le modèle de coalescence proposé

par Tvergaard et Needleman [82] a été adopté. La porosité f est alors remplacée par

f ∗ défine par :
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f ∗ =





f si f 6 fc

fc + δ (f − fc) si f > fc

(2.16)

où fc et fF désignent respectivement les porosités de début de coalescence et à la rup-

ture. f ∗ prend la valeur de fu lorsque l’élément de volume ne peut plus supporter de

contraintes. Le facteur δ = (fu − fc)/(fF − fc) a été introduit pour représenter l’aug-

mentation rapide de la porosité qui survient au début de la coalescence (voir figure 2.3).

2.3 Intégration et implantation numérique du modèle

Dans cette section nous présentons les étapes principales de l’intégration du modèle

formulé sur la base du critère MCK, ceci en vue de l’implantation numérique dans le code

ABAQUS. La résolution des problèmes de mécanique de structure par éléments finis, ainsi

que le schéma de résolution de ABAQUS sont brièvement décrits en annexe A.1. Pour des

raisons de comparaison, la numérisation a été aussi effectuée pour le modèle de Gurson et

son extension GTN.

L’implantation numérique dans le code élément fini ABAQUS a été réalisée en tirant profit

de la subroutine Umat (User defined MATerial). Un schéma d’intégration implicite est utilisé

à cette fin. Nous présentons ici l’algorithme de prédiction-correction utilisé pour la mise en

oeuvre du modèle MCK, le même algorithme ayant été employé pour les 2 autres modèles.

– Prédiction élastique

Σn+1 = C : Ee
n+1 = C :

(
En+1 − Ep

n+1

)
= Σpred − C : ∆Ep (2.17)

où C est la matrice des modules élastiques ; les indices n et n + 1 se rapportent au

début et à la fin de l’incrément respectivement ; Σpred est le prédicteur élastique qui

s’exprime comme :

Σpred = C : (Ee
n + ∆E) (2.18)

– Correction plastique

En prenant l’équation (2.11) et en calculant ∂Φ/∂Σpred, on obtient pour la partie
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2.3. Intégration et implantation numérique du modèle

déviatorique (∆Ep)′ et pour la partie hydrostatique ∆Ep
m :





(∆Ep)′ = ∆λ

(
3

σ̄2
+

2f

σ̄2

sinh (R0)

R0

) (
Σpred

)′

∆Ep
m = ∆λ

3

2

f Σpred
m

σ̄2

sinh (R0)

R0

(2.19)

où R0 =

√√√√9

4

(
Σpred

m

)2

σ̄2
+

2

3

(
Σpred

eq

)2

σ̄2
.

A partir de (2.19) et de la définition de ∆Ep
eq ≡ (2/3∆Ep′ : ∆Ep′)1/2

, nous pouvons

obtenir l’expression de ∆λ en fonction de ∆Ep
eq :

∆λ =
σ̄2∆Ep

eq

Σpred
eq

/(
2 +

4f

3

sinh (R0)

R0

)
(2.20)

Le calcul de ∆Ep
eq (qui intervient dans (2.20)), est basé sur la condition de consistance

Φ̇ = 0 :

Φ̇ =
∂Φ

(
Σpred, σ̄, f

)

∂ (∆Ep
eq)

∆Ep
eq = 0 (2.21)

L’expression détaillée de ∆Ep
eq est donnée dans l’annexe A.2.

Calcule ∆λ avec ∆Ep
eq, et la correction plastique est :

∆Ep = ∆λ
∂Φ

∂Σpred
(2.22)

– Opérateur tangent consistant

Le calcul de l’opérateur tangent consistant Kcons (défini par ∆Σ = Kcons : ∆E) est

nécessaire dans UMAT pour garantir une convergence globale. A partir de (2.17) et

l’expression de la correction plastique ∆Ep, nous obtenons :

∆Σ = C : (∆E−∆Ep) = C :

(
∆E− λ̇

∂Φ

∂Σpred

)
(2.23)

En utilisant l’expression de ∆λ, ∆Σ peut s’exprimer comme :

∆Σ = C :

(
∆E− σ̄2

2 + 4f sinh (R0)/R0

∂Φ

∂Σpred

∆Ep
eq

Σpred
eq

)
(2.24)

En introduisant B tel que : ∆Ep
eq = B : ∆E, où B peut être obtenu à partir de (2.21)

(voir l’annexe A.2), l’expression de ∆Σ en fonction de ∆E peut se mettre sous la

forme :

∆Σ =

[
C− σ̄2/Σpred

eq

2 + 4f sinh (R0)/R0

(C :
∂Φ

∂Σpred
)⊗B

]
: ∆E (2.25)
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1. Calcul du prédicteur élastique :

Σpred = C : (Ee
n + ∆E)

2. Calcul de la fonction de charge :

Φ
(
Σpred, σ̄, f

)

3. Vérification du critère :

Si Φ < 0, la solution est élastique, nous passons à l’incrément suivant.

Si Φ ≥ 0, la solution est plastique, nous passons à l’étape 4.

4. Calcul de ∆Ep
eq.

5. Calcul de la correction plastique ∆Ep.

6. Actualisation des contraintes Σ :

Σn+1 = Σpred − C : ∆Ep

7. Actualisation des variables σ̄, f .

8. Passer à l’étape 2.

Figure 2.4: Algorithme d’implantation du modèle MCK

L’opérateur tangent consistant s’écrit donc :

Kcons = C− σ̄2/Σpred
eq

2 + 4f sinh (R0)/R0

(
C :

∂Φ

∂Σpred

)
⊗B (2.26)

Les étapes principales de l’algorithme de prédiction élastique-correction plastique sont

résumées sur la figure 2.4.

2.4 Application numérique à l’étude de la striction

d’une éprouvette lisse

Nous présentons d’abord les prédictions du modèle MCK pour l’analyse de la striction

d’une éprouvette cylindrique lisse soumise à une traction uniaxiale. Cet exemple est choisi

car il est étudié par de nombreux auteurs ([82],[1],[10]) sur la base du modèle de Gurson
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2.4. Application numérique à l’étude de la striction d’une éprouvette lisse

et/ou de GTN. Nous comparons dans ce qui suit les résultats numériques prédits par les

modèles MCK, GTN et de Gurson.

2.4.1 Données pour la simulation numérique

Le matériau constitutif de l’éprouvette est un acier courant avec un rapport E/σ0 = 500

et un coefficient de Poisson ν = 0.3. L’écrouissage isotrope de la matrice est modélisé en

utilisant une loi puissance σ̄ = k(ε̄p)n avec k = 760, n = 0.1. Comme dans l’étude de Bes-

son [10], la porosité initiale est prise égale à f0 = 1.75× 10−4, tandis que les paramètres de

coalescence adoptés sont fc = 8× 10−4 et fF = 0.2672. Les principaux paramètres matériau

sont donnés dans le tableau 2.5.

f0 fc fF E(MPa) ν σ0(MPa)

1.75× 10−4 8× 10−4 0.2672 2× 105 0.3 400

Table 2.5: Valeurs des principaux paramètres utilisés pour l’étude de la réponse de

l’éprouvette lisse

Le rapport L0/R0 est pris égal à 4 avec L0 et R0 représentent la demi-hauteur et le rayon

de l’éprouvette respectivement (cf. figure 2.5). Comme montré sur figure 2.5, 330 éléments

quadratiques axisymétriques avec intégration réduite (CAXR) sont utilisés pour le maillage

du quart de l’éprouvette (prise en compte de la symétrie). Un déplacement uniform verticale

est imposé à la face supérieure, les noeuds situés au plan de symétrie sont bloqués axiale-

ment.

Considérant que cet exemple concerne un problème de grande déformation, l’option NL-

GEOM dans ABAQUS a été utilisée pendant le processus d’analyse. D’ailleurs, une ex-

tension aux grandes déformations du programme UMAT a été effectuée en ajoutant une

routine utilisateur ROTSIG, ce qui permet de tourner les tenseurs déformations élastique

Ee et plastique Ep.
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1

2

3

Figure 2.5: Profil géométrique et maillage de l’éprouvette axisymétrique lisse

2.4.2 Discussion des résultats de la simulation numérique

Les prédictions de la contrainte nominale (F/S0 où S0 est la surface initiale au centre de

l’éprouvette) en fonction de la réduction de rayon (∆R/R0) des trois modèles sont comparées

sur la figure 2.6.

Les courbes issus des résultats fournis par les trois modèles présentent les mêmes allures. La

contrainte nominale F/S0 commence d’abord par augmenter jusqu’à atteindre un maximum

qui correspond au début de striction [82] puis la courbe amorce une descente, conséquence

de la diminution de la section au niveau du col de l’éprouvette. Cette chute s’accentue à la

fin de l’essai en raison de la coalescence de certaines cavités.

Avant d’arriver à l’étape de coalescence, les trois modèles prédisent des résultats tout à fait

similaires. Dans la phase de coalescence, les résultats obtenus par le modèle MCK recouvrent

presque ceux prédits par le modèle GTN. La courbe issue des résultats du modèle de Gurson

est différente par rapport aux deux autres courbes. En effet, il est bien connu (voir [10]) que

les déformations sont importantes au centre de l’éprouvette où la triaxialité est faible (égal

à 0.33 au début de la traction). Dans ce domaine, il a été noté que les critères GTN et MCK

sont en accord.

La figure 2.7 montre les évolutions de la porosité au centre de l’éprouvette lisse, telles

qu’elles sont prédites par les trois modèles. On note également ici une grande proximité

entre la courbe du modèle MCK et celle du modèle GTN. A niveau de déplacement fixé, ces
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Figure 2.6: Comparaison des résultats numériques : courbes de comportement

prédites par les modèles MCK, GTN et Gurson
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Figure 2.7: Evolution de porosité au centre de l’éprouvette
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Figure 2.8: Comparaison des critères MCK, Gurson et GTN pour porosité f = 20%,

prédite par les trois modèles

deux modèles prédisent des niveaux de porosité plus élevés que celui fourni par le modèle

de Gurson. En résumé, les modèles MCK et GTN prédisent des résultats similaires et une

coalescence plus précoce par rapport au modèle de Gurson.

Comme la porosité au centre de l’éprouvette peut atteindre un niveau de 20% à la fin du

chargement(voir figure 2.7), il s’avère intéressant de comparer les trois critères de plasticité

macroscopiques (cf. figure 2.8 pour une porosité f = 20%). Il est confirmé que, pour ce

niveau de porosité et pour des faibles triaxialités des contraintes, le critère MCK et celui de

GTN sont en accord et présentent des différences avec le critère de Gurson.

2.5 Simulation numérique d’une éprouvette entaillée

préfissurée

En raison de la bonne performance du modèle MCK dans le domaine des faibles triaxia-

lités des contraintes, une éprouvette entaillée axisymétrique préfissurée a été ensuite consi-

dérée. Les données expérimentales correspondant à cet essai proviennent de Rousselier et

Mudry [69]. Il convient de noter que cet essai a été récemment étudié par Enakoutsa et al.

[23] [22] en considérant le modèle GTN et des régularisations non locales. Notre objectif
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2.5. Simulation numérique d’une éprouvette entaillée préfissurée

étant de comparer le nouveau modèle locale aux deux autres, nous nous contenterons ici de

la formulation non régularisée en adoptant le même maillage que celui utilisé par ces auteurs.

2.5.1 Données et description de l’éprouvette entaillée

La demi-hauteur et le rayon de l’éprouvette sont respectivement de 45 mm et 15 mm

(cf. figure 2.9). Le demi-angle d’ouverture vaut 30◦ ; la profondeur de l’entaille centrale en

forme de V est de 5 mm. La longueur de la préfissure est prise égale à 1.7 mm.

Le matériau constitutif de l’éprouvette est un acier faiblement allié, référencé 16MND5 ou

encore A508 CL.3. Le module d’Young de cet acier vaut E = 203000MPa , tandis que son

coefficient de Poisson est ν = 0.3. La porosité initiale f0 = 1.6 × 10−4. Comme précedem-

ment, l’écrouissage isotrope de la matrice est modélisé en utilisant une loi de puissance de

la déformation plastique équivalente avec un exposant n = 0.1. Les principaux paramètres

matériau sont donnés dans le tableau 2.6.

f0 fc fF E(MPa) ν σ0(MPa)

1.6× 10−4 5× 10−4 0.2433 2.03× 105 0.3 450

Table 2.6: Valeurs des principaux paramètres utilisés pour la modélisation de

l’éprouvette entaillée préfissurée

L’éprouvette est soumise à un chargement consistant en un déplacement uniforme vertical

imposé à la face supérieure, les noeuds situés dans le plan de symétrie étant bloqués axiale-

ment. Pour la même raison que dans l’exemple précédent, une analyse de grande déformation

a été retenue pour cette simulation.

La figure 2.9 présente le maillage du quart de l’éprouvette qui est composé de 192 élé-

ments quadratiques axisymétriques avec intégration réduite(CAXR ou CAXRT). Comme

dans [23], une taille de maille fixe de 800 µm est appliquée dans la zone où une localisation

du champ de déformation est attendue.
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1

2

3

Figure 2.9: Profil géométrique et maillage de l’éprouvette axisymétrique préfissurée

2.5.2 Discussion des résultats
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Figure 2.10: Comparaison des prédictions numériques avec les résultats

expérimentaux [23] - Courbes de traction par les modèles MCK, GTN et Gurson

Sur la figure 2.10, est présentée une comparaison des prédictions numériques force-

déplacement par les trois modèles aux données expérimentales. On note que les trois courbes

issues du calcul numérique ont des allures semblables. La force de traction commence d’abord
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Figure 2.11: Distribution de triaxialité dans l’éprouvette préfissurée soumise à un

déplacement vertical de 0.8mm

par augmenter jusqu’à arriver à un “plateau” puis amorce une descente due à la coalescence.

Les résultats de simulation pour ces trois modèles apparaissent tout à fait comparables aux

données issues de l’expérience. L’écart entre les courbes du modèle MCK et du modèle GTN

est beaucoup plus faible que celui entre le modèle MCK et le modèle de Gurson. Ce résultat

peut être interprété à partir de la distribution des triaxialités des contraintes dans l’éprou-

vette (cf. figure 2.11). En effet, on note que le fond de la fissure concentre une grande partie

des déformations et se trouve dans une zone où la triaxialité des contraintes est relativement

faible (de l’ordre de 0.5) par rapport à d’autre zones de l’éprouvette. Comme précedemment

indiqué(cf. figure 2.8), pour ce niveau de triaxialité, le critère MCK est proche de celui de

GTN et présente des différences avec le critère de Gurson.

L’analyse des évolutions de porosité en fond de la fissure permet de confirmer l’interpréta-

tion des différences entre les courbes de traction calculées à l’aide des trois modèles. La figure

2.12 indique que les valeurs de porosité prédites par le modèle GTN et par le modèle MCK

sont proches et augmentent plus vite que celle du modèle de Gurson. De plus, les modèle

GTN et MCK atteignent la porosité de rupture (fF ) à des niveaux de déformation similaires.
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Figure 2.12: Evolution de porosité en fond de la fissure

2.6 Prise en compte d’une pression de fluide dans les

cavités

Dans cette section nous nous intéressons à la situation où les cavités sont saturées par

un fluide. Nous visons à étendre le modèle MCK au contexte de la poroplasticité. Le milieu

étudié est composé comme précédemment d’une matrice rigide plastique parfaite (critère de

von Mises), mais avec des cavités sphériques sous pression uniforme p (par exemple, pression

due à un gaz). La cellule élémentaire étudiée est schématisée sur la figure 2.13.

2.6.1 Contraintes effectives

En raison de l’incompressibilité de la matrice, on peut démontrer la validité du concept

de contrainte effective de Terzaghi : Σ = Σ + p1 ([14] [45] [83]). Ceci revient à remplacer le

couple de paramètres (Σ, p) par Σ + p1. Il s’ensuit donc la modification suivante pour le

critère MCK lorsque la pression de fluide est considérée :

Φ (Σ, σ̄, f) ≡ Σ2
eq

σ̄2
+ 2f cosh

(√
9

4

(Σh + p)2

σ̄2
+

2

3

Σ2
eq

σ̄2

)
− 1− f 2 6 0 (2.27)
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Figure 2.13: Cellule élémentaire prenant en compte la pression p
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Figure 2.14: Comparaison entre le critère MCK dans le cas drainé (trait plein) et

celui dans le cas saturé (p = 0.5σ0, trait discontinu) avec une porosité f = 0.2

A titre d’illustration, sur la figure 2.14 sont indiquées les courbes représentant critère MCK

pour deux valeurs de la pression (p = 0, et p = 0.5σ0) et qui se déduisent l’une de l’autre

par une translation d’amplitude p suivant l’axe de Σh.
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2.6.2 Application au cas d’une éprouvette axisymétrique entaillée

en condition drainée

Un essai de traction sur une éprouvette entaillée de type AE2 est choisi afin d’évaluer le

modèle prenant en compte la pression d’un fluide. L’éprouvette a une longueur initiale de

l0 = 42mm et un rayon initial de R0 = 9mm. Le rayon du col de l’éprouvette R0 est 5mm

et le rayon de l’entaille r est égal à 2mm.

Le matériau constitutif de l’éprouvette a un module de Young E = 203GPa et un coefficient

de Poisson ν = 0.3. L’écrouissage isotrope de la matrice est considéré avec une loi de puis-

sance de la déformation plastique équivalente avec un exposant n = 0.1. La porosité initiale

du matériau vaut f0 = 1.75× 10−4, les paramètres de coalescence fc et fF sont pris égaux à

8 × 10−4 et 0.3338, respectivement. Les principaux paramètres matériau sont donnés dans

le tableau 2.7.

f0 fc fF E(MPa) ν σ0(MPa)

1.75× 10−4 8× 10−4 0.3338 2× 105 0.3 400

Table 2.7: Valeurs des principaux paramètres utilisés pour la modélisation de

l’éprouvette entaillée AE2

Comme montré sur la figure 2.15, 600 éléments quadratiques axisymétriques avec intégra-

tion réduite(CAXR) sont utilisés pour la modélisation du quart de l’éprouvette. L’analyse

est menée en grande déformation.

La figure 2.16 compare les prédictions de la contrainte nominale (F/S0) en fonction du

déplacement par le modèle MCK avec différentes valeurs de pression intérieure (p = 0,

p = 0.5σ0, p = σ0). Ces trois courbes ont la même tendance, tandis qu’un léger décalage

entre elles est noté dans la phase de descente de la courbe.

Une analyse de porosité au centre de l’éprouvette est effectuée et présentée sur la figure

2.17. Elle confirme à même niveau de déplacement la porosité est plus importante lorsque

la pression augmente.
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Figure 2.15: Profil géométrique et maillage de l’éprouvette entaillée AE2
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Figure 2.16: Comparaison des calculs numériques : modèle MCK dans le cas drainé

(p/σ0 = 0) et les cas saturés (p/σ0 = 0.5, p/σ0 = 0.5)
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Figure 2.17: Evolution de porosité au centre de l’éprouvette

2.7 Conclusion

Ce chapitre est consacré à la formulation, la mise en oeuvre numérique et l’application

d’un nouveau modèle d’endommagement basé sur le critère de plasticité MCK isotrope. Les

bonnes performances du modèle sont analysées à travers l’étude d’une éprouvette lisse puis

une éprouvette entaillée. La cohérence observée entre les résultats numériques et les données

expérimentales confirme l’intérêt du modèle proposé. La comparaison de ces modèles indique

une meilleure performance du modèle MCK par rapport au modèle de Gurson, notamment

pour les faibles triaxialités des contraintes. Cette performance est comparable à celle du

modèle GTN qui a été formulé de façon heuristique pour corriger certains défauts du modèle

de Gurson, notamment dans le domaine des faibles triaxialités des contraintes. L’influence de

la pression d’un fluide présent dans la cavité a été également étudiée à l’aide d’une analyse

numérique sur une éprouvette entaillé de type AE2. Le décalage entre les courbes issues

du modèle saturé et du modèle drainé vérifie le principe des contraintes effectives pour les

matériaux poreux à matrice incompressible.
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Chapitre 3

Modélisation micromécanique de

l’endommagement ductile des roches

poreuses

Il est bien connu que le comportement mécanique des géomatériaux est très sensible à la

pression. Le comportement de ces matériaux étant fortement sensible à la pression moyenne,

leur modélisation est classiquement étudiée à l’aide de critères appropriés de plasticité tels

que le critère de Mohr-Coulomb ou de Drucker-Prager [21]. S’agissant du couplage plasticité-

endommagement isotrope pour cette classe de matériaux, une extension naturelle du modèle

de Gurson consiste à remplacer la matrice solide de von Mises par une matrice de type

Druker-Prager. L’étude de la plasticité de milieux poreux qui en découle à été récemment

abordée dans la littérature. On mentionnera en particulier la mise en oeuvre d’approches

variationnelles d’homogénéisation non linéaire dans [20], de méthodes numériques dans [58]

et plus récemment d’approches par analyse limite de type Gurson (cf. [83], [34]).

En cohérence avec les approches par analyse limite mises en oeuvre dans toute la thèse, et en

raison des bonnes performances attendues, l’objectif de ce chapitre est la formulation, l’im-

plantation et application du modèle issu du critère de Guo et al. [34] pour les géomatériaux.

Nous rappelons d’abord la méthodologie conduisant à l’expression de ce critère. Puis nous

présentons la formulation complète et l’implantation numérique du modèle couplé corres-

pondant. Une application numérique est ensuite réalisée à travers l’étude du comportement

sous sollicitation de compression triaxiale d’une craie. Enfin, les résultats numériques seront

discutés en les comparant aux données expérimentales [87] [88].
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Chapitre 3. Modélisation micromécanique de l’endommagement ductile des roches poreuses

3.1 Critères de plasticité de matériaux poreux à ma-

trice plastiquement compressible

Pour une large classe de matériaux comme les polymères, les géomatériaux, ou les métaux

à double porosité, l’hypothèse d’incompressibilité de la matrice solide faite dans l’analyse de

Gurson s’avère inadaptée. Des critères de plasticité se sont développés ces dernières années

pour ce type de matériaux poreux, en considérant une matrice plastiquement compressible.

Nous analysons brièvement ici quelques travaux existants dans ce domaine.

3.1.1 Cas d’un matériau poreux à matrice de type Gurson

a

v =D.x

b

r

Figure 3.1: Sphère creuse avec matrice plastiquement compressible et exemple d’une

matrice poreuse (double populations de cavités)

Vincent et al. [84] [85] ont proposé un critère de plasticité macroscopique pour des

matériaux poreux dont la matrice obéit à un critère de Gurson modifié, donné par :

Φ = q′3

(
Σeq

σ0

)2

+ 2q′1f cosh

(
3

2

Σm

σ0

)
− 1− (q′1f)2 = 0 (3.1)

dont q′1 et q′3 sont des coefficients définis par :





q′1 =1.25

q′3 =

(
1 +

2

3
f

)
(1− q′1f)2

(1− f)2

Le domaine d’application visé est celui des matériaux à deux populations de cavités à deux

échelles différentes, tels que les grains de combustibles nucléaires. La première population de

cavités, qui correspond à la première échelle, est supposée sphérique et distribuée de façon

isotrope. La deuxième population de cavités est supposé de même nature mais se trouve à
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3.1. Critères de plasticité de matériaux poreux à matrice plastiquement compressible

l’échelle supérieure. La schématisation de ce problème à l’aide de la sphère creuse avec une

matrice poreuse est indiquée sur la figure 3.1.

La matrice poreuse obéissant au critère de Gurson, le champ de vitesse dans cette matrice

est pris sous la forme suivante :

v = Ax + vG (3.2)

où A est un scalaire destiné à traduire la compressibilité plastique, vG est un champ de

vitesse incompressible inspiré de l’analyse initiale de Gurson et vérifiant la condition de

taux de déformation uniforme (D−A1) au bord. Vincent [83] a démontré que la dissipation

macroscopique est donnée par :

Π(D) ≤ inf
A

σ0

∫ 1

q′1fb

∫ 1

fe

√
4A2

y2
+

4

q′3

(Dm − A)2

z2
+

D2
eq

q′3
dzdy (3.3)

où fb et fe représentent respectivement la porosité à la première échelle et la porosité à

l’échelle supérieure.

Afin de fournir un critère macroscopique analytique, deux approximations sont appliquées

par Vincent et al. [83]

– A1 : La première approximation consiste à prendre A sous la forme :

Ā =
q1fb

fe + q1fb

Dm (3.4)

En utilisant A = Ā, la borne supérieure (3.3) est encore majorée par :

Π(D) ≤ σ0

∫ 1

q1fb

∫ 1

fe

√
4q2

1f
2
b

(fe + q1fb)2

D2
m

y2
+

4f 2
e

q3(fe + q1fb)2

D2
m

z2
+

D2
eq

q3

dzdy (3.5)

Les points purement déviatorique et purement hydrostatique obtenus par (3.5) sont

donnés par :

Σm = 0, Σeq = σ̃0 avec : σ̃0 = σ0(1− q1fb)(1− fe)/
√

q3 (3.6)

et

Σm = p̃, Σeq = 0 avec : p̃ =
1

3
σ0

2[C1 + ln(C2)]√
q3(q1fb + fe)

(3.7)

Les expressions de C1 et C2 sont données dans l’annexe B.1.
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– A2 : La seconde approximation consiste à proposer un critère arbitraire de type Gurson

et passant par les points purement hydrostatique p̃ et purement déviatorique σ̃0 :

1

β

(
Σeq

σ0

)2

+
1

α
cosh

(
3

2

Σm

σ0

)
− 1 = 0, avec : α ≡ cosh

(
3

2

p̃

σ0

)
et β ≡ α

α− 1

(
σ̃0

σ0

)2

(3.8)

Le critère approché (3.8) est donnée sous une forme explicite et il est en accord avec des

résultats éléments finis dans certains cas [83]. Cependant la pertinence de ces deux approxi-

mations utilisées dans la déduction nécessite une vérification plus complète.

3.1.2 Approche variationnelle du critère d’un matériau poreux à

matrice de Drucker-Prager

On considère un VER de milieu poreux avec une matrice rigide parfaitement plastique

obéissant au critère de Druker-Prager [21] qui s’écrit :

Φ(σ) = α′
(

I1

3
− h

)
+

√
J2 ≤ 0, avec : I1 = trσ, J2 =

1

2
σ′ : σ′ (3.9)

où α′ est une constante ; h représente la contrainte seuil en traction. La schématisation de

ce critère, que l’on peut également exprimer sous la forme Φ(σ) = σeq + 3ασm − σ0 ≤ 0

(avec α =
√

3
3

α′ et σ0 =
√

3α′h), est présenté sur la figure 3.2

En raison de la présence de la pression hydrostatique dans le critère de la matrice sous la

forme (3.9), le critère (3.8) ne semble pas adapté à ce type de matériaux, notamment à

cause de la dissymétrie entre le domaine des compressions (σm < 0) et celui des tractions

(σm > 0).

Considérant une matrice obéissant au critère de Drucker-Prager, Dormieux et al. [20] [5] [4]

sont les premiers qui ont établi un critère macroscopique en utilisant le principe variationnel

introduit par Ponte Castañeda [63] (ce qui revient aussi à une méthode sécante modifiée

[16]).

En notant π(d) la fonction d’appui, la propriété σ = ∂π/∂d(d) conduit à :

σ =
∂π

∂I ′1
(I ′1, J ′1)1 +

∂π

∂J ′1
(I ′1, J ′1)d

′ = Csct(d) : d (3.10)

avec : I ′1 = trd, J ′1 =
1

2
d′ : d′.

Le module sécant Csct(d) peut s’exprimer en modules sécants de compressibilité ksct(I
′
1, J ′1)

et de cisaillement µsct(I
′
1, J ′1) par :

Csct(d) = 3ksct(I
′
1, J ′1)J+ 2µsct(I

′
1, J ′1)K (3.11)
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avec : ksct(I
′
1, J ′1) =

1

I ′1

∂π

∂I ′1
(I ′1, J ′1), µsct(I

′
1, J ′1) =

1

2

∂π

∂J ′2
(I ′1, J ′1).

Il s’ensuit que :
1

3
I1 = ksct(I

′
1, J ′1)I

′
1;

√
J2 = 2µsct(I

′
1, J ′1)

√
J ′2 (3.12)

En imposant la condition (3.9) aux grandes valeurs de déformations déviatoriques, les au-

teurs établissent :

µsct(I
′
1, J ′1) ≈ α′

h− ksct(I
′
1, J ′1)I

′
1

2
√

J ′2
(3.13)

L’expression finale de critère macroscopique qu’ils établissent est :

(α′)2h2(1− f)2 = Σ2
m

(
1− f

khom
− (α′)2

)
+ 2(α′)2h(1− f)Σm + Σ2

eq

1− f

µhom
(3.14)

où khom et µhom représentent les modules élastiques de compression et de cisaillement ho-

mogénéisé du milieu poreux.

Il s’agit d’un critère elliptique, tout comme celui de Ponte Castañda pour les matériaux po-

reux à matrice plastiquement incompressible. Le critère apparâıt pertinent en cisaillement

mais trop majorant en hydrostatique. L’établissement d’un critère de type Gurson n’a été

que récemment abordé par Guo et al. [34]. L’analyse de leurs travaux font l’objet du para-

graphe qui suit.

3.2 Critère de Guo et al. (2008) pour des matériaux à

matrice de Drucker-Prager

3.2.1 Matrice dilatante sensible à la pression moyenne

On rappelle le critère de Drucker-Prager [21], formulé pour des matériaux dont le com-

portement plastique est sensible à la pression moyenne. Ce critère s’exprime sous la forme

suivante :

Φ(σ) = σeq + 3ασm − σ0 ≤ 0 (3.15)

où σeq et σm représentent la contrainte équivalente et la contrainte moyenne respectivement.

σ0 est la contrainte seuil du matériau sous cisaillement pur (σm = 0), et α est le facteur de

sensibilité à la pression, lié à l’angle de frottement du matériau ψα par :

tan ψα = 3α (3.16)
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Comme montré sur la figure 3.2, l’angle ψα représente la pente du critère de plasticité (3.15)

dans l’espace des contraintes (σeq - σm).

Figure 3.2: Comparaison des critères Drucker-Prager et von Mises

Guo et al. [34] ont fait l’hypothèse d’une loi d’écoulement associée au critère de plasticité

(3.15). Avec le potentiel plastique φ = σeq + 3ασm, l’évolution de la déformation plastique

est donnée par :

dp = dp
eq

∂φ

∂σ
= dp

eq

(
3σ′

2σeq

+ α1

)
(3.17)

où σ est le tenseur de contrainte, σ′ est la contrainte déviatorique, et dp
eq =

√
2
3
(dp)′ : (dp)′

avec (dp)′ qui représente la partie déviatorique du taux de déformation plastique dp. La

dilatance (déformation volumique) plastique est donnée par :

trdp = 3αdp
eq (3.18)

La sensibilité à la pression et la dilatance plastique sont ainsi toutes deux dépendantes du

paramètre matériau α. Enfin, en utilisant (3.17), la dissipation locale s’écrit :

σ : dp = (σeq + 3ασm)dp
eq = σ0d

p
eq (3.19)
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Figure 3.3: Cellule élémentaire considérée

3.2.2 Borne supérieure du critère de plasticité

La cellule élémentaire étudiée est une sphère creuse de rayon intérieur a et de rayon

extérieur b (cf. figure 3.3). Elle se plaçant en coordonnées cylindriques (r, ϕ, z), le champ

de vitesse considéré par Guo et al. [34] est composé de deux champs de base v±s et v±h :

v±s =

(
b

r

)3/(1±2α)

(ρeρ + zez); v±h = ρeρ +
α∓ 1

α± 1
2

zez (3.20)

où r =
√

ρ2 + z2 et le signe devant α dépend du signe de la base. En raison de difficultés

liées à la dilatance plastique, le champ de vitesse retenu par Guo et al. [34] est de la forme

suivante :

v = C0

(
b

r

)3/s

(ρeρ + zez) + C1ρeρ + C2zez (3.21)

où C0, C1 et C2 sont trois constantes, s est donné par :





s = 1 + 2α si C0 > 0

s = 1− 2α si C0 < 0

(3.22)

En suivant la démarche usuelle basée sur la détermination de la fonction dissipation ma-

croscopique z, Guo et al. [34] aboutissent à un critère de plasticité sous la forme implicite,

paramétrique suivante :

Φ(Σeq(ω), Σm(ω)) = 0 (3.23)
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avec : 



Σeq =
σ0(f

γ − f)

fγ − f + α∂z/∂C0

∂z
∂De

Σm =
σ0(1− f)

3(fγ − f + α∂z/∂C0)

∂z
∂C0

(3.24)

et 



∂z
∂C0

=
2

s
ω

∫ 1

f

x−2/sdx√
1 + ω2x−2/s

∂z
∂De

=

∫ 1

f

dx√
1 + ω2x−2/s

(3.25)

Les paramètres ω et γ sont définis par :

ω =
2

s

C0

De

; γ = 1− s−1 (3.26)

Ce critère dont la représentation paramétrique est donnée par les relations (3.23)-(3.26)

est dénommé “UBM”(Upper Bound Model) par Guo et al. [34] ; il constitue selon eux une

borne supérieure. Il convient de noter que dans une étude du critère, Pastor et al. [58]

ont évalué le critère UBM (3.23) en le comparant à des résultats numériques obtenus en

conditions de taux de déformation uniforme au bord de la cellule élémentaire(voir les figures

3.4 et 3.5). Leurs résultats indiquent que le critère (3.23) se trouve souvent encadré entre

l’approche cinématique et l’approche statique qui constituent pour le critère macroscopique

Sm
s0

K10 K8 K6 K4 K2 0 2

Seq
s0

1

2

3

UBM
statique

cinematique

Figure 3.4: Comparaison entre le critère UBM et les résultats éléments finis obtenus

par Pastor et al.[58] : cas pour f = 0.05 et Ψα = 30̊

56



3.2. Critère de Guo et al. (2008) pour des matériaux à matrice de Drucker-Prager

S
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s
0
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S
eq

s
0
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10

statique

cinematique

UBM

Figure 3.5: Comparaison entre le critère UBM et les résultats éléments finis obtenus

par Pastor et al.[58] : cas pour f = 0.1 et Ψα = 40̊

une borne supérieure et une borne inférieure, respectivement. Cependant, ils mettent en

évidence des cas pour lesquels (cf. figure 3.5) l’UBM semblent violer la borne inférieure

(statique), suggérant ainsi que (3.23) est plutôt une estimation du critère.

3.2.3 Formulation analytique approchée et illustrations

En raison des difficultés d’application du critère UBM, exprimé sous forme paramétrique,

un critère approché a été proposé par Guo et al. [34] en s’appuyant sur quelques cas limites

qui doivent être retrouvés. En se basant sur ces cas limites, Guo et al. [34] ont proposé le

critère de plasticité du milieux poreux sous la forme suivante :

ΦA =

[
Σeq/σ0

Θ(Σm, α, f)

]2

+ 2f cosh[γ−1 ln(1− 3α
Σm

σ0

)]− (1 + f 2) = 0 (3.27)

Comme Σm prend le même signe que C0, les auteurs ont suggéré :

γ =
2α

2α + sgn(Σm)
; s = 1 + 2αsgn(Σm) (3.28)

Deux expressions de la fonction Θ(Σm, α, f) sont proposées :

Θ1 = 1− 3αΣm

σ0(1− f)1−s/2
(3.29)
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Figure 3.6: Comparaison du critère UBM, la forme approximative (3.27) et les

résultats éléments finis de la cellule élémentaire : (a) f=0.01 ; (b) f=0.05 ; (c) f=0.1 ;

(d) f=0.2, avec Ψα=0̊ , 10̊ , 20̊ et 30̊ (d’après [34]).

et

Θ2 = 1− 3αΣm

σ0(1 + γ ln(1 + sf))
(3.30)

En comparant avec le critère UBM (3.23), la première forme de la fonction Θ(Σm, α, f)

semble plus précise dans le cas de traction (Σm > 0) tandis que c’est la deuxième forme qui

donne des résultats plus convenables en compression (Σm < 0).

Sur la figure 3.6 sont comparés le critère UBM (3.23), le critère approché (3.27) et les ré-

sultats issus de calculs par éléments finis. Les deux critères proposés semblent tout à fait

comparables avec les résultats de calcul par éléments finis. Le critère approché (3.27) est

généralement voisin du critère UBM sauf pour des valeurs de Ψα élevés (ex : Ψα = 30̊ ), où

des différences perceptibles apparaissent entre ces trois surfaces de plasticité.

58



3.2. Critère de Guo et al. (2008) pour des matériaux à matrice de Drucker-Prager

3.2.4 Application à certains géomatériaux

Comme les géomatériaux sont généralement sensibles à la pression moyenne correspon-

dant ainsi aux matériaux décrits par le critère qui vient d’être présenté, nous nous proposons

d’en faire des applications à quelques roches poreuses. Soulignant que le critère approché

(3.27) associé à (3.30) est retenu en raison de sa bonne performance dans le domaine des

compressions (Σm < 0).

Les figures 3.7 et 3.8 montrent des comparaisons des prédictions ductiles de Guo et al. (3.27)

avec les données concernant la résistance d’échantillons de plâtre, dont le rapport eau/plâtre

est 50% et 70% respectivement (données tirées de [44] et [2]). Différentes porosités ont pu

être considérées. Sur les figures, I1 =tr(Σ) représente le premier invariant du tenseur des

contraintes macroscopiques, J2 = (1/2)Σ′ : Σ′ est le deuxième invariant du tenseur des

contraintes. Des concordances sont notées entre les prédictions du critère (3.27) et les don-

I
1
MPa

K20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

J2
 MPa

2

4

6

8

10

12

14

f=0.443

f=0.3225

Figure 3.7: Résistance en compression triaxiale d’échantillons de plâtre (rapport

eau/plâtre = 50%) : comparaison des prédictions du critère (3.27) avec des données

expérimentales [44] [2] correspondant à 2 porosités. Les données “matériau” sont

α = 0.251 et σ0 = 19MPa
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Figure 3.8: Résistance en compression triaxiale d’échantillons de plâtre (rapport

eau/plâtre = 70%) : comparaison des prédictions du critère (3.27) avec des données

expérimentales [44] [2] correspondant à 3 porosités. Les données “matériau” sont

α = 0.3 et σ0 = 15MPa

nées expérimentales, ce qui prélude d’une bonne adéquation de ce critère pour l’étude du

comportement plastique des géomatériaux poreux.

Compte tenu de ces bons résultats prédits par le critère de Guo et al. [34], nous avions

entrepris de formuler un modèle d’endommagement basé sur ce critère.

3.3 Formulation du modèle complet issu du critère de

Guo et al. (2008)

Dans cette section on s’intéresse à la formulation du modèle constitutif complet basé sur

(3.27) proposé par Guo et al. [34]. Dans cette perspective, σ0 est remplacé par une variable
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d’écrouissage σ̄, représentant la contrainte d’écoulement de la matrice :

Φ(Σ, σ̄, f) =

[
Σeq/σ̄

Θ(Σm, α, f)

]2

+ 2f cosh[γ−1 ln(1− 3α
Σm

σ̄
)]− (1 + f 2) = 0 (3.31)

On rappelle que dans la perspective des applications réalisées dans la section 3.5 (essai de

compression), la deuxième expression approchée de Θ(Σm, α, f) est considérée :

Θ(Σm, α, f) = 1− 3αΣm

σ̄(1 + γ ln(1 + sf))
(3.32)

La loi d’évolution de la contrainte d’écoulement dans la matrice s’écrit, connu pour le modèle

de Gurson, sous la forme (cf. [35]) :

(1− f) σ̄ε̇p = Σ : Ėp (3.33)

où εp est la déformation moyenne dans la matrice.

L’écoulement plastique est régi par la règle de normalité :

Ėp = λ̇
∂Φ

∂Σ
(Σ, σ̄, f) (3.34)

où λ̇ est le multiplicateur plastique :





λ̇ = 0 si Φ < 0 ou si Φ = 0 et Φ̇ ≤ 0

λ̇ ≥ 0 si Φ = 0 et Φ̇ > 0

(3.35)

La loi d’évolution de la porosité est dérivée de la relation microscopique J̇ = Jtrdp, où J

est le ratio d’un élément de volume actuel à l’élément de volume initial. Nous avons alors :

ḟ = (1− f)trĖp − V −1

∫

Vm

trdpdV (3.36)

où Vm représente le volume de la matrice et V le volume total de la cellule.

En considérant (3.18) dans le deuxième terme de cette expression, il s’ensuit :

V −1

∫

Vm

trdpdV = V −1

∫

Vm

3αε̇pdV = 3(1− f)αε̇p (3.37)

Le report de cette expression dans (3.36) conduit à :

ḟ = (1− f)(trĖp − 3αε̇p) (3.38)
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3.4 Intégration et implantation numérique du modèle

Nous présentons dans cette section les étapes principales de l’intégration du modèle de

Guo et al. afin de l’implanter dans le code de calcul éléments finis ABAQUS. La subroutine

Umat a été utilisée pour cette implantation numérique en appliquant un schéma d’intégration

implicite.

– Prédicteur élastique

Σn+1 = C : Ee
n+1 = C :

(
En+1 − Ep

n+1

)
= Σpred − C : ∆Ep (3.39)

où C est la matrice des modules élastiques ; les indices n et n + 1 se rapportent au

debut et a la fin de l’incrément respectivement ; Σpred est le prédicteur élastique qui

s’exprime comme :

Σpred = C : (Ee
n + ∆E) (3.40)

– Correction plastique

Le calcul de ∂Φ/∂Σpred à partir de (3.31), donne :





(∆Ep)′ = 3∆λ/
(
σ̄2Θ2

) (
Σpred

)′

∆Ep
m = ∆λ

{
2αΣ2

eq

Θ3σ̄3 [1 + γ ln(1 + sf)]
+

2fγ−1 sinh [γ−1 ln(1− 3αΣm/σ̄)]

3Σm − σ̄/α

}

(3.41)

La considération du système d’équations (3.41), avec la définition de ∆Ep
eq ≡ (2/3∆Ep′ : ∆Ep′)1/2

,

donne l’expression de ∆λ sous la forme suivante :

∆λ = σ̄2Θ2∆Ep
eq/

(
2Σpred

eq

)
(3.42)

Le calcul de ∆Ep
eq, s’appuie sur la condition de consistance Φ̇ = 0 :

Φ̇ =
∂Φ

(
Σpred, σ̄, f

)

∂ (∆Ep
eq)

∆Ep
eq = 0 ⇒ ∆Ep

eq (3.43)

On obtient alors l’expression détaillée de ∆Ep
eq, donnée dans l’annexe B.2.

Le report de ∆Ep
eq dans (3.42) permet d’obtenir la correction plastique :

∆Ep = ∆λ
∂Φ

∂Σpred
(3.44)
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1. Calcul du prédicteur élastique :

Σpred = C : (Ee
n + ∆E)

2. Calcul de la fonction de charge :

Φ
(
Σpred, σ̄, f

)

3. Vérification du critère :

Si Φ < 0, la solution est élastique, nous passons à l’incrément suivant.

Si Φ ≥ 0, la solution est plastique, nous passons à l’étape 4.

4. Calcul de ∆Ep
eq.

5. Calcul de la correction plastique ∆Ep.

6. Actualisation des contraintes Σ :

Σn+1 = Σpred − C : ∆Ep

7. Actualisation des variables σ̄, f .

8. Passer à l’étape 2.

Figure 3.9: Algorithme d’implantation du modèle de Guo et al.

– Opérateur tangent consistant

Comme indiqué précedemment, l’implantation de modèles dans ABAQUS requiert le

calcul de l’opérateur consistant Kcons. Sa formulation générale est définie par :

Kcons =
∆Σ

∆E
(3.45)

En combinant l’équation (3.39) avec l’expression de la correction plastique ∆Ep (3.43),

on obtient :

∆Σ = C :

(
∆E− λ̇

∂Φ

∂Σpred

)
(3.46)

En tenant compte de l’expression de λ̇, ∆Σ s’écrit :

∆Σ = C :

(
∆E− σ̄2Θ2

2Σeq

∂Φ

∂Σpred
∆Ep

eq

)
(3.47)
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Introduisant à partir de (3.43), B tel que ∆Ep
eq = B : ∆E et donné en annexe B.2,

(3.47) peut se réécrire sous la forme :

∆Σ =

[
C− σ̄2Θ2

2Σeq

C :
∂Φ

∂Σ
⊗B

]
: ∆E (3.48)

d’où d’après la définition (3.45) :

Kcons = C− σ̄2Θ2

2Σeq

C :
∂Φ

∂Σ
⊗B (3.49)

Les étapes principales de l’algorithme sont résumées sur la figure 3.9.

3.5 Application numérique aux essais sur la craie de

Lixhe

Dans cette section, nous présentons l’application numérique du modèle de Guo et al. aux

essais sur la craie de Lixhe. Ce matériau est choisi car il a été étudié par de nombreux auteurs

([74],[36],[37],[70],[71]) y compris au Laboratoire de Mécanique de Lille [87] [88]. Les derniers

auteurs ont modélisé le comportement élastoplastique avec endommagement de la craie de

Lixhe en utilisant une approche combinant deux mécanismes différents (l’effondrement de la

structure poreuse et le mécanisme de déformation déviatorique). Plus précisément, le modèle

GTN est considéré pour le mécanisme d’effondrement des pores tandis que le mécanisme

déviatorique est pris en compte au travers d’un critère de type Coulomb.

L’intérêt majeur de l’étude réalisée ici réside dans l’utilisation d’une unique surface de charge

en lieu et place des deux surfaces précitées. Nous présentons d’abord les caractéristiques gé-

nérales de la craie de Lixhe. Les essais de compression hydrostatique et de compression

triaxiale drainée seront ensuite décrits. Enfin, les résultats numériques utilisant le modèle

de Guo et al. [34] seront discutés et comparés aux donnés expérimentales.

3.5.1 Caractéristiques générales de la craie de Lixhe

La majorité des craies se sont formées depuis la période Crétacée et leur formation se

produit encore avec des dépôts sur des fonds marins. Quant à la craie de Lixhe, elle est

apparue à la période de Campanien supérieure (soit environ 80 millions d’années). Cette
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craie est définie comme une biomicrite, friable à bien cimentée, composée principalement de

débris d’algues planctoniques ou nanoplanctons. Ces débris sont principalement formés de

calcite à faible teneur en magnésium.

La craie de Lixhe provient de la carrière CBR proche de Liège (Belgique). Une série d’études

expérimentales a été menée sur ce matériau, en raison du fait que son comportement méca-

nique est proche de celui de la craie des réservoirs pétroliers de la Mer du Nord [70] [71]. Il

s’agit d’une craie “pure” qui contient 98% de CaCO3, moins de 0.8% de SiO2 et 0.15% de

Al2O3. La porosité de cette roche varie entre 42% et 44% avec une valeur moyenne de 43%

environ. La perméabilité intrinsèque varie de 1× 10−16m2 jusqu’à 1× 10−15m2. Le tableau

3.1 montre les caractéristiques principales de la craie de Lixhe.

Composition moyenne (%)

CaCO3 SiO2 MgO Fe2O3 P2O5 Al2O3 Porosité

Rayon

des pores

(µm)

Perméabilité

(mD)

98.5 0.8 0.2 0.1 0.15 0.15 0.43 0.5 0.1 à 1

Table 3.1: Caractéristiques de la craie de Lixhe [70]

A l’échelle de l’échantillon, la craie de Lixhe est considérée comme une roche homogène et

isotrope.

La photo 3.10 au MEB (Microscopique Electronique à Balayage) montre la microstructure

de la craie de Lixhe. Cette microstrcture est grossièrement représentée par un assemblage de

grains solides et de pores avec différents types de surfaces de contact. Trois types de contacts

peuvent être identifiés : des surfaces de contact solides cimentées, des points de contact so-

lides régis par le frottement local, et des contacts liquides régis par les forces capillaires.

Par souci de simplicité, il est supposé que les grains solides et les contacts forment une

matrice équivalente dont le comportement mécanique dépend essentiellement des propriétés

actuelles des contacts. Une schématisation de cette représentation équivalente est montrée

sur la figure 3.11.
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Figure 3.10: Microstructure de la craie de Lixhe au MEB [67]

3.5.2 Descriptions des essais

Deux types d’essais de compression sont considérés pour la simulation numérique : l’essai

de compression hydrostatique et l’essai de compression triaxiale drainée. Comme la craie de

Lixhe est une roche sédimentaire contenant presque exclusivement du calcaire CaCO3, elle

est très susceptible à l’eau, ce qui induit des gonflements très importants. Afin d’étudier le

comportement mécanique intrinsèque de la craie de Lixhe, Xie et Shao [87] [88] ont utilisé

comme fluide saturant une huile référencée Soltrol 170 dans leurs essais de compression.

La compression hydrostatique de l’échantillon a consisté à soumettre l’échantillon de craie

à un champ de contrainte isotrope en condition drainée. En ce qui concerne les essais de

compression triaxiale drainée, ils ont été réalisés en deux phases. Dans la première phase

l’échantillon est soumis à un champ de contrainte hydrostatique donné qui est alors main-

tenu jusqu’à la stabilisation des déformations. La deuxième phase consiste à imposer une
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Figure 3.11: Représentation schématique de la craie de Lixhe comme un milieu

poreux homogène

contrainte déviatorique en augmentant uniquement la contrainte axiale par l’application

d’une force axiale. L’essai est mené jusqu’à rupture ou à grandes déformations. La mise en

charge est suffisamment lente pour que le drainage simultané de l’échantillon soit assuré.

3.5.3 Données pour la simulation numérique des essais

1

2

3

Figure 3.12: Maillage de l’échantillon de la craie de Lixhe

Conformément à la taille de l’échantillon, l’élancement, c’est-à-dire le rapport entre la

demi-hauteur L0 et le rayon R0, est égal à 2. Comme montré sur la figure 3.12, 200 éléments
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quadratiques axisymétriques avec intégration réduite (CAXR) sont utilisés pour le maillage

du quart de l’échantillon. Les noeuds situés au plan de symétrie sont bloqués axialement. Les

faces supérieure et droite sont soumises à une pression uniforme afin de simuler la pression

de confinement. Un déplacement uniforme vertical est imposé sur la face supérieure dans la

deuxième phase de l’essai triaxial.

Pour la craie de Lixhe, le module de Young et le coefficient de Poisson sont estimés à

E = 4200MPa et ν = 0.2 [87] [88]. La porosité initiale est f0 = 43%.

Le coefficient α du modèle de Guo et al. est pris égal à 0.2, ce qui correspond à un angle de

frottement Ψα (tel que : tan Ψα = 3α), et la contrainte seuil σ0 = 10MPa. Ces deux valeurs

sont déterminées à l’aide d’une comparaison entre le critère plasticité de Guo et al. [34] et

les contraintes seuils de plasticité obtenus expérimentalement dans les essais de compression

axiale (voir la figure 3.13).
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Figure 3.13: Comparaison entre la surface de charge plastique prédite par le critère

de Guo et al. et les données expérimentales [87] de la résistance en compression

triaxiale

Concernant l’écrouissage de la matrice, une fonction proposée par Xie et al. [87] [88] est

utilisée :

σ̄ = σ0

[
1 + a(ε̄p)nebε̄p]

(3.50)

Les valeur de a, b et n sont déterminées à partir de la simulation de l’essai de compression
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hydrostatique. Le résultat est montré sur la figure 3.14.
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Figure 3.14: Simulation d’essai de compression hydrostatique de la craie de Lixhe

Les principaux paramètres du matériau sont donnés dans le tableau 3.2.

E(MPa) ν f0 α σ0(MPa) a b n

4200 0.2 0.43 0.2 10 0.4 10 0.02

Table 3.2: Valeurs des principaux paramètres utilisés pour la modélisation de la

craie de Lixhe

3.5.4 Discussion des résultats

Les figures 3.15 - 3.21 comparent les prédictions des contraintes déviatoriques (σ1 − σ3)

en fonction des déformations axiale ε1 et latérale ε3 aux données obtenues pour les essais

de compression triaxiale avec des pressions de confinement variant de 3MPa à 20MPa. De

manière générale, les prédictions numériques du modèle de Guo et al. sont en très bon accord
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Chapitre 3. Modélisation micromécanique de l’endommagement ductile des roches poreuses

avec les données expérimentales. Ce modèle décrit correctement la dépendance du compor-

tement mécanique de la craie en fonction de la pression de confinement. Pour les essais avec

des pressions de confinement élevées (supérieures à 14MPa), qui dépassent le seuil plastique,

le modèle de Guo et al. prédit une déformation de compression pour la déformation latérale

ε3 lors de la première phase compression axiale. Ceci est un comportement typique dû à l’ef-

fondrement plastique des pores. Dans les essais de compression triaxiale à faibles pressions

de confinement (3MPa et 4MPa), où le mécanisme de déformation plastique est dominé

par le cisaillement [87] [88], les déformations axiale et latérale sont aussi bien reproduites

par le modèle. Toutefois, l’adoucissement observé dans l’essai avec un confinement de 3MPa

ne peut être décrit par le modèle qui prédit un palier de contrainte. L’existence de ce palier

doit être mise en relation avec l’effondrement de la structure poreuse.
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Figure 3.15: Simulation d’essai de compression triaxiale de la craie de Lixhe avec

une pression de confinement Pc = 3MPa

La figure 3.22 montre l’évolutions de la porosité f en fonction de la déformation axiale ε1

prédites par le modèle. La porosité diminue dans tous les essais. Des décroissances relative-

ment importantes sont remarquées pour les essais à fortes pressions de confinement, tandis

que les valeurs de porosité baissent très peu dans les essais à faibles pressions de confinement.

Ceci confirme la prépondérance du mécanisme d’effondrement des pores pour la déformation

plastique sous pressions de confinement élevées.
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Figure 3.16: Simulation d’essai de compression triaxiale de la craie de Lixhe avec

une pression de confinement Pc = 4MPa
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Figure 3.17: Simulation d’essai de compression triaxiale de la craie de Lixhe avec

une pression de confinement Pc = 7MPa
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Figure 3.18: Simulation d’essai de compression triaxiale de la craie de Lixhe avec

une pression de confinement Pc = 10MPa
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Figure 3.19: Simulation d’essai de compression triaxiale de la craie de Lixhe avec

une pression de confinement Pc = 14MPa
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Figure 3.20: Simulation d’essai de compression triaxiale de la craie de Lixhe avec

une pression de confinement Pc = 17MPa
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Figure 3.21: Simulation d’essai de compression triaxiale de la craie de Lixhe avec

une pression de confinement Pc = 20MPa
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Figure 3.22: Evolution de la porosité

3.6 Conclusion

Ce chapitre est consacré à la formulation, l’implantation numérique et l’application d’un

modèle de plasticité-endommagement basé sur le critère de Guo et al. [34] bien adapté aux

milieux poreux avec une matrice sensible à la pression. L’adéquation du critère est d’abord

démontrée sur divers matériaux. Le modèle développé est ensuite appliqué à une roche très

poreuse, la craie de Lixhe. La remarquable concordance entre les prédictions numériques et

les données expérimentales pour cette craie confirme l’intérêt du modèle formulé.

74



Chapitre 4

Effets de forme de cavités et

anisotropie de l’endommagement

ductile : numérisation et applications

Afin de prendre en compte l’effet de la forme des cavités, des critères de plasticité ont

été développés par nombreux auteurs dans le cadre de la micromécanique des milieux po-

reux. Les cavités considérées sont de forme ellipsöıdale de révolution (sphéröıde), allongée

ou aplatie. En utilisant un champ de vitesse axisymétrique proposé par Lee et Mear [42],

Gologanu et al. [31] [32] [30] ont formulé des critères de plasticité macroscopiques (critère

GLD) pour décrire le comportement de matériaux contenant des cavités sphéröıdales allon-

gées ou aplaties pouvant changer de forme au cours du chargement. De la même manière

que Gologanu et al., mais avec un champ de vitesse de type Eshelby [24], Monchiet et al.

[49] ont récemment développé une extension du critère de plasticité 2 pour des matériaux

poreux qui prend en compte de la forme des cavités.

A l’instar du modèle isotrope MCK, l’objectif de ce chapitre est la formulation, l’implan-

tation numérique et l’évaluation du modèle MCK anisotrope correspondant à ce nouveau

critère. Nous présentons d’abord le modèle GLD et le modèle MCK anisotrope, puis la

formulation complète et l’implantation numérique du modèle basé sur le critère MCK ani-

sotrope. Nous discutons enfin des résultats numériques obtenus en les comparant à ceux

du modèle GLD. On notera que le travail réalisé dans ce chapitre est similaire à celui déjà

effectué par Ould Ouali et al. [72] [54] pour le modèle GLD.

2. Ce critère sera à noté dans la suite critère “MCK anisotrope”.
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Chapitre 4. Effets de forme de cavités et anisotropie de l’endommagement ductile : numérisation et applications

4.1 Critère de plasticité anisotrope, GLD, pour mi-

lieux poreux ductiles

4.1.1 Description de la cellule élémentaire

(a) Cavité allongée (b) Cavité aplatie

Figure 4.1: Cellule élémentaire dans le cas d’une cavité allongée et aplatie

La cellule élémentaire considérée est une cellule de forme sphéröıdale d’axe de révolution

ez, contenant une cavité également sphéröıdale d’axe ez et confocale au bord extérieur(voir

figure 4.1). Les sphéröıdes intérieur et extérieur sont respectivement définis par les demi-

axes a1 et a2 (suivant ez), et les demi-axes b1 et b2 (suivant ex et ey). a2 > b2 (ou a1 > b1)

correspond à une cavité allongée tandis que a2 < b2 (ou a1 < b1) est associé à une cavité

aplatie. On note par c la distance focale et par e1, e2, respectivement l’excentricité de la

cavité intérieure et l’excentricité du bord extérieur, toutes définies par :

c =
√
|a2

1 − b2
1|

e1 =
c

a1

; e2 =
c

a2

(sphéröıdes allongés)

e1 =
c

b1

; e2 =
c

b2

(sphéröıdes aplatis)

(4.1)
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4.1. Critère de plasticité anisotrope, GLD, pour milieux poreux ductiles

La porosité f et le paramètre de forme S sont définis par :

f =
a1b

2
1

a2b2
2

; S = ln

(
a1

b1

)
(4.2)

En particulier, dans le cas de cavités sphériques, c’est à dire pour e1 = 0, la porosité est finie

si e2 tend vers zero, ce qui correspond à un bord extérieur de forme sphérique. On retrouve

alors le modèle de la sphère creuse de l’analyse de Gurson.

4.1.2 Critère de Gologanu et al. (1993-1994)

Gologanu et al. [31] ont choisi un champ de vitesse composé de deux parties, la première

v(A) dérivant de la famille proposée par Lee et Mear [42] et la deuxième correspondant à un

taux de déformation déviatorique uniforme v(B) :

v = Av(A) + Bv(B), A et B étant deux constantes (4.3)

En considérant des conditions de taux de déformation uniforme au bord extérieur de la

cellule élémentaire, et en effectuant un certain nombre d’approximations pour le calcul de la

dissipation plastique, les auteurs aboutissent à un critère dont la forme générale est exprimée

dans le repère de la sphéröıde :

Φ(Σ, f, S) =

(
ΣA

σ0

)2

+ 2(1 + g)(f + g) cosh

(
ΣB

σ0

)
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0 (4.4)

avec :

ΣA =
1

1− ζG

(Σq + ηGΣp)
2 + 3Σ2

s + 3Σ2
t ; ΣB = κGΣp (4.5)

où Σq, Σp, Σs et Σt, invariants isotropes transverses de la contrainte macroscopique, s’écri-

vant :

Σp = Σxx+Σyy

2
(1− α2) + Σzzα2; Σq = Σxx+Σyy

2
− Σzz

Σs =
√

1
4
(Σyy − Σxx)2 + Σ2

xy; Σt =
√

Σ2
xz + Σ2

yz

(4.6)

Le critère de palsticité (4.4) fait intervenir les paramètres g, κG, ηG et ζG dont les expressions

diffèrent selon que l’on considère une cavité allongée ou une cavité aplatie. Ces paramètres

dépendent de la porosité f et du paramètre de forme S, leurs expressions sont donnés en

annexe C.1.1.

On note pour les formes limites :
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Chapitre 4. Effets de forme de cavités et anisotropie de l’endommagement ductile : numérisation et applications

– Cavité sphérique, e1 → 0 et e2 → 0, alors ηG = ζG = g = 0, Σp = Σh, et κG = 3/2. Le

critère (4.4) cöıncide dans ce cas avec celui de Gurson pour la sphère creuse (2.1).

– Cavité cylindrique, e1 → 1 et e2 → 1, alors Σp = (Σxx + Σyy)/2 et ηG = ζG = g = 0,

κ =
√

3. Le critère de Gurson pour une cavité cylindrique est également retrouvé :

Σ2
eq

σ2
0

+ 2f cosh

(√
3

2

Σxx + Σyy

σ0

)
− 1− f 2 = 0 (4.7)

– Pour une fissure en forme de pièce de monnaie (penny-shaped cracks), f = 0 et e1 →
1. g est alors un terme proportionnel au paramère densité de fissure, d = b3

1/(a2b
2
2),

introduit par Budiansky et O’connell [13].

4.1.3 Le critère GLD (Gologanu-Leblond-Devaux, 1997)

Le critère de plasticité (4.4) a été amélioré, en raison de son insuffisante dans certaines

situations, notamment dans le cas des fissures. Dans [29], Gologanu a proposé par la suite

une extension du critère précédent, en incorporant dans leur démarche de nouveaux champs

de vitesse v(C), v(D) et v(E) qui correspondent à des taux de déformation déviatorique

homogènes :

v = Av(A) + Bv(B) + ∆v(C) + Dxzv
(D) + Dyzv

(E) (4.8)

Le critère final obtenu a la même forme que (4.4), les corrections apportées revenant à

redéfinir les paramètres g, ηG, ζG et κG ainsi que la quantité Σp (voir l’annexe C.1.2).

On notera que la nouvelle forme proposée conduit toujours aux critères de Gurson dans

le cas d’une cavité sphérique et cylindrique. Les modifications apportées permettent au

nouveau critère de mieux reproduire les tendances observées avec les résultats numériques

en conditions axisymétriques, et particulièrement dans le cas des fissures (penny-shaped).

4.1.4 Prise en compte des changements d’orientation des cavités

Afin de bien décrire les éventuels changements d’orientation des cavités au cours du

chargement un tenseur X, dépendant des vecteurs unitaires des axes de la cavité (ex, ey, ez),

est introduit dans le critère de plasticité. L’expression du critère devient alors [30] :

Φ(Σ, f, S) =
C

σ2
0

‖Σ′+ηΣG
h X‖2 +2(g+1)(g+f) cosh

(
κ

ΣG
h

σ0

)
−(g+1)2−(g+f)2 = 0 (4.9)

avec :

X =
1

3
(−ex ⊗ ex − ey ⊗ ey + 2ez ⊗ ez)
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4.2. Critère de plasticité MCK anisotrope

où ‖.‖ est la norme de Mises ; les définition des paramètres C, η et κ sont donnés dans

l’annexe C.1.2. La quantité notée ΣG
h par [30], gouverne la croissance des cavités [7] par son

apparition dans le terme cosinus hyperbolique ; elle est définie par :

ΣG
h = αG

2 (Σxx + Σyy) + (1− 2αG
2 )Σzz (4.10)

L’orientation de cavité est définie par le vecteur unitaire de l’axe ez dont l’évolution est

gouvernée par la relation :

ėz = Ω.ez (4.11)

où Ω est le tenseur des taux de rotation macroscopique.

4.1.5 Introduction du paramètre q

A l’instar de la modification du modèle GTN pour le modèle de Gurson, certains auteurs

tels que Pardoen et Hutchinson [56] [57], Ould Ouali et al.[55] [72] [54] ont proposé l’intro-

duction du paramètre q dans le modèle GLD. L’introduction de ce paramètre q équivalent

du paramètre q1 de Tvergaard [82] dans le modèle GTN conduit à :

Φ(Σ, f, S) =
C

σ2
0

‖Σ′ + ηΣG
h X‖2 + 2q(g + 1)(g + f) cosh

(
κ

ΣG
h

σ0

)
− (g + 1)2 − q2(g + f)2 = 0

(4.12)

Ould Ouali [54] a proposé une définition du q, qui ne dépend que du paramètre de forme S

et du paramètre q0, donné par :

q = 1 + 2(q0 − 1)
eS

1 + e2S
(4.13)

où la valeur de q0 est entre 1 et 1.6.

4.2 Critère de plasticité MCK anisotrope

4.2.1 Expression générale du critère de plasticité pour une cavité

sphéröıdale allongée ou aplatie

En reprenant l’analyse limite et l’homogénéisation de la cellule élémentaire sphéröı-

dale(cf. figure 4.1), Monchiet et al. [49] ont formulé un critère de plasticité qui prend en

compte l’effet de la forme de cavité avec un champ de vitesse issu de la solution (extérieure

79



Chapitre 4. Effets de forme de cavités et anisotropie de l’endommagement ductile : numérisation et applications

à la cavité) du problème de l’inclusion inhomogène d’Eshelby. Ce champ se met sous la

forme :

vE =
r=6∑
r=1

vrd∗r (4.14)

où les d∗r sont des quantités définis à partir de la déformation libre de la cavité.

L’expression générale du critère obtenu par Monchiet [48] peut s’écrire sous la même forme

que celle du critère de Gologanu et Leblond (1993,1994) :

Φ(Σ, f, S) =

(
ΣA

σ0

)2

+ 2(1 + g)(f + g) cosh

(
ΣB

σ0

)
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0 (4.15)

dans laquelle ΣB a pour expression :

Σ2
B = κ1Σ

2
p + κ2Σ

2
q + κ3ΣpΣq + κ4Σ

2
s + κ5Σ

2
t (4.16)

avec Σp, Σq, Σs et Σt définis auparavant en (4.6) ; les coefficients κ1, κ2, κ3, κ4 et κ5 sont

définis par :

κ1 =
9p22

p11p22 − p2
12

; κ2 =
9p11(1− α2 − β2)

2

p11p22 − p2
12

; κ3 =
18p12(1− α2 − β2)

p11p22 − p2
12

;

κ4 =
(3− 3α2 − β2)

2

4p33

; κ5 =
(2β2 + 3α2 − 1)2

p55

(4.17)

où les prs sont donnés dans l’annexe C.1.3.

Quant à ΣA, il s’écrit sous la forme :

Σ2
A = Σ̃2

eq − (1 + g)(f + g)Σ2
B (4.18)

où Σ̃eq est défini par :

Σ̃2
eq = (1 + µ1)Σ

2
q + µ2Σ

2
h + µ3ΣhΣq + 3(1 + µ4)Σ

2
s + 3(1 + µ5)Σ

2
t (4.19)

avec les coefficients µi, donnés par :

µ1 =
4f

3Υ
− f ; µ2 =

3f

2Υ
(3α̃ + 3β̃ − 1); µ3 =

2f

Υ
(1− 3α̃)

µ4 = f
3− 3α̃− β̃

1 + 3α̃ + β̃
; µ5 = f

3α̃ + 2β̃ − 1

3− 3α̃− 2β̃

(4.20)

Υ est défini par Υ = 2β̃ + 4α̃− 3α̃2 − 1. Les paramètres α̃ et β̃ sont données par :

α̃ =
α1 − fα2

1− f
; β̃ =

β1 − fβ2

1− f
(4.21)
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4.2. Critère de plasticité MCK anisotrope

La surface de charge macroscopique (4.15) peut donc également s’exprimer sous la forme :

Φ(Σ, f, S) =
Σ̃2

eq

σ2
0

+ 2(1 + g)(g + f)

[
cosh

(
ΣB

σ0

)
− 1

2

Σ2
B

σ2
0

]
− (g + 1)2 − (g + f)2 = 0 (4.22)

Il est important de noter que la présence des coefficients κ4, κ5, µ4 et µ5 accompagnant les

coefficients Σs et Σt (dans ΣB et ΣA) fait clairement apparâıtre un couplage entre l’endom-

magement et les termes de cisaillement Σs et Σt. Ce couplage n’existe pas dans les critères

proposés par Gologanu et al. [31] [30].

Dans le cas particulier de la cavité sphérique, obtenu en posant e1 = e2 → 0, Σ̃eq s’écrit :

Σ̃2
eq =

(
1 +

2f

3

)
Σ2

eq +
9f

4
Σ2

h (4.23)

tandis que ΣB vaut :

Σ2
B =

9

4
Σ2

h +
2

3
Σ2

eq (4.24)

Le critère isotrope de plasticité MCK (2.10), cas de la cavité sphérique, est ainsi retrouvé

comme cas particulier du critère anisotrope (4.15).

4.2.2 Prise en compte des changements d’orientation des cavités

Afin de tenir compte les éventuels changements d’orientation des cavités, nous proposons

d’exprimer Σ̃2
eq et Σ2

B en utilisant la base de Walpole [86], particulièrement adaptée au

contexte anisotrope. Les éléments de cette base sont définis par :

E1 = 1
2
b⊗ b; E2 = a⊗ a; E3 = b⊗b− 1

2
b⊗ b

E4 = a⊗b + b⊗a; E5 = a⊗ b; E6 = b⊗ a

(4.25)

où a et b sont les deux tenseurs suivants :

a = ez ⊗ ez; b = 1− ez ⊗ ez (4.26)

Les applications de cette base à la contrainte macroscopique Σ donnent :

Σ : E1 : Σ = 1
2
(Σxx + Σyy)

2; Σ : E2 : Σ = Σ2
zz

Σ : E3 : Σ = 1
2
(Σxx − Σyy)

2 + 2Σ2
xy; Σ : E4 : Σ = 2Σ2

xz + 2Σ2
yz

Σ : E5 : Σ = Σ : E6 : Σ = (Σxx + Σyy)Σzz

(4.27)
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Σ̃2
eq et Σ2

B peuvent donc s’écrire sous la forme suivante :

Σ̃2
eq =

[
1

2
+

µ1

2
+

2µ2

9
+

µ3

3

]
Σ : E1 : Σ +

[
1

2
+

µ1

2
+

2µ2

9
+

µ3

3

]
Σ : E2 : Σ

+

[
3

2
(1 + µ4)

]
Σ : E3 : Σ +

[
3

2
(1 + µ5)

]
Σ : E4 : Σ

+
1

2

[
−1− µ1 +

2µ2

9
− µ3

6

]
Σ : (E5 + E6) : Σ

Σ2
B =

[
(1− α2)

2

2
κ1 +

κ2

2
+

1− α2

2
κ3

]
Σ : E1 : Σ +

[
κ1α

2
2 + κ2 − κ3α2

]
Σ : E2 : Σ

+
[κ4

2

]
Σ : E3 : Σ +

[κ5

2

]
Σ : E4 : Σ

+
1

2

[
κ1α2(1− α2)− κ2 + κ3

2α2 − 1

2

]
Σ : (E5 + E6) : Σ

(4.28)

4.2.3 Comparaison des critères de Gologanu et al. et MCK ani-

sotrope

A titre d’illustration, on se propose ici de comparer le critère de plasticité MCK aniso-

trope aux critères de Gologanu et Lebond (1993,1994) [31] [32] et à ces extensions, Gologanu

et al. [30], dans le cas d’un chargement macroscopique axisymétrique :

Σp = Σxx(1− α2) + Σzzα2; Σq = Σxx − Σzz; Σs = Σt = 0 (4.29)

Ce type de comparaison a été réalisée par Monchiet lors de sa thèse [48].

– Cas de la cavité allongée

Sur la figure 4.2 est présentée une comparaison de ces trois critères pour diverses va-

leurs de la porosité et pour un rapport d’aspect W = a1/b1 = 5. On note que le critère

MCK anisotrope fournit, pour de faibles valeurs de la porosité, une surface de seuil

à l’intérieure de celle prédite par les deux autres. Dans le cas où la porosité f = 0.1,

le critère prédit par le critère MCK est toujours à l’intérieur au critère GLD mais à

l’extérieur de la surface prédite par le critère de Gologanu et al.(1993).

– Cas de la cavité aplatie

Sur la figure 4.3 est comparé ces trois critères dans le cas où W = a1/b1 = 1/5. On

note que le critère MCK anisotrope prédit d’une surface de charge à l’intérieur des

deux autres lorsque Σ33 − Σ11 > 0, tandis que le critère GLD donne une estimation

légèrement plus à l’intérieure de celle prédite par le critère MCK.
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MCK Gologanu93 GLD97

Sh

1 2 3 4

Seq

K0,8

K0,6

K0,4

K0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

f=0.1

f=0.01

f=0.001

Figure 4.2: Comparaison du critère MCK avec les critères de Gologanu et al. [31]

[30] pour W = 5
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Figure 4.3: Comparaison du critère MCK avec les critères de Gologanu et al. [32]

[30] pour W = 1/5

4.3 Formulation du modèle complet issu du critère

MCK anisotrope

On vise dans cette section à formuler un modèle constitutif complet basé sur le critère

MCK anisotrope. On rappelle que le critère de plasticité macroscopique est donné par (4.22)
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dans lequel une variable d’écrouissage est introduite via la limite d’élasticité de la matrice

σ̄ :

Φ(Σ, σ̄, f, S) =
Σ̃2

eq

σ̄2
+2(1+g)(g+f)

[
cosh

(
ΣB

σ̄

)
− 1

2

Σ2
B

σ̄2

]
− (g+1)2− (g+f)2 = 0 (4.30)

4.3.1 Loi d’écoulement

L’écoulement plastique dans le matériau poreux est régi par la loi de normalité :

Ėp = λ̇
∂Φ

∂Σ
(4.31)

où λ̇ est le multiplicateur plastique.

Dans le cas des chargements axisymétriques, les composantes non nulles du tenseur des taux

de déformation plastique sont :

Ėp
xx = Ėp

yy =
λ̇

2

∂Φ

∂Σxx

; Ėp
zz = λ̇

∂Φ

∂Σzz

(4.32)

L’existence du facteur 1/2 dans l’expression de Ėp
xx est dû au fait qu’au cours de l’estimation

de ces deux relations, la composante Σxx est remplacée par (Σxx + Σyy)/2 dans le critère

(4.30), où Σxx et Σyy sont considérées distinctes. Après calcul, nous procédons à l’égalisation

de ces deux quantités [30] [73].

4.3.2 Evolution de la porosité

Comme dans le cas du modèle MCK isotrope, on utilise la condition d’incompressibilité

de la déformation plastique de la matrice ; on rappelle que ceci conduit à la loi d’évolution

de la porosité, sous la forme suivante :

ḟ = 3 (1− f) Ėp
m (4.33)

où Ep
m ≡ 1

3
tr Ep est la déformation plastique volumique.

4.3.3 Evolution du paramètre de forme

A la différence du cas isotrope, le processus d’endommagement inclut l’évolution du

paramètre de forme S. Nous adoptons, pour le modèle MCK anisotrope, la loi d’évolution

de S proposé par Gologanu et al. [30].
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En effectuant une analyse à deux champs de vitesses de la cellule élémentaire sphéröıdale

(voir figure 4.1) et soumise à un chargement axisymétrique, Gologanu et al.[30] ont proposé

une expression de l’évolution du paramètre de forme S :

Ṡ = Ėp
zz − Ė2

xx + 3

(
1− 3αG

1

f
+ 3αG

2 − 1

)
Ėp

m (4.34)

où αG
1 et αG

2 sont des coefficients qui dépendent de la géométrie de la cavité. Leurs définitions

sont données dans l’annexe C.1.2. Comme cette évolution du paramètre de forme S (4.34) ne

prédit pas correctement le changement de forme des cavités sphériques ou qui s’y rapproche

(avec la valeur de e1 faible), Gologanu et al.[30] ont proposé de modifier la relation obtenue

en multipliant le terme déviatorique (Ėp′
zz− Ėp′

xx) par un paramètre h1 déduit de simulations

numériques. La loi d’évolution corrigée s’écrit alors :

Ṡ = h1(Ė
p′
zz − Ėp′

xx) + 3h2Ė
p
m (4.35)

avec :

h1 = 1 + hf (f)hT (T )hS(S)

h2 =
1− 3αG

1

f
+ 3αG

2 − 1
(4.36)

hf (f) et hT (T ) ont été incorporé d’une manière heuristique pour tenir compte des effets de

la porosité f et de la triaxialité des contraintes T . Ces fonctions sont définies par :

hf (f) =
(
1−

√
f
)2

(4.37)

hT (T ) =





1− T 2 + T 4

9
si (Σzz − Σxx)trΣ > 0

1− T 2 + T 4

18
si (Σzz − Σxx)trΣ < 0

(4.38)

Concernant le paramètre hS(S), il est introduit d’une manière théorique en se basant sur

la solution du problème d’Eshelby. Son rôle est de prendre en compte l’effet de la forme de

cavité, il est défini par :

hS(S) =
9

2

αG
1 − α1

′

1− 3αG
1

(4.39)

où α1
′ est un coefficient géométrique et donnée en annexe C.1.2. L’équation (4.35) qui a

été élaborée dans le cas d’un chargement axisymétrique, a été généralisée à un chargement

quelconque en imposant à la nouvelle relation de respecter l’isotropie transverse du maté-

riau. Le terme déviatorique a ainsi été modifié et calibré sur des calculs de cellules. La loi

d’évolution généralisée correspondante s’écrit sous la forme suivante :

Ṡ =
3

2
h1Ė

p′
zz + 3h2Ė

p
m (4.40)
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4.3.4 Modèle de la coalescence

Pour compléter les modèles constitutifs prenant en compte l’effet de la forme de cavité,

on adopte un modèle de coalescence proposé par Benzerga et al. [8] basé sur le critère de

Thomason [78].

Figure 4.4: Cellule élémentaire correspondant au critère de Thomason

– Critère de Thomason

A la fin de l’étape de croissance des cavités, de fortes interactions apparaissent entre

celles-ci, transformant la matière sous forme de ligaments.Thomason a proposé de

modéliser ce phénomène en supposant que la striction du ligament survient quand

celui-ci atteint sa charge plastique limite. En effectuant une analyse limite sur un

cellule élémentaire de forme prismatique carré contenant une cavité sphéröıdale (voir

figure 4.4), il a obtenu un critère sous la forme suivante :

[
0.1

( a
B−b

)2
+

1.2√
b/B

]
.

[
1−

(
3
√

π

4
f0

) 2
3
(

b

R0

)
exp(Ezz)

]
=

Σzz

σ0

(4.41)

où a et b sont les demis axes de la cavité suivant les directions axiale et radiale,

respectivement. A et B représentent la hauteur et la largeur de la cellule élémentaire ;

σ0 et Σzz représentent respectivement la limite élastique de la matrice et la contrainte
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4.4. Intégration et implantation du modèle MCK anisotrope

macroscopique suivant la direction ez et f0 la porosité initiale de la cellule élémentaire.

En introduisant des variables χ, W, λ qui représentent respectivement la taille du

ligament, la forme de la cavité et l’espacement entre cavités [8][56], le critère (4.41)

peut s’écrire sou la forme suivante :

Σzz

σ0

= (1− χ2)

[
0.1

(
1− χ

χW

)2

+ 1.2

√
1

χ

]
(4.42)

– Extension du modèle de Thomason

En se basant sur le critère de Thomason[78] un modèle complet de coalescence a

été élaboré par Benzerga et al.[8]. La possibilité de passage de la cavité d’une forme

sphéröıdale à conique est prise en compte en introduisant un facteur de forme γ :

γ =





γc si χ < χc

γc +
γf − γc

1− χc

(χ− χc) si χ ≥ χc

(4.43)

où γ prend la valeur de 1
2

dans le cas de cavité sphéröıdale et la valeur de 1 dans le

cas de cavité conique ; χc représente la taille du ligament au début de la coalescence.

L’expression de la taille du ligament se réécrit sous la forme :

χ =
b

B
= (3γfλe−S)1/3 (4.44)

En remplaçant la porosité f par χ, qui est plus appropriée pour décrire la striction du

ligament, Benzerga et al.[8] ont reécrit le critère de Thomason(4.42) de la manière qui

suit :

Φcoal(Σ, χ, W ) =
Σeq

σ0

+
3

2

|Σm|
σ0

− 3

2
(1− χ2)C(χ,W ) (4.45)

où C(χ, W ) est défini par :

C(χ,W ) = 0.1

(
χ−1 − 1

W 2 + 0.1χ−1 + 0.02χ−2

)2

+ 1.3

√
1

χ
(4.46)

4.4 Intégration et implantation du modèle MCK ani-

sotrope

On présente dans cette section les étapes principales de l’intégration du modèle MCK

anisotrope pour la numérisation dans le code de calcul éléments finis ABAQUS. Dans un
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but de comparaison, l’algorithme qui sera décrit a été aussi utilisé pour l’implantation nu-

mérique du modèle GLD. L’implantation numérique dans le code ABAQUS a été effectué à

nouveau en utilisant la subroutine Umat. Un schéma d’intégration implicite est utilisé avec

un prédicteur élastique et une correction plastique en vérifiant le signe du critère de plasti-

cité. Comme deux critères de plasticité (le critère qui décrit la croissance des cavités (4.30)

et celui de coalescence (4.45)) sont en jeu dans le modèle MCK anisotrope, une compéti-

tion apparâıt entre les deux modes de déformation plastique au cours du chargement (voir

figure 4.5). Une méthode de Newton-Raphson est appliquée pour le calcul de la correction

plastique du modèle de croissance des cavités, tandis que le schéma proposé par Aravas [1]

est utilisé pour le modèle de coalescence.

Pour la phase de prédiction élastique, on a :

Σn+1 = C : Ee
n+1 = C :

(
En+1 − Ep

n+1

)
= Σpred − C : ∆Ep (4.47)

où C est la matrice des modules élastiques ; les indices n et n+1 se rapportent au début et à

la fin de l’incrément respectivement ; Σpred est le prédicteur élastique qui s’exprime comme :

Σpred = C : (Ee
n + ∆E) (4.48)

4.4.1 Correction plastique

Après l’évaluation du prédicteur élastique, nous procédons à l’estimation des critères

de plasticité. Comme seul le changement de mode de déformation plastique du critère de

croissance des cavités au critère de coalescence est admis dans cette implantation numérique,

la vérification du signe du critère de plasticité pour le modèle de coalescence est effectué

avant celle du modèle de croissance des cavités. Si le signe du critère de coalescence est

négatif, la vérification du signe du critère de croissance des cavités est considérée. Si ce

dernier est aussi négatif, la solution est le prédicteur élastique ; dans le cas contraire une

correction plastique s’impose dans le modèle de croissance des cavités. Une fois le signe du

critère de coalescence est positif, une correction plastique résolue du modèle de coalescence

est considérée.

– correction plastique du modèle de croissance des cavités

Comme précedemment indiqué, la méthode de Newton-Raphson est appliquée à cette

étape pour résoudre un système d’équations différentielles du type :

F ′(xn)(∆x) = F ′(xn)(xn+1 − xn) = −F (xn) (4.49)
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Figure 4.5: Transition de l’état élastique (a), à l’état plastique de croissance des

cavités (b) et (c) , à l’état plastique de coalescence des cavités (d) et (e) en termes de

variations des critères et de l’état de contrainte (d’après [57]).
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où F (x) consiste en dix équations définies par :





F (x1) = ∆Σ11 − C : (E11 − Ep
11) = ∆Σ11 − C :

[
E11 − λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

11

]

F (x2) = ∆Σ22 − C : (E22 − Ep
22) = ∆Σ22 − C :

[
E22 − λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

22

]

F (x3) = ∆Σ33 − C : (E33 − Ep
33) = ∆Σ11 − C :

[
E33 − λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

33

]

F (x4) = ∆Σ12 − C : (E12 − Ep
12) = ∆Σ12 − C :

[
E12 − λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

12

]

F (x5) = ∆Σ13 − C : (E13 − Ep
13) = ∆Σ13 − C :

[
E13 − λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

13

]

F (x6) = ∆Σ23 − C : (E23 − Ep
23) = ∆Σ23 − C :

[
E23 − λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

23

]

F (x7) = ∆f − (1− f)λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

ii

F (x8) = ∆σ̄ − ∂σ̄

∂Ep
eq

∆Ep
eq

F (x9) = ∆S − 3

2
h1λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)′

zz

− h2λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)

ii

F (x10) = Φ(λ̇)

(4.50)

La contrainte Σ et les variables d’état f, σ̄, et S seront actualisées, une fois ce système

d’équations différentielles résolu.

– correction plastique du modèle de coalescence des cavités

Le schéma d’intégration d’Aravas [1] est considéré pour le calcul de la correction plas-

tique du modèle de coalescence de Thomason. D’après ce schéma d’intégration, la

contrainte et l’incrément de la déformation sont décomposés en leur partie sphérique

et leur partie déviatorique :





Σ = Σm1 +
2

3
ΣeqN

∆Ep =
1

3
∆Ep

v1 + ∆Ep
eqN

(4.51)

avec : 



∆Ep
v = λ̇

(
∂Φ

∂Σm

)

∆Ep
eq = λ̇

(
∂Φ

∂Σeq

) (4.52)
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où N est un vecteur normal unitaire défini par N = 3Σ′/(2Σeq). Une relation peut

être obtenue à partir du système d’équations (4.52) en éliminant λ̇ :

∆Ep
v

∂Φ

∂Σeq

−∆Ep
eq

∂Φ

∂Σm

= 0 (4.53)

En projetant l’équation (4.47) sur 1 et N, nous obtenons :




Σm = Σpred
m −K∆Ep

v

Σeq = Σpred
eq − 3G∆Ep

eq

(4.54)

Ce qui permet d’aboutir alors à un système d’équations sous la forme suivante :

Φ(Σm, Σeq,H) = 0 (4.55)

∆Ep
v

∂Φ

∂Σeq

−∆Ep
eq

∂Φ

∂Σm

= 0 (4.56)

Ḣ = FH(∆Ep
v , ∆Ep

eq, Σm, Σeq,H) (4.57)

où H est un vecteur contenant les variables d’état.

Nous résolvons d’abord le système d’équations constitué de (4.55) et (4.56) afin d’obte-

nir les valeurs de ∆Ep
v et ∆Ep

eq. Puis les incréments des variables d’état sont déterminés

à partir de (4.57), qui peut s’écrire pour le modèle de Thomason comme :




γ̇ =
γf − γc

1− χc

χ̇

χ̇ =
3

4

λ

W

(
3γ

χ2
− 1

)
Ep

eq +
χ

2γ
γ̇

Ẇ =
9

4

λ

χ

(
1− γ

χ2

)
Ep

eq −
W

2γ
γ̇

ḟ = (1− f)Ėp
v

˙̄σ =
∂σ̄

∂ε̄p
ε̄p

(4.58)

4.4.2 Opérateur tangent consistant

Concernant l’opérateur tangent consistant Kcons, un même processus de calcul est consi-

dérée pour le modèle de croissance des cavités et celui de la coalescence. En écrivant la

condition de consistance Φ̇ = 0, on obtient l’expression du multiplicateur plastique ∆λ que

l’on peut mettre sous la forme :

∆λ = B : ∆E (4.59)
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1. Calcul du prédicteur élastique :

Σpred = C : (Ee
n + ∆E)

2. Calcul de la fonction de charge :

Φcroi

(
Σpred, σ̄, f, S

)
et Φcoal

(
Σpred, σ̄,W, χ

)

3. Vérification du critère de coalescence des cavités :

Si Φcoal < 0, nous passons à l’étape 4.

Si Φcoal ≥ 0, la solution est plastique et en mode de coalescence, nous

passons à l’étape 5.

4. Vérification du critère de croissance des cavités :

Si Φcroi < 0, la solution est élastique, nous passons à l’incrément suivant.

Si Φcroi ≥ 0, la solution est plastique et en mode de croissance, nous

passons à l’étape 8.

5. Calcul de ∆Ep
v , ∆Ep

eq.

6. Actualisation de Σ et des variables d’état σ̄,W, χ.

7. Passer à l’étape 2.

8. Calcul de ∆Σ et corrections des variables d’état ∆σ̄, ∆f et ∆S.

9. Actualisation de Σ et des variables d’état σ̄, f, S.

10. Passer à l’étape 2.

Figure 4.6: Algorithme d’implantation du modèle MCK anisotrope

Les expression de B pour le modèle de croissance des cavités et le modèle de coalescence

sont données dans l’annexe C.2. En définitive, ∆Σ peut s’exprimer en fonction de ∆E sous

la forme :

∆Σ = C :

(
∆E− λ̇

∂Φ

∂Σpred

)
=

[
C− (C :

∂Φ

∂Σpred
)⊗B

]
: ∆E (4.60)

Ce qui conduit à l’opérateur tangent consistant :

Kcons = C−
(
C :

∂Φ

∂Σpred

)
⊗B (4.61)
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Les étapes principales de l’algorithme sont résumées sur la figure 4.6.

4.5 Application numérique à la striction d’une éprou-

vette lisse

Nous présentons ici l’étude du comportement et de la rupture de l’éprouvette cylindrique

lisse (cf. chapitre 2) à l’aide du modèle MCK anisotrope. Comme la traction de l’éprouvette

lisse est un essai avec une triaxialité des contraintes relativement faibles dans le centre de la

section, les prédictions du modèle MCK anisotrope seront d’abord comparées à ceux prédits

par le modèle GLD et son extension avec l’introduction du paramètre q (4.12). Par la suite,

les différences entre les résultats prédits par cette classe de modèles prenant en compte

l’effet de la forme de cavité et ceux fournis par les modèles isotropes (modèle MCK isotrope,

modèle de Gurson). Précisons que pour l’ensemble de ces comparaisons les cavités seront

prises initialement sphériques.

4.5.1 Données pour la simulation

Le matériau constitutif de l’éprouvette est un acier ayant un module d’Young E =

203GPa et un coefficient de Poisson ν = 0.3. L’écrouissage isotrope de la matrice est mo-

délisé avec une loi de type puissance utilisée par Pardoen et Hutchinson [56] :

σ̄

σ0

=

(
1 +

Eε̄p

σ0

)n

(4.62)

avec le coefficient d’écrouissage n = 0.1 et la limite d’élasticité du matériau σ0 = 400MPa.

La porosité initiale f0 est prise égale à 0.1%. Comme précedemment mentionné, la forme

initiale des cavités est considérée sphérique (W0 = 1). Les principaux paramètres du maté-

riau sont donnés dans le tableau 4.1. En raison de l’axisymétrie, un quart de l’éprouvette a

été modélisé en utilisant 330 éléments quadratiques axisymétriques avec intégration réduite

(CAXR). Le maillage adopté est montré sur le figure 4.7. Le rapport entre la demi-hauteur

L0 et le rayon R0 est pris égal à 4. Un déplacement uniforme vertical est imposé sur la face

supérieure, les noeuds situés au plan de symétrie étant bloqués axialement.

Cet exemple est analysé en grande déformation en utilisant l’option NLGEOM dand ABA-

QUS. Une extension en grande déformation du programme UMAT a été effectuée en ajoutant
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f0 W0 λ0 E(Pa) ν σ0(Pa)

0.001 1 1 2.03×1011 0.3 4× 108

Table 4.1: Valeurs des principaux paramètres utilisés pour la modélisation de

l’éprouvette lisse

1

2

3

Figure 4.7: Profil géométrique et maillage de l’éprouvette axisymétrique lisse

une routine utilisateur ROTSIG pour la rotation des tenseurs déformations élastique Ee et

plastique Ep.

4.5.2 Discussion des résultats

La figure 4.8 présente les prédictions de la réponse globale de l’éprouvette (contrainte

nominale (F/S0) en fonction de la réduction de rayon (∆R/R0)) par les modèles MCK

anisotrope , GLD et son extension.

Pour cet exemple, comme pour les prédictions des modèles MCK isotrope et de Gurson

(voir chapitre 2), les courbes obtenues par les trois modèles sont quasi identiques sur une

grande partie. La valeur de la contrainte nominale F/S0 augmente et atteint un maximum

puis descend dans la phase de striction produisant une diminution de la section du col

d’éprouvette. Cette chute s’accentue à la fin de l’essai en raison de la coalescence de certaines
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Figure 4.8: Comparaison calculs numériques - courbes du modèle MCK anisotrope,

modèle GLD et le modèle GLD avec extension

cavités.

Avant d’arriver à l’étape de la coalescence des cavités les trois modèles prédisent les mêmes

résultats. Des différences apparaissent entre les deux types de modèles à partir du début

de la phase de coalescence. Les résultats prédits par le modèle MCK anisotrope recouvrent

presque la prédiction de l’extension du modèle GLD, tandis que la courbe calculée par le

modèle GLD standard présente une différence par rapport aux deux autres courbes. Le

modèle MCK anisotrope et l’extension du modèle GLD prédisent une coalescence plus tôt

que le modèle GLD.

Afin d’interpréter les différences entre ces trois modèles sur le comportement global de

l’éprouvette, des analyses locales sont effectuées au centre de la section qui concentre une

grande part de la défotmation. Les évolutions de porosité f et du paramètre de forme W

au centre de la section sont présentées sur la figure 4.9 et 4.10 respectivement.

Nous observons que les niveaux de porosité prédits par ces trois modèles sont relativement

différents. Les évolutions de porosité des modèles MCK anisotrope et l’extension de GLD

sont proches. Ces deux courbes croissent plus rapidement que celle du modèle GLD standard.

Ceci conduit à une entrée dans la phase de coalescence plus tôt prédite par les modèles MCK
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Figure 4.9: Evolution de porosité au centre de l’éprouvette
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Figure 4.10: Evolution du paramètre de la forme de cavité W au centre de

l’éprouvette
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anisotrope et l’extension de GLD que celle incorporation de q.

Ces observations présentent des similitudes avec celles faites lors de la comparaison au

chapitre 2 des modèles MCK isotrope, de Gurson et de GTN (Gurson modifié).

Concernant les évolutions du paramètre de forme W , nous observons que les valeurs de W

prédites par ces trois modèles ont la même tendance : W augmente à partir de la valeur

initiale 1 jusqu’à une valeur maximale. Puis la courbe commence à descendre et arrive à

la fin avec une chute brutale qui correspond à la phase de la coalescence. Ceci indique

clairement que les cavités initialement sphérique prennent une forme allongée au cours de la

déformation de l’éprouvette. La tendance à s’allonger s’atténue à la fin de l’essai en raison

de la coalescence des cavités. La courbe d’évolution de W prédite par le modèle MCK

anisotrope se confond avec celle de l’extension du modèle GLD, tandis que le modèle GLD

présente une certaine différence avec les deux autres modèles. L’évolution de W prédite par

les modèles MCK anisotrope et l’extension de GLD conduit à des valeurs plus faibles que

celle du modèle GLD, ceci même avant le début de la coalescence apparaissant d’ailleurs

plus tôt pour les deux premiers modèles.
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Figure 4.11: Comparaison calculs numériques - courbes du modèle MCK anisotrope,

modèle GLD, modèle MCK isotrope et modèle de Gurson

97



Chapitre 4. Effets de forme de cavités et anisotropie de l’endommagement ductile : numérisation et applications

En utilisant le modèle coalescence de Thomason pour des cavités sphériques (voir section

4.3.4), cet exemple a été aussi modélisé avec les modèles MCK isotrope et de Gurson,

comme des cas particuliers des modèles MCK anisotrope et GLD pour la cavité sphérique

respectivement si l’on impose qu’il n’y a pas d’évolution de forme des cavités. La figure 4.11

présente les évolutions de la contrainte nominale (F/S0) en fonction de la réduction de rayon

(∆R/R0) prédites par les modèles MCK anisotrope et isotrope, les modèles GLD et Gurson.
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Figure 4.12: Evolution de porosité au centre de l’éprouvette

De façon un peu surprenante, ces quatre modèles prédisent des résultats similaires avant

l’étape de la coalescence. On note toutefois un grand décalage de la prédiction de coalescence

entre les modèles des cavités sphériques(le modèle MCK isotrope et le modèle de Gurson) et

les modèles qui prennent en compte l’effet de la forme de cavité (le modèle MCK anisotrope et

le modèle GLD). Le modèle MCK isotrope et le modèle de Gurson prédisent une coalescence

beaucoup plus précoce par apport à leurs extensions anisotropes qui prennent en compte

l’effet de forme de cavités. Afin d’expliquer ces différences, nous avons à nouveau procédé

à des analyses effectuées au centre de la section. La figure 4.12 montre que, au centre de la

section, les valeurs au moment du début de coalescence sont aux alentour de 1% pour les

98
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Figure 4.13: Evolution du paramètre de la forme de cavité W au centre de

l’éprouvette

modèles isotropes, tandis que ces valeurs pour leurs extensions peuvent atteindre près de

4%. Ceci est dû aux prédictions des allongements des cavités par les modèles qui prennent en

compte l’effet de forme de cavité (voir figure 4.13). A même niveau de porosité, les distances

entre les cavités sphériques sont plus grandes par apport à celles des cavités allongées. En

conséquence, pour atteindre un même seuil de distance entre les cavités la valeur de la

porosité pour les cavités sphériques doit être plus faible que celle pour les cavités allongées.

4.6 Simulation d’une éprouvette axisymétrique entaillée

Afin de poursuivre l’évaluation du modèle MCK anisotrope pour différentes formes de

cavité, nous présentons dans cette section la modélisation d’une éprouvette axisymétrique

entaillée de type AE4 avec différentes formes initiales de cavités (allongée, sphérique et apla-

tie). Cet exemple a été choisi en raison du fait que les éprouvettes axisymétriques entaillées

sont couramment utilisées lors de l’étude expérimentale de la rupture ductile des métaux

([52], [10], [9]) dans le but de déterminer leurs caractéristiques à rupture. Dans ce qui suit,

nous comparons les résultats prédits par les modèles MCK anisotrope et GLD.
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4.6.1 Description des données pour la simulation

L’éprouvette a une longueur initiale de le = 36mm et un rayon initial de Re = 9mm. Le

rayon de l’entaille r est pris égal à 4mm et celui du col de l’éprouvette R0 est donc égal à

5mm.

R
T

Z

1

2

3

Figure 4.14: Profil géométrique et maillage de l’éprouvette entaillée AE4

Le matériau constitutif de l’éprouvette est un acier de un module E = 203GPa et de coef-

ficient de Poisson ν = 0.3. L’écrouissage isotrope de la matrice est considéré avec la même

loi de puissance utilisée pour l’éprouvette lisse (4.62). Trois valeurs initiales du paramètre

de forme W (5, 1, 1/5) sont considérées. Les principaux paramètres matériau sont indiqués

dans le tableau 4.2.

f0 W0 λ0 E(Pa) ν σ0(Pa)

1.75× 10−4 5, 1, 1/5 1 2.03×1011 0.3 4× 108

Table 4.2: Valeurs des principaux paramètres utilisés pour la modélisation de

l’éprouvette entaillée AE4

L’éprouvette est soumise à un chargement consistant en un déplacement uniforme verti-
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cal imposé sur la face supérieure, les noeuds situés dans le plan de symétrie étant bloqués

axialement. Pour la même raison que dans l’exemple précédent, une analyse de grande dé-

formation a été considérée pour cette simulation.

Le maillage adopté est présenté sur la figure 4.14. Il est composé de 680 éléments quadra-

tiques axisymétriques avec intégration réduite (CAXR).

4.6.2 Discussion des résultats

Les prédictions de la contrainte nominale (F/S0) en fonction de la réduction de rayon

(∆R/R0) par les modèles MCK anisotrope et GLD sont présentées sur les figures 4.15, 4.16

et 4.17 respectivement pour les valeurs initiales du paramètre de forme W0 = 5, 1 et 1/5.

Comme pour l’éprouvette lisse, les différences des prédictions du modèle MCK anisotrpe

et du modèle GLD n’apparaissent qu’à partir du début de la coalescence des cavités. Le

modèle MCK anisotrope prédit une coalescence précoce par rapport au modèle GLD pour

W0 = 5 et 1, tandis qu’une grande proximité entre les deux courbes est notée dans le cas de

la cavité initialement aplatie (W0 = 1/5). On note aussi que les différences entre les résultats

prédits par ces deux modèles s’atténuent pour la cavité initialement aplatie.

Comme auparavant, des analyses locales au centre de la section sont effectuées sur les

évolutions de la porosité f et du paramètre de forme de la cavité W (voir figures 4.18, 4.19

et 4.20).

Pour les évolutions de la porosité, on note que les différences entre les prédictions du

modèle MCK anisotrope et du modèle GLD correspondent bien aux écarts notés pour le

comportement global. Les écarts des courbes prédites par ces deux modèles diminuent pour

la cavité initialement aplatie.

Concernant le paramètre de la forme de cavité W , nous observons que les courbes pour

W0 = 1 et W0 = 1/5 ont tous tendance à augmenter jusqu’à une valeur maximale et des-

cendre pendant la phase de la coalescence des cavités tandis que la valeur de W diminue

depuis le début pour W0 = 5. Ceci indique que les cavités initialement sphériques ou aplaties

s’allongent au cours du chargement jusqu’à la coalescence, tandis que les cavités initialement

allongées ont tendance à s’aplatir avec une accélération de cet aplatissement dans l’étape de

croissance. On remarque surtout que, dans le cas de W0 = 1/5, la valeur de W atteint 1.5

à la fin de l’essai, ce qui correspond à un changement de forme significatif.
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Figure 4.15: Comparaison calculs numériques - courbes du modèle MCK anisotrope

et du modèle GLD avec W0 = 5
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Figure 4.16: Comparaison calculs numériques - courbes du modèle MCK anisotrope

et du modèle GLD avec W0 = 1
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4.6. Simulation d’une éprouvette axisymétrique entaillée

 0

 100

 200

 300

 400

 500

 600

 700

 800

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6

F
/S

0 
(M

pa
)

∆R/R0

Modèle GLD
Modèle MCK

Figure 4.17: Comparaison calculs numériques - courbes du modèle MCK anisotrope

et du modèle GLD avec W0 = 1/5
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Figure 4.18: Evolution de porosité f et du paramètre de la forme de cavité W pour

W0 = 5
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Figure 4.19: Evolution de porosité f et du paramètre de la forme de cavité W pour

W0 = 1
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Figure 4.20: Evolution de porosité f et du paramètre de la forme de cavité W pour

W0 = 1/5

4.7 Conclusion

Ce chapitre est consacré à la formulation, l’implantation numérique et l’application d’un

modèle d’endommagement basé sur le critère de plasticité MCK anisotrope permettant

de prendre en compte l’effet de forme des cavités. Les bonnes performances du modèle

sont analysées à travers de l’étude d’une éprouvette lisse (comparaison aux prédictions du

modèle GLD et GLD modifié). Des comparaisons avec le modèle GLD pour différentes

formes de cavités, ont été effectuées à l’étude numérique d’une éprouvette axisymétrique

entaillée de type AE4. Pour de faibles triaxialités des contraintes, une meilleur performance

du modèle MCK anisotrope est montrée par apport au modèle GLD. Une proximité entre

le modèle MCK anisotrope et le modèle GLD a été notée pour le cas de la cavité aplatie
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étudiée (W = 1/5). La confirmation de ces tendances pourra se faire en considérant d’autres

sollicitations impliquant notamment du cisaillement.
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Conclusion générale et perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire de thèse a été consacré à la modélisation théorique

et numérique des phénomènes d’endommagement qui surviennent dans les matériaux poreux

ductiles incluant les géomatériaux.

Le premier objectif visé au départ était de formuler des modèles d’endommagement com-

plets basés sur une classe de critères macroscopiques des milieux poreux ductiles récemment

développés par Monchiet et al. [49], et de les évaluer numériquement après implantation

dans un code de calcul par éléments finis. Cet objectif nous semble atteint, ce qui a permis

de réaliser diverses modélisations de réponses d’éprouvettes (lisse ou entaillée) de métaux

ductile. Nous disposons maintenant d’outils d’analyse numérique pour des métaux poreux

ductiles. Cette étude a fourni l’occasion de considérer d’autres critères plus spécifiquement

adaptés aux géomatériaux (exemple de la craie de Lixhe).

Pour mener à bien ce travail, nous avons d’abord effectué au premier chapitre une analyse

bibliographique qui a permis de synthétiser des approches existantes en manière d’endom-

magement de milieux poreux ductiles. Les principaux mécanismes physiques qui gouvernent

la rupture ductile des matériaux élastoplastique endommageables y ont été présentés. Diffé-

rentes approches décrivant la loi de comportement de la rupture ductile y ont été également

exposées. C’est le cas particulier des approches micromécaniques couplés de “type Gurson”

[35] [82], que nous avons choisies de privilégier pour notre étude. Une attention particulière

a été portée sur les travaux de Monchiet et al. [49] qui ont ensuite fait l’objet des second et

quatrième chapitre.

S’agissant précisément de ces approches de type Gurson, le choix des critères de Mon-

chiet et al. [49] est motivé par le fait que ce critère améliore celui de Gurson notamment
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pour les faibles taux de triaxialités des contraintes tout en préservant la solution exacte du

critère de Gurson dans le cas hydrostatique. Nous avons été amenés à effectuer avec succès

l’implantation numérique du modèle issu de ce critère dans le code éléments finis ABAQUS.

Les modélisations numériques de différentes éprouvettes (lisse ou entaillée) confirment une

très bonne performance de ce nouveau modèle, tant au niveau globale que pour l’analyse

des évolutions de porosités prédites. La conclusion majeure de ce premier volet numérique

de notre travail est que cette performance est similaire à celle du modèle GTN sans intro-

duction ici de façon heuristique de paramètres (tels que q1, q2, q3).

Afin de modéliser numériquement les comportements des géomatériaux poreux (diffé-

rents des métaux poreux par la compressibilité plastique de leur matrice), un nouveau mo-

dèle basé sur un critère de type Gurson récemment proposé par Guo et al. [34] (dans le

cas d’une matrice de Drucker-Prager) 3 a été également implanté dans le code ABAQUS.

La numérisation puis une application de ce modèle à une craie poreuse est effectuée. Les

bonnes performances du modèle développé sur la base du critère de Guo et al. [34] ont été

démontrés au travers des comparaisons aux données expérimentales. La concordance entre

les prédictions numériques et les données est tout à fait remarquable et confirme l’intérêt

de ce modèle pour des applications ultérieures.

Le dernier chapitre a été consacré à la formulation et l’étude d’un modèle d’endommage-

ment ductile prenant en compte la forme éventuellement sphéröıdale des cavités. Ce modèle

anisotrope porte également sur la version anisotrope du critère proposé par Monchiet et

al.[49], c’est à dire à nouveau pour matériaux à matrice de von Mises. Nous avons réussi à

implanter numériquement et évaluer ce nouveau modèle à travers l’étude des différents essais

sur éprouvettes (lisse ou entaillée). Les résultats numériques sont discutés en les comparant

aux ceux d’autres modèles existants. Leur bonne qualité a été démontrée.

De façon générale, les résultats obtenus dans le cadre de ce travail de thèse sont fort

encourageants et incitent à la poursuite des travaux dans plusieurs directions dont les sui-

vantes :

– la poursuite des applications des modèles d’endommagement ductile isotrope des géo-

3. Nous avons proposé des validations de critère pour différents géomatériaux poreux
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matériaux et leur extension à la prise en compte des couplages poromécaniques (mi-

lieux saturés)

– l’extension non locale ou à gradient des modèles d’endommagement ductile étudiés.

Ce point est de grande importance en raison du radoucissement induit par l’endom-

magement et dont les conséquences en terme de sensibilité aux maillages des résultats

numériques sont bien connues (cf. par exemple Pijaudier-Cabot et Bazant [62] [6] et

Enakoutsa et al. [23] ou Bargellini et al. [3] pour l’endommagement ductile). Cette

extension peut être réalisée, par exemple en délocalisant les variables d’endommage-

ment.

– à plus ou moins long terme, l’extension du modèle anisotrope aux milieux poreux/fissurés

saturés, les fissures de type ”penny-shaped” étant alors traitées comme des cavités

sphéröıdales dans très faibles rapports d’aspect.
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2002.

[6] Z P. Bazant and G. Pijaudier-Cabot. Nonlocal continuum damage, localization in-

stability and convergence. Journal of applied mechanics-transactions of the ASME,

55(2) :287–293, 1988.
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caniques fondés sur l’approche locale. Thèse de doctorat, Université Blaise Pascal -
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[41] J.B. Leblond. Mécanique de la rupture fragile et ductile. Hermès Science Publications,

2003.

[42] B.I. Lee and M.E. Mear. Axisymmetric deformation of power-law solids containing a

dilute concentration of aligned spheroidals voids. J. Mech. Phys. Solids, 40 :1805–1837,

1992.

[43] J. Lemaitre. A continuums damage mechanics model for ductile fracture. Journal of

Engineering Materials and Technology, 107 :83–89, 1985.

[44] L. Li, M. Aubertin, R. Simon, and B. Boussière. Formulaiton and application of a

general inelastic locus for geomaterials with variable porosity. Can. Geotech. J., 42 :601–

623, 2009.

[45] D. Lydzba, S. Pietruszczak, and J.F. Shao. Intergranular pressure solution in chalk : a

multiscale approach. Computers and Geotechnics, 34 :291–305, 2007.

[46] F.A. McClintock. A criterion for ductile fracture by the growth of holes. Journal of

Applied Mechanics, 33 :363–, 1968.

[47] J. Michel and P. Suquet. The constitutive law of nonlinear viscous ans porous materials.

J. Mech. Phys. Solids, 40 :783–812, 1992.

114
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strain-rate sensitivity in round tensile bar, pages 251–262. Presse de l’Ecole Nationale

des Ponts et Chaussées, 1985.

[53] K.L. Nielsen and V. Tvergaard. Effect of a shear modified gurson model on damage

development in a fsw tensile specimen. Int. J. Solids Structures, 46 :587–601, 2009.
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Annexe A

Annexe au chapitre 2

A.1 Méthode des éléments finis non linéaires

A.1.1 Généralités

Soit un corps en équilibre occupant à un instant t ∈ [0, T ] un domaine Ω de frontière

∂Ω. Il est soumis à des forces volumiques f , des efforts surfaciques F sur la partie ∂ΩF et

des déplacements imposés ud sur la partie ∂Ωu (cf. figure A.1).

La résolution du problème consiste à déterminer, à tout instant t et en tout point x, le

champ des contraintes Σ(x, t) et des déplacements u(x, t) vérifiant :

– Σ est statiquement admissible (S.A.) :





divΣ + f = 0 sur Ω

Σ.n = F sur ∂ΩF

(A.1)

– u est cinématiquement admissible (C.A.) :

u = ud sur ∂Ωu (A.2)

– Σ et E vérifient la loi de comportement.

L’application du théorème des travaux virtuels au système Ω permet d’écrire, pour tout

champ de déplacement virtuel u∗ :

∫

Ω

Σ : E∗(u∗)dΩ =

∫

Ω

f.u∗dΩ +

∫

∂ΩF

F .u∗dS (A.3)
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Figure A.1: Problème mécanique de référence

Pour le problème non linéaire, on le résout par discrétiser le temps :

t0 = 0, t1, t2, · · · , tn, tn+1, · · · , tN = T (A.4)

Supposons alors connue la solution à l’instant tn ; on souhaite la déterminer sur l’intervalle

[tn, tn+1]. Une hypothèse classique consiste à considérer que l’histoire des déplacements est

linéaire sur l’intervalle de temps [tn, tn+1], tel que :

u(τ) =
tn+1 − τ

∆t
un +

τ − tn
∆t

un+1, τ ∈ [tn, tn+1] (A.5)

avec ∆t = tn+1 − tn. Le problème consiste alors à trouver les champs macroscopiques Σ, u

et E vérifiant les équations (A.1) et (A.2) à l’instant tn+1.

Pour résoudre par la méthode des éléments finis le problème incrémental ainsi posé, on

subdivise classiquement le domaine Ω en un nombre fini d’éléments. Sur chaque élément, le

champ de déplacement est déterminé à partir du vecteur des déplacements nodaux U (ou

U∗) par :

{u} = [N ] {U} , {u∗} = [N ] {U∗} (A.6)

Le champ de déformation E, et de déformation virtuelle E∗, déduits de (A.6), s’écrivent :

{E} = [B] {U} , {E∗} = [B] {U∗} (A.7)

[B] étant la matrice des déformations. En reportant les expressions (A.6) et (A.7) dans

(A.3), le principe des travaux virtuels se réécrit sous la forme :
∫

Ω

{U∗}T [B]T {Σ} dΩ =

∫

Ω

{U∗}T [N ]T {f} dΩ +

∫

∂ΩF

{U∗}T [N ]T {F} dS (A.8)
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L’équation précédente doit être satisfaite pour tout U∗ cinématiquement admissible. Il s’en

suit que les champs doivent satisfaire à l’instant tn+1 :

∫

Ω

[B]T {Σn+1} dΩ =

∫

Ω

[N ]T {fn+1} dΩ +

∫

∂ΩF

[N ]T {Fn+1} dS (A.9)

ce que l’on écrira dans la suite sous la forme synthétique :

{R(Un+1)} = {Fint,n+1} − {Fext,n+1}

=

(∫

Ω

[B]T {Σn+1} dΩ

)
−

(∫

Ω

[N ]T {fn+1} dΩ +

∫

∂ΩF

[N ]T {Fn+1} dS
)

= 0
(A.10)

où les composantes de {R(Un+1)} représentent les forces ”résiduelles”.

A.1.2 Schéma de résolution dans ABAQUS

Afin de résoudre le problème non linéaire étudié, une procédure itérative de type Newton-

Raphson a été adoptée par le code de calcul ABAQUS.

Supposons qu’au début de l’itération i nous ayons une approximation U i
n+1 de la solution

telle que les forces résiduelles ne soient pas nulles :

{
R(U i

n+1)
} 6= 0 (A.11)

On cherche alors une correction δU i+1 des déplacements nodaux vérifiant :

{
R(U i

n+1 + δU i+1)
}

= 0 (A.12)

A cet effet, on développe les forces résiduelles en série de Taylor au premier ordre :

{
R(U i

n+1 + δU i+1)
}

=
{
R(U i

n+1)
}

+
[
K(U i

n+1)
] {

δU i+1
}

(A.13)

où
[
K(U i

n+1)
]

est la matrice de rigidité tangente, déterminée par :

[
K(U i

n+1)
]

=

[
∂R(U i

n+1)

∂U i
n+1

]
=

∫

Ω

[B]T
[
Li

n+1

]
[B]dΩ (A.14)

[
Li

n+1

]
représente l’opérateur tangent de la loi de comportement locale et est donné par :

[
Li

n+1

]
=

[
∂Σi

n+1

∂Ei
n+1

]
(A.15)

La résolution du système linéaire (A.13) permet ainsi de calculer {δU i+1},
{
δU i+1

}
= − [

K(U i
n+1)

]−1 {
R(U i

n+1)
}

(A.16)
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Figure A.2: Schéma itératif de calcul dans ABAQUS

Il s’en suit donc :
{
U i+1

n+1

}
=

{
U i

n+1

}
+

{
δU i+1

}
(A.17)

Les principales étapes de résolution sont présentées sur la figure A.2.

A.2 Expressions de Ėp
eq et B pour l’opérateur tangent

consistant du modèle MCK

La condition de la consistance Φ̇ = 0, s’écrit :

Φ̇ =
∂Φ

∂Σ
:

[
C : Ė − C :

(
σ̄2 ∂Φ

∂Σ

2 + (4f sinh R0)/(3R0)

)
Ėp

eq

Σeq

]
+

(1− f)
∂Φ

∂f

9fΣm sinh R0

4R0 + 8
3
f sinh R0

Ėp
eq

Σeq

+
∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂εp
eq

Ėp
eq = 0

(A.18)

On en déduit l’expression de Ėp
eq :

Ėp
eq =

(
∂Φ

∂Σ
: C : Ė

)
/

[
∂Φ

∂Σ
: C :

∂Φ

∂Σ

(
σ̄2/Σeq

2 + (4f sinh R0)/(3R0)

)
−

∂Φ

∂f

(1− f)

Σeq

9fΣm sinh R0

4R0 + 8
3
f sinh R0

− ∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂εp
eq

] (A.19)
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Pour simplifier l’écriture, on pose la notion Ėp
eq = B : Ė, où le tenseur B est donné par :

B =

(
∂Φ

∂Σ
: C

)
/

[
∂Φ

∂Σ
: C :

∂Φ

∂Σ

(
σ̄2/Σeq

2 + (4f sinh R0)/(3R0)

)
−

∂Φ

∂f

(1− f)

Σeq

9fΣm sinh R0

4R0 + 8
3
f sinh R0

− ∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂εp
eq

] (A.20)
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Annexe B

Annexe au chapitre 3

B.1 Expression des quantités C1 et C2 intervenant dans

le modèle de Vincent et al. (2009)

On se propose dans cet annexe de préciser les expressions de C1 et C2 qui interviennent

dans (3.7). Ces quantités sont données par :

C1 =2(B1 −B2 −B3 + B4);

C2 =f
fqb(1−fe)

√
q3

qb f
(1−fqb)fe
e

(
B1 − fe

B3 − fe

)fe
(

B4 − fqbfe

B2 − fqbfe

)fqbfe

(
B1 − fqb

√
3

B2 − fqb

√
3

)fqb

√
3 (

B4 − fqbfe

√
3

B3 − fqbfe

√
3

)fqbfe

√
3

(B.1)

où fqb = q1fb, et :

B1 =
√

f 2
e + f 2

qbq3; B2 = fqb

√
f 2

e + q3;

B3 = fe

√
1 + f 2

qbq3; B4 = fqbfe

√
1 + q3

(B.2)

B.2 Expressions de Ėp
eq et B pour l’opérateur tangent

consistant du modèle de Guo et al. (2008)

La condition de la consistance Φ̇ = 0, s’écrit :

Φ̇ =
∂Φ

∂Σ
:

[
C : Ė − C :

(
σ̄2Θ2 ∂Φ

∂Σ

2Σeq

)
Ėp

eq

]
+

∂Φ

∂f

{[
3(1− f)− 9αΣm

σ̄

]
σ̄2Θ2B0

2Σeq

− 3αΣeq

σ̄

}
Ėp

eq +
∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂εp
eq

Ėp
eq = 0

(B.3)
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où :

B0 =
2αΣ2

eq

Θ3σ̄3 [1 + γ ln(1 + sf)]
+

2fγ−1 sinh [γ−1 ln(1− 3αΣm/σ̄)]

3Σm − σ̄/α
(B.4)

L’expression de Ėp
eq s’écrit alors :

Ėp
eq =

(
∂Φ

∂Σ
: C : Ė

)
/

{
∂Φ

∂Σ
: C :

∂Φ

∂Σ

(
σ̄2Θ2

2Σeq

)
−

∂Φ

∂f

[(
3− 3f − 9αΣm

σ̄

)
σ̄2Θ2B0

2Σeq

− 3αΣeq

σ̄

]
− ∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂εp
eq

} (B.5)

En notant Ėp
eq = B : Ė, le tenseur B s’exprime :

B =

(
∂Φ

∂Σ
: C

)
/

{
∂Φ

∂Σ
: C :

∂Φ

∂Σ

(
σ̄2Θ2

2Σeq

)
−

∂Φ

∂f

[(
3− 3f − 9αΣm

σ̄

)
σ̄2Θ2B0

2Σeq

− 3αΣeq

σ̄

]
− ∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂εp
eq

} (B.6)
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Annexe C

Annexe au chapitre 4

C.1 Coefficients des critères de plasticité

C.1.1 Critère de Gologanu et al. (1993-1994)

Dans le cas d’une cavité allongée, g = 0, les coefficients ηG et ζG sont définis par :

ηG =
κG(1− f)f sinh(K)

1 + f 2 + f [K sinh(K)− 2 cosh(K)]
(C.1)

ζG = 1− ηG
(1− f)κG − ηGK

fκ2
G sinh(K)

(C.2)

avec : K = κG(α2 − α1)

Deux valeurs approchées ont été proposées pour le coefficient κG, elles s’écrivent :

κG, 1st app =

[
1√
3

+ (
√

3− 2)
ln(e1/e2)

ln(f)

]−1

(C.3)

κG, 2nd app =

[
1√
3

+ (
√

3− 2)
ln(e1/e2)

ln(f)
−

(
2√
3
− 1

)
e2
1 − e2

2

ln(f)

]−1

(C.4)

Concernant le cas de cavité aplatie, le paramètre g est défini par :

g =
1

χ

e3
2√

1− e2
2

(C.5)

où χ est défini par : χ = 3
4

√
π2 + 32

3
.

L’expression pour κG est :
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κG =


2

3
+

g(1− f)(g + 2f + gf)

3(g + 1)2(g + f)2 ln
(

g+1
g+f

)


−1

(C.6)

Les coefficients ηG et ζG se réécrivent sous les formes suivantes :

ηG =
κG(1− f)(g + 1)(g + f)sh

(g + 1)2 + (g + f)2 + (g + 1)(g + f) [Ksh− 2ch]
(C.7)

ζG = 1− η
(1− f)κG − ηGK

(1 + g)(g + f)κ2
G sinh(K)

(C.8)

avec : sh = sinh(K) et ch = cosh(K)

C.1.2 Critère GLD (1997)

Le paramètre g est toujours conventionnellement pris égal à 0 dans le cas d’une cavité

allongée et défi par g = e3
2/

√
1− e2

2 dans le cas d’une cavité aplatie.

κG est défini, dans le cas d’une cavité allongée, par :

κG =

{
1√
3

+
1

ln f

[
(
√

3− 2) ln

(
e1

e2

)
+

1√
3

ln

(
3 + e2

2 + 2
√

3 + e4
2

3 + e2
1 + 2

√
3 + e4

1

)
+

ln

(√
3 +

√
3 + e4

1√
3 +

√
3 + e4

2

)]}−1 (C.9)

et dans le cas d’une cavité aplatie, par :

κG =
2

3
+

1

ln
(

1+g
g+f

)
{

2

3

g(1− f)

(1 + g)(g + f)
+

2

5

[(
g

g + 1

)5/2

−
(

g

g + f

)5/2
]

[
4

3
−

(
g

g + 1

)5/2

−
(

g

g + f

)5/2
]}−1

(C.10)

ηG et ζG sont donnés par les relation (C.1) et (C.2) dans laquelle κG est donné par (C.9) et

(C.10) et α2 qui entre dans l’expression de K est remplacé par α∗2 défini par :

α∗2 =
1− e2

2

3 + e4
2

(cavité allongée) (C.11)

α∗2 =
1

3− 6e2
2 + 4e4

2

(cavité aplatie) (C.12)

Dans la forme du critère qui prend en compte des changements d’orientation des cavités

(4.9), le coefficient κ = κG est définis par (C.9) et (C.10). Les coefficients η et C sont donnés
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C.1. Coefficients des critères de plasticité

par :

η = − κQ(g + 1)(g + f) sinh(κH)

(g + 1)2 + (g + f)2 + (g + 1)(g + f)[κH sinh(κH)− 2 cosh(κH)]
(C.13)

C = −κ(g + 1)(g + f) sinh(κH)

η(Q + ηH)
(C.14)

où Q = 1− f et H = 2(αG
1 − αG

2 ).

Le paramètre α1 est défini par :

αG
1 =

1

2e2
1

− 1− e2
1

2e3
1

tanh−1(e1) (cavité allongée) (C.15)

αG
1 = −1− e2

1

2e2
1

+

√
1− e2

1

2e3
1

sin−1(e1) (cavité aplatie) (C.16)

et αG
2 est donné par :

αG
2 =

1 + e2
2

3 + e4
2

(cavité allongée) (C.17)

αG
2 =

(1− e2
2)(1− 2e2

2)

3− 6e2
2 + 4e4

2

(cavité aplatie) (C.18)

Le coefficient α1
′ qui intervient dans (4.39) est donné par :

α1
′ =





1

3− e2
1

(cavité allongée)

1− e2
1

3− 2e2
1

(cavité allongée)

(C.19)

C.1.3 Critère MCK anisotrope

Les coefficients prs sont définis par :

p11 = 3
(1 + g)(g + f)

f(1− f)
[(1 + 3α1)(1− α1)− f(1 + 3α2)(1− α2)]

p12 = p21 = 3
(1 + g)(g + f)

f(1− f)
[(1 + 3α1)(1− α1 − β1)

−f(1 + 3α2)(1− α2)]

p22 = 3
(1 + g)(g + f)

f(1− f)
[(3α1 + 3β1 − 1)(1− α1 − β1)

−f(3α2 + 3β2 − 1)(1− α2 − β2)]

p33 = p44 =
1

12

(1 + g)(g + f)

f(1− f)
[(1 + 3α1 + β1)(3− 3α1 − β1)

−f(1 + 3α2 + β2)(3− 3α2 − β2)]

p55 = p66 =
1

3

(1 + g)(g + f)

f(1− f)
[(1− 3α1 − 2β1)(3α1 + 2β1 − 3)

−f(1− 3α2 − 2β2)(3α2 + 2β2 − 3)]

(C.20)
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où α et β sont des paramètres dépendants de l’excentricité e (α1 ≡ α(e1), α2 ≡ α(e2),

β1 ≡ β(e1) et β2 ≡ β(e2)). Ils sont définis respectivement pour un sphéröıde allongé ou

aplati :

α(e) =





1− e2

e3
arctanh(e)− 1− e2

e2

−
√

1− e2

e3
arctan

(
e√

1− e2

)
+

1

e2

β(e) =





(1− 3α)
1

e2

− (1− 3α)
1− e2

e2

(C.21)

C.2 Expressions de λ̇ et B dans le calcul de l’opérateur

tangent consistant du modèle MCK anisotrope

– λ̇ et B du modèle de croissance des cavité

La condition de la consistance Φ̇croi = 0, s’écrit :

Φ̇croi =
∂Φcroi

∂Σ
:

[
C : Ė − C :

(
λ̇

∂Φcroi

∂Σ

)]
+

∂Φcroi

∂σ̄

∂σ̄

Σ : Ė
p

(
Σ :

∂Φcroi

∂Σ

)
λ̇+

∂Φcroi

∂f
(1− f)

∂Φcroi

∂Σii

λ̇ +
∂Φcroi

∂S

(
3h1

2

∂Φcroi

∂Σ′
zz

+ h2
∂Φcroi

∂Σii

)
λ̇ = 0

(C.22)

On en déduit le multiplicateur plastique :

λ̇ =

(
∂Φcroi

∂Σ
: C : Ė

)
/

[
∂Φcroi

∂Σ
: C :

∂Φcroi

∂Σ
− ∂Φcroi

∂σ̄

∂σ̄

Σ : Ė
p

(
Σ :

∂Φcroi

∂Σ

)
−

∂Φcroi

∂f
(1− f)

∂Φcroi

∂Σii

− ∂Φcroi

∂S

(
3h1

2

∂Φcroi

∂Σ′
zz

+ h2
∂Φcroi

∂Σii

)]

(C.23)

On note λ̇ = B : Ė, d’où le tenseur B :

B =

(
∂Φcroi

∂Σ
: C

)
/

[
∂Φcroi

∂Σ
: C :

∂Φcroi

∂Σ
− ∂Φcroi

∂σ̄

∂σ̄

Σ : Ė
p

(
Σ :

∂Φcroi

∂Σ

)
−

∂Φcroi

∂f
(1− f)

∂Φcroi

∂Σii

− ∂Φcroi

∂S

(
3h1

2

∂Φcroi

∂Σ′
zz

+ h2
∂Φcroi

∂Σii

)] (C.24)

– λ̇ et B du modèle de coalescence des cavité

La condition de la consistance Φ̇coal = 0, s’écrit :

Φ̇coal =
∂Φcoal

∂Σ
:

[
C : Ė − C :

(
λ̇

∂Φcoal

∂Σ

)]
+

∂Φcoal

∂σ̄

∂σ̄

∂ε̄p

(
1

γ2

)1/3
χ2

2f
λ̇−

∂F (W, χ)

∂χ
σ̄F2λ̇− ∂F (W, χ)

∂W
σ̄F1λ̇ = 0

(C.25)
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où F (W, χ) = 3
2
(1− χ2)C(χ, W ) et F1 et F2 sont données par :

F1 =
W

(
3χ2γ − χ3 γf−γ−c

1−χc
− 3γ2

)

2γf
(
2γ − χ

γf−γc

1−χc

)

F2 =
χ(3γ − χ2)

2f
(
2γ − χ

γf−γc

1−χc

)
(C.26)

On en déduit l’expression de du multiplicateur plastique λ̇ :

λ̇ =

(
∂Φcoal

∂Σ
: C : Ė

)
/

[
∂Φcoal

∂Σ
: C :

∂Φcoal

∂Σ
− ∂Φcoal

∂σ̄

∂σ̄

∂ε̄p

(
1

γ2

)1/3
χ2

2f
+

∂F (W, χ)

∂χ
σ̄F2 +

∂F (W, χ)

∂W
σ̄F1

] (C.27)

En notant λ̇ = B : Ė, le tenseur B s’exprime :

B =

(
∂Φcoal

∂Σ
: C

)
/

[
∂Φcoal

∂Σ
: C :

∂Φcoal

∂Σ
− ∂Φcoal

∂σ̄

∂σ̄

∂ε̄p

(
1

γ2

)1/3
χ2

2f
+

∂F (W, χ)

∂χ
σ̄F2 +

∂F (W, χ)

∂W
σ̄F1

] (C.28)
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Modélisation numérique de l’endommagement des milieux poreux
ductiles et applications aux géomatériaux

Cette étude est consacrée à la modélisation numérique de l’endommagement pour
des matériaux poreux ductiles et à des applications aux géomatériaux. On rappelle
et analyse d’abord au chapitre 1 différentes approches d’endommagement pour la
classe de matériaux étudiés. L’implantation numérique du modèle basé sur un critère
macroscopique de type Gurson, récemment proposé par Monchiet et al.(2007) est
effectué au chapitre 2. La bonne performance de ce nouveau modèle est vérifiée en
comparant ses prédictions numériques à celles d’autres modèles de type Gurson.
Dans le chapitre 3, les modélisations numériques sont étendues aux géomatériaux
en implantant dans un code éléments finis un nouveau modèle formulé sur la base
du critère de Guo et al.(2008) qui prend en compte de la compressibilité de la
matrice. L’adéquation du modèle développé aux géomatériaux est démontrée à tra-
vers l’étude du comportement d’une craie. L’implantation numérique et l’analyse du
modèle basé sur une version anisotrope du critère proposé par Monchiet et al.(2007)
sont présentées au chapitre 4. Les résultats numériques issus de cette implantation
sont discutés en les comparant aux ceux des autres modèles existants. Ils appa-
raissent tout à fait satisfaisants

Mots clés : Micromécanique, milieux poreux, endommagement, modèle de type
Gurson, modélisation numérique.

Numerical modeling of damage of ductile porous media and applications
to geomaterials

This study is devoted to the numerical modeling of damage for ductile porous ma-
terials and its applications to geomaterials. We first recall and analyze in chapter
1 different approaches of ductile damage. We then propose in chapter 2 a model
based on the isotropic Gurson-type macroscopic criterion established by Monchiet
et al.(2007). This model is implemented numerically in ABAQUS Finite Element
software. The good performance of this new model is checked by comparing its nu-
merical predictions with the ones provided by other Gurson-type models. In chapter
3, numerical modelings are performed for geomaterials by implementing an appro-
priate model (based on Guo et al.(2008) criterion) in ABAQUS. The adequacy of
the considered model to geomaterials is demonstrated through the study of a chalk.
The numerical implementation and analysis of an anisotropic model based on the
anisotropic version of the criterion proposed by Monchiet et al.(2007) are presented
in chapter 4. The numerical results derived from this implementation are discussed
with the results of others existing models. They appear to be quite satisfactory.

Key words : Micromechanics, porous media, damage, Gurson-type model, nume-
rical modeling.
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