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Résumé

Ce travail concerne l’étude de quelques problèmes inverses par différentes approches
mathématiques.

Dans la première partie, nous considérons le problème inverse géométrique consistant
à retrouver une fissure inconnue à partir de mesures sur le bord d’un domaine plan. Nous
traitons ce problème par des techniques d’approximations rationnelle et méromorphe dans
le plan complexe C. L’étude consiste à construire à partir des données mesurées sur le
bord, une fonction f dont les singularités correspondent à la fissure recherchée puis à
approcher cette fonction par des approximants rationnels ou méromorphes au sens de
différentes normes. Nous rappelons ces techniques d’approximation et leurs applications
à la localisation de fissures. Nous appliquons l’approximation méromorphe à des cas de
défauts plus généraux, tels que les cavités et les petites inclusions. D’autre part, nous
proposons un algorithme théorique, basé sur les transformations conformes et la résolution
d’un problème extrémal borné dans une couronne, pour identifier complètement la fissure.
Ensuite, dans le but de mieux localiser la fissure, nous traitons le cas des approximants
rationnels avec contraintes sur les résidus.
Toujours dans le contexte de l’analyse complexe, nous étudions un autre problème inverse
consistant à estimer l’aire d’une cavité à partir des mesures au bord. Nous donnons une
majoration explicite de l’aire d’une cavité à partir de la différence de potentiel dans
le cas d’un domaine sain et dans le cas du domaine avec cavité. Cette majoration est
basée sur une estimation de croissance de fonctions dans l’espace de Hardy-Sobolev de la
couronne H1,2(Gs). Nous appliquons également cette estimation pour donner la vitesse de
convergence d’un interpolant d’une fonction de H1,2(Gs) à partir d’un nombre fini de ses
valeurs sur le bord extérieur de la couronne Gs.

Dans la deuxième partie, nous considérons d’abord le problème inverse d’identification
des paramètres de Lamé en élasticité linéaire à partir de mesures sur le bord du domaine.
Nous traduisons ce problème inverse en un problème de minimisation d’une fonctionnelle
de type Kohn-Vogelius et nous exhibons quelques résultats numériques.
Nous considérons également le problème inverse d’identification d’une inclusion corres-
pondant à une discontinuité de la conductivité. Nous utilisons la méthode du gradient
topologique pour avoir une première approximation de la ou les inclusions inconnues et
ensuite la méthode du gradient classique pour identifier plus précisement celles-ci.

Enfin, dans le contexte de l’optimisation de forme, nous étudions le problème inverse
d’identification d’une inclusion en élasticité linéaire. Nous calculons le gradient de forme
d’une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius, minmax d’un lagrangien, par rapport au pa-
ramètre de déformation. Nous utilisons ce gradient pour retrouver numériquement des
inclusions elliptiques.

Mots clés : Problèmes inverses, Identifiabilité, Stabilité, Identification, Espaces de
Hardy, Espaces de Hardy-Sobolev, Approximations rationnelle et méromorphe, Problème
extrémal borné, Elasticité linéaire, Coefficients de Lamé, Fonctionnelles de moindres carrés
et de Kohn-Vogelius, Gradient topologique, Gradient de forme.





Abstract

This work concerns the study of some inverse problems by different mathematical
approaches.

In the first part, we consider the geometrical inverse problem, related to the identifica-
tion of an unknown crack by boundary measurements. We treat this problem by technique
of rational and meromorphic approximation in the complex plane C. The study consists
in building a function f from the datas on the boundary, which is singular exactly on
the unknown crack. We then approximate this function f by a rational or meromorphic
approximant according to different norms. We first recall this approximation technique
and its application to the location of cracks. We then apply the meromorphic approxima-
tion to the case of more general defects of geometry than the cracks, such as cavities or
small inclusions. On the other hand, we propose a theoretical algorithm, based on confor-
mal transformations and the resolution of a boundary extremal problem, to completely
identify the crack. Then, with the goal of a better localization of the crack, we consider
rational approximants with constraints on their residues.

Still in the context of complex analysis, we study another inverse problem, namely
estimating the area of a cavity in a bounded planar domain from boundary measurements.
We give an explicit estimate on the growth of functions in the Hardy-Sobolev space
Hk,2(Gs) of an annulus Gs. We apply this result for the study of the previous geometric
inverse problem, deriving an explicit upper bound on the area of the cavity from the
difference of two electrostatic potentials measured on the boundary, when the cavity is
present and when it is not. We also apply this estimation, to find an upper bound on the
rate of convergence of a recovery interpolation scheme in H1,2(Gs) with points located on
the outer boundary of Gs.

In the second part, we first consider the inverse problem of recovering the Lamé pa-
rameters in linear elasticity from boundary measurements. We transform this inverse
problem into a problem of minimization of a functional of Kohn-Vogelius type and we
perform numerical experiments.

We also consider the inverse problem of identification of an inclusion corresponding
to a discontinuity of the conductivity. We use the method of the topological gradient to
obtain a first estimate on the location of one or several inclusions and then, we use the
method of the classical gradient to identify more precisely these.

Finally, in the context of shape optimization, we study the inverse problem of identifi-
cation of an inclusion in linear elasticity. We calculate the shape gradient of a functional
of Kohn-Vogelius type, minmax of a lagrangian with respect to the parameter of defor-
mation. We use this gradient to numerically find elliptic inclusions.

Key words : Inverse problems, Identifiability, Stability, Identification, Hardy and
Hardy-Sobolev spaces, Rational and meromorphic approximations, Boundary extremal
problems, Linear elasticity, Lamé parameters, Least square and Kohn-Vogelius functional,
Topological gradient, Shape gradient.
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Introduction

0.1 Objectifs de l’étude

L’objectif de cette thèse, est l’étude de quelques problèmes inverses. Par problèmes
inverses, on entend généralement inverses des problèmes dits directs, à savoir ceux qui
consistent à trouver une solution à une équation aux dérivées partielles, connaissant tous
les paramètres du problème ainsi que les conditions initiales ou conditions aux limites.
L’étude des problèmes inverses est difficile à cause de leur caractère mal posé (pas toujours
unicité de la solution, ou non continuité de celle-ci par rapport aux données).

Cependant, l’étude des problèmes inverses a connu un développement très important
au cours des dernières années. Cela est du à leurs nombreuses applications, par exemple,
en imagerie médicale, contrôle non destructif, industrie pétrolière, géophysique, détection
des mines, physique des radars, traitement des images,. . . . De plus, l’accroissement de la
puissance de calcul, a aussi permis le développement de méthodes dont la mise en oeuvre
était inaccessible auparavant.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude des problèmes inverses suivants :
l’identification de fissures et d’inclusions d’une part, et l’identification des paramètres
de Lamé en élasticité linéaire, d’autre part. Dans les deux cas, on exploite des mesures
effectuées sur le bord des domaines plans concernés.

Le problème géométrique de la détection de fissures dans un domaine plan a fait l’objet
de nombreuses travaux, utilisant différentes approches mathématiques, citons en particu-
lier [12, 15, 16, 19, 21, 35, 22, 39, 77, 68, 95, 36]. Dans la première partie de ce travail,
nous avons abordé l’étude de ce problème inverse à partir des techniques d’approximation
rationnelle, notamment avec contraintes, dans le plan complexe, appliquées à des solutions
de l’équation de Laplace. Le modèle physique est décrit par le système suivant :





∆u = 0 dans Ω

∂u

∂nΓ
= Φ sur Γ

∂u±

∂nγ
= 0 sur γ0 = γ \ {γ0, γ1}

(1)
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où Ω est un ouvert borné de R2 à bord Γ, et γ0, γ1 sont les extrémités d’un arc γ dont la
position est inconnue. Le problème inverse que nous étudions consiste à déterminer l’arc γ
qui modélise une fissure isolante (puisque le flux est supposé nul sur γ d’après la troisième
équation de (1)) à partir de la connaissance du couple de mesures (u|Γ,Φ), constituées
d’une température ou un potentiel u|Γ et d’un flux Φ, supposées connues sur la frontière
extérieure Γ. Avec ces données, on peut construire une fonction f dont les singularités
sont localisées sur la fissure γ (voir [27]) :

f(z) =
1

2iπ

∫

γ

σ(t)

t− z
dt+ g(z), z ∈ Ω \ γ et g ∈ H∞(Ω), (2)

où σ(t) est le saut de la température à travers γ et g une fonction analytique bornée sur
Ω. De plus f est connue, à une constante près, sur le bord extérieur Γ :

F (z) = f(z)|Γ = u(z)|Γ + i

∫ z

a

Φ(ξ)dξ, z ∈ Γ, a ∈ Γ. (3)

Cette approche peut se réécrire sous la forme suivante :

Connaissant la fonction F sur Γ, trouver γ ⊂ Ω telle que F soit la trace sur Γ d’une
fonction f analytique bornée dans Ω \ γ.

Afin d’utiliser des schémas d’approximations classiques, on suppose que le domaine Ω
est le disque unité D.
Comme la fissure γ est supposée isolante, la partie imaginaire de f est constante lors-
qu’on s’approche de γ. Cela nous amène à considérer des approximants de f vérifiant une
propriété analogue, à savoir des approximants de la forme

m∑

j=1

kj∑

lj=1

aj,lj
(z − zj)lj

, zj ∈ D, aj,lj ∈ C,

m∑

j=1

kj ≤ n, (4)

vérifiant les conditions

Im




m∑

j 6=i

kj∑

lj=1

aj,lj
(zi − zj)lj

+ g(zi)


 = 0, i = 1, . . . , m. (5)

Nous présentons également une approche théorique, permettant de déterminer la fissure
de manière exacte. Néanmoins, celle-ci étant basée sur l’utilisation d’un certain nombre
d’applications conformes, sa mise en oeuvre pratique ne semble pas à priori évidente.

Conçernant l’étude du problème inverse d’identification des inclusions, on peut citer
les références [7, 8, 11, 14, 3, 64, 33, 72, 37]. Nous estimons la taille d’une cavité, toujours
à partir de mesures sur le bord extérieur du domaine. Nous donnons une majoration
explicite de la taille de cette cavité en fonction de la différence de potentiels électriques
mesurés sur le bord du domaine, lorsque le domaine contient la cavité et lorsque le domaine
est sain.
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Dans la deuxième partie de ce travail, nous nous sommes intéressés à l’identification
des inclusions dans le cadre d’une conductivité variable. Les équations qui modélisent le
problème sont les suivantes :




div(α∇u) = 0, in Ω,

αe
∂u

∂n
= ϕ, on Γ,

(6)

où α est une fonction constante par morçeau définie par

α(x) =

{
αe si x ∈ Ω \ ω
αi si x ∈ ω, ω ⊂ Ω.

ω désignant l’inclusion à identifier. Les expérimentations numériques que nous avons me-

Figure 1 – Le domaine Ω \ ω et ω

nées à bien sont basées sur la technique du gradient topologique pour obtenir une première
localisation des inclusions et sur celle du gradient de forme pour l’identification complète
de ces dernières.

Un autre problème inverse auquel nous nous sommes intéressés est celui de l’identi-
fication des paramètres de Lamé qui caractérisent les matériaux élastiques linéaires et
isotropes. On se donne un matériau élastique isotrope occupant un domaine plan Ω. La
procédure d’identification consiste à imposer un chargement g sur une partie Γ1 du bord
et à mesurer le déplacement u=f sur Γ1. Sur l’autre partie du bord Γ2, on suppose le
déplacement nul u = 0. Le déplacement u vérifie le système suivant





div(σ(u)) = 0 dans Ω

σ(u)n = g sur Γ1

u = 0 sur Γ2.

(7)

avec σ(u), le tenseur des contraintes,

σ(u) = C : ε(u) =
2∑

i,j,k,l=1

Ci,j,k,l∂luk, ε(u) =
1

2
(Du+DuT ), (8)

où ε(u) désigne le tenseur des déformations et C le tenseur d’élasticité,

Ci,j,k,l = λδi,jδk,l + µ(δi,k + δj,l), (9)
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δi,j désignant le symbole de Kronecker. Nous supposons que nous avons accés aux don-
nées (g, f) sur la frontière Γ1 du domaine Ω. Le problème inverse consiste à déterminer
les paramètres de Lamé λ et µ à partir de la connaissance du couple de mesures (f, g).
Ce problème a été étudié théoriquement, voir par exemple [69]. Récemment, plusieurs ap-
plications, par exemple en élastographie, ont suscité un nouvel intérêt pour ce problème
(voir [69, 80, 84]). Dans [60], un algorithme itératif de point fixe a été proposé pour l’iden-
tification numérique de ces paramètres.
Dans ce travail, les cas des paramètres constants et constants par morceaux ont été étu-
diés. Nous avons obtenu de nouveaux résultats d’identifiabilité et de stabilité et effectué
des essais numériques en utilisant une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius et un algo-
rithme itératif de type quasi-Newton (BFGS), intégré dans la toolbox d’optimisation de
Matlab.
Dans ce même contexte, nous nous sommes aussi intéressés au problème inverse d’iden-
tification d’une inclusion ω dans le cas où les paramètres de Lamé λ et µ sont connus.
Nous considérons encore une fonction coût de type Kohn-Vogelius pour l’identification
numérique de l’inclusion.

0.2 Organisation de la thèse

La thèse se décompose principalement en deux parties. La première concerne les Cha-
pitres 1 à 5 qui sont basés sur des techniques d’approximation dans le plan complexe, et
la seconde concerne les Chapitres 6 à 9 qui sont basés sur des techniques de minimisation
de fonctionnelles utilisant le calcul de différents gradients.

Dans le Chapitre 1, nous rappelons quelques résultats d’analyse complexe dont nous
aurons besoin par la suite.

Dans le Chapitre 2, nous présentons en détail le problème de la détection de fissure.
Nous passons en revue différents travaux qui ont été menés sur ce sujet au cours des
dernières années.

Le Chapitre 3 est consacré à l’étude de l’approximation rationnelle et méromorphe
et de leurs applications à la détection de fissures. Nous rappelons des résultats mettant en
relation la position des pôles des approximants et la position de la fissure recherchée. Dans
ce registre, nous vérifions sur différents exemples numériques que l’approche “approxima-
tion méromorphe” peut être étendue à des défauts de géométrie un peu plus généraux que
ceux considérés précédemment, cf. [77], notamment des cavités ou des petites inclusions.
Nous présentons également une méthode théorique d’identification complète de la fissure
basée sur des transformations conformes et la résolution d’un problème extrémal borné
dans la couronne.

L’approximation rationnelle ou méromorphe sans contrainte n’identifie qu’une défor-
mation de la fissure, à savoir l’arc de capacité minimale qui joint ses extrémités. Dans le
Chapitre 4, nous proposons un schéma d’approximation plus fin dans le but d’identifier
exactement la fissure. Pour la localisation de la fissure nous minimisons le critère

‖f − r‖L2(T), tel que r vérifie la propriété (4) et (5).

Nous avons envisagé le cas des approximants avec des résidus réels et le cas où les résidus
sont des nombres complexes. Nous effectuons le calcul du gradient du critère par rapport
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aux pôles de la fraction r, ce qui nous permet d’implémenter un programme de calcul de
meilleurs approximants locaux. On exhibe quelques exemples numériques.

Dans le Chapitre 5, nous nous intéressons au cas des cavités. Nous estimons l’aire
d’une cavité dans un domaine plan borné à partir de potentiels électriques mesurés sur le
bord, lorsque le domaine contient la cavité et lorsqu’il est sain. Pour cela, nous établissons
un résultat explicite de croissance de fonctions dans l’espace de Hardy-Sobolev Hm,2(Gs)
de la couronne. Nous appliquons aussi ce résultat pour l’estimation du taux de convergence
d’un certain schéma d’interpolation dans l’espace H1,2(Gs).

Le Chapitre 6 est consacré à l’identification des paramètres de Lamé λ et µ d’un
milieu linéaire isotrope, à partir des mesures sur le bord du domaine. Nous rappelons
la preuve de l’existence d’une solution du problème direct, nous démontrons un résultat
de régularité de l’opérateur (λ, µ) → uλ,µ où uλ,µ désigne le déplacement, solution du
problème direct. Nous prouvons ensuite un résulat d’identifiabilité et un résulat de stabilité
lipschitzienne directionnelle. Pour l’identification, nous transformons le problème inverse
en un problème de minimisation d’une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius

J(λ, µ) =
1

2

∫

Ω

λdiv(un − ud)
2 + 2µε(un − ud)

2,

où un est la solution du problème de Neumann σ(u)n = g et ud est la solution du problème
de Dirichlet ud|Γ1

= f. L’une des particularités de cette fonctionnelle est que son gradient
par rapport aux paramètres λ et µ ne dépend que des états un et ud et pas des états
adjoints, ce qui facilite le calcul numérique du gradient. On a effectué des tests numériques
dans les cas des paramètres constants et constants par morçeaux, en utilisant une méthode
de type quasi-Newton (BFGS) de la toolbox optimisation de matlab.

Dans le Chapitre 7, nous présentons quelques définitions et rappels d’optimisation de
forme. Nous donnons la dérivée par rapport à la forme pour les fonctions définies par des
intégrales de volume et de surface. Nous rappelons ensuite les équations vérifiées par la
dérivée des fonctions d’états relatives à un problème de transmission dans le cas scalaire.
Dans le cas d’un problème en élasticité, nous obtenons formellement ces équations. Afin
de reconstruire une inclusion ω, nous considérons une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius
dont nous calculons, sans justification, la dérivée de forme relativement à l’inclusion ω. En
utilisant une méthode différente, un calcul rigoureux de la dérivée de forme est effectué
dans le dernier chapitre.

Dans le Chapitre 8, nous utilisons le gradient topologique pour la localisation d’in-
clusions en minimisant la fonction coût

J(ω) =
1

2

∫

Ω

|uN − uD|2, (10)

où uN est la solution d’un problème de Neumann, cf. (8.24) et ud est la solution d’un
problème de Dirichlet, cf. (8.25). Nous avons alors deux états adjoints vN et vD et le
gradient topologique

g(x) = ∇uN(x)TPD,r∇vN (x) +∇uD(x)TPD,r∇vD(x), (11)

où r = αi/αe désigne le rapport des conductivités et PD,r est la matrice de polarisation
qui peut être définie explicitement dans le cas d’une inclusion D elliptique.
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Si nous considérons le cas limite où r tend vers zéro et l’ellipse devient très aplatie, le
gradient topologique devient

g(x, n) = nTM(x)n,

où n = (n1, n2) est un vecteur unitaire porté par le petit axe de l’ellipse et M est une
matrice symétrique définie par

M(x) = −sym(∇uN ⊕∇vN +∇uD ⊕∇vD),

où sym(A) = (A+ AT )/2 et U ⊕ V = UV T .
Ce gradient est minimal au point x lorsque n est orienté suivant le vecteur propre

associé à la plus petite valeur propre λ1(x) de M(x).
Pour la localisation partielle de la ou les inclusions ω, nous considérons le gradient

topologique
g(x, n) = λ1(x).

Une fois cette localisation partielle obtenue, nous identifions complètement l’inclusion
circulaire ω en minimisant la fonctionnelle de Kohn-Vogelius suivante,

JKV (ω) =
1

2

∫

Ω

α|∇(uN − uD)|2,

pour déterminer le centre de l’inclusion et la résolution de l’équation nonlinéaire

1

2

∫

Ω

α|∇uN |2 −
∫

Γ

ϕf = 0,

par la méthode de Newton, pour trouver le rayon.
Enfin, le Chapitre 9 est dédié à l’analyse de sensitivité par rapport à la forme d’un

problème de transmission en élasticité linéaire isotrope. Nous cherchons à minimiser la
fonctionnelle de forme

J(ω) =
1

2

∫

Ω

C : ε(un − ud) : ε(un − ud), (12)

où C est le tenseur de l’élasticité, dont les coefficients de Lamé λ et µ sont constants par
morceaux :

(λ(x), µ(x)) =

{
(λe, µe) si x ∈ Ω \ ω,
(λi, µi) si x ∈ ω.

Dans le calcul de la dérivée de J par rapport au domaine ω, le recours aux dérivées des états
un et ud peut être évité par l’introduction d’une formulation lagrangienne du problème
où l’équation d’état est considérée comme une contrainte. Dans ce cadre, la fonction coût
est égale à un Minmax du Lagrangien par rapport à des espaces fonctionnels. Le calcul
du gradient se réduit alors à la dérivée d’un Minmax par rapport à un paramètre qui
joue le rôle de "temps virtuel". La justification mathématique provient d’un théorème de
dérivabilité d’un Minmax par rapport à un paramètre. Il y a deux types de théorèmes qui
sont directement applicables aux problèmes de forme. L’un suppose l’existence de point
selle (cf. Correa et Seeger [49]) tandis que l’autre type ne le suppose pas (cf. Delfour et
Zolesio [53]).
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Cette approche permet une justification rigoureuse des méthodes utilisées dans la
plupart des problèmes classiques, où l’état est l’élément minimisant d’une fonctionnelle
d’énergie quadratique et la fonction côut est dérivable par rapport à la variable d’état. Elle
s’étend aussi à certaines classes de fonctions côuts non différentiables et à des situations
où l’état est soumis à des contraintes d’égalité.

Nous présentons un algorithme numérique permettant d’identifer l’inclusion ω lorsque
celle-ci est circulaire où elliptique.
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Chapitre 1

Quelques Rappels d’analyse complexe

Nous rappelons dans ce chapitre quelques concepts de l’analyse complexe qui sont
en lien étroit avec la théorie de l’approximation dans le plan complexe, tels que les es-
paces de Hardy du disque et de la couronne, les espaces de Hardy-Sobolev, les fonctions
harmoniques et les fonctions conjuguées, l’intégrale singulière et quelques définitions et
propriétés relatives à la théorie du potentiel.

1.1 Espaces de Hardy du disque et de la
couronne

Les espaces de Hardy jouent un rôle trés important dans l’étude de l’approximation
des fonctions et des problèmes extémaux, en particulier les problèmes extrémaux bornées
(BEP) dans le disque et dans la couronne. Pour plus de détails sur les espaces de Hardy,
le lecteur peut consulter [54, 45]

1.1.1 Espace de Hardy du disque

Posons quelques notations préliminaires. Soient C le plan complexe et

D = {z ∈ C : |z| < 1} le disque unité .

T = {z ∈ C : |z| = 1} le cercle unité .

Pour r > 0, on désigne par rD le disque ouvert du plan complexe C de centre 0 et de
rayon r et rT = r∂D. On définit Lp(rT) comme étant l’espace des fonctions mesurables
f : rT → C telles que

‖f‖Lp(rT) =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p
)1/p

< +∞ si 1 ≤ p <∞

‖f‖L∞(rT) = sup
θ∈[0,2π]

ess|f(reiθ)| < +∞ si p = +∞.
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Lorsque r = 1, on écrira simplement Lp(T) et ‖f‖Lp(T). On rappelle que pour p =
2, L2(T) est l’espace de Hilbert des fonctions f(z) Lebesgue mesurables à valeurs com-
plexes sur T telles que

‖f‖L2(T) =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(eiθ)|2dθ
)1/2

<∞

muni du produit scalaire

< f, g >=
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dθ

De même pour p = ∞, L∞(T) l’espace de Banach des fonctions f(z) à valeurs complexes
essentiellement bornées sur T muni de la norme

‖f‖L∞ = ess sup
|z|=1

|f(z)|.

Définition 1.1.1 Pour 1 ≤ p ≤ +∞, l’espace de Hardy du disque d’ordre p noté Hp =
Hp(D) est l’ensemble des fonctions analytiques sur D telles que

‖f‖Hp(D) = sup
{
‖f‖Lp(rT) : 0 ≤ r < 1

}
< +∞.

Une telle fonction de Hp(D) admet une limite non tangentielle f ∗ dans Lp(T), et en outre
‖f ∗‖Lp(T) = ‖f‖Hp(D). Ainsi on peut écrire Hp(D) comme l’ensemble des fonctions de
Lp(T) dont les coefficients de Fourier d’indices négatifs sont nuls. On notera indifférement
la fonction sur le disque et sa limite non tangentielle au bord. La fonction f est aussi
l’intégrale de Poisson de f ∗, ainsi que son intégrale de Cauchy. Dans le cas 1 < p < +∞,
f ∗ est la limite dans Lp(T) de f(reiθ) quand r tend vers 1. On définit également l’espace
Hp(D) des fonctions de Lp(T) antianalytiques, c’est à dire dont les coefficients de Fourier
d’indices positifs s’annulent.
Dans le cas p = 2, On note par P−, P+ les opérateurs de projections analytiques et
antianalytiques :

P− : L2(T) −→ L2(T)⊖H2(D)

P+ : L2(T) −→ H2(D)

tels que :

P−

( +∞∑

n=−∞
anz

n
)
=

−1∑

n=−∞
anz

n, P+

( +∞∑

n=−∞
anz

n
)
=

+∞∑

n=0

anz
n.

On a clairement H2(D) = P−(L
2(T)).

Une fonction analytique sur D est dite intérieure si elle est de module inférieure à 1
sur D et de module 1 presque partout sur T. Elle est dite extérieure si elle est de la forme

Eg(z) = exp

(
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
g(eiθ)dθ

)
,
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où g ∈ L1(T) est à valeurs réelles. Notons que si Eg est extérieure et dans Hp(D), alors
g = log |Eg| presque partout sur T. Une fonction est dite singulière si elle s’écrit :

Sµ(z) = exp

(
− 1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
g(eiθ)dµ(θ)

)
,

où µ est une mesure positive sur [0, 2π], singulière par rapport à la mesure de Lebesgue.
En fait toute fonction intérieure, sans zéro et positive en 0 s’écrit d’une manière unique
comme une fonction singulière.
Ces classes de fonctions permettent de décrire entièrement l’espace Hp(D), grâce au théo-
rème suivant :

Théorème 1.1.2 Si f ∈ Hp(D) \ {0} avec 1 ≤ p ≤ +∞, alors il existe une unique
décomposition f = cBES, où c ∈ T, B est le produit de Blaschke normalisé constitués
des zéros de f, E est une fonction extérieure et S est une fonction singulière.
Plus précisément E = Elog |f | ∈ Hp(D).

La convergence du produit de Blaschke

B(z) = zk
∏

zj 6=0
f(zj)=0

−zj
|zj|

z − zj
1− zjzj

où k est la multiplicité de 0 et où zj est répété autant de fois que sa multiplicité, est
assurée par la condition ∑

j

(1− |zj |) <∞

qui à lieu dès que f ∈ Hp(D). Cette factorisation montre en particulier qu’une fonction
de Hp(D) ne peut valoir 0 sur un sous ensemble de mesure strictement positive de T à
moins d’être nulle. Pour plus de détails le lecteur peut consulter [54, 103].
Enfin, pour p = 2 ou ∞ on désignera parHp

N(D) l’espace Hp(D)+RN où RN est l’ensemble
des fractions rationnelles de degré au plus N et ayant tous leurs pôles dans D et s’annulant
à l’infini. En particulier, RN ⊂ H2(D).

1.1.2 Espaces de Hardy et de Hardy-Sobolev de la couronne

Nous commençons par rappeler quelques notations. Soit s un réel tel que 0 < s < 1.
On note par

sD = {z ∈ C : |z| ≤ s} le disque de rayon s.

sT = {z ∈ C : |z| = s} le cercle de rayon s.

Gs = {z ∈ C : s < |z| < 1} = D \ sD = D ∩ (C \ sD).
∂Gs = sT ∪ T le bord de Gs.



20 1. Quelques Rappels d’analyse complexe

L’espace de Hardy de la couronne H2(Gs) a été défini par Rudin [91] comme étant l’espace
des fonctions analytiques f tel que |f(z)|2 ≤ u(z), où u est une fonction harmonique réelle
dans Gs. En se référant à [45], nous avons la définition équivalente

H2(Gs) = H2(D)⊕H2
0 (C \ sD) (1.1)

où H2
0 (C \ sD) est l’espace des fonctions f analytiques dans le complémentaire de sD qui

s’annulent à l’infini et qui ont une trace f ∗ = limr→s f(re
iθ) appartenant à L2(sT).

Notons qu’une fonction f ∈ H2
0 (C \ sD) admet un développement en série de Laurent

f(z) =
−1∑

−∞
fnz

n avec
−1∑

−∞
fns

2n <∞. (1.2)

L’espace de Hardy H2(∂Gs) du bord de la couronne ∂Gs est défini comme la fermeture
dans L2(∂Gs) de l’ensemble RGs

des fonctions rationnelles, dont les pôles sont dans le
complémentaire de Gs.

Notons (voir [45]) que H2(∂Gs) est un sous-espace Hilbertien de L2(∂Gs) qui admet

en(z) =
zn√

1 + s2n

comme base orthonormée par rapport au produit scalaire de L2(∂Gs)

< f, g >L2(∂Gs)=< f, g >L2(T) + < f, g >L2(sT) .

Comme les fonctions de l’espace H2(D), respectivement H2
0 (C \ sD), admettent des li-

mites non tangentielles p.p. sur T, respectivement sur sT, alors d’après la décomposition
(1.1) les fonctions de H2(Gs) admettent des limites non tangentielles p.p. sur ∂Gs et qui
appartiennent à L2(∂Gs). Cela permet d’identifier H2(∂Gs) à H2(Gs) .
Une fonction f ∈ H2(Gs), admet le développement suivant :

f(z) =
∞∑

n=−∞
fnz

n, avec z ∈ Gs, sa norme est définie par ‖f‖2H2(Gs)
=
∑

n∈Z
(1 + s2n)|fn|2.

Pour m ≥ 1, on introduit aussi l’espace de Hardy-Sobolev Hm,2(Gs) d’ordre m comme
le sous espace de H2(Gs) tel que les dérivées f (j), 1 ≤ j ≤ m, soient égalemment dans
H2(Gs). L’espace Hm,2(Gs) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

< f, g >Hm,2(Gs)=

m∑

l=0

< f (l), g(l) >L2(∂Gs),

par conséquent, la norme dans Hm,2(Gs), peut s’écrire

‖g‖2Hm,2(Gs)
= ‖g‖2Wm,2(T) + ‖g‖2Wm,2(sT)
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où les normes des espaces de Sobolev Wm,2(T) sur T et Wm,2(sT) sur sT sont données
par

‖g‖2Wm,2(T) =

m∑

l=0

‖g(l)‖L2(T) =
1

2π

m∑

l=0

∫ 2π

0

|g(l)(eiθ)|2dθ =
∑

n∈Z
wm,n|gn|2, (1.3)

‖g‖2Wm,2(sT) =
m∑

l=0

‖g(l)‖L2(sT) =
1

2π

m∑

l=0

∫ 2π

0

|g(l)(seiθ)|2dθ =
∑

n∈Z
µm,ns

2n|gn|2, (1.4)

avec

wm,n = 1 + n2 + n2(n− 1)2 + . . . n2(n− 1)2 . . . (n−m+ 1)2, (1.5)

µm,n = 1 + n2s−2 + . . . n2(n− 1)2 . . . (n−m+ 1)2s−2m. (1.6)

Notons que Hm,2(Gs) admet

(en)n∈Z =

(
zn√
lm,n

)
, lm,n = wm,n + µm,ns

2n

comme un ensemble orthonormal dense, et par conséquent admet le noyau reproduisant
suivant :

Km(x, y) =
∞∑

k=−∞

xkyk

lm,n
. (1.7)

1.2 Fonctions harmoniques, fonctions
conjuguées

Nous rappelons dans cette section les propriétés des fonctions harmoniques et des
fonctions conjuguées. (voir, [34]).

Définition 1.2.1 Une fonction u(z) ou u(x, y) monovaluée à valeurs réelles dans un
ouvert Ω du plan complexe est dite harmonique dans Ω ou fonction potentielle si elle
est continue ainsi que ses dérivées partielles premieres et secondes et vérifie l’équation de
Laplace

△u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Définition 1.2.2 Soit u ∈ L2(T) une fonction à valeurs réelles. On appelle fonction
conjuguée de u dans le disque D, l’unique fonction réelle ũ de L2(T) telle que

{
u+ iũ ∈ H2(D)
1
2π

∫ 2π

0
ũ(eiθ) dθ = 0.

Si u(eiθ) =
∞∑

n=−∞
ane

inθ, alors ũ(eiθ) =
∞∑

n=−∞
bne

inθ, avec

bn = −ian si n > 0, bn = ian si n < 0 et b0 = 0.
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Si u est complexe on définit ũ par linéarité : R̃e(u) + iĨm(u).
Si u est définie sur D ou sur C\D et admet une limite non tangentielle u∗ sur T, on définit
ũ comme ũ∗

Si u est harmonique dans Ω, alors

f(z) =
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

est analytique car ses parties réelles et imaginaires vérifient les équations de Cauchy-
Riemann.
En utilisant l’égalité dz = dx+ idy et l’expression de f on aura l’égalité suivante :

fdz =
(∂u
∂x
dx+

∂u

∂y
dy
)
+ i
(
− ∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy
)
.

On remarque que la partie réelle de fdz est égale à la différentielle de u,

du =
(∂u
∂x
dx+

∂u

∂y
dy
)
.

Si u admet une conjuguée harmonique ũ, alors sa différentielle est égale à la partie ima-
ginaire de fdz

dũ =
(∂ũ
∂x
dx+

∂ũ

∂y
dy
)
=
(
− ∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy
)
.

En général la fonction conjuguée d’une fonction harmonique n’est pas monovalué (cas des
fonctions harmonique définie sur un ouvert multiplement connexes). Pour éviter toute
ambiguité on utilise la notation

d∗u =
(
− ∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy
)

et on appelle d∗u la conjuguée différentielle de du. Nous avons donc

fdz = du+ id∗u.

Par le théorème de Cauchy l’intégrale de fdz s’annule le long de tout cycle γ homologue
à zéro dans Ω. Comme l’intégrale de la différentielle exacte du s’annule le long de γ, nous
avons donc ∫

γ

d∗u =

∫

γ

−∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy = 0.

Si γ a pour équation z = z(t) = x(t) + iy(t) et si la dérivée z′(t) existe et est non nulle
(on dit que γ est régulier) alors la tangente existe en tout points z(t) de γ et sa direction
est déterminée par l’angle α = arg(z′(t)). On peut donc écrire dx = |dz| cosα, dy =
|dz| sinα. On définit également la normale au point z(t) par sa direction β = α − π

2
. La

dérivée normale au point z(t) est définie par

∂u

∂n
=
∂u

∂x
cos β +

∂u

∂y
sin β.
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En remplaçant β par α− π
2
, on obtient d∗u = ∂u

∂n
|dz|, ce qui nous permet d’écrire

∫

γ

∂u

∂n
|dz| = 0.

Dans un ouvert simplement connexe l’intégrale de d∗u s’annule le long de tout cycle, et la
fonction harmonique u admet une fonction conjuguée monovalué. Dans le cas multiplement
connexe la fonction conjuguée admet des périodes

∫

γi

d∗u =

∫

γi

∂u

∂n
|dz|.

1.3 Intégrales singulières

Soit γ un arc lisse orienté du plan complexe C, et f une fonction définie sur γ. L’in-
tégrale de Cauchy

ϕ : t→ 1

2iπ

∫

γ

f(z)

z − t
dz

est singulière sur l’arc γ. Néanmoins, sous certaines conditions, on peut définir des limites
lorsque la variable tend vers un point t0 de γ différente d’une extrémité. Dénotons par +
la région située à gauche de la direction positive de γ et par − celle situé à droite. On
dénote par ϕ+(t0) la limite éventuelle de ϕ(t) lorsque t tend vers t0 le long d’une courbe
incluse dans la région +. On définit ϕ−(t0) de manière analogue.
Ces limites peuvent s’exprimer en utilisant la notion d’intégrale singulière.

Définition 1.3.1 [34] Si f est une fonction définie sur un arc lisse γ orienté du plan
complexe, et t0 ∈ γ , on appelle intégrale singulière ou valeur principale de l’intégrale de
Cauchy de f sur γ en t0 :

vp

∫

γ

f(z)

z − t0
dz := lim

ǫ→0

∫

γ\γǫ

f(z)

z − t0
dz

où γǫ = B(t0, ǫ) ∩ γ.

On peut alors énoncer les formules dites de Plemelj-Sokhotzki :

Théorème 1.3.2 [34, Thm 3,p7] Avec les mêmes notations que ci-dessus, si f est hölderienne
sur γ, alors

ϕ±(t0) = ±1

2
f(t0) +

1

2iπ
vp

∫

γ

f(z)

z − t0
dz. (1.8)

1.4 Théorie du potentiel

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques notions relatives à la théorie du potentiel.
Dans les définitions suivantes , K désigne un compact du plan complexe C et P(K)
est l’ensemble des mesures de probabilité sur K. On se réfère à Ransford [90], on a les
définitions suivantes.
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Définition 1.4.1 ( Potentiel) On définit le potentiel logarithmique d’une mesure µ ∈
P(K) par :

Pµ : C −→ (−∞,+∞]

z 7−→
∫

K

log
1

|z − w|dµ(w)

Définition 1.4.2 (Énergie) On définit l’énergie logarithmique d’une mesure µ ∈ P(K)
par

I(µ) =

∫
Pµ(z)dµ(z) =

∫∫
log

1

|z − w|dµ(z)dµ(w). (1.9)

Définition 1.4.3 (Capacité) la capacité de K noté cap(K) est définie par :

cap(K) = sup
µ∈P(K)

e−I(µ). (1.10)

Définition 1.4.4 (Mesure d’équilibre) Si

inf
µ∈P(K)

I(µ) = I(ν), ν ∈ P(K), (1.11)

on dit que ν est une mesure d’équilibre de K.

On montre que ν existe et est unique si K est non polaire (i-e de capacité strictement
positive).

Définition 1.4.5 (Condensateur) Soit E1 et E2 deux ensembles compacts disjoints,
chacun de capacité strictement positive et µ1, µ2 deux mesures de probabilités respective-
ment sur E1 et E2. On définit l’énergie entre E1 et E2 par :

V = min
µ1∈P(E1),µ2∈P(E2)

∫∫
log

1

|z − t|dµ
∗(t)dµ∗(z), avec µ∗ = µ1 − µ2. (1.12)

La capacité du condensateur formé de E1 et E2 est définie par

Cap(E1, E2) =
1

V
. (1.13)

Le potentiel associé est donné par :

Pµ∗(z) =

∫
log

1

|z − t|dµ
∗(t). (1.14)

1.5 Géométrie dans le disque

Définition 1.5.1 [82] Soient z1 et z2 deux nombres complexes du disque unité D, la géo-
désique hyperbolique qui joint z1 et z2 c’est l’arc de longueur minimale entre z1 et z2 pour
la distance hyperbolique :

d(z1, z2) =
1

2
log

(
1 + | z1−z2

1−z̄1z2 |
1− | z1−z2

1−z̄1z2 |

)
. (1.15)
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1.5.1 La métrique chordale

Dans R3, on considère la sphere ( dite de Riemann )S avec centre (0, 0, 1/2) et de
rayon 1/2. Une bijection σ : C → S \ (0, 0, 1) est construite comme suit : pour z ∈ C, soit
σ le point d’intersection entre S et la droite qui passe par (0, 0, 1) et (Re(z), Im(z), 0).
Soit C = C ∪ ∞ le plan complexe étendu. En posant σ(∞) = (1, 0, 0), on trouve une
extension σ : C → S bijective et on définit

χ(z1, z2) = |σ(z1)− σ(z2)|, z1, z1 ∈ C (1.16)

(|.| étant la distance euclidienne). L’interprétation géométrique nous permet de vérifier
que χ(.) est une métrique sur C dite métrique chordale.

Proposition 1.5.2

χ(z,∞) =
1√

1 + |z|2
, z ∈ C,

χ(z1, z2) =
|z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
, z1, z2 ∈ C,

χ(z1, z2) ≤ 1 et χ(z1, z2) = 1 ssi
1

z1
= −z2,

χ(z1, z2) = χ(z1, z2) = χ(
1

z1
,
1

z2
), z1, z2 ∈ C.

1.5.2 Transformation de Moebius

Définition 1.5.3 Soient a, b, c, d ∈ C tels que ad− bc 6= 0. On définit une transformation
de Moebius ou transformation fractionnaire linéaire ou homographie par la formule

T (z) =
az + b

cz + d
. (1.17)

Proposition 1.5.4 a) Une transformation de Moebius T : C → C est bijective, et conti-
nue par rapport à la métrique chordale.
b) Si T et S sont deux transformations de Moebius, alors T−1 et T ◦ S sont des transfor-
mations de Moebius.
c) L’image d’un cercle (resp. disque) dans C par une transformation de Moebius est aussi
un cercle (resp. disque).
Soient z1, z2, z3, z4 des points de C avec card{z1, z2, z3, z4} ≥ 3. Le bi-rapport de ces quan-
tités est défini par

B(z1, z2, z3, z4) :=
z3 − z1
z4 − z1

z4 − z2
z3 − z2

. (1.18)

d) La fonction S(z) = B(z, z2, z3, z4) est l’unique transformation de Moebius telle que
S(z2) = 1, S(z3) = 0 et S(z4) = ∞.
e) Si T est une transformation de Moebius, alors

B(z1, z2, z3, z4) = B(T (z1), T (z2), T (z3), T (z4)),
et

|B(z1, z2, z3, z4)| =
χ(z3, z1)

χ(z4, z1)

χ(z4, z2)

χ(z3, z2)
.
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1.5.3 Applications conformes

On se référe à Pommerenke [88] pour les résultats suivants.

Définition 1.5.5 On dit qu’une application f transforme conformément un ouvert Ω ⊂
C ∪∞ en un ouvert Ω′ ⊂ C ∪∞ si
(i) f est méromorphe dans Ω;
(ii) f est injective.
(iii)f(Ω) = Ω′

Proposition 1.5.6 Toute transformation de Moebius est conforme.

Définition 1.5.7 Une courbe de Jordan C (une courbe fermé sans point double) est dite
de classe Cm,α, avec m entier positif et 0 < α < 1, si elle admet une paramétrisation
C : w(τ), 0 ≤ τ ≤ 2π, telle que w est m fois continûment différentiable, w′(τ) 6= 0 et il
existe une constante M1 > 0 telle que

|w(m)(τ1)− w(m)(τ2)| ≤M1|τ1 − τ2|α.

Théorème 1.5.8 (Théorème de représentation de Riemann) Soit Ω un ouvert de
C distinct de C et simplement connexe. Alors il existe une application conforme de Ω sur
D.

Théorème 1.5.9 (Carathéodory) Soit g une transformation conforme du disque unité

D vers un domaine G ⊂ Ĉ = C ∪∞. Alors g s’étend en un homéomorphisme de D vers
G si et seulement si ∂G est une courbe de Jordan.

Théorème 1.5.10 (Warschawski) Soit g une application conforme du disque unité D

vers l’intérieur d’une courbe de Jordan C de classe Cm,α, avec m = 1, 2, ... et 0 < α < 1.
Alors g(m) admet une extension continue sur D et

|g(m)(z1)− g(m)(z2)| ≤M2|z1 − z2|α, z1, z2 ∈ D,

autrement dit g ∈ Cm,α(D). De plus

lim
z 7→ξ

g(z)− g(ξ)

z − ξ
6= 0, z, ξ ∈ D.
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Chapitre 2

Problème de détection de fissures

Nous considérons le problème inverse géométrique de la détection de fissures dans un
domaine plan à partir des mesures sur le bord du domaine. Ce problème s’inscrit dans le
cadre du contrôle non destructif des matériaux. Le principe de ces méthodes est d’imposer
une condition sur le bord extérieur du domaine que l’on veut examiné (par exemple on
impose un flux de chaleur Φ) et on mesure la réponse u du matériau (la température dans
ce cas). Nous rappelons dans ce chapitre les principaux résultats relatifs à l’étude de ce
problème.

2.1 Problème direct

On considère une fissure intérieure modélisée par une courbe γ orientée de classe C1,α,
0 < α < 1 inclus dans un ouvert Ω de R2, simplement connexe à bord Γ de même régularité
que γ . On se donne un flux de chaleur de densité Φ ∈ L2(Γ) non identiquement nul le

Figure 2.1 – Le domaine Ω

long de Γ et satisfaisant la condition de normalisation, à savoir :

∫

Γ

Φ(z)ds(z) = 0. (2.1)
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Le problème direct est le suivant :
Étant donnés Ω, γ ⊂ Ω et Φ, trouver une solution u au problème de Neumann suivant :





∆u = 0 dans Ω \ γ

∂u
∂nΓ

= Φ sur Γ

∂u±

∂nγ
= 0 sur γ0

(2.2)

où γ0 = γ \{γ0, γ1} et (γ0, γ1) sont les extrémités de la fissure γ. On note par σ = u+−u−
le saut de la température à travers la fissure. Le signe + désigne la région située à gauche
de la direction positive de γ et le signe − désigne la région située à droite. Il est connu que
le problème (2.2) admet une solution unique u ∈ H3/2(Ω) dès que l’on ajoute la condition
de normalisation suivante (voir [47, Thm 6.7.1, p253])

∫

Γ

u(z)ds(z) = 0. (2.3)

Le théorème d’injection, voir [47, Thm 2.1.3, p30] assure l’appartenance de la solution
u à la classe de Hölder C0,1/2(Ω) et puisque u est harmonique au sens faible, à savoir
∫

Ω\γ
∆uϕ = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω) : l’espace des fonctions continues à support compact dans Ω,

u est donc harmonique au sens classique dans Ω \ γ, (voir [50]).

2.2 Problème inverse

Le problème que nous souhaitons résoudre est le problème inverse associé au problème
(2.2), lorsque l’on ne connaît pas la fissure γ et qu’on dispose pour l’identifier des mesures
surdéterminées sous la forme de flux Φ et de température u.
Pour déterminer sous quelles conditions ce problème inverse est bien posé et proposer une
méthode d’identification, il nous faut étudier les points suivants.
• Identifiabilité :
Les questions posées pour l’étude de l’identifiabilité sont : Peut-on identifier une géomé-
trie inconnue (fissure) par des mesures de température ? si oui, combien de mesures sont
nécessaires pour l’identification ?
• Stabilité :
Comme les mesures relevées au bord sont censées être prises expérimentalement, il est
important de montrer que deux mesures proches ne peuvent correspondre qu’a deux géo-
métries proches. Ce qui signifie qu’une faible erreur sur les mesures ne conduit pas à une
grande erreur sur la géométrie.
• Identification :
lorsque les conditions de l’identifiabilité et de stabilité sont remplies, le problème inverse
est bien posé au sens de Hadamard et on peut aborder la question de l’identification. Il
s’agit de définir un procédé d’inversion afin de retrouver la localisation et la forme de la
fissure
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2.2.1 Résultats d’identifiabilité

Le problème de l’identifiabilité consiste à prouver que l’opérateur ηΦ : γ → u|Γ est
injectif. Cette question a été initialement introduite par A.Friedman et M.Vogelius [58].
Ils ont prouvé un résultat d’identifiabilité dans le cas d’une fissure intérieure de classe C2.
Il y est établi que le choix de deux flux particuliers sur le bord du domaine suffit pour
déterminer d’une manière unique la présence d’une fissure de classe C2, et que ce nombre
de flux est minimal.
Ce résultat a connu plusieurs généralisations pour le cas non plus d’une seule fissure,
mais de collection de fissures dans le domaine Ω. Dans l’article de K Bryan et M.Vogelius
[39], on trouve une preuve de l’identifiabilté de n fissures par n + 1 flux, ce résultat est
renforcé par G.Alessandrini et A.D.Valenzuela [16] ainsi que par H.Kim et J.K.Seo [68]
qui démontrent des résultats d’identifiabilité seulement avec deux flux (résultat minimal).
Les techniques de preuve employées dans ces travaux reposent sur une étude des courbes
de niveau de la solution.
Ainsi, sous des hypothèses de régularité convenable, on voit que le choix de deux flux
particuliers permet d’obtenir l’unicité des mesures de bord par rapport aux fissures dans
de nombreux cas.
On notera par ailleurs les résultats de l’identifiabilité obtenus dans le cas où l’on ne
dispose que de mesures sur une partie du bord et que l’on cherche à identifier une fissure
atteignant la frontière extérieure du domaine (on parle d’une fissure débouchante). On
trouve dans un article de S. Andrieux et al [19] un résultat d’unicité à partir d’un unique
flux particulier.

2.2.2 Résultats de stabilité

Le premier résultat de stabilité à été fourni par les mêmes auteurs M.Vogelius et
A.Friedmann [58]. C’est un résultat de stabilité lipschitzienne portant sur l’angle entre
deux fissures rectilignes. Pour une estimation plus complète avec ce même type de défauts,
on citera les résultats énoncées par G.Alessandrini, E.Beretta et S.Vessella [15]. Le cas
d’une fissure intérieure non rectiligne a été étudié par Alessandrini et Rondi [12]. Ils ont
obtenu le résultat de stabilité logarithmique suivant : si

max
i=1,2

‖ui − u′i‖L∞(Γ) ≤ ε, (2.4)

alors les fissures correspondantes γ et γ′ vérifient

dH(γ, γ
′) ≤ w(ε) (2.5)

avec w :]0,+∞[→]0,+∞[ vérifiant

w(ε) ≤ K (log | log(ε)|)−β , pour tout 0 < ε < 1/e, (2.6)

où K, β > 0 dépendent à priori des données seulement et dH est la distance de Hausdorff
définie par

dH(γ, γ
′) = max

{
sup
x∈γ′

dist(x, γ), sup
x∈γ

dist(x, γ′)
}
. (2.7)
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Pour le cas de fissures débouchantes plusieurs résultats de stablité ont été démontrés. On
citera le travail de S.Andrieux, A.Ben Abda et M.Jaoua [22] dans lequel ils ont prouvé un
résultat de stabilité faible par rapport à la géométrie du défaut, et un résultat de stabilité
locale lipschitzienne lorsque la fissure est rectiligne.

2.2.3 Résultats d’identification

Pour l’identification, on utilise en général des méthodes itératives qui sont basées
sur la minimisation d’une fonctionnelle moindres carrées. Ces méthodes nécessitent à
chaque itération, le calculs de la solution du problème direct. F. Santosa et M. Vogelius
[95] ont construit un algorithme itératif d’identification de fissure intérieure rectiligne
parfaitement conductrice par des mesures électrostatiques sur le bord Γ. L’algorithme
est basé sur la formulation faible du problème direct ramené sur le bord du domaine
grâce à la surdétermination des conditions aux limites et au choix des fonctions tests.
Les mesures sont obtenues à partir de flux correspondants au choix de deux points de la
frontière où sont placées les deux électrodes. L’algorithme comporte à chaque étape une
phase d’optimisation pour le choix du flux.

On citera aussi les méthodes semi-explicite, qui donnent lieu à des techniques d’inver-
sion ne nécessitant pas le calcul de la solution du problème direct. S. Andrieux et al [21]
ont introduit une méthode qui consiste à comparer la réponse de la pièce fissurée avec
celle d’une pièce saine de même caractéristique. Cette méthode repose sur la fonctionnelle
d’écart à la réciprocité (RG=Reciprocity Gap)

RG[Φ,f ](v) =

∫

Γ

(
Φv − ∂v

∂nΩ
f
)
ds, (2.8)

avec f = u|Γ1 (u est la solution du problème (2.2)) et v une fonction harmonique dans Ω.
La deuxième formule de Green relie cette intégrale à la géométrie γ inconnue, puisque

RG[Φ,f ](v) =

∫

γ

[u]
∂v

∂nγ
ds, avec [u] = u+ − u−. (2.9)

Si la fissure est plane dans un domaine 3D ou rectiligne dans un domaine 2D, la normale
nγ est indépendante du point x de γ. On peut alors la déterminer de la manière suivante :
pour déterminer le plan (Π) de la fissure, on considère un repère orthonormal direct
(O, e1, e2, e3) et on note l’équation du plan comme étant n1x1 + n2x2 + n3x3 + C = 0 où
(x1, x2, x3) sont les coordonnées cartésienne et N = (n1, n2, n3) est un vecteur unitaire
normal au plan.

Proposition 2.2.1 On note par χk l’application x 7→ xk et Lk = RG[Φ,f ](χk) pour k =
1, 2, 3. Si le flux Φ est choisi tel que

∫
γ
[u]γds 6= 0, alors les composantes du vecteur unitaire

normal du plan Π de la fissure sont données par

nk =
Lk√

L2
1 + L2

2 + L2
3

, pour k = 1, 2, 3, (2.10)
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de plus ∣∣∣∣
∫

γ

[u]γds

∣∣∣∣ =
√
L2
1 + L2

2 + L2
3. (2.11)

Une fois la normaleN déterminée, on considère un nouveau repère orthonormal (O, T, V,N)
et on associe les coordonnées (X1, X2, X3) à ce nouveau repère. L’équation du plan (Π)
par rapport à ce nouveau repère est donnée par X3 − C = 0.
Avec la même condition

∫
γ
[u]γds 6= 0, la proposition suivante complète la localisation du

plan (Π) par la détermination de la constante C.

Proposition 2.2.2 La constante C déterminant le plan (Π) est donnée par

C =
RG[Φ,f ](p)∣∣∣
∫
γ
[u]γds

∣∣∣
(2.12)

où

p(X1, X2, X3) =
X2

3 −X2
2

2
. (2.13)

Une fois le plan de la fissure déterminé, il reste à déterminer la fissure elle-même dans le
plan. Dans ce but, les auteurs décrivent une méthode constructive d’identification. Celle-ci
considère le prolongement [̃u]γ de [u]γ dans Σ avec Σ ⊃ Π∩Ω, et cherche à déterminer son
support. La fonction [̃u]γ peut s’interpréter comme une forme linéaire dans L2(Σ). Pour
cela, nous nous plaçons dans un repère (O′, T, V,N), O′ étant une nouvelle origine choisit
dans le plan (Π), on construit une base Hilbertienne vn(X1, X2) de L2(Σ) correspondant
au fonctions propres du problème de valeurs propres suivant (voir [38])

{
−∆vn = λnvn Dans Σ

vn = 0 dans ∂Σ.
(2.14)

On note par hn la fonction définie par hn(X3) = 1/
√
λnsh(

√
λnX3). La fonction

gn(X1, X2, X3) = hn(X3)vn(X1, X3) (2.15)

vérifie le système suivant : 



−∆gn = 0 dans Ω,

∂gn
∂N

= vn sur Σ.
(2.16)

Nous avons le lemme suivant

Lemme 2.2.3 Nous avons la décomposition

RG[Φ,f ](gn) =

∫

Σ

[̃u]γvn, ∀n ∈ N. (2.17)

Le lemme 2.2.3 détermine la décomposition de [̃u]γ suivant la base vn de L2(Σ) ce qui
permet d’identifier [̃u]γ et en particulier son support.
Les auteurs présentent finalement le résultat d’identifiabilité suivant :
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Théorème 2.2.4 Si le domaine ouvert Ω contient une fissure plane γ (non nécessaire-
ment connexe) et si le flux Φ est choisi tel que

∫
γ
[u]γds 6= 0, alors γ est déterminé de

manière unique.

Cette approche par la fonctionnelle d’écart à la réciprocité, présente plusieurs avan-
tage. Il s’agit d’une méthode semi explicite, ce qui permet d’obtenir des informations sur
la fissure recherchée en un temps moindre que celui pris par les algorithmes itératifs. De
plus, cette approche ne suppose pas que la fissure soit nécessairement connexe et reste
robuste par rapport au bruit sur les mesures au bord.

Notons que l’approche que nous avons considérée ici, peut être reformulée dans le
contexte de l’analyse complexe. En effet, grâce à la condition (2.1) imposée sur le flux Φ,
la solution u du système (2.2) admet une conjuguée harmonique ũ monovaluée et peut
être vue comme étant la partie réelle d’une fonction analytique f dans Ω \ γ = Ωγ et
définie comme

f(z) = u(z) + iũ(z). (2.18)

D’après les équations de Cauchy-Riemann sur le bord extérieur du domaine, nous avons

∂u

∂nΓ
=
∂ũ

∂s
. (2.19)

On peut donc étendre f sur le bord extérieur de Ω de la manière suivante :

F (z) = f|Γ(z) = u(z) + i

∫ z

a

Φ(z)ds(z), z ∈ Γ, (2.20)

avec a ∈ Γ choisi tel que ũ(a) = 0.

Nous rappelons maintenant une représentation intégrale de f.

Théorème 2.2.5 [27] Soit u la solution de (2.2). Alors σ = [u] = u+ − u− est une
fonction Hölder continue d’exposant 1/2 sur γ.

Théorème 2.2.6 [27] Soit u la solution du problème (2.2) . Alors u = Re(f) dans Ωγ ,
avec

f(z) =
1

2iπ

∫

γ

σ(t)

t− z
dt+ g(z), z ∈ Ωγ , (2.21)

g ∈ H∞(Ω) (i.e. analytique bornée dans Ω) et σ = u+ − u−, le saut de la température à
travers γ.

Le problème inverse de détection de fissures peut alors s’exprimer de la manière suivante :

Connaissant F sur Γ trouver un arc de Jordan γ inclus dans Ω tel que F soit la trace
d’une fonction f analytique et bornée dans Ωγ.

Nous pouvons remarquer que la fonction F dans Lp(p = 2,∞) est la trace d’une fonction
f ∈ Hp, (p = 2,∞) sans singularité si et seulement si la fissure γ est vide ou confondue
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avec une ligne de niveau de la température u = ℜ(f), cf. (2.18).
Une fois qu’un flux identifiant est choisi (par exemple, selon la méthode proposé dans
[58]) nous transformons le problème d’identification en un problème d’approximation de
la fonction F sur le bord extérieur Γ.
Nous nous intéressons plus particulièrement aux approximants rationnels ou méromorphes
de la fonction F sur le bord extérieur Γ et comment les pôles de ces approximants four-
nissent des informations sur la localisation de γ.
Nous présentons dans les deux chapitres qui suivent les différentes méthodes d’approxi-
mation et leurs applications à l’identification de la fissure γ.
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Chapitre 3

Approximations rationnelle et méromorphe

Nous passons en revue dans ce chapitre les approches basées sur des méthodes d’ap-
proximation rationnelle ou méromorphe et leurs applications à la détection de fissures.

Comme les données accessibles sont sur le bord du domaine, une courbe du plan
complexe, on est amené de manière naturelle à considérer des schémas d’approximation
par rapport à ces courbes. Pour se ramener à des schémas classiques, et en particulier
mener des expérimentations numériques, on se restreint en général au cas d’un domaine
circulaire, et par suite, à des approximations sur le cercle unité T, au sens de la norme
quadratique ou de la norme du sup.

Nous rappelons les liens entre la fissure recherchée et les pôles des approximants, en
particulier le fait que ces derniers permettent de localiser les extrémités de la fissure.
Nous vérifions par des expérimentations numériques que l’approximation méromorphe
s’applique dans le cadre de défauts de géométrie un peu plus généraux tels que des cavités
ou des petites inclusions.

Finalement, nous envisageons une méthode d’identification complète, basée sur des
transformations conformes et la résolution d’un problème extrémal borné dans la cou-
ronne.

3.1 Approximation rationnelle dans L2(T)

On formule le problème de la manière suivante :

Étant donné une fonction f ∈ H2(D), trouver un couple de polynôme (p, q), p de de-
gré inférieur ou égal à n− 1, q monique de degré n, tels que q ait ses zéros dans D et tel
que la quantité ∥∥∥∥f − p

q

∥∥∥∥
2

L2(T)

=
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣f(e
iθ)− p

q
(eiθ)

∣∣∣∣
2

dθ (3.1)

soit minimale.

D’un point de vue numérique, un algorithme de récherche de minima locaux par in-
tégration du gradient a été implémenté par le projet MIAOU dans le logiciel Hyperion à
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l’INRIA Sophia-Antipolis (voir [61]). Nous présentons dans la suite quelques résultats sur
lesquels s’appuie cette méthode.
D’un point de vue numérique, comme on connaît q’un nombre fini de valeurs de f sur T,
on estime en fait un nombre fini de ses coefficients de Fourier. Autrement dit, on considére
f comme un polynôme trigonométrique de degré m.
Nous introduisons la fonction g comme

g(z) = f̌(z) =
1

z
f(1/z), avec f(z) =

m∑

j=0

fjz
j , (3.2)

et le polynôme réciproque de q
q̃(z) = znq(1/z), (3.3)

qui est un polynôme de degré inférieur ou égal à n dont les racines sont les inverses des
racines conjuguées de q.
Considérons la division euclidienne de gq̃ par q

gq̃ = V q +R, (3.4)

avec R un polynôme de degré inférieur à n et V un élément de H2(D). En posant p =

R̃ = zn−1R(1/z), on trouve que

f − p

q
= Ṽ

q̃

q
, avec Ṽ (z) =

1

z
V (1/z). (3.5)

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 3.1.1 Pour un polynôme q fixé, le polynôme p tel que ‖f − p/q‖L2(T) soit

minimal est unique et on a p = R̃. De plus

‖f − p/q‖2L2(T) = ‖V ‖2L2(T) = ‖f‖2L2(T)− < f, p/q > . (3.6)

La démonstration de ce théorème est immédiate car on vérifie sans peine que f − p/q est
orthogonal à zk/q pour 0 ≤ k ≤ n− 1, donc p/q est la projection orthogonale de f sur le
sous espace < zk/q >0≤k≤n−1 de H2(D).

L’algorithme utilisé consiste à minimiser le critère φ(q) = ‖V ‖2L2(T) par rapport aux
coefficients du polynôme q. Pour plus de détails sur les points critiques de φ et la conver-
gence de l’algorithme, le lecteur peut consulter [25, 28].
Si l’existence d’un meilleur approximant est assurée (on pourra par exemple se reférer à
[24] pour la preuve de cette propriété dans un cadre général), en revanche l’unicié n’a pas
lieu en général. Parmi les résultats obtenus, on citera le travail de L. Baratchart, E. B.
Saff et F. Wielonsky [28] dans lequel est prouvé que le critère ‖f − p/q‖L2(T ) admet un
seul point critique à l’ordre n (donc un minimum) par rapport aux coefficients de q si
pour chaque point critique p/q, il existe des polyômes B et A de degré respectivement
n− 2 et n− 1 tels que A/B interpôle f en 2n− 2 points de C \ D et tels que

∣∣∣∣
f −B/A

f − p/q
− 1

∣∣∣∣ > 2 sur T. (3.7)
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Notons que les auteurs de [30] utilisent ce critère pour prouver l’unicité asymptotique
d’un point critique dans le cas d’une fonction de Markov de support (−1, 1) satisfaisant
la condition de Szegö; rappelons qu’une fonction de Markov est la transformée de Cauchy
d’une mesure positive à support compact sur l’axe réel, en d’autre terme elle s’écrit

f(z) =

∫
dµ(t)

z − t
, suppµ ⊂ R. (3.8)

Rappelons aussi q’une mesure µ à support dans (−1, 1) satisfait la condition de Szegö si
µ(x) = w(x)dx avec w(x) > 0 et

∫ 1

−1

log(w(x))√
1− x2

> −∞.

3.1.1 Approximation rationnelle dans L2(T) de la fonction F

Soit f la fonction définie en (2.18) et F la trace de f sur Γ. Comme nous l’avons vue
précédemment, nous avons

f(z) = S(z) + g(z),

avec g ∈ H∞(D) ⊂ H2(D) et

S(z) =
1

2iπ

∫

γ

σ(t)

t− z
dt ∈ H

2
(D). (3.9)

Pour obtenir des informations sur la fissure γ, nous cherchons une meilleure approximation
rationnelle p/q telle que

∥∥∥∥S − p

q

∥∥∥∥
L2(T)

= min
pn−1∈Pn−1,qn∈Pn

∥∥∥∥S − pn−1

qn

∥∥∥∥
L2(T)

(3.10)

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1.2 Si S n’est pas une fraction rationnelle de degré strictement inférieur
à n, alors les polynômes p et q correspondant à un minimum sont premiers entre eux et
deg q = n.

D’après la proposition 3.1.2, si S n’est pas dans Rn−1 alors deg q = n. Comme q est
monique, on peut écrire

q(z) = zn +

n−1∑

j=0

qjz
j , p(z) =

n−1∑

j=1

pjz
j . (3.11)

En dérivant la norme par rapport au pj et qj , on obtient pour un point critique
〈
S − p

q
,
zj

q

〉
= 0, j = 0, . . . n− 1, (3.12)
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〈
S − p

q
,
zjp

q2

〉
= 0, j = 0, . . . n− 1. (3.13)

Les termes zjp et zjq pour j = 1, . . . n − 1 forment une base de P2n−1 qui est un
espace vectoriel de dimension 2n sur le corps de ces coefficients. En effet, étant donné
qu’il y a 2n termes, il suffit de vérifier qu’ils sont indépendants. Supposons qu’il existe
une combinaison linéaire non nulle qui les annule. Ceci se traduit aussi en écrivant qu’il
existe deux polynômes Q et R de degré au plus n− 1 dont l’un au moins est non nul tels
que

pQ+ qR = 0. (3.14)

Ce qui donne que q divise pQ. Or d’après la proposition 3.1.2 p et q sont premiers entre
eux, donc q divise Q ce qui est impossible puisque degré de q est strictement supérieure
à celui de Q.
Les zjp et zjq pour j = 1, . . . n− 1 forment donc une base de P2n−1, ce qui nous permet
de réécrire la relation (3.12) sous la forme suivante :

〈
S − p

q
,
T2n−1

q2

〉
= 0, T2n−1 ∈ P2n−1. (3.15)

La fonction S − p
q

est orthogonale à P2n−1/q
2. Cet espace peut être décomposé en une

somme orthogonale :
P2n−1

q2
=

Pn−1

q
⊕ q̃Pn−1

q2
. (3.16)

Chaque terme de la décomposition est un sous espace vectoriel de P2n−1/q
2 de dimension

n, il reste à prouver l’orthogonalité à savoir que
〈
zj q̃

q2
,
zk

q

〉
=

1

2iπ

∫

T

zj q̃(z)zk

q2(z)q(z)

dz

z
= 0, j, k = 0, . . . n− 1. (3.17)

Comme on intègre sur le cercle unité T, on a que z = 1/z et par suite q̃(z) = znq(1/z) =
znq(z) = znq(z), ce qui simplifie l’intégrale

1

2iπ

∫

T

zj q̃(z)zk

q2(z)q(z)

dz

z
=

1

2iπ

∫

T

zn+j−k−1

q2(z)
dz. (3.18)

La fonction zn+j−k−1

q2(z)
est analytique pour |z| > 1. On peut donc agrandir le contour

d’intégration en un cercle de centre l’origine et de rayon R pour tout R > 1. D’autre part,
le polynôme q2 est de dégré 2n, donc pour R assez grand il existe une constante c > 0
telle que

1

|q2(Reiθ)| ≤
c

R2n
. (3.19)

Par conséquent, on peut borner l’intégrale par c/R pour tout R > 1, ce qui entraîne que
pour R assez grand

〈
zj q̃

q2
,
zk

q

〉
=

1

2iπ

∫

T

zj q̃(z)zk

q2(z)q(z)

dz

z
=

1

2iπ

∫

T

zn+j−k−1

q2(z)
dz = 0. (3.20)
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Cela nous permet de reformuler la relation d’orthogonalité (3.15) de la manière suivante
〈
S − p

q
,
Tn−1

q
+ q̃

Zn−1

q2

〉
= 0, Tn−1, Zn−1 ∈ Pn−1. (3.21)

Cependant, la relation (3.17) nous donne que
〈
p

q
, q̃
Zn−1

q2

〉
= 0, Zn−1 ∈ Pn−1. (3.22)

En choisissant Tn−1 = 0 dans l’équation (3.21), nous obtenons
〈
S, q̃

Zn−1

q2

〉
= 0, Zn−1 ∈ Pn−1, (3.23)

que l’on peut réécrire en utilisant que z = 1/z sur T et que

q̃(z) = q(z)z−n, q2(z) = q̃2(z)z−2n,

1

2iπ

∫

T

S(z)
q̃(z)zk

q2(z)

dz

z
=

1

2iπ

∫

T

S(z)
q(z)zn−1−k

q̃2(z)
dz = 0, k = 0, . . . , n− 1. (3.24)

Nous remplaçons S par son expression, on obtient

1

2iπ

∫

T

1

2iπ

∫

γ

σ(t)

t− z
dt
q(z)zk

q̃2(z)
dz = 0, k = 0, . . . , n− 1. (3.25)

D’après le théorème de Fubini, ceci devient

1

2iπ

∫

γ

[
1

2iπ

∫

T

q(z)zk

q̃2(z)

dz

t− z

]
σ(t)dt = 0, k = 0, . . . , n− 1. (3.26)

Comme les zéros du polynôme q sont dans le disque D, q̃ ne s’annule pas dans D. Donc la
fonction z 7→ q(z)zk/q̃2(z) est analytique dans D et l’on peut alors appliquer la formule
de Cauchy pour obtenir finalement

∫

γ

q(t)

q̃2(t)
tkσ(t)dt = 0, k = 0, . . . , n− 1. (3.27)

Cette équation est dite équation aux points critiques.
Nous exploiterons cette équation aux points critiques pour obtenir des informations

sur la position des pôles de notre approximant par rapport à la fissure γ.

3.2 Approximation méromorphe dans L∞(T)

Nous rappelons dans cette section des résulats relatifs à l’approximation méromorphe
dans L∞(T). Nous nous intéressons d’abord au problème de Nehari d’approximation ana-
lytique :
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pour f ∈ L∞(T), trouver g ∈ H∞(D) telle que

min
h∈H∞(D)

‖f − h‖L∞(T) = ‖f − g‖L∞(T). (3.28)

L’outil principal pour résoudre ce problème, est l’opérateur de Hankel. Nous commençons
par donner sa définition, ainsi que la défintion des valeurs et vecteurs singuliers associés.
L’opérateur de Hankel de symbole ϕ est défini par :

Hϕ : H2(D) −→ H2(D)

f 7−→ Hϕf = P−Mϕ(f) = P−(ϕf)

où Mϕ est l’opérateur de multiplication par ϕ.
Soient H et K deux espaces de Hilbert, et T ∈ L(H,K), l’espace des opérateurs bornés
de H dans K. Pour k ∈ N, on définit le nombre

sk(T ) = inf
R∈L(H,K)
rang R≤k

‖T − R‖. (3.29)

Les nombres

s0(T ) ≥ s1(T ) ≥ ... ≥ 0 s’appellent les valeurs singulières de T .

Si s est une valeur singulière de T alors s2 est une valeur propre de T ∗T.

• Un vecteur singulier associé à la n-ième valeur singulière s (s = sn−1(T )) de l’opé-
rateur T est par définition un vecteur propre de T ∗T associé à la valeur propre s2.

• Soit T ∈ L(H,K) et s valeur singulière de T ,
une paire de Schmidt correspondant à s, c’est une paire (x, y) de vecteurs, x ∈ H et y ∈ K
telle que Tx = sy et T ∗y = sx.

• Soit v ∈ H \ {0}, on dit que v est un vecteur maximisant de T si ‖Tv‖ = ‖T‖‖v‖.

Théorème 3.2.1 (Nehari) Soit f ∈ L∞(T), alors la norme de l’opérateur de Hankel
associé à f est donnée par

‖Hf‖ = distL∞(T)

(
f,H∞(D)

)
.

En outre, il existe h ∈ L∞(T) telle que

Hf = Hh et ‖Hf‖ = ‖h‖∞.

Le théorème suivant nous donne la solution du problème de Nehari
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Théorème 3.2.2 (Solution du problème de Nehari) Soit f ∈ L∞(T), si l’opérateur
de Hankel Hfadmet un vecteur maximisant v, alors il existe un unique meilleur approxi-
mant g ∈ H∞(D) de f au sens de la norme L∞(D), donné par

g = f − Hfv

v
. (3.30)

Remarque 3.2.3 Si Hf est un opérateur compact, alors il admet un vecteur maximisant.
On sait d’après le théorème de Hartman que Hf est compact si f ∈ H∞(D) + C(T), où
C(T) est l’ensemble des fonctions continues sur T.

On regarde maintenant le problème plus général d’approximation méromorphe, connu
sous le nom de problème de Adamjan, Arov et Krein (AAK) :
Soit f ∈ L∞(T), trouver une fonction g méromorphe dans H∞

n (D), i.e.avec au plus n pôles
dans D et qui soit la plus proche possible de f sur T au sens de la norme L∞.

Théorème 3.2.4 (AAK) Soit f ∈ L∞(T) et n ∈ N, alors

distL∞(T)(f,H
∞
n (D)) = sn(Hf) (3.31)

la (n+1)-ième valeur singulière de Hf . De plus il existe un unique meilleur approximant
gn donné par

gn = f − Hfvn
vn

(3.32)

où vn est un vecteur singulier associé à la valeur singulière sn(Hf ).

3.2.1 Approximation méromorphe dans L∞(T) de la fonction F

Nous considérons gN l’approximation AAK de degré N pour la fonction f que nous
avons définie en (2.18). Puisque g (la partie non singulière de f) est dans H∞(D), on
remarque que l’opérateur de Hankel Hf associé à la fonction f est l’opérateur de Hankel
HS, avec S la partie singulière de f. Les pôles de l’approximant gN dépendent uniquement
de S, et par suite, nous pouvons nous restreindre à l’approximation de S.
Nous rappelons que l’approximant AAK est donné par la formule suivante

gN = S − HS(vN )

vN
, (3.33)

pour tout vecteur singulier vN associé à la valeur singulière sN de HS.

On considère l’opérateur suivant :

ϕ : L2(T) → L2(T)

f(z) 7→ 1

z
f(1/z),

(3.34)

L’opérateur ϕ est un opérateur involutif : ϕ ◦ ϕ = Id(L
2(T)). On pose ĤS = ϕ ◦HS. On

vérifie aisément que (ĤS)
∗ĤS = (HS)

∗HS. Cela implique que ĤS et HS ont les mêmes
valeurs et vecteurs singulières. Nous pouvons donc écrire

ĤSvN(z) = (ϕ ◦HS)vN(z) = 1/zHSvN(1/z) = ±sNvN (z), (3.35)
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ce qui donne
zHSvN (z) = ±sNvN (1/z) (3.36)

En écrivant cette équation sous forme intégrale, on obtient

±sNvN(1/z) =
z

2iπ

∫

T

S(t)vN (t)

t− z
dt. (3.37)

En remplaçant S par son expression sous forme d’intégrale de Cauchy (voir 2.18), cette
relation devient

±sNvN(1/z) = z

∫

T

1

2iπ

∫

γ

σ(ξ)vN(t)

(ξ − t)(t− z)
dξdt (3.38)

En appliquant le théorème de Fubini puis la formule de Cauchy et en remplaçant z par
1/z, on obtient

±sNvN (z) =
∫

γ

σ(t)vN (t)

zt− 1
dt, z ∈ D. (3.39)

La formule (3.39) montre que la fonction vN s’étend analytiquement à travers le cercle T.
Notons par (αj)j=1,...,N0, N0 ≤ N , les pôles de gN . Ce sont exactement les zérons de vN .
On note q le polynôme unitaire q(z) = ΠN0

j=1(z−αj). Dans (3.39) l’évaluation de l’intégrale
de droite en αj donne 0, et par combinaison linéaire on obtient

∫

γ

σ(t)vN(t)PN0−1(t)

q̃(t)
dt = 0, (3.40)

pour tout polynôme PN0−1 de degré inférieur ou égal à N0 − 1 à coefficients complexes.
Il reste à décomposer le vecteur singulier vN en facteur intérieur et extérieur vN (z) =
(q(z)/q̃(z))wN(z) pour obtenir finalement une relation d’orthogonalité analogue à (3.27) :

∫

γ

q(t)

q̃2(t)
tkwN(t)σ(t)dt, k = 0, . . . , N0 − 1. (3.41)

On remarque que σ dans l’équation (3.27) est remplacé ici par wNσ et fait intervenir le
facteur supplémentaire wN . Cela complique légérement l’approche AAK par rapport à
celle de L2.

3.3 Comportement asymptotique des pôles

Dans cette section nous allons montrer comment les équations aux points critiques
peuvent être interpretées comme une relation d’orthogonalité non hermitienne et comment
par le biais de ces équations, la répartition des pôles se trouve étroitement liée à la fissure
γ.

3.3.1 Cas d’une fissure porté par un diamètre du disque D

Les auteurs de [27] ont présentés un premier résultat sous l’hypothèse particuliere que
la fissure γ est un segment [γ0, γ1] porté par un diamètre du disque D. On peut toujours
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supposer moyennant une rotation que [γ0, γ1] ⊂ (−1, 1).
Nous rappelons dans ce cas que f la fonction définie en (2.18) est donnée par

f(z) =

∫ γ1

γ0

σ(t)

t− z
dt+ g(z), g ∈ H∞(D). (3.42)

et que les approximants méromorphe et rationnel L2 sont ceux de la partie singulière S
de f.
Nous avons le résultat suivant

Théorème 3.3.1 [27] Soit f la fonction définie par (3.42). Si la fonction à valeurs réelles
σ change de signe exactement k fois sur [γ0, γ1], alors au plus k pôles de l’approximant
AAK gN d’ordre N peuvent se trouver hors du segment [γ0, γ1].

Preuve : On utilise la relation d’orthogonalité non hermitienne (3.41) qui s’écrit dans
ce cas ∫ γ1

γ0

q(t)

q̃2(t)
tkwN(t)σ(t)dt, k = 0, . . . , N0 − 1, (3.43)

avec N0 le nombre de zérons de vN dans D. Si q a moins de N0 − k zéros sur [γ0, γ1],
alors qwN/q̃2 est réelle et s’annule au plus N0 − 1 fois sir [γ0, γ1]. Si c’est le cas, on peut
construire PN0−1 de telle sorte que qwNPN0−1/q̃

2 ≥ 0 sur [γ0, γ1]. D’après la relation d’or-
thogonalité (3.43), ce ci implique que σ = 0, ce qui en contradiction, dès que l’on choisit
un flux identifiant. �

Théorème 3.3.2 Soit f la fonction définie par (3.42). Si la fonction à valeurs réelles
σ change de signe exactement k fois sur [γ0, γ1], alors au plus k pôles d’un meilleur ap-
proximant rationnel d’ordre N pour la norme L2(T), avec des coefficients de Fourier réels
peuvent se trouver hors du segment [γ0, γ1].

Preuve La preuve est analogue au cas de l’approximation méromorphe, le facteur exté-
rieur wN etant remplacé par 1. �

3.3.2 Cas d’une fissure quelconque

Nous commençons par rappeler le théorème suivant :

Théorème 3.3.3 (Parfenov) [86] Soit f une fonction analytique dans V ⊃ C \ D, et
soit K = C \ V, alors pour toute suite de meilleurs approximants méromorphes rn =
rn(f), n = 1, 2, . . . , nous avons

lim sup
n→∞

inf
degrn≤n

‖f − rn‖1/nL∞(T) ≤ exp

[ −1

cap(T, K)

]
, (3.44)

où cap(T, K) désigne la capacité du condensateur formé de T et de K, cf. la définition
1.4.5.
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Le Théorème (3.3.3) exprime le fait que plus la capacité est petite, plus le taux de conver-
gence est bon.

Sous certaines hypothèses concernant le prolongement du saut de température σ à
travers la fissure γ, on peut montrer que les pôles des approximants s’accumulent sur la
géodésique G, au sens de la distance hyperbolique du disque, reliant les extrémités de la
fissure. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théorème 3.3.4 [29] Sous certaines conditions sur le saut de température (cf. [29]) et en
supposant que γ n’est pas sur une ligne de niveau de la température, solution du problème
de Neumann (2.2) dans D pour un flux Φ, on a le résultat de convergence des pôles suivant.
Si µ2,n (respectivement µ∞,n) est la mesure de comptage des pôles du meilleur approximant
dans H2

n(D) (respectivement dans H∞
n (D)) de la fonction f définie dans (2.2.6), alors la

mesure µ2,n (respectivement µ∞,n) converge faiblement-* quand n → ∞ vers la mesure
d’équlibre du condensateur formé par T et G.

La Figure 3.1 montre que les pôles de l’approximant AAK s’accumule sur l’arc géodésique
qui relie les extrimités de la fissure recherché. La Figure 3.2 donne les quotients des valeurs
singulières successives et montre qu’à partir du degré 12, ces rapports sont proches de
1. Ceci est en contradiction avec le théorème de Parfenov, selon lequel la décroissance
des valeurs singulières est géométrique. On constate avec la Figure 3.2 que la précision
numérique ne permet pas dans le cas présent de localiser correctement plus de 12 pôles.
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Figure 3.1 – Approximant AAK de de-
gré 12
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Figure 3.2 – Rapport des valeurs singu-
lières

3.4 Utilisation de l’approximation méromorphe
pour la localisation d’autres défauts de

géométrie

Dans cette section, nous avons appliqué l’approximation méromorphe (AAK) à des
défauts géométriques plus généraux, en particulier des cavités ou des petites inclusions.
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Pour les résultats numériques présentés ci-dessous nous avons utilisés le logiciel Free-
Fem++ pour résoudre le problème direct et obtenir la température u sur le bord du
domaine Numériquement, on choisit le flux Φ(eiθ) comme la dérivée normale de la partie
réélle d’un polynôme trigonométrique

P (z) = (a1 + ib1)z + · · ·+ (an + ibn)z
n.

Alors, ũ est égale à la partie imaginaire de P , et l’on peut vérifier que

iImP (z) =
1

2

n∑

j=1

[(−aj + ibj)e
−ijθ + (aj + ibj)e

ijθ],

ce qui donne les coefficients de Fourier de ũ. Pratiquement, on a choisit des flux issus
des polynômes les plus simples, comme par exemple P (z) = iz et P (z) = z qui donnent
respectivement les flux − sin θ et cos θ.

Nous avons ensuite utilisé un programme d’approximation méromorphe pour calculer
les pôles des approximants et localiser les défauts de géométrie.

Sur la première Figure 3.3, on considère le cas d’une cavité carrée incluse dans le
disque D. Numériquement, on constate qu’avec un approximant de degré 8, on obtient
6 pôles à l’intérieur de la cavité. Les 2 autres sont situés sur le cercle unité et ne sont
pas pertinents pour la localisation. Sur les Figures 3.5 et 3.6, on considère les cas d’une
ou deux cavités circulaires. Ici, le bord des cavités est sans singularités et maintenant
les approximants ne placent plus qu’un pole dans ces cavités, exactement aux centres de
celles-ci, tous les autres pôles se trouvant sur le bord du cercle. Dans les Figures 3.7 et 3.8,
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Figure 3.4 – Rapport des valeurs singu-
lières

on considère le cas d’une et de quatre petites inclusions. On constate dans le premier cas
qu’un approximant de degré 4 place un pole sur l’inclusion et dans le deuxième cas, qu’un
approximant de degré 7 place exactement un pole sur chacune des quatre inclusions, les
pôles restant étant placés sur le bord T du domaine.
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Figure 3.5 – Approximant AAK de de-
gré 5
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Figure 3.6 – Approximant AAK de de-
gré 5
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Figure 3.7 – Approximant AAK de de-
gré 4
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3.5 Vers l’identification complète de la fissure

Dans cette section, nous présentons un algorithme d’identification complète de la fis-
sure basée sur les transformations conformes et la résolution d’un problème extrémal
borné dans la couronne. La mise en oeuvre numérique de cet algorithme pose quelques
problèmes de précision, en particulier en ce qui concerne le calcul des transformations
conformes, et n’a pas été poursuivie plus avant.

Nous désignons par ψ(z) = u(z) + iũ(z), où u est la solution du problème direct (2.2)
et ũ sa conjuguée harmonique. En utilisant des propriétés des fonctions harmoniques, on
peut prouver la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 [10] La fonction analytique ψ est une application conforme de Ω dans
Ω′ = ψ(Ω) dès que l’on choisit un flux Φ qui change de signe en deux points distincts du
bord ∂Ω = Γ.

Comme la fissure γ est isolante, d’après les équations de Cauchy-Riemann, on a :

∂u

∂n
=
∂ũ

∂s
= 0 sur γ,

donc l’image ψ(γ) est un segment inclus dans Ω′, parallèle à l’axe réel.
Les frontières γ et Γ sont de classes C1,α, 0 < α < 1, donc les frontières γ′ = ψ(γ) et

Γ′ = ψ(Γ) sont aussi de classes C1,α. Pour déterminer γ′, on transforme le domaine Ω′ dans
le disque unité D (cf. Figure 3.10) par une transformation conforme D (numériquement,
on peut par exemple utilisé le package de Driscol pour déterminer la transformation
conforme D). On peut alors appliquer la procédure AAK pour déterminer les extrémités
de γ′′ = D(γ′). Une fois les extrémités de γ′′ connues, on peut revenir par l’application
conforme D−1 pour déterminer les extrémités de γ′ et donc toute la fissure γ′.

L’étape suivante, consiste à transformer le domaine Ω′ \ γ′ en la couronne G par une
transformation conforme F . On sait qu’il existe une telle application conforme F de Ω′

dans la couronne G, définie pour s < 1 par

G =
{
z ∈ C : s ≤ |z| ≤ 1

}
,

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Poles [x]

Figure 3.8 – Approximant AAK de de-
gré 7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

5

10

15

20

25

30

35

40
rapport d(k)/d(k+1)

Figure 3.9 – Rapport des valeurs singu-
lières



48 3. Approximations rationnelle et méromorphe

dès que s vaut la capacité du condensateur (γ′,Γ′) formé par les deux parties disjointes
de la frontière du domaine Ω′ (voir [94, Thm 6.1]).
L’application ϕ := (F ◦ ψ)−1 est analytique dans la couronne G et connue sur le bord
extérieur T. L’identification complète de la fissure sera obtenue si on connaît les valeurs
de la fonction ϕ sur le cercle interne sT.

Nous expliquons dans la suite comment on peut reconstruire l’image de sT par l’ap-
plication ϕ.

Figure 3.10 – Transformation du domaine par des applications conformes

3.5.1 Reconstruction pratique de ϕ à l’aide d’un problème extré-

mal borné

La détermination pratique de la trace de ϕ sur le bord interne sT, utilise un problème
d’approximation analytique de données frontières incomplète dans l’espace de Hardy de
la couronne. Il consiste à approcher une fonction connue sur une partie du bord par une
fonction dans un espace de Hardy dont la norme ne dépasse pas une certaine valeur sur le
bord inaccessible aux mesures. L’étude de cette méthode a été menée à bien principalement
dans la thèse [76]. On termine cette section en rappelant les proncipaux résultats de cette
étude.

3.5.1.1 Formulation du problème

Étant donnée une fonction ϕ, continue sur T, nous cherchons une fonction g de H2(G)
qui soit la plus proche possible de ϕ sur le cercle T. Il s’agit de résoudre le problème
suivant :
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Trouver g ∈ H2(G) telle que

‖ϕ− g‖L2(T) = inf
f∈H2(G)

‖ϕ− f‖L2(T). (3.45)

Si ϕ est la restriction d’une fonction deH2(G), alors le problème (3.45) admet une solution
unique qui est l’extension de ϕ dans H2(G) et le minimum vaut 0. En effet, soient g1, g2
deux solution du problème (3.45). On pose h = g1 − g2. La fonction h ∈ H2(G) et nulle
sur T elle est donc nulle partout dans G, (voir [54]) et par conséquent g1 = g2.

Comme, dans la pratique, la fonction ϕ est construite à partir de mesures expérimen-
tales, il est raisonnable de supposer que cette fonction n’est pas la trace sur T, d’une
fonction de H2(G). Dans ce cas ϕ ∈ L2(T) \H2(G)|T. Si ϕn est une suite de H2(G) qui
converge vers ϕ dans L2(T), ϕ n’étant pas la trace d’une fonction de H2(G), on peut
montrer que ‖ϕn‖L2(sT) → ∞.

C’est pourquoi on modifie le problème (3.45) en le problème extrémal borné (BEP)
suivant :

Soit ϕ1 ∈ L2(sT), trouver g ∈ H2(G), satisfaisant la contrainte ‖g − ϕ1‖L2(sT) ≤ M ,
telle que

‖ϕ− g‖L2(T) = inf
f∈H2(G)

‖ϕ1−f‖L2(sT)≤M

‖ϕ− f‖L2(T), (3.46)

où M est une constante strictement positive.
L’idée de considérer un tel problème extrémal borné a été initialement proposé par L.
Baratchart et al. dans [32].

Théorème 3.5.2 [45, 71] Le problème (3.46) admet une solution unique g, saturant la
contrainte, i.e. vérifiant

‖ϕ1 − g‖L2(sT) =M. (3.47)

De plus, g est donnée par la formule spectrale suivante :

(1 + λT )g = PH2(G)

(
χTϕ ∨ (1 + λ)χsTϕ1

)
, (3.48)

où T : H2(G) → H2(G) est l’opérateur de Toeplitz de symbole χsT défini par

Tg = PH2(G)(χsTg) = PH2(G)PL2(sT)g, (3.49)

et λ > −1 est l’unique constante telle que ‖ϕ1 − g‖L2(sT) =M.

Remarque 3.5.3 La formule (3.48) est implicite, car la contrainte M n’intervient pas
explicitement, mais le paramètre λ qui joue le rôle de multiplicateur de Lagrange doit être
ajusté de sorte que ‖ϕ1 − g‖L2(sT) =M.
On prouve par généralisation des résultats établis dans [31] que M est une fonction stric-
tement décroissante de λ de sorte que l’ajustement de λ peut se faire par dichotomie, et
si on pose

e(λ) := ‖χTϕ− g(λ)‖L2(T) et M(λ) := ‖χsTϕ1 − g(λ)‖L2(sT),
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alors
lim

M(λ)→+∞
e(λ) = 0, lim

λ→−1
M(λ) = +∞ et lim

λ→+∞
M(λ) = 0.

De plus, on a

de2

dλ
= −(1 + λ)

dM2

dλ
, lim

λ→−1
e2(λ) = 0, et lim

λ→−1
(1 + λ)M2(λ) = 0.

Pour le calcul numérique de la solution, on discrétise la formule (3.48) en considérant
le sous espace < en(z) =

zn√
1+s2n

>, −N ≤ n ≤ N de H2(G).

Pour n ∈ Z, soient an et bn, les coefficients de Fourier de ψ = χTϕ∨ (1 + λ)χsT ∈ L2(∂G)
respectivement sur T et sT, définis par

an =
1

2π

∫ 2π

0

ψ(eiθ)e−inθdθ =
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(eiθ)e−inθdθ (3.50)

bns
2n =

1

2π

∫ 2π

0

ψ(seiθ)e−inθdθ =
1 + λ

2π

∫ 2π

0

ϕ1(se
iθ)e−inθdθ. (3.51)

Lemme 3.5.4 [97] Soit f ∈ L2(∂G), on note son développement de Fourier respective-
ment sur T et sT par :

f(eiθ) =
∑

n∈Z
ane

inθ, et f(seiθ) =
∑

n∈Z
bns

2neinθ.

Alors, pour z ∈ G, nous avons

PH2(G)f(z) =
∑

n∈Z

an + s2nbn
1 + s2n

zn. (3.52)

Lemme 3.5.5 [97] Soit g ∈ H2(G) donnée par

g(z) =
∑

n∈Z
gnz

n, z ∈ G,

alors , ∀z ∈ G

Tg(z) = PH2(G)PL2(sT)g = PH2(G)(χsTg) =
∑

n∈Z

s2ngn
1 + s2n

zn. (3.53)

Théorème 3.5.6 [46, 97] La solution g du problème (BEP) est donnée par

g(z) =
∑

n∈Z

an + (1 + λ)s2nbn
1 + (1 + λ)s2n

zn, z ∈ G (3.54)

où λ > −1 est l’unique constante telle que

∑

n∈Z

|an − bn|2s2n
(1 + (1 + λ)s2n)2

=M2. (3.55)
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Puisque nous n’avons aucune information sur les données sur le bord interne sT, ce qui
pose une difficulté pour le calcul de l’approximant g, nous choisissons à priori ϕ1 = 0 et
bn = 0.

Théorème 3.5.7 (Continuité de la solution par rapport au données) [65] Soit g
l’application définie par

g : L2(T)× R∗
+ → H2(G)

(ϕ,M) 7→ g(ϕ,M),
(3.56)

où g(ϕ,M) est la solution du problème (BEP) associé au données (ϕ,M). Soit

D = {(f,M) ∈ H2(G)|T × R∗
+ : ‖f‖L2(sT) < M}.

Alors l’application g est continue sur (L2(T) × R∗
+) \ D, mais non sur tout l’ensemble

(L2(T)× R∗
+). Cependant, si

(ϕn,Mn) → (ϕ,M) fortement dans (L2(T)× R∗
+)

alors
g(ϕn,Mn)⇀ g(ϕ,M) faiblement dans H2(G),

tandis que
g(ϕn,Mn) → g(ϕ,M) fortement dans L2(T).

Donc sur sT on a seulement la convergence faible.

Afin d’améliorer le résultat de convergence faible, les auteurs de [65] ont proposé de
résoudre le problème extrémal borné (BEP) dans l’espace de Hardy-Sobolev, ce qui permet
d’assurer un résultat de convergence forte.

3.5.2 Choix de la borne M

Dans le cas du disque, S.Chaabane et al [44] ont proposé une méthode de validation
croisée pour trouver une bonne contrainte M. Cette méthode consiste à diviser la surface
de mesures accessible en deux parties, une partie où on résoud le (BEP) et on profite de
l’autre partie pour déterminer une valeur acceptable de M. Dans le cas de la couronne,
la résolution du (BEP) est très sensible aux données disponibles à cause de la géométrie
doublement connexe, et la méthode précédente ne marche plus.
Jaoua et al [65] ont proposé une méthode de minimisation qui tient compte de la totalité
des données pour déterminer une bonne constante M . Les auteurs supposent que les
coefficients de Fourier bn sont nuls. La méthode s’explique comme suit :
Soit ϕε = ϕ+ ǫ les données bruitées avec ϕ ∈ H2(G)|T, ε ∈ L2(T), mais ε /∈ H2(G)|T et
M0 = ‖ϕ‖L2(sT) la borne inconnue.
Étant donné un nombre réel positif M avec g(ϕ,M) la solution du (BEP) associée aux
données ϕ et M et considérons gε := g(ϕǫ,M) la solution du (BEP) pour la donnée ϕǫ
et la même contrainte M. Nous avons d’après ce qui précède que gε(ϕ,M) est proche
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de ϕ = g(ϕ,M0) si la contrainte M est proche de M0 et ϕǫ est proche de ϕ. Dans ce
cas, la fonction ϕǫ − gǫ peut être vue comme une approximation de ϕ − gǫ sur T dans
lequel l’érreur eϕε

(M) := ‖ϕε − gε‖L2(T) est négligeable. Nous considérons hε la solution
du (BEP) associée à la donnée ϕε − gε et la contrainte eϕε

(M)

hε := g(ϕε − gε, eϕε
(M)). (3.57)

Donc, gε+hε est un approximant de ϕ meilleur que gε. Nous définissons alors l’application
suivante

τε : R+ → R+

M 7→
∣∣‖gε‖L2(sT) − ‖gε + hε‖L2(sT)

∣∣ .
(3.58)

Tant que M est proche de M0, l’approximant est bon. Cela conduit à chercher le zéro
de τε. Finalement, minimiser la fonction τε semble une manière raisonnable pour trouver
une bonne valeur approchée de M0.
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Chapitre 4

Approximation rationnelle avec contraintes
et application à la détection de fissures

Dans ce chapitre on s’intéresse au problème d’approximation rationnelle avec contraintes
en vue de la détermination de fissures dans un domaine plan. Nous donnons quelques pro-
priétés concernant l’approximation avec contraintes. Nous donnons ensuite les formules du
gradient associé au problème et nous illustrons l’étude par quelques exemples numériques
relatifs à la détection de fissure.

4.1 Introduction

Le problème de détection des fissures suggère des variantes non classiques de l’ap-
proximation rationnelle et méromorphe où les résidus des approximants doivent satisfaire
certaines contraintes pour tenir compte des conditions aux limites, normales ou tangen-
tielles, le long de la fissure. En effet l’approximation rationnelle ou méromorphe sans
contrainte identifie une déformation de la fissure, en fait l’arc de capacité minimal qui
joint ses extrémités, plutôt que la fissure elle-même.

Les procédures d’identification de fissures vues précédemment consistent à déterminer
d’une part le meilleur approximant dans RN : l’espace des fractions rationnelles de degré
au plus N et ayant tous leurs pôles dans D, au sens de la norme L2(T), de la fonction
F reconstruite dans le Chapitre 2 et d’autre part le meilleur approximant dans H∞

N au
sens de la norme L∞(T). Dans la pratique, ce dernier peut-être calculé de manière efficace
en utilisant les résultats de la théorie d’Adamjan, Arov et Krein (AAK). Même si ces
méthodes ne permettent pas de localiser la fissure exactement, elles peuvent néanmoins
être intéressantes pour initialiser des algorithmes plus élaborés (et plus lourds).

On peut se demander s’il est possible de raffiner les méthodes d’approximation vues
dans le chapitre précédent afin d’identifier la fissure toute entière. Pour cela, nous consi-
dérons maintenant des approximants qui satisfont certaines contraintes supplémentaires.
La fonction reconstruite à partir des mesures est donnée par

u(z) + iũ(z) = f(z) + g(z), z ∈ D \ γ, (4.1)
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avec

f(z) =
1

2iπ

∫

γ

σ(t)

t− z
dt ∈ H2(D), (4.2)

σ = u+ − u−, le saut de la température à travers γ, et g ∈ H∞(D), i.e. analytique
bornée dans D. L’idée est d’utiliser le fait que u(z) + iũ(z) admet une partie imaginaire
constante sur la fissure γ, puisque celle-ci est supposée isolante. D’après la formule de
Plemelj-Sokhotzki donnée dans le Théorème 1.3.2, nous avons

(u+ iũ)±(t0) = (f + g)±(t0) = ±σ(t0)
2

+
1

2iπ
vp
∫

γ

σ(t)

t0 − t
dt+ g(t0). (4.3)

et comme le saut de température σ(t) est réel sur la fissure, on en déduit que

Im
{

1

2iπ
vp
∫

γ

σ(t)

t0 − t
dt+ g(t0)

}
(4.4)

est constante pour t0 sur la fissure γ. En terme d’approximation rationnelle, nous inter-
prétons la relation précédente en nous restreignant à l’ensemble que nous noterons An,g

des fractions rationnelles de degré n,

p

q
(z) =

m∑

j=1

kj∑

lj=1

aj,lj
(z − zj)lj

, zj ∈ D, aj,lj ∈ C,
m∑

j=1

kj ≤ n,

qui vérifient les égalités suivantes

Im




m∑

j=1,j 6=i

kj∑

lj=1

aj,lj
(zi − zj)lj

+ g(zi)


 = 0, i = 1, . . . , m. (4.5)

Ces dernières relations peuvent se voir comme des contraintes sur les résidus des approxi-
mants considérés.

4.2 Approximation rationnelle L2(T) de la
fonction f avec contraintes sur les résidus

On s’intéresse ici au meilleur approximant rationnel avec contrainte pour la norme
L2(T). Le problème se formule de la manière suivante :

Pour une fonction f ∈ H2(D), trouver un couple de polynômes (p, q) avec p/q ∈ An,g,
qui soit un minimum de l’application

ψf : An,g −→ R+

p/q 7−→
∥∥∥f − p

q

∥∥∥
L2(T)

L’existence du minimum n’est pas évidente à priori car l’espace D dans lequel évoluent
les pôles n’est pas fermé et l’espace C dans lequel se trouvent les résidus n’est pas borné.
Dans le paragraphe suivant, on prouve néanmoins l’existence d’un minimum.

Dans la suite, pour simplifier, on suppose que la fonction g ∈ H∞(D) admet une limite
continue sur D.
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4.2.1 Existence d’un minimum

On commence par agrandir l’ensemble An,g en considérant les fractions dont les pôles
peuvent éventuellement être sur le cercle T. Si on paramétrise par rapport aux pôles et
au résidus de la fraction p/q, on peut représenter cette extension de An,g, par l’ensemble
Fn,g des 2n-uplets suivant :

Fn,g =

{(
(a1,l1 , . . . , am,lm), (z1, . . . , z1, . . . , zm, . . . , zm)

)
∈ Cn × D

n
,

Im




m∑

j 6=i

kj∑

lj=1

aj,lj
(zi − zj)lj

+ g(zi)


 = 0, ∀i = 1 . . . , m

}
,

où chaque pôle zj est répété autant de fois que sa multiplicité. Notons que l’ensemble Fn,g

est un fermé de l’espace C2n muni de la topologoie euclidienne.
On considère l’application suivante que nous notons encore par ψf :

ψf : Fn,g −→ R+

((aj,lj), (zj)) 7−→
{ ‖f − p

q
‖2 si tous les zj /∈ T

+∞ si un zj ∈ T et un aj,lj 6= 0

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui nous intéresse.

Théorème 4.2.1 L’application ψf atteint son minimum sur l’ensemble Fn,g.

Pour la preuve, nous avons besoin de deux lemmes préliminaires.

Lemme 4.2.2 L’application ψf est semi-continue inférieurement sur Fn,g.

Preuve Soit ω = ((aj,lj), (zj)) ∈ F , correspondant à une fraction p/q et soit ωN =
((aNj,lj), (z

N
j )) une suite d’éléments de F , correspondant aux fractions pN/qN , qui converge

vers ω au sens de la topologie euclidienne, c’est à dire la topologie induite par la norme

‖ω‖e =




m∑

j=1

kj∑

lj=1

|aj,lj |2 +
m∑

j=1

kj|zj |2



1/2

. (4.6)

Soit ρ ∈ R tel que

ρ <
1

2π

∫

T

∣∣∣∣
(
f − p

q

)
(eiθ)

∣∣∣∣
2

dθ. (4.7)

On note par z1, . . . , zn les pôles de q non nécessairement distincts. On pose Bi
ǫ = B(zi, ǫ)

et Tǫ = T \ ∪ni=1Bi
ǫ. D’après le théorème de convergence monotone, nous avons

lim
ǫ→0

1

2π

∫

Tǫ

∣∣∣
(
f − p

q

)
(eiθ)

∣∣∣
2

dθ =
1

2π

∫

T

∣∣∣
(
f − p

q

)
(eiθ)

∣∣∣
2

dθ. (4.8)
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Donc on peut choisir ǫ suffisamment petit tel que

ρ <
1

2π

∫

Tǫ

∣∣∣∣
(
f − p

q

)
(eiθ)

∣∣∣∣
2

dθ. (4.9)

Comme ωN tend vers ω, pourN assez grand, les zéros de q sont dans ∪ni=1Bi
ǫ/2, donc pN/qN

est uniformément bornée sur Tǫ. On conclut par le théorème de convergence dominé que :

lim
N→∞

1

2π

∫

Tǫ

∣∣∣
(
f − pN

qN

)
(eiθ)

∣∣∣
2

dθ =
1

2π

∫

Tǫ

∣∣∣
(
f − p

q

)
(eiθ)

∣∣∣
2

dθ. (4.10)

Ainsi pour N assez grand ρ < ψf (ωN). Par conséquent ρ < ψf(ω) ⇒ ρ < ψf (ωN), ce qui
prouve bien que

lim inf
N→∞

ψf (ωN) ≥ ψf(ω),

et donc ψf est semi continue inférieurement. �

Lemme 4.2.3 Nous avons

ψf (ω) → +∞ quand ‖ω‖e → +∞. (4.11)

Preuve Si ‖ω‖e → +∞ alors ‖(aj,lj)‖e → +∞ car la suite des pôles (zj) reste bornée.
Pour f = 0, la fonction ψ0 est semi-continue inférieurement sur le compact Fn,g∪ (S×

D
n
) où S désigne la sphère unité de Cn. Par conséquent, elle atteint son minimum µ > 0,

et on a

ψ0

(
(aj,lj)

‖(aj,lj)‖e
, (zj)

)
=

∥∥∥∥
p

‖(aj,lj)‖eq

∥∥∥∥
L2(T)

≥ µ.

Donc

ψf ((aj,lj), (zj)) = ‖f − p

q
‖L2(T) ≥ ‖p

q
‖L2(T) − ‖f‖L2(T) ≥ µ‖(aj,lj)‖e − ‖f‖L2(T),

qui tend vers l’infini quand ‖ω‖e tend vers l’infini. �

Preuve du Théorème 4.2.1 D’après le lemme 4.2.3, nous avons

lim
‖ω‖e→+∞

ψf(ω) = +∞.

Donc, pour prouver l’existence du minimum, on peut se restreindre à l’ensemble Fn,g∩Br

où Br est la boule fermée centrée en l’origine et de rayon r suffisamment grand. Nous
avons que ψf est semi-continue inférieurement sur le compact Fn,g ∩ Br et donc elle y
atteint son minimum. Il reste à montrer que celui-ci se trouve dans An,g. Si les pôles
(zj) sont tous dans D la preuve est achevée, sinon il existe des pôles (zk) sur le cercle T.
Nécessairement les résidus (ak,lk) correspondants sont nuls et le minimum est encore dans
l’espace des approximants An,g. �

Dans la suite, on décrit les formules nécéssaires pour implémenter un algorithme per-
mettant le calcul des approximants évoqués précédemment. Pour simplifier l’analyse, on
suppose que toutes les fractions rationnelles considérées sont à pôles simples. Numérique-
ment, on peut toujours faire cette hypothèse.
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4.2.2 Approximation avec des résidus réels

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à une version simplifiée du problème dans
laquelle les fissures ont une géométrie plus simple, à savoir elles sont portées par des
segments horizontaux. Dans ce cas, on va utiliser une idée un peu différente de celle
mentionée dans l’introduction. En effet, ici, l’élément différentiel dt dans l’intégrale (4.3)
est réel, et par suite la quantité σ(t)dt/2π est réelle. La fonction

1

2π

∫

γ

σ(t)

t− z
dt, (4.12)

(dont les premiers coefficients du développement de Fourier dans H2(D) peuvent être
retrouvés à partir des mesures) peut se voir comme une version continue d’une fraction
rationnelle à résidus réels. Par analogie, on se restreint donc dans cette partie aux ap-
proximants de la fonction (4.12) de la forme

p

q
(z) =

n∑

j=1

aj
z − zj

, |zj | < 1,

avec des résidus aj réels. On sait, d’après le Théorème 3.1.1, que pour un polynôme fixé
de degré n,

q(z) =

n∏

k=0

(z − zk),

la quantité ∥∥∥∥f − p

q

∥∥∥∥
L2(T)

(4.13)

est minimale lorsque p/q =: L(q)/q, la projection orthogonale de f sur le sous espace
vectoriel Vq de H2(D) engendré par les éléments

zk

q
, k = 0, . . . , n− 1. (4.14)

Donc pour avoir des approximants à résidus réels, on rajoute une fraction
∑n

k=0
bk
z−zk à

L(q)/q et on impose la condition

Im(bk) = −Im
(

reszk
L(q)

q

)
. (4.15)

Le problème se formule donc de la manière suivante :
trouver

min





∥∥∥∥∥f −
(
L(q)

q
+

n∑

k=0

bk
z − zk

)∥∥∥∥∥

2

2

: q ∈ P 1
n , Im(bk) = −Im

(
reszk

L(q)

q

)
 .
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D’après l’équation (4.15), la partie imaginaire bik de bk = brk + ibik,, est connue. Il reste
donc à déterminer la partie réelle brk. Pour cela, nous utilisons la relation d’orthogonalité

〈
f − L(q)

q
,
p

q

〉
= 0, pour

p

q
∈ Vq,

d’où nous déduisons :

∥∥∥f −
(L(q)

q
+

n∑

k=0

bk
z − zk

)∥∥∥
2

L2(T)
=
∥∥∥f − L(q)

q

∥∥∥
2

L2(T)
+
∥∥∥

n∑

k=0

bk
z − zk

∥∥∥
2

L2(T)
.

Il reste donc à minimiser le terme

∥∥∥
n∑

k=0

bk
z − zk

∥∥∥
2

L2(T)
. (4.16)

Nous avons
∥∥∥∥∥

n∑

k=0

bk
z − zk

∥∥∥∥∥

2

L2(T)

=

〈
n∑

k=0

bk
z − zk

,
n∑

k=0

bk
z − zk

〉

=

n∑

k,j=0

bkbj
1

1− zkzj

donc ∥∥∥∥∥

n∑

k=0

bk
z − zk

∥∥∥∥∥

2

L2(T)

=
(
b1, · · · , bn

)



1
1−z1z1 · · · 1

1−z1zn
...

. . .
...

1
1−znz1 · · · 1

1−znzn






b1
...
bn




On pose

A =

(
1

1− zizj

)

0≤i,j≤n
, B = (b1, . . . , bn)

T .

On obtient, en prenant le conjugué de l’expression précédente,

∥∥∥∥∥

n∑

k=0

bk
z − zk

∥∥∥∥∥

2

L2(T)

= B
T
AB.

On considère la forme quadratique suivante

Q(X) = X
T
AX, (4.17)

et on souhaite donc minimiser Q(B). Pour cela, il suffit de minimiser Q sur la variété
affine V dont les éléments s’écrivent

(br1, b
i
1, ..., b

i
n)
T . (4.18)
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Comme les bij sont fixés, les éléments de l’espace tangent associé à la variété V sont donnés
par :

(br1, 0, . . . , b
r
n, 0)

T . (4.19)

Pour tout u ∈ Rn nous avons

DQ(X)u = uTAX +X
T
Au = uTAX + uTAX = 2Re(uTAX).

Soit M = (mr
1, m

i
1, . . . , m

r
n, m

i
n)
T ∈ V, alors la forme quadratique Q atteint son minimum

au point M, si ∀u ∈ Rn Re(uTAM) = 0, ce qui implique que AM est imaginaire pur.
Sous forme matricielle, on peut écrire

Re(A)



mr

1
...
mr
n


 = −Im(A)



mi

1
...
mi
n


 .

En particulier

Re(A)



br1
...
brn


 = −Im(A)



bi1
...
bin


 ,

on obtient finalement 

br1
...
brn


 = −Re(A)−1Im(A)



bi1
...
bin


 . (4.20)

Si on fixe les pôles zk dans l’expression de la matrice A, on peut donc déterminer les brk à
partir des bik, ceux-ci étant déterminés par (4.5).
Il est également possible de calculer le gradient du critère par rapport aux pôles de la
fraction. On ne détaille pas les formules obtenues.

4.2.3 Approximation avec des résidus complexes

A présent, nous ne faisons plus d’hypothèses particulières sur la géométrie de la fissure,
et nous considérons les approximants vérifiant les conditions (4.5) données dans l’intro-
duction. Le problème d’approximation avec contraintes est donc le suivant :

Trouver

p/q(z) =
n∑

j=1

γj
z − zj

: γj ∈ C, zj ∈ D et Im

(
∑

j 6=i

γj
zi − zj

+ g(zi)

)
= 0, i = 1, . . . , n,

tel que la norme
∥∥∥f −∑n

j=1
γj
z−zj

∥∥∥
2

L2(T)
soit minimale.

Nous avons

Im

(
∑

j 6=i

γj
zi − zj

)
= −Im(g(zi)), i = 1, . . . , n,
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donc
∑

j 6=i
Im(γj)Re

(
1

zi − zj

)
+ Re(γj)Im

(
1

zi − zj

)
= −Im(g(zi)), i = 1, . . . , n. (4.21)

On définit la matrice B = (bi,j)1≤i,j≤n antisymétrique telle que

bi,j =





1

zi − zj
si i 6= j

0 si i = j,

et soit γ = (γi1, . . . , γ
i
n, γ

r
1, . . . , γ

r
n). L’équation (4.21) est équivalente à

[Re(B), Im(B)] γT = −Im(g(zi)). (4.22)

On considère l’application linéaire ϕ : R2n → Rn associée à la matrice [Re(B), Im(B)] .
Pour des pôles fixés, on peut voir les approximants correspondants dans l’espace An,g

comme l’image réciproque par l’application linéaire ϕ du vecteur à droite de (4.22). C’est
une variété affine qui peut s’écrire γ0+ kerϕ, où γ0 est une solution particulière de (4.22).
Le noyau est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale à n. Dans la suite, on
fait l’hypothèse générique que la dimension égale n et nous aurons besoin d’une base de
cet espace. On notera

n∑

k=1

γ
(j)
k

z − zk
, j = 1 . . . n, où γ(j)k = γj,rk + iγj,ik ,

ses éléments. Pour l’algorithme, on a fait un choix particulier d’une base que l’on ne
précise pas ici.

4.2.4 Calcul des résidus de l’approximant à pôles fixés

En fonction des éléments de la base, les relations d’orthogonalité qui traduisent l’op-
timalité de la fraction

∑
γi/(z − zi), s’écrivent

Re

〈
f −

n∑

i=1

γi
z − zi

,

n∑

i=1

γ
(j)
i

z − zi

〉
= 0, pour tout j = 1 . . . n. (4.23)

Les produits scalaires se réécrivent
〈

n∑

i=1

γ
(j)
i

z − zi
, f

〉
−
〈

n∑

i=1

γi
z − zi

,

n∑

i=1

γ
(j)
i

z − zi

〉
=

n∑

i=1

γ
(j)
i f̃(zi)−

∑

i,k

γiγ
(j)
k

1− zizk
, (4.24)

soit sous forme matricielle,

(
γ
(j)
1 . . . γ

(j)
n

)



f̃(z1)
...

f̃(zn)


−

(
γ
(j)
1 , . . . γ

(j)
n

)
A




γ1
...
γn


 , (4.25)
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avec
A =

( 1

1− zizj

)
1≤i,j≤n

et f̃(z) =
1

z
f(z).

Soit

D =




γ
(1)
1 γ

(2)
1 . . . γ

(n)
1

...
...

...
...

γ
(1)
n γ

(2)
n . . . γ

(n)
n


 .

En considérant tous les indices j, les expressions (4.25) se réécrivent

D
T




f̃(z1)
...

f̃(zn)


−D

T
A




γ1
...
γn




et les équations (4.23) deviennent

Re
(
DTA

)



γr1
...
γrn


+ Im

(
DTA

)



γi1
...
γin


 = Re


DT




f̃(z1)
...

f̃(zn)





 . (4.26)

D’autre part, nous avons d’après (4.21),

Re(B)




γi1
...
γin


+ Im(B)




γr1
...
γrn


 = −Im



g(z1)

...
g(zn)


 .

On obtient finalement

(
Re(DTA) Im(DTA)

Im(B) Re(B)

)




γr1
...
γrn
γi1
...
γin




=




Re


DT




f̃(z1)
...

f̃(zn)







−Im




g(z1)
...

g(zn)







ce qui permet le calcul des résidus γ1, . . . , γn de l’approximant.

4.2.5 Calcul du gradient

Cela nécessite le calcul des dérivées partielles des résidus γj par rapport aux parties
réelles et imaginaires des pôles zk = xk + iyk, qui elles mêmes demandent le calcul des
dérivées des résidus de la base. On ne détaille pas ici les équations qui permettent ces
calculs, et on considère dans la suite ces dérivées comme étant connues. Le gradient est
la dérivée du critère ∥∥∥∥∥f −

n∑

j=1

γj
z − zj

∥∥∥∥∥

2

L2(T)

(4.27)
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par rapport aux composantes des pôles zk = xk + iyk pour k = 1 . . . n. On obtient

∂

∂xk

∥∥∥∥∥f −
n∑

j=1

γj
z − zj

∥∥∥∥∥

2

L2(T)

=
∂

∂xk
< f −

n∑

j=1

γj
z − zj

, f −
n∑

j=1

γj
z − zj

>

= 2Re < −
n∑

j=1

∂γj/∂xk
z − zj

− γk
(z − zk)2

, f −
n∑

j=1

γj
z − zj

>

= −2Re




n∑

j=1

∂γj
∂xk

f̃(zj) + γkf̃
′(zk)−

(
∂γ1
∂xk

· · · ∂γn
∂xk

)
A



γ1
...
γn


− γk

∑

j

γjzj
(1− zjzk)2


 .

On dérive de la même manière par rapport à yk, la partie imaginaire du pôle zk, et on
obtient

∂

∂yk

∥∥∥∥∥f −
n∑

j=1

γj
z − zj

∥∥∥∥∥

2

L2(T)

= −2Re




n∑

j=1

∂γj
∂yk

f̃(zj) + iγkf̃
′(zk)−

(
∂γ1
∂yk

· · · ∂γn
∂yk

)
A



γ1
...
γn


− iγk

∑

j

γjzj
(1− zjzk)2


 .

4.2.6 Calcul du critère

Pour le critère, nous avons

∥∥∥∥∥f −
n∑

j=1

γj
z − zj

∥∥∥∥∥

2

L2(T)

= ‖f‖2L2(T)− 2Re
(
γ1 · · · γn

)


f̃(z1)

...
f̃(zn)


+

(
γ1 · · · γn

)
A



γ1
...
γn


 .

4.3 Résultats numériques

Le programme que nous avons développé sous Matlab contient les modules principaux
suivants :

- Un module qui calcule un certain nombre de coefficients de Fourier positifs et négatifs de
u+ iũ sur T. Dans le cas général des résidus complexes, on utilise les mesures sur le cercle
et la donnée du flux pour calculer ces coefficients. Cependant, dans le cas des résidus réels,
on a besoin uniquement de la partie anti-analytique de u + iũ. Comme, de plus, on ne
considère que des fissures horizontales, on peut calculer directement le développement de
Fourier de la fonction

f(z) =
1

2π

∫

γ

σ(t)

t− z
dt = − 1

2π

∞∑

n=0

(∫

γ

σ(t)tndt

)
z−n−1.
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Dans les expérimentations numériques, on a choisi pour γ un segment d’extrémités γ0 et
γ1, paramétré par t = γ0 + u(γ1 − γ0) avec u ∈ [0, 1]. On a choisi σ(t) = u(1 − u) pour
saut de température au point t du segment correspondant à l’abscisse u, de sorte que le
saut est de signe constant sur la fissure et s’annule sur les extrémités.

- Un module qui calcule le critère et son gradient, soit dans le cas des résidus réels, soit
dans le cas général des résidus complexes.

- Un module qui intègre le gradient pour déterminer les pôles d’une fraction rationnelle
minimisant le critère. Celui-ci appelle un intégrateur prédéfini dans Matlab.
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Figure 4.1 – Approximation de de-
gré 2 avec des résidus réels
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Figure 4.2 – Approximation de de-
gré 3 avec des résidus réels
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Figure 4.3 – Approximation de de-
gré 2 avec des résidus complexes
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Figure 4.4 – Approximation de de-
gré 3 avec des résidus complexes

Sur les Figures 4.1 et 4.2, on cherche à localiser par l’algorithme du gradient une fissure
horizontale avec des fractions à résidus rééls. Avec le choix des positions initiales des
pôles comme sur les figures, on obtient une convergence des pôles vers la fissure. Sur
les Figures 4.3, 4.4 et 4.5, on a considéré une fissure verticale approchée par les pôles
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Figure 4.5 – Approximation de de-
gré 4 avec des résidus complexes
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Figure 4.6 – Approximation de de-
gré 3 avec des résidus complexes

d’une fraction à résidus complexes, toujours à l’aide d’un algorithme de gradient. Avec
les conditions initiales pour les positions des pôles comme sur les dessins, on observe à
nouveau une convergence plus ou moins marquée. Par contre, dans la Figure 4.6, avec une
fissure circulaire, les trois pôles considérés restent loin de cette dernière.

Au vu des résultats numériques obtenus par les algorithmes de gradient, on peut dire que
cette approche n’a pas été totalement satisfaisante. En effet, pour un grand nombre de
positions initiales des pôles, ceux-ci n’ont pas convergé vers la fissure considérée. Cela
semble du à l’existence de nombreux minima locaux qui empêchent la convergence des
pôles vers la fissure. C’est pourquoi nous présentons maintenant une approche un peu
moins ambitieuse, simplement basée sur une discrétisation du disque, en les points de
laquelle on place les pôles des fractions rationnelles. Pour un degré fixé, on sélectionne
la configuration de pôles qui correspond à la valeur minimale du critère, parmi tous les
sous-ensembles possibles de pôles choisis parmi les points de la discrétisation. Pour des
raisons de temps de calcul, on s’est limité à des fractions de degré 2 ou 3.

Sur la Figure 4.7, on considère une fissure horizontale que l’on essaie de localiser à
l’aide de fractions à résidus rééls. On a utilisé une discrétisation avec 181 points disposés
régulièrement dans le disque. On remarque que les 2 pôles obtenus se trouvent en deux
points de la discrétisation très proche de la fissure. La valeur correspondante du critère est
2, 4083.10−3. Une fois ces deux premiers pôles déterminés, on peut refaire une recherche
avec trois pôles dans une région restreinte du disque contenant les deux pôles. Sur la
Figure 4.8, on a donc considéré uniquement le deuxième quart du disque avec un maillage
un peu plus raffiné que le précédent. Là encore, les 3 pôles obtenus sont très près de la
fissure, avec une valeur du critère de 4, 102.10−4. En raffinant encore la zone de recherche,
cette fois dans une bande discrétisée autour des trois pôles que l’on vient de trouver, on
observe que les pôles d’un approximant de degré 4 optimal sont exactement sur la fissure
(notons que sur cet exemple, certains points de la discrétisation sont sur la fissure), cf.
Figure 4.9. La valeur du critère est alors 2, 113.10−5.

Contrairement à la méthode du gradient, cette approche par discrétisation a donnée
de très bons résultats quelque soit la fissure horizontale choisie.
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Par contre, dans le cas de l’approximation avec résidus complexes, la méthode de
discrétisation n’a pas donné de meilleurs résultats que celle du gradient.
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Figure 4.7 – Pôles correspondants à une
fraction à résidus rééls de degré 2 optimale,
suivant une discrétisation du disque
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Figure 4.9 – Pôles correspondants à une
fraction à résidus rééls de degré 4, optimale,
dans une bande discrétisée

Pour terminer, on peut encore mentionner une voie différente, qui n’a pas été explorée,
et qui serait de considérer des approximants de la fonction f obtenus en discrétisant par
morceaux le saut de la température le long de la fissure. Plus pécisément, en supposant
que les extrémités de la fissure sont connues (on peut par exemple utiliser l’approche
méromorphe pour déterminer les extrémités), on pourrait considèrer des approximants de
la forme

N∑

j=1

∫ zj+1

zj

cj
z − t

dt =
N∑

j=1

cj
log(z − zj+1)

log(z − zj)
,

où les cj et les zj seraient les paramètres à optimiser.
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Chapitre 5

Majoration de l’aire d’une cavité à l’aide
d’estimées de croissance dans l’espace de
Hardy-Sobolev de la couronne

Nous présentons dans ce chapitre un résultat de croissance de fonctions dans l’espace
de Hardy-Sobolev Hm,2(Gs) de la couronne. Nous appliquons ce résultat pour l’étude du
problème inverse de l’estimation de l’aire d’une cavité dans un domaine plan borné à partir
de la différence de potentiels électriques mesurés sur le bord du domaine, dans le cas où
le domaine contient une cavité et dans le cas où le domaine est sain. Dans un registre
différent, nous appliquons également ce résultat pour l’estimation du taux de convergence
d’un schéma d’interpolation particulier dans H1,2(Gs).
Ce chapitre fait l’objet de l’article [81], paru dans Journal of Mathematical Analysis and
Applications.

5.1 Introduction

Soient 0 ≤ k < m deux entiers et g une fonction de l’espace de Hardy-Sobolev
Hm,2(Gs). Il est prouvé dans [73] que la norme de Sobolev de degré k de g sur le cercle
intérieur sT de la couronne Gs est contrôlée par la norme correspondante prise sur la
frontière extérieure T. Une telle estimation a été utilisée dans [42, 73] pour obtenir un
résultat de stabilité d’un problème inverse relié à l’identification du coefficient de Robin
dans la couronne.
Nous donnons ici une version de cette relation, où nous faisons explicite la dépendance
par rapport au rayon s de la couronne.

Théorème 5.1.1 Soient 0 ≤ k < m deux entiers. On suppose que g est une fonction de
l’espace de Hardy-Sobolev Hm,2(Gs), et ‖g‖W k,2(T) ≤ 1. Alors, nous avons

‖g‖W k,2(sT) ≤
(

2

e log(1/‖g‖W k,2(T))

)(m−k) [
(es| log s|)m−k‖g‖Wm,2(sT) + (m− k)m−k] .

(5.1)
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De l’inégalité précédente suit l’inégalité suivante qui est indépendante de s

‖g‖W k,2(sT) ≤
(

2

e log(1/‖g‖W k,2(T))

)(m−k) [
‖g‖Wm,2(sT) + (m− k)m−k] . (5.2)

En fait, les auteurs de [73] dérivent leurs résultats dans le cas général des espaces de Hardy
pondérés, voir [73, Proposition 7]. Notons aussi que ce type de résultat est une extension
au cas doublement connexe de l’estimation établie dans [26] pour un sous ensemble du
bord du disque D.

Dans le paragraphe 5.2, nous donnons la preuve du Théorème 5.1.1.
Nous étudions dans le paragraphe 5.3, le problème inverse de l’estimation de l’aire

d’une cavité à partir des mesures électrostatiques sur le bord d’un domaine plan. Plus
précisément, nous prouvons une majoration de l’aire sous certaines hypothèses a-priori
de régularité concernant la transformation conforme qui envoie le domaine étudié sur
la couronne, voir Théorème 5.3.8. La preuve est basée sur l’utilisation des applications
conformes et l’estimation de croissance dans l’espace de Hardy-Sobolev de la couronne,
établie précédemment.

Dans le Paragraphe 5.4, nous considérons une suite d’interpolation minimale (fn)n≥0

de fonctions dans H1,2(Gs) d’une fonction donnée f. Nous montrons que le schéma d’in-
terpolation est convergent avec un taux de convergence inversement proportionnel au
logarithme de la distance maximale entre les points de T et les points du schéma d’inter-
polation, voir Théorème 5.4.3.

5.2 Estimations de croissance dans l’espace de
Hardy-Sobolev de la couronne

Dans ce paragraphe, nous donnons la preuve du Théorème 5.1.1 .
Preuve : Nous suivons le schéma de preuve de [73, Proposition 7]. Nous voulons estimer

‖g‖2W k,2(sT) =
∑

n<−N
µk,ns

2n|gn|2 +
∑

n=−N+1

µk,ns
2n|gn|2 = σ1 + σ2.

D’une part, nous avons

σ1 ≤ sup
n≤−N

( µk,n
µm,n

)
‖g‖2Wm,2(sT),

et au vu de la Définition 1.6 de µm,n donnée dans le chapitre de rappels :

µk,n
µm,n

≤ s2(m−k)

(n− k)2 . . . (n−m+ 1)2
≤ s2(m−k)

(N + k)2(m−k) ,

où la dernière inégalité est vraie dès que 0 < N + k. Ainsi

σ1 ≤
s2(m−k)

(N + k)2(m−k)‖g‖
2
W k,2(sT). (5.3)
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D’autre part, d’après la Définition 1.6, nous voyons immédiatement que µk,n ≤ s−2kwk,n.
Ainsi

σ2 ≤
∞∑

n=−N+1

s−2(N+k−1)wk,n|gn|2 ≤ s−2(N+k−1)ǫ2. (5.4)

Nous choisissons N + k = 1 + ⌊log ǫ/2 log s⌋ > 0. Alors , de (5.3), (5.4), et des inégalités

log ǫ

2 log s
≤ N + k ≤ 1 +

log ǫ

2 log s
.

découle l’inégalité suivante

‖g‖2W k,2(sT)

≤ 1

(log ‖g‖W k,2(sT))2(m−k)

[
(2s log s)2(m−k)‖g‖2W k,2(sT) + ‖g‖W k,2(sT)(log ‖g‖W k,2(sT))

2(m−k)
]
.

(5.5)

En utilisant le fait que x log |x|n ≤ (n/e)n, pour x ∈ [0, 1], nous déduisons que

‖g‖2W k,2(sT) ≤
1

(log ǫ)2(m−k)

[(
2

e

)2(m−k)
‖g‖2Wm,2(sT) +

(
2(m− k)

e

)2(m−k)
]
.

et l’inégalité (5.1) s’obtient en prenant la racine carrée. Finalement, en utilisant le fait
que s| log s| < 1, pour s ∈ [0, 1], nous obtenons (5.2). �

5.3 Estimation de l’aire d’une cavité à partir de
mesures au bord

Nous considérons un ouvert simplement connexe borné Ω de R2, de bord Γ, contenant
une cavité qui occupe un domaine D simplement connexe à bord γ ⊂ Ω. Du point de
vue physique, on suppose que Ω est un conducteur électrique, de conductivité constante
égale à 1 et D est parfaitement isolante ( de conductivité 0). Notre but est de donner une
estimation de la taille de la cavité D à partir de la comparaison des mesures sur le bord,
dans le cas sain (sans cavité) et dans le cas où la cavité est présente. La procédure consiste
à imposer un même flux de courant de densité ϕ sur le bord Γ dans les deux cas et de
mesurer les potentiels ũ(cas sain) et u(cas avec cavité) correspondantes. Les situations
sont modélisées par les problèmes de Neumann suivants

PN





∆u = 0 dans Ω \ D
∂u
∂n

= ϕ sur Γ
∂u
∂n

= 0 sur γ.
(5.6)

PN,S
{

∆ũ = 0 dans Ω
∂ũ
∂n

= ϕ sur Γ
(5.7)
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où n est la normale unitaire sortante à Γ. On suppose que les bords Γ, et γ sont de classe
Cm+1,α, avec m ≥ 0, 0 < α < 1, et le flux ϕ est de classe Cm,α sur Γ. Pour que les
solutions des problèmes (5.6) et (5.7) existent, on suppose que le flux ϕ vérifie la condition
de compatibilité ∫

Γ

ϕ(z)ds(z) = 0. (5.8)

Dans ce cas les solutions existent à une constante additive près. Pour avoir l’unicité, nous
imposons les conditions de normalisation

∫

Γ

u(z)ds(z) = 0,

∫

Γ

ũ(z)ds(z) = 0.

Des résultats classiques montrent que les solutions u et ũ sont de classes Cm+1,α dans
Ω \D, voir [4].
Considérons maintenant le problème inverse géométrique de la détection la cavité. Concer-
nant l’identifiabilité, sous certaines hypothèses de régularité du bord γ, une seule mesure
u|Γ suffit pour déterminer la cavité D voir [11, 6, 48]. Notons que dans le cas des fissures,
une seule mesure ne suffit pas, il faut au moins deux mesures, voir[58]. Pour la stabilité,
il y a seulement un résultat de stabilité logaritmique, voir [11].

Nous nous intéressons à donner des informations sur la taille de la cavité. Plusieurs
études ont déjà été consacrées à cette question. Dans les travaux de Alessandrini, Morassi
et Rosset [7], nous trouvons une majoration et minoration de la taille de la cavité en terme
de " normalised power gap". Dans [14] les mêmes types d’estimations ont été obtenu dans
le cas où l’inclusion D est de conductivité k non nulle. Dans le cas de l’élasticité, l’esti-
mation de la taille d’une cavité à été aussi étudiée, cf. [8, 64] . Pour plus de détail sur ces
estimations, le lecteur peut consulter [9]
Une estimation de la norme, analogue à celle que nous allons utiliser, a déjà été utilisée
dans [42, 73] pour obtenir un résultat de stabilité du problème inverse d’identification de
coefficient de Robin dans la couronne.
Pour utiliser nos estimées de normes, nous avons besoin de l’application conforme ψ de
la couronne Gs = D \ sD, 0 < s < 1 vers le domaine Ω \D. Le nombre s est déterminé
d’une manière unique par Ω \D. C’est l’inverse du rayon conforme de Ω \D.
Un résultat de Warschawski [88, Théorèmes 3.5 et 3.6], affirme que l’application conforme
de D sur un domaine à bord une courbe de Jordan de classe Cm+1,α, m ≥ 0, 0 < α < 1,
admet des dérivées jusqu’à l’ordre m+ 1 avec des extensions continues sur D. La dérivée
premiere de cette transformation conforme ne s’annule pas sur le cercle T. En raisonnant
comme dans la preuve de [29, Proposition 4.2], on peut étendre le résultat de Warschawski
au cas de la couronne Gs. Cela implique en particulier que le module de la dérivée de l’ap-
plication conforme ψ est borné supérieurement et inférieurement sur Gs.
Dans cette étude, nous nous limitons au cas de domaines où les modules des dérivées
de l’application conforme sont bornés par des constantes absolues. Par conséquent, pour
m ≥ 0 et 0 < λ < Λ, nous introduisons la classe des domaines admissible Ω \ D qui
vérifient les propriétés suivantes :

H(m, λ,Λ) : toute transformation conforme ψ de la couronne Gs vers Ω \ D, où
1/s > 1 est le rayon conforme de Ω \D, transformant le bord extérieur T de Gs vers le
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bord extérieur Γ de Ω \D, vérifie

λ ≤ |ψ′(z)| ≤ Λ, z ∈ Gs. (5.9)

De plus, si m ≥ 1, l’application ψ vérifie aussi

|ψ(l)(z)| ≤ Λ, z ∈ Gs, 2 ≤ l ≤ m+ 1. (5.10)

Notons que si les conditions (5.9), (5.10) sont vérifiées pour une telle application conforme,
alors elles seront vérifiées pour toute application conforme de Gs vers Ω \D qui préserve
les bords extérieurs. C’est une conséquence du fait que les automorphismes de Gs qui
préservent le cercle unité T sont les rotations.
La propriété H(m, λ,Λ) signifie que la distorsion de l’application conforme ψ est contrô-
lée par les deux constantes λ et Λ. Nous ne connaissons pas de caractérisation géo-
métrique de cette propriété. La seule référence [100] que nous connaissons, et qui ne
donne qu’un résultat très partiel dans le cas simplement connexe, est que les quantités
|f ′(z)−1|, |f ′′(z)|, |f (p)(z)(z)|, p > 1, sont bornées, moyennant des hypothèses de régularité
convenable sur ρ(φ) de l’application conforme f qui transforme le disque unité vers un
domaine circulaire légèrement perturbé : c’est à dire l’intérieur d’une courbe de Jordan C
d’équation ρ = ρ(φ)(0 ≤ φ ≤ 2π) avec 1 ≤ ρ(φ) ≤ 1 + ε. Il serait donc intéressant d’avoir
un résultat similaire dans le cas doublement connexe.

Dans tout ce qui suit , on suppose que le flux est généré par deux électrodes, appliquées
sur deux parties du bord Γ. Nous considérons donc deux fonctions positives η1 et η2 de
classes Cm,α(Γ) à supports disjoints Γ1 et Γ2 de Γ, avec

∫

Γj

ηj = 1, pour j = 1, 2. (5.11)

La densité du flux ϕ sur Γ est donnée par

ϕ = η1 − η2, (5.12)

en particulier, le flux total à travers Γ est nul.

5.3.1 Existence et régularité de la solution du problème de Neu-

mann

En se référant au livre de G. Chen et J. Zhou [47], nous avons les théorèmes suivants :

Théorème 5.3.1 [47, Thm 6.7.1 p 253] Soit Ω un ouvert borné de Rn, n ≥ 2, à bord
C∞, alors le problème de Neumann





∆u = f ∈ Hr(Ω), r ≥ 1

∂u
∂n

= g ∈ Hs(∂Ω), s ∈ R
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admet une solution faible u ∈ Hα(Ω), avec α = min(r + 2, s+ 3
2
), si et seulement si

∫

∂Ω

g ds =

∫

Ω

f dx.

Remarque 5.3.2 Le Théorème 5.3.1 assure l’existence d’une solution faible du problème
PN pour f = 0, s = 0 et α = 3

2
, c’est à dire il existe u ∈ H

3
2 (Ω \K) tel que

∫

Ω\K
∇u.∇vdx =

∫

∂Ω

Φv ds(x) pour tout v ∈ D(Ω \K).

Théorème 5.3.3 [47, Thm 2.1.3 p 30] Soit Ω un ouvert borné de Rn, n ≥ 2 à bord C∞.
Si s = n

2
+ k + α avec k ∈ Z+ et 0 < α < 1, alors l’injection

Hs(Ω) →֒ Ck,α(Ω) est continue .

En particulier si n = 2, k = 0 et α = 1
2
, l’injection

H
3
2 (Ω) →֒ C0,β(Ω) avec 0 < β ≤ 1

2
, est continue .

On en conclut donc que la solution du problème de Neumann appartient à C0,β(Ω) avec 0 <
β ≤ 1

2
. Nous allons démontrer que les solutions u et ũ sont en fait harmoniques.

En se référant à [50], nous avons la proposition et le corollaire suivants :

Proposition 5.3.4 [50, Proposition 10, p 294] Soient B = B(x0, r0) et uk une suite de
fonctions harmoniques sur B et continues sur B. Supposons que uk converge uniformément
sur ∂B lorsque k → ∞. Alors uk converge uniformément sur B, ses dérivées convergent
uniformément sur tout compact de B et sa limite est harmonique.

Corollaire 5.3.5 [50, Corollaire 7, p 294] Toute fonction continue solution au sens des
distributions de l’équation de Laplace sur un ouvert Ω de Rn, est harmonique sur cet
ouvert.

preuve : Soit D(Ω) l’espace de fonctions de classes C∞ à supports compacts et u ∈
C(Ω). On a u est une solution faible de l’équation de laplace,

donc
∫

Ω

∆uξdx = 0 =

∫

Ω

u∆ξdx pour tout ξ ∈ D(Ω).

Il suffit de montrer que u est harmonique sur tout ouvert borné Ω′ avec Ω′ ⊂ Ω. Fixons
un tel ouvert Ω′ et considérons 0 < r0 <dist(Ω′, ∂Ω). Nous régularisons u par convolution,
c’est à dire que nous nous donnons

ρ ∈ D(Ω) avec ρ ≥ 0,

∫

Ω′

ρdx = 1 et supp(ρ) ⊂ B(0, r0).
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On pose pour tout k ≥ 1, ρk = knρ(kx) de telle sorte que ρk ∈ D(Rn)

ρk ≥ 0,

∫

Ω′

ρkdx = 1 et supp(ρk) ⊂ B(0,
r0
k
)

on pose alors uk = u ∗ ρk, c’est à dire :

uk(x) =

∫

Ω′

u(y)ρk(x− y)dy =

∫

Ω′

u(x− y)ρk(y)dy

qui est bien défini pour tout x ∈ Ω′. On a uk ∈ C2(Ω′), et par hypothèse nous avons

∆uk(x) =

∫

Ω′

u(y)∆ρk(x− y)dy = 0 pour tout x ∈ Ω.

Donc la suite uk est harmonique sur Ω′. D’autre part,

|uk(x)− u(x)| = |
∫

Ω′

(u(x− y)− u(x))ρk(y)dy| ≤ max
|y|≤ r0

k

|u(x− y)− u(x)|,

ce qui prouve que uk converge uniformément vers u sur Ω′. D’après la proposition 5.3.4,
on en déduit que u est harmonique dans Ω \D. On montre de la même manière que ũ est
harmonique dans Ω. �

D’après les conditions imposées sur le flux, la solution u, respectivement ũ, admet une
conjuguée harmonique v (respectivement ṽ) monovaluée dans le même domaine. Si on
note par

f(z) = u(z) + iv(z), f̃(z) = ũ(z) + iṽ(z), (5.13)

alors f ( respectivement f̃) est analytique sur Ω \D (respectivement sur Ω.)
D’après les conditions de régularité sur le bord Γ et le flux ϕ, on sait que ũ ∈ C1,α(Γ).
Donc ∂ṽ/∂s = ∂ũ/∂n = ϕ ∈ C0,α. Ainsi ṽ ∈ C1,α(Γ), ce qui montre en particulier que
f̃(Γ) est de classe C1,α.

5.3.2 Résultats préliminaires

Nous rappelons dans ce paragraphe, quelques résultats qui seront utiles pour la suite.

Théorème 5.3.6 (Rado, 1930) Si h est une fonction harmonique dans D, continue sur
D et si z0 est un point critique de h dans D, alors h admet au moins quatre zéros distincts
sur le cercle T.

Preuve Si h ≡ 0, le théorème est vrai. Supposons que h est non identiquement nulle. On
pose g(z) = h(z)− h(z0) + ih̃(z), avec h̃ le conjugué harmonique de h. La fonction g est
analytique, et comme h est non identiquement nulle, alors il existe n ≥ 2, tel que

g(z) = Cn(z − z0)
n + Cn+1(z − z0)

n+1 + · · · , avec Cn 6= 0.

Donc au voisinage de z0 nous avons

g(z) = Cn(z − z0)
n + ◦(|z − z0|n).
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On pose z − z0 = reiθ, donc

g(z) = Cnr
neinθ + ◦(rn).

D’autre part

h(z)− h(z0) = ℜ(g(z)) = Cr
nr

n cos(nθ)− C i
nr

n sin(nθ) + ◦(rn), avec Cn = Cr
n + iC i

n

=
√
(Cr

n)
2 + (C i

n)
2rn sin(nθ + θ′) + ◦(rn).

Lorsque θ parcourt [0, 2π], h(z)−h(z0) s’annule de 2n fois. Les n arcs divisent le voisinage
de z0 en 2n secteurs C+

1 , C
−
1 , · · · , C+

n , C
−
n . La notation indique que h est alternativement

positive et négative dans ces secteurs. Considérons l’ensemble

A =
{
z ∈ D : h(z) > h(z0)

}
,

A est formé de n composante connexe G+
1 , · · · , G+

n , dans lesquelles se trouvent respective-
ment les secteurs C+

1 , · · · , C+
n .Considérons pour l’instant la composante connexeG+

1 . Pour
tout point du bord de G+

1 intérieur au cercle unité, h ≡ 0. Puisque h est strictement positif
à l’intérieur de G+

1 , nécessairement le bord de G+
1 touche le cercle T. On applique le même

raisonnement à G−
1 , · · · , G+

n , G
−
n , nous nous trouvons des points P+

1 , P
−
1 , · · · , P+

n , P
−
n , vé-

rifions les propriétés suivantes :
a) P+

1 , P
−
1 , · · · , P+

n , P
−
n , sont respectivement des points au bord de G+

1 , G
−
1 · · · , G+

n , G
−
n ,

b)P+
1 , P

−
1 , · · · , P+

n , P
−
n , sont sur le cercle T,

c) h(P+
i ) > 0 et h(P−

i ) < 0 pour tout i = 1 · · ·n.
Donc nous voyons que h change de signes au moins 2n ≥ 4 fois sur T. �

Proposition 5.3.7 Soit Ω un ouvert connexe borné à bord une courbe de Jordan de classe
Cm,α, m ≥ 1, et 0 < α < 1 et soit D ⊂ Ω un ouvert connexe de même régularité que Ω.
Soit f la transformation conforme de Ω \D vers la couronne A = {z; 1 < |z| < R}. Alors
f ∈ Cm,α(Ω \D), de plus f est un homéomorphisme de Ω \D dans A.

Preuve : On désigne par ψ1 la transformation conforme de Ω vers le disque unité. D’après
le Théorème 1.5.10, ψ1 ∈ Cm,α(Ω) et par le Théorème 1.5.9, on en déduit que ψ1 est un
homéomorphisme de Ω dans D. Nous notons par D′ := ψ1(D). Considérons l’application
conforme ψ2 de Ĉ \ D′ vers Ĉ \ D, avec ψ2(∞) = ∞. D’après le Théorème 1.5.9, ψ−1

2

est un homéomorphisme de Ĉ \ D, dans Ĉ \ D′. En utilisant le Théorème 1.5.10, nous
déduisons que ψ−1

2 ∈ Cm,α(Ĉ \ D). L’application ψ3 = ψ2 ◦ ψ1 transforme conformément
Ω \ D vers l’anneau A′, de bord externe C = ψ2(T) et de bord interne T. Comme ψ1 :

Ω → D est homéomorphisme, et ψ2 : Ĉ \ D′ → Ĉ \ D est aussi un homéomorphisme,
donc ψ3 : Ω \ D → A′ est un homéomorphsime, de plus d’après les régularités de ψ1 et
ψ2, l’application ψ3 est de classe Cm,α(Ω \D). Finalement, soit ψ4, l’application conforme
de A′ vers la couronne A = {z; 1 < |z| < R}; l’existence d’une telle application est bien
connue voir [94]. En se reférant à [29], ψ4 s’étend en un homéomorphisme de A′ → A, via
la transformation

ψ4(z) =
1

ψ4

(
1
z̄

) ,
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l’application ψ4 s’étend analytiquement et injectivement à travers le cercle T. De la même
manière ψ5(z) = ψ4 ◦ψ2 (cf. Figure 5.1) s’étend analytiquement et injectivement à travers
le cercle T, via

ψ5 =
R2

ψ5

(
1
z̄

) ,

donc ψ5 est de classe Cm,α(D \D′). D’après le Théorème 1.5.10, f̃ ′ admet une extension

Figure 5.1 – Transformations des domaines par des applications conformes.

continue non nulle sur Ω. �

5.3.3 Enoncé du théorème

Soit f̃ la fonction définie en (5.13). On pose

mf̃ ′ = inf
z∈Ω

|f̃ ′(z)|, Mf̃ ′ = sup
z∈Ω

|f̃ ′(z)|, (5.14)

nous avons donc 0 < mf̃ ′ < Mf̃ ′ . Notons que les deux paramètres mf̃ ′ et Mf̃ ′ ne dépendent
que du domaine sain et peuvent être déterminés à partir des données au bord du domaine,
car le Théorème 1.5.10 affirme que

f̃ ′(z) = lim
ζ→z

f̃(z)− f̃(ζ)

z − ζ
lorsque ζ → z, z, ζ ∈ Γ, (5.15)

et f̃ est connue sur Γ. En particulier, du point de vue numérique la formule (5.15) peut
être utilisée pour estimer numériquement mf̃ ′ et Mf̃ ′ . Dans la suite nous notons par |A| la
mesure de Lebesgue d’un sous ensemble mesurable du plan. Il est raisonnable d’un point
de vue pratique de supposer que l’aire de la cavité D n’est pas très grande par rapport à
l’aire de Ω. On admet donc qu’il existe une constante ρ < 1 telle que |D|/|Ω| ≤ ρ.
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Théorème 5.3.8 Considérons le domaine admissible Ω\D vérifiant la propriété H(m, λ,Λ).
On suppose que la différence de potentiels u et ũ vérifie

σ := ‖u− ũ‖2,Γ/
√
λ < 1.

Alors, si m = 1, on a

|D| ≤ C1

| log σ| , (5.16)

et si m > 1, on a

|D| ≤ sup
0<δ<1

min

(
Cm

δm−1| log σ|m , δ
2|Ω|

)
. (5.17)

Dans (5.16)-(5.17), la constante Cm, m ≥ 1, est donnée explicitement par

Cm =

√
2πΛ

λ

Mf̃ ′

m2
f̃ ′

(
2

e

)m(
2mπλ2(1 + Λ)m− 1

2

|Ω|(1− ρ)

(
Λ

λ

)2m

C ′
m‖ϕ‖Wm−1,2(Γ) +mm

)
,

où C ′
m est une constante qui dépend seulement de m (e.g. C ′

1 = 1, C ′
2 =

√
5/2).

5.3.4 Preuve du Théorème 5.3.8

Étape 1 : Construction d’une application conforme et utilisation de la formule
de Green
Nous considérons la fonction harmonique ũ dans Ω qui représente le potentiel électrique
associé au flux de courant ϕ dans Γ. Elle admet une conjuguée harmonique ṽ définie à
une constante additive près, qui est obtenue, en intégrant le flux sur le bord Γ.

Lemme 5.3.9 Avec le flux donné par (5.11) et (5.12) , la fonction holomorphe f̃(z) =
ũ(z) + iṽ(z) définit une application conforme de Ω dans Ω0 := f̃(Ω).

Un tel lemme est déjà apparu dans plusieurs travaux sur les problèmes inverses et a été
étendu à des situations plus générales. Le lecteur peut consulter par exemple [10].

Preuve Le théorème de Rado affirme que si h est une fonction harmonique dans le disque
D, continue sur le bord T et s’il admet un point critique z0 dans D, alors h atteint la
valeur h(z0) au moins quatre fois sur le bord du disque D. Puisque ṽ n’est pas constante,
d’après le principe du maximum

inf
Ω
ṽ(z) < ṽ(z) < sup

Ω

ṽ(z).

Comme les valeurs de ṽ dans Ω sont prises exactement deux fois sur le bord Γ, on dé-
duit du théorème de Rado appliqué à ṽ (ce qui est possible en considérant l’application
conforme de Riemann du disque D au domaine simplement connexe Ω ) que ṽ n’a pas de
point critique dans Ω. Donc pour un point z0 dans Ω, il passe une seule ligne de niveau, qui
touche le bord en deux points distincts. Sur la ligne de niveau, la dérivée ∂ũ/∂s = ∂ṽ/∂n,
ne s’annule pas, donc est de signe constant. Par conséquent, ũ est injective sur la ligne
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de niveau. D’autre part, deux lignes de niveau de ṽ ne peuvent correspondre qu’à des
valeurs différentes de ṽ, sinon ṽ serait constante sur le domaine limité par les deux lignes,
donc constante aussi dans Ω. On en déduit que f̃ est injective et constitue une application
conforme de Ω sur Ω0. �

Nous considérons maintenant l’image D0 de la cavité D par f̃ . L’aire de D, vérifie l’in-
égalité suivante

|D| =
∫

D

dxdy =

∫

D0

|(f̃−1)′(z)|2dxdy ≤ 1

minz∈D |f̃ ′(z)|2

∫

D0

dxdy ≤ 1

m2
f̃

∫

D0

dxdy.

Considérons la fonction harmonique ṽ0 dans D0 telle que ṽ0 = ṽ◦f̃−1. D’après la définition
de f̃ , nous avons ṽ0(z) = y, où z = x+ iy. Par application de la formule de Green sur D0,
nous obtenons ∫

D0

dxdy =

∫

∂D0

ṽ0(z)
∂ṽ0
∂n

(z)ds.

Soit v0 = v ◦ f̃−1, avec v le conjugué harmonique de u dans Ω\D. Puisque la cavité D est
isolante, v est constante sur ∂D, et nous pouvons choisir cette constante. Nous supposons
que v = 0 sur ∂D, c’est équivalent à v0 = 0 sur ∂D0. Ainsi la dernière intégrale se réécrit

∫

∂D0

(ṽ0 − v0)(z)
∂ṽ0
∂n

(z)ds ≤
∫

∂D0

|(ṽ0 − v0)(z)|ds ≤Mf̃ ′

∫

γ

|(ṽ − v)(z)|ds.

D’après l’inégalité de Schwarz,
∫

γ

|(ṽ − v)(z)|ds ≤ length(γ)1/2‖ṽ − v‖L2(γ) ≤ length(γ)1/2‖f̃ − f‖L2(γ),

où f = u+ iv dans Ω \D. Nous obtenons finalement l’inégalité suivante,

|D| ≤ length(γ)1/2
Mf̃ ′

m2
f̃ ′

‖f̃ − f‖L2(γ) ≤
(2π
λ

)1/2Mf̃ ′

mf̃ ′
‖f̃ − f‖L2(γ), (5.18)

où la dernière inégalité provient du fait que
∫

γ

ds =

∫

sT

|(ψ−1)′(s)|ds ≤ 2πs

λ
≤ 2π

λ
.

Etape 2 : Utilisation de l’inégalité de la norme dans l’espace de Hardy-Sobolev
Hm,2(Gs) de la couronne
Comme expliqué dans l’introduction, pour utiliser le résultat du Paragraphe 5.2, nous
avons besoin de transformer le problème original dans la couronne Gs, où s est le rayon
conforme du domaine Ω \D. Nous définissons dans Gs les fonctions suivantes

ũ1 = ũ ◦ ψ, f̃1 = f̃ ◦ ψ, u1 = u ◦ ψ, f1 = f ◦ ψ,
qui sont obtenues à partir des fonctions u, ũ, f et f̃ composées avec la transformation ψ−1.
Puisque ũ est solution du problème (5.7), la fonction ũ1 satisfait

∆ũ1(ζ) = 0, ζ ∈ D,
∂ũ1
∂n

(ζ) = ϕ1(ζ) := (ϕ ◦ ψ)(ζ)|ψ′(ζ)|, ζ ∈ T. (5.19)
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De même, puisque u est solution de (5.6), la fonction u1 est solution dans Gs du problème,




∆u1(ζ) = 0, ζ ∈ Gs,

∂u1
∂n

(ζ) = ϕ1(ζ), ζ ∈ T,

∂u1
∂n

(ζ) = 0, ζ ∈ sT.

(5.20)

Soit
ϕ1(e

iθ) =
∑

k 6=0

αke
ikθ ∈ Wm−1,2(T),

la série de Fourier de ϕ1 sur T. Dans le disque D ou la couronne Gs, on peut donner
des formules explicites pour les solutions de (5.19) et (5.20). Pour se faire, on se place en
coordonnées polaires, c’est à dire x = r cos θ, y = r sin θ, s ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π et on
cherche le potentiel sous la forme u1(r, θ) = ur(r)uθ(θ).

Dans Gs le potentiel vérifie ∆u1(ζ) = 0, ζ ∈ Gs, soit en coordonnées polaires :

∂2u1
∂r2

+
1

r

∂u1
∂r

+
1

r2
∂2u1
∂θ2

= 0. (5.21)

L’équation de Laplace s’écrit donc

1

rur(r)

d

dr

(
r
dur(r)

dr

)
+

1

r2uθ(θ)

(d2uθ(θ)
dθ2

)
= 0,

ou encore
r

ur(r)

d

dr

(
r
dur(r)

dr

)
= − 1

uθ(θ)

(d2uθ(θ)
dθ2

)
. (5.22)

On pose
uθ(θ) =

∑

k∈Z
γke

ikθ.

Chaque terme ur(r)γkeikθ, vérifie l’équation (5.21), ce qui donne d’après (5.22)

r

ur(r)

d

dr

(
r
dur(r)

dr

)
= k2. (5.23)

On cherche une solution de la forme rn, si on remplace dans (5.23), on trouve n2 = k2.
Premier cas, k 6= 0 : Une solution de (5.23) est de la forme

akr
k + bkr

−k

Deuxième cas, k = 0 : Nous avons d’après (5.22), d
dr

(
r dur(r)

dr

)
= 0, ce qui donne que

dur(r)

dr
=
b0
r
.

On a donc comme solution a0 + b0 log r, et la solution générale est de la forme

u1(r, θ) = a0 + b0 log r +
∑

k 6=0

(
akr

k + bkr
−k
)
eikθ.
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On refait la même chose pour ũ1 dans le disque D. Pour que ũ1 se prolonge par continuité
en zéros il faut que b0 = 0, {ak = 0, k < 0} et {bk = 0, k > 0}. La solution formelle
est de la forme

ũ1(r, θ) = a0 +
∑

k>0

akr
keikθ +

∑

k<0

bkr
−keikθ

Prise en compte des conditions aux limites : D’après les conditions imposées sur
ϕ1, nous avons

∂ũ1(1, θ)

∂r
=
∑

k>0

kake
ikθ −

∑

k<0

kbke
ikθ =

∑

k 6=0

αke
ikθ.

En tenant compte de la condition de normalisation, nous obtenons

ũ1(r, θ) =
∑

k 6=0

sign(k)
αk
k
r|k|eikθ. (5.24)

Nous avons aussi, pour le cas de la couronne,

∂u1(1, θ)

∂r
=
∑

k 6=0

k(ak − bk)e
ikθ =

∑

k 6=0

αke
ikθ

et
∂u1(s, θ)

∂r
=
∑

k 6=0

k(aks
k−1 − bks

−k−1)eikθ = 0.

On a donc le système suivant :
{
ak − bk =

αk

k

aks
k + bks

−k = 0

On déduit de ce qui précède que

u1(r, θ) =
∑

k 6=0

αk
k(1− s2k)

(
rk +

s2k

rk

)
eikθ. (5.25)

Déterminations des Conjuguées harmoniques : D’après la condition imposée sur
le flux les conjuguées harmoniques v1, ṽ1 des fonctions harmoniques u1 et ṽ1 existent, et
nous avons

ũ1(r, θ) = −
∑

k<0

αk
k
r−k(cos(−kθ)− i sin(−kθ)) +

∑

k>0

αk
k
rk(cos kθ + i sin kθ),

donc sa conjugué harmonique est donnée par

ṽ1(r, θ) = −
∑

k<0

αk
k
r−k(sin(−kθ) + i cos(−kθ)) +

∑

k>0

αk
k
rk(sin kθ − i cos kθ).

De même pour

u1 =
∑

k 6=0

αk
k(1− s2k)

rk(cos kθ + i sin kθ) +
∑

k>0

αks
2k

k(1− s2k)
r−k(cos(kθ) + i sin(kθ))

+
∑

k<0

αks
2k

k(1− s2k)
r−k(cos(−kθ)− i sin(−kθ))
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sa conjugué est donnée par

v1 =
∑

k 6=0

αk
k(1− s2k)

rk(sin kθ − i cos kθ) +
∑

k>0

αks
2k

k(1− s2k)
r−k(− sin(kθ) + i cos(kθ))

+
∑

k<0

αks
2k

k(1− s2k)
r−k(sin(−kθ) + i cos(−kθ)).

D’après les expressions précédentes, nous avons finalement

f̃1(z) = ũ1(z) + iṽ1(z) = 2
∑

k>0

αk
k
zk,

f1(z) = u1(z) + iv1(z) = 2
∑

k 6=0

αk
k(1− s2k)

zk, avec z = reiθ.

Nous déduisons donc, la série de f1 − f̃1

(f1 − f̃1)(z) = 2
∑

k<0

αk
k(1− s2k)

zk + 2
∑

k>0

αks
2k

k(1− s2k)
zk = 2

∑

k>0

αks
2k

k(1− s2k)

(
αkz

k +
αk
zk

)
.

Donc la norme L2(sT) de f1 − f̃1 vérifie l’inégalité suivante

‖f1 − f̃1‖2L2(sT) ≤
4s2

(1− s2)2
‖ϕ1‖2L2(T). (5.26)

Pour les dérivées d’ordre supérieur, nous avons

(f1−f̃1)(l+1)(z) = 2
∑

k<0

k(k−1) . . . (k−l) αk
k(1 − s2k)

zk−l−1+2
∑

k≥l+1

k(k−1) . . . (k−l) αks
2k

k(1− s2k)
zk−l−1,

d’où l’on peut vérifier que :

‖f1 − f̃1)
(l+1)‖2L2(sT) ≤

4

s2l(1− s2)2
(l + 1)2‖ϕ(l)

1 ‖2L2(T), l ≥ 0.

D’après (5.26) et l’inégalité précédente, pour l = 0, ..., m − 1, nous obtenons l’inégalité
suivante

‖f1 − f̃1‖2Wm,2(sT) ≤
4m2

s2m−2(1− s2)2
‖ϕ1‖2Wm−1,2(T). (5.27)

Notons que cette inégalité dans la couronne est un exemple explicite de résultats de
régularité vérifiés par les équations linéaires elliptiques dans des domaines plus généraux,
voir [59, chapitre 8] ou [101, Chapitre 5].
Maintenant nous estimons ‖f1 − f̃1‖L2(sT), par rapport à ‖f1 − f̃1‖L2(T) en appliquant la
Proposition 5.2 dans l’espace de Hardy-Sobolev Hm,2(Gs). On choisit k = 0, et on suppose
que

ǫ1 := ‖f1 − f̃1‖L2(T) ≤ 1, (5.28)
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nous obtenons d’après (5.2),(5.27) et le fait que es| log s| < 1, s ∈ [0, 1] que

‖f1 − f̃1‖L2(sT) ≤
(

2

e| log ǫ1|

)m(
2m

sm−1(1− s2)
‖ϕ1‖Wm−1,2(T) +mm

)
. (5.29)

Comme Ω \D est supposé un domaine admissible satisfaisant les hypothèses H(m, λ,Λ),
nous obtenons donc

ǫ21 = ‖f1 − f̃1‖2L2(T) ≤
(
sup
s∈Γ

|(ψ−1)′(s)|
)
‖f − f̃‖2L2(Γ) ≤ λ−1‖u− ũ‖2L2(Γ). (5.30)

Dans la dernière inégalité, nous avons supposé que v − ṽ = 0 sur Γ. En effet, puisque le
même flux ϕ est appliqué sur le bord externe de Ω et de Ω\D, v− ṽ est constante ; or ṽ est
déterminée à une constante additive, et nous avons la liberté de choisir cette constante,
ce qui nous permet d’avoir cette différence égale à zéro. D ’après l’inégalité (5.30) nous
observons que l’hypothèse (5.28) est vérifiée dès que

‖u− ũ‖2L2(Γ) ≤ λ. (5.31)

Etape 3 : Estimation de l’aire de la cavité dans le domaine originel
Dans cette étape finale nous donnons une borne supérieure de l’aire de la cavité en uti-
lisant les deux inégalités (5.26) et (5.27). Pour cela nous avons besoin de deux résultats
préliminaires. D’abord, nous montrons que la norme ‖ϕ1‖Wm−1,2(T) peut être dominée par
‖ϕ‖Wm−1,2(T), à une constante multiplicative qui dépend de la transformation conforme ϕ
et ses dérivées jusqu’à l’ordre m. Si m = 1, nous avons

‖ϕ1‖2L2(T) =

∫

T

|ϕ1(z)|2ds(z) =

∫

T

|(ϕ ◦ ψ)(z)|2|ψ′(z)|2ds(z)

=

∫

Γ

|ϕ(z)|2|ψ′(z)|2 ds(z)|ψ′(z)|

≤ max
z∈Γ

|ψ′(z)|
∫

Γ

|ϕ(z)|2ds(z),

donc
‖ϕ1‖L2(T) ≤ Λ1/2‖ϕ‖L2(T). (5.32)

Si m ≥ 2, la norme de Sobolev d’ordre m− 1 fait intervenir les dérivées ∂ϕ1/∂n, 0 ≤ n ≤
m− 1. Puisque

ϕ1(ζ) =
∂u1
∂n

(ζ) =

(
∂u

∂n
◦ ψ
)
(ζ)|ψ′(ζ)|,

la formule de Faa’ Di Bruno pour la dérivée n-ème de la composée des fonctions, nous
donne

∂nϕ1

∂sn
(ζ) =

∑ (n+ 1)!

k1! . . . kn+1!

∂k−1

∂sk−1

(
∂u

∂n

)
◦ ψ(ζ)(|ψ′(ζ)|)k1 · · ·

(
1

n!

∂n|ψ′|
∂sn

(ζ)

)kn+1

=
∑ (n+ 1)!

k1! . . . kn+1!

∂kϕ

∂sk
(ψ(ζ)) (|ψ′(ζ)|)k1 · · ·

(
1

n!

∂n|ψ′|
∂sn

(ζ)

)kn+1
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où k + 1 = k1 + · · ·+ kn+1, et la somme est prise sur les entiers non nuls k1, . . . , kn+1 tels
que

k1 + 2k2 + · · ·+ (n + 1)kn+1 = n + 1.

Pour estimer la l-ème dérivée de |ψ′|, 0 ≤ l ≤ n, nous écrivons

∂l|ψ′|
∂sl

=
∂l

∂sl
((ψ′ψ′)1/2),

nous utilisons de nouveau la formule de Faa’ Di Bruno

∂l

∂sl
((ψ′ψ′)1/2) =

∑ C1l!

k1! · · · kl!
|ψ′|1−2k

(
∂

∂s
(ψ′ψ′)

)k1
· · · 1

l!

(
∂l

∂sl
(ψ′ψ′)

)kl
,

avec k1+ · · ·+ kl = k et k1+2k2+ · · ·+ lkl = l. Nous utilisons la formule de Leibniz pour
la dérivée du produit des fonctions,

∂l

∂sl
(ψ′ψ′) =

l∑

j=0

(
l

j

)
∂jψ′

∂sj
∂l−jψ′

∂sl−j
,

dont le module peut être borné par le module des dérivées ∂jψ′/∂sj , 0 ≤ j ≤ l ≤ m−1.
Puisque ψ′ est analytique dans Gs et sa dérivée admet une extension continue sur T, nous
avons

∂ψ′

∂s
eiθ = izψ′′(z), z = eiθ,

voir [54, Thm, 3.11], pour une version de cette formule dans l’espace de Hardy H1(D). De
la même manière pour les dérivées d’ordre n, 1 ≤ n ≤ m− 1, nous obtenons

∂nψ′

∂sn
(eiθ) = P n(ψ′)(z), z = eiθ,

où P est l’opérateur différentiel P (f)(z) = izf ′(z). Cela montre que le module des dérivées
∂nψ′/∂sn, 0 ≤ n ≤ l ≤ m−1, peut être borné par le module des dérivées ψ(n), 1 ≤ n ≤ m
et par conséquent par une expression qui dépend seulement de la constante Λ. D’après ce
qui précède,

∣∣∣ ∂
l

∂sl
(ψ′ψ′)

∣∣∣ =
∣∣∣

l∑

j=0

(
l

j

)
∂jψ′

∂sj
∂l−jψ′

∂sl−j

∣∣∣ ≤ C2Λ
2.

et

∂l

∂sl
((ψ′ψ′)1/2) ≤ C3|ψ′|Λ

2(k1+···+kl)

λ2k
= C3|ψ′|

(
Λ

λ

)2k

.
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On en conclut que

∣∣∣∂
nϕ1

∂sn

∣∣∣ ≤ C4 max
0≤j≤n

(∣∣∣∂
jϕ

∂sj

∣∣∣
)
|ψ′|k1+···kn+1

(
Λ

λ

)2(k2+2k3+···+nkn+1)

= C4 max
0≤j≤n

(∣∣∣∂
jϕ

∂sj

∣∣∣
)
|ψ′|k+1

(
λ

Λ

)2(k+1)(
Λ

λ

)2(n+1)

= C4 max
0≤j≤n

(∣∣∣∂
jϕ

∂sj

∣∣∣
)
|ψ′|k+1

(
λ

Λ

)2k (
Λ

λ

)2n

≤ C4 max
0≤j≤n

(∣∣∣∂
jϕ

∂sj

∣∣∣
)
|ψ′|Λk

(
Λ

λ

)2n

≤ C4 max
0≤j≤n

(∣∣∣∂
jϕ

∂sj

∣∣∣
)
|ψ′|(1 + Λ)n

(
Λ

λ

)2n

.

Nous sommes donc prêt à donner une estimation de la norme de Sobolev d’ordre m − 1
de ϕ1 en fonction de la norme de Sobolev d’ordre m− 1 de ϕ. En effet,

∫

T

∣∣∣∂
nϕ1

∂sn
(z)
∣∣∣
2

ds(z) =

∫

Γ

∣∣∣∂
nϕ1

∂sn
(ψ(ξ))

∣∣∣
2 ds(ξ)

|ψ′(ξ)|

≤ C2
4 (1 + Λ)2n+1

(
Λ

λ

)4n

max
0≤j≤n

(∫

Γ

∣∣∣∂
jϕ

∂sj
(ξ)
∣∣∣
2

ds(ξ)

)

≤ C2
4 (1 + Λ)2n+1

(
Λ

λ

)4n

‖ϕ‖2Wn,2(Γ)

donc

m−1∑

n=0

∫

T

∣∣∣∂
nϕ1

∂sn
(z)
∣∣∣
2

ds(z) ≤ C2
4

m−1∑

n=0

(1 + Λ)2n
(
Λ

λ

)4n

‖ϕ‖2Wn,2(Γ)

≤ mC2
4(1 + Λ)2m−1

(
Λ

λ

)4m−4

‖ϕ‖2Wm−1,2(Γ).

Cela implique que

‖ϕ1‖Wm−1,2(T ≤
√
mC4(1 + Λ)m−1/2

(
Λ

λ

)2m−2

‖ϕ‖Wm−1,2(Γ). (5.33)

Dans la seconde étape, nous avons besoin de vérifier que le rayon s de la couronne Gs

n’est pas trop proche de 1. La vérification est une simple conséquence de l’hypothèse
|D|/|Ω| ≤ ρ < 1. En effet

|Ω| − |D| =
∫

Gs

|ψ′(ζ)|2dxdy ≤ Λ2π(1− s2), (5.34)

donc
|Ω|(1− ρ)

πΛ2
≤ (1− s2). (5.35)
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D’après (5.18), (5.29), (5.30) avec (5.33), (5.34), (5.35) et l’inégalié

‖f − f̃‖2L2(γ) ≤ Λ‖f1 − f̃1‖2L2(sT),

nous avons

|D| ≤
√

2πΛ

λ

Mf̃

m2
f̃

(
2

e

)m(
2mπΛ2(1 + Λ)m− 1

2

sm−1|Ω|(1− ρ)

(
Λ

λ

)2m−2

C ′
m‖ϕ‖Wm−1,2(Γ) +mm

)
1

| log σ|m

≤
√

2πΛ

λ

Mf̃

m2
f̃

(
2

e

)m(
2mπΛ2(1 + Λ)m− 1

2

|Ω|(1− ρ)

(
Λ

λ

)2m

C ′
m‖ϕ‖Wm−1,2(Γ) +mm

)
1

sm−1| log σ|m ,

où C ′
m est une constante qui dépend de m. On pose

Cm =

√
2πΛ

λ

Mf̃

m2
f̃

(
2

e

)m(
2mπΛ2(1 + Λ)m− 1

2

|Ω|(1− ρ)

(
Λ

λ

)2m

C ′
m‖ϕ‖Wm−1,2(Γ) +mm

)
,

d’où

|D| ≤ Cm
sm−1| log σ|m , (5.36)

et si m = 1,

|D| ≤ C1

| log σ| .

Si m > 1, la majoration de |D| tend vers l’infini si s tend vers zéro. En effet, cela provient
du facteur sm−1 dans le dénominateur de (5.36). De toute façon, si s est petit, |D| est aussi
petit, car d’après l’inégalité de Carlemann, voir [62, p.503], on a |D|/|Ω| ≤ s2. Cela nous
permet de donner une majoration de |D|, en prenant le minimum des deux estimations.
En considérant toutes les valeurs possibles de s dans (0, 1), on obtient la majoration

|D| ≤ sup
0<δ<1

min

(
Cm

δm−1| log σ|m , δ
2|Ω|

)
.

�

5.3.5 Exemple : la classe des couronnes excentrées

Dans ce paragraphe, nous illustrons notre résultat en considérant une classe spécifique
de domaines admissibles notée par Dd. Les éléments de Dd, sont des couronnes excentrées
Ga,r de bord interne le cercle |z − a| = r, et de bord externe le cercle unité T. Sans perte
de généralité on suppose que le centre a du cercle interne est un nombre positif. Plus
précisément, on suppose que 0 < a+ r < 1−d < 1, avec d un nombre réel positif inférieur
à 1, par exemple 0 < d < 1/2. Ainsi il existe une séparation minimale entre les deux
cercles |z − a| = r, et |z| = 1, en d’autres termes, la cavité D n’est pas trop près du bord
de Ω.



5.3. Estimation de l’aire d’une cavité 85

Proposition 5.3.10 La classe Dd, forme un ensemble de domaines admissibles. Ces élé-
ments vérifient pour tout m ≥ 1, la propriété H(m, λ,Λm) avec

λ =
d

2− d
, Λm =

m!(2− d)(1− d)m−1

dm
.

Preuve Soit Ga,r un élément de Dd. Nous commençons par décrire la transformation
conforme ψ, ou plutôt son inverse ψ−1 de Ga,r vers la couronne Gs, pour une valeur
appropriée de s. La transformation bilinéaire (ou transformation de Mobius) ψ−1, peut
être déterminée en suivant [1, Exemple 5.7.8]. Pour cela, nous considérons deux nombres
réels positifs α et β, qui sont inverses par rapport aux deux cercles |z| = 1 et |z − a| = r,
c’est à dire

αβ = 1 et (α− a)(β − a) = r2.

Nous considérons α et β, tels que α est à l’intérieur et β est à l’extérieur des deux cercles.
Nous choisissons donc la transformation bilinéaire ψ−1 qui transforme α et β en 0 et ∞
respectivement,

ψ−1(z) = k
z − α

αz − 1
.

Avec ce choix, les cercles |z| = 1 et |z − a| = r sont transformés en des cercles centrés en
l’origine. La constante k = −1 est choisie de telle sorte que le cercle |z| = 1 est transformé
en lui même. Ainsi

ψ−1(z) =
z − α

1− αz
et ψ(z) =

z + α

1 + αz
(5.37)

Le cercle intérieur de Gs est transformé par ψ en le cercle |z − a| = r. Nous allons
maintenant déterminer son rayon s. Il est facile de vérifier que l’ensemble des z tels que
|z − α|/|z − β| = k est un cercle de centre (α − k2β)/(1 − k2) par rapport auquel α et
β sont inverses. Ainsi, nous choisissons k tel que (α − k2β)/(1 − k2) = a, ou de manière
équivalente à k2 = (a− α)/(a− β). Pour ce choix, le cercle |z − α|/|z − β| = k coïncide
avec le cercle |z − a| = r, et il est clair à partir de (5.37) que son image par ψ−1 est le
cercle de centre

s =
k

α
=

1

α

√
α− a

β − a
=
β(α− a)

r
=
r2 + a(α− a)

r
.

Notons que de la dernière expression de s, nous obtenons que

r ≤ s ≤ 1− ρ < 1, (5.38)

où 0 < d < 1 a été défini au début du paragraphe. Les dérivées d’ordre n, n ≥ 1 de ψ,
sont données par

ψ(n)(z) = (−1)n+1n!(1− α2)αn−1

(1 + αz)n+1
.

Ainsi,

inf
z∈Gs

|ψ′(z)| = 1− α

1 + α
≥ d

2− d
, (5.39)



86 5. Majoration de l’aire d’une cavité

et pour n ≥ 1

sup
z∈Gs

|ψ(n)| = |ψ(n)|(−1) = n!αn−1 1 + α

(1− α)n
≤ n!

(2− d)(1− d)n−1

dn
. (5.40)

Comme par l’hypothèse 0 < d < 1/2, nous déduisons que

sup
z∈Gs

|ψ(n)| ≤ m!
(2− d)(1− d)m−1

dm
, 1 ≤ n ≤ m, (5.41)

ce qui montre la proposition. �

Comme résultat final, nous donnons une version du Théorème 5.3.8 pour une couronne
de la classe Dd, quand m = 1.

Théorème 5.3.11 Considérons un domaine G de la classe Dd, et supposons que

σ :=

√
2− d

d
‖u− ũ‖L2(T) < 1.

Alors, l’aire de la cavité inconnue D de G, vérifie

|D| ≤ C

| log(σ)|
où C est une constante donnée explicitement par

C = 2Mf̃ ′

√
2π(1− d)

(
2‖ϕ‖L2(Γ) + 1

)
/(ed2m2

f̃ ′
).

Preuve : Pour m = 1, d’après (5.18) et (5.29), l’aire de la cavité D vérifie l’inégalité
suivante

|D| ≤ length(γ)1/2
Mf̃ ′

m2
f̃ ′

2

e

(
2

1− s2
‖ϕ1‖L2(T) + 1

)
1

log(σ)
, (5.42)

En utilisant le fait que

‖ϕ‖L2(T) ≤
√

2− d

d
‖ϕ‖2(Γ),

et que length(γ)1/2 ≤
√
2πs/λ, avec λ = d/(2− d), nous obtenons la majoration suivante

|D| ≤
√

2πs

λ

Mf̃ ′

m2
f̃ ′

2

e

(
2

1− s2

√
2− d

d
‖ϕ‖L2(Γ) + 1

)
1

log(σ)
. (5.43)

D’autre part, nous avons a + r ≤ 1− d et s ≤ a + r donc s ≤ 1− d ce qui donne que

1

1− s2
≤ 1

d(2− d
.

Finalement, en utilisant les majorations précédentes, nous obtenons

|D| ≤
√

2π(1− d)
Mf̃ ′

m2
f̃ ′

2

ed2
(
2‖ϕ‖L2(Γ) + 1

) 1

log(σ)
. (5.44)

�
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5.4 Une autre application : Convergence d’un
schéma d’interpolation dans H1,2(Gs)

Dans ce paragraphe, nous étudions un schéma d’interpolation d’une fonction deH1,2(Gs)
à partir de valeurs sur le bord extérieur de la couronne Gs. Un schéma similaire a déjà
été étudié dans le cas du disque, voir [26].

Soit Sn = {x1, . . . , xn} un ensemble de n points distincts de T. On dit que fn ∈
H1,2(Gs) interpole f ∈ H1,2(Gs) dans Sn, si

∀i ∈ {1, . . . , n} , fn(xi) = f(xi). (5.45)

Nous considérons, maintenant une suite de sous ensemble

S1 ⊂ S2 ⊂ . . .

et nous notons S = ∪nSn. On suppose que S = T.

Définition 5.4.1 On dit qu’un ensemble {z1, . . . , zn} est un ensemble d’unicité pour une
fonction f ∈ H1,2(Gs), si pour toute fonction g ∈ H1,2(Gs) telle que f(zi) = g(zi), on a
f = g.

Lemme 5.4.2 [54] Si f est fonction de l’espace de Hardy de la couronne H1,2(Gs) qui
s’annule sur une partie du bord de mesure de Lebesgue positive, alors elle est identiquement
nulle.

Comme conséquence du Lemme 5.4.2, S est un ensemble d’unicité pour f ∈ H1,2(Gs).
La condition (5.45) n’est pas suffisante pour déterminer fn d’une manière unique.

Parmi les fonctions de H1,2(Gs) qui satisfont (5.45), nous choisissons celle de norme mini-
male. Pour se faire, nous décomposons l’espace H1,2(Gs) comme H1,2(Gs) = Zn ⊕ Un, où
Zn est le sous espace fermé des fonctions qui s’annule sur Sn et Un est son complémentaire
orthogonal. Alors nous définissons fSn

= Πn(f), où Πn est la projection orthogonale sur
Un. Nous obtenons ainsi la suite d’interpolation minimale fSn

de f par rapport aux points
du schéma de (Sn)n≥1.

D’après des résultats généraux sur les espaces de Hilbert, il est connu que fSn
converge

vers f dans H1,2(Gs), donc uniformément dans Gs, pour plus de détails voir [26, section
2]. D’un point de vue pratique, il est aussi important de noter que fSn

peut être déterminé
à partir des valeurs f(xi), i = 1, . . . , n, en résolvant un système d’équations linéaires. La
fonction fSn

admet l’expression suivante

fSn
(x) =

n∑

i=1

λi,nK1(x, xi),

où le vecteur λn = (λi,n, . . . , λn,n)
T est une solution du système linéaire Anλn = Bn, avec

Bn le vecteur de valeurs (f(xi))i=1,...,n et An est la matrice de Gram des fonctionsK1(x, xi),
où K1(x, y) est le noyau reproduisant de H1,2(Gs), voir (1.7). Nous sommes donc prêt à
donner notre résultat qui estime le taux de convergence de la suite d’interpolation fSn

vers sa limite f
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Théorème 5.4.3 On considère une fonction f ∈ H1,2(Gs) avec ‖f‖H1,2(Gs) ≤ 1. On

suppose que (Sn)n≥1 est une suite d’ensembles d’interpolation avec S = T et hn =
supx∈Td(x, Sn). Alors pour tout ǫ > 0 il existe N suffisamment grand tel que pour tout
n ≥ N, on a

‖f − fSn
‖H2(Gs) ≤

4 + ǫ

e log(1/hn)
.

Remarque 5.4.4 Notons que le taux de convergence d’un schéma d’approximation dans
l’espace de Hardy-Sobolev du disque avec une contrainte sur un sous ensemble de T a été
obtenu dans [31], voir en particulier [31, Theorem 5.2].

Preuve du Théorème 5.4.3 On pose gn = f − fSn
. Nous écrivons les points xk

de Sn comme xk = eiθk et nous considérons un recouvrement de T avec n intervalles
Ik = [θ−k , θ

+
k ] admettant au plus un point commun, et chaque Ik contient θk. On suppose

que les distances d(θ−k , θk) et d(θ+k , θk) sont inférieures ou égales à hn. Nous avons

∫

T

|gn|2dθ =
n∑

k=1

∫

Ik

|gn|2dθ.

De plus, pour eiγ ∈ Ik, on a

|gn(eiγ)|2 ≤
(∫ γ

θk

|g′n(eit)|dt
)2

≤ hn

∫ γ

θk

|g′n(eit)|2dt,

ainsi ∫ θ+
k

θk

|gn|2dθ ≤ hn

∫ θ+
k

θk

|g′n|2dθ
∫ θ+

k

θk

dθ ≤ h2n

∫ θ+
k

θk

|g′n|2dθ.

On retrouve aussi la même inégalité pour l’intégrale entre θ−k et θk, et donc nous avons la
majoration ∫

Ik

|gn|2dθ ≤ h2n

∫

Ik

|g′n|2dθ,

et par conséquent,
‖gn‖2L2(T) ≤ h2n‖gn‖2H1,2(Gs)

≤ h2n, (5.46)

où la dernière inégalité provient du fait que gn est une projection de f qui est supposée de
norme inférieure ou égale à 1 dans H1,2(Gs). En utilisant l’inégalité (5.2) avec k = 0 et
m = 1, l’inégalité précédente avec le fait que ‖gn‖H1,2(Gs) ≤ 1, nous obtenons

‖gn‖L2(sT) ≤
2

e log 1/‖gn‖L2(T)

(
‖gn‖H1,2(sT) + 1

)
≤ 4

e log 1/hn
.

En utilisant (5.46), on obtient

‖gn‖2H1,2(Gs)
≤
(

4

e log 1/hn

)2

+ h2n,

ce qui prouve le théorème. �
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Deuxième partie

Minimisation de fonctionnelles par

différents gradients
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Chapitre 6

Identification des paramètres de Lamé
en élasticité linéaire

Nous nous intéressons, au problème inverse non linéaire d’identification des paramètres
de Lamé inconnus λ et µ, d’un matériau élastique linéaire et isotrope, à partir des mesures
sur le bord du domaine. Nous montrons un résultat d’identifiabilité et un résultat de
stabilité lipshitzienne directionnelle, dans le cas où λ et µ sont des constantes. Nous
transformons ensuite le problème inverse en un problème d’optimisation par le biais d’une
fonction du type Kohn-Vogelius dont nous montrons que le seul minimum est le couple de
paramètres (λ, µ) recherché. Nous calculons enfin son gradient et nous illustrons l’étude
par quelques exemples numériques.

6.1 Introduction

Soit Ω un domaine de référence borné de Rd, d = 2, 3 de frontière ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2

de classe C1 (Γ1 et Γ2 sont deux ouverts non vides disjoints de ∂Ω), occupé par un
matériau élastique, linéaire et isotrope. La procédure d’identification consiste à imposer
un chargement surfacique g : Γ1 → Rd sur la partie Γ1 du bord et à mesurer le déplacement
correspendant u = f : Γ1 → Rd sur Γ1. Nous supposons que u=0 sur l’autre partie du
bord Γ2.

La théorie de l’élasticité linéaire suppose que le tenseur de déformation ε(u) qui est
une fonction à valeurs dans l’ensemble de matrices symétriques

ε(u) =
1

2
(Du+DuT ) =

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

1≤i,j≤d
,

et le tenseur de contrainte σ(u), une autre fonction à valeurs dans l’ensemble des matrices
symétriques, sont linéairement liées. Si le matériau est considéré comme isotrope, des
raisons de symétrie font que seuls 2 coefficients décrivent le comportement du matériau
par l’intermédiaire de la loi de Hooke :

σ(u) = C : ε(u) = λtr(ε(u))Id + 2µε(u), (6.1)
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où C est le tenseur de l’élasticité défini par

Ci,j,k,l = λδi,jδk,l + µ(δi,k + δj,l), i, j, k, l = 1, . . . d,

Id, représente la matrice identité de Rd, d = 2, 3. Les paramètres λ et µ sont les coefficients
de Lamé : µ représente la rigidité du matériau et λ mesure son incompressibilité (un
matériau incompressible à théoriquement un λ infini). Les coefficients λ et µ sont reliés
avec le module de Young E et le coefficient de Poisson ν par les relations suivantes :

λ =
Eν

(1− 2ν)(1 + ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (6.2)

Le déplacement u résout le système




div(σ(u)) =

d∑

j=1

(
∂σi,j
∂xj

)

1≤i≤d
= 0 dans Ω

σ(u)n = g sur Γ1

u = 0 sur Γ2.

(6.3)

où n désigne la normale sortante en Γ1. Le problème inverse que nous étudions dans ce
travail, consiste à chercher les paramètres de Lamé λ et µ à partir des mesures effectuées
sur la partie Γ1 du bord. Ce dernier peut être formulé de la façon suivante : étant donné
f sur Γ1,

{
Trouver (λ, µ) tels que uλ,µ la solution de (6.3), vérifie u|Γ1

= f. (6.4)

Dans la suite on suppose que le déplacement f est connue sur Γ1. On désignera par un la
solution du problème de Neumann (6.3) et par ud la solution du problème de Dirichlet :





div(σ(u)) = 0 dans Ω

u = f sur Γ1

u = 0 sur Γ2.

(6.5)

La fonctionnelle de Kohn-Vogelius associée à ce problème inverse est définie par :

J(λ, µ) =

∫

Ω

λdiv(un − ud)
2 + 2µε(un − ud)

2. (6.6)

6.2 Existence et unicité de la solution du
problème direct

Nous commençons cette partie par fixer quelques notations qui nous serons utiles dans
la suite. On désignera par A : B le produit de deux tenseurs (ou produit scalaire des
matrices symétriques A et B) défini par :

A : B =

d∑

i,j=1

AijBij ∈ R.



6.2. Existence et unicité de la solution du problème direct 93

La norme L2 du tenseur A est donnée par :

‖A‖2L2(Ω) =

∫

Ω

A : A =

∫

Ω

d∑

i,j=1

A2
ij =

d∑

i,j=1

∫

Ω

A2
ij =

d∑

i,j=1

‖Aij‖2L2(Ω).

De plus la norme L2 et la norme H1 d’un champ de vecteur u ∈ H1(Ω)d sont définies
respectivement par

‖u‖2L2(Ω) =

d∑

i=1

‖ui‖2L2(Ω) et ‖u‖2H1(Ω) = ‖u‖2L2(Ω) + ‖∇u‖2L2(Ω).

La formulation variationnelle du problème (6.3) est la suivante :




trouver u ∈ V telle que∫

Ω

σ(u) : ε(v) =

∫

Γ1

g.v ∀v ∈ V, (6.7)

où
V :=

{
v ∈ H1(Ω)d : v|Γ2=0

}
,

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

< u, v >V=

∫

Ω

σ(u) : ε(v) =

∫

Ω

λtr(ε(u))tr(ε(v)) + 2µε(u) : ε(v).

Théorème 6.2.1 Soient c1, c2 deux constantes telles que c1 > c2 > 0. On définit l’en-
semble des paramètres admissibles par :

Pad = {p = (λ, µ) ∈ L∞(Ω)2 : c1 ≤ min(2µ, 2µ+ dλ),max(λ, µ) ≤ c2}.

Alors, pour tout (λ, µ) ∈ Pad, le problème (6.7) admet une solution unique u ∈ V.
Preuve : On pose

Bλ,µ(u, v) =

∫

Ω

λtr(ε(u))tr(ε(v)) + 2µε(u) : ε(v), l(v) =

∫

Γ1

g.v

Il est clair que Bλ,µ est une forme bilinéaire et l est une forme linéaire continue. Nous
allons montrer par la suite que Bλ,µ est continue coercive . Pour montrer la coercivité de
la forme bilinéaire Bλ,µ nous avons besoin des résultats suivants :

Proposition 6.2.2 (Inégalité de Korn) [55])On suppose que mes(Γ2) > 0. Il existe
une constante C > 0 telle que

‖ε(u)‖L2(Ω) ≥ C‖u‖H1(Ω) pour tout u ∈ V. (6.8)

Proposition 6.2.3 Toute matrice M de Md(R) se décompose de la manière suivante :

M =M r +Ms, M r =M − 1

d
tr(M)Id et Ms =

1

d
tr(M)Id,

avec
M r :Ms = 0 et |M |2 =M :M = |M r|2 + |Ms|2.
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D’après la proposition précédente, nous avons :

2µ|M |2 + λtr(M)2 = 2µ|M r|2 + (2µ+ dλ)|Ms|2 ≥ min(2µ, (2µ+ dλ))|M |2.

Prenons M = ε(u), nous déduisons l’inégalité suivante :

λtr(ε(u))2 + 2µ|ε(u)|2 ≥ min(2µ, (2µ+ dλ))|ε(u)|2. (6.9)

En utilisant (6.8) et (6.9), nous obtenons
∫

Ω

λtr(ε(u))2 + 2µ|ε(u)|2 ≥ α‖u‖2H1(Ω) pour tout u ∈ V, (6.10)

où α = C2min(2µ, (2µ + dλ)). Cela prouve que la forme bilinéaire Bλ,µ est V elliptique.
La continuité de Bλ,µ découle de l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

|Bλ,µ(u, v)| ≤ 2(‖λ‖L∞(Ω) + ‖µ‖L∞(Ω))‖ε(u)‖L2(Ω)‖ε(v)‖L2(Ω).

D’après le théorème de Lax-Milgram, le problème (6.7), admet une solution unique u ∈ V.
�

On désigne par T la forme trilinéaire définie par :

T (p, u, v) =

∫

Ω

λtr(ε(u))tr(ε(v)) + 2µε(u) : ε(v), l(v) =

∫

Γ1

g.v. (6.11)

Il est évident qu’il existe une constante β > 0 telle que

T (p, u, v) ≤ β‖p‖L∞(Ω)2‖u‖V‖‖v‖V pour tout u, v ∈ V, p ∈ Pad, (6.12)

de plus, d’après ce qui précède nous avons :

T (p, u, u) ≥ α‖u‖2V pour tout u ∈ V, p ∈ Pad, (6.13)

Pour g ∈ H1/2(Γ1)
d et p ∈ Pad, le problème (6.7) admet une solution unique u = up ∈ V .

Nous définissons par la suite l’opérateur :

ζ : Pad −→ V
p 7−→ up,

où ζ(p) = up est solution du problème variationnelle (6.7).

6.3 Régularité de l’opérateur ζ

Nous commençons cette partie par démontrer la continuité de l’opérateur ζ , puis nous
étudions ensuite sa différentiabilité.

Théorème 6.3.1 L’opérateur ζ est continu, de plus pour tout p, q ∈ Pad on a :

‖ζ(p)− ζ(q)‖V ≤ β

α
min {‖ζ(p)‖V , ‖ζ(q)‖V} ‖p− q‖ (6.14)
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Preuve : Si up = ζ(p) et uq = ζ(q) alors T (p, up, v) = T (q, uq, v) = l(v) pour tout v ∈ V.
Donc pour v = up − uq nous avons

T (p, up − uq, up − uq) = T (p− q, uq, up − uq).

D’après les conditions (6.12) et (6.13), nous avons

‖up − uq‖V ≤ β

α
‖uq‖V‖p− q‖ =

β

α
‖ζ(q)‖V‖p− q‖.

L’autre terme s’obtient en changeant les rôles de p et q. �

Pour p dans l’intérieur de Pad et δp suffisamment petit, p + δp reste dans l’intérieur de
Pad et ζ(p+ δp)− ζ(p) est bien définie. Par définition si up = ζ(p), alors

T (p, up, v) = l(v) pour tout v ∈ V,
T (p+ δp, up+δp, v) = l(v) pour tout v ∈ V,

ce qui donne après simplification que

T (p+ δp, up+δ − up, v) = −T (δp, up, v) pour tout v ∈ V. (6.15)

Cela suggère la forme de Dζ(p).

Théorème 6.3.2 Pour p dans l’intérieur de P, l’opérateur ζ est différentiable en p et
Dζ(p)δp est l’unique solution de l’équation variationnelle suivante :

T (p,Dζ(p)δp, v) = −T (δp, up, v) pour tout v ∈ V. (6.16)

De plus,

‖Dζ(p)‖ ≤ β

α
‖ζ(p)‖V ≤ β

α2
‖l‖V∗.

Preuve : L’équation variationnelle (6.16) admet une solution unique, puisque d’après
(6.12) −T (δp, up, .) définie une fonctionnelle linéaire bornée sur V. Soustrayons (6.16) de
(6.15), nous obtenons après simplification

T (p, up+δp − up −Dupδp, v) = −T (δp, up+δp − up, v) pour tout v ∈ V.

Choisissons v = up+δp − up −Dupδp, nous obtenons

T (p, up+δp − up −Dupδp, up+δp − up −Dupδp) = −T (δp, up+δp − up, up+δp − up −Dupδp).

Ce qui nous donne avec les équations (6.12) et (6.13) l’inégalité suivante :

α‖up+δp − up −Dupδp‖2V ≤ β‖δp‖‖up+δp − up‖V‖up+δp − up −Dupδp‖V

et donc

‖up+δp − up −Dupδp‖V ≤ β

α
‖up+δp − up‖V .
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Le Théorème 6.3.1 implique que

‖up+δp − up −Dupδp‖V ≤ β2

α2
‖ζ(p)‖V‖δp‖2.

D’autre part, pour tout v ∈ V on a :

T (p,Dupδp, v) = −T (δp, up, v),

donc
T (p,Dupδp,Dupδp) = −T (δp, up, Dupδp),

ce qui implique
α‖Dupδp‖2V ≤ β‖δp‖‖up‖V‖Dupδp‖V ,

il en résulte donc

‖Dupδp‖V ≤ β

α
‖δp‖‖up‖V ≤ β

α2
‖δp‖‖l‖V∗.

Ce qui implique que ζ est différentiable au point p. �

6.3.1 Dérivée d’ordre supérieur de ζ

Pour estimer la dérivée seconde de ζ , on procède de la même manière. Pour p dans
l’intérieur de Pad et δp1, δp2 suffisamment petit, p+ δp1 et p+ δp2 restent dans l’intérieur
de Pad. Nous avons par définition

T (p + δp1, Dζ(p+ δp1)δp2, v) = −T (δp2, ζ(p+ δp1), v) pour tout v ∈ V,

donc

T (p+ δp1, Dζ(p+ δp1)δp2 −Dζ(p)δp2, v) = −T (δp2, ζ(p+ δp1), v)−T (p+ δp1, Dζ(p)δp2, v)

pour tout v ∈ V. Ce qui nous donne après quelques manipulations

T (p+ δp1, Dζ(p+ δp1)δp2 −Dζ(p)δp2, v) = −T (δp2, Dζ(p)δp1, v)− T (δp1, Dζ(p)δp2, v)

− T (δp2, ζ(p+ δp1)− ζ(p)−Dζ(p)δp1, v) .
(6.17)

Ce qui suggère le résultat suivant :

Théorème 6.3.3 Pour p dans l’intérieur de Pad, ζ est deux fois différentiable au point
p et on a

D2up(δp1, δp2) = D2ζ(p)(δp1, δp2)

est l’unique solution de l’équation variationnelle

T
(
p,D2up(δp1, δp2), v

)
= −T (δp2, Dζ(p)δp1, v)− T (δp1, Dζ(p)δp2, v) pour tout v ∈ V.

(6.18)
De plus

‖D2ζ(p)‖ ≤ 2β2

α2
‖ζ(p)‖V ≤ 2β2

α3
‖l‖V∗.
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Preuve : D’après l’équation (6.18), la quantité D2ζ(p)(δp1, δp2) est bien définie et par
soustraction entre (6.18) et (6.17), nous obtenons :

T (p+ δp1, Dζ(p+ δp1)δp2−Dζ(p)δp2, v)− T
(
p,D2ζ(p)(δp1, δp2), v

)

= −T (δp2, ζ(P + δp1)− ζ(p)−Dζ(p)δp1, v) Pour tout v ∈ V.
Ce qui implique que

T
(
p,Dζ(p+ δp1)δp2−Dζ(p)δp2 −D2ζ(p)(δp1, δp2), v

)
=

−T (δp2, ζ(P + δp1)− ζ(p)−Dζ(p)δp1, v)−T (δp1, Dζ(p+ δp1)δp2−Dζ(p)δp2, v)∀v ∈ V.
On pose δ2up = Dζ(p+ δp1)δp2 −Dζ(p)δp2, nous avons donc

T (p, δ2up −D2up(δp1, δp2), δ
2up −D2up(δp1, δp2)) =

−T
(
δp2, ζ(p+ δp1)− ζ(p)−Dζ(p)δp1, δ

2up −D2up(δp1, δp2)
)
−T (δp1, δ2up, δ2up−D2up(δp1, δp2))

et par les conditions (6.12) et (6.13), nous obtenons :

‖δ2up −D2up(δp1, δp2)‖V ≤ β

α

(
‖δp2‖‖ζ(p+ δp1)− ζ(p)−Dζ(p)δp1‖V + ‖δp1‖‖δ2up‖V

)

‖ζ(p + δp1) − ζ(p)−Dζ(p)δp1‖V est borné, il reste donc à majoré ‖δ2up‖V . En utilisant
l’équation (6.17), nous obtenons :

T (p+ δp1, δ
2up, δ

2up) = T (δp2, Dζ(p)δp2, δ
2up)− T (δp1, Dζ(p)δp2, δ

2up)

− T (δp2, ζ(p+ δp1)− ζ(p)−Dζ(p)δp1, δ
2up).

Ce qui implique que

α‖δ2up‖2V ≤ β
(
‖δp2‖‖Dζ(p)δp1‖V + ‖δp1‖‖Dζ(p)δp2‖V +

‖δp2‖‖ζ(p+ δp1)− ζ(p)−Dζ(p)δp1‖V
)
‖δ2up‖V

≤ β

(
2β

α
‖ζ(p)‖V‖δp1‖‖δp2|‖+

β2

α2
‖ζ(p)‖V‖δp1‖

)
‖δ2up‖V .

Donc

‖δ2up‖V ≤ β2

α2
‖ζ(p)‖V

(
2‖δp1‖‖δp2‖+

β

α
‖δp1‖2

)
.

Finalement

‖δ2up −D2up(δp1, δp2)‖V ≤ β

α

(β2

α2
‖ζ(p)‖V‖δp1‖2‖δp2‖

+ ‖δp1‖
β2

α2
‖ζ(p)‖V

(
2‖δp1‖‖δp2‖+

β

α
‖δp1‖2

))

=
β3

α3
‖ζ(p)‖V

(
3‖δp1‖2‖δp2‖+

β

α
‖δp1‖3

)

= o(‖δp1‖‖δp2‖).
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Par le même raisonnement nous avons

T (p,D2up(δp1, δp2), v) = −T (δp2, Dζ(p)δp1, v)− T (δp1, Dζ(p)δp2, v) pour tout v ∈ V

ce qui donne

‖D2up(δp1, δp2)‖V ≤ 2β

α
‖Dζ(p)‖V‖δp1‖‖δp2‖.

En appliquant le Théorème 6.3.2, pour majorer ‖Dζ(p)‖V, on montre que ζ est deux fois
différentiable au point p. �

6.4 Étude du problème inverse d’identification
des paramètres de Lamé

On s’intèresse dans cette partie, à l’étude du problème inverse d’identification des
paramètres de Lamé λ et µ, à partir de la connaissance du déplacement f et du chargement
g, sur le bord du domaine.

Pour déterminer sous quelles conditions ce problème inverse et bien posé et proposer
une méthode de résolution, on examine les trois points suivants :
Identifiabilité : Il s’agit de vérifier si la mesure f est suffisante ou non à la détermina-
tion de ces paramètres, cela se traduit mathématiquement par l’étude de l’injectivité de
l’opérateur

η : Pad ∋ (λ, µ) 7→ f = uλ,µ|Γ1
∈ H1/2(Γ1),

où uλ,µ désigne la solution du problème direct (6.3) associé au paramètres λ et µ.
Stabilité : Une fois que la première condition est remplie, il convient de s’assurer de la
stabilité de la solution par rapport aux données. Pour cela il est nécessaire d’étudier la
continuité de l’opérateur

η−1 : η(Pad) → Pad
pour une topologie préalablement choisie.
Identification : Lorsque les conditions précédentes sont remplies, ce problème inverse est
bien posé au sens de Hadamard. L’identification consiste à donner une méthode numérique
permettant de résoudre ce problème inverse.

6.4.1 Identifiabilité

Dans le cas où les paramètres de Lamé λ et µ sont des fonctions analytiques réelles,
nous avons le théorème suivant :

Théorème 6.4.1 [57, Thm 1] On note par Λλ,µ : u → σ(u)n, l’opérateur Dirichlet-
Neumann. Soient λj , µj et µ−1

j , j = 1, 2 des éléments d’un sous ensemble borné B de

Ck(Ω) pour k suffisamment grand. On suppose qu’il existe ε(B) telle que ‖∇µj‖Ck−1(Ω) <
ε(B), j = 1, 2 et Λλ1,µ1 = Λλ2,µ2 . Alors (λ1, µ1) = (λ2, µ2).

Ce théorème, permet d’avoir un résultat d’unicité mais demande la connaissance de l’opé-
rateur Dirichlet to Neumann, c’est à dire une infinité de mesures.
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Le résultat suivant est basé sur le lemme d’Almansi qui est analogue au théorème de
Holmgreen dans le cas du Laplacien .

Lemme 6.4.2 (Almansi) [83] Soit Ω un ouvert connexe de Rd. On suppose qu’il existe
un ouvert connexe non vide S de ∂Ω tel que :





div(σ(u)) = 0 dans Ω,

σ(u)n = 0 sur S,

u = 0 sur S.

(6.19)

Alors u = 0 et σ = 0 dans Ω.

Nous prouvons le résultat d’unicité suivant, avec une seule mesure :

Théorème 6.4.3 On suppose que le chargement g est non identiquement nul et l’en-
semble des paramètres admissibles Pad, est formé seulement par des paramètres constants.
Soient p1 = (λ1, µ1) et p2 = (λ2, µ2) deux éléments de Pad, et (ui)i=1,2 les solutions du
problème (6.3) relatives aux paramètres (pi)i=1,2. Supposons que u1|Γ1

= u2|Γ1
. Alors on a

p1 = p2.

Preuve : On pose ξ = u1 − u2 , et

τ = σ1(u1)− σ2(u2) = λ1div(u1)Id + 2µ1ε(u1)− λ2div(u2)Id − 2µ2ε(u2).

Nous avons donc




div(τ) = 0 dans Ω
τ.n = 0 sur Γ1

ξ = 0 sur ∂Ω

D’après le lemme d’Almansi, nous obtenons

σ1 = σ2 et u1 = u2 = u dans Ω.

On peut donc écrire :

(λ1 − λ2)div(u)Id + 2(µ1 − µ2)ε(u) = 0. (6.20)

En prenant la trace de l’équation (6.20) et en utilisant le fait que div(u) 6= 0 (puisque en
travaille dans un cadre des domaines compressibles), nous obtenons

d(λ1 − λ2) + 2(µ1 − µ2) = 0. (6.21)

Donc si λ1 = λ2 nous trouvons µ1 = µ2. De même si on considère que µ1 = µ2, l’equation
(6.21) nous donne que λ1 = λ2.
Si λ1 6= λ2, d’après (6.20) et (6.21), nous avons div(u)Id = dε(u). On pose u = (v1, v2).
Dans le cas d = 2, nous obtenons le système suivant :





∂v1
∂x

=
∂v2
∂y

,

∂v1
∂y

= −∂v2
∂x

.

(6.22)
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D’après le système (6.22), nous avons

σ(u) = 2λ1
∂v1
∂x

I2 + 2µ1

(
∂v1
∂x

0
0 ∂v1

∂x

)
.

En utilisant le fait que div(σ(u)) = 0, nous obtenons :





∂2v1
∂2x

= 0,

∂2v1
∂x∂y

= 0.

(6.23)

D’aparès (6.22) et (6.23), il existe a ∈ R et une fonction g qui depend seulement de y
telle que v1(x, y) = ax+ g(y). Comme ∂v2

∂y
= ∂v1

∂x
, nous obtenons v2(x, y) = ay+ h(x) avec

h une fonction qui depend seulement de x. En utilisant encore l’équation (6.22), nous
trouvons g′(y)+h′(x) = 0. Il existe donc b ∈ R telle que g′(y) = b et h’(x)=-b. On obtient
finalement {

v1(x, y) = ax+ by + c,

v2(x, y) = −bx + ay + d,
avec a, b, c, d ∈ R. (6.24)

En utilisant la condition aux limites (v1, v2) = 0 sur Γ2, on montre que u = (v1, v2) = 0
dans Ω. Cela contredit le fait que le chargement est non nul. Le cas de dimension 3 se
traite de la même manière. �

6.4.2 Stabilité

Dans la mesure où les données expérimentales auxquelles on accède sont censées être
bruitées, il est important de démontrer qu’une faible erreur sur les mesures ne conduisent
pas à une grande erreur sur les paramètres qu’on souhaite déterminer. Mathématiquement
ceci revient à démontrer la continuité de l’application η−1.

6.4.3 Stabilité Lipschitzienne directionnelle

Soit ϕ, ψ ∈ L∞(Ω) et h un nombre réel suffisamment petit. Nous désignons par uhλ, uhµ

les solutions respectives du problème (6.3) pour (λ + hϕ, µ) et (λ, µ + hψ). On a la
proposition suivante :

Proposition 6.4.4 Il existe u1λ, u1µ et ǫ(h), ǫ(k) dans (H1(Ω))d tels que

uhλ = u0 + hu1λ + hǫ(h) (6.25)

ukµ = u0 + ku1µ + kǫ(k) (6.26)

où

lim
h→0

‖ǫ(h)‖H1(Ω) = lim
k→0

‖ǫ(k)‖H1(Ω) = 0,



6.4. Étude du problème inverse d’identification des paramètres de Lamé101

u0 est la solution du problème (6.3) et u1λ, u1µ sont respectivement les solutions des pro-
blèmes :




trouver u1λ ∈ V tel que∫

Ω

λtr(ε(u1λ))tr(ε(v)) + tr(ε(u0))tr(ε(v))ϕ+ 2µε(u1λ) : ε(v)dx = 0, ∀v ∈ V. (6.27)





trouver u1µ ∈ V tel que∫

Ω

λtr(ε(u1µ))tr(ε(v)) + 2µε(u1µ) : ε(v) + 2ε(u0) : ε(v)ψdx = 0, ∀v ∈ V. (6.28)

Preuve : La formulation variationnelle du problème direct (6.3) est la suivante :
∫

Ω

λtr(ε(u0)tr(ε(v)) + 2µε(u0) : ε(v)dx =

∫

Γ1

gv pour tout v ∈ V. (6.29)

Les équations ( 6.25), (6.26) découlent du Théorème 6.3.2. En incorporant ces équations
dans l’équation variationnelle (6.29), nous obtenons après regroupement des termes et
passage à la limite, les équations (6.27) et (6.28). �

Théorème 6.4.5 (Stabilité locale lipschitzienne) On suppose que λ et µ sont des
constantes strictement positives et que la chargement g est non identiquement nul. Alors
on a :

lim
h→0

(
‖uhλ|Γ1

− u0|Γ1
‖L2(Γ1)

h
+

‖uhµ|Γ1
− u0|Γ1

‖L2(Γ1)

h

)
> 0 (6.30)

Remarque 6.4.6 L’inégalité (6.30) signifie qu’il existe une constante c strictement po-
sitive telle que pour h suffisamment petit on a :

h ≤ c
(
‖uhλ|Γ1

− u0|Γ1
‖L2(Γ1) + ‖uhµ|Γ1

− u0|Γ1
‖L2(Γ1)

)
.

Preuve du Théorème 6.4.5 : D’après la continuité de l’application trace , et la Pro-
position 6.4.4, il suffit de montrer que

‖u1λ‖L2(Γ1) + ‖u1µ‖L2(Γ1) > 0. (6.31)

Supposons que u1λ = u1µ = 0 p.p sur Γ1. Les fonctions u1λ et u1µ vérifient
{ ∫

Ω
λdiv(u1λ)div(v) + 2µε(u1λ) : ε(v)dx+ div(u0)div(v) = 0∫

Ω
λdiv(u1µ)div(v) + 2µε(u1µ) : ε(v)dx+ 2ε(u0) : ε(v) = 0

(6.32)

Multiplions la première équation par λ et la seconde équation par µ et sommons , nous
obtenons
∫

Ω

λdiv(λu1λ+µu1µ)div(v)+2µε(λu1λ+µu1µ) : ε(v)+

∫

Ω

λdiv(u0)div(v)+2µε(u0) : ε(v) = 0.

On note par z = λu1λ + µu1µ, donc
∫

Ω

λdiv(z)div(v) + 2µε(z) : ε(v) =

∫

Ω

λdiv(u0)div(v) + 2µε(u0) : ε(v) = −
∫

Γ1

gv.
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Après une intégration par partie , nous obtenons :

−
∫

Ω

div(σ(z))v +

∫

∂Ω

σ(z)nv = −
∫

Γ1

gv,

donc z vérifie le problème suivant :




div(σ(z)) = 0 dans Ω

σ(z)n = −g sur Γ1

z = 0 sur Γ2.

(6.33)

Ce problème admet une solution unique z = −u0. Comme z = 0 sur Γ1, donc u0 =
0 sur ∂Ω, ce qui donne u0 = 0 dans Ω, et par conséquent g ≡ 0. �

6.4.4 Identification

Les paramètres à identifier sont ceux pour lesquels les solutions un et ud coïncident.
Le problème inverse (6.4) se formule de la manière suivante :

{
Trouver (λ0, µ0) ∈ Pad telle que

J(λ0, µ0) ≤ J(λ, µ), ∀(λ, µ) ∈ Pad,
(6.34)

où J est la fonctionnelle définie par :

J(λ, µ) =

∫

Ω

λ div(un − ud)
2 + 2µε(un − ud)

2.

La proposition suivante, montre l’équivalence entre le problème inverse et le problème de
minimisation.

Proposition 6.4.7 Soient λ0 et µ0 vérifient les hypothèses du Théorème 6.4.3. Si (λ0, µ0)
est solution du problème inverse (6.4) alors (λ0, µ0) est l’unique minimum de J .

Preuve : Si (λ0, µ0) est solution du problème inverse alors un(λ0, µ0) = ud(λ0, µ0), donc
(λ0, µ0) est un minimum de J avec J(λ0, µ0) = 0. Supposons que J admet un autre
minimum (λ1, µ1) donc J(λ1, µ1) = 0 et par suite un(λ1, µ1) = ud(λ1, µ1). Pour le couple
(λ1, µ1) l’état un(λ1, µ1) vérifie le problème (6.3) avec un(λ1, µ1)|Γ1

= f. Le résultat de
l’identifiabilité 6.4.3 nous donne que λ1 = λ0 et µ1 = µ0. Il est clair que si (λ0, µ0) est
solution du problème (6.34), alors les solutions correspondants un et ud coïncident et donc
(λ0, µ0) est aussi solution du problème inverse. �

6.4.5 Dérivée de la fonctionnelle J par rapport aux paramètres

Dans cette partie, nous calculons la dérivée de la fonctionnelle J par rapport aux
paramètres de Lamé λ et µ. Pour h un nombre réel suffisamment petit, (λ, µ) ∈ Pad et
ϕ, ψ ∈ L∞(Ω), on désigne par uhλn , u

hµ
n respectivement les solutions du problème (6.3) pour

les paramètres (λ+ hϕ, µ), (λ, µ+ hψ). De même on désigne par uhλd , u
hµ
d respectivement

les solutions du problème (6.5) pour les paramètres (λ+ hϕ, µ), (λ, µ+ hψ). On note par
u1λn , u

1λ
d et u1µn , , u

1µ
d respectivement les dérivées lagrangiennes des fonctions uhλn , u

hλ
d et

uhµn , u
hµ
d par rapport à λ et µ.
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Théorème 6.4.8 La fonctionnelle J est dérivable par rapport à λ et µ et ses dérivées
partielles directionnelles sont données par :

lim
h→0

J(λ+ hϕ, µ)− J(λ, µ)

h
=

∫

Ω

[
div(ud)

2 − div(un)
2
]
ϕ (6.35)

lim
h→0

J(λ, µ+ hψ)− J(λ, µ)

h
= 2

∫

Ω

[
ε(ud)

2 − ε(un)
2
]
ψ. (6.36)

Preuve : Nous avons par définition

J(λ, µ) =

∫

Ω

λdiv(un − ud)
2 + 2µε(un − ud)

2

=

∫

Ω

λdiv(un)
2 + 2µε(un)

2dx+

∫

Ω

λdiv(ud)
2 + 2µε(ud)

2

−
[ ∫

Ω

2λdiv(un)div(ud)dx+ 4µε(un) : ε(ud)
]

=

∫

Ω

λdiv(un)
2 + 2µε(un)

2 +

∫

Ω

λdiv(ud)
2 + 2µε(ud)

2 − 2

∫

Γ1

gfds.

En utilisant la Proposition 6.4.4, on en déduit que

DJ(λ, µ;ϕ) =

∫

Ω

div(un)
2ϕ+

∫

Ω

2λdiv(un)div(u
1λ
n ) + 4µε(u1λn ) : ε(un)

+

∫

Ω

div(ud)
2ϕ+

∫

Ω

2λdiv(ud)div(u
1λ
d ) + 4µε(u1λd ) : ε(ud),

avec u1λn vérifie l’équation variationnelle suivante :

∫

Ω

λdiv(u1λv )div(v) + 2µε(u1λn ) : ε(v)dx+ div(un)div(v)ϕ = 0, ∀v ∈ V. (6.37)

Notons que la dernière équation n’est autre que la dérivée par rapport à λ de l’équation
variationnelle vérifiée par un.
Prenons v = un dans (6.37), nous déduisons

∫

Ω

λdiv(un)div(u
1λ
n ) + 2µε(u1λn ) : ε(un) = −

∫

Ω

div(un)
2ϕ.

D’après la formule de Green, nous avons :
∫

Ω

λdiv(ud)div(u
1λ
d ) + 2µε(u1λd ) : ε(ud) = −

∫

Ω

div(σ(ud))u
1λ
d +

∫

Γ1

σ(ud)nu
1λ
d = 0.

Donc

DJ(λ, µ;ϕ) =

∫

Ω

[
div(ud)

2 − div(un)
2
]
ϕ. (6.38)
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Calculons maintenant la dérivée par rapport à µ. En utilisant encore la Proposition 6.4.4,
nous obtenons :

DJ(λ, µ;ψ) =

∫

Ω

2λdiv(un)div(u
1µ
n ) + 4µε(un) : ε(u

1µ
n ) + 2ε(un)

2ψ

+

∫

Ω

2λdiv(ud)div(u
1µ
d ) + 4µε(ud) : ε(u

1µ
d ) + 2ε(ud)

2ψ.

avec u1µn vérifie l’équation suivante :
∫

Ω

λdiv(u1µn )div(v) + 2µε(u1µn ) : ε(v) + 2ε(un) : ε(v)ψ = 0 ∀v ∈ V. (6.39)

Prenons v = un dans (6.39) nous obtenons :
∫

Ω

λdiv(un)div(u
1,µ
n ) + 2µε(un) : ε(u

1µ
n ) = −2

∫

Ω

ε(un)
2,

d’autre part, en utilisant la formule de Green, nous trouvonsc
∫

Ω

λdiv(ud)div(u
1,µ
d ) + 2µε(ud) : ε(u

1,µ
d ) = −

∫

Ω

div(σ(ud))u
1µ
d +

∫

Γ1

σ(ud)nu
1µ
d = 0,

ce qui nous donne

DJ(λ, µ;ψ) = 2

∫

Ω

[
ε(ud)

2 − ε(un)
2
]
ψ.

�

6.5 Résultats numériques

Le gradient de la fonction coût J que nous avons calculé, nous permet d’envisager un
algorithme du gradient pour la résolution numérique du problème inverse.

6.5.1 Formulation discrète

Pour calculer le gradient de la fonction coût J , nous avons besoin de connaître les fonc-
tions un et ud solutions respectives des deux problèmes (6.3) et (6.5). Pour cela nous allons
utiliser la méthode d’élément finis P1. Commençons par le problème (6.3), sa formulation
variationnelle s’écrit

∫

Ω

σ(un) : ε(v)dx =

∫

Γ1

g.vds(x) pour tout v ∈ V. (6.40)

On discrétise le problème (6.40) par la méthode des éléments finis P1 de Lagrange : c’est
à dire, on remplace l’espace H1(Ω) par un sous espace Vh de dimension finie et l’espace
V par Vh :

Vh =
{
v ∈ C(Ω) tel que v|Ki

∈ P1 pour tout Ki ∈ Th
}
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Vh =
{
vh ∈ Vh : vh|Γ2

= 0
}
,

où Th est une triangulation de Ω, h = maxKi∈Th {maxx,y∈Ki
‖x− y‖}.

Le problème variationnel discrétisé est le suivant :





trouver uhn ∈ Vh telle que∫

Ω

σ(uh) : ε(vh) =

∫

Γ1

g.vh, pour tout vh ∈ Vh.
(6.41)

Soit (φ1, φ2, . . . , φdN) = (ϕ1e1, . . . ϕ1ed, . . . , ϕNe1, . . . ϕNed) une base de Vh où (e1, e2, . . . ed)
désigne la base canonique de Rd, N est le nombre des noeuds du maillage et d est la di-
mension de Ω .
Les fonctions ϕi vérifie en chaque noeud Pj

ϕi(Pj) = δi,j =

{
1 si i = j,

0 si i 6= j.

On désigne par Np l’ensemble des indices de tous les noeuds Pi du maillage et NΓ2 l’en-
semble des indices des noeuds sur Γ2, alors on a :

∫

Ω

σ(un) : ε(φi)dx =

∫

Γ1

g.φids(x) pour tout i ∈ Np \NΓ2 . (6.42)

En développant uhn (la projection de un sur Vh) dans cette base, nous obtenons :

uhn(x) =
∑

j∈Np\NΓ2

Ujφj(x).

D’après l’équation (6.42) on a le système d’équations suivant :

∑

j∈Np\NΓ2

(∫

Ω

σ(φj) : ε(φi)dx
)
Uj =

∫

Γ1

g.φids(x) pour tout i ∈ Np \NΓ2 .

En posant les notations suivantes :

Ki,j =

∫

Ω

σ(φj) : ε(φi)dx

Fi =

∫

Γ1

g.φids(x).

On obtient le système suivant :
KU = F. (6.43)

K est une matrice creuse, symétrique, de dimension d(N − n) × d(N − n) et F est un
vecteur colonne de dimension d(N − n) avec n est le nombre des noeuds sur la partie du
bord Γ2. La solution numérique finale est obtenue en résolvant le système linéaire (6.43)
puis en complétant les autres valeurs par la condition aux limites un = 0 sur Γ2.
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Concernant le problème de Dirichlet, nous développons uhd (la projection de ud sur Vh)
dans la base de Vh, nous obtenons le système suivant





AV = 0,

ud = f sur Γ1,

ud = 0 sur Γ2,

(6.44)

avec

uhd =

dN∑

j=1

Vjφj, Ai,j =

dN∑

j=1

∫

Ω

σ(φj) : ε(φi), i, j,= 1, . . . , dN, V = (V1, · · · , VdN).

Pour tenir compte des conditions aux limites dans le système (6.44), la méthode la
plus classique consiste à modifier le système linéaire AV = 0 en un noeud k du bord ∂Ω

Ak,1V1 + . . .+ Ak,kVk + . . .+ Ak,nVn = 0

par
Vk = h(k) avec h = f sur Γ1 et h = 0 sur Γ2,

ce qui impose de modifier toutes les coefficients de la k ème ligne. Plus simplement, on
peut ne modifier que le coefficient diagonale Ak,k et le second membre, de façon à obtenir
une valeur approché de la valeur imposée : on replace

Ak,1V1 + . . .+ Ak,kVk + . . .+ Ak,nVn = 0

par
Ak,1V1 + . . .+ (Ak,k + C)Vk + . . .+ Ak,nVn = Ch(k)

où C est un grand nombre.
Cette façon de procéder est plus facile et plus rapide à mettre en oeuvre mais fournie
une valeur plus au moins approché suivant la valeur de C. Typiquement il faut prendre
C >> max (Ai,j) .

6.5.2 Exemples numériques

La fonction coût que nous avons définie, et le calcul de son gradient, permettent la
mise en oeuvre d un algorithme du type gradient pour la résolution numérique du pro-
blème inverse d’identification des paramètres de Lamé λ et µ.
Le calcul des solutions un et ud est éffectué avec la pdetoolbox de Matlab.
Pour l’identification des paramètres de Lamé λ et µ, nous avons utilisé l’algorithme de
quasi-Newton BFGS de l’optimisation toolbox de Matlab. Nous rappelons que l’algorithme
BFGS est le suivant :
Algorithme quasi-Newton : BFGS(C.G. Broyden,R. Fletcher,D. Goldfarb et D.F.
Shanno)
Objectif
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Trouver une approximation d’un minimum local du problème

min
p∈Pad

J(p), p = (λ, µ). (6.45)

Input
• La fonction J : Rd → R differentiable ;
• Le gradient de la fonction ∇J : Rd → Rd (cf. (6.35)-(6.36))
• une première approximation de la solution p0 ∈ Rd;
• Une première approximation de l’inverse du Hessien H−1

0 ∈ Rd×d symétrique définie
positive. Par défaut H−1

0 = I.
• La pécision demandée ε ∈ R, ε > 0.
output
Une approximation de la solution p∗ ∈ Rd.
Initialisation
k = 0
Itérations
• Calculer dk = −H−1

k ∇f(pk) : la direction de descente.
• Déterminer αk en appliquant la récherche linéaire avec α0 = 1.
• pk+1 = pk + αkdk
• Mettre à jour H−1

k

H−1
k =

(
I − (pk − pk−1)(∇J(pk)−∇J(pk−1)

T )

(pk − pk−1)T (∇J(pk)−∇J(pk−1))

)
H−1
k−1

(
I − (pk − pk−1)(∇J(xk)−∇J(pk−1)

T )

(pk − pk−1)T (∇J(pk)−∇J(pk−1))

)

+
(pk − pk−1)(∇J(pk)−∇J(pk−1)

T )

(pk − pk−1)T (∇J(pk)−∇J(xk−1))

• k = k + 1
Critère d’arrêt
Si ‖∇J(pk)‖2 ≤ ε alors p∗ = pk.

Dans les exemples suivants, nous supposons que le domaine Ω est le disque unité de R2.
On applique un chargement g = (0.1, 0.1) sur le bord Γ1. Le déplacement f est obtenu
synthétiquement par la formule u|Γ1 = f où u est la solution du problème (6.3) relati-
vement aux paramètres (λ, µ). Une fois f est construit, on suppose ces paramètres sont
inconnus et on essai de les retrouvés à partir f en partant d’une initialisation quelconque.
Le bord ∂Ω est devisé selon Matlab en 4 arcs numérotés de 1 à 4. Dans ces exemples Γ1

est la réunion des arcs 1, 2, et 3, Γ2 est l’arc numéro 4.
Dans le premier exemple, nous supposons que les paramètres de Lamé λ et µ sont des
constantes sur le domaine Ω et dans le second exemple, nous traitons le cas des paramètres
constats par morçeaux. Plus précisément, nous considérons des paramètres de la forme

λ = λ2 + (λ1 − λ2)χω, µ = µ2 + (µ1 − µ2)χω,

où ω est un sous domaine de Ω.
Le Tableau 6.1 donne le nombre d’itérations nécessiare pour approcher le minimum

(λ∗, µ∗) = (5, 7) de la fonctionnelle J à partir de l’initialisation (λ0, µ0) = (4, 9), en
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Figure 6.1 – Représentation du
maillage dans le cas où Ω est ho-
mogène
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Figure 6.2 – Représentation du
maillage dans le cas où Ω est hété-
rogène

fonction du pas αk renvoyé par Matlab. Le maillage utilisé pour le calculs numériques est
représenté dans la Figure 6.1.

Itérations Fontionnelle J pas ‖∇J‖∞
0 0.000138593 0.000647
1 6.62033e-05 820 0.000487
2 3.94773e-05 1 0.000218
3 8.46521e-06 1 4.95e-05
4 7.72748e-06 1 3.23e-05
5 3.76459e-06 1 3.31e-05
6 9.45419e-07 1 2.96e-05
7 1.8213e-08 1 7e-06
8 6.91713e-11 1 5.47e-07

Table 6.1 – Tableau de convergence : cas des paramètres constants.
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λ exact µ exact
5 7

λ initial µ initial
4 9

λ calculé µ calculé
5.002282001574062 6.998468235543814

∇λJ(λ, µ) ∇µJ(λ, µ)
-0.02127618*1.0e-06 -0.54690309*1.0e-06

Table 6.2 – Les valeurs approchées : cas des paramètres constants.
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Figure 6.3 – Convergence de l’algorithme au cours des itérations : λ, µ des constantes
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Dans le second exemple, nous supposons que ω est le disque de centre (0, 0) et de rayon
r = 0.5. Le maillage utilisé pour le calculs numériques est représenté dans la Figure 6.2.

Le minimum à approcher est (λ̄1, µ̄1, λ̄2, µ̄2) = (1, 2, 3, 4) pour une initialisation (λ1, µ1, λ2, µ2) =
(2, 3, 4, 5). D’après le Tableau 6.3 on a une bonne convergence à partir de la 7 ème itéra-
tions.

Itérations Fontionnelle J pas ‖∇J‖∞
0 0.00120487 0.00205
1 0.000408575 820 0.00111
2 0.000154929 0.5 0.000214
3 0.000103855 1 0.000119
4 2.62543e-05 0.687408 0.000143
5 1.99585e-05 1 5.88e-05
6 4.55187e-06 1 7.37e-05
7 7.7631e-07 1 4.59e-0.5
8 5.21305e-07 1 1.39e-05
9 5.16017e-07 1 3.37e-06

10 5.13956e-07 1 3.42e-06
11 4.73269e-07 1 1.22e-05
12 3.64063e-07 1 2.05e-05
13 1.41161e-07 1 2.52e-05
14 2.39669e-08 1 1.55e-05
15 1.72468e-09 1 1.57e-06
16 1.5771e-10 1 1.92e-07

Table 6.3 – Tableau de convergence : cas des paramètres constants par morceaux.

λ1 exact µ1 exact λ2 exact µ2 exact
1 2 3 4

λ1 initial µ1 initial λ2 initial µ2 initial
2 3 4 5

λ1 calculé µ1 calculé λ2 calculé µ2 calculé
0.994475054330128 2.000074071550961 3.007221899123879 3.999091923391642
∇λ1J(λ1, µ1, λ2, µ2) ∇µ1J(λ1, µ1, λ2, µ2) ∇λ2J(λ1, µ1, λ2, µ2) ∇µ2J(λ1, µ1, λ2, µ2)
0.0771315*1.0e-06 -0.0071844*1.0e-06 0.1918581*1.0e-06 0.0487657*1.0e-06

Table 6.4 – Les valeurs approchées : cas des paramètres constants par morceaux.
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Figure 6.4 – Convergence de l’algorithme au cours des itérations : λ, µ constants par
morceaux

Au cours de ce chapitre, nous avons démontré un résultat d’identifiabilité et un résultat de
stabilité Lipshitzienne directionnelle. Les résultats numériques obtenus sont satisfaisants.
Comme perspective, on pourrait établir un résultat d’unicité dans le cas où les paramètres
λ et µ sont des fonctions de L∞(Ω). On pourrait également établir un résultat de stabilité
globale, généralisant le résultat de stabilité localement lipshitzienne qui a été établi dans
la section 6.4 et étendre la méthode numérique au cas plus général.
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Chapitre 7

Dérivées de quelques problèmes de Forme

L’optimisation de forme consiste à rechercher la géométrie d’un objet qui soit optimale
vis à vis de certains critères. C’est un sujet en plein développement car les applications
industrielles sont nombreuses et les outils informatiques actuels permettent l’étude de
configuration de plus en plus complexes. De manière assez générale, les problèmes d’op-
timisation de forme rencontrés dans les sciences de l’ingénieur peuvent être modélisés de
la façon suivante :

min
Ω∈Λad

J(Ω, uΩ) (7.1)

où Λad est l’ensemble des domaines admissibles et uΩ est solution d’une certaine EDP
posée dans Ω. Pour appliquer une méthode de descente afin de minimiser la fonctionnelle
J, nous avons besoin de sa dérivée de forme par rapport à une perturbation du domaine
Ω. Il existe de nombreuse contribution autour de la dérivation par rapport au domaine.
Il serait trés difficile d’en faire un compte-rendu complet. Nous renvoyons le lecteur aux
références suivantes [51, 52, 53, 99, 104, 105].

Nous rappelons dans ce chapitre les concepts de base de la dérivée gémométrique de
forme. Nous rappelons ensuite la dérivée de forme du problème de transmission dans le
cas scalaire et dans le cas de l’élasticité linéaire.

7.1 Transformation des domaines

Pour étudier l’analyse de sensitivité de la fonctionnelle de forme J(Ω, uΩ), nous intro-
duisons une famille de perturbation {Ωt}0≤t<ǫ d’un domaine fixé Ω ⊂ Rd. On suppose que
Ω0 = Ω et Ωt, 0 < t < ǫ ont les mêmes propriétés topologiques et les mêmes régularités
i.e Ω et Ωt pour t ∈]0, ǫ[ sont des domaines simplement connexes de classes Ck, k ≥ 1. On
peut construire une famille de transformations Tt : Rd → Rd bijective telle que Tt(Ω) = Ωt.
On suppose que cette famille de transformation Tt vérifie les conditions suivantes :
(A1) pour tout t ∈ [0, ǫ[, les applications x 7→ Tt(x) et x 7→ T−1

t (x) sont de classe Ck, k ≥ 1
sur Rd,
(A2) pour tout x ∈ Rd, les applications t → Tt(x) et t → T−1

t (x) sont de classe C1 sur
[0, ǫ[ .
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Il est évident que pour une famille Ωt de domaines donnée, la famille de transformations
Tt n’est pas détérminée d’une manière unique.

Puisque seulement des petites déformations(perturbations) de Ω sont considérées, on
peut considérer des transformations définis comme perturbation de l’identité Id de Rd.
Un exemple d’une telles transformations est le suivant :

Tt(x) = x+ tθ(x), θ ∈ W k,∞(Rd,Rd) où θ ∈ Ck(Rd,Rd).

Cette perturbation à été étudier par Murat et al (1976) et Pironneau (1984).
Pour le cas où le domaine Ω est à bord Γ de classe C∞ Hadamard (1908) a proposé une
paramétrisation suivant la normal n de Γ du bord Γt de Ωt supposé de classe C∞

Γt = Γ + tgn = {y : y = x+ tg(x)n(x) : pour x ∈ Γ, |t| < ε},

avec g ∈ C∞(Γ). On note par ñ ∈ C∞(Rd,Rd), l’extension de la normale n ∈ C∞(Γ,Rd),
on peut définir la transformation

Tt(x) = x+ tg̃(x)ñ(x)

où g̃ ∈ C∞(Rd) est une extension de g ∈ C∞(Γ).

7.1.1 Méthode des champs de vitesse

Cette méthode consiste à définir au voisinage du domaine Ω et même sur tout Rd

un champ de vecteurs V et de supposer que le domaine Ω est formé de particules qui
évoluent dans ce champ de vecteurs pour un "temps virtuel t ≥ 0 ". C’est cette même
notion que l’on rencontre en gémoétrie différentielle lorsque l’on veut définir une dérivée
sur une variété.
Soit donc t ≥ 0 le temps virtuel et V (t, x), x ∈ Rd un champ de vitesse de déformation.
Sous l’action de V chaque point X de Rd se déplace en x(t) ∈ Rd selon la loi d’évolution

d

dt
x(t) = V (t, x(t)), x(0) = X. (7.2)

A l’aide de cette équation, on définit la transformation

Tt = Tt(V ) : R
d → Rd, Tt(X) = x(t), t ≥ 0. (7.3)

Lorsque V ∈ W 1,∞(Rd,Rd), la transformation Tt est un difféomorphisme (cf. J.P Zolésio[104]).
Sous l’action du champ de vitesse V , le domaine Ω se déforme ou se transforme en un
nouveau domaine

Ωt = Tt(Ω) = {x : x = Tt(X), X ∈ Ω}.

7.1.2 Dérivée matérielle et dérivée de forme de l’état

Les méthodes habituelles font appel à une notion de la dérivée de l’état : soit la dérivée
matérielle (ou Lagarngienne ) soit la dérivée de forme (ou Eulerienne) .
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Définition 7.1.1 (derivée matérielle (ou Lagrangienne)) Soit Ω un domaine fixe.
On désigne par Ωt = Tt(Ω) et ut ∈ H1(Ωt) avec u0 = u. La fonction ut ◦ Tt est définie
dans le domaine fixe Ω. La dérivée matétielle est donnée par :

u̇(x) = lim
t→0

ut ◦ Tt(x)− u(x)

t
, ∀x ∈ Ω. (7.4)

Définition 7.1.2 (Dérivée de forme (ou derivée Eulerienne)) La dérivée de forme
est donnée par

u′ = u̇−∇u.V. (7.5)

7.2 Rappels de géométrie différentielle

Soit Ω un ouvert de Rd, à bord Γ de classe C1. On dit qu’une fonction g : Γ → R est
de classe C1 sur Γ si son extension (cf. [20, p,183]) est de classe C1.

Définition 7.2.1 (Gradient tangentiel) Soit g une fonction de classe C1 sur Γ. On
définit son gradient tangentiel par

∇τ = ∇g̃ − (∇g̃.n)n sur Γ (7.6)

où g̃ est un prolongement de classe C1 sur Rd de la fonction g.

Définition 7.2.2 (Divergence tangentielle) Soit W ∈ C1(Γ,Rd). On définit sa diver-
gence tangentielle par

divτ (W ) = div(W̃ )− (DW̃ ′n).n (7.7)

où W̃ ∈ C1(Rd,Rd) est un prolongement de W .

Cette définition ne dépend pas de l’extension de W choisie. En effet, on vérifie que

div(W̃ )− (DW̃n).n = trace(DτW )

où DτW désigne la matrice dont la ième ligne est donnée par :

∇W̃i − (∇W̃i.n)n = ∇τWi.

Notons les formules

∀f, g ∈ C1(Γ), ∇τ (fg) = g∇τ (f) + f∇τ(g) (7.8)

∀f ∈ C1(Γ), ∀W ∈ C1(Rd,R2), divτ (fW ) = fdivτ (W ) +W.∇τ (f). (7.9)

Définition 7.2.3 (Courbure moyenne ) On suppose que Ω est de classe C2. On défi-
nit la courbure moyenne de Γ par κ = divτ (n).

Proposition 7.2.4 Soit Ω un ouvert de classe C2 de Rd et N ∈ C1(Rd,Rd), une exten-
sion de la normale unitaire n à Γ. Alors on a :

div(N) = κ sur Γ.
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Décomposition de la divergence tangentielle : Pour tout champ de vecteur W définit sur
Γ, on appelle composante tangentielle de W, qu’on note Wτ , la projection orthogonale de
W sur le plan tangent :

Wτ := W − (W.n)n.

Proposition 7.2.5 On suppose que Ω est un ouvert de classe C2 de Rd. Soit f ∈ W 1,1(Γ)
et W ∈ W 1,1(Γ,Rd). Alors on a :

divτ (fn) = κf, divτ (W ) = divτ (Wτ ) + κn.W. (7.10)
∫

Γ

divτ (W ) =

∫

Γ

κn.W,

∫

Γ

W.∇τ (f) =

∫

Γ

−fdivτ (W ) + κfW.n. (7.11)

Définition 7.2.6 (Opérateur de Laplace-Beltrami) Soit Ω un ouvert de classe C2.
L’opératuer de Laplace-Beltrami, noté ∆τu est défini par

∀u ∈ W 2,1(Γ), ∆τ (u) = divτ [∇τ (u)] (7.12)

7.2.1 Extension de la normale à un domaine variable

Nous énonçons un résultat technique très utile dans les calculs de dérivation sur le
bord. On note C1,∞ = C1 ∩W 1,∞(Rd,Rd), muni de la norme de W 1,∞(Rd,Rd).
On suppose que pour t ∈ [0, T ], T > 0, l’application t → Tt est de classe C1,∞ , dérivale
en 0 avec T0 = Id et T ′

0 = V . On note par Ωt = Tt(Ω), ∂Ωt = Tt(Γ). On a la proposition
suivante :

Proposition 7.2.7 On suppose que Ω est un ouvert de classe C2 de Rd. Soit n ∈
C1(Rd,Rd), une extension de la normale à ∂Ω. alors

t 7→ nt =
wt
‖wt‖

avec wt = (DT−1
t n)∗ ◦ T−1

t , (7.13)

est une extension de n à ∂Ωt, avec t 7→ nt ∈ C0(Rd,Rd).
Pour toute extension t ∈ [0, T ] → nt ∈ C0(Rd,Rd) dérivable en 0 avec n0 ∈ C1(Rd,Rd), on a

∂nt
∂t |t=0

= −∇τ (V.n)− (Dn0.n)V.n sur Γ. (7.14)

7.3 Intégrale sur un domaine variable

Nous commençons cette section par donner la dérivée la la fonction intégrale suivante :

t→ I(t) =

∫

Ωt

f(t, x)dx,

où Ωt = Tt(Ω) est l’image d’un ensemble mesurable fixe Ω ⊂ Rd. Ce calcul se fait par un
changement de variable en posant x = Tt(y), pour y ∈ Rd de telle sorte que

I(t) =

∫

Ω

f(t, Tt(y))|det(DyTt(y))|dy. (7.15)

L’avantage de cette dernière équation est que le domaine est fixe.
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7.3.1 Formule de dérivation

Nous commençons par un cas simple où f(t, .) est définie partout sur Rd. Les dérivées
en 0 sont des dérivées à droite.

Théorème 7.3.1 Soit Tt la famille de transformation définie comme dans le paragraphe
7.1.1. Nous supposons que :

t ∈ [0, T [→ f(t, .) ∈ L1(Rd) est dérivable en 0(de dérivée f ′(0))

f(0) ∈ W 1,1(Rd).

Alors,

t 7→ I(t) =

∫

Ωt

f(t) est dérivable en 0 et on a

I ′(0) =

∫

Ω

f ′(0) + div[f(0)V ]. (7.16)

Si, de plus, Ω est un ouvert à bord lipschitzien, alors

I ′(0) =

∫

Ω

f ′(0) +

∫

∂Ω

f(0)V.n. (7.17)

Remarque 7.3.2 Dans ce théorème, la dérivabilité de I et la formule (7.16) sont obtenus
en supposant seulement Ω mesurable. La formule (7.17) requiert un peu plus de régularité
sur le bord du domaine Ω : il suffit que f(0)V admet une trace Hd−1-intégrable sur ∂Ω.
Puisque f(0)V ∈ W 1,1, c’est le cas si Ω est à bord lipschitzien.

Corollaire 7.3.3 Soit Tt la famille de transformation définie comme dans la paragraphe
7.1.1 et t→ f(t) ∈ L1(Ω). on suppose que

t ∈ [0, T [→ F (t) = f(t, Tt(.)) ∈ L1(Ω) est dérivable en 0,

et qu’il existe un opérateur de prolongement linéaire et continu

P : L1(Ω) → L1(Rd) tel que P (f(0)) ∈ W 1,1(Rd).

Alors, il existe un prolongement t → f̃ ∈ L1(Rd) dérivable en 0 de l’application t → f(t)
avec

f̃ ′(0) = F ′(0) +∇P (f(0)).V.
De plus, t → I(t) =

∫
Ωt
f(t) est dérivable en 0 et on a la formule (7.17) en posant p.p

x ∈ Ω f ′(0, x) = f̃ ′(0, x).

Lemme 7.3.4 La dérivée du déterminant de la matrice Jacobienne de Tt est donnée par :

d

dt

∣∣∣
t=0
detDTt(x) = divV (x). (7.18)
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Preuve : Pour une matrice A(t) ∈ Rd × Rd à coefficients différentiable, tel que l’inverse
A(t)−1 existe, la dérivée par rapport à t du déterminant est donnée par :

d

dt
detA(t) = tr

(
dA(t)

dt
A(t)−1

)
detA(t). (7.19)

Puisque DT0(x) = Id, nous avons

d

dt

∣∣∣
t=0
detDTt(x) = tr

(
dDTt(x)

dt

∣∣∣
t=0

)

= tr(DV (x))

= divV (x).

�

Dans le cas où f ne dépond que de x ∈ Ω, on a la formule de Hadamard :

Théorème 7.3.5 (Formule de Hadamard) Pour une fonction f : Ω → R qui ne dé-
pend que de x ∈ Ω, on considère la fonction

J(Ω) =

∫

Ω

f(x)dx,

alors la dérivée de forme de J est donnée par

DJ(Ω;V ) =

∫

∂Ω

V.nfds. (7.20)

Preuve : Nous avons par définition

DJ(Ω;V ) =
d

dt

∣∣∣
t=0
J(Ωt) =

d

dt

∣∣∣
t=0

∫

Ωt

f(x)dx

=
d

dt

∣∣∣
t=0

∫

Ω

f(Tt(x))det (DTt(x)) dx

=

∫

Ω

d

dt

∣∣∣
t=0
f(Tt(x))det (DTt(x)) dx.

D’après le Lemme 7.3.4 et le théorème de divergence, on a
∫

Ω

d

dt

∣∣∣
t=0
f(Tt(x))det (DTt(x)) dx =

∫

Ω

〈∇f(x), V (x)〉+ f(x)divV (x)

=

∫

Ω

div(V (x)f(x))dx =

∫

∂Ω

< V, n > fds.

�

Théorème 7.3.6 Soit J la fonctionnelle définie par

J(Ω, u) :=

∫

Ω

f(u)dx+

∫

∂Ω

g(u)ds, (7.21)

où f et g sont deux fonctions qui ne dependent pas de Ω, alors la dérivée par rapport à la
forme de la fonctionnelle J est donnée par

DJ(Ω;V ) =

∫

Ω

∂f(u)

∂u
u′dx+

∫

∂Ω

∂g(u)

∂u
u′ds+

∫

∂Ω

V.n

[
f(u) +

∂g(u)

∂n
+ div(n)g(u)

]
ds

(7.22)
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7.4 Dérivée de quelques problèmes de forme

7.4.1 Problème de transmission dans le cas scalaire

Dans cette section, nous rappelons la dérivée par rapport au domaine des deux pro-
blèmes aux limites suivants :





∆un = 0 dans Ω \ ω et dans ω,

[un] = 0 sur ∂ω,

[α
∂un
∂n

] = 0 sur ∂ω,

αe
∂un
∂n

= ϕ sur ∂Ω,
∫

∂Ω

unds = 0.

(7.23)





∆ud = 0 dans Ω \ ω et dans ω,

[ud] = 0 sur ∂ω

[α
∂ud
∂n

] = 0 sur ∂ω,

ud = g sur ∂Ω,

(7.24)

où ϕ ∈ H−1/2(∂Ω), f ∈ H1(∂Ω) et ω est un ouvert de classe C2 inclus dans Ω. La
conductivité α est définie par :

α(x) =

{
αi si x ∈ ω

αe si x ∈ Ω \ ω,

où αi et αe sont des constantes strictement positives. Le symbole [.] désigne le saut à
travers le bord ∂ω.

7.4.2 Dérivées des fonctions d’état par rapport à la forme

Dans cette partie, nous présentons la dérivée des états un et ud par rapport au domaine
ω. Pour d0 > 0 un réel fixé, nous considérons des perturbations Tt(x) = x + tV (x) avec
V ∈ W 1,∞(Rd,Rd) tels que

supp(V ) ⊂ Ωd0 = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≥ d0}, Tt(Ω) = Ω et Tt(ω) = ωt.

Bien que les états un et ud ne sont pas différentiables au sens classique, elles admettent
des dérivées matérielles et de formes qui sont bien définies.
Nous rappelons certaines résultats sur les dérivées des états un et ud. Pour plus de détails
le lecteur peut consulter [85, 3]).
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Théorème 7.4.1 La solution ud est différentiable par rapport au domaine et sa dérivée
de forme u′d satisfait





∆u′d = 0 dans Ω \ ω et dans ω

[u′d] = − [α]

αi

∂u−d
∂n

V.n sur ∂ω

[α
∂u′d
∂n

] = −[α]divτ (V.n∇τud) sur ∂ω

u′d = 0 sur ∂Ω

(7.25)

Théorème 7.4.2 La solution un est différentiable par rapport au domaine et sa dérivée
de forme u′n satisfait





∆u′n = 0 dans Ω \ ω et dans ω

[u′n] = − [α]

αi

∂u−n
∂n

V.n sur ∂ω

[α
∂u′n
∂n

] = −[α]divτ (V.n∇τun) sur ∂ω

∂nu
′
n = 0 sur ∂Ω.

(7.26)

7.4.3 Problème de transmission dans le cas de l’élasticité

Soit δ0 un réel positif fixé, Ω et ω deux ouverts bornés de classe C1 de Rd, d = 2, 3
tels que

ω ⊂ Ωδ0 = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > δ} .
On suppose que le matériau ω est caractérisé par des coefficients de Lamé (λi, µi) ∈
R∗

+×R∗
+ et le matériau Ω\ω est carctérisé par les coefficients de Lamé (λe, µe) ∈ R∗

+×R∗
+

tel que (λe, µe) 6= (λi, µi). Nous sommes intèressé à l’identification de ω à partir des
mesures sur le bord dans le cas où les propriétés du matériau sont connues . La procédure
d’identification consiste à imposer un chargement surfacique g sur le bord extérieur du
domaine et mesurer le déplacement f correspondant. On suppose dans la suite que le
couple (g, f) est connue. Dans notre cas, le déplacement u vérifie le système surdéterminé
suivant : 




div(σ(u)) = 0 dans Ω,

σ(u).n = g sur Γ1,

u = f sur Γ1,

u = 0 sur Γ2,

(7.27)

avec
σ(u) = λtr(ε(u))Id + 2µε(u) (7.28)

(λ, µ) =

{
(λe, µe) dans Ω \ ω
(λi, µi) dans ω.

(7.29)

et
ε(u) =

1

2
(Du+ (Du)∗) , (7.30)
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Id est la matrice identité de Rd, ∗ indique la transposé, n est la normale unitaire sortante
de la frontière ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2, où Γ1 et Γ2 sont deux ouverts non vides disjoints de ∂Ω.

Dans le cas où ∂ω est de classe C2,α, 0 < α < 1, nous pouvons écrire le système (7.27)
de la manière suivante :

Proposition 7.4.3 La solution u du problème (7.27) vérifie aussi





div(σ(u)) = 0 dans Ω \ ω et dans ω

σ(u).n = g sur Γ1

[σ(u).n] = 0 sur ∂ω

[u] = 0 sur ∂ω

u = f sur Γ1

u = 0 sur Γ2

(7.31)

où [.] représente le saut sur le bord intèrieur ∂ω défini par :

[u] = u+ − u− et [σ(u).n] = σ(u+).n− σ(u−).n. (7.32)

7.4.4 Formulation du problème de Neumann et de Dirichlet

Comme le problème de transmission (7.31) est surdéterminé, nous définissons alors
deux problèmes : un problème de Neumann et un problème de Dirichlet.

7.4.4.1 Formulation du problème de Neumann

Il s’agit d’un problème où les conditions aux limites imposés sur Γ1 sont de types
σ(u).n. Ces conditions modélisent la donnée d’une force surfacique g sur Γ1. Nous obtenons
alors le problème de Neumann suivant :





div(σ(un)) = 0 dans Ω \ ω et dans ω,

σ(un).n = g sur Γ1,

[σ(un).n] = 0 sur ∂ω,

[un] = 0 sur ∂ω,

un = 0 sur Γ2,

(7.33)

où g ∈ H1/2(Γ1).
Il est classique que le problème (7.33) admet une solution unique un vérifiant l’équation
variationnelle suivante :

∫

Ω

σ(un) : ε(ϕ) =

∫

Γ1

g.ϕ, ∀ϕ ∈ V = {ϕ ∈ H1(Ω)d : ϕ|Γ2 = 0}. (7.34)
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7.4.4.2 Formulation du problème de Dirichlet

C’est le cas où les valeurs de la solution sont fixées sur le bord extérieur du domaine :
u|Γ1 = f et u|Γ2 = 0. Nous obtenons alors le problème de Dirichlet suivant :





div(σ(ud)) = 0 dans Ω \ ω et dans ω,

[σ(ud).n] = 0 sur ∂ω,

[ud] = 0 sur ∂ω,

ud = f sur Γ1,

ud = 0 sur Γ2.

(7.35)

Nous considérons f̃ ∈ H1(Ω)d un prolongement de f tel que f̃ = 0 dans Ωδ. On effectue
le changement de variable suivant :ũd = ud − f̃ , nous obtenons le système suivant :





div(σ(ũd)) = −div(σ(f̃)) dans Ω \ ω et dans ω,

[σ(ũd).n] = 0 sur ∂ω,

[ũd] = 0 sur ∂ω,

ũd = 0 sur ∂Ω.

(7.36)

Nous écrivons la formulation variationnelle de (7.36) :

a(ũd, ϕ) = l(ϕ), pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω)

d, (7.37)

où a est la forme bilinéaire défine par :

a(ũd, ϕ) =

∫

Ω

σ(ũd) : ε(ϕ), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω)

d, (7.38)

et l est la forme linéaire

l(ϕ) = −
∫

Ω

σ(f̃) : ε(ϕ), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω)

d. (7.39)

L’existence et l’unicité de la solution ũd du problème (7.36) dans H1
0 (Ω)

d sont données
par le théorème de Lax-Milgram, ce qui donne l’existence et l’unicité de la solution ud du
problème (7.35) :

ud = ũd + f̃ .

7.5 Problème inverse et optimisation de forme

Le problème inverse que nous souhaitons résoudre consiste à trouver la forme ω telle
que la solution un du système (7.33) vérifie aussi un|Γ1

= f.
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7.5.1 Transformation du problème inverse en un problème d’op-

timisation de forme

La majorité des algorithmes d’identification sont plus souvent basés sur l’approche
moindres carrés, cette dernière est largement répondue dans la littérature des problème
inverses. Ce choix n’est évidement pas le seul possible. Nous cosidérons un deuxième choix
basé sur l ’introduction d’une fonctionnelle coût de type Kohn- Vogelius . Cette méthode
est basée sur l’écart énergétique entre la solution d’un problème de Neumann et celle
d’un problème de Dirichlet. Cette idée à été utilisé au départ par Kohn-Vogelius pour
implémenter un algorithme d’identification de conductivité. Dans le contexte de notre
problème, nous définissons la fonctionnelle coût sous la forme suivante :

J(ω) =

∫

Ω

σ(un − ud) : ε(un − ud)dx. (7.40)

Cette fonctionnelle est positive et nulle si et seulement si un = ud. C’est le cas d’une
inclusion adaptée.

7.5.2 Dérivée formelle par rapport au domaine ω

Dans ce paragraphe, nous calculons formellement (i.e, les espaces dans lesquels les
calculs sont faits et l’existence des limites en particulier pour les dérivées n’est pas justi-
fiées) la dérivée de forme des solutions des problèmes aux limites (7.33) et (7.35). Pour
calculer ces dérivées, nous considérons des déformations de la forme Tt(x) = x + tV (x),
avec V ∈ W 1,∞(Rd,Rd) et supp(V) ⊂ Ωδ0 . Nous avons donc V.n := V n = 0 sur ∂Ω.
On suppose que la composante tangentielle du champ V vérifie Vτ = 0 sur ∂ω, c’est à
dire que le bord ∂ω bouge sans faire de rotation. Pour t suffisamment petit, on désigne
par ωt = Tt(ω) le domaine perturbé de ω et on note par ut la solution du problème de
Neumann perturbé : 




div(σ(ut)) = 0 dans Ω \ ωt et dans ωt
σ(ut).nt = g on Γ1

ut = 0 sur Γ2

[ut] = 0 sur ∂ωt
[σ(ut)nt] = 0 sur ∂ωt.

(7.41)

La solution ut vérifie donc l’équation variationnelle suivante :∫

Ω

σ(ut) : ε(vt) =

∫

Γ1

g.vt, ∀vt ∈ Vt = {vt ∈ H1(Ω)d : vt|Γ2
= 0}.

7.5.2.1 Calculs formels des dérivées d’état

Théorème 7.5.1 La dérivée de forme u′n de l’état un vérifie le système suivant :




div(σ(u′n)) = 0 dans Ω

σ(u′n).n = 0 sur ∂Ω

[σ(u′n).n] = −divτ (V.nσ(u−n − u+n )) sur ∂ω

[u′n] = −[∂nun]V.n sur ∂ω.

(7.42)
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Preuve : Soit φ ∈ D(ω) : l’espace des fonctions continues à supports compact dans ω.
Nous avons donc ∫

ωt

σ(ut) : ε(φ) = 0 ⇒
∫

ωt∩supp(φ)
σ(ut) : ε(φ).

Pour t voisin de 0, supp(φ) ⊂ ωt et donc
∫

supp(φ)

σ(ut) : ε(φ) = 0.

En dérivant par rapport à t sur le domaine fixe, nous obtenons
∫

supp(φ)

σ(u′) : ε(φ) = 0.

et puisque φ est à support compact dans ω, nous retrouvons
∫

ω

σ(u′) : ε(φ) = 0.

Ce qui permet d’avoir div(σ(u′)) = 0 dans ω. De même nous avons div(σ(u′)) = 0 dans
Ω \ ω.
Calculons maintenant la dérivée des conditions frontières. Les conditions les plus difficiles
à dériver sont les conditions de sauts. Pour cela, nous les traitons sur chaque sous domaine.

Proposition 7.5.2 Si u = 0 sur Γ1 alors u′ = 0 sur Γ1.

Preuve : Nous avons ut(Tt(x)) = 0 pour x ∈ Γ1, après dérivation par rapport à t, nous
obtenons

∂ut(Tt(x))

∂t
+Dut(Tt(x))V (x) = 0.

Comme V est à support compact dans Ω, il vient après passage à la limite quand t tend
vers 0+ que u′ = 0 sur Γ1.

Proposition 7.5.3 Si [u] = 0 sur ∂ω alors

[u′] = −
[
∂u

∂n

]
V.n sur ∂ω.

Preuve : Nous avons par définition

[ut] = lim
δ→0+

ut(x+ δnt)− ut(x− δnt) = lim
δ→0+

u+t − u−t .

Les expressions des dérivées de u+t et u−t sont données par

du+t
dt

=
∂u+t
∂t

+Du+t
d

dt
(x+ δnt) =

∂u+t
∂t

+Du+t

[
V + δ

(
∂nt
∂t

+DntV

)]
,

du−t
dt

=
∂u−t
∂t

+Du−t

[
V − δ

(
∂nt
∂t

+DntV

)]
.
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Par passage à la limite quand δ tend vers 0, nous obtenons

0 =
d

dt
(u+t − u−t ) =

∂u+t
∂t

− ∂u−t
∂t

+
(
Du+t −Du−t

)
.V.

Soit donc [
∂ut
∂t

]
=
(
Du−t −Du+t

)
.V.

Nous avons finalement quand t tend vers 0

[u′] =
(
Du− −Du+

)
.V. (7.43)

Nous décomposons le champ de déformation V et la différentielle de u en composante
tangentielle et normale, la relation (7.43) devient donc

[u′] =
(
Dτu

− −Dτu
+
)
.Vτ +

(
Du−.n−Du+.n

)
V.n.

Du fait que le saut [u] = 0 sur ∂ω, nous obtenons

Dτu
− = Dτu

+.

Par conséquent la formule (7.43) se simplifie

[u′] = −
[
∂u

∂n

]
V.n

�

Proposition 7.5.4 La dérivée par rapport à la forme de la condition aux limites [σ(u)n] =
0 sur ∂ω est donnée par :

[σ(u′)n] = −divτ (V.nσ(u− − u+)).

Preuve : Par construction du champ de déformation V, nous avons V.n = 0 sur ∂Ω et
Ωt = Ω. Pour ut ∈ H1(Ω,Rd), nous avons l’égalité suivante

∫

Ω

σ(ut) : ε(φ) =

∫

Γ1

g.φ pour tout φ ∈ V. (7.44)

D’après le Théorème 7.3.1, la différentielle de (7.44) au point t = 0 est donnée par :
∫

Ω\ω
σ(u

′

) : ε(φ)dx +

∫

ω

σ(u
′

) : ε(φ)dx+

∫

∂(Ω\ω)
V.nσ(u) : ε(φ)ds+

∫

∂ω

V.nσ(u) : ε(φ)ds = 0.

Pour les intégrales sur le bord, nous utilisons le fait que V.n = 0 sur ∂Ω. On a
∫

∂(Ω\ω)
V.nσ(u) : ε(φ)ds+

∫

∂ω

V.nσ(u) : ε(φ)ds =

∫

∂ω

V.nσ(u− − u+) : ε(φ)ds

=

∫

∂ω

V.nσ(u− − u+) : Dφds.
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Nous décomposons la différentielle de φ en composante normale et tangentielle, nous
obtenons :
∫

∂ω

V.nσ(u− − u+) : Dφds =

∫

∂ω

V.nn.σ(u− − u+)
∂φ

∂n
ds+

∫

∂ω

V.nσ(u− − u+) : Dτφds.

Après une intégration par partie sur ∂ω, (voir [98, p 144]) nous obtenons
∫

∂ω

V.nσ(u− − u+) : Dφds =

∫

∂ω

V.nn.σ(u− − u+)
∂φ

∂n
ds−

∫

∂ω

divτ (V.nσ(u
− − u+))φds

+

∫

∂ω

V.nκn.σ(u− − u+))φds.

Grâce au condition de saut sur ∂ω, nous sommes menés à
∫

∂ω

V.nσ(u− − u+) : Dφds = −
∫

∂ω

divτ (V.nσ(u
− − u+))φds .

D’autre part,
∫

Ω\ω
σ(u′) : ε(φ)dx+

∫

ω

σ(u′) : ε(φ)dx =

∫

∂Ω

σ(u′).nφ +

∫

∂ω

σ((u′)− − (u′)+).nφds.

Ce qui nous permet d’avoir
∫

∂Ω

σ(u′).nφ = 0 et
∫

∂ω

σ((u′)+ − (u′)−).n.φds = −
∫

∂ω

divτ (V.nσ(u
− − u+))φ.

�

De la même manière pour la solution ud du problème de Dirichlet, nous avons le théorème
suivant :

Théorème 7.5.5 La dérivée de forme u′d de l’état ud vérifie le système suivant :





div(σ(u′d)) = 0 dans Ω

[σ(u′d).n] = −divτ (V.nσ(u−d − u+d )) sur ∂ω

[u′d] = −[∂nud]V.n sur ∂ω

u′d = 0 sur Γ1

u′d = 0 sur Γ2.

(7.45)

Preuve : La preuve est analogue à celle du problème de Neumann. Il manque seulement
la dérivée de la condition au limite : u = f sur Γ1. Nous avons ut(Tt(x)) = f(Tt(x)) sur
Γ1 donc après dérivation par rapport à t nous obtenons

∂ut(Tt(x))

∂t
+Dut(Tt(x))V (x) = Df(Tt(x))V (x) sur Γ1.

Comme V est à support compact dans Ω, il vient après passage à la limite quand t tend
vers 0 que u′ = 0 sur Γ1. �
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7.5.2.2 Calcul de la dérivée de forme dJ(ω;V ) via la dérivée de l’état

Proposition 7.5.6 La dérivée de forme de la fonctionnelle J par rapport à ω suivant la
direction V est donnée par

DJ(ω;V ) =

∫

∂ω

[ [
σ(u−d ) : ε(u

−
d )− σ(u+d ) : ε(u

+
d )
]
−
[
σ(u−n ) : ε(u

−
d )− σ(u+n ) : ε(u

+
n )
] ]
V.n.

+ 2

∫

∂ω

(
σ(u−d ).n

(
∂u+d
∂n

− ∂u−d
∂n

)
− σ(u−n )n

(
∂u+n
∂n

− ∂u−n
∂n

))
V.n.

(7.46)

Preuve : La fonctionnelle de forme J est définie par :

J =

∫

Ω\ω
σ(un − ud) : ε(un − ud) +

∫

ω

σ(un − ud) : ε(un − ud).

On vérifie facilement que J = JN + JD + JND avec

JN =

∫

Ω

σ(un) : ε(un), JD =

∫

Ω

σ(ud) : ε(ud) et JND = −2

∫

Ω

σ(un) : ε(ud).

Après intégration par partie, nous retrouvons

JND = −2

∫

Ω

σ(un) : ε(ud) = −2

∫

Γ1

σ(un).nud = −2

∫

Γ1

gf,

ce qui donne que JND est un terme constant, donc sa dérivée par rapport au domaine est
nulle. Si les fonctions d’état un et ud sont différentiables, J admet une dérivée de forme,
et nous avons

DJ(ω;V ) = DJN(ω;V ) +DJD(ω;V ). (7.47)

En utilisant la règle de dérivation d’une intégrale de volume (voir Théorème 7.3.1), nous
obtenons :

DJN(ω;V ) = 2

∫

Ω\ω
σ(u′n) : ε(un)+2

∫

ω

σ(u′n) : ε(un)+

∫

∂Ω\ω
V.nσ(un) : ε(un)+

∫

∂ω

V.nσ(un) : ε(un).

Par construction du champ de déformation V, nous avons V.n = 0 sur ∂Ω, donc l’intégrale
sur ∂Ω est nulle, ce qui donne
∫

∂(Ω\ω)
σ(un) : ε(un)Vn +

∫

∂ω

σ(un) : ε(un)V.n =

∫

∂ω

[
σ(u−n ) : ε(u

−
n )− σ(u+n ) : ε(u

+
n )
]
V.n

(7.48)
Pour les termes de volume, on utilise la formule de Green et la condition de saut vérifiée
par la dérivé de l’état un, on obtient :

∫

Ω\ω
σ(u′n) : ε(un) +

∫

ω

σ(u′n) : ε(un) =

∫

∂ω

(σ(u′
−
n )n− σ(u′

+
n )n)un
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On utilise de nouveau la formule de Green dans Ω\ω : En incorporant la relation de saut,
nous obtenons
∫

∂ω

(σ(u′
−
n )n− σ(u′

+
n )n)un =

∫

∂ω

divτ (σ(u
−
n − u+n )V.n)un

=

∫

∂ω

[
σ(u+n ) : Dτ (un)− σ(u−n ) : Dτ (un)

]
V.n

=

∫

∂ω

[
σ(u+n ) : ε(u

+
n )− σ(u−n ) : ε(u

−
n )
]
V.n− σ(u−n )n

(
∂u+n
∂n

− ∂u−n
∂n

)
V.n

Nous déduisons finalement que

DJN(ω;V ) =

∫

∂ω

([
σ(u+n ) : ε(u

+
n )− σ(u−n ) : ε(u

−
n )
]
− 2σ(u−n )n

(
∂u+n
∂n

− ∂u−n
∂n

))
V.n.

(7.49)
De même pour la fonctionnelle JD, nous appliquons la règle de dérivation d’une intégrale
de volume (cf. Théorème 7.3.1), nous obtenons :

DJD(ω;V ) = 2

∫

Ω\ω
σ(u′d) : ε(ud)+2

∫

ω

σ(u′d) : ε(un)+

∫

∂Ω\ω
V.nσ(ud) : ε(ud)+

∫

∂ω

V.nσ(ud) : ε(ud).

Pour les intégrales aux bords, nous avons :
∫

∂Ω\ω
V.nσ(ud) : ε(ud) +

∫

∂ω

V.nσ(ud) : ε(ud) =

∫

∂ω

[
σ(u−d ) : ε(u

−
d )− σ(u+d ) : ε(u

+
d )
]
V.n.

(7.50)
Pour les termes de volume, on intègre par partie et on utilise les conditions aux limites
sur ∂Ω et sur ∂ω , on obtient :

∫

Ω\ω
σ(u′d) : ε(ud) +

∫

ω

σ(u′d) : ε(ud) =

∫

∂Ω

σ(u−d ).nu
′
d − σ(u+d ).nu

′+
d .

=

∫

∂ω

σ(u−d ).n

(
∂u+d
∂n

− ∂u−d
∂n

)

On en déduit que

DJD(ω;V ) =

∫

∂ω

([
σ(u−d ) : ε(u

−
d )− σ(u+d ) : ε(u

+
d )
]
+ 2σ(u−d ).n

(
∂u+d
∂n

− ∂u−d
∂n

))
V.n

(7.51)
On achève la preuve, en sommant les equations (7.49) et (7.51). �

Nous venons d’obtenir une formule pour la dérivée de forme dJ(ω;V ) par rapport au
domaine ω à l’aide d’un calcul dont certaines étapes ne sont pas justifiées. Dans le cha-
pitre 9, nous retrouvons la même formule par une méthode différente mais rigoureuse
mathématiquement.
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Chapitre 8

Identification des inclusions par le gra-
dient topologique et le gradient de forme

Nous présentons dans ce chapitre une technique de localisation des inclusions à l’inté-
rieur d’un domaine par des mesures surfacique basée sur la méthode du gradient topolo-
gique. Nous utilisons ensuite la méthode du gradient classique pour identifer complètement
l’inclusion. D’un point de vue numérique, le gradient topologique est trés efficace pour
retrouver, les inclusions extrèmement allongés. Pour implémenter cette méthode, nous
avons utilisé certaines inclusion particulière à savoir des petites inclusion elliptiques très
allongés. En déplaçant ces inclusions dans tous le domaine, on peut retrouver approxima-
tivement la position de l’inclusion(s) recherchée(s).
Ce chapitre fait l’objet d’un article en préparation, en collaboration avec S. Chaabane et
M. Masmoudi.

8.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous intéressons encore à la détermination d’une inclusion(s) ω à
partir des mesures effectuées sur le bord extérieur du domaine. Nous considérons donc un
domaine Ω de R2, à bord ∂Ω = Γ de classe C1. On désigne par ω un sous domaine de Ω.
De point de vue physique on suppose que Ω est un conducteur (électrique ou thermique)
de conductivité α définie pour tout x ∈ Ω par :

α(x) =

{
αe si x ∈ Ω \ ω
αi si x ∈ ω

Dans la suite, nous fixons δ > 0 et nous désignons par

Ωδ = {x ∈ Ω, d(x,Γ) > δ}.

Notre objectif est de déterminer la forme d’une inclusion ω simplement connexe de classe
C2 incluse dans l’ensemble Ωδ (i.e, l’inclusion n’est prés du bord) dans le cas où les
conductivités αi et αe sont connues. La procédure d’identification consiste à imposer
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un flux (életctrique ou thermique) ϕ sur le bord Γ et mésurer la réponse (potentiel ou
température) u. L’état u vérifie le problème de Neumann :




div(α∇u) = 0, dans Ω,

αe
∂u

∂n
= ϕ, sur Γ.

(8.1)

Le système (8.1), peut se réécrire de la manière suivante :





∆u = 0, dans Ω \ ω et dans ω,

αe
∂u

∂n
= ϕ, sur Γ,

[u] = 0 sur ∂ω,

[α
∂u

∂n
] = 0 sur ∂ω,

(8.2)

où ∂/∂n dénote la dérivée partielle par rapport à la normale unitaire sortante, [.]
désigne le le saut à travers le bord ∂ω. Nous supposons que le flux ϕ ∈ L2(Γ). Pour
qu’une solution du problème (8.1) existe, la condition de compatibilté

∫

Γ

ϕds = 0

doit être vérifiée. Dans ce cas, la solution de (8.1) existe et est déterminée à une constante
additive près. Pour avoir l’unicité, on impose la condition de normalisation suivante :

∫

Γ

uds = 0.

La formulation variationnelle du problème (8.1) est la suivante :
{

trouver u ∈ V telle que

aα(u, v) = l(v), ∀v ∈ V, (8.3)

où

aα(u, v) =

∫

Ω

α∇u.∇vdx, l(v) =

∫

Γ

ϕvds, (8.4)

et

V =
{
u ∈ H1(Ω) :

∫

Γ

uds = 0
}
.

L’ensemble V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

< u, v >V=

∫

Ω

∇u.∇vdx.

Dans la suite nous notons par ‖.‖ la norme associée à ce produit scalaire. il est classique
que le problème (8.3) admet une solution unique uα ∈ V (voir [70]).
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Nous supposons dans la suite que le potentiel électrique f = u|Γ et le flux de courant ϕ
sont connus sur le bord du domaine Γ. Nous formulons le problème inverse de la manière
suivante :

Trouver ω ∈ Ωδ, telle que la solution u du problème (8.1) vérifie aussi u|Γ = f. (8.5)

Ce problème intervient dans plusieurs domaines d’applications , tels que l’imagerie
médicale la géophysique, la détection du cancer, . . . ,.

Les questions standard pour résoudre ce problème sont, l’identifiabilité, la stabilité et
l’identification. Conçernant l’identifiabilité un seul flux ϕ suffit pour déterminer l’inclusion
ω. Pour plus de détail on pourra se référer à [66, Théoreme 3.1]. Nous nous sommes
intèressé essentiellement dans ce travail à l’identification numérique de l’inclusion ω.

Dans le paragraphe suivant, nous calculons le gradient topologique relatif à notre
problème et nous exhibons quelques exemples numériques.

8.2 Calcul du gradient topologique

La dérivée topologique est un outil pour l’étude des problèmes inverses géométriques.
L’idée de base est d’obtenir un développement asymptotique d’une fonctionnelle de forme j
par rapport à la création d’un petit trou dans le domaine. Généralement le développement
prend la forme

j(Ω \ (x0 + εD))− j(Ω) = f(ε)g(x0) + ◦(f(ε)), quand ε→ 0. (8.6)

où x0 et ε sont respectivement le centre et le diamètre du trou, D est un domaine fixé
contenant l’origine et f est une fonction positive qui tend vers zero avec ε. La fonction g est
appelé gradient topologique et (8.6) est l’asymptotique toplogique. Donc pour minimiser
la fonction coût j, on a intétrêt à enlever (ou rajouter selon le cas) de la matière là où le
gradient topologique est le plus négatif.

Les premiers travaux sur ce sujet en optimisation de forme, sont dus à Shumackher [96],
qui a déterminé la variation à l’ordre 1 de la compliance par rapport à la taille d’un trou
à l’intérieur du domaine. Ensuite, M.Masmoudi [79] en généralisant la méthode de l’état
adjoint, a obtenu l’asymptotique topologique pour une grande classe de fonctions coût
dans le contexte de l’équation de Laplace avec condition de Dirichlet au bord d’un trou
circulaire. Cette méthodologie a été ensuite adaptée au cas des trous de forme quelconque
avec condition de Neumann ou de Dirichlet.

Une autre situation qui nous intéresse dans ce chapitre initialement étudié dans [41],
consiste à étudier l’influence d’une petite inclusion avec une conductivité différente de
celle du matériau.

8.2.1 La méthode de l’état adjoint

Soit V un espace de Hilbert réel. Pour ε ≥ 0, on désigne par aε une forme bilinéaire sur
V et par lε une forme linéaire sur V. Soit uε ∈ V, la solution du problème variationnelle
suivant : {

trouver uε ∈ V telle que

aε(uε, v) = lε(v) pour tout v ∈ V. (8.7)
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Considérons la fonction coût
j(ε) = Jε(uε), (8.8)

où Jε : V → R est différentiable au point u0. On suppose que les hypothèses suivantes
sont vérifiées :
H1 : Il existe deux nombres réels δa et δl et une fonction f(ε) ≥ 0 tels que :

(aε − a0)(u0, vε) = f(ε)δa+ ◦(f(ε)), quand ε→ 0 (8.9)

(lε − l0)(vε) = f(ε)δl + ◦(f(ε)), quand ε→ 0 (8.10)

lim
ε→0

f(ε) = 0, (8.11)

où vε ∈ V est l’état adjoint vérifiant

aε(ϕ, vε) = −DJε(u0)ϕ pour tout ϕ ∈ V. (8.12)

H2 : Il existe deux nombres réels δJ1 et δJ2 tels que

Jε(uε) = Jε(u0) +DJε(u0)(uε − u0) + f(ε)δJ1 + ◦(f(ε)), (8.13)

Jε(u0) = J0(u0) + f(ε)δJ2 + ◦(f(ε)). (8.14)

Nous avons alors le résultat suivant :

Théorème 8.2.1 [17] La variation de la fonction coût j par rapport à ε est donnée par

j(ε)− j(0) = f(ε)(δa− δl + δJ1 + δJ2) + ◦(f(ε)).
Preuve : D’après l’equation variationnelle (8.7), nous avons

j(ε)− j(0) = [Jε(uε)− J0(u0)] + [aε(uε, vε)− a0(u0, vε)]− [lε(vǫ)− l0(vε)] .

En utilisant les équations (8.9)et (8.10), nous obtenons

j(ε)− j(0) = Jε(uε)− J0(u0) + aε(uε − u0, vε) + f(ε)(δa − δl) + ◦(f(ε)).
Ce qui nous donne d’après (8.13) et (8.14) que

j(ε)− j(0) = DJε(u0)(uε − u0) + aε(uε − u0, vε) + f(ε)(δJ1 + δJ2 + δa − δl) + ◦(f(ε)),
ce qui prouve le théorème d’après l’équation (8.12). �

8.2.2 Formulation du problème

Soit Ω un domaine borné de R2 à bord ∂Ω = Γ suffisamment régulier. On suppose
que Ω contient une petite inhomogéneité Dε = x0 + εD, où ε > 0, x0 ∈ Ω et D ⊂ Ω est
un domaine borné assez régulier contenant l’origine. Pour ε > 0, on désigne par uε une
solution du problème suivant :





∇.(αε∇uε) = 0 dans Ω,

αε
∂uε
∂n

= ϕ sur Γ,
∫

Γ

uεds = 0.

(8.15)
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où ϕ ∈ H−1/2(Γ), vérifiant la condition de normalisation suivante :
∫

Γ

ϕds = 0,

n est la normale unitaire sortante de Γ et αε est une fonction constante par morçeaux
définie par :

αε(x) =

{
αe si x ∈ Ω \Dε

αi si x ∈ Dε,

où αe et αi sont des constantes strictement positives. La formulation variationnelle associée
au problème (8.15) est la suivante :

{
trouver uε ∈ V telle que

aǫ(uε, v) = lε(v) ∀v ∈ V, (8.16)

avec

aǫ(uε, v) =

∫

Ω

αε∇uε.∇vdx, lε(v) =

∫

Γ

ϕvds,

et

V =

{
v ∈ H1(Ω) :

∫

Γ

vds = 0

}
.

Nous considérons une fonction coût Jε : V → R du type (8.8), Fréchet différentiable au
point u0 et satisfaisant l’hypotèse H2 avec f(ε) = ε2. On suppose que DJ0(u0) ∈ H2(Ω)
et que

‖DJε(u0)−DJ0(u0)‖H−1(Ω) = ◦(ε). (8.17)

Nous avons alors le théorème suivant

Théorème 8.2.2 [17] Pour une fonction coût vérifiant (8.13)-(8.14) et (8.17) avec f(ε) =
ε2, nous avons le développement asymptotique suivant :

j(ε)− j(0) = ε2
[
αe∇u0(x0)TPD,r∇v0(x0) + δJ

]
+ ◦(ε2), (8.18)

où r = αi/αe, δJ = δJ1 + δJ2 et PD,r est la matrice de polarisation définie par :

(PD,r)i,j =





∫

∂D

pixjds si r 6= 1,

0 si r = 1,

(8.19)

où xj est le j-ème coordonnée du point x et pi est la densité associée au i-ème vecteur ei
de la base canonique de R2 : c’est l’unique solution de l’équation intégrale suivante :

(
r + 1

r − 1

)
pi(x)

2
+

∫

∂D

pi(y)∇E(x− y).n(x)ds(y) = ei.n(x) ∀x ∈ ∂D, (8.20)

où E désigne la solution fondamentale de l’opérateur de la Laplace u 7→ −∆u.
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Dans le cas où D est une ellipse avec demi grand axe a et demi petit axe b = ae, parallèle à
celle de la base canonique (e1, e2) de R2, la matrice de polarisation est donnée explicitement
par l’expression suivante :

PD,r = |D|(r− 1)

(
1+e
1+re

0

0 1+e
e+r

)
, (8.21)

où |D| désigne la surface de l’éllipse D. Nous explicitons dans la suite, l’expression de la
matrice de polarisation d’une ellipse quelconque, qui ce déduit par rotation à partir de
l’expression précédente.
Soit α l’angle de rotation de l’ellipse D. On désigne par (f1, f2) l’image de la base (e1, e2)

Figure 8.1 – Rotation de l’ellipse

par la rotation d’angle α (cf. Figure 8.1). Nous notons par n = (n1, n2)
T := f2, le vecteur

unitaire dirigé suivant le plus petit axe de D. Dans ce cas, l’expression de la matrice de
polarisation est donnée par :

PD,r = |D|(r − 1)RT

(
1+e
1+re

0

0 1+e
e+r

)
R = |D|(r − 1)(1 + e)

(
n2
1

e+r
+

n2
2

1+re
n1n2

e+r
− n1n2

1+re
n1n2

e+r
− n1n2

1+re

n2
1

1+re
+

n2
2

e+r

)

(8.22)
où R est la matrice de rotation définie par

R =

(
cos(α) sin(α)
− sin(α) cos(α)

)
=

(
n2 −n1

n1 n2

)
.

Remarque 8.2.3 La formule (8.18) peut être étendue dans le cas vectorielle comme suit

j(ε)− j(0) = ε2

[
αe

N∑

j=1

∇uj0(x0)TPD,r∇vj0(x0) + δJ

]
+ ◦(ε2), (8.23)

où uj0 et vj0, j = 1, . . . , N sont les composantes de u0 et v0.

8.3 Localisation avec le gradient topologique

Dans ce paragraphe, nous utilisons la méthode du gradient topologique pour localiser
la position d’une inclusion(s) à partir des mesures éffectuées sur tout le bord extérieur du
domaine.
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8.3.1 La fonction coût et le gradient topologique

A partir des mesures au bord (f, ϕ), on peut définir pour une inclusion ω ⊂ Ω deux
problèmes :
• Un problème de Neumann :





∇.(α∇uN(ω)) = 0 dans Ω,

αe∂nuN(ω) = ϕ sur Γ,∫

Γ

uN(ω)ds = 0.

(8.24)

• un problème de Dirichlet :
{
∇.(α∇uD(ω)) = 0 dans Ω,

uD(ω) = f sur Γ.
(8.25)

Il est classique que chacun des deux problèmes admet une solution unique (voir [70]).
Nous définissons la fonctionnelle coût J par

J (ω) = J(uN(ω), uD(ω)) =
1

2

∫

Ω

|uN − uD|2. (8.26)

Cette fonctionnelle est positive et s’annule seulement pour l’inclusion ω recherchée. Notons
que ce type de fonctionnelle a été utilisé par Amstutz et al [18] dans le cas de détection
de fissure par la méthode du gradient topologique.
Pour calculer le gradient topologique, nous résolvons numériquement :
• les deux problèmes directs dans le domaine sain





∆uN = 0 dans Ω,

αe∂nuN = ϕ sur Γ,∫

Γ

uNds = 0.

(8.27)

{
∆uD = 0 dans Ω,

uD = f sur Γ.
(8.28)

• les deux problèmes adjoints dans le domaine sain




∆vN = (uN − uD) dans Ω,

∂nvN = 0 sur Γ,∫

Γ

vNds = 0.

(8.29)

{
∆vD = −(uN − uD) dans Ω,

vD = 0 sur Γ.
(8.30)
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En se référant à [17, Thm 7.1, exp 2], la fonctionnelle J vérifie les hypothèse H1 et H2,
de plus δJ = 0. En utilisant la Remarque 8.2.3 pour le vecteur U(uN , uD), nous obtenons
le développement asymptotique suivant :

J (Dε)−J (D0) = ε2
[
αe
(
∇uN(x)TPD,r∇vN (x) +∇uD(x)TPD,r∇vD(x)

)]
+◦(ε2). (8.31)

Le gradient topologique est donné par l’expression suivante :

g(x) = ∇uN(x)TPD,r∇vN(x) +∇uD(x)TPD,r∇vD(x). (8.32)

Remarque 8.3.1 Notons que dans le cas où D est une ellipse, la matrice de polarisation
définie dans (8.22) peut s’écrire sous la forme suivante :

PD,r = πa2e(1 + e)(r − 1)

[(
1

e+ r
− 1

1 + re

)
nnT +

1

1 + re
I

]
, (8.33)

où n est vecteur unitaire dirigé par le petit axe de D et a est la longueur du plus grand
axe. Dans ce cas, le gradient topologique se réécrit :

g(x, n) = Λr,e
[
∇uN(x)TnnT∇vN (x) +∇uD(x)TnnT∇vD(x)

]

+ λr,e [∇uN(x).∇vN (x) +∇uD(x).∇vD(x)]
= Λr,e [(∇uN(x).n)(∇vN (x).n) + (∇uD(x).n)(∇vD(x).n)]
+ λr,e [∇uN(x).∇vN (x) +∇uD(x).∇vD(x)]
= −Λr,en

TM(x)n + λr,e [∇uN(x).∇vN (x) +∇uD(x).∇vD(x)] .

(8.34)

où

Λr,e = e(1 + e)(r − 1)

(
1

e+ r
− 1

1 + re

)
, λr,e = e(1 + e)(r − 1)

1

1 + re
,

et M est une matrice symétrique définie par

M(x) = −sym(∇uN ⊕∇vN +∇uD ⊕∇vD),

où sym(A) = (A + AT )/2 et U ⊕ V = UV T .
En particulier, si nous considérons le cas limite r → 0 et e→ 0, nous obtenons : Λ0,0 = −1
et λ0,0 = 0. Ainsi, le gradient topologique devient

g(x, n) = nTM(x)n. (8.35)

Selon cette expression , g(x, n) est minimal au point x si le vecteur n est un vecteur
propre associé à la plus petite valeur propre λ1(x) de la matrice M(x). Dans la suite,
cette valeur sera consider comme le gradient topologique pour la localisation des petites
inclusions extrèmement allongées

La méthode du gradient topologique consiste à mettre une petite inclusion dans le domaine
et à étudier la variation de la fonction coût. La localisation de l’inclusion(s) se fait en
considérant des petites inclusions elliptiques extrémement allongés.



8.3. Localisation avec le gradient topologique 137

8.3.2 Résultats numériques

Nous décrivons dans ce qui suit, la procédure numérique de la méthode du gradient
topologique pour la localisation des inclusions à l’intériur du domaine Ω.
Nous résolvons numériquement les deux problèmes directs (8.27)-(8.28) et les deux pro-
blèmes adjoints (8.29)-(8.30). Nous calculons le gradient topologique de la fonction J en
chaque élément du maillage. L’inclusion est liée à la région où le gradient topologique est
le plus négatif.
Dans les exemples numériques suivants, Ω est le disque unité et ω est l’inclusion à l’inté-
rieur de Ω. On impose les flux suivants sur le bord Γ : ϕ1 = x1, la première composante
de x, ϕ2 = x2 le second composante de x, ϕ3 = x1x2 et ϕ4 = (x21 + x22)/2. Dans le cas
d’utilisation de N flux, N ≥ 2, nous considérons la fonction coût comme la somme des
fonctions coûts relatives à chaque flux. Le calcul est fait avec Matlab

Cas d’une seule inclusion :
Dans la Figure 8.2, le gradient topologique est calulé avec 4 flux, ϕ1,ϕ2, ϕ3 et ϕ4. Dans
la Figure 8.4, le gradient topologique est calulé à l’aide de trois flux, ϕ1,ϕ2 et ϕ3. Nous
observons d’après les exemples numériques que la région où le gradient topologique est le
plus négatif est localisée près de l’inclusion.
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Figure 8.2 – Le gradient topolo-
gique par rapport aux flux ϕ1, ϕ2,
ϕ3 et ϕ4.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p=3025, t=5920 

Figure 8.3 – Discrétisation du do-
maine



138 8. Identification des inclusions

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−0.045

−0.04

−0.035

−0.03

−0.025

−0.02

−0.015

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−0.05

−0.045

−0.04

−0.035

−0.03

−0.025

−0.02

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−12

−11

−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

x 10
−3

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−0.1

−0.095

−0.09

−0.085

−0.08

−0.075

−0.07

−0.065

−0.06

−0.055

−0.05

Figure 8.4 – Le gradient topologique par rapport aux flux ϕ1, ϕ2 et ϕ3.

Cas des inclusions multiples :
Dans les exemples numériques suivants, nous utilisons différents flux sur le bord Γ du
domaine Ω. Les Figures 8.5, 8.6, 8.7, 8.8, 8.10 et 8.12 représentent la superposition des
isovaleurs du gradient topologique avec les inclusions. Dans la Figure 8.5, le gradient to-
pologique est calculé en utilisant le flux ϕ4. Dans les Figures 8.6, 8.8 et 8.12 le gradient
topologique est calculé en utilisant les deux flux ϕ1 et ϕ2. Le gradient topologique repré-
senté dans les Figures 8.7 et 8.10 est calculé à l’aide de trois flux,ϕ1, ϕ2 et ϕ3. Les Figures
8.9 et 8.11 représentent les valeurs du gradient topologique.
Nous observons que le gradient topologique à une grande capacité de localiser des in-
clusions multiple à partir des mesures aux bord. En plus, il ne depend pas du nombre
d’inclusions à l’intérieur de Ω.
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Figure 8.5 – Le gradient topologique
par rapport au flux ϕ4
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Figure 8.10 – Le gradient topologique
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8.4 Identification avec la méthode du gradient
de forme

Dans ce paragraphe, nous transformons le problème inverse en un problème d’optimi-
sation de forme par la construction d’une fonction coût de type Kohn-Vogelius :

JKV (ω) =
1

2

∫

Ω

α|∇(uN − uD)|2, (8.36)

où α est la conductivité du matériau, uN désigne la solution du problème de Neumann
(8.24) et uD est celle de Dirichlet (8.25). Cette fonctionnelle est positive et s’annule si et
seulement si uN = uD, c’est le cas d’une inclusion adaptée. La détermination de l’inclu-
sion ω consiste à minimiser la fonctionnelle JKV . Nous considérons donc le problème de
minimisation suivant :

ω∗ = argminJKV (ω). (8.37)

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 8.4.1 Si ω∗ est une solution du problème inverse (8.5) associé aux données
(f, ϕ), alors ω∗ est l’unique minimum pour JKV :

JKV (ω∗) ≤ JKV (ω) ∀ω ⊂ Ωδ.

Preuve : Si ω∗ est solution du problème inverse (8.5), alors uN(ω∗) = uD(ω∗) et ω∗ est
un minimum pour JKV avec JKV (ω∗) = 0.
Soit ω un autre minimum de JKV , alors uN(ω) vérifie le problème (8.1) avec uN(ω)|Γ = f.
D’après le résultat d’unicité [66, Corollary 3.2], nous obtenons ω = ω∗. �

En se référant à [3], nous avons le résultat suivant :

Lemme 8.4.2 [3] Soit V ∈ W 1,∞(R2,R2) telle que supp(V ) ⊂ Ωδ. Alors, la fonctionnelle
de Kohn-Vogelius JKV est différentiable par rapport à ω et sa dérivée de forme dans la
direction V est donnée par :

dJKV (ω;V ) =
[α]

2

∫

∂ω

[αi
αe

(
(∂nu

−
N)

2 − (∂nu
−
D)

2
)
+ |∇τuN |2 − |∇τuD|2

]
V.n, (8.38)

où [α] = αe − αi est le saut de la conductivité, n désigne la normale unitaire sortante
à ∂ω, ∂n est la dérivée normale , ∇τ est la dérivée tangentielle et ∂nu

− est la limite de
< ∇u(x− tn(x)), n(x) > quand t tend vers 0+.

Une propriété remarquable de cette fonctionnelle c’est que son gradient ne dépend pas de
la dérivée de forme des états uN et uD. D’un point de vue numérique, cela signifie que
l’état adjoint n’intervient pas dans l’évaluation du gradient.

On suppose dans la suite que ω est un disque de centre (x0, y0) et de rayon r. On
désigne par JN la fonction définie par

JN =
1

2

∫

Ω

α|∇uN |2dx. (8.39)

Nous avons la proposition suivante
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Proposition 8.4.3 la dérivée de la fonction JN par rapport au rayon et celle de JKV par
rapport au centre sont données par :

J ′
N(r) =

[α]

2

∫ 2π

0

[
αi
αe

(∂nuN)
2 + |∇τuN(θ)|2

]
dθ, (8.40)

∂x0JKV =
[α]

2

∫ 2π

0

[αi
αe

(
(∂nu

−
N(θ))

2 − (∂nu
−
D(θ))

2
)
+ |∇τuN(θ)|2 − |∇τuD(θ)|2

]
nx0dθ,

(8.41)

∂y0JKV =
[α]

2

∫ 2π

0

[αi
αe

(
(∂nu

−
N(θ))

2 − (∂nu
−
D(θ))

2
)
+ |∇τuN(θ)|2 − |∇τuD(θ)|2

]
ny0dθ,

(8.42)
où nx0 et ny0 sont les composantes de la normale sortante à ∂ω au point (x0, y0).

Preuve : Si le centre (x0, y0), est fixe et le rayon bouge, la perturbation est la suivante :
Si X ∈ ∂ω, on a en coordonnées polaire

X = (x0 + r cos(θ), y0 + r sin(θ)), θ ∈ [0, 2π].

Nous considérons donc la transformation

Tt(X) = X + tV (X) = (x0 + (r + t) cos(θ), y0 + (r + t) sin(θ)) ,

où t est un nombre réel suffisamment petit, tel que Tt(ω) ⊂ Ωδ. Ainsi, nous considérons
des transformation de la forme

T ′
t (X) = V (X) = (cos(θ), sin(θ)).

La normal unitaire sortante à ∂ω est définie par n = (cos(θ), sin(θ)). Par conséquent
V.n = 1.
Si on suppose que le centre (x0, y0) varie, alors, sa perturbation engendre un mouvement de
translation du domaine ω = ω(x0,y0). Donc, le domaine transfomé s’écrit ωt = ω(x0,y0)+t(a,b),
avec (a, b) ∈ R2. On peut alors construire un champ de vitesse V tel que (cf. [40]) :





∆V = 0 dans Ω,

V = (a, b) sur ∂ω,

V = 0 sur Γ.

(8.43)

Sur ∂ω, on a : 



X = (x0 + r cos(θ), y0 + r sin(θ)),

V = (a, b),

n = (cos(θ), sin(θ)).

(8.44)

Nous obtenons donc,
V.n = a cos(θ) + b sin(θ).

On prend (a, b) = (1, 0) pour la dérivée par rapport a x0 et (a, b) = (0, 1) pour la dérivée
par rapport à y0. En utilisant l’équation (8.38), nous déduisons la preuve de la proposition.

�
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8.4.1 Propriétés de la fonctionnelle d’énergie JN

Dans cette partie, nous établissons des propriétés de monotonicité et de convexité de
l’énergie JN par rapport à la conductivité α et de monotonicité par rapport au rayon de
l’inclusion ω.

Nous avons le théorème suivant.

Théorème 8.4.4 La fonction JN est convexe monotone par rapport à la conductivité α
et monotone par rapport au rayon r de ω.

Pour prouver le Théorème 8.4.4, nous commençons par établir la différentiabilité de l’état
uα solution du problème 8.1.

Lemme 8.4.5 Soit α dans l’intérieur de Pad et h ∈ L∞(Ω) suffisamment petit telle que
α + h reste dans l’intériur de Pad, alors l’application ζ : α 7→ uα, avec uα solution du
problème (8.1), est Frêchet différentiable au point α. De plus , δu = Dζ(α)h est l’unique
solution de l’éqiuation variationnelle suivante :

aα(δu, v) = −ah(uα, v) ∀v ∈ V. (8.45)

Preuve : Soit α ∈ Pab, alors la forme bilinéaire aα est coercive et continue sur V. Il existe
donc un nombre réel α1 strictement positif tel que :

aα(u, u) ≥ α1‖u‖2V , ∀u ∈ V, α ∈ Pad (8.46)

aα(u, v) ≤ ‖α‖∞‖u‖V‖v‖V , ∀u, v ∈ V, α ∈ Pad. (8.47)

Nous commençons par examiner la continuité de ζ. Pour tout α ∈ Pad, u = uα satisfait
‖u‖V ≤ α−1

1 ‖l‖V∗. C’est une estimation standard des problèmes variationnels elliptiques.
Si v = uβ, alors aα(u, w) = l(w) = aβ(v, w) pour tout w ∈ Pad. Quelques manipulation
donne aα(u − v, u − v) = −aα−β(v, u − v). En utilisant les inéquations (8.46) et (8.47)
nous obtenons :

α1‖u− v‖2V ≤ ‖α− β‖∞‖v‖V‖u− v‖V ,
et donc

‖u− v‖V ≤ 1

α1
‖v‖V‖α− β‖∞.

En échangeant les rôles de α et β, nous trouvons :

‖uα − uβ‖V ≤ 1

α1
min

{
‖uα‖V , ‖uβ‖V , α−1

1 ‖l‖V∗

}
‖α− β‖∞, (8.48)

ce qui prouve la continuité de ζ .
Nous prouvons dans la suite que ζ est différentiable. Si α ∈ Pad, alors pour h suffisamment
petit, α + h ∈ Pad et uα+h − uα est bien défini. Par définition , si u = uα, alors on a :

aα(u, v) = l(v) pour tout v ∈ V,
aα+h(uα+h, v) = l(v) pour tout v ∈ V.
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Soustrayons la première équation de la seconde et simplifions, nous retrouvons

aα+h(uα+h − uα, v) = −ah(uα, v) pour tout v ∈ V. (8.49)

Soit δu ∈ V la solution du problème variationnel
{

trouver u ∈ V telle que :

aα(δu, v) = −ah(uα, v) pour tout v ∈ V. (8.50)

Soustrayons (8.50) de (8.49), on obtient

aα(uα+h − uα − δu, v) = −ah(uα+h − uα, v), pour tout v ∈ V.

Choisissons v = uα+h − uα − δu, nous obtenons

aα(uα+h − uα − δu, uα+h − uα − δu) = −ah(uα+h − uα, uα+h − uα − δu).

En utilisant (8.46) et (8.47), nous obtenons :

‖uα+h − uα − δu‖V ≤ 1

α1
‖h‖∞‖uα+h − uα‖V .

La continuité de ζ implique que

‖uα+h − uα − δu‖V ≤ C‖h‖2∞. (8.51)

Il reste à montrer que ‖δu‖V est bornée. Utilisons l’équation aα(δu, v) = −ah(uα, v) pour tout v ∈
V et choisissons v = δu, nous retrouvons aα(δu, δu) = −ah(uα, δu). D’après (8.46) et
(8.47), nous avons

‖δu‖V ≤ 1

α1

‖uα‖V‖h‖∞. (8.52)

Donc ζ est différentiable au point α et Duαh = δu. �

Preuve du Théorème 8.4.4 : Soit h ∈ L∞(Ω) suffisamment petit telle que α+ h reste
dans l’intérieur de Pad. Puisque l’état uN est différentiable par rapport au paramètre α,
JN est aussi différentiable. En utilisant les notations précédente, on peut écrire

JN(α) = aα(uN , uN).

La dérivée de JN est donnée par la règle de la chaîne :

DJN(α)h = ah(uN , uN) + 2aα(DuNh, uN).

A partir de l’équation (8.45), nous obtenons

aα(DuNh, uN) = −ah(uN , uN), (8.53)

et par conséquent
DJN(α)h = −ah(uN , uN).



8.4. Identification avec la méthode du gradient de forme 145

D’après l’équation précédente, JN est deux fois différentiable au point α et on a

D2JN(α)(h, h) = −ah(DuNh, uN)− ah(uN , DuNh)

= −2ah(uN , DuNh) = 2aα(DuNh,DuNh)

≥ 2α1‖DuNh‖2V .

Ainsi JN est convexe par apport à α. �

Corollaire 8.4.6 Soit α0, α1 ∈ R telle que 0 < α0 ≤ αe ≤ α1. Alors la fonction

Λ : [α0, α1] −→ R

α 7−→ JN(αe + (α− αe)χω)

est un lipéomorpisme (i.e, Λ est lipschitzienne injective et Λ−1 est lipschitzienne) stricte-
ment convexe de [α0, α1] dans [JN(α1), JN(α0], de plus on a l’estimation suivante :

|α− α′|
∫

ω

|∇uα1|2 ≤ |Λ(α)− Λ(α′)| ≤ |α− α′|
∫

ω

|∇uα0|2, ∀ α, α′ ∈ [α0, α1], (8.54)

et la méthode de Newton appliqué à la résolution de l’équation non linéaire

Λ(αi)−
∫

Γ

ϕf = 0, (8.55)

converge globalement pour tout α ∈ [α0, αi], où αi est la solution de l’équation (8.55).

Preuve : Il est claire que la fonction Λ est deux fois Frêchet-différentiable sur [α0, α1] et
vérifie pour α ∈ [α0, α1] :

Λ′(α) = −
∫

ω

|∇uN(α)|2, Λ′′(α) = 2

∫

ω

α|∇(DuN(α)χω)|2.

par conséquent




2α0

∫

ω

|∇(DuN(α)χω)|2 ≤ Λ′′(α) ≤ 2α1

∫

ω

|∇(DuN(α)χω)|2

−
∫

ω

|∇uN(α0)|2 ≤ Λ′(α) ≤ −
∫

ω

|∇uN(α1)|2.
(8.56)

Si Λ′′(α) = 0, alors DuN(α) = 0 sur ω. Ainsi uN est constante sur ω et par continuité
uN est constante sur Ω. Ce qui est en contradiction avec le fait que le flux ϕ 6= 0. Donc
Λ est un lipéomorphisme strictement convexe de [α0, α1] dans [JN(α1), JN(α0)]. L’estima-
tion (8.54) est une conséquence directe de (8.56). La Monotonocité de la fonction JN par
rapport au rayon découle de l’équation (8.40). �

Les résultats numériques suivants (cf. Figures 8.13 et 8.14), montrent la monotonicité
et la convexité de l’énergie de Neumann JN et l’identification de αi par la méthode de
Newton lorsque αe est supposé connue.
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Figure 8.14 – Reconstruction de la condictivité par la méthode de Newton.

On a également la propriété de monotoncité (cf. Figure 8.15) de la fonction JN par
rapport au rayon d’une inclusion circulaire dans le cas où son centre est connu.

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
1.55

1.6

1.65

1.7

1.75

1.8

1.85

1.9

1.95

2

r  (α
e
=2, α

i
=1)

J
N

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
2

2.5

3

3.5

4

4.5

r (α
e
=α

i
)

J
N

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
2

2.5

3

r (α
e
=1, α

i
=3)

J
N

Figure 8.15 – Monotonicité de l’énergie Neumann JN par rapport au rayon.
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8.4.2 Implémentation numérique

Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme numérique permettant la déter-
mination complète de l’inclusion ω, en utilisant une localisation initialement fournie par
la méthode du gradient topologique.
D’après l’équation (8.4.2), la fonction JN est monotone par rapport à la forme ω . Si le
centre de ω est fixé , On peut se servir de la monotonicité de JN , en appliquant la méthode
de Newton à la fonction JNE = JN − JE , où

JN =
1

2

∫

Ω

|∇uN |2, JE =

∫

Γ

ϕfds, (8.57)

pour déterminer le rayon r de l’inclusion ω. Si le rayon est fixe et seule le centre de ω
vari, on applique la méthode du gradient à la fonctionnelle de Kohn-Vogelius JKV , pour
déterminer numériquement le centre (x0, y0) de ω. L’algorithme peut être résumé comme
suit :

1. Choisir une forme initial ω0 = ωr0,x0,y0.
2. Calculer numériquement les solutions uN et uD, ensuite évaluer les directions de des-
centes (8.40),(8.41) et (8.42).
3. Mise à jour du rayon rk+1 = rk − JNE(rk)

DJNE(rk;V )
.

4. Mise à jour du centre (xk+1, yk+1) = (xk, yk)−DJ((xk, yk);V ).
5. Arrêt si dJKV < ǫ : (ǫ est la tolérence).

8.4.3 Exemples numériques

Soit Ω le disque unité et ω est l’inclusion recherché à l’intérieur de Ω. Le flux est
imposé sur le bord Γ par la condition au limite ϕ = x1 la premiere composante de x.
Pour les exemples numériques avec rajout de bruit, nous perturbons les données exact f
en utilisant la fonction random de Matlab :

fp = f + τβ‖f‖∞, τ est le niveau de bruit et β est un vecteur aléatoire .

Dans les figures qui suivent, nous désignons par :
- ωi : l’inclusion d’initialisation,
- ωe : l’inclusion exacte ,
- ωa : l’inclusion approché.
Dans la Figure (8.16), nous présentons l’identification du rayon par la méthode de Newton
dans le cas d’une inclusion circulaire de centre connue. Les Figures 8.17 8.18, 8.19, 8.20 et
8.21, présentent des résultats numérique obtenus avec différents niveaux de bruit : 0%, 1%
,5%, 7% et 10%. nous considérons comme initialisation du centre, le point où le gradient
topologique est le plus négatif. la conductivité est αe = 1 et αi = 0.0001.

Ces résultats indiquent que l’ajout d’un bruit modéré au données n’affecte pas la
reconstruction de l’inclusion ω.
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Figure 8.16 – Reconstruction du
rayon par la méthode de Newton.
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Figure 8.17 – Reconstruction avec des
données non bruitées.
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Figure 8.18 – Reconstruction avec 1% de
bruit.

Les résultas numériques présentés dans les Figures 8.22, 8.23, 8.24 et 8.25, sont obtenus,
sans faire appel à la localisation par la méthode du gradient topologique. Nous avons
considéré la condictivité α telle que αe = 1 et αi = 2
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Figure 8.19 – Reconstruction avec 5% de
bruit.
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Figure 8.20 – Reconstruction avec 7% de
bruit.
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Figure 8.21 – Reconstruction avec 10% de bruit.
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Figure 8.22 – Reconstruction avec des
données non bruitées.
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Figure 8.23 – Reconstruction avec 5% de
bruit.
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Figure 8.24 – Reconstruction avec 10% de
bruit.
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Figure 8.25 – Reconstruction avec 15% de
bruit.

Nous présentons dans le Tableau 8.1, l’approximation numérique du centre et du rayon
de l’inclusion ω relativement aux cas illustrés dans les Figures 8.22-8.25. Nous présentons
également l’erreur en norme ‖.‖2 . L’inclusion exacte à retrouver est le disque de centre
(0.2, 0.1) et de rayon 0.3.

x-centre y-centre Rayon Erreur en norme ‖.‖2
Figure 8.22 0.2007 0.1006 0.2993 0.0011
Figure 8.23 0.2317 0.1040 0.2992 0.0320
Figure 8.24 0.2163 0.1558 0.2945 0.0584
Figure 8.25 0.2730 0.0478 0.2900 0.0902

Table 8.1 – Tableau de convergence du centre et du rayon
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8.4.4 Complément sur la résolution numérique des fonctions d’états

uN et uD

La discrétisation du problème de Neumann (8.1) relativement à une base de fonctions
Φj , j = 1, . . . n, revient à résoudre le système linéaire KU = F :



k1,1 . . . k1,n

...
. . .

...
kn,1 . . . kn,n






u1
...
un


 =



f1
...
fn


 .

où
Ki,j =

∫

Ω

α∇Φj.∇Φi, et Fi =
∫

Γ

ϕΦi.

Pour tenir compte de la condition de normalisation
∫

Γ

uds = 0,

nous imposons une valeur de la solution u du problème (8.1), par exemple en prend
sa n-ème composante un = β. Le système de discrétisation devient

n∑

j=1

ki,juj = fi, i = 1, . . . , n,

Ce qui donne
n−1∑

j=1

ki,juj = fi − ki,nun = fi − ki,nβ, i = 1, . . . , n.

Le système linéaire {
un = β,

KU = F

est donc equivalent au sytème suivant :



k1,1 . . . k1,n−1
...
. . .

...
kn−1,1 . . . kn−1,n−1







u1
...

un−1


 =




f1
...

fn−1


− β




k1,n
...

kn−1,1


 .

La solution finale uN à moyenne nulle est alors donnée par :

uN = u− 1

mes(Γ)

∫

Γ

uds.

Conçernant la résolution numérique du problème de Dirichlet (8.25), les données f sont
synthétiques : c’est à dire, on résoud le problème de Neumann avec l’inclusion ω = ω∗,
recherché ensuite on détermine f par la formule u|Γ = f . Nous utilisons ces données
en partant d’une initialisation ωi quelconque et en appliquant notre algorithme, pour
déterminer l’inclusion ω∗.
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Il y a différentes méthodes numériques de résolution du problème (8.25). La seule dif-
ficulté concerne les conditions aux limites u = f sur le bord Γ du domaine. Pour tenir
compte de ces conditions dans le calculs numériques de la solution, il y a plusieurs mé-
thodes, on citera la méthode de pénalisation qui consiste à résoudre le système linéaire
Au = b provenant de la discrétistaion, sans second membre, puis on ajoute le second
membre, en modifiant la matrice A et le vecteur b. Cette méthode est décrite dans le
chapitre 6 (cf. 6.5.1). Il y a également la méthode lagrangienne , c’est la plus élégante car
elle consiste à relaxer les conditions aux limites et introduire une nouvelle variable.

Remarque 8.4.7 Notons qu’on peut utiliser la méthode des éléménts frontière (BEM)
pour résoudre les problèmes directs. Cette méthode se présente comme une alternative à
la méthode des éléments finis avec la particularité d’être plus intéressante en dimension
3. Pour plus de détaille, le lecteur peut consulté [74].
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Chapitre 9

Identification of inclusion in linear elas-
ticity by shape optimization

In this chapter, we are concerned with the shape sensitivity analysis, of transmission
problem in linear elasticity. We establish the Eulerian derivative with respect to the shape
of a variable domain for a cost functional by using the minmax framework combining with
function space parametrization and the function space embedding. We apply a gradient
type algorithm to solve an inverse problem related to the identification of an inclusion.
Finally numerical examples are shown.
Ce chapitre fait l’objet d’un article en préparation, en collaboration avec J-P. Zolésio.

9.1 Introduction

Shape optimization is quite indispensable in the design and construction of industrial
structure. The shape optimisation problem for such structure consists in finding a geome-
try of the structure which minimizes a given functional. In such problem the sensitivity
analysis plays a central role in the differentiability of the cost function with respect to
shape of the geometric domain on which the partial differential equation is defined. For
more information about shape sensitivity analysis, we refer the reader to [51, 52, 87, 98].
In this work, we express the shape optimization problem as a min max of suitable La-
grangian functional which depend on the domain Ω. Under the action of velocity field V ,
the deformations domain Ωt, t ≥ 0 of the reference domain Ω are obtained by the speed
method (see[51, 52]). The shape sensitivity analysis reduces to the study of differentiabi-
lity of a min max functional with respect to the parameter t.
This chapter devoted to the following problem, already seen in section 7.4.3.
Let Ω be a bounded domain in Rd, d = 2, 3 with C2 boundary ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 where the
Dirichlet homogeneous boundary condition are imposed on Γ2 and Neumann boundary
condition on Γ1 and let ω be unknown subdomain contained in Ω with C2 boundary ∂ω
From a physical point of view, we assume that Ω is a linear isotropic inhomogeneous
material, of Lamé parameters

(
λ(x), µ(x)

)
=

{
(λe, µe) if x ∈ Ω \ ω
(λi, µi) if x ∈ ω.
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We search to reconstruct the shape of ω by boundary measurements. In the sequel we fixe
δ0 > 0 and we consider an inclusion ω such that

ω ⊂ Ωδ0 = {x ∈ Ω, d(x, ∂Ω) > δ0}.

where δ0 is a positive real number. The linear elasticity problem is the following

divσ(u) = 0 in Ω (9.1)

σ(u)n = g on Γ1 (9.2)

u = 0 on Γ2, (9.3)

where g ∈ (L2(Γ1))
2. As in chapter 6, the vector u denote the displacement and σ(u) is

the associated stress tensor, which is related by the linearized strain tensor ε(u) via the
Hooke’s law, (cf. (6.1)). The identification problem can be stated as :
Identify the unknown shape ω from a measurement of the displacement u on Γ1 where u
is the solution of (9.1)-(9.2)-(9.3).

In the sequel, we assume that the displacement

u|Γ1 = f (9.4)

is known. In order to recover the shape of ω, an usual strategy is to minimize a cost
function. Many choice are possible ; however it turn out that the Kohn-Vogelius type cost
function leads to a minimization problem with nicer property than the squares fitting
approach. Therefore we study such a cost function in this work. Let us define the cost
function. We denote by un the solution of the problem (9.1)-(9.2)-(9.3) and ud the solu-
tion of the problem (9.1)-(9.4)-(9.3). As in section 7.5.1, we introduce the following cost
functional associated to the states un and ud,

J(ω) =
1

2

∫

Ω

σ(un − ud) : ε(un − ud)dx. (9.5)

Our objective is to minimize the functional J with respect to ω. This type of inverse
problem arises in practical situation like the design, the control of optimal industrial
structures.

The traditional method involves the shape derivative of the state function un and ud
to compute the shape derivative of the functional J . However, the state differentiability
is not necessary in many cases, and even if the state is not differentiable.

In order to compute the shape derivative of the cost function J , we will use the
techniques advocated by Delfour and Zolésio [52] : function space parametrization and
function space embedding. We apply these two techniques coupling with the min max
differentiability and we give a gradient type algorithm with some numerical examples.

In section 2, we consider the saddle point formulation of the problems (9.1)-(9.2)-(9.3)
and (9.1)-(9.4)-(9.3) and the Lagrangian associated with the cost functional (9.5). Secton 3
is devoted to the minmax techniques coupling with the function space parametrization. In
section 4, we use the function space embedding to solve the shape optimization problem.
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Finally in the last section we establish a gradient type algorithm to solve numerically
the inverse problem related to the the identification of an inclusion in a particular cases.
Numerical examples are shown.

In the sequel, we consider a deformation Tt = x+tV (x) (cf. Paragraphe 7.1.1) satisfying

div(V ) = 0 in Ω, V.n = 0 on ∂Ω, (9.6)

where n denotes the out unit normal vector to the boundary ∂Ω. Furthermore it is suf-
ficient to consider a deformation Tt which change the position of ∂ω but does not rotate
it. This condition results when we choose a velocity field V with nul tangential part on
∂ω, i.e

V|∂ω = (V.n)n. (9.7)

We denote by ωt = Tt(ω). By construction, we have Tt(Ω) = Ω.

9.2 Minmax formulation

We observe from the definition (9.5), that the cost function J can be rewrite as

J(ω) = JN(ω) + JD(ω) + JND(ω),

where

JN(ω) =
1

2

∫

Ω

σ(un) : ε(un)dx. (9.8)

JD(ω) =
1

2

∫

Ω

σ(ud) : ε(ud)dx. (9.9)

and
JND(ω) = −

∫

Ω

σ(un) : ε(ud)dx. (9.10)

By integration by part we show that

JND(ω) = −
∫

Γ1

g.fds, (9.11)

which is a constant term, so its shape derivative with respect to ω vanish. Furthermore

dJ(ω;V ) = dJN(ω;V ) + dJD(ω;V ). (9.12)

The solution un of the problem(9.1),(9.2),(9.3) coincides with the minimizing element of
the following variational problem

inf
ϕ∈V

En(ω, ϕ) (9.13)

where

En(ω, ϕ) =
1

2

∫

Ω

σ(ϕ) : ε(ϕ)dx−
∫

Γ1

g.ϕds

and
V :=

{
ϕ ∈ (H1(Ω))d : ϕ|Γ1

= 0
}
.
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Note that V is a Hilbert space with respect to the inner product

< ϕ, ψ >V :=

∫

Ω

σ(ϕ) : ε(ψ)dx =

∫

Ω

C : ε(ϕ) : ε(ψ)dx,

we denote by ‖.‖V the norm associated to < . >V . Similarly, the solution ũd = ud − f̃

where ud is solution of the problem (9.1),(9.4),(9.3) and f̃ is the extension of f such that
f̃ = 0 on Ωδ0 , coincides with the following minimizing variational problem

inf
ϕ∈(H1

0 (Ω))d
Ed(ω, ϕ) (9.14)

where

Ed(ω, ϕ) =
1

2

∫

Ω

σ(ϕ) : ε(ϕ)dx+

∫

Ω

σ(f̃) : ε(ϕ).

The solutions of the problems (9.13) and (9.14) are respectively characterized by



dEn(ω, un;ϕ) :=

∫

Ω

σ(un) : ε(ϕ)dx−
∫

Γ1

g.ϕds,

dEn(ω, un;ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ V.
(9.15)




dEd(ω, ũd;ϕ) :=

∫

Ω

σ(ũd) : ε(ϕ)dx+

∫

Ω

σ(f̃) : ε(ϕ)dx,

dEd(ω, ũd;ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ (H1
0 (Ω))

d.

(9.16)

which are respectively the variational equations of un and ũd.
The objective functions JN(ω) and JD(ω) are a shape functionals and the solutions

of (9.1)-(9.2)-(9.3) and (9.1)-(9.2)-(9.3) will be called states. It is convenient to introduce
the objective function

F (ω, ϕ) :=
1

2

∫

Ω

σ(ϕ) : ε(ϕ)dx (9.17)

So, we can write JN(ω) = F (ω, un(ω)), JD(ω) = F (ω, ud(ω)).
We are interested to find an expression of the Eulerian derivative, as defined in (7.5),

of the functional J(ω) at ω in the direction V .

9.2.1 Saddle point formulation

This technique is widespread in the control theory. The variational equation (9.15)
respectively (9.16) is considered as a state constraint in the shape minimization problem.
We first construct a Lagrangian functionals by introducing a Lagrange multiplier function
or the so-called adjoint state ψ :

Gn(ω, ϕ, ψ) = F (ω, ϕ) + dEn(ω, ϕ;ψ), (9.18)

Gd(ω, ϕ, ψ) = F (ω, ϕ) + L(ω, ϕ;ψ), (9.19)

where

L(ω, ϕ, ψ) =

∫

Ω

div(σ(ϕ))ψ −
∫

Γ1

(ϕ− f)σ(ψ)n.
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Since

sup
ψ∈V

Gn(ω, ϕ, ψ) =

{
F (ω, un(ω)) if ϕ = un(ω)

+∞ if ϕ 6= un(ω),

sup
ψ∈(H1(Ω))d

Gd(ω, ϕ, ψ) =

{
F (ω, ud(ω)) if ϕ = ud(ω)

+∞ if ϕ 6= ud(ω),

the cost functionals are given by

JN(ω) = inf
ϕ∈V

sup
ψ∈V

Gn(ω, ϕ, ψ) (9.20)

JD(ω) = inf
ϕ∈(H1(Ω))d

sup
ψ∈(H1(Ω))d

Gd(ω, ϕ, ψ). (9.21)

It is easily to show that the functional Gn, respectively Gd, is convex continuous with
respect to ϕ and concave continuous with respect to ψ. Therefore according to Ekeland
and Temam (see [56, Prop 1.6,p 157]) the functional Gn respectively Gd has a saddle point
(un, pn) respectively (ud, pd) if and only if (un, pn), (ud, pd) solves the following systems

∀ψ ∈ V, dEn(ω, un;ψ) = 0

∀ϕ ∈ V, dF (ω, un;ϕ) + d2En(ω, un; pn;ϕ) = 0,

∀ψ ∈ (H1(Ω))d, L(ω, ud, ψ) = 0

∀ϕ ∈ (H1(Ω))d, dF (ω, ud;ϕ) + dL(ω, ud, pd;ϕ) = 0,

or equivalently

div(σ(un)) = 0 in Ω, σ(un) = g on Γ1, un = 0 on Γ2. (9.22)

div(σ(pn)) = 0 in Ω, σ(pn) = −g on Γ1, pn = 0 on Γ2. (9.23)

div(σ(ud)) = 0 in Ω, ud = f on Γ1, ud = 0 on Γ2. (9.24)

div(σ(pd)) = 0 in Ω, pd = 0 on ∂Ω. (9.25)

According to the classical theory of elliptic problems (see[59]) each of the problems (9.22)-
(9.23)-(9.24)-(9.25) has a unique solution . Moreover pn = −un, pd = 0 and (un, pn) res-
pectively (ud, pd) coincides with the unique saddle point of the functional Gn respectively
of the functional Gd. To compute the shape derivative of the functionals JN and JD, we
can avoid the state derivative by using the minmax framework.

We shall now use the Lagrangian formulation combined with the velocity method to
compute the shape derivative of the functionals JN(ω) and JD(ω).

Given a velocity field V in D1(Rd,Rd) and the parameterized domains ωt = Tt(ω),Ω =
Tt(Ω). Let un(t) respectively ud(t) be the solution of (9.22) respectively (9.24) on the
transformed domains, and the corresponding costs functionals

JN(ωt) = inf
ϕ∈V

sup
ψ∈V

Gn(ωt, ϕ, ψ) (9.26)

JD(ωt) = inf
ϕ∈(H1(Ω))d

sup
ψ∈(H1(Ω))d

Gd(ωt, ϕ, ψ). (9.27)
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Our aim is to compute the derivative of a minmax with respect to the parameter t > 0.

dJN(ω;V ) := lim
t→0

JN(ωt)− JN(ω)

t
, and dJD(ω;V ) := lim

t→0

JN(ωt)− JN(ω)

t
(9.28)

There are two methods to get rid on the time dependence in the underlying functions :

• the function space parametrization and
• the function space embedding.

9.3 Function space parametrization

In order to use the differential calculus in a fixed domain, we transport the const
functionals JN(ωt), JD(ω) back into the reference domain that does not depend on the
parameter t.
We parameterize the functions in H1(Ωt) by elements of H1(Ω) trough the transformation

φ 7→ φ ◦ T−1
t : H1(Ω) → H1(Ωt), (9.29)

where ” ◦ ” denotes the compositions of the two maps.
Since the transformations Tt and T−1

t are diffeomorphisms, and Tt(ω) = ωt, Tt(Ω) = Ω,
this transformation can not affect the saddle points. We rewrite (9.26) and (9.27) as

JN (ωt) = inf
ϕ∈V

sup
ψ∈V

G̃n(t, ϕ, ψ) (9.30)

JD(ωt) = inf
ϕ∈(H1(Ω))d

sup
ψ∈(H1(Ω))d

G̃d(t, ϕ, ψ), (9.31)

where the new functionals G̃n and G̃d are defined by

G̃n(t, ϕ, ψ) =
1

2

∫

Ω

C◦T−1
t : ε(ϕ◦T−1

t ) : ε(ϕ◦T−1
t )+

∫

Ω

C◦T−1
t : ε(ϕ◦T−1

t ) : ε(ψ◦T−1
t )−

∫

Γ1

g.(ψ◦T−1
t ),

(9.32)

G̃d(t, ϕ, ψ) =
1

2

∫

Ω

C ◦ T−1
t : ε(ϕ ◦ T−1

t ) : ε(ϕ ◦ T−1
t ) +

∫

Ω

div(C ◦ T−1
t : ε(ϕ ◦ T−1

t ))ψ ◦ T−1
t

−
∫

Γ1

(ϕ ◦ T−1
t − f)(C ◦ T−1

t : ε(ψ ◦ T−1
t ))n.

(9.33)
Furthermore the saddle points (utn, p

t
n) ∈ V × V and (utd, p

t
d) ∈ (H1(Ω))d × (H1(Ω))d was

characterized by
∫

Ω

C ◦ T−1
t : ε(utn ◦ T−1

t ) : ε(ψ ◦ T−1
t )−

∫

Γ1

g.(ψ ◦ T−1
t ) = 0 ∀ψ ∈ V. (9.34)

∫

Ω

C ◦ T−1
t : ε(utn ◦ T−1

t ) : ε(ϕ ◦ T−1
t ) +

∫

Ω

C ◦ T−1
t : ε(ptn ◦ T−1

t ) : ε(ϕ ◦ T−1
t ) = 0 ∀ϕ ∈ V.

(9.35)



9.3. Function space parametrization 159

∫

Ω

div(C◦T−1
t : ε(utd◦T−1

t ))ψ◦T−1
t −

∫

Γ1

(utd◦T−1
t −f)(C◦T−1

t : ε(ψ◦T−1
t ))n = 0 ∀ψ ∈ (H1(Ω))d.

(9.36)∫

Ω

div(C◦T−1
t : ε(ϕ◦T−1

t )ptd◦T−1
t )−

∫

Γ1

(ϕ◦T−1
t −f)(C◦T−1

t : ε(ptd◦T−1
t ))n = 0 ∀ϕ ∈ (H1(Ω))d.

(9.37)
It is readily seen that (utn◦T−1

t , ptn ◦T−1
t ) and (utd◦T−1

t , ptd◦T−1
t ) coincides with the saddle

points in the perturbed domain

un(t) = utn ◦ T−1
t , ptn = ptn ◦ T−1

t ), ud(t) = utd ◦ T−1
t , pd(t) = ptd ◦ T−1

t .

In view of this observation, we can rewrite expressions (9.32)-(9.33) on the reference
domain Ω after a change of variable. According to the follwing formulae’s

D(ϕ ◦ T−1
t ) ◦ Tt = D(ϕ)(DTt)

−1

2ε(ϕ ◦ T−1
t ) ◦ Tt = D(ϕ)(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(D(ϕ))∗,

we get

G̃n(t, ϕ, ψ) =
1

8

∫

Ω

C :
{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

}
:
{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

}

+
1

4

∫

Ω

C :
{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

}
:
{
Dψ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dψ)∗

}

−
∫

Γ1

w(t)g ◦ Tt.ψ.
(9.38)

G̃d(t, ϕ, ψ) =
1

8

∫

Ω

C :
{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

}
:
{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

}

+
1

2

∫

Ω

div
(
C :

{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

})
ψ

− 1

2

∫

Γ1

w(t)(ϕ− f ◦ Tt)
(
C :

{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

})
n.

(9.39)
Where for sufficiently small t > 0,

Jt = | detDTt| = 1 and w(t) = ‖Jt[(DTt)−1]∗n‖Rd.

Similarly the systems (9.34)-(9.35)-(9.36)-(9.37) becomes

1

4

∫

Ω

C :
{
Dutn(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dutn)

∗} :
{
Dψ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dψ)∗

}

−
∫

Γ1

w(t)g ◦ Tt.ψ = 0 ∀ψ ∈ V.
(9.40)

1

4

∫

Ω

C :
{
Dutn(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dutn)

∗} :
{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

}
+

1

4

∫

Ω

C :
{
Dptn(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dptn)

∗} :
{
Dϕ(DTt)

−1 + ((DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

}
= 0 ∀ϕ ∈ V.

(9.41)
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1

2

∫

Ω

div
(
C :

{
Dutd(DTt)

−1 + (DTt)
−1)∗(Dutd)

∗})ψ

− 1

2

∫

Γ1

w(t)(utd − f ◦ Tt)
(
C :

{
Dψ(DTt)

−1 + (DTt)
∗Dψ)∗

})
n = 0 ∀ψ ∈ (H1(Ω))d.

(9.42)
1

2

∫

Ω

div
(
C :

{
DϕDTt)

−1 + (DTt)
−1)∗(Dϕ)∗

})
ptd

− 1

2

∫

Γ1

w(t)(ϕ− f ◦ Tt)
(
C :

{
DptdDTt)

−1 + (DTt)
−1)∗(Dptd)

∗})n = 0 ∀ϕ ∈ (H1(Ω))d.

(9.43)
The next objective is to get the limits of quantities defined in (9.28). We need theorem
that will give an expression for the derivative of minmax problem with respect to the
parameter t > 0. We first, introduce some notations .

Consider the functional
G : [0, δ]×X × Y → R (9.44)

for some δ > 0 and the topological spaces X and Y . For each t ∈ [0, δ], define

g(t) = inf
x∈X

sup
y∈Y

G(t, x, y), (9.45)

and the sets

X(t) =

{
xt ∈ X : sup

y∈Y
G(t, xt, y) = g(t)

}
(9.46)

Y (t, x) =

{
yt ∈ Y : G(t, x, yt) = sup

y∈Y
G(t, x, y)

}
. (9.47)

Similarly, we can define the dual functional

h(t) = sup
y∈Y

inf
x∈X

G(t, x, y), (9.48)

and the corresponding sets

Y (t) =

{
yt ∈ Y : inf

x∈X
G(t, x, yt) = h(t)

}
(9.49)

X(t, y) =

{
xt ∈ X : G(t, xt, y) = inf

x∈X
G(t, x, y)

}
. (9.50)

To complete the notations, we introduce the set of saddle points

S(t) = {(x, y) ∈ X × Y : g(t) = G(t, x, y) = h(t)} . (9.51)

Now we introduce the following theorem

Théorème 9.3.1 (Correa and Seeger[49]) Assume that the following assumptions hold :
(H1) S(t) 6= ∅, t ∈ [0, δ]
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(H2) the partial derivative ∂tG(t, x, y) exists in [0, δ] for all

(x, y) ∈


 ⋃

t∈[0,δ]
X(t)× Y (0)


 ∪


X(0)×

⋃

t∈[0,δ]
Y (t)




(H3) there exists a topology TX on X such that for any sequence {tn : tn ∈ [0, δ]}, with
tn → 0, there exits x0 ∈ X(0) and a subsequence tnk

of tn and for each k ≥ 1,
there exists xnk

∈ X(tnk
) such that

(i) xnk
→ x0 in the TX-topology and

(ii) for all y ∈ Y (0),
lim
tց0
k→∞

inf ∂tG(t, xnk
, y) ≥ ∂tG(0, x

0, y); (9.52)

(H4) there exists a topology TY on Y such that for all sequence {tn : tn ∈ [0, δ]},
tn → 0, there exists y0 ∈ Y (0), there exists a subsequence tnk

of tn and for each k ≥ 1,
there exists ynk

∈ Y (tnk
) such that

(i) Ynk
→ y0 in the TY -topology and

(ii) for all x ∈ X0),
lim
tց0
k→∞

inf ∂tG(t, x, ynk
) ≤ ∂tG(0, x, y

0). (9.53)

Then there exists (x0, y0) ∈ X(0)× Y (0) such that

dg(0) = inf
x∈X(0)

sup
y∈Y (0)

∂tG(0, x, y) = ∂tG(0, x
0, y0) = sup

y∈Y (0)

inf
x∈X(0)

∂tG(0, x, y). (9.54)

This means that (x0, y0) is a saddle point of ∂tG(0, x, y) on X(0)× Y (0).

In order to apply Theorem 9.3.1 to our problem, we assume that the velocity field V ∈
D1(Rd,Rd).
Since

Xn(t) =

{
xt ∈ V : sup

y∈V
G̃n(t, x

t, y) = inf
x∈V

sup
y∈V

G̃n(t, x, y)

}
= {utn} 6= ∅, (9.55)

Yn(t) =

{
yt ∈ V : inf

x∈V
G̃n(t, x, y

t) = sup
y∈V

inf
x∈V

G̃n(t, x, y

}
= {ptn} 6= ∅. (9.56)

Similarly

Xd(t) =

{
xt ∈ H1(Ω) : sup

y∈H1(Ω)

G̃d(t, x
t, y) = inf

x∈H1(Ω)
sup

y∈H1(Ω)

G̃d(t, x, y)

}
= {utd} 6= ∅,

(9.57)

Yd(t) =

{
yt ∈ H1(Ω) : inf

x∈H1(Ω)
G̃d(t, x, y

t) = sup
y∈H1(Ω)

inf
x∈H1(Ω)

G̃d(t, x, y

}
= {ptd} 6= ∅.

(9.58)
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Therefore, we obtain

∀t ∈ [0, δ] Sn(t) = Xn(t)× Yn(t) = {utn, ptn} 6= ∅, (9.59)

∀t ∈ [0, δ] Sd(t) = Xd(t)× Yd(t) = {utd, ptd} 6= ∅. (9.60)

So assumption (H1) is satisfied. To check assumption (H2), we compute the derivative
∂tG̃n(t, ϕ, ψ) and ∂tG̃d(t, ϕ, ψ)

∂tG̃n(t, ϕ, ψ) =
1

4

∫

Ω

C : {DϕT ′(t) + T ′(t)∗(Dϕ)∗} : {DϕT (t) + T (t)∗(Dϕ)∗}

+
1

4

∫

Ω

C : {DϕT ′(t) + T ′(t)∗(Dϕ)∗} : {DψT (t) + T (t)∗(Dψ)∗}

+
1

4

∫

Ω

C : {DϕT (t) + T (t)∗(Dϕ)∗} : {DψT ′(t) + T ′(t)∗(Dψ)∗}

(9.61)

∂tG̃d(t, ϕ, ψ) =
1

4

∫

Ω

C : {DϕT ′(t) + T ′(t)∗(Dϕ)∗} : {DϕT (t) + T (t)∗(Dϕ)∗}

+
1

2

∫

Ω

div (C : {DϕT ′(t) + T ′(t)∗(Dϕ)∗})ψ.
(9.62)

where
T (t) := (DTt)

−1, T ′(t) = −(DTt)
−1DV (t) ◦ Tt.

Since V ∈ D1(Rd,Rd), t 7→ Vt, t 7→ DVt are continuous on [0, δ]. Furthermore the partial
derivative ∂tG̃n(t, ϕ, ψ) respectively ∂tG̃d(t, ϕ, ψ) exists everywhere in [0, δ] for all ϕ, ψ ∈ V
respectively ϕ, ψ ∈ H1(Ω), i.e the assumption (H2) is satisfied.
To check (H3)i and (H4)i, we show that for any sequence tn ⊂ [0, δ], tn → 0 there exists a
subsequences of {utnn }, {ptnn }, {utnd }, {ptnd } still denoted {utnn }, {ptnn }, {utnd }, {ptnd } such that

utnn ⇀ u0n = un in V − weak, ptnn ⇀ p0n = pn in V − weak,

utnd ⇀ u0d = ud in (H1(Ω))− weak , ptnd ⇀ p0d = pd in(H1(Ω))− weak,

First we show the boundness of the solutions utn, p
t
n, u

t
d, p

t
d . We define the tensor C̃(t) by

C̃(t) : A : B = C : {A(DTt)−1 + A∗((DTt)
−1)∗} : {B(DTt)

−1 +B∗((DTt)
−1)∗}.

and we suppose for sufficiently small t there exist a real number α > 0, such that

C̃(t) : A : A ≥ αA : A.

Let ψ = utn in the equation (9.40), and using the fact that Tt(x) = x on Γ1, then we
have

α

∫

Ω

ε(utn) : ε(u
t
n) ≤ ‖g‖L2(Γ1)‖utn‖L2(Γ1).

Furthermore, there exists c1 > 0 such that

‖utn‖V ≤ c1‖g‖L2(Γ1).
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Similarly, from the equations (9.41)-(9.42)-(9.43) we can show that for sufficiently small
t there exists c2, c3, c4 > 0 such that

‖ptn‖V ≤ c2‖utn‖V .
‖utd‖H1(Ω) ≤ c3‖f‖L2(Γ1).

‖ptd‖H1(Ω) ≤ c4‖utd‖H1(Ω).

The next step is to show the continuity of {utn, ptn} and {utd, ptd}. To prove the continuity
of utn, subtract (9.40) at t > 0 from (9.40) at t = 0 and let ψ = utn − un, we get

∫

Ω

C̃(t) : ε(utn − un) : ε(u
t
n − un) =

∫

Ω

(C − C̃(t)) : ε(un) : ε(un). (9.63)

Hence

α

∫

Ω

ε(utn − un) : ε(u
t
n − un) ≤

∣∣∣∣
∫

Ω

(C − C̃(t)) : ε(un) : ε(un)

∣∣∣∣ ,

from which, we deduce that

‖utn − un‖V → 0 when t→ 0.

Similarly, for the continuity of ptn subtract (9.41) at t > 0 from (9.41) at t = 0 and taking
ϕ = ptn − pn, we get

∫

Ω

C̃(t) : ε(ptn − pn) : ε(p
t
n − pn) =

∫

Ω

C̃(t) : ε(utn − un) : ε(p
t
n − pn)

+

∫

Ω

(C̃(t)− C) : ε(un + pn) : ε(p
t
n − pn).

Therefore, ‖ptn − pn‖V → 0 when t→ 0. By the same technique, we can show from (9.42)
and (9.43) that

‖utd − ud‖H1(Ω),→ 0 and ‖ptd − pd‖H1(Ω),→ 0 when t→ 0.

So, assumptions (H3)i and (H4)i are verified.
Finally, assumptions (H3)ii and (H4)ii are readily satisfied in view of the strong continuity
of

(t, ϕ) 7→ ∂tG̃n(t, ϕ, ψ), (t, ϕ) 7→ ∂tG̃d(t, ϕ, ψ) and (t, ψ) 7→ ∂tG̃n(t, ϕ, ψ), (t, ψ) 7→ ∂tG̃d(t, ϕ, ψ)

So all assumptions of Theorem 9.3.1 are satisfied and we have

dJ(ω;V ) = dJN(ω;V ) + dJD(ω;V )

with

dJN(ω;V ) = ∂tG̃n(t, un, pn)
∣∣∣
t=0

=
1

4

∫

Ω

C : {−DunDV (0)− (DV (0))∗(Dun)
∗} : {Dun + (Dun)

∗}

+
1

4

∫

Ω

C : {−DunDV (0)− (DV (0))∗(Dun)
∗} : {Dpn + (Dpn)

∗}

+
1

4

∫

Ω

C : {Dun + (Dun)
∗} : {−DpnDV (0)− (DV (0))∗(Dpn)

∗} .
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dJD(ω;V ) = ∂tG̃d(t, ud, pd)
∣∣∣
t=0

=
1

4

∫

Ω

C : {−DudDV (0)− (DV (0))∗(Dud)
∗} : {Dud + (Dud)

∗}

+
1

2

∫

Ω

div (C : {−DudDV (0)− (DV (0))∗(Dud)
∗}) pd.

Since pn = −un and pd = 0, we get

dJN(ω;V ) =
1

4

∫

Ω

C : {Dun + (Dun)
∗} : {DunDV (0) + (DV (0))∗(Dun)

∗} . (9.64)

dJD(ω;V ) = −1

4

∫

Ω

C : {Dud + (Dud)
∗} : {DudDV (0) + (DV (0))∗(ud)

∗} . (9.65)

It is readily seen that the map

V 7→ dJ(ω;V ) = dJN(ω;V ) + dJD(ω;V ) : D1(Rd,Rd) → R (9.66)

is linear and continuous. By Zolésio structure theorem [52, Thm 3.5, Sect 3.3, Chap 8],
we know that for a domain ω with a C2-boundary ∂ω there exists a scalaire distribution
g(∂ω) ∈ D1(∂ω)′ such that

dJ(ω;V ) = 〈g(∂ω), V.n〉 . (9.67)

We now further characterize this boundary expression.

9.3.1 Formal calculations

Let (un, pn) ∈ V × V solves (9.22)-(9.23) and (ud, pd) ∈ (H1(Ω))d × (H1(Ω))d solves
(9.24)-(9.25). With the action of the velocity V ∈ D1(Rd,Rd) the corresponding systems
(9.34)-(9.35) and (9.36)-(9.37) has a unique solution (utn, p

t
n) and (utd, p

t
d). Now, we use

the following formulae (see [52, 98])

d

dt

∫

Ωt

F (t, x)dx =

∫

Ωt

∂F

∂t
(t, x)dx+

∫

∂Ωt

F (t, x)V (t).ntds

d

dt

∫

∂Ωt

F (t, x)ds =

∫

∂Ωt

∂F

∂t
(t, x)ds+

∫

∂Ωt

(
∂F

∂nt
(t, x) +HF (t, x)

)
V (t).ntds

for sufficiently smooth functional F : [0, δ]×Rd → R, where H = div n. We easily obtain

∂tG̃n(0, ϕ, ψ) =
1

2

∫

Ω

σ(ϕ̇) : ε(ϕ) + σ(ϕ) : ε(ϕ̇) +
1

2

∫

∂(Ω\ω)
σ(ϕ) : ε(ϕ)V.n+

1

2

∫

∂ω

σ(ϕ) : ε(ϕ)V.n

+

∫

Ω

σ(ϕ̇) : ε(ψ) + σ(ϕ) : ε(ψ̇) +

∫

∂(Ω\ω)
σ(ϕ) : ε(ψ)V.n+

∫

∂ω

σ(ϕ) : ε(ψ)V.n

−
∫

∂Ω

g.ψ̇ −
∫

∂Ω

(
∂ψ

∂n
+Hψ

)
V.n

∂tG̃d(0, ϕ, ψ) =
1

2

∫

Ω

σ(ϕ̇) : ε(ϕ) + σ(ϕ) : ε(ϕ̇) +
1

2

∫

∂(Ω\ω)
σ(ϕ) : ε(ϕ)V.n+

1

2

∫

∂ω

σ(ϕ) : ε(ϕ)V.n

+

∫

Ω

div(σ(ϕ̇))ψ +

∫

Ω

div(σ(ϕ))ψ̇ +

∫

∂(Ω\ω)
div(σ(ϕ))ψV.n+

∫

∂ω

div(σ(ϕ))ψV.n

−
∫

Γ1

(ϕ̇− f)σ(ψ)n−
∫

Γ1

(ϕ− f)σ(ψ̇)n.
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where

ϕ̇ =
d

dt
ϕ ◦ T−1

t
∣∣∣t=0

= −DϕV, ψ̇ =
d

dt
ψ ◦ T−1

t
∣∣∣t=0

= −DψV.

Furthermore, substitute (ϕ, ψ) by (un, pn) = (un,−un) in the expression of ∂tG̃n(0, ϕ, ψ)
we get

∂tG̃n(0, un,−un) =
1

2

∫

∂ω

⌊
σ(un) : ε(un)

⌋
V.n−

∫

Ω

σ(un) : ε(−DunV ) +

∫

∂Ω

g.(−DunV )

+

∫

∂Ω

(
∂un
∂n

−Hun

)
V.n,

where ⌊.⌋ means the jump over the boundary ∂ω. Using the condition V = 0 on ∂Ω,
Vτ = 0 on ∂ω, Green’s formula and the transmission condition, we obtain

dJN(ω;V ) =
1

2

∫

∂ω

[⌊
σ(un) : ε(un)

⌋
+ 2σ(u−n )n

(
∂u−n
∂n

n− ∂u+n
∂n

n

)]
V.n. (9.68)

Similarly, substitute (ϕ, ψ) by (ud, pd) = (uD, 0) in the expression of ∂tG̃d(0, ϕ, ψ) and
choosing ϕ̇ = −DuDV , we get

∂tG̃d(0, ud, 0) =

∫

Ω

σ(ud) : ε(−DudV )−
1

2

∫

∂ω

⌊σ(ud) : ε(ud)⌋V.n.

Using Green’s formula and the transmission condition for the volume integral, we get
∫

Ω

σ(ud) : ε(−DudV ) = −
∫

∂ω

σ(u−d )n

(
∂u−d
∂n

n− ∂u+d
∂n

n

)
.

So, we obtain

DJD(ω;V ) = −1

2

∫

∂ω

[⌊
σ(ud) : ε(ud)

⌋
+ 2σ(u−d )n

(
∂u−d
∂n

n− ∂u+d
∂n

n

)]
V.n (9.69)

Finally, we get from (9.68) and (9.69)

dJ(ω;V ) =
1

2

∫

∂ω

[
⌊σ(un) : ε(un)⌋ − ⌊σ(ud) : ε(ud)⌋

+ 2σ(u−n )n

(
∂u−n
∂n

n− ∂u+n
∂n

n

)
− 2σ(u−d )n

(
∂u−d
∂n

n− ∂u+d
∂n

n

)]
V.n.

(9.70)

9.3.2 Justified calculations

We replace the boundary ∂ω by a boundary layer Bh such that ∂ω ⊂ Bh and Bh → ∂ω
when h→ 0.

We regularize the tensor C by convolution, Ch = ρh ∗C, where ρh ∈ C∞(Rd) satisfying
∫

Rd

ρh(x) = 1,

∫

|x|>δ
|ρh(x)|dx→ 0 for all δ > 0.
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Figure 9.1 – Regularization by boundary layer.

We denote by un(h), ud(h) respectively the solutions of the problems (9.1)-(9.2)-(9.3) and
(9.1)-(9.4)-(9.3) with respect to the elasticity tensor Ch. Since Ch ∈ C∞(Ω), the solutions
un(h), ud(h) ∈ H2(Ω). We denote by

G̃h
n(t, ϕ, ψ) =

1

2

∫

Ω

Ch ◦ T−1
t : ε(ϕ ◦ T−1

t ) : ε(ϕ ◦ T−1
t ) +

∫

Ω

Ch ◦ T−1
t : ε(ϕ ◦ T−1

t ) : ε(ψ ◦ T−1
t )

−
∫

Γ1

g.(ψ ◦ T−1
t ),

(9.71)

G̃h
d(t, ϕ, ψ) =

1

2

∫

Ω

Ch ◦ T−1
t : ε(ϕ ◦ T−1

t ) : ε(ϕ ◦ T−1
t ) +

∫

Ω

div
(
Ch ◦ T−1

t : ε(ϕ ◦ T−1
t )
)
ψ ◦ T−1

t

−
∫

Γ1

(ψ ◦ T−1
t − f)

(
Ch ◦ T−1

t : ε(ψ ◦ T−1
t )
)
n.

(9.72)
By differentiation with respect to t at t = 0, we get

∂tG̃
h
n(t, ϕ, ψ)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫

Ω

Ċh : ε(ϕ) : ε(ϕ) +

∫

Ω

Ch : ε(ϕ̇) : ε(ϕ) +

∫

Ω

Ċh : ε(ϕ) : ε(ψ)

+

∫

Ω

Ch : ε(ϕ̇) : ε(ψ) +

∫

Ω

Ch : ε(ϕ) : ε(ψ̇)−
∫

Γ1

g.ψ̇.

(9.73)

∂tG̃
h
d(t, ϕ, ψ)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫

Ω

Ċh : ε(ϕ) : ε(ϕ) +

∫

Ω

Ch : ε(ϕ̇) : ε(ϕ) +

∫

Ω

div
(
Ċh : ε(ϕ)

)
ψ

+

∫

Ω

div (Ch : ε(ϕ̇))ψ +

∫

Ω

div (Ch : ε(ϕ)) ψ̇ −
∫

Γ1

(ψ̇ − f) (Ch : ε(ψ))n

−
∫

Γ1

(ψ − f)
(
Ċh : ε(ψ)

)
n−

∫

Γ1

(
Ch : ε(ψ̇)

)
n.

(9.74)
Furthermore, substitute (ϕ, ψ) by (un(h), pn(h)) = (un(h),−un(h)) in the equation (9.73),
we obtain

∂tG̃
h
n(t, un(h),−un(h))

∣∣∣
t=0

= −1

2

∫

Bh

Ċh : ε(un(h)) : ε(un(h))

+

∫

Ω

Ch : ε(un(h)) : ε( ˙−un(h))−
∫

Γ1

g.( ˙−un(h)).
(9.75)

Note that the second term is the variational equation verified by un(h). So we get

∂tG̃
h
n(t, un(h),−un(h))

∣∣∣
t=0

= −1

2

∫

Bh

Ċh : ε(un(h)) : ε(un(h)). (9.76)
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Similarly, substitute (ϕ, ψ) by (ud(h), pd(h)) = (ud(h), 0) in the equation (9.74), we obtain

∂tG̃
h
n(t, ud(h),−ud(h))

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫

Bh

Ċh : ε(ud(h)) : ε(ud(h))

+

∫

Ω

Ch : ε(ud(h)) : ε(u̇d(h)).

(9.77)

By using Green’s formulae, the second term disappear, and we get finally

∂tG̃
h
n(t, ud(h),−ud(h))

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫

Bh

Ċh : ε(ud(h)) : ε(ud(h)). (9.78)

We observe that the equations (9.64) and (9.65) has limits when we replace C by Ch and
un,ud by un(h), ud(h). Furthermore the limits when h goes to 0 of the quantities (9.61)
-(9.78) exist, and we obtain

DJ(ω;V ) = lim
h→0

1

2

[∫

Bh

Ċh : ε(ud(h)) : ε(ud(h))−
∫

∂ωh

Ċh : ε(un(h)) : ε(un(h))

]

=
1

2

[∫

∂ω

C ′ : ε(ud) : ε(ud)− C ′ : ε(un) : ε(un)

]
.

(9.79)

9.4 Function space embedding

In the function space embedding method, we introduce a large enough domain D which
contain all the transformations {Ωt = Tt(Ω) : t ∈ [0, δ]} for some small δ > 0.

In this section we use the function space embedding method with D = Rd and

JN (ωt) = min
Φ∈H1(Rd)

max
Ψ∈H1(Rd)

Gn(ωt,Φ,Ψ) (9.80)

JD(ωt) = min
Φ∈H1(Rd)

max
Ψ∈H1(Rd)

Gd(ωt,Φ,Ψ), (9.81)

where

Gn(ωt,Φ,Ψ) :=
1

2

∫

Ω

C(t) : ε(Φ) : ε(Φ) +

∫

Ω

C(t) : ε(Φ) : ε(Ψ)−
∫

Γ1

g.Ψ (9.82)

Gd(ωt,Φ,Ψ) :=
1

2

∫

Ω

C(t) : ε(Φ) : ε(Φ)+

∫

Ω

div(C(t) : ε(Φ))Ψ−
∫

Γ1

(Φ−f) (C(t) : ε(Ψ))n.

(9.83)
The price to pay for the use of this method is the fact that each of the sets of saddle
points

Sn(t) = Xn(t)× Yn(t) and Sd(t) = Xd(t)× Yd(t)

is not a singleton anymore since

Xn(t) =
{
Φ ∈ H1(Rd) : Φ|Ω = un(t)

}
, (9.84)

Yn(t) =
{
Ψ ∈ H1(Rd) : Ψ|Ω = pn(t)

}
, (9.85)
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Xd(t) =
{
Φ ∈ H1(Rd) : Φ|Ω = ud(t)

}
, (9.86)

Yd(t) =
{
Ψ ∈ H1(Rd) : Ψ|Ω = pd(t)

}
, (9.87)

where (un(t), pn(t)) and (ud(t), pd(t)) are the unique solutions to the following saddle
points equations in Ω :

div(σ(un(t))) = 0 in Ω, σ(un(t)) = g on Γ1, un(t) = 0 on Γ2. (9.88)

div(σ(pn(t))) = 0 in Ω, σ(pn(t)) = −g on Γ1, pn = 0 on Γ2. (9.89)

div(σ(ud(t))) = 0 in Ω, ud(t) = f on Γ1 ud(t) = 0 on Γ2. (9.90)

div(σ(pd(t))) = 0 in Ω, pd(t) = 0 on ∂Ω. (9.91)

We will apply Theorem 9.3.1, which says that under appropriate assumptions (to be
checked in the next) that

dJ(ω;V ) = min
Φ∈H1(Rd)

max
Ψ∈H1(Rd)

∂tGn(ωt,Φ,Ψ)|t=0 + min
Φ∈H1(Rd)

max
Ψ∈H1(Rd)

∂tGd(ωt,Φ,Ψ)|t=0

(9.92)
To compute the derivative with respect to t at t = 0 of the functionals Gn and Gd we
need to regularize the tensor C(t) like the previous section :

Ch(t) = ρh ∗ C(t)

and we denote by Gh
n, G

h
d the corresponding functionals. So, we have

dJ(ω;V ) = lim
h→0

min
Φ∈H2(Rd)

max
Ψ∈H2(Rd)

∂tG
h
n(ωt,Φ,Ψ)|t=0 + min

Φ∈H2(Rd)
max

Ψ∈H2(Rd)
∂tG

h
d(ωt,Φ,Ψ)|t=0

(9.93)
where

∂tG
h
n(ωt,Φ,Ψ)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫

Bh

C ′
h(0) : ε(Φ) : ε(Φ) +

∫

Bh

C ′
h(0) : ε(Φ) : ε(Ψ). (9.94)

∂tG
t
d(ωt,Φ,Ψ)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫

Bh

C ′
h(0) : ε(Φ) : ε(Φ) +

∫

Bh

div (C ′
h(0) : ε(Φ))Ψ. (9.95)

Expressions (9.94)-(9.95) are each an integral over the boundary ∂ωh which will not depend
on Φ and Ψ outside of Ω. As a result the min and the max can be dropped in (9.93),
which reduces to

dJ(ω;V ) = lim
h→0

∂tG
h
n(ωt, un, pn)

∣∣∣
t=0

+ ∂tG
h
d(ωt, ud, pd)

∣∣∣
t=0

= lim
h→0

1

2

[∫

Bh

C ′
h(0) : ε(ud) : ε(ud)− C ′

h(0) : ε(un) : ε(un)

]
.

(9.96)

We turn now to the verification of the four assumptions of Theorem9.3.1. Substitute
H1(Rd) by H2(Ω) in the sets (9.84)-(9.85)-(9.86)-(9.87). Each of them in this case is not
empty since it is always possible to construct a continuous linear extension (see [2])

Πm : Hm(Ω) → Hm(Rd), m ≥ 1,
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and for t ∈ [0, δ]
Πm
t : Hm(Ωt) → Hm(Rd), m ≥ 1

Here we take m = 1 and we define

Un(t) = Π1
tun(t), Pn(t) = Π1

tpn(t), Ud(t) = Π1
tud(t), Pd(t) = Π1

tpd(t).

Therefore, both Sn(t), Sd(t) are not empty since

Un(t) ∈ Xn(t), Ud(t) ∈ Xd(t), Pn(t) ∈ Yn(t), Pd(t) ∈ Yd(t).

So, condition (H1) is satisfied. To check (H2) we use the expressions (9.94)-(9.95). By
the previous choice of V ∈ D1(Rd,Rd), the quantities ∂tGn(ωt,Φ,Ψ), ∂tGn(ωt,Φ,Ψ) exists
everywhere in [0, δ] for all Φ,Ψ ∈ H1(Rd). Hence the assumption (H2) is verified. To check
conditions (H3) and (H4) we need the following results

Lemme 9.4.1 [52] For m ≥ 1, V ∈ Dm(Rd,Rd) and Φ ∈ Hm(Rd)

lim
tց0

Φ ◦ Tt = Φ and lim
tց0

Φ ◦ T−1
t = Φ in Hm(Rd). (9.97)

Lemme 9.4.2 [52] Under the assumptions of the previous lemma, if

yt → y0 in Hm(Ω)− strong (resp., weak)

then we have

Yt := (Πmyt) ◦ T−1
t → Y0 in Hm(Rd)− strong (resp., weak).

In the previous section we have shown that (utn, p
t
n) converge to (un, pn) in the strong

topology of H1(Ω)×H1(Ω), similarly (utd, p
t
d) converge to (ud, pn) in the strong topology

of H1(Ω)×H1(Ω). By the Lemma 9.4.2, we have

Un(t) → U = Π1un, Ud(t) → Ud = Π1ud, Pn(t) → Π1pn, Pd(t) → Πpd.

So, assumptions (H3)i and (H4)i are satisfied for the strong topology of H1(Rd). From
the equations (9.94)-(9.95), we chek that (t,Φ,Ψ) → ∂tGn(ωt,Φ,Ψ) and (t,Φ,Ψ) →
∂tGd(ωt,Φ,Ψ) are linear and continuous, thus (H3)ii and (H4)ii, are satisfied. So all the
assumptions of Theorem 9.3.1 are verified.

9.5 Numerical implementation

In this section, we use a numerical type algorithm to solve the inverse problem of
identifying an inclusion assumed to be circular or elliptic. We assume that the inner
Lamé coefficients satisfy (λi, µi) = (0, 0), so from (9.70), the shape derivative of the cost
function J becomes :

dJ(ω;V ) = dJN(ω;V ) + dJD(ω;V ) =
1

2

∫

∂ω

(σ(un) : ε(un)− σ(ud) : ε(ud)) V.n. (9.98)



170 9. Identification of inclusion in linear elasticity

From the equation (9.98), we have

dJN(ω;V ) =
1

2

∫

∂ω

σ(un) : ε(un)V.n. (9.99)

The construction of the velocity field V is as follows :
When ω is an ellipse and only the semi-major axis a and the semi-minor axis b are variable,
we consider for a given center (x0, y0) the transformation

Tt(X) = X + tV (X) = (x0 + (a+ ta′) cos(θ), y0 + (b+ tb′) sin(θ)) , θ ∈ [0, 2π]

where (a′, b′) are reals positifs numbers, t is sufficiently small real positif number such
that Tt(ω) ⊂ Ωδ0 . Then we have

T ′
t (X) = V (X) = (a′ cos(θ), b′ sin(θ)).

The outer unit vector to the boundary ∂ω is defined as n = (b cos(θ), a sin(θ)). Further-
more

V.n = ba′ cos(θ)2 + ab′ sin(θ)2. (9.100)

When ω is a disk, we have a′ = b′ = r′ and n = (cos(θ), sin(θ)), therefore V.n = r′.
If we suppose only the center (x0, y0) of ω = ω(x0,y0) is variable, then the transformed
domain reads ωt = ω(x0,y0)+t(c,d), (c, d) ∈ R2. Furthermore, we can construct a velocity
field V such that 




∆V = 0 in Ω,

V = (c, d) on ∂ω,

V = 0 on Γ

(9.101)

Thus V.n = c cos(θ)+d sin(θ). From the equation (9.100), JN is a monotonous function
with respect to the semi-minor or the semi-major axis. With this observation, if the center
of ω is fixed, we can use the Newton method applied to the function JNE = JN − JE,
where

JN =
1

2

∫

Ω

σ(un) : ε(un)dx, and JE =

∫

Γ1

g.fds

to compute numerically the radius r or the semi-minor axis a and the semi-major axis b of
ω. When the radius or the semi-minor and semi-major axis are fixed, we use the gradient
method applied to the function J to compute numerically the center of ω.
The resulting algorithm can be summarized as follows

1. Choose an initial shape ω0.
2. Compute the state equations un and ud, then we can evaluate the descent directions
(9.98)-(9.99).
3. case 1 : ω is a disk
-Set rk+1 = rk − JNE(ωk)/dJNE(ωk)
case 2 : ω is an ellipse
-Set ak+1 = ak − dk(1), bk+1 = bk − dk(2)
where the vector dk solve the linear system : Akdk = Bk with

Ak =

(
∂akJNE1, ∂bkJNE1

∂akJNE2, ∂bkJNE2

)
, Bk =

(
−JNE1

−JNE2,

)
,
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JNEi =
1

2

∫

Ω

σ(un(i))ε(un(i))−
∫

Γ1

g(i).f(i), i = 1, 2.

un(i) is solution of (9.1)-(9.2)-(9.3) with ω = ωk and the chargement g = g(i). The data
f(i) is the measurement corresponding to g(i).
4. Set xk+1 = xk − ∂xkJ(ωk), yk+1 = yk − ∂ykJ(ωk).
5. Stop if dJ(ω;V ) < ǫ, (ǫ is the tolerance).

9.5.1 Numerical examples

The numerical solutions un and ud of the problems (9.1)-(9.2)-(9.3) and (9.1)-(9.4)-
(9.3) are obtained using pdetoolbox of Matlab.
For the following numerical examples, Ω is the unit disk. The chargement is imposed on
the boundary Γ1 by the boundary condition g = (0.1, 0.1). For the numerical exemples
with noise, we perturbe the exact data f using the random function from Matlab :

fp = f + τβ‖f‖∞, τ is the level noise and β is a random vector .

In the following figures, we shall use the notations :
- ω0 : the initial inclusion,
- ωe : the exact inclusion,
- ωa : the approximated inclusion.

We consider for the first exemple, the inclusion ω who’s parametrization is the following.

∂ω = {(0.3 cos(θ) + 0.2, 0.3 sin(θ) + 0.3) : θ ∈ [0, 2π]} .
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Figure 9.2 – Reconstruction of the radius by Newton method
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Figure 9.3 – Reconstruction wi-
thout noise
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Figure 9.4 – Reconstruction with
noise level 3%
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Figure 9.5 – Reconstruction wi-
thout noise level 5%
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Figure 9.6 – Reconstruction with
noise level 10%

We consider for the second exemple, the elliptic inclusion ω defined as :

∂ω = {(0.3 cos(θ) + 0.3, 0.2 sin(θ)− 0.2) : θ ∈ [0, 2π]} .

For the reconstruction of ω, we impose two fluxes g1 = (x1, 0), g2 = (0, x2) on the boundary
Γ1.
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Figure 9.7 – Reconstruction of the semi-minor and the semi-major axis by Newton
method
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Figure 9.8 – Reconstruction wi-
thout noise
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Figure 9.9 – Reconstruction with
noise level 5%

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 
Γ
∂ω

i

∂ω
e

∂ω
a

Figure 9.10 – Reconstruction with
noise level 7%
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Figure 9.11 – Reconstruction with
noise level 10%

We observe from the two numerical examples considered above, that a moderate noise
has a minor effect of the reconstruction of the inclusion ω.
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