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RESUME

Ce travail concerne I'étude de quelques problémes inverses par différentes approches
mathématiques.

Dans la premiére partie, nous considérons le probléme inverse géométrique consistant

a retrouver une fissure inconnue a partir de mesures sur le bord d’un domaine plan. Nous
traitons ce probléme par des techniques d’approximations rationnelle et méromorphe dans
le plan complexe C. L’étude consiste & construire a partir des données mesurées sur le
bord, une fonction f dont les singularités correspondent a la fissure recherchée puis a
approcher cette fonction par des approximants rationnels ou méromorphes au sens de
différentes normes. Nous rappelons ces techniques d’approximation et leurs applications
a la localisation de fissures. Nous appliquons ’approximation méromorphe a des cas de
défauts plus généraux, tels que les cavités et les petites inclusions. D’autre part, nous
proposons un algorithme théorique, basé sur les transformations conformes et la résolution
d’un probléme extrémal borné dans une couronne, pour identifier complétement la fissure.
Ensuite, dans le but de mieux localiser la fissure, nous traitons le cas des approximants
rationnels avec contraintes sur les résidus.
Toujours dans le contexte de ’analyse complexe, nous étudions un autre probléme inverse
consistant & estimer l'aire d’une cavité a partir des mesures au bord. Nous donnons une
majoration explicite de l'aire d’une cavité a partir de la différence de potentiel dans
le cas d'un domaine sain et dans le cas du domaine avec cavité. Cette majoration est
basée sur une estimation de croissance de fonctions dans 'espace de Hardy-Sobolev de la
couronne H?(G,). Nous appliquons également cette estimation pour donner la vitesse de
convergence d’un interpolant d'une fonction de H%?(G,) a partir d’un nombre fini de ses
valeurs sur le bord extérieur de la couronne G,.

Dans la deuxiéme partie, nous considérons d’abord le probléme inverse d’identification

des parameétres de Lamé en élasticité linéaire a partir de mesures sur le bord du domaine.
Nous traduisons ce probléme inverse en un probléme de minimisation d’une fonctionnelle
de type Kohn-Vogelius et nous exhibons quelques résultats numériques.
Nous considérons également le probléme inverse d’identification d’une inclusion corres-
pondant a une discontinuité de la conductivité. Nous utilisons la méthode du gradient
topologique pour avoir une premiére approximation de la ou les inclusions inconnues et
ensuite la méthode du gradient classique pour identifier plus précisement celles-ci.

Enfin, dans le contexte de I'optimisation de forme, nous étudions le probléme inverse
d’identification d’une inclusion en élasticité linéaire. Nous calculons le gradient de forme
d’une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius, minmax d’un lagrangien, par rapport au pa-
rametre de déformation. Nous utilisons ce gradient pour retrouver numériquement des
inclusions elliptiques.

Mots clés : Problémes inverses, Identifiabilité, Stabilité, Identification, Espaces de
Hardy, Espaces de Hardy-Sobolev, Approximations rationnelle et méromorphe, Probléme
extrémal borné, Elasticité linéaire, Coefficients de Lamé, Fonctionnelles de moindres carrés
et de Kohn-Vogelius, Gradient topologique, Gradient de forme.
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ABSTRACT

This work concerns the study of some inverse problems by different mathematical
approaches.

In the first part, we consider the geometrical inverse problem, related to the identifica-
tion of an unknown crack by boundary measurements. We treat this problem by technique
of rational and meromorphic approximation in the complex plane C. The study consists
in building a function f from the datas on the boundary, which is singular exactly on
the unknown crack. We then approximate this function f by a rational or meromorphic
approximant according to different norms. We first recall this approximation technique
and its application to the location of cracks. We then apply the meromorphic approxima-
tion to the case of more general defects of geometry than the cracks, such as cavities or
small inclusions. On the other hand, we propose a theoretical algorithm, based on confor-
mal transformations and the resolution of a boundary extremal problem, to completely
identify the crack. Then, with the goal of a better localization of the crack, we consider
rational approximants with constraints on their residues.

Still in the context of complex analysis, we study another inverse problem, namely
estimating the area of a cavity in a bounded planar domain from boundary measurements.
We give an explicit estimate on the growth of functions in the Hardy-Sobolev space
H2(G,) of an annulus G. We apply this result for the study of the previous geometric
inverse problem, deriving an explicit upper bound on the area of the cavity from the
difference of two electrostatic potentials measured on the boundary, when the cavity is
present and when it is not. We also apply this estimation, to find an upper bound on the
rate of convergence of a recovery interpolation scheme in H'?(G,) with points located on
the outer boundary of Gj.

In the second part, we first consider the inverse problem of recovering the Lamé pa-
rameters in linear elasticity from boundary measurements. We transform this inverse
problem into a problem of minimization of a functional of Kohn-Vogelius type and we
perform numerical experiments.

We also consider the inverse problem of identification of an inclusion corresponding
to a discontinuity of the conductivity. We use the method of the topological gradient to
obtain a first estimate on the location of one or several inclusions and then, we use the
method of the classical gradient to identify more precisely these.

Finally, in the context of shape optimization, we study the inverse problem of identifi-
cation of an inclusion in linear elasticity. We calculate the shape gradient of a functional
of Kohn-Vogelius type, minmax of a lagrangian with respect to the parameter of defor-
mation. We use this gradient to numerically find elliptic inclusions.

Key words : Inverse problems, Identifiability, Stability, Identification, Hardy and
Hardy-Sobolev spaces, Rational and meromorphic approximations, Boundary extremal
problems,; Linear elasticity, Lamé parameters, Least square and Kohn-Vogelius functional,
Topological gradient, Shape gradient.
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Introduction

0.1 OBJECTIFS DE L’ETUDE

L’objectif de cette thése, est I'étude de quelques problémes inverses. Par problémes
inverses, on entend généralement inverses des problémes dits directs, a savoir ceux qui
consistent & trouver une solution & une équation aux dérivées partielles, connaissant tous
les parameétres du probléme ainsi que les conditions initiales ou conditions aux limites.
L’étude des problémes inverses est difficile & cause de leur caractére mal posé (pas toujours
unicité de la solution, ou non continuité de celle-ci par rapport aux données).

Cependant, 1’étude des problémes inverses a connu un développement trés important
au cours des derniéres années. Cela est du a leurs nombreuses applications, par exemple,
en imagerie médicale, contréle non destructif, industrie pétroliére, géophysique, détection
des mines, physique des radars, traitement des images,. ... De plus, ’accroissement de la
puissance de calcul, a aussi permis le développement de méthodes dont la mise en oeuvre
était inaccessible auparavant.

Dans cette thése, nous nous intéressons a l’étude des problémes inverses suivants :
Iidentification de fissures et d’inclusions d’une part, et l'identification des paramétres
de Lamé en élasticité linéaire, d’autre part. Dans les deux cas, on exploite des mesures
effectuées sur le bord des domaines plans concernés.

Le probléme géométrique de la détection de fissures dans un domaine plan a fait I'objet
de nombreuses travaux, utilisant différentes approches mathématiques, citons en particu-
lier [12, 15, 16, 19, 21, 35, 22, 39, 77, 68, 95, 36]. Dans la premiére partie de ce travail,
nous avons abordé I'étude de ce probléme inverse a partir des techniques d’approximation
rationnelle, notamment avec contraintes, dans le plan complexe, appliquées a des solutions
de I'équation de Laplace. Le modéle physique est décrit par le systéme suivant :

([ Au = 0 dans Q

ou

a_nr_é[)surF (1)
a +

aim =0sur v’ =7\ {70.m}
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ot 2 est un ouvert borné de R? a bord T', et g, v sont les extrémités d’un arc « dont la
position est inconnue. Le probléme inverse que nous étudions consiste a déterminer l'arc
qui modélise une fissure isolante (puisque le flux est supposé nul sur v d’aprés la troisiéme
équation de (1)) & partir de la connaissance du couple de mesures (ur, ®), constituées
d'une température ou un potentiel ujr et d'un flux ®, supposées connues sur la frontiére
extérieure I'. Avec ces données, on peut construire une fonction f dont les singularités
sont localisées sur la fissure v (voir [27]) :

1 o(t)
2)=— | —=dt+g(z), z€Q et g € H* (), 2
1) =557 | {2kt 902 \7 et g€ H¥(Q) )
ot o(t) est le saut de la température a travers v et g une fonction analytique bornée sur
Q. De plus f est connue, a une constante pres, sur le bord extérieur I' :

F(z):f(z)|p:u(z)p+i/ o(&)dg, zeTl, ac€el. (3)
Cette approche peut se réécrire sous la forme suivante :

Connaissant la fonction F sur I', trouver v C €0 telle que F soit la trace sur I' d’une
fonction f analytique bornée dans Q \ .

Afin d’utiliser des schémas d’approximations classiques, on suppose que le domaine {2
est le disque unité D.

Comme la fissure v est supposée isolante, la partie imaginaire de f est constante lors-
qu’on s’approche de 7. Cela nous améne a considérer des approximants de f vérifiant une
propriété analogue, a savoir des approximants de la forme

iZ(a_Jilzj)lj zj €D, ajy, €C, ikjgn, (4)
X J

j=1

m (S5 24 gz =0, i=1,....m. (5)

Nous présentons également une approche théorique, permettant de déterminer la fissure
de maniére exacte. Néanmoins, celle-ci étant basée sur 'utilisation d’un certain nombre
d’applications conformes, sa mise en oeuvre pratique ne semble pas a priori évidente.

Congernant I’étude du probléme inverse d’identification des inclusions, on peut citer
les références |7, 8, 11, 14, 3, 64, 33, 72, 37|. Nous estimons la taille d'une cavité, toujours
a partir de mesures sur le bord extérieur du domaine. Nous donnons une majoration
explicite de la taille de cette cavité en fonction de la différence de potentiels électriques
mesurés sur le bord du domaine, lorsque le domaine contient la cavité et lorsque le domaine
est sain.
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Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous nous sommes intéressés a l'identification
des inclusions dans le cadre d’une conductivité variable. Les équations qui modélisent le
probléme sont les suivantes :

div(aVu) =0, in (2,
ou (6)
ae— =, onl,
on
ol « est une fonction constante par morceau définie par

a(x):{ aesiz € Q\wW

asir €Ew, wC.

w désignant 'inclusion a identifier. Les expérimentations numériques que nous avons me-

FIGURE 1 — Le domaine Q\ @ et w

nées a bien sont basées sur la technique du gradient topologique pour obtenir une premiére
localisation des inclusions et sur celle du gradient de forme pour I'identification compléte
de ces derniéres.

Un autre probléme inverse auquel nous nous sommes intéressés est celui de l'identi-
fication des parameétres de Lamé qui caractérisent les matériaux élastiques linéaires et
isotropes. On se donne un matériau élastique isotrope occupant un domaine plan €2. La
procédure d’identification consiste & imposer un chargement g sur une partie I'y du bord
et & mesurer le déplacement u=f sur I';. Sur 'autre partie du bord I's, on suppose le
déplacement nul v = 0. Le déplacement u vérifie le systéme suivant

div(o(u)) = 0 dans
o(u)n =g sur I'y (7)

u =0 sur I's.
avec o(u), le tenseur des contraintes,
2 1
ou)=C:e(u) = Z CijriOug, e(u) = §(Du + Du"), (8)
i,k l=1
ot £(u) désigne le tenseur des déformations et C' le tenseur d’élasticiteé,

Cijrt = N0 01 + p(di g + 951), (9)
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0; ; désignant le symbole de Kronecker. Nous supposons que nous avons accés aux don-
nées (g, f) sur la frontiére I'y du domaine 2. Le probléme inverse consiste & déterminer
les parameétres de Lamé A et p & partir de la connaissance du couple de mesures (f, g).
Ce probléme a été étudié théoriquement, voir par exemple [69]. Récemment, plusieurs ap-
plications, par exemple en élastographie, ont suscité un nouvel intérét pour ce probléme
(voir |69, 80, 84]). Dans [60], un algorithme itératif de point fixe a été proposé pour l'iden-
tification numérique de ces parameétres.

Dans ce travail, les cas des parameétres constants et constants par morceaux ont été étu-
diés. Nous avons obtenu de nouveaux résultats d’identifiabilité et de stabilité et effectué
des essais numériques en utilisant une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius et un algo-
rithme itératif de type quasi-Newton (BFGS), intégré dans la toolbox d’optimisation de
Matlab.

Dans ce méme contexte, nous nous sommes aussi intéressés au probléme inverse d’iden-
tification d’une inclusion w dans le cas ou les parameétres de Lamé A et u sont connus.
Nous considérons encore une fonction cotit de type Kohn-Vogelius pour l'identification
numérique de l'inclusion.

0.2 ORGANISATION DE LA THESE

La thése se décompose principalement en deux parties. La premiére concerne les Cha-
pitres 1 & 5 qui sont basés sur des techniques d’approximation dans le plan complexe, et
la seconde concerne les Chapitres 6 a 9 qui sont basés sur des techniques de minimisation
de fonctionnelles utilisant le calcul de différents gradients.

Dans le Chapitre 1, nous rappelons quelques résultats d’analyse complexe dont nous
aurons besoin par la suite.

Dans le Chapitre 2, nous présentons en détail le probleme de la détection de fissure.
Nous passons en revue différents travaux qui ont été menés sur ce sujet au cours des
derniéres années.

Le Chapitre 3 est consacré a I’étude de 'approximation rationnelle et méromorphe
et de leurs applications a la détection de fissures. Nous rappelons des résultats mettant en
relation la position des poles des approximants et la position de la fissure recherchée. Dans
ce registre, nous vérifions sur différents exemples numériques que 'approche “approxima-
tion méromorphe” peut étre étendue a des défauts de géométrie un peu plus généraux que
ceux considérés précédemment, cf. [77], notamment des cavités ou des petites inclusions.
Nous présentons également une méthode théorique d’identification compléte de la fissure
basée sur des transformations conformes et la résolution d’'un probléme extrémal borné
dans la couronne.

L’approximation rationnelle ou méromorphe sans contrainte n’identifie qu'une défor-
mation de la fissure, a savoir 'arc de capacité minimale qui joint ses extrémités. Dans le
Chapitre 4, nous proposons un schéma d’approximation plus fin dans le but d’identifier
exactement la fissure. Pour la localisation de la fissure nous minimisons le critére

|f = 7llz2er), tel que r vérifie la propriété (4) et (5).

Nous avons envisagé le cas des approximants avec des résidus réels et le cas o les résidus
sont des nombres complexes. Nous effectuons le calcul du gradient du critére par rapport
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aux poles de la fraction r, ce qui nous permet d’'implémenter un programme de calcul de
meilleurs approximants locaux. On exhibe quelques exemples numériques.

Dans le Chapitre 5, nous nous intéressons au cas des cavités. Nous estimons 1'aire
d’une cavité dans un domaine plan borné a partir de potentiels électriques mesurés sur le
bord, lorsque le domaine contient la cavité et lorsqu’il est sain. Pour cela, nous établissons
un résultat explicite de croissance de fonctions dans I'espace de Hardy-Sobolev H™?(G,)
de la couronne. Nous appliquons aussi ce résultat pour 'estimation du taux de convergence
d’un certain schéma d’interpolation dans I'espace H'?(G,).

Le Chapitre 6 est consacré a l'identification des paramétres de Lamé A\ et p d’'un
milieu linéaire isotrope, a partir des mesures sur le bord du domaine. Nous rappelons
la preuve de l'existence d’une solution du probléme direct, nous démontrons un résultat
de régularité de l'opérateur (A, p) — wuy, ol uy, désigne le déplacement, solution du
probléme direct. Nous prouvons ensuite un résulat d’identifiabilité et un résulat de stabilité
lipschitzienne directionnelle. Pour I'identification, nous transformons le probléme inverse
en un probléme de minimisation d’une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius

J(\, ) = % /Q)\dz'v(un —ug)? + 2pe (U — ug)?,

ol u,, est la solution du probléme de Neumann o(u)n = g et uy est la solution du probléme
de Dirichlet ugr, = f. L'une des particularités de cette fonctionnelle est que son gradient
par rapport aux parameétres A et p ne dépend que des états wu, et uy et pas des états
adjoints, ce qui facilite le calcul numérique du gradient. On a effectué des tests numériques
dans les cas des paramétres constants et constants par morgeaux, en utilisant une méthode
de type quasi-Newton (BFGS) de la toolbox optimisation de matlab.

Dans le Chapitre 7, nous présentons quelques définitions et rappels d’optimisation de
forme. Nous donnons la dérivée par rapport a la forme pour les fonctions définies par des
intégrales de volume et de surface. Nous rappelons ensuite les équations vérifiées par la
dérivée des fonctions d’états relatives a un probléme de transmission dans le cas scalaire.
Dans le cas d’un probléme en élasticité, nous obtenons formellement ces équations. Afin
de reconstruire une inclusion w, nous considérons une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius
dont nous calculons, sans justification, la dérivée de forme relativement a 'inclusion w. En
utilisant une méthode différente, un calcul rigoureux de la dérivée de forme est effectué
dans le dernier chapitre.

Dans le Chapitre 8, nous utilisons le gradient topologique pour la localisation d’in-
clusions en minimisant la fonction coftit

I) =5 [ luy = sl (10)

ol uy est la solution d’un probléme de Neumann, cf. (8.24) et uy est la solution d’un
probléme de Dirichlet, cf. (8.25). Nous avons alors deux états adjoints vy et vp et le
gradient topologique

g(z) = VUN(ZL')T'PDWVUN({E) + VuD(x)TPD,erD(:):), (11)

ou r = «;/a, désigne le rapport des conductivités et Pp . est la matrice de polarisation
qui peut étre définie explicitement dans le cas d’une inclusion D elliptique.
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Si nous considérons le cas limite ot r tend vers zéro et l'ellipse devient trés aplatie, le
gradient topologique devient
g(z,n) = n"M(z)n,

ot n = (ny,ny) est un vecteur unitaire porté par le petit axe de lellipse et M est une
matrice symétrique définie par

M(z) = —sym(Vuy @& Voy + Vup ® Vup),
ot sym(A) = (A+ AT)2et UV =UVT.

Ce gradient est minimal au point = lorsque n est orienté suivant le vecteur propre
associé a la plus petite valeur propre A;(z) de M(x).
Pour la localisation partielle de la ou les inclusions w, nous considérons le gradient
topologique
g(x,n) = M(x).

Une fois cette localisation partielle obtenue, nous identifions complétement 1'inclusion
circulaire w en minimisant la fonctionnelle de Kohn-Vogelius suivante,

1
Tev(w) = 3 / oV (ux — up)l,
Q

pour déterminer le centre de I'inclusion et la résolution de I’équation nonlinéaire

1
§/a|VuN|2—/g0f:0,
Q r

par la méthode de Newton, pour trouver le rayon.

Enfin, le Chapitre 9 est dédié a I’analyse de sensitivité par rapport a la forme d’un
probléme de transmission en élasticité linéaire isotrope. Nous cherchons & minimiser la
fonctionnelle de forme

J(w) = %/QC se(un —ug) :e(u, — ug), (12)

ot C' est le tenseur de I'élasticité, dont les coefficients de Lamé A et p sont constants par
morceaux :
(Ne, pte) stz € Q\w,

()\Z,ul) Sixr €w.

(M), p(x)) = {

Dans le calcul de la dérivée de J par rapport au domaine w, le recours aux dérivées des états
u, et ug peut étre évité par l'introduction d’une formulation lagrangienne du probléme
ou I’équation d’état est considérée comme une contrainte. Dans ce cadre, la fonction cotit
est égale & un Minmax du Lagrangien par rapport a des espaces fonctionnels. Le calcul
du gradient se réduit alors a la dérivée d'un Minmax par rapport a un paramétre qui
joue le role de "temps virtuel". La justification mathématique provient d’un théoréme de
dérivabilité d’'un Minmax par rapport a un parameétre. Il y a deux types de théorémes qui
sont directement applicables aux problémes de forme. L'un suppose l'existence de point
selle (cf. Correa et Seeger [49]) tandis que l'autre type ne le suppose pas (cf. Delfour et
Zolesio [53]).
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Cette approche permet une justification rigoureuse des méthodes utilisées dans la
plupart des problémes classiques, o I'état est ’élément minimisant d'une fonctionnelle
d’énergie quadratique et la fonction cout est dérivable par rapport a la variable d’état. Elle
s’étend aussi a certaines classes de fonctions couts non différentiables et a des situations
ou l'état est soumis a des contraintes d’égalité.

Nous présentons un algorithme numérique permettant d’identifer I'inclusion w lorsque
celle-ci est circulaire ou elliptique.
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Premiére partie

UTILISATION DE METHODES
D’APPROXIMATION DANS LE PLAN
COMPLEXE
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CHAPITRE 1

Quelques Rappels d’analyse complexe

Nous rappelons dans ce chapitre quelques concepts de 'analyse complexe qui sont
en lien étroit avec la théorie de I'approximation dans le plan complexe, tels que les es-
paces de Hardy du disque et de la couronne, les espaces de Hardy-Sobolev, les fonctions
harmoniques et les fonctions conjuguées, l'intégrale singuliére et quelques définitions et
propriétés relatives a la théorie du potentiel.

1.1 ESPACES DE HARDY DU DISQUE ET DE LA
COURONNE

Les espaces de Hardy jouent un role trés important dans 'étude de 'approximation
des fonctions et des problémes extémaux, en particulier les problémes extrémaux bornées
(BEP) dans le disque et dans la couronne. Pour plus de détails sur les espaces de Hardy,
le lecteur peut consulter [54, 45|

1.1.1 Espace de Hardy du disque

Posons quelques notations préliminaires. Soient C le plan complexe et
D={z€C:|z| <1} le disque unité .

T={zecC:|z| =1} le cercle unité .

Pour r > 0, on désigne par rD le disque ouvert du plan complexe C de centre 0 et de
rayon r et rT = rdD. On définit LP(rT) comme étant I'espace des fonctions mesurables
f:rT — C telles que

1 27 ' 1/p
[/l Lrer) = (%/O \f(?“e“’)|”) <4o00sil<p<oo

| fllLoe@my = sup ess\f(rew)\ < 400 sip=+4oo.
0€(0,27]
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Lorsque 7 = 1, on écrira simplement LP(T) et | f||zr(r). On rappelle que pour p =
2, L*(T) est 'espace de Hilbert des fonctions f(z) Lebesgue mesurables a valeurs com-
plexes sur T telles que

1/2

1 [ .
Il = (52 [ Irtean) <o

muni du produit scalaire

2w

< f.g>= % f(e”)g(e?)do
0

De méme pour p = oo, L>(T) l'espace de Banach des fonctions f(z) a valeurs complexes
essentiellement bornées sur T muni de la norme

[ fllze = ess sup £ (2)].

Définition 1.1.1 Pour 1 < p < 400, l'espace de Hardy du disque d’ordre p noté HP =
HP(D) est l’ensemble des fonctions analytiques sur D telles que

||f||Hp(]D)) = sup {Hf”Lp(rT) 0<r< 1} < 400.

Une telle fonction de H?(D) admet une limite non tangentielle f* dans LP(T), et en outre
| ey = || fllap@y- Ainsi on peut écrire HP(ID) comme I'ensemble des fonctions de
LP(T) dont les coefficients de Fourier d’indices négatifs sont nuls. On notera indifférement
la fonction sur le disque et sa limite non tangentielle au bord. La fonction f est aussi
I'intégrale de Poisson de f*, ainsi que son intégrale de Cauchy. Dans le cas 1 < p < 400,
f* est la limite dans LP(T) de f(re®) quand r tend vers 1. On définit également I'espace
H?(D) des fonctions de LP(T) antianalytiques, c’est a dire dont les coefficients de Fourier
d’indices positifs s’annulent.

Dans le cas p = 2, On note par P_, P, les opérateurs de projections analytiques et

antianalytiques :
P_ . L*T) — L*T) o H*(D)
P, : L*T)— H*D)
tels que :
“+o00 —1 +oo +o0
P_< Z anz”> = Z anz", P+( Z anz") :Zanz".
n=-—o0 n=-—00 n=-—00 n=0

On a clairement H2(D) = P_(L*(T)).
Une fonction analytique sur D est dite intérieure si elle est de module inférieure a 1
sur D et de module 1 presque partout sur T. Elle est dite extérieure si elle est de la forme

2m 6
Ey(2) = exp (i/ e-jg(ew)dQ) :
0

2 el — »
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ot g € L'(T) est a valeurs réelles. Notons que si E, est extérieure et dans H?(D), alors
g = log |E,| presque partout sur T. Une fonction est dite singuliére si elle s’écrit :

1 [l +z
S0 =eon (o [ S ma(e)antd)).

ol i est une mesure positive sur [0, 27|, singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue.
En fait toute fonction intérieure, sans zéro et positive en 0 s’écrit d’'une maniére unique
comme une fonction singuliére.

Ces classes de fonctions permettent de décrire entiérement l'espace HP (D), grace au théo-
réme suivant :

Théoréme 1.1.2 Si f € HP(D) \ {0} avec 1 < p < 400, alors il existe une unique
décomposition [ = cBES, ou ¢ € T, B est le produit de Blaschke normalisé constitués

des zéros de f, E est une fonction extérieure et S est une fonction singuliere.
Plus précisément E = Eyoq 5 € HP(D).

La convergence du produit de Blaschke

—Zj Z— %
B(z) = 2 — =
ZJE[O 2| 1 —Zjz
f(z5)=0

ou k est la multiplicité de 0 et ou z; est répété autant de fois que sa multiplicité, est
assurée par la condition
D (1—lz)) <o

j
qui a lieu dés que f € HP(ID). Cette factorisation montre en particulier quune fonction
de H?(D) ne peut valoir 0 sur un sous ensemble de mesure strictement positive de T a
moins d’étre nulle. Pour plus de détails le lecteur peut consulter [54, 103].
Enfin, pour p = 2 ou oo on désignera par H, (D) 'espace H?(D)+ Ry ot Ry est I'ensemble
des fractions rationnelles de degré au plus N et ayant tous leurs poles dans D et s’annulant
a l'infini. En particulier, Ry C H2(ID).

1.1.2 Espaces de Hardy et de Hardy-Sobolev de la couronne

Nous commencons par rappeler quelques notations. Soit s un réel tel que 0 < s < 1.
On note par
sD = {z e C:|z| < s} le disque de rayon s.

sT ={z € C: |z| = s} le cercle de rayon s.
Gi={2€C:5<]z|<1}=D\sD=DnN(C)\ sD).
0Gy = sTUT le bord de G,.
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L’espace de Hardy de la couronne H?(G,) a été défini par Rudin [91] comme étant 1'espace
des fonctions analytiques f tel que |f(2)]? < u(2), ol u est une fonction harmonique réelle
dans Gs. En se référant a [45], nous avons la définition équivalente

H*(G,) = H*(D) ® HZ(C\ sD) (1.1)

oit H2(C\ sD) est I'espace des fonctions f analytiques dans le complémentaire de sD qui
s’annulent & I'infini et qui ont une trace f* = lim,_,, f(re?) appartenant a L?(sT).
Notons qu'une fonction f € HZ(C \ sD) admet un développement en série de Laurent

1 —1
f(z) = anz" avec Z fus™" < 0. (1.2)

L’espace de Hardy H?*(0G,) du bord de la couronne G, est défini comme la fermeture
dans L?*(0G,) de I'ensemble R, des fonctions rationnelles, dont les poles sont dans le
complémentaire de Gj.

Notons (voir [45]) que H?(9Gy) est un sous-espace Hilbertien de L?*(0G,) qui admet

Zn

@)= e

comme base orthonormée par rapport au produit scalaire de L*(9G,)
< f,9>12006)=< f,9 >r2(1) + < f, 9 >r2(s1) -

Comme les fonctions de P'espace H?(D), respectivement HZ(C \ sD), admettent des li-
mites non tangentielles p.p. sur T, respectivement sur sT, alors d’aprés la décomposition
(1.1) les fonctions de H?(G,) admettent des limites non tangentielles p.p. sur G et qui
appartiennent a L?(9G,). Cela permet d’identifier H?(0G,) a H*(G,) .

Une fonction f € H?*(G,), admet le développement suivant :

f(z)= Z fnz", avec z € Gy, sa norme est définie par Hf||%12(Gs) = Z(l + 82| ful?

Pour m > 1, on introduit aussi 'espace de Hardy-Sobolev H"?(G,) d’ordre m comme
le sous espace de H2(G,) tel que les dérivées fU), 1 < j < m, soient égalemment dans
H?(G,). Lespace H™?(Gy) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

< [, 9 >umec,)= Z < f0, g >L2(8Gs)
1=0

par conséquent, la norme dans H™?(G,), peut s’écrire

||9H?{m72(c;5) = HQH%/VW(T) + HQH%/vm’z(sT)
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otl les normes des espaces de Sobolev W™2(T) sur T et W™?(sT) sur sT sont données

par
2 = l 1 o ) 9
olimace) = 316 = 5= [ 0P = Yl (1)
1=0 1=0 V0 nez
oy = D0 = 5= 3 [ a6 = 3 sl (1)
1=0 1=0 V0 nez
avec
Wy = L+n2+n*(n—12+.. . n*(n—1>% .. (n—m+1)% (1.5)

P = 14022+ . n(n—172...(n—m+1)*s ™

Notons que H™?(G,) admet

on
2n
(€n>n€Z = ( ) ) lm,n = Wm,n + HmnS

lm,n

comme un ensemble orthonormal dense, et par conséquent admet le noyau reproduisant
suivant :

Kuley)= 3 3 7 (1.7)

m,n
k=—00 )

1.2 FONCTIONS HARMONIQUES, FONCTIONS
CONJUGUEES

Nous rappelons dans cette section les propriétés des fonctions harmoniques et des
fonctions conjuguées. (voir, [34]).

Définition 1.2.1 Une fonction u(z) ou u(x,y) monovaluée & valeurs réelles dans un
ouvert ) du plan complexe est dite harmonique dans €2 ou fonction potentielle si elle
est continue ainsi que ses dérivées partielles premieres et secondes et vérifie l’équation de

Laplace
Pu  0u
Au=—+— =0.
“ 8x2+8y2 0

Définition 1.2.2 Soit u € L*(T) une fonction a valeurs réelles. On appelle fonction
conjuguée de u dans le disque D, l'unique fonction réelle @ de L*(T) telle que

{ u+iu € H2(]D>)

L 2T a(e) db = 0.

Si u(e?) = Z ane™ | alors (e Z bne™ avec

n=—oo n=—0oo

b, = —ta, sin >0, b, =1a,sin<0etb=0.
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Si u est complexe on définit @ par linéarité : Re(u) + ilm(u).
Si u est définie sur D ou sur C\ D et admet une limite non tangentielle u* sur T, on définit
@ comme u*

Si u est harmonique dans (2, alors

est analytique car ses parties réelles et imaginaires vérifient les équations de Cauchy-
Riemann.
En utilisant I'égalité dz = dx + idy et 'expression de f on aura 1’égalité suivante :

fdz = <g dx + ?dy) +z<— g—d:c—l— %dy).

On remarque que la partie réelle de fdz est égale a la différentielle de u,

du — (g dz + %d;;)

Si u admet une conjuguée harmonique 4, alors sa différentielle est égale a la partie ima-

ginaire de fdz . .
dii = (a—udx + a—“dy) - ( _ Mt @dy).
x Yy Yy x

En général la fonction conjuguée d’une fonction harmonique n’est pas monovalué (cas des
fonctions harmonique définie sur un ouvert multiplement connexes). Pour éviter toute
ambiguité on utilise la notation

et on appelle d*u la conjuguée différentielle de du. Nous avons donc
fdz = du+id"u.

Par le théoréme de Cauchy l'intégrale de fdz s’annule le long de tout cycle v homologue
a zéro dans ). Comme l'intégrale de la différentielle exacte du s’annule le long de v, nous

avons donc
/d*u_/——d +—dy—0

Si v a pour équation z = z(t) = x(t) + 1y () et si la dérivée 2/(t) existe et est non nulle
(on dit que 7y est régulier) alors la tangente existe en tout points z(t) de v et sa direction
est déterminée par l'angle a = arg(z/(t)). On peut donc écrire de = |dz|cosa, dy =
|dz|sin . On définit également la normale au point z(t) par sa direction 3 = a — 7. La
dérivée normale au point z(t) est définie par

ou  Ou ou .
= %cosﬁ—i-a—ysmﬁ.
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En remplagant 8 par a — 7, on obtient d*u = g—T“L|dz|, ce qui nous permet d’écrire
ou
—|dz| = 0.
5 on

Dans un ouvert simplement connexe l'intégrale de d*u s’annule le long de tout cycle, et la
fonction harmonique v admet une fonction conjuguée monovalué. Dans le cas multiplement
connexe la fonction conjuguée admet des périodes

/d*u:/ @|dz|.
7i 2 on

1.3 INTEGRALES SINGULIERES

Soit v un arc lisse orienté du plan complexe C, et f une fonction définie sur ~. L’in-
tégrale de Cauchy

est singuliére sur ’arc 7. Néanmoins, sous certaines conditions, on peut définir des limites
lorsque la variable tend vers un point ¢ de v différente d’une extrémité. Dénotons par +
la région située a gauche de la direction positive de v et par — celle situé a droite. On
dénote par ¢ ™ (ty) la limite éventuelle de ¢(t) lorsque ¢ tend vers ¢y le long d’une courbe
incluse dans la région +. On définit ¢~ (¢y) de maniére analogue.

Ces limites peuvent s’exprimer en utilisant la notion d’intégrale singuliere.

Définition 1.3.1 /8] Si f est une fonction définie sur un arc lisse y orienté du plan
complexe, et ty € v , on appelle intégrale singuliere ou valeur principale de [’intégrale de
Cauchy de f sur~y enty :

up Mdz = lim Malz

v %t =0\ 2 — o
ol Ve = Blto,€) N7.
On peut alors énoncer les formules dites de Plemelj-Sokhotzki :

Théoréme 1.3.2 /34, Thm 3,p7] Avec les mémes notations que ci-dessus, si f est holderienne
sur 7y, alors

0t (ty) = j:%f(to) + 2ivp ﬁdz. (1.8)
T ~Z— 1o

1.4 THEORIE DU POTENTIEL

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques notions relatives a la théorie du potentiel.
Dans les définitions suivantes , K désigne un compact du plan complexe C et P(K)
est I'ensemble des mesures de probabilité sur K. On se référe a Ransford [90], on a les
définitions suivantes.
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Définition 1.4.1 ( Potentiel) On définit le potentiel logarithmique d’une mesure p €
P(K) par :

P,: C — (—00,+00]

z H/log ! dp(w)
K

|2 = wl

Définition 1.4.2 (Energie) On définit l'énergie logarithmique d’une mesure p € P(K)
par

10 = [ Peautz) = [ o ——du(:)auto) (1.9)

|z —w

Définition 1.4.3 (Capacité) la capacité de K noté cap(K) est définie par :

cap(K) = sup e ¥, (1.10)
REP(K)
Définition 1.4.4 (Mesure d’équilibre) Si
inf I(u) =1 e PK), 111
b ) =1), veP(K) (1.11)

on dit que v est une mesure d’équilibre de K.

On montre que v existe et est unique si K est non polaire (i-e de capacité strictement
positive).

Définition 1.4.5 (Condensateur) Soit E, et Ey deux ensembles compacts disjoints,
chacun de capacité strictement positive et iy, o deuxr mesures de probabilités respective-
ment sur Ey et Fy. On définit [’énergie entre Ey et FEy par :

V= mGP(E?)l,i,ur;GP(Ez) // log E i t|d,u*(t)d,u*(z), avec " = [y — fio. (1.12)
La capacité du condensateur formé de Ey et Ey est définie par
Cap(FE1, Ey) = % (1.13)
Le potentiel associé est donné par :
P (2) = /log E i t‘d,u*(t). (1.14)

1.5 GEOMETRIE DANS LE DISQUE

Définition 1.5.1 /82 Soient z; et zo deux nombres complexes du disque unité D, la géo-
désique hyperbolique qui joint zy et zo c’est l'arc de longueur minimale entre z1 et zo pour
la distance hyperbolique :

(Ll
d(Zl,ZQ) = 5 ].Og <%> . (115)

1—2129
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1.5.1 La métrique chordale

Dans R3, on considére la sphere ( dite de Riemann )S avec centre (0,0,1/2) et de
rayon 1/2. Une bijection o : C — S\ (0,0, 1) est construite comme suit : pour z € C, soit
o le point d’intersection entre S et la droite qui passe par (0,0, 1) et (Re(z),Im(z),0).
Soit C = C U oo le plan complexe étendu. En posant o(oo) = (1,0,0), on trouve une
extension ¢ : C — S bijective et on définit

x(z1,22) = |o(21) — ()|, 21,21 €C (1.16)

(.| étant la distance euclidienne). L’interprétation géométrique nous permet de vérifier
que x(.) est une métrique sur C dite métrique chordale.

Proposition 1.5.2

1
7,00) = —=——, z€C,
X ) 14+ 2|2
|21 — 2
X(217Z2> e : 21, % c (C7
\/1 + ‘Zl|2\/1 + |22]?
1
X(ZI’Z2> S 1 et X(ZDZQ) =1 ss1t — = _2_2,

1
_ 1 1 o
x(z1,2) = x(71, %) = x(—, =), 21,2 €C.

FAR)

1.5.2 Transformation de Moebius

Définition 1.5.3 Soient a, b, c,d € C tels que ad —be # 0. On définit une transformation
de Moebius ou transformation fractionnaire linéaire ou homographie par la formule

az+b

T(z) = (1.17)

cz+d

Proposition 1.5.4 a) Une transformation de Moebius T : C — C est bijective, et conti-
nue par rapport a la métrique chordale.

b) Si T et S sont deuz transformations de Moebius, alors T=' et T o S sont des transfor-
mations de Moebius.

¢) L’image d’un cercle (resp. disque) dans C par une transformation de Moebius est aussi
un cercle (resp. disque).

Soient z1, zo, 23, 24 des points de C avec card{z, z2, 23, 24} > 3. Le bi-rapport de ces quan-
tités est défini par

23 — 21 R4 — 29 (]_18)

8(21,22,23,24) = .
Z4 — R1 R3 — 29

d) La fonction S(z) = B(z, 29, 23,24) est l'unique transformation de Moebius telle que
S(z2) =1,5(z3) =0 et S(z4) = 0.

e) Si T est une transformation de Moebius, alors
B(Zl7 294 %3, Z4) = B(T<Z1>7 T<Z2)7 T(Z3>7 T(Z4))7

et
X(Zs, Zl) X(Z4, Zz)

X(Z4, Zl) X(Zs, Zz)'

|B(zl7 22, 23, Z4)| =
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1.5.3 Applications conformes

On se référe & Pommerenke [88]| pour les résultats suivants.

Définition 1.5.5 On dit qu’une application f transforme conformément un ouvert () C
CUoo en un ouwvert Q' ¢ CU oo si

(1) f est méromorphe dans €;

(1) f est injective.

(1id) f(Q2) =
Proposition 1.5.6 Toute transformation de Moebius est conforme.

Définition 1.5.7 Une courbe de Jordan C' (une courbe fermé sans point double) est dite
de classe C"™*, avec m entier positif et 0 < o < 1, st elle admet une paramétrisation
C:w(r), 0 <71 < 2m, telle que w est m fois contindment différentiable, w'(T) # 0 et il
existe une constante My > 0 telle que

|w(m)(7'1) — w(m)(ﬁ)\ < Mi|m — 7o|*.

Théoréme 1.5.8 (Théoréme de représentation de Riemann) Soit Q un ouvert de
C distinct de C et simplement conneze. Alors il existe une application conforme de £ sur

D.

Théoréme 1.5.9 (Carathéodory) Soit g une transformation conforme du disque unité
D vers un domaine G C C = C U co. Alors g s’étend en un homéomorphisme de D vers
G si et seulement si OG est une courbe de Jordan.

Théoréme 1.5.10 (Warschawski) Soit g une application conforme du disque unité D
vers lintérieur d’une courbe de Jordan C' de classe C™%, avec m = 1,2, ... et 0 < a < 1.
Alors g™ admet une extension continue sur D et

|g(m)<zl) - g(m)<22)| < M|z — 2|%, 21,20 €D,
autrement dit g € C™*(D). De plus

B_)r%g(zz:g(f) £0, Z,SEE.
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CHAPITRE 2

Probléme de détection de fissures

Nous considérons le probléme inverse géométrique de la détection de fissures dans un
domaine plan a partir des mesures sur le bord du domaine. Ce probléme s’inscrit dans le
cadre du controle non destructif des matériaux. Le principe de ces méthodes est d’imposer
une condition sur le bord extérieur du domaine que I'on veut examiné (par exemple on
impose un flux de chaleur ®) et on mesure la réponse u du matériau (la température dans
ce cas). Nous rappelons dans ce chapitre les principaux résultats relatifs a I’étude de ce
probléme.

2.1 PROBLEME DIRECT

On considére une fissure intérieure modélisée par une courbe 7 orientée de classe C1%,
0 < a < 1 inclus dans un ouvert 2 de R?, simplement connexe a bord I' de méme régularité
que v . On se donne un flux de chaleur de densité ® € L?(T") non identiquement nul le

I'=0Q

FIGURE 2.1 — Le domaine 2

long de I' et satisfaisant la condition de normalisation, & savoir :

/F<I>(z)ds(z) = 0. (2.1)
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Le probléme direct est le suivant :
Etant donnés 2,y C 2 et @, trouver une solution u au probléme de Neumann suivant :

Au = 0dans Q\~y

aaT“F = Osur (2.2)
gﬁ = 0sur~’

ot 7Y = v\ {70,71} et (70,71) sont les extrémités de la fissure v. On note par o = u™ —u~
le saut de la température a travers la fissure. Le signe + désigne la région située a gauche
de la direction positive de 7 et le signe — désigne la région située a droite. Il est connu que
le probléme (2.2) admet une solution unique v € H*?(2) dés que 1'on ajoute la condition
de normalisation suivante (voir [47, Thm 6.7.1, p253|)

/F u(2)ds(2) = 0. (2.3)

Le théoreme d’injection, voir [47, Thm 2.1.3, p30] assure I'appartenance de la solution
u & la classe de Holder C%'/2(Q) et puisque u est harmonique au sens faible, & savoir

/ Aup =0, Yo e D(RQ): l'espace des fonctions continues a support compact dans €2,
Q\y

u est donc harmonique au sens classique dans Q \ 7, (voir [50]).

2.2 PROBLEME INVERSE

Le probléme que nous souhaitons résoudre est le probléme inverse associé au probléme
(2.2), lorsque 1'on ne connait pas la fissure 7 et qu’on dispose pour 'identifier des mesures
surdéterminées sous la forme de flux ¢ et de température wu.

Pour déterminer sous quelles conditions ce probléme inverse est bien posé et proposer une
méthode d’identification, il nous faut étudier les points suivants.

e Identifiabilité :

Les questions posées pour 1’étude de 'identifiabilité sont : Peut-on identifier une géomé-
trie inconnue (fissure) par des mesures de température ? si oui, combien de mesures sont
nécessaires pour l'identification ?

e Stabilité :

Comme les mesures relevées au bord sont censées étre prises expérimentalement, il est
important de montrer que deux mesures proches ne peuvent correspondre qu’a deux géo-
métries proches. Ce qui signifie qu’une faible erreur sur les mesures ne conduit pas & une
grande erreur sur la géométrie.

e Identification :

lorsque les conditions de l'identifiabilité et de stabilité sont remplies, le probléme inverse
est bien posé au sens de Hadamard et on peut aborder la question de l'identification. Il
s’agit de définir un procédé d’inversion afin de retrouver la localisation et la forme de la
fissure
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2.2.1 Reésultats d’identifiabilité

Le probléme de l'identifiabilité consiste a prouver que l'opérateur ne : v — ur est
injectif. Cette question a été initialement introduite par A.Friedman et M.Vogelius [58|.
Ils ont prouvé un résultat d’identifiabilité dans le cas d’une fissure intérieure de classe C?.
Il y est établi que le choix de deux flux particuliers sur le bord du domaine suffit pour
déterminer d’une maniére unique la présence d'une fissure de classe C2, et que ce nombre
de flux est minimal.

Ce résultat a connu plusieurs généralisations pour le cas non plus d’une seule fissure,
mais de collection de fissures dans le domaine 2. Dans 'article de K Bryan et M.Vogelius
[39], on trouve une preuve de l'identifiabilté de n fissures par n + 1 flux, ce résultat est
renforcé par G.Alessandrini et A.D.Valenzuela [16] ainsi que par H.Kim et J.K.Seo [68|
qui démontrent des résultats d’identifiabilité seulement avec deux flux (résultat minimal).
Les techniques de preuve employées dans ces travaux reposent sur une étude des courbes
de niveau de la solution.

Ainsi, sous des hypothéses de régularité convenable, on voit que le choix de deux flux
particuliers permet d’obtenir I'unicité des mesures de bord par rapport aux fissures dans
de nombreux cas.

On notera par ailleurs les résultats de l'identifiabilité obtenus dans le cas ot l'on ne
dispose que de mesures sur une partie du bord et que I’on cherche & identifier une fissure
atteignant la frontiére extérieure du domaine (on parle d’une fissure débouchante). On
trouve dans un article de S. Andrieux et al [19] un résultat d’unicité a partir d’un unique
flux particulier.

2.2.2 Reésultats de stabilité

Le premier résultat de stabilité a été fourni par les mémes auteurs M.Vogelius et
A Friedmann [58]. C’est un résultat de stabilité lipschitzienne portant sur Iangle entre
deux fissures rectilignes. Pour une estimation plus compléte avec ce méme type de défauts,
on citera les résultats énoncées par G.Alessandrini, E.Beretta et S.Vessella [15]. Le cas
d’une fissure intérieure non rectiligne a été étudié par Alessandrini et Rondi [12]. Ils ont
obtenu le résultat de stabilité logarithmique suivant : si

ma [ — o) <. (2.4)

alors les fissures correspondantes 7 et 7/ vérifient
du(v,7) < wle) (2.5)
avec w :|0, +00[—]0, +o00] vérifiant
w(e) < K (log |log(e)])™?, pour tout 0 < & < 1/e, (2.6)

ou K, [ > 0dépendent a priori des données seulement et dy est la distance de Hausdorff
définie par

dg(v,v") = max {sup dist(z, ), sup dist(x, 7’)} . (2.7)

xey! TEY
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Pour le cas de fissures débouchantes plusieurs résultats de stablité ont été démontrés. On
citera le travail de S.Andrieux, A.Ben Abda et M.Jaoua [22] dans lequel ils ont prouvé un
résultat de stabilité faible par rapport a la géométrie du défaut, et un résultat de stabilité
locale lipschitzienne lorsque la fissure est rectiligne.

2.2.3 Reésultats d’identification

Pour l'identification, on utilise en général des méthodes itératives qui sont basées
sur la minimisation d’une fonctionnelle moindres carrées. Ces méthodes nécessitent a
chaque itération, le calculs de la solution du probléme direct. F. Santosa et M. Vogelius
[95] ont construit un algorithme itératif d’identification de fissure intérieure rectiligne
parfaitement conductrice par des mesures électrostatiques sur le bord I'. L’algorithme
est basé sur la formulation faible du probléme direct ramené sur le bord du domaine
grace a la surdétermination des conditions aux limites et au choix des fonctions tests.
Les mesures sont obtenues & partir de flux correspondants au choix de deux points de la
frontiére ot sont placées les deux électrodes. L’algorithme comporte a chaque étape une
phase d’optimisation pour le choix du flux.

On citera aussi les méthodes semi-explicite, qui donnent lieu a des techniques d’inver-
sion ne nécessitant pas le calcul de la solution du probléme direct. S. Andrieux et al [21]
ont introduit une méthode qui consiste a comparer la réponse de la piéce fissurée avec
celle d’une piéce saine de méme caractéristique. Cette méthode repose sur la fonctionnelle
d’écart a la réciprocité (RG=Reciprocity Gap)

(q)v - 8871—UQ )ds, (2.8)

RGie,g(v) = /

r

avec f = up, (u est la solution du probléme (2.2)) et v une fonction harmonique dans 2.
La deuxiéme formule de Green relie cette intégrale a la géométrie v inconnue, puisque

RGo.5(v) = /[u]ﬁds, avec [u] =ut —u". (2.9)
v On,

Si la fissure est plane dans un domaine 3D ou rectiligne dans un domaine 2D, la normale
n., est indépendante du point z de . On peut alors la déterminer de la maniére suivante :
pour déterminer le plan (IT) de la fissure, on considére un repére orthonormal direct
(O, €1, e9,€3) et on note I’équation du plan comme étant nyzy + nozy + nzzz + C = 0 o
(1,9, z3) sont les coordonnées cartésienne et N = (ny,n9,ng) est un vecteur unitaire
normal au plan.

Proposition 2.2.1 On note par x;, Uapplication x — x), et Ly, = RGo 5(xx) pour k =
1,2,3. St le flux ® est choisi tel que fﬁ{ [u],ds # 0, alors les composantes du vecteur unitaire
normal du plan 11 de la fissure sont données par

Ly

VL4 L3+ L3

n, = , pour k=1,2,3, (2.10)
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/[u]yds _Jrzyzen (2.11)
Y

Une fois la normale N déterminée, on considére un nouveau repére orthonormal (O, T, V, N)
et on associe les coordonnées (X, X5, X3) & ce nouveau repére. L’équation du plan (IT)
par rapport a ce nouveau repére est donnée par X3 — C' = 0.

Avec la méme condition fv [u],ds # 0, la proposition suivante compléte la localisation du
plan (II) par la détermination de la constante C.

de plus

Proposition 2.2.2 La constante C' déterminant le plan (I1) est donnée par

RG
o = fGan®) (2.12)
]l ds
ol 2 2
(X1, X0, X3) = % (2.13)

Une fois le plan de la fissure déterminé, il reste a déterminer la fissure elle-méme dans le
plan. Dans ce but, les auteurs décrivent une méthode constructive d’identification. Celle-ci

—_—

considére le prolongement [u}, de [u], dans ¥ avec 3 D 1IN, et cherche & déterminer son

support. La fonction [u], peut s'interpréter comme une forme linéaire dans L?(X). Pour
cela, nous nous plagons dans un repére (O', T, V, N), O" étant une nouvelle origine choisit
dans le plan (II), on construit une base Hilbertienne v, (X1, X5) de L*(2) correspondant
au fonctions propres du probléme de valeurs propres suivant (voir [38])

—Av,, = \,v, Dans X
(2.14)
v, = 0 dans 0X.
On note par h,, la fonction définie par h,(X3) = 1/v/Ash(v/ A, X3). La fonction
gn(Xl,Xg,Xg) - hn<X3)’Un(X1,X3) (215)
vérifie le systéme suivant :
—Ag, = 0 dans €,
gy, . (2.16)
—— =, sur X%.
oN =~ Un st
Nous avons le lemme suivant
Lemme 2.2.3 Nous avons la décomposition
RG[q),f] (gn) = / [u],yvn, Vn € N. (217)
b

Le lemme 2.2.3 détermine la décomposition de [u], suivant la base v, de L*(X) ce qui

—_—

permet d’identifier [ul], et en particulier son support.
Les auteurs présentent finalement le résultat d’identifiabilité suivant :
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Théoréme 2.2.4 Si le domaine ouvert Q0 contient une fissure plane v (non nécessaire-
ment connexe) et si le flur O est choisi tel que fy[uhds # 0, alors v est déterminé de
maniére uUnique.

Cette approche par la fonctionnelle d’écart a la réciprocité, présente plusieurs avan-
tage. Il s’agit d'une méthode semi explicite, ce qui permet d’obtenir des informations sur
la fissure recherchée en un temps moindre que celui pris par les algorithmes itératifs. De
plus, cette approche ne suppose pas que la fissure soit nécessairement connexe et reste
robuste par rapport au bruit sur les mesures au bord.

Notons que I'approche que nous avons considérée ici, peut étre reformulée dans le
contexte de I'analyse complexe. En effet, grace a la condition (2.1) imposée sur le flux @,
la solution u du systéme (2.2) admet une conjuguée harmonique @ monovaluée et peut
étre vue comme étant la partie réelle d’'une fonction analytique f dans Q\ v = Q, et
définie comme

f(z) = u(z) +iu(z). (2.18)

D’apreés les équations de Cauchy-Riemann sur le bord extérieur du domaine, nous avons
ou  Ou

— == 2.19

onr  Os ( )

On peut donc étendre f sur le bord extérieur de €2 de la maniére suivante :
F(z) = fir(2) = u(z) —l—z'/ O(2)ds(z), zel, (2.20)
avec a € I' choisi tel que u(a) = 0.

Nous rappelons maintenant une représentation intégrale de f.

Théoréme 2.2.5 [27] Soit u la solution de (2.2). Alors o = [u] = u™ — u™ est une
fonction Holder continue d’exposant 1/2 sur .

Théoréme 2.2.6 [27] Soit u la solution du probleme (2.2) . Alors uw = Re(f) dans €,
avec

() = — /"(t) dt +g(z), z€Q, (2.21)

_ﬂ t— 2z

g € H*(Q) (i.e. analytique bornée dans Q) et o = ut —u~, le saut de la température a
travers .

Le probléme inverse de détection de fissures peut alors s’exprimer de la maniére suivante :

Connaissant F sur I' trouwver un arc de Jordan ~ inclus dans ) tel que F soit la trace
d’une fonction f analytique et bornée dans (2.

Nous pouvons remarquer que la fonction F' dans LP(p = 2, 00) est la trace d’une fonction
f € HP (p = 2,00) sans singularité si et seulement si la fissure v est vide ou confondue
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avec une ligne de niveau de la température u = R(f), cf. (2.18).

Une fois qu'un flux identifiant est choisi (par exemple, selon la méthode proposé dans
[58]) nous transformons le probléme d’identification en un probléme d’approximation de
la fonction F' sur le bord extérieur T'.

Nous nous intéressons plus particuliérement aux approximants rationnels ou méromorphes
de la fonction F' sur le bord extérieur I' et comment les poéles de ces approximants four-
nissent des informations sur la localisation de ~.

Nous présentons dans les deux chapitres qui suivent les différentes méthodes d’approxi-
mation et leurs applications a l'identification de la fissure ~.
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CHAPITRE 3

Approximations rationnelle et méromorphe

Nous passons en revue dans ce chapitre les approches basées sur des méthodes d’ap-
proximation rationnelle ou méromorphe et leurs applications a la détection de fissures.

Comme les données accessibles sont sur le bord du domaine, une courbe du plan
complexe, on est amené de maniére naturelle a considérer des schémas d’approximation
par rapport a ces courbes. Pour se ramener a des schémas classiques, et en particulier
mener des expérimentations numériques, on se restreint en général au cas d’'un domaine
circulaire, et par suite, a des approximations sur le cercle unité T, au sens de la norme
quadratique ou de la norme du sup.

Nous rappelons les liens entre la fissure recherchée et les poles des approximants, en
particulier le fait que ces derniers permettent de localiser les extrémités de la fissure.
Nous vérifions par des expérimentations numériques que ’approximation méromorphe
s’applique dans le cadre de défauts de géométrie un peu plus généraux tels que des cavités
ou des petites inclusions.

Finalement, nous envisageons une méthode d’identification compléte, basée sur des
transformations conformes et la résolution d’un probléme extrémal borné dans la cou-
ronne.

3.1 APPROXIMATION RATIONNELLE DANS L*(T)

On formule le probléme de la maniére suivante :

Etant donné une fonction f € H2(ID), trouver un couple de polynome (p,q), p de de-
gré inférieur ou égal & n — 1, ¢ monique de degré n, tels que q ait ses zéros dans D et tel

que la quantité
2

do (3.1)

2
1 21

F(e) = 2(e)

p
q q

rzry 27 Jo

soit minimale.

D’un point de vue numérique, un algorithme de récherche de minima locaux par in-
tégration du gradient a été implémenté par le projet MIAOU dans le logiciel Hyperion a
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I'INRIA Sophia-Antipolis (voir [61]). Nous présentons dans la suite quelques résultats sur
lesquels s’appuie cette méthode.

D’un point de vue numérique, comme on connait q'un nombre fini de valeurs de f sur T,
on estime en fait un nombre fini de ses coefficients de Fourier. Autrement dit, on considére
f comme un polynéme trigonométrique de degré m.

Nous introduisons la fonction g comme

g@)::f@)zzéfﬂ/@, avec f(z) = f2, (3.2)

J=0

et le polynéme réciproque de g
q(z) = z"q(1/2), (3.3)
qui est un polynéme de degré inférieur ou égal & n dont les racines sont les inverses des

racines conjuguées de q.
Considérons la division euclidienne de gq par ¢

99=Vq+R, (3.4)

avec R un polynome de degré inférieur & n et V un élément de H?*(D). En posant p =
R = 2""1R(1/2), on trouve que

f—gzvg awdmd227ﬂﬁ) (3.5)

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 Pour un polyndme q fixé, le polynome p tel que ||f — p/q||r2(r) soit

minimal est unique et on a p = R. De plus

If = p/adllizmy = V122 = 1 F 22— < fop/a > (3.6)

La démonstration de ce théoréme est immédiate car on vérifie sans peine que f —p/q est
orthogonal & 2¥/q pour 0 < k < n — 1, donc p/q est la projection orthogonale de f sur le
sous espace < 2¥/q >g<p<n_1 de HZ(D).

L’algorithme utilisé consiste & minimiser le critére ¢(g) = [|V[2. () bar rapport aux

coefficients du polynéme ¢. Pour plus de détails sur les points critiques de ¢ et la conver-
gence de l'algorithme, le lecteur peut consulter [25, 28|.
Si I'existence d’un meilleur approximant est assurée (on pourra par exemple se reférer a
[24] pour la preuve de cette propriété dans un cadre général), en revanche I'unicié n’a pas
lieu en général. Parmi les résultats obtenus, on citera le travail de L. Baratchart, E. B.
Saff et F. Wielonsky [28] dans lequel est prouvé que le critére || f — p/ql|z2(r) admet un
seul point critique & l'ordre n (donc un minimum) par rapport aux coefficients de ¢ si
pour chaque point critique p/q, il existe des polydmes B et A de degré respectivement
n—2etn— 1 tels que A/B interpéle f en 2n — 2 points de C\ D et tels que

f—BJA

f—p/q_1

>2 sur T. (3.7)
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Notons que les auteurs de [30] utilisent ce critére pour prouver l'unicité asymptotique
d’un point critique dans le cas d’une fonction de Markov de support (—1,1) satisfaisant
la condition de Szego; rappelons qu'une fonction de Markov est la transformée de Cauchy
d’une mesure positive a support compact sur I'axe réel, en d’autre terme elle s’écrit

dp(t
1@ = [ suppp v (3.8
Rappelons aussi q'une mesure ;o a support dans (—1, 1) satisfait la condition de Szegd si
p(z) = w(z)dr avec w(z) > 0 et

log(w(@)
—1 \/]_—1'2

3.1.1 Approximation rationnelle dans L*(T) de la fonction F

Soit f la fonction définie en (2.18) et F' la trace de f sur I'. Comme nous l'avons vue
précédemment, nous avons

f(z) = 5(2) + 9(2),
avec g € H*(D) C H*(D) et
S(z) = % / tg_ildt c (D). (3.9)

Pour obtenir des informations sur la fissure 7, nous cherchons une meilleure approximation
rationnelle p/q telle que

&

4n

S —

= min
L2(T) Prn—1€Pn—1,gn€Pn

; (3.10)

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1.2 57 S n’est pas une fraction rationnelle de degré strictement inférieur
an, alors les polynomes p et q correspondant a un minimum sont premiers entre eux et
deg q =n.

D’aprés la proposition 3.1.2, si S n’est pas dans R, _; alors deg ¢ = n. Comme ¢ est
monique, on peut écrire

n—1 n—1
g(z) = 2"+ Y g2, p(z) =) p7. (3.11)
§=0 j=1

En dérivant la norme par rapport au p; et g;, on obtient pour un point critique

J
< _P Z—>=o, j=0,...n—1, (3.12)
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p Zp .
S——,—2 =0, j=0,...n—1 (3.13)
q q
Les termes 2/p et 2/q pour j = 1,...n — 1 forment une base de P,,_; qui est un

espace vectoriel de dimension 2n sur le corps de ces coefficients. En effet, étant donné
qu’il y a 2n termes, il suffit de vérifier qu’ils sont indépendants. Supposons qu’il existe
une combinaison linéaire non nulle qui les annule. Ceci se traduit aussi en écrivant qu’il
existe deux polyndémes ) et R de degré au plus n — 1 dont I'un au moins est non nul tels
que

pQ +qR = 0. (3.14)

Ce qui donne que ¢ divise pQ). Or d’aprés la proposition 3.1.2 p et ¢ sont premiers entre
eux, donc ¢ divise () ce qui est impossible puisque degré de ¢ est strictement supérieure
a celui de Q.

Les 2/p et 27¢ pour j = 1,...n — 1 forment donc une base de Ps,_;, ce qui nous permet
de réécrire la relation (3.12) sous la forme suivante :

Ty,

< - 1> =0, Ton1 € Pon_i. (3.15)
qa q

La fonction S — g est orthogonale & Py,_1/q¢?. Cet espace peut étre décomposé en une

somme orthogonale :

Pan-1 _ P @ qPrn 1

q? q @

Chaque terme de la décomposition est un sous espace vectoriel de P, _1/¢* de dimension
n, il reste a prouver l'orthogonalité a savoir que

iy ok 1 Ig(2\ZF d
<Z—;]7Z—>:—,/%—Z:O, J,k=0,...n—1. (3.17)
2 Jr g2 (2)q(z)

q q
Comme on intégre sur le cercle unité T, on a que Z = 1/z et par suite q(z) = 2"q(1/z) =

2"q(Z) = 2"q(z), ce qui simplifie I'intégrale

1 /zj&'(z)ik dz 1 pnti—k—1
2im Jp 2(2)q(z) = 2im Jr ¢*(2)

(3.16)

dz. (3.18)

La fonction Zn;;(;)fl est analytique pour |z| > 1. On peut donc agrandir le contour

d’intégration en un cercle de centre 1’origine et de rayon R pour tout R > 1. D’autre part,
le polynome ¢? est de dégré 2n, donc pour R assez grand il existe une constante ¢ > 0
telle que

1 <€
P(Re)] = T
Par conséquent, on peut borner 'intégrale par ¢/R pour tout R > 1, ce qui entraine que
pour R assez grand

@gg»zgfﬁw#@_i/ﬁtiwﬂ) (3.20)
2 q % qu(z)m z 2im Jr ¢?(2) . .

(3.19)
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Cela nous permet de reformuler la relation d’orthogonalité (3.15) de la maniére suivante

T, /s
< _ ]_9’ 1 i . 1
q q q

> =0, Tp1,Zp1 € Poy. (3.21)

Cependant, la relation (3.17) nous donne que

O/
<§,q 1> =0, Zy1€ Py (3.22)

q2

En choisissant 7},_; = 0 dans ’équation (3.21), nous obtenons

/s
<S,q q21> 0, Zuy€Pu, (3.2

que 'on peut réécrire en utilisant que Z = 1/z sur T et que

i(z) =q(2)27" ¢(2) = ()27,

1 q(z)zkd 1 n-l-k
L [gp@etdz 1 S(Z)%dz =0, k=0,....n—1.  (3.24)
um Jr ?(z) = 2w Jp G (z)
Nous remplagons S par son expression, on obtient
1 1 ¢ F
2im Jp 2im ) t—2 ¢*(2)

D’apreés le théoreme de Fubini, ceci devient

1 [1 /TQ(Z)Zk dz }a(t)dtzo, k=0, ..,n—1 (3.26)

2im N 2ir Jr @(z) t—z

Comme les zéros du polynome ¢ sont dans le disque D, ¢ ne s’annule pas dans ID. Donc la
fonction z — q(2)2%/¢?(2) est analytique dans D et 'on peut alors appliquer la formule
de Cauchy pour obtenir finalement

ﬂkg = = n—
/w?(ﬂt (t)dt =0, k=0,..., 1. (3.27)

Cette équation est dite équation aux points critiques.
Nous exploiterons cette équation aux points critiques pour obtenir des informations
sur la position des poles de notre approximant par rapport a la fissure ~.

3.2 APPROXIMATION MEROMORPHE DANS L*°(T)

Nous rappelons dans cette section des résulats relatifs a ’approximation méromorphe
dans L>(T). Nous nous intéressons d’abord au probléme de Nehari d’approximation ana-
lytique :

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése’d'Houcine Meftanhi, Lille 1, 2009
40 3. APPROXIMATIONS RATIONNELLE ET MEROMORPHE

pour f € L>(T), trouver g € H*(D) telle que

i = bl = 1 = gl (3.28)

L’outil principal pour résoudre ce probléme, est I'opérateur de Hankel. Nous commencons
par donner sa définition, ainsi que la défintion des valeurs et vecteurs singuliers associés.
L’opérateur de Hankel de symbole ¢ est défini par :

H,: H*D) — H%*(D)
f HH@f:P—Mw(f):P—(QOf)

ou M, est I'opérateur de multiplication par .
Soient H et K deux espaces de Hilbert, et 7' € L(H, K), 'espace des opérateurs bornés
de H dans K. Pour k € N, on définit le nombre

s(T)= inf |T—R|. (3.29)
ReL(H,K)
rang R<k

Les nombres
so(T) > s1(T) > ... > 0 s’appellent les valeurs singuliéres de T .

Si s est une valeur singuliére de 7" alors s? est une valeur propre de T*T.

e Un vecteur singulier associé¢ a la n-iéme valeur singuliére s (s = s,-1(7")) de l'opé-
rateur T est par définition un vecteur propre de T*T associé & la valeur propre s2.

e Soit T' € L(H, K) et s valeur singuliére de T,
une paire de Schmidt correspondant @ s, ¢’est une paire (z,y) de vecteurs, x € H ety € K
telle que Tx = sy et T*y = sx.

e Soit v € H \ {0}, on dit que v est un vecteur maximisant de T si ||Tv|| = ||T||||v]|-

Théoréme 3.2.1 (Nehari) Soit f € L>*(T), alors la norme de l'opérateur de Hankel
associé a f est donnée par

| Hyl| = distimeo) (£, H(D)).
En outre, il existe h € L>(T) telle que
Hy = Hy et |[Hyl| = [|h]loo-

Le théoréeme suivant nous donne la solution du probléme de Nehari
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Théoréme 3.2.2 (Solution du probléme de Nehari) Soit f € L>(T), si l'opérateur
de Hankel Hyadmet un vecteur mazimisant v, alors il existe un unique meilleur approwi-
mant g € H*(D) de f au sens de la norme L>(D), donné par

g=f— % (3.30)

Remarque 3.2.3 Si Hy est un opérateur compact, alors il admet un vecteur mazximisant.
On sait d’aprés le théoréeme de Hartman que Hy est compact si f € H*(D) 4+ C(T), ou
C(T) est l’ensemble des fonctions continues sur T.

On regarde maintenant le probléme plus général d’approximation méromorphe, connu
sous le nom de probléme de Adamjan, Arov et Krein (AAK) :

Soit f € L*°(T), trouver une fonction g méromorphe dans H2°(D), i.e.avec au plus n poles
dans D et qui soit la plus proche possible de f sur T au sens de la norme L.

Théoréme 3.2.4 (AAK) Soit f € L*(T) et n € N, alors
distpoo(my(f, H*(D)) = s,,(Hy) (3.31)

la (n+ 1)-iéme valeur singuliére de Hy. De plus il existe un unique meilleur approximant
gn donné par
Hf’Un

Un

In =1 — (3.32)

ol vy, est un vecteur singulier associé a la valeur singuliére s,(Hy).

3.2.1 Approximation méromorphe dans L>*(T) de la fonction F

Nous considérons gy l'approximation AAK de degré N pour la fonction f que nous
avons définie en (2.18). Puisque g (la partie non singuliére de f) est dans H*(D), on
remarque que l'opérateur de Hankel H; associé¢ a la fonction f est 'opérateur de Hankel
Hyg, avec S la partie singuliére de f. Les poles de 'approximant gy dépendent uniquement
de S, et par suite, nous pouvons nous restreindre a ’approximation de S.

Nous rappelons que I'approximant AAK est donné par la formule suivante
Hs(vn)

gy =8 = = =2, (3.33)
N

pour tout vecteur singulier vy associé a la valeur singuliére sy de Hg.

On considére 'opérateur suivant :

@ : L*(T) — L*(T)

) o 27072, .

L’opérateur ¢ est un opérateur involutif : p o ¢ = I,(L%(T)). On pose Hg = ¢ o Hg. On
vérifie aisément que (Hg)*Hg = (Hg)*Hg. Cela implique que Hg et Hg ont les mémes
valeurs et vecteurs singuliéres. Nous pouvons donc écrire

Hgun(2) = (po Hg)un(z) = 1/2zHguy(1/2) = £syon(2), (3.35)
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ce qui donne
zHsvy(2) = £syon(1/2) (3.36)

En écrivant cette équation sous forme intégrale, on obtient

syt (1)2) = —— /T Sttyon() (3.37)

20 t— =z

En remplagant S par son expression sous forme d’intégrale de Cauchy (voir 2.18), cette

j:(; 1 Z =z e a—— | 2 41!15 . 2 ;

En appliquant le théoréeme de Fubini puis la formule de Cauchy et en remplacant z par
1/z, on obtient

+snUN(2) = / %dt, z € D. (3.39)

La formule (3.39) montre que la fonction vy s’étend analytiquement a travers le cercle T.
Notons par (a;)j=1,..n,, No < N, les poles de gn. Ce sont exactement les zérons de vy.
On note ¢ le polynome unitaire ¢(z) = H;V:OI(z —a;). Dans (3.39) I'évaluation de I'intégrale
de droite en a; donne 0, et par combinaison linéaire on obtient

/ o(t)on(t)Prg-1(t) ., _ (3.40)

q(t)

pour tout polynéme Py,_; de degré inférieur ou égal a Ny — 1 a coefficients complexes.
Il reste a décomposer le vecteur singulier vy en facteur intérieur et extérieur vy (z) =
(q(2)/q(2))wn(z) pour obtenir finalement une relation d’orthogonalité analogue a (3.27) :

/—tk to(t)dt, k=0,...,Ny— 1. (3.41)

On remarque que o dans l'équation (3.27) est remplacé ici par wyo et fait intervenir le
facteur supplémentaire wy. Cela complique légérement 'approche AAK par rapport a
celle de L2

3.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES POLES

Dans cette section nous allons montrer comment les équations aux points critiques
peuvent étre interpretées comme une relation d’orthogonalité non hermitienne et comment
par le biais de ces équations, la répartition des poles se trouve étroitement liée a la fissure

-

3.3.1 Cas d’une fissure porté par un diamétre du disque D

Les auteurs de [27]| ont présentés un premier résultat sous ’hypothése particuliere que
la fissure ~y est un segment [, y1] porté par un diameétre du disque D. On peut toujours
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supposer moyennant une rotation que [yo,v1] C (—1,1).
Nous rappelons dans ce cas que f la fonction définie en (2.18) est donnée par

f(z) = / P00 gz, g e HED). (3.42)

t— 2z

et que les approximants méromorphe et rationnel L? sont ceux de la partie singuliére S
de f.

Nous avons le résultat suivant

Théoréme 3.3.1 [27] Soit f la fonction définie par (3.42). Si la fonction a valeurs réelles
o change de signe exactement k fois sur [yo,71], alors au plus k péles de l’approximant
AAK gy d’ordre N peuvent se trouver hors du segment [yo, V1)

Preuve : On utilise la relation d’orthogonalité non hermitienne (3.41) qui s’écrit dans
ce cas

oq(t) i
/ “Q—t ’LUN(t)O'(t)dt, k= 0, ceey NO — 1, (343)
v (1)
avec Ny le nombre de zérons de vy dans D. Si ¢ a moins de Ny — k zéros sur [yo,71],
alors quy /q? est réelle et s’annule au plus Ny — 1 fois sir [yp, 1] Si c’est le cas, on peut
construire Py,_; de telle sorte que quwy Py,_1/¢* > 0 sur [yg, v1]. D’aprés la relation d’or-
thogonalité (3.43), ce ci implique que o = 0, ce qui en contradiction, dés que 1'on choisit
un flux identifiant. O

Théoréme 3.3.2 Soit f la fonction définie par (3.42). Si la fonction a valeurs réelles
o change de signe exactement k fois sur [yo, 7], alors au plus k péles d’un meilleur ap-
prozimant rationnel d’ordre N pour la norme L*(T), avec des coefficients de Fourier réels
peuvent se trouver hors du segment [yo, Y1].

Preuve La preuve est analogue au cas de I'approximation méromorphe, le facteur exté-
rieur wy etant remplacé par 1. U

3.3.2 Cas d’une fissure quelconque

Nous commencons par rappeler le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.3 (Parfenov) [86] Soit f une fonction analytique dans V D> C\ D, et
soit K = C\ V, alors pour toute suite de meilleurs approximants méromorphes r, =
L,

ro(f), m=1,2,..., nous avons
lim sup inf | f—r ||1/" < exp B (3.44)
n—soo degrn<n PALe(T) = Cap(T> K) ’ .

ot cap(T, K) désigne la capacité du condensateur formé de T et de K, cf. la définition
1.4.5.
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Le Théoréme (3.3.3) exprime le fait que plus la capacité est petite, plus le taux de conver-
gence est bon.

Sous certaines hypothéses concernant le prolongement du saut de température o a
travers la fissure 7, on peut montrer que les poles des approximants s’accumulent sur la
géodésique G, au sens de la distance hyperbolique du disque, reliant les extrémités de la
fissure. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 3.3.4 [29] Sous certaines conditions sur le saut de température (cf. [29]) et en
supposant que v n’est pas sur une ligne de niveau de la température, solution du probleme
de Neumann (2.2) dans D pour un flux ®, on a le résultat de convergence des pdles suivant.
Si o, (respectivement fio ) est la mesure de comptage des poles du meilleur approximant
dans H2(D) (respectivement dans H>°(D)) de la fonction f définie dans (2.2.6), alors la
mesure [, (respectivement fis ) converge faiblement-* quand n — oo wvers la mesure
d’équlibre du condensateur formé par T et G.

La Figure 3.1 montre que les poles de 'approximant AAK s’accumule sur I'arc géodésique
qui relie les extrimités de la fissure recherché. La Figure 3.2 donne les quotients des valeurs
singuliéres successives et montre qu’a partir du degré 12, ces rapports sont proches de
1. Ceci est en contradiction avec le théoréme de Parfenov, selon lequel la décroissance
des valeurs singuliéres est géométrique. On constate avec la Figure 3.2 que la précision
numérique ne permet pas dans le cas présent de localiser correctement plus de 12 poles.

Poles [x] rapport d(k)/d(k+1)
T T T 16 T

0.8 B

0.6 B

0.4r- B

0.2 B

—02F 4

—04F 4

—06F 4

—0.8F 4

. .
-1 -05 0 05 1 o 5 10 15

FIGURE 3.1 — Approximant AAK de de- FIGURE 3.2 — Rapport des valeurs singu-
gré 12 liéres

3.4 UTILISATION DE L’APPROXIMATION MEROMORPHE
POUR LA LOCALISATION D’AUTRES DEFAUTS DE
GEOMETRIE

Dans cette section, nous avons appliqué 'approximation méromorphe (AAK) a des
défauts géométriques plus généraux, en particulier des cavités ou des petites inclusions.
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Pour les résultats numériques présentés ci-dessous nous avons utilisés le logiciel Free-
Fem++ pour résoudre le probléeme direct et obtenir la température v sur le bord du
domaine Numériquement, on choisit le flux ®(¢) comme la dérivée normale de la partie
réélle d'un polynome trigonométrique

P(2) = (ay +ib)z + - -+ (a, + ib,) 2"

Alors, u est égale a la partie imaginaire de P, et I'on peut vérifier que

n

1 - -
imP(2) = 5 > [(=aj +ib)e ™ + (a; + ibj)e’),

j=1

ce qui donne les coefficients de Fourier de w. Pratiquement, on a choisit des flux issus
des polynoémes les plus simples, comme par exemple P(z) =iz et P(z) = z qui donnent
respectivement les flux —sin# et cos 6.

Nous avons ensuite utilisé un programme d’approximation méromorphe pour calculer
les poles des approximants et localiser les défauts de géométrie.

Sur la premiere Figure 3.3, on considére le cas d’une cavité carrée incluse dans le
disque D. Numériquement, on constate qu’avec un approximant de degré 8, on obtient
6 poles a l'intérieur de la cavité. Les 2 autres sont situés sur le cercle unité et ne sont
pas pertinents pour la localisation. Sur les Figures 3.5 et 3.6, on considére les cas d’une
ou deux cavités circulaires. Ici, le bord des cavités est sans singularités et maintenant
les approximants ne placent plus qu'un pole dans ces cavités, exactement aux centres de
celles-ci, tous les autres poles se trouvant sur le bord du cercle. Dans les Figures 3.7 et 3.8,

Poles [x] rapport d(k)/d(k+1)
T T T T

30

FIGURE 3.3 — Approximant AAK de de- FIGURE 3.4 — Rapport des valeurs singu-
gré 8 liéres

on considére le cas d'une et de quatre petites inclusions. On constate dans le premier cas
qu'un approximant de degré 4 place un pole sur l'inclusion et dans le deuxiéme cas, qu'un
approximant de degré 7 place exactement un pole sur chacune des quatre inclusions, les
poles restant étant placés sur le bord T du domaine.
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Poles [x] Poles [x]

0.8

0.6

0.4}

0.2

FIGURE 3.5 — Approximant AAK de de- FIGURE 3.6 — Approximant AAK de de-
gré b gré 5

Poles [x]

0.8

0.6

0.4}

0.2r

FIGURE 3.7 — Approximant AAK de de-
gré 4
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3.5 VERS L'IDENTIFICATION COMPLETE DE LA FISSURE

Dans cette section, nous présentons un algorithme d’identification compléte de la fis-
sure basée sur les transformations conformes et la résolution d’un probléme extrémal
borné dans la couronne. La mise en oeuvre numérique de cet algorithme pose quelques
problémes de précision, en particulier en ce qui concerne le calcul des transformations
conformes, et n’a pas été poursuivie plus avant.

Nous désignons par 1(z) = u(z) +it(z), ot u est la solution du probléme direct (2.2)
et u sa conjuguée harmonique. En utilisant des propriétés des fonctions harmoniques, on
peut prouver la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 [10] La fonction analytique v est une application conforme de 2 dans
QO =(Q) dés que l'on choisit un flur © qui change de signe en deux points distincts du

bord 02 = T'.

Comme la fissure 7 est isolante, d’aprés les équations de Cauchy-Riemann, on a :
ou Ou 0
— = — =0sur
on  0s b

donc 'image () est un segment inclus dans €', paralléle a 1’axe réel.

Les frontiéres v et I' sont de classes C*®, 0 < o < 1, donc les frontiéres 7/ = 1(7) et
[’ = +(T) sont aussi de classes C1**. Pour déterminer 4/, on transforme le domaine ' dans
le disque unité D (cf. Figure 3.10) par une transformation conforme D (numériquement,
on peut par exemple utilisé le package de Driscol pour déterminer la transformation
conforme D). On peut alors appliquer la procédure AAK pour déterminer les extrémités
de v = D(%'). Une fois les extrémités de " connues, on peut revenir par I’application
conforme D~! pour déterminer les extrémités de 7' et donc toute la fissure 7.

L’étape suivante, consiste a transformer le domaine ' \ 7' en la couronne G par une
transformation conforme F. On sait qu’il existe une telle application conforme F' de
dans la couronne G, définie pour s < 1 par

G={zeC:s<|z] <1},

Poles [x] rapport d(k)/d(k+1)
T T T T

40

0.8

0.6

0.4t

0.2

-0.2-

-0.4f

-0.6

-0.8

I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 3.8 — Approximant AAK de de- FIGURE 3.9 — Rapport des valeurs singu-
gré 7 liéres
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dés que s vaut la capacité du condensateur (7/,I") formé par les deux parties disjointes
de la frontiére du domaine €2 (voir |94, Thm 6.1]).
L application ¢ := (F o1))~! est analytique dans la couronne G et connue sur le bord
extérieur T. L’identification compléte de la fissure sera obtenue si on connait les valeurs
de la fonction ¢ sur le cercle interne sT.

Nous expliquons dans la suite comment on peut reconstruire 'image de sT par 'ap-

plication ¢.
@ (z)=u(z)+iu(z) D
> -
Appli. conforme -
D -1
F: appli conforme sur
e=(Foy)-1 la couronne G

FIGURE 3.10 — Transformation du domaine par des applications conformes

3.5.1 Reconstruction pratique de ¢ a I’aide d’un probléme extré-
mal borné

La détermination pratique de la trace de ¢ sur le bord interne sT, utilise un probléme
d’approximation analytique de données frontiéres incompléte dans l'espace de Hardy de
la couronne. Il consiste a approcher une fonction connue sur une partie du bord par une
fonction dans un espace de Hardy dont la norme ne dépasse pas une certaine valeur sur le
bord inaccessible aux mesures. L’étude de cette méthode a été menée a bien principalement
dans la thése [76]. On termine cette section en rappelant les proncipaux résultats de cette
étude.

3.5.1.1 Formulation du probléme

Etant donnée une fonction ¢, continue sur T, nous cherchons une fonction g de H?(G)
qui soit la plus proche possible de ¢ sur le cercle T. Il s’agit de résoudre le probléme
suivant :
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Trouver g € H*(G) telle que

le = gllzem) = feglzf(G) I = fllz2qm)- (3.45)
Si ¢ est la restriction d’une fonction de H?(G), alors le probléme (3.45) admet une solution
unique qui est 'extension de ¢ dans H?*(G) et le minimum vaut 0. En effet, soient g1, go
deux solution du probléme (3.45). On pose h = g; — g». La fonction h € H*(G) et nulle
sur T elle est donc nulle partout dans G, (voir [54]) et par conséquent g; = go.

Comme, dans la pratique, la fonction ¢ est construite a partir de mesures expérimen-
tales, il est raisonnable de supposer que cette fonction n’est pas la trace sur T, d’une
fonction de H?*(G). Dans ce cas ¢ € L*(T) \ H*(G)r. Si ¢,, est une suite de H*(G) qui
converge vers ¢ dans L*(T), ¢ n’étant pas la trace d’une fonction de H?*(G), on peut
montrer que ||y, r2(sm) — 00.

C’est pourquoi on modifie le probléme (3.45) en le probléme extrémal borné (BEP)
suivant :

Soit 1 € L?*(sT), trouver g € H?*(G), satisfaisant la contrainte ||g — ¢1|r2sm) < M,
telle que
— = inf — , 3.46
le — gll L2 e o e — fllzzem (3.46)
”‘Pl_f”LQ(ST)SM

ou M est une constante strictement positive.
L’idée de considérer un tel probléme extrémal borné a été initialement proposé par L.
Baratchart et al. dans [32].

Théoréme 3.5.2 [/5, 71] Le probleme (3.46) admet une solution unique g, saturant la
contrainte, i.e. vérifiant

1 = gllz2(sm) = M. (3.47)

De plus, g est donnée par la formule spectrale suivante :
(L+AT)g = Puzq) (XW V(1+ A)qursm), (3.48)
ou T : H*(G) — H*(G) est l'opérateur de Toeplitz de symbole xsr défini par
Tg = P y(xst9) = Pr2@) Preesm)9, (3.49)
et X > —1 est l'unique constante telle que |[¢1 — g||r2(sm) = M.

Remarque 3.5.3 La formule (3.48) est implicite, car la contrainte M n’intervient pas
explicitement, mais le paramétre A qui joue le réle de multiplicateur de Lagrange doit étre
ajusté de sorte que |[¢1 — g||L2(smy = M.

On prouve par généralisation des résultats établis dans [31] que M est une fonction stric-
tement décroissante de \ de sorte que l’ajustement de X\ peut se faire par dichotomie, et
s% on pose

e(A) = |Ixre — 9Nz et M(A) = [[xst1 — 9(A) | £2(s1),
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alors

lim e(A) =0, lim M(\) =400 et lim M(\) =0.

M(X)—+o0 A——1 A—+00

De plus, on a

d€2 dM2 . 2 . 2

Pour le calcul numérique de la solution, on discrétise la formule (3.48) en considérant
le sous espace < en(z) = Z= >, —N <n <N de H*(G).
Pour n € Z, soient a,, et by, les coefficients de Fourier de ¢ = x1po V (1 + X)xsr € L*(0G)
respectivement sur T et sT, définis par

. 1 [ . .
a, / P(e)e™m0d0 = o— | p(e)eT (3.50)
0
1 , 14\ [* , .
b,s*" = 2— ¢(se ) —inf g = 2+ / gol(se“g)e_m‘gde. (3.51)
™ ™ Jo

Lemme 3.5.4 [97] Soit f € L*(0G), on note son développement de Fourier respective-
ment sur T et sT par :

f(ew) — 2 aneerG7 et f 86 2 b 82n m@
nez nez
Alors, pour z € G, nous avons

an + by,
Py f(2) = ) = 2", (3.52)

1 S2n
ne”L -

Lemme 3.5.5 [97] Soit g € H*(G) donnée par

= Zgnz", z € G,

neL

alors ,Vz € G

82ngn .
Tg(2) = P2y Presm9 = Praza)(Xstg) = Z T (3.53)
ne”L

Théoréme 3.5.6 [/6, 97| La solution g du probléme (BEP) est donnée par

an + (1 + X)s*"b,
g(z)=>_ ", z€G (3.54)
=1+ (14 N)s?

ou A > —1 est ['unique constante telle que
|an _ bn|282n

; CESCESVED AR (3:55)
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Puisque nous n’avons aucune information sur les données sur le bord interne sT, ce qui
pose une difficulté pour le calcul de 'approximant g, nous choisissons a priori ¢; = 0 et

b, = 0.

Théoréme 3.5.7 (Continuité de la solution par rapport au données) [65/ Soit g
Uapplication définie par
g: L*(T) x RY. — H*(G)

(0, M) = g(p, M),
ot g(p, M) est la solution du probléme (BEP) associé au données (@, M). Soit

(3.56)

D= {(f,M) e HG)jx x R} : | fll2@sm) < M}.

Alors Uapplication g est continue sur (L*(T) x R%) \ D, mais non sur tout Uensemble
(L*(T) x R%). Cependant, si

(¢n, M) — (¢, M) fortement dans (L*(T) x R*)

alors
g(on, M) — g(p, M) faiblement dans H*(G),

tandis que
9(pn, M) — g(p, M) fortement dans L*(T).

Donc sur sT on a seulement la convergence faible.

Afin d’ameéliorer le résultat de convergence faible, les auteurs de [65] ont proposé de
résoudre le probléme extrémal borné (BEP) dans I'espace de Hardy-Sobolev, ce qui permet
d’assurer un résultat de convergence forte.

3.5.2 Choix de la borne M

Dans le cas du disque, S.Chaabane et al [44] ont proposé une méthode de validation
croisée pour trouver une bonne contrainte M. Cette méthode consiste & diviser la surface
de mesures accessible en deux parties, une partie ou on résoud le (BEP) et on profite de
I’autre partie pour déterminer une valeur acceptable de M. Dans le cas de la couronne,
la résolution du (BEP) est trés sensible aux données disponibles a cause de la géométrie
doublement connexe, et la méthode précédente ne marche plus.

Jaoua et al [65] ont proposé une méthode de minimisation qui tient compte de la totalité
des données pour déterminer une bonne constante M. Les auteurs supposent que les
coefficients de Fourier b, sont nuls. La méthode s’explique comme suit :

Soit . = ¢ + € les données bruitées avec p € H*(G)r, € € L*(T), mais € ¢ H*(G)r et
My = |[¢|[2(s1) la borne inconnue.

Etant donné un nombre réel positif M avec g(¢, M) la solution du (BEP) associée aux
données ¢ et M et considérons g. := g(p., M) la solution du (BEP) pour la donnée ¢,
et la méme contrainte M. Nous avons d’aprés ce qui précéde que g.(¢, M) est proche
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de ¢ = g(p, My) si la contrainte M est proche de My et ¢, est proche de ¢ Dans ce
cas, la fonction ¢, — g. peut étre vue comme une approximation de ¢ — g. sur T dans
lequel I'érreur ey, (M) := |0 — gc||r2(m) est négligeable. Nous considérons h. la solution
du (BEP) associée a la donnée ¢. — g. et la contrainte e,_(M)

he := g(e — ge, €oe (M)). (3.57)

Donc, g.+ h. est un approximant de ¢ meilleur que g.. Nous définissons alors I'application
suivante
Te - R+ — R+
M = |llgell 2y — lge + hellr2em)) -

Tant que M est proche de My, 'approximant est bon. Cela conduit & chercher le zéro
de 7.. Finalement, minimiser la fonction 7. semble une maniére raisonnable pour trouver
une bonne valeur approchée de M.

(3.58)
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CHAPITRE 4

Approximation rationnelle avec contraintes
et application a la détection de fissures

Dans ce chapitre on s’intéresse au probléme d’approximation rationnelle avec contraintes
en vue de la détermination de fissures dans un domaine plan. Nous donnons quelques pro-
priétés concernant I’approximation avec contraintes. Nous donnons ensuite les formules du
gradient associé au probléme et nous illustrons I'étude par quelques exemples numériques
relatifs a la détection de fissure.

4.1 INTRODUCTION

Le probléme de détection des fissures suggére des variantes non classiques de 1'ap-
proximation rationnelle et méromorphe ot les résidus des approximants doivent satisfaire
certaines contraintes pour tenir compte des conditions aux limites, normales ou tangen-
tielles, le long de la fissure. En effet 'approximation rationnelle ou méromorphe sans
contrainte identifie une déformation de la fissure, en fait I’arc de capacité minimal qui
joint ses extrémités, plutot que la fissure elle-méme.

Les procédures d’identification de fissures vues précédemment consistent a déterminer
d’une part le meilleur approximant dans Ry : ’espace des fractions rationnelles de degré
au plus N et ayant tous leurs poles dans I, au sens de la norme L?*(T), de la fonction
F reconstruite dans le Chapitre 2 et d’autre part le meilleur approximant dans Hy au
sens de la norme L*°(T). Dans la pratique, ce dernier peut-étre calculé de maniére efficace
en utilisant les résultats de la théorie d’Adamjan, Arov et Krein (AAK). Méme si ces
méthodes ne permettent pas de localiser la fissure exactement, elles peuvent néanmoins
étre intéressantes pour initialiser des algorithmes plus élaborés (et plus lourds).

On peut se demander s’il est possible de raffiner les méthodes d’approximation vues
dans le chapitre précédent afin d’identifier la fissure toute entiére. Pour cela, nous consi-
dérons maintenant des approximants qui satisfont certaines contraintes supplémentaires.
La fonction reconstruite a partir des mesures est donnée par

uw(z) +wu(z) = f(2) +9(z), zeD\n, (4.1)
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avec 1 (t)
[0} JR—
- dt € H2(D), 4.2
1) = 55z | {2 < TE) (1.2

o = ut —u", le saut de la température a travers v, et g € H*>(D), i.e. analytique
bornée dans . L'idée est d’utiliser le fait que u(z) + iu(z) admet une partie imaginaire
constante sur la fissure 7, puisque celle-ci est supposée isolante. D’aprés la formule de
Plemelj-Sokhotzki donnée dans le Théoréeme 1.3.2, nous avons

(i (to) = (F+9)att0) =+ 700 4 oo [ T g,y

et comme le saut de température o(t) est réel sur la fissure, on en déduit que
1 o(t)
Im< — dt t 4.4
(G [Pt ot} (4.0

est constante pour ¢y sur la fissure v. En terme d’approximation rationnelle, nous inter-
prétons la relation précédente en nous restreignant a l’ensemble que nous noterons A, ,
des fractions rationnelles de degré n,

m j m
5(2):22(_]7’;)1], sz]D, Qj1; GC, ijgn,
i J

j=1

qui vérifient les égalités suivantes
m kj a
- -
fm Z)E:——ng+mm =0, i=1...,m (4.5)
J

jzld#ujzl(l

Ces derniéres relations peuvent se voir comme des contraintes sur les résidus des approxi-
mants considérés.

4.2 APPROXIMATION RATIONNELLE L?(T) DE LA
FONCTION f AVEC CONTRAINTES SUR LES RESIDUS

On s’intéresse ici au meilleur approximant rationnel avec contrainte pour la norme
L*(T). Le probléme se formule de la maniére suivante :

Pour une fonction f € HZ(ID), trouver un couple de polynomes (p, q) avec p/q € A, ,,
qui soit un minimum de 'application

vt A, — Ry
p/q Hﬁ‘v—g)

L2(T)
L’existence du minimum n’est pas évidente a priori car I'espace DD dans lequel évoluent
les poles n’est pas fermé et I'espace C dans lequel se trouvent les résidus n’est pas borné.
Dans le paragraphe suivant, on prouve néanmoins ’existence d’un minimum.

Dans la suite, pour simplifier, on suppose que la fonction g € H*(D) admet une limite
continue sur D.
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4.2.1 Existence d’un minimum

On commence par agrandir ’ensemble A, , en considérant les fractions dont les poles
peuvent éventuellement étre sur le cercle T. Si on paramétrise par rapport aux poles et
au résidus de la fraction p/q, on peut représenter cette extension de A, ,, par I'ensemble
Fa,g des 2n-uplets suivant :

Fng = {((CL1,11,---,am,zm),(21,---,2’1,---,Zm,---,Zm)> cCn Xﬁn’

Im ZZ +g(z) | =0, Vizl...,m},

jF#i lj—l “i

ou chaque pole z; est répété autant de fois que sa multiplicité. Notons que I'ensemble F,, ,
est un fermé de l'espace C** muni de la topologoie euclidienne.
On considére I'application suivante que nous notons encore par s :

'Qbf . fn,g — EJ’_

() —

If — 2]l si tous les z; ¢ T
+oosiun z; € T et un ajy, #0

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui nous intéresse.

Théoréme 4.2.1 L’application vy atteint son minimum sur 'ensemble F, 4.
Pour la preuve, nous avons besoin de deux lemmes préliminaires.
Lemme 4.2.2 L’application 1y est semi-continue inférieurement sur F, .

Preuve Soit w = ((aj;y,),(2;)) € F, correspondant a une fraction p/q et soit wy =

((aj»v’lj), (2)')) une suite d’éléments de F, correspondant aux fractions py/qy, qui converge

vers w au sens de la topologie euclidienne, c’est a dire la topologie induite par la norme

1/2
m ks /

lwlle = ZZW b +Zk 51 ] (4.6)

|(r-2) e

On note par 21, ..., z, les poles de q non nécessairement distincts. On pose B; = B(z;, €)
et Te =T\ U, B;. D’aprés le théoréme de convergence monotone, nous avons

15%%/ ‘( ) dG_—/K ) Z")fde. (4.8)

http://doc.univ-lille1.fr

Soit p € R tel que
2

p < de. (4.7)

o
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Donc on peut choisir € suffisamment petit tel que

(-2

Comme wy tend vers w, pour N assez grand, les zéros de ¢ sont dans U?lef/Q, donc py/qn
est uniformément bornée sur T.. On conclut par le théoréme de convergence dominé que :

]}5%0%/‘( ) )‘zcw:%/s ‘ (f—g) (ew)fde. (4.10)

Ainsi pour N assez grand p < ¢¢(wy). Par conséquent p < ¥¢(w) = p < ¢r(wn), ce qui
prouve bien que

2
T

liminf ¢ ¢(wy) >
iminf s (wx) > (),
et donc vy est semi continue inférieurement. 0

Lemme 4.2.3 Nous avons
Yi(w) = 400 quand ||wlle = +oo. (4.11)

Preuve Si ||w||. — +o00 alors ||(ajy,)||le — +00 car la suite des poles (z;) reste bornée.
Pour f =0, la fonction 1 est semi-continue inférieurement sur le compact F,, ,U (S X
]D)n) ou S désigne la sphére unité de C". Par conséquent, elle atteint son minimum g > 0,

et on a (@:1)
Q1 p
(o (7] - ,(Zj)) = Hi > .
[ s et e

Donc

_ P p

dr((ayy), (2) = Ilf = 5||L2(1r> > ||§||L2 — 1Az = wliCai)lle = [1f |2y,

qui tend vers l'infini quand ||w||. tend vers I'infini. O

Preuve du Théoréme 4.2.1 D’apres le lemme 4.2.3, nous avons

lim  ¢p(w) = +o0.
l[wlle—+o0

Donc, pour prouver I'existence du minimum, on peut se restreindre a I’ensemble F;, ;N B,
ou B, est la boule fermée centrée en l'origine et de rayon r suffisamment grand. Nous
avons que ¢y est semi-continue inférieurement sur le compact F, , N B, et donc elle y
atteint son minimum. Il reste & montrer que celui-ci se trouve dans A, ,. Si les poles
(z;) sont tous dans D la preuve est achevée, sinon il existe des poles (z) sur le cercle T.
Nécessairement les résidus (ay, ) correspondants sont nuls et le minimum est encore dans
I'espace des approximants A, ,. O

Dans la suite, on décrit les formules nécéssaires pour implémenter un algorithme per-
mettant le calcul des approximants évoqués précédemment. Pour simplifier ’analyse, on
suppose que toutes les fractions rationnelles considérées sont a poles simples. Numérique-
ment, on peut toujours faire cette hypothése.
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4.2.2 Approximation avec des résidus réels

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a une version simplifiée du probléme dans
laquelle les fissures ont une géométrie plus simple, a savoir elles sont portées par des
segments horizontaux. Dans ce cas, on va utiliser une idée un peu différente de celle
mentionée dans l'introduction. En effet, ici, 'élément différentiel dt dans U'intégrale (4.3)
est réel, et par suite la quantité o(t)dt/2m est réelle. La fonction

1 [ o)
2T L=z

dt, (4.12)

(dont les premiers coefficients du développement de Fourier dans H2(D) peuvent étre
retrouvés a partir des mesures) peut se voir comme une version continue d’une fraction
rationnelle a résidus réels. Par analogie, on se restreint donc dans cette partie aux ap-
proximants de la fonction (4.12) de la forme

avec des résidus a; réels. On sait, d’apres le Théoréme 3.1.1, que pour un polynome fixé

de degré n,
g(z) = [[(z— =)
k=0
la quantité
H For (4.13)
@llz2(m)

est minimale lorsque p/q =: L(q)/q, la projection orthogonale de f sur le sous espace
vectoriel V, de H%(D) engendré par les éléments

Sk

L k=0,....n—1. (4.14)

q
Donc pour avoir des approximants a résidus réels, on rajoute une fraction ), _, Zﬁ’; -

L(q)/q et on impose la condition

m(by) = —Im <reszk¥) . (4.15)

Le probléme se formule donc de la maniére suivante :

ol (B £ A e e

trouver
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D’aprés I'équation (4.15), la partie imaginaire b, de by = b} + ib.,, est connue. Il reste
donc a déterminer la partie réelle bj.. Pour cela, nous utilisons la relation d’orthogonalité

<f_@a£>207 pourge‘/qa
qa 9 q

d’otl nous déduisons :

|- (R 2)

Il reste donc & minimiser le terme

32

2
v =N =520

LX(T)

Nous avons

2
n <Zz—zk’zz—zk

z
k=0 Nl 2 k=0 k=0
n
— 1
= E bkbji_
_ 1 — 27
k,j=0
donc
2 1 ... 1
n bk 1—2z17z1 1—z1Zn
Zz zZ :(bl""’b") : :
— 2k
k=0 L2(T) 1 ... 1 _
1—znZ1 1—2znZn
On pose

1
A:<7_) y B:(bl,...,bn)T.
1 — 2% 0<i,j<n

On obtient, en prenant le conjugué de 'expression précédente,

n 2

by
ZZ—Zk

k=0

L2(T)

On considére la forme quadratique suivante

Q(X) =X"AX,

e 1225

L2(T)

;

(4.16)

(4.17)

et on souhaite donc minimiser Q(B). Pour cela, il suffit de minimiser Q sur la variété

affine V' dont les éléments s’écrivent

(7,08, . b

© 2011 Tous droits réservés.
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Comme les b; sont fixés, les éléments de l'espace tangent associé a la variété V' sont donnés
par :
(b7,0,...,00,0)". (4.19)

Y no

Pour tout v € R™ nous avons
DQ(X)u=1"AX + X Au =7 AX + uFAX = 2Re(@AX).

Soit M = (mj,mt,....,m", mﬁl)T € V, alors la forme quadratique () atteint son minimum
au point M, si Vu € R" Re(u! AM) = 0, ce qui implique que AM est imaginaire pur.
Sous forme matricielle, on peut écrire

mj mj
Re(4) | : | =—tm(a) | :
my, my,
En particulier
by by
Re(A) | | =—mm(a) | : |
by b
on obtient finalement
by by
t | = —Re(4)'Im(A) | ;| (4.20)
by, by,

Si on fixe les poles zj dans I'expression de la matrice A, on peut donc déterminer les b} a
partir des b}, ceux-ci étant déterminés par (4.5).

Il est également possible de calculer le gradient du critére par rapport aux poles de la
fraction. On ne détaille pas les formules obtenues.

4.2.3 Approximation avec des résidus complexes

A présent, nous ne faisons plus d’hypothéses particuliéres sur la géométrie de la fissure,
et nous considérons les approximants vérifiant les conditions (4.5) données dans l'intro-
duction. Le probléme d’approximation avec contraintes est donc le suivant :

Trouver

p/q(z) szf . v, €C, sz]DetIm<Z RF; +g(zi)>:(), i=1,...,n,

A T

soit minimale.
L2(T)

tel que la norme Hf ST

jlzz]

Nous avons

Im<z ij>:—1m(g(zi)), i=1,...,n,

#i
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donc
1 1 .
E Im(v;)Re + Re(v;)Im =—Im(g(2)), i=1,...,n. (4.21)
o Zi — Zj i — Zj

On définit la matrice B = (b; j)1<; j<, antisymétrique telle que

1
bi,j = Zi — Zj

0sii=y,

sit#j

et soit v = (4, ..., 0, ..., 7"). L’équation (4.21) est équivalente a
[Re(B),Im(B)]y" = —Im(g(z)). (4.22)

On considére Papplication linéaire ¢ : R — R" associée a la matrice [Re(B),Im(B)].
Pour des poles fixés, on peut voir les approximants correspondants dans l'espace A, ,
comme 'image réciproque par 'application linéaire ¢ du vecteur a droite de (4.22). Cest
une variété affine qui peut s’écrire vy + kery, ot v est une solution particuliére de (4.22).
Le noyau est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a n. Dans la suite, on
fait I'hypothése générique que la dimension égale n et nous aurons besoin d’'une base de
cet espace. On notera
o

Z — Zk’

j=1.m, oty =l +ind?,

k=1

ses éléments. Pour l'algorithme, on a fait un choix particulier d’'une base que l'on ne
précise pas ici.

4.2.4 Calcul des résidus de 'approximant a podles fixés

En fonction des éléments de la base, les relations d’orthogonalité qui traduisent 1’op-
timalité de la fraction > ~;/(z — z;), s’écrivent

n n ()
Vi i _ .
Re<f— ;:1 Z_Zi,ii Z—z,-> =0, pourtoutj=1...n. (4.23)

Les produits scalaires se réécrivent

()

nL W) n no 0 n o
L i i 07, ViV

- =3 W) -> (424

<;Z_Zijf> <Zz_zi7;Z_Zi> i:1% J) — 1 — 2z (4.24)

i=1 i,

soit sous forme matricielle,

f(z1) o - mn
: B ( 7§j)’ %(Lj) )Z : , (4.25)
f(zn) n
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avec .
A= ( ) t f(z) = ~f(z2).
) B N ORS[O
Soit o -
MMt - 71n
D= : : : :
L N
En considérant tous les indices j, les expressions (4.25) se réécrivent
. J? (21) . 2!
D : —-D A| :
f(zn) n
et les équations (4.23) deviennent
" % f (21)
Re (DT A) +Im (D"A) [ : | =Re D" ; (4.26)
D’autre part, nous avons d’apres (4.21),
o ol 9(z1)
Re(B) +Im(B) [ ¢+ | =-Im]| :
Y, T 9(z)
On obtient finalement
7 f(z1)
: Re | DT :
< Re(DTA) Im(D"A) ) vl Fz)
Im(B) Re(B) 7 g(z1)
: —Im :
Tn 9(zn)

ce qui permet le calcul des résidus 7y, ...

4.2.5 Calcul du gradient

, Yn de Iapproximant.

Cela nécessite le calcul des dérivées partielles des résidus v; par rapport aux parties
réelles et imaginaires des poles z, = xp + 1Yk, qui elles mémes demandent le calcul des
dérivées des résidus de la base. On ne détaille pas ici les équations qui permettent ces
calculs, et on considére dans la suite ces dérivées comme étant connues. Le gradient est

la dérivée du critére

© 2011 Tous droits réservés.
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par rapport aux composantes des poles zp = zj + iy, pour £ = 1...n. On obtient

2
9 ~ i v,
—|f - <
oxy, / Zz—zj 0:L'k /- Z ’f Zz—z]
i=1 L*(T)
0v; /0y, Vi ~
=2Re < — ! -y 4>
¢ Z z— 2 (z—zk)z’f gz—zj
N =
— al P % N — #
: ,yn i
On dérive de la méme maniére par rapport a vy, la partie imaginaire du pole z, et on
obtient
2
8yk Z z— zj
=1 L2(T)
7 n V%
= om ., 9m o i
= —2Re Z 8— z] +ivef (zx) — (8% Byk) A B Yk Z 0=%2)
4.2.6 Calcul du critére
Pour le critére, nous avons
- 2 (=) "
Hf Z . = [1flZ2my —2Re (v -+ )| = [+(n 0 wm)A|
£(m) o) T

4.3 RESULTATS NUMERIQUES

Le programme que nous avons développé sous Matlab contient les modules principaux
suivants :

- Un module qui calcule un certain nombre de coefficients de Fourier positifs et négatifs de
u—+1iu sur T. Dans le cas général des résidus complexes, on utilise les mesures sur le cercle
et la donnée du flux pour calculer ces coefficients. Cependant, dans le cas des résidus réels,
on a besoin uniquement de la partie anti-analytique de u + iu. Comme, de plus, on ne
considére que des fissures horizontales, on peut calculer directement le développement de
Fourier de la fonction

© 2011 Tous droits réservés.
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Dans les expérimentations numériques, on a choisi pour 7 un segment d’extrémités v, et
71, paramétré par t = vy + u(y; — 7o) avec u € [0,1]. On a choisi o(t) = u(1 — u) pour
saut de température au point ¢ du segment correspondant a l’abscisse u, de sorte que le
saut est de signe constant sur la fissure et s’annule sur les extrémités.

- Un module qui calcule le critére et son gradient, soit dans le cas des résidus réels, soit
dans le cas général des résidus complexes.

- Un module qui intégre le gradient pour déterminer les poles d’'une fraction rationnelle
minimisant le critére. Celui-ci appelle un intégrateur prédéfini dans Matlab.

2
:i%/

-1

-08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Approximation de degré 2 Approximation de degré 3
FIGURE 4.1 — Approximation de de- FIGURE 4.2 — Approximation de de-
gré 2 avec des résidus réels gré 3 avec des résidus réels

08 008} ] 08
06 06
Stop 0.07 7] Stop
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. 1 R
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06

0.4

021
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J
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FIGURE 4.3 — Approximation de de- FIGURE 4.4 — Approximation de de-
gré 2 avec des résidus complexes gré 3 avec des résidus complexes

Sur les Figures 4.1 et 4.2, on cherche a localiser par I'algorithme du gradient une fissure
horizontale avec des fractions a résidus rééls. Avec le choix des positions initiales des
poles comme sur les figures, on obtient une convergence des poles vers la fissure. Sur
les Figures 4.3, 4.4 et 4.5, on a considéré une fissure verticale approchée par les poles
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0.015 b &LA 0.035

FIGURE 4.5 — Approximation de de- FIGURE 4.6 — Approximation de de-

gré 4 avec des résidus complexes gré 3 avec des résidus complexes

d’une fraction a résidus complexes, toujours a l'aide d’un algorithme de gradient. Avec
les conditions initiales pour les positions des podles comme sur les dessins, on observe a
nouveau une convergence plus ou moins marquée. Par contre, dans la Figure 4.6, avec une
fissure circulaire, les trois poles considérés restent loin de cette derniére.

Au vu des résultats numériques obtenus par les algorithmes de gradient, on peut dire que
cette approche n’a pas été totalement satisfaisante. En effet, pour un grand nombre de
positions initiales des poles, ceux-ci n’ont pas convergé vers la fissure considérée. Cela
semble du a l'existence de nombreux minima locaux qui empéchent la convergence des
poles vers la fissure. C’est pourquoi nous présentons maintenant une approche un peu
moins ambitieuse, simplement basée sur une discrétisation du disque, en les points de
laquelle on place les poles des fractions rationnelles. Pour un degré fixé, on sélectionne
la configuration de poles qui correspond a la valeur minimale du critére, parmi tous les
sous-ensembles possibles de podles choisis parmi les points de la discrétisation. Pour des
raisons de temps de calcul, on s’est limité a des fractions de degré 2 ou 3.

Sur la Figure 4.7, on considére une fissure horizontale que 1'on essaie de localiser a
I'aide de fractions a résidus rééls. On a utilisé une discrétisation avec 181 points disposés
réguliérement dans le disque. On remarque que les 2 pdles obtenus se trouvent en deux
points de la discrétisation trés proche de la fissure. La valeur correspondante du critére est
2,4083.1073. Une fois ces deux premiers poles déterminés, on peut refaire une recherche
avec trois poles dans une région restreinte du disque contenant les deux poles. Sur la
Figure 4.8, on a donc considéré uniquement le deuxiéme quart du disque avec un maillage
un peu plus raffiné que le précédent. La encore, les 3 poles obtenus sont trés prés de la
fissure, avec une valeur du critére de 4, 102.10~%. En raffinant encore la zone de recherche,
cette fois dans une bande discrétisée autour des trois poles que 'on vient de trouver, on
observe que les poles d’un approximant de degré 4 optimal sont exactement sur la fissure
(notons que sur cet exemple, certains points de la discrétisation sont sur la fissure), cf.
Figure 4.9. La valeur du critére est alors 2,113.107°.

Contrairement a la méthode du gradient, cette approche par discrétisation a donnée
de trés bons résultats quelque soit la fissure horizontale choisie.
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Par contre, dans le cas de l'approximation avec résidus

ALz 1

S 2 [
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FIGURE 4.7 — Poles correspondants a une
fraction a résidus rééls de degré 2 optimale,
suivant une discrétisation du disque
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FIGURE 4.9 — Podles correspondants a une
fraction a résidus rééls de degré 4, optimale,
dans une bande discrétisée

Pour terminer, on peut encore mentionner une voie différente, qui n’a pas été explorée,
et qui serait de considérer des approximants de la fonction f obtenus en discrétisant par
morceaux le saut de la température le long de la fissure. Plus pécisément, en supposant
que les extrémités de la fissure sont connues (on peut par exemple utiliser 'approche
méromorphe pour déterminer les extrémités), on pourrait considérer des approximants de

la forme N N
Z /zj+1 Cj dt _ Z Cj I?g(z — Zj+1)7
=), -t = og(z — zj)

ol les ¢; et les z; seraient les paramétres a optimiser.
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CHAPITRE 5

Majoration de 'aire d’une cavité a I’aide
d’estimées de croissance dans ’espace de
Hardy-Sobolev de la couronne

Nous présentons dans ce chapitre un résultat de croissance de fonctions dans ’espace
de Hardy-Sobolev H™?(G,) de la couronne. Nous appliquons ce résultat pour I'étude du
probléme inverse de ’estimation de 'aire d'une cavité dans un domaine plan borné a partir
de la différence de potentiels électriques mesurés sur le bord du domaine, dans le cas ou
le domaine contient une cavité et dans le cas ol le domaine est sain. Dans un registre
différent, nous appliquons également ce résultat pour I'estimation du taux de convergence
d’un schéma d’interpolation particulier dans H'?(Gy).

Ce chapitre fait l'objet de larticle [81], paru dans Journal of Mathematical Analysis and
Applications.

5.1 INTRODUCTION

Soient 0 < k < m deux entiers et g une fonction de l'espace de Hardy-Sobolev
H™?(G,). T est prouvé dans 73] que la norme de Sobolev de degré k de g sur le cercle
intérieur sT de la couronne Gy est controlée par la norme correspondante prise sur la
frontiere extérieure T. Une telle estimation a été utilisée dans [42, 73] pour obtenir un
résultat de stabilité d'un probléme inverse relié a l'identification du coefficient de Robin
dans la couronne.

Nous donnons ici une version de cette relation, ou nous faisons explicite la dépendance
par rapport au rayon s de la couronne.

Théoréme 5.1.1 Soient 0 < k < m deux entiers. On suppose que g est une fonction de
Vespace de Hardy-Sobolev H™?(G), et ||g|lwrery < 1. Alors, nous avons

2
elog(1/[lgllwrzem

(m—F)
)) [(es|log s[)™ || gllwm2em) + (m — k)™ ] .
(5.1)

lgllwesem < (
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De l'inégalité précédente suit linégalité suivante qui est indépendante de s

2
elog(1/lgllwrar)

(m—k)
Hgnma(sms( )) gllmin + (m— k™. (5.2)

En fait, les auteurs de [73] dérivent leurs résultats dans le cas général des espaces de Hardy
pondérés, voir |73, Proposition 7]. Notons aussi que ce type de résultat est une extension

au cas doublement connexe de 'estimation établie dans [26] pour un sous ensemble du
bord du disque D.

Dans le paragraphe 5.2, nous donnons la preuve du Théoréme 5.1.1.

Nous étudions dans le paragraphe 5.3, le probléme inverse de l'estimation de l'aire
d’une cavité a partir des mesures électrostatiques sur le bord d’'un domaine plan. Plus
précisément, nous prouvons une majoration de l'aire sous certaines hypothéses a-priori
de régularité concernant la transformation conforme qui envoie le domaine étudié sur
la couronne, voir Théoréme 5.3.8. La preuve est basée sur l'utilisation des applications
conformes et l'estimation de croissance dans ’espace de Hardy-Sobolev de la couronne,
établie précédemment.

Dans le Paragraphe 5.4, nous considérons une suite d’interpolation minimale (f,,),>0
de fonctions dans H?(G,) d’une fonction donnée f. Nous montrons que le schéma d’in-
terpolation est convergent avec un taux de convergence inversement proportionnel au
logarithme de la distance maximale entre les points de T et les points du schéma d’inter-
polation, voir Théoréme 5.4.3.

5.2 ESTIMATIONS DE CROISSANCE DANS L’ESPACE DE
HARDY-SOBOLEV DE LA COURONNE

Dans ce paragraphe, nous donnons la preuve du Théoréme 5.1.1 .
Preuve : Nous suivons le schéma de preuve de |73, Proposition 7|. Nous voulons estimer

||g||%/[/k2(s']l') - Z Mk,n82n|gn|2 + Z Mk,ns2n|gn|2 =01+ 09.
n<—N n=—N-+1

D’une part, nous avons
Hi.n

m,n

o1 < sup (EE) gz,

n<—N

et au vu de la Définition 1.6 de p,, ,, donnée dans le chapitre de rappels :

[k s2(m—k) S2(m—k)

<
pmn — =k .. (n—m+1)2 = (N + k)2m=Fk)’

ou la derniére inégalité est vraie dés que 0 < N + k. Ainsi
s2(m—k)

2
o1 < WHQHW’“?(L@T)' (5.3)
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D’autre part, d’aprés la Définition 1.6, nous voyons immédiatement que gy, < s~ 2wy .
Ainsi
[ee]
—2(N+k—1 2 —2(N+k—1) 2
oy < Z §T2ANFRD g gn|? < sTENHRED 2 (5.4)
n=—N+1

Nous choisissons N + k = 1+ |loge/2logs] > 0. Alors , de (5.3), (5.4), et des inégalités

log e log e
< N+Ek<I1 .
2logs — RS 2log s
découle 'inégalité suivante
913z
1
< [(23logs)z(m"‘”!IgII2 aiery + lgllwrzcsm (10g 9]z )2(m—k)} _
(log [|g[lwx.2(sry) 2= WH2(sT) (sT) (sT)
(5.5)

En utilisant le fait que xlog |z|™ < (n/e)™, pour z € [0, 1], nous déduisons que

, _ 1 9 2(m—k) , 2(m—/€) 2(m—k)
lolfissien < Gomaoss | (5) Dolfmacm + (2 .

et I'inégalité (5.1) s’obtient en prenant la racine carrée. Finalement, en utilisant le fait
que s|logs| < 1, pour s € [0, 1], nous obtenons (5.2). O

5.3 ESTIMATION DE L’AIRE D’UNE CAVITE A PARTIR DE
MESURES AU BORD

Nous considérons un ouvert simplement connexe borné €2 de R2, de bord I', contenant
une cavité qui occupe un domaine D simplement connexe & bord v C 2. Du point de
vue physique, on suppose que €2 est un conducteur électrique, de conductivité constante
¢gale a 1 et D est parfaitement isolante ( de conductivité 0). Notre but est de donner une
estimation de la taille de la cavité D a partir de la comparaison des mesures sur le bord,
dans le cas sain (sans cavité) et dans le cas o la cavité est présente. La procédure consiste
a imposer un méme flux de courant de densité ¢ sur le bord I' dans les deux cas et de
mesurer les potentiels a(cas sain) et u(cas avec cavité) correspondantes. Les situations
sont modélisées par les problémes de Neumann suivants

Au = 0dans 2\ D

Pn % = psur [ (5.6)
o = 0Osurn.
Au = 0 dans (2
Ps { % = @sur ' (5.7)
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ou n est la normale unitaire sortante & I'. On suppose que les bords I', et v sont de classe
Cmtha avee m > 0, 0 < a < 1, et le flux ¢ est de classe O™ sur I'. Pour que les
solutions des problémes (5.6) et (5.7) existent, on suppose que le flux ¢ vérifie la condition
de compatibilité

/Fap(z)ds(z) =0. (5.8)

Dans ce cas les solutions existent a une constante additive prés. Pour avoir ['unicité, nous
imposons les conditions de normalisation

/F u(2)ds(z) = 0, /F (2)ds(z) = 0.

Des résultats classiques montrent que les solutions u et @ sont de classes C™1 dans
Q\ D, voir [4].

Considérons maintenant le probléme inverse géométrique de la détection la cavité. Concer-
nant l'identifiabilité, sous certaines hypothéses de régularité du bord v, une seule mesure
u)r suffit pour déterminer la cavité D voir [11, 6, 48]. Notons que dans le cas des fissures,
une seule mesure ne suffit pas, il faut au moins deux mesures, voir|58|. Pour la stabilité,
il y a seulement un résultat de stabilité logaritmique, voir [11].

Nous nous intéressons a donner des informations sur la taille de la cavité. Plusieurs
études ont déja été consacrées a cette question. Dans les travaux de Alessandrini, Morassi
et Rosset [7], nous trouvons une majoration et minoration de la taille de la cavité en terme
de " normalised power gap". Dans [14] les mémes types d’estimations ont été obtenu dans
le cas ou l'inclusion D est de conductivité k non nulle. Dans le cas de 1’élasticité, 'esti-
estimations, le lecteur peut consulter [9]

Une estimation de la norme, analogue a celle que nous allons utiliser, a déja été utilisée
dans [42, 73| pour obtenir un résultat de stabilité du probléme inverse d’identification de
coefficient de Robin dans la couronne.

Pour utiliser nos estimées de normes, nous avons besoin de 'application conforme ¢ de
la couronne G, =D\ sD, 0 < s < 1 vers le domaine Q\ D. Le nombre s est déterminé
d’une maniére unique par  \ D. C’est I'inverse du rayon conforme de Q\ D.

Un résultat de Warschawski [88, Théorémes 3.5 et 3.6, affirme que 'application conforme
de D sur un domaine & bord une courbe de Jordan de classe C™ "5, m >0, 0<a <1,
admet des dérivées jusqu’a 'ordre m + 1 avec des extensions continues sur D. La dérivée
premiere de cette transformation conforme ne s’annule pas sur le cercle T. En raisonnant
comme dans la preuve de [29, Proposition 4.2], on peut étendre le résultat de Warschawski
au cas de la couronne G;. Cela implique en particulier que le module de la dérivée de I'ap-
plication conforme 1 est borné supérieurement et inférieurement sur Gj.

Dans cette étude, nous nous limitons au cas de domaines ol les modules des dérivées
de 'application conforme sont bornés par des constantes absolues. Par conséquent, pour
m > 0et 0 < A < A, nous introduisons la classe des domaines admissible {2\ D qui
vérifient les propriétés suivantes :

H(m, A\, A) : toute transformation conforme ¢ de la couronne Gs vers 2\ D, ou

1/s > 1 est le rayon conforme de Q2 \ D, transformant le bord extérieur T de G vers le
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bord extérieur I' de Q\ D, vérifie
A< Y (2)] <A, zeG,. (5.9)
De plus, si m > 1, lapplication 1 vérifie aussi
WD) <A, z2€G,, 2<I<m+1. (5.10)

Notons que si les conditions (5.9), (5.10) sont vérifiées pour une telle application conforme,
alors elles seront vérifiées pour toute application conforme de Gy vers 2\ D qui préserve
les bords extérieurs. C’est une conséquence du fait que les automorphismes de G, qui
préservent le cercle unité T sont les rotations.
La propriété H(m, A\, A) signifie que la distorsion de Iapplication conforme v est contro-
lée par les deux constantes A et A. Nous ne connaissons pas de caractérisation géo-
métrique de cette propriété. La seule référence [100] que nous connaissons, et qui ne
donne qu’un résultat trés partiel dans le cas simplement connexe, est que les quantités
If'(2) =11, |f"(2)|,| fP#(2)|,p > 1, sont bornées, moyennant des hypothéses de régularité
convenable sur p(¢) de l'application conforme f qui transforme le disque unité vers un
domaine circulaire 1égérement perturbé : c’est a dire I'intérieur d’une courbe de Jordan C'
d’équation p = p(¢)(0 < ¢ < 2m) avec 1 < p(¢) < 1+ €. Il serait donc intéressant d’avoir
un résultat similaire dans le cas doublement connexe.

Dans tout ce qui suit , on suppose que le flux est généré par deux électrodes, appliquées
sur deux parties du bord I'. Nous considérons donc deux fonctions positives 7, et 17, de
classes C"™*(I") a supports disjoints I'; et I'y de T, avec

/ nj =1, pour j =1,2. (5.11)
r

J

La densité du flux ¢ sur I' est donnée par
© =1 M2 (5.12)

en particulier, le flux total & travers I' est nul.

5.3.1 Existence et régularité de la solution du probléme de Neu-
mann

En se référant au livre de G. Chen et J. Zhou [47], nous avons les théorémes suivants :

Théoréme 5.3.1 [/7, Thm 6.7.1 p 253] Soit Q un ouvert borné de R",n > 2, a bord
C®, alors le probleme de Neumann

Au = feH(Q),r>1

P = geH(090),s R
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admet une solution faible u € H*(Q), avec @ = min(r + 2,5+ 2), si et seulement s

/mgds:/ﬂfdx.

Remarque 5.3.2 Le Théoréeme 5.3.1 assure [’existence d’une solution faible du probleme

Py pour f =0, s=0eta= %, c’est a dire il existe u € H%(Q\K) tel que

/ Vu.Vvdr = / Pv ds(x) pour tout v € D(Q\ K).
O\K o0

Théoréme 5.3.3 [47, Thm 2.1.3 p 30] Soit Q2 un ouvert borné de R",n > 2 a bord C*.
Sis=14+k+aaveck €Z" et 0 <a <1, alors l'injection

H*(Q) — C**(Q) est continue .

En particulier sin =2, k=0 et a = %, ['injection

H2(Q) < C*%(Q) avec 0 < 8 <

, est continue .

N —

On en conclut donc que la solution du probléme de Neumann appartient & C%#(Q) avec 0 <
b < % Nous allons démontrer que les solutions u et uw sont en fait harmoniques.

En se référant a [50], nous avons la proposition et le corollaire suivants :

Proposition 5.3.4 [50, Proposition 10, p 294 Soient B = B(xo,79) et uy une suite de
fonctions harmoniques sur B et continues sur B. Supposons que uj, converge uniformément
sur OB lorsque k — oco. Alors uy, converge uniformément sur B, ses dérivées convergent
uniformément sur tout compact de B et sa limite est harmonique.

Corollaire 5.3.5 [50, Corollaire 7, p 294] Toute fonction continue solution au sens des
distributions de [’équation de Laplace sur un ouvert ) de R", est harmonique sur cet
ouvert.

preuve : Soit D(Q) l'espace de fonctions de classes C'™° & supports compacts et u €
C(2). On a u est une solution faible de I’équation de laplace,

donc /Aufdx =0= / uA&dz pour tout & € D(9).
Q

Q

Il suffit de montrer que u est harmonique sur tout ouvert borné ' avec ' C Q. Fixons
un tel ouvert 2 et considérons 0 < ry <dist(€2', 9€2). Nous régularisons u par convolution,
c’est a dire que nous nous donnons

p € D(2) avec p > 0,/ pdx =1 et supp(p) C B(0, o).

U
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On pose pour tout k > 1, pp = k"p(kx) de telle sorte que pp € D(R™)

pe0. [ pude=1etsup(n) € 5O

on pose alors ug = u * pg, c’est a dire :
w(@) = [ e -y = [ ale =iy

qui est bien défini pour tout z € . On a uy, € C*(Q), et par hypothése nous avons
Aug(z) = / u(y)Apr(z — y)dy = 0 pour tout = € Q.

Donc la suite uy, est harmonique sur €2'. D’autre part,

Jur(z) — u(z) (u(x —y) — u(@))p(y)dy| < max [u(x —y) — u(z)|,

o lyl<72
ce qui prouve que u; converge uniformément vers u sur €)'. D’aprés la proposition 5.3.4,
on en déduit que u est harmonique dans '\ D. On montre de la méme maniére que u est
harmonique dans €. O

D’apreés les conditions imposées sur le flux, la solution w, respectivement %, admet une
conjuguée harmonique v (respectivement ©) monovaluée dans le méme domaine. Si on
note par .

f(z) =u(z)+iv(z), f(z)=1a(z)+iv(z), (5.13)
alors f ( respectivement f) est analytique sur Q\ D (respectivement sur €2.)
D’aprés les conditions de régularité sur le bord I' et le flux ¢, on sait que u € C**(T).
Donc 9v/ds = 0u/on = ¢ € C**. Ainsi v € C"*(T'), ce qui montre en particulier que
F(I) est de classe C-.

5.3.2 Reésultats préliminaires
Nous rappelons dans ce paragraphe, quelques résultats qui seront utiles pour la suite.

Théoréme 5.3.6 (Rado, 1930) Sih est une fonction harmonique dans D, continue sur
D et si 2y est un point critique de h dans D, alors h admet au moins quatre zéros distincts
sur le cercle T.

Preuve Si h = 0, le théoréme est vrai. Supposons que h est non identiquement nulle. On
pose g(z) = h(z) — h(zo) + ih(2), avec h le conjugué harmonique de h. La fonction g est
analytique, et comme h est non identiquement nulle, alors il existe n > 2, tel que

9(2) = Cn(z — 20)" + Cyr(z — 20)" T 4+, avec C, # 0.
Donc au voisinage de zy nous avons
9(2) = Cu(z — 20)" + o(]z — 20[").
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On pose z — zy = re®, donc
( ) C r'e znG_i_O(,rn)'
D’autre part

h(z) — h(z0) = R(g(2)) = Clr"cos(nb) — Clr"sin(nb) + o(r™),  avec C,, = C" +iC",
= V(Cm)2 + (Ci)2r"sin(nd + 0) + o(r™).

Lorsque 6 parcourt [0, 27|, h(z)—h(zo) s’annule de 2n fois. Les n arcs divisent le voisinage
de z en 2n secteurs Cf,Cy -+, CF C-. La notation indique que h est alternativement
positive et négative dans ces secteurs. Considérons l’ensemble

A= {z eD: h(z) > h(ZO)}7

A est formé de n composante connexe G, -+ -, G, dans lesquelles se trouvent respective-
ment les secteurs Cf", - - -, C;F. Considérons pour I'instant la composante connexe G Pour
tout point du bord de G intérieur au cercle unité, h = 0. Puisque h est strictement positif
a l'intérieur de G, nécessairement le bord de G touche le cercle T. On applique le méme
raisonnement a Gy ,- -+, G;F, G, nous nous trouvons des points P,", P, , -+, P P, vé-
rifions les propriétés suivantes :
a) P", P ,---, P, P, sont respectivement des points au bord de G7,G7 -+, G}, G,
b)P,", Py, -+, PF, P, sont sur le cercle T,

¢) h(P) >0 et h(P ) < 0 pour tout i =1-

Donc nous voyons que h change de signes au moins 2n > 4 fois sur T. U

Proposition 5.3.7 Soit Q) un ouvert connexe borné a bord une courbe de Jordan de classe
cm* o m>1,et0<a<1etsoit DCQ un ouvert connexe de méme régularité que ).
Soit f la tmnsformatzon conforme de Q\ D wers la couronne A = {z;1 < |z| < R}. Alors
f e Cm™(Q\ D), de plus f est un homéomorphisme de Q\ D dans A.

Preuve : On désigne par ¢, la transformation conforme de €2 vers le disque unité. D’aprés
le Théoréme 1.5.10, ¢; € C™*(Q) et par le Théoréme 1.5.9, on en déduit que 1, est un
homéomorphisme de Q dans D. Nous notons par D’ := v, (D). Considérons I’application
conforme 15 de C \ D’ vers C \ D, avec 2(00) = oo. D’apres le Théoreme 1.5.9, Yyt

est un homeomorphlsme de C \ D, dans C \ D'. En utilisant le Théoréme 1.5.10, nous
déduisons que ¥, ' € C™ Ol((C \ D). L’application 3 = 1)y 0 ¢y transforme conformément
Q\ D vers 'anneau A’, de bord externe C' = 1¢5(T) et de bord interne T. Comme 1); :
Q — D est homéomorphisme, et 1y : C \ D — C \ D est aussi un homéomorphisme,
donc 3 : Q\ D — A’ est un homéomorphsime, de plus d’aprés les régularités de v et
1y, Papplication 13 est de classe C™*(€2\ D). Finalement, soit v, 'application conforme
de A’ vers la couronne A = {z;1 < |z| < R}; lexistence d'une telle application est bien
connue voir [94]. En se reférant a [29], 14 s’étend en un homéomorphisme de A’ — A, via
la transformation

va(2)
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I’application ¢, s’étend analytiquement et injectivement a travers le cercle T. De la méme
maniére 15(z) = 1401, (cf. Figure 5.1) s’étend analytiquement et injectivement a travers
le cercle T, via

R2

(1)

donc 15 est de classe C™(D\ D). D’aprés le Théoreme 1.5.10, f’ admet une extension

Y5 =

(Ijl

—_—
Appli:conformes

-1
Y
Y
N (D>
(Ié W Appli:
2 yonformes (Ié'l
RD < %
Appli:conformes
—_—
([J‘l

4

FIGURE 5.1 — Transformations des domaines par des applications conformes.

continue non nulle sur €. O

5.3.3 Enoncé du théoréme

Soit f la fonction définie en (5.13). On pose

my = inf |[f'(2)], Mz =sup|f(2)], (5.14)
ZEQ 20
nous avons donc 0 < m 7 < M - Notons que les deux parameétres m et M 7 ne dépendent
que du domaine sain et peuvent étre déterminés a partir des données au bord du domaine,
car le Théoréme 1.5.10 affirme que
7 f(2) = J(©)

f'(z) = lim

ey lorsque ¢ — 2z, =z, (€T, (5.15)

et fest connue sur I'. En particulier, du point de vue numérique la formule (5.15) peut
étre utilisée pour estimer numériquement m 7 et M i Dans la suite nous notons par |A| la
mesure de Lebesgue d'un sous ensemble mesurable du plan. Il est raisonnable d'un point
de vue pratique de supposer que I'aire de la cavité D n’est pas trés grande par rapport a
laire de 2. On admet donc qu'il existe une constante p < 1 telle que |D|/|Q2| < p.
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Théoréme 5.3.8 Considérons le domaine admissible Q\ D vérifiant la propriété H(m, A\, A).
On suppose que la différence de potentiels u et u vérifie

0= ||u—Ulor/VA < 1.

Alors, sim =1, on a

&

D < — 1
Dl ot (5,16
et sim>1, ona
C
D| < sup min —’”,529). 5.17
DI < sup min (52 %0 (5.17)

Dans (5.16)-(5.17), la constante C,,, m > 1, est donnée explicitement par

[27A Mz (2\™ [2maX2(1+A)""z (AN, .
QF'TV%@)< sy (1) Culveae b ).

o, ! est une constante qui dépend seulement de m (e.g. C} =1, Ch = /5/2).

5.3.4 Preuve du Théoréme 5.3.8

Etape 1 : Construction d’une application conforme et utilisation de la formule
de Green

Nous considérons la fonction harmonique @ dans €2 qui représente le potentiel électrique
associé au flux de courant ¢ dans I'. Elle admet une conjuguée harmonique v définie a
une constante additive prés, qui est obtenue, en intégrant le flux sur le bord I'.

Lemme 5.3.9 Avec le flur donné par (5.11) et (5.12) , la fonction holomorphe f(z) =
u(z) +i0(2) définit une application conforme de Q2 dans gy := f(§2).

Un tel lemme est déja apparu dans plusieurs travaux sur les problémes inverses et a été
étendu a des situations plus générales. Le lecteur peut consulter par exemple [10].

Preuve Le théoréme de Rado affirme que si h est une fonction harmonique dans le disque
D, continue sur le bord T et s’il admet un point critique zy dans D, alors h atteint la
valeur h(zp) au moins quatre fois sur le bord du disque D. Puisque © n’est pas constante,
d’apreés le principe du maximum

inf v(z) < v(z) < supv(z).

Q Q
Comme les valeurs de v dans €2 sont prises exactement deux fois sur le bord I', on dé-
duit du théoréme de Rado appliqué & © (ce qui est possible en considérant I'application
conforme de Riemann du disque D au domaine simplement connexe 2 ) que ¥ n’a pas de
point critique dans €2. Donc pour un point zy dans €2, il passe une seule ligne de niveau, qui
touche le bord en deux points distincts. Sur la ligne de niveau, la dérivée du/ds = 0v/0n,
ne s’annule pas, donc est de signe constant. Par conséquent, u est injective sur la ligne
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de niveau. D’autre part, deux lignes de niveau de © ne peuvent correspondre qu’a des
valeurs différentes de 0, sinon v serait constante sur le domaine limité par les deux lignes,
donc constante aussi dans Q. On en déduit que f est injective et constitue une application
conforme de 2 sur €. O

Nous considérons maintenant l'image Dy de la cavité D par f. L’aire de D, vérifie I'in-
égalité suivante

D| = /D dudy = /D (1Y () Pdady <

1 1
— / drdy < — dxdy.
min.cp 7/ (=) I % Jn,

Considérons la fonction harmonique vy dans Dy telle que vy = vo f_l. D’aprés la définition
de f, nous avons vg(z) = y, ou z = = + iy. Par application de la formule de Green sur Dy,

nous obtenons 9
~ Vo
d:z:dy:/ vo(2)—=—(2)ds.
/ R

Soit vy = vo f~1, avec v le conjugué harmonique de u dans Q\ D. Puisque la cavité D est
isolante, v est constante sur 9D, et nous pouvons choisir cette constante. Nous supposons
que v = 0 sur D, c’est équivalent & vy = 0 sur dDy. Ainsi la derniére intégrale se réécrit

/apo(%_vw( )?‘;:f( )ds </8D0|(U~0—Uo) 2)|ds < M /I 7 — v)(2)|ds.

D’aprés I'inégalité de Schwarz,

/ (@~ v)(2)lds < length(y)?][F - vl| 12 < length() [ F = fll2(,
Y

ot f =wu+iv dans Q\ D. Nous obtenons finalement l’inégalité suivante,

(5.18)

Mz~ s
|D| < leﬂgth(’Y)l/z—ng — fllezy) < (7)
M

ou la derniére inégalité provient du fait que

21s 2
ds = )ds < — < —.
/S /‘ )l N S0

Etape 2 : Utilisation de ’inégalité de la norme dans ’espace de Hardy-Sobolev
H™?(G,) de la couronne

Comme expliqué dans l'introduction, pour utiliser le résultat du Paragraphe 5.2, nous
avons besoin de transformer le probléme original dans la couronne Gy, ou s est le rayon
conforme du domaine © \ D. Nous définissons dans G les fonctions suivantes

Uy=tow, fi=foy, uw=uoy, fi=Ffoi,

qui sont obtenues a partir des fonctions u, u, f et fcomposées avec la transformation ¢!,
Puisque @ est solution du probléme (5.7), la fonction u; satisfait

MO =0, CeDB, THO=w(Q) = (o)W CET.  (519)

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Houcine Meftahi, Lille 1, 2009

78 5. MAJORATION DE L’AIRE D’UNE CAVITE

De méme, puisque u est solution de (5.6), la fonction u; est solution dans Gy du probléme,

Auy(¢) =0, (€,

O

o (€) =¢1(¢), Ce€T, (5.20)
8u1
o (()=0, (¢esT.
Soit
4,01(€i€) _ Zakeike e Wm_1’2(T),
k£0
la série de Fourier de ¢; sur T. Dans le disque D ou la couronne G, on peut donner
des formules explicites pour les solutions de (5.19) et (5.20). Pour se faire, on se place en
coordonnées polaires, c’est a dire x = rcosf, y =rsinf, s <r <1, 0<60<2mweton
cherche le potentiel sous la forme wuy(r,0) = w,.(r)ug(0).
Dans Gy le potentiel vérifie Auy(¢) =0, ¢ € G, soit en coordonnées polaires :

u 10w | 1o
or? r or r2 062

L’équation de Laplace s’écrit donc

= 0. (5.21)

m}(r) di (Tduéir)> - 7"21;(9) (“ Zgge)) =0,
u:gr) d%’ (Tduc;(’r)> - _ugl(g) (d 322(9)) (5.22)
On pose

ug(0) = Z%e“’“a.

Chaque terme u,(r)y,e*?, vérifie Péquation (5.21), ce qui donne d’aprés (5.22)

r d (Tdu,,(r)) _ g2

dr dr

—rp (5.23)

On cherche une solution de la forme r", si on remplace dans (5.23), on trouve n? = k2.
Premier cas, k # 0 : Une solution de (5.23) est de la forme

CLk’l“k + ka’_k

Deuxiéme cas, k =0 : Nous avons d’aprés (5.22), d%(rd“;—y)) = 0, ce qui donne que
du,(r) by
dr 1’

On a donc comme solution ag + by logr, et la solution générale est de la forme

uy(r,0) = ag + bologr + Z (akrk + bkr_k) ekl
k0
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On refait la méme chose pour u; dans le disque . Pour que u; se prolonge par continuité
en zéros il faut que by = 0,{ar, =0, k < O0}et {by =0, k > 0}. La solution formelle

est de la forme
uy(r,0) = ag + Z aprte™® + Z b ekt

k>0 k<0
Prise en compte des conditions aux limites : D’aprés les conditions imposées sur
1, NOUS avons
8u1 1 9 . .
E kage™® — g kbpe™? = E el
k>0 k<0 k40

En tenant compte de la condition de normalisation, nous obtenons
wy(r, 0) Z&gn L plklgike (5.24)
k0
Nous avons aussi, pour le cas de la couronne,
ou 1 0)
S DT
k0 k0
et

ﬁul (s,0) Z F(aps™™! — bs ™+ 1)e = 0,
k#0

ak——bk:: %f
aps® +bps™F =0

On a donc le systéeme suivant :

On déduit de ce qui précede que

uy(r,0) = L) (rk + S—)eike. (5.25)

Déterminations des Conjuguées harmoniques : D’aprés la condition imposée sur
le flux les conjuguées harmoniques vy, v; des fonctions harmoniques u; et v, existent, et
nous avons

uy(r,0) = — Z k:k r*(cos(—kb) — isin(—k0)) + Z (cos k8 + isin k),

k<0 k>0

donc sa conjugué harmonique est donnée par

0y (r,0) = — Z %r (sin(—k@) + i cos(—k0)) + Z (sin kO — i cos k@).

k<0 k>0
De méme pour
2k
Qg —k ..
u = m ¥ (cos k@ + i sin k6) + Z mr (cos(k6) + isin(k0))
k0 k>0
aps?* 0 _is 0
+ ; mr (cos(—kf) — isin(—k0))

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Houcine Meftahi, Lille 1, 2009

80 5. MAJORATION DE L’AIRE D’UNE CAVITE

sa conjugué est donnée par

2k

Z Rl = S% (sin k0 — i cos k@) + Z mr_k(— sin(k6) + i cos(k0))
k0 k>0

+ Z i 1 — s% " (sin(—kf) + i cos(—kb)).
D’apreés les expressions précédentes, nous avons finalement

i) =) + n(z) =2y £,

k>0
fi(2) = wi(z) + ivi (2 —QZk 1_8% . avec z = e’
k#0
Nous déduisons donc, la série de f; — f1

2k
S e
(fi— —2§ R S%z +2§ k; S% :2§ ) <ozkz +z).

k<0 k>0 k>0
Donc la norme L?(sT) de f; — fi vérifie I'inégalité suivante

~ 452
[f1 — f1||%2(s1r) < _782)2||S01||2L2(1r)- (5.26)

Pour les dérivées d’ordre supérieur, nous avons

2k

z+1 _ X Sl _ kS k—1—1
(fr—fo)" =2 k(k=1)... (k- l)k(l—s%) +2 > k(k—1) ... (k- l)ik(l—s%)z :
k<0 k>1+1

d’ou 'on peut vérifier que :
1 )(l Y ||2L T) = (1 1) ||80 ||L [=0
1= 2(sT) s2l(1 52)2 2 ’

D’aprés (5.26) et 'inégalité précédente, pour [ = 0,...,m — 1, nous obtenons 'inégalité
suivante 2
~ m

||f1 - f1||12/V7”’2(s']1’) < SQm_Q(l — 82)2 ||Q01||%/Vm*1»2(’]1‘)' (527)

Notons que cette inégalité dans la couronne est un exemple explicite de résultats de
régularité vérifiés par les équations linéaires elliptiques dans des domaines plus généraux,
voir [59, chapitre 8| ou [101, Chapitre 5].
Maintenant nous estimons || f; — f1|| L2(sT), Par rapport a || f; — Al r2(r) en appliquant la
Proposition 5.2 dans I'espace de Hardy-Sobolev H™?(G,). On choisit k& = 0, et on suppose
que B

er = |lfi = fillezery £ 1, (5.28)
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nous obtenons d’aprés (5.2),(5.27) et le fait que es|logs| <1, s € [0,1] que

~ 2 mn 2m
- o < [ —— S _— m 5.29
1= Filzeem < <e| log61|) <8’”‘1(1 — 82)H¢1HW HmEm ) (5.29)

Comme Q\ D est supposé un domaine admissible satisfaisant les hypothéses H(m, A, A),
nous obtenons donc

&= 1= Al < (supl0 YO 1 = Pty < A= g, 630

Dans la derniére inégalité, nous avons supposé que v — v = 0 sur I'. En effet, puisque le
méme flux ¢ est appliqué sur le bord externe de 2 et de Q\ D, v — 7 est constante ; or v est
déterminée a une constante additive, et nous avons la liberté de choisir cette constante,
ce qui nous permet d’avoir cette différence égale a zéro. D ’aprés l'inégalité (5.30) nous
observons que 'hypothése (5.28) est vérifiée dés que

[ = @l|72y < A (5.31)

Etape 3 : Estimation de ’aire de la cavité dans le domaine originel
Dans cette étape finale nous donnons une borne supérieure de 'aire de la cavité en uti-
lisant les deux inégalités (5.26) et (5.27). Pour cela nous avons besoin de deux résultats
préliminaires. D’abord, nous montrons que la norme ||¢|[ym-12(r) peut étre dominée par
|¢|lwm-12(r), & une constante multiplicative qui dépend de la transformation conforme ¢
et ses dérivées jusqu’a 'ordre m. Si m = 1, nous avons

*ds(2)

o1 l2am, = / or(2)Pds(z) = / (0 ) ()P (2
. 2 (2 2d3 Z)
- /Fw P E
< max Q)] [ o(IPds(a)

donc
o1l zzery < AVl L2my.- (5.32)

Sim > 2, la norme de Sobolev d’ordre m — 1 fait intervenir les dérivées dp;/0n, 0 < n <
m — 1. Puisque
© =220 = (200 @)
Pile) = on ~\on '

la formule de Faa’ Di Bruno pour la dérivée n-éme de la composée des fonctions, nous
donne

oy, (n+1)! 0" (u o (Lo, O\
220 = Lot e () ev@wions - (5550)

n k " |q)! Ent1
- 3t 22 wanavion - (551 0)

n!l Osm
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ouk+1=k +- -+ kpi1, et la somme est prise sur les entiers non nuls ky, ..., Kk, tels
que

k1+2k2+"'+(n+1)k’n+1:n‘l'l-

Pour estimer la [-éme dérivée de |¢'|, 0 <1 < n, nous écrivons

oY il
dst Os

('),

nous utilisons de nouveau la formule de Faa’ Di Bruno

k a I 77 h 1 al 77 g
Pt (2] e ()

avec k1 +---+k =k et ki +2ky+ - - -+ 1k, = [. Nous utilisons la formule de Leibniz pour

la dérivée du produit des fonctions,
I\ 07" '39!
<j) Osi Osl=3 "’

dont le module peut étre borné par le module des dérivées &4’ /ds?, 0<j<I<m-—1.
Puisque ¢’ est analytique dans G et sa dérivée admet une extension continue sur T, nous
avons

0 —
S (W) =

al
851

QMN

oy

5 el = iz (2), 2= e,

voir [54, Thm, 3.11|, pour une version de cette formule dans I'espace de Hardy H'(ID). De
la méme maniére pour les dérivées d’ordre n,1 < n < m — 1, nous obtenons

anw/

L) = Pr)(), 2=,

ou P est Popérateur différentiel P(f)(z) = izf’(z). Cela montre que le module des dérivées

oY’ J0s™, 0 <n <1< m—1,peut étre borné par le module des dérivées )™, 1 < n <m

et par conséquent par une expression qui dépend seulement de la constante A. D’aprés ce
qui précede,

al ! a]¢/ 8[ ]¢/

) Z ( ) O0sl Ost=i

S5 < A%,

et

12 (k1+ +kp) ) A 2k
<<w> ><0|w|7:cg|w|(x) |
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On en conclut que

8”301
os™

IA

<

o)

s

o)

s

o)
Dsi
Vo
Dsi
o)
Dsi

A 2(ka+2ks+-+nkni1)
|¢/|kl+‘“kn+1 (_)

A

2k+1) g\ 2nH1)
()

Nous sommes donc prét a donner une estimation de la norme de Sobolev d’ordre m — 1
de ¢ en fonction de la norme de Sobolev d’ordre m — 1 de ¢. En effet,

8"@1

2
e ds(z)

(2)

/

donc

o <P1
85"

>/

Cela implique que

B A 2m—2
lorllwm-r2 < VmCy(1+ A)™2 (X) lpllwm—1.2(r).

J

C’f(l +A)2n+1 (

8”301
os"

CI(1+ A+t

mC3(1+ A)*™? (

P ¢

2d8(§))

. A an
47 () el

Am—4
) A

>| =

(5.33)

Dans la seconde étape, nous avons besoin de vérifier que le rayon s de la couronne G
n’est pas trop proche de 1. La vérification est une simple conséquence de I’hypothése

|D|/|2] < p < 1. En effet

Q| D] = /G (O)Pdady < Ar(1— 52),

donc

© 2011 Tous droits réservés.
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D’aprés (5.18), (5.29), (5.30) avec (5.33), (5.34), (5.35) et I'inégali¢

If = fllZ2y < Allfr = AllZ2en)

nous avons
2rA M7 (2\™ (2mmA2(1+ A"~z (A" 1
Dl < 2= = C el m) L
P “’L%<e) ( o () Celletwe s+ ) o
2rA Mz (2\™ (2mmA2(1+A)""z (A" 1
< 2222 2) o et ml
< V5 () ( i 1) ol ) e

ou C! est une constante qui dépend de m. On pose

2rA Mz (2\™ [2mmA2(1+A)"" 2 (AN, .
o=y 5 (2) ( sy (3) Chlltue s )

m= \ e
f

d’ont
(0

D<—"
1Dl < s logo|™’

(5.36)

et sim =1,

|D| < G

|log o]
Sim > 1, la majoration de |D| tend vers l'infini si s tend vers zéro. En effet, cela provient
du facteur s~ dans le dénominateur de (5.36). De toute fagon, si s est petit, | D| est aussi
petit, car d’apres 'inégalité de Carlemann, voir [62, p.503], on a |D|/|Q2] < s?. Cela nous
permet de donner une majoration de |D|, en prenant le minimum des deux estimations.
En considérant toutes les valeurs possibles de s dans (0, 1), on obtient la majoration

D < sup min (L 52|Q|).

0<s<1 om=1| loga‘"“

5.3.5 Exemple : la classe des couronnes excentrées

Dans ce paragraphe, nous illustrons notre résultat en considérant une classe spécifique
de domaines admissibles notée par Dy. Les éléments de Dy, sont des couronnes excentrées
Ga.r de bord interne le cercle |z — a| = r, et de bord externe le cercle unité T. Sans perte
de généralité on suppose que le centre a du cercle interne est un nombre positif. Plus
précisément, on suppose que 0 < a+1r < 1—d < 1, avec d un nombre réel positif inférieur
a 1, par exemple 0 < d < 1/2. Ainsi il existe une séparation minimale entre les deux

cercles |z — a| =, et |z] = 1, en d’autres termes, la cavité D n’est pas trop prés du bord
de €.
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Proposition 5.3.10 La classe Dy, forme un ensemble de domaines admissibles. Ces élé-
ments vérifient pour tout m > 1, la propriété H(m, A, \,,) avec

d Cml(2 = d)(1 — d)!
- .

Preuve Soit G,, un élément de D,. Nous commencgons par décrire la transformation
conforme v, ou plutdt son inverse ¢! de G,, vers la couronne G, pour une valeur
appropri¢e de s. La transformation bilinéaire (ou transformation de Mobius) ¢!, peut
étre déterminée en suivant |1, Exemple 5.7.8]. Pour cela, nous considérons deux nombres
réels positifs « et 3, qui sont inverses par rapport aux deux cercles |z| =1 et |z —a| =1,
c’est a dire

af=1let (a—a)(B—a)=r"

Nous considérons « et 3, tels que « est a I'intérieur et S est a 'extérieur des deux cercles.
Nous choisissons donc la transformation bilinéaire ¢)~! qui transforme a et 3 en 0 et co

respectivement,
z—«

V) =k

az —1°

Avec ce choix, les cercles |z| =1 et |z — a] = r sont transformés en des cercles centrés en
l'origine. La constante k& = —1 est choisie de telle sorte que le cercle |z| = 1 est transformé
en lui méme. Ainsi

1 Z— z+«
v (2) 1—az© ¥(2) 1+ az (5:37)
Le cercle intérieur de Gy est transformé par ¢ en le cercle |z — a] = r. Nous allons

maintenant déterminer son rayon s. Il est facile de vérifier que I'ensemble des z tels que
|z — al/|z — B] = k est un cercle de centre (o — k*8)/(1 — k?) par rapport auquel « et
/3 sont inverses. Ainsi, nous choisissons k tel que (o — k*8)/(1 — k*) = a, ou de manicre
équivalente a k* = (a — a)/(a — ). Pour ce choix, le cercle |z — a|/|z — B8] = k coincide
avec le cercle |z — a| = r, et il est clair a partir de (5.37) que son image par {~! est le

cercle de centre
k1 Ja—a Bla—a) 71*+ala—a)
S = = = — = = .
a a\pf—a r r

Notons que de la derniére expression de s, nous obtenons que

r<s<1l-—p<l, (5.38)

ou 0 < d < 1 a été défini au début du paragraphe. Les dérivées d’ordre n, n > 1 de 1,
sont données par

(1 —a?)a™t
(n) —(—1 n+1n(
P (z) = (-1) (1 + az)n L
Ainsi,
11—« d
inf [v = > )
inf ) = o 2 5 (5.39
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et pour n > 1
L 1ta (2 —d)(1 — d)"?
sup ™| = [p™](=1) = nla" ' ——— < nl : (5.40)
2€Ga (]_ — Oé)n dn
Comme par 'hypothése 0 < d < 1/2, nous déduisons que
2 —d)(1—d)mt
sup |¢(")| < m!( ) ) , 1<n<m, (5.41)
2€Gs dm
ce qui montre la proposition. 0

Comme résultat final, nous donnons une version du Théoréme 5.3.8 pour une couronne
de la classe Dy, quand m = 1.

Théoréme 5.3.11 Considérons un domaine G de la classe Dy, et supposons que

||u — ?j”[ﬁ(qr) <1

Alors, Uaire de la cavité inconnue D de G, vérifie
C
| log(o))]

ou C' est une constante donnée explicitement par
C' =2Mp/27(1 = d) 2llell 2w + 1) /(ed*m).

Preuve : Pour m = 1, d’aprés (5.18) et (5.29), l'aire de la cavité D vérifie I'inégalité
suivante

D] <

1
1) —— 5.42
o +1) (5.42)

1_2

2

el z2cr) \/ H30H2<r

et que length(v)'/2 < /27s/), avec A = d/(2 — d), nous obtenons la majoration suivante

Dl <% mf2< Y n¢m4p+1>lg<) (5.43)

D’autre part, nous avons a +r <1 —det s <a-+r donc s <1—d ce qui donne que

1 - 1
1—s2 " d2—-d

M;,
D] < length(y) 2 =L 2 (

En utilisant le fait que

Finalement, en utilisant les majorations précédentes, nous obtenons

|D| < 27r(1—d)%—(2|| 2y + 1) L
- m% eqz \NPNLAT log(o)

(5.44)
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5.4 UNE AUTRE APPLICATION : CONVERGENCE D’UN
SCHEMA D’INTERPOLATION DANS H'%(G,)

Dans ce paragraphe, nous étudions un schéma d’interpolation d’une fonction de H?(G,)
a partir de valeurs sur le bord extérieur de la couronne G. Un schéma similaire a déja
été étudié dans le cas du disque, voir [26].

Soit S,, = {z1,...,x,} un ensemble de n points distincts de T. On dit que f, €
H'“2(G,) interpole f € HY?(G,) dans S,,, si

Vie{l,...,n}, folx;) = f(z;). (5.45)
Nous considérons, maintenant une suite de sous ensemble
Sl C Sg C ...

et nous notons S = U,S,. On suppose que S = T.

Définition 5.4.1 On dit qu’un ensemble {z1,...,z,} est un ensemble d’unicité pour une
fonction f € HY(G,), si pour toute fonction g € HY*(G,) telle que f(z;) = g(z), on a
f=g

Lemme 5.4.2 [54] Si f est fonction de l'espace de Hardy de la couronne HY?(G) qui
s’annule sur une partie du bord de mesure de Lebesque positive, alors elle est identiquement
nulle.

Comme conséquence du Lemme 5.4.2, S est un ensemble d’unicité pour f € HY2(G,).

La condition (5.45) n’est pas suffisante pour déterminer f, d’'une maniére unique.
Parmi les fonctions de H'?(G,) qui satisfont (5.45), nous choisissons celle de norme mini-
male. Pour se faire, nous décomposons l'espace H'?(G,) comme H“?(G,) = Z, & U,, ou
Z, est le sous espace fermé des fonctions qui s’annule sur .5, et U,, est son complémentaire
orthogonal. Alors nous définissons fg, = IL,,(f), ou II, est la projection orthogonale sur
U,,. Nous obtenons ainsi la suite d’interpolation minimale fg,  de f par rapport aux points
du schéma de (S,,)n>1-

D’aprés des résultats généraux sur les espaces de Hilbert, il est connu que fg, converge
vers f dans H'?(G,), donc uniformément dans G, pour plus de détails voir |26, section
2]. D’un point de vue pratique, il est aussi important de noter que fg, peut étre déterminé
a partir des valeurs f(x;),7 = 1,...,n, en résolvant un systéme d’équations linéaires. La
fonction fg, admet I'expression suivante

fsn(x) = Z )\i,nK1(SC7 $z‘)7

ot le vecteur A, = (Ajp, - - -, )\n,n)T est une solution du systéme linéaire A, )\, = B,,, avec
B,, le vecteur de valeurs (f(x;))i=1,.n et A, est la matrice de Gram des fonctions K (z, z;),
ot Ki(z,y) est le noyau reproduisant de H"?(G,), voir (1.7). Nous sommes donc prét a
donner notre résultat qui estime le taux de convergence de la suite d’interpolation fg
vers sa limite f
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Théoréme 5.4.3 On considére une fonction f € H“(Gy) avec || f|lmze,) < 1. On

suppose que (S,)n>1 est une suite d’ensembles d’interpolation avec S = T et h, =
supzerd(x,Sy,). Alors pour tout € > 0 il existe N suffisamment grand tel que pour tout
n>N, ona

4+e

— < —.
Remarque 5.4.4 Notons que le taux de convergence d’un schéma d’approximation dans
l’espace de Hardy-Sobolev du disque avec une contrainte sur un sous ensemble de T a été
obtenu dans [31], voir en particulier [31, Theorem 5.2].

Preuve du Théoréme 5.4.3 On pose g, = f — fs,. Nous écrivons les points z
de S, comme z; = e et nous considérons un recouvrement de T avec n intervalles
I, = [0, ,0;] admettant au plus un point commun, et chaque Ij contient ;. On suppose
que les distances d(6, ,0y) et d(6;,0x) sont inférieures ou égales a h,,. Nous avons

/ |gn‘2d‘9 = Z ‘gn‘2d‘9
T k=1 I,

De plus, pour €7 € I, on a

|gn<eW>|2s( |g;<e“>|dt) < [ 1) Pt

Gk ek

ainsi
0

0t 0 k 0t
[ oo <o [ 1gias [ ao<nz [ g pas
0, 0, O, O

On retrouve aussi la méme inégalité pour l'intégrale entre ¢, et 0y, et donc nous avons la
majoration
2 2 2
|gn|"d6 < By, | 1g,,["db,
I I

et par conséquent,
lgallZ2cr) < hallgnllz 2.y < Pans (5.46)

ol la derniére inégalité provient du fait que g,, est une projection de f qui est supposée de
norme inférieure ou égale a 1 dans H'?(G,). En utilisant I'inégalité (5.2) avec k = 0 et
m = 1, I'inégalité précédente avec le fait que [|gy || g1.2(c,) < 1, nous obtenons

2 (Ilgn I
Inl|H1.2(sT
cTog 1/gnlom) v

nllL2(sT) < S —
19n|2(m) elog1/h,

En utilisant (5.46), on obtient

A 2
n 7 S\ elosi/n h2
1905126y < (elog 1/hn) e

ce qui prouve le théoréme. O
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Deuxiéme partie

MINIMISATION DE FONCTIONNELLES PAR
DIFFERENTS GRADIENTS
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CHAPITRE 6

Identification des parameétres de Lamé
en élasticité linéaire

Nous nous intéressons, au probléme inverse non linéaire d’identification des parameétres
de Lamé inconnus A et i, d’'un matériau élastique linéaire et isotrope, a partir des mesures
sur le bord du domaine. Nous montrons un résultat d’identifiabilité et un résultat de
stabilité lipshitzienne directionnelle, dans le cas ou A et p sont des constantes. Nous
transformons ensuite le probléme inverse en un probléme d’optimisation par le biais d'une
fonction du type Kohn-Vogelius dont nous montrons que le seul minimum est le couple de
paramétres (A, ) recherché. Nous calculons enfin son gradient et nous illustrons I’étude
par quelques exemples numériques.

6.1 INTRODUCTION

Soit € un domaine de référence borné de R?, d = 2,3 de frontiere 92 = I'; U 'y
de classe C' (T et T'y sont deux ouverts non vides disjoints de 92), occupé par un
matériau élastique, linéaire et isotrope. La procédure d’identification consiste a imposer
un chargement surfacique ¢ : I'1 — R% sur la partie I'; du bord et & mesurer le déplacement
correspendant u = f : I'; — R? sur I';. Nous supposons que u=0 sur l'autre partie du
bord I's.

La théorie de ’élasticité linéaire suppose que le tenseur de déformation e(u) qui est
une fonction & valeurs dans I’ensemble de matrices symétriques

1 1 (0Ou;  Ou,
_1p D Ty _ = ) J
s(u) 2( u+ Du ) 2 (agjj * 813)19-73561’

et le tenseur de contrainte o(u), une autre fonction a valeurs dans ’ensemble des matrices
symétriques, sont linéairement liées. Si le matériau est considéré comme isotrope, des
raisons de symétrie font que seuls 2 coefficients décrivent le comportement du matériau
par l'intermédiaire de la loi de Hooke :

o(u) =C:e(u) = Mr(e(u))ly+ 2pue(u), (6.1)
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ou (' est le tenseur de I'élasticité défini par
Ci,j,k,l = )\51'79'(51@,1 + M((S@k + 5]'7[), 1,7,k 1=1,...d,

I, représente la matrice identité de R?, d = 2, 3. Les paramétres A et 4 sont les coefficients
de Lamé : p représente la rigidité du matériau et A\ mesure son incompressibilité (un
matériau incompressible a théoriquement un A infini). Les coefficients A et p sont reliés
avec le module de Young F et le coefficient de Poisson v par les relations suivantes :

Ev E
A= = —. 2
=201+ "~ 20+0) (62)
Le déplacement u résout le systéme
. aaij
div(o(u)) = Z —= =0 dans Q
= Ox; 1<i<d (6.3)

o(u)n =g sur I'y

u =0 sur I's.

ou n désigne la normale sortante en I'y. Le probléme inverse que nous étudions dans ce
travail, consiste & chercher les paramétres de Lamé A et p & partir des mesures effectuées
sur la partie I'y du bord. Ce dernier peut étre formulé de la fagcon suivante : étant donné
fosur I'y,

{ Trouver (X, n) tels que uy, la solution de (6.3), vérifie up, = f. (6.4)

Dans la suite on suppose que le déplacement f est connue sur I'y. On désignera par u, la
solution du probléme de Neumann (6.3) et par uy la solution du probléme de Dirichlet :

div(o(u)) = 0 dans
u= fsurI'y (6.5)

u =0 sur I's.

La fonctionnelle de Kohn-Vogelius associée a ce probléme inverse est définie par :

J\p) = /Q)\div(un —ug)? + 2pe (up — ug)?. (6.6)

6.2 EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU
PROBLEME DIRECT

Nous commencons cette partie par fixer quelques notations qui nous serons utiles dans
la suite. On désignera par A : B le produit de deux tenseurs (ou produit scalaire des
matrices symétriques A et B) défini par :

d
A:B=> AyBj€R.

i,j=1
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La norme L? du tenseur A est donnée par :
d d d
Al = [ Az a= [ 3= 3 [ 4= 3 4yl
Q Q=1 ij=1"% ij=1
De plus la norme L? et la norme H' d’un champ de vecteur u € H'(Q)? sont définies

respectivement par

d
||u||%2(9) = Z ||u,-||%2(m et ||u||§{1(9) = ||u||%2(9) + ||VU||%2(Q)-
i=1

La formulation variationnelle du probléme (6.3) est la suivante :

trouver u € V telle que
/ o(u) :e(v) = / guv Yv eV,
Q I

Vi={veH Q)" vr,—0},
qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

<uv Sy= /Q o(u) : 2(v) = /Q Mr(e(w)tr(e(v)) + 2ue(u) - 2(v).

Théoréme 6.2.1 Soient c¢1,cy deux constantes telles que ¢; > co > 0. On définit ’en-
semble des parametres admissibles par :

(6.7)

ou

Paa=1{p=(\p) € L(Q)?: c; <min(2u, 2p + dN), max(A, 1) < co}.
Alors, pour tout (A, i) € Paq, le probleme (6.7) admet une solution unique u € V.

Preuve : On pose
By u(u,v) = /Q)\tr(a(u))tr(a(v)) +2ue(u) 1 e(v), Il(v) = /F g.v

Il est clair que By, est une forme bilinéaire et [ est une forme linéaire continue. Nous
allons montrer par la suite que B) , est continue coercive . Pour montrer la coercivité de
la forme bilinéaire B, , nous avons besoin des résultats suivants :

Proposition 6.2.2 (Inégalité de Korn) [55/)On suppose que mes(I'y) > 0. Il existe
une constante C' > 0 telle que

le(u)|| 2 = Cllul| g1 pour tout u € V. (6.8)
Proposition 6.2.3 Toute matrice M de M4(R) se décompose de la maniére suivante :
1 1
M=M"+ M M =M-— Etr(M)Id et M* = Etr(M)Id,

avec
M™:M*=0et|M??=M:M=|M"|>+ | M.
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D’apreés la proposition précédente, nous avons :
2u| M 4+ Mr(M)? = 2u|M" > + (2u + d\)|M*|> > min(2u, (21 + dN)) | M.
Prenons M = ¢(u), nous déduisons 'inégalité suivante :
Mr(e(u)? + 2ule(w)|* > min(2u, (2p + dX))|e(u)]?. (6.9)

En utilisant (6.8) et (6.9), nous obtenons
/ Mr(e(u))® + 2ule(u)? > a||u||§{1(9) pour tout u € V, (6.10)
Q

ot @ = C?min(2p, (2u + dX)). Cela prouve que la forme bilinéaire B, , est V elliptique.
La continuité de B, découle de I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

| B, 0)] < 2([[ Mz (@) + [lpell @)l (@) 2@ lle(v)]] 20 -

D’apreés le théoréeme de Lax-Milgram, le probléme (6.7), admet une solution unique u € V.
[

On désigne par T la forme trilinéaire définie par :
T(p,u,v) = /Q)\tr(z—:(u))tr(e(v)) +2us(u) : e(v), Il(v) = /F g.v. (6.11)
1
Il est évident qu’il existe une constante 5 > 0 telle que
T(p,u,v) < Bl|pll L@z [Jullv]l|[v]|y pour tout w,v € V,p € P, (6.12)
de plus, d’aprés ce qui précéde nous avons :

T(p,u,u) > allul|3, pour tout u € V,p € Paa, (6.13)

Pour g € H2(I'})? et p € Py, le probléme (6.7) admet une solution unique u = u, € V' .
Nous définissons par la suite 'opérateur :

C:Pad — VYV
P — up,

ou ((p) = u, est solution du probléme variationnelle (6.7).

6.3 REGULARITE DE L’OPERATEUR (

Nous commengons cette partie par démontrer la continuité de 'opérateur ¢, puis nous
étudions ensuite sa différentiabilité.

Théoréme 6.3.1 L’opérateur  est continu, de plus pour tout p,q € Paq on a :

I<(p) = C(@)lly < gmin{HC(p)Hv, 1<)V} llp =l (6.14)
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Preuve : Si u, = ((p) et u, = ((q) alors T'(p, u,,v) = T(q, uy,v) = l(v) pour tout v € V.
Donc pour v = u, — u, nous avons

T(p, Up — Ug, Up — uq) =T(p—q, Ug, Up — uq)-

D’aprés les conditions (6.12) et (6.13), nous avons

B B
lup = uglly < “lugliviip = all = Zllc(@)vlp = all-

L’autre terme s’obtient en changeant les réles de p et q. O
Pour p dans l'intérieur de P,4 et dp suffisamment petit, p + dp reste dans l'intérieur de
Paa et ((p+ 0p) — ((p) est bien définie. Par définition si u, = ((p), alors

T(p,up,v) = I(v) pour tout v € V,
T(p+ 0p, upysp,v) = I(v) pour tout v € V,

ce qui donne aprés simplification que
T(p+ p, upss — up,v) = =T (dp, u,, v) pour tout v € V. (6.15)
Cela suggere la forme de D((p).

Théoréme 6.3.2 Pour p dans l'intérieur de P, l'opérateur ( est différentiable en p et
D((p)dp est l'unique solution de I’équation variationnelle suivante :

T(p, D{(p)op,v) = =T (6p, up, v) pour tout v € V. (6.16)

De plus,

Ve

5 5
IDCE)I < 21wl < L

Preuve : L’équation variationnelle (6.16) admet une solution unique, puisque d’aprés
(6.12) =T'(dp, uy, .) définie une fonctionnelle linéaire bornée sur V. Soustrayons (6.16) de
(6.15), nous obtenons aprés simplification

T(p, upysp — up — Duydp,v) = =T(dp, uptsp — up, v) pour tout v € V.
Choisissons v = 45, — u, — Du,dp, nous obtenons
T(p, upyop — Uy — Duydp, tpysy — tp — Duydp) = —=T(0p, Upssp — Up, Uptsp — Uy — Duydp).
Ce qui nous donne avec les équations (6.12) et (6.13) I'inégalité suivante :
allupsp — w, — Duydpll3y < BlIopllilupsy — wpllvllupssy — wp — Duydplly

et donc

B
Hu:n+5:n — Up — Dup5p||y < a||“p+5p - U;DHV-
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Le Théoréme 6.3.1 implique que
Duysplly < 2 : op||®
lp+ap = wp = Dupdplly < ¢ (P)lIvIop]"
D’autre part, pour tout v € V on a :
T'(p, Duydp,v) = =T (0p, up, v),
donc
T'(p, Du,dp, Du,op) = —T(0p, u,, Du,ydp),

ce qui implique
a|| Duydplfy < Bllopllllupllv | Duydplly,

il en résulte donc 5 5
| Duydplly < a||5p||||up!|v < §H5p!|!|l|

%

Ce qui implique que ( est différentiable au point p. O

6.3.1 Dérivée d’ordre supérieur de (

Pour estimer la dérivée seconde de (, on procéde de la méme maniére. Pour p dans
Iintérieur de P,y et dpq, dpo suffisamment petit, p+ dp; et p+ Ip, restent dans I'intérieur
de P,q. Nous avons par définition

T (p+ dp1, DC(p+ dp1)dp2,v) = =T (6p2, ((p + 0p1),v) pour tout v € V,

donc

T (p+ p1, DC(p + 0p1)dp2 — DC(p)dpe,v) = =T (0p2, ((p + 6p1), v) =T (p + 0p1, D{(p)op2, v)

pour tout v € V. Ce qui nous donne apreés quelques manipulations

T (p + 6p1, DS(p + 0p1)dpa — D{(p)dps, v) = =T (0p2, D¢(p)op1,v) — T (6p1, D{(p)opa, v)

— T (8pa, C(p + 0p1) — C(p) — D{(p)dp1,v) .
(6.17)

Ce qui suggere le résultat suivant :

Théoréme 6.3.3 Pour p dans l'intérieur de Puq, ¢ est deuz fois différentiable au point
petona

D*u,(8p1, 0p2) = D*¢(p)(p1, dpa)

est l'unique solution de l’équation variationnelle

T (p, D*uy(bp1, 0p2),v) = =T (6p2, D¢ (p)dp1,v) — T (5p1, DC(p)dp2,v) pour tout v € V.
(6.18)

De plus

23

a3

232

ID* ) < — <@y <

[12lly--
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Preuve : D’apres I'équation (6.18), la quantité D?C(p)(dpy, dps) est bien définie et par
soustraction entre (6.18) et (6.17), nous obtenons :

T (p+ 6p1, D¢(p + 6p1)0p2 — D (p)Spa, v) — T (p, D*C(p)(6p1, 0p2), v)
= —T (6pa, ((P + ép1) — ((p) — D{(p)dp1,v) Pour tout ve V.
Ce qui implique que
T (p, D¢(p + 6p1)dp2 — DC(p)dps — D*C(p)(6p1, 6ps), v) =
—T (0p2, C(P + dp1) — ¢(p) — D¢(p)opr, v) =T (6p1, DS(p + 6p1)dp2 — DC(p)dpe, v) Yo € V.
On pose 6%u, = D¢(p + dp1)dp2 — DC(p)dps, nous avons donc
T(p> 62“10 - D2up(5p1> 6p2)7 52“1) - D2up(5pl> 5]32)) -

=T (5]927 C(P + 5]91) - C(P) - DC(]?)5]917 52% - D2Up(5p17 5]92))—T(5p17 52%7 52Up—D2Up(5p17 5]92))

et par les conditions (6.12) et (6.13), nous obtenons :

B

6%y = D*up(3p1, 0p) v < = (12| (p + Ip1) = C(p) = DC(p)Sprlly + 9P [[16°w, )

I1C(p + dp1) — C(p) — DC(p)dp: ||y est borng, il reste donc a majoré ||6%u,|/y. En utilisant
I'équation (6.17), nous obtenons :

T(p+ ops, 52up, 52up) = T(0p2, D¢(p)opo, 52up) — T (6p1, D{(p)dpa, 52up)
— T(dp2,¢(p+ 6p1) — ¢(p) — DS(p)opy, 6°up).

Ce qui implique que
alld®ully < 5(H5P2HHDC(J9)5]91||1/+ 16p1 [ D (p)dp2lly +
18p211IC P+ 8p1) = C(p) = DRIy ) 8%, v

< p 2 opallll6 b 5 82
< ;||C(p)||v|| pallllopal|l +§||C(p)||v|| pull ) 107 upy-
Donc 52 5
[16%uply < 2 lIc@)llv (2”5171””5292” + a||5p1!|2) :
Finalement
2 2 BB 2
8%, ~ Duy(ipr,pa)lly < 2 (S5 Ic@ Il 5pe]

2
+ 18m1 51<@) (20p1) 2] + 2 13p1)1)

3
= Z1coly (300100l + S ol
= ofl16p1 15p2l).

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Houcine Meftahi, Lille 1, 2009

98 6. IDENTIFICATION DES PARAMETRES DE LAME EN ELASTICITE LINEAIRE

Par le méme raisonnement Nnous avons
T (p, D*uy(bp1, 0p2),v) = =T (6p2, D¢ (p)dpr,v) — T(6p1, DE(p)dps, v) pour tout v € V

ce qui donne
20
D%, (31,392l < D) Iullom 2]

En appliquant le Théoréme 6.3.2, pour majorer ||D¢(p)||y, on montre que ¢ est deux fois
différentiable au point p. O

6.4 ETUDE DU PROBLEME INVERSE D’IDENTIFICATION
DES PARAMETRES DE LAME

On s’intéresse dans cette partie, & ’étude du probléme inverse d’identification des
paramétres de Lamé \ et p, a partir de la connaissance du déplacement f et du chargement
g, sur le bord du domaine.

Pour déterminer sous quelles conditions ce probléme inverse et bien posé et proposer
une méthode de résolution, on examine les trois points suivants :

Identifiabilité : Il s’agit de vérifier si la mesure f est suffisante ou non a la détermina-
tion de ces paramétres, cela se traduit mathématiquement par I’étude de I'injectivité de
I'opérateur

n: 7Dad = ()‘a:u) = f - u)\,u‘rl S H1/2(F1)7

ou uy,, désigne la solution du probléme direct (6.3) associé au paramétres A et p.
Stabilité : Une fois que la premiére condition est remplie, il convient de s’assurer de la
stabilité de la solution par rapport aux données. Pour cela il est nécessaire d’étudier la
continuité de I'opérateur

77_1 : U(Pad) — Paa

pour une topologie préalablement choisie.

Identification : Lorsque les conditions précédentes sont remplies, ce probléme inverse est
)

bien posé au sens de Hadamard. L’identification consiste & donner une méthode numérique

permettant de résoudre ce probléme inverse.

6.4.1 Identifiabilité

Dans le cas ou les parameétres de Lamé A et p sont des fonctions analytiques réelles,
nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 6.4.1 [57, Thm 1] On note par A, : u — o(u)n, opérateur Dirichlet-
Neumann. Soient \j, j1; et ,uj_l,j = 1,2 des éléments d’un sous ensemble borné B de
Ck(Q) pour k suffisamment grand. On suppose qu’il existe £(B) telle que IVuiller-1) <
e(B),j=1,2 et Ay, = My o Alors (A, 1) = (A2, p12).

Ce théoréme, permet d’avoir un résultat d’unicité mais demande la connaissance de I'opé-
rateur Dirichlet to Neumann, c’est a dire une infinité de mesures.
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Le résultat suivant est basé sur le lemme d’Almansi qui est analogue au théoréme de
Holmgreen dans le cas du Laplacien .

Lemme 6.4.2 (Almansi) /83/ Soit Q un ouvert conneze de RY. On suppose qu’il existe
un ouvert connexe non vide S de OS2 tel que :

div(o(u)) =0 dans €,
oluyn=0  sursS, (6.19)
u=2~0 sur S.
Alors u =10 et 0 =0 dans ).

Nous prouvons le résultat d'unicité suivant, avec une seule mesure :

Théoréme 6.4.3 On suppose que le chargement g est non identiquement nul et [’en-
semble des parameétres admissibles P,q, est formé seulement par des parametres constants.
Soient p1 = (A1, p1) et po = (Aa, p2) deux éléments de P, et (u;)i=12 les solutions du
probleme (6.3) relatives aux paramétres (p;)i—12. Supposons que uyr, = ugr,. Alors on a
P1 = P2-

Preuve : On pose £ = u; —uy , et
T =o01(u1) — o9(ug) = Mdiv(uy) Iy + 2u1e(uq) — Aadiv(ug) Iy — 2use(usg).

Nous avons donc

div(t) = 0 dans Q
TN = 0Osurly
19 = 0 sur 092

D’aprés le lemme d’Almansi, nous obtenons
01 = 09 et u; = uy = u dans Q.
On peut donc écrire :
(A1 — Ao)div(u) Ly + 2(p — p2)e(u) = 0. (6.20)

En prenant la trace de I'équation (6.20) et en utilisant le fait que div(u) # 0 (puisque en
travaille dans un cadre des domaines compressibles), nous obtenons

d()\l - )\2) + 2(,U1 — ,Ug) =0. (621)

Donc si A\; = A\ nous trouvons p; = pe. De méme si on considére que p; = ps, 'equation
(6.21) nous donne que A\; = Ao.

Si A1 # Ao, d’aprés (6.20) et (6.21), nous avons div(u)ly = de(u). On pose u = (vq, vg).
Dans le cas d = 2, nous obtenons le systéme suivant :

o _ Ivz

or Oy’

bo Ous (6.22)
oy Oz’
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D’aprés le systéme (6.22), nous avons

ov 9u

En utilisant le fait que div(o(u)) = 0, nous obtenons :

et}
0%z
821)1 .

oxdy

=0,
(6.23)

D’aparés (6.22) et (6.23), il existe a € R et une fonction g qui depend seulement de y

telle que vy (x,y) = az + g(y). Comme 22 = 2% nous obtenons vy(x, y) = ay + h(z) avec

Ay ~ Oz
h une fonction qui depend seulement de z. En utilisant encore 1’équation (6.22), nous
trouvons ¢'(y) +h'(x) = 0. Il existe donc b € R telle que ¢'(y) = b et h’(x)=-b. On obtient

finalement

= b
{vl(x,y) oyt avec a,b,c,d € R. (6.24)

ve(x,y) = —bx + ay + d,

En utilisant la condition aux limites (vq,v2) = 0 sur I'y, on montre que u = (vy,vy) = 0
dans ). Cela contredit le fait que le chargement est non nul. Le cas de dimension 3 se
traite de la méme maniére. O

6.4.2 Stabilité

Dans la mesure ot les données expérimentales auxquelles on accéde sont censées étre
bruitées, il est important de démontrer qu'une faible erreur sur les mesures ne conduisent
pas a une grande erreur sur les paramétres qu’on souhaite déterminer. Mathématiquement
ceci revient & démontrer la continuité de 'application n~!.

6.4.3 Stabilité Lipschitzienne directionnelle
Soit p, 1 € L>(Q) et h un nombre réel suffisamment petit. Nous désignons par u"*, u"*
les solutions respectives du probléme (6.3) pour (A + ho,p) et (A, + htp). On a la

proposition suivante :
Proposition 6.4.4 [l existe u', u' et e(h), e(k) dans (H*(Q))? tels que

u" = u® 4+ hu'* + he(h) (6.25)
= u® + ku'™ + ke(k) (6.26)

ol

lim [[e(h) | 1) = lim [[e(k)|[m10) = 0,
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u® est la solution du probleme (6.3) et u'*, u'* sont respectivement les solutions des pro-
blemes :

trouwver u* € V tel que

6.27
/ Mr(e(u))tr(e(v)) + tr(e(u®))tr(e(v)) e + 2ue(u'?) : e(v)de = 0,Vv € V. (6.27)
Q
trouver u €V tel que
L . 0 (6.28)
/ Mr(e(u™?))tr(e(v)) + 2ue(u™) : e(v) + 2e(w’) : e(v)bdx = 0,Yv € V.
Q
Preuve : La formulation variationnelle du probléme direct (6.3) est la suivante :
/ Mr(e(u®)tr(e(v)) + 2ue(u’) : e(v)dr = / gv pour tout v € V. (6.29)
Q N1

Les équations ( 6.25), (6.26) découlent du Théoréme 6.3.2. En incorporant ces équations
dans ’équation variationnelle (6.29), nous obtenons aprés regroupement des termes et
passage a la limite, les équations (6.27) et (6.28). O

Théoréme 6.4.5 (Stabilité locale lipschitzienne) On suppose que A et p sont des
constantes strictement positives et que la chargement g est non identiquement nul. Alors

on a : i h 0
0 n
lim <||uf‘1 - u|F1HL2(F1) + ||u|1“1 - u|F1||L2(F1)> ~0

h—0

, ; (6.30)

Remarque 6.4.6 L’inégalité (6.30) signifie qu’il existe une constante ¢ strictement po-
sitive telle que pour h suffisamment petit on a :

h
h< e (= u, lay + s = ule, llzzey )

Preuve du Théoréme 6.4.5 : D’aprés la continuité de ’application trace , et la Pro-
position 6.4.4, il suffit de montrer que

||U1A||L2(F1) + ||U1M||L2(F1) > 0. (6.31)

1A

Supposons que u'* = u'* = 0 p.p sur I';. Les fonctions u'* et u'* vérifient

{ Jo, Miv(u')div(v) 4 2pe(ut?) : e(v)dz + div(u®)div(v) =0

Jo Miv(u'*)div(v) + 2pe(u™) : e(v)dr + 2e(u) : £(v) = 0 (6.32)

Multiplions la premiére équation par A et la seconde équation par p et sommons , nous
obtenons

/ Adiv( A - pu™) div (v) +2pe (A - pu) 5(v)+/ Mdiv(u®)div(v)+2pue(u’) : e(v) = 0.
0 0

On note par z = Au** + pu'*, donc
Q

/Q)\dz'v(z)dz'v(v) +2ue(z) : e(v) = / Miv(u®)div(v) + 2ue(u’) : e(v) = _/r gu.
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Aprés une intégration par partie , nous obtenons :

_/de'v(a(z))v + /ma(z)m) = —/F1 gu,

donc z vérifie le probléme suivant :

div(o(z)) =0 dans €
o(z)n=—-g surIy (6.33)
z=0 sur I's.
Ce probléme admet une solution unique z = —u’. Comme z = 0 sur I';, donc u° =
0 sur 99, ce qui donne u® = 0 dans €, et par conséquent g = 0. U

6.4.4 Identification

Les parameétres a identifier sont ceux pour lesquels les solutions u,, et u, coincident.
Le probléme inverse (6.4) se formule de la maniére suivante :

Trouver (Ao, pto) € Paq telle que (6.34)
J()\Oa ,UO) < J()\a M)a \V/()\, ,u) € 7Dada .

ou J est la fonctionnelle définie par :

J\p) = /Q)\div(un — ug)? 4 2ue (uy, — ug)?

La proposition suivante, montre I’équivalence entre le probléme inverse et le probléme de
minimisation.

Proposition 6.4.7 Soient \g et ug vérifient les hypothéses du Théoréme 6.4.5. St (Ao, fho)
est solution du probléme inverse (6.4) alors (Ao, o) est l'unique minimum de J.

Preuve : Si (A, o) est solution du probléme inverse alors wu,, (Ao, to) = ua(No, o), donc
(Mo, po) est un minimum de J avec J(Ag, o) = 0. Supposons que J admet un autre
minimum (A, p1) done J(Aq, p1) = 0 et par suite u, (A, p1) = ug(A1, p11). Pour le couple
(A1, p1) Tétat w, (Mg, peq) vérifie le probléeme (6.3) avec (A1, p1)r, = f. Le résultat de
I'identifiabilité 6.4.3 nous donne que A\; = Ao et p; = pp. Il est clair que si (Ao, o) est
solution du probléme (6.34), alors les solutions correspondants u,, et ug coincident et donc
(Mo, o) est aussi solution du probléme inverse. O

6.4.5 Dérivée de la fonctionnelle J par rapport aux parameétres

Dans cette partie, nous calculons la dérivée de la fonctionnelle J par rapport aux
paramétres de Lamé A et p. Pour A un nombre réel suffisamment petit, (A, i) € Pag et
@, € L>(Q), on désigne par u*, u* respectivement les solutions du probléme (6.3) pour
les paramétres (A + he, i1), (A, 4+ hip). De méme on désigne par u?*, ug“ respectivement
les solutions du probléme (6.5) pour les paramétres (A + he, p), (A, + ht)). On note par
ulr ulr et ult ,utli” respectivement les dérivées lagrangiennes des fonctions u/*, u* et

ulr, uZ“ par rapport a A et .
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Théoréme 6.4.8 La fonctionnelle J est dérivable par rapport a \ et p et ses dérivées
partielles directionnelles sont données par :

lim JO+ e, ‘}? — I _ /Q [div(ug)? — div(un)?] o (6.35)
i Z I =T ) / [ ua)? — e(un)?] v (6.36)
h—0 h Q

Preuve : Nous avons par définition

J(A\p) = /deiv(un —ug)? + 2pe (U, — ug)?

= / Aiv(u,)? + 2pe(uy,)2dr + / Miv(ug)? + 2pe(ug)?
0 0

— [/QQAdiv(un)div(ud)dx + dpe(uy,) 5(Ud)]

= /Q)\div(un)z—l—Qua(un)sz/

Miv(ug)? + 2ue(ug)? — 2/ gfds.
Q

It
En utilisant la Proposition 6.4.4, on en déduit que

DJ(A\ ;) = /de'v(un)2<p +/92)\div(un)div(u,1{\) + dpe(ul?) : e(uy)

+ / div(ug)? o + / 2Adiv(ug)div(ul) + 4pe(ul?) : e(ug),
Q 0

avec ul* vérifie équation variationnelle suivante :

/ Miv(ut)div(v) + 2us(ul?) : e(v)dr + div(u,)div(v)p =0, Yo € V. (6.37)
Q

Notons que la derniére équation n’est autre que la dérivée par rapport a A de I’équation
variationnelle vérifiée par wu,,.
Prenons v = u,, dans (6.37), nous déduisons

/Q)\dz'v(un)div(u,lﬁ) 4+ 2ue(ul?) : e(uy,) = — /Q div(uy ).

D’apreés la formule de Green, nous avons :

/QACZZ'U(Ud)diU(UéA) +2ue(ul?) : e(ug) = —/ div(o(uq))u +/r o(ug)nul? = 0.

Q

Donc

DJ(\, p; ) = /Q [div(uq)® — div(u,)?] . (6.38)
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Calculons maintenant la dérivée par rapport a p. En utilisant encore la Proposition 6.4.4,
nous obtenons :

DI\, ;) = /822)\div(un)dz'v(ui“) + dpe(uy) : e(ult) + 2e(uy )y
+ /QQAdiv(ud)div(u;“) + dpe(ug) « e(ut) 4+ 2e(ug)*ep.
avec u# vérifie 'équation suivante :
/Q)\dz'v(uij‘)div(v) + 2ue(ult) s e(v) + 2e(uy,) :e(v)yY =0 Yo € V. (6.39)
Prenons v = u,, dans (6.39) nous obtenons :

/Q Adiv(w, ) div(ub?) + 2ue(uy) = e(ult) = =2 / e(un)?,

Q

d’autre part, en utilisant la formule de Green, nous trouvonsc

/Q Adiv(ug)div(ug") + 2pe(ug) - e(ug") = — /Q div(o(ug))ug" + / o(ug)nuy =0,

I

ce qui nous donne

DIOps) =2 [ [elua)® = =(un)?] -

Q

6.5 RESULTATS NUMERIQUES

Le gradient de la fonction cotit J que nous avons calculé, nous permet d’envisager un
algorithme du gradient pour la résolution numérique du probléme inverse.

6.5.1 Formulation discréte

Pour calculer le gradient de la fonction cotit .J, nous avons besoin de connaitre les fonc-
tions u,, et ug solutions respectives des deux problémes (6.3) et (6.5). Pour cela nous allons
utiliser la méthode d’élément finis P;. Commengons par le probléme (6.3), sa formulation
variationnelle s’écrit

/Qa(un) ce(v)dr = / g.vds(x) pour tout v € V. (6.40)

I

On discrétise le probléme (6.40) par la méthode des éléments finis P; de Lagrange : c’est
a dire, on remplace I'espace H'(Q2) par un sous espace V}, de dimension finie et I'espace
V par V), :

Vi, = {v € C(9Q) tel que vk, € Py pour tout K; € 77L}
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V), = {Uh GVhZUh‘m :O},

ol T, est une triangulation de Q, h = maxy,e7, {max, yex, ||z — y||}-
Le probléeme variationnel discrétisé est le suivant :

trouver u € V), telle que

/U(uh) ce(vy) = / g.vp, pour tout v, € V.
Q

I

(6.41)

Soit (¢1, o, .-, Pan) = (P11, - .- P1€4, -, ONET, - . . PnEg) Une base de Vj, ot (eq, €9, . . . €4)
désigne la base canonique de RY, N est le nombre des noeuds du maillage et d est la di-
mension de 2 .

Les fonctions ; vérifie en chaque noeud P;

1sie=y,
i(P) =05 =
#ilFy) = 0, {0&@#1

On désigne par N, I'ensemble des indices de tous les noeuds F; du maillage et N, 'en-
semble des indices des noeuds sur I'y, alors on a :

/ o(uy) = e(¢;)de = / g.¢:ds(x) pour tout i € N, \ Nr,. (6.42)
Q

I

En développant u!* (la projection de u, sur V) dans cette base, nous obtenons :

up(z) = Y Uidy(a).

jENP\NFQ
D’aprés I'équation (6.42) on a le systéme d’équations suivant :
3 ( / o(6;) g(@-)d:@) U, = / g.¢yds(x) pour tout i € N, \ Np,.
JEN\Np, 74 I

En posant les notations suivantes :

K;; = /QU(%) s e(¢i)dw

F, = /1“1 g.¢ids(x).

On obtient le systéme suivant :

KU =F. (6.43)

K est une matrice creuse, symétrique, de dimension d(N —n) x d(N —n) et F est un
vecteur colonne de dimension d(N — n) avec n est le nombre des noeuds sur la partie du
bord I'y. La solution numérique finale est obtenue en résolvant le systéme linéaire (6.43)
puis en complétant les autres valeurs par la condition aux limites u, = 0 sur I's.
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Concernant le probléme de Dirichlet, nous développons u” (la projection de ug sur V;,)
dans la base de V},, nous obtenons le systéme suivant

AV =0,
ug = f sur I'y, (6.44)

ug = 0 sur I'y,

avec

dN dN
UZ:Z%¢]? Al,]:Z/S;U(qﬁ])g(Qsl)a Za]a:]-aadNa V:(‘/laa‘/dN)
=1 =1

Pour tenir compte des conditions aux limites dans le systéme (6.44), la méthode la
plus classique consiste & modifier le systéme linéaire AV = 0 en un noeud £ du bord 0f2

Ak71‘/1 + ... +Ak7ka + ... ‘l'Ak,nVn =0

par
Vi = h(k) avec h = f sur I'y et h = 0 sur Iy,

ce qui impose de modifier toutes les coefficients de la k éme ligne. Plus simplement, on
peut ne modifier que le coefficient diagonale Ay j et le second membre, de fagon a obtenir
une valeur approché de la valeur imposée : on replace

Ak71‘/1 + ... +Ak7ka + ... ‘l'Ak,nVn =0

par
A Vi4 oo+ (Akk + OV + .o+ A Vi, = Ch(k)

ou C' est un grand nombre.

Cette fagon de procéder est plus facile et plus rapide & mettre en oeuvre mais fournie
une valeur plus au moins approché suivant la valeur de C. Typiquement il faut prendre
C >> max (4;;) .

6.5.2 Exemples numériques

La fonction cotit que nous avons définie, et le calcul de son gradient, permettent la
mise en oeuvre d un algorithme du type gradient pour la résolution numérique du pro-
bléme inverse d’identification des parameétres de Lamé X et p.

Le calcul des solutions u,, et uy est éffectué avec la pdetoolbox de Matlab.

Pour l'identification des parameétres de Lamé A et u, nous avons utilisé I'algorithme de
quasi-Newton BFGS de I'optimisation toolbox de Matlab. Nous rappelons que ’algorithme
BFGS est le suivant :

Algorithme quasi-Newton : BFGS(C.G. Broyden,R. Fletcher,D. Goldfarb et D.F.
Shanno)

Objectif
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Trouver une approximation d’un minimum local du probléme

min J(p), p=(\pu). (6.45)

PEPad

Input

e La fonction J : R? — R differentiable ;

e Le gradient de la fonction V.J : R? — R? (cf. (6.35)-(6.36))

e une premiére approximation de la solution py € R

e Une premiére approximation de l'inverse du Hessien Hy' € R%¥? symétrique définie
positive. Par défaut Hy ' = 1.

e La pécision demandée € € R, e > 0.

output

Une approximation de la solution px € R,

Initialisation

k=0

Itérations

e Calculer d, = —H, 'V f(p,) : la direction de descente.

e Déterminer oy en appliquant la récherche linéaire avec oy = 1.
® Pr1 = Pr + axdy,

e Mettre a jour Hk_1

1 (pk = pe) (VI (pr) = VI ()" 4, (pr — o) (VI (1) = VI (pr1)")
it = (1 o= et 1 (1~ e st = 9oy
(pk — Pr—1) (VI () — VI (pr—1)”
(pk - pk—l)T(VJ(pk) - VJ($k—1)
ek=Fk+1
Critére d’arrét
Si ||VJ(pr)|l2 < € alors px = py.

: %

Dans les exemples suivants, nous supposons que le domaine 2 est le disque unité de R2.
On applique un chargement g = (0.1,0.1) sur le bord I'y. Le déplacement f est obtenu
synthétiquement par la formule wr, = f ol u est la solution du probléme (6.3) relati-
vement aux paramétres (A, u). Une fois f est construit, on suppose ces paramétres sont
inconnus et on essai de les retrouvés a partir f en partant d’une initialisation quelconque.
Le bord 0f) est devisé selon Matlab en 4 arcs numérotés de 1 & 4. Dans ces exemples I’y
est la réunion des arcs 1, 2, et 3, I'y est I’arc numéro 4.

Dans le premier exemple, nous supposons que les paramétres de Lamé A et p sont des
constantes sur le domaine €2 et dans le second exemple, nous traitons le cas des parameétres
constats par morgeaux. Plus précisément, nous considérons des paramétres de la forme

A=Xo+ (M —A)xw, =2+ (1 — p2)Xews

ol w est un sous domaine de €.
Le Tableau 6.1 donne le nombre d’itérations nécessiare pour approcher le minimum
(A%, px) = (5,7) de la fonctionnelle J a partir de 'initialisation (A, o) = (4,9), en
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FIGURE 6.1 — Représentation du
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FIGURE 6.2 — Représentation du
maillage dans le cas ot () est hété-
rogene

fonction du pas oy renvoyé par Matlab. Le maillage utilisé pour le calculs numériques est

représenté dans la Figure 6.1.

Itérations | Fontionnelle J

pas

V|00

0.000138593

0.000647

6.62033e-05

820

0.000487

3.94773e-05

0.000218

8.46521e-06

4.95e-05

7.72748e-06

3.23e-05

3.76459¢-06

3.31e-05

9.45419e-07

2.96e-05

| O U = | W N~ O

1.8213e-08

7e-06

oo

6.91713e-11

—| = = = =] =] =

5.47e-07

TABLE 6.1 — Tableau de convergence : cas des paramétres constants.
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A exact | p exact
5|7
A initial | p initial
419
A calculé | p calculé
5.002282001574062 | 6.998468235543814
VAJ()‘MM) VMJ()\,,M)

-0.02127618*1.0e-06

-0.54690309*1.0e-06

TABLE 6.2 — Les valeurs approchées : cas des parameétres constants.

Fonctionnelle codt J

1.4

1.2

0.6

0.4

X 10~

! !

4 5 6

Itérations

FI1GURE 6.3 — Convergence de 'algorithme au cours des itérations : A, 4 des constantes
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Dans le second exemple, nous supposons que w est le disque de centre (0, 0) et de rayon
r = 0.5. Le maillage utilisé pour le calculs numériques est représenté dans la Figure 6.2.

Le minimum & approcher est (\y, fi1, A2, fiz) = (1,2, 3,4) pour une initialisation (\q, fi1, A, fto) =
(2,3,4,5). D’aprés le Tableau 6.3 on a une bonne convergence a partir de la 7 éme itéra-

tions.

[térations | Fontionnelle J pas | ||VJ|s
0| 0.00120487 0.00205
11 0.000408575 820 | 0.00111

21 0.000154929 0.5 | 0.000214

3 | 0.000103855 1 {0.000119

4| 2.62543e-05 0.687408 | 0.000143

5 | 1.99585e-05 1| 5.88e-05

6 | 4.55187e-06 1| 7.37e-05

71 7.7631e-07 1| 4.59e-0.5

8 | 5.21305e-07 1| 1.39e-05

91 5.16017e-07 1| 3.37e-06

10 | 5.13956e-07 1| 3.42e-06

11 | 4.73269e-07 1| 1.22e-05

12 | 3.64063e-07 1| 2.05e-05

13 | 1.41161e-07 1| 2.52e-05

14 | 2.39669e-08 1| 1.55e-05

15 | 1.72468e-09 1| 1.57e-06

16 | 1.5771e-10 1| 1.92e-07

TABLE 6.3 — Tableau de convergence : cas des parameétres constants par morceaux.

A1 exact | pup exact Ao exact | uo exact
112 314
A1 initial | pq initial Ao initial | po initial
213 415
A1 calculé | py calculé Ao calculé | po calculé
0.994475054330128 | 2.000074071550961 | 3.007221899123879 | 3.999091923391642

Vi J (A1, 1, Ao, p12)

Vm J()\b [, Az, MQ)

VI (A1, f1, A2, 112)

VMJ()\LM, )\2,M2)

0.0771315*1.0e-06

-0.0071844*1.0e-06

0.1918581%*1.0e-06

0.0487657*1.0e-06

TABLE 6.4 — Les valeurs approchées : cas des parameétres constants par morceaux.
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x107°

1.4

Fonctionnelle co(t J

L L L I

8 10 12 14 16
Itérations

FIGURE 6.4 — Convergence de 'algorithme au cours des itérations : A, ;i constants par
morceaux

Au cours de ce chapitre, nous avons démontré un résultat d’identifiabilité et un résultat de
stabilité Lipshitzienne directionnelle. Les résultats numériques obtenus sont satisfaisants.
Comme perspective, on pourrait établir un résultat d’unicité dans le cas ot les parameétres
A ety sont des fonctions de L>(€2). On pourrait également établir un résultat de stabilité
globale, généralisant le résultat de stabilité localement lipshitzienne qui a été établi dans
la section 6.4 et étendre la méthode numérique au cas plus général.
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CHAPITRE 7

Dérivées de quelques problémes de Forme

L’optimisation de forme consiste a rechercher la géométrie d’un objet qui soit optimale
vis a vis de certains critéres. C’est un sujet en plein développement car les applications
industrielles sont nombreuses et les outils informatiques actuels permettent 'étude de
configuration de plus en plus complexes. De maniére assez générale, les problémes d’op-
timisation de forme rencontrés dans les sciences de I'ingénieur peuvent étre modélisés de
la fagon suivante :

[nin J(2, uq) (7.1)
ol A,g est 'ensemble des domaines admissibles et uqg est solution d’une certaine EDP
posée dans (). Pour appliquer une méthode de descente afin de minimiser la fonctionnelle
J, nous avons besoin de sa dérivée de forme par rapport & une perturbation du domaine
Q. 1l existe de nombreuse contribution autour de la dérivation par rapport au domaine.
Il serait trés difficile d’en faire un compte-rendu complet. Nous renvoyons le lecteur aux
références suivantes [51, 52, 53, 99, 104, 105].
Nous rappelons dans ce chapitre les concepts de base de la dérivée gémométrique de
forme. Nous rappelons ensuite la dérivée de forme du probléme de transmission dans le
cas scalaire et dans le cas de 'élasticité linéaire.

7.1 TRANSFORMATION DES DOMAINES

Pour étudier I'analyse de sensitivité de la fonctionnelle de forme J(£2, ug), nous intro-
duisons une famille de perturbation {€; }o<;<c d’'un domaine fixé 2 C R¢. On suppose que
Qo = Qet Q,0 <t < eontles mémes propriétés topologiques et les mémes régularités
i.e Q et Q pour t €]0, [ sont des domaines simplement connexes de classes C*, k > 1. On
peut construire une famille de transformations 7} : R? — R? bijective telle que T;(2) = Q.
On suppose que cette famille de transformation 7} vérifie les conditions suivantes :

(A}) pour tout ¢ € [0, €[, les applications x + T}(x) et x — T, '(x) sont de classe C* k > 1
sur R?,

(Ay) pour tout # € R?, les applications ¢t — T;(x) et t — T, '(x) sont de classe C! sur
[0, €[ .
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Il est évident que pour une famille €2; de domaines donnée, la famille de transformations
T; n’est pas détérminée d’une maniére unique.

Puisque seulement des petites déformations(perturbations) de € sont considérées, on
peut considérer des transformations définis comme perturbation de lidentité I; de R%.
Un exemple d’une telles transformations est le suivant :

T,(z) =z +t0(x), 6 WF(RRY) ot § € C*(R?E,RY).

Cette perturbation & été étudier par Murat et al (1976) et Pironneau (1984).
Pour le cas ot le domaine €2 est a bord I' de classe C*>° Hadamard (1908) a proposé¢ une
paramétrisation suivant la normal n de I' du bord I'; de 2, supposé de classe C*°

Ly=T+tgn={y:y=x+tg(x)n(z): pourz el |[t| <e},

avec g € C°°(T). On note par 7 € C*(R%, RY), I'extension de la normale n € C>(I", RY),
on peut définir la transformation

Ty(x) = x + tg(x)n(z)

ot g € C*(R?) est une extension de g € C>(T).

7.1.1 Meéthode des champs de vitesse

Cette méthode consiste a définir au voisinage du domaine € et méme sur tout R?
un champ de vecteurs V' et de supposer que le domaine €2 est formé de particules qui
évoluent dans ce champ de vecteurs pour un "temps virtuel ¢ > 0 ". C’est cette méme
notion que l'on rencontre en gémoétrie différentielle lorsque 'on veut définir une dérivée
sur une variété.

Soit donc ¢t > 0 le temps virtuel et V (¢, z),r € R? un champ de vitesse de déformation.
Sous I'action de V' chaque point X de R? se déplace en z(t) € R? selon la loi d’évolution

d
() = V(ta(t), (0)=X. (7.2)

A Taide de cette équation, on définit la transformation
T,=T,(V): R - RY, T,(X)=ux(t),t>0. (7.3)

Lorsque V' € Whe (R4, RY), 1a transformation T} est un difféomorphisme (cf. J.P Zolésio[104]).
Sous l'action du champ de vitesse V', le domaine €2 se déforme ou se transforme en un
nouveau domaine

Q=T(Q) ={z:2=Ty(X), X € Q}.

7.1.2 Dérivée matérielle et dérivée de forme de ’'état

Les méthodes habituelles font appel & une notion de la dérivée de I’état : soit la dérivée
matérielle (ou Lagarngienne ) soit la dérivée de forme (ou Eulerienne) .
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Définition 7.1.1 (derivée matérielle (ou Lagrangienne)) Soit Q un domaine fize.
On désigne par Q; = Ty(Q) et uy € HY() avec ug = u. La fonction u; o Ty est définie
dans le domaine fixe Q). La dérivée matétielle est donnée par :
To(z) —
i(z) = lim 22 t(? ur) yeq (7.4)

t—0

Définition 7.1.2 (Dérivée de forme (ou derivée Eulerienne)) La dérivée de forme
est donnée par

u'=u—Vu.V. (7.5)

7.2 RAPPELS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Soit €2 un ouvert de R?, & bord I' de classe C'*. On dit qu’une fonction g : I' — R est
de classe C* sur T si son extension (cf. [20, p,183]) est de classe C1.

Définition 7.2.1 (Gradient tangentiel) Soit g une fonction de classe C' sur T. On
définit son gradient tangentiel par

V,=Vg—(Vgn)n sur T’ (7.6)
ol g est un prolongement de classe C* sur R? de la fonction g.

Définition 7.2.2 (Divergence tangentielle) Soit W € C1(I',RY). On définit sa diver-
gence tangentielle par

div, (W) = div(W) — (DW'n).n (7.7)
ou W e CHR®,RY) est un prolongement de W .
Cette définition ne dépend pas de l'extension de W choisie. En effet, on vérifie que
diV(W) — (DWn)n = trace(D, W)
ou D,W désigne la matrice dont la ieme ligne est donnée par :
V/VIZ- — (Vﬁzn)n = V. W,.
Notons les formules
Vf.g€ CY(D).  Vi(fg) =gV (f) + fV:(9) (7.8)
Ve D), YW e CYRYLR?), div,(fW) = fdiv.(W)+W.V.(f). (7.9)

Définition 7.2.3 (Courbure moyenne ) On suppose que §) est de classe C*. On défi-
nit la courbure moyenne de I' par k = div,(n).

Proposition 7.2.4 Soit Q un ouvert de classe C* de RY et N € C*(RY,RY), une exten-
sion de la normale unitaire n a I'. Alors on a :

div(N) =k sur I
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Décomposition de la divergence tangentielle : Pour tout champ de vecteur W définit sur
I', on appelle composante tangentielle de W, qu’on note W, la projection orthogonale de
W sur le plan tangent :

W, =W — (Wn)n.

Proposition 7.2.5 On suppose que Q est un ouvert de classe C* de R%. Soit f € WHL(T)
et W e WHY(T',RY). Alors on a :

div.(fn) =rf, div,(W) = div,(W,) + kn.W. (7.10)

/Fdz'vT(W) :/F/-m.VV, /FVV.VT(f) :/F—fdz'vT(W)jL/{an. (7.11)

Définition 7.2.6 (Opérateur de Laplace-Beltrami) Soit Q un ouvert de classe C*.
L’opératuer de Laplace-Beltrami, noté A u est défini par

Vu e WD), A, (u) = div, [V, (u)] (7.12)

7.2.1 Extension de la normale & un domaine variable

Nous énoncons un résultat technique trés utile dans les calculs de dérivation sur le
bord. On note Ct* = C1 N WL*°(R4, RY), muni de la norme de W1 (R% R?).
On suppose que pour t € [0,T],T > 0, I'application ¢t — T} est de classe C'1> | dérivale
en 0 avec Ty = Iy et T = V. On note par €, = T3(Q2), 0Q, = T;(T"). On a la proposition
suivante :

Proposition 7.2.7 On suppose que € est un ouvert de classe C? de RY. Soit n €
CHR4, RY), une extension de la normale a 99Q. alors

t—ny = ﬁ avec wy = (DT, 'n)* o T 1, (7.13)
Wt

est une extension den a 0, avec t v n, € CO(RY RY).
Pour toute extension t € [0,T] — n, € CO(RY, RY) dérivable en 0 avec ng € CH(R? RY), on a

ony = —V.(V.n) — (Dng.n)V.n surT. (7.14)
at |t=0

7.3 INTEGRALE SUR UN DOMAINE VARIABLE

Nous commencons cette section par donner la dérivée la la fonction intégrale suivante :
t—I(t)= [ f(t,x)dx,
Qy

ot ; = T3(9) est I'image d’un ensemble mesurable fixe Q C R?. Ce calcul se fait par un
changement de variable en posant # = T}(y), pour y € R? de telle sorte que

1(t) = / £(t.Ti()) det(D, T (y)|dy. (7.15)

L’avantage de cette derniére équation est que le domaine est fixe.
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7.3.1 Formule de dérivation

Nous commencons par un cas simple ot f(t,.) est définie partout sur R%. Les dérivées
en 0 sont des dérivées a droite.

Théoréme 7.3.1 Soit T; la famille de transformation définie comme dans le paragraphe
7.1.1. Nous supposons que :

t € [0, T[— f(t,.) € L"(R?) est dérivable en 0(de dérivée f'(0))

£(0) € WH(RY).
Alors,
t— I(t)= [ f(t) est dérivable en 0 et on a
Qy

r'o) = /Q £1(0) + div[ f(0)V]. (7.16)

Si, de plus, ) est un ouvert a bord lipschitzien, alors
1'(0) = / Fo) + [ fown (7.17)
Q o0

Remarque 7.3.2 Dans ce théoréme, la dérivabilité de I et la formule (7.16) sont obtenus
en supposant seulement Q) mesurable. La formule (7.17) requiert un peu plus de régularité
sur le bord du domaine Q : il suffit que f(0)V admet une trace H '-intégrable sur OS).
Puisque f(0)V € WhL, clest le cas si Q2 est a bord lipschitzien.

Corollaire 7.3.3 Soit T} la famille de transformation définie comme dans la paragraphe
7.1.1 ett — f(t) € LY(Q). on suppose que

te [0, T[— F(t) = f(t,T;(.)) € L*(Q) est dérivable en 0,
et qu’il existe un opérateur de prolongement linéaire et continu
P: LYQ) — L*(RY) tel que P(f(0)) € WH(RY).

Alors, il existe un prolongement t — f € L*(RY) dérivable en 0 de Uapplication t — f(t)
avec

F1(0) = F'(0) + VP(f(0)).V.

De plus, t — I(t) = [, f(t) est dériable en 0 et on a la formule (7.17) en posant p.p

z e f(0,z) = f'(0,x).

Lemme 7.3.4 La dérivée du déterminant de la matrice Jacobienne de T} est donnée par :

d

dt

_OdetDTt(x) = divV(x). (7.18)

t=

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Houcine Meftahi, Lille 1, 2009

118 7. DERIVEES DE QUELQUES PROBLEMES DE FORME

Preuve : Pour une matrice A(t) € R? x R? & coefficients différentiable, tel que I'inverse
A(t)™! existe, la dérivée par rapport a ¢t du déterminant est donnée par :

d dA(t)

Puisque DTy(z) = Iy, nous avons

A(t)‘l) detA(t). (7.19)

-

dDT;(x)

dt
=tr(DV(z))
= divV(x).

detDTy(x) = tr (
0

t=

O
Dans le cas ou f ne dépond que de = € €2, on a la formule de Hadamard :

Théoréme 7.3.5 (Formule de Hadamard) Pour une fonction f : Q — R qui ne dé-
pend que de x € ), on considére la fonction

1@) = [ s,

alors la dérivée de forme de J est donnée par

DJ(QV) = / Vinfds. (7.20)

o

Preuve : Nous avons par définition

DJ(Q; V) = % tZOJ(Qt) = % t:o/Q f(z)dz
- / f(Ty(x))det (DT;(x)) da

f(Ty(x))det (DT (x)) dx.

_ / d
N Q dt lt=0
D’apreés le Lemme 7.3.4 et le théoréme de divergence, on a

/Q% f(Ty(x))det (DT(x)) dx = /Q (Vf(x),V(z))+ f(z)divV (z)
= / diV(V(I)f(I))dII/ <V,n> fds.
& 0

t=0

Théoréme 7.3.6 Soit J la fonctionnelle définie par

J(2,u) ::/Qf(u)dij/mg(u)ds, (7.21)

ou [ et g sont deuz fonctions qui ne dependent pas de €1, alors la dérivée par rapport a la
forme de la fonctionnelle J est donnée par

DJ(; V) = /Q %(;)u'dx + ., 898(;)u'ds + /m Vin {f(u) + 8%(7?) +div(n)g(u)| ds

(7.22)
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7.4 DERIVEE DE QUELQUES PROBLEMES DE FORME

7.4.1 Probléme de transmission dans le cas scalaire
Dans cette section, nous rappelons la dérivée par rapport au domaine des deux pro-
blémes aux limites suivants :

p

Au, =0 dans Q \ @ et dans w,

[u,] = 0 sur dw,

[aﬁun] = 0 sur Jw,
gn (7.23)
e# =  sur 0,
n

Aug =0 dans Q \ @ et dans w,

[ug] = 0 sur Ow

ua, (7.24)
[aa—n] = 0 sur Jw,
ug = g sur OS2,

\

ott o € H7V2(0Q), f € HY (99) et w est un ouvert de classe C? inclus dans €. La
conductivité a est définie par :

a; SlT EeEw
a(fﬂ)z{l

a. sizxeQ\w,

ol «a; et a, sont des constantes strictement positives. Le symbole [.] désigne le saut a
travers le bord Jw.

7.4.2 Dérivées des fonctions d’état par rapport a la forme

Dans cette partie, nous présentons la dérivée des états u,, et uy par rapport au domaine
w. Pour dy > 0 un réel fixé, nous considérons des perturbations Ti(x) = = + tV(x) avec
V e Wheo(R4, RY) tels que

supp(V) C Qq, = {z € Q: dist(z,00) > dp}, T1(2) = Q et Ti(w) = wy.
Bien que les états u, et ug ne sont pas différentiables au sens classique, elles admettent
des dérivées matérielles et de formes qui sont bien définies.

Nous rappelons certaines résultats sur les dérivées des états u,, et ugy. Pour plus de détails
le lecteur peut consulter [85, 3]).
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Théoréme 7.4.1 La solution u, est différentiable par rapport au domaine et sa dérivée
de forme u!, satisfait

([ Ay =0 dans Q\ @ et dans w
[u'q] = —[g.]aaﬂ‘/.n sur Ow
o & on (7.25)
[ 8nd] = —[a]div. (V.nV ug) sur Ow
u'y =0 sur 0N

\

Théoréme 7.4.2 La solution u,, est différentiable par rapport au domaine et sa dérivée
de forme u!, satisfait

(

Au',, =0 dans Q\ @ et dans w
('] = _lo] 8;; Vo sur Ow
(07 n
o (7.26)
[@ an"] = —|a]div. (V.nV u,,) sur Ow
Oy, = 0 sur 0.

\

7.4.3 Probléme de transmission dans le cas de 1’élasticité

Soit dp un réel positif fixé, Q et w deux ouverts bornés de classe C' de R?, d = 2,3

tels que
wC Qs =42 € Q:dist(x,00) > d}.

On suppose que le matériau w est caractérisé par des coefficients de Lamé (\;, p;) €
R* xR* et le matériau Q\ @ est carctérisé par les coefficients de Lamé (A, i) € R xR
tel que (A, fte) # (Ai, it;). Nous sommes intéressé a l'identification de w a partir des
mesures sur le bord dans le cas o les propriétés du matériau sont connues . La procédure
d’identification consiste & imposer un chargement surfacique g sur le bord extérieur du
domaine et mesurer le déplacement f correspondant. On suppose dans la suite que le
couple (g, f) est connue. Dans notre cas, le déplacement w vérifie le systéme surdéterminé

suivant :
div(o(u)) = 0 dans €,
o(u).n =g sur I'y,
u = f sur 'y, (7.27)
u =0 sur 'y,
avec
o(u) = Nr(e(u)) g + 2ue(u) (7.28)
) (Aey pre) dans Q\ @
() = { (A, i) dans w. (7.29)
et 1
e(u) = = (Du+ (Du)"), (7.30)

2
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I, est la matrice identité de R?, * indique la transposé, n est la normale unitaire sortante
de la frontiére 02 =Ty U Ty, ot I'y et I'y sont deux ouverts non vides disjoints de 0f).

Dans le cas ol dw est de classe C**, 0 < a < 1, nous pouvons écrire le systéme (7.27)
de la maniére suivante :

Proposition 7.4.3 La solution u du probléme (7.27) vérifie aussi

((div(o(u)) =0 dans Q\ @ et dans w
o(u).n =g sur 'y
[o(u).n] =0 sur dw

7.31
[u] =0 sur ow (7.31)
u=f surly
L u=0 surl's
ou [.] représente le saut sur le bord intérieur dw défini par :
[u] = ut —u” et [o(u).n] =c(u®)n—o(u).n. (7.32)

7.4.4 Formulation du probléme de Neumann et de Dirichlet

Comme le probléme de transmission (7.31) est surdéterminé, nous définissons alors
deux problémes : un probléme de Neumann et un probléme de Dirichlet.

7.4.4.1 Formulation du probléme de Neumann

Il s’agit d’un probléme ou les conditions aux limites imposés sur I'; sont de types
o(u).n. Ces conditions modélisent la donnée d'une force surfacique g sur I';. Nous obtenons
alors le probléme de Neumann suivant :

([ div(o(u,)) =0 dans Q \ @ et dans w,
o(up).n = g sur I'y,
lo(uy).n] =0 sur Ow, (7.33)

[u,] = 0 sur Ow,

U, = 0 sur I'y,

ott g € HY2(I'y).
I1 est classique que le probléme (7.33) admet une solution unique u,, vérifiant 1’équation
variationnelle suivante :

/Qa(un) ce(p) = / 9o, YoeV={pe H Q)" ¢r, =0}. (7.34)

I
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7.4.4.2 Formulation du probléme de Dirichlet

C’est le cas ou les valeurs de la solution sont fixées sur le bord extérieur du domaine :
ur, = f et up, = 0. Nous obtenons alors le probléme de Dirichlet suivant :

(div(o(ug)) = 0 dans Q \ @ et dans w,
[0(ug).n] =0 sur Ow,
[ug] = 0 sur Ow, (7.35)

ug = f sur I'y,

\ ug = 0 sur I's.

Nous considérons f € H 1(Q)? un prolongement de f tel que f =0 dans Q. On effectue
le changement de variable suivant :uy = ug — f, nous obtenons le systéme suivant :

div(o(ug)) = —div(o(f)) dans Q \ @ et dans w,

[a(ud);n] = 0 sur Jw, (7.36)
[tg] = 0 sur Ow,
ug = 0 sur 0f2.
Nous écrivons la formulation variationnelle de (7.36) :
altia, ©) = I(g),  pour tout € Hy(Q)", (7.37)
ou a est la forme bilinéaire défine par :
ofiing) = [ of)se(e), Vo € HYQ)' (739
9)
et [ est la forme linéaire
le) == [ o) elo) Vo € HY@)" (7.39)

L’existence et 1'unicité de la solution 7y du probléme (7.36) dans H}(2)¢ sont données
par le théoréme de Lax-Milgram, ce qui donne 'existence et 'unicité de la solution uy du

probléme (7.35) :

ud:ﬂd—F.]?.

7.5 PROBLEME INVERSE ET OPTIMISATION DE FORME

Le probléme inverse que nous souhaitons résoudre consiste a trouver la forme w telle
que la solution u, du systéme (7.33) vérifie aussi u,r, = f.
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7.5.1 Transformation du probléme inverse en un probléme d’op-
timisation de forme

La majorité des algorithmes d’identification sont plus souvent basés sur ’approche
moindres carrés, cette derniére est largement répondue dans la littérature des probléme
inverses. Ce choix n’est évidement pas le seul possible. Nous cosidérons un deuxiéme choix
basé sur 1 'introduction d’une fonctionnelle cotit de type Kohn- Vogelius . Cette méthode
est basée sur 'écart énergétique entre la solution d’un probléme de Neumann et celle
d’un probléme de Dirichlet. Cette idée a été utilisé au départ par Kohn-Vogelius pour
implémenter un algorithme d’identification de conductivité. Dans le contexte de notre
probléme, nous définissons la fonctionnelle cotit sous la forme suivante :

J(w) = /Qa(un —ug) : e(up — ug)dx. (7.40)

Cette fonctionnelle est positive et nulle si et seulement si u, = uy. C’est le cas d’une
inclusion adaptée.

7.5.2 Dérivée formelle par rapport au domaine w

Dans ce paragraphe, nous calculons formellement (i.e, les espaces dans lesquels les
calculs sont faits et ’existence des limites en particulier pour les dérivées n’est pas justi-
fices) la dérivée de forme des solutions des problémes aux limites (7.33) et (7.35). Pour
calculer ces dérivées, nous considérons des déformations de la forme T} (z) = x + tV (x),
avec V € WL°(R? R?) et supp(V) C Qs,. Nous avons donc Vin := Vn = 0 sur 0.
On suppose que la composante tangentielle du champ V' vérifie V, = 0 sur dw, c’est a
dire que le bord dw bouge sans faire de rotation. Pour ¢ suffisamment petit, on désigne
par w; = T;(w) le domaine perturbé de w et on note par u, la solution du probléme de
Neumann perturbé :

( div(o(u;)) = 0 dans Q \ @; et dans w
o(ug).ng =g on Iy
up = 0 sur I'y (7.41)
[us] = 0 sur Ow;

[o(us)ne] = 0 sur Ow.

\
La solution u; vérifie donc I’équation variationnelle suivante :

/Qa(ut) ce(vy) = / gy, Yo eV, ={v, e H(Q)?: vy, = 0}.

I

7.5.2.1 Calculs formels des dérivées d’état

Théoréme 7.5.1 La dérivée de forme ul, de l’état u,, vérifie le systéme suivant :
div(o(u))) =0 dans Q
"Yn=0 o
oltun) 1 =0 sur . (7.42)
[o(u,,).n| = —div,(V.no(u, —u,)) sur dw
[

ul] = —[0nhu,]Vin sur w.
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Preuve : Soit ¢ € D(w) : 'espace des fonctions continues & supports compact dans w.
Nous avons donc

/ o(uy) 1 e(p) =0= o(ug) : ().

wt wtNsupp(¢)

Pour ¢ voisin de 0, supp(¢) C w; et donc

/ o(ug) :e(¢) = 0.
supp($)

En dérivant par rapport a t sur le domaine fixe, nous obtenons

/ o(u') :e(p) = 0.
supp ()

et puisque ¢ est a support compact dans w, nous retrouvons

/wa(u') () = 0.

Ce qui permet d’avoir div(o(u’)) = 0 dans w. De méme nous avons div(o(u’)) = 0 dans
0\ w.

Calculons maintenant la dérivée des conditions frontiéres. Les conditions les plus difficiles
a dériver sont les conditions de sauts. Pour cela, nous les traitons sur chaque sous domaine.

Proposition 7.5.2 Siu =0 sur 'y alors u' =0 sur I'y.

Preuve : Nous avons u(7;(x)) = 0 pour = € I'y, aprés dérivation par rapport a t, nous

obtenons
duy (T ())
ot

Comme V est a support compact dans €2, il vient aprés passage a la limite quand t tend
vers 07 que v/ = 0 sur I'y.

+ Duy(T(x))V (z) = 0.

Proposition 7.5.3 Si [u] =0 sur w alors

N ou
W] = {&J Vi sur Ow.

Preuve : Nous avons par définition

[us] = 515(% w(x + ony) — wg(z — dny) = 51—i>%l+ ul —

Les expressions des dérivées de u; et u; sont données par

duf  Ouf d _6u ony
praiaTe + Du tdt(m—i—&zt) T + Du, lv+5<at +DntV>}

du; _ Ouy ony
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Par passage a la limite quand 0 tend vers 0, nous obtenons

d ouS  Ouy

Soit donc 5
(% _
{a_d = (Du; — Duf") V.

Nous avons finalement quand t tend vers 0
[W] = (Du~ — Du*) .V. (7.43)

Nous décomposons le champ de déformation V' et la différentielle de u en composante
tangentielle et normale, la relation (7.43) devient donc

W] = (D-u” — D;u*) .V, 4+ (Du™.n — Du™.n) Vin.
Du fait que le saut [u] = 0 sur dw, nous obtenons
D.u~ =D, ut.
Par conséquent la formule (7.43) se simplifie
[u] = — [g—qﬂ Vin
O

Proposition 7.5.4 La dérivée par rapport a la forme de la condition aux limites [o(u)n] =
0 sur Ow est donnée par :

[o(u)n] = —div,(Vino(u™ —u™)).

Preuve : Par construction du champ de déformation V., nous avons V.n = 0 sur 0f) et
Q; = Q. Pour u; € HY(Q,R?), nous avons I'égalité suivante

/ o(u) : e(g) = / g.¢ pour tout ¢ € V. (7.44)

Q IN]

D’aprés le Théoréeme 7.3.1, la différentielle de (7.44) au point ¢t = 0 est donnée par :

/ o(u):e(p)dr + /a(u,) ce(o)dx +/ Vino(u) 5(¢)ds+/ Vino(u) : e(¢)ds = 0.
O\w w A(\w) Ow

Pour les intégrales sur le bord, nous utilisons le fait que V.n = 0 sur 9€2. On a

Vono(u) : ds Vno(u) : ds = Vino(u™ —u™): ds
/ o Vo) (o) + [ Vot etopds = [ Vinatum =) eto)

ow

= / Vino(u™ —ut) : Deds.
Ow
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Nous décomposons la différentielle de ¢ en composante normale et tangentielle, nous
obtenons :

/ Vino(u™ —u®) : Dods = / Vinn.o(u™ — u+)a—¢ds +/ Vino(u™ —u") : Dyéds.
Ow Ow on Ow

Aprés une intégration par partie sur dw, (voir [98, p 144]) nous obtenons

/Bw Vno(u™ —u"): Dods = /aw Von.o(u~ — uﬂ?—ids - /aw div,(Vino(u™ —u™))ods

+ /&J Vinkn.o(u™ —u"))ods.

Grace au condition de saut sur dw, nous sommes menés a

/ Vino(u™ —u") : Dods = —/ div,(Vono(u™ —u™))ods .
Ow

Ow

D’autre part,

/ o) se(opde + [otrse@is= [ atirno+ [ o)y nods

ow

Ce qui nous permet d’avoir

[ otwrno=oe [ ol = @) s = = [ div,(Vnotum — ).

O
De la méme maniére pour la solution u, du probléme de Dirichlet, nous avons le théoréme
suivant :
Théoréme 7.5.5 La dérivée de forme u; de l’état ug vérifie le systéme suivant :
( div(o(u))) = 0 dans Q
[o(u)).n] = —div.(Vino(uy —u))) sur dw
[uy] = —[Ohua)Von sur Ow (7.45)
uly =0 sur Iy
\ uly =0 sur I'y.

Preuve : La preuve est analogue a celle du probléme de Neumann. Il manque seulement
la dérivée de la condition au limite : u = f sur I';. Nous avons uy(T(x)) = f(T;(x)) sur
I'y donc apres dérivation par rapport a t nous obtenons

W + Duy(Ty(x))V(x) = Df(Ty(2))V (x) sur .

Comme V est a support compact dans €2, il vient aprés passage a la limite quand t tend
vers 0 que v’ = 0 sur I';. O
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7.5.2.2 Calcul de la dérivée de forme d.J(w;V) via la dérivée de D’état

Proposition 7.5.6 La dérivée de forme de la fonctionnelle J par rapport a w suivant la
direction V' est donnée par

DJ(w; V) :/a [ [o(ug) + =) = o(uf) ()] = [o(ur) s elug) — o) = ()] |Von.

_ ouf  Ouy _ oul  Ou,
+2/8w (U(ud).n <%—%> —a(un)n< 5 On Von.

Preuve : La fonctionnelle de forme J est définie par :

J = / o(un —ug) : e(u, — ug) + / o(tun —ug) : e(u, — ug).
Nw w
On vérifie facilement que J = Jy + Jp + Jyp avec

Iy = /Q o(up) : e(up), Jp = /Q o(ug) : £(ug) et Jyp = —2 / o () : e(ug).

Q

Aprés intégration par partie, nous retrouvons

Tnp — —2/520—(%) : e(ug) = _2/1“1 ()t = —2/F1 of,

ce qui donne que Jyp est un terme constant, donc sa dérivée par rapport au domaine est
nulle. Si les fonctions d’état u,, et uy sont différentiables, J admet une dérivée de forme,
et nous avons

DJ(w: V) = DJy(w: V) + DJp(w: V). (7.47)
En utilisant la régle de dérivation d’une intégrale de volume (voir Théoréme 7.3.1), nous
obtenons :
DJn(w; V) = 2/ o(ul) :5(un)—|—2/a(u;) : 5(un)+/ Vono(uy,) :5(un)+/ Vino(uy,) : e(uy).
O\w w OO\w Ow

Par construction du champ de déformation V, nous avons V.n = 0 sur €2, donc l'intégrale
sur 0f) est nulle, ce qui donne

AmmdwﬁdwﬂkﬁLfWMNmmVn:/[d%yg@n_d%wd@ﬂyn

Ow
(7.48)
Pour les termes de volume, on utilise la formule de Green et la condition de saut vérifiée
par la dérivé de I’état u,,, on obtient :

AWUWQ14%%+Lawp:d%yzéﬁdwan_gwimmn
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On utilise de nouveau la formule de Green dans 2\ @ : En incorporant la relation de saut,
nous obtenons

/aw(a(u n—o(u, )n)u, = /Bw div, (o(u, —u, )V.n)u,
= /a [o0(u)}) - Dr(up) — o(uy,) : Dy(un)] Vin

— /aw [o(uy) s e(wy) = ouy) « e(uy)] Vin — ouy)n (a;j B 85:—) .

Nous déduisons finalement que
+ —
DJy(w; V) = /(% ([a(u:) ce(uf) —o(uy) : 5(ug)} —20(u, )n (aau; — aau; )) Von.
(7.49)
De méme pour la fonctionnelle Jp, nous appliquons la régle de dérivation d’une intégrale
de volume (cf. Théoréme 7.3.1), nous obtenons :

Dip(iV) =2 [ o) clun+2 [

Nw w

o(u)) :5(un)+/

o Vino(ug) - 5(ud)+/ Vino(ug) : e(ug).

Ow

Pour les intégrales aux bords, nous avons :

/89\w Vino(ug) : e(uq) + /Bw Vino(ug) : e(ug) = /8w [o(uy) te(uy) — o(u)) : e(uf)] Vin.
(7.50)

Pour les termes de volume, on intégre par partie et on utilise les conditions aux limites
sur 0f) et sur Jw , on obtient :

/Q\w o (uq) : e(ua) + /w o (ug) : €(uq) = /6Q o(uy)mq — o(uf)nuy.

- _ ouf  Ouy
—/(%U(ud).n <%—%)

On en déduit que
—+ —
ow on on
(7.51)
On achéve la preuve, en sommant les equations (7.49) et (7.51). ]

Nous venons d’obtenir une formule pour la dérivée de forme dJ(w;V') par rapport au
domaine w a 'aide d’un calcul dont certaines étapes ne sont pas justifiées. Dans le cha-
pitre 9, nous retrouvons la méme formule par une méthode différente mais rigoureuse
mathématiquement.
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CHAPITRE 8

Identification des inclusions par le gra-
dient topologique et le gradient de forme

Nous présentons dans ce chapitre une technique de localisation des inclusions a 'inté-
rieur d'un domaine par des mesures surfacique basée sur la méthode du gradient topolo-
gique. Nous utilisons ensuite la méthode du gradient classique pour identifer complétement
I'inclusion. D’un point de vue numérique, le gradient topologique est trés efficace pour
retrouver, les inclusions extrémement allongés. Pour implémenter cette méthode, nous
avons utilisé certaines inclusion particuliére a savoir des petites inclusion elliptiques trés
allongés. En déplagant ces inclusions dans tous le domaine, on peut retrouver approxima-
tivement la position de 'inclusion(s) recherchée(s).

Ce chapitre fait 'objet d’un article en préparation, en collaboration avec S. Chaabane et

M. Masmouds.

8.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous intéressons encore a la détermination d’une inclusion(s) w a
partir des mesures effectuées sur le bord extérieur du domaine. Nous considérons donc un
domaine Q de R?, & bord 992 = I de classe C'. On désigne par w un sous domaine de €.
De point de vue physique on suppose que €2 est un conducteur (électrique ou thermique)
de conductivité a définie pour tout = € €2 par :

a<x):{ aesi r €Q\w

a; S Ew
Dans la suite, nous fixons 0 > 0 et nous désignons par
Qs ={x € Qd(z,T') > 6}

Notre objectif est de déterminer la forme d’une inclusion w simplement connexe de classe
C? incluse dans l'ensemble s (i.e, I'inclusion n’est prés du bord) dans le cas ou les
conductivités «; et a, sont connues. La procédure d’identification consiste & imposer
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un flux (életctrique ou thermique) ¢ sur le bord I' et mésurer la réponse (potentiel ou
température) u. L’état u vérifie le probléme de Neumann :

div(aVu) =0, dans €,
ou (8.1)

Qe— =, surl.

on

Le systéme (8.1), peut se réécrire de la maniére suivante :

( Au=0, dans Q\ W et dans w,
ae@ =, sur I,
on (8.2)
[u] = 0 sur Ow,
[a@] =0 sur Jw
on” ’

ou 0/0n dénote la dérivée partielle par rapport a la normale unitaire sortante, |[.]
désigne le le saut a travers le bord dw. Nous supposons que le flux ¢ € L*T). Pour
qu’une solution du probléme (8.1) existe, la condition de compatibilté

/gpds:O
r

doit étre vérifice. Dans ce cas, la solution de (8.1) existe et est déterminée & une constante
additive pres. Pour avoir I'unicité, on impose la condition de normalisation suivante :

/udszO.
r

La formulation variationnelle du probléme (8.1) est la suivante :

trouver u € V telle que (8.3)
ag(u,v) =1(v), Yve, '
ou
aq(u,v) = / aVu.Vudz, [(v) = / puds, (8.4)
Q r
et
V= {u c H'Y(Q): /uds:O}.
r
L’ensemble V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
< Uu,v >p= / Vu.Vvdz.
Q
Dans la suite nous notons par ||.|| la norme associée a ce produit scalaire. il est classique

que le probléme (8.3) admet une solution unique u, € V (voir [70]).
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Nous supposons dans la suite que le potentiel électrique f = wr et le flux de courant ¢
sont connus sur le bord du domaine I'. Nous formulons le probléme inverse de la maniére
suivante :

Trouver w € €25, telle que la solution u du probléme (8.1) vérifie aussi ujr = f.  (8.5)

Ce probléme intervient dans plusieurs domaines d’applications , tels que l'imagerie
médicale la géophysique, la détection du cancer, ... .

Les questions standard pour résoudre ce probléme sont, l'identifiabilité, la stabilité et
I'identification. Congernant 'identifiabilité un seul flux ¢ suffit pour déterminer I'inclusion
w. Pour plus de détail on pourra se référer a |66, Théoreme 3.1]. Nous nous sommes
intéressé essentiellement dans ce travail a I'identification numérique de I'inclusion w.

Dans le paragraphe suivant, nous calculons le gradient topologique relatif & notre
probléme et nous exhibons quelques exemples numériques.

8.2 CALCUL DU GRADIENT TOPOLOGIQUE

La dérivée topologique est un outil pour I'étude des problémes inverses géométriques.
L’idée de base est d’obtenir un développement asymptotique d’une fonctionnelle de forme j
par rapport a la création d’un petit trou dans le domaine. Généralement le développement
prend la forme

JQ\ (xo +eD)) = j(Q) = f(e)g(xo) + o(f(e)), quand & = 0. (8.6)

ol xy et £ sont respectivement le centre et le diamétre du trou, D est un domaine fixé
contenant 'origine et f est une fonction positive qui tend vers zero avec . La fonction g est
appelé gradient topologique et (8.6) est 'asymptotique toplogique. Donc pour minimiser
la fonction cott j, on a intétrét a enlever (ou rajouter selon le cas) de la matiére 1a ou le
gradient topologique est le plus négatif.

Les premiers travaux sur ce sujet en optimisation de forme, sont dus a Shumackher [96],
qui a déterminé la variation a l'ordre 1 de la compliance par rapport a la taille d'un trou
a l'intérieur du domaine. Ensuite, M.Masmoudi [79] en généralisant la méthode de 1'état
adjoint, a obtenu 'asymptotique topologique pour une grande classe de fonctions cofit
dans le contexte de I’équation de Laplace avec condition de Dirichlet au bord d'un trou
circulaire. Cette méthodologie a été ensuite adaptée au cas des trous de forme quelconque
avec condition de Neumann ou de Dirichlet.

Une autre situation qui nous intéresse dans ce chapitre initialement étudié dans [41],
consiste a étudier I'influence d'une petite inclusion avec une conductivité différente de
celle du matériau.

8.2.1 La méthode de I’état adjoint

Soit V un espace de Hilbert réel. Pour ¢ > 0, on désigne par a. une forme bilinéaire sur
V et par [, une forme linéaire sur V. Soit u. € V, la solution du probléme variationnelle
suivant :

{ trouver u. € V telle que (87)

a.(us,v) =1l (v) pour tout v € V.
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Considérons la fonction cotit
](5) - Ja(“a)a (88)
ou J. : V — R est différentiable au point uy. On suppose que les hypotheses suivantes

sont vérifiées :
H; : Il existe deux nombres réels da et dl et une fonction f(e) > 0 tels que :

(ac — ap)(ug,v:) = f(e)da+o(f(e)), quand € — 0 (8.9)
(Il = lp)(v) = f(e)dl+o(f(e)), quand € — 0 (8.10)
}:i_l)r(l) fle) = 0, (8.11)

ol v. € V est 'état adjoint vérifiant
a-(¢,v.) = —DJ.(ug)p pour tout ¢ € V. (8.12)
H, : 1l existe deux nombres réels 0.J; et 0.J5 tels que
Je(ue) = Je(uo) + DJ(uo)(ue — uo) + f(€)01 + o(f(e)), (8.13)
Je(uo) = Jo(uo) + f(€)d.J2 + o(f(€)). (8.14)
Nous avons alors le résultat suivant :
Théoréme 8.2.1 [17] La variation de la fonction codt j par rapport a € est donnée par
J(e) = j(0) = f(e)(da — 6l + 6.1y + 0.J2) + o(f(e)).
Preuve : D’aprés l'equation variationnelle (8.7), nous avons
7€) = 3(0) = [Je(us) = Jo(uo)] + [ac(ue, ve) — ao(uo, ve)] = [le(ve) = lo(ve)] -
En utilisant les équations (8.9)et (8.10), nous obtenons
J(e) = 5(0) = Je(ue) — Jo(uo) + ac(ue — uo,ve) + f(€)(da — 01) + o(f(€))-
Ce qui nous donne d’aprés (8.13) et (8.14) que
j(e) = j(0) = DJ(uo)(ue — uo) + ac(ue — uo,ve) + f(€)(0J1 + 62 + 00 — &) + (£ (e)),

ce qui prouve le théoréme d’aprés I'équation (8.12). O

8.2.2 Formulation du probléme

Soit 2 un domaine borné de R? & bord 9) = I' suffisamment régulier. On suppose
que €2 contient une petite inhomogéneité D, = x¢g +cD, ot e > 0,290 € Q et D C (Q est
un domaine borné assez régulier contenant ’origine. Pour € > 0, on désigne par u. une
solution du probléme suivant :

V.(a:Vu.) =0 dans €,

Ous r
C\f&% — (p sur 3 (815)

/ueds =0.
r
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ot ¢ € H~V/2(T"), vérifiant la condition de normalisation suivante :

/apds:O,
r

n est la normale unitaire sortante de I' et a. est une fonction constante par morgeaux
définie par :

[ a.sizeQ\ D,
a:(z) _{ a; siz € Dy,

ol «, et a; sont des constantes strictement positives. La formulation variationnelle associée
au probléme (8.15) est la suivante :

trouver u. € V telle que
(8.16)
ac(uz,v) =1l.(v) Yv e,
avec
ac(uz,v) = | a.Vu..Vode, I.(v)= / pvds,
Q r
et

V:{veHl(Q):/des:O}.

Nous considérons une fonction cott J. : ¥V — R du type (8.8), Fréchet différentiable au
point ug et satisfaisant 'hypotése Hy avec f(g) = 2. On suppose que DJy(ug) € H?(Q)
et que

1DJ.(u0) = Do(us) -1y = o). (8.17)

Nous avons alors le théoréme suivant

Théoréme 8.2.2 [17] Pour une fonction coit vérifiant (8.13)-(8.14) et (8.17) avec f(c) =

2, nous avons le développement asymptotique suivant :

j(e) = j(0) = € [ Vug(zo) P, Vo () 4+ 0.J] 4 o(e?), (8.18)
our =0/, 0J=06J1+0Jy et Pp, estla matrice de polarisation définie par :

/ piz;ds  sir#1,
oD

0 sir =1,

(Pps)ij = (8.19)

ot x; est le j-eme coordonnée du point x et p; est la densité associée au i-eme vecteur e;
de la base canonique de R? : c’est l'unique solution de l’équation intégrale suivante :

(: + 1) pi(;:) . /8 P)VE( —y)n(x)dsly) = en(x) VoeoD, (820

ou E désigne la solution fondamentale de l'opérateur de la Laplace u — —Au.
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Dans le cas ot D est une ellipse avec demi grand axe a et demi petit axe b = ae, paralléle a
celle de la base canonique (ey, e5) de R?, la matrice de polarisation est donnée explicitement
par I'expression suivante :

1+e 0

Pp, = Dl(r 1) (Hore ﬂ) , (8.21)
e+r

ou |D| désigne la surface de Iéllipse D. Nous explicitons dans la suite, ’expression de la

matrice de polarisation d'une ellipse quelconque, qui ce déduit par rotation a partir de

I’expression précédente.

Soit v I'angle de rotation de Uellipse D. On désigne par (fi, f2) I'image de la base (eq, e2)

FI1GURE 8.1 — Rotation de 'ellipse

par la rotation d’angle « (cf. Figure 8.1). Nous notons par n = (ny,n9)7 := fo, le vecteur
unitaire dirigé suivant le plus petit axe de D. Dans ce cas, I'expression de la matrice de
polarisation est donnée par :

1+e 0 ni + "5 ning __ ning
Pp, = ‘D‘(T _ 1)RT (1—‘,—7’6 1+e) R = |D|(7’ _ 1)(1 + e) et+r 1+re ety Itre
d 0 4re niny _ ming ny + ny
etr e+r 1+re 1+re e+r

(8.22)

ou R est la matrice de rotation définie par

cos(a)  sin(«) ny —mny
R = . = :
—sin(a) cos(a) ny N
Remarque 8.2.3 La formule (8.18) peut étre étendue dans le cas vectorielle comme suit

j(e) —j(0) =& [oze >V (20) Pp.Vuh(zo) + 8. | + o(?), (8.23)

j=1

ow u) etv),j=1,...,N sont les composantes de uq et vy.

8.3 LOCALISATION AVEC LE GRADIENT TOPOLOGIQUE

Dans ce paragraphe, nous utilisons la méthode du gradient topologique pour localiser
la position d’une inclusion(s) a partir des mesures éffectuées sur tout le bord extérieur du
domaine.
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8.3.1 La fonction coft et le gradient topologique

A partir des mesures au bord (f, ), on peut définir pour une inclusion w C 2 deux
problémes :
e Un probléme de Neumann :

dans €2,

. 0
aeOhun(w) = ¢ sur I, (8.24)
/uN(w)ds =0
r
e un probléme de Dirichlet :
V.(aVup(w)) =0 dans Q, (8.25)
up(w)=f  surl.

Il est classique que chacun des deux problémes admet une solution unique (voir [70]).
Nous définissons la fonctionnelle cotit J par

T(@) = J(un (@), up(w)) = %/ﬂ lux — upl2. (8.26)

Cette fonctionnelle est positive et s’annule seulement pour I'inclusion w recherchée. Notons
que ce type de fonctionnelle a été utilisé par Amstutz et al [18] dans le cas de détection
de fissure par la méthode du gradient topologique.

Pour calculer le gradient topologique, nous résolvons numériquement, :

e les deux probleémes directs dans le domaine sain

Auy =0 dans ,
QOpUN = @ sur I, (8.27)

/uNds = 0.
T

Aup =0 dans ()
‘o s s (8.28)
up = f sur I'.
e les deux problemes adjoints dans le domaine sain
AUN = (UN — UD) dans Q,
d,oy =0 sur I, (8.29)
/des = 0.
r
Avp = —(uy — up) dans (8.30)
vp =0 surI.
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En se référant a [17, Thm 7.1, exp 2|, la fonctionnelle J vérifie les hypothése Hy et Ha,
de plus §.J = 0. En utilisant la Remarque 8.2.3 pour le vecteur U(uy, up), nous obtenons
le développement asymptotique suivant :

J(D.)—T (Do) = € [ae (Vun(z)" Pp,Von(z) + Vup(2z)" Pp,Vup(z))] +0(£%). (8.31)
Le gradient topologique est donné par I’expression suivante :
g(x) = Vuy (2)"Pp,Voy(x) + Vup(z)" Pp,Vup(r). (8.32)

Remarque 8.3.1 Notons que dans le cas ou D est une ellipse, la matrice de polarisation
définie dans (8.22) peut s’écrire sous la forme suivante :

1 1 1
Pp, = ma’e(l +e)(r —1) {(e+r 1 —|—re) nn® + s I} (8.33)

ou n est vecteur unitaire dirigé par le petit axe de D et a est la longueur du plus grand
axe. Dans ce cas, le gradient topologique se réécrit :

g(z,n) = A, [Vuy(2)"'nn" Voy (z) + Vup(z) 'nn’ Vop(z)]
+ Ae [Vun(2).Voy(z) + Vup(z).Vup ()]
= A, [(Vun(z).n)(Voy(z).n) + (Vup(x).n)(Vop(z).n)] (8.34)
+ Ae [Vun(2).Voy(z) + Vup(z).Vup(z)]
= A, 0" M(x)n + N o [Vuy(z).Voy (z) + Vup(z).Vup (2)] .
ot ' X
e+r 1+re

1
14re

)

mwzeu+fxw—w(

et M est une matrice symétrique définie par

), Are=e(l+e)(r—1)

M(z) = —sym(Vuy @ Voy + Vup ® Vup),

ot sym(A) = (A+ AT)/2 et UV =UVT.
En particulier, si nous considérons le cas limite r — 0 et e — 0, nous obtenons : Aoy = —1
et Ao = 0. Ainsi, le gradient topologique devient

g(z,n) = n" M(z)n. (8.35)

Selon cette expression , g(x,n) est minimal au point x si le vecteur n est un vecteur
propre associé & la plus petite valeur propre \i(x) de la matrice M(z). Dans la suite,
cette valeur sera consider comme le gradient topologique pour la localisation des petites
inclusions extremement allongées

La méthode du gradient topologique consiste & mettre une petite inclusion dans le domaine
et a étudier la variation de la fonction cott. La localisation de I'inclusion(s) se fait en
considérant des petites inclusions elliptiques extrémement allongés.
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8.3.2 Reésultats numériques

Nous décrivons dans ce qui suit, la procédure numérique de la méthode du gradient
topologique pour la localisation des inclusions a l'intériur du domaine €.
Nous résolvons numériquement les deux problémes directs (8.27)-(8.28) et les deux pro-
blémes adjoints (8.29)-(8.30). Nous calculons le gradient topologique de la fonction J en
chaque élément du maillage. L’inclusion est liée & la région ot le gradient topologique est
le plus négatif.
Dans les exemples numériques suivants, €2 est le disque unité et w est l'inclusion a l'inté-
rieur de €. On impose les flux suivants sur le bord I' : 1 = x1, la premiére composante
de x, py = x5 le second composante de z, Y3 = 2179 et g = (2?2 + x3)/2. Dans le cas
d’utilisation de N flux, N > 2, nous considérons la fonction cotit comme la somme des
fonctions cotits relatives a chaque flux. Le calcul est fait avec Matlab

Cas d’une seule inclusion :

Dans la Figure 8.2, le gradient topologique est calulé avec 4 flux, v1,2, ©3 et @4. Dans
la Figure 8.4, le gradient topologique est calulé a I'aide de trois flux, 1,02 et ¢3. Nous

observons d’apreés les exemples numériques que la région ou le gradient topologique est le
plus négatif est localisée prés de I'inclusion.
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FIGURE 8.2 — Le gradient topolo-
gique par rapport aux flux ¢1, 9, FIGURE 8.3 — Discrétisation du do-
p3 et @y.

maine
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FIGURE 8.4 — Le gradient topologique par rapport aux flux ¢, @9 et ©s3.

Cas des inclusions multiples :

Dans les exemples numériques suivants, nous utilisons différents flux sur le bord I' du
domaine 2. Les Figures 8.5, 8.6, 8.7, 8.8, 8.10 et 8.12 représentent la superposition des
isovaleurs du gradient topologique avec les inclusions. Dans la Figure 8.5, le gradient to-
pologique est calculé en utilisant le flux ¢,. Dans les Figures 8.6, 8.8 et 8.12 le gradient
topologique est calculé en utilisant les deux flux ¢ et ¢o. Le gradient topologique repré-
senté dans les Figures 8.7 et 8.10 est calculé a I'aide de trois flux,pq, @9 et ¢3. Les Figures
8.9 et 8.11 représentent les valeurs du gradient topologique.

Nous observons que le gradient topologique a une grande capacité de localiser des in-
clusions multiple a partir des mesures aux bord. En plus, il ne depend pas du nombre
d’inclusions a l'intérieur de €.
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FIGURE 8.5 — Le gradient topologique FIGURE 8.6 — Le gradient topologique
par rapport au flux ¢, par rapport aux flux ¢ et ps.

FIGURE 8.7 — Le gradient topologique FIGURE 8.8 — Le gradient topologique
par rapport aux flux o, p9 et ©s. par rapport aux flux ¢y et @9
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FIGURE 8.9 — Les
topologique
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FIGURE 8.11 — Les valeurs du gradient

topologique
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FIGURE 8.10 — Le gradient topologique

par rapport aux flux 1, 9 et ©s3.

FIGURE 8.12 — Le gradient topologique
par rapport aux flux ¢ et ps.
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8.4 IDENTIFICATION AVEC LA METHODE DU GRADIENT
DE FORME

Dans ce paragraphe, nous transformons le probléme inverse en un probléme d’optimi-
sation de forme par la construction d’une fonction cotit de type Kohn-Vogelius :

Tiev(w) = %/Qaw(u]v —up)l?, (8.36)

ol « est la conductivité du matériau, uy désigne la solution du probléme de Neumann
(8.24) et up est celle de Dirichlet (8.25). Cette fonctionnelle est positive et s’annule si et
seulement si uy = up, c’est le cas d'une inclusion adaptée. La détermination de I'inclu-
sion w consiste & minimiser la fonctionnelle Jgy . Nous considérons donc le probléme de
minimisation suivant :

wk = argminJy (w). (8.37)

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 8.4.1 Siwx est une solution du probléme inverse (8.5) associé aux données
(f, ), alors wx est Vunique minimum pour Jyy :

JKv(w*) < JKv(w) Yw C Q.

Preuve : Si wx est solution du probléme inverse (8.5), alors uy(w+*) = up(w*) et w+ est
un minimum pour Jgy avec Jxy (w*) = 0.

Soit w un autre minimum de Jgy, alors uy(w) vérifie le probléme (8.1) avec uy(w);r = f.
D’apreés le résultat d’unicité |66, Corollary 3.2, nous obtenons w = ws. O
En se référant a [3], nous avons le résultat suivant :

Lemme 8.4.2 [3] Soit V € Wh>°(R? R?) telle que supp(V) C Qs. Alors, la fonctionnelle
de Kohn-Vogelius Jiy est différentiable par rapport a w et sa dérivée de forme dans la
direction V' est donnée par :

dJgy(w; V) = %/ [% ((Onun)? = (Bnup)?) + |Voun]? — |VTuD|2] Von, (8.38)
ow e
ol [a] = a. — oy est le saut de la conductivité, n désigne la normale unitaire sortante

a Ow, 0, est la dérivée normale , V, est la dérivée tangentielle et O,u~ est la limite de
< Vu(z —tn(x)),n(z) > quand t tend vers 0F.

Une propriété remarquable de cette fonctionnelle c¢’est que son gradient ne dépend pas de
la dérivée de forme des états uy et up. D'un point de vue numérique, cela signifie que
I’état adjoint n’intervient pas dans I’évaluation du gradient.

On suppose dans la suite que w est un disque de centre (zg,yo) et de rayon r. On
désigne par Jy la fonction définie par

1
JN:—/oz|VuN\2dx. (8.39)
2 Ja

Nous avons la proposition suivante
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Proposition 8.4.3 la dérivée de la fonction Jy par rapport au rayon et celle de Jxy par
rapport au centre sont données par :

30 = [T |2 @+ 190} . (5.40)

Outiov =13 [ [ 2 (@uun(O) = @uup(6))) + ¥ (O)F = [T (0) ]yt
2 (8.41)

Dy Iy = %/0 [z_: ((0nun(8))* = (Bnup(8))?) + |Voun(9)]” — \VTuD(H)ﬂ Ny, db,
(8.42)

ol Ny, et ny, sont les composantes de la normale sortante a Ow au point (xg, Yo)-

Preuve : Si le centre (9, 1o), est fixe et le rayon bouge, la perturbation est la suivante :
Si X € Ow, on a en coordonnées polaire

X = (zg +1rcos(0),yo +rsin(d)), 6 € [0,2n].
Nous considérons donc la transformation
Ty X) = X +tV(X) = (vo + (r +t) cos(0),y0 + (r + t) sin(0)) ,

ou ¢t est un nombre réel suffisamment petit, tel que T;(w) C €2s. Ainsi, nous considérons
des transformation de la forme

T/(X) =V(X) = (cos(f),sin()).

La normal unitaire sortante a Ow est définie par n = (cos(f),sin(f)). Par conséquent
Vin=1.

Si on suppose que le centre (g, yo) varie, alors, sa perturbation engendre un mouvement de
translation du domaine w = w4, Donc, le domaine transfomé s’écrit w; = Wz yo)+t(ab)
avec (a,b) € R?. On peut alors construire un champ de vitesse V tel que (cf. [40]) :

AV =0 dans (2,
V = (a,b) sur Ow, (8.43)
V=0surl.

Sur Jw, on a :

(zo + 1 cos(0), yo + rsin(h)),
(a,b), (8.44)
(cos(0),sin(h)).

X
V
n

Nous obtenons donc,
V.in = acos(f) + bsin(h).
On prend (a,b) = (1,0) pour la dérivée par rapport a xq et (a,b) = (0,1) pour la dérivée

par rapport a yo. En utilisant I’équation (8.38), nous déduisons la preuve de la proposition.
O

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Houcine Meftahi, Lille 1, 2009

8.4. IDENTIFICATION AVEC LA METHODE DU GRADIENT DE FORME 143

8.4.1 Propriétés de la fonctionnelle d’énergie Jy

Dans cette partie, nous établissons des propriétés de monotonicité et de convexité de
I’énergie Jy par rapport a la conductivité a et de monotonicité par rapport au rayon de
I'inclusion w.

Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 8.4.4 La fonction Jy est convexe monotone par rapport a la conductivité o
et monotone par rapport au rayon v de w.

Pour prouver le Théoréme 8.4.4, nous commencons par établir la différentiabilité de 1'état
U, solution du probléme 8.1.

Lemme 8.4.5 Soit o dans lintérieur de Poq et h € L>(Q) suffisamment petit telle que
a + h reste dans ['intériur de P,q, alors Uapplication ¢ @ a — ugs, avec u, solution du
probléme (8.1), est Fréchet différentiable au point . De plus , du = D((a)h est lunique
solution de l’éqiuation variationnelle suivante :

ao (0u,v) = —ap(uq,v) Yo € V. (8.45)

Preuve : Soit o € Py, alors la forme bilinéaire a,, est coercive et continue sur V. Il existe
donc un nombre réel o strictement positif tel que :

ao(u,u) > aq||ull}, Vu €V, a € Py (8.46)

ao(u,v) < |laflsollullv]v|ly,  Yu,v €V, a € Pu. (8.47)

Nous commengons par examiner la continuité de ¢. Pour tout a € Pyq, u = u,, satisfait
|ully < apt[[fly«. Cest une estimation standard des problémes variationnels ellipticues.
Si v = ug, alors a,(u, w) = l(w) = ag(v,w) pour tout w € Pyy. Quelques manipulation
donne a,(u —v,u —v) = —a,-p(v,u — v). En utilisant les inéquations (8.46) et (8.47)
nous obtenons :

arllu vl < Jla = Blelvlvliu—vlv,
et donc

1
lu—vlly < —|lv][vller = Bl
g

En échangeant les roles de o et 3, nous trouvons :

1 . _
o= wslly < == min { el sl o v o = Bl (5.43)

ce qui prouve la continuité de ¢ .
Nous prouvons dans la suite que ¢ est différentiable. Si a € P,4, alors pour h suffisamment
petit, a + h € Pyg et uqrn — u, est bien défini. Par définition , si u = u,, alors on a :

ao(u,v) = I(v) pour tout v € V,

Aoin(Uarn,v) = 1(v) pour tout v € V.
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Soustrayons la premiére équation de la seconde et simplifions, nous retrouvons
Aot h(Ugrh, — U, V) = —ap(Uq, v) pour tout v € V. (8.49)

Soit du € V la solution du probléme variationnel

trouver u € V telle que :
(8.50)
(0w, v) = —ap(uq, v) pour tout v € V.
Soustrayons (8.50) de (8.49), on obtient
Ao Uy, — Ug — OU, V) = —ap(Ugsn — Uq, V), pour tout v € V.
Choisissons v = gy — Uy — 0u, nous obtenons
Ao (Ui h — Uy — OU Ugapy — Uy — OU) = —Ap (Ugrh — Ugs Uash — U — OU).
En utilisant (8.46) et (8.47), nous obtenons :
1
[tasn = ta = Oully < —[|hllcclltuatn = ually-
aq
La continuité de ¢ implique que
[tasn — ta = dully < C|lAl|Z (8.51)
I reste & montrer que ||0u|y est bornée. Utilisons I’équation a,(du, v) = —ap(ua, v) pour tout v €
V et choisissons v = du, nous retrouvons a,(du,du) = —ay(uy,ou). D’aprés (8.46) et
(8.47), nous avons
1
[oully < —[luallv][]le- (8.52)
g
Donc ( est différentiable au point « et Duyh = du. O

Preuve du Théoréme 8.4.4 : Soit h € L>(Q2) suffisamment petit telle que o + h reste
dans l'intérieur de P,q. Puisque 1'état uy est différentiable par rapport au parameétre «,
Jn est aussi différentiable. En utilisant les notations précédente, on peut écrire

In(a) = ag(uy, uy).
La dérivée de Jy est donnée par la regle de la chaine :
DJn(a)h = ap(un,un) + 2aq(Dunh, uy).
A partir de ’équation (8.45), nous obtenons
ao(Dunh,uy) = —ap(uy, uy), (8.53)

et par conséquent
DJN(Oé)h == —ah(uN, UN).
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D’aprés I'équation précédente, Jy est deux fois différentiable au point « et on a

D?Jn()(h, h) = —ap(Duyh,uy) — ap(uy, Duyh)
= —2ah(uN, DuNh) = QCLQ(DUN}L, DuNh)
2 2a1||DuNh||$;

Ainsi Jy est convexe par apport a a. O

Corollaire 8.4.6 Soit o, 1 € R telle que 0 < ag < a, < . Alors la fonction

Aoy, n] — R
a — Jy(ae + (@ — ae)xw)

est un lipéomorpisme (i.e, A est lipschitzienne injective et A=1 est lipschitzienne) stricte-
ment conveze de [, o] dans [Jn(an), In(ao], de plus on a l'estimation suivante :

lo — o / Vg, |* < |A(a) — A(d)| < |a— | / Vg2, V¥V a,d € [ag,aq], (8.54)
et la méthode de Newton appliqué a la résolution de l’équation non linéaire

Aoy) — /FsOf =0, (8.55)

converge globalement pour tout o € [, @], ot @; est la solution de ’équation (8.55).

Preuve : Il est claire que la fonction A est deux fois Fréchet-différentiable sur [ayg, 4] et
vérifie pour « € [, ] :

Na) == [ [Fun(@), (@) =2 [ al¥(Duy(ape)l

par conséquent

20 / IV (Dux(a)xa)l? < A"(0) < 20, / IV (Dun(o)x)P

_/w|VuN(ao)|2 < N(a) < —/ [ Vun ()],

w

(8.56)

Si A”(ay = 0, alors Duy(a) = 0 sur w. Ainsi uy est constante sur w et par continuité
uy est constante sur €. Ce qui est en contradiction avec le fait que le flux ¢ # 0. Donc
A est un lipéomorphisme strictement convexe de [, ;] dans [Jn (), Jy(ap)]. L'estima-
tion (8.54) est une conséquence directe de (8.56). La Monotonocité de la fonction Jy par
rapport au rayon découle de 1'équation (8.40). O

Les résultats numériques suivants (cf. Figures 8.13 et 8.14), montrent la monotonicité
et la convexité de I’énergie de Neumann Jy et l'identification de «; par la méthode de
Newton lorsque . est supposé connue.
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265

0 5 10 20

a::a,\:l Gi:]., OIE=2 U;:3| qﬂ:z

FIGURE 8.14 — Reconstruction de la condictivité par la méthode de Newton.

On a également la propriété de monotoncité (cf. Figure 8.15) de la fonction Jy par
rapport au rayon d’une inclusion circulaire dans le cas ot son centre est connu.

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
01 015 02 025 03 03 04 045 05 055 06 01 015 02 025 03 03 04 045 05 05 06 01 015 02 025 03 03% 04 045 05 05 06

r (ue=2, uizl) (o =a) r (ae=1, u‘=3)

FIGURE 8.15 — Monotonicité de I’énergie Neumann Jy par rapport au rayon.
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8.4.2 Implémentation numérique

Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme numeérique permettant la déter-
mination compléte de l'inclusion w, en utilisant une localisation initialement fournie par
la méthode du gradient topologique.

D’aprés 1'équation (8.4.2), la fonction Jy est monotone par rapport a la forme w . Si le
centre de w est fixé , On peut se servir de la monotonicité de Jy, en appliquant la méthode
de Newton a la fonction Jyg = Jy — Jg, ol

1
JN:—/‘VUNF, JE:/ﬁpde, (857)
2 Q r

pour déterminer le rayon r de l'inclusion w. Si le rayon est fixe et seule le centre de w
vari, on applique la méthode du gradient a la fonctionnelle de Kohn-Vogelius Jxy, pour
déterminer numériquement le centre (zg,yo) de w. L’algorithme peut étre résumé comme
suit :

1. Choisir une forme initial Wy = wWr, 20,40
2. Calculer numériquement les solutions uy et up, ensuite évaluer les directions de des-
centes (8.40),(8.41) et (8.42).

. J
3. Mise a jour du rayon rjyq = rj, — 222Uk

DINE(rg;V) "
4. Mise a jour du centre (41, Yrr1) = (T, yr) — DI ((2g, yx); V).
5. Arrét si dJgy < € : (€ est la tolérence).

8.4.3 Exemples numériques

Soit ) le disque unité et w est 'inclusion recherché & lintérieur de 2. Le flux est
imposé sur le bord I' par la condition au limite ¢ = z; la premiere composante de x.
Pour les exemples numériques avec rajout de bruit, nous perturbons les données exact f
en utilisant la fonction random de Matlab :

fp=Ff+ 78] fllx; 7 estleniveau de bruit et 5 est un vecteur aléatoire .

Dans les figures qui suivent, nous désignons par :
- w; : 'inclusion d’initialisation,
- W, : I'inclusion exacte |,
- W, : inclusion approché.
Dans la Figure (8.16), nous présentons 'identification du rayon par la méthode de Newton
dans le cas d'une inclusion circulaire de centre connue. Les Figures 8.17 8.18, 8.19, 8.20 et
8.21, présentent des résultats numeérique obtenus avec différents niveaux de bruit : 0%, 1%
5%, T% et 10%. nous considérons comme initialisation du centre, le point ou le gradient
topologique est le plus négatif. la conductivité est a. = 1 et a; = 0.0001.

Ces résultats indiquent que I'ajout d’un bruit modéré au données n’affecte pas la
reconstruction de 'inclusion w.
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05¢
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FIGURE 8.16 — Reconstruction du
rayon par la méthode de Newton.

1

0.8

— _ 0w,
a

0.6

0.4

0.2

ol 4

-0.2

FIGURE &8.17 — Reconstruction avec des FIGURE 8.18 — Reconstruction avec 1% de
données non bruitées. bruit.

Les résultas numériques présentés dans les Figures 8.22, 8.23, 8.24 et 8.25, sont obtenus,
sans faire appel a la localisation par la méthode du gradient topologique. Nous avons
considéré la condictivité « telle que a, = 1 et a; = 2
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T T T
—r
%,
0w B
G
a

FIGURE 8.19 — Reconstruction avec 5% de  FIGURE 8.20 — Reconstruction avec 7% de
bruit. bruit.

FIGURE 8.21 — Reconstruction avec 10% de bruit.
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— 0Q

— duxlnitial
— dwExact
— — 0wWApprox

— 0Q

— duwxInitial
— Ouw: Exact
— — 0w Approx

FIGURE 8.22 — Reconstruction avec des FIGURE 8.23 — Reconstruction avec 5% de
données non bruitées. bruit.

1 T T T
\\ — o0
— duwxInitial

0.8 — dwExact b 0.8
— — 0wWApprox

. \\‘ —
— dwxInitial

— OdwExact
— — 0uwApprox

0.6 0.6

041 041

0.2 0.2

or oF

-0.2

-0.2

-0.41

0.6

-0.8

-1 L I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

FIGURE 8.24 — Reconstruction avec 10% de  FIGURE 8.25 — Reconstruction avec 15% de
bruit. bruit.

Nous présentons dans le Tableau 8.1, I'approximation numérique du centre et du rayon
de l'inclusion w relativement aux cas illustrés dans les Figures 8.22-8.25. Nous présentons

¢galement l'erreur en norme ||.||; . L’inclusion exacte a retrouver est le disque de centre
(0.2,0.1) et de rayon 0.3.

x-centre | y-centre | Rayon | Erreur en norme |.[2
Figure 8.22 | 0.2007 0.1006 | 0.2993 0.0011
Figure 8.23 | 0.2317 0.1040 | 0.2992 0.0320
Figure 8.24 | 0.2163 0.1558 | 0.2945 0.0584
Figure 8.25 | 0.2730 0.0478 | 0.2900 0.0902

TABLE 8.1 — Tableau de convergence du centre et du rayon

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Houcine Meftahi, Lille 1, 2009

8.4. IDENTIFICATION AVEC LA METHODE DU GRADIENT DE FORME 151

8.4.4 Complément sur la résolution numérique des fonctions d’états

UN et u D
La discrétisation du probléme de Neumann (8.1) relativement a une base de fonctions
®;,7=1,...n, revient a résoudre le systéme linéaire KU = F':
]{71,1 e kl,n U1l f1
kn,l e ]{?nm Up, fn
ou

Q r

Pour tenir compte de la condition de normalisation

/uds: 0,
r

nous imposons une valeur de la solution u du probléme (8.1), par exemple en prend
sa n-éme composante u, = (5. Le systéme de discrétisation devient

n
E ki,juj:fia ’L:l,...,n,
j=1

Ce qui donne
n—1
Zki,j“j =fi—kinun, = fi—kinB, i=1,...,n.
j=1

Le systéme linéaire

Up = Bu
KU =F
est donc equivalent au sytéme suivant :
k1,1 e kl,n—l Uy fl kl,n
R : = : —p :
k‘n—l,l ce kn—l,n—l Un—1 Jn—1 kn—l,l

La solution finale uy & moyenne nulle est alors donnée par :

et
v = mes(I") Fu 5

Congernant la résolution numérique du probléme de Dirichlet (8.25), les données f sont
synthétiques : c’est a dire, on résoud le probléme de Neumann avec 'inclusion w = wx,
recherché ensuite on détermine f par la formule uyr = f. Nous utilisons ces données
en partant d’une initialisation w; quelconque et en appliquant notre algorithme, pour
déterminer I'inclusion wx.
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Il y a différentes méthodes numériques de résolution du probléme (8.25). La seule dif-
ficulté concerne les conditions aux limites u = f sur le bord I' du domaine. Pour tenir
compte de ces conditions dans le calculs numériques de la solution, il y a plusieurs mé-
thodes, on citera la méthode de pénalisation qui consiste a résoudre le systéme linéaire
Au = b provenant de la discrétistaion, sans second membre, puis on ajoute le second
membre, en modifiant la matrice A et le vecteur b. Cette méthode est décrite dans le
chapitre 6 (cf. 6.5.1). Il y a également la méthode lagrangienne , c’est la plus élégante car
elle consiste a relaxer les conditions aux limites et introduire une nouvelle variable.

Remarque 8.4.7 Notons qu’on peut utiliser la méthode des éléménts frontiere (BEM)
pour résoudre les problemes directs. Cette méthode se présente comme une alternative a
la méthode des éléments finis avec la particularité d’étre plus intéressante en dimension
3. Pour plus de détaille, le lecteur peut consulté [74].
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CHAPITRE 9

Identification of inclusion in linear elas-
ticity by shape optimization

In this chapter, we are concerned with the shape sensitivity analysis, of transmission
problem in linear elasticity. We establish the Eulerian derivative with respect to the shape
of a variable domain for a cost functional by using the minmax framework combining with
function space parametrization and the function space embedding. We apply a gradient
type algorithm to solve an inverse problem related to the identification of an inclusion.
Finally numerical examples are shown.

Ce chapitre fait [’objet d’un article en préparation, en collaboration avec J-P. Zolésio.

9.1 INTRODUCTION

Shape optimization is quite indispensable in the design and construction of industrial
structure. The shape optimisation problem for such structure consists in finding a geome-
try of the structure which minimizes a given functional. In such problem the sensitivity
analysis plays a central role in the differentiability of the cost function with respect to
shape of the geometric domain on which the partial differential equation is defined. For
more information about shape sensitivity analysis, we refer the reader to [51, 52, 87, 98|.
In this work, we express the shape optimization problem as a min max of suitable La-
grangian functional which depend on the domain €). Under the action of velocity field V/,
the deformations domain €2;,¢ > 0 of the reference domain €2 are obtained by the speed
method (see[51, 52|). The shape sensitivity analysis reduces to the study of differentiabi-
lity of a min max functional with respect to the parameter t.

This chapter devoted to the following problem, already seen in section 7.4.3.

Let ©Q be a bounded domain in R¢,d = 2,3 with C? boundary 092 = I'; U T'2 where the
Dirichlet homogeneous boundary condition are imposed on I's and Neumann boundary
condition on I'; and let w be unknown subdomain contained in € with C? boundary dw
From a physical point of view, we assume that €2 is a linear isotropic inhomogeneous
material, of Lamé parameters

(Aespte) if 2 € Q\ W
()\Z,ul) if x € w.

(Mx), p(z)) = {
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We search to reconstruct the shape of w by boundary measurements. In the sequel we fixe
0o > 0 and we consider an inclusion w such that

wC Qs, ={r e, dlxz,00) > d}.

where 0 is a positive real number. The linear elasticity problem is the following

divo(u) =0 in (9.1)
o(u)yn =g onl, (9.2)
u =0 on I'y, (9.3)

where g € (L*(T'1))?. As in chapter 6, the vector u denote the displacement and o(u) is
the associated stress tensor, which is related by the linearized strain tensor ¢(u) via the
Hooke’s law, (cf. (6.1)). The identification problem can be stated as :

Identify the unknown shape w from a measurement of the displacement v on I'y where u
is the solution of (9.1)-(9.2)-(9.3).

In the sequel, we assume that the displacement

ur, = f (9.4)

is known. In order to recover the shape of w, an usual strategy is to minimize a cost
function. Many choice are possible ; however it turn out that the Kohn-Vogelius type cost
function leads to a minimization problem with nicer property than the squares fitting
approach. Therefore we study such a cost function in this work. Let us define the cost
function. We denote by w,, the solution of the problem (9.1)-(9.2)-(9.3) and u, the solu-
tion of the problem (9.1)-(9.4)-(9.3). As in section 7.5.1, we introduce the following cost
functional associated to the states u,, and ug,

J(w) = %/Qa(un —ug) : e(up — ug)de. (9.5)

Our objective is to minimize the functional J with respect to w. This type of inverse
problem arises in practical situation like the design, the control of optimal industrial
structures.

The traditional method involves the shape derivative of the state function u,, and ug4
to compute the shape derivative of the functional .J. However, the state differentiability
is not necessary in many cases, and even if the state is not differentiable.

In order to compute the shape derivative of the cost function J, we will use the
techniques advocated by Delfour and Zolésio [52| : function space parametrization and
function space embedding. We apply these two techniques coupling with the min max
differentiability and we give a gradient type algorithm with some numerical examples.

In section 2, we consider the saddle point formulation of the problems (9.1)-(9.2)-(9.3)
and (9.1)-(9.4)-(9.3) and the Lagrangian associated with the cost functional (9.5). Secton 3
is devoted to the minmax techniques coupling with the function space parametrization. In
section 4, we use the function space embedding to solve the shape optimization problem.
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Finally in the last section we establish a gradient type algorithm to solve numerically
the inverse problem related to the the identification of an inclusion in a particular cases.
Numerical examples are shown.

In the sequel, we consider a deformation 73 = x+tV (x) (cf. Paragraphe 7.1.1) satisfying

div(V)=01in Q, V.n =0 on 09, (9.6)

where n denotes the out unit normal vector to the boundary 0€2. Furthermore it is suf-
ficient to consider a deformation 7T; which change the position of dw but does not rotate
it. This condition results when we choose a velocity field V' with nul tangential part on
Ow, i.e

Viow = (V.n)n. (9.7)

We denote by w; = Tj(w). By construction, we have T;(Q2) = Q.

9.2 MINMAX FORMULATION
We observe from the definition (9.5), that the cost function J can be rewrite as

J(W) = JN(CU) + JD(CU) + JND(CU),

where
Tn(w) = % /Q o () : £u)dz. (9.8)
Tp(w) = % /Q o (ua) : £(ug)da. (9.9)
and

Tnp(w) = — /Q o () ¢ (ug)de. (9.10)

By integration by part we show that

JInp(w) = —/ g.fds, (9.11)
I
which is a constant term, so its shape derivative with respect to w vanish. Furthermore
dJ(w; V) =dJIy(w; V) +dJp(w; V). (9.12)

The solution w,, of the problem(9.1),(9.2),(9.3) coincides with the minimizing element of
the following variational problem

;g)f/ E,(w,p) (9.13)
where .
En(w,w)=§/a(so) :6(30)6136—/ g-pds
Q Ty
and

VY = {go c (H'Y(Q)*: o, = O} )
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Note that V is a Hilbert space with respect to the inner product

<bsvi= [ o) ewde = [ C:e(e)selv)in

Q Q

we denote by |||y the norm associated to < . >y. Similarly, the solution iy = ug — f
where w4 is solution of the problem (9.1),(9.4),(9.3) and f is the extension of f such that
f =0 on €j,, coincides with the following minimizing variational problem

inf  Fy(w, 9.14
pE(Hg ()4 e ¢) (614

where

Bile) =5 [ ole) eohdo+ [ o(7) et

Q
The solutions of the problems (9.13) and (9.14) are respectively characterized by

dE, (w, tuy; ) = /

Q
dE,(w,un;0) =0 Ve V.

o(un) : e(p)dr — /n g-pds, (9.15)

dEd(W, ada SD) = /

0
dEy(w, g 0) =0 Yo € (Hy ()7,

which are respectively the variational equations of w,, and ug.

The objective functions Jy(w) and Jp(w) are a shape functionals and the solutions
of (9.1)-(9.2)-(9.3) and (9.1)-(9.2)-(9.3) will be called states. It is convenient to introduce
the objective function

dmweWMm+Aa&%eme o1

F(w, ) := %/Qa(ap) ce(p)de (9.17)

So, we can write Jy(w) = F(w,u,(w)), Jpw)=F(w,us(w)).
We are interested to find an expression of the Eulerian derivative, as defined in (7.5),
of the functional J(w) at w in the direction V.

9.2.1 Saddle point formulation

This technique is widespread in the control theory. The variational equation (9.15)
respectively (9.16) is considered as a state constraint in the shape minimization problem.
We first construct a Lagrangian functionals by introducing a Lagrange multiplier function
or the so-called adjoint state v :

Gn(w, ¢, ¥) = F(w,¢) + dE,(w, 9;9), (9.18)
Ga(w, ¢, ) = F(w, ) + L(w, p; 1), (9.19)

where

mew0=A&deW— (o~ Ho()n.

I
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Since

sSup Gn(wa 2 ,lvb) =
PeY

Fw,up(w)) if ¢ = uy(w)
+ 00 if @ # un(w),

sup Galw, oo 1) = { Fw,ug(w)) if ¢ = ug(w)

be(H () + 00 if ¢ # ug(w),
the cost functionals are given by
Jy(w) = inf sup G, (w, ¢, ) (9.20)
eV PEV
Jp(w) = inf sup  Ga(w, @, ). (9.21)

PE(H () ye(H (Q))?

It is easily to show that the functional G, respectively Gy, is convex continuous with
respect to ¢ and concave continuous with respect to . Therefore according to Ekeland
and Temam (see [56, Prop 1.6,p 157|) the functional G,, respectively G, has a saddle point
(Un, pn) respectively (ug, pqg) if and only if (w,, p,), (w4, pa) solves the following systems

Vi eV, dE,(w,u,;1) =0
Vo €V, dF(w,un; @) + d°Ep(w, un; pn; ) =0,
\V/'QD € (HI(Q))d? L(W, Ud, ,lvb) =0
\V/QO € (Hl(Q))d> dF(w> Ug; ()0) + dL(w> Ud, Pd; ()0) = 07

or equivalently

div(o(u,)) =0in Q, o(u,) =gonTy, wu,=0onTs. (9.22)
div(o(p,)) =0in Q, o(p,) =—gonly, p,=0onTs. (9.23)
div(o(ug)) =0in Q, wug=fonly, wuz=0onTy. (9.24)
div(o(ps)) =01in Q, pg =0 on OS2 (9.25)

According to the classical theory of elliptic problems (see[59]) each of the problems (9.22)-
(9.23)-(9.24)-(9.25) has a unique solution . Moreover p, = —u,,ps =0 and (u,,p,) res-
pectively (ug, pg) coincides with the unique saddle point of the functional G,, respectively
of the functional G4. To compute the shape derivative of the functionals Jy and Jp, we
can avoid the state derivative by using the minmax framework.

We shall now use the Lagrangian formulation combined with the velocity method to
compute the shape derivative of the functionals Jy(w) and Jp(w).

Given a velocity field V' in D' (R¢, R?) and the parameterized domains w; = T}(w), ) =
Ti(2). Let u,(t) respectively uq(t) be the solution of (9.22) respectively (9.24) on the
transformed domains, and the corresponding costs functionals

JN(wt) = inf sup Gn(wta ¥, TP) (926)
eV PEV
']D(wt) = inf sup Gd(Wt, 2 TP) (927)

PEH () ye(H (Q))?
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Our aim is to compute the derivative of a minmax with respect to the parameter ¢ > 0.

dJy(w; V) :=lim Tvwe) — JN(M), and dJp(w; V) :=lim Iv(wr) = In(w)

t—0 t t—0 t

(9.28)
There are two methods to get rid on the time dependence in the underlying functions :

e the function space parametrization and
e the function space embedding.

9.3 FUNCTION SPACE PARAMETRIZATION

In order to use the differential calculus in a fixed domain, we transport the const
functionals Jy(w;), Jp(w) back into the reference domain that does not depend on the
parameter ¢.

We parameterize the functions in H'(£2;) by elements of H'(Q) trough the transformation

¢l—>¢oTt_1 :HI(Q) —>H1(Qt), (9.29)

where 7 o” denotes the compositions of the two maps.
Since the transformations 7} and 7, " are diffeomorphisms, and 7}(w) = wy, T}(Q) = Q,
this transformation can not affect the saddle points. We rewrite (9.26) and (9.27) as

T (wy) = inf sup Gy (t, @, ) (9.30)
PEV yey
Jp(wy) =  inf sup  Ga(t, 0, 1), (9.31)

PE(HY (M) e (H1(Q))d

where the new functionals én and éd are defined by

~ 1

Gultop.0) =5 [ COT s e(poTy ) s lpoTy )t | O el ) s etwoli )= [ gu(woi ™),
(9.32)

Gultoip) =5 | CoTi M ielpo Ty selpo T + [ d(CoT s elpo T ) o

- / (poT = PCoT (o T, ).

(9.33)
Furthermore the saddle points (u!,pl) € V x V and (ul, p}) € (H*(Q))? x (H*(Q))¢ was
characterized by

/ CoTy b reul oI, re(o I;Y) — / (o T =0 YweVv.  (9.34)
Q

I

/0on1 w(u@onl):e<¢on-1>+/0on-1:z-:<pon;1> (poT, ) =0 Ve eV,
Q Q
(9.35)
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/Q div(CoT; " : e(uloT; ) )poT, — / (uho T, — F)(CoT : c(oTy n =0 Vb € (H'(Q))"

B (9.36)
/Q div(CoT; " : (o) phoT, )~ / (T, = ) (COT, < e(poT; Nn =0 Yy € (HQ)".
1 (9.37)

It is readily seen that (uf o T, ', pf o T ) and (ulo Tyt pl,o T, ') coincides with the saddle
points in the perturbed domain

un(t) :uizoirt_la piz :PZOTt_l)a ud(t) = Ufioﬂ_1> pd(t) :pf:loT;t_l'

In view of this observation, we can rewrite expressions (9.32)-(9.33) on the reference
domain 2 after a change of variable. According to the follwing formulae’s

D(poT; ") oT, = D(p)(DT;)™"
26(poT; ") o T, = D(p)(DT,) " + ((DT) ") *(D(p))%,

we get

Gt 0,) = /C {De(DT)™ + (D))" (De)"} : { Dp(DT) ™" + ((DT) )" (D)" }

+Z/QC: {De(DT) ™" + (DT) )" (Dg)"} - {DU(DT) ™ + ((DT) )" (DY)}

_/r w(t)goTyap.
1 (9.38)

Cultoip.) = 5 | € {DADT) "+ (DT (Do)} + {De(DT) ™ + (DT) ) (D)}

+3 /Q div (C: {Dp(DT) ™ + (DT) ™) (D) }) ¥

=5 | w0 = o T) (€ {DADT) ™ + (D)) (D) ) m

(9.39)
Where for sufficiently small ¢ > 0,

J; = |det DT}| = 1 and w(t) = || J;[(DT}) " n||ga-
Similarly the systems (9.34)-(9.35)-(9.36)-(9.37) becomes
1

1 CH{DADTY T+ (DT (Dt} {DUDT) ™ + (DT (Dv)')

—/ w(t)goTy.p =0 Vip € V.
" (9.40)
1 | €{DUDTY (DT (DUt} {De(DT) ™ + (DT) ) (D)} +

1 | € DD + (DT (D3} {De(DT) "+ (DT (D)} =0 Ve V.
(9.41)
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) /Q div (C: {Duy(DT)™ + (DT) ™) (Dul)*}) v

. /F w(t)(ug — o) (C: {DY(DT) ™" + (DT,)* DY) })n =0 V¢ € (H'(Q))".

2
(9.42)
5 [ div (C {DeDT) ™+ (DT) ) (D)) o
Q

1 — — * *
=5 [ wlo = FoT) (€ {DADT) T + (D) (D) n=0 Vo€ (H'(@)"
r
1 (9.43)
The next objective is to get the limits of quantities defined in (9.28). We need theorem
that will give an expression for the derivative of minmax problem with respect to the
parameter ¢ > 0. We first, introduce some notations .

Counsider the functional

G:[0,0]x X xY =R (9.44)
for some § > 0 and the topological spaces X and Y. For each t € [0, 6], define

g(t) = inf sup G(t,x,y), (9.45)
reX ycy
and the sets
X(t) = {xt € X :supG(t, 2t y) = g(t)} (9.46)
yey
Y(t,z) = {yt €Y : Gtz y") =supG(t,x, y)} . (9.47)
yey
Similarly, we can define the dual functional
h(t) = sup inf G(t,z,y), (9.48)
yey T€X
and the corresponding sets
Y(t) = {yt eyY: 12)f( G(t,z,y") = h(t)} (9.49)
X(t,y) = {xt € X:G(t ' y) = ig{G(t,x,y)} . (9.50)

To complete the notations, we introduce the set of saddle points
S(t) ={(z,y) € X xY : g(t) = G(t,z,y) = h(1)} . (9.51)
Now we introduce the following theorem

Théoréme 9.3.1 (Correa and Seeger[49]) Assume that the following assumptions hold :
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(Hy) the partial derivative 0,G(t,xz,y) exists in [0,0] for all

@y e | J Xe)xy©O)|u|X0)x ] Y@

te[0,6] t€[0,4]

(H3) there exists a topology Tx on X such that for any sequence {t, : t, € [0,0]}, with
t, — 0, there exits 2° € X(0) and a subsequence t,, of t, and for each k > 1,

there exists x,, € X(t,,) such that

(i) zn, — a° in the Tx-topology and

(ii) for ally € Y(0),

11\215 inf 0,G(t,7,,,y) > 0;G(0,2°, y); (9.52)
k—o00

(Hy) there exists a topology Ty on'Y such that for all sequence {t, : t, € [0, 4]},
t, — 0, there exists y° € Y(0), there exists a subsequence t,, of t, and for each k > 1,
there exists y,, € Y (t,,) such that
(i) Y., — y° in the Ty -topology and
(ii) for all x € X0),
1{% inf 0,G(t, 7, Yn,) < 0,G(0,z,9°). (9.53)

k—o00

Then there exists (z°,y") € X(0) x Y(0) such that

dg(0) = inf sup 9,G(0,z,y) = 9,G(0,2°,9°) = sup inf 0,G(0,x,y).  (9.54)

z€X(0) yEY (0) yeY (0) x€X(0)

This means that (z°,y°) is a saddle point of 0;,G(0,z,y) on X(0) x Y(0).

In order to apply Theorem 9.3.1 to our problem, we assume that the velocity field V' €

DY(R?, RY).
Since
Xn(t) = {xt €V :sup G,(t,a',y) = inf sup @vn(t,x,y)} = {up} # 2, (9.55)
yeV €V yey
Y, (t) = {yt €V :inf Gu(t, z,y") = sup inf @:L(t,x,y} = {pl} +£ 2. (9.56)
z€V yey TV
Similarly

Xd(t):{:cteHl(Q): sup  Gg(t,a',y) = inf  sup @(t,x,y)}z{ué}#ﬁ,

yeH(Q) e€H () yen1(Q)
(9.57)
YVyt) =<y € H'(Q): inf Gut,z,v") = inf  Gu(t,z,y v = {p}} # .
a(t) {y (2) ot a(t, . y) y;}lﬁmxe%m a(t, 2,y 0 = {pqg} #
(9.58)
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Therefore, we obtain
Vt €[0,8] Su(t) = Xu(t) x Ya(t) = {up,, py} # 2, (9.59)

Vi€ [0,8] Salt) = Xa(t) x Ya(t) = {ul,ph) # 2. (9.60)

So assumption (H;) is satisfied. To check assumption (H;), we compute the derivative

atén(tv @, w> and atéd(tu @, w>

0t 0, 9) = i /Q CADET'(t) + T'(1)" (D)} : {DT (1) + T(t)"(Dep)"}

+1 [ CHDT )+ T (Do} (DUT )+ T (0 (D0}

~ 1 d d * * * *
O Ga(t, 0, ¥) = Z/QC HADPT'(8) + T ()" (D)} - {DT (t) + T ()" (Dg)"}
(9.62)

1 : !/ !/ * *

+3 [ div (€ ADET )+ T 0" (D)D)
where

T(t):=(DT,)~", T'(t)=—(DT,)'DV(t)oT,.
Since V € DYR4, RY), t+s V,, ¢t DV, are continuous on 0, 6]. Furthermore the partial

derivative 0,G,,(t, ¢, 1) respectively 8,55[1(15, o, 1) exists everywhere in [0, d] for all p, 1) € V
respectively o,1 € H*(Q), i.e the assumption (Hy) is satisfied.

To check (Hs); and (Hy);, we show that for any sequence t,, C [0,4],t, — 0 there exists a
subsequences of {ulr}, {pi}, {ulp}, {p+} still denoted {ulr}, {pt=}, {u’r}, {p'} such that

ulr = ud =wu, in V- weak, pi» —p?=p,inV — weak,
ulp —uf =y in (HY(Q)) — weak , pi — p)=pg in(H'(Q)) — weak,

First we show the boundness of the solutions uf, pf, ul, pl; . We define the tensor C (t) by

C(t): A: B=C:{ADT,)"" + A*((DT)~")"} : {B(DT,)~" + B*((DT,)~")"}.

and we suppose for sufficiently small ¢ there exist a real number o > 0, such that

Ct)y: A:A>aA: A

Let ¢» = u!, in the equation (9.40), and using the fact that T;(x) = x on I'y, then we
have

qéswm:dw»snmp@mmmp@w

Furthermore, there exists ¢; > 0 such that

lunlly < erllglizz,)-
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Similarly, from the equations (9.41)-(9.42)-(9.43) we can show that for sufficiently small
t there exists ¢y, c3, ¢4 > 0 such that

P51y < callud ||y

lugll o) < esll fllzry)-
1941 1) < eallugll @)

The next step is to show the continuity of {uf, pt} and {u}, p};}. To prove the continuity
of ul, subtract (9.40) at ¢ > 0 from (9.40) at ¢ = 0 and let ¢ = uf, — u,,, we get

/Q Ct) : el — un) : e(ul, — uyp) = /Q (C = C(t) : lun) : e(u). (9.63)

Hence

a/ﬂe(uﬁl — ) :e(ul —u,) <

from which, we deduce that

/(o G(t)) : e(un) : e(un) .
Q

|ul, — un|ly — 0 when ¢t — 0.
Similarly, for the continuity of p!, subtract (9.41) at ¢ > 0 from (9.41) at ¢ = 0 and taking
© = pl — pn, we get
/ C(t) : e(pl, = pn) - e(pl, — pn) = / C(t) : e(ul, —uy,) - e(pl, — pn)
Q Q
+ /(5’(1&) —C) :e(up +pp) : e(pl, — pp).
Q

Therefore, ||p!, — pn|ly — 0 when ¢ — 0. By the same technique, we can show from (9.42)
and (9.43) that

||ty — gl 1), — 0 and P — pall a1 (), — 0 when ¢ — 0.

So, assumptions (Hs)i and (Hy)i are verified.
Finally, assumptions (H3)ii and (H,)ii are readily satisfied in view of the strong continuity
of

(t, ) = DGn(t, 0, 0), (t,) = DGalt, 0, 0) and (1,1) = BiGult, @, 0), (1, 4) = 0Galt, @, )

So all assumptions of Theorem 9.3.1 are satisfied and we have
dJ(w; V) =dJIy(w; V) +dJp(w; V)
with

dJN(w; V) = atén(ta unapn) =0

- %/ C:{=Du, DV (0) = (DV(0))*(Duy)*} : {Duy + (Duy)*}
Q
+ i /Q C : {—Du,DV(0) — (DV(0))*(Duy)*} : {Dp, + (Dp,)*}
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AIp(iV) = 3Gt vaps]_ = ; [ € {~DuDV(0) = (DVO)(Dua)'}: {Dus + (Duay)

+ % /Q div (C' : {=DuyDV(0) — (DV(0))*(Dug)*}) pa-.

Since p, = —u,, and p; = 0, we get
T (w: V) = % /Q C - {Duy + (Dup)'} : {DunDV(0) + (DV(0)) (Dun)'} . (9.64)
dTp(w: V) = —i /Q C': {Dug+ (Dug)'} : {DuaDV(0) + (DV(0))*(ua)*} . (9.65)

It is readily seen that the map
Vi dJ(w; V) = dIy(w; V) +dJp(w; V) : DYRELRY) — R (9.66)

is linear and continuous. By Zolésio structure theorem [52, Thm 3.5, Sect 3.3, Chap §|,
we know that for a domain w with a C?-boundary dw there exists a scalaire distribution
g(0w) € DY (Ow)’ such that

dJ(w; V) = (g(0w),V.n). (9.67)

We now further characterize this boundary expression.

9.3.1 Formal calculations

Let (un,p,) € V x V solves (9.22)-(9.23) and (ug, pg) € (H(Q))4 x (HY(Q))? solves
(9.24)-(9.25). With the action of the velocity V' € D(R? R?) the corresponding systems
(9.34)-(9.35) and (9.36)-(9.37) has a unique solution (ul,p%) and (u},p}). Now, we use
the following formulae (see [52, 98|)

d F
), o, —(t,x)dx + /BQt F(t, )V (t).mds
oF

d F

el F(t,z)ds = 0 —(t,z)ds + / ( (t,x) + HF(t, x)) V(t).nds

dt Jaq, o0, Ot a0, \On

for sufficiently smooth functional F : [0,d] x R? — R, where H = divn. We easily obtain

A0 00 =3 [ 00 @) vot) c@ v [ o) e@Vnt g [ o)t

F(t,z)dr =

- >+a<¢>:e<¢>+/

Q

o() : e(¥)Vim + / o(0) : e()Vin

Q
dw

g.

1 1

o(¢) : =0

¢ b5}

9G0.0) =5 [ @) @)oo @) g [ oo ceVntg [ ole):elevn
+ [ aito@ne+ [ avoteni+ [ N CONE | divlateivn

(¢—1)

o,
e
/
J

o(en - / (o - Pold)n.
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where

= L ooT = Dyv ¢—ion‘1 = —DyV.

SO - dt(p t ‘ _ - SO 9 - dt t ‘ - - N

Furthermore, substitute (¢, %) by (u,, pn) = (tn, —u,) in the expression of 0,G,, (0, ¢, 1)
we get

.G (0, 1y, ) — % /8 ] () : () [V - /Q o () ¢ &(—Dun V) + /6 0=Du,Y)

+/ <8un —Hun) Von,
a0 \ On

where |.| means the jump over the boundary dw. Using the condition V' = 0 on 012,
V. =0 on dw, Green’s formula and the transmission condition, we obtain

AT (w: V) = % /8 ) Ha(un) <) | + 20(u;)n (a;fn _ a;g n)} Vi, (9.68)

Similarly, substitute (¢,v) by (44, ps) = (up,0) in the expression of 8téd(0,go,¢) and
choosing ¢ = —DupV, we get

0,Ga(0, 14, 0) = /Q o (ua) :5(—DudV)—% [ Lotus) - elug) V.

Using Green’s formula and the transmission condition for the volume integral, we get

/Qa(ud) ce(~DugV) = — /&J o(ug)n (8;—7571 . %—gn) .

So, we obtain

DJp(w; V) = —% /8 ) Ha(ud) ()| + 20 () (%L—jn _ %n)} Vi (9.69)

Finally, we get from (9.68) and (9.69)

dJ(w; V) = %/a [La(un) ce(un)] — |o(ug) : e(ug)]|

_ ou,, out _ Juy out
+ 20(u, )n < " on n) — 20 (uy)n (—n - —n) }V.n.

9.3.2 Justified calculations

We replace the boundary dw by a boundary layer By, such that dw C By, and B, — 0w
when h — 0.
We regularize the tensor C' by convolution, C, = p,, * C, where p, € C*(RY) satisfying

/ pon(x) =1, / |pn(x)|de — 0 for all 6 > 0.
R4 |z|>0
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L)

Q
FIGURE 9.1 — Regularization by boundary layer.

We denote by wu,(h), uq(h) respectively the solutions of the problems (9.1)-(9.2)-(9.3) and

(9.1)-(9.4)-(9.3) with respect to the elasticity tensor Cj,. Since Cj, € C*°(2), the solutions
un(h),ug(h) € H*(Q2). We denote by

Ghlt.o) =5 [ CroTiticloo T iepo T )+ [ CuoTtic(po i) et o Ty
Q Q

—/F g.(WoT ),
1 (9.71)

~ 1 . _ _ _
Gittip) =5 [ CuoTelo L) ielpo T )+ [ div (Cuo T el o T ) 0o

_/r (WoT; ' =) (ChoTitie(wo Ty ) n

(9.72)
By differentiation with respect to t at t = 0, we get

0Gh(t0.0)] Ozl/oh () :ol) + /oh (%) <l >+/Qc‘*h:s<w>:e<w>
/Ch e(p /Ch () s e(q)) — /gw
(9.73)

aGit .0l =5 [ Criete)icto) + / Cu: (@) s e() + [ div (Co: () v
; / div (Ch : 2(2)) ¥ + / v (2 =(@) )~ [ (&= )z

- [w=p(Cicw)n= [ (C:eh)n
1 (9.74)

Furthermore, substitute (¢, 1) by (u,(h), pn(h)) = (un(h), —u,(h)) in the equation (9.73),
we obtain

1

__1/ Ch : e(un(h)) : e(un(h))

+ [ Gt (=) = [ (=il
1
Note that the second term is the variational equation verified by u,(h). So we get
1 .
= —— Ch i e(un(h)) : e(uy(h)). (9.76)

t=0 2 By,

0,G (1t un(R), ~un(h))|,

(9.75)

&«/éﬁ(t, Up(h), —un(h))
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Similarly, substitute (¢, 1) by (uq(h), pa(h)) = (uqa(h),0) in the equation (9.74), we obtain

_ 1 .
0,G(t, ug(h), —ug(h))| = 3 Ch : e(ug(h)) = e(uq(h))
=0 By (9.77)
+ / Ch o e(ug(h)) = e(ug(h)).
Q
By using Green’s formulae, the second term disappear, and we get finally
_ 1 .
O,G" (t, ug(h), —ug(h)) 03 Ch :e(ug(h)) = e(ug(h)). (9.78)
= Bh

We observe that the equations (9.64) and (9.65) has limits when we replace C' by C}, and
Up,Ug DY un(h), uq(h). Furthermore the limits when h goes to 0 of the quantities (9.61)
-(9.78) exist, and we obtain

DJ(w;V) = }lLlLI(l)% [ Ch = e(uq(h)) : e(uq(h)) — Ch 2 e(un(h)) : e(un(h))
B on (9.79)
_ % an O e(ug) : e(ug) — '+ e(uy) : g(un)} |

9.4 FUNCTION SPACE EMBEDDING

In the function space embedding method, we introduce a large enough domain D which
contain all the transformations {§2; = T;(2) : t € [0, 4]} for some small § > 0.
In this section we use the function space embedding method with D = R¢ and

In(wy) = q)erlgllu(r[lkd) \Perlr}zl%(m Gp(w, D, V) (9.80)
JIp(wy) = q)erlgllu(r[lkd) \Perlr}zl%(m Ga(wy, @, V), (9.81)
where
G (w0, ®, ) = %/ C(t) : 2(®) : (D) + / Clt) : 2(®) : 2(D) —/ 0T (9.82)
Q Q Iy
1
Ga(wy, @, V) = 5 / C(t) : e(P) :€(<I>)+/ div(C(t) :5(@))\11—/ (P—f)(C(t) : e(¥)) n.
Q Q IN]
(9.83)
The price to pay for the use of this method is the fact that each of the sets of saddle
points
Sp(t) = X, (t) x Yy, (t) and Sy(t) = Xa(t) x Yy(t)
is not a singleton anymore since
Xo(t)={® € H'(RY) : ®|g = u,(t)}, (9.84)
Yo(t) = {¥ € H'(RY) : Ulo =p,(t)}, (9.85)
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Xa(t) ={® € H'RY) : @|g = uq(t)}, (9.86)
Yy(t) ={¥ e H'(R?) : U]o = pu(t)}, (9.87)

where (u,(t),pn(t)) and (uq(t),pa(t)) are the unique solutions to the following saddle
points equations in {2 :

div(o(u,(t))) =01in Q, o(u,(t)) =gonly, wu,(t)=0on . (9.88)
div(e(pn(t))) =0in Q, o(py(t)) = —gon Ty, p,=0on Is. (9.89)
div(o(ug(t))) =0in Q, ud(t) = fon Ty wuy(t) =0on I's. (9.90)
div(o(pa(t))) =01in Q, pa(t) = 0 on ON. (9.91)

We will apply Theorem 9.3.1, which says that under appropriate assumptions (to be
checked in the next) that

dJ(w; V)= min max ;G (wy, @, V)|;—o + min max  0;Gq(wy, D, V) |i—o

PeH(RY) WeH(RY) PeH(RY) WeH1(RY)
(9.92)

To compute the derivative with respect to ¢t at ¢ = 0 of the functionals G, and G4 we
need to regularize the tensor C(t) like the previous section :

Ch(t) = pn x C(t)
and we denote by G", G" the corresponding functionals. So, we have

dJ(w;V)=1lim min  max 0,G"(w;,® V)|—o+ min  max 9,G"(w, ®, V)|—0

h—0 ®eH2(RY) ¥ H?(R%) PeH?(RY) WeH?(RY)
(9.93)
where
1
B,G" (wy, P, xp)) = 5/ 1 (0) :5(@):5((1))+/ C1(0) : e(®) : £(). (9.94)
t= Bh Bh
1

atGZ(wta (I>> \Ij)

_1 /B CI(0) : 2(®) : £(®) + / div (C)(0) : (@)W, (9.95)

t=0 2 By,

Expressions (9.94)-(9.95) are each an integral over the boundary dwj, which will not depend
on ® and V¥ outside of €. As a result the min and the max can be dropped in (9.93),
which reduces to

— t

0 + atGZ(wta Ud, pd) ‘t—O
- - (9.96)

=hm1{/3hch<> () <) = Ch0) s £(w): el

We turn now to the verification of the four assumptions of Theorem9.3.1. Substitute
H'(RY) by H?(€) in the sets (9.84)-(9.85)-(9.86)-(9.87). Each of them in this case is not
empty since it is always possible to construct a continuous linear extension (see [2])

" : H™(Q) — H™(R?Y), m>1,
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and for ¢ € [0, ¢]
. Hm(Q,) — H™RY), m>1

Here we take m = 1 and we define
Un(t) = Tun(t),  Pu(t) =IGpa(t), Ua(t) = Mua(t), Pa(t) = M;pa(t).
Therefore, both S,,(t), S4(t) are not empty since
Un(t) € Xu(t), Ua(t) € Xa(t), Pu(t) € Ya(t), Pa(t) € Ya(t).

So, condition (H;) is satisfied. To check (Hs) we use the expressions (9.94)-(9.95). By
the previous choice of V' € DY(R? R?), the quantities 0,G,, (wy, ®, V), 0,G,,(wy, @, ¥) exists
everywhere in [0, 6] for all ®, ¥ € H!(R?). Hence the assumption (Hs) is verified. To check
conditions (H3) and (H4) we need the following results

Lemme 9.4.1 [52] Form > 1,V € D™(RY RY) and ® € H™(R?)

im® o T, = ® and lim® o T, ' = & in H™(RY). (9.97)
™0 N0

Lemme 9.4.2 [52] Under the assumptions of the previous lemma, if
y' — " in H™(Q) — strong (resp., weak)
then we have
Y, = (I™y") o T, F — Yy in H™(RY) — strong (resp., weak).

In the previous section we have shown that (u!,p!) converge to (u,,p,) in the strong
topology of H'(Q) x H(Q), similarly (u}, p,) converge to (ug4, p,) in the strong topology
of HY(Q) x H'(Q). By the Lemma 9.4.2, we have

Un(t) = U =TT'uy,, Uy(t) = Ug=T'ug,  P,(t) = I'p,,  Py(t) — Ip,.

So, assumptions (Hz)i and (Hy)i are satisfied for the strong topology of H!(R?). From
the equations (9.94)-(9.95), we chek that (¢,®,V) — 0,G,(wi, ®,V) and (t, P, V) —
0;Gg(wy, @, W) are linear and continuous, thus (Hs)ii and (Hy)ii, are satisfied. So all the
assumptions of Theorem 9.3.1 are verified.

9.5 NUMERICAL IMPLEMENTATION

In this section, we use a numerical type algorithm to solve the inverse problem of
identifying an inclusion assumed to be circular or elliptic. We assume that the inner
Lameé coefficients satisfy (\;, p;) = (0,0), so from (9.70), the shape derivative of the cost
function J becomes :

1

dJ(w; V) =dJIy(w; V) +dJp(w; V) = 5/8 (o(uy) @ e(uy) — o(ug) : e(ug)) Vin.  (9.98)
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From the equation (9.98), we have

1

dJy(w; V) = 5/8 o(uy,) : e(u,)Vn. (9.99)

The construction of the velocity field V' is as follows :
When w is an ellipse and only the semi-major axis a and the semi-minor axis b are variable,
we consider for a given center (g, o) the transformation

Ty(X) =X +tV(X) = (x¢ + (a + ta") cos(0), yo + (b + tb') sin(h)) , 0 € [0, 27]

where (a/,0') are reals positifs numbers, ¢ is sufficiently small real positif number such
that Ti(w) C Qs,. Then we have

T/(X) =V(X) = (d' cos(),b sin(h)).

The outer unit vector to the boundary dw is defined as n = (bcos(), asin(f)). Further-
more

Vin = ba' cos(6)? + ab’ sin(6)>. (9.100)

When w is a disk, we have @’ = =1’ and n = (cos(0), sin(#)), therefore V.n = r'.
If we suppose only the center (zo,y0) of W = W(g,,y,) is variable, then the transformed
domain reads w; = Wegyo)+ted)s (¢, d) € R2. Furthermore, we can construct a velocity

field V such that

AV =0in §,
V = (¢,d) on Ow, (9.101)
V=0onTl

Thus Vin = ccos(0)+dsin(f). From the equation (9.100), Jy is a monotonous function
with respect to the semi-minor or the semi-major axis. With this observation, if the center
of w is fixed, we can use the Newton method applied to the function Jyg = Jy — Jg,
where

N 1/U(un) e(uy)dx, and Jg :/ g.fds
2 Ja r

to compute numerically the radius r or the semi-minor axis a and the semi-major axis b of
w. When the radius or the semi-minor and semi-major axis are fixed, we use the gradient
method applied to the function J to compute numerically the center of w.

The resulting algorithm can be summarized as follows

1. Choose an initial shape wy.

2. Compute the state equations u, and uy, then we can evaluate the descent directions
(9.98)-(9.99).

3.case 1: wis a disk

-Set 141 = 1k — Ine(wr)/dInE(wr)

case 2 : w is an ellipse

-Set Ap+1 = A — dk(l), bk+1 = bk — dk(2)

where the vector dj. solve the linear system : A,dy = B with

A, = <aakJNE1aabk<]NEl> B <_JNE1) ’

8akJNE%akaNEQ _JNE27
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P / 0 (1 (1)) (11 (1)) — / 9(i). S ()i = 1,2,

2 r,
up,(7) is solution of (9.1)-(9.2)-(9.3) with w = wy and the chargement g = ¢(7). The data
f (i) is the measurement corresponding to g(i).
4. Set Tpy1 = T — Oy, J (W),  Yry1 = Yk — Oy J (wi).
5. Stop if dJ(w; V') < ¢, (€ is the tolerance).

9.5.1 Numerical examples

The numerical solutions u, and ug of the problems (9.1)-(9.2)-(9.3) and (9.1)-(9.4)-
(9.3) are obtained using pdetoolbox of Matlab.
For the following numerical examples, () is the unit disk. The chargement is imposed on
the boundary I'; by the boundary condition ¢ = (0.1,0.1). For the numerical exemples
with noise, we perturbe the exact data f using the random function from Matlab :

fp = [+ 75| flloo, T is the level noise and S is a random vector .
In the following figures, we shall use the notations :
- wp : the initial inclusion,

- W, : the exact inclusion,
- W, : the approximated inclusion.

We consider for the first exemple, the inclusion w who’s parametrization is the following.

Ow = {(0.3 cos(f) + 0.2,0.3sin(A) 4+ 0.3) : 6 € [0, 27]} .

1 2 B P s
Iterations

FIGURE 9.2 — Reconstruction of the radius by Newton method
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FIGURE 9.3 — Reconstruction wi- FIGURE 9.4 — Reconstruction with
thout noise noise level 3%

1

1

08 08

06 06

0.4 0.4

0.2 02

ok

-0.2

-0.41-

-0.6

-0.8

FIGURE 9.5 — Reconstruction wi- FIGURE 9.6 — Reconstruction with
thout noise level 5% noise level 10%

We consider for the second exemple, the elliptic inclusion w defined as :
Ow = {(0.3cos(A) +0.3,0.2sin(f) — 0.2) : § € [0, 27]} .

For the reconstruction of w, we impose two fluxes g; = (x1,0), g2 = (0, z2) on the boundary
Iy.
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Semi-major axis
°
&

03 L
0 2

—

Semi-minor axis

FIGURE 9.7 — Reconstruction of the

method

L L L
-08 -06 -04 -02

FIGURE 9.8 — Reconstruction wi-
thout noise

-1
-1

-08 -06 -04 -02

FIGURE 9.10 — Reconstruction with
noise level 7%

0.2
8 10 0

semi-minor and the semi-major axis by Newton

-08 -06 -04 -02

FIGURE 9.9 — Reconstruction with
noise level 5%

-08 -06 -04 -02

FIGURE 9.11 — Reconstruction with

noise level 10%

We observe from the two numerical examples considered above, that a moderate noise

has a minor effect of the reconstruction of the inclusion w.
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