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Résumé

Dans cette thése, nous étudions la dynamique hamiltonienne asymptotique de particules
libres dans des gaz de Lorentz inélastiques, milieux possédant un nombre infini de degrés de
liberté distribués dans l'espace de fagon périodique ou aléatoire. On distingue deux types de
comportement asymptotique, selon que le systéme soit dissipatif ou non.

Dans le cas non-dissipatif, ’action des particules sur les degrés de liberté du gaz est négligée.
Nous déterminons, numériquement et analytiquement, le comportement asymptotique en temps
de D'énergie cinétique moyenne (||p(t)||?) et de la variance du déplacement (||q(¢)||*) de particules
rapides. L’analyse repose sur l'approximation du mouvement des particules par une marche
aléatoire dont un pas correspond & une collision de la particule avec une particule du gaz de
Lorentz. Nous montrons que les comportements sont différents suivant que la force exercée par le
diffuseur dérive d’un potentiel ou non. En effet, dans le premier cas, nous montrons (||p(t)||?) ~
t2/5 alors que (||p(t)||?) ~ t2/3 dans le deuxiéme. Ces résultats se démontrent par des arguments
probabilistes, utilisant des théorémes de convergence de chaines de Markov et les processus de
Bessel. Nous obtenons également le comportement asymptotique (||g(¢)[|*) dans ces différents
cas.

Dans les modéles dissipatifs, I’évolution des degrés de liberté du gaz de Lorentz est affectée
par la particule et le systéme dynamique considéré est composé de la particule et du milieu.
Il posséde donc un nombre infini de degrés de liberté. Nous démontrons, sur un espace des
phases approprié, 'existence globale des solutions et nous construisons une mesure de Gibbs
décrivant ’équilibre thermodynamique du systéme. Ces constructions nous permettent d’établir
rigoureusement la relation d’Einstein & temps fini en présence d’une force constante extérieure.

Mots-clés: Mécanique statistique hors équilibre, transport, processus stochastiques, systémes
dynamiques.
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Abstract

We study the Hamiltonian dynamics of free particles in inelastic Lorentz gases, which are
environments with an infinite number of degrees of freedom randomly or periodically distributed
in space. We exhibit two different asymptotic behaviours, depending on if the particles undergo
dissipation or not.

The model is called non-dissipative when the action of the particles on the degrees of freedom
of the gas is neglected. We determine, numerically and analytically, the asymptotic behaviour in
time of the averaged kinetic energy (||p(t)||*) and the mean squared displacement (||q(t)||*) of
fast particles. The analysis is based on the approximation of the particles’ dynamics by a random
walk where one step corresponds to a unique collision of the particle with a particle of the Lorentz
gas. We find different asymptotics, depending on whether the force exerted by the scatterer is or
not a gradient field. When it is, we show (||p(t)]|*) ~ t2/5, whereas (|[p(t)||?) ~ t*3 otherwise.
These results are proved by probabilistic arguments, bringing into play convergence theorems
of Markov chains and Bessel processes. We also derive the asymptotic behavior of (||g(¢)||?*) in
these different cases.

In dissipative models, the evolution of the degrees of freedom of the Lorentz gas is affected
by the particle and the dynamical system considered is constituted of the particle and the en-
vironment. It then has an infinite number of degrees of freedom. We prove, on an appropriate
phase space, the global existence of solutions and build a Gibbs measure describing the system’s
thermodynamic equilibrium. This enables us to prove the Einstein relation at finite time in the
presence of an exterior force.

Keywords: Non-equilibrium statistical mechanics, transport, stochastic processes, dynamical
systems.
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Introduction

Dans cette thése, nous étudions la dynamique hamiltonienne d’une particule, appelée « petit
systéme », dans un « réservoir », c’est-a-dire un milieu possédant un grand nombre, voire un
nombre infini, de degrés de liberté. Plus spécifiquement, nous choisirons comme réservoir un gaz
de Lorentz inélastique, décrit plus loin. Nous considérerons deux situations différentes. Dans le
premier cas, que nous appellerons non-dissipatif, le mouvement des degrés de liberté du réservoir
n’est pas affecté par la présence de la particule. La particule évolue donc dans un champ de force
prescrit, dépendant du temps; ’énergie de la particule n’est alors pas conservée. Le systéme
dynamique étudié, uniquement composé de la particule, posséde alors un nombre fini de degrés
de liberté et son Hamiltonien dépend du temps. Dans le deuxiéme cas, appelé dissipatif, la
particule affecte 1’évolution du réservoir et de ce fait, 'action du réservoir sur la particule est
altérée. On est alors dans le cadre des systémes ouverts : des échanges d’énergie se produisent
entre la particule et le milieu dans lequel elle évolue. Le systéme dynamique est par conséquent
composé de la particule et du réservoir et posséde un nombre infini de degrés de liberté. Le
Hamiltonien du systéme complet est, dans ce cas, autonome. L’énergie totale du systéme est
donc conservée, mais pas celle de la particule.

L’étude de tels systémes est motivée par la volonté d’expliquer 'origine des lois de transport
macroscopiques pour des systémes dissipatifs, comme la loi de Fourier, la loi d’Ohm, les proces-
sus de diffusion ou la relation d’Einstein qui relie la mobilité p a la constante de diffusion D
par 4 = D, ainsi que par le désir de calculer les coefficients de transport qui y apparaissent
en termes de la dynamique microscopique et de la température du réservoir. Ces lois, observées
expérimentalement et déduites théoriquement par les physiciens, sont fondamentales dans la des-
cription quantitative des systémes macroscopiques. L’enjeu en mathématiques est de les obtenir
rigoureusement, a partir d’'une analyse détaillée de la physique microscopique sous-jacente de
ces systémes. Par exemple, les phénoménes de diffusion d’une particule dans un gaz peuvent
s’expliquer dans certains cas par des propriétés chaotiques de la dynamique microscopique. On
cherche donc a construire des modéles de systémes couplés particule-réservoir suffisamment riches
pour capter l'essentiel des phénoménes physiques et suffisamment simples pour qu’on puisse,
mathématiquement, les traiter de facon rigoureuse. En particulier, on veut pouvoir analyser le
comportement de la particule sous ’action du réservoir.

Les gaz de Lorentz

Afin de comprendre comment les ingrédients microscopiques créent les différents compor-
tements macroscopiques du systéme, de nombreux modéles particule/réservoir ont été utilisés.
Dans cette thése, nous nous penchons sur une classe particuliére de modéles, & savoir les gaz de
Lorentz, et plus particuliérement les gaz de Lorentz inélastiques, dissipatifs ou non.

On appellera gaz de Lorentz tout modéle pour lequel des particules, en mouvement dans R? ou
le tore T% = R4 / Z¢% avec d € N*, sont soumises & un champ de force potentiellement dépendant du

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Introduction

F1G. 1 — Une trajectoire de particule dans le gaz de Lorentz élastique.

temps, dont le support est contenu dans une union dénombrable de boules, toutes de méme rayon
et pour l'essentiel deux & deux disjointes. Les interactions entre particules sont donc négligées
dans ces modéles. Les boules composant le support du champ de force sont réparties dans R,
aléatoirement ou sur un réseau. La force subie par une particule est alors la somme de forces
locales, chacune d’entre elles étant a support dans une de ces boules. On suppose que toutes ces
forces locales sont identiques & une éventuelle rotation prés, de sorte que la force globale modélise
un ensemble de diffuseurs identiques. Entre deux événements diffusifs, les particules se déplacent
& accélération nulle, et donc de fagon rectiligne.

Cette définition englobe une grande variété de modéles, qui seront décrits plus précisément
dans la suite. En particulier, on parlera de gaz de Lorentz « dur » lorsque chaque force locale
provient formellement d’un potentiel qui est, & chaque instant ¢, infini sur son support : dans ce
cas, les particules subissent une réflexion spéculaire sur le bord du support du potentiel. Dans
ce contexte, les diffuseurs sont appelés aussi obstacles. Au contraire, lorsque toutes les forces
locales dérivent d’'un méme potentiel borné, nous dirons que le gaz de Lorentz est « mou ».
Physiquement, cela signifie que la trajectoire d’une particule peut traverser les boules, support
du gaz de Lorentz. On distingue de plus les gaz de Lorentz élastiques, dans lesquels les forces
dérivent d’un potentiel indépendant du temps et ot donc I’énergie de la particule est conservée,
des gaz de Lorentz inélastiques pour lesquels ceci n’est pas le cas soit parce que la force n’est pas
le gradient d’un potentiel statique, soit parce qu’elle dépend du temps.

Tous ces modéles généralisent la définition initiale du gaz de Lorentz, appelé ici gaz de Lorentz
classique, qui appartient comme on le verra a la classe des gaz de Lorentz durs et élastiques.

Le gaz de Lorentz classique. Introduit au début des années 1900 par Lorentz [57], le gaz
de Lorentz classique a pour but de décrire le mouvement d’électrons dans un métal en utilisant
les méthodes de la théorie cinétique. Dans ce modéle, le mouvement des électrons a lieu dans
R3 et les atomes du métal (réservoir) sont assimilés & des obstacles fixes, sphériques et durs.
Les interactions entre les électrons sont négligées, de sorte que chaque trajectoire d’électron est
indépendante des autres. La dynamique ne prend donc en compte que les collisions élastiques
entre les électrons et les atomes du métal environnant (voir la Figure 1).

Lorentz a montré par des arguments physiques que la distribution f(q,p,t) des électrons dans
le gaz satisfait ’équation de Boltzmann linéaire

o f +p'vqf+F'vpf = NatRQC(f)a (1)

dans le cas ou on rajoute une force extérieure constante F' au modéle. Dans cette équation, g est
la position d’une particule, p son moment conjugué (ou quantité de mouvement), Ny et R sont

2
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respectivement la densité et le rayon des atomes et le noyau de collision C(f) est défini par

CONEap) = [, (F0.0 =200+ 0)0) = £(t.0.) coslp. ).

pv>0

Lorentz résout cette équation lorsque F' # 0 par une méthode perturbative. Il conclut a I'existence
d’un courant électrique proportionnel & F, entrainant en particulier I’existence de la mobilité,
dont il démontre qu’elle dépend de la température T' en T~ !, reproduisant ainsi un résultat de
Drude.

Bien qu’il soit clair que le mouvement des électrons dans un métal est bien plus compliqué
que cela et fait notamment intervenir des phénoménes de physique quantique, le gaz de Lorentz
classique, ainsi que quelques variantes, sont restés un sujet largement étudié. En effet, malgré la
simplicité des phénoménes microscopiques qu’il met en jeu, les phénoménes macroscopiques sont
complexes. La modélisation (1) a été démontrée rigoureusement, en I’absence de force extérieure
(F = 0) et dans la limite de Boltzmann-Grad, par Gallavotti [33, 34| lorsque les obstacles
sont distribués suivant une loi de Poisson, puis étendue & d’autres distributions d’obstacles par
Spohn [78| et Boldrighini, Bunimovich et Sinai [6]. La limite de Boltzmann-Grad consiste & faire
tendre la densité d’obstacles Ny; vers I'infini et leur rayon R vers 0 de facon a ce que Ny R? tende
vers une constante o strictement positive. Le cas ot la distribution des obstacles est périodique
est plus complexe et aboutit a une équation cinétique totalement différente, comme le montrent
les travaux [81, 60, 26, 37, 61]; les résultats récents concernant ce probléme sont synthétisés par
Golse dans [36].

Une étude du comportement asymptotique est faite dans [65, 63, 64] pour un gaz de Lorentz
classique légérement modifié auquel on rajoute un champ électrique et/ou un champ magnétique,
et semble indiquer que les conclusions de Lorentz ne sont plus correctes sur une échelle de temps
trop longue.

Lorsque F' = 0, les travaux de Bunimovich, Sinai et Chernov (voir [13, 14, 12|) montrent, en
utilisant la théorie des billards hyperboliques et sans passer a la limite de Boltzmann-Grad, que
les particules dans un gaz de Lorentz classique, en dimension 2 et ot les obstacles sont sur un
réseau périodique, ont un comportement diffusif en moyenne :

(lla(®) = a(O)I*)  ~_Dt,

oil ¢(t) € R? est la position d’une particule & I'instant ¢ et ot on désigne par (-) la moyenne
sur ’ensemble des particules ayant une position initiale dans un rectangle [0; B1[x[0; Bz|, base
du réseau, et une vitesse initiale de norme égale a4 1. La constante de diffusion D dépend de la
vitesse initiale pg et croit comme ||po|.

On note qu’il n’y a, & notre connaissance, pas de résultat rigoureux sur les gaz de Lorentz
mous et élastiques. Une analyse numérique, faite dans la section 2.2, aboutit encore au caractére
diffusif du gaz lorsque F' =0 :

a2y ~_Dt,

oil la constante de diffusion D croit avec la vitesse initiale pg des particules, comme ||po|® et non
plus ||pg|| comme dans le cas d'un gaz de Lorentz dur.

On remarque qu’en I’absence de force extérieure F' dans le modéle du gaz de Lorentz classique,
I’énergie cinétique des électrons reste constante au cours du temps. On rappelle que dans 1’état
d’équilibre thermique les impulsions des électrons sont distribuées selon la mesure de probabilité
de densité proportionnelle a e=# ”p”2, ou (3 est la température inverse. Lorsque les impulsions des
particules sont, & I'instant initial, distribuées selon une mesure proche mais différente de 1’état
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d’équilibre thermique, leur distribution ne peut par conséquent pas tendre vers celle de I'équilibre
thermique, et ce modéle ne décrit donc pas I'important phénoméne de retour a équilibre. Ceci
résulte du fait qu’aucun échange d’énergie entre la particule et son environnement ne soit possible,
les obstacles étant fixes. Un environnement plus réaliste exerce une force dépendant du temps sur
la particule, qui résulte du mouvement des degrés de liberté de I’environnement. Afin d’étudier
I'effet de telles forces, des gaz de Lorentz inélastiques, que nous décrivons maintenant, ont été
introduits et étudiés. Ils sont de deux types. Lorsqu’on croit pouvoir négliger I'effet de la particule
sur I'évolution des degrés de liberté de l’environnement, par exemple parce que la particule
est légére, on peut considérer que la particule se déplace dans un champ de forces dont la
dépendance en temps est connue d’avance. Nous appellerons ces modéles non-dissipatifs. En
réalité, la particule exerce une force sur ’environnement et, de ce fait, en altére le mouvement.
Ce changement a, a son tour, un effet de rétroaction sur la particule. Pour en tenir compte, il faut
traiter le systéme particule-environnement dans sa totalité. On appellera ces modéles dissipatifs.
Du fait qu’ils ont un nombre infini de degrés de liberté, ils sont bien plus complexes & traiter
que les systémes non-dissipatifs. Comme nous le verrons, ce ne sont que les modéles dissipatifs
qui peuvent correctement reproduire les propriétés de transport de base comme la loi d’Ohm et
la relation d’Einstein. Néanmoins, les modéles non-dissipatifs ont également attiré I'attention &
cause de leur plus grande simplicité et parce qu’ils peuvent étre valables dans des régimes ol
I'influence de la particule sur son environnement est trés faible [66, 67, 69, 38, 40, 52, 82, 83, 39,
25, 1].

Gaz de Lorentz inélastiques et non-dissipatifs. On évoque ici quelques modéles inélastiques
et non dissipatifs étudiés dans la littérature. Loskutov, Ryabov et Akinshin, par exemple, ont
analysé (voir [58, 59]) un gaz de Lorentz dur & maille carrée avec une perturbation des bords des
obstacles (obstacles pulsants) aléatoire ou périodique. En désignant par r(t) une petite pertur-
bation du rayon R des obstacles, le rayon perturbé d’un obstacle est R(t) = R+r(t) et la vitesse
de perturbation est définie par u(t) = 7(¢). Une particule arrivant sur un obstacle & un instant 7
donné, avec une vitesse v et un angle d’incidence « (voir la Figure 2(a)), est alors réfléchie selon
la loi suivante :
11 = [lo]|* = 4u(7)|[v]| cos(a) + 4u(r)?,

o]l

o’ = — arcsin < sin(a)) .
[ogl

Ces équations proviennent de la loi de réflexion contre une droite en translation de vitesse u(t), en
assimilant le bord du disque touché, au point d’impact, & sa tangente en ce point. On remarque
que, si a I'instant 7 ot 'impact a lieu, la vitesse u(7) est nulle, on retrouve la réflexion spéculaire

W2 =lol?, o =-a

du gaz de Lorentz élastique. Le gaz ainsi défini est toujours un gaz dur et non-dissipatif, puisque
la trajectoire des particules ne traverse pas les obstacles et n’influe pas sur les perturbations des
rayons. En revanche, les chocs sont maintenant inélastiques, et 1’énergie cinétique des particules
varie. Dans [58, 59|, des simulations numeériques indiquent qu’elle croit en moyenne, pour ce
modéle, avec le nombre de collisions subies, avec un exposant proche de 1, aussi bien pour une
perturbation aléatoire que périodique du rayon des obstacles, mais aucune démonstration de ces
affirmations n’est faite dans les travaux cités.

Dans un autre cadre, Dolgopyat et Koralov (voir [25]) se sont intéressés a des gaz de Lorentz
inélastiques, mous et non dissipatifs en dimension d > 4, ol les supports des diffuseurs sont
distribués aléatoirement selon une loi de Poisson et oul le champ de force est un champ aléatoire,
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(a) Obstacles pulsants (b) Obstacles en rotation
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(c) Obstacles oscillants

F1G. 2 — Exemples de gaz de Lorentz inélastiques

défini sur un espace de probabilités (2, F,P), et ne dérivant pas d’un potentiel. Ils ont alors
montré, en désignant par p(t) la vitesse d’une particule a U'instant ¢t et pg = p(0), le théoréme
suivant.

Théoréme. [l existe un sous-ensemble Qp, inclus dans Q0 tel que P(Q\Q,) tend vers 0 quand
Ipo| tend vers Uinfini et que p(c3T)/c converge en distribution vers un processus de diffusion sur
Qy, quand c tend vers l'infini, en voyant Qp, comme un espace de probabilités muni de la mesure
obtenue par la probabilité conditionnelle Pq, = P(- N Qp,)/P(p,).

En particulier, lorsque ||po|| est assez grand, I'énergie cinétique moyenne (||p(t)||*) se comporte
comme t2/3 avec une grande probabilité. De plus, une intégration de ce résultat permet de
conclure quant au comportement des positions g(t) : le processus g(c3t)/c* défini sur Q,, converge
en distribution vers un processus de diffusion quand ¢ tend vers l'infini. Dans le chapitre 1, nous
développons une analyse pour des gaz de Lorentz inélastiques et non-dissipatifs plus généraux,
dont les résultats dans le cas particulier du modéle étudié par Dolgopyat et Koralov reproduisent
en partie les résultats montrés dans [25]; nous obtenons en effet {||p(t)[|?) ~ %2 et {lla(@®)]I*) ~
#8/3,

Enfin, pour des gaz de Lorentz mous, inélastiques et non-dissipatifs dont les forces locales sont
aléatoires, il existe des travaux comme [31, 69, 39] montrant que la distribution des particules
satisfait, & une échelle appropriée, une équation cinétique de type Fokker-Planck. On note que
ce type de résultat ne permet pas directement d’obtenir des informations sur le comportement
asymptotique des particules, l'interversion de la limite ¢t — oo avec le changement d’échelle
n’étant pas forcément justifiable.

Gaz de Lorentz dissipatifs. Comme nous 'avons vu, les modéles décrits ci-dessus permettent
a ’énergie cinétique de devenir arbitrairement grande au cours du temps. Ils ne vérifient donc
pas les propriétés telles que le retour a ’équilibre, la loi d’Ohm ou la relation d’Einstein. La
physique essentielle des phénomeénes de transport n’est par conséquent pas correctement décrite
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par ces modeéles, comme nous ’avons déja expliqué ci-dessus. Afin d’évacuer ce surplus d’énergie
acquis par les particules, il faut des mécanismes de dissipation.

Une premiére idée, développée dans |7, 18, 19, 24], a été de rendre manuellement dissipatif le
gaz de Lorentz élastique avec une force extérieure F' en ajoutant un thermostat de Gauss. Entre
les collisions, les équations de mouvement deviennent

q=np,

) F-p

p=F—-1——m75p,
2

et I’énergie cinétique de la particule reste constante. Le terme rajouté —||p||=2(F - p)p peut étre
vu comme un terme de frottement —vy(p)p. L’étude de ce modéle, faite dans [18], est rigoureuse
et montre que lorsque la force extérieure F' provient d’un champ électromagnétique petit, un état
stationnaire pour la dynamique est établi et la loi d’Ohm et la relation d’Einstein sont satisfaites
pour ce modéle. Cependant, le thermostat de Gauss ne permet pas une retranscription assez fidéle
des phénomeénes physiques puisqu’il ne décrit, en particulier, toujours pas le retour a I’'équilibre
lorsque F' = 0, la vitesse de la particule étant constante dans ce cas.

Eckmann, Larralde, Leyvraz, Mejia-Monasterio, Young et Zabey, quant & eux, se sont inté-
ressés dans [62, 50, 29, 28] & un gaz de Lorentz en dimension 2, rendu dissipatif en permettant
aux obstacles circulaires de tourner autour de leur centre. Plus précisément, le modéle qu’ils
considérent est le suivant. Le réservoir est une succession finie de cellules identiques (voir la Fi-
gure 2(b)). Le bord de chacune des cellules est composé de quatre arcs de cercle de rayon Ry et on
place en chacun de leurs centres un disque de rayon R en rotation autour de son centre. Le rayon
R est choisi de telle sorte que les particules ne peuvent traverser une cellule sans rencontrer le
disque intérieur. Les particules en mouvement dans ce réservoir sont reflétées de fagon spéculaire
sur le bord des cellules (collisions élastiques). En revanche, la régle de réflexion sur le disque
central est donnée par les équations

’U;L = —Un, vg = Rw, Rw' = vy,
ol v¢ et v, sont les composantes tangente et normale au disque de la vitesse v de la particule avant
la collision, w est la vitesse angulaire du disque avant la collision et v" et w’ sont les vitesse de la
particule et vitesse angulaire du disque aprés collision. Une étude numérique du comportement
asymptotique de la variance du déplacement des particules dans une variante de ce modéle est
en particulier faite dans [21] et aboutit & (||g(¢)[|*) ~ t*, avec a < 2 dépendant de la masse
m d’une particule et de la masse M d’un obstacle. En particulier, lorsque m = M, on observe
numériquement que « vaut 2; le mouvement est donc ballistique dans ce cas.

Enfin, un troisiéme exemple est le modéle étudié par De Biévre, Lafitte, Parris et Silvius
dans |76, 49, 22|, qui est un gaz de Lorentz périodique en dimension 1 ou les diffuseurs sont des
oscillateurs harmoniques (voir la Figure 2(c)). Le Hamiltonien de ce systéme est

1
H=p" —Fq+ Y (m+w%eh) +a ) pmnm(a), (2)
meZ meZ

ol ¢ et p sont les position et moment conjugué d’une particule, ¢, et m,, sont le déplacement
et le moment conjugué de l'oscillateur centré en m € Z, F' € R est une force extérieure, w > 0 la
fréquence commune a tous les oscillateurs et o une constante strictement positive. La fonction
N est Uindicatrice d’un segment [m —o/2;m+0/2], o1 0 < 0 < 1 est le diamétre des obstacles.
Elle permet de décrire 'interaction entre la particule et I'oscillateur centré en m. Le modéle ainsi

6

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

décrit est dissipatif et I'action de la particule sur un oscillateur se traduit par le déplacement de
la position d’équilibre de celui-ci de 0 en —a. Il s’agit d’un cas particulier d’une classe plus large
introduite dans [11] et sur laquelle nous reviendrons dans la suite (voir ’équation (12)). Dans
[11], le comportement en temps long d’une particule a été étudié en détail, lorsque le réservoir
est & température nulle, et, en particulier, la loi d’Ohm y est obtenue de fagon rigoureuse dans
certains cas. En revanche, la relation d’Einstein ne fait pas sens dans cette situation, le réservoir
étant dans ce travail considéré a température nulle (8 = 400). De ce fait, en absence de force
extérieure (F' = 0), la particule ne diffuse pas. Lorsque le réservoir est a température positive, il
a été vérifié numériquement dans [76] pour le modeéle (2)que le mouvement des particules dans
ce réservoir est diffusif si FF =0 :

(q(t)?) ~ Dt,

t—o0

ou la constante de diffusion D dépend de la température et des paramétres définissant le modéle ;
cette dépendance a de plus été expliquée par des arguments physiques. Le cas ot F' est non nul
a été analysé numériquement dans [49] et les résultats des simulations numériques tendent &
montrer que la relation d’Einstein & temps fini est vérifiée pour des températures élevées sous la
forme :

F_
- %’ D(t) i= (@) —)?). (3)

mp(t) = BD(t) + Oy(F), ot mp(t): 2

Ici () désigne l'intégrale par rapport a la mesure invariante décrivant 1’équilibre thermique lorsque
F = 0. Il a de plus été montré que le modéle n’admet pas d’état stationnaire lorsque F' est non
nul, la dissipation inhérente au modéle n’étant pas suffisante pour absorber 1’énergie apportée
par la force F' a des particules trop rapides. On ne peut donc pas espérer pouvoir passer a la
limite ¢t — oo dans 1’équation (3), pour obtenir la relation d’Einstein. Une relation d’Einstein &
temps fini est par conséquent le mieux que 1’on puisse espérer démontrer dans ce type de modéle
et c’est ce qu’'on fera rigoureusement dans le chapitre 7, pour une classe de modéles bien plus
large que (2) (voir équation (12)) et pour toute température 5 > 0.

Contributions

Dans cette thése, nous nous intéressons dans un premier temps & des gaz de Lorentz inélas-
tiques et non-dissipatifs (chapitres 1 & 4) et nous analysons en détail, et sans passer par des
limites cinétiques, les interactions entre les particules et les obstacles du gaz, afin de déterminer
le comportement asymptotique de I’énergie cinétique moyenne et de la variance du déplacement.

Puis, dans les chapitres 5 a 7, nous considérons une version dissipative de ces modéles a
température positive. Nous construisons en particulier un espace des phases approprié, ainsi
qu'une mesure de Gibbs permettant de décrire 1’équilibre thermodynamique du systéme. Ces
constructions permettent d’établir la relation d’Einstein a temps fini, lors de 'application d’une
force extérieure constante.

Nous terminons cette introduction en résumant succinctement les travaux réalisés, et nous
faisons référence au reste du manuscrit pour les détails.

Le chapitre 1 est en grande partie basé sur larticle [1], co-écrit avec Stephan De Biévre,
Pauline Lafitte-Godillon et Paul Parris et publié dans Journal of Statistical Physics. Nous y
étudions le comportement asymptotique de I'énergie cinétique moyenne et de la variance du
déplacement de particules en mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non-dissipatif et
aléatoire. Plus précisément, nous considérons des particules en mouvement dans R¢, d € N*, sous
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I’action d’un champ de force G :

i(t)=G(q),t), G(gt)=> enMng(My'(¢—2n),wt+ %),
N

ot g(t) est la position d'une particule & I'instant ¢. La fonction ¢ : R x T™ — R? est une fonction
réguliére, a support dans la boule centrée en l'origine et de rayon 1/2 en sa premiére variable
(variable d’espace). Les zx sont les localisations des diffuseurs et sont disposés aléatoirement ou
sur un réseau, de sorte que les boules B(xy,1/2) ne s’intersectent pas et que le modéle soit a
horizon fini (équation (1.9)), w est un vecteur constant dans R™, avec ||w| = 1, représentant
un ensemble de m fréquences. Les ¢y sont des constantes de couplage, les My des matrices de
rotation et les ¢9V € T? des phases initiales, caractérisant les diffuseurs; elle sont toutes choisies
aléatoirement et de fagon indépendante.

Le comportement asymptotique des particules dans un tel champ de force est dérivé numéri-
quement et analytiquement. Les simulations numériques sont réalisées en dimension 1 et 2, avec
les diffuseurs centrés sur les mailles d’un réseau et dans le cas ou la force dérive d’un potentiel.
Elles sont décrites précisément dans la section 1.7. Analytiquement, nous partons du constat
que la trajectoire d’une particule dans le gaz est une succession d’événements diffusifs, et est
rectiligne entre ces différents événements (voir un exemple de trajectoire, Figure 1.8 page 38).
L’idée a la base de ce chapitre est que le mouvement de ’ensemble des particules dans un tel
champ de force doit pouvoir étre approché par une marche aléatoire décrivant le mouvement des
particules entre deux événements diffusifs successifs :

Pn+1 = Pn + R(Pm "in)7

T«
t 1= ty + )
T el

An+1 = qn + Nx€nii,

(4)

ol ey, := pp/||pnl| et Ky regroupe l'ensemble des parameétres aléatoires caractérisant I’événement
diffusif. La fonction R, définie par I’équation (1.11), traduit le changement de moment cinétique
lors d’un événement diffusif et permet de déterminer les vitesses successives (entre les événements
diffusifs) de la particule. L’étude est faite pour des particules rapides et est basée sur 'analyse des
événements diffusifs successifs. On remarque que la premiére équation dans (4) est indépendante
des deux autres, et on étudie donc dans un premier temps le comportement des p,,. On trouve deux
comportements distincts, suivant que g dérive ou non d’un potentiel. Lorsque la force g dérive
d’un potentiel, on a les estimations suivantes de la moyenne et de la variance du changement
d’énergie cinétique AE = (||p + R(p, k)||*> — ||p||?)/2 d’une particule lors d'un unique événement
diffusif.

Théoréme 1.2 p.23. On suppose que g = —VW. Alors pour tout p € R,

_____ B . ———— D2 B
AE(p)=—=+0(Ipll ), (AE®P)?=—5+0(Ipl™?),
IFal [l
ou J_3
B=-—2D?
2
et .
c? _
P = [ o [ dunduf Il v 110 (0, ) 0. W (3, ) > 0.
aJrm " Jrod
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On désigne ici par - la moyenne sur , lors d’un unique événement diffusif, ¢ est la constante
de couplage du diffuseur et Cy le volume de la boule de rayon 1/2 dans R4!. Ce théoréme
montre que le changement d’énergie cinétique est d’ordre ||p||~! mais que tous ses termes jusqu’a
lordre ||p[|~* sont de moyenne nulle. Ce résultat détermine le comportement asymptotique de
I’énergie cinétique moyenne. En effet, en définissant &, proportionnel a ||p,||> et en faisant un
développement de R(py, ky) lorsque p,, est grand, c’est-a-dire |, | supérieur a une valeur critique

¢, la premiére équation de la marche aléatoire (4) implique

(4)
2 ( Bn _
saffﬁm%@+%(?ﬁ+g<%;+mJ+O@J@, (5)

ou Og <&2/ 3) est un terme d’ordre O ( 72/ 3) et de moyenne nulle, &, = D~} ﬁg) est de moyenne

nulle et les coefficients ﬁy(f) sont définis en fonction du potentiel V' dans (1.21).
Théoréme 1.4 p.27. Soit une suite (§,),,cy Satisfaisant, pour tout n € N, I’équation (5) lorsque
[€nl > € et

G =+27+1

lorsque |&,] < €, ot

2 (0 ) 250

Alors en toute dimension d > 2 et pour tout £ > — |2y + 1] /2, on a
¢ ‘
()t

En particulier, pour £ = 1/3, on obtient le comportement asymptotique de 1’énergie cinétique :

(IpalP) ~n'/5.

Lorsque la force g ne dérive pas d’un potentiel, les estimations sur le changement d’énergie
sont différentes de celles du Théoréme 1.2 ci-dessus.
Théoréme 1.6 p.32. On suppose g # —V W. Alors pour tout p € R?,

S — B’ -~ — 5 _
AE@pij+owm3» AE(p)* =D +0(lp] ™).

c2

H2=-—/ w/ dyodybllvo — ol -0+
Tm RQd

Ca
x (yo = 40) - 9 (Y0, 9) (vo — %o) - 9 (v0,®) = 0.

Le changement d’énergie est donc maintenant d’ordre 1 et ses termes d’ordre 1 et ||p||~! sont
d’espérance nulle. Cette différence par rapport au cas o g = —V,W aboutit & un comportement
asymptotique différent pour I’énergie cinétique moyenne. En effet, le développement de R(p,,, kr,),

9
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lorsque p,, est grand (c’est-a-dire ||p,||? plus grand qu'une valeur critique &), est différent et en

définissant ¢/, proportionnel & ||p,||?, on obtient
2 2 gt /e @(12) 2 1—1/2
avec g), = ,(10)/ D’ de moyenne nulle. On remarque que cette équation est trés similaire a celle

(équation (5)) obtenue dans le cas ou le potentiel dérive d'un gradient; la seule différence est
qu’ici, &, est proportionnel & |[p,[|? et non plus a ||p,||>.
Théoréme 1.8 p.32. Soit une suite (§],),cy satisfaisant, pour tout n € N, (6) lorsque |§,| > €

et d+1
2 2
;H—l__ ;z"‘T

si [€1| < €. Alors en toute dimension d > 1 et pour tout £ > — [(d +1)/2] /2, on a

20 L
(€2) ~nt.

En particulier, pour £ = 1/2, on trouve

(lIpal*) ~ /2.

Les Théorémes 1.4 et 1.8 donnent le comportement asymptotique de I’énergie cinétique moyenne
des particules en fonction du nombre d’événements diffusifs, et permettent de prédire

{p®)?) ~ ¥, sig= -V, W,  (|Ip®)]|*) ~ 12, si g # ~V,W;

nous confirmons ces résultats par des simulations numériques. Nous dérivons aussi dans ces deux
cas, par des arguments intuitifs, le comportement asymptotique de <||q(t)||2> en analysant la
fagon dont la particule change de direction en dimension d > 2 :

(la@®IF) ~ 3, 5 g ==V, (la@®)[2) ~ 153, si g £ —V,W.

Nous montrons alors, dans le cas g = —V,W, que ces résultats sont encore en accord avec les
simulations numériques effectuées.

Dans le chapitre 2, nous mettons & profit les résultats du chapitre 1 pour traiter quelques
modeéles apparentés. Nous étudions en particulier des gaz de Lorentz, toujours inélastiques et
non-dissipatifs, mais périodiques en temps et en espace, et non plus aléatoires. Nous nous re-
streignons au cas ou la force dérive d’un potentiel et I’étude faite est essentiellement numérique.
En dimension d > 2 et pour les gaz mous et inélastiques, les simulations numériques montrent
que, malgré la périodicité du potentiel en temps et en espace, les trajectoires des particules sont
aléatoires. Cela illustre le fait que la géométrie du réservoir suffit & elle seule a rendre les tra-
jectoires aléatoires. On argumente donc que I'on peut reprendre 'analyse de la marche aléatoire
telle qu’elle est faite dans le chapitre 1 et on obtient alors des comportements asymptotiques
identiques a ceux dérivés dans le cas de potentiels aléatoires. Toutes ces affirmations ont été
confirmées par des tests numériques.

Nous étudions, en utilisant ces mémes arguments, le cas des gaz élastiques et nous obtenons,
numériquement et formellement, que les particules ont en moyenne un comportement diffusif.

En dimension d = 1, en revanche, le comportement est complétement différent de celui
dérivé dans le chapitre 1, dans le cas d’un potentiel aléatoire, car la géométrie ne permet plus
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de rendre les trajectoires aléatoires. Les simulations numériques montrent que le systéme est
stable : p(t) ~ p(0) et |g(t)| ~ t. En utilisant la théorie hamiltonienne des perturbations, nous
montrons qu’en effet, la vitesse ne peut pas subir de grande variation et on a, pour des temps
arbitrairement grands, |p(t) — p(0)| < Cp(0)~! (Théoréme 2.1 page 59). Nous calculons de plus
une valeur approchée de p(t) a 'ordre p(0)~2 pour des temps arbitrairement grands (Théoréme 2.2
page 59).

Du fait de la périodicité en espace, le Hamiltonien du modéle génére une dynamique hamil-
tonienne sur T¢ x R¢ et peut étre vu comme décrivant une particule en mouvement sur le tore
T, perturbé par un diffuseur ; ces modéles sont appelés rotateurs pulsés. Nous comparons donc
les résultats pour les rotateurs pulsés au comportement asymptotique pour les rotateurs frappés,
ou les particules sont en mouvement dans un champ de potentiel de la forme

V(g t) =AY 6(t —n)o(q),

et oll v est une fonction réguliére par rapport a sa premiére variable. Nous obtenons numérique-
ment, pour ce systéme,

U1 ~t, {la@®)]?) ~

en toute dimension. Nous montrons de plus que ces lois de puissances peuvent étre intuitées en
adaptant la raisonnement utilisant une marche aléatoire & ce modéle.

Le but des chapitres 3 et 4 est de prouver les Théorémes 1.4 et 1.8. Ces démonstrations
faisant appel a des notions de probabilités non triviales, le chapitre 3 est consacré au rappel
des définitions et résultats nécessaires. On retiendra en particulier le Théoréme 3.47, montrant
sous certaines conditions la convergence en distribution d’une suite de processus stochastiques
vers la solution d’un probléme aux martingales. Il permet de montrer que la suite de processus

stochastiques (Y.(n))neN* définis par

2
v = S e o2 ™
. . n k k+1
Y\ o= (k+1—nt) YV + (nt — k)Y, Eété%, (8)

avec & comme dans les Théorémes 1.4 ou 1.8, converge vers un processus de Bessel, ce qui
permet de prouver les Théorémes 1.4 et 1.8. Le Théoréme 3.47, énoncé et démontré par Stroock
et Varadhan dans [79] est trés technique. Nous mettrons en évidence les idées principales de sa
démonstration en en montrant un cas particulier (Théoréme 4.3).

Dans les trois derniers chapitres, nous nous intéressons & un analogue des modéles étudiés
dans les chapitres 1 et 2 dans le cas dissipatif. Le but est de démontrer en toute rigueur la relation
d’Einstein a temps fini pour ces modéles. On a donc besoin de décrire une interaction entre les
particules et le réservoir. La démonstration de la relation d’Einstein en temps fini est faite dans
le chapitre 7. Auparavant, nous aurons besoin de décrire la classe de modéles étudiée (chapitre 5)
et de montrer I'existence et la régularité d’un flot global en temps (chapitre 6).

Dans ce nouveau modéle, les particules sont en mouvement dans R” ou sur le tore T = R"/Z"
et interagissent avec un réservoir composé de diffuseurs centrés en les points x d’un sous-ensemble
FEq1 de R™ ou T™. Ces diffuseurs sont des bains d’oscillateurs, indexés par k € Es, et sont tous
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identiques. Les équations du mouvement sont alors

Gt = pt, 9)
pr=F+ /E2 dpug (k) /E1 dp (2)wicrpr (@) Vo(x — q), (10)
Bra(x) = —wior(x) — wickp(z — q1), (11)

ol ¢ et p sont la position et le moment conjugué d’une particule, ¢ est le couple (q,p) et
¢ = {(¢x(x), mx(z)), = € E1, k € Ea} regroupe les déplacements et moments des oscillateurs.
L’interaction entre la particule et le réservoir, générant la dissipation, est définie par la fonction
p, de classe C*° et a support compact. Le Hamiltonien du modéle est alors

2 ()2 - w2 ()2
H(f,ﬁb):%—F-q%—/ dMQ(k)/E dp (2) k(@) 4 wipr(e)

? (12)

- /E2 dua(k) /E1 dp (x)wicrpr () p(e — q).

Nous avons donc dorénavant un nombre infini de degrés de liberté. Afin de travailler & tempé-
rature positive, nous devons permettre au réservoir d’avoir une énergie infinie. Nous construisons
donc, dans le chapitre 5, une échelle d’espaces de Hilbert H;,,, s € R, décroissante, permettant
de définir P'espace des phases du réservoir N/ = UsHS,,, dual de l'espace N' = NyHE,, et sur
lequel il existe des états du systéme & énergie infinie. Cette échelle d’espaces est construite en
adaptant la méthode développée dans [42], dans le cas d’un potentiel extérieur confinant et non
d’une force constante. Nous montrons de plus 'existence d’une mesure de Gibbs Mlges sur N/
(Proposition 5.11), définissant I’équilibre thermodynamique du réservoir a température positive.
Cette proposition affirme de plus que les espaces H,.5 sont de mesure pleine dans N’ pour s > 1.

Dans le chapitre 6, nous nous intéressons aux solutions du systéme (9)-(11). Nous détaillons
dans une premiére section un exemple de condition initiale dans I'espace des phases R?” x A7 du
systéme couplé & laquelle correspond une solution explosant en temps fini. Cela illustre la difficulté
d’obtenir des théorémes d’existence de solution & temps infini. Pour montrer I’existence locale de
solutions, nous restreignons I'’ensemble des conditions initiales & R?" x H_% (ou T x R™ x H..%),
pour des valeurs de s dans un intervalle |1, s, — 1], s. > 2; ces espaces sont de mesure pleine dans
I’espace des phases. L’existence de solutions globales en temps est ensuite démontrée pour toute
condition initiale dans R? x . d’une part, et pour toute condition initiale dans T™ x R™ x H,.%
d’autre part. Enfin, nous montrons dans les deux derniéres sections du chapitre le caractére C*
des solutions par rapport a la force F' (Théorémes 6.6 et 6.7).

Le dernier chapitre (chapitre 7) est dédié a la démonstration de la relation d’Einstein a temps
fini pour le modéle o les particules évoluent dans le tore. Nous montrons dans un premier temps
(Théoréme 7.1) Pexistence d’une mesure de Gibbs p pour le systéme couplé particule-réservoir.

Nous définissons alors la mobilité m et la matrice de diffusion D par

fg pFdr 1 t t
m(t) == Op <f> et D;;(t) = % </ dT/ dT/p_?,TpiO,T/>?
0 0

|F=0

ol la notation (-) désigne I'intégrale par rapport a p”. Nous démontrons alors la relation d’Ein-
stein & temps fini.
Théoréme 7.3 p.162 Avec ces notations, on a & tout instantt > 0

m(t) = BD(t).
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Chapitre 1

Mouvement dans un gaz de Lorentz
inélastique, non dissipatif et aléatoire

1.1 Introduction

On étudie ici le mouvement
Gq(t)=F(q(t),1) (1.1)

de particules rapides dans un champ de force aléatoire dont les corrélations spatiales sont a courte
portée, alors que les corrélations temporelles ne le sont pas nécessairement. On s’intéresse a deux
classes de modéles différentes. Dans la premiére, & laquelle on s’intéressera plus particuliérement,
la force est supposée de la forme

F(g,t)=) fn <q _EqN, g) , (1.2)
N

ou les fn sont des fonctions réguliéres a support compact inclus dans une boule centrée en 0 et de
rayon 1/2, dont on détaillera les caractéristiques dans la section 1.2; £,0 > 0 sont les échelles de
longueur et de temps. Les fonctions fn modélisent un réseau aléatoire ou périodique de diffuseurs
identiques, orientés aléatoirement, centrés en les points gy, et qui évoluent périodiquement ou
quasi-périodiquement en fonction du temps. On fait I'hypothése infyas |lgy — qar]| > ¢, de
sorte que les forces locales fxn (%, ﬁ) ne se chevauchent pas. Par conséquent, la particule
interagit avec au plus un diffuseur a la fois, et évolue librement entre deux collisions avec un
potentiel aléatoire. Ce modéle décrit donc un gaz de Lorentz inélastique et non-dissipatif qu’on
appellera « mou », c’est-a-dire une distribution de diffuseurs centrés en les points qp, sur lesquels
la particule rebondit de fagon inélastique. Les conditions initiales sont supposées aléatoires, et
on impose au systéme d’étre a horizon fini, de sorte que toute particule évoluant librement croise
le support de F' en un temps futur ¢.

Afin de justifier la terminologie et de comparer avec les théories existantes, on rappelle que
dans le cadre d’'un gaz de Lorentz standard, la diffusion est élastique, et que les diffuseurs sont
des obstacles durs tous identiques et fixes, centrés en des points fixés gy, dont la distribu-
tion spatiale peut étre aléatoire, périodique ou quasi-périodique. Contrairement & notre modéle,
I'énergie de la particule dans le gaz de Lorentz est conservée et il a été montré dans [14]| que
la variance du déplacement de la particule se comporte de fagon diffusive, du fait de proprié-
tés fortement chaotiques de la dynamique locale. Un gaz de Lorentz dur mais inélastique est
étudié dans [58, 59|, o les rayons des obstacles oscillent en fonction du temps, périodiquement
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ou aléatoirement. L’énergie de la particule croit alors avec le temps, avec un exposant proche
de 1 dans les deux cas. Le comportement de la variance du déplacement n’est en revanche pas
analysé dans ces travaux. Finalement, un modéle dissipatif, en lien avec le gaz de Lorentz ainsi
qu’avec les modéles considérés ici, a été étudié dans [76, 49| ; la diffusion y est engendrée par un
réseau unidimensionnel d’oscillateurs représentant les degrés de liberté environnementaux d’un
milieu & I'équilibre thermique. Le systéme complet, composé d’une particule en interaction avec
un bain d’oscillateurs, a été traité en utilisant la dynamique hamiltonienne et la conservation de
I’énergie totale. L’interaction hamiltonienne de la particule avec le bain d’oscillateurs engendre,
en plus d’une force aléatoire, une force de friction effective qui provoque une dissipation de tout
excés d’énergie de la particule, et par conséquent un équilibre avec ’environnement. Il est alors
montré que ’énergie cinétique moyenne de la particule est asymptotiquement constante et que
son mouvement est diffusif, avec une constante de diffusion dépendant de la température.

La force (1.2) considérée ici est obtenue de la méme fagon que dans [76, 49| en supprimant
le terme de friction de la force engendré par 'impact de la particule sur le milieu. L’accélération
stochastique de la particule induite par le champ de force aléatoire implique alors une accélération
non bornée de la particule. On calcule ici les lois de puissance par rapport au temps de 1’énergie
cinétique moyenne de la particule (|[p(¢)||*) /2 et de la variance de son déplacement (||q(t)?),
ainsi que les échelles de temps auxquelles ces phénoménes apparaissent.

Dans l'autre classe de modéles considérés dans ce chapitre, la force F'(q,t) est un champ
aléatoire homogéne en temps et en espace vérifiant

2 ) _
(Fa.0)=0.  (F@OF (1)) =50 (q L t), (1.3)

g

ou C est une fonction matricielle a décroissance rapide en sa variable d’espace, mais pas né-
cessairement décroissante en sa variable temporelle. Pour ces modéles, comme pour (1.2), on
s’intéresse au comportement asymptotique de {[p(¢)[|*) et (|[q(t)]?) .

Il existe de nombreux travaux dans la littérature de physique et de physique mathématique
sur des problémes de ce type, motivés en partie par des questions de physique des plasmas, d’as-
tronomie et de physique des solides (voir par exemple [80, 75, 30, 3]). Dans la plupart des travaux
mathématiques rigoureux sur le sujet, on cherche, avec des changements d’échelle adaptés, des
équations de Fokker-Planck satisfaites par la densité de la particule (c’est en particulier le cas
dans [69, 39]). Cependant, de telles analyses ne peuvent donner directement d’information sur les
comportements asymptotiques de ’énergie cinétique moyenne et de la variance du déplacement
de la particule.

En physique théorique, la plupart des modéles étudiés dans la littérature sont ceux dérivant
de potentiels aléatoires Gaussiens, et on trouve des affirmations contradictoires quant aux lois
de puissance de (||p(t)||*) et (|lq(t)]|?). Pour des champs de potentiel delta-corrélés en temps
mais pas en espace, pour la limite du faible couplage, on trouve généralement (voir par exemple
[43]) les comportements asymptotiques (|[p(t)[|*) ~ t et (||lg(t)]|*) ~ t3; par contre, il existe une
certaine controverse & propos de ces comportements lorsque le champ de potentiel Gaussien a
des corrélations temporelles de durées finies mais non nulles. Dans ce cas, il est expliqué dans les
articles [38, 52, 74] qu’en dimension d = 1, <p(t)2> ~ t2/5 et que <q(t)2> ~ t12/5 comportements
compatibles avec les résultats numériques et théoriques présentés ici. Par contre, dans [40], il est
affirmé qu’en dimension d = 1, <q(t)2> ~ t3, tout comme dans le cas des potentiels aléatoires
delta-corrélés en temps. Pour des dimensions d > 1, on trouve dans [38] que (||p(t)[|*) ~ t1/2 et
que ([|g(t)]|?) ~ t°/%. Dans [74], les conclusions de [38] pour d > 1 sont contestées et il est montré
que pour des potentiels aléatoires Gaussiens & corrélations spatiales et temporelles décroissant
rapidement, (||p(t)[|?) ~ #*° en toute dimension, et {||q(t)||?) ~ 2 lorsque d > 1.
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F1G. 1.1 — Valeurs déterminées numériquement de (|[v(7)[|?) et ([lun||*) en dimension 1 (haut)
et pour un réseau & maille hexagonale en dimension 2 (bas), pour le modéle décrit dans la
section 1.7. Sur chaque graphique, les différents symboles correspondent a différentes conditions
initiales, comme indiqué dans les légendes, et les courbes en trait plein représentent les lois de
puissance données par (1.4).
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N

et pour un réseau a maille hexagonale en dimension 2 (bas), pour le modeéle décrit dans la
section 1.7. Sur chaque graphique, les différents symboles correspondent a différentes conditions
initiales, comme indiqué dans les légendes, et les courbes en trait plein représentent les lois de
puissance données par (1.5) et (1.6).

Bien qu'il y ait une étude numeérique dans [52] confirmant les prédictions en dimension d = 1
de [38, 52, 74|, nous n’avons trouvé aucune simulation numérique en dimension supérieure. Afin
d’aider a résoudre la controverse existant sur le sujet, on présentera des résultats numériques en
dimensions 1 et 2 sur un modéle particuliérement simple (non Gaussien) ou la force aléatoire
s’exprime comme dans (1.2), et qui permet une intégration numeérique efficace des équations de
mouvement pour des temps trés longs. Les détails complets des simulations numériques sont
présentés dans la section 1.7, mais les principaux résultats dans le cas ou la force F dérive
d’un champ de potentiel sont présentés dans les Figures 1.1 et 1.2, ol on a tracé les quantités

(Iol?) =

(Ilpa/e)1*) et {|lyl*) = (lla/¢||*), en fonction du temps adimensionné 7 = t/o et du

nombre de collisions n, qui indique le nombre de diffuseurs visités par la particule.

Les résultats numériques indiquent qu’en dimensions 1 et 2,

(o () 112) ~ 725, (Jloal®) ~n'/?, (1.4)

ce qui concorde avec les résultats de [38, 52, 74]. En dimension 1, la variance du déplacement est

superbalistique, avec
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Par contre, en dimension 2, {|ly (7) ||*) devient balistique, c’est-a-dire

Uy 1) ~ 72 (llyal®) ~ 0>, (1.6)

Ces lois de puissance sont différentes de celles prédites dans [38] pour des potentiels Gaussiens,
mais coincident avec les prédictions faites pour ce cas dans [74].

Afin de comprendre les résultats numériques en dimensions 1 et 2 et de pouvoir établir ce qui
se passe pour les modéles du type (1.2) et (1.3) en dimension plus grande, ce chapitre est consacré
a une analyse mathématique mettant en évidence les mécanismes principaux du probléme. Cette
analyse apporte en particulier un moyen de calculer les lois de puissance de 1’énergie cinétique
moyenne et de la variance du déplacement associées & un ensemble de particules en mouvement
dans des champs de force aléatoires dépendant du temps des types décrits précédemment.

Elle est fondée sur I'étude de la trajectoire typique d’une particule en mouvement dans
un champ de force fluctuant avec le temps décrit par (1.2) ou (1.3); ce mouvement peut étre
vu comme une suite d’événements diffusifs isolés. On argumente que le mouvement est bien
approché par une marche aléatoire a temps discret couplant les position et moment de la particule.
Chaque pas de temps correspond & une collision de la particule avec un unique diffuseur, ou a la
traversée par la particule d’'une distance de ’ordre de la longueur de corrélation du potentiel. Les
variations du moment cinétique, & chaque pas, sont traitées comme des événements aléatoires
indépendants dont la magnitude dépend de la vitesse de la particule. Une analyse théorique de la
marche aléatoire obtenue montre que le comportement pour des vitesses élevées du changement
du moment de la particule lors d’un tel événement diffusif détermine entiérement les propriétés
asymptotiques du mouvement. Comme on le montre, ce comportement & énergie élevée n’est pas
sensible aux détails du champ de force, et donc ni a ses propriétés statistiques, ni & la géométrie
précise des diffuseurs ; le comportement asymptotique du mouvement est par conséquent presque
universel, et n’est en particulier pas spécifique aux champs de potentiel Gaussiens.

En effet, pour des champs de force obtenus comme gradients de champs de potentiel, on
trouve (Théoréme 1.2) que le changement d’énergie subi par une particule de vitesse v satisfait
AE ~ |jv]|~t. Ce résultat, associé a I’analyse de la marche aléatoire obtenue dans l'espace des
moment et position, aboutit a une croissance de (|[p(t) ||*) qui est, en toute dimension, de la
forme observée sur la Figure 1.1, et décrite par (1.4). En dimension 1, notre analyse prédit que
<q2 (t)> croit en temps comme dans I’équation (1.5), et conformément aux résultats du graphique
en haut & gauche de la Figure 1.2. En toute dimension plus grande que 1, on prédit une croissance
comme celle observée sur le graphique en bas a gauche sur la figure 1.2, et décrite par (1.6). Cette
croissance plus faible de <Hq (t) ||2> en dimension plus grande que 1 vient du fait que la particule
peut maintenant tourner durant son déplacement, puisque 'orientation de son vecteur vitesse
réalise une marche aléatoire résultant de petites déflections aléatoires.

La méme analyse s’applique aussi au cas ot F(q,t) ne dérive pas d’un champ de potentiel,
contexte souvent étudié dans la littérature mathématique. On trouve que pour un champ de
force n’étant pas un gradient, la variation d’énergie lors d’'un seul événement diffusif est consi-
dérablement plus grande que lorsque le champ de force s’écrit comme un gradient : AE ~ 1
(Théoréme 1.6). Par conséquent, on prédit un taux d’accélération plus grand (|[p (¢)[|2) ~ ¢%/3
(voir (1.60)), ce qui confirme les résultats rigoureux obtenus en dimension d > 4 dans [25, 45]
sous des hypothéses techniques convenables sur les forces fy intervenant dans (1.2). Notre ana-
lyse aboutit au fait qu’en toute dimension, le mouvement de la particule dans un champ de force
aléatoire ne dérivant pas d'un potentiel est superbalistique avec (||q () [|?) ~ 3% (voir (1.61)).
La principale raison de la différence de comportement par rapport au cas d’'un champ dérivant
d’un potentiel est que la particule tourne plus lentement : elle est en effet plus vite accélérée
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et donc moins facilement déviée. La différence entre ces deux cas se retrouve dans le fait que
les champs de force provenant d’un gradient et dépendant du temps induisent de plus petites
variations de I'énergie de la particule que ceux ne dérivant pas d’un gradient. C’est une consé-
quence de la conservation d’énergie, propriété caractéristique des champs dérivant d’un potentiel
et dépendant du temps.

Le probléme posé ici est lié & celui de la croissance de I’énergie d’une particule confinée
dans un potentiel dépendant de fagon (quasi-)périodique du temps, comme par exemple dans
le cas des rotateurs pulsés ou frappés ou dans celui des accélérateurs de Fermi. On montrera
dans le chapitre 2 comment les techniques développées ici peuvent s’appliquer aussi & ce type de
probléme.

Le reste du chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 1.2, on introduit la
description du mouvement d’une particule dans un champ de diffuseurs par une marche aléatoire.
Des propriétés générales de la marche, satisfaites dans les cas gradient et non gradient, sont
décrites dans la section 1.3. La section 1.4 est vouée au calcul des lois de puissance dans le
cas d’un champ de force dérivant d’un gradient, I’analyse du cas non gradient est faite dans la
section 1.5. Dans la section 1.6, on adapte ’analyse faite dans les sections précédentes 1.3-1.5 au
cas du champ de force aléatoire de la forme (1.3), et on obtient des résultats pour les cas gradient
et non gradient identiques a ceux trouvés respectivement dans les sections 1.4 et 1.5. Les détails
des simulations numériques, dont les résultats sont présentés dans les figures au fur et & mesure de
I’article, sont donnés dans la section 1.7. Enfin, les démonstrations des résultats mathématiques
utilisés dans les sections 1.3 a 1.6 sont détaillées dans la section 1.8. La démonstration rigoureuse
du comportement asymptotique de {||v,[|?) (Théorémes 1.4 et 1.8) est faite dans les chapitres 3
et 4. Par contre, le comportement asymptotique de la variance du déplacement est obtenu de
facon formelle et on ne donnera pas ici de démonstration rigoureuse.

1.2 Une particule dans un champ de diffuseurs : description par
une marche aléatoire

On décrit dans un premier temps les hypothéses faites sur les fonctions fy dans (1.2) sous
lesquelles on travaille. On utilise dans toute la suite, aprés un changement d’échelle, les nouvelles
variables (¢ > 0,0 > 0)

t t
r=Lter, ym=Wert, vn=gn=2p@®), av=L
o 14 14 14
et on suppose que fy est de la forme
14 _
fn(y,7) = —aenMyg (My'y, wr + o) - (1.7)

Les localisations zn, N € Z¢, des centres des diffuseurs peuvent étre choisies de facon aléatoire
(avec une densité uniforme) ou sur un réseau régulier. Les constantes de couplage cy sont des
variables aléatoires indépendantes & valeurs dans [—1,1] et sont identiquement distribuées selon
une mesure de probabilité v qui n’est pas concentrée en 0. Les My sont des matrices de rotation
appartenant a SO (d,R) et sont elles aussi indépendantes et identiquement distribuées, suivant
la mesure de Haar invariante & gauche sur SO (d,R). Les diffuseurs sont par conséquent des
objets tous identiques, orientés aléatoirement dans l’espace et tous décrits par la méme fonction
g : R4 x T™ — R supposée assez réguliére et a support compact dans la boule centrée en
l'origine et de rayon 1/2 en sa premiére variable; T™ = R™/Z™ est le tore de dimension m et
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1.2. Une particule dans un champ de diffuseurs : description par une marche aléatoire

FiGg. 1.3 — Une particule arrivant, a 'instant 7,, avec une vitesse v, et un parameétre d’impact
by, sur le n—iéme diffuseur centré au point y,.

w € R™||lw|| = 1. Lorsque w a des composantes irrationnelles, la force est quasi-périodique ; sinon,
elle est périodique. Les paramétres (b?v € T™ sont des phases initiales choisies aléatoirement,
indépendantes, identiquement et uniformément distribuées sur le tore. On désigne par du (M, ¢, ¢)
la mesure de probabilité ainsi décrite sur SO (d,R) x T™ x [—1,1]. On ne fait, a ce stade, pas
d’hypothése sur la dérivation d’un gradient ou pas de la force. La classe de modéle décrite par
ces hypothéses est assez riche pour englober les diffuseurs pulsant, vibrant et en rotation; un
exemple explicite est décrit dans la section 1.7.
Dans la nouvelle échelle, les équations de mouvement (1.1)-(1.2) deviennent

i) =Gy (r).7), Gyr)=> ecvMyg(Myg' (y—zn),0r+6%). (1.8)
N

On peut interpréter g (y,wr 4 ¢) comme la force produite par un diffuseur mou, centré en I'origine
et dépendant du temps ; G décrit alors un champ de diffuseurs identiques, orientés aléatoirement,
et centrés en les points . On suppose que le systéme est & horizon fini, de sorte que la dis-
tance parcourue par une particule libre est majorée par une distance L > 0 fixée, uniformément
en temps et en espace et indépendamment de la direction suivie par la particule. Donc, avec
probabilité 1, pour tout (y,v,7) € R?? x R tel que G (y,7) =0, on a

sup{7’ >0 | VO < 7" <7 G (y+vr",74+7") =0} < ﬁ (1.9)
On considére une particule qui & I'instant initial 79 = 0 est proche du diffuseur centré en zo = 0 et
s’en rapproche avec une vitesse vy dans une direction initiale qui, suivie sans déviation, I’améne
au point de sa trajectoire le plus proche du centre de la force, point défini par le paramétre
d’impact by € R? (voir figure 1.3). Aprés l'action inélastique du diffuseur centré en zq sur
la particule, cette derniére se déplace librement avec une nouvelle vitesse v; jusqu’a ce qu’elle
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

rencontre un second diffuseur. En poursuivant le raisonnement, on obtient une succession aléatoire
d’événements diffusifs. Le n-iéme événement commence par définition de l'instant 7,, a partir
duquel la particule se rapproche, avec une vitesse vy, et en partant du point (voir la Figure 1.3)

1 1
Yn = Yn — §en +bna bn cEp = 07 anH < 57

du diffuseur centré en y, = zy,, ol e, = v,/||v,||, et ou le paramétre d’impact b, est un
vecteur perpendiculaire au vecteur vitesse. Le n-iéme diffuseur en lui-méme est caractérisé par
son orientation M, := My, , sa phase ¢, = w7, + ¢9Vn a l'instant ou la particule le rencontre,
et la constante de couplage ¢, 1= cpn,,.

Le changement de vitesse subi par une particule suffisamment rapide lors de la traversée du
n—iéme diffuseur peut s’écrire (Proposition 1.13)

Un+1 :Un+R(UnabnaMna¢n7cn) (1-10)
o1, pour tout v € R, b € R% avec v-b =0, et (M, ¢,c) € SO (d,R) x T™ x R,
“+oo
R (v,b, M, ¢,c) :c/ dr’'Mg (Mfly (), wr’ +9¢), (1.11)
0
avec y (7) 'unique solution de
.. _ 1 v .
j(m)=cMg (M 'y (r),wr+¢), y(0)=b— o Y@=

Une fois que la particule n’est plus sous 'influence du n-iéme diffuseur, elle se déplace sur une
distance 7,, avec une vitesse v, 1 vers le (n+1)-iéme diffuseur, qu’elle rencontre aprés un intervalle
de temps de taille A7, = 0,/ ||vns1]]-

En se basant sur cette description de la dynamique et en ignorant le role des recollisions, on
peut affirmer que la dynamique d’un ensemble de particules en mouvement dans un champ de
force décrit par (1.2) est bien approché par une marche aléatoire a temps discret couplant les
moment et position. Chaque pas de la marche est associé a un événement diffusif, ot les variables
My, ¢p, ¢, caractérisant le diffuseur, et les variables 0, b, caractérisant I’approche du diffuseur
par la particule, sont choisis aléatoirement & partir des distributions qui les caractérisent dans
le systéme auquel on s’intéresse. Ainsi, en partant d’une distribution initiale donnée (yo,vo),
on détermine de facon itérative la vitesse, la position et l'instant caractérisant la particule juste
avant le n-iéme événement diffusif grace aux relations :

Unt1 = Vp + R (vp, Kn)

L
[vn1l]

Yntl = Yn + Mnenri

Tn+1l = Tn

ol Ky = (bp, My, ¢n, cpn) . Les parameétres (M,,, ¢n, ¢,,) sont choisis de fagon indépendante suivant
les distributions décrites précédemment (la distribution de ¢, étant la méme que celle de ¢V).
On peut, sans perdre de phénoméne physique essentiel, remplacer la variable aléatoire 7, dans
(1.12) a chaque pas de temps par la distance moyenne 7, = (1,) < L qui sépare les événements

diffusifs :
Unt1 = Un + R (Urw "fn)
Tatl = Tn + P (1.12)
[vnta|
Yntl = Yn + Mxlni1
20
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1.3. Analyse de la marche aléatoire dans le cas général

Les b,, sont tirés de fagon indépendante a chaque pas, uniformément dans la boule de dimension
d — 1, de rayon 1/2 et perpendiculaire & v,. Pour résumer, cette marche aléatoire décrit le
mouvement d’une particule se déplagant librement sur une distance 7,, puis rencontrant, avec un
paramétre d’impact aléatoire, un diffuseur orienté aléatoirement, & un instant aléatoire de son
évolution (quasi-)périodique. Apres la diffusion, le processus se répéte. Notre hypothése de base
est alors que cette description retranscrit de maniére assez fidéle une trajectoire typique dans le
vrai systéme.

Dans toute la suite du chapitre, on désigne par (-) la moyenne sur les réalisations du processus
aléatoire k,. Dans les sections 1.3 & 1.6, on étudie le comportement asymptotique de cette marche
aléatoire, sous les conditions suivantes.

Hypothése 1.1. La fonction g € C3 (]Rd X Tm) est a support compact en la variable y, avec son
support dans la boule de rayon 1/2 centrée en l'origine. La fonction g et ses dérivées partielles
jusqu’a l'ordre trois sont toutes bornées, et on écrit

0 < gmax = [|9]]cc < +00.

Si g (y,¢) = —=V,W (y,9), on suppose la fonction W € C* (Rd X Tm) elle aussi a support dans
la boule de rayon 1/2 et centrée en lorigine en la variable y. De plus, (w-Vg)W # 0 et, si
d =1, on impose que pour certains ¢ € T™, on ait

/Rdy (- Vo) W (y,6) 0. (1.13)

L’intérét de (1.13) sera expliqué dans la Remarque 1.3.

1.3 Analyse de la marche aléatoire dans le cas général

On passe maintenant & I’analyse du comportement pour des n grands de la premiére équation
de (1.12)
Unt1 = Up + R (Un, Kn) , (1.14)

qui est indépendante des autres. On suppose que les particules sont rapides, c¢’est-a-dire qu’on
impose ||vo|? > cgmax (Lemme 1.12). On a alors besoin de comprendre le comportement pour
des moments élevés du transfert de moment R (vy,, Ky, ), ainsi que le comportement du transfert
d’énergie

AFE (v, kp) = %

Une théorie de la perturbation a Pordre 1 permet d’écrire (voir Proposition 1.13 pour les détails)

e [T _ 1 WA
R = o [ a3t (4177 (b (3= 3 ) en) oy 400
+0 (||vn\|_3) .

((vn+R(vn,f@n))2 —v,%). (1.15)

Plus généralement, si g est assez réguliére, on peut écrire, pour K € N* et (v,k) € R2d %
SO (d,R) x T™ x R, avec b-v = 0,

K o (e, k) K1 v
R(v,m):ZW+O(\|v\ ), =Tl (1.16)
k=1
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On remarque que

o (e, k) = c/_:o d\ Mg (M—l (b + <)\ — %) e> ,¢> (1.17)

o (e, k) = c/_:o d\ A0, Mg (M—l (b + <>\ — %) e> ,¢> , (1.18)

ou on utilise la notation

et que

Or :=w- V. (1.19)
On a donc
= 3 (e, ) -
AE (v, k) :ZW+O(||U|| ). (1.20)
(=0
avec
O = e.al®
s = e.a®
ﬁ(?’) — (a(l) o re. a(4))

On peut alors facilement remarquer que le développement (1.16) a des coefficients dominants
différents suivant que g est un champ de vecteur dérivant d’un gradient ou pas. En effet, lorsque
g = —VW, le terme du premier ordre dans le transfert de moment (1.16) est orthogonal au
moment rentrant v, de sorte que

B8O (e,k) =e-aV (e,r) = 0. (1.22)

Par conséquent, AE ~ |[v||~! dans ce cas. De plus, on a alors

BY (e, k) = c/+oo A\ 8, W (ML (b+ Ne), ) . (1.23)

—00

En revanche, lorsque g ne provient pas d’un gradient, 3(°) ne s’annule pas et on a alors AE ~ 1.
Cette différence est a 'origine des différences de comportements asymptotiques pour (||v,||?) et
{|lyn|*) dans ces deux cas, comme on le verra plus tard.

Un calcul simple et utile dans la suite, & partir des équations (1.14)-(1.16), permet d’écrire

AE AE,)?
et <1_ o Hn2> [e” o ] o <(||v ﬁi ) e .

[[onl

ou R, = R (vy, kn) et AE, = AE (v, Ky). On déduit alors de (1.21)

Op = <ag) — (04511) -en)en> 1 + <oz£b2) — (04512) -en)en> 1

[[vn ]2 [[vn[?
1 1 e
3) _ (3. S (D96 5 R € § I R L

= 60+ O(llval 7).
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1.4. Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

On utilise ici la notation ozglk) = a(k)(en, Kn). On peut alors décomposer 4, sous la forme ¢
8- 4 pinen, avec 8- e, = 0 et, puisque ||e 1] = 1 = |lenl,

pn = —144/1=65-64<0
1 1 2 1
- (oM. M (1) . _ =5
2 (Oén On > HUnH4 <C¥n €n> anH4 " O(HUTLH )

Pour toute fonction f dépendant de v et de k = (b, M, ¢,¢), b-v = 0,]|b|| < 1/2, on désignera
sa moyenne par rapport aux parameétres associés au diffuseur par

db
:/Fd/d,u(M,qS,c)f(v,b,M,qS,c), (1.25)

oil Cy est le volume de la boule de rayon 1/2 dans R4~

1.4 Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

On s’intéresse dans cette section au cas ot ¢ = —V,W. Le théoréme suivant, dont la démons-
tration est détaillée dans la section 1.8, décrit le changement d’énergie lors d’une collision unique
et sera essentiel dans I'obtention des résultats annoncés en introduction.

Théoréme 1.2. On suppose que I’Hypothese 1.1 est satisfaite et que g = =V, W.
(i) Pour tout vecteur unitaire e € R%, on a

a® (e) =0=a® (e). (1.26)
De plus, pour tout v € R,
AT B -5 e D? -3
AE (v) = Tl + O(vl™), (AE(v)” = T " O (Jlvl™). (1.27)
ou d_3
B= %DQ (1.28)
et .
c2 _
0P = [ o [ dudsl o~ v |10 (0. ) 0W (s,0) > 0. (129
d JTm R2d
En particulier, pour tout vecteur unitaire e € R et tout £ = 1,2, 3,
5O () =0, B=p8®(e) et D> = (81 (e))” > 0. (1.30)

(ii) Soient v, le processus aléatoire deﬁm par (1.14) et ey, = v, /||vn||. Soit, pour ¢ € N, BY =
BO (e, kn) . Alors, pour tout n #n' € N et tout 0 < £ < <3, on a

>

()

> < p <5’<4 >>:<< 1(14>_B> (ﬁff)—B»- (1.31)

De plus, < > et <ﬁ ®) n sont dépendants de n.
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

Remarque 1.3. (i) La partie (i) du théoreme ne fait pas intervenir la marche aléatoire (1.14).
1l s’agit juste d’une affirmation & propos des fonctions a® (e,k) et B8O (e,k), vues comme des
variables aléatoires en k.

(ii) Le fait que D? soit strictement positif est équivalent au fait que BY) ne soit pas identiquement
nul. Cela provient de I’Hypothése 1.1, et plus particulierement du fait que la dérivée temporelle
du potentiel ne soit pas nulle. C’est bien le résultat escompté puisque dans le cas d’un potentiel
idépendant du temps, l’énergie est conservée a tous les ordres et qu’alors on a Y = 0. En
dimension 1, I’hypothése supplémentaire (1.13) est nécessaire pour s’assurer que Y £0: en
effet, quand d = 1, 8L = 0 des que le potentiel a une moyenne spatiale nulle. Dans ce cas,
certains termes d’ordres inférieurs S ne s’annuleront pas et, comme on le verra dans la suite,
cela pourrait changer les lois de puissance de l’accélération stochastique. De telles situations ne
seront pas étudiées ici, mais pourraient l’étre facilement en utilisant les méthodes développées
dans la suite.

(iii) Dans l’équation (1.27), on voit que le changement d’énergie typique au cours d’une collision
est d’ordre D/ ||v||, pour de grandes valeurs de ||v|, alors que sa valeur moyenne B/ ||v||* est
bien plus petite. De plus, on a une légere perte d’énergie en dimension d < 2 et un gain lorsque
d > 4. On verra dans ce qui suit que méme pour les petites dimensions et asymptotiquement en
temps, l’énergie croit en moyenne, malgré ce terme de perte.

On se concentre d’abord sur le comportement asymptotique de <anH2> , Oll v, est le processus
stochastique défini par (1.14). Le développement (1.20) permet d’écrire

4 (4)
[onsall? 20, .
CURR Py R G
3 (%)
”Un—HH ﬁn »
= 1 T a5 n ,
ol + 3 i O (lenl™)
2
3 (i) A — 1 (M
lvnsall = llvnll - = Z [lvg |Iit! + o ﬁ“” > —|—O(”Un”76) (1.32)

et on obtient

Al

2
AL [H ol onsa }
Fonll*Allonll | 245 T T ol
() 3 (ﬁr(;l) +3 ( (L) ’

S = R v ) +0 (lenl™)

(1.33)

et
2
o s11® = 1oal® + 685 lunll® + Oo (llval®) +6 (Bﬁf’ +2(50) ) +0 (Jloall 1) . (134)
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1.4. Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

On désigne ici par Og (||v,||*) un terme d’ordre O (||vy]|“) et de moyenne nulle. On introduit les

notations O
l|lvn || B 1/B 1 1 1
=120 =2 sty ===+=)==(d—2)>—=. 1.
h=Tpoa=p =3 lpty) =525 (1.35)

Pour comprendre ce qui se passe, on néglige dans un premier temps les termes d’erreur dans
I'équation (1.33). On obtient la marche aléatoire unidimensionnelle

A&, =¢en + fl avec (g,) =0, (e2)y =1 (1.36)
n
en la variable &,. Dans le membre de droite, le premier terme est le terme dominant de moyenne
nulle de (1.33), alors que le second est un terme de dérive systématique et est le terme de moyenne
non nulle dominant de (1.33) lorsque ~y # 0.
On peut déduire de cette marche aléatoire simple le comportement en temps court de la
dynamique. Si on suppose & > |v|, alors

n—1
~
§n =258 +n— +Z€k7
S =
et cette approximation reste correcte tant que |, — &o| < &. Un rapide calcul montre que ceci
est garanti dés que 2
n < N, (&) ~ & ~ [lvoll®. (1.37)

Cette derniére inégalité donne, comme on le verra plus tard, une estimation du nombre de colli-
sions nécessaires avant que le régime asymptotique en temps long ne s’installe. Cette dépendance
par rapport a la vitesse s’observe dans les résultats numériques obtenus pour le modéle décrit
dans la section 1.7, comme on le voit sur la Figure 1.4. On s’intéresse maintenant au régime
asymptotique des &,, n > N, (). On va montrer que, pour d > 2 et k > —3,

<\|vn\|k> ~ 6. (1.38)

On remarque tout d’abord que c’est bien le comportement observé numériquement sur la Fi-
gure 1.1 pour k = 2 et la Figure 1.5 pour k = —1 et —2, pour la dynamique compléte des modéles
numériques décrits dans la section 1.7.

De plus, le résultat (1.38) est clairement vrai en dimension d = 2, puisqu’alors v = 0 et que
(1.36) ne décrit plus qu'une marche aléatoire simple sur la demi-droite. Dans le cas général, en
observant ’équation et en constatant que v > 0 lorsque d > 2, on s’attend & ce que la conséquence
des termes de dérive et de diffusion de (1.36) soit (§,) — +o00. En dimension d =1, v < 0 et le
second terme agit alors comme un terme de frottement. On montrera néanmoins que pour tout
v > —1/2, ce terme de frottement est trop petit pour altérer le comportement asymptotique des
(€,) . Dans ce but, on remarque que

Ag?@ = (2§n + Agn) Afn
En ne gardant, une fois encore, que les termes dominants, on obtient

AL =2, + 2y + 1. (1.39)

2A partir de maintenant, on utilise la notation f () ~ g(z) lorsqu’il existe 0 < ¢ < C < +oo tels que

cf () <g(z) < Cf(x).

25

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Chapitre 1.

Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

10° T T T —

1104
| 2d hexagonal lattice
N, ~ v, T~ vyl 4103
103 F
N.(lvgh 1"
% L
W «, (v D
ok 110
L 11
10.1 1 1 1 1 1
0.5 1 1.5 2 253

F1G. 1.4 — Les quantités N, (||lvg]|) (sur 'axe vertical de gauche) et 7, (||vg]|) (sur l'axe vertical
de droite) en fonction de ||vg|| pour une particule évoluant dans un réseau a maille hexagonale
(d = 2) décrit dans la section 1.7.

Pour tout 7 > —1/2, on montre que le processus 2 divisé par n a une limite bien définie qui
est le processus de Bessel carré en dimension § = 2 + 1. Cela implique (1.38) pour ces valeurs
de v et pour tout k > —3. Pour s’en convaincre, on définit pour tous s > 0, n € Net 0 < o < s,

s . s s
YU(") = E&%’ Sl o = k‘g <o <(k+1) oo Ok+1- (1.40)

En multipliant 1’équation (1.39) par s/n, on trouve

avec

n—1
Y™ =y + 23 VYaPABW + (2 + 1) s,
k=0

En faisant tendre n vers +o0o et en écrivant Yy := lim,,, 1 Ys(n), on obtient

S
Y;=Y0+2/ VYadB, + (27 +1) s,
0

ol By est un mouvement Brownien en dimension 1 puisque les g, sont indépendants et identi-
quement distribués. En d’autres termes, le processus limite Y; satisfait I’équation différentielle

stochastique

dY, = 2¢/Y,dB, + (27 + 1) ds, (1.41)

du processus de Bessel carré en dimension 6 = 2y + 1 (voir chapitre 3, section 3.4).
Ainsi, puisque &2 /n converge, on peut approcher sa distribution par celle de Y; et conclure

L
que pour tout £ > —1, <§fl> ~ nz, ce qui est exactement (1.38). Une version rigoureuse de ces
arguments est donnée par le théoréme suivant, conséquence directe du Théoréme 3.1 démontré
dans le chapitre 4.
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1.4. Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

10 T T T T T 10
one dimension 2d hexagonal lattice
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n n

Fic. 1.5 — Résultats numeériques illustrant le comportement asymptotique de <an||k>, dans le
cadre du modéle décrit dans la section 1.7, en dimensions 1 et 2, avec pour conditions initiales
et valeurs de k les valeurs indiquées dans les légendes.

Théoréme 1.4. On suppose que la suite (§,),,cn Satisfait, pour tout n € N,

2 2 2/3 2 (B _1/3 , _
Ent1 §n+2€n§n+00( " >+— — + 2¢, +O(§n ) si €| > €, (1.42)

3\ D2
€., = E+2y+1,  sil& <é,

pour une valeur critique & > 0. Alors en toute dimension d > 2 et pour tout £ > — |2y + 1] /2,
14
on a (Jlon]*) = (3D)* (€2) ~ .

Remarque 1.5. Pour des &, petits, I’hypothése 5121“ =& +2y+1, avec 2y+1 = (d+1)/3 > 0,
fait que les valeurs successives de &, vont progressivement augmenter jusqu’a étre suffisamment
grandes pour reprendre la marche aléatoire (1.42). Le choix de la valeur 2y + 1 des coups regus
par les particules pour &, petit peut sembler arbitraire : n’importe quel pas 57%“ — &2 strictement
positif, constant ou pas, permet d’acheminer progressivement les valeurs de &, vers &. Le choiz
de cette restriction technique est justifié dans le chapitre 4.

Le Théoréme 1.4 implique en particulier, en utilisant (1.12), que (voir la Figure 1.6)
(1) ~ n®/® (1.43)

et donc, au final,

N, (50)
[[vol]

(2 (1)) ~ 75, 7> 1 (|vol) = ~ Jlwol|?. (1.44)
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire
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FIG. 1.6 — Evolution de I'instant de collision (7,,) pour le modéle de la section 1.7, en dimensions
1 et 2, pour les vitesses initiales indiquées dans les légendes.

On remarque que le comportement asymptotique ne dépend pas de la vitesse initiale ||vp|[;
par contre, on a montré que I'échelle de temps 7. (|[vol|) = T, (|juo|)) & Partir de laquelle il se met
en place croit comme ||vg||®, résultat vérifié dans les résultats numériques en dimension d = 2 sur
la Figure 1.4, qui représente, en fonction de ||vgl|, le nombre de collisions N, et le temps moyen
T, avant que le régime asymptotique ne s’installe.

En dimension d = 1, la méme loi de puissance a été trouvée dans le cadre des champs
aléatoires (Gaussiens) dans [38], [52], et [2], en utilisant différentes méthodes. Lorsque d > 1, les
seules études dont nous avons connaissance sont [38] et [74] : elles traitent de champs aléatoires
Gaussiens et mentionnent respectivement ([|v(7)[|?) ~ 712 qui contredit (1.44), et {|lv(7)]?) ~
72/5 qui est en accord avec (1.44). Comme mentionné en introduction, les prédictions (1.38) et
(1.44), incluant le temps 74 (]|vg]|) auquel le régime asymptotique s’installe, sont corroborées par
des calculs numériques en dimensions 1 et 2, dont les résultats sont présentés dans la Figure 1.1
et décrits plus précisément dans la section 1.7.

On détermine maintenant le comportement asymptotique de (||y,[|?) et (|ly (7)]|*) (voir les
équations (1.48) et (1.49) dans la suite). On s’intéresse d’abord au cas ot d > 1, qui dépend
clairement de la déviation du chemin de la particule par rapport & une ligne droite, c’est-a-dire
de quel angle et avec quelle rapidité la particule tourne. En particulier, on a besoin d’étudier
la troisiéme équation de (1.12). Pour cela, on analyse d’abord 1’évolution des vecteurs unitaires
en, qui exécutent une marche aléatoire sur la sphére unité en dimension (d — 1). Pour tout n,
en utilisant le Théoréme 1.2(i) et 'observation que e,, est indépendant de k,,, on trouve que la
valeur moyenne du pas &, de la marche en e, définie par (1.24) satisfait (3,) = O ([jvn]|™*) .
D’autre part, 'amplitude de ce pas est

o)

16l =
T ol

+O (lonl =) = N6

Etant donné que la particule arrive avec une vitesse ||v,|| élevée au niveau du n-iéme diffuseur,
on veut déterminer le nombre de collisions m que la particule doit subir avant que sa direction
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1.4. Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

ne varie d’une quantité macroscopique. Pour cela, on calcule I’espérance conditionnelle

m—1m—1

(llentm = eall?) = D D~ (Gnrh - Snae)

k=0 k'=0

On suppose que m vérifie m < Ny (&,) ~ ||[vn]|® ~ n, de sorte que (1.37) implique ||vpim|l ~ [[vnll;
on peut donc approcher |[v, || par ||v,|. D’aprés le Théoréme 1.2(i), on a donc, pour tout k,

(b)),

<5n+k . 5n+k> - 1
[[on]]
Pour les termes non diagonaux, on remarque que, si k > k',

(Ontk  Onyrr) = <5n+k 5rf+k/> + <Mn+k€n+k'5i+k/> +

<5ﬁ+k : Mn+k'€n+k’> +0O (|loall %) -

De plus, I'invariance par rotation du systéme implique que pour un e, donné, le vecteur (%Jrk
s’annule ; on rappelle que la moyenne désignée par la barre est définie par (1.25). Par conséquent,
sik >k,

<5#+k ’ 5#+k’> =0= <5#+k : Mn+k'€n+k'> :

En écrivant e, = enpiir1 + Ag, Uinvariance par rotation implique encore que ’espérance
conditionnelle de Ay, avec e, 1,11 donné, est un vecteur vge,r41 de longueur |y < 2. On a

donc
<57Jz_+k’ ‘Mn+k€n+k> = <57JL_+/€’ ) ,Un+k€n+k'+1> + <5,f+k/ 'Mn+k7/k€n+k/+1> ,
ainsi que
‘<5i+k/ '”"+k6"+k>‘ < 3 <|5#+k’ ‘ €n+k'+1||ﬂn+k|>
= 3< St - lensrs + 5n+k/]‘ !Mn+k\>

H H4 |’5n+k’H2 =0 (”Unuig) .

On en déduit

(1)
enl?) = <H H> mO (|[vnl|~") +m?O (|lval 7).

<”en+m - 1
[[vnll

Par conséquent, lorsque
m = M, (|[val]) ~ [[va]|* ~ n** < n, (1.45)

on trouve (||€p4m — €nl|*) ~ 1. Cela montre qu’aprés M, (||v,||) collisions, et en ne considérant
pas les compensations accidentelles entre les termes diagonaux et non diagonaux, la particule
tourne d’un angle macroscopique et les réalisations des vecteurs unitaires ey, couvrent la sphére
unité. Dans la Figure 1.7, on a tracé les valeurs de M, (||vg]|) obtenues par une étude numérique de
la décroissance de la fonction de corrélation (e, - eg) pour le modéle numérique bidimensionnel
décrit dans la section 1.7. La loi de puissance alors observée coincide avec celle prédite par
I’analyse de la marche aléatoire faite précédemment.
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2d hexagonal lattice

My,
110

0.5 1
m I VO”

FIG. 1.7 — A gauche, la fonction de corrélation (e, - €g) tracée en fonction de m pour un ensemble
de quinze vitesses initiales ||vg|| comprises entre 0.5 et 2.0. A droite, une estimation numérique
de M, (]|vg]|) obtenue a partir des pentes initiales des données et tracée en fonction de ||lvgl|.

On peut maintenant étudier le comportement asymptotique de ||y,||. Pour des particules
lancées & I'instant initial avec une vitesse initiale |jvg||, il faut typiquement M; = |jvg||* collisions
pour que la direction du mouvement devienne aléatoire. On peut alors définir de fagon récursive

2
My = M + M2, (146)

suite pour laquelle on a M), ~ k3. Les M}, peuvent s’interpréter de la facon suivante : lorsque
n = Mj, la vitesse de la particule a subi k virages en moyenne, c’est-d-dire que sa direction a
varié k fois d’une quantité macroscopique, alors que le long d’une séquence de m < My11 — My,
collisions entre My, et M1, la trajectoire suit plus ou moins une ligne droite. Cette image est
utilisée pour calculer de fagcon approchée y,s, en écrivant

YMyiy = Yy, + M (My1 — Mi) ey, (1.47)

Cette estimation n’est pas anodine, mais l'idée est qu’en moyenne, la particule avance sans
dévier pendant environ (M) — My) pas dans la direction epy, . En utilisant (1.45) et (1.46), on
peut considérer ces directions successives ey, comme aléatoires et indépendantes, choisies sur la
sphére, de sorte que (1.47) décrit une marche aléatoire sur une échelle de longueur plus large,
avec des pas indépendants d’ordre n, (Mgy1 — My) ~ k2. Cela entraine

k
5/3
Uyag?) ~ 3" 04 ~ k5 ~ 02,
(=1
En interpolant entre les M}, on obtient
(Ilynl®) ~ n®/3. (1.48)
Enfin, avec I’équation (1.43), on conclut que
(ly (X)) ~ 7. (1.49)
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1.5. Champ de force ne dérivant pas d’un gradient

Le mouvement des particules est donc balistique, dans le sens ou ||y (7) ||/7, qui décrit le taux
auquel la particule s’éloigne de l'origine, reste fini en moyenne. On remarque cependant que
la vitesse instantanée moyenne croit comme T/ 5 comme on 'a montré précédemment. Les
particules accélérent donc, mais leurs trajectoires font des virages, ce qui diminue la vitesse
a laquelle elles s’éloignent de l'origine. Les résultats des simulations numériques en dimension
d = 2, présentés dans la Figure 1.2, et décrits en détails dans la section 1.7 coincident avec les
résultats de 1’étude de la marche aléatoire décrits ici.

Pour finir, on traite rapidement le cas de la dimension 1. Dans ce cas, la particule ne peut
pas changer progressivement de direction, et 1’analyse décrite ci-dessus ne s’applique plus. En
effet, en dimension 1, un changement de direction implique un renversement complet du sens
du mouvement, mais cela ne peut se produire que si la particule rencontre une séquence de
diffuseurs 'arrétant d’abord complétement. Des calculs similaires a ceux faits précédemment
montrent qu’un tel phénoméne ne peut apparaitre sur une échelle de temps plus petite que
M, (|lvol]) ~ [Jvo]|®, qui est Iéchelle de temps sur laquelle, comme on I’a vu plus tot, la particule
accélére. De plus, & tout instant, on a la borne supérieure évidente

(ly (M) 1) < /OTdS (o (7) [}y ~ 75 (1.50)

Il est donc clair que pour des échelles de temps sur lesquelles la plupart des particules n’ont pas
changé de direction, on a

(ynll) ~ n, (1.51)
ce qui avec (1.43) implique (||ly (7)||) ~ 7%°, c’est-a-dire qu'il y a une saturation au niveau
de la borne supérieure (1.50). A des temps plus longs, la distribution des instants auxquels la
marche aléatoire (1.36) repasse par l'origine en & = 0, et qui gouverne la distribution des instants
auxquels les vitesses s’inversent, pourrait changer le comportement asymptotique. Si ce type de
phénoméne apparait, il le fait & des temps plus longs que ceux atteignables numériquement. En
effet, jusqu’aux temps étudiés dans nos simulations numeériques, la borne (1.50) semble décrire
de fagon précise les propriétés asymptotiques de la croissance de y (7).

1.5 Champ de force ne dérivant pas d’un gradient

Quand le champ de force g ne dérive pas d’un potentiel W, on suppose que la distribution v
de la constante de couplage c est centrée en 0

/c dv (c) =0, (1.52)

de sorte que la force moyenne s’annule en tout point y € R%. Le développement (1.20) devient

26 25

Pn L 20 o (o), 1.53
ol o + O Uleal™) (1.53)

loms1l? = lloall? + 26 +
et permet d’écrire
4 41480 [y (12 4 480 @ 4 (g0)> -1
lonsall* = lonll* + 489 lonll” + 480 lloall + 4 ( 82 + (89) ) +0 (Jeal ). (159

On obtient le théoréme suivant, semblable au Théoréme 1.2 et dont la démonstration est faite
dans la section 1.8.
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Théoréme 1.6. On suppose vérifiées I’Hypothése 1.1 et I’égalité (1.52). Alors :

(i) Pour tout vecteur unitaire e € RY, o) (e) = 0 = a(? (e). De plus, pour tout v € R?,

AE (v) = % +O (o7, AE®)?=D"+0(|lo]|™), (1.55)

ot B' = (d;—l)D’2 et
2 C_2 / 11— (14d)
D -, de¢ dyodyllyo — woll
d JTm R2d
(o —v0) - 9 (w0, 9) (w0 — %0) - 9 (w0, ¢) > 0.

En particulier, pour tout vecteur unitaire e € R? et tout £ = 0,1,

5O (e) =0, B =B (e) et D? = (80 (e))* > 0. (1.56)
D’ > 0 si et seulement si 3 (e, k) n’est pas identiquement nul, ce qui implique que g n’est pas
un champ de vecteur dérivant d’un potentiel.
(ii) Soient vy, le processus aléatoire défini par (1.14) et e, = vy, /||vy]|. Soit, pour £ € N, B =
B (e, kn) . Alors pour tousn #n' € N et tous 0 < £ <0 <1, on a

D) - =0= (s
) o (8 (- )& ) (2 ). |

2
De plus, <(ﬁr(z2)> > et <By(f) ,(12)> sont indépendants de n.

Remarque 1.7. Le fait que la force dépende ou non du temps n’a ici aucune influence, contrai-
rement & ce qui se passait dans le Théoréme 1.2. En d’autres termes, lorsque le champ de force
ne dérive pas d’un gradient, le comportement prédominant du transfert d’énergie d’une particule
ne dépend pas de la dépendance ou non par rapport au temps. En particulier, les coefficients B’
et D' ne font pas intervenir de dérivée temporelle de la force, contrairement a B et D.

On analyse maintenant le comportement asymptotique de la vitesse et de la position de la
particule, comme dans la section 1.4. A partir de '’équation (1.54) et en introduisant les notations

; _ lloal® ;B
&, = 5Ty et e, = o (1.58)
on trouve
12 12 ! & 1—3/2 (1 Br(?) 2 1/2
R = €2+ 206, + D0 /g + | D+ ) + 0 (677). (1.59)

On a alors un résultat semblable au Théoréme 1.4.

Théoréme 1.8. On suppose que la suite (§)), oy satisfait, pour tout n € N, (1.59) lorsque

€] > € et e
2 2 +
1 =& + 5
si |&L] < €&, pour une valeur critique & > 0. Alors en toute dimension d > 1 et pour tout

0> = |(d+1)/2] /2, on a (Jloall*) = (2D (€2 ~ .
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1.5. Champ de force ne dérivant pas d’un gradient

C’est, 1a encore, une conséquence directe du Théoréme 3.1, démontré dans le chapitre 4. En
utilisant ce résultat dans la seconde équation de (1.12), on obtient

n
() ~ S g ¥t et (o) ) ~ (1.60)
{=0
Ce résultat est prouvé rigoureusement dans [25] pour un champ de force ne dérivant pas d’un
gradient, dépendant du temps, de la forme (1.2) et (1.7), pour les dimensions d > 4, et sous
quelques hypothéses techniques adaptées sur g et sur la distribution des centres des diffuseurs.
On regarde maintenant ce que cela implique pour le comportement asymptotique de ||y (7) ||.
Tout d’abord, I'échelle des temps courts N/ (€}) est maintenant N, (&)) ~ &> ~ n ~ ||vo||*. De
plus, en utilisant (1.24), on trouve

aS}’ — <a£}> . en> €n

lon 12

€ntl = €n + +O(”U7L”_3) .

Par conséquent, (|len4m — €n][*) ~ m/||vn||* ~ m/n. La particule tourne donc maintenant d’un
angle macroscopique aprés M, (|[vn]]) ~ |lvn||* ~ n collisions, c’est-a-dire bien plus longtemps
aprés que dans le cas d'un champ de force dérivant d’un potentiel (voir (1.45)) et du méme
ordre que le nombre N, (||v,]|) ~ n de collisions nécessaires pour accélérer de fagon significative.
Cela vient simplement du fait que la particule est plus rapide avec |v,|| ~ n'/4, plutét que
lvn|| ~ n/6, et est plus difficilement déviée. Cela influe sur le comportement asymptotique de
lly (7) ]| de la fagon suivante. On définit comme précédemment My = ||vo||*, Myy1 = My + My,
de sorte que My ~ 2%, et yar,,, =y, + nx (Miy1 — My) enr,. Cela s’intégre en ([|lyag, ||) ~ My,
et on obtient

ly (7)) ~ 72, (1.61)

indépendamment de la dimension d de I'espace ambiant.

Remarque 1.9. Ces résultats (équations (1.60) et (1.61)) coincident avec les résultats rigoureux
montrés dans [25]. Dolgopyat et Koralov y étudient le comportement de particules dans un champ
de force G défini sur RY par

Gly) = gily — i),

€N

ot les fonctions g; sont des variables aléatoires définies sur un espace de probabilités (Q' )
indépendantes et identiquement distribuées, ce sont de plus des fonctions lisses de R® dans R?,
a support dans une boule centrée en l'origine et ne dérivant pas d’un potentiel. Les centres x;
des diffuseurs sont distribués aléatoirement dans R selon une loi de Poisson et indépendamment
des g;. Il est alors montré qu’en dimension d > 4 et pour tout vy assez grand, il existe un sous-
ensemble U, C Q' tel que limj, oo P'(2;,) = 1 et en se plagant sur lespace S, muni de la
mesure de probabilité P, :=TP'/P'(€Y, ), on a :
1. y(t) et v(t) tendent presque-sirement vers l'infini quand t tend vers l'infini,
2. v(c3T)/c converge en distribution vers un processus diffusif v(T) lorsque c tend vers l’infini,
3. y(c31)/c* converge en distribution vers un processus diffusif lorsque ¢ tend vers l'infini.
Dolgopyat et Koralov utilisent en particulier le fait que le processus limite v est tel que |v(T)
est un processus de Bessel de dimension 2d/3 (voir section 3.4). L’hypotheéese d > 4 permet
alors de travailler avec un processus de Bessel de dimension strictement plus grande que 2 et,
par conséquent, de construire un espace S, sur lequel les trajectoires des particules ne passent
presque-sirement jamais deux fois au méme endroit.

‘3/2
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

1.6 Champs aléatoires homogénes

On montre briévement dans cette section que I'analyse faite dans les sections précédentes
peut étre adaptée, méme si c’est de fagon moins rigoureuse, dans le cas ol le champ de force
n’est pas de la forme (1.8), mais est un champ vectoriel aléatoire homogéne en temps et en espace
tel que

(G (y,7)) =0, (Gly,nG,7)=Cy—y ,7—7).
La fonction C est a valeurs matricielles, et on suppose qu’elle décroit rapidement en sa variable
d’espace, mais pas nécessairement en sa variable de temps.

Dans cette situation aussi, on s’attend & ce que le mouvement asymptotique de la particule
soit bien décrit par une marche aléatoire semblable & celle décrite par (1.12), avec la différence que
maintenant, le pas de temps AT, est déterminé par le temps mis par la particule pour parcourir
une distance 7, égale & un multiple de la longueur de corrélation (qui vaut 1 dans les variables
de la nouvelle échelle utilisées ici) du champ de force :

Up41 = Up + R(yrwvnaTrw ATn)

Tn+1l = e s e > 1 (162)
H |

Yntl = Yn + Nxln.

Ici, R (Yn, Un, Tn, ATy) est la variation du moment subi par une particule qui, aprés étre arrivée
en y, a linstant 7,, et avec un moment v,, se déplace pendant une durée A7,.

On s’intéresse dans un premier temps au cas ou G = —VW est un champ aléatoire dérivant
d’un gradient et tel que
<W (va)> = 07 <W (y7T)W(y/7TI)> :K(y_y/aT_Tl) ) (163)

avec K une fonction & support compact contenu dans la boule unité B (0,1), appartenant a
c? (]Rd X ]R,R) , invariante par rotation et paire en sa variable de temps.

Pour étudier le comportement asymptotique de v, défini par (1.62), on a d’abord besoin,
comme dans les sections précédentes, de comprendre le comportement asymptotique de

n—1 n—1
loall® = llooll* + > Allogl* = [leol|* + > 2AHy, — 2(W,, — Wo), (1.64)
k=0 k=0
ott Hy, = H (yg, vk, ) = ||k l?/2 + Wi, et Wi, = W (yg, 7). En introduisant la notation

AH (y,v,7,A7) = H (y (1 + A7) ,v (1 + A7), 7+ A7) — H (y,v,7),

)+t (s i) 0 (1),

on trouve

A (y T o H) = A (y’

avec
AH <y T o H> HvH/ dAaW(“”*Ae T H>

et

773 1
AHH< v, T, W) = _H "]3/ dA\Vo, W <y—|—77*)\e T—i—W)
v
by n )\//

/ [ axvw <y+"*”“+ T ||>
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1.6. Champs aléatoires homogénes

On obtient alors le méme type de résultat que le Théoréme 1.2, avec une démonstration immé-

diate.
Proposition 1.10. Sous les conditions détaillées ci-dessus, on a <a(1)> =0= <a(2)> et pour
tout v € RY,
B _ D? _
QH @) =77 +0 (I07) - ((AH ) = 75 +0 (1),

ol B

= (d—-3)nKO —2(d—4) KV, D*=2 (n*K(O) - K(1>) :
et

1 1
KO = [ (<02 (re.0)) . KO = [ g (~pf K (ue,0)).
0 0

Démonstration. En remarquant que (AHy (v)) = 0, on peut écrire

<AH(1})> = <AH[[
_ " " ~ Ve ) ()‘_)‘I/)
- HvH /d)\/ A\ (A= \) (A K )<n*()\ ) . >

- / i\ / AN (A= X)* (AGFK) (. (A= ") e.0) + O (|lo] )

||U
_ ||Z*|*|4/0 AN (1= X) X2 (AGK) (e, 0) + O (o] ).

On utilise alors I'invariance par rotation de A9? K (-,0) et une intégration par parties pour obtenir
I’expression de B.
De plus, puisque

2 1 2
(AH(y,v,7,A7))2 = (/ dA@TW(y—l—n*)\e,T)) +O([v] ),
0

][>
on trouve "
2 D2 -3
((AH(v))7) = ToE T O(llvlI™),
ou
~ 1 1
B o= [ax [ ax (<o) (.0 X)eo)
0 0
1
= o / AA(L = A) (—82K) (e, 0).
0
Un changement de variable permet de conclure. U

En multipliant ||v,|? par (s/n)1/3 dans (1.64) et en faisant tendre n vers l'infini, on trouve
que le processus limite Z, est solution de ’équation différentielle stochastique

4z, 24B; 2 N\Ndo 1 B+1
°T3vz 3\ 6)z2 "T3\p272)"
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En utilisant le calcul d’Itd, on a alors que Y, = Z3 est solution de I'équation différentielle
stochastique du processus de Bessel carré [73] de dimension § = 2y + 1. En choisissant 7, assez
grand, on peut rendre « arbitrairement proche de (d — 2) /6. L’analyse de la marche aléatoire
est donc complétement analogue a celle de la section 1.4, et on obtient en particulier les mémes
lois de puissance pour la croissance de (|[v(7)[|*) et {|ly(7)||*) que dans (1.44) et (1.49).

Dans le cas ott G n’est pas un champ dérivant d’un gradient, on garde les hypothéses d’in-
variance par rotation et de symétrie par réflexion. Cela assure I'existence de fonctions Aj et Ao
telles que la fonction de corrélation soit de la forme

C(y,m) =M1 (lyll,7) Py + Ao (lyll, 7) By

ou P, est le projecteur orthogonal par rapport a la direction du vecteur y et Pj + Py, =1;. On
suppose de plus que A; et Ay sont des fonctions de classe C? qui décroissent rapidement en leur
variable d’espace, et que pour tout 7 € R, Aj (+,7) et Ay (-, 7) sont & support compact dans [0, 1].
Sous ces hypothéses, on peut monter un analogue du Théoréme 1.6.

Proposition 1.11. Sous les hypothéses décrites, on a <a(1)> =0= <a(2)> , et pour tout v € RY,

(AE (v)) = ”B” +o(IoI7*),  ((AB@)*)=D2+0 (vl ™),

B =n(d-1)K®O® _(d-2)K'V, ~ D?=2 <77*K’(0) - K’<1>) >0

avec

et
1 1
K'O) = /0 dphy (p,0), KM = /0 dppd (p,0)

Démonstration. En calculant
T+ns /||| N .
Reorn /o) = [ 6 (7).7)dr

a l'aide d’une théorie de perturbation & l'ordre 2, on obtient

R(y,v,7n./ [oll) = Ri (y, 0,74/ [[oll) + Riz (y, 0, 7,m4/ [[v]])

avec . . )\
RI (y7U7T777*/HUH) - ||UH /0 dA\G <y+77*)\€ T+ W)
et
R _ 77»% 1d )\d " 1/
wrapl) = s [Fa [T - a «

(G (y + n*)\"e,T) . V) G(y+nhe,7)+ 0O (HUH_4) .

Alors, <a(1)> et <a(2)> s’annulent, et donc <ﬁ(0)> et <ﬁ(1)> également. L’égalité w - Py (v) =
(v-y) (w-y) /y* implique

% <a<1> . a(1>> _

d)\/ AN (A1 (LA =N,

0) + (d— 1) Ay (s |)\ — X’\ ,0))
- /0 AN (1= A) (Ag (X, 0) + (d — 1) Ag (7,1,0))
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et

<a(3) . 6> —

1
2 /0 AN (1= ) (AN (A,0) + (d — 1) (A1 (A,0) — Ag (,0)))

1
=nz/0 AN (((d—2) = A(d — 3)) Ay (1:A.0) — (d — 1) (1 — A) Ay (1:1,0))

On obtient alors 'expression de B’ en additionnant ces deux derniéres équations et en faisant le
changement de variable pu = n,A\. U

L’analyse de la marche aléatoire se fait de la méme fagon que dans la section 1.5, et on obtient
les mémes lois de puissance.

1.7 Résultats numériques

Afin d’illustrer I’analyse théorique du mouvement d’une particule dans un champ de force
présentée précédemment, des calculs numériques ont été réalisés pour un réseau périodique de
diffuseurs mous en dimensions 1 et 2. Dans le cas bidimensionnel, on a utilisé un réseau & maille
hexagonale avec, pour N = (Ny, Na) € Z%, xy = Nyu+Nav, avec u = (1,0) et v = (1/2,/3/2).
On s’est restreint au cas ou le champ de force associé aux diffuseurs dérive d’un potentiel, en
choisissant W sous la forme d’un potentiel plat, circulaire et dépendant du temps :

W(y.6) — f<¢>x(”j—*”), yeRLd=1,2,

ott x(z) =1si0 <z <1etx(z)=0sinon. Le paramétre y, satisfait ici v/3/4 < y. < 1/2,
lorsque d = 2, afin de s’assurer que le systéme soit & horizon fini; lorsque d = 1, on prend
Y« = 1/3. On s’est intéressé a trois choix différents pour la fonction f, a savoir

f1(¢) =cos (21¢), fa(¢) =1+ cos®(2m¢), ¢ €[0,1],

qui engendrent des potentiels périodiques en temps, et

I3(¢) = f3 (91, p2) = cos (2mpy) + cos (2mep2) .

Dans le dernier cas, le vecteur fréquence w est choisi égal & w = (1, \/5) ; le potentiel résultant
est ainsi quasi-périodique en temps. Les phases ¢y sont choisies uniformément sur le tore, de
fagon indépendante pour chaque diffuseur. Les constantes de couplage ¢y sont elles aussi choisies
de fagon indépendante avec une distribution uniforme sur [0,1/2], ou fixée égales & cy = 1 ou
cy = —1, pour tout N.

Chaque potentiel ainsi défini représente une barriére ou un puits de potentiel & symétrie
centrale, dépendant de la phase et du choix de la constante de couplage et dont le maxi-
mum/minimum oscille en fonction du temps. Pour f = f; et f3, tout diffuseur agira a certains
moments comme un puits de potentiel et & d’autres comme une barriére, suivant le signe de
enfi1(on 4+ 7) ou de ey fs (¢ + wT) & U'instant 7 d’arrivée de la particule ; en moyenne, la force
exercée en un point donné de l'espace s’annule toujours. Par contre, lorsque f = fo et cy =1
pour tout N, cyfa (¢ + 7) reste toujours positif, générant un réseau de barriéres de potentiel
oscillantes pour lequel la force moyenne en un point donné ne s’annule pas. De méme, lorsque
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Fi1G. 1.8 — Un exemple de trajectoire dans la maille hexagonale.
f = fo et ey = —1 pour tout N, on obtient un réseau de puits de potentiel oscillants. Dans tous

les cas étudiés numériquement, le systéme est & horizon fini.

Le mouvement d’une particule dans un réseau de tels diffuseurs peut se calculer par récur-
rence, en utilisant la conservation de ’énergie et du moment de la particule & son entrée et sa
sortie du support du potentiel, et sans avoir & intégrer numériquement d’équation différentielle
d’ordre 2. Cela permet de calculer la trajectoire jusqu’a des temps trés longs, comme requis pour
une étude de régime asymptotique. Un exemple de trajectoire est tracé dans la Figure 1.8.

Dans les simulations, chaque particule est placée initialement en un point choisi aléatoirement
sur le bord du diffuseur centré en l’origine, avec un vecteur vitesse initial choisi avec égale
probabilité parmi les directions pointant vers l’extérieur. Pour chaque ensemble de conditions
initiales, la vitesse initiale ||vg|| de la particule est constante et ses valeurs sont indiquées dans
les légendes des figures ou sur les figures elles-mémes. Les résultats présentés représentent les
moyennes sur 10* trajectoires, pour chaque vitesse initiale. Pour faciliter la présentation, les
données tracées tout au long du chapitre en fonction du temps 7 ou du nombre de collisions n
ne représentent qu’'un sous-ensemble des données obtenues, évaluées en des valeurs de 7 ou n
réguliérement espacées sur un axe en échelle logarithmique.

On retrouve, aussi bien dans les calculs numériques que dans la théorie, que la loi de puis-
sance de ’évolution associée & l’accélération stochastique ne dépend pas de la forme précise du
potentiel ; en particulier, elle ne dépend pas de 'annulation ou non en moyenne de la force. C’est
pourquoi on a choisi de ne présenter dans les figures que le cas oul f = f1 et ¢y est uniformément
distribué dans [0, 1/2].

Pour ce modéle en particulier, la Figure 1.1 (page 15) représente I’évolution de 1’énergie
cinétique moyenne de la particule, en fonction du temps 7 et du nombre de collisions n. Comme on
I’a déja mentionné, les résultats observés sont en parfait accord avec les lois de puissance prédites
par l'analyse (voir (1.4), (1.38), (1.44)), dans les deux dimensions. On peut aussi remarquer sur
cette figure que le régime asymptotique est atteint aprés une durée initiale de N, (||vg]|) collisions
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qui croit comme |[|vg||. La valeur de Ny (||vg||) a été calculée numériquement pour quinze valeurs
de |lvg|| entre 0.5 et 2, et le résultat est présenté dans la Figure 1.4 page 26. La encore, la loi
de puissance observée N, (|[vo]|) ~ [|vo]|® est en accord avec celle prédite dans la section 1.4
(équation (1.37)).

De méme, la Figure 1.2 (page 16) représente, pour le méme modeéle que précédemment,
I’évolution de la variance du déplacement de la particule en fonction de 7 et n. Les lois de
puissance obtenues en dimensions 1 (équations (1.5) et (1.51)) et 2 (équations (1.6) et (1.48)-
(1.49)) sont effectivement différentes, et correspondent a celles obtenues dans la section 1.4.

Afin d’obtenir des résultats analytiques pour une classe suffisamment large de potentiels,
I’analyse théorique de la section 1.4 a été faite pour des potentiels lisses ; ce n’est clairement pas
le cas des potentiels utilisés dans les simulations numériques. En effet, pour avoir des résultats
numériques en temps long avec un potentiel lisse, il faudrait résoudre & chaque itération une
équation différentielle du second ordre; cela entrainerait une perte de précision et des temps de
calculs trop longs. De plus, des calculs explicites spécifiques au potentiel plateau montrent que les
formules (1.16) et (1.20) restent vraies, et que leurs termes dominants ont le méme comportement
que ceux dans 'analyse présentée ; les arguments sont ainsi toujours valides. Cela conforte encore
dans I'idée que c’est le comportement & énergie élevée des transferts de moment et d’énergie lors
d’un seul événement diffusif qui détermine le comportement asymptotique de la particule, et
suggére que les résultats sont encore plus généraux que ceux donnés par l'analyse faite ici.

Pour finir, on remarque que les potentiels utilisés dans le modéle numérique sont invariants
par rotation, et que les réseaux sont ordonnés. Ainsi, quand cy est constant, le seul aléa qui reste
dans le probléme se trouve dans les phases initiales ¢y des diffuseurs et les directions initiales
eog des particules. Par conséquent, ’essentiel de 1’aléa nécessaire a I'analyse faite ici résulte de
la nature dispersive des événements diffusifs eux-mémes, qui générent, en évaluant le long de la
trajectoire suivie par la particule, une suite aléatoire d’événements diffusifs.

1.8 Démonstrations des Théorémes 1.2 et 1.6

On commence par quelques remarques préliminaires. Pour faciliter ’écriture, on définit

gy, 7)=Mg (M 'y,wr +¢),

en supprimant les variables ¢ et M dans les notations.

Les estimations faites dans la suite sont toutes uniformes en ¢ et M. On remarque que quand
g = —VW, on obtient § = —VW, avec W (y,7) =W (Mfly7 wT + (b) . On a besoin d’étudier les
solutions de

j(r)=cg(y(r),7)==cVW (y (7)., 7). y(70) = yo, ¥(70) = vo. (1.65)
Pour toute condition initiale y (79) = yo, v (79) = vp, on définit

ve = lim g (7). (1.66)

T—300

En particulier, si yo = b — vo/(2]|vo||) et yo = vy, on a (équation (1.11))

R(vp, k) = vy —v_ = —c/RdT/VW(y(T'),T/). (1.67)

Le lemme suivant assure que ces limites existent quand |[vg|| est assez grand.
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Lemme 1.12. On suppose I’Hypothése 1.1 vérifice. Soient 79 € R et (yo,vo) € R?? tels que
lyoll < 1/2, |[voll* > 12¢gmax- Alors il existe des uniques Tin < To < Tout tels que ||y (in) || =
5/2 = ||y (Tout) ||. De plus,

V3 53

HUOH < mln{TO — Tiny Tout — TO} < maX{TO — Tin, Tout — TO} < H—

. (1.68)
vo|

Ce lemme dit en substance que toute particule, se trouvant a l'instant 7y & 'intérieur de la
région ou le potentiel est non nul et ayant une énergie cinétique assez grande & cet instant, est
entrée dans cette région en un instant du passé et la quittera & un instant futur, en mettant
une durée d’ordre ﬁ pour la traverser; les bornes inférieure et supérieure dans (1.68) seront
utilisées dans la démonstration de la Proposition 1.14 énoncée plus loin. On remarque de plus
que ce lemme implique en effet I'existence des limites dans (1.66).

Démonstration. A partir de (1.65), on peut écrire

y (1) = yo +vo (T — 0) /dT/ dr"g (y ("), 7"), (1.69)

de sorte que Q (1 — 719) < ||y (7)]| < P (7 — 709), avec

(r —70)? 1
Q(r = 70) = ~egmas " 4 ol — 7ol -
et 9
P(r = 70) = cgnas T+ [ugll7 - 7ol + 5.
On aalors Q (04) =5 =P (0_), olt

4 6
S 1 iy Wmex 1) et oy = Lol (14— [y - mex )
CGmax [[vol| CYmax [l
On remarque que o_ < o. Puisque |ly (o £ o_)| < 5 < |ly(ro £o4) ||, on obtient l'existence
de 1y, et Tout satisfaisant

To—0r <Tm<T9—0_ et To+o_ <Tou <To+ 0.

Leur unicité vient du fait que ¢ est nul en dehors de la boule de rayon 1/2 et que, par conséquent,
la particule ne peut entrer et sortir qu'une seule fois de la boule de rayon 5/2. L’équation (1.68)
est due au fait que si 0 <z < A < 1, alors

1
\/1+x—122\/— —-V1 SQ\/?

11 suffit de prendre A = 1/3 dans la premiére inégalité et A = 1/2 dans la seconde. O

En utilisant vy (équation (1.66)), on définit, pour tout (yo,vo, 7o) tel que ||vol|? > 12¢gmax,

1
Av (vo,y0,70) == v4 —v—, AK (v0,Y0,70) := 3 (v} —v?). (1.70)

On remarque que Av et AK sont constants le long des trajectoires :
Av (vg,y0,70) = Av(v(T),y(7'), ™), AK(vo,y0,70) = AK (v(7),y(7"), 7). (1.71)
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On peut donc les interpréter comme des fonctions sur 'espace de toutes les trajectoires avec
énergie cinétique suffisamment grande. On veut comprendre le comportement pour des vitesses
élevées de AK et de sa moyenne sur toutes les trajectoires intersectant le support du potentiel.
On verra que lorsque § = —VW, on a AK ~ ||lug|| =" (Proposition 1.14) mais que la moyenne
de AK s’annule jusqu’au terme d’ordre ||vg||~* (Proposition 1.15). En d’autres mots, les termes
dominants de AK sont de moyenne nulle. Cette observation est le coeur du Théoréme 1.2, comme
on le verra plus tard.

Proposition 1.13. On suppose I’Hypothése 1.1 vérifice. Soient yo,vg € R? et 79 € R, avec
[[vo]|* > 12¢gmax. Alors

C +OO R
AU (UanO,TO) = —/ g(y0+)\60,7'0) d)\
[[voll /-
C +OO ) B
+Hv0|]2/ 9,4 (0 + Aeo, 0) AdA + O (Jlo] %) - (1.72)

Le terme d’erreur est uniforme en yo, 70, ¢ € [—1,1] et eg = vo/||vo]|-

Démonstration. On suppose dans un premier temps ||yo|| < 1/2. Le Lemme 1.12 implique alors
que, sous les conditions énoncées en ||vg||, il existe des temps d’entrée et de sortie uniques 7,
et Tou de la boule de rayon 5/2, avec Tou — 7o €t 7o — 7 d’ordre ||vg||~!. Par conséquent, pour
les temps 7 < Ty et T > Tout, la particule évolue librement avec les vecteurs vitesse v_ et vy,
dans la région ou la force g est identiquement nulle. En intégrant (1.65) par rapport au temps,
on obtient

Tout
Av (vo,y0,70) = C/ g(y(r),7)dr

1

_ / 3 (o +v0 (r — 70),7) d7 + O (o] %) .

in

o on a utilisé ||y (1) — (yo +vo (T — 70)) || < CGmax (T — 70)? /2, conséquence directe de (1.69).
On remarque alors que le Lemme 1.12 implique que

1
HyO + o (Tout/in - TO) H 2 “U()”’Tout/in - TO‘ - 5 2 1/2

Par conséquent, on peut étendre 'intégration en 7 & tout 'axe réel, I'intégrande s’annulant pour
7 < Tin et Tout < 7. Le changement de variable A = |[vg|| (7 — 7p) entraine

c oo A _
g yo+ Xeo, 70+ — ) dA 4+ O (J|vol] 3) ; (1.73)
[[voll

et un développement de Taylor permet de conclure.

Reste a considérer le cas ot ||yo|| > 1/2. On suppose que la trajectoire de la particule intersecte
la boule de rayon 1/2 centrée en l'origine : si tel n’est pas le cas, Av (vg, yo,70) = 0, et le résultat
voulu est vrai. On suppose donc que la trajectoire intersecte la boule, ainsi que yo - vg < 0.
Il existe alors un unique instant 7, > 7y auquel la trajectoire entre dans cette boule : ainsi
y (1) = yo + vo (T — 19) pour tout 7 < 7, ||y (1) || = 1/2 et y (1) - vo < 0. Clairement, on a

AU (7}07 Yo, TO) - AU (7}07 Yy (T*) 7T*) )

41

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

et on peut alors appliquer le résultat de la premiére partie de la preuve pour obtenir

+o0 A
Av (Uo,yo,TQ H/ ( T* +)\€0,T* m) d)\—i-O(HUoH_g). (1.74)

Le changement de variable R
A=A+ Jlvoll (7« — 7o)

transforme (1.74) en (1.73), et termine la preuve. Le cas ou yp - vgp > 0 se traite de fagon
analogue. O

Lorsque § = —VW, on a besoin du développement a vitesse ||vg|| élevée de AK a l'ordre
lvg||=* obtenu dans la proposition suivante.

Proposition 1.14. On suppose I’Hypothése 1.1 vérifiée et g = —VW. Alors, pour tout vy € R?
tel que ||vo]|? > 12¢gmax et pour tout yo € RY,

AK (vo,0,70) = AK7 (v0,50,70) + AK 11 (vo, Yo, 70) + O (|Jve]| ™) (1.75)
ou
AK; (vo,yo,To) |UOH / d\ 0- W <y0 + )\60,7’0 + H 0||> (1.76)
et
2 A A
AK[[ (Uo,yQ,To) T3 dAV@TW y0+)\60,T0+ T
[[voll [[voll

N "
A

/ d)\,/ dN'VW (yo—i-)\ €g, 7o + o H> (1.77)
Vo

Le terme d’erreur est uniforme en yo, 1o, et en eg = vo/||vol|-

Les indices “I” ou “I1I” font référence aux premier et second ordres en W, mais les contributions
correspondantes ont chacune un développement en ||vg||~?.

Démonstration. On considére d’abord le cas ||yp|]| < 1/2. Comme dans la démonstration de la
Proposition 1.13, on peut intégrer ’équation du mouvement pour trouver

AK (09,0, 70) = —¢ / ") YWy () 1) dr = ¢ / "W (y (1), 7)dr.

in in

En la combinant avec 1’équation (1.69), on obtient, pour 7 € [Tin; Tout]
Hy(T) _UOH Cgmax’7_70’

<
Iy (1) = (yo +v0 (T = 70)) | < Chmax (T — 70) (1.78)
y (1) = yr (1) + O ([lvoll~*)

ol on a utilisé (1.68) pour la derniére ligne, et ou
T T/ R
yr (1) =yo+vo (T — 70) — c/ d’T// dr” vWw (yo + v (7’” — 7'0) ,7'”) .
T0 T

On a donc -
AK (vo,y0,70) = ¢ / W (yr (), 7) dr + O ([lon]| ) -

La conclusion s’obtient en développant W (y; (1), 7) en yo 4 vo (T — 70) . Le cas |jyo|| > 1/2 se
traite de la méme fagon que dans la démonstration de la Proposition 1.13. U
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Dans le but de démontrer le Théoréme 1.2, on calcule le changement d’énergie moyen sur
toutes les trajectoires, pour un moment entrant ou une énergie donnés et suffisamment grands,
qui intersectent la boule de rayon 1/2 centrée en l'origine. On rappelle que

§(y,7)=Mg (M 'y,wr +);

ceci implique que pour vy € R%, b-vg =0 et k = (b, M, ¢ + wr, ¢),
1
AFE (Uo,li) =AK <Uo,b— 560,T0> . (1.79)
On calcule dans un premier temps la moyenne de AFE (v, b, M, ¢, c) suivant ¢ :
/ d¢ AE (vo,b, M, ¢,c) . (1.80)

Proposition 1.15. On suppose I’Hypothese 1.1 vérifiée. Alors, pour tout vy € R? et tous b € R?,
b-vp=0,M € SO (d,R),c e [-1,1],

/ A (AE (v0,b, M, é,¢) + AE (—vo,b, M, 6,¢))

_ 2B§A}) (605 b, Ma C)

+ O (|lvo]|7?), 1.81
HUOH4 (H OH ) ( )
avec
/('4\) 02 1 1 , N2 1 , 1
BY (o, M) =S [ dp [ ax [ dN (A=X)?0,8 (A==, M6 ) .S (XN ==, M,¢).
2 Jom 7 )y s 2 2
(1.82)

et § (11, M,§) = VIV (M~ (b+ peg) , 6.

On remarque que AFE (vg,b, M, p,c) et AE (—vo,b, M, ¢,c) sont les changements d’énergie
subis par deux particules distinctes, arrivant toutes deux sur le méme obstacle au méme instant
avec le méme paramétre d’impact, mais avec des vecteurs vitesse opposés. D’aprés la Propo-
sition 1.14, chacun de ces deux termes AFE (+vg,b, M, ¢, c) est d’ordre |lvg|| ™!, de sorte que la
Proposition 1.15 montre que la combinaison d’une moyenne en temps avec une « inversion de
temps » vg — —vg diminue le changement d’énergie subi par la particule lors d’'un événement
diffusif de maniére drastique.

Démonstration. En utilisant (1.79), on a, comme dans (1.76)-(1.77), la décomposition

AE = AE; + AE; + O (Jlug]| 7°) . (1.83)

On écrira de facon similaire (8 = y) + 6%), ot ) est défini dans (1.20). De équation (1.76),
on obtient

/mdgbAE[(vo,b,M,gb,c) — m/cu/cw

1
X0 W <J\4_1 <b+ <)\— —> 60> , W7 + LA +¢> =0,
2 [[voll

puisque 0, = w - V4 et W est ¢-périodique.
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On s’intéresse maintenant a AE;;, qui est d’ordre |Jvg|| ™ d’aprés équation (1.77) et s’écrit

AE; = i)3JriiiJrO(HmH“”). (1.84)
[voll®> ol

On trouve donc

1 A N 1 1
B (e,b, M, ¢, ¢) = —02/ dA/ dA’/ d\"o.S <)\— 5 M. ¢> .S (A” — 5 M, ¢> , (1.85)
0 0 0

et, en prenant directement la moyenne sur les ¢,
(4) ¢ ! ! 2
[ aos e = 5[ ao [ an [ av (p-w)
™ 2 Jrm 0 0

1 1
.8 ()\ -5 M, ¢> 0.8 <x -5 M, ¢> .

On note que dans (1.85), l'intégrande n’est en général plus un gradient par rapport a la variable
¢, sauf dans le cas particulier ou W (y,¢) = w (y) f (¢). Il n’y a donc a priori aucune raison pour

que la moyenne par rapport a ¢ de Bﬁ’) (eg, b, M, ¢, c) soit nulle. Cependant, en utilisant (1.85)
et la définition de S, on remarque que

(3) 2 ! 1 oo d " 1 "
1I (-60,b,M,¢,C):—C du 08 §_M7M7¢ ’ du du S §_M Mo .
0 0 0

En faisant dans cette derniére équation la succession de changements de variables définis par
1/2—py"=Xx=1/2, ' =1-N, —pu+1= ) on trouve

1 1 1
(3 (—e0,b, M, ¢, ¢) = —02/ d\” / dx/ d\d.S (X'_ %,M7¢> .S<)\— %,M,¢>.
0 1 /

(1.86)
On observe alors que le domaine d’intégration est le méme que dans (1.85), et que seul l'ordre
des intégrations change. Ainsi, en additionnant (1.85) et (1.86), I'intégrande devient

S(A—%,M,qﬁ) 0,5 (X’—%,M,¢> 0,5 (A—%M@) -S(X'—%,M,@

qui est une dérivée compléte par rapport au temps. La moyenne par rapport & ¢ de la somme
vaut donc

/m d¢ (ﬂ}i) (605 b, Ma ¢’ C) + ﬂ}'?[’) (_605 b, Ma ¢’ C)) =0. (187)

Un calcul similaire aboutit a

m

[ 408 (enb M0 = [ do 57 (o.M 6.0). (1.83)

En additionnant les différentes contributions et en utilisant (1.83), on obtient la conclusion de la
proposition. O

On a maintenant tous les éléments pour démontrer le Théoréme 1.2.
Démonstration du Théoréme 1.2. (i) En remarquant que

VW (y,7) = MVW (M_ly,(m' +9),
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+00 R
/ dA/ dbvw<b+<A—1>e,T>:o
—0o0 e-b=0 2

puisque W est & support compact en sa premiére variable. Par conséquent, o) = 0, ot = est
défini par (1.25). De méme, une intégration par rapport a la variable ¢ donne que a(? (e) est
nul. Pour prouver (1.27), on note d’abord qu’avec I'invariance par rotation du systéme, on a
AE (M'vg, M'b, M' M, ¢,c) = AFE (vg,b, M, p,c), pour tout M’ € SO (d,R). Par conséquent,
AE (M'vg) = AE (vg). Cela implique que AE (vy) ne dépend que de ||vg|| et non pas de ey. En
particulier, AE (—vg) = AE (vp). En utilisant (1.81), on en déduit que

on trouve

4
B
[[vo]*
Cela prouve la premiére équation dans (1.27). En utilisant

I0e,n)

o]

AFE (Uo) =

+ O (JJlvol 7°) -

AE(v, k) = O(llvlI =),

la deuxiéme équation de (1.27) et I’équation (1.30) sont immédiates.
Il reste & montrer (1.28) et (1.29). Pour cela, on calcule B :

B = g
2

= — d dQe/ /d)\/d)\)\)\
2 Tm(bSd (€0) beOOCd

S+ (A— —)60,¢) S+ (N - 5)60&5)

avec S(y, ¢) = VO, W (y, $). La formule de changement de variables (1.89), prouvée dans la suite,

implique o
c? / 13-4 & G/t
=55 | do | dy [ dy|ly—y|" S, ¢) - S, ).
2Cd Tm R4 Rd
La définition de S et deux intégrations par parties entrainent
0_2 d
B=—— [ do [ dy [ dy'y 9,,0,lly — P %0, W (y,$)0-W(y', ).
QCd/Irm ¢/, y/Rd ylzl i Oy lly = o/ | (y,0)0-W (', ¢)

Puisque

By, Oy lly — /11>~ = (d=3) (1= d)(wi —v))> + ly = ¥'II°) lly — /I 7",
on obtient

02

/ ml—d /
— (-3 [ a0 [ ay [ =y 10 W0 W 0

Les équations (1.23) et (1.30) impliquent

2 1
D = 2| do | a0 A\ [ AN WM b+ (N — =
@ [ a0 fLasten [ o] O+ (- Pe)9)

0. W (M b+ (N = 3)ea), )
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En utilisant le changement de variables (1.89), cette égalité se réécrit

2 _
D= [ ao [ ay [ ayly -yl 0w (.00, W (),
d Jm R R4
ce qui prouve les équations (1.28) et (1.29).
(ii) Comme v, est défini par (1.14), il ne dépend que des ki pour k < n et est donc indé-

pendant de k,. Les équations de (1.30) impliquent alors <B,(f)> =0= <ﬁ,(L4)> — B. La méme

remarque s’applique au calcul des corrélations. Par exemple, en calculant < ,(f) ﬂff_&g> , pour tout
k strictement positif, on peut intégrer d’abord par rapport a k,4, et le résultat suit grace
a (i). O

Lemme 1.16. En dimension d > 2, pour toute fonction f : R x R4 x RT — R telle que
llyo = woll'=f (y0,96. lyo — woll) € L' (R*?) , on a

/ dQ(eo)/ db/d)\/d)\’f (b+ Aeo, b+ Neg, A — X|)
Sd b-eg=0 R R

_ / dyo / it lvo — |~ £ (wor iy o — v ) - (1.89)
Rd Rd

Démonstration. Soient yq et yh dans R, avec yg # yj. 11 existe un unique (\, X, eg,b) € R x R x
S? x RY avec (yo — yb) - €0 > 0 et tel que

Yo="b+ Xeg, yo=b+ Neget b-ey=0.

Puisque eg € S, il existe aussi un unique (d—1)-uplet d’angles (61, --- ,04_1) € [0, 7972 x [0, 27]
vérifiant

eo = Ruy, R=Rgq1(04-1) - R1(61),

ot (ug,...,uq) est la base canonique de R? et R; (0) est la rotation d’angle 6 dans la plan défini
par u; et u; 1. Comme R~ est orthogonal & uq, il existe aussi un unique <p, 52, e ,éd,1> €
Rt x [0, 7] x [0, 27] tel que

b= ,ORRUQ, R = Rd_1 (éd—l) ce R2 (ég) .

On obtient 1’égalité suivante :

d—1 d—1
dyodyy = |J|dXdXdp [T 46; T ] d6;,
i=1 j=2
ou
|J| . RU1 0d><1 RRUQ N M
N Od><1 RU1 RRUQ N M|
N =pRV; (Rm) )
M=V, <R (pRu2 n )\ul)) et M' =V, (R <pﬁau2 n Xm)) .
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Des manipulations simples sur les lignes et les colonnes aboutissent a

|J| _ ‘ RU1 RRUQ N ‘ 0d><1

d—1 g4
Odxd \ Ruy M —M ‘: P‘,_)“ P2y,

avec J1 = |Ruy; VoRuq| et Jy = ‘ul; RUQ; V@]%Ug‘ . Le résultat suit en remarquant que

d—1 d—1
dQ (eg) = Jy [ [ 6 et db = p 2 Jpdp [ ] d6;.
i=1 j=2

O

Démonstration du Théoréme 1.6. On calcule R (v, k) en utilisant une théorie de perturbation a
I’ordre deux, de facon similaire au calcul fait dans la démonstration de la Proposition 1.14, et on

trouve

R (v,k) = Ry (v,k) + Rrr (v, k) —|—O(Hv\|_4) , (1.90)
ou .

+ =
Ry (v,k) = L/d,ug b+ pe, 7o+ i
vl Jr [[v]]
et 2
Riy (0.) = 105 [ [ (eom)- 910 0+ e o)

avec

© W
K (e,k,p) = / d,u'/ dp"g (b+ p"e, 7o) -

L’égalité (1.52) implique Ry (v,x) = 0, ainsi que a® =0 pour £ = 1,2 et donc W =0

pour ¢ = 0,1 (voir (1.21)). Pour calculer 32, on a besoin de e-a(3. D’aprés (1.90), on a

e-aB® (e,r) =T (e, k) avec
T(e,r) = /du/ dy’ / dp” [9 (b+ p"e,m0) - V] (e 9) (b+ pe, 7o)
= CQ/RdM /Ood//' (k=" [g (04 p"e,70) - V] (e- ) (b+ pe, 1) .

L’intégrande reste inchangée si on fait le changement de variables ¢ = —e, i = —pu, i’ = —pu”, ce
qui implique

/dQ (e) /b-e:O db T (e,r) = c2/dQ (é) /b_ézodb /Rdﬁ /;OO di" (p—f")
x [g(b+i"e,m0) - V] (€-g) (b+ e, 1) .

Une moyenne des deux derniéres formules et le changement de variables (1.89) permettent d’écrire
Gl do [ dQ( / / d / d
=y €o) K K
2 Jpm  Jsa beo—o Cd
(90 + e, 0) - V) (((b+ pe) = (b+ p'e)) - g) (b+ pe, §)

- z—cd/ 0 [ ayay/ly /- dZy y"); (9", 0) - V] 950, 0).

e-al®
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Par une intégration par parties, on obtient

e-al® = _02(2176;(1) /Tm qu/dydy”Hy _ e
<((y=v")-9w9) ((y=v")- 9" 9))

/ d¢/dydy”\|y—y”lll‘d9 (v, 9) -9 (y",¢).
’]Tm

2
2C,

En utilisant (1.17), on voit que le second terme vaut —%a(l) -a) (e), de sorte quen utilisant
(1.21), on trouve

B2 (e) = CZ(QLCZU/W d¢/dydy”Hy—y”H_1‘d((y—y”) 9w.9) (v=v") 9" 9))

= 020
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Chapitre 2

Mouvement dans un gaz de Lorentz
inélastique, non dissipatif et périodique

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’illustrer la flexibilité de la description en marche aléatoire et le
lien étroit entre Aljp|| ~ [|p||™* d'une part et (|[p(t)||*) ~ t° et (||q(t)||*) ~ 7 dautre part,
pour des modéles autres que ceux étudiés dans le chapitre précédent et qui ne proviennent pas
forcément de la mécanique statistique mais plutét de la théorie des systémes dynamiques. On
s’'intéresse alors & la dynamique générée par des Hamiltoniens de la forme

2
p
ou le potentiel V' est périodique en sa variable d’espace ¢ (sans dimension) et périodique ou
quasi-périodique en sa variable de temps ¢ (sans dimension), avec une dépendance en temps
réguliére. Plus spécifiquement, on considére les potentiels de la forme

V(q’ t) = Z W(q — Ty, wt + ¢0)’ ITm = Zmiei, (22)
mezZa
ot les e;,4 = 1...d forment une base de R?, avec ||e;|| = 1 et ot W (g, $) est une fonction définie

sur R? x T™, qui est & symétrie sphérique en ¢, et & support compact, avec son support inclus
dans la boule de rayon 1/2 centrée en ¢ = 0. Elle est de plus périodique en ¢ de sorte que, avec
w € R™ un vecteur de fréquences, le potentiel est périodique ou quasi-périodique en temps. Ce
modéle peut étre interprété comme un gaz de Lorentz mou, inélastique et périodique, dans lequel
une particule de position ¢ et moment conjugué p percute des diffuseurs placés périodiquement
et modélisés par le méme potentiel W, dépendant du temps et localisé en espace. On considére
un ensemble de particules ayant une énergie initiale fixée ||pg||> >> ), lancées dans une direction
initiale aléatoire a partir d’'une position proche de l'origine. On donnera des preuves numérique
et formelle du fait qu'en dimension d > 2, I'énergie cinétique moyenne (||p(t)||?) et la variance
du déplacement (||q(t)||*) d’un tel ensemble vérifie

(lp@)I*) ~ 25, (llg@®)|*) ~ 2. (2.3)

Ces lois de puissance sont les mémes que celles dérivées dans le chapitre précédent (équations (1.4)
et (1.6)) pour des potentiels dépendant de temps aléatoires. On verra que ceci est di au fait que la
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géométrie du réseau et les instabilités dans la dynamique lorsque la particule subit un événement
diffusif suffisent a rendre le mouvement aléatoire, méme lorsque le potentiel est complétement
déterministe.

On illustrera les résultats (2.3) par des simulations numeériques pour deux modéles simples
pour W d’une part (Figure 2.3), et en étendant les raisonnements du chapitre précédent d’autre
part. On verra que ceux-ci seront aussi adaptés au gaz de Lorentz mou élastique (d > 2), ou les
potentiels W dans (2.2) ne dépendent plus du temps. L’énergie est alors conservée et 1’énergie
cinétique de la particule bornée, constante par rapport au temps entre les collisions. On montrera
qu’alors les particules ont un comportement diffusif en espace, de sorte que

(la@)l*) ~ t. (2:4)

On verra de plus que l'analyse de la marche aléatoire montre que la constante de diffusion
croit comme ||po||® et on illustrera ces résultats par des simulations numériques (Figure 2.6). On
rappelle que pour le gaz de Lorentz classique, avec des obstacles durs, la mouvement est aussi
diffusif [14], mais que la constante de diffusion croit comme ||pg||, seulement.

On peut interpréter ces résultats d’une seconde maniére. En effet, 4 ’étude de perturbations
périodique ou quasi-périodique en temps de systémes Hamiltoniens complétement intégrables
suscite un fort intérét, aussi bien en mécanique classique que quantique [53, 56, 4, 8, 9, 10, 27].
Le probléme principal est celui de leur stabilité. En remarquant que le Hamiltonien (2.1) est
invariant par le groupe de translations sur Zej + - - - 4+ Zeg, on conclut qu’il génére une dynamique
Hamiltonienne sur T x R%, ou T¢ est le tore T¢ = R%/(Zey + - - - + Zey). Par ce changement de
point de vue, le Hamiltonien (2.1) décrit une particule en mouvement sur un tore plat, perturbé
par un diffuseur décrit par le potentiel W. De tels systémes sont appelés des rotateurs pulsés,
et sont des perturbations du systéme complétement intégrable consistant en une particule libre
en mouvement sur un tore plat. Ce changement de point de vue n’affecte pas le comportement
des moments des particules et la loi de puissance de I'énergie donnée par ’équation (2.3) montre
que les rotateurs pulsés sont instables lorsque d > 2. On rappelle que dire qu'un rotateur pulsé
est stable signifie que sup, |[p(t)||?> < oo. Il n’existe pas & notre connaissance de démonstration
rigoureuse de l'instabilité des rotateurs pulsés lorsque d > 2.

L’analyse en dimension d > 2 ne s’applique plus lorsque d = 1, ou le mouvement pour un
potentiel dépendant du temps aléatoire, comme dans le chapitre précédent, est complétement
différent du mouvement lorsque le potentiel est (quasi-)périodique en temps comme dans (2.2).
En effet, I’étude numeérique pour ce dernier modeéle montre, jusqu’a des temps trés longs, (voir
la Figure 2.7)

P0) ~ 1, (P0) ~t. (25)
Ces résultats différent de ceux trouvés dans le cas d’un potentiel aléatoire, dans le chapitre 1,
pour lequel on avait en dimension d =1 :

PO) ~ 5, (PO) ~ 5. (2.6)
On expliquera cette différence dans la section 2.3 (voir les Théorémes 2.1 et 2.2).

On note en particulier que (2.5) indique que le systéme est stable. Nous démontrerons un
théoréme confirmant cette affirmation & des temps arbitrairement grands en utilisant les tech-
niques de la théorie hamiltonienne des perturbations (voir la Figure 2.8 et les Théorémes 2.1 et
2.2). Nous montrerons en particulier que I'impulsion est un invariant adiabatique pour des temps
arbitrairement grands. Ce résultat est en réalité vérifié pour des potentiels quelconques, pourvu
qu’ils soient bornés et suffisamment réguliers par rapport a la variable de temps : aucune hypo-
thése sur la (quasi-)périodicité de la dépendance en temps n’est nécessaire. Ces résultats ne sont
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pas surprenants. En effet, d’autres systémes unidimensionnels et non-autonomes ont été étudiés
dans la littérature ; on cite par exemple le modeéle de Fermi-Ulam [84] dans lequel une particule
est en mouvement entre un mur fixe et un mur en mouvement périodique. Comme cela a été
montré pour certains de ces modéles, la stabilité de tels systémes est liée au fait que quelques
tores KAM subsistent malgré la perturbation et créent des barriéres empéchant une croissance
infinie de I'énergie [55, 54, 56]. Des mécanismes similaires apparaissent dans le modéle étudié ici,
comme on le verra dans la section 2.3.

Il est instructif de remarquer la différence de comportement pour les rotateurs pulsés consi-
dérés ci-dessus et pour les rotateurs frappés, ou la dépendance en temps est trés singuliére :

Vig) =AY 8t — n)o(g), (2.7)

avec v une fonction réguliére par rapport & sa premiére variable. Pour de tels systémes, on peut
facilement écrire la transformation de Floquet donnant 1’évolution du systéme sur une période
du potentiel :

®(q,p) = (¢,p"), avec p'=p—AVu(q), ¢ =q+p. (2.8)

Dans ce cas, on trouve numériquement pour des valeurs de \ assez larges, et indépendamment
de la dimension d, que (voir la Figure 2.9)

Q@) ~ . (la@®I) ~ £, (2.9)

Ces résultats peuvent eux aussi étre obtenus grace & 'image de la marche aléatoire développée
dans le chapitre précédent. La principale différence avec le cas des rotateurs pulsés réside dans
le fait que, alors que pour les rotateurs frappés la variation du moment subie par une particule
sur une période du potentiel est d’ordre 1, indépendamment de la taille du moment initial de la
particule et de la dimension d (comme on le voit dans (2.8)), alors que cette variation du moment
est d’ordre |[p||~%/2 pour les systémes pulsés (équation (2.35)). Cela explique la croissance plus
faible de I’énergie, ainsi que de la variance du déplacement, pour les systémes pulsés.

Le reste du chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la section 2.2, on décrit ’approxi-
mation par la marche aléatoire permettant d’analyser le mouvement des particules lorsque d > 2.
On montre de plus comment en déduire les lois de puissance pour (|[p(¢)[|*) et {|lq(¢)||*) et on
présente les résultats numériques. Dans la section 2.3, on étudie le probléme en dimension 1. La
section 2.4 est dédiée a la comparaison avec les systémes frappés.

2.2 Gaz de Lorentz inélastiques et élastique en dimension d > 2

Dans cette section, on explique dans un premier temps briévement comment la description du
mouvement par la marche aléatoire, développée dans le chapitre précédent, peut étre adaptée au
cas présent en dimension d > 2, pour ensuite trouver les lois de puissance (2.3). De fagon similaire
a ce qui est fait dans la section 1.2, on considére une trajectoire typique d’une particule en
mouvement soumise au potentiel V' décrit par (2.2). Une telle trajectoire « visite » successivement
des centres de diffusions zy, & une suite d’instants ¢,, avec pour moments entrant p,, et pour
paramétres d'impact b,. Ces quantités sont reliés par (voir la Figure 2.1) :

Pn

=22 pe, =0, |ba] <1/2.

_ 1
4n = TN, — §en + bn7 €n
On choisit tg = 0 et g = 0. On suppose de plus que la vitesse initiale est assez grande, c’est-a-
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FiG. 2.1 — Une particule a 'instant ¢,, arrivant avec un moment p,, et un paramétre d’impact b,
sur le n-iéme diffuseur, centré en xy, .

dire ||po||*> >> A. A chaque événement diffusif, le moment de la particule subit un changement
App = Ppi1 — Pn, OU Py est le moment avec le quel la particule quitte le n-iéme diffuseur ainsi
que le moment avec lequel elle arrive sur le n + 1—iéme. Ce changement dépend de l'instant
d’arrivée t,, de la particule sur le diffuseur, via la phase ¢, = ¢¢ + wt,,, ainsi que du paramétre
d’impact b,. On a

App = R(pna by n)s (2.10)

ou

R(p,b,¢) = —A /0+OO drVW (q(7),wt + ¢) (2.11)

et ou 7 — ¢(7) est la solution de

i(t) = ~AVW(g(t),wt + ), q(0) = b— =~

—, p(0) =p.
2 lp|l

Aprés avoir quitté le support du n—iéme diffuseur, la particule parcourt une distance 7,, jusqu’au
diffuseur suivant, atteint aprés une durée At,, = 1, /||pn+1||- La distance 7, et donc U'instant ¢,, 41
et la phase ¢, 11, dépendent de la géométrie du réseau ainsi que de la dynamique de ’événement
diffusif, par 'intermédiaire du point précis ¢, auquel la particule quitte le n-iéme diffuseur et de
la direction a la sortie e, 1. Par conséquent, on peut s’attendre & ce qu'aprés un grand nombre
d’événements diffusifs, les phases ¢, et les paramétres d’impact b,, deviennent aléatoires, c’est-a-
dire qu’ils soient uniformément distribués sur leurs espaces naturels, avec de faibles corrélations
temporelles. Cette hypothése a été testée numériquement et les résultats sont présentés dans la
Figure 2.2. Toutes les simulations numériques présentées dans cette section ont été effectuées
pour le modéle & maille hexagonale décrit dans la section 1.7. Le potentiel W est un potentiel
plat, circulaire, dépendant du temps

W(g,t) = f(t)x <M> ,  qeR (2.12)

g«
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FiG. 2.2 — Distributions et corrélations de b, et ¢,, avec n = 50000, pour le modéle décrit par
I’équation (2.12) avec f(t) = cos(t), calculées avec 10* trajectoires.

ot x(z) =1s10 <z <1etx(x)=0sinon et g, vérifie @ < @« < 1/2. On choisit de plus
A = 1/6. Deux cas différents ont été testés pour la fonction f, a savoir

f1(t) = cos(t) et fa(t) = cos(t) + cos (\/§t> )

Les données présentées sur la Figure 2.2 indiquent que les distributions de phases et para-
meétres d'impact sont effectivement aléatoires aprés un temps relativement court, et qu’elles sont
décorrélées en temps, malgré la périodicité en temps et en espace du potentiel. Par conséquent,
le comportement de ’ensemble des particules doit étre statistiquement le méme que celui d’un
ensemble de particules exécutant la marche aléatoire

Dn+1 = Pn + R(pna b, ¢n)7 tht1 =tp + La Gn+1 = Qn + NxCn41, (2-13)

syl

ol 7, est la distance moyenne parcourue entre deux événements diffusifs, ¢, est la position de
la particule au n—iéme tel événement et b, et ¢, sont traités comme des variables aléatoires
indépendantes, chacune distribuée sur son espace naturel. Cette marche aléatoire est la méme
que celle obtenue dans le chapitre 1 (voir I’équation (1.12)) et est analysée dans le cas ou la
force dérive d’un potentiel dans les sections 1.3 et 1.4. On obtient, pour ce modéle périodique,
les mémes lois de puissance que dans le cas aléatoire du chapitre 1, a savoir

{llpnll?) ~ n'/3, (|lp(t)]%) ~ t/°,
(llgnll?) ~n®73, ([lg(®)1?) ~ .

Ces résultats ont été testés numériquement pour le modéle décrit par I'équation (2.12) et sont
présentés sur la Figure 2.3. Ils confirment bien que, malgré la périodicité du potentiel, le mou-
vement dans un tel potentiel devient aléatoire, du fait des instabilités liées au mécanisme des

53

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 2. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et périodique
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FIG. 2.3 - Valeurs déterminées numériquement de (||p,||?), (Ilp@®)[1?), (llanll?) et {|lg(¢)||*) dans
un réseau a maille hexagonale, pour le potentiel décrit par ’équation (2.12) avec f(t) = cos(t).
Sur chaque graphe, les différents symboles correspondent & différentes conditions initiales, dont
les valeurs sont indiquées dans les légendes.
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FIG. 2.4 — A gauche, la fonction de corrélation (e, - €g) tracée en fonction de m pour un ensemble
de quinze vitesses initiales ||vg|| comprises entre 0.5 et 2.0. A droite, une estimation numérique

de M. (|lvo]]) (défini par I’équation (1.45)) obtenue & partir des pentes initiales des données et
tracée en fonction de [|vg]|.
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\ \
05 4 osf 4 osf N\ 4 osf N

-05[ 4 -05[ 4 -05[ 4 -05[

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
-1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1

(a) m =20 (b) m = 100 (¢) m =700 (d) m = 1500

F1a. 2.5 — Coordonnées des vecteurs ey, k € [1;m], pour les différentes valeurs de m indiquées
dans les légendes, pour une seule trajectoire dans le modéle décrit par 1’équation (2.12) avec
f(t) = cos(t). La vitesse initiale est prise égale a py = 2eq, et eg est indiqué sur les figures par le
gros point.

événements diffusifs. En particulier, les directions e,, des vecteurs vitesses p,, décrivent bien une
marche aléatoire sur le cercle unité, et on observe ici (Figure 2.4) encore qu’aprés n collisions,
il faut encore un nombre de collisions d’ordre n2/3 pour que la direction d’une particule typique
ait varié d’un angle macroscopique. Cette variation est illustrée par la Figure 2.5, sur laquelle
on observe qu’aprés m ~ 1500 collisions, 1’ensemble des directions {ey} ke[1ym] Fecouvre le cercle
unité.

On termine cette section en soulignant le fait que 'analyse développée dans le chapitre 1
pour prédire le comportement de g, s’applique aussi lorsque le potentiel W est indépendant du
temps. Dans ce cas, I’énergie cinétique || an2 de la particule est constante et on trouve la marche
aléatoire suivante pour les directions :

o)

entl =~ en + —HPOH2’ (214)

au lieu de

(1)

(67
el et
n

dans le cas ou le potentiel dépend du temps. On en déduit

1 mel A

1
>3 ol et (llensm — eall) ~ o
ol & Ipol

\/E?

€ntm = €n +

lorsque ||pol| est grand, c’est-a-dire ||pg||? >> A. Les directions e,, se répartissent donc maintenant
sur la sphére unité avec un taux fixé, décroissant avec la vitesse de la particule comme ||pg| =2 :
plus la particule va vite et moins elle est déviée par un événement diffusif. On déduit de (2.14)
que M1 = My + X72||pol|*, de sorte que My ~ A2 || po ||* k et on en conclut, par le méme
raisonnement que dans le chapitre 1 que

2 T« 5
lg@®1™ ~ 3 I po I .
En d’autres termes, I’analyse par la marche aléatoire montre que pour un gaz de Lorentz élastique
mou, la particule diffuse, avec une constante de diffusion croissant comme ||p0||5. Ces résultats

sont illustrés par la Figure 2.6. On remarque sur le graphe de gauche que, pour des vitesses
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FIG. 2.6 — Valeurs déterminées numériquement de (||g(¢)||*) (panneau de gauche) et de la
constante de diffusion (panneau de droite) dans le cas d'un gaz de Lorentz élastique mou avec
un potentiel décrit par (2.12), avec f(t) = 1 et A\ = 0.492/2, pour 12 vitesses initiales ||p(0)]|
différentes, entre 0.5 et 3.8.

initiales élevées, le régime diffusif met plus de temps & s’installer, comme on s’y attend ; cela se
traduit par le fléchissement des courbes les plus hautes. Pour des temps courts, le mouvement est
bien siir balistique. Il est par ailleurs intéressant de noter la différence avec ce qui se passe dans
un gaz de Lorentz élastique dur, ot la diffusion de la particule a été prouvée de fagon rigoureuse ;

on a dans ce cas ||q(t)

[ ~ ||pol|t- La faible croissance (comme ||po||) de la constante de diffusion

peut dans ce cas étre expliquée par le fait qu’en présence d’obstacles durs, les trajectoires ne
dépendent plus de la vitesse de la particule, de sorte que la dépendance par rapport a la vitesse
de la constante de diffusion provient d’une simple intégration.

Ceci termine 'analyse des gaz de Lorentz mous non-dissipatifs inélastiques et élastiques en
dimension d > 2, décrits par (2.2). Comme mentionné en introduction, les Hamiltoniens (2.1)-
(2.2) peuvent aussi étre vus comme décrivant des rotateurs pulsés : les résultats trouvés ici
montrent qu’ils sont instables en dimension plus grande que 2 puisque leur énergie croit en
moyenne. Une comparaison avec les rotateurs frappés sera faite dans la section 2.4. Auparavant,
on s’intéresse a ’étude du systéme en dimension 1.

2.3 Gaz de Lorentz inélastiques en dimension 1

Contrairement au gaz de Lorentz classique (dur), qui n’a pas d’analogue intéressant en dimen-
sion 1, le gaz de Lorentz mou décrit par (2.1)-(2.2) génére en dimension 1 aussi une dynamique
non triviale. On en fait ’étude dans cette section.

Nous venons de montrer qu’en dimension strictement plus grande que 1, le comportement
asymptotique d’une particule rapide dans un potentiel périodique en espace et (quasi-)périodique
en temps (comme dans(2.2)) est identique au comportement dans un champ de diffuseurs aléa-
toires comme dans le chapitre 1. Nous allons voir qu’en dimension 1, la situation est tout a fait
différente. Dans le chapitre précédent, ou le potentiel était aléatoire (section 1.4), nous avons
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montré que le moment de la particule croit comme ¢'/5, en dimension 1 comme en dimension
supérieure. Nous allons montrer dans la suite qu’au contraire, le moment d’une particule dans
un potentiel périodique en temps et en espace reste borné jusqu’a des temps arbitrairement
grands. Les résultats précis sont énoncés dans les Théorémes 2.1 et 2.2 ci-dessous. Comme on
le remarquera, cette conclusion reste valable pour des potentiels périodiques en espace avec une
dépendance en temps arbitraire, lisse et bornée : la périodicité par rapport & la variable tempo-
relle n’est pas nécessaire pour établir le résultat. Nous obtiendrons nos résultats en utilisant la
théorie des perturbations hamiltoniennes (voir [16, 53, 56]), avec 'inverse de la vitesse initiale
de la particule comme petit paramétre.

Afin de comprendre la notion de vitesse élevée dans le contexte décrit ici, on rappelle comment
sont obtenus le Hamiltonien H, la position g, le moment p et I'instant ¢ adimensionné apparaissant
dans (2.1). Les problémes que nous considérons ici ont une échelle d’espace naturelle ¢, qui est la
taille de la cellule unité du réseau, et une échelle de temps naturelle T', qui est 1’échelle typique
sur laquelle le potentiel fluctue. Cela suggére ’expression de la position ¢ de la particule comme
un multiple de ¢, de son moment comme un multiple de /T (on prenant la masse de la particule
égale a 1) et la mesure du temps en unité de 7. Ainsi, en écrivant ¢ = fq, p = pl/T et T = tT,
les équations du mouvement pour (g, p), équivalentes a celles obtenues de (2.1), sont

L) = ptr), -
dp A ) 7 2.15
ar ™) = iV (7’ f) :

qui sont les équations hamiltoniennes correspondant a

9 -

H(G.p.m) =5 +uV (% %) :
avec [ = )\j{—z ayant la dimension d’une énergie. Dans notre analyse numérique, le potentiel V'
est une fonction sans dimension et réguliére (on supposera qu’elle est un élément de C°°(R?)),
périodique de période 1 en sa premiére variable (variable d’espace), et bornée, avec des dérivées
uniformément bornées en ses deux variables. Il n’est pas nécessaire que V soit de la forme spéci-
fique décrite par (2.2) et en particulier, dans cette section, nous ne supposerons plus le potentiel
(quasi-)périodique en temps. On remarque que, comme dans la section précédente, la périodicité
spatiale du potentiel fait que I’on peut également interpréter les équations comme décrivant une
particule en mouvement sur un cercle de circonférence ¢ dans un potentiel dépendant du temps
et borné.

Ce systéme a un paramétre sans dimension, & savoir A = pT'2/¢%, ot y est la valeur typique
du potentiel et £2/T? I'énergie cinétique d’une particule traversant la cellule unité en un temps
T. On étudiera les solutions des équations de mouvement pour des vitesses initiales élevées p(0),
c’est-a~dire ici p ,

Py < p(0) < Ap*f < ap. < p(0) < Apy < 400

pour 2 < a < A < +00 fixés et pour un valeur élevée de p,, qui sera précisée dans la suite; p,
est par conséquent un second paramétre sans dimension, mesurant la taille relative de la vitesse
initiale p(0) et de ¢/T. On remarque que

e=1/p.

est le temps mis par une particule libre, ayant pour vitesse initiale p,, pour traverser la cellule
unité de longueur 1, de sorte que € << 1 signifie que ce temps est petit, comparé a I'intervalle
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Chapitre 2. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et périodique
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FIG. 2.7 — Valeurs déterminées numériquement de p(t)? et ¢(#)? en dimension 1 pour le modéle
décrit par le potentiel V(q,t) = cos(t)ll[p,2/3(q). Sur chaque graphique, les différents symboles
correspondent & différentes conditions initiales, comme indiqué dans les légendes.

de temps 1, caractéristique de la variation du potentiel. La particule est en ce sens rapide. On
supposera de plus A\e? << 1, ce qui signifie que I’énergie cinétique de la particule est bien plus
grande que la taille typique du potentiel ; la particule est ainsi énergique.

Ce qui se passe est intuitivement clair : puisque la particule est énergique et se déplace
rapidement, le potentiel perturbe, faiblement et lentement, le mouvement de la particule libre. Le
potentiel constitue donc une petite perturbation adiabatique du mouvement libre de la particule.
En fait, lors de la traversée d’une cellule unité, le moment de la particule va subir un changement
d’ordre p; ! au plus puisque

of)

Pn+1 —Pn ~ —
" "

(voir les équations (1.14) et (1.16)). Naivement, on pourrait s’attendre & ce qu’aprés un temps
d’ordre 1, la particule ait parcouru p, fois le cercle, subissant un changement de moment d’ordre
1. Si les changements de moments étaient systématiques, cela donnerait lieu & une accélération
p(t) ~ t, bien plus rapide que dans le cas du potentiel aléatoire (section 1.4) ot on a prouvé
que p(t) ~ t1/5. Comme on le montrera, la situation est en fait bien meilleure que cela : par des
effets de compensation, la variation du moment reste d’ordre p; ! pour des temps arbitrairement
grands (voir la Figure 2.7) et on obtient que p(t) reste borné et que ses valeurs restent trés proches
de p(0). La différence avec la situation en dimension plus grande est intuitivement claire : en
dimension 1, il n’y a pas de paramétre d’impact rendu aléatoire par les événements diffusifs
successifs et, de plus, les distances parcourues entre deux événements diffusifs successifs sont
toutes rigoureusement identiques, donc les phases du potentiel ne sont pas non plus rendues
aléatoires. Nous ne prouverons pas que le systéme est stable (dans le sens ou sup, ||p(t)]| < o) ;
on note néanmoins que les similitudes avec d’autres modéles unidimensionnels étudiés dans la
littérature laissent & penser que cela pourrait se faire en utilisant la théorie KAM et en imposant
des conditions d’analyticité assez fortes sur le potentiel V' .

On donne maintenant les énoncés précis des affirmations ci-dessus, que nous prouverons par
une application de la théorie hamiltonienne des perturbations bien connue, décrite dans [16], [53]
et [56], par exemple. On supposera

1
Vt e ]R,/ V(g,t) dg = 0. (2.16)
0
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(a) Evolution de p(t). (b) p(t) vs pap(t).

F1G. 2.8 — A gauche, évolution de p(t) pour 10 vitesses initiales différentes, entre 0.2 et 2,
pour le modéle décrit par le potentiel V(g,t) = cos(t)1g,2/3)(q)- A droite, valeurs déterminées
numériquement de p(t), comparées aux valeurs de pgp(t) pour le méme modéle et avec pour
vitesse initiale p(0) = 2.

Cette condition ne représente pas une réelle restriction puisque l'on peut toujours soustraire sa
moyenne spatiale au potentiel, sans changer les équations de mouvement.

Théoréme 2.1. Soit2 < a < A < +00. Pour tout o, > 0 et tout K € N*, il existe une constante
Ck > 0 telle que, pour tout p, assez grand et toute condition initiale

on ait, pour tout 0 < t < o,pE—2,

|mw—pmNscKﬁ%.

L’estimation de l'erreur est optimale dans ce résultat, comme le Théoréme 2.2 ci-dessous le
montre. Les variations de p(t) ont bien une amplitude d’ordre p(0)~!.

Théoréme 2.2. Pour tout o, > 0 et tout 0 <t < oy,

p(t) = pap(t) + O (p?)

ou

A (V (4(0) + p(0)1,1) ~ V (a(0),0)).
p(0)

Ce résultat est illustré par la Figure 2.8. Sa démonstration permet de plus d’expliciter une
valeur approchée de p(t) a I’ordre p; 2 pour des temps arbitrairement grands (voir le Corollaire 2.4
page 67). Pour démontrer ces résultats, on utilise la théorie hamiltonienne des perturbations. Ces
techniques sont standard, elles sont en particulier développées dans [16, 53, 56|, mais on trouve
difficilement des énoncés et surtout des preuves précis dans la littérature. Ainsi, le Théoréme 2.1
est proche d’un énoncé page 200 dans [56]. On adapte ici la théorie dans le cas qui nous intéresse.
Dans ce but, on doit d’abord réécrire les équations de mouvement dans une forme permettant

Pap(t) = p(0) —
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I'application de la théorie hamiltonienne des perturbations (voir (2.19) ci-dessous). On définit
pour cela une nouvelle échelle de temps

t
0= — = p4t (2.17)
€
qui compte le nombre de révolutions effectuées par la particule sur un intervalle de temps de
taille £. On introduit les nouvelles variables

q(o) =q(eo), plo) = p(;*a) = ep(eo). (2.18)

Alors, si (q(t),p(t)) résout le systéme hamiltonien associé a (2.1), elles satisfont

dg _
d_(a) = p(0)7
o (2.19)
ﬁ(a) = —?A0\V(G(0),e0),
avec les conditions initiales (0) € [0,1[ et 2 < a < p(0) < A < +o0. Ce sont les équations
hamiltoniennes correspondant au Hamiltonien H défini par

— 1
H(q,p,e,7) = 5152 + AV (q,7), (2.20)

en posant

Dans la suite, on désigne par

(a(0),5(0)) == @ (g(0), (0))

le flot hamiltonien associé a H.

Démonstration du Théoréeme 2.1. On considére un Hamiltonien x(q,p, u,7) de classe C*°, pé-
riodique en ¢ et bornée, ainsi que toutes ses dérivées. Le but est de choisir x judicieusement,
puis d’utiliser son flot pour définir un nouveau systéme de coordonnées (@, P) dans lequel les
équations (2.19) prennent une forme simple. En effet, x permet de définir une famille de sym-
plectomorphismes @Z‘M’T), ol, pour chaque 7 > 0, ‘I)E(w est le flot hamiltonien de x, obtenu en
intégrant & 7 fixé et a partir de = 0 les équations hamiltoniennes. Ce flot est donc solution du

systéme i
w = (Opx) (q(p, 7), (e, 7), 1, 7),
dp( IuT) (2.21)
% = — (9gx) (q(pes 7), (s ), 1 7),

avec conditions initiales (Q, P) = (q(0,7),p(0,7)), et on écrira

Pl (@ P) = (@l 7), P11, 7).

Comme on le verra, ces conditions initiales seront utilisées pour définir le nouveau systéme de
coordonnées. On peut de plus choisir i assez petit pour que

(q>§<w))_1 (R x [a/d;00]) C R x [a/8;00], @Y

(o) R x [a;00) CR X [a/2500[  (2.22)
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et ¢ assez petit pour que @Uﬁ (R x [a/2;00[) C R x [a/4;00[ On prendra plus tard p = ¢, ce qui
implique que € = 1/p doit étre assez petit. Pour tout (y,0), on désigne par 9, o) : R x [a; 0o[—
R x [a/8; co[ I'application définie par

-1 _
. X H X .
Dijuo) = ((I)(;w)) © @y 0 D, g);

on a donc trivialement le diagramme commutatif suivant.

@0).500) —" (@(0).5(0))

X X
CD(;L,O)T TCD(;M)

(Q(0), P(0)) —— (Q(0), P(0))

(u,0)

Puisque 9, ) est un symplectomorphisme, il existe un Hamiltonien H: (Q,P,u,7) € RZxR? —
R dont 9, 4 soit le flot par rapport a o, a u fixé :

d ~
@fow(“,a)Z{f;H}owu,o), Vf:RxR" = R.

On utilisera alors la notation 9, ,) = o,

La démonstration du théoréme se fait alors en deux temps. Tout d’abord, on va calculer H.
Puis on montrera que pour tout K € N*, on peut choisir y de sorte qu'en u = ¢, on ait

d%ﬁ(a) —OEFTY) et sup[P(o) - plo)| = O, (2.23)

La conclusion~suivra de ces deux résultats.
1. Calcul de H.

Par construction de ®X, on a

X H _ &H _ &X
@(“J) od =P o <I>(MO). (2.24)

Par conséquent, pour tout f:R x RT — R de classe C2, on peut écrire

d a_ d vl
/o ), 00l = fodlo O, o) (2.25)

Dans le membre de droite, seul le facteur <1>0,ﬁ dépend de 0. On a donc, pour tout (Q, P) € R?
d H X (A B =\l (6X (A B
—fooloal  @P) = {fiH}oa; (cb(mo)(Q,P))
= {rH}oe)  02H@P)
_ { fo®), iHo %J)} (Q(0), P(0))

en utilisant I'égalité (2.24) et la définition de Q(o) et P(c). Le membre de gauche de I’équa-
tion (2.25), quant a lui, se développe en

d X ﬁ A D _ d b% ﬁ i X d ﬁ .
—fodl 00l @P) = —(foo), )0l @P)+fo0}, o—2ol@QP)

- % (ro®},,)) @), P@) +{foo}, i H} (@), Plo)).
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par définition de ‘1>§ et de (Q(o), P(0)).
Comme la famille @Z‘M T) définit une famille de symplectomorphismes, il existe un Hamiltonien
R :R* = R tel que pour tout f: R x RT — R de classe C?

_f (ID(;” ={fiR}o (b(;”

Le Hamiltonien R est entiérement déterminé par y, comme indiqué dans le lemme suivant et
démontré dans la suite. On en trouve également un énoncé et une démonstration dans [16, 56].

Lemme 2.3. Les Hamiltoniens R et x sont liés par l’équation
OuR+ {R;x} = 0o, (2.26)
ot {+;-} désigne le crochet de Poisson. Cette équation s’intégre en
Ro <I>X / OyX © CID(ﬂ ” du. (2.27)
On obtient donc
L (fowy, ) @0).Pl) = ({f:R)o %ﬂ) (@), P(0))
= {roe}, R0, } (@) P(0),
et I'égalité (2.25) devient
X . X x .gl_— X
{foo), iRoo, L+ {foaf i} ={foa}, Hoa} 1.

Comme cette égalité est vérifiée pour toute fonction f, on en déduit que H satisfait, & une
constante prés, I’égalité

X
Ro<1>( )

Par I’équation (2.27) du Lemme 2.3, on conclut

+H=Ho <1>(M7)

H= HOCIDX / 8XOCI>(qu . (2.28)

2. Pour tout K € N*, on peut choisir x de sorte que (2.23) soit satisfaite.

Soit K € N*. La premiére égalité de (2. 23) revient & affirmer que l'on peut trouver x de sorte
qu’en p = &, le nouveau Hamiltonien H s’écrive comme la somme d’une fonction indépendante
de @ et d’un terme d’ordre eX€+1. En effet, on aura alors

dP ~
) — 941 @), P(o).c.7) = O,
do
On choisit pour démontrer (2.23) la fonction x comme étant un polynéme de degré K en sa

variable p :

K

X(@ P 7)) =Y 1" Xn11(4,P,7),

n=0
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ou les fonctions x, sont de classe C*° et uniformément bornées. Alors, pour toute fonction
[ iR xRt — R de classe C*, tout 7 > 0 et tous (g,p) et (Q, P) € R x [a; 00], les fonctions

pfodl J(@QP) et prfo (%LJ)) (4,)

sont aussi de classe C*°. En effet, u+— f o ®X (Q, P) satisfait

(ps7)

o (foaf,,) @P) = (akf)oal (@P), VkeN,

(7
avec Ay = {1-;)(} + 0,, et est par conséquent de classe C°°; on montre de méme que p +—
fo <<I>z<u T)> (g,p) est aussi. On peut donc écrire les développements limités de ces deux

fonctions a l'ordre K, et les coefficients apparaissant sont de classe C*> en (g, p, 7).

On se place a partir de maintenant en u = . Comme H défini par I'équation (2.20) est
clairement de classe C* en ¢, I’équation (2.28) implique que H est de classe C* en e. On peut
alors introduire les notations suivantes

K
H=THy+Hy,,  H=)» &"H,+0(")=H" + 0", (2.29)
n=0

K
~1
Fo(@L,) =Y e"Tuf + 0.
n=0
En dérivant 1’équation (2.28) par rapport a ¢ :

0.H = 0.H o @éﬂ + {ﬁ; X} o @éﬁ) — OJsx © @éﬂ

-1
et en composant & droite par <<I>z<6 T)) , on obtient

— — ~ —1
Oox = 0.H + {H,x} — 0.Ho ()

En remarquant que 9, = €0, I'identification des termes d’ordre 1 implique
1~
a(le = ___Hl’
p
H, étant nul. Comme H 1 doit étre choisi indépendant de g, une intégration de cette égalité par
rapport a ¢ implique nécessairement H; = 0, et donc
ale = 0;

on choisit la solution particuliére y; = 0.
L’identification des termes d’ordre ", avec n € [1; K — 1], quant a elle, implique

n

Orxn = (n+DHnp1+ > {HnkiXer1} — Y (Z) (n—k+ 1) T} Hy i1
k=0

k=0
n—1
= (n+1)Hp41 + {Ho;Xn+1} + Z {ankﬁ Xk+1}
k=0
~ n ”’L ~
—(n+ 1V)TyHpi1 — Z <k> (n—k+ 1T Hp g1,
k=1
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ott Hy = 0 lorsque k ¢ {0;2}. Puisque Ty = Id, on obtient
_ n—1 n n _
—{Ho; xnt1} = (n+1) (Hn+1 — Hn+1>—87xn+z {Hoks Xk} - <k> (n—k+1)Ty Hyy i1
k=0 k=1

Comme H(q,p,7) = p*/2 (voir équation (2.20)) et par définition du crochet de Poisson, cette
égalité est équivalente &

n—1

(n + 1) <Fn+1 - ﬁn-‘rl) - aTXn + Z {ank; XkJrl} (230)
k=0

_é (Z) (n—k+ 1)kaln_k+1] :

Pour k € [1;n], les coefficients T}, f ne dépendent que des x;, j € [1;n]. En effet, on sait déja
que Ty = Id et, de plus, I'égalité

% <f o <<I>z‘ﬂ,T)>_1> =— {fo (@E‘“’T))_l ;X}

implique, en identifiant les termes d’ordre p™ pour tout n € N,

OgXn+1

il

(n+ )T f=— Z {To—kfs X1} -

On peut par conséquent calculer de fagon récursive les coefficients x,, en fonction des coefficients
H], j € [0;n], et donc construire x de sorte que, pour tout n € [0; K], H, ne dépende pas de
Q, en intégrant 1’équation (2.30) par rapport a Q. On a alors la premiére équation de (2.23) :

d_

- P(0) = 0" ™).

Pour montrer la seconde équation de (2.23), a savoir

sup [P (o) — p(o)| = O(?),

>0

on utilise le fait que xy; = 0. On a alors (en utilisant (2.22))
p(o) = P(o) = / 0ax((p ), P, 7), 1, 7)dpt
= —/0 (nOgx2(q(p, ), (1, 7), 7) + O(1?)) dpa. (2.31)

A partir de la récurrence (2.30), on a de plus que tous les Ogx sont uniformément borné en .

On obtient donc _
sglg |p(0) — P(o)| = O(e?).

3. Conclusion.
On conclut en revenant a la définition de p (voir (2.18)) :

p(t) — p(0) = p. (o) — p(0)) = e~ (p(0) — p(0)).
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On décompose alors cette différence de la fagon suivante :
[5(e) = B(0)] < |p(0) = P(0)] + [P(0) — P(0)| + |P(0) — 5(0)] -
Ces trois termes peuvent se majorer grace a (2.23) et il existe des constantes cx et Ck telles que

Ip(t) — p(0)] e leg (52 + Kty 4 82)

CK&‘

IN A

pour tout 0 <t =¢e0 < o e K2,

O
Reste & montrer le Lemme 2.3 pour que la démonstration du Théoréme 2.1 soit compléte.
Démonstration du Lemme 2.8. D’aprés le théoréme de Schwarz, on peut intervertir les dérivées
partielles de f o <I> ) bar rapport a 4 et o, pour tout f: R? — R de classe C? :

X — X
Do Ouf © Py.z) = Oudof © (.
Or
anses, - a,(rmen, )
= {f@R} (I)X )"'{{f R} X} ‘I)(MT
et
X —
ol 0 ®F, = 85 ({fix}odf, )
(0o @), + ({ix iRy 0 B, .

On en déduit donc
{fiouRr}y + {5 RYsx} ={F;0ox} + {{fix} s R}
Par 'identité de Jacobi, on a
HhREixt ={{x b+ {{fixti RY
et il reste
{fi0uR} + {{x: R}; f} = {f:0sx}-
Cette égalité étant vérifiée pour tout f, on obtient
O+ {R;x} = Oox-
On remarque qu’alors
0, <Ro <I>z<w)> = (OuR) 0@, +{Rix}od},
_ X
= doxo q’(w)'

Comme en pu =0, & ):Id,onaRﬂ:(]:Oet

(0,
RO<I>X / agxoq)(u, )d !
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O
Démonstration du Théoréme 2.2. Par définition de g, p et o (voir les équations (2.17) et (2.18)),
il suffit de montrer que, pour tout 0 <t =¢e0 < o4, on a

p(0) = p(0) - ]ﬁ (V (4(0) + 5(0)0, 7) — V((0),0)) + O(&%).

Soit K € N, K > 3. L’estimation (2.31) permet d’écrire
3
plo) =p(0) = P(o) — P(0) —/0 1 Ogxa(@(u, ), 5(p, 7), 7) = Ogx2(a(p, 0), 5(12,0),0)) dpu+O(e%).

Comme on a d,P(0) = O(e5+1), on obtient

P(o) — P(0) = O(e¥t0),

&
plo)=p(0) = — /0 1 (Ogx2 (@ 7), B 7), 7) = Ogxa(@(1. 0), p(11, 0),0)) du+O(e*) + O (" F o).
De plus, la récurrence (2.30) prise en n = 1 est
1 -
o= Lo )]

puisque x1 = 0. En intégrant par rapport a ¢, cette égalité implique

92 -
O == ——_H27

p
puisque V, et donc Hs, sont de moyenne nulle et que ﬁg doit étre indépendant de ¢g. On obtient
donc 5 o)

aqXQ = jF = V
p D

et

(o) — b _ ‘ V(Q(Mﬂ-)ﬂ—) - V(Q(M7O)7O) 53 €K+1O'
plo) = p(0) =~ [ "2 (FLLT] ) et ) + 0K o). (232

Ceci implique en particulier p(c) — p(0) = O(£?). De plus, comme x; = 0, on a

£

g(0) = Qo) = ; Opx (@, 7). D, 7), 1, 7)dp = O(?),
q(0) = qlu,7) = O(),
plo) = plp,7) = O(e?),
uniformément en ¢. En remplagant dans I’équation (2 32), on trouve
(o) — b [ V(g(o),7) V(q(0),0 K+,
o) =p(0) = - [ o (FETT T )d +0() + O o)
9y (V(a(o),7)  V(g(0), (e
- A( 5(0) 2(0) > o 7
e\ A - K+1
= _ﬁ(O) (V(Q(J), V(g(0),0 ) +O(e o).
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Enfin, par définition de HX (équation (2.29)), on a

QAo) = QO+ [ B (Plo')..50')de’ + O o)

= Q(0) + /00 %ﬁlK(ﬁ(O), e,e0’)do’ + O(eX o)

= CY(O)+/OaaﬁﬁK(ﬁ(0)a5,50'/)dOJ—{—0(62)+O(€K+10),

Y

- (0) <V (q(()) ! /0 ortl K(ﬁ(o)’e’ef")da/’T) - v(q(O),())) +0(e%)+0(" o).

(2.33)
Pour terminer la démonstration du théoréme, on fixe K = 3. On sait, par définition, que

fI3 = ﬁfo + 6ﬁ1 + 621:;[2 + 631:;[3.

Or on a déja Hy = Hy = ?2/2 et Hy = Hy = 0. Légalité (2.30) en n = 2 implique
1 -
Ogxs = 5 (—3H3 - 8’7‘X2> :

En moyennant par rapport & ¢, on obtient alors f[g = 0, puisqu’on peut choisir x2 de moyenne
nulle. L’équation (2.33) devient

—— (V(a(0) +p(0)o, 7) — V(4(0),0)) + O(®) + O(0),

d’out la conclusion. O
L’équation (2.33) implique le corollaire suivant.
Corollaire 2.4. Pour tout K € N, K >3, et tout 0 <t < o,pE—3,
p(t) = ply(t) + O (pi?)

ou

P (1) = p(0) — — <V (q<0) = EN G (p(o),i,7> ar, t) - V(q<0),0)) -

p(0) « Ds

2.4 Rotateurs frappés

On s’intéresse maintenant au systéme frappé décrit par les équations (2.7)-(2.8) et on consi-
dére (gn,pn) = ®"(qo,po) € T x R?, tel que

{anrl = Pn — )‘VU(Qn)a

(2.34)
Qn+1 = qn + Pnt1-

On remarque qu’ici g, = g(n) et p, = p(n) puisque dans (2.7), le potentiel est de période 1.
Ainsi, pour les systémes frappés, il y a exactement un « événement diffusif » par unité de temps,
indépendamment de la vitesse de la particule, alors que pour les systémes pulsés, le nombre de
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FIG. 2.9 — Valeurs déterminées numériquement de <||p(t)\|2> et <Hq(t)||2> en dimensions 1 (haut)
et 2 (bas) pour le modéle des rotateurs frappés décrit par I’équation (2.8), ou V(q) = Hle cos (g;)
et A = 10. Les différents symboles correspondent & différentes conditions initiales, comme indiqué

dans les légendes.

tels événements par unité de temps augmente linéairement avec ||p|| lorsque la particule accélére.
Par conséquent, pour les systémes frappés, la variation du moment cinétique Ay;ck||p|| est d’ordre
A sur un intervalle de temps d’ordre 1, indépendamment de la valeur de ||p||. Par contre, pour les
systémes pulsés en dimension d > 1, par I’équation (1.32) et en supposant les Bnl indépendants
et identiquement distribués, la variation typique du moment cinétique Apys||p|| d'une particule
rapide de moment ||p|| sur un intervalle de temps d’ordre 1 est

o 2, 1/
4
Apus|lpl| ~ < Z T H2 > ~ |lpl =32 (2.35)

On a donc

Apus|lpll < Aiek|P]l-
On va voir dans ce qui suit qu'une conséquence de cette remarque est que les rotateurs frappés
accélérent beaucoup plus rapidement les particules que les rotateurs pulsés. En effet, ’équa-
tion (2.34) implique

n—1
P =10~ A3 (VV)(g0).

=0
Puisque pour les systémes frappés, Ap, est d’ordre ), indépendamment de la valeur de ||p||, la
deuxiéme équation du systéme (2.34) suggére que, pour des valeurs de A grandes, ces variations
de moment élevées successives rendent aléatoire la position du systéme sur le tore, permettant de
voir les ¢, comme étant uniformément distribués sur le tore, avec corrélations en temps a courte
portée. Ceci implique <(pn - p0)2> ~ n ou, de fagon équivalente

(Ip®1%) ~ ¢
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En dimension d = 1, cela implique immédiatement <Hq(t)H2> ~ t3. En dimension d > 1, la

variation de direction ep41 — €n, 0 e, = pn/ ||pnll , est dordre ||pn| " ~ n=1/2, de sorte que
(llen+m —enl]) ~ 1 pour  m ~n.

En désignant, comme dans la section 2.2, par M} le nombre de collisions nécessaires pour que la
particule ait tourné k fois d’un angle macroscopique, on obtient Mj, ~ 2 et

My = qu, + Mgy — M) puy,
3/2

Cela implique (||lgaz, ||*) ~ M} et, en interpolant entre les My, on trouve finalement que {||g(t)||*) ~
t3 en dimension d > 2 aussi. L’explication de ce comportement est claire : la particule accélére
considérablement plus vite pour les systémes frappés (ot < ||p(t)||*> >~ t) que pour les pul-
sés (ot < ||p(t)]|? >~ t*/®) et donc tourne beaucoup moins. Ces comportements asymptotiques
coincident avec les résultats numériques présentés dans la Figure 2.9.
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Chapitre 3

Quelques rappels sur la théorie des
probabilités

3.1 Introduction

Ce chapitre et le suivant sont voués a la démonstration des Théorémes 1.4 et 1.8. Tous deux
sont des cas particuliers du théoréme suivant.
Théoréme 3.1. Soit une marche aléatoire (&), o définie par

& > 0
£2+1 = 572L+F(£na5n)a (31)

avec les hypothéses suivantes.

1. Les tirages €,, n € N, sont des variables aléatoires sur un espace de probabilités (Q, F,P);
elles sont indépendantes, identiquement distribuées, bornées, et

len| < &, E(e,) =0, E(e2) =1, Vn € N.
2. On suppose qu’il existe une valeur critique € > 0 telle que pour tout €] > 3
F(§,en) =2en§ + G (§,6n),
ot lespérance de la fonction G par rapport & €, est bornée en & et G satisfait

ImE(G(62)=0>0,  sup |G (&) = o). (3.2)

len|<E

et telle que €2+ F (€, ey,) soit strictement positif pour tout |€] > €. Pour les valeurs |€| < €,
on pose

F (& en) =0.

La suite (§n),en définie par (8.1) est donc bien définie, les valeurs prises par la suite
€2 + F (&n,en) Testant positives.

La chaine de Markov (&),,cy vérifie alors

E(ggf>k~ K. owes L

—00 2

ot on désigne par |0] la partie entiére de o.
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Dans le cas des développements faits dans le chapitre 1, on a

2 (B d+1
s=2(= +2) =222
(2=

(voir le Théoréme 1.2 pour les définitions) lorsque le champ de force dérive d’un potentiel. De
plus, &, est défini comme étant proportionnel a [|v,||* (équation (1.35)) et on veut, au minimum,
le comportement des ||v,| " permettant Pétude de celui de 7, (équation (1.12)). On est donc
intéressé par le résultat du Théoréme 3.1 pour des valeurs de ¢ supérieures ou égales & —1/6 : en
effet, €26 = ||v,]|%. En particulier, on a besoin de —1/6 > — [d] /2, c’est-a-dire ici L%J > 1,
d’ou ’hypothése d > 2 dans le Théoréme 1.4. Lorsque le champ de force ne dérive pas d’un
potentiel (section 1.5), par contre, on a

B’ d+1

+1=——,

0= pr )

ou B’ et D’ sont définis dans le Théoréme 1.6, et &, est proportionnel & ||v,||* (équation (1.58)).
On a donc besoin du Théoréme 3.1 pour des valeurs de ¢ supérieures ou égales & —1/4, et il faut
donc |0] = L%J > 1/2, c’est-a-dire d > 1, ce qui est toujours vrai (Théoréme 1.8).

Le Théoreme 3.1 se démontre en considérant la suite de processus aléatoires <Y;(n), t € 0; 2]> N
ne

continus, affines par morceaux et définis a partir de la suite (&,),,cy de la fagon suivante :

n & ,
= Sk pefo:2n], (3.3)
n

v
1
Yt( ﬁ k+
n

<t < ——. 4
<r< ™ (34)

Moo (ke 1-nt) Y 4 (nt— k)Y,

n

(n)

La condition initiale Y, est, comme &g, strictement positive et non aléatoire. Chaque réalisation

v, (w), w € Q, du processus est une fonction continue sur l'intervalle de temps [0;2] et on
désignera par C 'espace

muni de la tribu des Boréliens B (C) . En particulier, on remarque que Yl(n) = n"1€2; on s’intéresse

l
donc a la convergence de la suite des <<Y1(n)) > quand n tend vers I'infini. On va montrer que

cette suite converge effectivement vers une constante. Il est a noter que la division par n de &2
est cruciale; c’est la seule puissance de n aboutissant & un résultat de convergence. Une division

par une puissance strictement plus grande que 1 donnerait que Yl(n) tend vers 0, alors qu’une

division par une puissance de n strictement inférieure a 1 provoquerait une explosion de Yl(n).
Le choix de la puissance utilisée n’est donc pas anodin.

Le coeur du chapitre 4 va étre de démontrer que la suite des processus y.™ converge en
distribution vers le processus de Bessel en dimension ¢, ot § est I’espérance du terme d’ordre 0 de
F. On utilisera pour cela le Théoréme 3.47, démontré dans [79]. Il s’agit d’un théoréme technique,
dont on détaillera la démonstration dans un cas particulier (Théoréme 4.3). La méthode utilisée
pour montrer ce type de théoréme est standard, elle est en particulier décrite dans [39]. Elle se
décompose en quatre grandes étapes, de la fagon suivante.

— Etape 1 : On remplace les processus étudiés par des processus restreints les approchant et

restant & valeurs bornées. Pour ce faire, deux méthodes différentes peuvent étre utilisées.
On peut tronquer les générateurs du processus, comme par exemple dans la démonstration
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des Théorémes 3.34 et 3.47; ou alors arréter les processus a 'aide d'un temps d’arrét,
comme dans la démonstration du Théoréme 4.3 ou dans [39].

— Etape 2 : On montre que cette nouvelle suite de processus est relativement compacte, c’est-
a-dire qu’elle admet des sous-suites convergentes. On utilise pour cela I’équivalence entre
la tension et la relative compacité.

— Etape 3 : On considére les limites de sous-suites convergentes, elles sont toutes solution
d’un méme probléme aux martingales. Lorsque ce probléme est bien posé, on en déduit
que toutes les sous-suites convergentes ont la méme limite et que c’est finalement la suite
des processus elle-méme, et pas seulement des sous-suites, qui converge.

— Etape 4 : On montre que le résultat de convergence reste vrai pour les processus de départ,
en faisant tendre vers l'infini la borne choisie pour le compact dans lequel évoluent les
processus restreints.

Les notions de probabilités utilisées sont résumées dans le chapitre 3. Pour une étude exhaustive,
on renvoie aux ouvrages [44], [73], [46] ou [79].

3.2 Processus de Markov et martingales

Soit un espace de probabilités (€2, F,P). On rappelle tout d’abord la notion de probabilité
conditionnelle.

Définition 3.2. Soit G une sous-tribu de F. La probabilité conditionnelle de A € F par
rapport a G est la variable aléatoire G—mesurable P (A|G) telle que

P(ANB)=E(P(A|G)1p), VBEeG.

La définition de P (A |G) est unique, & un ensemble de mesure nulle prés. Un cas particulier
de probabilité conditionnelle fréquemment utilisé est la probabilité conditionnelle par rapport &
une variable aléatoire.

Définition 3.3. Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P). On désigne par P (A|X) la pro-
babilité conditionnelle de A € F par rapport a la sous-tribu o(X) engendrée par X. C’est une
variable aléatoire sur (Q,0(X),P). On désigne alors par P (A|X = x) la valeur P (A|X) (w) prise
en tout point w tel que X (w) = .

La notion de probabilité conditionnelle est de plus un cas particulier de la notion d’espérance
conditionnelle.

Définition 3.4. Soit X une variable aléatoire sur (Q, F,P) a valeurs réelles, intégrable. Si G est
une sous-tribu de F, on appelle version de l’espérance conditionnelle de X par rapport a G
une variable aléatoire B (X|G) G—mesurable telle que

E(E(X|G)1p)=E(X1p), VB € g.
A nouveau, c’est une notion unique & un ensemble de mesure nulle prés.
Exemple 3.5. Lorsque X = 14, avec A € F, on retrouve la probabilité conditionnelle de A :
E(14l6) = P(A]G).

A T'aide de ces notations, on définit les chaines de Markov.
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Définition 3.6. Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires réelles (X,,)
satisfaisant

neN

P (XnJrl = xn+1|X0 =Z0,...,Xp = xn) =P (XnJrl = xn+1|Xn = xn)
pour tous n € N* et xg,...,xn+1 € R. On définit alors sa probabilité de transition par
I, (z,y) =P (X1 = y| Xy = ), V(z,y) € R%, VneN.

Les chaines de Markov, ainsi que toute suite de variables aléatoires, sont des processus sto-
chastiques & temps discret. On en rappelle la définition la plus générale.

Définition 3.7. Un processus stochastique X = {X(t),t € I} est une collection de variables
aléatoires X (t) sur un espace de probabilités (2, F,P) commun et a valeurs dans un espace
métrique (S, p), indexée par un paramétre t € I C R.

Le paramétre t est interprété comme étant le temps. Lorsque I’ensemble I est discret, on parle
de processus a temps discret ; lorsque I est un intervalle, on parle de processus a temps continu.
Un processus stochastique peut étre vu comme une fonction X : I x €2 — S telle que la fonction
X(t,-) soit mesurable, 'espace d’arrivée S étant muni de la tribu des boréliens B associée a
la métrique p. Dans toute la suite, on écrira X;(-) = X (¢,-). La Définition 3.6 des chaines de
Markov correspond donc & un processus stochastique dont la variable temporelle est prise dans
I’ensemble I = N et dont le futur ne dépend du passé que par I'intermédiaire du présent. On
définit de fagon similaire les processus de Markov pour un ensemble I quelconque.

Définition 3.8. On appelle processus de Markov un processus stochastique satisfaisant la
propriété de Markov :

P(th+1 S B’Xt, - miai = 17 e 7n) = P(th+1 € B’th = .%'n)

pour tout Borélien B C R, tout (n+1)-uplet 0 < t1 < -+ < tny1 €I et tous x1,--- ,x, € R. On
définit alors les probabilités de transition par

P(s,z;t,B) = P(X; € B|X(s) = z), s < t.

Une seconde famille de processus stochastiques dont on aura besoin est celle des martingales.
On introduit pour la définir la notion de filtration.

Définition 3.9. Une filtration est une famille croissante {F,t € I} de sous—o—algébres de F,
avec I un sous-ensemble de R. On dit qu’un processus stochastique X = {Xy; t € 1} est adapté a
la filtration {Fy,t € I} si Xy est Fy—mesurable pour tout t € I. En particulier, pour un processus
stochastique donné X, on utilisera souvent la filtration usuelle {Fy,t € I}, ou Fy, t € I, est
la sous—o—algébre de F engendrée par les ensembles A = {w € Q| Xy, € Li,i =1,--- ,n} pour
tout n € N*, tous t1 < -+ < t, <t appartenant a I et tous sous-ensembles L1,--- , L, de la
tribu de Lebesque. On rappelle que la tribu de Lebesgue est la tribu engendrée par les unions de
Boréliens et d’espaces de mesure nulle. La filtration ainsi construite est adaptée a X et on la
note {o (Xs; s€l, s<t),tel}.

Les martingales sont définies & partir des filtrations comme des processus & moyennes constantes
au cours du temps.
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Définition 3.10. Soit X = {Xy, t € I}, avec I un sous-ensemble de R, un processus stochastique
adapté a une filtration {F,t € I}. On dit que X est une martingale s’il vérifie la condition

E(X¢|Fs) = X, presque-siirement,

pour tous s < t appartenant & I. Lorsque I est dénombrable, respectivement un intervalle, on
parle de martingale o temps discret, respectivement continu.

A P’aide de la définition de l'espérance conditionnelle, on peut redéfinir une martingale de la
facon suivante.

Proposition 3.11. Un processus X = {X;, t € I}, avec I un sous-ensemble de R, est une
martingale pour la filtration usuelle {o (Xs; s €I, s <t),t € I} si et seulement si pour tous s
ett €l avec s < t, tout maillage s1 < -+ < sq < s appartenant également a I et toute fonction
ngCé’o(Rd), on a

E ((Xt - XS) (b(XSl? T 7X5d)) = 0.

Aux familles des processus de Markov et des martingales sont associées des propriétés bien
distinctes. La premiére regroupe les processus sans mémoire, tandis que la seconde assure la
conservation de la moyenne. Toutefois, leur intersection est non vide et contient en particulier
les processus de Wiener.

Définition 3.12. Un processus de Wiener ou mouvement Brownien unidimensionnel est
un processus continu W = {Wy;0 <t < oo} défini sur un espace de probabilités (0, F,P), a
valeurs réelles et adapté a une filtration {F;0 < t < oo} tel que Wy = 0 presque-siirement et que
pour tous 0 < s < t, la différence Wy — W5 soit indépendante de Fy et ait une distribution normale
de moyenne nulle et de variance t — s. Cette définition se généralise en plusieurs dimensions.
Soient d € N* et u une mesure de probabilité sur (Rd,B (Rd)) . Soient (Q,F,P) un espace de
probabilités et {F;0 < t < oo} une filtration. Un mouvement Brownien d—dimensionnel de
distribution initiale u est un processus W = {Wy;0 <t < oo} continu, défini sur (0, F,P), a
valeurs dans R? et adapté a {F;0 <t < oo} tel que
-~ P(Wy el) =pu(l), pour tout T € B (R?),
— pour tous 0 < s < t, la différence Wy — Wy est indépendante de Fs et normalement distribuée
avec moyenne nulle et matrice de covariance (t — s)lq, ot I désigne la matrice identité en

dimension d.

La construction de tels processus est faite dans le chapitre 2 de [44]. Dans la définition, le fait
que Wy — Wy soit de moyenne nulle et indépendant de Fg implique qu’'un processus de Wiener
est une martingale. L’indépendance a également pour conséquence le théoréme suivant.

Théoréme 3.13. Tout mouvement Brownien en dimension d est un processus de Markov.

L’hypothése sur la distribution des différences Wy — Wy permet aussi de calculer les probabi-
lités de transition de ces processus de Markov. Par exemple, pour tout processus de Wiener W
en dimension 1 et tout borélien B, on a

P (W, € B|W, = z) = (2n(t — )2 / e 3= w2 qy Wo<s<t VreR.
B

On termine cette section en introduisant la notion de temps d’arrét, utile en particulier pour
maintenir I’évolution de processus stochastiques dans des compacts. Elle est basée sur la notion
de filtration.
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Définition 3.14. Soit (0, F) un espace mesurable muni d’une filtration {Fy,t > 0} . Un temps
aléatoire T' est appelé temps d’arrét si pour tout t > 0, l’événement {T <t} appartient a la
o—algébre Fy.

Plusieurs exemples de temps d’arrét découlent de la proposition suivante.

Proposition 3.15. 1. Tout temps aléatoire égal & une constante positive est un temps d’arrét.

2. Soit X un processus stochastique défini sur un espace de probabilités (2, F,P), a valeurs
dans R, d € N*, et continu a droite par rapport & la variable temporelle t. Soit {F;, t > 0}
une filtration qui lui est adaptée. Alors pour tout sous-ensemble fermé " € B (Rd) , le temps

T(w) :=inf {t > 0; Xy(w) € '}, Yw € Q

est un temps d’arrét.

3. Soient T et S deux temps d’arrét. Alors la somme T+ S, le minimum T NS et le mazimum
TV S sont encore des temps d’arrét.

Pour restreindre 1’évolution d’un processus continu & droite X. & valeurs dans R% 4 un compact
I' € R on définit le processus arrété X. o7, oit T est le temps d’arrét défini par

T(w) :=inf {t > 0; X;(w) € T}, Yw € €.

En particulier, lorsque le processus X. est une martingale, ce processus arrété est encore une
martingale.

Théoréme 3.16. Soient X une martingale pour la filtration Fy = o (Xy, u <t) et T un temps
d’arrét pour cette méme filtration. Si T prend un nombre fini ou dénombrable de wvaleurs, le
processus arrété {Xynr, Fir} et le processus décalé {Xiir,Fi} sont encore des martingales. En
particulier, si X est une martingale discréte et T un temps d’arrét quelconque, ces deux processus
sont des martingales. Dans le cas des processus en temps continu, on peut ignorer [’hypothése
sur les valeurs de T dés que X est continu a droite.

3.3 Equations Différentielles Stochastiques

On s’intéresse dans cette section aux processus stochastiques qui sont solutions d’une équation
différentielle stochastique :

dXt =0 (Xt) th + b (Xt) dt, (36)

ol W. est un mouvement Brownien en une dimension; b : R — R est appelé terme de dérive et
o : R — R terme de dispersion. On distingue deux types de solution : les solutions fortes et les
solutions faibles. On dit qu’'une solution X est forte lorsqu’elle est solution de ’équation (3.6),
pour laquelle les coefficients o et b, ainsi que le processus de Wiener W, sont connus et donc X
est 'unique inconnue. Par contre, lorsque seuls les termes o et b de I’équation (3.6) sont connus,
une solution faible est la donnée d’un processus X et d’un processus de Wiener W satisfaisant
I’équation (3.6). Plus précisément, les solutions fortes sont définies de la fagon suivante.

Définition 3.17. Soit £ une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilités (2, F,P),
et soit W un mouvement Brownien en dimension 1. En considérant la filtration

G =0 (§,Ws0<s<t), V0 <t < oo
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ainsi que la collection d’ensembles de mesure nulle
N:={NCQ |3IGeGy tel que NCG etP(G)=0},
on crée la filtration augmentée
Fri=0(G UN), 0<t<o0.

On appelle solution forte de l’équation (3.6) sur lespace (2, F,P), par rapport au mouvement
Brownien W et avec la condition initiale §, un processus X = {Xy, 0 <t < oo} tel que

1. le processus X est adapté a la filtration augmentée Fr,
2. P(Xo=¢) =1,
3. P (fot (|b(Xs)| + 0(Xs)?) ds < oo) =1 pour tout 0 < t < 0o,
4. Uégalité
X =Xo+ /t b(Xs)ds + /tJ(Xs)dWs, 0<t< oo, (3.7)
est vrate presque strement. ’ ’

L’équation (3.7) est la version intégrée de I’équation différentielle stochastique (3.6). L'intégrale
d’'Ito f(f 0(Xs)dW; y apparaissant est construite et étudiée dans le chapitre 3 de [44]. L’existence
des solutions fortes est assurée lorsque les coefficients de I’équation différentielle stochastique (3.6)
sont lipschitziens.

Théoréme 3.18. On suppose que les coefficients b et o de [’équation différentielle stochas-
tique (3.6) sont lipschitziens et a croissance au plus linéaire sur R, c’est-a-dire qu’il existe une
constante K > 0 telle que

b(@) = b)| +lo(@) = o) < Klo—yl,  V(z,y) € R,
b(2)|* + |o(z)]* < K (1+ x2) , vV € R.
Alors Uéquation différentielle stochastique (3.6) admet une solution forte.
On définit une notion d’unicité pour ces solutions.

Définition 3.19. [l y a unicité forte si pour toutes solutions fortes X et X de I’équation (3.6)
par rapport au méme mouvement Brownien W et avec la méme condition initiale £, on a

P(Xt:)?t, 0§t<oo>:1.

1l existe dans la littérature plusieurs critéres impliquant 1'unicité forte des solutions. On reprend
ici ’énoncé montré par Yamada et Watanabe dans [85].

Théoréme 3.20. On suppose que les coefficients o et b de l’équation (3.6) vérifient les conditions
b(z) —b(y)| < Klz—yl, (3.8)
lo(@) —o(y)l < h(lz—yl), (3.9)

pour tout 0 < t < oo et tous = et y réels, avec K une constante strictement positive et h : RT —
RT une fonction strictement croissante telle que h(0) =0 et

&€
/ h™2(u)du = +oo, Ve > 0.
0
Alors on a l'unicité forte des solutions.

7

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 8. Quelques rappels sur la théorie des probabilités

Ce théoréeme s’applique en particulier lorsque h(u) = u®, a > 1/2. Clest le résultat ayant les
hypotheéses les moins restrictives existant dans la littérature pour obtenir 'unicité des solutions.
Par contre, il ne donne aucun renseignement sur l’existence de celles-ci. Sous des hypothéses sem-
blables, on peut aussi comparer les solutions fortes de deux équations différentielles stochastiques
différentes.

Théoréme 3.21. On suppose que pour j € {1;2}, on a des solutions fortes XU sur un espace
de probabilités (2, F,P) pour les équations différentielles stochastiques

XY = o (Xt(j)) AW, + bV) (Xt(j)) dt,  0<t< oo,

ot W est un mouvement Brownien en dimension 1. On suppose de plus que
1. o et bY9) sont continus,
2. o vérifie la condition (3.9), o h est décrit dans le Théoréme 3.20,
3. ona Xo(l) < XO(Q) presque-sirement,
4. pour tout x € R, on a b (x) < bP(x),
5. b ou b3 wérifie la condition (3.8).

Alors on a
P (Xt(l) <x? wte R+) ~1.

On s’intéresse maintenant & une nouvelle notion de résolution de 1’équation différentielle
stochastique (3.6), plus faible que celle discutée jusqu’alors mais utile dans la suite.

Définition 3.22. Une solution faible de [’équation (3.6) est un triplet (X, W), (2, F,P),{F:}
ot
1. (2, F,P) est un espace de probabilités et {F} est une filtration,
2. X ={X;,0 <t < +o0} est continu et adapté et W = {W;,0 <t < 00} est un mouvement
Brownien,
3. P (f(f ([b(Xs)| + 0%(Xs)) ds < oo) =1 pour tout 0 <t < oo,
4. Uégalité
¢ ¢
X, = Xo +/ b(Xs)ds+/ o (X,)dW,, 0 <t < oo,
0 0

est vérifiée presque-sirement.

La mesure de probabilité définie par u(I') = P(Xo €T), pour tout T' € B(R), est appelée
distribution initiale de la solution.

La principale différence entre solutions forte et faible est que la filtration {F;} utilisée pour
les solutions faibles n’est pas forcément la filtration augmentée construite dans la définition de
solution forte & partir de la distribution initiale et du mouvement Brownien. La valeur X; de la
solution au temps ¢t n’est donc pas forcément mesurable par rapport au mouvement Brownien
et & la distribution initiale £. Par conséquent, I'existence d’une solution faible ne garantit pas
I’existence d’une solution forte. Par contre, la réciproque est vraie : ’existence d’une solution
forte assure ’existence d’une solution faible. On mentionne ici un des théorémes d’existence de
solutions faibles.
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Théoréme 3.23. On suppose que les fonctions o et b sont continues et bornées. L’équation
différentielle stochastique (3.6) admet alors une solution faible avec distribution initiale p, pour
toute mesure p sur B (R) telle que

dm > 1, / l2[*™ pu(dzr) < oo.
R

On définit deux notions d’unicité de solution faible d’une équation différentielle stochastique,
I'unicité trajectorielle et I'unicité en loi. L’unicité trajectorielle est une adaptation de I'unicité
forte aux solutions faibles.

Définition 3.24. L’équation (3.6) vérifie ['unicité trajectorielle si pour tout couple de solu-
tions faibles (X, W), (Q, F,P) , {F:} et <)Z', W> , (Q,F,P), {ft} , définies sur un méme espace

de probabilités et ayant mémes mouvement Brownien et condition initiale :
P (XO - )?0) —1,
les deux processus X et X sont presque strement égaus :
P(Xt:f(t, 0§t<oo> —1.

L’unicité en loi, quant a elle, est une notion plus adaptée a la notion de solution faible.

Définition 3.25. L’équation (3.6) vérifie ['unicité en loi si toutes solutions faibles
(X, W), (QFP) (R} o (XW),(QFF) {A]},
définies sur des espaces de probabilités a priori différents mais ayant la méme distribution initiale
P (X, €T) :ﬁ(f(o eF), VT € B(R),

ont la méme distribution.

Tout comme la notion de solution forte est plus forte que celle de solution faible, la notion
d’unicité trajectorielle est plus forte que celle d’unicité en loi.

Proposition 3.26 (Yamada et Watanabe, [85]). L’unicité trajectorielle de solutions faibles im-
plique leur unicité en loi.

Corollaire 3.27. L’existence d’une solution faible, avec 'unicité trajectorielle, implique [’exis-
tence d’une solution forte.

Pour étudier 'existence et 'unicité en loi de solutions faibles d’équations différentielles sto-
chastiques, une théorie a été développée par Stroock et Varadhan. Ils montrent 1’équivalence
entre 'existence et 'unicité en loi de la solution faible d’une équation différentielle stochastique
et l'existence et I'unicité de la solution d’un probléme aux martingales. La théorie est détaillée
dans [44] et [79]. On en reprend ici les quelques éléments dont on aura besoin dans la démons-
tration du Théoréme 3.1.

Soient a et b deux fonctions R — R mesurables. On définit I'opérateur L sur I'espace des
fonctions C2°(R) par

(LF) () = ga(@)f"(@) +b(@)f' (), Vf€C®(R), Vo e R
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Définition 3.28. Soit (2, F,P) un espace de probabilités muni d’une filtration {Fy, 0 <t < oo} .
Une solution du probléme aux martingales homogene en temps associé a L est un processus
Z ={Z;, t € R} adapté a {F;} et tel que

M = £(2) - f(Z) - /Ot (Lf)(Z)ds, Fi;  0<t< +o00 (3.10)

soit une martingale continue pour tout f € C2° (R). En particulier, on a l’égalité

E (f(Zt) — f(Zs) — /t(Lf)(Zu)du | fs> =0, P-presque surement,

pour tous 0 < s <t < 400 et f € CX(R). On désignera par Z* toute solution vérifiant

On dit de plus d’un probléme auxr martingales qu’il est bien posé s’il admet une unique solution
Z*, pour toute condition initiale x € R.

On peut alors établir un lien entre solution d’équation différentielle stochastique et solution
de probléme aux martingales.

Théoréme 3.29. On suppose que o : R — R est mesurable et bornée sur les compacts de R. Alors
il existe une solution faible a l’équation différentielle stochastique (3.6) avec condition initiale X
st et seulement si il existe une solution Z au probléme aur martingales associé a L avec condition
mitiale Zy de méme loi que Xy, ou L est défini par

(Lf)(z) = %J(ﬂ:)Qf”(x) +b@)f(x), VfeC®, VreR

La démonstration de ce théoréme met en évidence que la solution de I’équation différentielle
stochastique et celle du probléme aux martingales ont les mémes distributions. On en déduit le
corollaire suivant.

Corollaire 3.30. Sib et o sont continues et bornées sur les compacts de R, alors on a équivalence
entre existence et unicité en loi de la solution du probléme auz martingales associé a L et existence
et unicité en loi de la solution faible de l’équation différentielle stochastique (3.6), pour tout
condition initiale x € R, i.e. P(Xp = z) = 1.

Exemple 3.31. Le processus de Wiener Wy est solution faible de l’équation différentielle sto-
chastique
dX; = dWs,

c’est-a-dire de l’équation (3.6) pour o =1 et b = 0. De plus, pour toute fonction f € C°(R), le
calcul d’Ito6 permet d’écrire

df (W) = f (Wy) dW; + %f” (W) dt,
équation qui s’intégre en
t t
Fov) =) = [ yaweg [ on)s
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L’étude des intégrales d’Ito faites dans [44] montre que fg 1" (Ws)dW; est une martingale. Le
processus de Wiener est donc ausst solution du probléme aux martingales associé a lopérateur

(LF)(x) = "(x)/2 : pour tout | € C=(R)
F W) — f (W) —/0 %f”(Ws)ds, o (We0 < 5 < 1)

est une martingale.

On aura aussi besoin dans la suite de la notion de probléme aux martingales arrété et d’un
critére assurant l'existence et 'unicité de sa solution. La théorie est détaillée dans [32].

Définition 3.32. Soit (Q, F,P) un espace de probabilités muni d’une filtration {F;, 0 <t < oo} .
et T un temps d’arrét. On appelle solution du probléme aux martingales arrété associ€ au
générateur L un couple (Z,T) o Z est un processus stochastique adapté a {F}, T est un temps
d’arrét pour {F;} et

tAT
I (Zinr) — f (Zo) —/0 (Lf)(Zs)Ns<rds, Fy; 0<t<+o0

est une martingale pour tout f € C° (R). La solution du probléme aux martingales arrété vérifie
l'unicité arrétée si pour tout couple de solutions ((Z1,T1),(Z2,T2)) du probleme auz martin-

gales arrété avec condition initiale x, il existe un processus Z et des temps aléatoires positifs Ty
et Ty tels que

1. <Z,TV1 \% Tvg) soit solution du probleme auzr martingales arrété avec condition initiale x,

2. pouri € {1,2}, <Z/\T,ﬁ> ait la méme distribution que (Z.at,,T;) -

Enfin, un probléeme aux martingales arrété est bien posé s’il admet, pour toute condition initiale
x € R, une unique solution (au sens de l'unicité arrétée).

L’unicité arrétée peut s’interpréter de la fagon suivante. Si (Z1,T}) et (Z2,T%) sont deux
solutions d’un probléme aux martingales arrété ayant méme condition initiale, alors les processus
71 et Zy coincident jusqu’a linstant Th A Ty et (Z,T) V T»), ou la réalisation Z(w) vaut Z;(w)
lorsque T} (w) > Th(w) et Zs(w) sinon, est aussi une solution du probléme aux martingales arrété.
La proposition suivante est alors vérifiée.

Proposition 3.33. Soit (Q, F,P) un espace de probabilités muni d’une filtration {F;, 0 <t < oo}.
Alors si un probléme auxr martingales de générateur L est bien posé, le probléme aux martingales
arrété associé admet une unique solution (au sens de l'unicité arrétée). De plus, si Z* désigne
la solution de condition initiale x du probléme non-arrété, la solution de condition initiale x du
probleme arrété est (Z% ., T), pour tout temps d’arrét T.

3.4 Les processus de Bessel

On rappelle ici la définition et quelques propriétés sur les processus de Bessel. Une étude
détaillée est faite dans [73|. Soit W un mouvement Brownien en dimension n € N. En posant

—~ |12
ze= [
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le calcul d’Ito permet d’écrire

dZ, =23 WidW; + ndt.
=1

On remarque que
/ S dWZ
HWtH

est un mouvement Brownien en dimension 1. En effet, I'intégrale d’Ito

:/Otf(X dw.

satisfait

2

E((Wt—Wt/)Q) - gE /t,t W AW

Le processus (Z;, Wy) est donc une solution faible de ’équation différentielle stochastique

L’inégalité

|z| = \/|7|| < +/|z— 7|, vérifiée pour tous réels z et 2z’ permet d’appliquer le

Theéoréme 3.20 d’unicité forte des solutions avec la fonction h(u) = y/u, puis le Corollaire 3.27,

pour obtenir que Z est I'unique solution forte de ’équation différentielle stochastique (3.11). Ce
résultat se généralise.

Théoréme 3.34. Soit W un mouvement Brownien en dimension 1. Pour tout réel § > 0 et toute
condition initiale x > 0, il existe une unique solution forte a l’équation différentielle stochastique

dZy = 2+/|Zy|dW; + 4dt. (3.12)
Cette solution est appelée processus de Bessel carré en dimension 9.

Démonstration du Théoreme 3.34. On commence par montrer I’existence d’'une solution faible,
en utilisant le Théoréme 3.23. La fonction /- n’étant pas bornée, on considére des fonctions
tronquées et on construit, pour tout n € N, la fonction f,, :

fo(z) = \/m= si x| < 7127

folz) = n,  silz]>n?
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Pour chaque valeur de n, I’équation différentielle stochastique
dZ =2f, (Z]") dWy + ddt (3.13)

vérifie alors les hypothéses du Théoréme 3.23 et admet des solutions faibles. De plus, on a 'unicité
trajectorielle pour ces solutions, puisqu’on peut appliquer le Théoréme 3.20 avec h(u) = \/u. Le
Corollaire 3.27 de Yamada et Watanabe permet alors de conclure que pour chaque n € N,
I’équation différentielle stochastique (3.13) admet une unique solution forte Z".

Soit Ty, (8) := inf {¢t > 0; Z' =n?}. Alors pour tout ¢ < T,(0), ZJ* vérifie I'équation diffe-
rentielle stochastique de Bessel :

dZI = 2,/|Z2|dW, + bdt.

Pour conclure, il suffit de montrer que 7;, tend vers I'infini quand n tend vers l'infini. Le théo-
réme de comparaison 3.21 implique que 'application T),(+) est décroissante. En particulier, on a
T, (6) > T, (|0] +2). Or en dimension entiére |§] + 2, la solution Z;(|4]| + 2) est la norme d’un
mouvement Brownien de méme dimension. Par construction, on a donc

lim P (7T, ([6] +2) = 00) =1,

n—oo

d’otu la conclusion. O
Le Théoréme 3.21 de comparaison de solution et la construction du processus de Bessel en
dimension entiére induisent la propriété suivante.

Proposition 3.35. En toute dimension § > 0 et pour toute condition initiale Zy > 0, le processus
de Bessel carré Z. est a valeurs positives et est non-explosif :

P(||Z]] < o0; VO<t<o0)=1.
De plus, en dimension § > 2, il satisfait
P(Z;>0; VO<t<oo)=1.

Ce résultat implique qu’en dimension § > 2 et pour toute condition initiale Zy > 0, le
processus de Bessel carré Z est solution de I’équation différentielle stochastique (3.12) sans valeur
absolue :

dZ; = 2+/ Z, dWy + 4dt.

Il est aussi, d’aprés le Théoréme 3.29, I'unique solution du probléme aux martingales associé au
générateur L défini par

Lf(z) =2lz|f"(z) + 6f (z), VzeR, VfeCl®(R), (3.14)

pour tout § > 0.

3.5 Convergence faible de processus

On cherche & étudier la convergence de suites de processus stochastiques. On définit pour cela
une notion de convergence adaptée : la convergence faible, et on établit un critére de convergence
(Théoréme 3.47).
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Définition 3.36. Soit (S, p) un espace métriqgue muni de la tribu des Boréliens B(S). Soient P
et P, n € N, des mesures de probabilité sur (S,B(S)). La suite (P,)nen converge faiblement
vers P si pour toute fonction f:.S — R continue et bornée, on a

ngrfw/f )Py ( /f )dP(s

Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilités (2, F,P) a valeurs dans 'espace
métrique (S, B(S)). Elle induit une mesure de probabilité PX 1 sur (S, B(S)) définie par :

PX '(B)=P{weQ;X(w)e B}, BeB(S). (3.15)

On définit alors une notion de convergence de variables aléatoires basée sur la convergence faible
des probabilités induites.

Définition 3.37. Soit (Q,, Fpn,Pp), ey une suite d’espaces de probabilités. Sur chacun d’entre
eux, on considére une variable aléatoire X,, a valeurs dans [’espace (S,p). Soient (Q,F,P) un
espace de probabilités et X une variable aléatoire sur cet espace a valeurs dans (S, p). La suite
(Xn),en converge en distribution vers X si la suite des mesures (PnXgl)neN converge faible-
ment vers PX 1. En d’autres termes, une suite de variables aléatoires X,, converge en distribution
vers une variable aléatoire X si et seulement si, pour toute fonction f : S — R continue bornée,
on a

lim E,(f(X,)) = E(f(X)), (3.16)

n—-+0o0o
ot E,, et E sont les espérances correspondant aux mesures de probabilités Py, et P respectivement.
En voyant un processus stochastique continu X = {Xy;0 <t < T} défini sur un intervalle de
temps compact comme une variable aléatoire a valeurs dans (C ([0;T],R), || - [|oc), on définit de
meéme la convergence en distribution de processus stochastiques.

La convergence presque-siire implique la convergence en distribution. La réciproque est fausse.
Néanmoins, on peut passer de la convergence en distribution & la convergence presque-siire en
utilisant le théoréme de Skorohod.

Théoréme 3.38 (Skorohod). On suppose que (S,p) est complet et séparable. Soit (X, )neN
une suite de variables aléatoires sur un méme espace de probabilités (Q, F,P) a valeurs dans
S convergeant en distribution vers une variable aléatoire X sur le méme espace de probabilités
(2, F,P) et a valeurs dans S. Alors il existe un espace de probabilités (Q, F,P) et des variables
aléatoires X et X définies sur Q et a valeurs dans S tels que, pour tout borélien B de S, on ait

ﬁ»(}?eB):P(XeB), ]T»()?neB>:]P>(XneB), Vn e N,

P ()Z'n — )Z') — 0 presque-stirement.

Corollaire 3.39. Soient X et X,,, n € N, des processus aléatoires continus, définis sur un espace
de probabilités (Q, F,P) pour des temps t € [0;T] avec 0 < T < oo et a valeurs réelles. Si X,
converge en distribution vers X, alors il existe un espace de probabilités (Q .7: IP’) et des processus
stochastiques X et Xn, n € N, définis sur Q sur Uintervalle de temps [0;T] et a valeurs réelles
tels que, pour tout borélien B de (C°([0;T)), | - |lo) , on ait

ﬁ(feB):P(XeB), ﬁ(fneB>:P(XneB), Vn € N,

H)an(w) - X(w) — 0 pour presque tout w € 1.
n—oo

= o [t — T
o0 te[0;T)
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Le théoréme de Skorohod permet d’élargir 'égalité (3.16) a des fonctions continues non bornées.

Théoréme 3.40. Si X,, converge en distribution vers X, alors pour toute fonction f : S — R
continue telle que E(|f(X)]) soit fini, on a la convergence

lim E,(f(Xn)) = E(f(X)).
n—-—+o0o
On cherche un critére de convergence faible. Pour cela, on introduit les notions de relative
compacité et tension.

Définition 3.41. Une famille I1 de mesures de probabilité sur (S,B(S)) est relativement com-
pacte si toute suite d’éléments de I1 admet une sous-suite faiblement convergente. Elle est ten-
due si pour tout € > 0, il existe un compact K C S tel que P(K) > 1 — ¢, pour tout P € II.

Soit (Xa)aca une famille de variables aléatoires, chacune d’entre elles étant définie sur un
espace de probabilités (Qo, Fo,Po) et a valeurs dans S. On dit de cette famille qu’elle est re-
lativement compacte (respectivement tendue) si la famille (Po X, Yaca, définie par I’équa-
tion (3.15) est relativement compacte (respectivement tendue).

En prenant pour S ’espace des fonctions continues sur le segment [0;T] et a valeurs réelles,
on définit de méme des familles de processus stochastiques relativement compactes et tendues.

Sous certaines conditions, relative compacité et tension sont équivalentes.

Théoréme 3.42 (Prohorov). Soit IT une famille de mesures de probabilité sur S. On suppose que
S est un espace métrique complet séparable. Alors Il est relativement compacte si et seulement
si elle est tendue.

On donne enfin un critére pour qu’une famille de processus stochastiques soit tendue :

Théoréme 3.43 (Kolmogorov). Soit (X(n))neN
X)) — {Xt(n); 0<t< T}, 0<T < oo, sur (2, F,P) et a valeurs réelles telle qu’il existe des

constantes o, (8 et v strictement positives avec

une suite de processus stochastiques continus

SUp,,>o E ‘Xén)‘y < 400, (3.17)

S50 B ‘Xt(") X" <ot —sMP, VTS 0et0<s,t<T. (3.18)

~1
Alors la famille des mesures (PX.(H) ) sur (C([0;T],R),B(C([0;7T],R))) est tendue.
neN

Une fois acquise la convergence en distribution d’une suite de processus stochastiques, on
cherche & caractériser sa limite. On reprend ici un des théorémes de convergence développé dans
le chapitre 11 de [79], permettant d’approcher la solution d’un probléme aux martingales par des

chaines de Markov. On considére pour chaque n € N* une chaine de Markov (f ,(Cn)) Len homogéne
€

en temps, définie sur un espace de probabilités (2, F,P). On désigne par II,, sa probabilité de
transition. On définit, pour tout f € C2° (R) et tout = € R, 'opérateur

(Anf)(x) = / (f(y) — (@)L (. dy).
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Proposition 3.44. Pour tout f € C° (R),

£ (&) - S s GRRAGRNE (V)N
j=0

est une martingale.

On définit aussi, pour tout z € R et tout € > 0,

an(x) =n — 1) T
@),

bp(z) =n /|xy§(y — )1, (z,dy)

et
Af (x) = nll, (z,R\ ]|z —e,x +¢€]) .

Les fonctions a,, et b, représentent respectivement la variance et I’espérance de la chaine de
Markov {,gn). On suppose enfin qu’il existe deux fonctions réelles a et b définies et continues sur
R telles que, pour tout R > 0, on ait

limy,— 400 SUPg<p  lan(z) —a(x)] =0, (3.19)
limy,— 0o SUP|g|<r  |bn(z) — b(2)] =0, (3.20)
limy— 0o SUPg < An(z) =0, Ve > 0. (3.21)
On a alors le lemme suivant.
Lemme 3.45. Les conditions (3.19), (3.20) et (3.21) sont équivalentes a :
nAn,f — Lf, VfeCr(R), (3.22)
uniformément sur les compacts, avec
1
(Lf)(@) = Fa(@)f" (@) + b(z) f'(x)- (3.23)
On construit & partir de la suite de chaines de Markov (<§](§n)> i N) une suite de processus
€N/ neN
stochastiques <{Y2(n), 0<t< oo}) N continus, affines par morceaux :
ne
yém _ gﬂ’
W o= (k+1-nt) e+ (nt— k)€, k<nt<k+1,

Lorsque a,, et b, sont uniformément bornés, le Lemme 3.45 permet de démontrer le résultat de
convergence suivant.

Lemme 3.46. On suppose qu’en plus des hypotheses (3.19) et (5.20), on a

supsup (|an(x)| + |by(z)]) < co.
neN zeR

86

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

3.5. Convergence faible de processus

On suppose de plus qu’a la place de ’hypothése (3.21), on a

lim supAf(x) =0, Ve > 0.
n—+00, R

Alors, lorsque 5((]11) — & quand n tend vers linfini, la suite des processus stochastiques (Y.(n)> N
ne

est tendue et toute limite de sous-suite convergente est solution du probléme aux martingales
associé au générateur défini par a et b, avec la condition initiale &g.

On peut supprimer I’hypothése sur le caractére borné des coefficients a,, et b, lorsque les coeffi-
cients limites a et b induisent un probléme aux martingales bien posé.

Théoréme 3.47. On suppose que les hypothéses (3.19), (3.20) et (3.21) sont satisfaites, que les
coefficients a et b sont continus et que pour tout &g € R, le probléme auz martingales associé a a
et b et avec condition initiale { a une unique solution Y. = {Y;, 0 <t < oco}. Alors la suite de

)

processus stochastiques y® converge en distribution vers Y. lorsque n tend vers +oc.

Ce théoréme est énoncé et démontré dans [79] (Théoréme 11.2.3). L’idée de la preuve est, comme
dans la démonstration de l'existence des processus de Bessel (Théoréme 3.34), de tronquer les
fonctions a,, et b, de fagon & ce qu’elles restent bornées par une constante K > 0. Les coefficients
an, i et by i ainsi définis vérifient alors les hypothéses du Lemme 3.46, qui implique que la famille
des processus X}?) correspondant aux coefficients tronqués est tendue et que les processus limites
sont solutions du probléme aux martingales associé aux coefficients tronqués ax et bg. Il suffit
alors de faire tendre K vers l'infini pour conclure. La démonstration rigoureuse de ce résultat
est technique et on mettra en évidence ses différents arguments en démontrant un cas particulier

dans le prochain chapitre (Théoréme 4.3).
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Résultats de convergence

Le chapitre précédent comprend toutes les notions nécessaires a la démonstration du Théo-
réme 3.1, dont on rappelle ici I’énoncé.
Théoréme 3.1. Soit une marche aléatoire (), définie par

& > 0
Gl = i+ F(&nen), (4.1)

avec les hypothéses suivantes.
1. Les tirages e,, n € N, sont des variables aléatoires sur un espace de probabilités (Q, F,P);
elles sont indépendantes, identiquement distribuées, bornées, et

|€n| < 6_’ E (511) — 0, E (5%) = 1, Vn € N.

2. Il existe £ > 0 tel que pour tout |&,| > &

F (fn,€n) = 25n£n + G (fn,€n) 5

ot l'espérance de la fonction G par rapport a €, est bornée en &, et G satisfait

(Jim B (G (&nren)) =0>0, |G (&nsen)l = 0 (&nl), (4.2)

et telle que €2 + F (€, e,) soit strictement positif pour tout |£] > €. Pour les valeurs |£,| < &, on
pose
F (&n,en) = 0.

La chaine de Markov (&n),,cn vérifie alors

20 ¢ 9]
E<k>k:ook’ V€>—7,
ot on désigne par |0] la partie entiére de o.

On verra dans la section 4.1 que le point clé de la démonstration de ce théoréme est 'utilisation
du Théoréme 3.47, qui est un résultat de convergence de processus de Markov vers la solution d’un
probléme aux martingales. Ce théoréme, dont la démonstration est particuliérement technique
(voir [79]), cache les difficultés du Théoréme 3.1. C’est pourquoi, dans les sections 4.2 et 4.3, on
redémontre le Théoréme 3.1 pour des fonctions F' particuliéres, pour lesquelles on donnera une
démonstration du Théoréme 3.47 (section 4.3).
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4.1 Démonstration du Théoréme 3.1

La démonstration se décompose en deux parties. Dans un premier temps, on construit une
suite de processus stochastiques (Y.(n))neN* continus & partir de la chaine de Markov (&)
comme indiqué dans la section 3.1 :

neN

2
"= % k € [0;2n] (4.3)

1
k <t< krl (4.4)
n

vy
v
t n

"=k 1-nt) Y 4 (nt— k)Y,
On montre que cette suite converge en distribution vers le processus de Bessel carré en dimension
d et avec condition initiale 0, a I’aide du Théoréme 3.47. Puis, dans un deuxiéme temps, on utilise
le Théoréme 3.40 et le fait que Yl(n) = ¢2 /n pour conclure quant au comportement de la moyenne
des €2¢ quand n tend vers I'infini.

Démonstration du Théoréme 3.1. On considére, pour tout n € N*, le processus VAL {Yt(n), 0<
t < 2} défini par (4.3)-(4.4), continu par rapport au temps t, affine par morceaux et a valeurs
strictement positives. On commence par montrer que les hypothéses du Théoréme 3.47 sont
satisfaites et que la suite de ces processus converge en distribution vers le processus de Bessel
carré de condition initiale 0 et de dimension 4.

1. Convergence des processus VAR

La récurrence (4.1) sur les & permet d’obtenir une récurrence sur les Y,Sn) :

n

,519) . (4.5)

, k € [0;2n], est homogeéne en temps, avec une

v

n

n n 1
Y,§+3:Y£)+EF< n

n n

Pour tout n € N*, la chaine de Markov des Y,Sn)

n

probabilité de transition II,, définie par

,(x,T) = P (Yk(ﬁ)l er|y™ :x>

- P<x+%F(\/n|x|,ek> eF), VL € B(R), Yz € R.

Pour tous € R et n € N*, on a de plus dans ce cas

R A 1 G CCE N R T i

bo(o) == OCody) = (F (VARL2L) 1 ) o)
AS(z)  =nll(z,R\|Jx —eg;x+¢]) =nP <‘F<\/m,ek)‘ > ne) , Ve > 0.

On remarque qu’alors, les conditions (3.19)-(3.21) sont satisfaites. En effet, soit R > 0 fixé. Pour
tout |z| < R et tout n € N*, on a

1 2
an(x) = EE |:<2€k\/n‘x’+G<\/n‘x’75k>> ]1‘2% n|m|+G<\/ﬁ,ek)‘§n:| ﬂng
1
+E52ﬂ5§nﬂm<g
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et

bu(z) = E[<Qak\/n\x!+G<\/n\x’,5k>> ]1\2% n|$|+G<\/m7€k)‘§n HMZE
+5]l5§n]lm<g.

Pour n assez grand, 1 et 1 deviennent presque stirement égaux a 1
& ) sn ‘Qek n\x\+G(\/n\:v\,ek)‘<n presq &

pour tout |z| < R et on obtient
1 2 1
an(x) = EE {(251“/71]36\ +G (vn!x\,ak)) } ﬂng—i- 552]1m<£—
1 2
= Eﬂng <4n\x] + 4y/n|z|E [akG (\/n]x\,ak)] +E [G (\/n\xl,sk) })

1 2
o0 e
1 2
= L e <4|:c| +4\/%E [ekG <\/n|x|,6k>} +-E [G (\/n|x|,6k) D
1 2
TR0 <

et
bn(:c):E(G (\/msk)) L jemse + 01 e

La premiére condition sur G imposée par (4.2) implique que la condition (3.20) est satisfaite avec
b = 6. En effet, lorsque x = 0, b,(0) = 4, et lorsque 0 < |z| < R,

lim b,(2) = lim E (G (M 5k>> = 4.

n—oo
La deuxiéme condition sur G dans (4.2) assure la condition (3.19) pour a(-) = 4| - |, puisque
Iz izl 2l (Jrral
E |exG (/' n|z|, e < go (/nlz|),
n n
1 2 1
“E [G <\/n|x|,sk) ] < —o(n|z|).
n n

De méme, on a, pour tous ¢ > 0, n € N* et || < R,

(e
Af () =nlP < kT + EG <\/n]x\,€k>

> 5) ﬂng+nP(5> ne)ﬂm<g.

I existe alors un entier N, tel que pour tout |z| < R et tout n > N, on ait AS(x) = 0,
et la condition (3.21) est vérifiee. De plus, les fonctions a et b sont continues, et le probléme
aux martingales qui leur est associé est le probléme aux martingales satisfait par les processus
de Bessel carrés en dimension . C’est donc un probléme bien posé, comme montré dans la

)

section 3.4. Enfin, la suite des conditions initiales Yo(n = n"1¢ > 0 est une suite convergente,

de limite Zy = 0. On peut donc appliquer le Théoréme 3.47 : la suite des processus (Y.(n)> N
neN*

converge en distribution vers le processus de Bessel carré de dimension J et de condition initiale 0.
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2. Conclusion.
Pour conclure, on veut appliquer le Théoréme 3.40, en considérant les fonctions qui a un processus
stochastique X. défini sur Dintervalle de temps [0; 2] associent |X;|*, avec £ > — | 8] /2. En effet,

on aurait alors
E 4
T G B (Yf) —E (Zf) .

11 suffit donc de vérifier ’hypothése du Théoréme 3.40, & savoir que pour tout £ > — |4 /2, on a
E <|Zl|’5) < +oo.
On remarque tout d’abord que le processus de Bessel carré étant a valeurs positives (Proposi-

tion 3.35), on a
E <\Zlyf) —E (Zf) .

On considére dans un premier temps le cas ot § > 0 est entier. La construction du processus de
Bessel faite dans la section 3.4 montre qu’alors

2 . . . .
Zy = ||We||”, ou Wy est un processus de Wiener en dimension 0.

Le fait qu'un processus de Wiener soit d’abord un processus gaussien implique
5 ‘
¢ (i)?
E(z) = B[ W
i=1
1) ¢ 0 AN 2
1 _l( ._W(1)>
_ 2 2 \Fi=Wo )
- (%) el i

i=1 =1
1 2 _—Llz—Wo?

Un changement de variables en polaires permet alors d’affirmer que E (Zf) est fini dés que
0> —4§/2.

Les dimensions & non entiéres se traitent alors en utilisant le critére de comparaison de
solutions fortes (Théoréme 3.21) de Yamada et Watanabe. Il permet en effet d’écrire, pour tout
6 >0,

0< Z.(16)) < Z.(6) < Z.(15) + 1),

ol on désigne par Z. () le processus de Bessel carré avec condition initiale 0 et en dimension 4.
On rappelle que le processus Z.(0) est constant égal & 0 au cours du temps. On en déduit donc
que

E (z1 (5%) <400,  W>—|8]/2.

O

L’hypothése F (£,ex) = 0 pour |£] < £ est nécessaire dans ce théoréme pour vérifier les
conditions (3.19)-(3.21). En effet, intuitivement, on voudrait s’autoriser un choix moins restrictif
F (& er) = ﬁ(&) > 0 pour les valeurs de |£| petites. En supposant cette fonction bornée in-
férieurement par une constante strictement positive, cela suffirait, physiquement, & augmenter
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progressivement &, jusqu’a atteindre £&. On aurait alors, pour des n assez grands et pour tout
|z < R,

an(z) = ﬂng (4]36\ +4 mIE [ng (\/m, Ekﬂ + %E [G <\/7M, €k>2]>

n
1~ 2
—i—ﬁF <\/n\xl> 1 <

bu(@) = E(G(Valelen)) 1 e+ F (VAR 1 e
As(z) = 0.

Les conditions (3.19) et (3.21) sont alors bien vérifiées, avec a(-) = 4| - |. Par contre, on obtient
une nouvelle fonction b qui vaut b(xz) = 0 tant que x est non nul et b(0) = F'(0). Aussi, pour que
la condition (3.20) soit vérifiée, il faut en particulier que

sup 7‘ﬁ (M) -0
0<+/nlz|<€

Si on choisissait par exemple a égale a une constante différente de 9, cette condition ne serait pas
vérifiée. C’est pourquoi on a imposé F' = §. Ce choix peut cependant étre vu comme un détail
technique sans conséquence sur la dynamique en remarquant qu’il n’est important que pour des

valeurs de Yﬁ(n) vérifiant 4 /n Yk(n) < &, Cest-a-dire

cet intervalle se réduit au singleton zéro, et pour une dimension ¢ > 2, on sait (Proposition 3.35)
que le processus de Bessel carré, limite de la suite de processus Y.(n), ne passe jamais en ’origine.

Un résultat similaire au Théoréme 3.1 est obtenu dans [25], mais uniquement pour des di-
mensions § > 5/2. Cette condition est utilisée pour montrer que le processus de Bessel carré

— 0.
n—oo

YE(") < ?n_l. Lorsque n tend vers 'infini,

n

apparaissant lors du passage a la limite ne retourne jamais en 0, et que Yl(n) converge presque-
stirement vers l'infini lorsque n tend vers U'infini. Cela permet en particulier de ne plus avoir a
s’'intéresser aux conditions aux bords et confirme I'intuition que les hypothéses faites sur F' pour
¢ petit ne modifient en rien la dynamique asymptotique, au moins pour des dimensions assez
grandes.

4.2 Un modéle simplifié

Comme on I’a vu, la démonstration du Théoréme 3.1 repose sur 'utilisation du Théoréme 3.47.
On étudie dans cette section un cas particulier ot la fonction F' intervenant dans la marche
aléatoire (4.1) est assez simple pour qu’on puisse démontrer le Théoréme 3.1 sans utiliser le
Théoréme 3.47. La marche aléatoire considérée est la suivante :

€2 =&+ 2e €] + 0, avec § > 0. (4.6)

Il s’agit de la marche aléatoire sur laquelle on a raisonné dans un premier temps, dans le cha-
pitre 1, argumentant que les autres termes apparaissant dans les développements (1.42) et (1.59)
ne modifiaient pas la dynamique. Cette récurrence, plus simple que celle du cas général traitée
dans la section précédente, permet de faire des calculs explicites et on peut démontrer le Théo-
réme 3.47 d’une maniére plus directe que dans [79] dans ce contexte (voir le Théoréme 4.3, la
section 4.3, et plus particuliérement la sous-section 4.3.2)
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La condition initiale est choisie strictement positive et non aléatoire. Les ¢, sont des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées et bornées, avec

\an]<\/5, E (e,) =0, E(az) =1, Vn € N.

n

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses décrites ci-dessus, la chaine de Markov (), définie

par (4.6) vérifie
20 ¢ 9]
B(e) o v

ot on désigne par |0] la partie entiére de o.

On peut remarquer qu’on n’a, pour ce modéle, plus besoin de distinguer les cas || petit ou
€| grand dans la marche aléatoire (4.6). En effet, en supposant |e;| < v/, on obtient que la
somme &2 + 2e, |€;| + 0 reste strictement positive, et que la suite (§k)pen est bien définie par
cette récurrence. Le fait de ne pas avoir & changer I'expression de {,3 1 {,3 permet de manipuler
plus facilement cette marche aléatoire. Cela se voit en particulier dans la démonstration du
Théoréme 4.3, faite dans la section suivante ; I’étape 2 (Théoréme 4.5) dans laquelle on démontre
un critére de tension pour des processus construits a partir des £ repose complétement sur
I’expression de {,3 11— 513, et deviendrait plus technique si on devait distinguer plusieurs cas
suivant les valeurs de &;. Cependant, cette hypothése ne peut étre faite dans le cas général, traité
dans la section précédente. En effet, si on se place, par exemple, dans le cas d’'un champ de force
dérivant d’un potentiel, on a calculé § = 37! (d + 1), ott d est la dimension de I'espace dans lequel

—1,21)

évoluent les particules, et les variables aléatoires ej sont définies par e = D™ 3,7, ou D est

défini par (1.30) et ﬂ,gl) par (1.18) et (1.21). On a alors bien que € est borné, indépendamment
de k, mais on n’a aucune indication sur une dépendance de la borne par rapport & la dimension
d. L’hypotheése |e| < V8 est donc une hypotheése spécifique pour le modéle simplifié étudié dans
cette section, permettant de faciliter les calculs, et qui doit étre remplacée, dans le cas général,
par une hypothése technique sur le comportement de 5,3 b1 {,3 pour des || petits.

Pour démontrer le Théoréme 4.1, on construit, comme dans la section précédente et pour
tout n € N*, le processus Y™ = {Y;(n), 0 <t < 2} défini par (4.3)-(4.4). Pour tout n € N*,
ce processus est continu par rapport au temps ¢, affine par morceaux et a valeurs strictement
positives, puisque les & sont eux-mémes tous strictement positifs par construction. En utilisant
la récurrence (4.6) sur les &, on obtient une récurrence sur les Yﬁ(n) :

n

2

\/_

Aussi, pour tout 0 <t < 2, en désignant par |s] la partie entiére d’un réel s, on a

n n n 6
v —y® 2 ‘YUEH— (4.7)

n

[nt]—1

n n 2 n
=y 2y ‘Yi)

N Elnt) | + L. (4.8)

(ot = ey v )

n)

Puisque Y1( =n"1¢2 la conclusion du Théoréme 4.1 est équivalente &
J4
E <(Y1(n)> > ~ 1, quand n tend vers + oo;
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on cherche par conséquent & montrer que le processus y ™ converge en distribution quand n
tend vers U'infini. Il faut pour cela appliquer un résultat du méme type que le Théoréme 3.47 et

donc reprendre la construction de la section 3.5, commencée a la page 85.
Pour tout n € N*, la chaine de Markov Yk(;g, construite & partir de la relation de récur-

rence (4.7), a pour probabilité de transition II,,, définie pour tout = € R par :

M,(z,T) = P <Y,fﬁ)1 er | Y\ = ac)

n

2 )
= P<CE+%\/|$|€]§+EEF>, VFGB(R)

On note que II,,(z,T") est indépendant de k, les €5 étant des variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées. Les chaines (Yk(}?l sont donc, comme dans la section 3.5, des

>ke[[0;2n]

chaines de Markov homogénes en temps, pour tout n € N*. La probabilité de transition I1,, est de
plus indépendante de la définition Yo(n) = n_lfg, qui a une valeur déterministe et non aléatoire.

(

On peut donc redéfinir le processus Y. ") dans un cas plus général oul <Y0(n)) N est une suite
neN*

quelconque de termes non aléatoires strictement positifs, avec Yt(n)
et construite a partir de la récurrence (4.7). Pour tous € R et n € N*, on a

affine par morceaux, continue

2

Vn

2 o
e (G ) Mgt
2
Af(x)  =nll(z,R\]Jz —g;x+¢]) =nP <‘%ﬁ6k+%‘ >6> , Ve > 0.

2
an(z) = nf\xfy\g(?/ — )%, (z,dy) =nE << Ve + g)

ﬂ‘%ﬁéﬁ%‘sl) ’

bu(z) =n f‘x_y‘él(y — 21, (z, dy)

On montre alors que le Lemme 3.45 est applicable dans ce contexte :

Lemme 4.2. Soit
A :CF(R) — F(R,R)

le générateur de la chaine de Markov <Yk(n73)k . défini par
€

A,f(r) = / (F(y) — f(2) Ty, dy),
= E(f (m%—%ﬂek%—%) —f(x)), VfeCXr(R), Yz e R. (4.9)

Alors on a

nAn(f) = Lf,  VfeCZ(R),

uniformément sur les compacts, avec
Lf(z) =2|z|f"(x) +6f (), Vx € R.
Démonstration. 1lsuffit de vérifier les conditions (3.19)-(3.21) et de conclure grace au Lemme 3.45.
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Pour tout R > 0, on remarque qu’il existe un entier N tel que pour tous |z| < R et n > N,
1 soit presque-siirement égal & 1. On a alors
| 2 /lalew+ 8| <1 5O PO &

2

an(x) =nkE ((%\/H%—l—%y) :4|x|+%,
bn () =nE (%\/HQC + %) = 4.
Les hypothéses (3.19) et (3.20) sont donc vérifiées pour
a(x) = 4|x|, b(x) =9, Vz e R.

De méme, pour tous R et ¢ strictement positifs, il existe un entier N; tel que pour tous |z| < R
et n > N, ‘%\/]aﬁ\ak + %‘ soit presque-siirement inférieur a £ et que Af(z) soit nul. Donc la

condition (3.21) est elle aussi vérifiée, et la conclusion du lemme suit. O

Le générateur induit par les fonctions a(-) = 4| - | et b = 4 est, ici encore, celui des processus
de Bessel carrés en dimension 9, étudiés dans la section 3.4. Le lemme permet alors de démontrer
le théoréme suivant, dont le Théoréme 4.1 est une conséquence.

Théoréme 4.3. Soit <Y0(n)) N une suite de conditions initiales strictement positives, non
neN*
aléatoires, convergeant simplement vers une limite Zg > 0. Soient e, k € N, des variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées sur ’espace de probabilités (Q, F,P) , vérifiant

les conditions
x| < V3,  E(er)=0, E(f)=1 VkeN.

Alors la suite Y converge en distribution, sur Uintervalle de temps [0; 1], vers le processus de
Bessel carré Z en dimension & de condition initiale Z.

A partir de ce résultat, le Théoréme 4.1 se démontre exactement de la méme facon que le
Théoréme 3.1, en utilisant la caractérisation de la convergence en distribution (Théoréme 3.40).
On remarque qu’on aurait pu obtenir la méme conclusion en appliquant le Théoréme 3.47.
En effet, les conditions (3.19)-(3.21) sont satisfaites, les fonctions limites a et b sont continues
et, d’aprés le Théoréme 3.34, le probléme aux martingales associé au processus de Bessel carrés
admet une unique solution pour toute condition initiale Zy > 0. Le Théoréme 3.47 affirme donc

que pour toute suite de conditions initiales <Yo(n)> strictement positives convergeant vers
neN*

une valeur Zj, la suite de processus stochastiques (Y.(n)> converge en distribution vers le
neN*

processus de Bessel carré de dimension § et avec condition initiale Zy. Le Théoréme 4.3 est par
conséquent un énoncé dans un cas particulier du Théoréme 3.47. Pour sa démonstration, plus
simple, on adopte un point de vue différent de celui utilisé dans la démonstration du théoréme
général 3.47, faite dans [79]. Plutot que de tronquer les fonctions a,, et b, de fagon a ce qu’elles
soient constantes en dehors d’un compact et donc bornées, on tronque les processus VAR
I’aide d’un temps d’arrét et ce ne sont plus les fonctions a, et b, mais le processus lui-méme
qui est borné. Cependant, 'idée de la démonstration reste globalement la méme dans ces deux
théorémes et la lecture, dans un premier temps, de celle détaillée ici peut aider & la compréhension
de celle du théoréeme général faite dans [79]. Ces deux démonstrations suivent le schéma décrit
en introduction du chapitre 3. Seule la deuxiéme étape dans la démonstration du Théoréme 4.3,
montrant la tension, est vraiment spécifique au modeéle (4.6) étudié ici.
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4.3 Démonstration du Théoréme 4.3

On utilise le schéma de preuve en 4 étapes décrit en introduction du chapitre 3 (voir p.72).
Dans la premiére étape, on introduit un temps d’arrét afin de maintenir I’évolution des processus
dans un compact. Puis on montre (étape 2, Théoréme 4.5) que la suite arrétée est tendue, et donc
relativement compacte. Cela permet d’assurer 'existence de sous-suites convergentes. L’étape 3
est constituée du Théoréme 4.8, montrant la convergence de sous-suites, puis de la suite elle-
méme (Corollaire 4.9), vers un processus de Bessel carré arrété. Enfin, dans I’étape 4, on montre
que le résultat de convergence reste vrai en supprimant les temps d’arréts, grace aux propriétés
du processus limite.

4.3.1 Etape 1 : un cut-off

On introduit un parameétre n strictement positif, tel que 1/n > Yo(n) > 0, pour tout n € N*,
Il permet de définir un temps d’arrét 7(") comme le premier instant auquel le processus sort du
compact [0;1771] :

7 .= inf {t € 0;2]| v, > 3} , (4.10)
7

avec la convention inf {(}} = 2. Cela revient a considérer le temps d’arrét 7(") A 7, ot 7 est le
temps d’arrét constant égal & 2 (voir la Proposition 3.15). On se restreint dans les étapes 2 et 3
a I’étude du processus arrété
x"=y™ t>0, neN* (4.11)
t . tAT () - Y ) .
ol on utilise la notation
tAT™ = min(t, T(")).

4.3.2 FEtape 2 : la tension

L’espace (C,B(C)) défini par (3.5) et muni de la norme infinie est un espace métrique com-
plet et séparable. Le Théoréme de Prohorov 3.42 s’applique donc, et pour montrer la relative
compacité de la famille de processus {X ) ne N*} , il suffit de montrer qu’elle est tendue. On
va pour cela utiliser le critére de Kolmogorov donné par le Théoréme 3.43.

Remarque 4.4. Dans [79], la démonstration de la tension dans le cadre du Théoréme 3.47 fait
appel a plusteurs théoremes générauz. Ici, la marche aléatoire étudiée est simple et on peut obtenir
la tension, sans utiliser ces théorémes, par des calculs largement liés a la définition de la marche.
On obtient donc une démonstration assez calculatoire mais ne demandant qu’un minimum de
PTETEqUALS.

Théoréme 4.5. Les conditions du Théoréme 8.48 sont vérifiées pour v=1, a=4 et f=1:1il
existe une constante K telle que

sup,,~o E ‘Xo(n)‘ < +o00, (4.12)

4
sup,-o E ‘Xt(") ~xM <Kl —s?,  Wo<s<t<2. (4.13)

Par conséquent, la famille ({Xt(n), t €10, 2]}) N est tendue.
neN*
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Démonstration. La condition (4.12) est facilement vérifiée puisqu’on a choisi Xén) = Yo(n) €
10; 1], pour tout n € N*. Reste & vérifier la condition (4.13). On revient pour cela & la définition
du processus X O

S tAT(M) T T gar(n)
Pour chaque n € N, on définit les variables aléatoires

£ o (o) =t ] 5 o) )

(4.14)
ou on rappelle que I'on désigne par |-| 'application partie entiére. Comme s < ¢, on a
S(n) < 7).
A n fixé, on peut donc distinguer deux cas suivant w € € :
1. soit S (w) = T (w),
2. soit S (w) < T (w).
1. Siw est tel que T (w) = S (w) :
Cela implique
S(n) Sn) 41
- <snt™ <tarM < TJF (4.15)

(n)

En utilisant le caractére affine de la fonction ¢ — Y, sur le segment [s A Mt A T(")], ainsi que

la formule (4.8), on obtient

n 2 n
Xt( ) X = N (n(t ATMY —n(s A T("))> Yé(,z) egm) + (27 +1) <t AT — s A T(")> .

L’inégalité
(a+b)* < 8(a* +b*) (4.16)
nous permet alors d’écrire :

2 4
< 8 (16n2 (yggg) ) ety + (27 + 1)4> <t AT — s A T<">)

n

16 4 (2'7 1)4 2 (n) (n) 2 2
< - ~ 7 — —
8( 5Eq(m) T 2 n <t/\7’ SAT ) (t—ys)

16 (2 +1)*
S 8 <?5§(n) + T (t — 8)2,

en utilisant 1’équation (4.15). On obtient donc finalement

4 2 1 5
Lpm—_gm | < K o + =) t—9)" (4.17)

2. Si w est tel que T (w) > S (W) :
4
8? (E ( 11T<n>>s<n)>

On utilise la décomposition suivante :
4
+E (‘Y(n) — Y(n) HT(”)>S(")> (418)

7(n) s(n) 1
n
4
Lpmysgm | | -

n
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E <(X§”) — x™

(n) (n)
Yorrn = Yoo

n

IN

E <‘Xt(") _xm

4
e >s<n>>

+E (‘Y(") v

s(n) 41 sAT(n)
n
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Les premier et troisiéme termes du membre de droite se traitent de fagon similaire au cas ou
T = §)_ En effet, on a

4
Yt(m)(m Y;o)w —\/ﬁ (n(t Al )) — 1! )> A /Yi(g) erm + (27 +1) (t A7) - )‘

4 7(n) 4
= (2\/— (n) epem + (27 + 1)) t AT — -

16 4 (27+1) 9
8<77 erm + 5 (t—s)7,

IN

ce qui implique

(n) (n) 0?1 2
E{ Yoo = Yo ﬂT(n)>s<n> sKlgtz) =9 (4.19)
De méme,
(n) (n)
‘Y 41~ Yopr(m

4

2 " " " S 41 "
%(S( )41 —n(sArl ))> /Y@ESW)—i—(Q’y—i—l) (T—S/\T( )>
4 4
[ S 41
= (2\/H Yé(g) €5(n) + (2’}/ + 1)> <T+ —SsA T(n)>

8(16 T (2w+1)4> (t— s,

772 €5 n2

IN

et on obtient donc

- ('W n oy
() s(n) 41

n n

4 52 1 )

Reste & majorer le terme E < Y&?L) — Yé?,z)ﬂ Ty S(n)> . En itérant la récurrence (4.7), on
obtient 1’égalité
T“” ! T _ g
)y [y -5 -1
Yim = Ysmu = Yivej+(2y+1) - :
n n _] S(n)+1 "

En utilisant 'inégalité (4.16), il en résulte

4
71 4
(n) (n) 16 (n) 4 TM) _ gn) _q
N N I oY R e
n n j= S(")+1 n
16| TSt '
4
< 8|5 XY _(" F @yt
j=5m+1
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et puisque 0 < s <t <2, (t—s)* <4(t —s)% et

4 T(") 1
Kg 2
ﬂT(n)>g<n>> <= rmsgm | + Ka(t —s)%.

7(n) 1

n

’I’L2

E <‘Y<n> v

:|w/\

j= S(n)+1

D’aprés les définitions de S et T données par (4.14), l'inégalité S (w) < T™ (w) implique
7 > s et S = |ns|. On peut alors réécrire

T(”) 1 [ntA[nr(™ | -1
VY Y e lpmsgm = Z \/Yi( el g
j= s<n>+1 " =|ns|+1 "
ntJ 1
_ y (™
- L 6] n’r(”) >j+1]lT(")>S(")
j= |_nsJ+1 "
et on obtient la majoration
( ) ( ) !
n
X |_ntJ 1 4
3 2
=SB VY Y1 et |2511| Lrensse | + Ka(t =)
nsJJrl "
LntJ 1 4
< Ksp Kyt — s)? 4.21
- F 8] nT(") >]+1 + 4( —8) : ( . )
nsJ—i—l

Le lemme suivant, qui sera démontré ci-dessous, permet alors de conclure.

Lemme 4.6. Il existe K > 0 tel que pour tous entiers N1 et No avec 0 < No < Ny < 2n, on ait
la majoration
4

1
1+ 62
1/Y( il |ro | | <K= (N1 — N»)2. (4.22)

JN2

Ni—

En effet, on obtient de (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22)

n n 4 1+ 62 1
E<‘Xt( )_X§ )‘ ]lT(n)>s(n)> §K< P +ﬁ+1> (t —s)2.

Cette majoration et I’équation (4.17) impliquent (4.13). O

Reste le lemme a démontrer pour que la preuve soit compléte.
Démonstration du Lemme 4.6. On remarque tout d’abord

N1 1 N1—1

l(n gj nT(”)J>J+1 Z ( Yl(n)ejﬂtm—(”)sz — 3 /Yl(n)ej]anT(")J=j> .
_N2 n ] =Ny n n
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L’inégalité (4.16) implique

N1 1 4
(n
l 6] n’r(”) >]+1
Jj= N2 "
Nl 1 N1 1
[y (") o4
i 8] nT(n)J>j +8 Z nLnT(")J
—N2 " j=N2

Le deuxiéme terme se majore facilement puisque Y(/n) ﬂ[nr(n) |=j <n?%:

N1 1 =) N1 1 ) 854
ejlll_nT(") >j+1 S Y ejlll_nT(") + — (Nl — NQ) .
N N n

j=N2 j=Na
(4.23)

Reste donc a majorer le premier de ces deux termes. En remarquant que la puissance qua-
triéme d’une somme peut se développer en isolant les facteurs de plus haut indice de la facon

suivante
4 2
Ni—1 Ni—1 -1 3 Ni—1 -1
4 4 9
doai| =) 2o a| dw] +{y) D oai| > a
j=No I=Ny+1 i=Ny I=Na+1 i=Ny

on peut écrire

Nl 1 / 4 o S 3
"ejl [nr( | =4 ) L rm | 21 IRV S Gl | |
j= N2 I=Na+1 " i=No "
N1—1 ( -1 ( ) 2
+6 Z YLn alnLnT(")le Z Yi EannT(")J>Z
|=Nso+1 " i=No "
w2 < [om
n n
[=No+1 " i=No "
Ni1—1
DR S IO
=Ny "

On remarque que les termes YZ( " et 1 Ny < i <, sont indépendants de ¢;. En effet,

n

|nr(m) | >i0

par définition de 7™, on a

i—1
W 0= [ By o X By e
j=0 % o
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On rappelle que les YA(n), 1 < j <[, sont indépendants de ¢; (voir la définition de la marche
i/n

aléatoire (4.7)). Par conséquent, le premier terme du développement est d’espérance nulle et pour

le deuxiéme terme, on a

Ni—1 -1 (
6 Z E L 6l 71 I_nT(") Z \/ L &ill I_nT(")
1=N2 "

[=Ns+1
Ni—1
6 1—
S - Z 81 nT(”)J>z
nl:N2+1 = N2

L’espérance du troisiéme terme se majore de la fagon suivante :

2

Ni1—1 [—

N1—1 -1
)3/2
4 Z E y(” 31 1o 54 Z /Yl(n)giﬂLm(n)le <4 Z Z
I=N2+1 i=N> " I=No41i=Ny !
Enfin, pour le quatriéme et dernier terme, on a
N1—1 9
2 0
I=N> " K
On obtient donc
N1 1 6 lel -1 2
\/ el |nr () | = - B> \/ vi Sillron ) 2
=Nz (= i=Na "
52 Mzl
D \) (4.24)
I=N2+1
52
—|—ﬁ (N1 —N3).

A nouveau, on développe le terme carré en isolant les facteurs de plus haut indice :
2

Jj—
_ y (™)
\/ Vel e | > = 2 E E VY: Vel e |> Y7 |
No j=Na2+41i=N> "

E : y (™)
i m(n)sz
N n

2

=

Jj=

-1 j-1
=2 ) Z\/Yén)\/yin)’fﬁjﬂLnAszj
j=No+1i=Ns " "

+ZY7(L" ()] 25

Jj=N2

L’indépendance de YZ(/Z) et de ILLTLT(")J>Z" Ny <4 < j, par rapport a €; implique que le premier

terme est d’espérance nulle et on obtient

-1
ly 1
gl [nr(m ] > - Z E [Y§n)€§nLnT(n)J2j] < ;(l — Na).
N2 Jj=N2 "

1=
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En remplacant dans I'inégalité (4.24), on trouve la majoration

4
Ny—1 2 Ni—1 2
n 1446 s
E|l> /v )gjnLnT<n>J2j <Ki—5— > (I—Ny)+ = (N1 — Ny).

j=Ns N l=N2+1

L’équation (4.23) et l'inégalité Ny + 1 < N; permettent de conclure. O

4.3.3 Etape 3 : convergence et limite

On sait par ’étape précédente que la famille (t — Xt(n), t €0, 2]> N est tendue. La suite
neN*

(T("))n cn+ abpartenant au compact [0; 2], elle vérifie la Définition 3.41 de la tension et on obtient
le caractére tendu de la suite

e x e 0)_
neN*
Le Théoréme 3.42 de Prohorov donne donc l'existence de sous-suites ¢(n) convergeant en distri-

bution :
<t = XP™ e o, 2];7“’(“) v <t — X7t e, 2];7“"(“’)) :

n—oo

On note de plus que Xf(n) > 0 implique Xf(oo) > 0 pour tout t > 0.

Remarque 4.7. On désigne par T le temps d’arrét pour le processus X #(e0) défini par

= inf{t € [0,2], x£©*) > 1}, (4.25)
1

avec la convention inf (0) = 2. On peut remarquer que la limite 72() des temps d’arrét 7¢™ nlest
a priori pas égale a 7. En effet, on peut par exemple imaginer qu’une réalisation du processus

limite soit constante et égale & n~' & partir dun temps T < 2 et qu’elle soit approchée par

des processus X?" dont les valeurs pour t > 7 tendent par valeurs inférieures vers n~t, sans
jamais atteindre cette valeur. Dans ce cas, 79 (w) = 2 = 79 (W), et T(w) et 79 (w) sont
distincts. Par contre, on démontrera dans la suite qu’on a la relation T < 7() presque-sirement
(Lemme 4.10). On va donc, dans le théoréme qui suit, se restreindre aux temps plus petits que
7, et non que 79 afin de garder des informations sur le temps final : la définition de T est
précise et ne dépend que du processus limite X9, alors que la valeur de 79(°°) est construite a

partir de la suite des processus, mais dépend de X% d’une fagon non déterminée a priori.

Théoréme 4.8. Soit 7 le temps d’arrét du processus X#(°°) défini par (4.25). Soit L ’opérateur
défini par
Lf(x) =2lz|f"(z) + (2v + 1) f'(2), Ve e R, VfeCX(R)

et soit 0({X§0(OO),5 < t}) la filtration engendrée par X#(°). Alors (Xf(oo),T) est solution du
probleme aur martingales arrété associé o L, c’est-a-dire que

t
F(xpleo —/ dsLf (X2 Tyer, o ({X20°) s <t ,IP)
(1 (3557) - a0 (6557 o (057, 0)
est une martingale pour tout f € C°(R).
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En regardant la définition de 'opérateur L, on reconnait le générateur des processus de Bessel
carrés (équation (3.14)). L’étude faite dans la section 3.4 montre que le probléme aux martingales
associé & L est bien posé : le processus de Bessel carré en dimension 2 + 1 existe et est unique
pour toute condition initiale réelle, et en particulier pour toute condition initiale Zy > 0. La
Proposition 3.33 permet alors d’affirmer que le probléme aux martingales arrété associé a L est
bien posé. Puisque (Z,2), ou Z est le processus de Bessel carré, est aussi solution du probléme
arrété (car Z est solution du probléme non arrété), la Définition 3.32 de I'unicité arrétée permet
d’affirmer que le temps d’arrét pour Z défini par

1
Tz ::inf{te [0;2], Z > 5}7 avec inf {(} = 2,

a la méme distribution que 7. De plus, Z et X¥(°) ont des distributions identiques jusqu’a
I'instant 7. Le processus X#(°°) ne dépend donc pas de la fonction ¢, et la suite Xﬁ(Tn ) converge
en distribution vers Z. .., oit 7 et Tz sont considérés comme égaux. Cela permet de montrer que

. . . n N :
ce ne sont pas seulement des sous-suites, mais la suite < (,\2) elle-méme qui converge en
neN*

distribution.

Corollaire 4.9. La suite (X(/@) N COTVETgE en distribution vers Z.ar, ot T est le temps d’arrét
neN*
défini par

1
7 := inf {t €10,2],Z; > ;}

Démonstration. 11 suffit de montrer (voir la Définition 3.37) que pour toute fonction
f:C(]0;2],R) = R

continue bornée, on a

lim E (f (X3)) =E(f(Zr).

n—oo
On raisonne par ’absurde.
Supposons qu’il existe une telle fonction f pour laquelle on n’ait pas la convergence des

espérances. Alors il existe une sous-suite X f\(Tn ) et un ¢ strictement positif tels que

‘E (f (Xf\(f)» - E(f(Z./\T))‘ >e,  VneN

Or la famille (X_ﬁ(Tn )) N est tendue, puisque le critére de Kolmogorov utilisé dans I’étape 2 est
neN*

(n) (n)

encore satisfait. En effet, on peut remplacer le processus X"’ par X \7 dans le Théoréme 4.5
sans changer la conclusion. On peut donc extraire une sous-suite 1 (p(n)) convergente. Le Théo-

)

réme 4.8 affirme que la suite X ff\(f(n converge elle aussi en distribution vers Z.o,. On a donc

Tim E (f (xX28)) =B (F(Zar)).

On obtient une contradiction, et f n’existe pas. O

On termine cette section en démontrant le Théoréme 4.8.
Démonstration du Théoreme 4.8. Soit f € CZ°(R). Pour tout n € N, le processus

o(n)

k—1
f (XW%")) - ZAnf <Xsogn)> ]1 cp(n)>¢7f<p§cn)7p ) (426)
o) = oln) T
104

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

4.8. Démonstration du Théoréme 4.3

ott F# est la filtration adaptée au processus Y™ o 72 e temps d’arrét défini par I'équa-

(n)

tion (4.10), est une martingale discréte. En effet, par construction des Y.”""” comme une chaine

de Markov et d’aprés la Proposition 3.44,

F(ran) - mn (ve) o

#(n) #(n)

est une martingale discréte. Le Théoréme 3.16 permet alors d’arréter ce processus et d’affirmer
que

Z 50

(p(n) ‘P(”)

est encore une martingale discréte.

Puisque la suite de variables aléatoires <t — Xf (n), t €10,2]; T*"(")) N converge en distri-
neN*

bution vers <t — X7 (OO), t €0, 2];7'*"(00)) , le Théoréme 3.38 de Skorohod garantit I’existence

d’un espace de probabilités <§~2, F , IF) et de processus

neN*

de mémes lois que
<t — X;p(n)7 t e [07 2]; T<p(n)> et <t —s XZO(OO)’ t e [07 2]; Tcp(oo))
respectivement et tels que

sup ‘X’f (o) _ )?f M), 0, ﬁ—presque—sﬁrement,

te[0;2]

7o) _, 79(20)  P_presque-stirement.

En particulier, il en résulte que

<X¢(n > ZA <X¢(n)> ]1~ n)>_L7 ({j\iwgn)aj S k}) 7]?5

est une martingale discréte arrétée. On veut en étudier le comportement lorsque n tend vers
I'infini. Le lemme suivant, démontré dans la suite, permet de conclure.

Lemme 4.10. Soit f € C° (R). On a les trois propriétés suivantes.
1. Soit T un temps d’arrét défini sur <§, .7?7 ]T”) et de méme distribution que 7. Alors linégalité
7 < 7%() est vraie presque-sdrement.

2. Soient t1 < ta deux instants dans lintervalle [0;2]. Alors

. n n nt p(n
i, (7 (2o ) 1 (R ) - S 0 0t (R22) _)
nee o (n) o(n) o (m) o (n)

~ 1 (RE) = (R5) it asi (K5 b,

presque strement.

105

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 4. Résultats de convergence

3. Le processus limite

(f <)~(;"(°°>) - /t dsLf <)~(g’(°°)> lepoysgs @ ({)?;0(00), s < t} v {%ﬂ"(“’) > t}) ,ﬁ)
0

est une martingale pour toute fonction f € C°.

En effet, le Théoréme 3.16 permet d’affirmer que le processus limite arrété

(£ (R2E) = o asLf (RE27) Traior s rmss o ({ X8, 5 <t v {7909 > 1)) )
(55 s () (5, 1) 0.3

(d’apres l'affirmation 1 du Lemme 4.10) est encore une martingale. Comme L3>, est mesu-

rable par rapport & la filtration o <{)Z' 7 (OO), s < t}) , cette derniére filtration, plus grossiére que
o ({)fo(oo), s < t} Vv {7’9"(00) > t}) , est suffisante et

(7/(%257) = [ asis (X2) v ({R6, s < 1}) )

est une martingale. En repassant dans l’espace de probabilités de départ (2, F,P), on obtient la
conclusion du théoréme. O
Reste a démontrer le lemme énoncé dans la preuve.

Démonstration du Lemme 4.10. On démontre la premiére affirmation en utilisant la définition de

I’espace de probabilités de Skorohod <§, F , Iﬁ’) . Cet espace est construit pour qu’on ait

p(n) (w) — F¢p(0) ()

XEG) (@) = XEQ) ()] < swp | X709 (@) = K7 ()] — 0

Fe(n)

pour presque tout w € Q. En se restreignant aux w pour lesquels il y a convergence, on distingue
deux cas de figure :
— soit 79(%) (w) = 2, et alors certainement 7 (w) < 7%(°) (w), puisqu'on a par définition
T €[0;2];
— soit 79(%°) (w) < 2 et il existe alors un rang N € N* & partir duquel on a aussi 79 (w) < 2.
Donc pour tout n > N, X (W)y=n"tet

Fe(n)

o 1
X‘P( )( )__

Fe(n) n 0.

n—oo

Par continuité de la fonction ¢ — X (o) (w), on obtient
Fe(o0)

X2 (o ):%, doit 7 (w) < 79 ().

L’affirmation 1 est donc montrée.
Les mémes résultats de convergence dans l’espace de Skorohod permettent de montrer la
propriété 2. En effet, la convergence uniforme en ¢ et presque-siire obtenue par le Théoréme 3.38

106

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



© 2011 Tous droits réservés.

Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

4.8. Démonstration du Théoréme 4.3

de Skorohod assure que )Ng () est limite uniforme des X #(n) processus continus par rapport au
temps. En conséquence, X¥(°°) est lui aussi continu par rapport au temps et

‘f (Xf(OO)) -/ (XLZL)MHN < Hf,Hoo Xf(OO) - Xfﬁs))tﬁl + sup Xfi?:))tJ‘Fl - Xﬁ(nn))tﬁl
@(n) o(n) te[0;2] o(n) o(n)

tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini, pour tout ¢ € [0;2]. Reste donc & montrer que

p(n)tz] ()
Aso(N)f <Xﬁ> ﬂFw(n)zL
©

(n) p(n)

t2 - L
/ dsLf (Xg’<°°>) Lio(rss —
f i=lpmt ) +1

tend presque stirement vers 0 quand n tend vers l'infini. On utilise pour cela la décomposition
suivante :

" le(n)tz)

/ dsLf <X;p(oo)> ﬂ?v(W)ZS - Z Atp(n)f <Xw§n)> ]l?w(n)>#')
t1 T

J=le(m)t | +1 -

" ()
v (00) 1 v (o)
< / dsLf (Xs )ﬂ;mo)zs = o) > Lf (X% Lzeeor> s
t P e lpmta )41 ot ’

1 Le(n)ta] o)
N (= [ —

i=le(n)t]+1 e

|| e o o
| 2 () - (F0) trasy

i=le(n)t1]+1 )

L | e o) .
| 2 (R et (R) )|

i=le(n)ti]+1 =

Le premier terme est une approximation de l'intégrale par la méthode des rectangles et tend
vers 0 quand n tend vers l'infini. Le deuxiéme tend aussi vers 0 par définition de 7#(>) comme

limite des 79" et parce que les Lf <)Z' f(oo)> restent uniformément bornés. En effet, pour tout

n

g > 0, il existe un entier N tel que pour tout n > N, on ait {7’9"(00) - 7~"p(")‘ < ¢. La différence

vaut alors 1 en au maximum 2en valeurs de j et 0 pour toutes les autres.

n?—w(%)g% - ﬂ?v(Mz%
On obtient donc

[tz _
> L <Xi(00)> <n?‘”<°°)2% B ﬂ?‘f*“Z%) s
j=|nt1]+1 "

Le troisiéme terme tend vers 0 par convergence uniforme des X)) vers X#(o0), Enfin, le qua-
triéme et dernier terme tend vers 0 grace au Lemme 4.2. Ces estimations concluent la démons-

tration de 2.
La démonstration de l'affirmation 3 se fait en utilisant la Proposition 3.11. Celle-ci assure

que, puisque
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est une martingale discréte, le produit
®) ) lp(n)t2]
ve(n
f <Xﬁp<n>m+1> —f <Xf¢<n)m+1> - Z )f< >ﬂ~v<n)2 s
p(n) p(n) j= L‘P(n)tlj‘f'l ‘P(”) pln
x® <)~(§ﬁ(") L XM o(m)> Lw(n)tﬂ) (4.27)
est d’espérance nulle pour toute fonction ® € C°(R? x R), d € N, et tout maillage
0=51 <89 < - < 84=1.

Comme on travaille dans I’espace de Skorohod, on a la convergence presque stire

n—oo

q)()};ﬁ(n),... , yg;(n),]lw(nbw(?)t)ﬂ) @ (R, R, ).
> et

Donc, d’aprés affirmation 2, le produit (4.27) converge presque stirement vers le produit des
limites

< £(RE) = p (%) - /f s (209) ﬂ;v(@zs) @ (X5, KL sy, )
1

pour tout ® € C°.
De plus, en utilisant la définition de A,y f donnée par I'égalité (4.9), on obtient par un
S N

développement limité
Al < ;(eo(m)
=0 p(n)

ou K est une constante indépendante de n. Puisque f et ® sont lisses et & supports compacts,
on peut majorer le produit (4.27) par

2l flloo + K (t2 = 1) [Pl

qui est intégrable. Le théoréme de convergence dominée assure donc que le produit

<f (gg(oo)) B f<j€'z(oo)) - /:2 dsLs ()N(f(o@) ﬂ;v(oo)25> <I><)~(sﬁ(°°),--- Keleo) ﬂﬁ(oobtl)
1

est d’espérance nulle. Par conséquent, en utilisant une nouvelle fois la Proposition 3.11, on obtient

que
(7 (%7 = [ ass (£79) Dpscorsnnr ({K59, s < ehv {7209 2 1}) )

est une martingale, et cela termine la démonstration de I'affirmation 3. O

K

)

4.3.4 Etape 4 : suppression du temps d’arrét

On a montré dans les étapes précédentes que la suite de processus X, (n ) Y( )(”)/\ converge
en distribution vers le processus Z. o, ou Z. est le processus de Bessel carré en dlmensmn 2y +1.
On rappelle la définition des temps d’arrét :

0 —wme{eeoa |92 0k rowt{repa |z 1),
n n
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On veut montrer que le résultat de convergence reste vrai lorsqu’on supprime les temps d’arrét,
c’est-a-dire que VAR converge en distribution vers le processus de Bessel carré non arrété Z.. On
utilise pour cela le caractére non-explosif du processus de Bessel (Proposition 3.35) et on montre
que supprimer les temps d’arrét dans le résultat de convergence revient en fait a faire tendre le
parameétre 7 vers 0.

Proposition 4.11. En dimension § > 0, la suite de processus Y (™) = {Yt(n) | t €[0; 1]} converge

en distribution vers le processus de Bessel carré Z = {Z; | t € [0;1]}.

Avant de démontrer ce résultat, on remarque que la convergence en distribution du processus

Y_(AnT)(n) ar n’implique pas nécessairement la convergence de la suite des 7(™. En effet, on peut
imaginer un exemple oul Yt(/@(n) ~ vaudrait n~! sur un intervalle de temps fixé [T’;2], avec 0 <

T < 2, pour les entiers n pairs et approcherait 77_1 par valeurs strictement inférieures sur ce
meéme intervalle de temps pour les n impairs. On aurait alors 7™ A 7 = T < 2 pour tout n pair
et T AT =2 pour tout n impair, suite qui ne converge pas. On ne peut donc a priori rien dire
sur la convergence de la suite (T(”))n N Par contre, cette suite reste a valeurs dans le compact
[0;2] . Elle est donc tendue et admet des sous-suites convergentes par le théoréme de Prohorov
(Théoréme 3.42). On va donc utiliser ces sous-suites dans la démonstration de la proposition,
afin de s’assurer une convergence des temps d’arréts.

Démonstration. D’aprés la Proposition 3.35, on a

IimP(r=2)=1.
n—0

Soit ¢(n) une extraction de N telle que la suite extraite 79" converge en distribution vers une
limite, désignée comme dans tout ce qui précéde par 7#(°). Le premier point du Lemme 4.10
permet alors d’écrire le méme résultat pour 7#(°) :

limy P (TMOO) - 2) — 1.

Aussi, puisque 79(%) est la limite des 7™, on a
V6 >0, In.>0, IN() €N, ¥n > N(), VO< <50, P (T¢<n> > 1) >1-.
Soit ¢ : C ([0;1],R) — R une fonction continue bornée. Alors, on peut écrire

¢ (Xﬁ(rn)> ]lTATw(n)21 =¢ <Y-£p(n)> ]lTATw(n)zy

On en déduit la majoration de l'espérance de ¢ <Y¢(n)> — ¢ (Z.) suivante :

[ (o () o (2)]
<8 [(5 (77) - 6023) Bypprca] +E[(6 (47 = 6(2)) By
<20l E (L prpem<q) +E (<z> (X.“if)) — ¢ (Z-AT)) llwwwl\

<29ll 5 +E |o (X25) =0 (Zar)|.
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La convergence en distribution de X _‘i(f) donne, par le Théoréme 3.40,

lim B¢ (X2307) = ¢ (Zrr)| = 0.
Aussi, en faisant tendre n vers oo, on obtient
5> 0, >0, W0 <n<n, i [E(o(v) - 6(2))| <200l 0

En faisant tendre § vers 0, on conclut que

lim [E (¢ (v7") = 0(2))| =0,
n—oo
pour toute fonction ¢ continue bornée et donc, en utilisant le Théoréme 3.40, que la suite Y ¢
converge en distribution vers Z sur l'intervalle [0; 1], pour toute extraction ¢(n) telle que la suite
(T“"("))n o converge en distribution.

La conclusion vient alors du fait que, puisque les 7(") sont a valeurs dans un compact, tout
entier N est atteint par une des extractions ¢(n) induisant une sous-suite convergente. Plus
rigoureusement, on raisonne par I’absurde. Supposons que la suite des Y () ne converge pas en
distribution. Il existe alors une fonction ¢ définie sur C ([0;1],R) continue et bornée telle que
E (qﬁ (Y(”)) —¢(Z )) ne tende pas vers 0. Cela signifie donc qu’il existe € > 0 et une extraction
¥(n) tels que

B (o (r) - o(2) >

Or la sous-suite (TW"))%N est encore tendue car a valeurs dans le compact [0;2] et admet
donc une sous-suite ¢ (¢(n)) convergente. La raisonnement ci-dessus implique alors que la suite
Y¥(@(™) converge en distribution vers Z et donc que E (gb (yw(<p(n))) - gb(Z)) tende vers 0. On
a donc contradiction. O
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Chapitre 5

Un gaz de Lorentz inélastique et
dissipatif

5.1 Introduction

Dans les quatre chapitres précédents, on a étudié la dynamique de particules sous l’action
d’un milieu de dimension infinie, aléatoire ou périodique, composé de diffuseurs. Cette action
était décrite par une équation

G(t) = F (q(t), 1),

ou les caractéristiques du milieu, traduites par la force F, influencaient la trajectoire ¢(t) € R”
de la particule. Par contre, la dépendance en temps de la force étant fixée, la trajectoire de la
particule n’avait aucun impact sur le milieu. Dans les chapitres suivants, on va s’intéresser a un
modéle dans lequel le milieu est maintenant réactif au déplacement de la particule. Le systéme,
composé de la particule et du milieu, devient un systéme Hamiltonien autonome, et on voit
apparaitre dans 1’énergie un terme d’interaction modélisant en méme temps 'action du milieu
sur la particule et ’action de la particule sur le milieu. Le réservoir considéré dans la suite est,
comme dans de nombreux travaux (voir par exemple [22, 23, 76, 20]), constitué d’oscillateurs.
Ses degrés de liberté sont locaux et on peut l'interpréter comme étant une version classique du
modéle quantique du cristal moléculaire d’Holstein (voir [41]). On restreint enfin I’étude au cas
ou l'état initial est a ’équilibre thermique.

Plus précisément, on étudie une particule en mouvement dans R”, n € N*, et sous l'influence
d’une force constante F' € R™. On note ¢ sa position, p son moment conjugué et £ = (q,p) € R?".
Son Hamiltonien est alors la somme de son énergie cinétique et du potentiel lié a F

Hs (&) =5 lpl*—F-q, (5.1)

5|

ou on désigne par |-| la norme sur R™ associée au produit scalaire - usuel. On plonge cette particule
dans un milieu, appelé réservoir, composé d’oscillateurs harmoniques et construit comme suit.

On fixe une tribu F; et une mesure 1 sur R™ et on choisit un sous-ensemble mesurable Ej
de R" tel que

p1 (R"\Ey) = 0.

En chaque point x de E7, on place un bain d’oscillateurs harmoniques, indexés par un ensemble
mesuré (Ea, Fa, p2) et on note ¢ (z) le déplacement et 7 (z) le moment conjugué du k—iéme
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F

T ) T3 T4

Fi1a. 5.1 — Tllustration schématique du modéle en dimension n = 1 avec Ey = {z1, 22, 23,24},
card(Ey) =1 et p la fonction indicatrice d’un segment [—o; 0]

oscillateur, avec k € F5. Chaque oscillateur (¢, (z), 7k (z)), k € Ea, x € Eq, est associé a une
fréquence wy, de sorte que son énergie est

1

3 <w,3<pk (x)2 + T (ac)2) .

Ces bains d’oscillateurs joueront le role des diffuseurs, par analogie avec les chapitres 1 et 2.
A titre d’exemple, on considére d’abord briévement le cas ot il n’y a qu’un nombre fini N de

diffuseurs centrés en les points x1,--- ,xny € R"™, chacun ayant un nombre fini M de degrés de
liberté : card (E2) = M < oco. On pose donc Ey = {z1,--- ,xn} et le Hamiltonien du réservoir
est alors
1 2 2
Hyeo(9) =5 3. 3 (when @) +mi(2)?).
xz€E k€Ey

et est défini sur 'espace
Hyes := {¢ = ((Pkaﬂ'k)kgEQ By — RQ} ~ R2VM

Les fréquences wy, ne dépendent ici pas des centres x € Fy, ce qui signifie qu’en chaque x € Fy
la particule voit le méme bain d’oscillateurs.

On décrit maintenant l'interaction entre la particule et ces oscillateurs. La constante de
couplage est définie a partir de coefficients (cy) ke By réels, strictement positifs, et on suppose que
tous les oscillateurs ont un rayon d’action fini, déterminé par un profil identique pour tous défini
par une fonction p dans C2° (R™). On décrit alors l'interaction entre la particule et le k—iéme
oscillateur centré en x par le produit

wicrp (x —q) or (2) ke Ey, x € Ej. (5.2)

Le Hamiltonien du modéle global, dans le cas d’un nombre fini de centres de diffuseurs et d’os-
cillateurs par bain, s’écrit donc

H (£, 0) =%\p!2—F-q+% SN (wher @+ me@)?) + 3D whan (@ - a) o (2)

r€F k€EE, r€F k€EE,
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et induit les équations de mouvement

( Qt = Pt,
p=F+ Z Z wick (Vp) (x — qp) rs (z),
T€E kEE (5.3)
Prt () = Ty (2),

(7t () = —wi (ki (T) + crp (T — 1)),

pour tous x € E; et k € Ey, équivalentes &

G=F+ ) > wicr (Vo) (@ —a) pr (@),

r€F keFEs

Brot (2) = —wit (Pre () + cup (T — @1)) -

Ce modéle est une adaptation diffusive du modéle non diffusif étudié dans le chapitre 1. En
effet, I'action de la particule sur les oscillateurs est traduite par le terme —w,%,ckp (x — ) dans
la deuxiéme équation de ce systéme. Dans les modéles non dissipatifs, la particule n’influe pas
sur le milieu. On considére donc ce terme nul (le systéme particule-réservoirs n’est alors plus
Hamiltonien) et I’équation de mouvement des oscillateurs est simplement

Pt (x) = —w,%gpk,t (z), Va € By, Vk € Es.
En considérant des solutions de la forme

it () = A(x) cos (wit + Bi(z)),

la premiére équation du systéme devient un cas particulier de ’équation de mouvement étudié
dans le chapitre 1 (voir par exemple 'équation (1.8)) :

i =F+ Y A(x)g(z — qwt+ B(x)),
reFq

avec w := (Wg)rer,, B(x) = (Br())rer, pour tout € E et, pour tout ¢ € R” et tout 7 € RF2,

9(q,7) == Z cxwi cos(1,)Vp(q).
keE>

Les bains d’oscillateurs du modéle décrit ici jouent par conséquent le role des diffuseurs interve-
nant dans le chapitre 1.

On étudie les solutions (&, ¢¢) du systéme (5.3) au cours du temps lorsque le réservoir est a
température positive, ce qui signifie qu’on munit I'espace H,.s de la mesure gaussienne

27T -1 w x)+mi(x
duly (@)= [T I —Zse 20ttt dp, () dmy (x), (5.4)
x€E] k€Ey

dans le cas ot card (E1) = N < oo et card (E2) = M < oo. Le paramétre [ est inversement
proportionnel & la température T et est défini par § = (k:BT)_l, ou kp est la constante de
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Boltzmann. La fonction caractéristique de ,Uzges est encore une gaussienne et vaut, pour tout

f = (fl,k (1') 7f2,k: (x))keEg, x€FE; € Hyes,
S = [ A, )

= H H/ i(wher@ k@) @) fan(@) =38R @) qoy () dir (2)
zwkﬁ

€l k€EFEs

_ H H 677 Y(wi f1k (@) + fo,n(2)?)

re€F keE>

e L P (5.5)

On veut étendre cette construction & un nombre infini de diffuseurs , ainsi qu’a un nombre
infini de degrés de liberté pour chacun des diffuseurs. Comme l'illustrent les travaux [15, 17], ce
passage d’un nombre fini & un nombre infini de degrés de liberté n’est pas trivial. En particulier, la
définition de la mesure ,uf?es donnée par 'équation (5.4) n’a plus de sens. On va donc détailler dans
ce chapitre les espaces sur lesquels on travaille dans le cas général ou le nombre de diffuseurs peut
étre infini, et décrire ce qu’on entend par réservoir a température positive dans ce cas. Comme la

discussion est technique, on détaille un exemple au fur et & mesure de la construction. D’autres
exemples sont étudiés dans les sections 5.5 et 5.6.

5.2 Modéle a énergie finie

On consideére 'opérateur w défini par
(wWhk(x) == wpfr(z),  Voe B, Vke Ey,
pour tout f dans

D(w) :={f € L*(BE1 x By, 1 X po;R) | wf € L*(Ey x By, 1 X pig; R)}.

w 0
2:= (0 1>
défini sur le domaine

D(Q) = {¢ € L* (E1 x By, jun x ug;R?) | [|¢]| < o0} =D (w) ®D(1),

On désigne par €2 I'opérateur

ot la norme || - || est définie par
o= [ i) [ (@) [ (20 + (7). (56)
2 1

On travaillera sur I'espace de Hilbert H,.s, défini comme étant 'adhérence de D(§2) pour cette
norme : — ”

Hres := D (Q) (5.7)

/
Le produit scalaire associé a la norme ||- || est noté < -;- >, avec pour tous ¢ = <;‘:> et ¢ = <7f,>
dans Hyes :

(¢;9") 1:/E dpo (k)/E dus (z) [wier (z) ¢, (x) + 7 (2) 7, ()] - (5.8)
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Du Hamiltonien du réservoir

1 2
Hres (gb) = 5 ”QSH ) (59)
défini pour tout ¢ € H,es, dérivent les équations de mouvement Hamiltoniennes formelles sui-
vantes :
Grt(x) = me(2),
Trg () = —wions (x),

pour tout (z,k) € E1 X E3. On peut réécrire ces équations

gz;t = Lresgbta ng € D (Lres) )

en introduisant l'opérateur L. g := <_2}2 é) , défini de D (Lyes) := D (wz) @ D (w) dans Hyes
par
7y, () @
Lyes = , V(x, k) € F1 X By, Vo= €D (Lyes). (5.10
Ltnte) = (150 (@) € B xBa ¥o= (¥ ) €D (L. (510

Une intégration permet d’obtenir ’équation d’évolution du réservoir libre sur H,.; tout entier :

¢ = ePres gy (5.11)

ol Popérateur etfres est 'opérateur unitaire défini de H,es dans lui-méme par

t o sin (wyt
(e 9) (x) = <—jzssi(;)?w)kt) wkcoil(nw(/zjzgC )> Ok (), V(2,k) € By X Ep, Vo € Hyes,

Exemple 5.1. Dans le cas ot n = 1, on peut considérer ’ezemple de diffuseurs composés chacun

d’un mombre dénombrable d’oscillateurs et placés sur un réseau. Par exemple, on peut choisir
FEy = Es =7, tous deur munis de la mesure de comptage. Si on choisit les fréquences suivantes

wk:\/k2+1, Vk € Z

l’espace Hyes est le sous-espace de ’ensemble des suites indexées sur Z, X 7. défini par

D () o
Hyes == {¢ — (i: ($)>$EZJ€EZ lol?:=3"%" ((kz +1) op ()% + (x)2> < oo}

keZ z€
et l’évolution libre du réservoir est décrite par l’équation (5.11) avec pour tous x € Z et k € 7Z,

(etLresqS)k (z) = cos <(k2 + 1)% t) (k2 + 1)7% sin <(k2 + 1)% t) <90k (m)) ‘

1 1 1
— (k2 1) sin (k2 +1)7 1) cos (k2 +1)7 1) m ()
Afin d’aider a la compréhension, on développera cet exemple dans toute cette section, au fur
et a mesure de la construction des espaces et mesures. C’est un cas particulier d’exemples plus

généraux traités dans les sections 5.5 et 5.6.
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On décrit maintenant I'interaction entre la particule et le réservoir. Le Hamiltonien H global
est la somme de I'énergie de la particule libre (équation (5.1)), de I’énergie du réservoir libre
(équation (5.9)) et du terme d’interaction (équations (5.2) et (5.8)) :

2
HEd) = B F g ol + (60(©) (5.12)
2
= Pr g [ de® [ dn @ (e @+ )

+ [ [ am @) eto g o @),

pour tout (£,¢) = (¢,p,p,m) € R?® x H,,, ot on définit la fonction a & partir de la fonction
p € C (R") et des coefficients (cy),cp, de la fagon suivante :

(a(§)g (@) =p(z—q)ck < (1) ) , V(z,k) € By X Es. (5.13)

On impose la condition suivante sur les (c)cp,

/ dpa (k) wie? < oo,
E>

de sorte que la fonction « (§) et ses dérivées spatiales d;a (§), @ € [1;n], définies par

@ (@) @) =@ e -aa( g ). Yk B xE, (5.14)

soient dans I'espace H,es défini par 'équation (5.7).
Les équations Hamiltoniennes régissant la dynamique sont par conséquent :

G = Dpt,
pr = F+4+{(¢p;Va(&)),
Gt = Lyes (dr + (&), (5.15)

ot (¢¢; Va (&)) est un vecteur dans R™ ayant pour i—éme coordonnée (¢y, d;a (&;)) . Elles peuvent
se réécrire formellement de la fagon suivante :

Gt = pt,
pi=F+ /E Az (k) /E dn (@) wienpns (2) Vo (2 — az).
2 1

Prp (2) = mhy ()
T (@) = —wi (Yrg (@) + p (T — ) i)

pour tous (z,k) € E1 X Ey et t € R. L’égalité (5.15) implique

d
7 (

Par une intégration, on obtient alors

e—tLres ¢t> — Lrese—t[m‘esa (é‘t) .

t
¢t = etLTes ¢0 + / Lrese(tiT)Lresa (57') dT,
0
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et les équations de mouvement du systéme sont donc

4t = Do (5.16)

pr = F+ (o Va(&)), (5.17)
t

6 = etbresgy + / Lyesel="res (¢, dr. (5.18)
0

Exemple 5.2. Pour l’exemple 5.1, le terme d’interaction « (§) est

@@y @) =pa=ae(y). Veez vhez

Le Hamultonien est alors

H(¢,¢) = —p ~Fq+ < ZZ(wktpk o (= >+Zzwkp (x = q) crepr ()

keZ x€Z keZ x€Z

mnduisant les équations de mouvement :

q't = )
pr = F+ Z ZWI%PI (z — @) crpnye (@),
keZ x€Z
(k* + 1)7% sin ((k:2 + 1)% (t— T))

Cos ((kz2 + 1)% (t— 7')) i

t
ore@) = (P00 @)= [ oo —ar) st
0
pour tous x € Z, k € Z et t € R.

5.3 Extension des espaces

On vient de décrire un modéle composé d’une particule et d’une infinité d’oscillateurs a énergie
totale finie. Cela implique qu’une large part des oscillateurs doit avoir une énergie négligeable.
Afin de pouvoir travailler en équilibre thermique, & température strictement positive, il faut
supprimer cette contrainte et s’autoriser & travailler & énergie infinie, on doit donc définir un
espace des phases plus gros que l'espace R*® x H,.., construit jusqu’alors. La méthode utilisée
pour construire ce nouvel espace est une adaptation de celle décrite dans [42] par V. Jaksic
et C.A. Pillet. Dans cet article, la particule étudiée est soumise & un potentiel confinant, et
son Hamiltonien est donc borné inférieurement. L’espace des phases est alors construit & partir
d’opérateurs de Hilbert-Schmidt vérifiant certaines hypothéses. Dans le modéle étudié ici, la
particule est soumise & une force F' constante, et I’hypothése de confinement n’est plus vérifiée.
On peut cependant adopter la méme méthode que Jaksic et Pillet, en choisissant des hypothéses
adaptées sur les opérateurs considérés.

0 . . ..
Comme 'opérateur ) = (Bj 1) est un isomorphisme unitaire de H,¢s dans

H = L?(By,dp (z);R) ® L? (Ea, dps (k) ;R?)
Iespace H, s définit par (5.7) vérifie Hyes = L? (F1,duy () ;R) @ b, ot I'espace de Hilbert b est
I’adhérence de

{f € L*(By,dua(k);R?) | Qf € L? (Ba, dpus (k) ;R?) }
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pour la norme

i
= [ am ) (uha? + ). wr= () en o)
c’est-a-dire
h = D(Q) (5.20)

Dans la suite, on assimilera H,es & L? (E1,dpg (z);R) ® h. On définit sur L2 (Ey,dus (z);R),
respectivement b, des opérateurs Aj, respectivement Ao, définis positifs, réels et autoadjoints,
tels que pour tout s > 1, A;® et A, ® soient des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Exemple 5.3. Dans le cas de l'exemple 5.1, on a

fok) v

A7 = 3 (24 1) f24 4 £24) < oo}.

keZ
On choisit sur (2 (Z,R) lopérateur Ay défini par

(Au) (z) = (|z| + DY?u(z), VzeZ, Vue?(Z,R).
Sur b, on prend un opérateur Ao diagonal

Ak fik
Ak fok

avec des valeurs propres (\),cq strictement positives et telles que

(A2f)k;:>\k'fk':< >a kGZ,Vth,

Z)\is < oo, Vs < —1.
keZ

L’opérateur A défini sur D (A1) ® D (A2) C Hyes par
A=A ® Ay

est, comme Aj et Ag, un opérateur défini positif, réel, autoadjoint, et dont les puissances A~*,
s > 1, sont Hilbert-Schmidt. Il est par conséquent diagonalisable dans une base Hilbertienne
(ej)jeN de Hres :
Ap=> a;(,e;)e
JEN

et ses valeurs propres (aj) jEN sont strictement positives et telles que ) JEN @; 25 est fini pour tout
s > 1. On définit & partir de 'opérateur A un ensemble de sous-espaces de Hyes

S
HT’ES

= [D(A%)]
pour tout s > 0, ou [D (A®)] désigne 'adhérence du domaine D (A®) pour la norme

£l = AT

—S

s leurs espaces duaux respectifs. On obtient alors

Ce sont des espaces de Hilbert, et on note H
une échelle d’espaces (H;.,) cp décroissants

Hies - Hf"esv vt < S,
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dont on note N l'intersection, de dual N :

N=nH N = U H?
seR

res?

L’espace N’ est I'espace des phases du réservoir sur lequel on va travailler dans toute la suite. 11

contient HY,, = H,es; pour les éléments n’appartenant pas a Hyes (typiquement, les éléments de

H? . \Hres avec s négatif), I’énergie du systéme est infinie.

Remarque 5.4. Les vecteurs de la base Hilbertienne (ej)jeN de Hyes diagonalisant A sont des
vecteurs appartenant a N. De plus, pour tout f = ZjeN fiej € Hyes et tout réel s > 0, f est dans
H;.s st et seulement si

D ffa < Foo.
JEN

1l existe donc un isomorphisme unitaire tel que, pour tout s > 0, on ait :

s~ 2 2s _. S
Hyes = (fj)jgN? Z a5 < +00 0 =1 hpes-
jeN

Le méme résultat est vrai pour les espaces duaux H,.S, pour tout s > 0. En effet, 'H, S est

res?
isomorphe au dual h;2 de hy., :

Mo 2 e o= 8 (i) sen» D f70;% < +00 . (5.21)
jEN

On a alors que N, respectivement N, est isomorphe a

M := N hs respectivement M’ := U _h? (5.22)
seR seR

res? res”

Ce sont des sous-ensembles de RN que [’on munit de la norme | -| et du produit scalaire - définis
par

’f’z = foa vfehre&
jEN
fiofo = D fiifag, VhERS, Vi1 € e, Vs> 0.
jEN

De plus, pour tout s € R et tout f € hl,,, on note

res?
A fe=alf.
jEN
Il est nécessaire d’adapter A & €2, qui détermine toute la dynamique. On impose par consé-
quent deux conditions sur A. La premiére est une restriction du choix de A de fagon & ce que

I'évolution libre d'un élément de H?,, reste dans H7,, pour tout s réel. Avec L,.s défini en (5.10),
on suppose :

Hypothése 5.5. Pour tout f € N et tout (s,t) € R?,

HetLresfHS < Ks (1+t2)|5‘/2 Hf”s7 (523)
(e =) £l < Ko (L4221 I f ey YO<a <l (5.24)
119

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 5. Un gaz de Lorentz inélastique et dissipatif

Cette hypothése donne en réalité uniquement une condition sur As. En effet, en écrivant
f=h® fa€Hpes = L? (Er, 1 (z);R) x b,
on a etbres f = f1 @ etlres fy et
e fll, = 1AL Ailla [lAse™ fofl,.
[ =) £ll, = IATfulze, (A3 (e = 1) fol |-

Les équations (5.23), respectivement (5.24), sont donc équivalentes a

HAgetLresféHh < Ks (1 +t2)|3‘/2 ||A§f2||h,

respectivement | A3 (etLT“ -1 fg”h <K (1+ t2)|5|/2 |t “A§+af2|’b.

Exemple 5.6. On montrera dans la section 5.6 (Proposition 5.17) que cette hypothése est vérifiée
dans le cas de l'exemple 5.1 dés que lopérateur Ay de valeurs propres (Ai)cp satisfait la condition

wp = VEEF 1<\, Vk € 7.

L’Hypothése 5.5 permet en particulier d’étendre I’évolution sur H,.s décrite par ’équation (5.11)
a tout I'espace de phase A en définissant e*’res¢ pour tous ¢ € N’ et t € R par :

<etLres¢; f> — <¢7 e_tLresf>7 VfeN. (5.25)

La deuxiéme condition imposée est une hypothese sur Ay, Ag et (cx)pep, de fagon a avoir
certaines bonnes propriétés pour le terme d’interaction c.

Hypothése 5.7. Il existe un réel 2 < s. < 3 tel que, pour tout ¢ € R™, on ait

Ao (=l < KA +1]a)™,  VI<s<s, (5.26)

A0;p(- — q) € L* (By, p1;R) Vg € R", Vi € [1;n], V1 < s < s, (5.27)

‘A; < %‘ ) L < o0, HA; < wgc_ >Hh <oo, Y0<s<s, (5.28)

ou on rappelle que la norme || - ||y est définie par I’équation (5.19). On suppose de plus que pour

tout x € Ey, Uapplication q — A2V p (z — q) appartient a C° (R™).

S
Tes

Les Hypotheses (5.26)-(5.28), ajoutées au fait que les espaces H
pliquent le résultat suivant.

sont décroissants, im-

Lemme 5.8. Pour tout £ € R?", les fonctions a (€) (voir Uéquation (5.13)) et Lyesa (€), ainsi
que V() et LyesVa(€), sont dans les espaces Hi., pour tout s < s.. En particulier, o (§) est
dans le domaine de Lyes. On a de plus

la @Il < KA+1g)™,  [Lresa (@l < KA +g)™, 1<s<se

Exemple 5.9. Pour l'ezemple 5.1, les Hypothéses (5.26) et (5.27) sont montrées dans la sec-
tion 5.5. L’Hypothese (5.28) est vérifiée dés que

S OAPG (K +1) (24 K) < oo,
kEZ

comme démontré dans la sous-section 5.6.2 (Proposition 5.17). De plus, a x € 7 fixé, l'application
g— (|Jz| + 1) p/ (x — q) est dans C° (R) puisque p lest.

120

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

5.4. Mesures de Gibbs et équilibre thermique du réservoir

5.4 Mesures de Gibbs et équilibre thermique du réservoir

On veut étudier le réservoir a température positive, et donc munir I’espace des phases N/ du
réservoir d’une mesure équivalente & la mesure Gaussienne (équation (5.4)) définie dans le cas
d’un nombre fini d’oscillateurs. On construit donc une mesure de probabilité u?es ayant la méme
fonction caractéristique que dans le cas fini

SO(f)=e 87 wie . (5.29)
On munit pour cela N’ de la mesure engendrée par les cylindres.

Définition 5.10. On appelle tribu engendrée par les cylindres sur N la plus petite tribu pour
laquelle les applications ¢ — (¢; f) définies sur N sont mesurables pour tout f € N.

Proposition 5.11. Il existe une unique mesure ,Uges sur N muni de la tribu engendrée par les
cylindres ayant pour fonction caractéristique la fonction S°. De plus, cette mesure vérifie les
propriétés suivantes.

1. Pour tout f € N, Uapplication ¢ — (¢; f)? définie sur N est ples—intégrable et on a
[0 ) = 871517

2. Pour s>1,ona:

/N/ HAisngQ d,ufes (¢) < 400, (5.30)
ce qui implique
fres (Hpes) = 1. (5.31)

Les isomorphismes entre N, respectivement N, et M, respectivement M’, détaillées dans la
Remarque 5.4 permettent de donner un énoncé équivalent a cette proposition.

Proposition 5.12. [l existe une unique mesure l/rﬁes sur M" muni de la tribu engendrée par les

cylindres ayant pour fonction caractéristique la fonction
s feM— e 3871, (5.32)

De plus, cette mesure vérifie les propriétés suivantes.

1. Pour tout f € M, Uapplication ¢ — (¢ - f)2 définie sur M’ est Vﬁes—mtégmble et on a
| o pr g o) =pt 1t
M/
2. Pours>1,ona:
/ [A=6]|* v, (¢) < +o0, (5.33)
M/

ce qui implique

res Tes

vl (b)) =1, (5.34)

ot on rappelle que h, S est défini par (5.21).

Tes
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C’est cette derniére proposition que l'on va démontrer. L’existence de la mesure l/rﬁes est
assurée par une variante du théoréme de Minlos, théoréme dont on trouve un énoncé standard
en particulier dans [77].

Théoréme 5.13 (Minlos). Une application ® : M — C est la fonction caractéristique d’une
mesure de probabilité v sur M', muni de la tribu engendrée par les cylindres notée C, si et
seulement si elle vérifie :

1. ®(0) =1,
2. ® est de type positif, c’est-a-dire

N
VN EN, Var,...,2n €C, Vfi,..., fn € M, Y 22® (fi — ;) =0,
ij=1

3. ® est continue par rapport & la topologie de Fréchet induite par les normes || - ||s =

JA%], seR.

De plus, la mesure v est unique.

On va d’abord donner la démonstration de ce théoréme, puis celle de la Proposition 5.12.
Démonstration du Théoréme 5.13. On démontre d’abord I'implication directe. Si ® est la fonction
caractéristique d’une mesure de probabilité v sur (M’,C), alors ® (0) = v (M) = 1. De plus,
pour tous N €N, z1,...,2y € Cet f1,...,fn € M, 0on a

N N )
>z (fi—f) = /M/ dv(¢) Y Zizge Vi ti)

i,j=1 1,j=1

2
N
= / dv (¢) sze_i¢'fj >0

et @ est de type positif. Enfin, par la continuité de ’exponentielle et le théoréme de convergence
dominée, on obtient la continuité de ®.

Montrons maintenant la réciproque. D’aprés le théoréme de Bochner, dont un énoncé est
donné dans [70], pour tout ensemble I C N fini, il existe une unique mesure de probabilité v; sur

My = {(fj)jeN | fj=0, Vn¢ I} =~ RS

telle que
v()= [ T o),
PEM |

L’unicité de ces mesures assure leur consistance. Ainsi, d’aprés le théoréme de Kolmogorov, il
existe une unique mesure de probabilité v sur RN telle que

o= [ ).

ot ¢+ f =3 iendifj et [ € Ucard(ry<coM1 C M. Les espaces hi., et M’ sont donc mesurables.
Pour étendre ® a M, il ne reste qu’a montrer que v (M’) = 1. On utilise pour cela ’'Hypothese 3 :

Ve >0, 3sc €R, 36: >0, ||fll,. <de = [D(f) - 1] <e.
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Elle implique la minoration suivante :
Re(®(f)) >1—e—252|f|2., VfeRN (5.35)

En effet,
—si[|f]|2 < 62, alors |® (f) — 1] < e, et donc Re(® (f)) > 1 —e,
st |2, > 02, alors |@ ()] < @(0) = L et Re (@ (f)) > —1>1-202 | f|7
—2(2+s¢)

On pose [; = a j pour tout j € N, en rappelant que les a; sont les valeurs propres de

A. Pour tout a > 0 et tout N € N, on définit la mesure do, y sur RN+ par

dogn (¢) = [] (2maly) =72 =@l Gag;.

N
J=0

Elle satisfait les propriétés suivantes :

Cette derniére égalité permet d’écrire

/RN e300y (f) = /RN /}RN+1 T o n () dv (/)

= e[ [ Hann ©an ).

puisque cette intégrale est réelle. En appliquant le théoréme de Fubini et en intégrant l'inégalité
(5.35), on obtient :

/eéaij_oljszdy(f) — / doan (C)Re (@ (Co,-- -, Cn, 0,--+))
RN

v

N
1—e-— 25;2a2a;2551j
j=0

N
1—e— 25;2612@]-_4.
j=0

Puisque A2 est Hilbert-Schmidt, c’est-a-dire

v

+00
Za;‘l = K < o0,
j=0

et en appliquant le théoréme de convergence monotone, cette minoration reste vraie lorsque N
tend vers l'infini :

/ ) =30 %5en e T Gy (1) = / e Tien e Ty (£) > 1 - e — 267 %aK.
hylse RN

Tes
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En faisant tendre a vers 0, on obtient :

v (M') > v (h_Z_SE) >1—e.

res

On fait alors tendre e vers 0 pour conclure que v (M') = 1. O
On termine cette section par la démonstration de la Proposition 5.12, montrant I'existence et
quelques propriétés de la mesure de Gibbs sur le réservoir M’.

Démonstration de la Proposition 5.12. Puisque la fonction S?, définie par I'équation (5.29),
satisfait les conditions (1), (2) et (3) du Théoréme 5.13, la mesure v, sur M’ existe et est
unique. Les propriétés 1 et 2 proviennent du caractére gaussien de cette mesure, de la fagon
suivante.

Pour les suites f € M n’ayant qu'un nombre fini de composantes non nulles, c’est-a-dire

f:(an"' afNaO,"')EM[[O;Nﬂ CM7

on a par définition de v/,

3T 1 / e Xm0 hiduf ().

’

De plus, la mesure

construite sur Mo,y par le théoréme de Bochner (1/]6\, = v[o,n] dans les notations de la démons-
tration du Théoréme 5.13 de Minlos) vérifie

N 2
_lg-1yN g2 iSSN pof 1 B - iSSN 4 [ B _B%
e 2P 2= _/ 6221—0¢]f3dVN (gb)—/ ezzg_o%fj || %e 2 dqu.
j=

Mio;ng

On obtient alors que (¢ - f )2 est intégrable et que

NEL N 2N
//(¢'f)2dufes(¢) = (%) /N Z¢jfj He_iﬁ‘b?dgbj
RY \j=0 j=0
_ [Bs 1642
= %jzgff/]g%e do
| X
= ul

Pour une suite quelconque f € M, on utilise la troncature au rang N € N, désignée par
Tn(f):
TN(f) = (an"' ’fN,Oa"')’ \V/f: (f(]"" afja) € M.
Comme f € M, on a |f|? = ZjeN a?s ]2 < oo pour tout s réel, et en particulier, en s = 0,

2= f < oo

jEN
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D’aprés ce qui précede, ¢ - Ty (f) est de carré l/rﬁes—intégrable et

| @ Ty () v (6) = 57 Ew (D < 5 P

De plus, pour tout ¢ € M’, ¢- Ty (f) tend vers ¢ f quand N converge vers U'infini. Le théoréme
de convergence dominée permet alors de conclure

/ (6 1) dvieg (&) = Jim [ (&~ Ty (£))* dvge (@) = lim 57T () =711,
M N—oo M/ N—oo
ce qui prouve l'affirmation 1.
En choisissant f = (0,---,0,1,0,---), avec la coordonnée non nulle placée en j—eéme position,
on a
G, @) = [ (01, 0)=5
M M
Aussi Papplication définie sur M’ par

o [A70|" = ¢ta; >

jeN

est yfes—intégrable et on a

[ el o) - o

jEN M

/ gb?dyfes (¢) =p1 Z a{zs < 400,

jEN

ce qui termine la démonstration de I'affirmation 2. O
Les espaces H, %, s > 1, sont donc strictement inclus dans 'espace de phase du réservoir N/ mais
sont de mesure pleine pour la mesure de Gibbs. Cette propriété sera utilisée dans le chapitre 6, ol
on montrera l'existence, lorsque n = 1, de solutions globales en temps pour les équations (5.16)-
(5.18) pour toute condition initiale dans R? x H,2, pour tout 1 < s < s. — 1. Le fait que

Tes?

les espaces H, .5 soient de mesure pleine dans N’ pour ces valeurs de s implique Pexistence de
solutions globales en temps pour les mémes équations et pour presque toute condition initiale

dans R2 x .

5.5 Deux exemples de distributions de diffuseurs

Le modéle introduit dans les sections précédentes a été décrit dans un cadre assez général
(voir I’équation (5.12)). On va développer dans cette section et la suivante plusieurs exemples
de classes de modéles pour lesquels les Hypothéses 5.5 et 5.7 sont satisfaites. On considére deux
possibilités pour ’ensemble des centres des diffuseurs E7 : on peut placer les oscillateurs sur un
réseau de R™ ou en chaque point de R™. Pour les bains d’oscillateurs E5, on traite dans la section
suivante le cas ol on ne met qu’un seul oscillateur par site, ainsi que le cas oul les diffuseurs sont
des membranes dont le support peut étre un compact de R?, d € N*, ou R? tout entier.

5.5.1 Réseau

On traite dans ce paragraphe le cas ou les diffuseurs sont centrés sur le réseau £ = Z™, muni
de la mesure de comptage. Le cas d’un réseau quelconque de R” se traiterait de fagon similaire,
en travaillant avec les vecteurs de la base associée.
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L’opérateur A; défini sur I'espace £2(Z",R) par
(Aw) (z) := (Jo| + ) u(z), Vo e Z", Yu e *(Z"R),

est un opérateur défini positif, réel et autoadjoint. De plus, ses puissances A]* sont Hilbert
Schmidt pour tout s > 1. Il existe en effet une constante K, strictement positive telle que

1 dy
Sy
2 e < B L e
En passant en coordonnées polaires dans cette intégrale, on obtient bien

1
D
2 e+ 1)

La fonction « définissant I'interaction entre la particule et le réservoir s’écrit

1
@)@ =plo-ga ()], VR B e
Dans le cadre de cet exemple, la partie de 'Hypothése 5.7 portant sur A; est satisfaite car

on a la proposition suivante.

Proposition 5.14. Pour tout s > 1, on a les majorations
[ATp( =Dl < K (L +1a)™,  [[AT0ip(- = D)l < Ko (1 +1))™, Vi € [Lin],  (5.36)
et a x € Z"™ fixé, lapplication q — A3Vp(x — q) = (Jx| + 1)"Vp(z — q) est dans C° (R").

Démonstration. Le fait que Papplication ¢ — (x| +1)"Vp(z — q) soit dans C2° (R™) vient direc-
tement du fait que p l'est aussi. Pour montrer les inégalités de (5.36), on utilise les définitions
de Aj et p, qui permettent d’écrire

IASp( = )l = > (] + 1)™ pla — g)°.

TEL™

Comme p est une fonction a support compact, cette somme est en fait une somme finie et on
peut trouver une constante C' > 0 telle que

Ao —a)la < > (el + )™ ple — )

reZm
|z|<C+]q|
2
< ol DS (lal+C+1)™
reZm
|z|<C+]q|
< ol gl + C + 1™ x 27 (C + la))"
< K (14 |g)™.

On montre de la méme fagon

1A39,p(- — @)l < K (L+|q)*™,  Vie [Lin].
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5.5.2 Milieu continu

On s’intéresse maintenant au cas o FE; est 'espace R™ tout entier, muni de la tribu des
Boréliens et de la mesure de Lebesgue. On prend sur I'espace L?(R",dz;R) une puissance de
I'opérateur de 'oscillateur harmonique quantique :

n/2
(Mu) (x) := (—Ax + ]w\Q) / u(z), Vo € R", Yu € D (A;) € L*(R"™, dx;R).

L’étude de cet opérateur, faite dans |71] et [70], montre que c¢’est un opérateur réel, autoadjoint,
défini positif, et dont les valeurs propres sont les réels

n
(n—|—227‘¢)"/2, pour tout r = (rq,--- ,r,) € N,
i=1

associées aux vecteurs propres [ [, Hy,(x;), avec z = (z1,--- ,x,) € R" et H; la i-éme fonction
de Hermite. L’équivalence des normes en dimension finie assure ’existence d’une constante K,
strictement positive telle que

1 1
<K <
2 (n+235 ) =" 2 (rf+ 1 =

reNn reNn

pour tout s > 1, et A7® est par conséquent Hilbert-Schmidt. De plus, l'oscillateur harmonique
satisfait bien 'Hypothése 5.7.

Proposition 5.15. Pour tous 0 < s <4 et ¢ € R™, on a l'inégalité

H(‘AJF HQ)M/Q pl—a)|| <K(1+]d)™ (5.37)

L3

et a x € R™ fizé, la fonction q — <—Ax + \x!2>n Vp(x — q) est dans C° (R™).

n
Démonstration. Le caractére C2° de la fonction g — (—Aw + |x|2) Vp(z — q) vient directement

du fait que la fonction p est elle-méme dans C2°. L’inégalité (5.37) est facilement vérifiée lorsque
le produit ns est un entier pair :
— Sis =0, comme p € C, ||p(- — )|l 2 est borné par le produit de ||p||,, avec la mesure du
support de p. ’
— Lorsque ns =2, on a

|(=a+172) ot - a)|

= H— (Ap) (=) + (I —al* +2¢- (- — q) + |a*)p(- — q)‘
I=2plzz + |17 o)

< K(1+1aP) < K1 +1a).

LE LE

IN

2
Lo T 2lalllTpOllze +lal™ o = )l

— Lorsque ns est un entier pair en général, le développement de la puissance entiére de

ns/2
Poscillateur harmonique <—Ax + |x|2> donne un résultat similaire :

(a4 1) at~a)

En particulier, cette inégalité est vraie pour ns = 4n (i.e. s = 4).

<K (1+g)™.
L3
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On conclut alors en utilisant un théoréme d’interpolation.

(—a. + |-|2>m/2 p(—aq)

pour tout z dans la
L3

On cherche en effet & majorer le terme

bande
S:={s+io,s€[0;4,0 e R} CC.

Pour cela, on définit pour z € S et ¥ € C° la fonction fy, linéaire en 1), par

fq(2) = /Rn V() <—A$ + ]w\Q)m/Q p(z — q)dx.

En décomposant dans la base de vecteurs propres de 'oscillateur harmonique, on peut trouver

une suite de réels (p’j) ‘

telle que
jENn d

plr—q)= > plH;(),
jENn
1

ot H;(z) = [, Hj,(z;) est la fonction propre de <—Am + |x|2> * associée & la valeur propre
(2|5]1 +n)"?, et une suite (V) jenn telle que

Yla) =Y iHy(x),

jEN™
pour tout x € R™. La fonction f, peut alors se réécrire
- 2
fa(2) = D @il + )" g,
jEN?

Puisque p et ¢ sont toutes deux dans C2°, on obtient que cette série converge uniformément. La
fonction f, est donc continue et holomorphe sur S. De plus, elle est bornée sur S puisque

fals i)l <32 @il + )™ ol 1051
2
L%) |
Enfin, il existe une constante K, telle que

JjENn
1 2n
<1 (nwuig # (a4 1) ot -0
[fa(0 +i0)| < Kp [0l et |fo(4+i0)| < K, [z (1+|a)™.
Aussi, d’apres le lemme des trois droites d’'Hadamard (voir [5] pour I’énoncé), on obtient

| v (-a+ )" ple — g)aa

|fols +i0)| = < Kp [|9ll g2 (1+1g)™ -

Puisque cette inégalité est vraie pour tous ¢ € C°, s € [0;4] et 0 € R, on conclut que :
9 s/2
(o 1#) -0

Un raisonnement similaire permet de montrer

<K (1+|g)™, pour tout s € [0;4] .
L3

s/2
(-as k) ot -0 <E@EE™, Vel e o).
12
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5.6 Exemples de bains d’oscillateurs

Comme l'illustre la section précédente, le modéle décrit dans les sections 5.2 & 5.4 permet
une certaine flexibilité dans le choix de la distribution des bains d’oscillateurs. On va maintenant
voir que la définition des bains d’oscillateurs est elle aussi assez générale pour couvrir plusieurs
exemples traités dans la littérature.

5.6.1 Un oscillateur par site : le bain monochromatique

On g’intéresse dans un premier temps au cas ou on place un unique oscillateur par site. Ce
type de modeéle est décrit et étudié dans [23, 22, 49, 76] lorsque les diffuseurs sont distribués sur
un réseau en dimension n = 1. L’ensemble F5 est dans ce cas un singleton, muni de la mesure de
Dirac. Les fonctions ne dépendent alors plus de k € Ey et on notera w = wy, > 0, ¢¢(x) = dp (),
etc. Le Hamiltonien du réservoir

Hy(d) = /E (P()? + m(x)?) dpn (x)

est alors défini sur l'espace H,.s, adhérence de

() = {¢ & L2(Ey, u; R?)

]I == / (w?p(2)? + m(2)?)dp(z) < +OO} = L*(E1, p; R?)
Ey
pour la norme || - ||, c’est-a-dire Hy.s = L2(E1, p1; R?). Le terme d’interaction ne dépend pas non

plus de k et s’écrit
@) = (7).

oil p € C(R™) et ¢ est une constante. Comme H,.s = L> (El, 115 R2) =~ L2 (B, p1;R) @ R?, on
a h = R?, et on choisit pour Ay opérateur identité I, sur R?. Les Hypothéses 5.5 et 5.7 sont
satisfaites puisqu’on a la proposition suivante.

Proposition 5.16. Pour tout f € R? et tout réel t, on a

le“reflly = 1£lly, (5.38)
[ (eFres = 1) £l 20° [t || fly, VO<a<L (5.39)

IN

De plus, I’Hypothese 5.7 est assurée puisqu’on a

H<c>’ = w?c? < o0 et H(g)’ = wlc? < 0.
0 wc
b b
Démonstration. Seules les équations (5.38) et (5.39) nécessitent une démonstration. Pour tout
fER? ona

" cos(wt) f1 + w™ ! sin(wt) f

giimes f = . et

—wsin(wt) f1 + cos(wt) fo

(eth _ 1) f <(COS(W) -1 fitw! Sin(“’t)ﬁ) .

—wsin(wt) f1 + (cos(wt) — 1) fa
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Par définition de la norme || - || (équation (5.19)), on obtient donc
tL 2 2 sin(wt) , ) ? : 2
lle ”Sbe = w” | cos(wt)f1 + f2 | + (—wsin(wt) fi + cos(wt) f2)
= WP+ S
= Iflls.

et de fagon similaire )
[ (e Fres = 1) f1[, = 2(1 — cos(wt)) I1£1E -

Comme on a l'inégalité
1
1 — cos(wt) < min <2; §w2t2> ) et donc 2(1 — cos(wt)) < 4w %%, Y0 < a <1, (5.40)

on conclut : 2
(e =) flly < a2 151

5.6.2 Equation des ondes

On considére maintenant 'exemple ot les diffuseurs sont des membranes ayant pour support
un sous-ensemble D de R%, avec d € N*. Les équations de mouvement sont alors

(Jt = Dt,
p—F+ /D dy /E iy (2)p( — a0)p2(y) Vatbra(, y),
1

1,2)1,15(56, y) = 1,[)2,25(56, y)a
Uoi(x,y) = Ayih1(x,y) — plz — qt)p2(y), V(z,y) € B1 x D,

ol p et ps sont deux fonctions ne dépendant que du rayon de leurs variables et appartiennent &
Ce°. Ce systéme d’équations a été étudié a température nulle dans [11]. On considére ici deux
choix distincts pour D :
— soit D est le compact [0; 27T]d , Ay est alors le Laplacien de Dirichlet et I'hypothése py € C2°
se restreint naturellement a ps € C*°,
— soit D est R? tout entier.
Dans les deux cas, le Laplacien se diagonalise et il existe un isomorphisme unitaire

U: L*(D,dy) — L*(Ey,dus)
tel que Uty := ¢, Uthg := 7 et
(U (=Ay) U*p), = wipr, Yk € By, ¥ (p,m) € L? (B, dpug; R?) .

Dans les deux cas considérés pour D, on a w,z = ]k:]Q, pour tout k € Ey, avec Ey = Z%, muni de
la mesure de comptage, lorsque D = [0; 27T]d et By = R%, muni de la mesure de Lebesgue, lorsque
D = R?. Dans le premier cas, on utilise en fait la décomposition en série de Fourier; dans le
deuxiéme, c’est la transformée de Fourier qui intervient. L’Exemple 5.1 dérive donc d’un modéle
semblable & celui ou chaque diffuseur est une corde et a support compact [0; 27|, en remplacant
le Laplacien de Dirichlet A, par A, — 1.
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Dans les deux cas considérés ici, les équations de mouvement deviennent :
/.
4y = Dt
pr=1F +/ duz(k)/ dpa (@)p(z — @) (Up2)y, Vapr, (@),
Eo Eq

(pk,t(x) = Wk,t($)7
[ () = — k| ort(x) — p(r —q) (Up2),, Vx € Ey, Vk € Es.

En définissant les coefficients ¢ intervenant dans la définition de « (équation (5.13)) par
Up2)y = kl*ck,  Vk € Bo,

on retrouve l'écriture formelle des équations (5.16)-(5.18). On cherche alors des opérateurs Ay
définis sur 'espace h (équation (5.20)) satisfaisant les Hypotheéses 5.5 et 5.7.

On s’intéresse tout d’abord au cas ot Ey = Z%, c’est-a-dire le cas ou les membranes sont &
support dans D = [0; 27r]d.

Proposition 5.17. Soit Ay un opérateur diagonal défini sur by (voir équation (5.20)) par
Aof = (M Sfr)peza s Vf = (f)rezas € b,

ot les réels N\ sont tous strictement positifs et vérifient
Z )\,;25 < 00, Vs > 1.
kezd
Si, de plus,
)\k > Vﬂ? Vk € Zd7
I’Hypothese 5.5 est satisfaite. En particulier, les inégalités swivantes sont vérifiées pour tous
fenserD(AS) Ch, sréel et 0 <a<1:

ageeslly = IAsflly, ARG 1) £, < 2 A,
L’Hypothese 5.7, quant a elle, est équivalente a l’existence d’un réel s, > 2 tel que
3 e |k (1 n \k:]2> < +o0, (5.41)
kezd

et est satisfaite si il exviste un j € N* et une constante C tels que A\ < C(|k[? + 1) pour tout
ke Z°.

Démonstration. Pour tous
f €NserD (A3) = § (fk)geze | Vs ER, Z AR (| k) f12,k + f22,k) <00
kezd

et tout k € Z%, on a

(ethresf) = (COS(’k\t)fl,kJr\k\15111(%“)]”2,/&)
k — |k|sin(|k| t) fix + cos(|k|t) for )’

(s — 1) f), = (cos([kt) = 1) fip + 220l o .
k — |k|sin(|&| t) fir + (cos(|k|t) — 1) fai
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Par conséquent,

[ Ase™e £,

. 2
=3 (W (coswsrt)fl,w %m) r (- rk\sinuk:rt)fl,k+cos<\krt>f2,k>2>
kezd
= Z AP (WQ f12,k + f22k>
keZd
— A3/

Le calcul pour la deuxiéme inégalité se fait de fagon identique, en utilisant en plus 'inégalité (5.40)
déja utilisée dans I’exemple précédent :

145 (e =) £lly = D2 A (2= 2cos(lk|6)) (1K £ + £35)
kezd
< 4Ny R R (R fR+ )
kezd

Les hypothéses 0 < \i et |k| < A\ permettent alors d’écrire :

A5 (e = 1) flly <42 DT N (IR e+ £

kezd
< g0 HquLasz‘

Ces deux inégalités impliquent directement I’'Hypotheése 5.5.
Les quantités en jeu dans 'Hypothése 5.7 (équation (5.28)) se réécrivent

2
a(y)) | = Xopdne,
k‘EZdh kezd
Ma( D)) | = Sowe
k keZdb kGZd

pour tout réel s. Comme py est de classe C*°, ses coeflicients de Fourier ¢ décroissent vers 0
quand |k| tend vers l'infini plus vite que n’importe quelle puissance négative de |k|. Comme la
croissance des \j est majorée par |k|7, ces deux sommes sont finies. O

Lorsque D = F5 = R? on a une construction différente, basée sur les résultats de Lax et
Phillips (voir [51]). L’idée est de constater que

h = {erd—ﬂRzl / dk(|k|2fik+f§,k)<oo}
]Rd

1%

{f ‘R x SA-1 _, R2 ’ gd=1/2 (Ufl,ae> c 2 <R+ « Sdfljdo, % dQ(e);R2>}

2.0e

en utilisant un changement de variable en coordonnées polaires. A une relation de conjugai-
son prés, on peut donc considérer comme nouvel espace de travail l'espace L? (R,do;R) ®
L? (Sdil, dQ(e); RQ) sur lequel I'opérateur etlres agit simplement comme e’ @ Id.
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Proposition 5.18. On a l'isomorphisme unitaire suivant :
b2 <R x ST do x dQ(e);R2> , (5.42)

ot la notation L2 désigne lensemble des fonctions L? (]R x S41 do x dQ(e);RQ) muni de la
relation de conjugaison

(fi +if2) (o, =€) = (fr +if2) (0,€) = (f1 = if2) (0,€)
pour tout f = (f1, fo) € L*(R x S 1, do x dQ(e); R2. On définit

Ay = (02 + 02)1/2 ® Ao

ol Ng est un opérateur défini positif, autoadjoint, réel défini sur L? (Sd_l; ]RQ) dont les puissances
A% sont Hilbert-Schmidt pour tout s > 1. L’Hypothése 5.5 est alors vérifiée.

On suppose de plus la fonction c. invariante par rotation et que pour tout e € S, la fonction
0+ Cye est dans 'espace de Schwartz. L’Hypothése 5.7 est alors elle aussi satisfaite.

Démonstration. Pour obtenir (5.42), il suffit de montrer
h = [? (R x §41, do x dQ(e);(C) .

On définit pour cela 'opérateur Us : b — L2 (]R x §%1 do x dQ(e); (C) tel que

da—1

(i)'
(2S4-1)

pour tous ¢ = (¢, 7) € h, 0 € Ret e € ST, On désigne ici par S;_; le volume de la boule unité
en dimension d — 1. L’opérateur Us est un isomorphisme unitaire.
En effet, c’est une isométrie puisque pour tout ¢ € b,

U: = i o o 2
wals 2&1/ éw ) lol* i e + e

— 2 2 2
- 2Sd 1/ /Sd ) ’U’ (U (pae—i_ﬂ-oe)'

En remarquant que les fonctions o — [ca 1 ¢2.dQ(e) et o — [o41 72,dQ(e) sont paires, on
obtient

(U2¢) (Uv e) = = (10"1006 + 7Tae)

NI

€ dl 2 2 2
U =
ool = a0 [ eIl (0% 422

= [, (ot + o) ak
o 2
S

De plus, I'image de Us est dense dans L2 (R x S41 do x dQ(e); (C) pour la norme L?, puisqu’elle
contient les fonctions de Cg° (]R x S C) s’annulant sur un voisinage de 0 en o. En effet, soit
Y e C§° (R x §4-1 C) s’annulant pour des valeurs de o petites. Alors la fonction

133

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 5. Un gaz de Lorentz inélastique et dissipatif

s’annule encore pour o proche de 0 et est aussi dans C§° (R@Sd_l;RQ). En définissant les

fonctions paires 11 et o par

7;(07 6) + {E(_Uv _6)

{/;2 (0,€e) = v(ge) —¥ (=0, —¢) (0,e) € R x st

viloe) = 2 ’ %0 ’
on obtient la décomposition
$0.0) = DT (5 5.0) o3 (0,0)
o,e) = ————— (Y1 (o,¢e) +ioys (o,€) ).
(QSd_1)1/2
Comme {/;1 et {/;2 sont uniques et paires, on obtient
(i)
io ~ ~
Y (—0,—e) = ———— (1 (0,¢e) —ios (0,€) ) .
(2Sd—1)1/2 < )
La relation de conjugaison définissant I’espace L2 permet de plus d’écrire
(i )u
— 10 2 — —_
Y (—0o,—e) =Y (0,e) = ———— (Y1 (0,e) —ioYs (0,€) ) .
(~0,~€) =B (o) (QSd_l)m( (0,€) — itz (0, ¢) )

En identifiant les deux expressions de 1) (—o, —e), on obtient que les fonctions {51 et {/;2 sont &
<{/;171;2>‘ b = HleLa woe < 00 et <zZ1,{52> est donc un antécédent de
o X €

1 par Us. On en conclut qu’on a bien 'isomorphisme unitaire

h= LR x S¥1 do x dQ(e); C).
Puisque L2(R x S* !, do x dQ(e); R?) ¢ L*(R,do; R) ® L*(S* !, dQ(e); R?), on peut définir

Ay = (—33 + 02)1/ 2 ® Ag sur b, avec Ag un opérateur réel, autoadjoint, défini positif et tel que
Ay ? soit Hilbert-Schmidt pour tout s > 1, de sorte que Ay vérifie les mémes propriétés. On note

valeurs réelles. De plus,

S* l'adhérence du domaine de (—92 + 02)8/ 2 pour la norme

Iflls = || (=02 + %) 4]

s/2

2’
Il est montré dans [71| que leur intersection est I'espace de Schwartz S. De plus, tous ces es-

paces S*® s’injectent continuement dans ’espace des distributions tempérées S’. Le théoréme
d’interpolation complexe (voir [5] pour I’énoncé) aboutit aux inégalités suivantes

Heito"

Heita _ 1{

< K,

Ss;8s

Setags < K5<t>‘5|‘t‘a7

pour tous 0 < a <1, s€ RetteR. On en déduit que 'Hypothese 5.5 est bien vérifiée.
Enfin, comme

d+1 d—1
c (io) 2 < 0 ) (io) 2 9
U. 0,e) = —————Cge, U. 0,e) = ———>——0%Cge,
’ <0>( ) (254_1)"? 2\ 2e) (7) (254_1)"?

I’hypothése 5.7 est satisfaite, puisque pour tout s € R,

d+1

H (—82, + 02)8/2 0 2 Cpe

12 < 0 et ‘
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5.7 Adaptation du modéle a une évolution dans un tore

Le but de cette section est d’adapter le modéle dans le cas ou la particule n’évolue plus
dans R™ mais sur le tore T" := R"/Z". Le modéle est alors identique & celui décrit sur R, aux
hypotheéses concernant E; (Hypothése 5.7) prés. Cette adaptation sera reprise dans le chapitre 7,
dans lequel on montre la relation d’Einstein & temps fini (Théoréme 7.3) lorsque le systéme est
a I’équilibre thermique & 1’état initial et réagit & la force F. La démonstration de ce théoréme
nécessite la construction d’une mesure de probabilité invariante sur I’espace des phases. Lorsque
les particules évoluent dans R”, on ne peut expliciter une telle mesure, du fait de I'intégration
sur R™ tout entier par rapport a la variable de position ¢. C’est pourquoi on étudiera dans ce
chapitre un modéle dans lequel on force les particules a rester confinées. On décrit ici brievement
ce modéle.

5.7.1 Description

On considére une tribu Jj et une mesure 1, non plus sur R™ mais sur le tore T", ainsi qu’'un
sous-ensemble Fy de T" tel que 1 (T™\E7) = 0. En chaque point de Ej, on place encore un bain
d’oscillateurs, toujours indexé par I’ensemble (Es, Fa, u2). On veut étudier 'évolution d’un point
(q,p,0) € T™" X R™ X Hyes, o0t Hypes a la méme définition que dans le modéle précédent (voir
I'équation (5.7)), suivant les équations de mouvement suivantes :

4t = Do (5.43)

pr = F+ (o, Va(&)), (5.44)
t

6 = etbresgy + / Lyesel="res (¢,) dr, (5.45)
0

avec (&) défini a partir de la fonction p € C>°(T") par 1'équation (5.13).
Afin d’étendre ’espace de travail, on peut encore utiliser la. décomposition

Hp = L* (Ey,du;R) @ b

ainsi que les opérateurs A1, As et A définis dans la section 5.3, dont les puissances —s, s > 1, sont
Hilbert-Schmidt. La construction des espaces H:.., s € R, N = NgerHE,, et NV = UgerHE,,
est donc inchangée. On peut remarquer que ’espace

- {f (0 B — B Il [ dua(h) (w12 + ) < oo}

est inchangé par rapport au chapitre 5, les conditions sur Es n’ayant pas changé. On impose
donc toujours 'Hypothése 5.5, qui ne porte que sur Ay et que nous rappelons pour mémoire.

Hypothése 5.19. Pour tout f € N et tout (s,t) € R2,

HetLresfHS Ks (1+t2)|5‘/2 Hf”s7 (5.46)
(e 1) . < Ko (L+)" 210 fllrns  YO<a<l. (5.47)

IN

Par contre, les parties de ’'Hypothése 5.7 concernant A; doivent étre légérement adaptées. En
particulier, l'estimation (5.26) n’a plus de sens telle quelle, |g| étant borné dans le cas présent.
La propriété de support compact de q — A?Vp(x — q) est quant & elle naturellement supprimée,
les intégrations en x se faisant dorénavant sur le tore.

135

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 5. Un gaz de Lorentz inélastique et dissipatif

Hypothése 5.20. I existe une constante K et un réel 2 < s. < 3 tel que, pour tout & = (q,p)
dans T" x R", on ait

Afo (-~ )iy, <K IMOp( -y, <K Vie[in] VI<s<s.  (548)

HA2<%>H < o0, HA§<wc >H <oo, V0<s< s, (5.49)
b

On suppose de plus que pour tout x € Ey, lapplication q — A2Vp (z — q) est C*° (T™).

Enfin, la construction de la mesure de Gibbs est identique & celle faite dans la section 5.4,
celle-ci ne reposant que sur le caractére de Hilbert-Schmidt des opérateurs A=%, s > 1.

5.7.2 Exemples

On reprend les équivalents des deux exemples traités dans la section 5.5 pour ’ensemble
Fq dans le cas du mouvement dans le tore. Le but est de vérifier qu’ils satisfont la partie de
I'Hypothése 5.20 portant sur Ej, c’est-a-dire I'inégalité (5.48).

Le premier exemple, ou E; = Z", se transpose ici en card(E;) = 1, en considérant E; =
Z™ N [0; 1[™. 11 est alors suffisant de prendre l'identité pour l'opérateur A;. Les inégalités (5.48)
sont alors satisfaites, la fonction p étant dans C*> (T").

Dans le deuxiéme exemple (sous-section 5.5.2), on place des bains d’oscillateurs en chaque
point de Iespace et on choisit donc E; = T", identifié au cube [0;1]™ et muni de la mesure de
Lebesgue. On se restreint & la dimension n = 1 dans cet exemple afin de simplifier les notations,
le raisonnement étant identique en dimension supérieure. Une base de 'espace L? (Tl, RQ) est la
base formée par les fonctions trigonométriques x +— 1, x +— cos(2mjz) et x — sin(2wjx), j € N* :

f(x)=ao(f +Z ) cos(2mjz) + bj(f) sin(2mjz)), Vo € T!, Vf € L? (TI,R),
7j=1

ot les a;(f), j € N, et les b;(f), j € N*, sont les coefficients de Fourier de la fonction f. On
définit opérateur A; suivant :

A f(x) )+ Z] a;(f) cos(2mjz) + b;(f)sin(2mjz)), Vz € T', Vf € L? (TH, R).

Cet opérateur est bien un opérateur défini positif, réel et autoadjoint dont les puissances A
sont Hilbert-Schmidt pour tout s > 1 puisque ZjeN* 728 < oo pour de telles valeurs de s.
L’Hypothése 5.20 est alors satisfaite.

Proposition 5.21. Pour tout réel s, il existe une constante K telle que, pour tout & = (q,p)
dans R?™, les inégalités

IAfp (= @)lp < Koo MO0 ( =)l <Koy Vie[n], VI<s<se, (550

soient satisfaites.

Démonstration. Pour tout s réel,

L 2
IA3o( —q)l? = DT LS e (o) (o — ) 4 by (o0~ 0))?)

JEN*
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Or
1
a0 (pl- — q)) = /O ol — q)dz = a (p)
1
00— @) = 2 [ ol —a)cos(2mje) da
0
— cos (2mjq) a;(p) — sin (2mq) bj(p)
et

1
b (=) = 2 [ pla = )sin 2mjo) do

— cos (2mjq) bj(p) + sin (27jq) a; (),

ce qui implique

2
s ap (P 1 25 s
At -l = X2 1 LS o (07 0y (07) = 3.
jEN*

Le fait que p soit de classe C*° assure que cette série converge et
1AS2(- = @)II* = [[A3p]|* < oo
De méme, en utilisant que, pour tout j € N*,
ao (p'( =) =0, a; (' —q) =2mjb; (p(- =),  b; (¢'(- — @) = —2mja; (p(- —q)),

on obtient que )
A3 (- = a)||” < o0
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Théorémes d’existence et de régularité
des solutions globales en temps

On s’intéresse dans ce chapitre a l'existence de solutions (&, ¢;) € R?" x N (respectivement
T" x R™ x M) globales en temps pour les équations

gt = Dt (6.1)
pe = F+ (o Va(&)),
t
¢t — etLres¢0+/ Lrese(t—T)Lresa(é‘T) de (63)
0

dérivées dans le chapitre précédent, avec condition initiale dans R?® x N’ (respectivement
T x R™ x N’). Dans le chapitre 1, la question de l'existence des solutions étudiées n’a pas
été évoquée mais est évidemment vérifiée. En effet, 'équation ¢(t) = F (q(t),t) admettait des
solutions globales en temps pour toute condition initiale, la fonction F' ayant été choisie réguliére
et uniformément bornée en ¢ et ¢. Ici, par contre, il faut restreindre ’ensemble des conditions
initiales pour s’assurer de I'existence globale des solutions. On verra en effet dans une premiére
section qu’en dimension 1, on peut construire un exemple de solution avec condition initiale dans
R? x N7 explosant en temps fini, illustrant le fait que toute condition initiale dans R?" x A ne
permet pas de construire une solution globale en temps. Par contre, on démontrera (sections 6.2
et 6.3) l'existence globale en temps de ces solutions pour toute condition initiale dans R? x M5
(respectivement T x R" x H,.% ), avec 1 < s < s.—1. On rappelle que ces espaces sont de mesure
pleine dans R? x N (respectivement T" x R™ x A”') pour la mesure de Gibbs 2., construite sur
N’ par la Proposition 5.11, et que cela implique en particulier I'existence de solutions globales
pour presque toute condition initiale dans R? x N (respectivement T™ x R™ x N7).

6.1 Une trajectoire partant a l’infini en temps fini

On se place, dans cette section, en dimension n = 1, dans le cas ou (§,¢) évolue dans
R? x N, et on construit un exemple simple de distribution initiale des oscillateurs pour laquelle
une particule accumule, au fur et & mesure des collisions, assez d’énergie pour partir en un temps
fini vers U'infini. On se restreint au cas ot Fy = Z et Fs est un singleton. On suppose de plus que
la force F' est nulle, que la fréquence des oscillateurs est w = 1 et que la fonction p est la fonction
plateau sur le segment [—1/4;1/4] : p(z) = 1 dés que |z| < 1/4 et 0 sinon. Il s’agit en fait
du systéme utilisé dans les applications numériques du chapitre 1 et décrit dans la section 1.7,
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p@ plE+D)
— _—
O._ _
_C T
| |

r—1 T r+1 T+ 2

FiG. 6.1 — Illustration schématique du modéle. Une particule est en mouvement sur une ligne,
munie périodiquement (z € Z) d’oscillateurs harmoniques oscillant perpendiculairement a la
trajectoire de la particule. Ces oscillateurs ont pour position d’équilibre 0, lors de ’évolution
libre. Lors d’une interaction avec la particule (q € [z — 1/4; 2 + 1/4]), la position d’équilibre est
déplacée en —c < 0. On désigne par p'® le moment de la particule lorsqu’elle se situe entre les
plots centrés en x — 1 et x.

dans lequel on considére maintenant une réaction des plots lors du passage de la particule. La
fonction p n’est pas de classe C*° et ce modéle ne rentre pas exactement dans la classe de modéles
décrite dans le chapitre précédent. Cependant, les équations de mouvement restent similaires a
celles obtenues dans le chapitre précédent et le phénoméne décrit ici donne une idée du type de
phénoméne pouvant empécher ’existence globale de solution dans les modéles ot p est lisse.

A énergie finie, le Hamiltonien du modéle est

2
H(E6) =24 53 (pe) +7@)?) +¢ X (o~ a) ola).

AV TEZ

On peut, comme expliqué dans la section 1.7, calculer facilement une trajectoire en utilisant
la conservation de I’énergie. De I'expression du Hamiltonien, il découle que le moment p de la
particule est constant par morceaux, avec des sauts de vitesses ne se produisant que lorsque
la particule se trouve au bord d'un des segments [x — 1/4;x + 1/4], avec x € Z. De plus, les
oscillateurs harmoniques oscillent autour de la hauteur 0 lorsqu’ils évoluent librement. Lors d’une
interaction avec la particule, ils oscillent autour de la hauteur —c : lorsque la particule se trouve
a l'intérieur d'un segment [z —1/4;x 4+ 1/4], = € Z, le terme d’interaction cp(x — q)p(x) fait
baisser la position d’équilibre de 'oscillateur centré en z en —c. Une illustration schématique de
ce modéle est donnée par la Figure 6.1.

On considére une trajectoire ayant pour condition initiale g9 = 1/4, po > 0 et pour tout
x € Z, o(x)? + mo(w)? = |2|??, avec z > 2. On choisira plus loin des valeurs exactes de og(x) et
mo(x) satisfaisant cette condition. En tous cas, quelles que soient ces valeurs, (qo, po, ¢o) est une
condition initiale dans I'espace R? x H..% pour tout s > 2z + 1, puisque pour tout s € R, on a
(voir sections 5.5.1 et 5.6.1)

Hmi={¢=(%ﬂ)iz—>ﬂ@2

S (el + 1) (p(a)? + 7(0)?) < oo} |

TEZL
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La particule part donc du bord droit de 'oscillateur centré en 0 et se dirige vers la droite, en
direction de celui centré en 1. On choisit les conditions initiales ¢g(1) et mo(1) de fagon a ce
que, aprés un temps (2p0)71 , & 'instant ou la particule atteint le bord gauche de l'oscillateur
centré en 1, cet oscillateur ait une hauteur nulle et soit en train de monter : go(on)_1(1) =0et
T (2pg) 1 (1) =17 > 0. Ce choix est possible puisque cet oscillateur a jusqu’alors évolué librement,
suivant les équations de mouvement

or(1) =m(1),  7(1) = —pe(1).

La conservation de I’énergie fait que la particule continue alors son mouvement vers la droite
sans changer de vitesse ; elle traverse donc la zone d’interaction en un temps (Zp(])*1 et arrive au
bord droit ¢ = 1+ 1/4 de l'oscillateur a l'instant t = pg 1 La conservation de I’énergie permet
alors d’affirmer que la particule ne continue son chemin vers la droite que si

gritesin () +¢ (oo (5, ) =1) >0
=P csin | — clcos|{— | — R
P 2po 2po

et I'énergie cinétique p?/2 & la sortie est alors égale a cette somme. Or il existe une vitesse critique
p* > 0 telle que pour tout p > p* et tout x € N*,

1 1 z
2cz”® sin <—> + 202 (cos <—> — 1> > e .
2p 2p 2p

On choisit donc py > p* de sorte que p* — pg >c (2]9)_1 . La particule a alors accéléré et continue
a se diriger vers la droite, en direction de 'oscillateur suivant, centré en 2.

On procéde alors par récurrence, en introduisant les notations p) = pg et ) = 0. Soit
x € N*. On suppose que la particule arrive en ¢ = x — 3/4 a 'instant t@) et avec une vitesse
p@ > p*: elle se dirige alors vers loscillateur centré en z et il lui faut un temps (2p($))71
pour atteindre le bord gauche de celui-ci. Ce nouvel oscillateur n’ayant pas encore été rencontré,
il a évolué librement jusqu’alors et on peut choisir po(x) et mo(z) de sorte qu’a linstant t =

T

t@) 4 (2]9(:’3))71 , on ait @y(x) = 0 et m(x) = 2* > 0. Avec cette hypotheése, la particule continue
son mouvement vers la droite, toujours avec la vitesse @) et atteint le bord droit de l'oscillateur
a linstant ¢t@D .= ¢(@) 4 1/p(x). La conservation de I’énergie permet alors de définir la vitesse
p@t) 3 1a sortie du plot par

(09)" = (59" + 2c0% sin (ﬁ) +2c (C"S (ﬁ) B 1> ’

ce qui implique la minoration suivante de la variation d’énergie

z

(1)(”"’“))2 - (1)(”C)>2 > %.

La suite (p(x))xeN* ainsi construite est croissante, & valeurs plus grandes que p* et il existe une
constante K, > 0 telle que p(® > sz%(zﬂ). La suite des instants t(*) = Z;;l p(j)_1 reste borné
uniformément en z puisque z > 2. La particule part donc a infini en un temps lim,_ o t®) fini.

On a donc construit une solution maximale, avec une condition initiale dans un espace R? x
H,.; pour un certain s > 3, qui n’est pas globale en temps. L’explosion qui se produit est liée
au fait que l'espace H. S considéré ici permet aux oscillateurs d’avoir des énergies trop grandes :

res
lors des interactions, la particule accélére trop et part trés rapidement en infini. Pour que la
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particule accélére moins, il faut empécher les oscillateurs d’avoir une énergie trop grande et pour
cela, restreindre 1’espace des conditions initiales. On verra dans la section 6.3 que dans le cas du
mouvement en dimension 1 ou sur le tore, restreindre les conditions initiales a I’espace R? x H.5

(respectivement T™ x R™ x H, ) avec 1 < s < s, — 1 (ou s, est défini dans I'Hypothése 5.7) est
suffisant pour assurer I’existence de solutions globales pour toute condition initiale. Le cas du

mouvement dans R™ avec n > 2 est plus délicat (voir la Remarque 6.4) et n’est pas résolu ici.

6.2 Existence de solutions locales en temps

Avant d’étudier I'existence d’'un flot global, on commence par s’intéresser & l’existence de
solutions locales en temps. Comme indiqué précédemment, on choisit les conditions initiales
non pas dans R*® x N’ (respectivement T™ x R™ x N”), mais dans les espaces R?" x M5
(respectivement T™ x R™ x H,.%), pour 1 < s < s, — 1. La minoration de s par 1 assure que
les H,5 considérés sont de mesure pleine dans A’ : pour s plus petit que 1, 'espace H, 5 est
trop petit pour étre intéressant. On impose de plus la majoration de s par s, — 1 pour pouvoir
utiliser 'Hypothése 5.7. Pour des espaces H,..5 plus gros (s > s. — 1), on perd le contrdle sur
la fonction a (voir le Lemme 5.8) et les diffuseurs peuvent avoir une énergie trés élevée, comme

dans 'exemple développé dans la section précédente.

Théoréme 6.1. On suppose les Hypothéses 5.5 et 5.7 satisfaites. Alors, pour tout 1 < s < s.—1
et toute dimension n € N* les équations Hamiltoniennes (6.1)-(6.3) définissent un flot local
(&, ¢1) sur R*™ x H..5 de classe C' par rapport a t.

Tes

7tL’I‘ES

Démonstration. En définissant ¢ := e ¢, on peut réécrire le systéme d’équations (6.1)-

(6.3) :

G = Dt
B = F+ (e Va(&)),

t
Py ¢0 + / LreseiTLresa (57') dr,
0

ou encore, puisque d’aprés le Lemme 5.8, L,csa (€) appartient a ;.5 pour tout & € R?",

e = Dt (6.4)
pr = F+ (e Va(g)), (6.5)
¢t = LreseithSO‘ (&) ) (66)

avec g = ¢g. L’opérateur e *Lres étant un isomorphisme unitaire de R?" x H;.5

chercher des solutions dans R?" x H,.% au systéme (6.1)-(6.3) est équivalent & chercher des
solutions dans R?" x ‘H, 2 pour ce nouveau systéme.

On introduit la notation

dans lui-méme,

t
t
@=[¢]|= Z ER x R x H 5. (6.7)
¢\
Le vecteur
t
O;,=|&
Py
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est solution de I’équation différentielle autonome

d®;

avec pour tout @ € R x R?™ x H 5,

1

X (©) = (6.9)

p
F+ <etLT551/J; Va (§)>
Lrese_tLresO‘ (6)

L’Hypotheése 5.7 et le Lemme 5.8 assurent que le champ de vecteurs X est a valeurs dans R x
RQn x H$

re- On munit cet espace d'une norme encore notée ||-||_, définie par

1Ol = [t| + lal + [p| + [¥]l_y, VO €RxR™xHZ. (6.10)

Le lemme suivant, démontré en fin de section, permet de conclure.

Lemme 6.2. La fonction X, définie par (6.9), est localement Lipschitzienne sur R x R?™ x H,.5,

pour tout 1 < s < s.— 1, c’est-a-dire que pour tout @y € R x R?" x H5, il existe deux constantes

a et K strictement positives, K dépendant de a et Oy, telles que pour tous @1 et Oy dans le
voisinage V' de O défini par

V={@cRxR"xM,2,[©—0|_, <a},

TES?

on at

[X(©1) = X (@:)]|_, < K[|© —Oqf _,.

[

En effet, le théoréme de Cauchy-Lipschitz donne alors I’existence, pour toute condition initiale
Oy € R x R?" x H;.%, d’une solution locale pour 1'équation (6.8) de classe C' par rapport au

Tes?
temps. On conclut a l'existence locale de solutions (&, ¢y) = (§t,etLT“1/Jt) aux équations (6.1)-

(6.3), pour toute condition initiale (£, @) = (&0, %0) € R?™ x H;.5 en t = 0. O

Pour que la preuve du théoréme soit compléte, il reste & démontrer le Lemme 6.2.
Démonstration du Lemme 6.2. Soient @ et @9 appartenant & V. Comme

0
_ pP1— P2
X (®1) - X (®2) - <€t1Lres¢1; Va (51)> _ <€t2LT551/12;V(X (§Q)> ) (611)
LresetlLTesa (51) - LresetQLTesa (52)

on a la majoration

X (©1) = X ()|, < |pr —pa| + [((e"Fres —e2Pres) 4hy; Va (61))] (6.12)
+ [{ePFres (1hy — o) s Var (1)) (6.13)
+ (e hreny; V(a (&) — a ()| (6.14)
|| Lres (€ Fres — e2Pre) a (&), (6.15)
+ || Lrese®P e (@ (&) —a (&), - (6.16)

On va majorer chacun des termes, un par un, pour conclure.
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— Terme (6.12) : Par la définition (5.25), on a

‘<(6t1Lres _ et2Lres) T;Z)I; VOZ (£I)>{ — ‘<A—5¢1; Ase—t2Lres (6(t2—tl)Lres _ 1) VOZ (£I)>‘ ,
et 'inégalité de Schwarz et 'Hypothése 5.5 impliquent

|((efFres — elrest2) 4 Va (&) ]l _y x K () (11 — ) [ty — to] |V (&),

<
S K|t1 - 752| ||VO[ (51)Hs+1’

car V est borné. Puisque
s s 1
IV €l = 14790 (- = anll . HAQHC@) (o) H |
b

on obtient par 'Hypothése 5.7
HVOZ (51)||5+1 S Ka

et on conclut
|<(6t1Lres _ et2Lres) 13 Va (51)>| < K|t] —to].

— Terme (6.13) : On utilise la méme méthode que pour le terme (6.12) :

|<et2Lres (1 —2) ; Vau (51)>‘ — |<A_S (1 — 1b2) ;Ase—teresva (51)>‘
91 = ol e = Va ()],

<
< K|l — el

— Terme (6.14) : Un raisonnement similaire aux deux premiers implique

| (€257 1hg; V (a (&) — @ (£2)))] [((A™*0g; A%e ™27V (ar (&1) — @ (&2))))]
K|V (a(é) —a(é))l,-

IN

s

s Sont décroissants,

Par définition de s et se, ona s < s,—1 < 2 < s.. Puisque les espaces H
on a alors

[(e2Eresapa; V (a (€1) — a (€2)))] < K[V (@ (&1) = a (&),

De plus, d’aprés ’'Hypothése 5.7, la fonction ¢ — A?Vp (z — ) est une fonction dans C°;
il existe donc un compact B, dépendant de V mais pas de g1 et go, tel que

AT (Vp(z—q1) = Vp(z — @) < K |¢1 — 2| 15(2).
Par conséquent,

IV (e (&) —a (&)l < Kla — gl

et on conclut

|(et2Eresan; V (a (&1) — a (&2)))] < K |a1 — o

— Terme (6.15) : L'opérateur L,.s commute avec les opérateurs et2lres of elres(ti—t2) _ 1 (ela
permet d’écrire, en utilisant les Hypothéses 5.5 et 5.7,

K (t2)°
< K {t2)'

IN

HLT’ES (etlLTes _ et2LTes) o (51)‘

-

N

Lo (1) e
t1 — t2>8 ‘t1 — t2’ HLresa (gl)H—s-H :
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Comme s > 1, —s + 1 < 0 et la décroissance des espaces H;., implique
| Lyes (efrFres — elolres) o (&) H < K (t2)® (t1 — t2)® [t — to| || Lrescr (1) ] -
Puisque V' est borné, on conclut
HLT‘GS (etlLTes _ et2Lres) o (é‘l)H_S S K ‘tl _ t2’ .

— Terme (6.16) : En faisant commuter L, et e’2Fres et en utilisant ’Hypothése 5.5, on peut

écrire

HLresetQLres (@ (&) —a (52))H_5 K || Lyes (o (&1) — a (52))”73

K || Lyes (o (§1) — a (&2))]] -

De la méme fagon que pour le terme ||V (a (§1) — a (£2))]|, étudié lors de la majoration du
terme (6.14), on peut montrer

[ Lres (a (61) — a (&)l < K|q1 — g2

en utilisant le fait que p est dans C2°, ainsi que 'Hypotheése 5.7.
Tous les termes ont été majorés et la conclusion du lemme suit. O

<
<

Cette démonstration s’adapte au cas ot ’évolution de la particule se fait dans un tore décrit
dans la section 5.7, en remplacant 'Hypothése 5.7 par 'Hypothése 5.20. On a donc pour ce
systéme aussi existence locale de solutions pour toute condition initiale dans R?*" x M5, 1
s <s.— 1.

6.3 Reésultat d’existence globale

Une fois I'existence du flot local démontrée, on s’attache a étendre ce flot en un flot global.
Il faut pour cela s’assurer que les solutions locales n’explosent pas en temps fini. On démontre
ici un résultat d’existence de solutions globales en dimension n = 1.

Théoréme 6.3. On suppose n = 1 et les Hypothéses 5.5 et 5.7 satisfaites. Alors, pour tout
1 < s < s.—1, les équations Hamiltoniennes (6.1)-(6.3) définissent un flot global (&, ¢¢) sur
R? x H..5. De plus, t — (&, ¢¢) est de classe C' sur R.

Démonstration. Pour prouver que le flot local, dont I'existence est assurée par le Théoréme 6.1,
peut étre étendu & un flot global, on utilise la conservation de ’énergie de la particule. Elle se
traduit par

p2 P2 ¢ T 'L L
Et - 50 =F (Qt - QO) - / dr <¢0 + / dT,Lrese_T "o (ST’) ) T e — (§T)> . (617)
0 0

On définit la fonction @ comme suit :

(&), @)= /O dTe*LBT% (@(€))y (),  V(2,k) € By x By, Vi € R. (6.18)

Par une intégration par parties dans son intégrale par rapport a 7/, ’équation (6.17) devient

%%_%% - F(qt—qo)+/0td7<—¢o+e_TL”Sa(57)_0‘(50)_5”%57>
SRR R ORARE 1 (I
+5 (la @IF = la @)I7)
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Par définition de 525, on a 50 = 0. Donc on a:

BB P (g —a0)— (00+060)d0) — 2 |3+ 5 (la @I - laeo?).

L’introduction des fonctions A® dans cette égalité et I'inégalité de Schwarz permettent alors de
majorer |p;|* :

IN

< B2l aol + 2 A0 | [ 4% + 2l @ ] — ] + el ~ o el

< PR+ 21F1lge — aol + 2[|A~60]| [[A°Ge | + lla ()1 (6.19)

A

Par une intégration par parties dans la définition (6.18) de gt, puis en utilisant la premiere
inégalité de 'Hypothése 5.5, ainsi que 'Hypothése 5.7, on majore la norme s de ¢y :

|4

t
< e Freag)l, + lla €l + ‘/0 | Erese™ e (&) dr

S

t
< Ko () la (€l + Ko + Ky /0 ()" | Lresax (&)l dr

< K, () (@) + Ko+ K /0 ()" ()" dr

< K@ 14+ max |¢]°), (6.20)
rel= |t

ot on rappelle (t) = V142 En posant h (t) = max ¢[_y;¢1 |¢-| et puisque [[a(&)] = [[a(€)llo
est borné (Lemme 5.8), on obtient finalement une majoration du carré de la vitesse :

< lpol +AIFIA() + K () (14 h(t)) + K
K (6)" (L +h(t)),

Ipe|” <
<
puisque s > 1. En passant & la racine, on trouve donc

s+

(1RO <K BT (1+h(t)2. (6.21)

Ipe| < K (t)

L’application t — ¢; étant de classe C!, la fonction h est continue et dérivable presque partout
(au sens de la mesure de Lebesgue) et pour tout 7' > 0, on a :

PO <ol < K 0F (L4 0)7, (6.22)

pour presque tout |t| < T. L'intégration de (1 + h(t))"*/? h(t) donne

s+1

(1- g)_l (4R = (14 o) ) < K (1) 5 T (6.23)

pour tout |t| < T. Puisqu’on s’est restreint aux s < 2, 1—s/2 est strictement positif. Aussi h(t),
ainsi que ¢, restent bornés tant que ¢ < T, pour tout 7 fini. De I'inégalité (6.21), on déduit
qu’alors p; reste également borné sur 'intervalle [—T, 7] . Enfin, en utilisant 'égalité (6.3) et les
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Hypothéses 5.5 et 5.7, on obtient pour tout t € [T, T

loell s < K O oll_, + K (t)*

t
/ [| Liescr (57)“_3 dr
0

IN

t
K(T)* [|go]|_ + K (T)* /0 [ Lresa (&)l dT

[ o

< K (T)*|¢oll_s + K (T)* Th(t)*
< +o00.

IN

KA(T) ol _, + K (T)*

Au final, les solutions des équations Hamiltoniennes (6.1)-(6.3) ne peuvent pas atteindre le bord
de I'espace R? x H.% en un temps fini. On peut donc les étendre & des solutions globales et le
théoréme est démontré. O

Remarques 6.4. (i) La borne s < s. — 1 < 2, nécessaire dans la démonstration pour que
Uestimation (6.23) implique bien une majoration de |q(t)|, coincide avec l'exemple de trajectoire
développé dans la section 6.1. En effet, pour un choiz trop élevé de s, une particule peut acquérir
assez d’énergie pour partir & linfini en temps fini, ce qui signifie que les conditions initiales de
cette trajectoire ne sont pas associées a une solution globale en temps.

(ii) La démonstration du Théoréme 6.3 n’est pas adaptable, telle qu’elle, en dimension plus grande
que 1. En effet, en dimension n quelconque, l’estimation (6.22) devient

dh(t) s+1

T <K (1+h(t)?,

qui, une fois intégrée, se réécrit

s+1

(1_n§)*1 ((1+h(t))1*"s/2_(1+|q0|)1*"3/2) <K(T): T

Cette estimation n’implique une majoration de |q(t)| que lorsque 1 — ns/2 > 0, c’est-a-dire
s < 2/n. Lorsque n > 2, on nest donc assuré de l’existence globale des solutions que pour les
conditions initiales dans des espaces H, S, avec s < 1, qui ne sont plus de mesure pleine.
Lorsque s > 1, les espaces H..;. sont de mesure pleine mais le réservoir peut avoir une énergie
plus grande (voir I’Hypothése 5.7) et peut donc, pour certaines conditions initiales particuliéres,
transmettre trop d’énergie a la particule pour avoir une solution globale en temps, a l'instar du
phénomeéne décrit en dimension 1 dans la section 6.1. Les conditions initiales provoquant des
explosions en temps fini semblent néanmoins improbables et ’existence de solutions globales en
temps pour presque toute condition initiale dans R*® x N7 et en dimension n > 2 pourrait se
démontrer par des arguments probabilistes prouvant que ’ensemble des conditions initiales dans

H.S5, avec s > 1, provoquant une explosion est de mesure nulle.

Dans le modéle décrit dans la section 5.7, ot la particule évolue sur un tore, I’existence globale
des solutions est assurée en toutes dimensions par le méme raisonnement que celui utilisé dans
le théoréme précédent. Ceci est dii au fait que I’'Hypothése 5.20 donne une majoration plus forte
sur Ajp que celle donnée par 'Hypothése 5.7.

Théoréme 6.5. On se place dans le modéle du tore décrit dans la section 5.7 et on suppose les
Hypotheses 5.5 et 5.20 satisfaites. Alors, pour tout 1 < s < s. — 1, les équations Hamiltoniennes
(6.1)-(6.3) définissent un flot global (&, ¢r) sur T x R™ x H. 5. De plus, t — (&, ¢¢) est de classe
C! sur R.
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Démonstration. La démonstration est similaire a celle du Théoréme 6.3, et on peut majorer
I’énergie cinétique a 'instant ¢ par

t
pul? < Ipof? + 2|F \ [ pear
0

+ 2| A7 0| A% + o (€017

avec H(Et < K (t)** . En désignant par
S

h(t) = mazre(—

-
/ Dr dT/
0

le déplacement maximal sur 'intervalle de temps [—|t[; |t|], on obtient

dh(t )
P ) < K 02 (04 b2,

L'intégration de (1 + h(t)) ™2 i(t) donne

s+1

2<u+h@ﬂﬂ—(hw%wﬂ)gkxﬂz T (6.24)

pour tout |t| < T. On conclut alors de la méme fagon que dans la démonstration du Théoréme 6.3.

O

6.4 Continuité par rapport a F'

La fin de ce chapitre est consacrée a I’étude de la régularité des solutions du systéme par
rapport a la force extérieure F. On ne développera que le cas ot les particules évoluent dans R,
le cas de I’évolution dans un tore étant similaire. Les résultats de cette section et de la suivante
sont des adaptations en dimension infinie des théorémes de régularité de solutions d’équations
différentielles ordinaires en dimension finie démontrés dans [68]. La premiére étape est I’étude de
la continuité par rapport & F' des solutions.

Théoréme 6.6. Les solutions sont continues par rapport a F, c’est-a-dire pour tout t réel et
toute condition initiale (to,&o, o) € R x R2 x H,.5, 1 < s < s.— 1, la fonction

res?

F — (¢ (to, 0, 60), ¢} (to, €0, 60))

est continue sur R.

Démonstration. Puisqu’on a la décomposition (ff, gbf) = (ff, etLTesi/)f) et que opérateur etlres

ne dépend pas de F, il suffit de montrer que la fonction F' — (£/'(©q), 9f (©q)) est continue sur
R, pour toute condition initiale @ € R x R? x H,.% avec g := e 0Lrespg. On reprend ici la
notation ©® = (¢,&,v) introduite dans I’équation (6.7).

Soit (®g, F'*) une condition initiale dans R? x H.% x R et soient 1 et ty deux réels vérifiant

—00 < t1 < tg <ty < +0o. Pour tous a et b strictement positifs, on définit I’ensemble

e - el

HS:{(G),F) ER3 x H, 2 xR, ty Stgtg,‘ <a,|F — F*| gb}.
—S

On rappelle que la norme | - ||_s sur R x M, est définie par ’équation (6.10). Les couples

((—)f*,F*) appartiennent a II_g, pour tout ¢ < ¢t < tg9, et II_4 est un cylindre d’axe 1'axe du
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temps t. C’est de plus un fermé borné dans R? x H 5 x R, 'ensemble {@f*,tl <t< tg} étant

res
lui-méme un fermé borné de R3 x H.3

oi- Enfin, la continuité de la solution ¢ — @f " implique que
II_; est d’intérieur non vide, puisqu’on peut trouver € > 0 tel que la boule centrée en (@g* ,F*)
et de rayon ¢ soit incluse dans I1_;.

Soit F' € R tel que |F — F*| < b. On va montrer que pour tout t; < t < to, (t,&F, 9 F)
appartient aussi & II_; et qu’il existe une constante K indépendante de F' et F™* telle que

|t.ef el = e wf| < x1F-pP.

Tout d’abord, (@f;,F) = (O, F) est un élément de I1_g. Aussi, lorsqu’on fait tendre ¢ vers
+00, le point (®f, F) quitte II_, et on note ro le premier instant aprés ¢y auquel le point sort
de II_; :

ro :=1inf {t >t | (©F F)¢ Im_,}.

Cela implique en particulier ty < r9 < to. Symétriquement, en faisant décroitre ¢ a partir de £,
on définit t1 < rq < tg comme étant le dernier instant ou le point (@f , ) entre dans II_g avant

to :
r1:=sup {t < tg | OF F)¢ I} .
Une intégration de I’équation (6.8), pour tout temps tg < ¢t < ro, implique
t
H@f-@f* :‘/m<XF(@f)—XF*(®fj)dT
S to —s
t * ¢ * * *
gi/HXF(Qf)—XF<®f)‘ (h+:/HXF<@f>—zXF<@f>‘ dr.
to —S to —S
D’aprés la définition de X ¥, donnée par 1'équation (6.9), on a
0
* * * 0
XF<95>_XF<95>: F — F*
0
Comme l'opérateur X ¥ est localement lipschitzien (Lemme 6.2), on obtient l'inégalité :
t
H@f—@f <K @f—@?‘ A7 + (tas — 1) |F — F*|, (6.25)
—S tO —S

ce qui permet d’appliquer le lemme de Gronwall :

Jor —ef|_, < ta =ty 17 - Py

< Ky |F — F*|.

En restreignant le choix de F' a |F — F*| < min(a/K>,b), on conclut que r3 = t2 et que pour
tout ¢ dans [tg,to], on a

H@f-@?” < Ky |F — F*|.

On traite de la méme facon le cas des temps antérieurs a to pour trouver r1 = t; et 'existence
d’une constante K telle que pour tout ¢ € [t1,to] et tout F vérifiant |F — F*| < min(a/K1,b),
on ait

H@f-@?” < K, |F — F*|.
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Finalement, on peut trouver deux constantes K et K’ strictement positives telles que pour
tout t € [t1;t2] et pour tous F et F* avec |F — F*| < K’ on ait

|of - er]

< K|F—F*.
S

D’oit la continuité par rapport a F. O

6.5 Dérivabilité par rapport & F'

Une fois la continuité démontrée, on s’intéresse a la dérivabilité de (§f , qﬁf ) par rapport a

F. On ne traitera ici que le cas ot (£,¢) € R? x H.5, 1 < s < s. — 1, le cas ot I'évolution des

particules se passe dans le tore se traitant de fagon similaire.

Théoréme 6.7. On considére n = 1. Pour tout instant t € R et toute condition initiale
(to,&0,00) ER X RZ x H;:5, 1 <5 <s.— 1, la fonction

F o (& (to. 0. ¢0) . &1 (to, o, b0))

est de classe Ct.

Démonstration. Pour montrer la dérivabilité de ®f par rapport a F, on étudie les taux d’ac-
croissement, définis pour F # F™* par

0
o OF—ef" |t FF

Ut FFY) = ——— = Uo(t FLF*) |7
Ws(t, F, F*)

ot ¥y et Uy sont a valeurs réelles et W3 est a valeurs dans H, 5. D’apres le Théoréme 6.3, ¥ est

de classe C! par rapport a t. En utilisant I’équation (6.8), on obtient que sa dérivée temporelle
vaut : » ( F) o ( F*)

. X" (®)-X" (0

W(t, F F*) = .
() F— F*

La définition de X et X¥", donnée par I’équation (6.9), permet d’écrire

Uy (t, F,F*) = Wy(t, F, F),

\112(t F F*) =1 + (etLresth;al(gtF)) - (etLresth*;al(gt *))

F — F * 9
F *
j ) « -«
\II?)(t? F’ *) = LresetLres (é.t ) — ié‘t )’

pour tout (t, F, F*) € R3, F # F* et ou o/ (&)(z,y) = p'(x — q)c(y) <(1)> .

D’aprés le lemme d’Hadamard, il existe des fonctions h et h' définies sur R?, de classe C°
par rapport & leurs deux variables, telles que

ple—qf ) = pla—qf")

n(z—afe—af") (o —af").
pla—a)—pa—a") = W (v—afio—q) (s =),
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Ces deux fonctions sont continues par rapport a (t, F, F*) (puisque ¢/ et ¢/ le sont), de classe
C! par rapport a t et satisfont pour tout ¢ € R

We—qx—q) =p(r—q)  W@—-qz—q =p"(z—-q).

En définissant les fonctions h et i/ par
iL(t,F,F*)k(.%’) = h<x—qf,x—qf*>ck <(1)> ,
Wt F,F*)(z) = h (x—qf,x—qf*) Ck <(1)> ,

pour tout x € E; et tout k € Fs, on réécrit le systéme dont W est solution :

Uy = Uy, (6.26)
Uy = 14 {(ePreWga/ (&) + 0y <etLres¢f*;B'(t,F,F*)>, (6.27)
U3 = U Letlreh(t, F F*), (6.28)

que 'on réécrira pour simplifier

U(t, F,F*) =Y (t,F,F*) (Y(t, F,F™)),

avec pour condition initiale W(0, F, F*) = 0. Le lemme suivant permet de conclure.

Lemme 6.8. Pour tout ®g € R3 x H_.5 et tout couple (F, F*) € R? I’équation différentielle

x(t, F,F*) =Y (t, F,F*) (x(t,F, F"))

admet une solution globale en temps avec condition initiale nulle et Uapplication (t,F, F*) —
x(t, F, F*) est continue sur R3.

En effet, on obtient

orOf = lim W(t,F,Fy) = lim x(¢, Fy, Fy) = x(t, Fy, F

F t F:Fl FQ*’Fl ( Y 17 2) FQ*’Fl X( Y 17 2) X( Y 17 1)7

ou, d’apres le lemme, x(t, F1, Fy) est défini pour tout ¢ et Fj réels, et est continu par rapport a
ces deux variables. On en conclut que @} est lui aussi défini et continu, et le théoréme est

démontré. O

Reste a démontrer le Lemme 6.8.
Démonstration du Lemme 6.8. On réécrit les équations (6.26)-(6.28) satisfaites par

X = (O’XI’X2’X3) GRXRQ x H S

res *

X1 = X2 (6.29)
X2 = 1 + <6tLres X3; O/(é—f)> + <etLres ¢f‘*, ﬁ/(t’ F, F*)> X1 (630)
X3 = Lyeselresh(t, F, F*)x1. (6.31)

On sait que les fonctions (¢, F) +— o/ (¢f) et (¢, F,F*) <etLT€Sq§f*;iL/(t,F, F*)> sont des

fonctions de classe C! par rapport a t et continues par rapport a F et F*, d’aprés le Théoréme
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6.6 et 'Hypothése 5.5. Pour prouver le lemme, il suffit de montrer que ce systéme admet pour
tous paramétres F' et F* des solutions globales, continues par rapport a ces deux parameétres. On
va donc naturellement décomposer la preuve en trois étapes : d’abord 'existence d’un flot local,
qu’on étendra ensuite en un flot global, et enfin la continuité. Les raisonnements sont identiques
a ceux utilisés dans la démonstration des Théorémes 6.1, 6.3 et 6.6.

1. Ezistence de solutions locales : 1l suffit de prouver que Y (-, F, F™*) est localement lipschit-
zien. On utilise pour cela des majorations similaires & celles développées dans la preuve du
Lemme 6.2.

Soient (¢,7) un point de R x R? x H,.% et (f,%) dans un voisinage borné de (¢, x). Alors

[V (t, F, F)(x) = Y (I, P, F)(X)||
< Ix2 — Xel + ‘(etLT“X?,;O/(Sf» - <€£L”S§3;a’(§f)>‘
(etbresgf 3B (1, F,FY) ) xa = (eres o s WL FLFY)) X

LT’ESetLTeSiL(t7 F7 F*)Xl - LT’ESGELTeSiL(f? F7 F*)le‘

+

d

<K Bt—1)+Ix—xl_,)

—S

ou B:RT — RT est une fonction continue et croissante telle que 3(0) = 0.
2. Passage du local au global :
Soit T' une constante strictement positive. Pour tout ¢ dans [-T,T], on peut borner
Ix(t, F, F*)||_, de la fagon suivante :
Ix(t, B, FA) g < lIx (0, B F) g + [Ix (8 F, F) = x(0, F, F7)||

S S

t
< IO, FF), + \ [ e E) (R F i

IN

t
(0, B, F)||_. + \ [+ K I R ) dr

IN

t
(0, F, P, +T+K1 [ ixeEFar
0

|| _ reste borné sur [-T,T7,

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve que ||x (¢, F, F*)
et que les solutions peuvent étre étendues a t € R.

3. Les solutions sont continues par rapport a (F, F*) :
Soient (Fy, FT') et (Fa, Fy) deux couples de réels. On a la majoration

HX(ta FlaFl*) - X(ta F27F2*)Hfs

t
< /0 1Y (7, Fy, F7) (X(7, By, FY)) = Y7, B, Fy) (X(7, B, FY))|| g dr

t
< /0 1Y (7, Fy, F7) (X(7, By, FY)) = Y7, By FY) (X7 B, Fy))|| g dr

t
+ /0 1Y (7, F1, FY) (X(7, F2, Fy)) = Y (7, Fa, Fy) (x(7, F2, F3)||_, d7

t
<K / IX(r, 1, F}) — X(r, By F)||_y dr| +2(1F - F}|,|Fa — B,
0
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ol v : RT x RT — R* est une fonction continue et croissante par rapport a chacune de
ses variables, avec v(0,0) = 0. De méme que dans la démonstration du Théoréme 6.6, le
lemme de Gronwall permet alors de conclure sur la continuité de x par rapport a (F, F™*).

O

153

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 6. Théoréemes d’existence et de régularité des solutions globales en temps

154

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

Chapitre 7

Un théoréme de fluctuation-dissipation

7.1 Introduction

Les théorémes de fluctuation dissipation sont bien connus en physique, dans divers contextes.
Ils permettent en principe de prédire le comportement d’un systéme proche d’équilibre & partir
de ses fluctuations a I’équilibre thermique [47, 48]. Un exemple d’un tel résultat est la relation
d’Einstein
m = (D,

entre la mobilité m, la constante de diffusion D et la température inverse §. On s’attend a ce
que cette égalité soit vérifiée pour des électrons ayant un mouvement Brownien avec constante
de diffusion D & I’état d’équilibre thermodynamique et & température inverse (3. Elle exprime
trés précisément la réaction de ces électrons a une petite force extérieure F' de la facon suivante :
la mobilité m, définie comme étant le quotient de la vitesse de dérive, produite par la force
extérieure F), par la force F elle-méme, est le produit de la température inverse (3 avec la constante
de diffusion D des électrons en I’absence de la force extérieure (F' = 0).

Comme annoncé dans 'introduction de cette thése, un probléme en physique mathématique
est d’établir ce type d’équation rigoureusement dans des modéles ot la dynamique microscopique
des électrons est décrite de fagon hamiltonienne. Il s’agit d’un probléme difficile. La définition

naturelle de la mobilité est
F_
m = <8F lim u) ,
t—00 t
|F=0

ol on désigne par (-) I'intégrale par rapport a la mesure définissant I’état d’équilibre thermique,
lorsque F' = 0. Donc lorsqu’elle existe, on a

F_
=9 up s o(FP)

ce qui signifie que le courant est proportionnel au champ F' appliqué. L’existence de m et la rela-
tion d’Einstein sont par exemple démontrées dans [19] pour les gaz de Lorentz durs et élastiques,
munis d’'un thermostat de Gauss.

Dans [49], par contre, est étudié un modéle hamiltonien

H(g.0.0) = 5p* ~ Fa+ 3 5 (x(2)” + we(@)’) + 3 p(a)pla - ax),
TEZ TEZ
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cas particulier du modéle décrit dans le chapitre 5 ou les particules évoluent dans R et oul les
diffuseurs sont placés sur le réseau E; = aZ et sont composés d’'un unique oscillateur (Es est un
singleton) de fréquence w. Dans ce modéle, P. Lafitte, S. De Biévre et P.E. Parris montrent que
la mobilité ainsi définie ne peut exister. En revanche, ils obtiennent numériquement puis par un
argument formel, en utilisant la théorie de la réponse linéaire (voir [48]), une relation d’Einstein
& temps fini sous la forme

mp(t) = BD(t) + Oy F), (7.1)
avec P
mp(t) = %TCD’ D(t) = g (¢ —a)%).

Dans la suite du chapitre, nous rendrons rigoureuse et adapterons aux dimensions supérieures
(section 7.3) la démonstration de (7.1) dans le cas général du chapitre 5, en considérant le cas
ou l’évolution des particules se passe dans le tore T™. En effet, la démonstration nécessite la
construction d’une mesure de probabilité invariante définissant 1’état d’équilibre thermique, ce
qui peut se faire sur le tore. Plus précisément, on montre

m(t) = BD(t),

ou

t t

) <3FM) NRUTA -
|F=0

|F=0

(@ —a), —q))  Jodr fJodr (p?. 00,
b = - ) 2t< ) wopem 3

Un probléme intéressant qui reste ouvert est de démontrer l'existence de la limite D = limy_, o, D(t),
ce qui permettrait de conclure
lim m(t) = 8D,

t—o0

ce qui serait la relation d’Einstein adaptée & ce modéle.

7.2 Description de ’état d’équilibre thermique

On décrit dans cette section I’état d’équilibre thermique du systéme couplé composé de la
particule et du réservoir lorsque la force extérieure est nulle : F' = 0. On rappelle que les équations
de mouvement régissant la dynamique sont

qt = Dt
e = (p1; Va (&) (7.4)
Qgt = Lres (th + Ol(gt)) P

ol L, est 'opérateur de H, 5 dans lui-méme, pour 1 < s < s, — 1, déterminant 1’évolution libre
0 1

Lyes := .

res (_wQ 0)

du réservoir (voir I’équation (5.10)) :
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On désigne le flot qu’elles définissent par

0 (q,p;8) = (&(q,p: ), bt (¢, 13 ) ,

ot & = (qt,pr) et O) = Id, 'opérateur identiteé.

Dans le cas des modéles ayant un nombre fini de variables, ’équilibre thermique est décrit
par la mesure de probabilité de densité proportionnelle a e . Cette mesure n’a plus de sens
lorsqu’on a un nombre infini de degrés de liberté. On en construit une analogue, bien définie
sur ’espace des phases T" x R™ x H.J et invariante pour ce flot, c’est-a-dire que pour tout

sous-ensemble mesurable A C T" x R"™ x H,., on a

W (O0(A) = 1 (A),  VieR.

Théoréme 7.1. Pour tout 1 < s < s. — 1, la mesure
1 1502 _gl.
A (&,9) = ze” 2 e PO dgdpdp, (9)

ot Z8 = (2rnB~1)"/? Jn Pl /24, est une mesure de probabilité invariante sur T" xR™ XH,os-

Comme H..% est de mesure pleine dans N, du® s’étend en une mesure de probabilité invariante

sur T x R™ x N7,

On rappelle que la mesure ,ufes est la mesure de Gibbs de 'espace des phases du réservoir
construite dans la section 5.4 (Proposition 5.11). La démonstration du Théoréme 7.1 repose sur
le changement de variable

T:(6¢) €T xR* x H, 5 — (§,0+(¢)), (7.5)

permettant de transformer le systéme couplé défini sur T" x R™ X H, % en un systéme « découplé »

sur ce méme espace, ayant pour état d’équilibre la mesure
8 1 —301p2 3Blla(e)” o
dv? (€,1) = e 0P B0 dgapdpl,, (v) (7.6)

En effet, I'application 7! transforme le Hamiltonien du systéme couplé, & savoir

2 2
H(q,p,9) = % + @ + (&5 (€))
en
2 _ 2
Hor g pw) = o 02O 0y aegsae)
P WP e
- T Ty

ou il n’y a plus de terme de couplage. On parle alors de systéme « découplé » en gardant a ’esprit
que le nouveau systéme n’est pas hamiltonien, la transformation 7-! n’étant pas canonique. On
note de plus que le « découplage » du systéme fait apparaitre dans les équations de mouvement
des nouvelles variables un potentiel (contre-terme) —||a(¢)||?/2 ne dépendant que de la variable
q. Par 'Hypothése 5.20, ||a(§)]| est borné uniformément en ¢ et son exponentielle est intégrable
sur le tore T™, ce qui implique que v? définit bien une mesure de probabilité. La construction
faite ici est identique a celle développée dans [42], dans le cas ou la particule est soumise & un
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potentiel V' confinant. Cette hypothése permet d’obtenir, sous de bonnes conditions sur V et «,
des fonctions intégrables sur R”, et par conséquent une mesure invariante sur R?” x N”.

Démonstration du Théoréme 7.1. La démonstration se décompose en les étapes suivantes. Tout
d’abord, on montre que 'application T définie par I’équation (7.5) est bien un changement de
variable, en vérifiant qu’il s’agit d'un C*° —difféomorphisme de T" x R" x 'H,.% dans lui-méme. On

utilise ensuite ce changement de variable pour montrer que la fonction (£, ¢) € T" x R" x H, .

e~ 207 o= B(&i()) st dqdpd,ufes (¢)-intégrable, ce qui implique que p? est bien une mesure de
probabilité sur T x R™ x H;.%. Enfin, on conclut en montrant que p® est une mesure invariante.

1. L’application T : (§,¢) — (£, 0 + a (§)) est un C®°—difféomorphisme de T™ x R™ x H, 5 dans

TeSs

lui-méme.
Tout d’abord, T est a valeurs dans T™ x R™ x H,5 puisque pour tout (£,¢) = (¢,p,¢) €
T" x R™ x H,% et par définition de || - [|_s (voir I’équation (6.10)) sur cet espace,
2 2
1T = & e+ al)=,
= gl +1p* + o+ a (92,
2 2 2 2

< g+ 1o +2 (017, + lla (©)]2,)

Par croissance des normes || - ||s et puisque |[a(§)]| est borné, d’aprés 'Hypothése 5.20, on a

la (€)))*, < K [|a (€)]]2 = K'; on obtient donc
IT (&, 012, < lal”* + [p]* +2[|0]2, +2K" < oo

et T'(&,¢) appartient a T™ x R™ x H. 5. De plus, T est une bijection. En effet, tout (£,v) €

res:
T" x R™ x ‘H_.5 posséde un unique antécédent dans T™ x R™ x H__% et on a

T~ (E0) = (&9 —a(9)).

Enfin, par définition de «, les fonctions T et T~! sont toutes les deux de classe C*°, et T est
donc bien un C*°—difféomorphisme.

2. 1P est une mesure de probabilité sur T™ x R™ x H;.5.

On va montrer que pour toute fonction G : T" x R™ x H;%, — R vP-intégrable,

/ G o T (& ¢) e WP e 000@)aqdpdul., (¢) = 2° / G (&,9) dv? (€,9). (7.7)

En particulier, pour G identiquement égale & 1, cela montre que la fonction

(&, ¢) s e 2PIPI=Bldi(&))

est dqdpd,ufes (¢)-intégrable et que p° définit bien une mesure de probabilité sur T™ x R™ x H..5.

Soit G : T x R™ x H.% — R une fonction v?-intégrable. Par définition de T, on a alors

[ 6oT(€0)e PO agapaps., (0
- / G (& o+a(©)e e PO dgdpdul, (9)
- / G (&,0) e 2P PO OO dgdpdpl (b~ (€)).
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ol d,ufes (¥ — a (§)) est 'unique mesure (Proposition 5.11) telle que pour tout f € A/, on ait

e B7IIR _ / HOON A, (6~ a (6)).
On remarque qu’on a alors
Qg (4 = o (€)) = e 2O 0wyl (),
puisque

/ (A6—0(O:1) — 1Bl 8 Wiale) 4,8 ()

N 3BIa@I [ w180 g8 (4
Nl

_ o). =3 Blla(©) o= 587 IS —iBa(E)

Y

On obtient donc
/ GoT (&) 2 M@ dgdpdu, (9)
— /G(fﬂ/)) ef%6\1)\2676@07&(6);0{(6))6*%Blla(£)||2+ﬁ(w;a(€)>dqdpd’ufes (1)
= [Glewye O  dgapdi,, (0).
En utilisant la définition de v* (équation (7.6)), on trouve I'égalité (7.7).

3. ,uﬁ est une mesure tnvariante.

En prenant G = f? dans 'égalité (7.6), avec f : T" x R x H..5 — R une fonction quelconque de
carré p°-intégrable, on obtient que p” est une mesure invariante pour le flot ®Y si et seulement
si % est une mesure invariante pour le flot des nouvelles variables (&,4;). Les équations de
mouvement pour ces variables sont

Gt = Pt
P = (g Va(&)) —{al&); Va (&),
¢t = Lreswt — Pt VOZ(&),

ot on rappelle que Va(&) = —V,a(€) (voir I’équation (5.14)). On remarque alors que pour toute
fonction f: T" x R™ x H,.% — R de classe C!, on a

df (&,

f(%wt) = Lof (&) ,
ou

Lof = Vuf -+ Vf - ((@590(€) + 5V ) + e - (Lo =+ Fale)) (79
et avec dyesf défini par
(& o+ h)=[f(&d+h)+dresf - h+o(]|h]).
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Ceci permet d’écrire 1’évolution de f :

f &) =elof(e,),  VEER, V() € T x R™ x H, 5.

On utilise alors le lemme suivant, démontré en fin de section.

Lemme 7.2. Les deux propriétés suivantes sont satisfaites pour tout 1 < s < s. — 1.

(i) L’espace CL (T™ x R™ x H,5;R) des fonctions a support borné (au sens de la norme || - ||—s)
et de classe C' est dense dans L* (T" x R™ x H,5, d,uﬁ;R) .

(ii) L opérateur '™ laisse l'espace C} (T™ x R™ x H; %) stable.

D’apreés la propriété (i) de ce lemme, il suffit de montrer que toute fonction f € C (T™ x R™ x H,.5)
satisfait

d
et Pl =0,

ou on utilise la notation

17112 = / (0., 9)0 (4, . ).

En effet, ceci implique %HeMOfH2 = 0, et donc || fo®Y|> = || f||?, pour tout ¢ € R et tout f € C}.
Par densité, ce résultat est encore vrai pour tout f € L2(T" x R™ x H..5) et u” est bien une
mesure invariante.

On remarque qu’on a

L etto ] oy
= / Lof?dv?
=5 [ Va0 0+ 9,2 @) (0 9a(0) + §Vala(@)1?)
res /(4,9 ) - (Lrest) = Varlg) - p) | 307301 dgapdl, (),

par définition de Lo (équation (7.8)) et de v” (équation (7.6)). A I'aide d’intégrations par parties,
on obtient

_1 18/l
/qu2 (q,p, %) - pe~ PP 3811 qgdpd uf, (1)
1 1
= —/f2 (q,p, ) p - Ve 1@ =201 qgdpdyf, (1)

=58 [ P a.0.6) (b Vulla(©)?) e 31O dgape, (0

et
[ 9 @pv): (<w; Va(e)) + %%Ha(&)\\Q) 2 ez 10O dgdpdu ()
N _/f2 (4,2,9) <(¢;Va(£)> + %Vqlla(é)w)  Vpe 230101 dgdpdpf, (1)
5 [ £ @) <<¢;w<£>> + %unawﬁ) pe” 2P el dgdpdyaf, ().
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De plus, une intégration par parties pour les mesures gaussiennes (voir [35]) permet d’écrire
/ dresf? (4,p,9) - (~Va(§) - p) e 2 PP 31O  agapdpf, (v)

=5 / £2 (4,0, ) (15 Va(€) - p) e~ 271 3010 @I qgdpdpf, ().

Par conséquent, il reste
d _18p12 Lallale)2
(] / dresf? (0.0,9) - (Lrest) e~ 277 200 dgdpdpf (v)

d —18p12 18lla(e)l2
= a /f2 (q,p, etLT'CS T,Z)) e 2/3|p| 626” (5)” dqdpdﬂfes(w)
t=0

Comme e'fres est un opérateur unitaire (voir 'équation (5.11)), la conclusion suit. O
Reste a démontrer le Lemme 7.2.

Démonstration du Lemme 7.2. Pour montrer la propriété (i), on remarque tout d’abord que

Cé (T™ x R™;R), 'ensemble des fonctions de classe C! & support borné définies sur T x R",

dense dans L? (T" x R" e_%mp‘2dqdp' R) Il suffit donc de montrer que pour 1 < s, Cb (H s)

res

est dense dans L? <Hr65, dures7 R) pour conclure.

Pour toute fonction x € C°(R) positive et tout f € H?
H, 5 par

ses» on définit une fonction Gy sur

Gr(w) = x (IlDI2,) 9, v e M,

Ce sont des fonctions de classe C! dont les parties réelles et imaginaires sont dans Cj} (H,.5) .
Soit G un élément de L2 (Hres, d,ures, ]R) orthogonal & toute combinaison linéaire finie de telles

fonctions. Alors pour tout f € HE,, et tout 0 < x € C°(R), on a

Tes

[ o (wI2.) é“Paut ) =0

En désignant par G (respectivement G~) la partie positive (respectivement négative) de G,
et en appliquant le théoréme de Minlos (en particulier l'unicité de la mesure) a I'égalité des

fonctions caractéristiques des mesures G (1) x <H¢\Es) dples () et G~ (1) x <H¢\Es) dples () :

[ @ (Ii.) éNaw) = [ 6 wnc (I0I2,) 6 Pdul o), vr e L (1.3,

on obtient I'égalité de ces deux mesures, et donc G (¢))x <||1/)H2_8) = G (Y)x <||1/)H2_8) . Par

conséquent,
GWx (IW)2,) =0, ¥0<x €CP(R), Vib € Hi,
On conclut que

G(y) =0, Vi € H, 5,

ce qui conclut la démonstration de la propriété (i).

L’affirmation (ii) est une conséquence immédiate de l'estimation (6.24) utilisée pour démon-
trer 'existence du flot global en temps : sur un intervalle de temps borné et pour des conditions
initiales bornées, I'évolution de (&, 1) = (&, &1 — (&) reste bornée. O
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7.3 Relation d’Einstein & temps fini

Le but de cette section est de montrer la relation d’Einstein en temps fini (équation (7.1)).
On considére donc maintenant le cas ot la force F' est non nulle. On rappelle que les équations
de mouvement régissant la dynamique sont

@ = Dpi
]?t = F + <¢t7 VOé (5t)> )
(bt - Lres ((bt + a(&)) .

On désigne le flot qu’elles définissent par

Of (q.p;0) = (& (4,11 9), 0f (0,05 9)) ,

o &' = (¢f ,pf) et OF = (—)8 = Id. On sait, par le Théoréme 6.5 que ce flot existe et est un flot
global en temps pour toute condition initiale (§,¢) € T" xR" x H, 2, 1 < s < s.— 1, c’est-a-dire
pour presque toute condition initiale dans T x R™ x N”.

Comme la particule évolue sur un tore, son déplacement n’est pas la différence des positions
comme dans [49] (voir I’équation (7.1)). Par contre, il est égal a l'intégrale de la vitesse. La
matrice de mobilité m(t) est alors définie par

(Jypar)

m(t) := | Op "

|F=0

et la matrice de diffusion est la matrice D(t) € M,, de coefficients

1 t t
Di7j(t) = Q_t <A (217'\/0 dT/p?7TpZQ7T/>,

otl on désigne par (-) la moyenne par rapport & la distribution initiale p” :
= [ Hapodlre) = [ Fa.p0)dn(@.p.0). V1< s<so—1.
T7 xR™ x N/ T xR X Hyes

Théoréme 7.3. Avec les notations introduites ci-dessus, on a a tout instant t > 0

: Fdr
ULN = BD()F + Oy(|FP)

lorsque la force extérieure F' tend vers 0. En d’autres termes,

m(t) = BD(t)

et on note en particulier que la mobilité m(t) est une matrice symétrique, ce qui est une mani-
festation des relations de réciprocité d’Onsager.

Démonstration. 1. Théorie de la perturbation.
L’évolution d’une fonction f o ®F, pour toute fonction f : T™ x R™ x H;-5, — R de classe C2, est
donnée par

df o ®F

o =Lof0®] + Lpfo®f,

162

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010

7.8. Relation d’Finstein a temps fini

ou

Lpf=F-V,f
et ou on utilise, ainsi que dans toute la suite, 'opérateur Lg redéfini dans les variables (&, ¢)
(voir I’équation (7.8))

Lof = qu “p+ vpf : <¢a Va(f» + dreSf : Lres (¢ + O‘(f)) .

Cela implique
d
dt
Une intégration en temps de cette égalité donne

(e 0f)0®f) = (Lpe ™0 f) 0 Of.

t
fo®F =¢tlof 4 / (e Lpe ™0 f) o ©@Fdr, (7.9)
0
et lorsque la force F est nulle,
fo@®Y =¢tlof, (7.10)

Comme on a montré dans le chapitre précédent que @f est de classe C' en fonction de F
(Théoréme 6.7), on peut écrire pour toute condition initiale (£, ¢) € T™ x R™ x H. 5

O (£,¢) = O£, 0) + Ore s (|F)),

et la fonction t — Oy¢ 4 (|F|) est de classe C'. La différence
(e Lpe™™0f) (O7(€,)) — (" Lre ™" [) (©7(¢,9))

est alors elle aussi d’ordre |F| et de classe C! par rapport a 7. L’égalité (7.9) devient donc
t
fo®i(69) = Mf(E¢)+F- /0 (Ve TH0f) 0 ©0(E, $)AT + Ore o (IFI?)

t
= Bf@ o)+ e [ (dINT,eTf) (€ 0)dT + O (1FF). (T11)

0

2. Calcul de <f0tpfd7'> /t.
L’équation (7.11) appliquée en f = p; se réécrit
T
pr — BTLopi + F. / e(T-i—T )Lovpe—T Lopid’T/ + O7—7§7¢(|F|2).
0

Ces quatre termes sont u-intégrable. En effet, la majoration (6.24), obtenue dans la démonstra-
tion de l'existence globale des solutions (Théoréme 6.5), permet de borner le membre de gauche :

s+1 1 1 s+1
0 < 11 < K0 (ol + ool + 1+ Pll) + 3P (1) 7).

Les deux premiers termes du membre de droite sont eux aussi u-intégrables, par invariance de la
mesure 47 par rapport a 1’évolution lorsque F' = 0. Par conséquent, le dernier terme du membre
de droite est lui aussi pP-intégrable. En utilisant I'invariance de la mesure p® montrée dans le
Théoréme 7.1, on obtient

(W) = o+ P [ (Ve op) ar' +0-(FP).
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Par définition de du?, on a
(pi) = 0.
Une intégration par parties en la variable p permet de réécrire le terme restant :
—7' — L 2
_ Z e~ Lo (V e 16\?\2> efﬁ(d’;a(g»dqdpdufes(gb)
B
= pg <€7T/L°Pip>
= <pieT'L°p> :

par invariance de la distribution initiale. Par conséquent,

-
<p57> = f(F - / <pieT L0p> dr’ + O, (|F%).
0
En intégrant par rapport a 7, on obtient

t

i

3. Calcul de la diffusion.
Par définition de D(t), on a pour tout (i,75) € [1;n]

1
D;;(t) = 5% dT/ dr’ TLOp eTL°p>

1 /

_ 2t dT/ d’T TLop ’TLO / // TLO TLopi>

_ dT/ dT e~ ”LOpp +—/ dT// dr <p-e(T/_T)L°p'>
2t Lt ), 0 ! ‘
1 'L LT L

= o dT/ dT e” p;pi +2_t/0 dT/O dr (pje”"p;).

On utilise la réversibilité en temps de la dynamique pour montrer que ces deux derniers termes
sont égaux (voir [72]). En effet, on désigne par ¢ 'application définie par

79:((]7177907 ) ET”XR”XHW;S ( 7_p7gpa_ﬂ-)'

Comme H o ¢ = H (ou l'expression de H est donnée par I’équation (5.12) page 116), on a
Vo@®F =, 00
pour tous t € R et F' € R™. De plus, par définition de 1, on a pour toute fonction f intégrable
()= (fo).
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En particulier, en désignant par fi, k € [1;n], I'application définie par fi(q,p,¢) = pk, on
obtient

(pse™pi) = (f; (fio©2))
— <(f] o 1) (f, o@g 019)>
= {((fjo0) (fiovo®")))
= (-pj (=e"p))
= (pj (e py)).

Par invariance de la mesure 1”, on obtient donc

(pje™ opi) = (ep;pi) .

1 [t T )
D;;(t) = ;/0 dT/O dr’ <eT Lopjpl->

! Fdr
M = BD(H)F + Oy(|FI?).

D’ot la conclusion :

et
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