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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions la dynamique hamiltonienne asymptotique de particules
libres dans des gaz de Lorentz inélastiques, milieux possédant un nombre infini de degrés de
liberté distribués dans l’espace de façon périodique ou aléatoire. On distingue deux types de
comportement asymptotique, selon que le système soit dissipatif ou non.

Dans le cas non-dissipatif, l’action des particules sur les degrés de liberté du gaz est négligée.
Nous déterminons, numériquement et analytiquement, le comportement asymptotique en temps
de l’énergie cinétique moyenne

〈
‖p(t)‖2

〉
et de la variance du déplacement

〈
‖q(t)‖2

〉
de particules

rapides. L’analyse repose sur l’approximation du mouvement des particules par une marche
aléatoire dont un pas correspond à une collision de la particule avec une particule du gaz de
Lorentz. Nous montrons que les comportements sont différents suivant que la force exercée par le
diffuseur dérive d’un potentiel ou non. En effet, dans le premier cas, nous montrons

〈
‖p(t)‖2

〉
∼

t2/5, alors que
〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/3 dans le deuxième. Ces résultats se démontrent par des arguments

probabilistes, utilisant des théorèmes de convergence de chaînes de Markov et les processus de
Bessel. Nous obtenons également le comportement asymptotique

〈
‖q(t)‖2

〉
dans ces différents

cas.
Dans les modèles dissipatifs, l’évolution des degrés de liberté du gaz de Lorentz est affectée

par la particule et le système dynamique considéré est composé de la particule et du milieu.
Il possède donc un nombre infini de degrés de liberté. Nous démontrons, sur un espace des
phases approprié, l’existence globale des solutions et nous construisons une mesure de Gibbs
décrivant l’équilibre thermodynamique du système. Ces constructions nous permettent d’établir
rigoureusement la relation d’Einstein à temps fini en présence d’une force constante extérieure.

Mots-clés: Mécanique statistique hors équilibre, transport, processus stochastiques, systèmes
dynamiques.
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Abstract

We study the Hamiltonian dynamics of free particles in inelastic Lorentz gases, which are
environments with an infinite number of degrees of freedom randomly or periodically distributed
in space. We exhibit two different asymptotic behaviours, depending on if the particles undergo
dissipation or not.

The model is called non-dissipative when the action of the particles on the degrees of freedom
of the gas is neglected. We determine, numerically and analytically, the asymptotic behaviour in
time of the averaged kinetic energy

〈
‖p(t)‖2

〉
and the mean squared displacement

〈
‖q(t)‖2

〉
of

fast particles. The analysis is based on the approximation of the particles’ dynamics by a random
walk where one step corresponds to a unique collision of the particle with a particle of the Lorentz
gas. We find different asymptotics, depending on whether the force exerted by the scatterer is or
not a gradient field. When it is, we show

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/5, whereas

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/3 otherwise.

These results are proved by probabilistic arguments, bringing into play convergence theorems
of Markov chains and Bessel processes. We also derive the asymptotic behavior of

〈
‖q(t)‖2

〉
in

these different cases.
In dissipative models, the evolution of the degrees of freedom of the Lorentz gas is affected

by the particle and the dynamical system considered is constituted of the particle and the en-
vironment. It then has an infinite number of degrees of freedom. We prove, on an appropriate
phase space, the global existence of solutions and build a Gibbs measure describing the system’s
thermodynamic equilibrium. This enables us to prove the Einstein relation at finite time in the
presence of an exterior force.

Keywords: Non-equilibrium statistical mechanics, transport, stochastic processes, dynamical
systems.
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Introduction

Dans cette thèse, nous étudions la dynamique hamiltonienne d’une particule, appelée « petit
système », dans un « réservoir », c’est-à-dire un milieu possédant un grand nombre, voire un
nombre infini, de degrés de liberté. Plus spécifiquement, nous choisirons comme réservoir un gaz
de Lorentz inélastique, décrit plus loin. Nous considérerons deux situations différentes. Dans le
premier cas, que nous appellerons non-dissipatif, le mouvement des degrés de liberté du réservoir
n’est pas affecté par la présence de la particule. La particule évolue donc dans un champ de force
prescrit, dépendant du temps ; l’énergie de la particule n’est alors pas conservée. Le système
dynamique étudié, uniquement composé de la particule, possède alors un nombre fini de degrés
de liberté et son Hamiltonien dépend du temps. Dans le deuxième cas, appelé dissipatif, la
particule affecte l’évolution du réservoir et de ce fait, l’action du réservoir sur la particule est
altérée. On est alors dans le cadre des systèmes ouverts : des échanges d’énergie se produisent
entre la particule et le milieu dans lequel elle évolue. Le système dynamique est par conséquent
composé de la particule et du réservoir et possède un nombre infini de degrés de liberté. Le
Hamiltonien du système complet est, dans ce cas, autonome. L’énergie totale du système est
donc conservée, mais pas celle de la particule.

L’étude de tels systèmes est motivée par la volonté d’expliquer l’origine des lois de transport
macroscopiques pour des systèmes dissipatifs, comme la loi de Fourier, la loi d’Ohm, les proces-
sus de diffusion ou la relation d’Einstein qui relie la mobilité µ à la constante de diffusion D
par µ = βD, ainsi que par le désir de calculer les coefficients de transport qui y apparaissent
en termes de la dynamique microscopique et de la température du réservoir. Ces lois, observées
expérimentalement et déduites théoriquement par les physiciens, sont fondamentales dans la des-
cription quantitative des systèmes macroscopiques. L’enjeu en mathématiques est de les obtenir
rigoureusement, à partir d’une analyse détaillée de la physique microscopique sous-jacente de
ces systèmes. Par exemple, les phénomènes de diffusion d’une particule dans un gaz peuvent
s’expliquer dans certains cas par des propriétés chaotiques de la dynamique microscopique. On
cherche donc à construire des modèles de systèmes couplés particule-réservoir suffisamment riches
pour capter l’essentiel des phénomènes physiques et suffisamment simples pour qu’on puisse,
mathématiquement, les traiter de façon rigoureuse. En particulier, on veut pouvoir analyser le
comportement de la particule sous l’action du réservoir.

Les gaz de Lorentz

Afin de comprendre comment les ingrédients microscopiques créent les différents compor-
tements macroscopiques du système, de nombreux modèles particule/réservoir ont été utilisés.
Dans cette thèse, nous nous penchons sur une classe particulière de modèles, à savoir les gaz de
Lorentz, et plus particulièrement les gaz de Lorentz inélastiques, dissipatifs ou non.

On appellera gaz de Lorentz tout modèle pour lequel des particules, en mouvement dans R
d ou

le tore T
d = R

d/Zd avec d ∈ N
∗, sont soumises à un champ de force potentiellement dépendant du

1



Introduction

Fig. 1 – Une trajectoire de particule dans le gaz de Lorentz élastique.

temps, dont le support est contenu dans une union dénombrable de boules, toutes de même rayon
et pour l’essentiel deux à deux disjointes. Les interactions entre particules sont donc négligées
dans ces modèles. Les boules composant le support du champ de force sont réparties dans R

d,
aléatoirement ou sur un réseau. La force subie par une particule est alors la somme de forces
locales, chacune d’entre elles étant à support dans une de ces boules. On suppose que toutes ces
forces locales sont identiques à une éventuelle rotation près, de sorte que la force globale modélise
un ensemble de diffuseurs identiques. Entre deux événements diffusifs, les particules se déplacent
à accélération nulle, et donc de façon rectiligne.

Cette définition englobe une grande variété de modèles, qui seront décrits plus précisément
dans la suite. En particulier, on parlera de gaz de Lorentz « dur » lorsque chaque force locale
provient formellement d’un potentiel qui est, à chaque instant t, infini sur son support : dans ce
cas, les particules subissent une réflexion spéculaire sur le bord du support du potentiel. Dans
ce contexte, les diffuseurs sont appelés aussi obstacles. Au contraire, lorsque toutes les forces
locales dérivent d’un même potentiel borné, nous dirons que le gaz de Lorentz est « mou ».
Physiquement, cela signifie que la trajectoire d’une particule peut traverser les boules, support
du gaz de Lorentz. On distingue de plus les gaz de Lorentz élastiques, dans lesquels les forces
dérivent d’un potentiel indépendant du temps et où donc l’énergie de la particule est conservée,
des gaz de Lorentz inélastiques pour lesquels ceci n’est pas le cas soit parce que la force n’est pas
le gradient d’un potentiel statique, soit parce qu’elle dépend du temps.

Tous ces modèles généralisent la définition initiale du gaz de Lorentz, appelé ici gaz de Lorentz
classique, qui appartient comme on le verra à la classe des gaz de Lorentz durs et élastiques.

Le gaz de Lorentz classique. Introduit au début des années 1900 par Lorentz [57], le gaz
de Lorentz classique a pour but de décrire le mouvement d’électrons dans un métal en utilisant
les méthodes de la théorie cinétique. Dans ce modèle, le mouvement des électrons a lieu dans
R

3 et les atomes du métal (réservoir) sont assimilés à des obstacles fixes, sphériques et durs.
Les interactions entre les électrons sont négligées, de sorte que chaque trajectoire d’électron est
indépendante des autres. La dynamique ne prend donc en compte que les collisions élastiques
entre les électrons et les atomes du métal environnant (voir la Figure 1).

Lorentz a montré par des arguments physiques que la distribution f(q, p, t) des électrons dans
le gaz satisfait l’équation de Boltzmann linéaire

∂tf + p · ∇qf + F · ∇pf = NatR
2C(f), (1)

dans le cas où on rajoute une force extérieure constante F au modèle. Dans cette équation, q est
la position d’une particule, p son moment conjugué (ou quantité de mouvement), Nat et R sont

2



respectivement la densité et le rayon des atomes et le noyau de collision C(f) est défini par

C(f)(t, q, p) :=

∫
|v|=1
p·v>0

(f(t, q, p− 2(p · v)v) − f(t, q, p)) cos(p, v)dv.

Lorentz résout cette équation lorsque F 6= 0 par une méthode perturbative. Il conclut à l’existence
d’un courant électrique proportionnel à F, entraînant en particulier l’existence de la mobilité,
dont il démontre qu’elle dépend de la température T en T−1, reproduisant ainsi un résultat de
Drude.

Bien qu’il soit clair que le mouvement des électrons dans un métal est bien plus compliqué
que cela et fait notamment intervenir des phénomènes de physique quantique, le gaz de Lorentz
classique, ainsi que quelques variantes, sont restés un sujet largement étudié. En effet, malgré la
simplicité des phénomènes microscopiques qu’il met en jeu, les phénomènes macroscopiques sont
complexes. La modélisation (1) a été démontrée rigoureusement, en l’absence de force extérieure
(F = 0) et dans la limite de Boltzmann-Grad, par Gallavotti [33, 34] lorsque les obstacles
sont distribués suivant une loi de Poisson, puis étendue à d’autres distributions d’obstacles par
Spohn [78] et Boldrighini, Bunimovich et Sinai [6]. La limite de Boltzmann-Grad consiste à faire
tendre la densité d’obstacles Nat vers l’infini et leur rayon R vers 0 de façon à ce que NatR

2 tende
vers une constante σ strictement positive. Le cas où la distribution des obstacles est périodique
est plus complexe et aboutit à une équation cinétique totalement différente, comme le montrent
les travaux [81, 60, 26, 37, 61] ; les résultats récents concernant ce problème sont synthétisés par
Golse dans [36].

Une étude du comportement asymptotique est faite dans [65, 63, 64] pour un gaz de Lorentz
classique légèrement modifié auquel on rajoute un champ électrique et/ou un champ magnétique,
et semble indiquer que les conclusions de Lorentz ne sont plus correctes sur une échelle de temps
trop longue.

Lorsque F = 0, les travaux de Bunimovich, Sinaï et Chernov (voir [13, 14, 12]) montrent, en
utilisant la théorie des billards hyperboliques et sans passer à la limite de Boltzmann-Grad, que
les particules dans un gaz de Lorentz classique, en dimension 2 et où les obstacles sont sur un
réseau périodique, ont un comportement diffusif en moyenne :

〈
‖q(t) − q(0)‖2

〉
∼

t→∞
Dt,

où q(t) ∈ R
2 est la position d’une particule à l’instant t et où on désigne par 〈·〉 la moyenne

sur l’ensemble des particules ayant une position initiale dans un rectangle [0;B1[×[0;B2[, base
du réseau, et une vitesse initiale de norme égale à 1. La constante de diffusion D dépend de la
vitesse initiale p0 et croît comme ‖p0‖.

On note qu’il n’y a, à notre connaissance, pas de résultat rigoureux sur les gaz de Lorentz
mous et élastiques. Une analyse numérique, faite dans la section 2.2, aboutit encore au caractère
diffusif du gaz lorsque F = 0 : 〈

‖q(t)‖2
〉

∼
t→∞

Dt,

où la constante de diffusion D croît avec la vitesse initiale p0 des particules, comme ‖p0‖5 et non
plus ‖p0‖ comme dans le cas d’un gaz de Lorentz dur.

On remarque qu’en l’absence de force extérieure F dans le modèle du gaz de Lorentz classique,
l’énergie cinétique des électrons reste constante au cours du temps. On rappelle que dans l’état
d’équilibre thermique les impulsions des électrons sont distribuées selon la mesure de probabilité
de densité proportionnelle à e−β‖p‖

2
, où β est la température inverse. Lorsque les impulsions des

particules sont, à l’instant initial, distribuées selon une mesure proche mais différente de l’état
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d’équilibre thermique, leur distribution ne peut par conséquent pas tendre vers celle de l’équilibre
thermique, et ce modèle ne décrit donc pas l’important phénomène de retour à équilibre. Ceci
résulte du fait qu’aucun échange d’énergie entre la particule et son environnement ne soit possible,
les obstacles étant fixes. Un environnement plus réaliste exerce une force dépendant du temps sur
la particule, qui résulte du mouvement des degrés de liberté de l’environnement. Afin d’étudier
l’effet de telles forces, des gaz de Lorentz inélastiques, que nous décrivons maintenant, ont été
introduits et étudiés. Ils sont de deux types. Lorsqu’on croit pouvoir négliger l’effet de la particule
sur l’évolution des degrés de liberté de l’environnement, par exemple parce que la particule
est légère, on peut considérer que la particule se déplace dans un champ de forces dont la
dépendance en temps est connue d’avance. Nous appellerons ces modèles non-dissipatifs. En
réalité, la particule exerce une force sur l’environnement et, de ce fait, en altère le mouvement.
Ce changement a, à son tour, un effet de rétroaction sur la particule. Pour en tenir compte, il faut
traiter le système particule-environnement dans sa totalité. On appellera ces modèles dissipatifs.
Du fait qu’ils ont un nombre infini de degrés de liberté, ils sont bien plus complexes à traiter
que les systèmes non-dissipatifs. Comme nous le verrons, ce ne sont que les modèles dissipatifs
qui peuvent correctement reproduire les propriétés de transport de base comme la loi d’Ohm et
la relation d’Einstein. Néanmoins, les modèles non-dissipatifs ont également attiré l’attention à
cause de leur plus grande simplicité et parce qu’ils peuvent être valables dans des régimes où
l’influence de la particule sur son environnement est très faible [66, 67, 69, 38, 40, 52, 82, 83, 39,
25, 1].

Gaz de Lorentz inélastiques et non-dissipatifs. On évoque ici quelques modèles inélastiques
et non dissipatifs étudiés dans la littérature. Loskutov, Ryabov et Akinshin, par exemple, ont
analysé (voir [58, 59]) un gaz de Lorentz dur à maille carrée avec une perturbation des bords des
obstacles (obstacles pulsants) aléatoire ou périodique. En désignant par r(t) une petite pertur-
bation du rayon R des obstacles, le rayon perturbé d’un obstacle est R(t) = R+ r(t) et la vitesse
de perturbation est définie par u(t) = ṙ(t). Une particule arrivant sur un obstacle à un instant τ
donné, avec une vitesse v et un angle d’incidence α (voir la Figure 2(a)), est alors réfléchie selon
la loi suivante : 




‖v′‖2 = ‖v‖2 − 4u(τ)‖v‖ cos(α) + 4u(τ)2,

α′ = − arcsin

( ‖v‖
‖v′‖ sin(α)

)
.

Ces équations proviennent de la loi de réflexion contre une droite en translation de vitesse u(t), en
assimilant le bord du disque touché, au point d’impact, à sa tangente en ce point. On remarque
que, si à l’instant τ où l’impact a lieu, la vitesse u(τ) est nulle, on retrouve la réflexion spéculaire

‖v′‖2 = ‖v‖2, α′ = −α

du gaz de Lorentz élastique. Le gaz ainsi défini est toujours un gaz dur et non-dissipatif, puisque
la trajectoire des particules ne traverse pas les obstacles et n’influe pas sur les perturbations des
rayons. En revanche, les chocs sont maintenant inélastiques, et l’énergie cinétique des particules
varie. Dans [58, 59], des simulations numériques indiquent qu’elle croît en moyenne, pour ce
modèle, avec le nombre de collisions subies, avec un exposant proche de 1, aussi bien pour une
perturbation aléatoire que périodique du rayon des obstacles, mais aucune démonstration de ces
affirmations n’est faite dans les travaux cités.

Dans un autre cadre, Dolgopyat et Koralov (voir [25]) se sont intéressés à des gaz de Lorentz
inélastiques, mous et non dissipatifs en dimension d ≥ 4, où les supports des diffuseurs sont
distribués aléatoirement selon une loi de Poisson et où le champ de force est un champ aléatoire,
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Fig. 2 – Exemples de gaz de Lorentz inélastiques

défini sur un espace de probabilités (Ω,F ,P), et ne dérivant pas d’un potentiel. Ils ont alors
montré, en désignant par p(t) la vitesse d’une particule à l’instant t et p0 = p(0), le théorème
suivant.
Théorème. Il existe un sous-ensemble Ωp0 inclus dans Ω tel que P(Ω\Ωp0) tend vers 0 quand
|p0| tend vers l’infini et que p(c3τ)/c converge en distribution vers un processus de diffusion sur
Ωp0 quand c tend vers l’infini, en voyant Ωp0 comme un espace de probabilités muni de la mesure
obtenue par la probabilité conditionnelle PΩp0

:= P(· ∩ Ωp0)/P(Ωp0).
En particulier, lorsque ‖p0‖ est assez grand, l’énergie cinétique moyenne

〈
‖p(t)‖2

〉
se comporte

comme t2/3 avec une grande probabilité. De plus, une intégration de ce résultat permet de
conclure quant au comportement des positions q(t) : le processus q(c3t)/c4 défini sur Ωp0 converge
en distribution vers un processus de diffusion quand c tend vers l’infini. Dans le chapitre 1, nous
développons une analyse pour des gaz de Lorentz inélastiques et non-dissipatifs plus généraux,
dont les résultats dans le cas particulier du modèle étudié par Dolgopyat et Koralov reproduisent
en partie les résultats montrés dans [25] ; nous obtenons en effet

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/3 et

〈
‖q(t)‖2

〉
∼

t8/3.

Enfin, pour des gaz de Lorentz mous, inélastiques et non-dissipatifs dont les forces locales sont
aléatoires, il existe des travaux comme [31, 69, 39] montrant que la distribution des particules
satisfait, à une échelle appropriée, une équation cinétique de type Fokker-Planck. On note que
ce type de résultat ne permet pas directement d’obtenir des informations sur le comportement
asymptotique des particules, l’interversion de la limite t → ∞ avec le changement d’échelle
n’étant pas forcément justifiable.

Gaz de Lorentz dissipatifs. Comme nous l’avons vu, les modèles décrits ci-dessus permettent
à l’énergie cinétique de devenir arbitrairement grande au cours du temps. Ils ne vérifient donc
pas les propriétés telles que le retour à l’équilibre, la loi d’Ohm ou la relation d’Einstein. La
physique essentielle des phénomènes de transport n’est par conséquent pas correctement décrite
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par ces modèles, comme nous l’avons déjà expliqué ci-dessus. Afin d’évacuer ce surplus d’énergie
acquis par les particules, il faut des mécanismes de dissipation.

Une première idée, développée dans [7, 18, 19, 24], a été de rendre manuellement dissipatif le
gaz de Lorentz élastique avec une force extérieure F en ajoutant un thermostat de Gauss. Entre
les collisions, les équations de mouvement deviennent





q̇ = p,

ṗ = F − F · p
‖p‖2

p,

et l’énergie cinétique de la particule reste constante. Le terme rajouté −‖p‖−2(F · p)p peut être
vu comme un terme de frottement −γ(p)p. L’étude de ce modèle, faite dans [18], est rigoureuse
et montre que lorsque la force extérieure F provient d’un champ électromagnétique petit, un état
stationnaire pour la dynamique est établi et la loi d’Ohm et la relation d’Einstein sont satisfaites
pour ce modèle. Cependant, le thermostat de Gauss ne permet pas une retranscription assez fidèle
des phénomènes physiques puisqu’il ne décrit, en particulier, toujours pas le retour à l’équilibre
lorsque F = 0, la vitesse de la particule étant constante dans ce cas.

Eckmann, Larralde, Leyvraz, Mejía-Monasterio, Young et Zabey, quant à eux, se sont inté-
ressés dans [62, 50, 29, 28] à un gaz de Lorentz en dimension 2, rendu dissipatif en permettant
aux obstacles circulaires de tourner autour de leur centre. Plus précisément, le modèle qu’ils
considèrent est le suivant. Le réservoir est une succession finie de cellules identiques (voir la Fi-
gure 2(b)). Le bord de chacune des cellules est composé de quatre arcs de cercle de rayon Rs et on
place en chacun de leurs centres un disque de rayon R en rotation autour de son centre. Le rayon
R est choisi de telle sorte que les particules ne peuvent traverser une cellule sans rencontrer le
disque intérieur. Les particules en mouvement dans ce réservoir sont reflétées de façon spéculaire
sur le bord des cellules (collisions élastiques). En revanche, la règle de réflexion sur le disque
central est donnée par les équations

v′n = −vn, v′t = Rω, Rω′ = vt,

où vt et vn sont les composantes tangente et normale au disque de la vitesse v de la particule avant
la collision, ω est la vitesse angulaire du disque avant la collision et v′ et ω′ sont les vitesse de la
particule et vitesse angulaire du disque après collision. Une étude numérique du comportement
asymptotique de la variance du déplacement des particules dans une variante de ce modèle est
en particulier faite dans [21] et aboutit à

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ tα, avec α ≤ 2 dépendant de la masse

m d’une particule et de la masse M d’un obstacle. En particulier, lorsque m = M, on observe
numériquement que α vaut 2; le mouvement est donc ballistique dans ce cas.

Enfin, un troisième exemple est le modèle étudié par De Bièvre, Lafitte, Parris et Silvius
dans [76, 49, 22], qui est un gaz de Lorentz périodique en dimension 1 où les diffuseurs sont des
oscillateurs harmoniques (voir la Figure 2(c)). Le Hamiltonien de ce système est

H =
1

2
p2 − Fq +

∑

m∈Z

(
π2
m + ω2ϕ2

m

)
+ α

∑

m∈Z

ϕmnm(q), (2)

où q et p sont les position et moment conjugué d’une particule, ϕm et πm sont le déplacement
et le moment conjugué de l’oscillateur centré en m ∈ Z, F ∈ R est une force extérieure, ω > 0 la
fréquence commune à tous les oscillateurs et α une constante strictement positive. La fonction
nm est l’indicatrice d’un segment [m−σ/2;m+σ/2], où 0 < σ < 1 est le diamètre des obstacles.
Elle permet de décrire l’interaction entre la particule et l’oscillateur centré en m. Le modèle ainsi
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décrit est dissipatif et l’action de la particule sur un oscillateur se traduit par le déplacement de
la position d’équilibre de celui-ci de 0 en −α. Il s’agit d’un cas particulier d’une classe plus large
introduite dans [11] et sur laquelle nous reviendrons dans la suite (voir l’équation (12)). Dans
[11], le comportement en temps long d’une particule a été étudié en détail, lorsque le réservoir
est à température nulle, et, en particulier, la loi d’Ohm y est obtenue de façon rigoureuse dans
certains cas. En revanche, la relation d’Einstein ne fait pas sens dans cette situation, le réservoir
étant dans ce travail considéré à température nulle (β = +∞). De ce fait, en absence de force
extérieure (F = 0), la particule ne diffuse pas. Lorsque le réservoir est à température positive, il
a été vérifié numériquement dans [76] pour le modèle (2)que le mouvement des particules dans
ce réservoir est diffusif si F = 0 : 〈

q(t)2
〉

∼
t→∞

Dt,

où la constante de diffusion D dépend de la température et des paramètres définissant le modèle ;
cette dépendance a de plus été expliquée par des arguments physiques. Le cas où F est non nul
a été analysé numériquement dans [49] et les résultats des simulations numériques tendent à
montrer que la relation d’Einstein à temps fini est vérifiée pour des températures élevées sous la
forme :

mF (t) = βD(t) + Ot(F ), où mF (t) :=

〈
qFt − q

〉

tF
, D(t) :=

1

2t

〈
(q0t − q)2

〉
. (3)

Ici 〈·〉 désigne l’intégrale par rapport à la mesure invariante décrivant l’équilibre thermique lorsque
F = 0. Il a de plus été montré que le modèle n’admet pas d’état stationnaire lorsque F est non
nul, la dissipation inhérente au modèle n’étant pas suffisante pour absorber l’énergie apportée
par la force F à des particules trop rapides. On ne peut donc pas espérer pouvoir passer à la
limite t → ∞ dans l’équation (3), pour obtenir la relation d’Einstein. Une relation d’Einstein à
temps fini est par conséquent le mieux que l’on puisse espérer démontrer dans ce type de modèle
et c’est ce qu’on fera rigoureusement dans le chapitre 7, pour une classe de modèles bien plus
large que (2) (voir équation (12)) et pour toute température β > 0.

Contributions

Dans cette thèse, nous nous intéressons dans un premier temps à des gaz de Lorentz inélas-
tiques et non-dissipatifs (chapitres 1 à 4) et nous analysons en détail, et sans passer par des
limites cinétiques, les interactions entre les particules et les obstacles du gaz, afin de déterminer
le comportement asymptotique de l’énergie cinétique moyenne et de la variance du déplacement.

Puis, dans les chapitres 5 à 7, nous considérons une version dissipative de ces modèles à
température positive. Nous construisons en particulier un espace des phases approprié, ainsi
qu’une mesure de Gibbs permettant de décrire l’équilibre thermodynamique du système. Ces
constructions permettent d’établir la relation d’Einstein à temps fini, lors de l’application d’une
force extérieure constante.

Nous terminons cette introduction en résumant succinctement les travaux réalisés, et nous
faisons référence au reste du manuscrit pour les détails.

Le chapitre 1 est en grande partie basé sur l’article [1], co-écrit avec Stephan De Bièvre,
Pauline Lafitte-Godillon et Paul Parris et publié dans Journal of Statistical Physics. Nous y
étudions le comportement asymptotique de l’énergie cinétique moyenne et de la variance du
déplacement de particules en mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non-dissipatif et
aléatoire. Plus précisément, nous considérons des particules en mouvement dans R

d, d ∈ N
∗, sous
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l’action d’un champ de force G :

q̈ (t) = G (q (t) , t) , G (q, t) =
∑

N

cNMNg
(
M−1
N (q − xN ) , ωt+ φ0

N

)
,

où q(t) est la position d’une particule à l’instant t. La fonction g : R
d×T

m → R
d est une fonction

régulière, à support dans la boule centrée en l’origine et de rayon 1/2 en sa première variable
(variable d’espace). Les xN sont les localisations des diffuseurs et sont disposés aléatoirement ou
sur un réseau, de sorte que les boules B(xN , 1/2) ne s’intersectent pas et que le modèle soit à
horizon fini (équation (1.9)), ω est un vecteur constant dans R

m, avec ‖ω‖ = 1, représentant
un ensemble de m fréquences. Les cN sont des constantes de couplage, les MN des matrices de
rotation et les φ0

N ∈ T
d des phases initiales, caractérisant les diffuseurs ; elle sont toutes choisies

aléatoirement et de façon indépendante.
Le comportement asymptotique des particules dans un tel champ de force est dérivé numéri-

quement et analytiquement. Les simulations numériques sont réalisées en dimension 1 et 2, avec
les diffuseurs centrés sur les mailles d’un réseau et dans le cas où la force dérive d’un potentiel.
Elles sont décrites précisément dans la section 1.7. Analytiquement, nous partons du constat
que la trajectoire d’une particule dans le gaz est une succession d’événements diffusifs, et est
rectiligne entre ces différents événements (voir un exemple de trajectoire, Figure 1.8 page 38).
L’idée à la base de ce chapitre est que le mouvement de l’ensemble des particules dans un tel
champ de force doit pouvoir être approché par une marche aléatoire décrivant le mouvement des
particules entre deux événements diffusifs successifs :





pn+1 = pn +R(pn, κn),

tn+1 = tn +
η∗

‖pn+1‖
,

qn+1 = qn + η∗en+1,

(4)

où en := pn/‖pn‖ et κn regroupe l’ensemble des paramètres aléatoires caractérisant l’événement
diffusif. La fonction R, définie par l’équation (1.11), traduit le changement de moment cinétique
lors d’un événement diffusif et permet de déterminer les vitesses successives (entre les événements
diffusifs) de la particule. L’étude est faite pour des particules rapides et est basée sur l’analyse des
événements diffusifs successifs. On remarque que la première équation dans (4) est indépendante
des deux autres, et on étudie donc dans un premier temps le comportement des pn.On trouve deux
comportements distincts, suivant que g dérive ou non d’un potentiel. Lorsque la force g dérive
d’un potentiel, on a les estimations suivantes de la moyenne et de la variance du changement
d’énergie cinétique ∆E = (‖p+R(p, κ)‖2 − ‖p‖2)/2 d’une particule lors d’un unique événement
diffusif.
Théorème 1.2 p.23. On suppose que g = −∇qW. Alors pour tout p ∈ R

d,

∆E (p) =
B

‖p‖4
+ O

(
‖p‖−5

)
, (∆E (p))2 =

D2

‖p‖2
+ O

(
‖p‖−3

)
,

où

B =
d− 3

2
D2

et

D2 =
c2

Cd

∫

Tm

dφ

∫

R2d

dy0dy
′
0 ‖ y0 − y′0 ‖1−d ∂τW (y0, φ) ∂τW

(
y′0, φ

)
> 0.
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On désigne ici par · la moyenne sur κ, lors d’un unique événement diffusif, c est la constante
de couplage du diffuseur et Cd le volume de la boule de rayon 1/2 dans R

d−1. Ce théorème
montre que le changement d’énergie cinétique est d’ordre ‖p‖−1 mais que tous ses termes jusqu’à
l’ordre ‖p‖−4 sont de moyenne nulle. Ce résultat détermine le comportement asymptotique de
l’énergie cinétique moyenne. En effet, en définissant ξn proportionnel à ‖pn‖3 et en faisant un
développement de R(pn, κn) lorsque pn est grand, c’est-à-dire |ξn| supérieur à une valeur critique
ξ̄, la première équation de la marche aléatoire (4) implique

ξ2n+1 = ξ2n + 2εnξn + O0

(
ξ2/3n

)
+

2

3

(
β

(4)
n

D2
+ 2εn

)
+ O

(
ξ−1/3
n

)
, (5)

où O0

(
ξ
2/3
n

)
est un terme d’ordre O

(
ξ
2/3
n

)
et de moyenne nulle, εn = D−1β

(1)
n est de moyenne

nulle et les coefficients β(i)
n sont définis en fonction du potentiel V dans (1.21).

Théorème 1.4 p.27. Soit une suite (ξn)n∈N
satisfaisant, pour tout n ∈ N, l’équation (5) lorsque

|ξn| ≥ ξ̄ et
ξ2n+1 = ξ2n + 2γ + 1

lorsque |ξn| < ξ̄, où

2γ + 1 :=
2

3


β

(4)
n

D2
+ 2εn


 =

2

3

β
(4)
n

D2
.

Alors en toute dimension d ≥ 2 et pour tout ℓ > −⌊2γ + 1⌋ /2, on a
〈
ξ2ℓn

〉
∼ nℓ.

En particulier, pour ℓ = 1/3, on obtient le comportement asymptotique de l’énergie cinétique :
〈
‖pn‖2

〉
∼ n1/3.

Lorsque la force g ne dérive pas d’un potentiel, les estimations sur le changement d’énergie
sont différentes de celles du Théorème 1.2 ci-dessus.
Théorème 1.6 p.32. On suppose g 6= −∇qW. Alors pour tout p ∈ R

d,

∆E (p) =
B′

‖p‖2
+ O

(
‖p‖−3

)
, ∆E (p)2 = D′2 + O

(
‖p‖−1

)
,

où B′ = (d−1)
2 D′2 et

D′2 =
c2

Cd

∫

Tm

dφ

∫

R2d

dy0dy
′
0‖y0 − y′0‖−(1+d)

×
(
y0 − y′0

)
· g (y0, φ)

(
y0 − y′0

)
· g
(
y′0, φ

)
≥ 0.

Le changement d’énergie est donc maintenant d’ordre 1 et ses termes d’ordre 1 et ‖p‖−1 sont
d’espérance nulle. Cette différence par rapport au cas où g = −∇qW aboutit à un comportement
asymptotique différent pour l’énergie cinétique moyenne. En effet, le développement de R(pn, κn),
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lorsque pn est grand (c’est-à-dire ‖pn‖2 plus grand qu’une valeur critique ξ̄), est différent et en
définissant ξ′n proportionnel à ‖pn‖2, on obtient

ξ′2n+1 = ξ′2n + 2ε′nξ
′
n + O

(√
ξ′n
)

+

(
β

(2)
n

D′2 + ε′2n

)
+ O

(
ξ′−1/2
n

)
, (6)

avec ε′n = β
(0)
n /D′ de moyenne nulle. On remarque que cette équation est très similaire à celle

(équation (5)) obtenue dans le cas où le potentiel dérive d’un gradient ; la seule différence est
qu’ici, ξ′n est proportionnel à ‖pn‖2 et non plus à ‖pn‖3.
Théorème 1.8 p.32. Soit une suite (ξ′n)n∈N

satisfaisant, pour tout n ∈ N, (6) lorsque |ξ′n| ≥ ξ̄
et

ξ′2n+1 = ξ′2n +
d+ 1

2

si |ξ′n| < ξ̄. Alors en toute dimension d ≥ 1 et pour tout ℓ > −⌊(d+ 1)/2⌋ /2, on a
〈
ξ2ℓn

〉
∼ nℓ.

En particulier, pour ℓ = 1/2, on trouve
〈
‖pn‖2

〉
∼ n1/2.

Les Théorèmes 1.4 et 1.8 donnent le comportement asymptotique de l’énergie cinétique moyenne
des particules en fonction du nombre d’événements diffusifs, et permettent de prédire

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/5, si g = −∇qW,

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2, si g 6= −∇qW ;

nous confirmons ces résultats par des simulations numériques. Nous dérivons aussi dans ces deux
cas, par des arguments intuitifs, le comportement asymptotique de

〈
‖q(t)‖2

〉
en analysant la

façon dont la particule change de direction en dimension d ≥ 2 :

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t2/3, si g = −∇qW,

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t8/3, si g 6= −∇qW.

Nous montrons alors, dans le cas g = −∇qW, que ces résultats sont encore en accord avec les
simulations numériques effectuées.

Dans le chapitre 2, nous mettons à profit les résultats du chapitre 1 pour traiter quelques
modèles apparentés. Nous étudions en particulier des gaz de Lorentz, toujours inélastiques et
non-dissipatifs, mais périodiques en temps et en espace, et non plus aléatoires. Nous nous re-
streignons au cas où la force dérive d’un potentiel et l’étude faite est essentiellement numérique.
En dimension d ≥ 2 et pour les gaz mous et inélastiques, les simulations numériques montrent
que, malgré la périodicité du potentiel en temps et en espace, les trajectoires des particules sont
aléatoires. Cela illustre le fait que la géométrie du réservoir suffit à elle seule à rendre les tra-
jectoires aléatoires. On argumente donc que l’on peut reprendre l’analyse de la marche aléatoire
telle qu’elle est faite dans le chapitre 1 et on obtient alors des comportements asymptotiques
identiques à ceux dérivés dans le cas de potentiels aléatoires. Toutes ces affirmations ont été
confirmées par des tests numériques.

Nous étudions, en utilisant ces mêmes arguments, le cas des gaz élastiques et nous obtenons,
numériquement et formellement, que les particules ont en moyenne un comportement diffusif.

En dimension d = 1, en revanche, le comportement est complètement différent de celui
dérivé dans le chapitre 1, dans le cas d’un potentiel aléatoire, car la géométrie ne permet plus

10



de rendre les trajectoires aléatoires. Les simulations numériques montrent que le système est
stable : p(t) ∼ p(0) et |q(t)| ∼ t. En utilisant la théorie hamiltonienne des perturbations, nous
montrons qu’en effet, la vitesse ne peut pas subir de grande variation et on a, pour des temps
arbitrairement grands, |p(t) − p(0)| ≤ Cp(0)−1 (Théorème 2.1 page 59). Nous calculons de plus
une valeur approchée de p(t) à l’ordre p(0)−2 pour des temps arbitrairement grands (Théorème 2.2
page 59).

Du fait de la périodicité en espace, le Hamiltonien du modèle génère une dynamique hamil-
tonienne sur T

d × R
d et peut être vu comme décrivant une particule en mouvement sur le tore

T
d, perturbé par un diffuseur ; ces modèles sont appelés rotateurs pulsés. Nous comparons donc

les résultats pour les rotateurs pulsés au comportement asymptotique pour les rotateurs frappés,
où les particules sont en mouvement dans un champ de potentiel de la forme

V (q, t) = λ
∑

n

δ(t− n)v(q),

et où v est une fonction régulière par rapport à sa première variable. Nous obtenons numérique-
ment, pour ce système,

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t,

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t3

en toute dimension. Nous montrons de plus que ces lois de puissances peuvent être intuitées en
adaptant la raisonnement utilisant une marche aléatoire à ce modèle.

Le but des chapitres 3 et 4 est de prouver les Théorèmes 1.4 et 1.8. Ces démonstrations
faisant appel à des notions de probabilités non triviales, le chapitre 3 est consacré au rappel
des définitions et résultats nécessaires. On retiendra en particulier le Théorème 3.47, montrant
sous certaines conditions la convergence en distribution d’une suite de processus stochastiques
vers la solution d’un problème aux martingales. Il permet de montrer que la suite de processus
stochastiques (Y

(n)
· )n∈N∗ définis par

Y
(n)
k
n

=
ξ2k
n
, k ∈ [[0; 2n]] (7)

Y
(n)
t = (k + 1 − nt)Y

(n)
k
n

+ (nt− k)Y
(n)
k+1

n

,
k

n
≤ t ≤ k + 1

n
, (8)

avec ξk comme dans les Théorèmes 1.4 ou 1.8, converge vers un processus de Bessel, ce qui
permet de prouver les Théorèmes 1.4 et 1.8. Le Théorème 3.47, énoncé et démontré par Stroock
et Varadhan dans [79] est très technique. Nous mettrons en évidence les idées principales de sa
démonstration en en montrant un cas particulier (Théorème 4.3).

Dans les trois derniers chapitres, nous nous intéressons à un analogue des modèles étudiés
dans les chapitres 1 et 2 dans le cas dissipatif. Le but est de démontrer en toute rigueur la relation
d’Einstein à temps fini pour ces modèles. On a donc besoin de décrire une interaction entre les
particules et le réservoir. La démonstration de la relation d’Einstein en temps fini est faite dans
le chapitre 7. Auparavant, nous aurons besoin de décrire la classe de modèles étudiée (chapitre 5)
et de montrer l’existence et la régularité d’un flot global en temps (chapitre 6).

Dans ce nouveau modèle, les particules sont en mouvement dans R
n ou sur le tore T

n = R
n/Zn

et interagissent avec un réservoir composé de diffuseurs centrés en les points x d’un sous-ensemble
E1 de R

n ou T
n. Ces diffuseurs sont des bains d’oscillateurs, indexés par k ∈ E2, et sont tous
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Introduction

identiques. Les équations du mouvement sont alors

q̇t = pt, (9)

ṗt = F +

∫

E2

dµ2(k)

∫

E1

dµ1(x)ω
2
kckϕk,t(x)∇ρ(x− qt), (10)

ϕ̈k,t(x) = −ω2
kϕk,t(x) − ω2

kckρ(x− qt), (11)

où q et p sont la position et le moment conjugué d’une particule, ξ est le couple (q, p) et
φ = {(ϕk(x), πk(x)), x ∈ E1, k ∈ E2} regroupe les déplacements et moments des oscillateurs.
L’interaction entre la particule et le réservoir, générant la dissipation, est définie par la fonction
ρ, de classe C∞ et à support compact. Le Hamiltonien du modèle est alors

H(ξ, φ) =
|p|2
2

− F · q +

∫

E2

dµ2(k)

∫

E1

dµ1(x)
πk(x)

2 + ω2
kϕk(x)

2

2

+

∫

E2

dµ2(k)

∫

E1

dµ1(x)ω
2
kckϕk(x)ρ(x− q).

(12)

Nous avons donc dorénavant un nombre infini de degrés de liberté. Afin de travailler à tempé-
rature positive, nous devons permettre au réservoir d’avoir une énergie infinie. Nous construisons
donc, dans le chapitre 5, une échelle d’espaces de Hilbert Hs

res, s ∈ R, décroissante, permettant
de définir l’espace des phases du réservoir N ′ = ∪sHs

res, dual de l’espace N = ∩sHs
res et sur

lequel il existe des états du système à énergie infinie. Cette échelle d’espaces est construite en
adaptant la méthode développée dans [42], dans le cas d’un potentiel extérieur confinant et non
d’une force constante. Nous montrons de plus l’existence d’une mesure de Gibbs µβres sur N ′

(Proposition 5.11), définissant l’équilibre thermodynamique du réservoir à température positive.
Cette proposition affirme de plus que les espaces H−s

res sont de mesure pleine dans N ′ pour s > 1.
Dans le chapitre 6, nous nous intéressons aux solutions du système (9)-(11). Nous détaillons

dans une première section un exemple de condition initiale dans l’espace des phases R
2n×N ′ du

système couplé à laquelle correspond une solution explosant en temps fini. Cela illustre la difficulté
d’obtenir des théorèmes d’existence de solution à temps infini. Pour montrer l’existence locale de
solutions, nous restreignons l’ensemble des conditions initiales à R

2n×H−s
res (ou T

n×R
n×H−s

res),
pour des valeurs de s dans un intervalle ]1, sc−1[, sc > 2; ces espaces sont de mesure pleine dans
l’espace des phases. L’existence de solutions globales en temps est ensuite démontrée pour toute
condition initiale dans R

2×H−s
res d’une part, et pour toute condition initiale dans T

n×R
n×H−s

res

d’autre part. Enfin, nous montrons dans les deux dernières sections du chapitre le caractère C1

des solutions par rapport à la force F (Théorèmes 6.6 et 6.7).
Le dernier chapitre (chapitre 7) est dédié à la démonstration de la relation d’Einstein à temps

fini pour le modèle où les particules évoluent dans le tore. Nous montrons dans un premier temps
(Théorème 7.1) l’existence d’une mesure de Gibbs µβ pour le système couplé particule-réservoir.
Nous définissons alors la mobilité m et la matrice de diffusion D par

m(t) := ∂F




〈∫ t
0 p

F
τ dτ

〉

t




|F=0

et Di,j(t) :=
1

2t

〈∫ t

0
dτ

∫ t

0
dτ ′p0

j,τp
0
i,τ ′

〉
,

où la notation 〈·〉 désigne l’intégrale par rapport à µβ. Nous démontrons alors la relation d’Ein-
stein à temps fini.
Théorème 7.3 p.162 Avec ces notations, on a à tout instant t > 0

m(t) = βD(t).
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Chapitre 1

Mouvement dans un gaz de Lorentz

inélastique, non dissipatif et aléatoire

1.1 Introduction

On étudie ici le mouvement
q̈ (t) = F (q (t) , t) (1.1)

de particules rapides dans un champ de force aléatoire dont les corrélations spatiales sont à courte
portée, alors que les corrélations temporelles ne le sont pas nécessairement. On s’intéresse à deux
classes de modèles différentes. Dans la première, à laquelle on s’intéressera plus particulièrement,
la force est supposée de la forme

F (q, t) =
∑

N

fN

(
q − qN
ℓ

,
t

σ

)
, (1.2)

où les fN sont des fonctions régulières à support compact inclus dans une boule centrée en 0 et de
rayon 1/2, dont on détaillera les caractéristiques dans la section 1.2 ; ℓ, σ > 0 sont les échelles de
longueur et de temps. Les fonctions fN modélisent un réseau aléatoire ou périodique de diffuseurs
identiques, orientés aléatoirement, centrés en les points qN , et qui évoluent périodiquement ou
quasi-périodiquement en fonction du temps. On fait l’hypothèse infN 6=M ‖qN − qM‖ ≥ ℓ, de
sorte que les forces locales fN

( q−qN
ℓ , tσ

)
ne se chevauchent pas. Par conséquent, la particule

interagit avec au plus un diffuseur à la fois, et évolue librement entre deux collisions avec un
potentiel aléatoire. Ce modèle décrit donc un gaz de Lorentz inélastique et non-dissipatif qu’on
appellera « mou », c’est-à-dire une distribution de diffuseurs centrés en les points qN , sur lesquels
la particule rebondit de façon inélastique. Les conditions initiales sont supposées aléatoires, et
on impose au système d’être à horizon fini, de sorte que toute particule évoluant librement croise
le support de F en un temps futur t.

Afin de justifier la terminologie et de comparer avec les théories existantes, on rappelle que
dans le cadre d’un gaz de Lorentz standard, la diffusion est élastique, et que les diffuseurs sont
des obstacles durs tous identiques et fixes, centrés en des points fixés qN , dont la distribu-
tion spatiale peut être aléatoire, périodique ou quasi-périodique. Contrairement à notre modèle,
l’énergie de la particule dans le gaz de Lorentz est conservée et il a été montré dans [14] que
la variance du déplacement de la particule se comporte de façon diffusive, du fait de proprié-
tés fortement chaotiques de la dynamique locale. Un gaz de Lorentz dur mais inélastique est
étudié dans [58, 59], où les rayons des obstacles oscillent en fonction du temps, périodiquement
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ou aléatoirement. L’énergie de la particule croît alors avec le temps, avec un exposant proche
de 1 dans les deux cas. Le comportement de la variance du déplacement n’est en revanche pas
analysé dans ces travaux. Finalement, un modèle dissipatif, en lien avec le gaz de Lorentz ainsi
qu’avec les modèles considérés ici, a été étudié dans [76, 49] ; la diffusion y est engendrée par un
réseau unidimensionnel d’oscillateurs représentant les degrés de liberté environnementaux d’un
milieu à l’équilibre thermique. Le système complet, composé d’une particule en interaction avec
un bain d’oscillateurs, a été traité en utilisant la dynamique hamiltonienne et la conservation de
l’énergie totale. L’interaction hamiltonienne de la particule avec le bain d’oscillateurs engendre,
en plus d’une force aléatoire, une force de friction effective qui provoque une dissipation de tout
excès d’énergie de la particule, et par conséquent un équilibre avec l’environnement. Il est alors
montré que l’énergie cinétique moyenne de la particule est asymptotiquement constante et que
son mouvement est diffusif, avec une constante de diffusion dépendant de la température.

La force (1.2) considérée ici est obtenue de la même façon que dans [76, 49] en supprimant
le terme de friction de la force engendré par l’impact de la particule sur le milieu. L’accélération
stochastique de la particule induite par le champ de force aléatoire implique alors une accélération
non bornée de la particule. On calcule ici les lois de puissance par rapport au temps de l’énergie
cinétique moyenne de la particule

〈
‖p(t)‖2

〉
/2 et de la variance de son déplacement

〈
‖q(t)‖2

〉
,

ainsi que les échelles de temps auxquelles ces phénomènes apparaissent.
Dans l’autre classe de modèles considérés dans ce chapitre, la force F (q, t) est un champ

aléatoire homogène en temps et en espace vérifiant

〈F (q, t)〉 = 0,
〈
F (q, t)F

(
q′, t′

)〉
=
ℓ2

σ4
C

(
q − q′

ℓ
,
t− t′

σ

)
, (1.3)

où C est une fonction matricielle à décroissance rapide en sa variable d’espace, mais pas né-
cessairement décroissante en sa variable temporelle. Pour ces modèles, comme pour (1.2), on
s’intéresse au comportement asymptotique de

〈
‖p(t)‖2

〉
et
〈
‖q(t)‖2

〉
.

Il existe de nombreux travaux dans la littérature de physique et de physique mathématique
sur des problèmes de ce type, motivés en partie par des questions de physique des plasmas, d’as-
tronomie et de physique des solides (voir par exemple [80, 75, 30, 3]). Dans la plupart des travaux
mathématiques rigoureux sur le sujet, on cherche, avec des changements d’échelle adaptés, des
équations de Fokker-Planck satisfaites par la densité de la particule (c’est en particulier le cas
dans [69, 39]). Cependant, de telles analyses ne peuvent donner directement d’information sur les
comportements asymptotiques de l’énergie cinétique moyenne et de la variance du déplacement
de la particule.

En physique théorique, la plupart des modèles étudiés dans la littérature sont ceux dérivant
de potentiels aléatoires Gaussiens, et on trouve des affirmations contradictoires quant aux lois
de puissance de

〈
‖p(t)‖2

〉
et
〈
‖q(t)‖2

〉
. Pour des champs de potentiel delta-corrélés en temps

mais pas en espace, pour la limite du faible couplage, on trouve généralement (voir par exemple
[43]) les comportements asymptotiques

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t et

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t3; par contre, il existe une

certaine controverse à propos de ces comportements lorsque le champ de potentiel Gaussien a
des corrélations temporelles de durées finies mais non nulles. Dans ce cas, il est expliqué dans les
articles [38, 52, 74] qu’en dimension d = 1,

〈
p(t)2

〉
∼ t2/5 et que

〈
q(t)2

〉
∼ t12/5, comportements

compatibles avec les résultats numériques et théoriques présentés ici. Par contre, dans [40], il est
affirmé qu’en dimension d = 1,

〈
q(t)2

〉
∼ t3, tout comme dans le cas des potentiels aléatoires

delta-corrélés en temps. Pour des dimensions d > 1, on trouve dans [38] que
〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t1/2, et

que
〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t9/4. Dans [74], les conclusions de [38] pour d > 1 sont contestées et il est montré

que pour des potentiels aléatoires Gaussiens à corrélations spatiales et temporelles décroissant
rapidement,

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/5 en toute dimension, et

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t2 lorsque d > 1.
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Fig. 1.1 – Valeurs déterminées numériquement de
〈
‖v(τ)‖2

〉
et
〈
‖vn‖2

〉
en dimension 1 (haut)

et pour un réseau à maille hexagonale en dimension 2 (bas), pour le modèle décrit dans la
section 1.7. Sur chaque graphique, les différents symboles correspondent à différentes conditions
initiales, comme indiqué dans les légendes, et les courbes en trait plein représentent les lois de
puissance données par (1.4).

15



Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

104

106

108

1010

10

103

105

107

109

1011

103 104 105
103

105

107

109

10 102 103 104 105 106

102

104

106

108

1010

  ||v
0
|| = 1.36

  ||v
0
|| = 0.82

  ||v
0
|| = 0.50

    12/5 

 

 

 ||y( )||2

2d hexagonal lattice 

1d 1d

  ||v
0
|| = 1.36

  ||v
0
|| = 0.82

  ||v
0
|| = 0.50

  ~ n 2 
 ||y

n
||2

 

  ||v
0
|| = 1.36

  ||v
0
|| = 0.82

  ||v
0
|| = 0.50

   2 
 

 

 ||y( )||2

2d hexagonal lattice 

  ||v
0
|| = 1.36

  ||v
0
|| = 0.82

  ||v
0
|| = 0.50

   ~ n 5/3 
 ||y

n
||2

 

n

Fig. 1.2 – Valeurs déterminées numériquement de
〈
‖y (τ) ‖2

〉
et
〈
‖yn‖2

〉
, en dimension 1 (haut),

et pour un réseau à maille hexagonale en dimension 2 (bas), pour le modèle décrit dans la
section 1.7. Sur chaque graphique, les différents symboles correspondent à différentes conditions
initiales, comme indiqué dans les légendes, et les courbes en trait plein représentent les lois de
puissance données par (1.5) et (1.6).

Bien qu’il y ait une étude numérique dans [52] confirmant les prédictions en dimension d = 1
de [38, 52, 74], nous n’avons trouvé aucune simulation numérique en dimension supérieure. Afin
d’aider à résoudre la controverse existant sur le sujet, on présentera des résultats numériques en
dimensions 1 et 2 sur un modèle particulièrement simple (non Gaussien) où la force aléatoire
s’exprime comme dans (1.2), et qui permet une intégration numérique efficace des équations de
mouvement pour des temps très longs. Les détails complets des simulations numériques sont
présentés dans la section 1.7, mais les principaux résultats dans le cas où la force F dérive
d’un champ de potentiel sont présentés dans les Figures 1.1 et 1.2, où on a tracé les quantités〈
‖v‖2

〉
=
〈
‖pσ/ℓ‖2

〉
et
〈
‖y‖2

〉
=
〈
‖q/ℓ‖2

〉
, en fonction du temps adimensionné τ = t/σ et du

nombre de collisions n, qui indique le nombre de diffuseurs visités par la particule.
Les résultats numériques indiquent qu’en dimensions 1 et 2,

〈
‖v (τ) ‖2

〉
∼ τ2/5,

〈
‖vn‖2

〉
∼ n1/3, (1.4)

ce qui concorde avec les résultats de [38, 52, 74]. En dimension 1, la variance du déplacement est
superbalistique, avec

〈
y (τ)2

〉
∼ τ12/5,

〈
y2
n

〉
∼ n2. (1.5)
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Par contre, en dimension 2,
〈
‖y (τ) ‖2

〉
devient balistique, c’est-à-dire

〈
‖y (τ) ‖2

〉
∼ τ2,

〈
‖yn‖2

〉
∼ n5/3. (1.6)

Ces lois de puissance sont différentes de celles prédites dans [38] pour des potentiels Gaussiens,
mais coïncident avec les prédictions faites pour ce cas dans [74].

Afin de comprendre les résultats numériques en dimensions 1 et 2 et de pouvoir établir ce qui
se passe pour les modèles du type (1.2) et (1.3) en dimension plus grande, ce chapitre est consacré
à une analyse mathématique mettant en évidence les mécanismes principaux du problème. Cette
analyse apporte en particulier un moyen de calculer les lois de puissance de l’énergie cinétique
moyenne et de la variance du déplacement associées à un ensemble de particules en mouvement
dans des champs de force aléatoires dépendant du temps des types décrits précédemment.

Elle est fondée sur l’étude de la trajectoire typique d’une particule en mouvement dans
un champ de force fluctuant avec le temps décrit par (1.2) ou (1.3) ; ce mouvement peut être
vu comme une suite d’événements diffusifs isolés. On argumente que le mouvement est bien
approché par une marche aléatoire à temps discret couplant les position et moment de la particule.
Chaque pas de temps correspond à une collision de la particule avec un unique diffuseur, ou à la
traversée par la particule d’une distance de l’ordre de la longueur de corrélation du potentiel. Les
variations du moment cinétique, à chaque pas, sont traitées comme des événements aléatoires
indépendants dont la magnitude dépend de la vitesse de la particule. Une analyse théorique de la
marche aléatoire obtenue montre que le comportement pour des vitesses élevées du changement
du moment de la particule lors d’un tel événement diffusif détermine entièrement les propriétés
asymptotiques du mouvement. Comme on le montre, ce comportement à énergie élevée n’est pas
sensible aux détails du champ de force, et donc ni à ses propriétés statistiques, ni à la géométrie
précise des diffuseurs ; le comportement asymptotique du mouvement est par conséquent presque
universel, et n’est en particulier pas spécifique aux champs de potentiel Gaussiens.

En effet, pour des champs de force obtenus comme gradients de champs de potentiel, on
trouve (Théorème 1.2) que le changement d’énergie subi par une particule de vitesse v satisfait
∆E ∼ ‖v‖−1. Ce résultat, associé à l’analyse de la marche aléatoire obtenue dans l’espace des
moment et position, aboutit à une croissance de

〈
‖p (t) ‖2

〉
qui est, en toute dimension, de la

forme observée sur la Figure 1.1, et décrite par (1.4). En dimension 1, notre analyse prédit que〈
q2 (t)

〉
croît en temps comme dans l’équation (1.5), et conformément aux résultats du graphique

en haut à gauche de la Figure 1.2. En toute dimension plus grande que 1, on prédit une croissance
comme celle observée sur le graphique en bas à gauche sur la figure 1.2, et décrite par (1.6). Cette
croissance plus faible de

〈
‖q (t) ‖2

〉
en dimension plus grande que 1 vient du fait que la particule

peut maintenant tourner durant son déplacement, puisque l’orientation de son vecteur vitesse
réalise une marche aléatoire résultant de petites déflections aléatoires.

La même analyse s’applique aussi au cas où F (q, t) ne dérive pas d’un champ de potentiel,
contexte souvent étudié dans la littérature mathématique. On trouve que pour un champ de
force n’étant pas un gradient, la variation d’énergie lors d’un seul événement diffusif est consi-
dérablement plus grande que lorsque le champ de force s’écrit comme un gradient : ∆E ∼ 1
(Théorème 1.6). Par conséquent, on prédit un taux d’accélération plus grand

〈
‖p (t) ‖2

〉
∼ t2/3

(voir (1.60)), ce qui confirme les résultats rigoureux obtenus en dimension d ≥ 4 dans [25, 45]
sous des hypothèses techniques convenables sur les forces fN intervenant dans (1.2). Notre ana-
lyse aboutit au fait qu’en toute dimension, le mouvement de la particule dans un champ de force
aléatoire ne dérivant pas d’un potentiel est superbalistique avec

〈
‖q (t) ‖2

〉
∼ t8/3 (voir (1.61)).

La principale raison de la différence de comportement par rapport au cas d’un champ dérivant
d’un potentiel est que la particule tourne plus lentement : elle est en effet plus vite accélérée
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

et donc moins facilement déviée. La différence entre ces deux cas se retrouve dans le fait que
les champs de force provenant d’un gradient et dépendant du temps induisent de plus petites
variations de l’énergie de la particule que ceux ne dérivant pas d’un gradient. C’est une consé-
quence de la conservation d’énergie, propriété caractéristique des champs dérivant d’un potentiel
et dépendant du temps.

Le problème posé ici est lié à celui de la croissance de l’énergie d’une particule confinée
dans un potentiel dépendant de façon (quasi-)périodique du temps, comme par exemple dans
le cas des rotateurs pulsés ou frappés ou dans celui des accélérateurs de Fermi. On montrera
dans le chapitre 2 comment les techniques développées ici peuvent s’appliquer aussi à ce type de
problème.

Le reste du chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la section 1.2, on introduit la
description du mouvement d’une particule dans un champ de diffuseurs par une marche aléatoire.
Des propriétés générales de la marche, satisfaites dans les cas gradient et non gradient, sont
décrites dans la section 1.3. La section 1.4 est vouée au calcul des lois de puissance dans le
cas d’un champ de force dérivant d’un gradient, l’analyse du cas non gradient est faite dans la
section 1.5. Dans la section 1.6, on adapte l’analyse faite dans les sections précédentes 1.3-1.5 au
cas du champ de force aléatoire de la forme (1.3), et on obtient des résultats pour les cas gradient
et non gradient identiques à ceux trouvés respectivement dans les sections 1.4 et 1.5. Les détails
des simulations numériques, dont les résultats sont présentés dans les figures au fur et à mesure de
l’article, sont donnés dans la section 1.7. Enfin, les démonstrations des résultats mathématiques
utilisés dans les sections 1.3 à 1.6 sont détaillées dans la section 1.8. La démonstration rigoureuse
du comportement asymptotique de

〈
‖vn‖2

〉
(Théorèmes 1.4 et 1.8) est faite dans les chapitres 3

et 4. Par contre, le comportement asymptotique de la variance du déplacement est obtenu de
façon formelle et on ne donnera pas ici de démonstration rigoureuse.

1.2 Une particule dans un champ de diffuseurs : description par
une marche aléatoire

On décrit dans un premier temps les hypothèses faites sur les fonctions fN dans (1.2) sous
lesquelles on travaille. On utilise dans toute la suite, après un changement d’échelle, les nouvelles
variables (ℓ > 0, σ > 0)

τ =
t

σ
∈ R, y (τ) =

q (t)

ℓ
∈ R

d, v (τ) = ẏ (τ) =
σ

ℓ
p (t) , xN =

qN
ℓ

et on suppose que fN est de la forme

fN (y, τ) =
ℓ

σ2
cNMNg

(
M−1
N y, ωτ + φ0

N

)
. (1.7)

Les localisations xN , N ∈ Z
d, des centres des diffuseurs peuvent être choisies de façon aléatoire

(avec une densité uniforme) ou sur un réseau régulier. Les constantes de couplage cN sont des
variables aléatoires indépendantes à valeurs dans [−1, 1] et sont identiquement distribuées selon
une mesure de probabilité ν qui n’est pas concentrée en 0. Les MN sont des matrices de rotation
appartenant à SO(d,R) et sont elles aussi indépendantes et identiquement distribuées, suivant
la mesure de Haar invariante à gauche sur SO(d,R) . Les diffuseurs sont par conséquent des
objets tous identiques, orientés aléatoirement dans l’espace et tous décrits par la même fonction
g : R

d × T
m → R

d, supposée assez régulière et à support compact dans la boule centrée en
l’origine et de rayon 1/2 en sa première variable ; T

m = R
m/Zm est le tore de dimension m et
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1.2. Une particule dans un champ de diffuseurs : description par une marche aléatoire

en

y n

!

!
bn

vn

yn
½

!

Fig. 1.3 – Une particule arrivant, à l’instant τn, avec une vitesse vn et un paramètre d’impact
bn, sur le n−ième diffuseur centré au point yn.

ω ∈ R
m, ‖ω‖ = 1. Lorsque ω a des composantes irrationnelles, la force est quasi-périodique ; sinon,

elle est périodique. Les paramètres φ0
N ∈ T

m sont des phases initiales choisies aléatoirement,
indépendantes, identiquement et uniformément distribuées sur le tore. On désigne par dµ (M,φ, c)
la mesure de probabilité ainsi décrite sur SO(d,R) × T

m × [−1, 1]. On ne fait, à ce stade, pas
d’hypothèse sur la dérivation d’un gradient ou pas de la force. La classe de modèle décrite par
ces hypothèses est assez riche pour englober les diffuseurs pulsant, vibrant et en rotation ; un
exemple explicite est décrit dans la section 1.7.

Dans la nouvelle échelle, les équations de mouvement (1.1)-(1.2) deviennent

ÿ (τ) = G (y (τ) , τ) , G (y, τ) =
∑

N

cNMNg
(
M−1
N (y − xN ) , ωτ + φ0

N

)
. (1.8)

On peut interpréter g (y, ωτ + φ) comme la force produite par un diffuseur mou, centré en l’origine
et dépendant du temps ; G décrit alors un champ de diffuseurs identiques, orientés aléatoirement,
et centrés en les points xN . On suppose que le système est à horizon fini, de sorte que la dis-
tance parcourue par une particule libre est majorée par une distance L > 0 fixée, uniformément
en temps et en espace et indépendamment de la direction suivie par la particule. Donc, avec
probabilité 1, pour tout (y, v, τ) ∈ R

2d × R tel que G (y, τ) = 0, on a

sup{τ ′ > 0 | ∀0 ≤ τ ′′ ≤ τ ′, G
(
y + vτ ′′, τ + τ ′′

)
= 0} ≤ L

‖v‖ . (1.9)

On considère une particule qui à l’instant initial τ0 = 0 est proche du diffuseur centré en x0 = 0 et
s’en rapproche avec une vitesse v0 dans une direction initiale qui, suivie sans déviation, l’amène
au point de sa trajectoire le plus proche du centre de la force, point défini par le paramètre
d’impact b0 ∈ R

d (voir figure 1.3). Après l’action inélastique du diffuseur centré en x0 sur
la particule, cette dernière se déplace librement avec une nouvelle vitesse v1 jusqu’à ce qu’elle
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

rencontre un second diffuseur. En poursuivant le raisonnement, on obtient une succession aléatoire
d’événements diffusifs. Le n-ième événement commence par définition de l’instant τn, à partir
duquel la particule se rapproche, avec une vitesse vn et en partant du point (voir la Figure 1.3)

y−n = yn −
1

2
en + bn, bn · en = 0, ‖bn‖ ≤ 1

2
,

du diffuseur centré en yn = xNn , où en = vn/‖vn‖, et où le paramètre d’impact bn est un
vecteur perpendiculaire au vecteur vitesse. Le n-ième diffuseur en lui-même est caractérisé par
son orientation Mn := MNn , sa phase φn := ωτn + φ0

Nn
à l’instant où la particule le rencontre,

et la constante de couplage cn := cNn .
Le changement de vitesse subi par une particule suffisamment rapide lors de la traversée du

n−ième diffuseur peut s’écrire (Proposition 1.13)

vn+1 = vn +R (vn, bn,Mn, φn, cn) (1.10)

où, pour tout v ∈ R
d, b ∈ R

d avec v · b = 0, et (M,φ, c) ∈ SO(d,R) × T
m × R,

R (v, b,M, φ, c) = c

∫ +∞

0
dτ ′Mg

(
M−1y

(
τ ′
)
, ωτ ′ + φ

)
, (1.11)

avec y (τ) l’unique solution de

ÿ (τ) = cMg
(
M−1y (τ) , ωτ + φ

)
, y (0) = b− 1

2

v

‖v‖ , ẏ (0) = v.

Une fois que la particule n’est plus sous l’influence du n-ième diffuseur, elle se déplace sur une
distance ηn avec une vitesse vn+1 vers le (n+1)-ième diffuseur, qu’elle rencontre après un intervalle
de temps de taille ∆τn = ηn/‖vn+1‖.

En se basant sur cette description de la dynamique et en ignorant le rôle des recollisions, on
peut affirmer que la dynamique d’un ensemble de particules en mouvement dans un champ de
force décrit par (1.2) est bien approché par une marche aléatoire à temps discret couplant les
moment et position. Chaque pas de la marche est associé à un événement diffusif, où les variables
Mn, φn, cn caractérisant le diffuseur, et les variables ηn, bn caractérisant l’approche du diffuseur
par la particule, sont choisis aléatoirement à partir des distributions qui les caractérisent dans
le système auquel on s’intéresse. Ainsi, en partant d’une distribution initiale donnée (y0, v0) ,
on détermine de façon itérative la vitesse, la position et l’instant caractérisant la particule juste
avant le n-ième événement diffusif grâce aux relations :

vn+1 = vn +R (vn, κn)

τn+1 = τn +
ηn

‖vn+1‖
yn+1 = yn + ηnen+1





où κn = (bn,Mn, φn, cn) . Les paramètres (Mn, φn, cn) sont choisis de façon indépendante suivant
les distributions décrites précédemment (la distribution de φn étant la même que celle de φ0

n).
On peut, sans perdre de phénomène physique essentiel, remplacer la variable aléatoire ηn dans
(1.12) à chaque pas de temps par la distance moyenne η∗ = 〈ηn〉 < L qui sépare les événements
diffusifs :

vn+1 = vn +R (vn, κn)

τn+1 = τn +
η∗

‖vn+1‖
yn+1 = yn + η∗en+1





(1.12)
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1.3. Analyse de la marche aléatoire dans le cas général

Les bn sont tirés de façon indépendante à chaque pas, uniformément dans la boule de dimension
d − 1, de rayon 1/2 et perpendiculaire à vn. Pour résumer, cette marche aléatoire décrit le
mouvement d’une particule se déplaçant librement sur une distance η∗, puis rencontrant, avec un
paramètre d’impact aléatoire, un diffuseur orienté aléatoirement, à un instant aléatoire de son
évolution (quasi-)périodique. Après la diffusion, le processus se répète. Notre hypothèse de base
est alors que cette description retranscrit de manière assez fidèle une trajectoire typique dans le
vrai système.

Dans toute la suite du chapitre, on désigne par 〈·〉 la moyenne sur les réalisations du processus
aléatoire κn. Dans les sections 1.3 à 1.6, on étudie le comportement asymptotique de cette marche
aléatoire, sous les conditions suivantes.

Hypothèse 1.1. La fonction g ∈ C3
(
R
d × T

m
)

est à support compact en la variable y, avec son
support dans la boule de rayon 1/2 centrée en l’origine. La fonction g et ses dérivées partielles
jusqu’à l’ordre trois sont toutes bornées, et on écrit

0 < gmax := ‖g‖∞ < +∞.

Si g (y, φ) = −∇yW (y, φ), on suppose la fonction W ∈ C4
(
R
d × T

m
)

elle aussi à support dans
la boule de rayon 1/2 et centrée en l’origine en la variable y. De plus, (ω · ∇φ)W 6= 0 et, si
d = 1, on impose que pour certains φ ∈ T

m, on ait
∫

R

dy (ω · ∇φ)W (y, φ) 6= 0. (1.13)

L’intérêt de (1.13) sera expliqué dans la Remarque 1.3.

1.3 Analyse de la marche aléatoire dans le cas général

On passe maintenant à l’analyse du comportement pour des n grands de la première équation
de (1.12)

vn+1 = vn +R (vn, κn) , (1.14)

qui est indépendante des autres. On suppose que les particules sont rapides, c’est-à-dire qu’on
impose ‖v0‖2 ≫ cgmax (Lemme 1.12). On a alors besoin de comprendre le comportement pour
des moments élevés du transfert de moment R (vn, κn), ainsi que le comportement du transfert
d’énergie

∆E (vn, κn) =
1

2

(
(vn +R (vn, κn))

2 − v2
n

)
. (1.15)

Une théorie de la perturbation à l’ordre 1 permet d’écrire (voir Proposition 1.13 pour les détails)

R (vn, κn) =
cn

‖vn‖

∫ +∞

−∞
dλ Mng

(
M−1
n

(
bn +

(
λ− 1

2

)
en

)
,
ωλ

‖vn‖
+ φn

)

+O
(
‖vn‖−3

)
.

Plus généralement, si g est assez régulière, on peut écrire, pour K ∈ N
∗ et (v, κ) ∈ R

2d ×
SO(d,R) × T

m × R, avec b · v = 0,

R (v, κ) =

K∑

k=1

α(k) (e, κ)

‖v‖k + O
(
‖v‖−K−1

)
, e =

v

‖v‖ . (1.16)
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On remarque que

α(1) (e, κ) = c

∫ +∞

−∞
dλ Mg

(
M−1

(
b+

(
λ− 1

2

)
e

)
, φ

)
(1.17)

et que

α(2) (e, κ) = c

∫ +∞

−∞
dλ λ∂τMg

(
M−1

(
b+

(
λ− 1

2

)
e

)
, φ

)
, (1.18)

où on utilise la notation
∂τ := ω · ∇φ. (1.19)

On a donc

∆E (v, κ) =

L∑

ℓ=0

β(ℓ) (e, κ)

‖v‖ℓ + O
(
‖v‖−L−1

)
, (1.20)

avec
β(0) = e · α(1)

β(1) = e · α(2)

β(2) =
(

1
2α

(1) · α(1) + e · α(3)
)

β(3) =
(
α(1) · α(2) + e · α(4)

)

β(4) =
(

1
2α

(2) · α(2) + α(1) · α(3) + e · α(5)
)
.





(1.21)

On peut alors facilement remarquer que le développement (1.16) a des coefficients dominants
différents suivant que g est un champ de vecteur dérivant d’un gradient ou pas. En effet, lorsque
g = −∇W, le terme du premier ordre dans le transfert de moment (1.16) est orthogonal au
moment rentrant v, de sorte que

β(0) (e, κ) = e · α(1) (e, κ) = 0. (1.22)

Par conséquent, ∆E ∼ ‖v‖−1 dans ce cas. De plus, on a alors

β(1) (e, κ) = c

∫ +∞

−∞
dλ ∂τW

(
M−1 (b+ λe) , φ

)
. (1.23)

En revanche, lorsque g ne provient pas d’un gradient, β(0) ne s’annule pas et on a alors ∆E ∼ 1.
Cette différence est à l’origine des différences de comportements asymptotiques pour

〈
‖vn‖2

〉
et〈

‖yn‖2
〉

dans ces deux cas, comme on le verra plus tard.
Un calcul simple et utile dans la suite, à partir des équations (1.14)-(1.16), permet d’écrire

en+1 =

(
1 − ∆En

‖vn‖2

)[
en +

Rn
‖vn‖

]
+ O

(
(∆En)

2

‖vn‖4

)
= en + δn, (1.24)

où Rn = R (vn, κn) et ∆En = ∆E (vn, κn) . On déduit alors de (1.21)

δn =
(
α(1)
n − (α(1)

n · en)en
) 1

‖vn‖2
+
(
α(2)
n − (α(2)

n · en)en
) 1

‖vn‖3

+
(
α(3)
n − (α(3)

n · en)en
) 1

‖vn‖4
− 1

2

(
α(1)
n · α(1)

n

) en
‖vn‖4

−
(
α(1)
n · en

) α
(1)
n

‖vn‖4
+ O(‖vn‖−5)

= δ(4)n + O(‖vn‖−5).
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1.4. Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

On utilise ici la notation α
(k)
n = α(k)(en, κn). On peut alors décomposer δn sous la forme δn =

δ⊥n + µnen, avec δ⊥n · en = 0 et, puisque ‖en+1‖ = 1 = ‖en‖,

µn = −1 +
√

1 − δ⊥n · δ⊥n ≤ 0

= −1

2

(
α(1)
n · α(1)

n

) 1

‖vn‖4
−
(
α(1)
n · en

)2 1

‖vn‖4
+ O(‖vn‖−5).

Pour toute fonction f dépendant de v et de κ = (b,M, φ, c), b ·v = 0, ‖b‖ ≤ 1/2, on désignera
sa moyenne par rapport aux paramètres associés au diffuseur par

f (v) =

∫
db

Cd

∫
dµ (M,φ, c) f (v, b,M, φ, c) , (1.25)

où Cd est le volume de la boule de rayon 1/2 dans R
d−1.

1.4 Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

On s’intéresse dans cette section au cas où g = −∇yW. Le théorème suivant, dont la démons-
tration est détaillée dans la section 1.8, décrit le changement d’énergie lors d’une collision unique
et sera essentiel dans l’obtention des résultats annoncés en introduction.

Théorème 1.2. On suppose que l’Hypothèse 1.1 est satisfaite et que g = −∇yW.
(i) Pour tout vecteur unitaire e ∈ R

d, on a

α(1) (e) = 0 = α(2) (e). (1.26)

De plus, pour tout v ∈ R
d,

∆E (v) =
B

‖v‖4
+ O

(
‖v‖−5

)
, (∆E (v))2 =

D2

‖v‖2
+ O

(
‖v‖−3

)
, (1.27)

où

B =
d− 3

2
D2 (1.28)

et

D2 =
c2

Cd

∫

Tm

dφ

∫

R2d

dy0dy
′
0 ‖ y0 − y′0 ‖1−d ∂τW (y0, φ) ∂τW

(
y′0, φ

)
> 0. (1.29)

En particulier, pour tout vecteur unitaire e ∈ R
d et tout ℓ = 1, 2, 3,

β(ℓ) (e) = 0, B = β(4) (e) et D2 =
(
β(1) (e)

)2
> 0. (1.30)

(ii) Soient vn le processus aléatoire défini par (1.14) et en = vn/‖vn‖. Soit, pour ℓ ∈ N, β(ℓ)
n :=

β(ℓ) (en, κn) . Alors, pour tout n 6= n′ ∈ N et tout 0 ≤ ℓ ≤ ℓ′ ≤ 3, on a
〈
β

(4)
n

〉
−B = 0 =

〈
β

(ℓ)
n

〉
,〈

β
(ℓ)
n β

(ℓ′)
n′

〉
= 0 =

〈
β

(ℓ)
n

(
β

(4)
n′ −B

)〉
=
〈(
β

(4)
n −B

)(
β

(4)
n′ −B

)〉
.



 (1.31)

De plus,

〈(
β

(4)
n

)2
〉

et
〈
β

(ℓ)
n β

(4)
n

〉
sont indépendants de n.
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Remarque 1.3. (i) La partie (i) du théorème ne fait pas intervenir la marche aléatoire (1.14).
Il s’agit juste d’une affirmation à propos des fonctions α(ℓ) (e, κ) et β(ℓ) (e, κ) , vues comme des
variables aléatoires en κ.
(ii) Le fait que D2 soit strictement positif est équivalent au fait que β(1) ne soit pas identiquement
nul. Cela provient de l’Hypothèse 1.1, et plus particulièrement du fait que la dérivée temporelle
du potentiel ne soit pas nulle. C’est bien le résultat escompté puisque dans le cas d’un potentiel
indépendant du temps, l’énergie est conservée à tous les ordres et qu’alors on a β(1) = 0. En
dimension 1, l’hypothèse supplémentaire (1.13) est nécessaire pour s’assurer que β(1) 6= 0 : en
effet, quand d = 1, β(1) = 0 dès que le potentiel a une moyenne spatiale nulle. Dans ce cas,
certains termes d’ordres inférieurs β(ℓ) ne s’annuleront pas et, comme on le verra dans la suite,
cela pourrait changer les lois de puissance de l’accélération stochastique. De telles situations ne
seront pas étudiées ici, mais pourraient l’être facilement en utilisant les méthodes développées
dans la suite.
(iii) Dans l’équation (1.27), on voit que le changement d’énergie typique au cours d’une collision
est d’ordre D/ ‖v‖ , pour de grandes valeurs de ‖v‖ , alors que sa valeur moyenne B/ ‖v‖4 est
bien plus petite. De plus, on a une légère perte d’énergie en dimension d ≤ 2 et un gain lorsque
d ≥ 4. On verra dans ce qui suit que même pour les petites dimensions et asymptotiquement en
temps, l’énergie croît en moyenne, malgré ce terme de perte.

On se concentre d’abord sur le comportement asymptotique de
〈
‖vn‖2

〉
, où vn est le processus

stochastique défini par (1.14). Le développement (1.20) permet d’écrire

‖vn+1‖2

‖vn‖2
= 1 +

4∑

i=1

2β
(i)
n

‖vn‖i+2
+ O

(
‖vn‖−7

)
,

‖vn+1‖
‖vn‖

= 1 +
3∑

i=1

β
(i)
n

‖vn‖i+2
+ O

(
‖vn‖−6

)
,

‖vn+1‖ − ‖vn‖ =
3∑

i=1

β
(i)
n

‖vn‖i+1
+
β

(4)
n − 1

2

(
β

(1)
n

)2

‖vn‖5
+ O

(
‖vn‖−6

)
(1.32)

et on obtient

∆‖vn‖3 = ‖vn‖2∆‖vn‖
[
1 +

‖vn+1‖
‖vn‖

+
‖vn+1‖2

‖vn‖2

]

=
3∑

i=1

3β
(i)
n

‖vn‖i−1
+

3

(
β

(4)
n + 1

2

(
β

(1)
n

)2
)

‖vn‖3
+ O

(
‖vn‖−4

)

= 3β(1)
n +

3

(
β

(4)
n + 1

2

(
β

(1)
n

)2
)

‖vn‖3
+ O0

(
‖vn‖−1

)
+ O

(
‖vn‖−4

)

(1.33)

et

‖vn+1‖6 = ‖vn‖6 + 6β(1)
n ‖vn‖3 + O0

(
‖vn‖2

)
+ 6

(
β(4)
n + 2

(
β(1)
n

)2
)

+ O
(
‖vn‖−1

)
. (1.34)
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1.4. Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient

On désigne ici par O0 (‖vn‖α) un terme d’ordre O (‖vn‖α) et de moyenne nulle. On introduit les
notations

ξn =
‖vn‖3

3D
, εn =

β
(1)
n

D
et γ =

1

3

(
B

D2
+

1

2

)
=

1

6
(d− 2) ≥ −1

6
. (1.35)

Pour comprendre ce qui se passe, on néglige dans un premier temps les termes d’erreur dans
l’équation (1.33). On obtient la marche aléatoire unidimensionnelle

∆ξn = εn +
γ

ξn
avec 〈εn〉 = 0,

〈
ε2n
〉

= 1 (1.36)

en la variable ξn. Dans le membre de droite, le premier terme est le terme dominant de moyenne
nulle de (1.33), alors que le second est un terme de dérive systématique et est le terme de moyenne
non nulle dominant de (1.33) lorsque γ 6= 0.

On peut déduire de cette marche aléatoire simple le comportement en temps court de la
dynamique. Si on suppose ξ0 ≫ |γ|, alors

ξn = ξ0 + n
γ

ξ0
+

n−1∑

k=0

εk,

et cette approximation reste correcte tant que |ξn − ξ0| ≪ ξ0. Un rapide calcul montre que ceci
est garanti dès que 2

n≪ N∗ (ξ0) ∼ ξ20 ∼ ‖v0‖6. (1.37)

Cette dernière inégalité donne, comme on le verra plus tard, une estimation du nombre de colli-
sions nécessaires avant que le régime asymptotique en temps long ne s’installe. Cette dépendance
par rapport à la vitesse s’observe dans les résultats numériques obtenus pour le modèle décrit
dans la section 1.7, comme on le voit sur la Figure 1.4. On s’intéresse maintenant au régime
asymptotique des ξn, n≫ N∗ (ξ0) . On va montrer que, pour d ≥ 2 et k > −3,

〈
‖vn‖k

〉
∼ n

k
6 . (1.38)

On remarque tout d’abord que c’est bien le comportement observé numériquement sur la Fi-
gure 1.1 pour k = 2 et la Figure 1.5 pour k = −1 et −2, pour la dynamique complète des modèles
numériques décrits dans la section 1.7.

De plus, le résultat (1.38) est clairement vrai en dimension d = 2, puisqu’alors γ = 0 et que
(1.36) ne décrit plus qu’une marche aléatoire simple sur la demi-droite. Dans le cas général, en
observant l’équation et en constatant que γ ≥ 0 lorsque d ≥ 2, on s’attend à ce que la conséquence
des termes de dérive et de diffusion de (1.36) soit 〈ξn〉 → +∞. En dimension d = 1, γ < 0 et le
second terme agit alors comme un terme de frottement. On montrera néanmoins que pour tout
γ > −1/2, ce terme de frottement est trop petit pour altérer le comportement asymptotique des
〈ξn〉 . Dans ce but, on remarque que

∆ξ2n = (2ξn + ∆ξn)∆ξn.

En ne gardant, une fois encore, que les termes dominants, on obtient

∆ξ2n = 2ξnεn + 2γ + 1. (1.39)

2A partir de maintenant, on utilise la notation f (x) ∼ g (x) lorsqu’il existe 0 < c ≤ C < +∞ tels que
cf (x) ≤ g (x) ≤ Cf (x).
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Fig. 1.4 – Les quantités N∗ (‖v0‖) (sur l’axe vertical de gauche) et τ∗ (‖v0‖) (sur l’axe vertical
de droite) en fonction de ‖v0‖ pour une particule évoluant dans un réseau à maille hexagonale
(d = 2) décrit dans la section 1.7.

Pour tout γ > −1/2, on montre que le processus ξ2n divisé par n a une limite bien définie qui
est le processus de Bessel carré en dimension δ = 2γ + 1. Cela implique (1.38) pour ces valeurs
de γ et pour tout k > −3. Pour s’en convaincre, on définit pour tous s ≥ 0, n ∈ N et 0 ≤ σ ≤ s,

Y (n)
σ =

s

n
ξ2k, si σk = k

s

n
≤ σ < (k + 1)

s

n
= σk+1. (1.40)

En multipliant l’équation (1.39) par s/n, on trouve

Y (n)
s = Y

(n)
0 + 2

n−1∑

k=0

√
Y

(n)
σk ∆B(n)

σk
+ (2γ + 1) s,

avec

B(n)
σk

=

√
s

n

k−1∑

ℓ=0

εℓ.

En faisant tendre n vers +∞ et en écrivant Ys := limn→+∞ Y
(n)
s , on obtient

Ys = Y0 + 2

∫ s

0

√
YsdBs + (2γ + 1) s,

où Bs est un mouvement Brownien en dimension 1 puisque les εn sont indépendants et identi-
quement distribués. En d’autres termes, le processus limite Ys satisfait l’équation différentielle
stochastique

dYs = 2
√
YsdBs + (2γ + 1) ds, (1.41)

du processus de Bessel carré en dimension δ = 2γ + 1 (voir chapitre 3, section 3.4).
Ainsi, puisque ξ2n/n converge, on peut approcher sa distribution par celle de Y1 et conclure

que pour tout ℓ > −1,
〈
ξℓn
〉
∼ n

ℓ
2 , ce qui est exactement (1.38). Une version rigoureuse de ces

arguments est donnée par le théorème suivant, conséquence directe du Théorème 3.1 démontré
dans le chapitre 4.
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Fig. 1.5 – Résultats numériques illustrant le comportement asymptotique de
〈
‖vn‖k

〉
, dans le

cadre du modèle décrit dans la section 1.7, en dimensions 1 et 2, avec pour conditions initiales
et valeurs de k les valeurs indiquées dans les légendes.

Théorème 1.4. On suppose que la suite (ξn)n∈N
satisfait, pour tout n ∈ N,

ξ2n+1 = ξ2n + 2εnξn + O0

(
ξ2/3n

)
+

2

3

(
β

(4)
n

D2
+ 2εn

)
+ O

(
ξ−1/3
n

)
, si |ξn| ≥ ξ̄, (1.42)

ξ2n+1 = ξ2n + 2γ + 1, si |ξn| < ξ̄,

pour une valeur critique ξ̄ > 0. Alors en toute dimension d ≥ 2 et pour tout ℓ > −⌊2γ + 1⌋ /2,
on a

〈
‖vn‖6ℓ

〉
= (3D)2ℓ

〈
ξ2ℓn
〉
∼ nℓ.

Remarque 1.5. Pour des ξn petits, l’hypothèse ξ2n+1 = ξ2n+2γ+1, avec 2γ+1 = (d+1)/3 > 0,
fait que les valeurs successives de ξn vont progressivement augmenter jusqu’à être suffisamment
grandes pour reprendre la marche aléatoire (1.42). Le choix de la valeur 2γ + 1 des coups reçus
par les particules pour ξn petit peut sembler arbitraire : n’importe quel pas ξ2n+1 − ξ2n strictement
positif, constant ou pas, permet d’acheminer progressivement les valeurs de ξn vers ξ̄. Le choix
de cette restriction technique est justifié dans le chapitre 4.

Le Théorème 1.4 implique en particulier, en utilisant (1.12), que (voir la Figure 1.6)

〈τn〉 ∼ n5/6 (1.43)

et donc, au final,
〈
v2 (τ)

〉
∼ τ2/5, τ ≫ τ∗ (‖v0‖) :=

N∗ (ξ0)

‖v0‖
∼ ‖v0‖5. (1.44)
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Fig. 1.6 – Évolution de l’instant de collision 〈τn〉 pour le modèle de la section 1.7, en dimensions
1 et 2, pour les vitesses initiales indiquées dans les légendes.

On remarque que le comportement asymptotique ne dépend pas de la vitesse initiale ‖v0‖;
par contre, on a montré que l’échelle de temps τ∗ (‖v0‖) = τN∗(‖v0‖) à partir de laquelle il se met
en place croît comme ‖v0‖5, résultat vérifié dans les résultats numériques en dimension d = 2 sur
la Figure 1.4, qui représente, en fonction de ‖v0‖, le nombre de collisions N∗ et le temps moyen
τ∗ avant que le régime asymptotique ne s’installe.

En dimension d = 1, la même loi de puissance a été trouvée dans le cadre des champs
aléatoires (Gaussiens) dans [38], [52], et [2], en utilisant différentes méthodes. Lorsque d > 1, les
seules études dont nous avons connaissance sont [38] et [74] : elles traitent de champs aléatoires
Gaussiens et mentionnent respectivement

〈
‖v(τ)‖2

〉
∼ τ1/2, qui contredit (1.44), et

〈
‖v(τ)‖2

〉
∼

τ2/5, qui est en accord avec (1.44). Comme mentionné en introduction, les prédictions (1.38) et
(1.44), incluant le temps τ∗ (‖v0‖) auquel le régime asymptotique s’installe, sont corroborées par
des calculs numériques en dimensions 1 et 2, dont les résultats sont présentés dans la Figure 1.1
et décrits plus précisément dans la section 1.7.

On détermine maintenant le comportement asymptotique de
〈
‖yn‖2

〉
et
〈
‖y (τ) ‖2

〉
(voir les

équations (1.48) et (1.49) dans la suite). On s’intéresse d’abord au cas où d > 1, qui dépend
clairement de la déviation du chemin de la particule par rapport à une ligne droite, c’est-à-dire
de quel angle et avec quelle rapidité la particule tourne. En particulier, on a besoin d’étudier
la troisième équation de (1.12). Pour cela, on analyse d’abord l’évolution des vecteurs unitaires
en, qui exécutent une marche aléatoire sur la sphère unité en dimension (d− 1) . Pour tout n,
en utilisant le Théorème 1.2(i) et l’observation que en est indépendant de κn, on trouve que la
valeur moyenne du pas δn de la marche en en définie par (1.24) satisfait 〈δn〉 = O

(
‖vn‖−4

)
.

D’autre part, l’amplitude de ce pas est

‖δn‖ =
‖α(1)

n ‖
‖vn‖2

+ O
(
‖vn‖−3

)
= ‖δ⊥n ‖.

Étant donné que la particule arrive avec une vitesse ‖vn‖ élevée au niveau du n-ième diffuseur,
on veut déterminer le nombre de collisions m que la particule doit subir avant que sa direction
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ne varie d’une quantité macroscopique. Pour cela, on calcule l’espérance conditionnelle

〈
‖en+m − en‖2

〉
=

m−1∑

k=0

m−1∑

k′=0

〈δn+k · δn+k′〉 .

On suppose quem vérifiem≪ N∗ (ξn) ∼ ‖vn‖6 ∼ n, de sorte que (1.37) implique ‖vn+m‖ ∼ ‖vn‖;
on peut donc approcher ‖vn+k‖ par ‖vn‖. D’après le Théorème 1.2(i), on a donc, pour tout k,

〈δn+k · δn+k〉 =

〈
‖α(1)

n+k‖2
〉

‖vn‖4
+ O

(
‖vn‖−5

)
.

Pour les termes non diagonaux, on remarque que, si k > k′,

〈δn+k · δn+k′〉 =
〈
δ⊥n+k · δ⊥n+k′

〉
+
〈
µn+ken+k · δ⊥n+k′

〉
+

〈
δ⊥n+k · µn+k′en+k′

〉
+ O

(
‖vn‖−8

)
.

De plus, l’invariance par rotation du système implique que pour un en+k donné, le vecteur δ⊥n+k
s’annule ; on rappelle que la moyenne désignée par la barre est définie par (1.25). Par conséquent,
si k > k′, 〈

δ⊥n+k · δ⊥n+k′

〉
= 0 =

〈
δ⊥n+k · µn+k′en+k′

〉
.

En écrivant en+k = en+k′+1 + ∆k, l’invariance par rotation implique encore que l’espérance
conditionnelle de ∆k, avec en+k′+1 donné, est un vecteur νken+k′+1 de longueur |νk| ≤ 2. On a
donc 〈

δ⊥n+k′ · µn+ken+k

〉
=
〈
δ⊥n+k′ · µn+ken+k′+1

〉
+
〈
δ⊥n+k′ · µn+kνken+k′+1

〉
,

ainsi que
∣∣∣
〈
δ⊥n+k′ · µn+ken+k

〉∣∣∣ ≤ 3
〈
|δ⊥n+k′ · en+k′+1||µn+k|

〉

≤ 3
〈∣∣∣δ⊥n+k′ · [en+k′ + δn+k′ ]

∣∣∣ |µn+k|
〉

≤ 3

‖vn‖4
‖δ⊥n+k′‖2 = O

(
‖vn‖−8

)
.

On en déduit

〈
‖en+m − en‖2

〉
= m

〈∥∥∥α(1)
0

∥∥∥
2
〉

‖vn‖4
+mO

(
‖vn‖−5

)
+m2O

(
‖vn‖−8

)
.

Par conséquent, lorsque
m = M∗ (‖vn‖) ∼ ‖vn‖4 ∼ n2/3 ≪ n, (1.45)

on trouve
〈
‖en+m − en‖2

〉
∼ 1. Cela montre qu’après M∗(‖vn‖) collisions, et en ne considérant

pas les compensations accidentelles entre les termes diagonaux et non diagonaux, la particule
tourne d’un angle macroscopique et les réalisations des vecteurs unitaires en+m couvrent la sphère
unité. Dans la Figure 1.7, on a tracé les valeurs de M∗(‖v0‖) obtenues par une étude numérique de
la décroissance de la fonction de corrélation 〈en · e0〉 pour le modèle numérique bidimensionnel
décrit dans la section 1.7. La loi de puissance alors observée coïncide avec celle prédite par
l’analyse de la marche aléatoire faite précédemment.
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de M∗ (‖v0‖) obtenue à partir des pentes initiales des données et tracée en fonction de ‖v0‖.

On peut maintenant étudier le comportement asymptotique de ‖yn‖. Pour des particules
lancées à l’instant initial avec une vitesse initiale ‖v0‖, il faut typiquement M1 = ‖v0‖4 collisions
pour que la direction du mouvement devienne aléatoire. On peut alors définir de façon récursive

Mk+1 = Mk +M
2
3
k , (1.46)

suite pour laquelle on a Mk ∼ k3. Les Mk peuvent s’interpréter de la façon suivante : lorsque
n = Mk, la vitesse de la particule a subi k virages en moyenne, c’est-à-dire que sa direction a
varié k fois d’une quantité macroscopique, alors que le long d’une séquence de m≪Mk+1 −Mk

collisions entre Mk et Mk+1, la trajectoire suit plus ou moins une ligne droite. Cette image est
utilisée pour calculer de façon approchée yMk

en écrivant

yMk+1
= yMk

+ η∗ (Mk+1 −Mk) eMk
. (1.47)

Cette estimation n’est pas anodine, mais l’idée est qu’en moyenne, la particule avance sans
dévier pendant environ (Mk+1 −Mk) pas dans la direction eMk

. En utilisant (1.45) et (1.46), on
peut considérer ces directions successives eMk

comme aléatoires et indépendantes, choisies sur la
sphère, de sorte que (1.47) décrit une marche aléatoire sur une échelle de longueur plus large,
avec des pas indépendants d’ordre η∗ (Mk+1 −Mk) ∼ k2. Cela entraîne

〈
‖yMk

‖2
〉
∼

k∑

ℓ=1

ℓ4 ∼ k5 ∼M
5/3
k .

En interpolant entre les Mk, on obtient
〈
‖yn‖2

〉
∼ n5/3. (1.48)

Enfin, avec l’équation (1.43), on conclut que

〈‖y (τ) ‖〉 ∼ τ. (1.49)
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1.5. Champ de force ne dérivant pas d’un gradient

Le mouvement des particules est donc balistique, dans le sens où ‖y (τ) ‖/τ, qui décrit le taux
auquel la particule s’éloigne de l’origine, reste fini en moyenne. On remarque cependant que
la vitesse instantanée moyenne croît comme τ1/5, comme on l’a montré précédemment. Les
particules accélèrent donc, mais leurs trajectoires font des virages, ce qui diminue la vitesse
à laquelle elles s’éloignent de l’origine. Les résultats des simulations numériques en dimension
d = 2, présentés dans la Figure 1.2, et décrits en détails dans la section 1.7 coïncident avec les
résultats de l’étude de la marche aléatoire décrits ici.

Pour finir, on traite rapidement le cas de la dimension 1. Dans ce cas, la particule ne peut
pas changer progressivement de direction, et l’analyse décrite ci-dessus ne s’applique plus. En
effet, en dimension 1, un changement de direction implique un renversement complet du sens
du mouvement, mais cela ne peut se produire que si la particule rencontre une séquence de
diffuseurs l’arrêtant d’abord complètement. Des calculs similaires à ceux faits précédemment
montrent qu’un tel phénomène ne peut apparaître sur une échelle de temps plus petite que
M∗ (‖v0‖) ∼ ‖v0‖6, qui est l’échelle de temps sur laquelle, comme on l’a vu plus tôt, la particule
accélère. De plus, à tout instant, on a la borne supérieure évidente

〈‖y (τ) ‖〉 ≤
∫ τ

0
ds 〈‖v (τ) ‖〉 ∼ τ6/5. (1.50)

Il est donc clair que pour des échelles de temps sur lesquelles la plupart des particules n’ont pas
changé de direction, on a

〈‖yn‖〉 ∼ n, (1.51)

ce qui avec (1.43) implique 〈‖y (τ) ‖〉 ∼ τ6/5, c’est-à-dire qu’il y a une saturation au niveau
de la borne supérieure (1.50). À des temps plus longs, la distribution des instants auxquels la
marche aléatoire (1.36) repasse par l’origine en ξ = 0, et qui gouverne la distribution des instants
auxquels les vitesses s’inversent, pourrait changer le comportement asymptotique. Si ce type de
phénomène apparaît, il le fait à des temps plus longs que ceux atteignables numériquement. En
effet, jusqu’aux temps étudiés dans nos simulations numériques, la borne (1.50) semble décrire
de façon précise les propriétés asymptotiques de la croissance de y (τ) .

1.5 Champ de force ne dérivant pas d’un gradient

Quand le champ de force g ne dérive pas d’un potentiel W, on suppose que la distribution ν
de la constante de couplage c est centrée en 0

∫
c dν (c) = 0, (1.52)

de sorte que la force moyenne s’annule en tout point y ∈ R
d. Le développement (1.20) devient

‖vn+1‖2 = ‖vn‖2 + 2β(0)
n +

2β
(1)
n

‖vn‖
+

2β
(2)
n

‖vn‖2
+ O

(
‖vn‖−3

)
, (1.53)

et permet d’écrire

‖vn+1‖4 = ‖vn‖4 + 4β(0)
n ‖vn‖2 + 4β(1)

n ‖vn‖ + 4

(
β(2)
n +

(
β(0)
n

)2
)

+ O
(
‖vn‖−1

)
. (1.54)

On obtient le théorème suivant, semblable au Théorème 1.2 et dont la démonstration est faite
dans la section 1.8.
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Théorème 1.6. On suppose vérifiées l’Hypothèse 1.1 et l’égalité (1.52). Alors :
(i) Pour tout vecteur unitaire e ∈ R

d, α(1) (e) = 0 = α(2) (e). De plus, pour tout v ∈ R
d,

∆E (v) =
B′

‖v‖2
+ O

(
‖v‖−3

)
, ∆E (v)2 = D′2 + O

(
‖v‖−1

)
, (1.55)

où B′ = (d−1)
2 D′2 et

D′2 =
c2

Cd

∫

Tm

dφ

∫

R2d

dy0dy
′
0‖y0 − y′0‖−(1+d)

×
(
y0 − y′0

)
· g (y0, φ)

(
y0 − y′0

)
· g
(
y′0, φ

)
≥ 0.

En particulier, pour tout vecteur unitaire e ∈ R
d et tout ℓ = 0, 1,

β(ℓ) (e) = 0, B′ = β(2) (e) et D′2 =
(
β(0) (e)

)2 ≥ 0. (1.56)

D′ > 0 si et seulement si β(0) (e, κ) n’est pas identiquement nul, ce qui implique que g n’est pas
un champ de vecteur dérivant d’un potentiel.
(ii) Soient vn le processus aléatoire défini par (1.14) et en = vn/‖vn‖. Soit, pour ℓ ∈ N, β

(ℓ)
n =

β(ℓ) (en, κn) . Alors pour tous n 6= n′ ∈ N et tous 0 ≤ ℓ ≤ ℓ′ ≤ 1, on a
〈
β

(2)
n

〉
−B′ = 0 =

〈
β

(ℓ)
n

〉
〈
β

(ℓ)
n β

(ℓ′)
n′

〉
= 0 =

〈
β

(ℓ)
n

(
β

(2)
n′ −B′

)〉
=
〈(
β

(2)
n −B′

)(
β

(2)
n′ −B′

)〉
.



 (1.57)

De plus,

〈(
β

(2)
n

)2
〉

et
〈
β

(ℓ)
n β

(2)
n

〉
sont indépendants de n.

Remarque 1.7. Le fait que la force dépende ou non du temps n’a ici aucune influence, contrai-
rement à ce qui se passait dans le Théorème 1.2. En d’autres termes, lorsque le champ de force
ne dérive pas d’un gradient, le comportement prédominant du transfert d’énergie d’une particule
ne dépend pas de la dépendance ou non par rapport au temps. En particulier, les coefficients B′

et D′ ne font pas intervenir de dérivée temporelle de la force, contrairement à B et D.

On analyse maintenant le comportement asymptotique de la vitesse et de la position de la
particule, comme dans la section 1.4. À partir de l’équation (1.54) et en introduisant les notations

ξ′n =
‖vn‖2

2D′ et ε′n =
β

(0)
n

D′ , (1.58)

on trouve

ξ′2n+1 = ξ′2n + 2ε′nξ
′
n +D′−3/2β(1)

n

√
ξ′n +

(
β

(2)
n

D′2 + ε′2n

)
+ O

(
ξ−1/2
n

)
. (1.59)

On a alors un résultat semblable au Théorème 1.4.

Théorème 1.8. On suppose que la suite (ξ′n)n∈N
satisfait, pour tout n ∈ N, (1.59) lorsque

|ξ′n| ≥ ξ̄ et

ξ′2n+1 = ξ′2n +
d+ 1

2

si |ξ′n| < ξ̄, pour une valeur critique ξ̄ > 0. Alors en toute dimension d ≥ 1 et pour tout

ℓ > −⌊(d+ 1)/2⌋ /2, on a
〈
‖vn‖4ℓ

〉
= (2D′)2ℓ

〈
ξ′2ℓn
〉
∼ nℓ.
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1.5. Champ de force ne dérivant pas d’un gradient

C’est, là encore, une conséquence directe du Théorème 3.1, démontré dans le chapitre 4. En
utilisant ce résultat dans la seconde équation de (1.12), on obtient

〈τn〉 ∼
n∑

ℓ=0

1

ℓ1/4
∼ n3/4, et 〈‖v (τ) ‖〉 ∼ τ1/3. (1.60)

Ce résultat est prouvé rigoureusement dans [25] pour un champ de force ne dérivant pas d’un
gradient, dépendant du temps, de la forme (1.2) et (1.7), pour les dimensions d ≥ 4, et sous
quelques hypothèses techniques adaptées sur g et sur la distribution des centres des diffuseurs.

On regarde maintenant ce que cela implique pour le comportement asymptotique de ‖y (τ) ‖.
Tout d’abord, l’échelle des temps courts N ′

∗ (ξ′0) est maintenant N∗ (ξ′0) ∼ ξ′0
2 ∼ n ∼ ‖v0‖4. De

plus, en utilisant (1.24), on trouve

en+1 = en +
α

(1)
n −

(
α

(1)
n · en

)
en

‖vn‖2
+ O

(
‖vn‖−3

)
.

Par conséquent,
〈
‖en+m − en‖2

〉
∼ m/‖vn‖4 ∼ m/n. La particule tourne donc maintenant d’un

angle macroscopique après M∗ (‖vn‖) ∼ ‖vn‖4 ∼ n collisions, c’est-à-dire bien plus longtemps
après que dans le cas d’un champ de force dérivant d’un potentiel (voir (1.45)) et du même
ordre que le nombre N∗ (‖vn‖) ∼ n de collisions nécessaires pour accélérer de façon significative.
Cela vient simplement du fait que la particule est plus rapide avec ‖vn‖ ∼ n1/4, plutôt que
‖vn‖ ∼ n1/6, et est plus difficilement déviée. Cela influe sur le comportement asymptotique de
‖y (τ) ‖ de la façon suivante. On définit comme précédemment M1 = ‖v0‖4, Mk+1 = Mk +Mk,
de sorte que Mk ∼ 2k, et yMk+1

= yMk
+ η∗ (Mk+1 −Mk) eMk

. Cela s’intègre en 〈‖yMk
‖〉 ∼ Mk,

et on obtient
〈‖y (τ) ‖〉 ∼ τ4/3, (1.61)

indépendamment de la dimension d de l’espace ambiant.

Remarque 1.9. Ces résultats (équations (1.60) et (1.61)) coïncident avec les résultats rigoureux
montrés dans [25]. Dolgopyat et Koralov y étudient le comportement de particules dans un champ
de force G défini sur R

d par
G(y) =

∑

i∈N

gi(y − xi),

où les fonctions gi sont des variables aléatoires définies sur un espace de probabilités (Ω′,P′)
indépendantes et identiquement distribuées, ce sont de plus des fonctions lisses de R

d dans R
d,

à support dans une boule centrée en l’origine et ne dérivant pas d’un potentiel. Les centres xi
des diffuseurs sont distribués aléatoirement dans R

d selon une loi de Poisson et indépendamment
des gi. Il est alors montré qu’en dimension d ≥ 4 et pour tout v0 assez grand, il existe un sous-
ensemble Ω′

v0 ⊂ Ω′ tel que lim|v0|→∞ P
′(Ω′

v0) = 1 et en se plaçant sur l’espace Ω′
v0 muni de la

mesure de probabilité P
′
v0 := P

′/P′(Ω′
v0), on a :

1. y(t) et v(t) tendent presque-sûrement vers l’infini quand t tend vers l’infini,
2. v(c3τ)/c converge en distribution vers un processus diffusif v̄(τ) lorsque c tend vers l’infini,
3. y(c3τ)/c4 converge en distribution vers un processus diffusif lorsque c tend vers l’infini.
Dolgopyat et Koralov utilisent en particulier le fait que le processus limite v̄ est tel que |v̄(τ)|3/2
est un processus de Bessel de dimension 2d/3 (voir section 3.4). L’hypothèse d ≥ 4 permet
alors de travailler avec un processus de Bessel de dimension strictement plus grande que 2 et,
par conséquent, de construire un espace Ω′

v0 sur lequel les trajectoires des particules ne passent
presque-sûrement jamais deux fois au même endroit.
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

1.6 Champs aléatoires homogènes

On montre brièvement dans cette section que l’analyse faite dans les sections précédentes
peut être adaptée, même si c’est de façon moins rigoureuse, dans le cas où le champ de force
n’est pas de la forme (1.8), mais est un champ vectoriel aléatoire homogène en temps et en espace
tel que

〈G (y, τ)〉 = 0,
〈
G (y, τ)G

(
y′, τ ′

)〉
= C

(
y − y′, τ − τ ′

)
.

La fonction C est à valeurs matricielles, et on suppose qu’elle décroît rapidement en sa variable
d’espace, mais pas nécessairement en sa variable de temps.

Dans cette situation aussi, on s’attend à ce que le mouvement asymptotique de la particule
soit bien décrit par une marche aléatoire semblable à celle décrite par (1.12), avec la différence que
maintenant, le pas de temps ∆τn est déterminé par le temps mis par la particule pour parcourir
une distance η∗ égale à un multiple de la longueur de corrélation (qui vaut 1 dans les variables
de la nouvelle échelle utilisées ici) du champ de force :

vn+1 = vn +R (yn, vn, τn,∆τn)

τn+1 = τn +
η∗

‖vn‖
, η∗ ≥ 1

yn+1 = yn + η∗en.





(1.62)

Ici, R (yn, vn, τn,∆τn) est la variation du moment subi par une particule qui, après être arrivée
en yn à l’instant τn et avec un moment vn, se déplace pendant une durée ∆τn.

On s’intéresse dans un premier temps au cas où G = −∇W est un champ aléatoire dérivant
d’un gradient et tel que

〈W (y, τ)〉 = 0,
〈
W (y, τ)W

(
y′, τ ′

)〉
= K

(
y − y′, τ − τ ′

)
, (1.63)

avec K une fonction à support compact contenu dans la boule unité B (0, 1) , appartenant à
C5
(
R
d × R,R

)
, invariante par rotation et paire en sa variable de temps.

Pour étudier le comportement asymptotique de vn défini par (1.62), on a d’abord besoin,
comme dans les sections précédentes, de comprendre le comportement asymptotique de

‖vn‖2 = ‖v0‖2 +

n−1∑

k=0

∆‖vk‖2 = ‖v0‖2 +

n−1∑

k=0

2∆Hk − 2 (Wn −W0) , (1.64)

où Hk = H (yk, vk, τk) = ‖vk‖2/2 +Wk, et Wk = W (yk, τk) . En introduisant la notation

∆H (y, v, τ,∆τ) = H (y (τ + ∆τ) , v (τ + ∆τ) , τ + ∆τ) −H (y, v, τ) ,

on trouve

∆H

(
y, v, τ,

η∗
‖v‖

)
= ∆HI

(
y, v, τ,

η∗
‖v‖

)
+ ∆HII

(
y, v, τ,

η∗
‖v‖

)
+ O

(
‖v‖−5

)
,

avec

∆HI

(
y, v, τ,

η∗
‖v‖

)
=

η∗
‖v‖

∫ 1

0
dλ∂τW

(
y + η∗λe, τ +

η∗λ
‖v‖

)

et

∆HII

(
y, v, τ,

η∗
‖v‖

)
= − η3

∗
‖v‖3

∫ 1

0
dλ∇∂τW

(
y + η∗λe, τ +

η∗λ
‖v‖

)

·
∫ λ

0
dλ′
∫ λ′

0
dλ′′∇W

(
y + η∗λ

′′e, τ +
η∗λ′′

‖v‖

)
.
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1.6. Champs aléatoires homogènes

On obtient alors le même type de résultat que le Théorème 1.2, avec une démonstration immé-
diate.

Proposition 1.10. Sous les conditions détaillées ci-dessus, on a
〈
α(1)

〉
= 0 =

〈
α(2)

〉
et pour

tout v ∈ R
d,

〈∆H (v)〉 =
B̃

‖v‖4 + O
(
‖v‖−5

)
,
〈
(∆H (v))2

〉
=

D̃2

‖v‖2 + O
(
‖v‖−3

)
,

où
B̃ = (d− 3) η∗K

(0) − 2 (d− 4)K(1), D̃2 = 2
(
η∗K

(0) −K(1)
)
,

et

K(0) =

∫ 1

0
dµ
(
−∂2

tK (µe, 0)
)
, K(1) =

∫ 1

0
dµ
(
−µ∂2

tK (µe, 0)
)
.

Démonstration. En remarquant que 〈∆HI (v)〉 = 0, on peut écrire

〈∆H (v)〉 = 〈∆HII (v)〉

=
η3
∗

‖v‖3

∫ 1

0
dλ

∫ λ

0
dλ′′

(
λ− λ′′

)
(∆∂tK)

(
η∗
(
λ− λ′′

)
e,
η∗ (λ− λ′′)

‖v‖

)

=
η4
∗

‖v‖4

∫ 1

0
dλ

∫ λ

0
dλ′′

(
λ− λ′′

)2 (
∆∂2

tK
) (
η∗
(
λ− λ′′

)
e, 0
)

+ O
(
‖v‖−5

)

=
η4
∗

‖v‖4

∫ 1

0
dλ (1 − λ)λ2

(
∆∂2

tK
)
(η∗λe, 0) + O

(
‖v‖−5

)
.

On utilise alors l’invariance par rotation de ∆∂2
tK (·, 0) et une intégration par parties pour obtenir

l’expression de B̃.
De plus, puisque

(∆H(y, v, τ,∆τ))2 =
η2
∗

‖v‖2

(∫ 1

0
dλ∂τW (y + η∗λe, τ)

)2

+ O(‖v‖−3),

on trouve

〈(∆H(v))2〉 =
D̃2

‖v‖2
+ O(‖v‖−3),

où

D̃2 = η2
∗

∫ 1

0
dλ

∫ 1

0
dλ′
(
−∂2

τK
)
(η∗(λ− λ′)e, 0)

= 2η2
∗

∫ 1

0
dλ(1 − λ)

(
−∂2

τK
)
(η∗λe, 0).

Un changement de variable permet de conclure.

En multipliant ‖vn‖2 par (s/n)1/3 dans (1.64) et en faisant tendre n vers l’infini, on trouve
que le processus limite Zσ est solution de l’équation différentielle stochastique

dZσ =
2

3

dBσ√
Zσ

+
2

3

(
γ − 1

6

)
dσ

Z2
σ

, γ =
1

3

(
B̃

D̃2
+

1

2

)
.
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Chapitre 1. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et aléatoire

En utilisant le calcul d’Itô, on a alors que Yσ = Z3
σ est solution de l’équation différentielle

stochastique du processus de Bessel carré [73] de dimension δ = 2γ + 1. En choisissant η∗ assez
grand, on peut rendre γ arbitrairement proche de (d− 2) /6. L’analyse de la marche aléatoire
est donc complètement analogue à celle de la section 1.4, et on obtient en particulier les mêmes
lois de puissance pour la croissance de

〈
‖v(τ)‖2

〉
et
〈
‖y(τ)‖2

〉
que dans (1.44) et (1.49).

Dans le cas où G n’est pas un champ dérivant d’un gradient, on garde les hypothèses d’in-
variance par rotation et de symétrie par réflexion. Cela assure l’existence de fonctions Λ1 et Λ2

telles que la fonction de corrélation soit de la forme

C (y, τ) = Λ1 (‖y‖ , τ) Py + Λ2 (‖y‖ , τ) P
⊥
y ,

où Py est le projecteur orthogonal par rapport à la direction du vecteur y et P
⊥
y + Py = Id. On

suppose de plus que Λ1 et Λ2 sont des fonctions de classe C2 qui décroissent rapidement en leur
variable d’espace, et que pour tout τ ∈ R, Λ1 (·, τ) et Λ2 (·, τ) sont à support compact dans [0, 1].
Sous ces hypothèses, on peut monter un analogue du Théorème 1.6.

Proposition 1.11. Sous les hypothèses décrites, on a
〈
α(1)

〉
= 0 =

〈
α(2)

〉
, et pour tout v ∈ R

d,

〈∆E (v)〉 =
B̃′

‖v‖2 + O
(
‖v‖−3

)
,

〈
(∆E (v))2

〉
= D̃′2 + O

(
‖v‖−1

)
,

avec
B̃′ = η∗ (d− 1)K ′(0) − (d− 2)K ′(1), D̃′2 = 2

(
η∗K ′(0) −K ′(1)

)
> 0

et

K ′(0) =

∫ 1

0
dµΛ1 (µ, 0) , K ′(1) =

∫ 1

0
dµµΛ1 (µ, 0) .

Démonstration. En calculant

R (y, v, τ, η∗/ ‖v‖) =

∫ τ+η∗/‖v‖

τ
G
(
y
(
τ ′
)
, τ ′
)
dτ ′

à l’aide d’une théorie de perturbation à l’ordre 2, on obtient

R (y, v, τ, η∗/ ‖v‖) = RI (y, v, τ, η∗/ ‖v‖) +RII (y, v, τ, η∗/ ‖v‖)
avec

RI (y, v, τ, η∗/ ‖v‖) =
η∗
‖v‖

∫ 1

0
dλG

(
y + η∗λe, τ +

η∗λ
‖v‖

)

et

RII (y, v, τ, η∗/ ‖v‖) =
η3
∗

‖v‖3

∫ 1

0
dλ

∫ λ

0
dλ′′

(
λ− λ′′

)
×

(
G
(
y + η∗λ′′e, τ

)
· ∇
)
G (y + η∗λe, τ) + O

(
‖v‖−4

)
.

Alors,
〈
α(1)

〉
et
〈
α(2)

〉
s’annulent, et donc

〈
β(0)

〉
et
〈
β(1)

〉
également. L’égalité w · Py (v) =

(v · y) (w · y) /y2 implique

1

2

〈
α(1) · α(1)

〉
=

=
η2
∗
2

∫ 1

0
dλ

∫ 1

0
dλ′′

(
Λ1

(
L
∣∣λ− λ′′

∣∣ , 0
)

+ (d− 1)Λ2

(
η∗
∣∣λ− λ′′

∣∣ , 0
))

= η2
∗

∫ 1

0
dλ (1 − λ) (Λ1 (η∗λ, 0) + (d− 1) Λ2 (η∗λ, 0)) ,
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1.7. Résultats numériques

et
〈
α(3) · e

〉
=

= η2
∗

∫ 1

0
dλ (1 − λ)

(
η∗λΛ′

1 (λ, 0) + (d− 1) (Λ1 (λ, 0) − Λ2 (λ, 0))
)

= η2
∗

∫ 1

0
dλ (((d− 2) − λ (d− 3))Λ1 (η∗λ, 0) − (d− 1) (1 − λ)Λ2 (η∗λ, 0)) .

On obtient alors l’expression de B̃′ en additionnant ces deux dernières équations et en faisant le
changement de variable µ = η∗λ.

L’analyse de la marche aléatoire se fait de la même façon que dans la section 1.5, et on obtient
les mêmes lois de puissance.

1.7 Résultats numériques

Afin d’illustrer l’analyse théorique du mouvement d’une particule dans un champ de force
présentée précédemment, des calculs numériques ont été réalisés pour un réseau périodique de
diffuseurs mous en dimensions 1 et 2. Dans le cas bidimensionnel, on a utilisé un réseau à maille
hexagonale avec, pour N = (N1, N2) ∈ Z

2, xN = N1u+N2v, avec u = (1, 0) et v =
(
1/2,

√
3/2
)
.

On s’est restreint au cas où le champ de force associé aux diffuseurs dérive d’un potentiel, en
choisissant W sous la forme d’un potentiel plat, circulaire et dépendant du temps :

W (y, φ) = f (φ)χ

(‖y‖
y∗

)
, y ∈ R

d, d = 1, 2,

où χ (x) = 1 si 0 ≤ x ≤ 1 et χ (x) = 0 sinon. Le paramètre y∗ satisfait ici
√

3/4 < y∗ < 1/2,
lorsque d = 2, afin de s’assurer que le système soit à horizon fini ; lorsque d = 1, on prend
y∗ = 1/3. On s’est intéressé à trois choix différents pour la fonction f, à savoir

f1 (φ) = cos (2πφ) , f2 (φ) = 1 + cos2 (2πφ) , φ ∈ [0, 1[,

qui engendrent des potentiels périodiques en temps, et

f3 (φ) = f3 (φ1, φ2) = cos (2πφ1) + cos (2πφ2) .

Dans le dernier cas, le vecteur fréquence ω est choisi égal à ω =
(
1,
√

2
)
; le potentiel résultant

est ainsi quasi-périodique en temps. Les phases φN sont choisies uniformément sur le tore, de
façon indépendante pour chaque diffuseur. Les constantes de couplage cN sont elles aussi choisies
de façon indépendante avec une distribution uniforme sur [0, 1/2], ou fixée égales à cN = 1 ou
cN = −1, pour tout N.

Chaque potentiel ainsi défini représente une barrière ou un puits de potentiel à symétrie
centrale, dépendant de la phase et du choix de la constante de couplage et dont le maxi-
mum/minimum oscille en fonction du temps. Pour f = f1 et f3, tout diffuseur agira à certains
moments comme un puits de potentiel et à d’autres comme une barrière, suivant le signe de
cNf1 (φN + τ) ou de cNf3 (φN + ωτ) à l’instant τ d’arrivée de la particule ; en moyenne, la force
exercée en un point donné de l’espace s’annule toujours. Par contre, lorsque f = f2 et cN = 1
pour tout N, cNf2 (φ+ τ) reste toujours positif, générant un réseau de barrières de potentiel
oscillantes pour lequel la force moyenne en un point donné ne s’annule pas. De même, lorsque
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Fig. 1.8 – Un exemple de trajectoire dans la maille hexagonale.

f = f2 et cN = −1 pour tout N, on obtient un réseau de puits de potentiel oscillants. Dans tous
les cas étudiés numériquement, le système est à horizon fini.

Le mouvement d’une particule dans un réseau de tels diffuseurs peut se calculer par récur-
rence, en utilisant la conservation de l’énergie et du moment de la particule à son entrée et sa
sortie du support du potentiel, et sans avoir à intégrer numériquement d’équation différentielle
d’ordre 2. Cela permet de calculer la trajectoire jusqu’à des temps très longs, comme requis pour
une étude de régime asymptotique. Un exemple de trajectoire est tracé dans la Figure 1.8.

Dans les simulations, chaque particule est placée initialement en un point choisi aléatoirement
sur le bord du diffuseur centré en l’origine, avec un vecteur vitesse initial choisi avec égale
probabilité parmi les directions pointant vers l’extérieur. Pour chaque ensemble de conditions
initiales, la vitesse initiale ‖v0‖ de la particule est constante et ses valeurs sont indiquées dans
les légendes des figures ou sur les figures elles-mêmes. Les résultats présentés représentent les
moyennes sur 104 trajectoires, pour chaque vitesse initiale. Pour faciliter la présentation, les
données tracées tout au long du chapitre en fonction du temps τ ou du nombre de collisions n
ne représentent qu’un sous-ensemble des données obtenues, évaluées en des valeurs de τ ou n
régulièrement espacées sur un axe en échelle logarithmique.

On retrouve, aussi bien dans les calculs numériques que dans la théorie, que la loi de puis-
sance de l’évolution associée à l’accélération stochastique ne dépend pas de la forme précise du
potentiel ; en particulier, elle ne dépend pas de l’annulation ou non en moyenne de la force. C’est
pourquoi on a choisi de ne présenter dans les figures que le cas où f = f1 et cN est uniformément
distribué dans [0, 1/2].

Pour ce modèle en particulier, la Figure 1.1 (page 15) représente l’évolution de l’énergie
cinétique moyenne de la particule, en fonction du temps τ et du nombre de collisions n. Comme on
l’a déjà mentionné, les résultats observés sont en parfait accord avec les lois de puissance prédites
par l’analyse (voir (1.4), (1.38), (1.44)), dans les deux dimensions. On peut aussi remarquer sur
cette figure que le régime asymptotique est atteint après une durée initiale de N∗ (‖v0‖) collisions
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qui croît comme ‖v0‖. La valeur de N∗ (‖v0‖) a été calculée numériquement pour quinze valeurs
de ‖v0‖ entre 0.5 et 2, et le résultat est présenté dans la Figure 1.4 page 26. Là encore, la loi
de puissance observée N∗ (‖v0‖) ∼ ‖v0‖6 est en accord avec celle prédite dans la section 1.4
(équation (1.37)).

De même, la Figure 1.2 (page 16) représente, pour le même modèle que précédemment,
l’évolution de la variance du déplacement de la particule en fonction de τ et n. Les lois de
puissance obtenues en dimensions 1 (équations (1.5) et (1.51)) et 2 (équations (1.6) et (1.48)-
(1.49)) sont effectivement différentes, et correspondent à celles obtenues dans la section 1.4.

Afin d’obtenir des résultats analytiques pour une classe suffisamment large de potentiels,
l’analyse théorique de la section 1.4 a été faite pour des potentiels lisses ; ce n’est clairement pas
le cas des potentiels utilisés dans les simulations numériques. En effet, pour avoir des résultats
numériques en temps long avec un potentiel lisse, il faudrait résoudre à chaque itération une
équation différentielle du second ordre ; cela entraînerait une perte de précision et des temps de
calculs trop longs. De plus, des calculs explicites spécifiques au potentiel plateau montrent que les
formules (1.16) et (1.20) restent vraies, et que leurs termes dominants ont le même comportement
que ceux dans l’analyse présentée ; les arguments sont ainsi toujours valides. Cela conforte encore
dans l’idée que c’est le comportement à énergie élevée des transferts de moment et d’énergie lors
d’un seul événement diffusif qui détermine le comportement asymptotique de la particule, et
suggère que les résultats sont encore plus généraux que ceux donnés par l’analyse faite ici.

Pour finir, on remarque que les potentiels utilisés dans le modèle numérique sont invariants
par rotation, et que les réseaux sont ordonnés. Ainsi, quand cN est constant, le seul aléa qui reste
dans le problème se trouve dans les phases initiales φN des diffuseurs et les directions initiales
e0 des particules. Par conséquent, l’essentiel de l’aléa nécessaire à l’analyse faite ici résulte de
la nature dispersive des événements diffusifs eux-mêmes, qui génèrent, en évaluant le long de la
trajectoire suivie par la particule, une suite aléatoire d’événements diffusifs.

1.8 Démonstrations des Théorèmes 1.2 et 1.6

On commence par quelques remarques préliminaires. Pour faciliter l’écriture, on définit

ĝ (y, τ) = Mg
(
M−1y, ωτ + φ

)
,

en supprimant les variables φ et M dans les notations.
Les estimations faites dans la suite sont toutes uniformes en φ et M. On remarque que quand

g = −∇W, on obtient ĝ = −∇Ŵ , avec Ŵ (y, τ) = W
(
M−1y, ωτ + φ

)
. On a besoin d’étudier les

solutions de

ÿ
(
τ ′
)

= cĝ
(
y
(
τ ′
)
, τ ′
)

= −c∇Ŵ
(
y
(
τ ′
)
, τ ′
)
, y (τ0) = y0, ẏ (τ0) = v0. (1.65)

Pour toute condition initiale y (τ0) = y0, v (τ0) = v0, on définit

v± = lim
τ→±∞

ẏ (τ) . (1.66)

En particulier, si y0 = b− v0/(2‖v0‖) et ẏ0 = v0, on a (équation (1.11))

R(v0, κ) = v+ − v− = −c
∫

R

dτ ′∇Ŵ (y(τ ′), τ ′). (1.67)

Le lemme suivant assure que ces limites existent quand ‖v0‖ est assez grand.
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Lemme 1.12. On suppose l’Hypothèse 1.1 vérifiée. Soient τ0 ∈ R et (y0, v0) ∈ R
2d tels que

‖y0‖ ≤ 1/2, ‖v0‖2 ≥ 12cgmax. Alors il existe des uniques τin ≤ τ0 ≤ τout tels que ‖y (τin) ‖ =
5/2 = ‖y (τout) ‖. De plus,

√
3

‖v0‖
≤ min{τ0 − τin, τout − τ0} ≤ max{τ0 − τin, τout − τ0} ≤ 3

√
2

‖v0‖
. (1.68)

Ce lemme dit en substance que toute particule, se trouvant à l’instant τ0 à l’intérieur de la
région où le potentiel est non nul et ayant une énergie cinétique assez grande à cet instant, est
entrée dans cette région en un instant du passé et la quittera à un instant futur, en mettant
une durée d’ordre 1

‖v0‖ pour la traverser ; les bornes inférieure et supérieure dans (1.68) seront
utilisées dans la démonstration de la Proposition 1.14 énoncée plus loin. On remarque de plus
que ce lemme implique en effet l’existence des limites dans (1.66).

Démonstration. À partir de (1.65), on peut écrire

y (τ) = y0 + v0 (τ − τ0) + c

∫ τ

τ0

dτ ′
∫ τ ′

τ0

dτ ′′ĝ
(
y
(
τ ′′
)
, τ ′′
)
, (1.69)

de sorte que Q (τ − τ0) ≤ ‖y (τ)‖ ≤ P (τ − τ0) , avec

Q (τ − τ0) = −cgmax
(τ − τ0)

2

2
+ ‖v0‖|τ − τ0| −

1

2

et

P (τ − τ0) = cgmax
(τ − τ0)

2

2
+ ‖v0‖|τ − τ0| +

1

2
.

On a alors Q (σ+) = 5
2 = P (σ−) , où

σ− =
‖v0‖
cgmax

(√
1 +

4cgmax

‖v0‖2 − 1

)
et σ+ =

‖v0‖
cgmax

(
1 −

√
1 − 6cgmax

‖v0‖2

)
.

On remarque que σ− ≤ σ+. Puisque ‖y (τ0 ± σ−) ‖ ≤ 5
2 ≤ ‖y (τ0 ± σ+) ‖, on obtient l’existence

de τin et τout satisfaisant

τ0 − σ+ ≤ τin ≤ τ0 − σ− et τ0 + σ− ≤ τout ≤ τ0 + σ+.

Leur unicité vient du fait que ĝ est nul en dehors de la boule de rayon 1/2 et que, par conséquent,
la particule ne peut entrer et sortir qu’une seule fois de la boule de rayon 5/2. L’équation (1.68)
est due au fait que si 0 ≤ x ≤ A < 1, alors

√
1 + x− 1 ≥ 1

2

1√
1 +A

x, 1 −
√

1 − x ≤ 1

2

1√
1 −A

x.

Il suffit de prendre A = 1/3 dans la première inégalité et A = 1/2 dans la seconde.

En utilisant v± (équation (1.66)), on définit, pour tout (y0, v0, τ0) tel que ‖v0‖2 ≥ 12cgmax,

∆v (v0, y0, τ0) := v+ − v−, ∆K (v0, y0, τ0) :=
1

2

(
v2
+ − v2

−
)
. (1.70)

On remarque que ∆v et ∆K sont constants le long des trajectoires :

∆v (v0, y0, τ0) = ∆v(v(τ ′), y(τ ′), τ ′), ∆K(v0, y0, τ0) = ∆K(v(τ ′), y(τ ′), τ ′). (1.71)
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On peut donc les interpréter comme des fonctions sur l’espace de toutes les trajectoires avec
énergie cinétique suffisamment grande. On veut comprendre le comportement pour des vitesses
élevées de ∆K et de sa moyenne sur toutes les trajectoires intersectant le support du potentiel.
On verra que lorsque ĝ = −∇Ŵ , on a ∆K ∼ ‖v0‖−1 (Proposition 1.14) mais que la moyenne
de ∆K s’annule jusqu’au terme d’ordre ‖v0‖−4 (Proposition 1.15). En d’autres mots, les termes
dominants de ∆K sont de moyenne nulle. Cette observation est le coeur du Théorème 1.2, comme
on le verra plus tard.

Proposition 1.13. On suppose l’Hypothèse 1.1 vérifiée. Soient y0, v0 ∈ R
d et τ0 ∈ R, avec

‖v0‖2 ≥ 12cgmax. Alors

∆v (v0, y0, τ0) =
c

‖v0‖

∫ +∞

−∞
ĝ (y0 + λe0, τ0) dλ

+
c

‖v0‖2

∫ +∞

−∞
∂τ ĝ (y0 + λe0, τ0)λdλ+ O

(
‖v0‖−3

)
. (1.72)

Le terme d’erreur est uniforme en y0, τ0, c ∈ [−1, 1] et e0 = v0/‖v0‖.

Démonstration. On suppose dans un premier temps ‖y0‖ ≤ 1/2. Le Lemme 1.12 implique alors
que, sous les conditions énoncées en ‖v0‖, il existe des temps d’entrée et de sortie uniques τin
et τout de la boule de rayon 5/2, avec τout − τ0 et τ0 − τin d’ordre ‖v0‖−1. Par conséquent, pour
les temps τ < τin et τ > τout, la particule évolue librement avec les vecteurs vitesse v− et v+,
dans la région où la force ĝ est identiquement nulle. En intégrant (1.65) par rapport au temps,
on obtient

∆v (v0, y0, τ0) = c

∫ τout

τin

ĝ (y (τ) , τ) dτ

= c

∫ τout

τin

ĝ (y0 + v0 (τ − τ0) , τ) dτ + O
(
‖v0‖−3

)
,

où on a utilisé ‖y (τ) − (y0 + v0 (τ − τ0)) ‖ ≤ cgmax (τ − τ0)
2 /2, conséquence directe de (1.69).

On remarque alors que le Lemme 1.12 implique que

‖y0 + v0
(
τout/in − τ0

)
‖ ≥ ‖v0‖|τout/in − τ0| −

1

2
≥ 1/2.

Par conséquent, on peut étendre l’intégration en τ à tout l’axe réel, l’intégrande s’annulant pour
τ ≤ τin et τout ≤ τ. Le changement de variable λ = ‖v0‖ (τ − τ0) entraîne

∆v (v0, y0, τ0) =
c

‖v0‖

∫ +∞

−∞
ĝ

(
y0 + λe0, τ0 +

λ

‖v0‖

)
dλ+ O

(
‖v0‖−3

)
, (1.73)

et un développement de Taylor permet de conclure.
Reste à considérer le cas où ‖y0‖ > 1/2. On suppose que la trajectoire de la particule intersecte

la boule de rayon 1/2 centrée en l’origine : si tel n’est pas le cas, ∆v (v0, y0, τ0) = 0, et le résultat
voulu est vrai. On suppose donc que la trajectoire intersecte la boule, ainsi que y0 · v0 ≤ 0.
Il existe alors un unique instant τ∗ > τ0 auquel la trajectoire entre dans cette boule : ainsi
y (τ) = y0 + v0 (τ − τ0) pour tout τ ≤ τ∗, ‖y (τ∗) ‖ = 1/2 et y (τ∗) · v0 ≤ 0. Clairement, on a

∆v (v0, y0, τ0) = ∆v (v0, y (τ∗) , τ∗) ,
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et on peut alors appliquer le résultat de la première partie de la preuve pour obtenir

∆v (v0, y0, τ0) =
c

‖v0‖

∫ +∞

−∞
ĝ

(
y (τ∗) + λe0, τ∗ +

λ

‖v0‖

)
dλ+ O

(
‖v0‖−3

)
. (1.74)

Le changement de variable
λ̃ = λ+ ‖v0‖ (τ∗ − τ0)

transforme (1.74) en (1.73), et termine la preuve. Le cas où y0 · v0 ≥ 0 se traite de façon
analogue.

Lorsque ĝ = −∇Ŵ , on a besoin du développement à vitesse ‖v0‖ élevée de ∆K à l’ordre
‖v0‖−4 obtenu dans la proposition suivante.

Proposition 1.14. On suppose l’Hypothèse 1.1 vérifiée et ĝ = −∇Ŵ . Alors, pour tout v0 ∈ R
d

tel que ‖v0‖2 ≥ 12cgmax et pour tout y0 ∈ R
d,

∆K (v0, y0, τ0) = ∆KI (v0, y0, τ0) + ∆KII (v0, y0, τ0) + O
(
‖v0‖−5

)
(1.75)

où

∆KI (v0, y0, τ0) =
c

‖v0‖

∫

R

dλ ∂τŴ

(
y0 + λe0, τ0 +

λ

‖v0‖

)
, (1.76)

et

∆KII (v0, y0, τ0) = − c2

‖v0‖3

∫

R

dλ∇∂τŴ
(
y0 + λe0, τ0 +

λ

‖v0‖

)

·
∫ λ

0
dλ′
∫ λ′

0
dλ′′∇Ŵ

(
y0 + λ′′e0, τ0 +

λ′′

‖v0‖

)
. (1.77)

Le terme d’erreur est uniforme en y0, τ0, et en e0 = v0/‖v0‖.
Les indices “I” ou “II” font référence aux premier et second ordres en Ŵ , mais les contributions

correspondantes ont chacune un développement en ‖v0‖−1.

Démonstration. On considère d’abord le cas ‖y0‖ ≤ 1/2. Comme dans la démonstration de la
Proposition 1.13, on peut intégrer l’équation du mouvement pour trouver

∆K (v0, y0, τ0) = −c
∫ τout

τin

ẏ (τ) · ∇Ŵ (y (τ) , τ) dτ = c

∫ τout

τin

∂τŴ (y (τ) , τ) dτ.

En la combinant avec l’équation (1.69), on obtient, pour τ ∈ [τin; τout],

‖ẏ (τ) − v0‖ ≤ cgmax|τ − τ0|
‖y (τ) − (y0 + v0 (τ − τ0)) ‖ ≤ cgmax (τ − τ0)

2

y (τ) = yI (τ) + O
(
‖v0‖−4

)



 (1.78)

où on a utilisé (1.68) pour la dernière ligne, et où

yI (τ) = y0 + v0 (τ − τ0) − c

∫ τ

τ0

dτ ′
∫ τ ′

τ0

dτ ′′ ∇Ŵ
(
y0 + v0

(
τ ′′ − τ0

)
, τ ′′
)
.

On a donc
∆K (v0, y0, τ0) = c

∫ τout

τin

∂τŴ (yI (τ) , τ) dτ + O
(
‖v0‖−5

)
.

La conclusion s’obtient en développant ∂τŴ (yI (τ) , τ) en y0 + v0 (τ − τ0) . Le cas ‖y0‖ > 1/2 se
traite de la même façon que dans la démonstration de la Proposition 1.13.

42



1.8. Démonstrations des Théorèmes 1.2 et 1.6

Dans le but de démontrer le Théorème 1.2, on calcule le changement d’énergie moyen sur
toutes les trajectoires, pour un moment entrant ou une énergie donnés et suffisamment grands,
qui intersectent la boule de rayon 1/2 centrée en l’origine. On rappelle que

ĝ (y, τ) = Mg
(
M−1y, ωτ + φ

)
;

ceci implique que pour v0 ∈ R
d, b · v0 = 0 et κ = (b,M, φ+ ωτ0, c) ,

∆E (v0, κ) = ∆K

(
v0, b−

1

2
e0, τ0

)
. (1.79)

On calcule dans un premier temps la moyenne de ∆E (v0, b,M, φ, c) suivant φ :

∫

Tm

dφ ∆E (v0, b,M, φ, c) . (1.80)

Proposition 1.15. On suppose l’Hypothèse 1.1 vérifiée. Alors, pour tout v0 ∈ R
d et tous b ∈ R

d,
b · v0 = 0,M ∈ SO (d,R) , c ∈ [−1, 1],

∫

Tm

dφ (∆E (v0, b,M, φ, c) + ∆E (−v0, b,M, φ, c))

=
2β̂

(4)
II (e0, b,M, c)

‖v0‖4
+ O

(
‖v0‖−5

)
, (1.81)

avec

β̂
(4)
II (e0, b,M, c) =

c2

2

∫

Tm

dφ

∫ 1

0
dλ

∫ 1

0
dλ′

(
λ− λ′

)2
∂τS

(
λ− 1

2
,M, φ

)
∂τS

(
λ′ − 1

2
,M, φ

)
,

(1.82)
et S (µ,M,φ) = ∇W

(
M−1 (b+ µe0) , φ

)
.

On remarque que ∆E (v0, b,M, φ, c) et ∆E (−v0, b,M, φ, c) sont les changements d’énergie
subis par deux particules distinctes, arrivant toutes deux sur le même obstacle au même instant
avec le même paramètre d’impact, mais avec des vecteurs vitesse opposés. D’après la Propo-
sition 1.14, chacun de ces deux termes ∆E (±v0, b,M, φ, c) est d’ordre ‖v0‖−1, de sorte que la
Proposition 1.15 montre que la combinaison d’une moyenne en temps avec une « inversion de
temps » v0 → −v0 diminue le changement d’énergie subi par la particule lors d’un événement
diffusif de manière drastique.

Démonstration. En utilisant (1.79), on a, comme dans (1.76)-(1.77), la décomposition

∆E = ∆EI + ∆EII + O
(
‖v0‖−5

)
. (1.83)

On écrira de façon similaire β(ℓ) = β
(ℓ)
I +β

(ℓ)
II , où β

(ℓ) est défini dans (1.20). De l’équation (1.76),
on obtient

∫

Tm

dφ ∆EI (v0, b,M, φ, c) =
c

‖v0‖

∫
dλ

∫
dφ

×∂τW
(
M−1

(
b+

(
λ− 1

2

)
e0

)
, ωτ0 +

ωλ

‖v0‖
+ φ

)
= 0,

puisque ∂τ = ω · ∇φ et W est φ-périodique.
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On s’intéresse maintenant à ∆EII , qui est d’ordre ‖v0‖−3 d’après l’équation (1.77) et s’écrit

∆EII =
β

(3)
II

‖v0‖3
+

β
(4)
II

‖v0‖4
+ O

(
‖v0‖−5

)
. (1.84)

On trouve donc

β
(3)
II (e0, b,M, φ, c) = −c2

∫ 1

0
dλ

∫ λ

0
dλ′
∫ λ′

0
dλ′′∂τS

(
λ− 1

2
,M, φ

)
· S
(
λ′′ − 1

2
,M, φ

)
, (1.85)

et, en prenant directement la moyenne sur les φ,
∫

Tm

dφ β
(4)
II (e, b,M, φ, c) =

c2

2

∫

Tm

dφ

∫ 1

0
dλ

∫ 1

0
dλ′

(
λ− λ′

)2

×∂τS
(
λ− 1

2
,M, φ

)
· ∂τS

(
λ′ − 1

2
,M, φ

)
.

On note que dans (1.85), l’intégrande n’est en général plus un gradient par rapport à la variable
φ, sauf dans le cas particulier où W (y, φ) = w (y) f (φ) . Il n’y a donc a priori aucune raison pour
que la moyenne par rapport à φ de β(3)

II (e0, b,M, φ, c) soit nulle. Cependant, en utilisant (1.85)
et la définition de S, on remarque que

β
(3)
II (−e0, b,M, φ, c) = −c2

∫ 1

0
dµ ∂τS

(
1

2
− µ,M,φ

)
·
∫ µ

0
dµ′

∫ µ′

0
dµ′′S

(
1

2
− µ′′,M, φ

)
.

En faisant dans cette dernière équation la succession de changements de variables définis par
1/2 − µ′′ = λ− 1/2, µ′ = 1 − λ′, −µ+ 1 = λ′′, on trouve

β
(3)
II (−e0, b,M, φ, c) = −c2

∫ 1

0
dλ′′

∫ 1

λ′′
dλ′
∫ 1

λ′
dλ∂τS

(
λ′′ − 1

2
,M, φ

)
· S
(
λ− 1

2
,M, φ

)
.

(1.86)
On observe alors que le domaine d’intégration est le même que dans (1.85), et que seul l’ordre
des intégrations change. Ainsi, en additionnant (1.85) et (1.86), l’intégrande devient

S

(
λ− 1

2
,M, φ

)
· ∂τS

(
λ′′ − 1

2
,M, φ

)
+ ∂τS

(
λ− 1

2
,M, φ

)
· S
(
λ′′ − 1

2
,M, φ

)

qui est une dérivée complète par rapport au temps. La moyenne par rapport à φ de la somme
vaut donc ∫

Tm

dφ
(
β

(3)
II (e0, b,M, φ, c) + β

(3)
II (−e0, b,M, φ, c)

)
= 0. (1.87)

Un calcul similaire aboutit à
∫

Tm

dφ β
(4)
II (−e0, b,M, φ, c) =

∫

Tm

dφ β
(4)
II (e0, b,M, φ, c) . (1.88)

En additionnant les différentes contributions et en utilisant (1.83), on obtient la conclusion de la
proposition.

On a maintenant tous les éléments pour démontrer le Théorème 1.2.
Démonstration du Théorème 1.2. (i) En remarquant que

∇Ŵ (y, τ) = M∇W
(
M−1y, ωτ + φ

)
,
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on trouve ∫ +∞

−∞
dλ

∫

e·b=0
db ∇Ŵ

(
b+

(
λ− 1

2

)
e, τ

)
= 0

puisque Ŵ est à support compact en sa première variable. Par conséquent, α(1) = 0, où · est
défini par (1.25). De même, une intégration par rapport à la variable φ donne que α(2) (e) est
nul. Pour prouver (1.27), on note d’abord qu’avec l’invariance par rotation du système, on a
∆E (M ′v0,M ′b,M ′M,φ, c) = ∆E (v0, b,M, φ, c) , pour tout M ′ ∈ SO(d,R) . Par conséquent,
∆E (M ′v0) = ∆E (v0). Cela implique que ∆E (v0) ne dépend que de ‖v0‖ et non pas de e0. En
particulier, ∆E (−v0) = ∆E (v0). En utilisant (1.81), on en déduit que

∆E (v0) =
β

(4)
II

‖v0‖4
+ O

(
‖v0‖−5

)
.

Cela prouve la première équation dans (1.27). En utilisant

∆E(v, κ) =
β(1)(e, κ)

‖v‖ + O(‖v‖−2),

la deuxième équation de (1.27) et l’équation (1.30) sont immédiates.
Il reste à montrer (1.28) et (1.29). Pour cela, on calcule B :

B = β
(4)
II

=
c2

2

∫

Tm

dφ

∫

Sd

dΩ(e0)

∫

b·e0=0

db

Cd

∫ 1

0
dλ

∫ 1

0
dλ′(λ− λ′)2

S̃(b+ (λ− 1

2
)e0, φ) · S̃(b+ (λ′ − 1

2
)e0, φ)

avec S̃(y, φ) = ∇∂τW (y, φ). La formule de changement de variables (1.89), prouvée dans la suite,
implique

B =
c2

2Cd

∫

Tm

dφ

∫

Rd

dy

∫

Rd

dy′
∥∥y − y′

∥∥3−d
S̃(y, φ) · S̃(y′, φ).

La définition de S̃ et deux intégrations par parties entraînent

B =
c2

2Cd

∫

Tm

dφ

∫

Rd

dy

∫

Rd

dy′
d∑

i=1

∂yi∂y′i‖y − y′‖3−d∂τW (y, φ)∂τW (y′, φ).

Puisque

∂yi∂y′i‖y − y′‖3−d = (d− 3)
(
(1 − d)(yi − y′i)

2 + ‖y − y′‖2
)
‖y − y′‖−1−d,

on obtient

B = (d− 3)
c2

2Cd

∫

Tm

dφ

∫

Rd

dy

∫

Rd

dy′‖y − y′‖1−d∂τW (y, φ)∂τW (y′, φ).

Les équations (1.23) et (1.30) impliquent

D2 = c2
∫

Tm

dφ

∫

Sd

dΩ(e0)

∫

b·e0=0

db

Cd

∫

R

dλ

∫

R

dλ′ ∂τW (M−1(b+ (λ− 1

2
)e0), φ)

∂τW (M−1(b+ (λ′ − 1

2
)e0), φ).
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En utilisant le changement de variables (1.89), cette égalité se réécrit

D2 =
c2

Cd

∫

Tm

dφ

∫

Rd

dy

∫

Rd

dy′‖y − y′‖1−d∂τW (y, φ)∂τW (y′, φ),

ce qui prouve les équations (1.28) et (1.29).
(ii) Comme vn est défini par (1.14), il ne dépend que des κk pour k < n et est donc indé-

pendant de κn. Les équations de (1.30) impliquent alors
〈
β

(ℓ)
n

〉
= 0 =

〈
β

(4)
n

〉
− B. La même

remarque s’applique au calcul des corrélations. Par exemple, en calculant
〈
β

(ℓ)
n β

(ℓ′)
n+k

〉
, pour tout

k strictement positif, on peut intégrer d’abord par rapport à κn+k, et le résultat suit grâce
à (i).

Lemme 1.16. En dimension d ≥ 2, pour toute fonction f : R
d × R

d × R
+ → R telle que

‖y0 − y′0‖1−df (y0, y
′
0, ‖y0 − y′0‖) ∈ L1

(
R

2d
)
, on a

∫

Sd

dΩ (e0)

∫

b·e0=0
db

∫

R

dλ

∫

R

dλ′f
(
b+ λe0, b+ λ′e0,

∣∣λ− λ′
∣∣)

=

∫

Rd

dy0

∫

Rd

dy′0
∥∥y0 − y′0

∥∥1−d
f
(
y0, y

′
0,
∥∥y0 − y′0

∥∥) . (1.89)

Démonstration. Soient y0 et y′0 dans R
d, avec y0 6= y′0. Il existe un unique (λ, λ′, e0, b) ∈ R×R×

S
d × R

d avec (y0 − y′0) · e0 > 0 et tel que

y0 = b+ λe0, y
′
0 = b+ λ′e0 et b · e0 = 0.

Puisque e0 ∈ S
d, il existe aussi un unique (d−1)-uplet d’angles (θ1, · · · , θd−1) ∈ [0, π]d−2× [0, 2π]

vérifiant
e0 = Ru1, R = Rd−1 (θd−1) · · ·R1 (θ1) ,

où (u1, . . . , ud) est la base canonique de R
d et Ri (θ) est la rotation d’angle θ dans la plan défini

par ui et ui+1. Comme R−1b est orthogonal à u1, il existe aussi un unique
(
ρ, θ̃2, · · · , θ̃d−1

)
∈

R
+ × [0, π]d−3 × [0, 2π] tel que

b = ρRR̃u2, R̃ = Rd−1

(
θ̃d−1

)
· · ·R2

(
θ̃2

)
.

On obtient l’égalité suivante :

dy0dy
′
0 = |J |dλdλ′dρ

d−1∏

i=1

dθi

d−1∏

j=2

dθ̃j,

où

|J | =

∣∣∣∣
Ru1 0d×1 RR̃u2 N M

0d×1 Ru1 RR̃u2 N M ′

∣∣∣∣ ,

N = ρR∇θ̃

(
R̃u2

)
,

M = ∇θ

(
R
(
ρR̃u2 + λu1

))
et M ′ = ∇θ

(
R
(
ρR̃u2 + λ′u1

))
.
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Des manipulations simples sur les lignes et les colonnes aboutissent à

|J | =

∣∣∣∣
Ru1 RR̃u2 N 0d×1 M

0d×d Ru1 M ′ −M

∣∣∣∣ =
∣∣λ′ − λ

∣∣d−1
ρd−2J1J2,

avec J1 = |Ru1;∇θRu1| et J2 =
∣∣∣u1; R̃u2;∇θ̃R̃u2

∣∣∣ . Le résultat suit en remarquant que

dΩ (e0) = J1

d−1∏

i=1

dθi et db = ρd−2J2dρ

d−1∏

j=2

dθ̃j.

Démonstration du Théorème 1.6. On calcule R (v, κ) en utilisant une théorie de perturbation à
l’ordre deux, de façon similaire au calcul fait dans la démonstration de la Proposition 1.14, et on
trouve

R (v, κ) = RI (v, κ) +RII (v, κ) + O
(
‖v‖−4

)
, (1.90)

où

RI (v, κ) =
c

‖v‖

∫

R

dµ ĝ

(
b+ µe, τ0 +

µ+ 1
2

‖v‖

)

et

RII (v, κ) =
c2

‖v‖3

∫

R

dµ [K (e, κ, µ) · ∇] ĝ (b+ µe, τ0) ,

avec

K (e, κ, µ) =

∫ µ

−∞
dµ′

∫ µ′

−∞
dµ′′ĝ

(
b+ µ′′e, τ0

)
.

L’égalité (1.52) implique RI (v, κ) = 0, ainsi que α(ℓ) = 0 pour ℓ = 1, 2 et donc β(ℓ) = 0

pour ℓ = 0, 1 (voir (1.21)). Pour calculer β(2), on a besoin de e · α(3). D’après (1.90), on a
e · α(3) (e, κ) = T (e, κ) avec

T (e, κ) = c2
∫

R

dµ

∫ µ

−∞
dµ′

∫ µ′

−∞
dµ′′

[
ĝ
(
b+ µ′′e, τ0

)
· ∇
]
(e · ĝ) (b+ µe, τ0)

= c2
∫

R

dµ

∫ µ

−∞
dµ′′

(
µ− µ′′

) [
ĝ
(
b+ µ′′e, τ0

)
· ∇
]
(e · ĝ) (b+ µe, τ0) .

L’intégrande reste inchangée si on fait le changement de variables ẽ = −e, µ̃ = −µ, µ̃′′ = −µ′′, ce
qui implique

∫
dΩ (e)

∫

b·e=0
db T (e, κ) = c2

∫
dΩ (ẽ)

∫

b·ẽ=0
db

∫

R

dµ̃

∫ +∞

µ̃
dµ̃′′

(
µ̃− µ̃′′

)

×
[
ĝ
(
b+ µ̃′′ẽ, τ0

)
· ∇
]
(ẽ · ĝ) (b+ µ̃ẽ, τ0) .

Une moyenne des deux dernières formules et le changement de variables (1.89) permettent d’écrire

e · α(3) =
c2

2

∫

Tm

dφ

∫

Sd

dΩ(e0)

∫

b·e0=0

db

Cd

∫

R

dµ

∫

R

dµ

(
g(b + µ′′e, φ) · ∇

) (
((b+ µe) − (b+ µ′′e)) · g

)
(b+ µe, φ)

=
c2

2Cd

∫

Tm

dφ

∫
dydy′′‖y − y′′‖1−d∑

j

(y − y′′)j
[
g(y′′, φ) · ∇

]
gj(y, φ).
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Par une intégration par parties, on obtient

e · α(3) = −c
2 (1 − d)

2Cd

∫

Tm

dφ

∫
dydy′′‖y − y′′‖−1−d

×
((
y − y′′

)
· g (y, φ)

) ((
y − y′′

)
· g
(
y′′, φ

))

− c2

2Cd

∫

Tm

dφ

∫
dydy′′‖y − y′′‖1−dg (y, φ) · g

(
y′′, φ

)
.

En utilisant (1.17), on voit que le second terme vaut −1
2α

(1) · α(1) (e), de sorte qu’en utilisant
(1.21), on trouve

β(2) (e) =
c2 (d− 1)

2Cd

∫

Tm

dφ

∫
dydy′′‖y − y′′‖−1−d ((y − y′′

)
· g (y, φ)

) ((
y − y′′

)
· g
(
y′′, φ

))

=
d− 1

2
β(0) (e)2 ≥ 0.
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Chapitre 2

Mouvement dans un gaz de Lorentz

inélastique, non dissipatif et périodique

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’illustrer la flexibilité de la description en marche aléatoire et le
lien étroit entre ∆‖p‖ ∼ ‖p‖−α d’une part et

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ tβ et

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ tγ d’autre part,

pour des modèles autres que ceux étudiés dans le chapitre précédent et qui ne proviennent pas
forcément de la mécanique statistique mais plutôt de la théorie des systèmes dynamiques. On
s’intéresse alors à la dynamique générée par des Hamiltoniens de la forme

H(q, p, t) =
p2

2
+ λV (q, t), (2.1)

où le potentiel V est périodique en sa variable d’espace q (sans dimension) et périodique ou
quasi-périodique en sa variable de temps t (sans dimension), avec une dépendance en temps
régulière. Plus spécifiquement, on considère les potentiels de la forme

V (q, t) =
∑

m∈Zd

W (q − xm, ωt+ φ0), xm =
∑

miei, (2.2)

où les ei, i = 1 . . . d forment une base de R
d, avec ‖ei‖ = 1 et où W (q, φ) est une fonction définie

sur R
d × T

m, qui est à symétrie sphérique en q, et à support compact, avec son support inclus
dans la boule de rayon 1/2 centrée en q = 0. Elle est de plus périodique en φ de sorte que, avec
ω ∈ R

m un vecteur de fréquences, le potentiel est périodique ou quasi-périodique en temps. Ce
modèle peut être interprété comme un gaz de Lorentz mou, inélastique et périodique, dans lequel
une particule de position q et moment conjugué p percute des diffuseurs placés périodiquement
et modélisés par le même potentiel W, dépendant du temps et localisé en espace. On considère
un ensemble de particules ayant une énergie initiale fixée ‖p0‖2 >> λ, lancées dans une direction
initiale aléatoire à partir d’une position proche de l’origine. On donnera des preuves numérique
et formelle du fait qu’en dimension d ≥ 2, l’énergie cinétique moyenne

〈
‖p(t)‖2

〉
et la variance

du déplacement
〈
‖q(t)‖2

〉
d’un tel ensemble vérifie

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/5,

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t2. (2.3)

Ces lois de puissance sont les mêmes que celles dérivées dans le chapitre précédent (équations (1.4)
et (1.6)) pour des potentiels dépendant de temps aléatoires. On verra que ceci est dû au fait que la

49



Chapitre 2. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et périodique

géométrie du réseau et les instabilités dans la dynamique lorsque la particule subit un évènement
diffusif suffisent à rendre le mouvement aléatoire, même lorsque le potentiel est complètement
déterministe.

On illustrera les résultats (2.3) par des simulations numériques pour deux modèles simples
pour W d’une part (Figure 2.3), et en étendant les raisonnements du chapitre précédent d’autre
part. On verra que ceux-ci seront aussi adaptés au gaz de Lorentz mou élastique (d ≥ 2), où les
potentiels W dans (2.2) ne dépendent plus du temps. L’énergie est alors conservée et l’énergie
cinétique de la particule bornée, constante par rapport au temps entre les collisions. On montrera
qu’alors les particules ont un comportement diffusif en espace, de sorte que

〈‖q(t)‖2〉 ∼ t. (2.4)

On verra de plus que l’analyse de la marche aléatoire montre que la constante de diffusion
croît comme ‖p0‖5 et on illustrera ces résultats par des simulations numériques (Figure 2.6). On
rappelle que pour le gaz de Lorentz classique, avec des obstacles durs, la mouvement est aussi
diffusif [14], mais que la constante de diffusion croît comme ‖p0‖, seulement.

On peut interpréter ces résultats d’une seconde manière. En effet, à l’étude de perturbations
périodique ou quasi-périodique en temps de systèmes Hamiltoniens complètement intégrables
suscite un fort intérêt, aussi bien en mécanique classique que quantique [53, 56, 4, 8, 9, 10, 27].
Le problème principal est celui de leur stabilité. En remarquant que le Hamiltonien (2.1) est
invariant par le groupe de translations sur Ze1+ · · ·+Zed, on conclut qu’il génère une dynamique
Hamiltonienne sur T

d × R
d, où T

d est le tore T
d = R

d/(Ze1 + · · · + Zed). Par ce changement de
point de vue, le Hamiltonien (2.1) décrit une particule en mouvement sur un tore plat, perturbé
par un diffuseur décrit par le potentiel W . De tels systèmes sont appelés des rotateurs pulsés,
et sont des perturbations du système complètement intégrable consistant en une particule libre
en mouvement sur un tore plat. Ce changement de point de vue n’affecte pas le comportement
des moments des particules et la loi de puissance de l’énergie donnée par l’équation (2.3) montre
que les rotateurs pulsés sont instables lorsque d ≥ 2. On rappelle que dire qu’un rotateur pulsé
est stable signifie que supt ‖p(t)‖2 < ∞. Il n’existe pas à notre connaissance de démonstration
rigoureuse de l’instabilité des rotateurs pulsés lorsque d ≥ 2.

L’analyse en dimension d ≥ 2 ne s’applique plus lorsque d = 1, où le mouvement pour un
potentiel dépendant du temps aléatoire, comme dans le chapitre précédent, est complètement
différent du mouvement lorsque le potentiel est (quasi-)périodique en temps comme dans (2.2).
En effet, l’étude numérique pour ce dernier modèle montre, jusqu’à des temps très longs, (voir
la Figure 2.7) 〈

p2(t)
〉
∼ 1,

〈
q2(t)

〉
∼ t. (2.5)

Ces résultats diffèrent de ceux trouvés dans le cas d’un potentiel aléatoire, dans le chapitre 1,
pour lequel on avait en dimension d = 1 :

〈
p2(t)

〉
∼ t

2
5 ,

〈
q2(t)

〉
∼ t

12
5 . (2.6)

On expliquera cette différence dans la section 2.3 (voir les Théorèmes 2.1 et 2.2).
On note en particulier que (2.5) indique que le système est stable. Nous démontrerons un

théorème confirmant cette affirmation à des temps arbitrairement grands en utilisant les tech-
niques de la théorie hamiltonienne des perturbations (voir la Figure 2.8 et les Théorèmes 2.1 et
2.2). Nous montrerons en particulier que l’impulsion est un invariant adiabatique pour des temps
arbitrairement grands. Ce résultat est en réalité vérifié pour des potentiels quelconques, pourvu
qu’ils soient bornés et suffisamment réguliers par rapport à la variable de temps : aucune hypo-
thèse sur la (quasi-)périodicité de la dépendance en temps n’est nécessaire. Ces résultats ne sont
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pas surprenants. En effet, d’autres systèmes unidimensionnels et non-autonomes ont été étudiés
dans la littérature ; on cite par exemple le modèle de Fermi-Ulam [84] dans lequel une particule
est en mouvement entre un mur fixe et un mur en mouvement périodique. Comme cela a été
montré pour certains de ces modèles, la stabilité de tels systèmes est liée au fait que quelques
tores KAM subsistent malgré la perturbation et créent des barrières empêchant une croissance
infinie de l’énergie [55, 54, 56]. Des mécanismes similaires apparaissent dans le modèle étudié ici,
comme on le verra dans la section 2.3.

Il est instructif de remarquer la différence de comportement pour les rotateurs pulsés consi-
dérés ci-dessus et pour les rotateurs frappés, où la dépendance en temps est très singulière :

V (q, t) = λ
∑

n

δ(t− n)v(q), (2.7)

avec v une fonction régulière par rapport à sa première variable. Pour de tels systèmes, on peut
facilement écrire la transformation de Floquet donnant l’évolution du système sur une période
du potentiel :

Φ(q, p) = (q′, p′), avec p′ = p− λ∇v(q), q′ = q + p′. (2.8)

Dans ce cas, on trouve numériquement pour des valeurs de λ assez larges, et indépendamment
de la dimension d, que (voir la Figure 2.9)

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t,

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t3. (2.9)

Ces résultats peuvent eux aussi être obtenus grâce à l’image de la marche aléatoire développée
dans le chapitre précédent. La principale différence avec le cas des rotateurs pulsés réside dans
le fait que, alors que pour les rotateurs frappés la variation du moment subie par une particule
sur une période du potentiel est d’ordre 1, indépendamment de la taille du moment initial de la
particule et de la dimension d (comme on le voit dans (2.8)), alors que cette variation du moment
est d’ordre ‖p‖−3/2 pour les systèmes pulsés (équation (2.35)). Cela explique la croissance plus
faible de l’énergie, ainsi que de la variance du déplacement, pour les systèmes pulsés.

Le reste du chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la section 2.2, on décrit l’approxi-
mation par la marche aléatoire permettant d’analyser le mouvement des particules lorsque d ≥ 2.
On montre de plus comment en déduire les lois de puissance pour

〈
‖p(t)‖2

〉
et
〈
‖q(t)‖2

〉
et on

présente les résultats numériques. Dans la section 2.3, on étudie le problème en dimension 1. La
section 2.4 est dédiée à la comparaison avec les systèmes frappés.

2.2 Gaz de Lorentz inélastiques et élastique en dimension d ≥ 2

Dans cette section, on explique dans un premier temps brièvement comment la description du
mouvement par la marche aléatoire, développée dans le chapitre précédent, peut être adaptée au
cas présent en dimension d ≥ 2, pour ensuite trouver les lois de puissance (2.3). De façon similaire
à ce qui est fait dans la section 1.2, on considère une trajectoire typique d’une particule en
mouvement soumise au potentiel V décrit par (2.2). Une telle trajectoire « visite » successivement
des centres de diffusions xNn à une suite d’instants tn, avec pour moments entrant pn et pour
paramètres d’impact bn. Ces quantités sont reliés par (voir la Figure 2.1) :

q−n = xNn − 1

2
en + bn, en =

pn
‖pn‖

bn · en = 0, ‖bn‖ ≤ 1/2.

On choisit t0 = 0 et x0 = 0. On suppose de plus que la vitesse initiale est assez grande, c’est-à-

51



Chapitre 2. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et périodique

en

q−n

pn

bn

xNn

1/2

Fig. 2.1 – Une particule à l’instant tn arrivant avec un moment pn et un paramètre d’impact bn
sur le n-ième diffuseur, centré en xNn .

dire ‖p0‖2 >> λ. À chaque événement diffusif, le moment de la particule subit un changement
∆pn = pn+1 − pn, où pn+1 est le moment avec le quel la particule quitte le n-ième diffuseur ainsi
que le moment avec lequel elle arrive sur le n + 1−ième. Ce changement dépend de l’instant
d’arrivée tn de la particule sur le diffuseur, via la phase φn = φ0 + ωtn, ainsi que du paramètre
d’impact bn. On a

∆pn = R(pn, bn, φn), (2.10)

où

R(p, b, φ) = −λ
∫ +∞

0
dτ∇W (q(τ), ωτ + φ) (2.11)

et où τ → q(τ) est la solution de

q̈(t) = −λ∇W (q(t), ωt+ φ), q(0) = b− 1

2

p

‖p‖ , p(0) = p.

Après avoir quitté le support du n−ième diffuseur, la particule parcourt une distance ηn jusqu’au
diffuseur suivant, atteint après une durée ∆tn = ηn/‖pn+1‖. La distance ηn, et donc l’instant tn+1

et la phase φn+1, dépendent de la géométrie du réseau ainsi que de la dynamique de l’événement
diffusif, par l’intermédiaire du point précis q+n auquel la particule quitte le n-ième diffuseur et de
la direction à la sortie en+1. Par conséquent, on peut s’attendre à ce qu’après un grand nombre
d’événements diffusifs, les phases φn et les paramètres d’impact bn deviennent aléatoires, c’est-à-
dire qu’ils soient uniformément distribués sur leurs espaces naturels, avec de faibles corrélations
temporelles. Cette hypothèse a été testée numériquement et les résultats sont présentés dans la
Figure 2.2. Toutes les simulations numériques présentées dans cette section ont été effectuées
pour le modèle à maille hexagonale décrit dans la section 1.7. Le potentiel W est un potentiel
plat, circulaire, dépendant du temps

W (q, t) = f(t)χ

(‖q‖
q∗

)
, q ∈ R

2, (2.12)
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2.2. Gaz de Lorentz inélastiques et élastique en dimension d ≥ 2

−0.5 0 0.5
0

100

200

300

400

500

600

−0.25 0.25

n
o
m

b
re

d
e

p
a
rt

ic
u
le

s

bn

(a) Distribution des bn

0 5 10 15 20 25 30 35
−0.02

0

0.02

0.04

0.06

k

b n
,k

‖p0‖ = 1.36
‖p0‖ = 0.82
‖p0‖ = 0.50

(b) bn,k := 〈bnbn+k〉 − 〈bn〉 〈bn+k〉

0
0

100

200

300

400

500

600

51 2 3 4 6 7

n
o
m

b
re

d
e

p
a
rt

ic
u
le

s

φn

(c) Distribution des φn

−1

0

1

2

3

0 5 10 15 20 25 30 35
k

φ
n

,k

‖p0‖ = 1.36
‖p0‖ = 0.82
‖p0‖ = 0.50

(d) φn,k := 〈φnφn+k〉 − 〈φn〉 〈φn+k〉

Fig. 2.2 – Distributions et corrélations de bn et φn, avec n = 50000, pour le modèle décrit par
l’équation (2.12) avec f(t) = cos(t), calculées avec 104 trajectoires.

où χ(x) = 1 si 0 ≤ x ≤ 1 et χ(x) = 0 sinon et q∗ vérifie
√

3
4 < q∗ < 1/2. On choisit de plus

λ = 1/6. Deux cas différents ont été testés pour la fonction f, à savoir

f1(t) = cos(t) et f2(t) = cos(t) + cos
(√

2t
)
.

Les données présentées sur la Figure 2.2 indiquent que les distributions de phases et para-
mètres d’impact sont effectivement aléatoires après un temps relativement court, et qu’elles sont
décorrélées en temps, malgré la périodicité en temps et en espace du potentiel. Par conséquent,
le comportement de l’ensemble des particules doit être statistiquement le même que celui d’un
ensemble de particules exécutant la marche aléatoire

pn+1 = pn +R(pn, bn, φn), tn+1 = tn +
η∗

‖pn+1‖
, qn+1 = qn + η∗en+1, (2.13)

où η∗ est la distance moyenne parcourue entre deux événements diffusifs, qn est la position de
la particule au n−ième tel événement et bn et φn sont traités comme des variables aléatoires
indépendantes, chacune distribuée sur son espace naturel. Cette marche aléatoire est la même
que celle obtenue dans le chapitre 1 (voir l’équation (1.12)) et est analysée dans le cas où la
force dérive d’un potentiel dans les sections 1.3 et 1.4. On obtient, pour ce modèle périodique,
les mêmes lois de puissance que dans le cas aléatoire du chapitre 1, à savoir

〈
‖pn‖2

〉
∼ n1/3,

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t2/5,

〈
‖qn‖2

〉
∼ n5/3,

〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t2.

Ces résultats ont été testés numériquement pour le modèle décrit par l’équation (2.12) et sont
présentés sur la Figure 2.3. Ils confirment bien que, malgré la périodicité du potentiel, le mou-
vement dans un tel potentiel devient aléatoire, du fait des instabilités liées au mécanisme des
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Fig. 2.3 – Valeurs déterminées numériquement de
〈
‖pn‖2

〉
,
〈
‖p(t)‖2

〉
,
〈
‖qn‖2

〉
et
〈
‖q(t)‖2

〉
dans

un réseau à maille hexagonale, pour le potentiel décrit par l’équation (2.12) avec f(t) = cos(t).
Sur chaque graphe, les différents symboles correspondent à différentes conditions initiales, dont
les valeurs sont indiquées dans les légendes.
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Fig. 2.5 – Coordonnées des vecteurs ek, k ∈ [[1;m]], pour les différentes valeurs de m indiquées
dans les légendes, pour une seule trajectoire dans le modèle décrit par l’équation (2.12) avec
f(t) = cos(t). La vitesse initiale est prise égale à p0 = 2e0, et e0 est indiqué sur les figures par le
gros point.

événements diffusifs. En particulier, les directions en des vecteurs vitesses pn décrivent bien une
marche aléatoire sur le cercle unité, et on observe ici (Figure 2.4) encore qu’après n collisions,
il faut encore un nombre de collisions d’ordre n2/3 pour que la direction d’une particule typique
ait varié d’un angle macroscopique. Cette variation est illustrée par la Figure 2.5, sur laquelle
on observe qu’après m ∼ 1500 collisions, l’ensemble des directions {ek}k∈[[1;m]] recouvre le cercle
unité.

On termine cette section en soulignant le fait que l’analyse développée dans le chapitre 1
pour prédire le comportement de qn s’applique aussi lorsque le potentiel W est indépendant du
temps. Dans ce cas, l’énergie cinétique ‖pn‖2 de la particule est constante et on trouve la marche
aléatoire suivante pour les directions :

en+1 ≃ en +
α

(1)
n

‖p0‖2
, (2.14)

au lieu de

en+1 ≃ en +
α

(1)
n

‖pn‖2

dans le cas où le potentiel dépend du temps. On en déduit

en+m = en +
1

‖p0‖2

m−1∑

k=0

α
(1)
n+k, et 〈‖en+m − en‖〉 ∼

λ

‖p0‖2

√
m,

lorsque ‖p0‖ est grand, c’est-à-dire ‖p0‖2 >> λ. Les directions en se répartissent donc maintenant
sur la sphère unité avec un taux fixé, décroissant avec la vitesse de la particule comme ‖p0‖−2 :
plus la particule va vite et moins elle est déviée par un événement diffusif. On déduit de (2.14)
que Mk+1 = Mk + λ−2‖p0‖4, de sorte que Mk ∼ λ−2 ‖ p0 ‖4 k et on en conclut, par le même
raisonnement que dans le chapitre 1 que

‖q(t)‖2 ∼ η∗
λ2

‖ p0 ‖5 t.

En d’autres termes, l’analyse par la marche aléatoire montre que pour un gaz de Lorentz élastique
mou, la particule diffuse, avec une constante de diffusion croîssant comme ‖p0‖5. Ces résultats
sont illustrés par la Figure 2.6. On remarque sur le graphe de gauche que, pour des vitesses
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un potentiel décrit par (2.12), avec f(t) = 1 et λ = 0.492/2, pour 12 vitesses initiales ‖p(0)‖
différentes, entre 0.5 et 3.8.

initiales élevées, le régime diffusif met plus de temps à s’installer, comme on s’y attend ; cela se
traduit par le fléchissement des courbes les plus hautes. Pour des temps courts, le mouvement est
bien sûr balistique. Il est par ailleurs intéressant de noter la différence avec ce qui se passe dans
un gaz de Lorentz élastique dur, où la diffusion de la particule a été prouvée de façon rigoureuse ;
on a dans ce cas ‖q(t)‖2 ∼ ‖p0‖t. La faible croissance (comme ‖p0‖) de la constante de diffusion
peut dans ce cas être expliquée par le fait qu’en présence d’obstacles durs, les trajectoires ne
dépendent plus de la vitesse de la particule, de sorte que la dépendance par rapport à la vitesse
de la constante de diffusion provient d’une simple intégration.

Ceci termine l’analyse des gaz de Lorentz mous non-dissipatifs inélastiques et élastiques en
dimension d ≥ 2, décrits par (2.2). Comme mentionné en introduction, les Hamiltoniens (2.1)-
(2.2) peuvent aussi être vus comme décrivant des rotateurs pulsés : les résultats trouvés ici
montrent qu’ils sont instables en dimension plus grande que 2 puisque leur énergie croît en
moyenne. Une comparaison avec les rotateurs frappés sera faite dans la section 2.4. Auparavant,
on s’intéresse à l’étude du système en dimension 1.

2.3 Gaz de Lorentz inélastiques en dimension 1

Contrairement au gaz de Lorentz classique (dur), qui n’a pas d’analogue intéressant en dimen-
sion 1, le gaz de Lorentz mou décrit par (2.1)-(2.2) génère en dimension 1 aussi une dynamique
non triviale. On en fait l’étude dans cette section.

Nous venons de montrer qu’en dimension strictement plus grande que 1, le comportement
asymptotique d’une particule rapide dans un potentiel périodique en espace et (quasi-)périodique
en temps (comme dans(2.2)) est identique au comportement dans un champ de diffuseurs aléa-
toires comme dans le chapitre 1. Nous allons voir qu’en dimension 1, la situation est tout à fait
différente. Dans le chapitre précédent, où le potentiel était aléatoire (section 1.4), nous avons
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2.3. Gaz de Lorentz inélastiques en dimension 1

montré que le moment de la particule croît comme t1/5, en dimension 1 comme en dimension
supérieure. Nous allons montrer dans la suite qu’au contraire, le moment d’une particule dans
un potentiel périodique en temps et en espace reste borné jusqu’à des temps arbitrairement
grands. Les résultats précis sont énoncés dans les Théorèmes 2.1 et 2.2 ci-dessous. Comme on
le remarquera, cette conclusion reste valable pour des potentiels périodiques en espace avec une
dépendance en temps arbitraire, lisse et bornée : la périodicité par rapport à la variable tempo-
relle n’est pas nécessaire pour établir le résultat. Nous obtiendrons nos résultats en utilisant la
théorie des perturbations hamiltoniennes (voir [16, 53, 56]), avec l’inverse de la vitesse initiale
de la particule comme petit paramètre.

Afin de comprendre la notion de vitesse élevée dans le contexte décrit ici, on rappelle comment
sont obtenus le HamiltonienH, la position q, le moment p et l’instant t adimensionné apparaissant
dans (2.1). Les problèmes que nous considérons ici ont une échelle d’espace naturelle ℓ, qui est la
taille de la cellule unité du réseau, et une échelle de temps naturelle T , qui est l’échelle typique
sur laquelle le potentiel fluctue. Cela suggère l’expression de la position q̃ de la particule comme
un multiple de ℓ, de son moment comme un multiple de ℓ/T (on prenant la masse de la particule
égale à 1) et la mesure du temps en unité de T . Ainsi, en écrivant q̃ = ℓq, p̃ = pℓ/T et τ = tT ,
les équations du mouvement pour (q̃, p̃), équivalentes à celles obtenues de (2.1), sont

dq̃

dτ
(τ) = p̃(τ),

dp̃

dτ
(τ) = − λℓ

T 2
∂qV

(
q̃(t)

ℓ
,
τ

T

)
,





(2.15)

qui sont les équations hamiltoniennes correspondant à

Ĥ(q̃, p̃, τ) =
p̃2

2
+ µV

(
q̃

ℓ
,
τ

T

)
,

avec µ = λ ℓ2

T 2 ayant la dimension d’une énergie. Dans notre analyse numérique, le potentiel V
est une fonction sans dimension et régulière (on supposera qu’elle est un élément de C∞(R2)),
périodique de période 1 en sa première variable (variable d’espace), et bornée, avec des dérivées
uniformément bornées en ses deux variables. Il n’est pas nécessaire que V soit de la forme spéci-
fique décrite par (2.2) et en particulier, dans cette section, nous ne supposerons plus le potentiel
(quasi-)périodique en temps. On remarque que, comme dans la section précédente, la périodicité
spatiale du potentiel fait que l’on peut également interpréter les équations comme décrivant une
particule en mouvement sur un cercle de circonférence ℓ dans un potentiel dépendant du temps
et borné.

Ce système a un paramètre sans dimension, à savoir λ = µT 2/ℓ2, où µ est la valeur typique
du potentiel et ℓ2/T 2 l’énergie cinétique d’une particule traversant la cellule unité en un temps
T . On étudiera les solutions des équations de mouvement pour des vitesses initiales élevées p̃(0),
c’est-à-dire ici

ap∗
ℓ

T
≤ p̃(0) ≤ Ap∗

ℓ

T
⇔ ap∗ ≤ p(0) ≤ Ap∗ < +∞

pour 2 ≤ a ≤ A < +∞ fixés et pour un valeur élevée de p∗, qui sera précisée dans la suite ; p∗
est par conséquent un second paramètre sans dimension, mesurant la taille relative de la vitesse
initiale p̃(0) et de ℓ/T . On remarque que

ε = 1/p∗

est le temps mis par une particule libre, ayant pour vitesse initiale p∗, pour traverser la cellule
unité de longueur 1, de sorte que ε << 1 signifie que ce temps est petit, comparé à l’intervalle
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Fig. 2.7 – Valeurs déterminées numériquement de p(t)2 et q(t)2 en dimension 1 pour le modèle
décrit par le potentiel V (q, t) = cos(t)11[0;2/3](q). Sur chaque graphique, les différents symboles
correspondent à différentes conditions initiales, comme indiqué dans les légendes.

de temps 1, caractéristique de la variation du potentiel. La particule est en ce sens rapide. On
supposera de plus λε2 << 1, ce qui signifie que l’énergie cinétique de la particule est bien plus
grande que la taille typique du potentiel ; la particule est ainsi énergique.

Ce qui se passe est intuitivement clair : puisque la particule est énergique et se déplace
rapidement, le potentiel perturbe, faiblement et lentement, le mouvement de la particule libre. Le
potentiel constitue donc une petite perturbation adiabatique du mouvement libre de la particule.
En fait, lors de la traversée d’une cellule unité, le moment de la particule va subir un changement
d’ordre p−1

∗ au plus puisque

pn+1 − pn ∼ α
(1)
n

pn

(voir les équations (1.14) et (1.16)). Naïvement, on pourrait s’attendre à ce qu’après un temps
d’ordre 1, la particule ait parcouru p∗ fois le cercle, subissant un changement de moment d’ordre
1. Si les changements de moments étaient systématiques, cela donnerait lieu à une accélération
p(t) ∼ t, bien plus rapide que dans le cas du potentiel aléatoire (section 1.4) où on a prouvé
que p(t) ∼ t1/5. Comme on le montrera, la situation est en fait bien meilleure que cela : par des
effets de compensation, la variation du moment reste d’ordre p−1

∗ pour des temps arbitrairement
grands (voir la Figure 2.7) et on obtient que p(t) reste borné et que ses valeurs restent très proches
de p(0). La différence avec la situation en dimension plus grande est intuitivement claire : en
dimension 1, il n’y a pas de paramètre d’impact rendu aléatoire par les événements diffusifs
successifs et, de plus, les distances parcourues entre deux événements diffusifs successifs sont
toutes rigoureusement identiques, donc les phases du potentiel ne sont pas non plus rendues
aléatoires. Nous ne prouverons pas que le système est stable (dans le sens où supt ‖p(t)‖ <∞) ;
on note néanmoins que les similitudes avec d’autres modèles unidimensionnels étudiés dans la
littérature laissent à penser que cela pourrait se faire en utilisant la théorie KAM et en imposant
des conditions d’analyticité assez fortes sur le potentiel V .

On donne maintenant les énoncés précis des affirmations ci-dessus, que nous prouverons par
une application de la théorie hamiltonienne des perturbations bien connue, décrite dans [16], [53]
et [56], par exemple. On supposera

∀t ∈ R,

∫ 1

0
V (q, t) dq = 0. (2.16)
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Fig. 2.8 – À gauche, évolution de p(t) pour 10 vitesses initiales différentes, entre 0.2 et 2,
pour le modèle décrit par le potentiel V (q, t) = cos(t)11[0;2/3](q). À droite, valeurs déterminées
numériquement de p(t), comparées aux valeurs de pap(t) pour le même modèle et avec pour
vitesse initiale p(0) = 2.

Cette condition ne représente pas une réelle restriction puisque l’on peut toujours soustraire sa
moyenne spatiale au potentiel, sans changer les équations de mouvement.

Théorème 2.1. Soit 2 ≤ a ≤ A < +∞. Pour tout σ∗ > 0 et tout K ∈ N
∗, il existe une constante

CK > 0 telle que, pour tout p∗ assez grand et toute condition initiale

ap∗ ≤ p(0) ≤ Ap∗, q(0) ∈ [0, 1[,

on ait, pour tout 0 ≤ t ≤ σ∗pK−2
∗ ,

|p(t) − p(0)| ≤ CK
1

p(0)
.

L’estimation de l’erreur est optimale dans ce résultat, comme le Théorème 2.2 ci-dessous le
montre. Les variations de p(t) ont bien une amplitude d’ordre p(0)−1.

Théorème 2.2. Pour tout σ∗ > 0 et tout 0 ≤ t ≤ σ∗,

p(t) = pap(t) + O
(
p−2
∗
)

où

pap(t) = p(0) − λ

p(0)
(V (q(0) + p(0)t, t) − V (q(0), 0)) .

Ce résultat est illustré par la Figure 2.8. Sa démonstration permet de plus d’expliciter une
valeur approchée de p(t) à l’ordre p−2

∗ pour des temps arbitrairement grands (voir le Corollaire 2.4
page 67). Pour démontrer ces résultats, on utilise la théorie hamiltonienne des perturbations. Ces
techniques sont standard, elles sont en particulier développées dans [16, 53, 56], mais on trouve
difficilement des énoncés et surtout des preuves précis dans la littérature. Ainsi, le Théorème 2.1
est proche d’un énoncé page 200 dans [56]. On adapte ici la théorie dans le cas qui nous intéresse.
Dans ce but, on doit d’abord réécrire les équations de mouvement dans une forme permettant
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Chapitre 2. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et périodique

l’application de la théorie hamiltonienne des perturbations (voir (2.19) ci-dessous). On définit
pour cela une nouvelle échelle de temps

σ =
t

ε
= p∗t (2.17)

qui compte le nombre de révolutions effectuées par la particule sur un intervalle de temps de
taille t. On introduit les nouvelles variables

q̄(σ) = q(εσ), p̄(σ) =
p(εσ)

p∗
= εp(εσ). (2.18)

Alors, si (q(t), p(t)) résout le système hamiltonien associé à (2.1), elles satisfont

dq̄

dσ
(σ) = p̄(σ),

dp̄

dσ
(σ) = −ε2λ∂1V (q̄(σ), εσ),





(2.19)

avec les conditions initiales q̄(0) ∈ [0, 1[ et 2 ≤ a ≤ p̄(0) ≤ A < +∞. Ce sont les équations
hamiltoniennes correspondant au Hamiltonien H défini par

H(q̄, p̄, ε, τ) =
1

2
p̄2 + ε2λV (q̄, τ), (2.20)

en posant
τ = εσ.

Dans la suite, on désigne par

(q̄(σ), p̄(σ)) := ΦH
σ (q̄(0), p̄(0))

le flot hamiltonien associé à H.
Démonstration du Théorème 2.1. On considère un Hamiltonien χ(q̄, p̄, µ, τ) de classe C∞, pé-
riodique en q̄ et bornée, ainsi que toutes ses dérivées. Le but est de choisir χ judicieusement,
puis d’utiliser son flot pour définir un nouveau système de coordonnées (Q,P ) dans lequel les
équations (2.19) prennent une forme simple. En effet, χ permet de définir une famille de sym-
plectomorphismes Φχ

(µ,τ), où, pour chaque τ ≥ 0, Φχ
(µ,τ) est le flot hamiltonien de χ, obtenu en

intégrant à τ fixé et à partir de µ = 0 les équations hamiltoniennes. Ce flot est donc solution du
système 




dq̄(µ, τ)

dµ
= (∂p̄χ) (q̄(µ, τ), p̄(µ, τ), µ, τ),

dp̄(µ, τ)

dµ
= − (∂q̄χ) (q̄(µ, τ), p̄(µ, τ), µ, τ),

(2.21)

avec conditions initiales (Q,P ) = (q̄(0, τ), p̄(0, τ)), et on écrira

Φχ
(µ,τ)(Q,P ) = (q̄(µ, τ), p̄(µ, τ)).

Comme on le verra, ces conditions initiales seront utilisées pour définir le nouveau système de
coordonnées. On peut de plus choisir µ assez petit pour que

(
Φχ

(µ,τ)

)−1
(R × [a/4;∞[) ⊂ R × [a/8;∞[, Φχ

(µ,τ) (R × [a;∞[) ⊂ R × [a/2;∞[ (2.22)
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et ε assez petit pour que ΦH
σ (R × [a/2;∞[) ⊂ R × [a/4;∞[ On prendra plus tard µ = ε, ce qui

implique que ε = 1/p∗ doit être assez petit. Pour tout (µ, σ), on désigne par ψ(µ,σ) : R× [a;∞[→
R × [a/8;∞[ l’application définie par

ψ(µ,σ) :=
(
Φχ

(µ,τ)

)−1
◦ ΦH

σ ◦ Φχ
(µ,0);

on a donc trivialement le diagramme commutatif suivant.

(q̄(0), p̄(0))
ΦH

σ−−−−→ (q̄(σ), p̄(σ))

Φχ
(µ,0)

x
xΦχ

(µ,τ)

(Q(0), P (0)) −−−−→
ψ(µ,σ)

(Q(σ), P (σ))

Puisque ψ(µ,σ) est un symplectomorphisme, il existe un Hamiltonien H̃ : (Q,P , µ, τ) ∈ R
2×R

2 →
R dont ψ(µ,σ) soit le flot par rapport à σ, à µ fixé :

d

dσ
f ◦ ψ(µ,σ) =

{
f ; H̃

}
◦ ψ(µ,σ), ∀f : R × R

+ → R.

On utilisera alors la notation ψ(µ,σ) = Φ
eH
σ .

La démonstration du théorème se fait alors en deux temps. Tout d’abord, on va calculer H̃.
Puis on montrera que pour tout K ∈ N

∗, on peut choisir χ de sorte qu’en µ = ε, on ait

d

dσ
P (σ) = O(εK+1) et sup

σ≥0
|P (σ) − p̄(σ)| = O(ε2). (2.23)

La conclusion suivra de ces deux résultats.
1. Calcul de H̃.
Par construction de Φ

eH
σ , on a

Φχ
(µ,τ) ◦ Φ

eH
σ = ΦH

σ ◦ Φχ
(µ,0). (2.24)

Par conséquent, pour tout f : R × R
+ → R de classe C2, on peut écrire

d

dσ
f ◦ Φχ

(µ,τ) ◦ Φ
eH
σ =

d

dσ
f ◦ ΦH

σ ◦ Φχ
(µ,0). (2.25)

Dans le membre de droite, seul le facteur ΦH
σ dépend de σ. On a donc, pour tout (Q,P ) ∈ R

2,

d

dσ
f ◦ ΦH

σ ◦ Φχ
(µ,0)(Q,P ) =

{
f ;H

}
◦ ΦH

σ

(
Φχ

(µ,0)(Q,P )
)

=
{
f ;H

}
◦ Φχ

(µ,τ) ◦ Φ
eH
σ (Q,P )

=
{
f ◦ Φχ

(µ,τ);H ◦ Φχ
(µ,τ)

}(
Q(σ), P (σ)

)
,

en utilisant l’égalité (2.24) et la définition de Q(σ) et P (σ). Le membre de gauche de l’équa-
tion (2.25), quant à lui, se développe en

d

dσ
f ◦ Φχ

(µ,τ) ◦ Φ
eH
σ (Q,P ) =

d

dσ

(
f ◦ Φχ

(µ,τ)

)
◦ Φ

eH
σ (Q,P ) + f ◦ Φχ

(µ,τ) ◦
d

dσ
Φ

eH
σ (Q,P )

=
d

dσ

(
f ◦ Φχ

(µ,τ)

) (
Q(σ), P (σ)

)
+
{
f ◦ Φχ

(µ,τ); H̃
}(
Q(σ), P (σ)

)
,
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par définition de Φ
eH
σ et de (Q(σ), P (σ)).

Comme la famille Φχ
(µ,τ) définit une famille de symplectomorphismes, il existe un Hamiltonien

R : R
4 → R tel que pour tout f : R × R

+ → R de classe C2

d

dσ
f ◦ Φχ

(µ,τ) = {f ;R} ◦ Φχ
(µ,τ).

Le Hamiltonien R est entièrement déterminé par χ, comme indiqué dans le lemme suivant et
démontré dans la suite. On en trouve également un énoncé et une démonstration dans [16, 56].

Lemme 2.3. Les Hamiltoniens R et χ sont liés par l’équation

∂µR+ {R;χ} = ∂σχ, (2.26)

où {·; ·} désigne le crochet de Poisson. Cette équation s’intègre en

R ◦ Φχ
(µ,τ) =

∫ µ

0
∂σχ ◦ Φχ

(µ′,τ)dµ
′. (2.27)

On obtient donc

d

dσ

(
f ◦ Φχ

(µ,τ)

) (
Q(σ), P (σ)

)
=

(
{f ;R} ◦ Φχ

(µ,τ)

) (
Q(σ), P (σ)

)

=
{
f ◦ Φχ

(µ,τ);R ◦ Φχ
(µ,τ)

} (
Q(σ), P (σ)

)
,

et l’égalité (2.25) devient
{
f ◦ Φχ

(µ,τ);R ◦ Φχ
(µ,τ)

}
+
{
f ◦ Φχ

(µ,τ); H̃
}

=
{
f ◦ Φχ

(µ,τ);H ◦ Φχ
(µ,τ)

}
.

Comme cette égalité est vérifiée pour toute fonction f, on en déduit que H̃ satisfait, à une
constante près, l’égalité

R ◦ Φχ
(µ,τ) + H̃ = H ◦ Φχ

(µ,τ).

Par l’équation (2.27) du Lemme 2.3, on conclut

H̃ = H ◦ Φχ
(µ,τ) −

∫ µ

0
∂σχ ◦ Φχ

(µ′,τ)dµ
′. (2.28)

2. Pour tout K ∈ N
∗, on peut choisir χ de sorte que (2.23) soit satisfaite.

Soit K ∈ N
∗. La première égalité de (2.23) revient à affirmer que l’on peut trouver χ de sorte

qu’en µ = ε, le nouveau Hamiltonien H̃ s’écrive comme la somme d’une fonction indépendante
de Q et d’un terme d’ordre εK+1. En effet, on aura alors

dP (σ)

dσ
= −∂QH̃

(
Q(σ), P (σ), ε, τ

)
= O(εK+1).

On choisit pour démontrer (2.23) la fonction χ comme étant un polynôme de degré K en sa
variable µ :

χ(q̄, p̄, µ, τ) =

K∑

n=0

µnχn+1(q̄, p̄, τ),
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où les fonctions χn sont de classe C∞ et uniformément bornées. Alors, pour toute fonction
f : R × R

+ → R de classe C∞, tout τ ≥ 0 et tous (q̄, p̄) et (Q,P ) ∈ R × [a;∞[, les fonctions

µ 7→ f ◦ Φχ
(µ,τ)(Q,P ) et µ 7→ f ◦

(
Φχ

(µ,τ)

)−1
(q̄, p̄)

sont aussi de classe C∞. En effet, µ 7→ f ◦ Φχ
(µ,τ)(Q,P ) satisfait

∂kµ

(
f ◦ Φχ

(µ,τ)

)
(Q,P ) =

(
∆k
χf
)
◦ Φχ

(µ,τ)(Q,P ), ∀k ∈ N,

avec ∆χ := {·;χ} + ∂µ, et est par conséquent de classe C∞; on montre de même que µ 7→
f ◦

(
Φχ

(µ,τ)

)−1
(q̄, p̄) l’est aussi. On peut donc écrire les développements limités de ces deux

fonctions à l’ordre K, et les coefficients apparaissant sont de classe C∞ en (q̄, p̄, τ).
On se place à partir de maintenant en µ = ε. Comme H défini par l’équation (2.20) est

clairement de classe C∞ en ε, l’équation (2.28) implique que H̃ est de classe C∞ en ε. On peut
alors introduire les notations suivantes

H = H0 + ε2H2, H̃ =

K∑

n=0

εnH̃n + O(εK+1) = H̃K + O(εK+1), (2.29)

f ◦
(
Φχ

(ε,τ)

)−1
=

K∑

n=0

εnTnf + O(εK+1).

En dérivant l’équation (2.28) par rapport à ε :

∂εH̃ = ∂εH ◦ Φχ
(ε,τ)

+
{
H;χ

}
◦ Φχ

(ε,τ)
− ∂σχ ◦ Φχ

(ε,τ)

et en composant à droite par
(
Φχ

(ε,τ)

)−1
, on obtient

∂σχ = ∂εH +
{
H,χ

}
− ∂εH̃ ◦

(
Φχ

(ε,τ)

)−1
.

En remarquant que ∂σ = ε∂τ , l’identification des termes d’ordre 1 implique

∂q̄χ1 = −1

p̄
H̃1,

H1 étant nul. Comme H̃1 doit être choisi indépendant de q̄, une intégration de cette égalité par
rapport à q̄ implique nécessairement H̃1 = 0, et donc

∂q̄χ1 = 0;

on choisit la solution particulière χ1 = 0.
L’identification des termes d’ordre εn, avec n ∈ [[1;K − 1]], quant à elle, implique

∂τχn = (n+ 1)Hn+1 +

n∑

k=0

{
Hn−k;χk+1

}
−

n∑

k=0

(
n

k

)
(n− k + 1)TkH̃n−k+1

= (n+ 1)Hn+1 +
{
H0;χn+1

}
+

n−1∑

k=0

{
Hn−k;χk+1

}

−(n+ 1)T0H̃n+1 −
n∑

k=1

(
n

k

)
(n− k + 1)TkH̃n−k+1,
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où Hk = 0 lorsque k /∈ {0; 2}. Puisque T0 = Id, on obtient

−
{
H0;χn+1

}
= (n+1)

(
Hn+1 − H̃n+1

)
−∂τχn+

n−1∑

k=0

{
Hn−k;χk+1

}
−

n∑

k=1

(
n

k

)
(n−k+1)TkH̃n−k+1.

Comme H0(q̄, p̄, τ) = p̄2/2 (voir équation (2.20)) et par définition du crochet de Poisson, cette
égalité est équivalente à

∂q̄χn+1 =
1

p̄

[
(n+ 1)

(
Hn+1 − H̃n+1

)
− ∂τχn +

n−1∑

k=0

{
Hn−k;χk+1

}
(2.30)

−
n∑

k=1

(
n

k

)
(n− k + 1)TkH̃n−k+1

]
.

Pour k ∈ [[1;n]], les coefficients Tkf ne dépendent que des χj , j ∈ [[1;n]]. En effet, on sait déjà
que T0 = Id et, de plus, l’égalité

d

dµ

(
f ◦
(
Φχ

(µ,τ)

)−1
)

= −
{
f ◦
(
Φχ

(µ,τ)

)−1
;χ

}

implique, en identifiant les termes d’ordre µn pour tout n ∈ N,

(n+ 1)Tn+1f = −
n∑

k=0

{Tn−kf ;χk+1} .

On peut par conséquent calculer de façon récursive les coefficients χn en fonction des coefficients
H̃j, j ∈ [[0;n]], et donc construire χ de sorte que, pour tout n ∈ [[0;K]], H̃n ne dépende pas de
Q, en intégrant l’équation (2.30) par rapport à Q. On a alors la première équation de (2.23) :

d

dσ
P (σ) = O(εK+1).

Pour montrer la seconde équation de (2.23), à savoir

sup
σ≥0

|P (σ) − p̄(σ)| = O(ε2),

on utilise le fait que χ1 = 0. On a alors (en utilisant (2.22))

p̄(σ) − P (σ) = −
∫ ε

0
∂q̄χ(q̄(µ, τ), p̄(µ, τ), µ, τ)dµ

= −
∫ ε

0

(
µ∂q̄χ2(q̄(µ, τ), p̄(µ, τ), τ) + O(µ2)

)
dµ. (2.31)

À partir de la récurrence (2.30), on a de plus que tous les ∂q̄χk sont uniformément borné en τ.
On obtient donc

sup
σ≥0

∣∣p̄(σ) − P (σ)
∣∣ = O(ε2).

3. Conclusion.
On conclut en revenant à la définition de p̄ (voir (2.18)) :

p(t) − p(0) = p∗ (p̄(σ) − p̄(0)) = ε−1 (p̄(σ) − p̄(0)) .
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On décompose alors cette différence de la façon suivante :

|p̄(σ) − p̄(0)| ≤
∣∣p̄(σ) − P (σ)

∣∣+
∣∣P (σ) − P (0)

∣∣+
∣∣P (0) − p̄(0)

∣∣ .

Ces trois termes peuvent se majorer grâce à (2.23) et il existe des constantes cK et CK telles que

|p(t) − p(0)| ≤ ε−1cK
(
ε2 + εK+1σ + ε2

)

≤ CKε

pour tout 0 ≤ t = εσ ≤ σ∗ε−K+2.

Reste à montrer le Lemme 2.3 pour que la démonstration du Théorème 2.1 soit complète.
Démonstration du Lemme 2.3. D’après le théorème de Schwarz, on peut intervertir les dérivées
partielles de f ◦ Φχ

(µ,τ) par rapport à µ et σ, pour tout f : R
2 → R de classe C2 :

∂σ∂µf ◦ Φχ
(µ,τ) = ∂µ∂σf ◦ Φχ

(µ,τ).

Or

∂µ∂σf ◦ Φχ
(µ,τ) = ∂µ

(
{f ;R} ◦ Φχ

(µ,τ)

)

= {f ; ∂µR} ◦ Φχ
(µ,τ) + {{f ;R} ;χ} ◦ Φχ

(µ,τ),

et

∂σ∂µf ◦ Φχ
(µ,τ) = ∂σ

(
{f ;χ} ◦ Φχ

(µ,τ)

)

= {f ; ∂σχ} ◦ Φχ
(µ,τ)

+ {{f ;χ} ;R} ◦ Φχ
(µ,τ)

.

On en déduit donc

{f ; ∂µR} + {{f ;R} ;χ} = {f ; ∂σχ} + {{f ;χ} ;R} .

Par l’identité de Jacobi, on a

{{f ;R} ;χ} = {{χ;R} ; f} + {{f ;χ} ;R} ,

et il reste
{f ; ∂µR} + {{χ;R} ; f} = {f ; ∂σχ} .

Cette égalité étant vérifiée pour tout f, on obtient

∂µR+ {R;χ} = ∂σχ.

On remarque qu’alors

∂µ

(
R ◦ Φχ

(µ,τ)

)
= (∂µR) ◦ Φχ

(µ,τ) + {R;χ} ◦ Φχ
(µ,τ)

= ∂σχ ◦ Φχ
(µ,τ).

Comme en µ = 0, Φχ
(0,τ) = Id, on a Rµ=0 = 0 et

R ◦ Φχ
(µ,τ) =

∫ µ

0
∂σχ ◦ Φχ

(µ′,τ)dµ
′.
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Démonstration du Théorème 2.2. Par définition de q̄, p̄ et σ (voir les équations (2.17) et (2.18)),
il suffit de montrer que, pour tout 0 ≤ t = εσ ≤ σ∗, on a

p̄(σ) = p̄(0) − ε2
λ

p̄(0)
(V (q̄(0) + p̄(0)σ, τ) − V (q̄(0), 0)) + O(ε3).

Soit K ∈ N, K ≥ 3. L’estimation (2.31) permet d’écrire

p̄(σ)− p̄(0) = P (σ)−P (0)−
∫ ε

0
µ (∂q̄χ2(q̄(µ, τ), p̄(µ, τ), τ) − ∂q̄χ2(q̄(µ, 0), p̄(µ, 0), 0)) dµ+O(ε3).

Comme on a ∂σP (σ) = O(εK+1), on obtient

P (σ) − P (0) = O(εK+1σ),

et

p̄(σ)− p̄(0) = −
∫ ε

0
µ (∂q̄χ2(q̄(µ, τ), p̄(µ, τ), τ) − ∂q̄χ2(q̄(µ, 0), p̄(µ, 0), 0)) dµ+O(ε3)+O(εK+1σ).

De plus, la récurrence (2.30) prise en n = 1 est

∂q̄χ2 =
1

p̄

[
2
(
H2 − H̃2

)]
,

puisque χ1 = 0. En intégrant par rapport à q̄, cette égalité implique

0 = −2

p̄
H̃2,

puisque V, et donc H2, sont de moyenne nulle et que H̃2 doit être indépendant de q̄. On obtient
donc

∂q̄χ2 =
2

p̄
H2 =

2λ

p̄
V,

et

p̄(σ) − p̄(0) = −
∫ ε

0
2λµ

(
V (q̄(µ, τ), τ)

p̄(µ, τ)
− V (q̄(µ, 0), 0)

p̄(µ, 0)

)
dµ+ O(ε3) + O(εK+1σ). (2.32)

Ceci implique en particulier p̄(σ) − p̄(0) = O(ε2). De plus, comme χ1 = 0, on a

q̄(σ) −Q(σ) =

∫ ε

0
∂p̄χ(q̄(µ, τ), p̄(µ, τ), µ, τ)dµ = O(ε2),

q̄(σ) − q̄(µ, τ) = O(ε2),

p̄(σ) − p̄(µ, τ) = O(ε2),

uniformément en σ. En remplaçant dans l’équation (2.32), on trouve

p̄(σ) − p̄(0) = −
∫ ε

0
2λµ

(
V (q̄(σ), τ)

p̄(σ)
− V (q̄(0), 0)

p̄(0)

)
dµ+ O(ε3) + O(εK+1σ)

= −ε2λ
(
V (q̄(σ), τ)

p̄(σ)
− V (q̄(0), 0)

p̄(0)

)
+ O(ε3) + O(εK+1σ)

= − ε2λ

p̄(0)

(
V (Q(σ), τ) − V (q̄(0), 0)

)
+ O(ε3) + O(εK+1σ).
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Enfin, par définition de H̃K (équation (2.29)), on a

Q(σ) = Q(0) +

∫ σ

0
∂P H̃

K(P (σ′), ε, εσ′)dσ′ + O(εK+1σ)

= Q(0) +

∫ σ

0
∂P H̃

K(P (0), ε, εσ′)dσ′ + O(εK+1σ)

= q̄(0) +

∫ σ

0
∂P H̃

K(p̄(0), ε, εσ′)dσ′ + O(ε2) + O(εK+1σ).

Donc

p̄(σ) = p̄(0)− ε2λ

p̄(0)

(
V

(
q̄(0) +

∫ σ

0
∂P H̃

K(p̄(0), ε, εσ′)dσ′, τ
)
− V (q̄(0), 0)

)
+O(ε3)+O(εK+1σ).

(2.33)
Pour terminer la démonstration du théorème, on fixe K = 3. On sait, par définition, que

H̃3 = H̃0 + εH̃1 + ε2H̃2 + ε3H̃3.

Or on a déjà H̃0 = H0 = P
2
/2 et H̃1 = H̃2 = 0. L’égalité (2.30) en n = 2 implique

∂q̄χ3 =
1

p̄

(
−3H̃3 − ∂τχ2

)
.

En moyennant par rapport à q̄, on obtient alors H̃3 = 0, puisqu’on peut choisir χ2 de moyenne
nulle. L’équation (2.33) devient

p̄(σ) = p̄(0) − ε2λ

p̄(0)
(V (q̄(0) + p̄(0)σ, τ) − V (q̄(0), 0)) + O(ε3) + O(ε4σ),

d’où la conclusion.
L’équation (2.33) implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.4. Pour tout K ∈ N, K ≥ 3, et tout 0 ≤ t ≤ σ∗pK−3
∗ ,

p(t) = pKap(t) + O
(
p−2
∗
)

où

pKap(t) = p(0) − λ

p(0)

(
V

(
q(0) + p∗

∫ t

0
∂1H̃

K

(
p(0)

p∗
,

1

p∗
, τ

)
dτ, t

)
− V (q(0), 0)

)
.

2.4 Rotateurs frappés

On s’intéresse maintenant au système frappé décrit par les équations (2.7)-(2.8) et on consi-
dère (qn, pn) = Φn(q0, p0) ∈ T

d × R
d, tel que
{
pn+1 = pn − λ∇v(qn),
qn+1 = qn + pn+1.

(2.34)

On remarque qu’ici qn = q(n) et pn = p(n) puisque dans (2.7), le potentiel est de période 1.
Ainsi, pour les systèmes frappés, il y a exactement un « événement diffusif » par unité de temps,
indépendamment de la vitesse de la particule, alors que pour les systèmes pulsés, le nombre de
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Fig. 2.9 – Valeurs déterminées numériquement de
〈
‖p(t)‖2

〉
et
〈
‖q(t)‖2

〉
en dimensions 1 (haut)

et 2 (bas) pour le modèle des rotateurs frappés décrit par l’équation (2.8), où V (q) =
∏d
i=1 cos (qi)

et λ = 10. Les différents symboles correspondent à différentes conditions initiales, comme indiqué
dans les légendes.

tels événements par unité de temps augmente linéairement avec ‖p‖ lorsque la particule accélère.
Par conséquent, pour les systèmes frappés, la variation du moment cinétique ∆kick‖p‖ est d’ordre
λ sur un intervalle de temps d’ordre 1, indépendamment de la valeur de ‖p‖. Par contre, pour les
systèmes pulsés en dimension d > 1, par l’équation (1.32) et en supposant les β(1)

n indépendants
et identiquement distribués, la variation typique du moment cinétique ∆puls‖p‖ d’une particule
rapide de moment ‖p‖ sur un intervalle de temps d’ordre 1 est

∆puls‖p‖ ∼
〈


‖p‖∑

n=1

β
(1)
n

‖p‖2




2〉1/2

∼ ‖p‖−3/2. (2.35)

On a donc
∆puls‖p‖ ≪ ∆kick‖p‖.

On va voir dans ce qui suit qu’une conséquence de cette remarque est que les rotateurs frappés
accélèrent beaucoup plus rapidement les particules que les rotateurs pulsés. En effet, l’équa-
tion (2.34) implique

pn = p0 − λ
n−1∑

ℓ=0

(∇V )(qℓ).

Puisque pour les systèmes frappés, ∆pn est d’ordre λ, indépendamment de la valeur de ‖p‖, la
deuxième équation du système (2.34) suggère que, pour des valeurs de λ grandes, ces variations
de moment élevées successives rendent aléatoire la position du système sur le tore, permettant de
voir les qn comme étant uniformément distribués sur le tore, avec corrélations en temps à courte
portée. Ceci implique

〈
(pn − p0)

2
〉
∼ n ou, de façon équivalente

〈
‖p(t)‖2

〉
∼ t.
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En dimension d = 1, cela implique immédiatement
〈
‖q(t)‖2

〉
∼ t3. En dimension d > 1, la

variation de direction en+1 − en, où en := pn/ ‖pn‖ , est d’ordre ‖pn‖−1 ∼ n−1/2, de sorte que

〈‖en+m − en‖〉 ∼ 1 pour m ∼ n.

En désignant, comme dans la section 2.2, par Mk le nombre de collisions nécessaires pour que la
particule ait tourné k fois d’un angle macroscopique, on obtient Mk ∼ 2k et

qMk+1
= qMk

+ (Mk+1 −Mk) pMk

= qMk
+M

3/2
k eMk

.

Cela implique
〈
‖qMk

‖2
〉
∼M3

k et, en interpolant entre lesMk, on trouve finalement que
〈
‖q(t)‖2

〉
∼

t3 en dimension d ≥ 2 aussi. L’explication de ce comportement est claire : la particule accélère
considérablement plus vite pour les systèmes frappés (où < ‖p(t)‖2 >∼ t) que pour les pul-
sés (où < ‖p(t)‖2 >∼ t2/5) et donc tourne beaucoup moins. Ces comportements asymptotiques
coïncident avec les résultats numériques présentés dans la Figure 2.9.

69



Chapitre 2. Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et périodique

70



Chapitre 3

Quelques rappels sur la théorie des

probabilités

3.1 Introduction

Ce chapitre et le suivant sont voués à la démonstration des Théorèmes 1.4 et 1.8. Tous deux
sont des cas particuliers du théorème suivant.

Théorème 3.1. Soit une marche aléatoire (ξn)n∈N
définie par

ξ0 > 0

ξ2n+1 = ξ2n + F (ξn, εn) , (3.1)

avec les hypothèses suivantes.

1. Les tirages εn, n ∈ N, sont des variables aléatoires sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) ;
elles sont indépendantes, identiquement distribuées, bornées, et

|εn| ≤ ε̄, E (εn) = 0, E
(
ε2n
)

= 1, ∀n ∈ N.

2. On suppose qu’il existe une valeur critique ξ̄ > 0 telle que pour tout |ξ| ≥ ξ̄

F (ξ, εn) = 2εnξ +G (ξ, εn) ,

où l’espérance de la fonction G par rapport à εn est bornée en ξ et G satisfait

lim
ξ→∞

E (G (ξ, εn)) = δ > 0, sup
|εn|≤ε̄

|G (ξ, εn)| = o (|ξ|) , (3.2)

et telle que ξ2 +F (ξ, εn) soit strictement positif pour tout |ξ| ≥ ξ̄. Pour les valeurs |ξ| < ξ̄,
on pose

F (ξ, εn) = δ.

La suite (ξn)n∈N
définie par (3.1) est donc bien définie, les valeurs prises par la suite

ξ2n + F (ξn, εn) restant positives.

La chaîne de Markov (ξn)n∈N
vérifie alors

E

(
ξ2ℓk

)
∼

k→∞
kℓ, ∀ℓ > −⌊δ⌋

2
,

où on désigne par ⌊δ⌋ la partie entière de δ.

71



Chapitre 3. Quelques rappels sur la théorie des probabilités

Dans le cas des développements faits dans le chapitre 1, on a

δ =
2

3

(
B

D2
+ 2

)
=
d+ 1

3
,

(voir le Théorème 1.2 pour les définitions) lorsque le champ de force dérive d’un potentiel. De
plus, ξn est défini comme étant proportionnel à ‖vn‖3 (équation (1.35)) et on veut, au minimum,
le comportement des ‖vn‖−1 permettant l’étude de celui de τn (équation (1.12)). On est donc
intéressé par le résultat du Théorème 3.1 pour des valeurs de ℓ supérieures ou égales à −1/6 : en
effet, ξ2ℓn = ‖vn‖6ℓ . En particulier, on a besoin de −1/6 > −⌊δ⌋ /2, c’est-à-dire ici

⌊
d+1
3

⌋
≥ 1,

d’où l’hypothèse d ≥ 2 dans le Théorème 1.4. Lorsque le champ de force ne dérive pas d’un
potentiel (section 1.5), par contre, on a

δ =
B′

D′2 + 1 =
d+ 1

2
,

où B′ et D′ sont définis dans le Théorème 1.6, et ξn est proportionnel à ‖vn‖2 (équation (1.58)).
On a donc besoin du Théorème 3.1 pour des valeurs de ℓ supérieures ou égales à −1/4, et il faut
donc ⌊δ⌋ =

⌊
d+1
2

⌋
> 1/2, c’est-à-dire d ≥ 1, ce qui est toujours vrai (Théorème 1.8).

Le Théorème 3.1 se démontre en considérant la suite de processus aléatoires
(
Y

(n)
t , t ∈ [0; 2]

)
n∈N

continus, affines par morceaux et définis à partir de la suite (ξn)n∈N
de la façon suivante :

Y
(n)
k
n

=
ξ2k
n
, k ∈ [[0; 2n]], (3.3)

Y
(n)
t = (k + 1 − nt)Y

(n)
k
n

+ (nt− k)Y
(n)
k+1

n

,
k

n
≤ t ≤ k + 1

n
. (3.4)

La condition initiale Y (n)
0 est, comme ξ0, strictement positive et non aléatoire. Chaque réalisation

Y
(n)
· (ω), ω ∈ Ω, du processus est une fonction continue sur l’intervalle de temps [0; 2] et on

désignera par C l’espace
C := (C ([0, 2] ,R) , ‖·‖∞) , (3.5)

muni de la tribu des Boréliens B (C) . En particulier, on remarque que Y (n)
1 = n−1ξ2n; on s’intéresse

donc à la convergence de la suite des
〈(

Y
(n)
1

)ℓ〉
quand n tend vers l’infini. On va montrer que

cette suite converge effectivement vers une constante. Il est à noter que la division par n de ξ2n
est cruciale ; c’est la seule puissance de n aboutissant à un résultat de convergence. Une division
par une puissance strictement plus grande que 1 donnerait que Y (n)

1 tend vers 0, alors qu’une
division par une puissance de n strictement inférieure à 1 provoquerait une explosion de Y (n)

1 .
Le choix de la puissance utilisée n’est donc pas anodin.

Le coeur du chapitre 4 va être de démontrer que la suite des processus Y (n)
· converge en

distribution vers le processus de Bessel en dimension δ, où δ est l’espérance du terme d’ordre 0 de
F. On utilisera pour cela le Théorème 3.47, démontré dans [79]. Il s’agit d’un théorème technique,
dont on détaillera la démonstration dans un cas particulier (Théorème 4.3). La méthode utilisée
pour montrer ce type de théorème est standard, elle est en particulier décrite dans [39]. Elle se
décompose en quatre grandes étapes, de la façon suivante.

– Étape 1 : On remplace les processus étudiés par des processus restreints les approchant et
restant à valeurs bornées. Pour ce faire, deux méthodes différentes peuvent être utilisées.
On peut tronquer les générateurs du processus, comme par exemple dans la démonstration
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des Théorèmes 3.34 et 3.47 ; ou alors arrêter les processus à l’aide d’un temps d’arrêt,
comme dans la démonstration du Théorème 4.3 ou dans [39].

– Étape 2 : On montre que cette nouvelle suite de processus est relativement compacte, c’est-
à-dire qu’elle admet des sous-suites convergentes. On utilise pour cela l’équivalence entre
la tension et la relative compacité.

– Étape 3 : On considère les limites de sous-suites convergentes, elles sont toutes solution
d’un même problème aux martingales. Lorsque ce problème est bien posé, on en déduit
que toutes les sous-suites convergentes ont la même limite et que c’est finalement la suite
des processus elle-même, et pas seulement des sous-suites, qui converge.

– Étape 4 : On montre que le résultat de convergence reste vrai pour les processus de départ,
en faisant tendre vers l’infini la borne choisie pour le compact dans lequel évoluent les
processus restreints.

Les notions de probabilités utilisées sont résumées dans le chapitre 3. Pour une étude exhaustive,
on renvoie aux ouvrages [44], [73], [46] ou [79].

3.2 Processus de Markov et martingales

Soit un espace de probabilités (Ω,F ,P) . On rappelle tout d’abord la notion de probabilité
conditionnelle.

Définition 3.2. Soit G une sous-tribu de F . La probabilité conditionnelle de A ∈ F par
rapport à G est la variable aléatoire G−mesurable P (A |G ) telle que

P (A ∩B) = E (P (A |G ) 11B) , ∀B ∈ G.

La définition de P (A |G ) est unique, à un ensemble de mesure nulle près. Un cas particulier
de probabilité conditionnelle fréquemment utilisé est la probabilité conditionnelle par rapport à
une variable aléatoire.

Définition 3.3. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) . On désigne par P (A|X) la pro-
babilité conditionnelle de A ∈ F par rapport à la sous-tribu σ(X) engendrée par X. C’est une
variable aléatoire sur (Ω, σ(X),P) . On désigne alors par P (A|X = x) la valeur P (A|X) (ω) prise
en tout point ω tel que X(ω) = x.

La notion de probabilité conditionnelle est de plus un cas particulier de la notion d’espérance
conditionnelle.

Définition 3.4. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs réelles, intégrable. Si G est
une sous-tribu de F , on appelle version de l’espérance conditionnelle de X par rapport à G
une variable aléatoire E (X|G) G−mesurable telle que

E (E (X|G) 11B) = E (X11B) , ∀B ∈ G.

À nouveau, c’est une notion unique à un ensemble de mesure nulle près.

Exemple 3.5. Lorsque X = 11A, avec A ∈ F , on retrouve la probabilité conditionnelle de A :

E (11A|G) = P (A |G ) .

À l’aide de ces notations, on définit les chaînes de Markov.
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Définition 3.6. Une chaîne de Markov est une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n∈N

satisfaisant

P (Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . ,Xn = xn) = P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn)

pour tous n ∈ N
∗ et x0, . . . , xn+1 ∈ R. On définit alors sa probabilité de transition par

Πn(x, y) = P (Xn+1 = y|Xn = x) , ∀(x, y) ∈ R
2, ∀n ∈ N.

Les chaînes de Markov, ainsi que toute suite de variables aléatoires, sont des processus sto-
chastiques à temps discret. On en rappelle la définition la plus générale.

Définition 3.7. Un processus stochastique X = {X(t), t ∈ I} est une collection de variables
aléatoires X(t) sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) commun et à valeurs dans un espace
métrique (S, ρ) , indexée par un paramètre t ∈ I ⊂ R.

Le paramètre t est interprété comme étant le temps. Lorsque l’ensemble I est discret, on parle
de processus à temps discret ; lorsque I est un intervalle, on parle de processus à temps continu.
Un processus stochastique peut être vu comme une fonction X : I ×Ω → S telle que la fonction
X(t, ·) soit mesurable, l’espace d’arrivée S étant muni de la tribu des boréliens B associée à
la métrique ρ. Dans toute la suite, on écrira Xt(·) = X(t, ·). La Définition 3.6 des chaînes de
Markov correspond donc à un processus stochastique dont la variable temporelle est prise dans
l’ensemble I = N et dont le futur ne dépend du passé que par l’intermédiaire du présent. On
définit de façon similaire les processus de Markov pour un ensemble I quelconque.

Définition 3.8. On appelle processus de Markov un processus stochastique satisfaisant la
propriété de Markov :

P(Xtn+1 ∈ B|Xti = xi, i = 1, · · · , n) = P(Xtn+1 ∈ B|Xtn = xn)

pour tout Borélien B ⊂ R, tout (n+ 1)-uplet 0 < t1 < · · · < tn+1 ∈ I et tous x1, · · · , xn ∈ R. On
définit alors les probabilités de transition par

P(s, x; t, B) = P(Xt ∈ B|X(s) = x), s < t.

Une seconde famille de processus stochastiques dont on aura besoin est celle des martingales.
On introduit pour la définir la notion de filtration.

Définition 3.9. Une filtration est une famille croissante {Ft, t ∈ I} de sous−σ−algèbres de F ,
avec I un sous-ensemble de R. On dit qu’un processus stochastique X = {Xt; t ∈ I} est adapté à
la filtration {Ft, t ∈ I} si Xt est Ft−mesurable pour tout t ∈ I. En particulier, pour un processus
stochastique donné X, on utilisera souvent la filtration usuelle {Ft, t ∈ I} , où Ft, t ∈ I, est
la sous−σ−algèbre de F engendrée par les ensembles A = {ω ∈ Ω|Xti ∈ Li, i = 1, · · · , n} pour
tout n ∈ N

∗, tous t1 < · · · < tn ≤ t appartenant à I et tous sous-ensembles L1, · · · , Ln de la
tribu de Lebesgue. On rappelle que la tribu de Lebesgue est la tribu engendrée par les unions de
Boréliens et d’espaces de mesure nulle. La filtration ainsi construite est adaptée à X et on la
note {σ (Xs; s ∈ I, s ≤ t) , t ∈ I} .

Les martingales sont définies à partir des filtrations comme des processus à moyennes constantes
au cours du temps.
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Définition 3.10. Soit X = {Xt, t ∈ I} , avec I un sous-ensemble de R, un processus stochastique
adapté à une filtration {Ft, t ∈ I} . On dit que X est une martingale s’il vérifie la condition

E(Xt|Fs) = Xs, presque-sûrement,

pour tous s < t appartenant à I. Lorsque I est dénombrable, respectivement un intervalle, on
parle de martingale à temps discret, respectivement continu.

À l’aide de la définition de l’espérance conditionnelle, on peut redéfinir une martingale de la
façon suivante.

Proposition 3.11. Un processus X = {Xt, t ∈ I} , avec I un sous-ensemble de R, est une
martingale pour la filtration usuelle {σ (Xs; s ∈ I, s ≤ t) , t ∈ I} si et seulement si pour tous s
et t ∈ I avec s < t, tout maillage s1 < · · · < sd ≤ s appartenant également à I et toute fonction
φ ∈ C∞

c

(
R
d
)
, on a

E ((Xt −Xs)φ (Xs1 , · · · ,Xsd
)) = 0.

Aux familles des processus de Markov et des martingales sont associées des propriétés bien
distinctes. La première regroupe les processus sans mémoire, tandis que la seconde assure la
conservation de la moyenne. Toutefois, leur intersection est non vide et contient en particulier
les processus de Wiener.

Définition 3.12. Un processus de Wiener ou mouvement Brownien unidimensionnel est
un processus continu W = {Wt; 0 ≤ t <∞} défini sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) , à
valeurs réelles et adapté à une filtration {Ft; 0 ≤ t <∞} tel que W0 = 0 presque-sûrement et que
pour tous 0 ≤ s < t, la différence Wt−Ws soit indépendante de Fs et ait une distribution normale
de moyenne nulle et de variance t − s. Cette définition se généralise en plusieurs dimensions.
Soient d ∈ N

∗ et µ une mesure de probabilité sur
(
R
d,B

(
R
d
))
. Soient (Ω,F ,P) un espace de

probabilités et {Ft; 0 ≤ t <∞} une filtration. Un mouvement Brownien d−dimensionnel de

distribution initiale µ est un processus W = {Wt; 0 ≤ t <∞} continu, défini sur (Ω,F ,P) , à
valeurs dans R

d et adapté à {Ft; 0 ≤ t <∞} tel que
– P (W0 ∈ Γ) = µ (Γ) , pour tout Γ ∈ B

(
R
d
)
,

– pour tous 0 ≤ s < t, la différence Wt−Ws est indépendante de Fs et normalement distribuée
avec moyenne nulle et matrice de covariance (t− s)Id, où Id désigne la matrice identité en
dimension d.

La construction de tels processus est faite dans le chapitre 2 de [44]. Dans la définition, le fait
que Wt −Ws soit de moyenne nulle et indépendant de Fs implique qu’un processus de Wiener
est une martingale. L’indépendance a également pour conséquence le théorème suivant.

Théorème 3.13. Tout mouvement Brownien en dimension d est un processus de Markov.

L’hypothèse sur la distribution des différences Wt−Ws permet aussi de calculer les probabi-
lités de transition de ces processus de Markov. Par exemple, pour tout processus de Wiener W
en dimension 1 et tout borélien B, on a

P (Wt ∈ B|Ws = x) = (2π(t− s))−
1
2

∫

B
e−

1
2
(t−s)−1(y−x)2dy, ∀0 ≤ s < t, ∀x ∈ R.

On termine cette section en introduisant la notion de temps d’arrêt, utile en particulier pour
maintenir l’évolution de processus stochastiques dans des compacts. Elle est basée sur la notion
de filtration.
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Définition 3.14. Soit (Ω,F) un espace mesurable muni d’une filtration {Ft, t ≥ 0} . Un temps
aléatoire T est appelé temps d’arrêt si pour tout t ≥ 0, l’événement {T ≤ t} appartient à la
σ−algèbre Ft.

Plusieurs exemples de temps d’arrêt découlent de la proposition suivante.

Proposition 3.15. 1. Tout temps aléatoire égal à une constante positive est un temps d’arrêt.

2. Soit X un processus stochastique défini sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) , à valeurs
dans R

d, d ∈ N
∗, et continu à droite par rapport à la variable temporelle t. Soit {Ft, t ≥ 0}

une filtration qui lui est adaptée. Alors pour tout sous-ensemble fermé Γ ∈ B
(
R
d
)
, le temps

T (ω) := inf {t ≥ 0;Xt(ω) ∈ Γ} , ∀ω ∈ Ω

est un temps d’arrêt.

3. Soient T et S deux temps d’arrêt. Alors la somme T +S, le minimum T ∧S et le maximum
T ∨ S sont encore des temps d’arrêt.

Pour restreindre l’évolution d’un processus continu à droiteX· à valeurs dans R
d à un compact

Γ ∈ R
d, on définit le processus arrêté X·∧T , où T est le temps d’arrêt défini par

T (ω) := inf
{
t ≥ 0;Xt(ω) ∈ Γc

}
, ∀ω ∈ Ω.

En particulier, lorsque le processus X· est une martingale, ce processus arrêté est encore une
martingale.

Théorème 3.16. Soient X une martingale pour la filtration Ft = σ (Xu, u ≤ t) et τ un temps
d’arrêt pour cette même filtration. Si τ prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs, le
processus arrêté {Xt∧τ ,Ft} et le processus décalé {Xt+τ ,Ft} sont encore des martingales. En
particulier, si X est une martingale discrète et τ un temps d’arrêt quelconque, ces deux processus
sont des martingales. Dans le cas des processus en temps continu, on peut ignorer l’hypothèse
sur les valeurs de τ dès que X est continu à droite.

3.3 Équations Différentielles Stochastiques

On s’intéresse dans cette section aux processus stochastiques qui sont solutions d’une équation
différentielle stochastique :

dXt = σ (Xt) dWt + b (Xt) dt, (3.6)

où W· est un mouvement Brownien en une dimension ; b : R → R est appelé terme de dérive et
σ : R → R terme de dispersion. On distingue deux types de solution : les solutions fortes et les
solutions faibles. On dit qu’une solution X est forte lorsqu’elle est solution de l’équation (3.6),
pour laquelle les coefficients σ et b, ainsi que le processus de Wiener W, sont connus et donc X
est l’unique inconnue. Par contre, lorsque seuls les termes σ et b de l’équation (3.6) sont connus,
une solution faible est la donnée d’un processus X et d’un processus de Wiener W satisfaisant
l’équation (3.6). Plus précisément, les solutions fortes sont définies de la façon suivante.

Définition 3.17. Soit ξ une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) ,
et soit W un mouvement Brownien en dimension 1. En considérant la filtration

Gt := σ (ξ,Ws; 0 ≤ s ≤ t) , ∀0 ≤ t <∞
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ainsi que la collection d’ensembles de mesure nulle

N := {N ⊂ Ω | ∃G ∈ G∞ tel que N ⊂ G et P (G) = 0} ,

on crée la filtration augmentée

Ft := σ (Gt ∪N ) , 0 ≤ t <∞.

On appelle solution forte de l’équation (3.6) sur l’espace (Ω,F ,P) , par rapport au mouvement
Brownien W et avec la condition initiale ξ, un processus X = {Xt, 0 ≤ t <∞} tel que

1. le processus X est adapté à la filtration augmentée Ft,
2. P(X0 = ξ) = 1,

3. P

(∫ t
0

(
|b(Xs)| + σ(Xs)

2
)
ds <∞

)
= 1 pour tout 0 ≤ t <∞,

4. l’égalité

Xt = X0 +

∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dWs, 0 ≤ t <∞, (3.7)

est vraie presque sûrement.

L’équation (3.7) est la version intégrée de l’équation différentielle stochastique (3.6). L’intégrale
d’Itô

∫ t
0 σ(Xs)dWs y apparaissant est construite et étudiée dans le chapitre 3 de [44]. L’existence

des solutions fortes est assurée lorsque les coefficients de l’équation différentielle stochastique (3.6)
sont lipschitziens.

Théorème 3.18. On suppose que les coefficients b et σ de l’équation différentielle stochas-
tique (3.6) sont lipschitziens et à croissance au plus linéaire sur R, c’est-à-dire qu’il existe une
constante K > 0 telle que

|b(x) − b(y)| + |σ(x) − σ(y)| ≤ K|x− y|, ∀(x, y) ∈ R
2,

|b(x)|2 + |σ(x)|2 ≤ K
(
1 + x2

)
, ∀x ∈ R.

Alors l’équation différentielle stochastique (3.6) admet une solution forte.

On définit une notion d’unicité pour ces solutions.

Définition 3.19. Il y a unicité forte si pour toutes solutions fortes X et X̃ de l’équation (3.6)
par rapport au même mouvement Brownien W et avec la même condition initiale ξ, on a

P

(
Xt = X̃t, 0 ≤ t <∞

)
= 1.

Il existe dans la littérature plusieurs critères impliquant l’unicité forte des solutions. On reprend
ici l’énoncé montré par Yamada et Watanabe dans [85].

Théorème 3.20. On suppose que les coefficients σ et b de l’équation (3.6) vérifient les conditions

|b(x) − b(y)| ≤ K |x− y| , (3.8)

|σ(x) − σ(y)| ≤ h (|x− y|) , (3.9)

pour tout 0 ≤ t <∞ et tous x et y réels, avec K une constante strictement positive et h : R
+ →

R
+ une fonction strictement croissante telle que h(0) = 0 et

∫ ε

0
h−2(u)du = +∞, ∀ε > 0.

Alors on a l’unicité forte des solutions.
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Ce théorème s’applique en particulier lorsque h(u) = uα, α ≥ 1/2. C’est le résultat ayant les
hypothèses les moins restrictives existant dans la littérature pour obtenir l’unicité des solutions.
Par contre, il ne donne aucun renseignement sur l’existence de celles-ci. Sous des hypothèses sem-
blables, on peut aussi comparer les solutions fortes de deux équations différentielles stochastiques
différentes.

Théorème 3.21. On suppose que pour j ∈ {1; 2}, on a des solutions fortes X(j) sur un espace
de probabilités (Ω,F ,P) pour les équations différentielles stochastiques

dX
(j)
t = σ

(
X

(j)
t

)
dWt + b(j)

(
X

(j)
t

)
dt, 0 ≤ t <∞,

où W est un mouvement Brownien en dimension 1. On suppose de plus que

1. σ et b(j) sont continus,

2. σ vérifie la condition (3.9), où h est décrit dans le Théorème 3.20,

3. on a X(1)
0 ≤ X

(2)
0 presque-sûrement,

4. pour tout x ∈ R, on a b(1)(x) ≤ b(2)(x),

5. b(1) ou b(2) vérifie la condition (3.8).

Alors on a
P

(
X

(1)
t ≤ X

(2)
t , ∀t ∈ R

+
)

= 1.

On s’intéresse maintenant à une nouvelle notion de résolution de l’équation différentielle
stochastique (3.6), plus faible que celle discutée jusqu’alors mais utile dans la suite.

Définition 3.22. Une solution faible de l’équation (3.6) est un triplet (X,W ) , (Ω,F ,P) , {Ft}
où

1. (Ω,F ,P) est un espace de probabilités et {Ft} est une filtration,

2. X = {Xt, 0 ≤ t < +∞} est continu et adapté et W = {Wt, 0 ≤ t < +∞} est un mouvement
Brownien,

3. P

(∫ t
0

(
|b(Xs)| + σ2(Xs)

)
ds <∞

)
= 1 pour tout 0 ≤ t <∞,

4. l’égalité

Xt = X0 +

∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dWs, 0 ≤ t <∞,

est vérifiée presque-sûrement.

La mesure de probabilité définie par µ (Γ) := P (X0 ∈ Γ) , pour tout Γ ∈ B (R) , est appelée
distribution initiale de la solution.

La principale différence entre solutions forte et faible est que la filtration {Ft} utilisée pour
les solutions faibles n’est pas forcément la filtration augmentée construite dans la définition de
solution forte à partir de la distribution initiale et du mouvement Brownien. La valeur Xt de la
solution au temps t n’est donc pas forcément mesurable par rapport au mouvement Brownien
et à la distribution initiale ξ. Par conséquent, l’existence d’une solution faible ne garantit pas
l’existence d’une solution forte. Par contre, la réciproque est vraie : l’existence d’une solution
forte assure l’existence d’une solution faible. On mentionne ici un des théorèmes d’existence de
solutions faibles.
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3.3. Équations Différentielles Stochastiques

Théorème 3.23. On suppose que les fonctions σ et b sont continues et bornées. L’équation
différentielle stochastique (3.6) admet alors une solution faible avec distribution initiale µ, pour
toute mesure µ sur B (R) telle que

∃m > 1,

∫

R

|x|2mµ(dx) <∞.

On définit deux notions d’unicité de solution faible d’une équation différentielle stochastique,
l’unicité trajectorielle et l’unicité en loi. L’unicité trajectorielle est une adaptation de l’unicité
forte aux solutions faibles.

Définition 3.24. L’équation (3.6) vérifie l’unicité trajectorielle si pour tout couple de solu-

tions faibles (X,W ) , (Ω,F ,P) , {Ft} et
(
X̃,W

)
, (Ω,F ,P) ,

{
F̃t
}
, définies sur un même espace

de probabilités et ayant mêmes mouvement Brownien et condition initiale :

P

(
X0 = X̃0

)
= 1,

les deux processus X et X̃ sont presque sûrement égaux :

P

(
Xt = X̃t, 0 ≤ t <∞

)
= 1.

L’unicité en loi, quant à elle, est une notion plus adaptée à la notion de solution faible.

Définition 3.25. L’équation (3.6) vérifie l’unicité en loi si toutes solutions faibles

(X,W ) , (Ω,F ,P) , {Ft} et
(
X̃, W̃

)
,
(
Ω̃, F̃ , P̃

)
,
{
F̃t
}
,

définies sur des espaces de probabilités a priori différents mais ayant la même distribution initiale

P (X0 ∈ Γ) = P̃

(
X̃0 ∈ Γ

)
, ∀Γ ∈ B (R) ,

ont la même distribution.

Tout comme la notion de solution forte est plus forte que celle de solution faible, la notion
d’unicité trajectorielle est plus forte que celle d’unicité en loi.

Proposition 3.26 (Yamada et Watanabe, [85]). L’unicité trajectorielle de solutions faibles im-
plique leur unicité en loi.

Corollaire 3.27. L’existence d’une solution faible, avec l’unicité trajectorielle, implique l’exis-
tence d’une solution forte.

Pour étudier l’existence et l’unicité en loi de solutions faibles d’équations différentielles sto-
chastiques, une théorie a été développée par Stroock et Varadhan. Ils montrent l’équivalence
entre l’existence et l’unicité en loi de la solution faible d’une équation différentielle stochastique
et l’existence et l’unicité de la solution d’un problème aux martingales. La théorie est détaillée
dans [44] et [79]. On en reprend ici les quelques éléments dont on aura besoin dans la démons-
tration du Théorème 3.1.

Soient a et b deux fonctions R → R mesurables. On définit l’opérateur L sur l’espace des
fonctions C∞

c (R) par

(Lf) (x) =
1

2
a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x), ∀f ∈ C∞

c (R) , ∀x ∈ R.
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Définition 3.28. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilités muni d’une filtration {Ft, 0 ≤ t <∞} .
Une solution du problème aux martingales homogène en temps associé à L est un processus
Z = {Zt, t ∈ R

+} adapté à {Ft} et tel que

Mf
t := f(Zt) − f(Z0) −

∫ t

0
(Lf) (Zs)ds, Ft; 0 ≤ t < +∞ (3.10)

soit une martingale continue pour tout f ∈ C∞
c (R) . En particulier, on a l’égalité

E

(
f(Zt) − f(Zs) −

∫ t

s
(Lf)(Zu)du | Fs

)
= 0, P-presque surement,

pour tous 0 ≤ s < t < +∞ et f ∈ C∞
c (R) . On désignera par Zx toute solution vérifiant

P (Zx0 = x) = 1.

On dit de plus d’un problème aux martingales qu’il est bien posé s’il admet une unique solution
Zx, pour toute condition initiale x ∈ R.

On peut alors établir un lien entre solution d’équation différentielle stochastique et solution
de problème aux martingales.

Théorème 3.29. On suppose que σ : R → R est mesurable et bornée sur les compacts de R. Alors
il existe une solution faible à l’équation différentielle stochastique (3.6) avec condition initiale X0

si et seulement si il existe une solution Z au problème aux martingales associé à L avec condition
initiale Z0 de même loi que X0, où L est défini par

(Lf)(x) =
1

2
σ(x)2f ′′(x) + b(x)f ′(x), ∀f ∈ C∞

c , ∀x ∈ R.

La démonstration de ce théorème met en évidence que la solution de l’équation différentielle
stochastique et celle du problème aux martingales ont les mêmes distributions. On en déduit le
corollaire suivant.

Corollaire 3.30. Si b et σ sont continues et bornées sur les compacts de R, alors on a équivalence
entre existence et unicité en loi de la solution du problème aux martingales associé à L et existence
et unicité en loi de la solution faible de l’équation différentielle stochastique (3.6), pour tout
condition initiale x ∈ R, i.e. P(X0 = x) = 1.

Exemple 3.31. Le processus de Wiener Wt est solution faible de l’équation différentielle sto-
chastique

dXt = dWt,

c’est-à-dire de l’équation (3.6) pour σ = 1 et b = 0. De plus, pour toute fonction f ∈ C∞
c (R), le

calcul d’Itô permet d’écrire

df (Wt) = f ′ (Wt) dWt +
1

2
f ′′ (Wt) dt,

équation qui s’intègre en

f (Wt) − f (W0) =

∫ t

0
f ′ (Ws) dWs +

1

2

∫ t

0
f ′′ (Ws) ds.
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3.4. Les processus de Bessel

L’étude des intégrales d’Itô faites dans [44] montre que
∫ t
0 f

′ (Ws) dWs est une martingale. Le
processus de Wiener est donc aussi solution du problème aux martingales associé à l’opérateur
(Lf)(x) = f ′′(x)/2 : pour tout f ∈ C∞

c (R),

f (Wt) − f (W0) −
∫ t

0

1

2
f ′′(Ws)ds, σ (Ws, 0 ≤ s ≤ t)

est une martingale.

On aura aussi besoin dans la suite de la notion de problème aux martingales arrêté et d’un
critère assurant l’existence et l’unicité de sa solution. La théorie est détaillée dans [32].

Définition 3.32. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilités muni d’une filtration {Ft, 0 ≤ t <∞} .
et T un temps d’arrêt. On appelle solution du problème aux martingales arrêté associé au
générateur L un couple (Z, T ) où Z est un processus stochastique adapté à {Ft} , T est un temps
d’arrêt pour {Ft} et

f (Zt∧T ) − f (Z0) −
∫ t∧T

0
(Lf) (Zs)11s≤Tds, Ft; 0 ≤ t < +∞

est une martingale pour tout f ∈ C∞
c (R) . La solution du problème aux martingales arrêté vérifie

l’unicité arrêtée si pour tout couple de solutions ((Z1, T1) , (Z2, T2)) du problème aux martin-
gales arrêté avec condition initiale x, il existe un processus Z̃ et des temps aléatoires positifs T̃1

et T̃2 tels que

1.
(
Z̃, T̃1 ∨ T̃2

)
soit solution du problème aux martingales arrêté avec condition initiale x,

2. pour i ∈ {1, 2} ,
(
Z̃·∧eTi

, T̃i

)
ait la même distribution que (Z·∧Ti , Ti) .

Enfin, un problème aux martingales arrêté est bien posé s’il admet, pour toute condition initiale
x ∈ R, une unique solution (au sens de l’unicité arrêtée).

L’unicité arrêtée peut s’interpréter de la façon suivante. Si (Z1, T1) et (Z2, T2) sont deux
solutions d’un problème aux martingales arrêté ayant même condition initiale, alors les processus
Z1 et Z2 coïncident jusqu’à l’instant T1 ∧ T2 et (Z, T1 ∨ T2) , où la réalisation Z(ω) vaut Z1(ω)
lorsque T1(ω) ≥ T2(ω) et Z2(ω) sinon, est aussi une solution du problème aux martingales arrêté.
La proposition suivante est alors vérifiée.

Proposition 3.33. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilités muni d’une filtration {Ft, 0 ≤ t <∞} .
Alors si un problème aux martingales de générateur L est bien posé, le problème aux martingales
arrêté associé admet une unique solution (au sens de l’unicité arrêtée). De plus, si Zx désigne
la solution de condition initiale x du problème non-arrêté, la solution de condition initiale x du
problème arrêté est (Zx·∧T , T ), pour tout temps d’arrêt T.

3.4 Les processus de Bessel

On rappelle ici la définition et quelques propriétés sur les processus de Bessel. Une étude
détaillée est faite dans [73]. Soit W̃ un mouvement Brownien en dimension n ∈ N. En posant

Zt :=
∥∥∥W̃t

∥∥∥
2
,
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le calcul d’Ito permet d’écrire

dZt = 2

n∑

i=1

W̃ i
tdW̃

i
t + ndt.

On remarque que

Wt :=

n∑

i=1

∫ t

0

W̃ i
s∥∥∥W̃t

∥∥∥
dW̃ i

s

est un mouvement Brownien en dimension 1. En effet, l’intégrale d’Ito

I(f) :=

∫ t

0
f(Xs)dW̃s

satisfait

E (I(f)) = 0 et E
(
I(f)2

)
=

∫ t

0
E
(
f(Xs)

2
)
ds.

Aussi pour tous t et t′ réels avec t ≥ t′ ≥ 0, on a E (Wt) = 0 et

E

(
(Wt −Wt′)

2
)

=

n∑

i=1

E





∫ t

t′

W̃ i
s∥∥∥W̃t

∥∥∥
dW̃ i

s




2


=
n∑

i=1

∫ t

t′
E




(
W̃ i
s

)2

∥∥∥W̃t

∥∥∥
2


 ds

=

∫ t

t′
ds = (t− t′).

Le processus (Zt,Wt) est donc une solution faible de l’équation différentielle stochastique

dZt = 2
√

|Zt|dWt + ndt. (3.11)

L’inégalité
∣∣∣
√

|z| −
√

|z′|
∣∣∣ <

√
|z − z′|, vérifiée pour tous réels z et z′ permet d’appliquer le

Théorème 3.20 d’unicité forte des solutions avec la fonction h(u) =
√
u, puis le Corollaire 3.27,

pour obtenir que Z est l’unique solution forte de l’équation différentielle stochastique (3.11). Ce
résultat se généralise.

Théorème 3.34. Soit W un mouvement Brownien en dimension 1. Pour tout réel δ ≥ 0 et toute
condition initiale x ≥ 0, il existe une unique solution forte à l’équation différentielle stochastique

dZt = 2
√

|Zt|dWt + δdt. (3.12)

Cette solution est appelée processus de Bessel carré en dimension δ.

Démonstration du Théorème 3.34. On commence par montrer l’existence d’une solution faible,
en utilisant le Théorème 3.23. La fonction

√· n’étant pas bornée, on considère des fonctions
tronquées et on construit, pour tout n ∈ N, la fonction fn :

fn(x) =
√

|x|, si |x| ≤ n2,

fn(x) = n, si |x| ≥ n2.
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3.5. Convergence faible de processus

Pour chaque valeur de n, l’équation différentielle stochastique

dZnt = 2fn (Znt ) dWt + δdt (3.13)

vérifie alors les hypothèses du Théorème 3.23 et admet des solutions faibles. De plus, on a l’unicité
trajectorielle pour ces solutions, puisqu’on peut appliquer le Théorème 3.20 avec h(u) =

√
u. Le

Corollaire 3.27 de Yamada et Watanabe permet alors de conclure que pour chaque n ∈ N,
l’équation différentielle stochastique (3.13) admet une unique solution forte Zn.

Soit Tn(δ) := inf
{
t > 0; Znt = n2

}
. Alors pour tout t ≤ Tn(δ), Z

n
t vérifie l’équation diffé-

rentielle stochastique de Bessel :

dZnt = 2
√

|Znt |dWt + δdt.

Pour conclure, il suffit de montrer que Tn tend vers l’infini quand n tend vers l’infini. Le théo-
rème de comparaison 3.21 implique que l’application Tn(·) est décroissante. En particulier, on a
Tn (δ) ≥ Tn (⌊δ⌋ + 2) . Or en dimension entière ⌊δ⌋+ 2, la solution Zt(⌊δ⌋+ 2) est la norme d’un
mouvement Brownien de même dimension. Par construction, on a donc

lim
n→∞

P (Tn (⌊δ⌋ + 2) = ∞) = 1,

d’où la conclusion.
Le Théorème 3.21 de comparaison de solution et la construction du processus de Bessel en
dimension entière induisent la propriété suivante.

Proposition 3.35. En toute dimension δ ≥ 0 et pour toute condition initiale Z0 ≥ 0, le processus
de Bessel carré Z· est à valeurs positives et est non-explosif :

P (‖Zt‖ <∞; ∀0 ≤ t <∞) = 1.

De plus, en dimension δ ≥ 2, il satisfait

P (Zt > 0; ∀0 < t <∞) = 1.

Ce résultat implique qu’en dimension δ ≥ 2 et pour toute condition initiale Z0 ≥ 0, le
processus de Bessel carré Z est solution de l’équation différentielle stochastique (3.12) sans valeur
absolue :

dZt = 2
√
ZtdWt + δdt.

Il est aussi, d’après le Théorème 3.29, l’unique solution du problème aux martingales associé au
générateur L défini par

Lf(x) = 2|x|f ′′(x) + δf ′(x), ∀x ∈ R, ∀f ∈ C∞
c (R) , (3.14)

pour tout δ ≥ 0.

3.5 Convergence faible de processus

On cherche à étudier la convergence de suites de processus stochastiques. On définit pour cela
une notion de convergence adaptée : la convergence faible, et on établit un critère de convergence
(Théorème 3.47).
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Définition 3.36. Soit (S, ρ) un espace métrique muni de la tribu des Boréliens B(S). Soient P

et Pn, n ∈ N, des mesures de probabilité sur (S,B(S)). La suite (Pn)n∈N converge faiblement

vers P si pour toute fonction f : S → R continue et bornée, on a

lim
n→+∞

∫

S
f(s)dPn(s) =

∫

S
f(s)dP(s).

Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) à valeurs dans l’espace
métrique (S,B(S)). Elle induit une mesure de probabilité PX−1 sur (S,B(S)) définie par :

PX−1(B) = P {ω ∈ Ω;X(ω) ∈ B} , B ∈ B(S). (3.15)

On définit alors une notion de convergence de variables aléatoires basée sur la convergence faible
des probabilités induites.

Définition 3.37. Soit (Ωn,Fn,Pn)n∈N
une suite d’espaces de probabilités. Sur chacun d’entre

eux, on considère une variable aléatoire Xn à valeurs dans l’espace (S, ρ). Soient (Ω,F ,P) un
espace de probabilités et X une variable aléatoire sur cet espace à valeurs dans (S, ρ). La suite
(Xn)n∈N

converge en distribution vers X si la suite des mesures
(
PnX

−1
n

)
n∈N

converge faible-
ment vers PX−1. En d’autres termes, une suite de variables aléatoires Xn converge en distribution
vers une variable aléatoire X si et seulement si, pour toute fonction f : S → R continue bornée,
on a

lim
n→+∞

En(f(Xn)) = E(f(X)), (3.16)

où En et E sont les espérances correspondant aux mesures de probabilités Pn et P respectivement.
En voyant un processus stochastique continu X = {Xt; 0 ≤ t ≤ T} défini sur un intervalle de
temps compact comme une variable aléatoire à valeurs dans (C ([0;T ] ,R) , ‖ · ‖∞) , on définit de
même la convergence en distribution de processus stochastiques.

La convergence presque-sûre implique la convergence en distribution. La réciproque est fausse.
Néanmoins, on peut passer de la convergence en distribution à la convergence presque-sûre en
utilisant le théorème de Skorohod.

Théorème 3.38 (Skorohod). On suppose que (S, ρ) est complet et séparable. Soit (Xn)n∈N

une suite de variables aléatoires sur un même espace de probabilités (Ω,F ,P) à valeurs dans
S convergeant en distribution vers une variable aléatoire X sur le même espace de probabilités
(Ω,F ,P) et à valeurs dans S. Alors il existe un espace de probabilités (Ω̃, F̃ , P̃) et des variables
aléatoires X̃n et X̃ définies sur Ω̃ et à valeurs dans S tels que, pour tout borélien B de S, on ait

P̃

(
X̃ ∈ B

)
= P (X ∈ B) , P̃

(
X̃n ∈ B

)
= P (Xn ∈ B) , ∀n ∈ N,

ρ
(
X̃n − X̃

)
→ 0 presque-sûrement.

Corollaire 3.39. Soient X et Xn, n ∈ N, des processus aléatoires continus, définis sur un espace
de probabilités (Ω,F ,P) pour des temps t ∈ [0;T ] avec 0 < T < ∞ et à valeurs réelles. Si Xn

converge en distribution vers X, alors il existe un espace de probabilités (Ω̃, F̃ , P̃) et des processus
stochastiques X̃ et X̃n, n ∈ N, définis sur Ω̃ sur l’intervalle de temps [0;T ] et à valeurs réelles
tels que, pour tout borélien B de

(
C0([0;T ]), ‖ · ‖∞

)
, on ait

P̃

(
X̃ ∈ B

)
= P (X ∈ B) , P̃

(
X̃n ∈ B

)
= P (Xn ∈ B) , ∀n ∈ N,

∥∥∥X̃n(ω) − X̃(ω)
∥∥∥
∞

:= sup
t∈[0;T ]

∣∣∣X̃t,n(ω) − X̃t(ω)
∣∣∣ −→
n→∞

0 pour presque tout ω ∈ Ω̃.
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Le théorème de Skorohod permet d’élargir l’égalité (3.16) à des fonctions continues non bornées.

Théorème 3.40. Si Xn converge en distribution vers X, alors pour toute fonction f : S → R

continue telle que E(|f(X)|) soit fini, on a la convergence

lim
n→+∞

En(f(Xn)) = E(f(X)).

On cherche un critère de convergence faible. Pour cela, on introduit les notions de relative
compacité et tension.

Définition 3.41. Une famille Π de mesures de probabilité sur (S,B(S)) est relativement com-

pacte si toute suite d’éléments de Π admet une sous-suite faiblement convergente. Elle est ten-

due si pour tout ε > 0, il existe un compact K ⊆ S tel que P(K) ≥ 1 − ε, pour tout P ∈ Π.

Soit (Xα)α∈A une famille de variables aléatoires, chacune d’entre elles étant définie sur un
espace de probabilités (Ωα,Fα,Pα) et à valeurs dans S. On dit de cette famille qu’elle est re-

lativement compacte (respectivement tendue) si la famille (PαX
−1
α )α∈A, définie par l’équa-

tion (3.15) est relativement compacte (respectivement tendue).
En prenant pour S l’espace des fonctions continues sur le segment [0;T ] et à valeurs réelles,

on définit de même des familles de processus stochastiques relativement compactes et tendues.

Sous certaines conditions, relative compacité et tension sont équivalentes.

Théorème 3.42 (Prohorov). Soit Π une famille de mesures de probabilité sur S. On suppose que
S est un espace métrique complet séparable. Alors Π est relativement compacte si et seulement
si elle est tendue.

On donne enfin un critère pour qu’une famille de processus stochastiques soit tendue :

Théorème 3.43 (Kolmogorov). Soit
(
X(n)

)
n∈N

une suite de processus stochastiques continus

X(n) =
{
X

(n)
t ; 0 ≤ t ≤ T

}
, 0 < T < ∞, sur (Ω,F ,P) et à valeurs réelles telle qu’il existe des

constantes α, β et ν strictement positives avec

supn≥0 E

∣∣∣X(n)
0

∣∣∣
ν
< +∞, (3.17)

supn≥0 E

∣∣∣X(n)
t −X

(n)
s

∣∣∣
α
≤ CT |t− s|1+β , ∀T > 0 et 0 ≤ s, t ≤ T. (3.18)

Alors la famille des mesures

(
PX

(n)
·

−1
)

n∈N

sur (C ([0;T ] ,R) ,B (C ([0;T ] ,R))) est tendue.

Une fois acquise la convergence en distribution d’une suite de processus stochastiques, on
cherche à caractériser sa limite. On reprend ici un des théorèmes de convergence développé dans
le chapitre 11 de [79], permettant d’approcher la solution d’un problème aux martingales par des

chaînes de Markov. On considère pour chaque n ∈ N
∗ une chaîne de Markov

(
ξ
(n)
k

)
k∈N

homogène

en temps, définie sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) . On désigne par Πn sa probabilité de
transition. On définit, pour tout f ∈ C∞

c (R) et tout x ∈ R, l’opérateur

(Anf)(x) =

∫
(f(y) − f(x))Πn(x,dy).
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Proposition 3.44. Pour tout f ∈ C∞
c (R) ,

f
(
ξ
(n)
k

)
−
k−1∑

j=0

Anf
(
ξ
(n)
j

)
, σ
(
ξ
(n)
j , j ∈ [[0; k]]

)
,P

est une martingale.

On définit aussi, pour tout x ∈ R et tout ε > 0,

an(x) = n

∫

|x−y|≤1
(y − x)2Πn(x,dy),

bn(x) = n

∫

|x−y|≤1
(y − x)Πn(x,dy)

et
∆ε
n(x) = nΠn (x,R\ ]x− ε, x+ ε[) .

Les fonctions an et bn représentent respectivement la variance et l’espérance de la chaîne de
Markov ξ(n)

k . On suppose enfin qu’il existe deux fonctions réelles a et b définies et continues sur
R telles que, pour tout R > 0, on ait

limn→+∞ sup|x|≤R |an(x) − a(x)| = 0, (3.19)

limn→+∞ sup|x|≤R |bn(x) − b(x)| = 0, (3.20)

limn→+∞ sup|x|≤R ∆ε
n(x) = 0, ∀ε > 0. (3.21)

On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.45. Les conditions (3.19), (3.20) et (3.21) sont équivalentes à :

nAnf → Lf, ∀f ∈ C∞
c (R), (3.22)

uniformément sur les compacts, avec

(Lf)(x) :=
1

2
a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x). (3.23)

On construit à partir de la suite de chaînes de Markov
((
ξ
(n)
k

)
k∈N

)
n∈N

une suite de processus

stochastiques
({
Y

(n)
t , 0 ≤ t <∞

})
n∈N

continus, affines par morceaux :

Y
(n)
k
n

= ξ
(n)
k ,

Y
(n)
t = (k + 1 − nt) ξ

(n)
k + (nt− k) ξ

(n)
k+1, k ≤ nt ≤ k + 1.

Lorsque an et bn sont uniformément bornés, le Lemme 3.45 permet de démontrer le résultat de
convergence suivant.

Lemme 3.46. On suppose qu’en plus des hypothèses (3.19) et (3.20), on a

sup
n∈N

sup
x∈R

(|an(x)| + |bn(x)|) <∞.
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On suppose de plus qu’à la place de l’hypothèse (3.21), on a

lim
n→+∞

sup
x∈R

∆ε
n(x) = 0, ∀ε > 0.

Alors, lorsque ξ(n)
0 → ξ0 quand n tend vers l’infini, la suite des processus stochastiques

(
Y

(n)
·
)
n∈N

est tendue et toute limite de sous-suite convergente est solution du problème aux martingales
associé au générateur défini par a et b, avec la condition initiale ξ0.

On peut supprimer l’hypothèse sur le caractère borné des coefficients an et bn lorsque les coeffi-
cients limites a et b induisent un problème aux martingales bien posé.

Théorème 3.47. On suppose que les hypothèses (3.19), (3.20) et (3.21) sont satisfaites, que les
coefficients a et b sont continus et que pour tout ξ0 ∈ R, le problème aux martingales associé à a
et b et avec condition initiale ξ0 a une unique solution Y· = {Yt, 0 ≤ t <∞} . Alors la suite de

processus stochastiques Y (n)
· converge en distribution vers Y· lorsque n tend vers +∞.

Ce théorème est énoncé et démontré dans [79] (Théorème 11.2.3). L’idée de la preuve est, comme
dans la démonstration de l’existence des processus de Bessel (Théorème 3.34), de tronquer les
fonctions an et bn de façon à ce qu’elles restent bornées par une constante K > 0. Les coefficients
an,K et bn,K ainsi définis vérifient alors les hypothèses du Lemme 3.46, qui implique que la famille
des processus X(n)

K correspondant aux coefficients tronqués est tendue et que les processus limites
sont solutions du problème aux martingales associé aux coefficients tronqués aK et bK . Il suffit
alors de faire tendre K vers l’infini pour conclure. La démonstration rigoureuse de ce résultat
est technique et on mettra en évidence ses différents arguments en démontrant un cas particulier
dans le prochain chapitre (Théorème 4.3).

87



Chapitre 3. Quelques rappels sur la théorie des probabilités

88



Chapitre 4

Résultats de convergence

Le chapitre précédent comprend toutes les notions nécessaires à la démonstration du Théo-
rème 3.1, dont on rappelle ici l’énoncé.
Théorème 3.1. Soit une marche aléatoire (ξn)n∈N

définie par

ξ0 > 0

ξ2n+1 = ξ2n + F (ξn, εn) , (4.1)

avec les hypothèses suivantes.
1. Les tirages εn, n ∈ N, sont des variables aléatoires sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) ;
elles sont indépendantes, identiquement distribuées, bornées, et

|εn| ≤ ε̄, E (εn) = 0, E
(
ε2n
)

= 1, ∀n ∈ N.

2. Il existe ξ̄ > 0 tel que pour tout |ξn| ≥ ξ̄

F (ξn, εn) = 2εnξn +G (ξn, εn) ,

où l’espérance de la fonction G par rapport à εn est bornée en ξn et G satisfait

lim
ξn→∞

E (G (ξn, εn)) = δ > 0, |G (ξn, εn)| = o (|ξn|) , (4.2)

et telle que ξ2 + F (ξ, εn) soit strictement positif pour tout |ξ| ≥ ξ̄. Pour les valeurs |ξn| < ξ̄, on
pose

F (ξn, εn) = δ.

La chaîne de Markov (ξn)n∈N
vérifie alors

E

(
ξ2ℓk

)
∼

k→∞
kℓ, ∀ℓ > −⌊δ⌋

2
,

où on désigne par ⌊δ⌋ la partie entière de δ.
On verra dans la section 4.1 que le point clé de la démonstration de ce théorème est l’utilisation

du Théorème 3.47, qui est un résultat de convergence de processus de Markov vers la solution d’un
problème aux martingales. Ce théorème, dont la démonstration est particulièrement technique
(voir [79]), cache les difficultés du Théorème 3.1. C’est pourquoi, dans les sections 4.2 et 4.3, on
redémontre le Théorème 3.1 pour des fonctions F particulières, pour lesquelles on donnera une
démonstration du Théorème 3.47 (section 4.3).
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4.1 Démonstration du Théorème 3.1

La démonstration se décompose en deux parties. Dans un premier temps, on construit une
suite de processus stochastiques (Y

(n)
· )n∈N∗ continus à partir de la chaîne de Markov (ξn)n∈N

comme indiqué dans la section 3.1 :

Y
(n)
k
n

=
ξ2k
n
, k ∈ [[0; 2n]] (4.3)

Y
(n)
t = (k + 1 − nt)Y

(n)
k
n

+ (nt− k)Y
(n)
k+1

n

,
k

n
≤ t ≤ k + 1

n
. (4.4)

On montre que cette suite converge en distribution vers le processus de Bessel carré en dimension
δ et avec condition initiale 0, à l’aide du Théorème 3.47. Puis, dans un deuxième temps, on utilise
le Théorème 3.40 et le fait que Y (n)

1 = ξ2n/n pour conclure quant au comportement de la moyenne
des ξ2ℓn quand n tend vers l’infini.
Démonstration du Théorème 3.1. On considère, pour tout n ∈ N

∗, le processus Y (n)
· = {Y (n)

t , 0 ≤
t ≤ 2} défini par (4.3)-(4.4), continu par rapport au temps t, affine par morceaux et à valeurs
strictement positives. On commence par montrer que les hypothèses du Théorème 3.47 sont
satisfaites et que la suite de ces processus converge en distribution vers le processus de Bessel
carré de condition initiale 0 et de dimension δ.
1. Convergence des processus Y (n)

· .

La récurrence (4.1) sur les ξk permet d’obtenir une récurrence sur les Y (n)
k
n

:

Y
(n)
k+1

n

= Y
(n)
k
n

+
1

n
F

(√
n

∣∣∣∣Y
(n)
k
n

∣∣∣∣, εk
)
. (4.5)

Pour tout n ∈ N
∗, la chaîne de Markov des Y (n)

k
n

, k ∈ [[0; 2n]], est homogène en temps, avec une

probabilité de transition Πn définie par

Πn(x,Γ) = P

(
Y

(n)
k+1

n

∈ Γ | Y (n)
k
n

= x

)

= P

(
x+

1

n
F
(√

n |x|, εk
)
∈ Γ

)
, ∀Γ ∈ B(R), ∀x ∈ R.

Pour tous x ∈ R et n ∈ N
∗, on a de plus dans ce cas

an(x) := n
∫
|x−y|≤1(y − x)2Πn(x,dy) =

1

n
E

(
F
(√

n|x|, εk
)2

11˛

˛

˛
F

“√
n|x|,εk

”˛

˛

˛
≤n

)
,

bn(x) := n
∫
|x−y|≤1(y − x)Πn(x,dy) = E

(
F
(√

n|x|, εk
)

11˛

˛

˛F
“√

n|x|,εk

”˛

˛

˛≤n

)
,

∆ε
n(x) := nΠn(x,R\ ]x− ε;x+ ε[) = nP

(∣∣∣F
(√

n|x|, εk
)∣∣∣ > nε

)
, ∀ε > 0.

On remarque qu’alors, les conditions (3.19)-(3.21) sont satisfaites. En effet, soit R > 0 fixé. Pour
tout |x| ≤ R et tout n ∈ N

∗, on a

an(x) =
1

n
E

[(
2εk
√
n|x| +G

(√
n|x|, εk

))2
11˛

˛

˛
2εk

√
n|x|+G

“√
n|x|,εk

”˛

˛

˛
≤n

]
11√

n|x|≥ξ̄

+
1

n
δ211δ≤n11√n|x|<ξ̄
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et

bn(x) = E

[(
2εk
√
n|x| +G

(√
n|x|, εk

))
11˛

˛

˛2εk

√
n|x|+G

“√
n|x|,εk

”˛

˛

˛≤n

]
11√

n|x|≥ξ̄

+δ11δ≤n11√n|x|<ξ̄.

Pour n assez grand, 11δ≤n et 11˛

˛

˛2εk

√
n|x|+G

“√
n|x|,εk

”˛

˛

˛≤n deviennent presque sûrement égaux à 1

pour tout |x| ≤ R et on obtient

an(x) =
1

n
E

[(
2εk
√
n|x| +G

(√
n|x|, εk

))2
]

11√
n|x|≥ξ̄ +

1

n
δ211√

n|x|<ξ̄

=
1

n
11√

n|x|≥ξ̄

(
4n|x| + 4

√
n|x|E

[
εkG

(√
n|x|, εk

)]
+ E

[
G
(√

n|x|, εk
)2
])

+
1

n
δ211√

n|x|<ξ̄

= 11√
n|x|≥ξ̄

(
4|x| + 4

√
|x|
n

E

[
εkG

(√
n|x|, εk

)]
+

1

n
E

[
G
(√

n|x|, εk
)2
])

+
1

n
δ211√

n|x|<ξ̄

et
bn(x) = E

(
G
(√

n|x|, εk
))

11√
n|x|≥ξ̄ + δ11√

n|x|<ξ̄.

La première condition sur G imposée par (4.2) implique que la condition (3.20) est satisfaite avec
b ≡ δ. En effet, lorsque x = 0, bn(0) = δ, et lorsque 0 < |x| < R,

lim
n→∞

bn(x) = lim
n→∞

E

(
G
(√

n|x|, εk
))

= δ.

La deuxième condition sur G dans (4.2) assure la condition (3.19) pour a(·) = 4| · |, puisque
√

|x|
n

E

[
εkG

(√
n|x|, εk

)]
≤

√
|x|
n
ε̄o
(√

n|x|
)
,

1

n
E

[
G
(√

n|x|, εk
)2
]

≤ 1

n
o (n|x|) .

De même, on a, pour tous ε > 0, n ∈ N
∗ et |x| ≤ R,

∆ε
n(x) = nP

(∣∣∣∣∣
2εk
√

|x|√
n

+
1

n
G
(√

n|x|, εk
)∣∣∣∣∣ > ε

)
11√

n|x|≥ξ̄ + nP (δ > nε) 11√
n|x|<ξ̄.

Il existe alors un entier Nε tel que pour tout |x| ≤ R et tout n ≥ Nε, on ait ∆ε
n(x) = 0,

et la condition (3.21) est vérifiée. De plus, les fonctions a et b sont continues, et le problème
aux martingales qui leur est associé est le problème aux martingales satisfait par les processus
de Bessel carrés en dimension δ. C’est donc un problème bien posé, comme montré dans la
section 3.4. Enfin, la suite des conditions initiales Y (n)

0 = n−1ξ0 > 0 est une suite convergente,

de limite Z0 = 0. On peut donc appliquer le Théorème 3.47 : la suite des processus
(
Y

(n)
·
)
n∈N∗

converge en distribution vers le processus de Bessel carré de dimension δ et de condition initiale 0.
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2. Conclusion.
Pour conclure, on veut appliquer le Théorème 3.40, en considérant les fonctions qui a un processus
stochastique X· défini sur l’intervalle de temps [0; 2] associent |X1|ℓ , avec ℓ > −⌊δ⌋ /2. En effet,
on aurait alors

lim
n→∞

E
(
ξℓn
)

nℓ
= lim

n→∞
E

(
Y ℓ

1

)
= E

(
Zℓ1

)
.

Il suffit donc de vérifier l’hypothèse du Théorème 3.40, à savoir que pour tout ℓ > −⌊δ⌋ /2, on a

E

(
|Z1|ℓ

)
< +∞.

On remarque tout d’abord que le processus de Bessel carré étant à valeurs positives (Proposi-
tion 3.35), on a

E

(
|Z1|ℓ

)
= E

(
Zℓ1

)
.

On considère dans un premier temps le cas où δ > 0 est entier. La construction du processus de
Bessel faite dans la section 3.4 montre qu’alors

Zt = ‖Wt‖2 , où Wt est un processus de Wiener en dimension δ.

Le fait qu’un processus de Wiener soit d’abord un processus gaussien implique

E

(
Zℓ1

)
= E

(
δ∑

i=1

W
(i)
1

2

)ℓ

=

∫

Rδ

(
δ∑

i=1

x2
i

)ℓ
1

(2π)δ/2

δ∏

i=1

e
− 1

2

“

xi−W (i)
0

”2

dxi

=
1

(2π)δ/2

∫

Rδ

‖x‖2ℓ e−
1
2
‖x−W0‖2

dx.

Un changement de variables en polaires permet alors d’affirmer que E
(
Zℓ1
)

est fini dès que
ℓ > −δ/2.

Les dimensions δ non entières se traitent alors en utilisant le critère de comparaison de
solutions fortes (Théorème 3.21) de Yamada et Watanabe. Il permet en effet d’écrire, pour tout
δ ≥ 0,

0 ≤ Z· (⌊δ⌋) ≤ Z· (δ) ≤ Z· (⌊δ⌋ + 1) ,

où on désigne par Z· (δ) le processus de Bessel carré avec condition initiale 0 et en dimension δ.
On rappelle que le processus Z·(0) est constant égal à 0 au cours du temps. On en déduit donc
que

E

(
Z1 (δ)ℓ

)
< +∞, ∀ℓ > −⌊δ⌋ /2.

L’hypothèse F (ξ, εk) = δ pour |ξ| < ξ̄ est nécessaire dans ce théorème pour vérifier les
conditions (3.19)-(3.21). En effet, intuitivement, on voudrait s’autoriser un choix moins restrictif
F (ξ, εk) = F̃ (ξ) > 0 pour les valeurs de |ξ| petites. En supposant cette fonction bornée in-
férieurement par une constante strictement positive, cela suffirait, physiquement, à augmenter
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progressivement ξn jusqu’à atteindre ξ̄. On aurait alors, pour des n assez grands et pour tout
|x| ≤ R,

an(x) = 11√
n|x|≥ξ̄

(
4|x| + 4

√
|x|
n

E

[
εkG

(√
n|x|, εk

)]
+

1

n
E

[
G
(√

n|x|, εk
)2
])

+
1

n
F̃
(√

n|x|
)2

11√
n|x|<ξ̄,

bn(x) = E

(
G
(√

n|x|, εk
))

11√
n|x|≥ξ̄ + F̃

(√
n|x|

)
11√

n|x|<ξ̄,

∆ε
n(x) = 0.

Les conditions (3.19) et (3.21) sont alors bien vérifiées, avec a(·) = 4| · |. Par contre, on obtient
une nouvelle fonction b qui vaut b(x) = δ tant que x est non nul et b(0) = F̃ (0). Aussi, pour que
la condition (3.20) soit vérifiée, il faut en particulier que

sup
0<
√
n|x|<ξ̄

∣∣∣F̃
(√

n|x|
)
− δ
∣∣∣ −→
n→∞

0.

Si on choisissait par exemple F̃ égale à une constante différente de δ, cette condition ne serait pas
vérifiée. C’est pourquoi on a imposé F̃ ≡ δ. Ce choix peut cependant être vu comme un détail
technique sans conséquence sur la dynamique en remarquant qu’il n’est important que pour des

valeurs de Y (n)
k
n

vérifiant

√
n

∣∣∣∣Y
(n)
k
n

∣∣∣∣ < ξ̄, c’est-à-dire
∣∣∣∣Y

(n)
k
n

∣∣∣∣ ≤ ξ̄2n−1. Lorsque n tend vers l’infini,

cet intervalle se réduit au singleton zéro, et pour une dimension δ ≥ 2, on sait (Proposition 3.35)
que le processus de Bessel carré, limite de la suite de processus Y (n)

· , ne passe jamais en l’origine.
Un résultat similaire au Théorème 3.1 est obtenu dans [25], mais uniquement pour des di-

mensions δ ≥ 5/2. Cette condition est utilisée pour montrer que le processus de Bessel carré
apparaissant lors du passage à la limite ne retourne jamais en 0, et que Y (n)

1 converge presque-
sûrement vers l’infini lorsque n tend vers l’infini. Cela permet en particulier de ne plus avoir à
s’intéresser aux conditions aux bords et confirme l’intuition que les hypothèses faites sur F pour
ξ petit ne modifient en rien la dynamique asymptotique, au moins pour des dimensions assez
grandes.

4.2 Un modèle simplifié

Comme on l’a vu, la démonstration du Théorème 3.1 repose sur l’utilisation du Théorème 3.47.
On étudie dans cette section un cas particulier où la fonction F intervenant dans la marche
aléatoire (4.1) est assez simple pour qu’on puisse démontrer le Théorème 3.1 sans utiliser le
Théorème 3.47. La marche aléatoire considérée est la suivante :

ξ2k+1 = ξ2k + 2εk |ξk| + δ, avec δ > 0. (4.6)

Il s’agit de la marche aléatoire sur laquelle on a raisonné dans un premier temps, dans le cha-
pitre 1, argumentant que les autres termes apparaissant dans les développements (1.42) et (1.59)
ne modifiaient pas la dynamique. Cette récurrence, plus simple que celle du cas général traitée
dans la section précédente, permet de faire des calculs explicites et on peut démontrer le Théo-
rème 3.47 d’une manière plus directe que dans [79] dans ce contexte (voir le Théorème 4.3, la
section 4.3, et plus particulièrement la sous-section 4.3.2)
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La condition initiale est choisie strictement positive et non aléatoire. Les εn sont des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées et bornées, avec

|εn| <
√
δ, E (εn) = 0, E

(
ε2n
)

= 1, ∀n ∈ N.

Théorème 4.1. Sous les hypothèses décrites ci-dessus, la chaîne de Markov (ξk)k∈N
définie

par (4.6) vérifie

E

(
ξ2ℓk

)
∼

k→∞
kℓ, ∀ℓ > −⌊δ⌋

2
,

où on désigne par ⌊δ⌋ la partie entière de δ.

On peut remarquer qu’on n’a, pour ce modèle, plus besoin de distinguer les cas |ξk| petit ou
|ξk| grand dans la marche aléatoire (4.6). En effet, en supposant |εk| <

√
δ, on obtient que la

somme ξ2k + 2εk |ξk| + δ reste strictement positive, et que la suite (ξk)k∈N
est bien définie par

cette récurrence. Le fait de ne pas avoir à changer l’expression de ξ2k+1 − ξ2k permet de manipuler
plus facilement cette marche aléatoire. Cela se voit en particulier dans la démonstration du
Théorème 4.3, faite dans la section suivante ; l’étape 2 (Théorème 4.5) dans laquelle on démontre
un critère de tension pour des processus construits à partir des ξk repose complètement sur
l’expression de ξ2k+1 − ξ2k et deviendrait plus technique si on devait distinguer plusieurs cas
suivant les valeurs de ξk. Cependant, cette hypothèse ne peut être faite dans le cas général, traité
dans la section précédente. En effet, si on se place, par exemple, dans le cas d’un champ de force
dérivant d’un potentiel, on a calculé δ = 3−1 (d+ 1) , où d est la dimension de l’espace dans lequel
évoluent les particules, et les variables aléatoires εk sont définies par εk = D−1β

(1)
k , où D est

défini par (1.30) et β(1)
k par (1.18) et (1.21). On a alors bien que εk est borné, indépendamment

de k, mais on n’a aucune indication sur une dépendance de la borne par rapport à la dimension
d. L’hypothèse |εk| <

√
δ est donc une hypothèse spécifique pour le modèle simplifié étudié dans

cette section, permettant de faciliter les calculs, et qui doit être remplacée, dans le cas général,
par une hypothèse technique sur le comportement de ξ2k+1 − ξ2k pour des |ξk| petits.

Pour démontrer le Théorème 4.1, on construit, comme dans la section précédente et pour
tout n ∈ N

∗, le processus Y (n)
· = {Y (n)

t , 0 ≤ t ≤ 2} défini par (4.3)-(4.4). Pour tout n ∈ N
∗,

ce processus est continu par rapport au temps t, affine par morceaux et à valeurs strictement
positives, puisque les ξk sont eux-mêmes tous strictement positifs par construction. En utilisant
la récurrence (4.6) sur les ξk, on obtient une récurrence sur les Y (n)

k
n

:

Y
(n)
k+1

n

= Y
(n)
k
n

+
2√
n

√∣∣∣∣Y
(n)
k
n

∣∣∣∣εk +
δ

n
. (4.7)

Aussi, pour tout 0 ≤ t ≤ 2, en désignant par ⌊s⌋ la partie entière d’un réel s, on a

Y
(n)
t = Y

(n)
0 +

2√
n




⌊nt⌋−1∑

j=0

√∣∣∣∣Y
(n)
j
n

∣∣∣∣εj + (nt− ⌊nt⌋)
√∣∣∣∣Y

(n)
⌊nt⌋

n

∣∣∣∣ε⌊nt⌋


+ δt. (4.8)

Puisque Y (n)
1 = n−1ξ2n, la conclusion du Théorème 4.1 est équivalente à

E

((
Y

(n)
1

)ℓ)
∼ 1, quand n tend vers + ∞;
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on cherche par conséquent à montrer que le processus Y (n)
· converge en distribution quand n

tend vers l’infini. Il faut pour cela appliquer un résultat du même type que le Théorème 3.47 et
donc reprendre la construction de la section 3.5, commencée à la page 85.

Pour tout n ∈ N
∗, la chaîne de Markov Y

(n)
k/n, construite à partir de la relation de récur-

rence (4.7), a pour probabilité de transition Πn, définie pour tout x ∈ R par :

Πn(x,Γ) = P

(
Y

(n)
k+1

n

∈ Γ | Y (n)
k
n

= x

)

= P

(
x+

2√
n

√
|x|εk +

δ

n
∈ Γ

)
, ∀Γ ∈ B(R).

On note que Πn(x,Γ) est indépendant de k, les εk étant des variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées. Les chaînes
(
Y

(n)
k/n

)
k∈[[0;2n]]

sont donc, comme dans la section 3.5, des

chaînes de Markov homogènes en temps, pour tout n ∈ N
∗. La probabilité de transition Πn est de

plus indépendante de la définition Y (n)
0 := n−1ξ20 , qui a une valeur déterministe et non aléatoire.

On peut donc redéfinir le processus Y (n)
· dans un cas plus général où

(
Y

(n)
0

)
n∈N∗

est une suite

quelconque de termes non aléatoires strictement positifs, avec Y (n)
t affine par morceaux, continue

et construite à partir de la récurrence (4.7). Pour tous x ∈ R et n ∈ N
∗, on a

an(x) := n
∫
|x−y|≤1(y − x)2Πn(x,dy) = nE

((
2√
n

√
xεk +

δ

n

)2

11˛

˛

˛

2√
n

√
xεk+ δ

n

˛

˛

˛
≤1

)
,

bn(x) := n
∫
|x−y|≤1(y − x)Πn(x,dy) = nE

((
2√
n

√
xεk +

δ

n

)
11˛

˛

˛

2√
n

√
xεk+ δ

n

˛

˛

˛≤1

)
,

∆ε
n(x) := nΠn(x,R\ ]x− ε;x+ ε[) = nP

(∣∣∣∣
2√
n

√
xεk +

δ

n

∣∣∣∣ > ε

)
, ∀ε > 0.

On montre alors que le Lemme 3.45 est applicable dans ce contexte :

Lemme 4.2. Soit
An : C∞

c (R) → F (R,R)

le générateur de la chaîne de Markov
(
Y

(n)
k/n

)
k∈N

, défini par

Anf(x) :=

∫

R

(f(y) − f(x))Πn(x,dy),

= E

(
f

(
x+

2√
n

√
|x|εk +

δ

n

)
− f(x)

)
, ∀f ∈ C∞

c (R), ∀x ∈ R. (4.9)

Alors on a
nAn(f) → Lf, ∀f ∈ C∞

c (R),

uniformément sur les compacts, avec

Lf(x) = 2|x|f ′′(x) + δf ′(x), ∀x ∈ R.

Démonstration. Il suffit de vérifier les conditions (3.19)-(3.21) et de conclure grâce au Lemme 3.45.
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Pour tout R > 0, on remarque qu’il existe un entier N tel que pour tous |x| ≤ R et n ≥ N,
11˛

˛

˛

2√
n

√
|x|εk+ δ

n

˛

˛

˛≤1
soit presque-sûrement égal à 1. On a alors

an(x) = nE

((
2√
n

√
|x|εk + δ

n

)2
)

= 4|x| + δ2

n
,

bn(x) = nE

(
2√
n

√
|x|εk + δ

n

)
= δ.

Les hypothèses (3.19) et (3.20) sont donc vérifiées pour

a(x) = 4|x|, b(x) = δ, ∀x ∈ R.

De même, pour tous R et ε strictement positifs, il existe un entier Nε tel que pour tous |x| ≤ R

et n ≥ N,
∣∣∣ 2√

n

√
|x|εk + δ

n

∣∣∣ soit presque-sûrement inférieur à ε et que ∆ε
n(x) soit nul. Donc la

condition (3.21) est elle aussi vérifiée, et la conclusion du lemme suit.

Le générateur induit par les fonctions a(·) = 4| · | et b ≡ δ est, ici encore, celui des processus
de Bessel carrés en dimension δ, étudiés dans la section 3.4. Le lemme permet alors de démontrer
le théorème suivant, dont le Théorème 4.1 est une conséquence.

Théorème 4.3. Soit
(
Y

(n)
0

)
n∈N∗

une suite de conditions initiales strictement positives, non

aléatoires, convergeant simplement vers une limite Z0 ≥ 0. Soient εk, k ∈ N, des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées sur l’espace de probabilités (Ω,F ,P) , vérifiant
les conditions

|εk| ≤
√
δ, E (εk) = 0, E

(
ε2k
)

= 1, ∀k ∈ N.

Alors la suite Y (n) converge en distribution, sur l’intervalle de temps [0; 1], vers le processus de
Bessel carré Z en dimension δ de condition initiale Z0.

À partir de ce résultat, le Théorème 4.1 se démontre exactement de la même façon que le
Théorème 3.1, en utilisant la caractérisation de la convergence en distribution (Théorème 3.40).

On remarque qu’on aurait pu obtenir la même conclusion en appliquant le Théorème 3.47.
En effet, les conditions (3.19)-(3.21) sont satisfaites, les fonctions limites a et b sont continues
et, d’après le Théorème 3.34, le problème aux martingales associé au processus de Bessel carrés
admet une unique solution pour toute condition initiale Z0 ≥ 0. Le Théorème 3.47 affirme donc
que pour toute suite de conditions initiales

(
Y

(n)
0

)
n∈N∗

strictement positives convergeant vers

une valeur Z0, la suite de processus stochastiques
(
Y

(n)
·
)
n∈N∗

converge en distribution vers le

processus de Bessel carré de dimension δ et avec condition initiale Z0. Le Théorème 4.3 est par
conséquent un énoncé dans un cas particulier du Théorème 3.47. Pour sa démonstration, plus
simple, on adopte un point de vue différent de celui utilisé dans la démonstration du théorème
général 3.47, faite dans [79]. Plutôt que de tronquer les fonctions an et bn de façon à ce qu’elles
soient constantes en dehors d’un compact et donc bornées, on tronque les processus Y (n)

· à
l’aide d’un temps d’arrêt et ce ne sont plus les fonctions an et bn mais le processus lui-même
qui est borné. Cependant, l’idée de la démonstration reste globalement la même dans ces deux
théorèmes et la lecture, dans un premier temps, de celle détaillée ici peut aider à la compréhension
de celle du théorème général faite dans [79]. Ces deux démonstrations suivent le schéma décrit
en introduction du chapitre 3. Seule la deuxième étape dans la démonstration du Théorème 4.3,
montrant la tension, est vraiment spécifique au modèle (4.6) étudié ici.
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4.3. Démonstration du Théorème 4.3

4.3 Démonstration du Théorème 4.3

On utilise le schéma de preuve en 4 étapes décrit en introduction du chapitre 3 (voir p.72).
Dans la première étape, on introduit un temps d’arrêt afin de maintenir l’évolution des processus
dans un compact. Puis on montre (étape 2, Théorème 4.5) que la suite arrêtée est tendue, et donc
relativement compacte. Cela permet d’assurer l’existence de sous-suites convergentes. L’étape 3
est constituée du Théorème 4.8, montrant la convergence de sous-suites, puis de la suite elle-
même (Corollaire 4.9), vers un processus de Bessel carré arrêté. Enfin, dans l’étape 4, on montre
que le résultat de convergence reste vrai en supprimant les temps d’arrêts, grâce aux propriétés
du processus limite.

4.3.1 Étape 1 : un cut-off

On introduit un paramètre η strictement positif, tel que 1/η > Y
(n)
0 > 0, pour tout n ∈ N

∗.
Il permet de définir un temps d’arrêt τ (n) comme le premier instant auquel le processus sort du
compact [0; η−1] :

τ (n) := inf

{
t ∈ [0; 2]| Y (n)

t ≥ 1

η

}
, (4.10)

avec la convention inf {∅} = 2. Cela revient à considérer le temps d’arrêt τ (n) ∧ τ2, où τ2 est le
temps d’arrêt constant égal à 2 (voir la Proposition 3.15). On se restreint dans les étapes 2 et 3
à l’étude du processus arrêté

X
(n)
t := Y

(n)

t∧τ (n) , t ≥ 0, n ∈ N
∗, (4.11)

où on utilise la notation
t ∧ τ (n) = min(t, τ (n)).

4.3.2 Étape 2 : la tension

L’espace (C,B (C)) défini par (3.5) et muni de la norme infinie est un espace métrique com-
plet et séparable. Le Théorème de Prohorov 3.42 s’applique donc, et pour montrer la relative
compacité de la famille de processus

{
X(n), n ∈ N

∗} , il suffit de montrer qu’elle est tendue. On
va pour cela utiliser le critère de Kolmogorov donné par le Théorème 3.43.

Remarque 4.4. Dans [79], la démonstration de la tension dans le cadre du Théorème 3.47 fait
appel à plusieurs théorèmes généraux. Ici, la marche aléatoire étudiée est simple et on peut obtenir
la tension, sans utiliser ces théorèmes, par des calculs largement liés à la définition de la marche.
On obtient donc une démonstration assez calculatoire mais ne demandant qu’un minimum de
prérequis.

Théorème 4.5. Les conditions du Théorème 3.43 sont vérifiées pour ν = 1, α = 4 et β = 1 : il
existe une constante K telle que

supn>0 E

∣∣∣X(n)
0

∣∣∣ < +∞, (4.12)

supn>0 E

∣∣∣X(n)
t −X

(n)
s

∣∣∣
4
≤ K |t− s|2 , ∀0 ≤ s < t ≤ 2. (4.13)

Par conséquent, la famille
({
X

(n)
t , t ∈ [0, 2]

})
n∈N∗

est tendue.
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Démonstration. La condition (4.12) est facilement vérifiée puisqu’on a choisi X(n)
0 = Y

(n)
0 ∈

]0; η−1], pour tout n ∈ N
∗. Reste à vérifier la condition (4.13). On revient pour cela à la définition

du processus X(n)
· :

X
(n)
t −X(n)

s = Y
(n)

t∧τ (n) − Y
(n)

s∧τ (n) .

Pour chaque n ∈ N, on définit les variables aléatoires

T (n) :=
⌊
n
(
t ∧ τ (n)

)⌋
= ⌊nt⌋ ∧

⌊
nτ (n)

⌋
et S(n) :=

⌊
n
(
s ∧ τ (n)

)⌋
= ⌊ns⌋ ∧

⌊
nτ (n)

⌋
,

(4.14)
où on rappelle que l’on désigne par ⌊·⌋ l’application partie entière. Comme s ≤ t, on a

S(n) ≤ T (n).

À n fixé, on peut donc distinguer deux cas suivant ω ∈ Ω :

1. soit S(n)(ω) = T (n)(ω),

2. soit S(n)(ω) < T (n)(ω).

1. Si ω est tel que T (n)(ω) = S(n)(ω) :
Cela implique

S(n)

n
≤ s ∧ τ (n) ≤ t ∧ τ (n) <

S(n) + 1

n
. (4.15)

En utilisant le caractère affine de la fonction t 7→ Y
(n)
t sur le segment [s∧ τ (n); t∧ τ (n)], ainsi que

la formule (4.8), on obtient

X
(n)
t −X(n)

s =
2√
n

(
n(t ∧ τ (n)) − n(s ∧ τ (n))

)√
Y

(n)

S(n)

n

εS(n) + (2γ + 1)
(
t ∧ τ (n) − s ∧ τ (n)

)
.

L’inégalité
(a+ b)4 ≤ 8(a4 + b4) (4.16)

nous permet alors d’écrire :
∣∣∣X(n)

t −X(n)
s

∣∣∣
4

≤ 8

(
16n2

(
Y

(n)

S(n)

n

)2

ε4
S(n) + (2γ + 1)4

)(
t ∧ τ (n) − s ∧ τ (n)

)4

≤ 8

(
16

η2
ε4
S(n) +

(2γ + 1)4

n2

)
n2
(
t ∧ τ (n) − s ∧ τ (n)

)2
(t− s)2

≤ 8

(
16

η2
ε4
S(n) +

(2γ + 1)4

n2

)
(t− s)2,

en utilisant l’équation (4.15). On obtient donc finalement

E

(∣∣∣X(n)
t −X(n)

s

∣∣∣
4
11T (n)=S(n)

)
≤ K

(
δ2

η2
+

1

n2

)
(t− s)2. (4.17)

2. Si ω est tel que T (n)(ω) > S(n)(ω) :
On utilise la décomposition suivante :

E

(∣∣∣X(n)
t −X(n)

s

∣∣∣
4
11T (n)>S(n)

)
≤ 82

(
E

(∣∣∣∣Y
(n)

t∧τ (n) − Y
(n)

T (n)

n

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

)

+E

(∣∣∣∣Y
(n)

T (n)

n

− Y
(n)

S(n)+1
n

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

)
(4.18)

+E

(∣∣∣∣Y
(n)

S(n)+1
n

− Y
(n)

s∧τ (n)

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

))
.
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Les premier et troisième termes du membre de droite se traitent de façon similaire au cas où
T (n) = S(n). En effet, on a

∣∣∣∣Y
(n)

t∧τ (n) − Y
(n)

T (n)

n

∣∣∣∣
4

=

∣∣∣∣∣
2√
n

(
n(t ∧ τ (n)) − T (n)

)√
Y

(n)

T (n)

n

εT (n) + (2γ + 1)

(
t ∧ τ (n) − T (n)

n

)∣∣∣∣∣

4

=

(
2
√
n

√
Y

(n)

T (n)

n

εT (n) + (2γ + 1)

)4
(
t ∧ τ (n) − T (n)

n

)4

≤ 8

(
16

η2
ε4T (n) +

(2γ + 1)4

n2

)
(t− s)2,

ce qui implique

E

(∣∣∣∣Y
(n)

t∧τ (n) − Y
(n)

T (n)

n

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

)
≤ K1

(
δ2

η2
+

1

n2

)
(t− s)2 . (4.19)

De même,
∣∣∣∣Y

(n)

S(n)+1
n

− Y
(n)

s∧τ (n)

∣∣∣∣
4

=

∣∣∣∣∣
2√
n

(
S(n) + 1 − n(s ∧ τ (n))

)√
Y

(n)

S(n)

n

εS(n) + (2γ + 1)

(
S(n) + 1

n
− s ∧ τ (n)

)∣∣∣∣∣

4

=

(
2
√
n

√
Y

(n)

S(n)

n

εS(n) + (2γ + 1)

)4
(
S(n) + 1

n
− s ∧ τ (n)

)4

≤ 8

(
16

η2
ε4
S(n) +

(2γ + 1)4

n2

)
(t− s)2,

et on obtient donc

E

(∣∣∣∣Y
(n)

T (n)

n

− Y
(n)

S(n)+1
n

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

)
≤ K2

(
δ2

η2
+

1

n2

)
(t− s)2 . (4.20)

Reste à majorer le terme E

(∣∣∣∣Y
(n)

T (n)

n

− Y
(n)

S(n)+1
n

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

)
. En itérant la récurrence (4.7), on

obtient l’égalité

Y
(n)

T (n)

n

− Y
(n)

S(n)+1
n

=
2√
n

T (n)−1∑

j=S(n)+1

√
Y

(n)
j
n

εj + (2γ + 1)
T (n) − S(n) − 1

n
.

En utilisant l’inégalité (4.16), il en résulte

∣∣∣∣Y
(n)

T (n)

n

− Y
(n)

S(n)+1
n

∣∣∣∣
4

≤ 8


16

n2

∣∣∣∣∣∣

T (n)−1∑

j=S(n)+1

√
Y

(n)
j
n

εj

∣∣∣∣∣∣

4

+ (2γ + 1)4

(
T (n) − S(n) − 1

n

)4



≤ 8


16

n2

∣∣∣∣∣∣

T (n)−1∑

j=S(n)+1

√
Y

(n)
j
n

εj

∣∣∣∣∣∣

4

+ (2γ + 1)4 (t− s)4


 ,
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et puisque 0 ≤ s < t ≤ 2, (t− s)4 ≤ 4(t− s)2 et

E

(∣∣∣∣Y
(n)

T (n)

n

− Y
(n)

S(n)+1
n

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

)
≤ K3

n2
E



∣∣∣∣∣∣

T (n)−1∑

j=S(n)+1

√
Y

(n)
j
n

εj

∣∣∣∣∣∣

4

11T (n)>S(n)


+K4(t− s)2.

D’après les définitions de S(n) et T (n) données par (4.14), l’inégalité S(n) (ω) < T (n) (ω) implique
τ (n) > s et S(n) = ⌊ns⌋ . On peut alors réécrire

T (n)−1∑

j=S(n)+1

√
Y

(n)
j
n

εj11T (n)>S(n) =

⌊nt⌋∧⌊nτ (n)⌋−1∑

j=⌊ns⌋+1

√
Y

(n)
j
n

εj11T (n)>S(n)

=

⌊nt⌋−1∑

j=⌊ns⌋+1

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j+111T (n)>S(n) .

et on obtient la majoration

E

(∣∣∣∣Y
(n)

T (n)

n

− Y
(n)

S(n)+1
n

∣∣∣∣
4

11T (n)>S(n)

)

≤ K3

n2
E



∣∣∣∣∣∣

⌊nt⌋−1∑

j=⌊ns⌋+1

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j+1

∣∣∣∣∣∣

4

11T (n)>S(n)


+K4(t− s)2

≤ K3

n2
E



∣∣∣∣∣∣

⌊nt⌋−1∑

j=⌊ns⌋+1

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j+1

∣∣∣∣∣∣

4
+K4(t− s)2. (4.21)

Le lemme suivant, qui sera démontré ci-dessous, permet alors de conclure.

Lemme 4.6. Il existe K̃ > 0 tel que pour tous entiers N1 et N2 avec 0 ≤ N2 < N1 ≤ 2n, on ait
la majoration

E



∣∣∣∣∣∣

N1−1∑

j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j+1

∣∣∣∣∣∣

4
 ≤ K

1 + δ2

η2
(N1 −N2)

2. (4.22)

En effet, on obtient de (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22)

E

(∣∣∣X(n)
t −X(n)

s

∣∣∣
4
11T (n)>S(n)

)
≤ K

(
1 + δ2

η2
+

1

n2
+ 1

)
(t− s)2.

Cette majoration et l’équation (4.17) impliquent (4.13).

Reste le lemme à démontrer pour que la preuve soit complète.
Démonstration du Lemme 4.6. On remarque tout d’abord

N1−1∑

j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j+1 =

N1−1∑

j=N2

(√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j −
√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋=j

)
.
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L’inégalité (4.16) implique

E



∣∣∣∣∣∣

N1−1∑

j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j+1

∣∣∣∣∣∣

4


≤ 8E



∣∣∣∣∣∣

N1−1∑

j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j

∣∣∣∣∣∣

4
+ 8

N1−1∑

j=N2

E

(
Y

(n)
j
n

2
ε4j11⌊nτ (n)⌋=j

)
.

Le deuxième terme se majore facilement puisque Y (n)
j/n

2
11⌊nτ (n)⌋=j ≤ η−2 :

E



∣∣∣∣∣∣

N1−1∑

j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j+1

∣∣∣∣∣∣

4
 ≤ 8E



∣∣∣∣∣∣

N1−1∑

j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j

∣∣∣∣∣∣

4
+

8ε̄4

η2
(N1 −N2) .

(4.23)
Reste donc à majorer le premier de ces deux termes. En remarquant que la puissance qua-

trième d’une somme peut se développer en isolant les facteurs de plus haut indice de la façon
suivante



N1−1∑

j=N2

aj




4

=

(
4

1

) N1−1∑

l=N2+1

al




l−1∑

i=N2

ai




3

+

(
4

2

) N1−1∑

l=N2+1

a2
l




l−1∑

i=N2

ai




2

+

(
4

3

) N1−1∑

l=N2+1

a3
l




l−1∑

i=N2

ai


+

N1−1∑

l=N2

a4
l ,

on peut écrire

∣∣∣∣∣∣
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j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j

∣∣∣∣∣∣

4

= 4
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√
Y

(n)
l
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εl11⌊nτ (n)⌋≥l




l−1∑

i=N2

√
Y

(n)
i
n

εi11⌊nτ (n)⌋≥i




3

+6

N1−1∑
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Y
(n)
l
n

ε2l 11⌊nτ (n)⌋≥l



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i=N2

√
Y

(n)
i
n

εi11⌊nτ (n)⌋≥i




2

+4

N1−1∑

l=N2+1

Y
(n)
l
n

3/2
ε3l 11⌊nτ (n)⌋≥l




l−1∑

i=N2

√
Y

(n)
i
n

εi11⌊nτ (n)⌋≥i




+

N1−1∑

l=N2

Y
(n)
l
n

2
ε4l 11⌊nτ (n)⌋≥l.

On remarque que les termes Y (n)
i
n

et 11⌊nτ (n)⌋≥i, N2 ≤ i ≤ l, sont indépendants de εl. En effet,

par définition de τ (n), on a

11⌊nτ (n)⌋≥i =

i−1∏

j=0

11
Y

(n)
j
n

<η−1 × 11
Y

(n)
i
n

≤η−1 .
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On rappelle que les Y (n)
j/n , 1 ≤ j ≤ l, sont indépendants de εl (voir la définition de la marche

aléatoire (4.7)). Par conséquent, le premier terme du développement est d’espérance nulle et pour
le deuxième terme, on a

6

N1−1∑

l=N2+1

E


Y (n)

l
n

ε2l 11⌊nτ (n)⌋≥l



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(n)
i
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εi11⌊nτ (n)⌋≥i



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
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η
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



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√
Y

(n)
i
n

εi11⌊nτ (n)⌋≥i




2
 .

L’espérance du troisième terme se majore de la façon suivante :

4
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E


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l
n
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ε3l 11⌊nτ (n)⌋≥l


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√
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i
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


 ≤ 4
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δ2

η2

Enfin, pour le quatrième et dernier terme, on a
N1−1∑

l=N2

E

(
Y

(n)
l
n

2
ε4l 11⌊nτ (n)⌋≥l

)
≤ δ2

η2
(N1 −N2) .

On obtient donc
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
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i
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
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

+4
δ2

η2

N1−1∑

l=N2+1

(l −N2) (4.24)

+
δ2

η2
(N1 −N2) .

À nouveau, on développe le terme carré en isolant les facteurs de plus haut indice :
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i
n

εi11⌊nτ (n)⌋≥i




2

= 2

l−1∑

j=N2+1

j−1∑

i=N2

√
Y

(n)
i
n

εi11⌊nτ (n)⌋≥i ×
√
Y

(n)
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Y
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j
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L’indépendance de Y (n)
i/n et de 11⌊nτ (n)⌋≥i, N2 ≤ i ≤ j, par rapport à εj implique que le premier

terme est d’espérance nulle et on obtient

E





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√
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(n)
i
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j
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ε2j11⌊nτ (n)⌋≥j
]
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η
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En remplaçant dans l’inégalité (4.24), on trouve la majoration

E



∣∣∣∣∣∣

N1−1∑

j=N2

√
Y

(n)
j
n

εj11⌊nτ (n)⌋≥j

∣∣∣∣∣∣

4
 ≤ K1

1 + δ2

η2

N1−1∑

l=N2+1

(l −N2) +
δ2

η2
(N1 −N2) .

L’équation (4.23) et l’inégalité N2 + 1 ≤ N1 permettent de conclure.

4.3.3 Étape 3 : convergence et limite

On sait par l’étape précédente que la famille
(
t 7→ X

(n)
t , t ∈ [0, 2]

)
n∈N∗

est tendue. La suite
(
τ (n)

)
n∈N∗ appartenant au compact [0; 2], elle vérifie la Définition 3.41 de la tension et on obtient

le caractère tendu de la suite
(
t 7→ X

(n)
t , t ∈ [0, 2]; τ (n)

)
n∈N∗

.

Le Théorème 3.42 de Prohorov donne donc l’existence de sous-suites ϕ(n) convergeant en distri-
bution : (

t 7→ X
ϕ(n)
t , t ∈ [0, 2]; τϕ(n)

)
CV D−→
n→∞

(
t 7→ X

ϕ(∞)
t , t ∈ [0, 2]; τϕ(∞)

)
.

On note de plus que Xϕ(n)
t > 0 implique Xϕ(∞)

t ≥ 0 pour tout t ≥ 0.

Remarque 4.7. On désigne par τ le temps d’arrêt pour le processus Xϕ(∞) défini par

τ := inf

{
t ∈ [0, 2],X

ϕ(∞)
t ≥ 1

η

}
, (4.25)

avec la convention inf (∅) = 2. On peut remarquer que la limite τϕ(∞) des temps d’arrêt τϕ(n) n’est
a priori pas égale à τ. En effet, on peut par exemple imaginer qu’une réalisation du processus
limite soit constante et égale à η−1 à partir d’un temps τ < 2 et qu’elle soit approchée par
des processus Xϕ(n) dont les valeurs pour t ≥ τ tendent par valeurs inférieures vers η−1, sans
jamais atteindre cette valeur. Dans ce cas, τϕ(n)(ω) = 2 = τϕ(∞)(ω), et τ(ω) et τϕ(∞)(ω) sont
distincts. Par contre, on démontrera dans la suite qu’on a la relation τ ≤ τϕ(∞) presque-sûrement
(Lemme 4.10). On va donc, dans le théorème qui suit, se restreindre aux temps plus petits que
τ, et non que τϕ(∞), afin de garder des informations sur le temps final : la définition de τ est
précise et ne dépend que du processus limite Xϕ(∞), alors que la valeur de τϕ(∞) est construite à
partir de la suite des processus, mais dépend de Xϕ(∞) d’une façon non déterminée a priori.

Théorème 4.8. Soit τ le temps d’arrêt du processus Xϕ(∞) défini par (4.25). Soit L l’opérateur
défini par

Lf(x) = 2|x|f ′′(x) + (2γ + 1)f ′(x), ∀x ∈ R, ∀f ∈ C∞
c (R)

et soit σ({Xϕ(∞)
s , s ≤ t}) la filtration engendrée par Xϕ(∞). Alors (X

ϕ(∞)
t , τ) est solution du

problème aux martingales arrêté associé à L, c’est-à-dire que

(
f
(
X
ϕ(∞)
t∧τ

)
−
∫ t

0
dsLf

(
X
ϕ(∞)
s∧τ

)
11s≤τ , σ

(
{Xϕ(∞)

s , s ≤ t}
)
,P

)

est une martingale pour tout f ∈ C∞
c (R).
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En regardant la définition de l’opérateur L, on reconnaît le générateur des processus de Bessel
carrés (équation (3.14)). L’étude faite dans la section 3.4 montre que le problème aux martingales
associé à L est bien posé : le processus de Bessel carré en dimension 2γ + 1 existe et est unique
pour toute condition initiale réelle, et en particulier pour toute condition initiale Z0 ≥ 0. La
Proposition 3.33 permet alors d’affirmer que le problème aux martingales arrêté associé à L est
bien posé. Puisque (Z, 2) , où Z est le processus de Bessel carré, est aussi solution du problème
arrêté (car Z est solution du problème non arrêté), la Définition 3.32 de l’unicité arrêtée permet
d’affirmer que le temps d’arrêt pour Z défini par

τZ := inf

{
t ∈ [0; 2] , Z ≥ 1

η

}
, avec inf {∅} = 2,

a la même distribution que τ. De plus, Z et Xϕ(∞) ont des distributions identiques jusqu’à
l’instant τ. Le processus Xϕ(∞) ne dépend donc pas de la fonction ϕ, et la suite Xϕ(n)

·∧τ converge
en distribution vers Z·∧τ , où τ et τZ sont considérés comme égaux. Cela permet de montrer que
ce ne sont pas seulement des sous-suites, mais la suite

(
X

(n)
·∧τ
)
n∈N∗

elle-même qui converge en

distribution.

Corollaire 4.9. La suite
(
X

(n)
·∧τ
)
n∈N∗

converge en distribution vers Z·∧τ , où τ est le temps d’arrêt

défini par

τ := inf

{
t ∈ [0, 2], Zt ≥

1

η

}
.

Démonstration. Il suffit de montrer (voir la Définition 3.37) que pour toute fonction

f : C ([0; 2],R) → R

continue bornée, on a
lim
n→∞

E

(
f
(
X

(n)
·∧τ
))

= E (f(Z·∧τ )) .

On raisonne par l’absurde.
Supposons qu’il existe une telle fonction f pour laquelle on n’ait pas la convergence des

espérances. Alors il existe une sous-suite Xϕ(n)
·∧τ et un ε strictement positif tels que

∣∣∣E
(
f
(
X
ϕ(n)
·∧τ

))
− E (f(Z·∧τ ))

∣∣∣ > ε, ∀n ∈ N
∗.

Or la famille
(
X
ϕ(n)
·∧τ

)
n∈N∗

est tendue, puisque le critère de Kolmogorov utilisé dans l’étape 2 est

encore satisfait. En effet, on peut remplacer le processus X(n)
· par X(n)

·∧τ dans le Théorème 4.5
sans changer la conclusion. On peut donc extraire une sous-suite ψ (ϕ(n)) convergente. Le Théo-
rème 4.8 affirme que la suite Xψ(ϕ(n))

·∧τ converge elle aussi en distribution vers Z·∧τ . On a donc

lim
n→∞

E

(
f
(
X
ψ(ϕ(n))
·∧τ

))
= E (f(Z·∧τ )) .

On obtient une contradiction, et f n’existe pas.

On termine cette section en démontrant le Théorème 4.8.
Démonstration du Théorème 4.8. Soit f ∈ C∞

c (R). Pour tout n ∈ N, le processus

f

(
X
ϕ(n)

k
ϕ(n)

)
−
k−1∑

j=0

Anf

(
X
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
11τϕ(n)≥ j

ϕ(n)
,Fϕ(n)

k
ϕ(n)

,P


 , (4.26)
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où Fϕ(n)
· est la filtration adaptée au processus Y ϕ(n)

· et τϕ(n) le temps d’arrêt défini par l’équa-
tion (4.10), est une martingale discrète. En effet, par construction des Y ϕ(n)

· comme une chaîne
de Markov et d’après la Proposition 3.44,

f

(
Y
ϕ(n)

k
ϕ(n)

)
−
k−1∑

j=0

Aϕ(n)f

(
Y
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
,Fϕ(n)

k
ϕ(n)

,P

est une martingale discrète. Le Théorème 3.16 permet alors d’arrêter ce processus et d’affirmer
que 

f
(
X
ϕ(n)

k
ϕ(n)

)
−

k−1∑

j=0

Anf

(
X
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
11τϕ(n)≥ j

ϕ(n)
,Fϕ(n)

k
ϕ(n)

,P




est encore une martingale discrète.
Puisque la suite de variables aléatoires

(
t 7→ X

ϕ(n)
t , t ∈ [0, 2]; τϕ(n)

)
n∈N∗

converge en distri-

bution vers
(
t 7→ X

ϕ(∞)
t , t ∈ [0, 2]; τϕ(∞)

)
, le Théorème 3.38 de Skorohod garantit l’existence

d’un espace de probabilités
(
Ω̃, F̃ , P̃

)
et de processus

(
t 7→ X̃

ϕ(n)
t , t ∈ [0, 2]; τ̃ϕ(n)

)
n∈N∗

et
(
t 7→ X̃

ϕ(∞)
t , t ∈ [0, 2]; τ̃ϕ(∞)

)

de mêmes lois que
(
t 7→ X

ϕ(n)
t , t ∈ [0, 2]; τϕ(n)

)
et
(
t 7→ X

ϕ(∞)
t , t ∈ [0, 2]; τϕ(∞)

)

respectivement et tels que

sup
t∈[0;2]

∣∣∣X̃ϕ(∞)
t − X̃

ϕ(n)
t

∣∣∣→ 0, P̃-presque-sûrement,

τ̃ϕ(n) → τ̃ϕ(∞), P̃-presque-sûrement.

En particulier, il en résulte que

f

(
X̃
ϕ(n)

k
ϕ(n)

)
−
k−1∑

j=0

Aϕ(n)f

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
11

eτϕ(n)≥ j
ϕ(n)

, σ

({
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

, j ≤ k

})
, P̃




est une martingale discrète arrêtée. On veut en étudier le comportement lorsque n tend vers
l’infini. Le lemme suivant, démontré dans la suite, permet de conclure.

Lemme 4.10. Soit f ∈ C∞
c (R) . On a les trois propriétés suivantes.

1. Soit τ̃ un temps d’arrêt défini sur
(
Ω̃, F̃ , P̃

)
et de même distribution que τ. Alors l’inégalité

τ̃ ≤ τ̃ϕ(∞) est vraie presque-sûrement.

2. Soient t1 < t2 deux instants dans l’intervalle [0; 2]. Alors

lim
n→∞

(
f

(
X̃
ϕ(n)
⌊ϕ(n)t2⌋+1

ϕ(n)

)
− f

(
X̃
ϕ(n)
⌊ϕ(n)t1⌋+1

ϕ(n)

)
−∑⌊ϕ(n)t2⌋

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1Anf

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
11

eτϕ(n)≥ j
ϕ(n)

)

= f
(
X̃
ϕ(∞)
t2

)
− f

(
X̃
ϕ(∞)
t1

)
−
∫ t2
t1

dsLf
(
X̃
ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s

presque sûrement.
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3. Le processus limite
(
f
(
X̃
ϕ(∞)
t

)
−
∫ t

0
dsLf

(
X̃ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s, σ
({
X̃ϕ(∞)
s , s ≤ t

}
∨
{
τ̃ϕ(∞) ≥ t

})
, P̃

)

est une martingale pour toute fonction f ∈ C∞
c .

En effet, le Théorème 3.16 permet d’affirmer que le processus limite arrêté
(
f
(
X̃
ϕ(∞)
t∧eτ

)
−
∫ t
0 dsLf

(
X̃
ϕ(∞)
s∧eτ

)
11

eτϕ(∞)≥s11eτ≥s, σ
({
X̃
ϕ(∞)
s , s ≤ t

}
∨
{
τ̃ϕ(∞) ≥ t

})
, P̃
)

=
(
f
(
X̃
ϕ(∞)
t∧eτ

)
−
∫ t
0 dsLf

(
X̃
ϕ(∞)
s∧eτ

)
11

eτ≥s, σ
({
X̃
ϕ(∞)
s , s ≤ t

}
∨
{
τ̃ϕ(∞) ≥ t

})
, P̃
)

(d’après l’affirmation 1 du Lemme 4.10) est encore une martingale. Comme 11
eτ≥s est mesu-

rable par rapport à la filtration σ
({
X̃
ϕ(∞)
s , s ≤ t

})
, cette dernière filtration, plus grossière que

σ
({
X̃
ϕ(∞)
s , s ≤ t

}
∨
{
τ̃ϕ(∞) ≥ t

})
, est suffisante et

(
f
(
X̃
ϕ(∞)
t∧eτ

)
−
∫ t

0
dsLf

(
X̃
ϕ(∞)
s∧eτ

)
11

eτ≥s, σ
({
X̃ϕ(∞)
s , s ≤ t

})
, P̃

)

est une martingale. En repassant dans l’espace de probabilités de départ (Ω,F ,P) , on obtient la
conclusion du théorème.
Reste à démontrer le lemme énoncé dans la preuve.
Démonstration du Lemme 4.10. On démontre la première affirmation en utilisant la définition de
l’espace de probabilités de Skorohod

(
Ω̃, F̃ , P̃

)
. Cet espace est construit pour qu’on ait

τ̃ϕ(n) (ω) −→
n→∞

τ̃ϕ(∞) (ω)

et ∣∣∣X̃ϕ(∞)

eτϕ(n) (ω) − X̃
ϕ(n)

eτϕ(n) (ω)
∣∣∣ ≤ sup

t∈[0;2]

∣∣∣X̃ϕ(∞)
t (ω) − X̃

ϕ(n)
t (ω)

∣∣∣ −→
n→∞

0

pour presque tout ω ∈ Ω̃. En se restreignant aux ω pour lesquels il y a convergence, on distingue
deux cas de figure :

– soit τ̃ϕ(∞) (ω) = 2, et alors certainement τ̃ (ω) ≤ τ̃ϕ(∞) (ω) , puisqu’on a par définition
τ̃ ∈ [0; 2] ;

– soit τ̃ϕ(∞) (ω) < 2 et il existe alors un rang N ∈ N
∗ à partir duquel on a aussi τ̃ϕ(n) (ω) < 2.

Donc pour tout n ≥ N, X̃
ϕ(n)

eτϕ(n) (ω) = η−1 et

∣∣∣∣X̃
ϕ(∞)

eτϕ(n) (ω) − 1

η

∣∣∣∣ −→
n→∞

0.

Par continuité de la fonction t 7→ X̃
ϕ(∞)
t (ω) , on obtient

X̃
ϕ(∞)

eτϕ(∞) (ω) =
1

η
, d’où τ̃ (ω) ≤ τ̃ϕ(∞) (ω) .

L’affirmation 1 est donc montrée.
Les mêmes résultats de convergence dans l’espace de Skorohod permettent de montrer la

propriété 2. En effet, la convergence uniforme en t et presque-sûre obtenue par le Théorème 3.38
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de Skorohod assure que X̃ϕ(∞) est limite uniforme des X̃ϕ(n), processus continus par rapport au
temps. En conséquence, X̃ϕ(∞) est lui aussi continu par rapport au temps et
∣∣∣∣f
(
X̃
ϕ(∞)
t

)
− f

(
X̃
ϕ(n)
⌊ϕ(n)t⌋+1

ϕ(n)

)∣∣∣∣ ≤
∥∥f ′
∥∥
∞

(∣∣∣∣X̃
ϕ(∞)
t − X̃

ϕ(∞)
⌊ϕ(n)t⌋+1

ϕ(n)

∣∣∣∣+ sup
t∈[0;2]

∣∣∣∣X̃
ϕ(∞)
⌊ϕ(n)t⌋+1

ϕ(n)

− X̃
ϕ(n)
⌊ϕ(n)t⌋+1

ϕ(n)

∣∣∣∣

)

tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini, pour tout t ∈ [0; 2]. Reste donc à montrer que

∫ t2

t1

dsLf
(
X̃ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s −
⌊ϕ(n)t2⌋∑

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1

Aϕ(n)f

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
11

eτϕ(n)≥ j
ϕ(n)

tend presque sûrement vers 0 quand n tend vers l’infini. On utilise pour cela la décomposition
suivante :

∣∣∣∣∣∣

∫ t2

t1

dsLf
(
X̃ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s −
⌊ϕ(n)t2⌋∑

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1

Aϕ(n)f

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
11

eτϕ(n)≥ j
ϕ(n)

∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣

∫ t2

t1

dsLf
(
X̃ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s −
1

ϕ(n)

⌊ϕ(n)t2⌋∑

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1

Lf

(
X̃
ϕ(∞)

j
ϕ(n)

)
11

eτϕ(∞)≥ j
ϕ(n)

∣∣∣∣∣∣

+
1

ϕ(n)

∣∣∣∣∣∣

⌊ϕ(n)t2⌋∑

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1

Lf

(
X̃
ϕ(∞)

j
ϕ(n)

)(
11

eτϕ(∞)≥ j
ϕ(n)

− 11
eτϕ(n)≥ j

ϕ(n)

)∣∣∣∣∣∣

+
1

ϕ(n)

∣∣∣∣∣∣

⌊ϕ(n)t2⌋∑

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1

(
Lf

(
X̃
ϕ(∞)

j
ϕ(n)

)
− Lf

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

))
11

eτϕ(n)≥ j
ϕ(n)

∣∣∣∣∣∣

+
1

ϕ(n)

∣∣∣∣∣∣

⌊ϕ(n)t2⌋∑

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1

(
Lf

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
− ϕ(n)Aϕ(n)f

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

))
11

eτϕ(n)≥ j
ϕ(n)

∣∣∣∣∣∣
.

Le premier terme est une approximation de l’intégrale par la méthode des rectangles et tend
vers 0 quand n tend vers l’infini. Le deuxième tend aussi vers 0 par définition de τ̃ϕ(∞) comme

limite des τ̃ϕ(n) et parce que les Lf
(
X̃
ϕ(∞)
j
n

)
restent uniformément bornés. En effet, pour tout

ε > 0, il existe un entier N tel que pour tout n ≥ N, on ait
∣∣τ̃ϕ(∞) − τ̃ϕ(n)

∣∣ < ε. La différence∣∣∣11
eτϕ(∞)≥ j

n
− 11

eτϕ(n)≥ j
n

∣∣∣ vaut alors 1 en au maximum 2εn valeurs de j et 0 pour toutes les autres.
On obtient donc

1

n

∣∣∣∣∣∣

⌊nt2⌋∑

j=⌊nt1⌋+1

Lf

(
X̃
ϕ(∞)
j
n

)(
11

eτϕ(∞)≥ j
n
− 11

eτϕ(n)≥ j
n

)
∣∣∣∣∣∣
≤ 2K

n
εn.

Le troisième terme tend vers 0 par convergence uniforme des X̃ϕ(n) vers X̃ϕ(∞). Enfin, le qua-
trième et dernier terme tend vers 0 grâce au Lemme 4.2. Ces estimations concluent la démons-
tration de 2.

La démonstration de l’affirmation 3 se fait en utilisant la Proposition 3.11. Celle-ci assure
que, puisque 

f
(
X̃

(n)
k
n

)
−
k−1∑

j=0

Anf

(
X̃

(n)
j
n

)
11τ (n)≥ j

n
, F̃ (n)

k
n

, P̃



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est une martingale discrète, le produit

f

(
X̃
ϕ(n)
⌊ϕ(n)t2⌋+1

ϕ(n)

)
− f

(
X̃
ϕ(n)
⌊ϕ(n)t1⌋+1

ϕ(n)

)
−

⌊ϕ(n)t2⌋∑

j=⌊ϕ(n)t1⌋+1

Aϕ(n)f

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)
11

eτϕ(n)≥ j
ϕ(n)




×Φ

(
X̃ϕ(n)
s1 , · · · , X̃ϕ(n)

sd
, 11

eτϕ(n)≥ ⌊ϕ(n)t1⌋
n

)
(4.27)

est d’espérance nulle pour toute fonction Φ ∈ C∞
c (Rd × R), d ∈ N, et tout maillage

0 = s1 < s2 < · · · < sd = t1.

Comme on travaille dans l’espace de Skorohod, on a la convergence presque sûre

Φ

(
X̃ϕ(n)
s1 , · · · , X̃ϕ(n)

sd
, 11

eτϕ(n)≥ ⌊ϕ(n)t1⌋
ϕ(n)

)
−→
n→∞

Φ
(
X̃ϕ(∞)
s1 , · · · , X̃ϕ(∞)

sd
, 11

eτϕ(∞)≥t1

)
.

Donc, d’après l’affirmation 2, le produit (4.27) converge presque sûrement vers le produit des
limites
(
f
(
X̃
ϕ(∞)
t2

)
− f

(
X̃
ϕ(∞)
t1

)
−
∫ t2

t1

dsLf
(
X̃ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s

)
Φ
(
X̃ϕ(∞)
s1 , · · · , X̃ϕ(∞)

sd
, 11

eτϕ(∞)≥t1

)

pour tout Φ ∈ C∞
c .

De plus, en utilisant la définition de Aϕ(n)f donnée par l’égalité (4.9), on obtient par un
développement limité ∣∣∣∣Anf

(
X̃
ϕ(n)

j
ϕ(n)

)∣∣∣∣ ≤
K

ϕ(n)
,

où K est une constante indépendante de n. Puisque f et Φ sont lisses et à supports compacts,
on peut majorer le produit (4.27) par

(2 ‖f‖∞ +K(t2 − t1)) ‖Φ‖∞ ,

qui est intégrable. Le théorème de convergence dominée assure donc que le produit
(
f
(
X̃
ϕ(∞)
t2

)
− f

(
X̃
ϕ(∞)
t1

)
−
∫ t2

t1

dsLf
(
X̃ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s

)
Φ
(
X̃ϕ(∞)
s1 , · · · , X̃ϕ(∞)

sd
, 11

eτϕ(∞)≥t1

)

est d’espérance nulle. Par conséquent, en utilisant une nouvelle fois la Proposition 3.11, on obtient
que

(
f
(
X̃
ϕ(∞)
t

)
−
∫ t

0
dsLf

(
X̃ϕ(∞)
s

)
11

eτϕ(∞)≥s, σ
({
X̃ϕ(∞)
s , s ≤ t

}
∨
{
τ̃ϕ(∞) ≥ t

})
, P̃

)

est une martingale, et cela termine la démonstration de l’affirmation 3.

4.3.4 Étape 4 : suppression du temps d’arrêt

On a montré dans les étapes précédentes que la suite de processus X(n)
·∧τ = Y

(n)

·∧τ (n)∧τ converge
en distribution vers le processus Z·∧τ , où Z· est le processus de Bessel carré en dimension 2γ+1.
On rappelle la définition des temps d’arrêt :

τ (n) = inf

{
t ∈ [0; 2] | Y (n)

t ≥ 1

η

}
, τ = inf

{
t ∈ [0; 2] | Zt ≥

1

η

}
.
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On veut montrer que le résultat de convergence reste vrai lorsqu’on supprime les temps d’arrêt,
c’est-à-dire que Y (n)

· converge en distribution vers le processus de Bessel carré non arrêté Z·. On
utilise pour cela le caractère non-explosif du processus de Bessel (Proposition 3.35) et on montre
que supprimer les temps d’arrêt dans le résultat de convergence revient en fait à faire tendre le
paramètre η vers 0.

Proposition 4.11. En dimension δ > 0, la suite de processus Y (n) =
{
Y

(n)
t | t ∈ [0; 1]

}
converge

en distribution vers le processus de Bessel carré Z = {Zt | t ∈ [0; 1]} .

Avant de démontrer ce résultat, on remarque que la convergence en distribution du processus
Y

(n)

·∧τ (n)∧τ n’implique pas nécessairement la convergence de la suite des τ (n). En effet, on peut

imaginer un exemple où Y
(n)

t∧τ (n)∧τ vaudrait η−1 sur un intervalle de temps fixé [T ; 2] , avec 0 <

T < 2, pour les entiers n pairs et approcherait η−1 par valeurs strictement inférieures sur ce
même intervalle de temps pour les n impairs. On aurait alors τ (n) ∧ τ = T < 2 pour tout n pair
et τ (n) ∧ τ = 2 pour tout n impair, suite qui ne converge pas. On ne peut donc a priori rien dire
sur la convergence de la suite

(
τ (n)

)
n∈N

. Par contre, cette suite reste à valeurs dans le compact
[0; 2] . Elle est donc tendue et admet des sous-suites convergentes par le théorème de Prohorov
(Théorème 3.42). On va donc utiliser ces sous-suites dans la démonstration de la proposition,
afin de s’assurer une convergence des temps d’arrêts.

Démonstration. D’après la Proposition 3.35, on a

lim
η→0

P (τ = 2) = 1.

Soit ϕ(n) une extraction de N telle que la suite extraite τϕ(n) converge en distribution vers une
limite, désignée comme dans tout ce qui précède par τϕ(∞). Le premier point du Lemme 4.10
permet alors d’écrire le même résultat pour τϕ(∞) :

lim
η→0

P

(
τϕ(∞) = 2

)
= 1.

Aussi, puisque τϕ(∞) est la limite des τϕ(n), on a

∀δ > 0, ∃ηc > 0, ∃N(ηc) ∈ N, ∀n ≥ N(η), ∀0 < η ≤ ηc, P

(
τϕ(n) ≥ 1

)
≥ 1 − δ.

Soit φ : C ([0; 1],R) → R une fonction continue bornée. Alors, on peut écrire

φ
(
X
ϕ(n)
·∧τ

)
11τ∧τϕ(n)≥1 = φ

(
Y
ϕ(n)
·

)
11τ∧τϕ(n)≥1.

On en déduit la majoration de l’espérance de φ
(
Y
ϕ(n)
·

)
− φ (Z·) suivante :

∣∣∣E
(
φ
(
Y
ϕ(n)
·

)
− φ (Z·)

)∣∣∣

≤ E

∣∣∣
(
φ
(
Y
ϕ(n)
·

)
− φ (Z·)

)
11τ∧τϕ(n)<1

∣∣∣+ E

∣∣∣
(
φ
(
Y
ϕ(n)
·

)
− φ (Z·)

)
11τ∧τϕ(n)≥1

∣∣∣

≤ 2 ‖φ‖∞ E
(
11τ∧τϕ(n)<1

)
+ E

∣∣∣
(
φ
(
X
ϕ(n)
·∧τ

)
− φ (Z·∧τ )

)
11τ∧τϕ(n)≥1

∣∣∣

≤ 2 ‖φ‖∞ δ + E

∣∣∣φ
(
X
ϕ(n)
·∧τ

)
− φ (Z·∧τ )

∣∣∣ .
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La convergence en distribution de Xϕ(n)
·∧τ donne, par le Théorème 3.40,

lim
n→∞

E

∣∣∣φ
(
X
ϕ(n)
·∧τ

)
− φ (Z·∧τ )

∣∣∣ = 0.

Aussi, en faisant tendre n vers ∞, on obtient

∀δ > 0, ∃ηc > 0, ∀0 < η ≤ ηc, lim
n→∞

∣∣∣E
(
φ
(
Y
ϕ(n)
·

)
− φ (Z·)

)∣∣∣ ≤ 2 ‖φ‖∞ δ.

En faisant tendre δ vers 0, on conclut que

lim
n→∞

∣∣∣E
(
φ
(
Y
ϕ(n)
·

)
− φ (Z·)

)∣∣∣ = 0,

pour toute fonction φ continue bornée et donc, en utilisant le Théorème 3.40, que la suite Y ϕ(n)

converge en distribution vers Z sur l’intervalle [0; 1], pour toute extraction ϕ(n) telle que la suite(
τϕ(n)

)
n∈N

converge en distribution.
La conclusion vient alors du fait que, puisque les τ (n) sont à valeurs dans un compact, tout

entier N est atteint par une des extractions ϕ(n) induisant une sous-suite convergente. Plus
rigoureusement, on raisonne par l’absurde. Supposons que la suite des Y (n) ne converge pas en
distribution. Il existe alors une fonction φ définie sur C ([0; 1] ,R) continue et bornée telle que
E
(
φ
(
Y (n)

)
− φ (Z)

)
ne tende pas vers 0. Cela signifie donc qu’il existe ε > 0 et une extraction

ψ(n) tels que ∣∣∣E
(
φ
(
Y ψ(n)

)
− φ (Z)

)∣∣∣ > ε.

Or la sous-suite
(
τψ(n)

)
n∈N

est encore tendue car à valeurs dans le compact [0; 2] et admet
donc une sous-suite ψ (ϕ(n)) convergente. La raisonnement ci-dessus implique alors que la suite
Y ψ(ϕ(n)) converge en distribution vers Z et donc que E

(
φ
(
Y ψ(ϕ(n))

)
− φ (Z)

)
tende vers 0. On

a donc contradiction.
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Chapitre 5

Un gaz de Lorentz inélastique et

dissipatif

5.1 Introduction

Dans les quatre chapitres précédents, on a étudié la dynamique de particules sous l’action
d’un milieu de dimension infinie, aléatoire ou périodique, composé de diffuseurs. Cette action
était décrite par une équation

q̈(t) = F (q(t), t) ,

où les caractéristiques du milieu, traduites par la force F, influençaient la trajectoire q(t) ∈ R
n

de la particule. Par contre, la dépendance en temps de la force étant fixée, la trajectoire de la
particule n’avait aucun impact sur le milieu. Dans les chapitres suivants, on va s’intéresser à un
modèle dans lequel le milieu est maintenant réactif au déplacement de la particule. Le système,
composé de la particule et du milieu, devient un système Hamiltonien autonome, et on voit
apparaître dans l’énergie un terme d’interaction modélisant en même temps l’action du milieu
sur la particule et l’action de la particule sur le milieu. Le réservoir considéré dans la suite est,
comme dans de nombreux travaux (voir par exemple [22, 23, 76, 20]), constitué d’oscillateurs.
Ses degrés de liberté sont locaux et on peut l’interpréter comme étant une version classique du
modèle quantique du cristal moléculaire d’Holstein (voir [41]). On restreint enfin l’étude au cas
où l’état initial est à l’équilibre thermique.

Plus précisément, on étudie une particule en mouvement dans R
n, n ∈ N

∗, et sous l’influence
d’une force constante F ∈ R

n. On note q sa position, p son moment conjugué et ξ = (q, p) ∈ R
2n.

Son Hamiltonien est alors la somme de son énergie cinétique et du potentiel lié à F

HS (ξ) =
1

2
|p|2 − F · q, (5.1)

où on désigne par |·| la norme sur R
n associée au produit scalaire · usuel. On plonge cette particule

dans un milieu, appelé réservoir, composé d’oscillateurs harmoniques et construit comme suit.
On fixe une tribu F1 et une mesure µ1 sur R

n et on choisit un sous-ensemble mesurable E1

de R
n tel que

µ1 (Rn\E1) = 0.

En chaque point x de E1, on place un bain d’oscillateurs harmoniques, indexés par un ensemble
mesuré (E2,F2, µ2) et on note ϕk (x) le déplacement et πk (x) le moment conjugué du k−ième
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x1 x2 x3 x4

F

Fig. 5.1 – Illustration schématique du modèle en dimension n = 1 avec E1 = {x1, x2, x3, x4},
card(E2) = 1 et ρ la fonction indicatrice d’un segment [−σ;σ]

oscillateur, avec k ∈ E2. Chaque oscillateur (ϕk (x) , πk (x)) , k ∈ E2, x ∈ E1, est associé à une
fréquence ωk, de sorte que son énergie est

1

2

(
ω2
kϕk (x)2 + πk (x)2

)
.

Ces bains d’oscillateurs joueront le rôle des diffuseurs, par analogie avec les chapitres 1 et 2.
À titre d’exemple, on considère d’abord brièvement le cas où il n’y a qu’un nombre fini N de

diffuseurs centrés en les points x1, · · · , xN ∈ R
n, chacun ayant un nombre fini M de degrés de

liberté : card (E2) = M < ∞. On pose donc E1 = {x1, · · · , xN} et le Hamiltonien du réservoir
est alors

Hres (φ) =
1

2

∑

x∈E1

∑

k∈E2

(
ω2
kϕk (x)2 + πk (x)2

)
,

et est défini sur l’espace

Hres :=
{
φ = (ϕk, πk)k∈E2

: E1 → R
2
} ∼= R

2NM .

Les fréquences ωk ne dépendent ici pas des centres x ∈ E1, ce qui signifie qu’en chaque x ∈ E1

la particule voit le même bain d’oscillateurs.
On décrit maintenant l’interaction entre la particule et ces oscillateurs. La constante de

couplage est définie à partir de coefficients (ck)k∈E2
réels, strictement positifs, et on suppose que

tous les oscillateurs ont un rayon d’action fini, déterminé par un profil identique pour tous défini
par une fonction ρ dans C∞

c (Rn) . On décrit alors l’interaction entre la particule et le k−ième
oscillateur centré en x par le produit

ω2
kckρ (x− q)ϕk (x) , k ∈ E2, x ∈ E1. (5.2)

Le Hamiltonien du modèle global, dans le cas d’un nombre fini de centres de diffuseurs et d’os-
cillateurs par bain, s’écrit donc

H (ξ, φ) =
1

2
|p|2 − F · q +

1

2

∑

x∈E1

∑

k∈E2

(
ω2
kϕk (x)2 + πk (x)2

)
+
∑

x∈E1

∑

k∈E2

ω2
kckρ (x− q)ϕk (x)
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et induit les équations de mouvement





q̇t = pt,

ṗt = F +
∑

x∈E1

∑

k∈E2

ω2
kck (∇ρ) (x− qt)ϕk,t (x) ,

ϕ̇k,t (x) = πk,t (x) ,

π̇k,t (x) = −ω2
k (ϕk,t (x) + ckρ (x− qt)) ,

(5.3)

pour tous x ∈ E1 et k ∈ E2, équivalentes à





q̈t = F +
∑

x∈E1

∑

k∈E2

ω2
kck (∇ρ) (x− qt)ϕk,t (x) ,

ϕ̈k,t (x) = −ω2
k (ϕk,t (x) + ckρ (x− qt)) .

Ce modèle est une adaptation diffusive du modèle non diffusif étudié dans le chapitre 1. En
effet, l’action de la particule sur les oscillateurs est traduite par le terme −ω2

kckρ (x− qt) dans
la deuxième équation de ce système. Dans les modèles non dissipatifs, la particule n’influe pas
sur le milieu. On considère donc ce terme nul (le système particule-réservoirs n’est alors plus
Hamiltonien) et l’équation de mouvement des oscillateurs est simplement

ϕ̈k,t (x) = −ω2
kϕk,t (x) , ∀x ∈ E1, ∀k ∈ E2.

En considérant des solutions de la forme

ϕk,t (x) = A(x) cos (ωkt+Bk(x)) ,

la première équation du système devient un cas particulier de l’équation de mouvement étudié
dans le chapitre 1 (voir par exemple l’équation (1.8)) :

q̈t = F +
∑

x∈E1

A(x)g (x− qt, ωt+B(x)) ,

avec ω := (ωk)k∈E2 , B(x) = (Bk(x))k∈E2 pour tout x ∈ E1 et, pour tout q ∈ R
n et tout τ ∈ R

E2,

g(q, τ) :=
∑

k∈E2

ckωk cos(τk)∇ρ(q).

Les bains d’oscillateurs du modèle décrit ici jouent par conséquent le rôle des diffuseurs interve-
nant dans le chapitre 1.

On étudie les solutions (ξt, φt) du système (5.3) au cours du temps lorsque le réservoir est à
température positive, ce qui signifie qu’on munit l’espace Hres de la mesure gaussienne

dµβres (φ) =
∏

x∈E1

∏

k∈E2

2π

ωkβ
e−

1
2
β(ω2

kϕ
2
k(x)+π2

k(x))dϕk (x) dπk (x) , (5.4)

dans le cas où card (E1) = N < ∞ et card (E2) = M < ∞. Le paramètre β est inversement
proportionnel à la température T et est défini par β = (kBT )−1 , où kB est la constante de
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Chapitre 5. Un gaz de Lorentz inélastique et dissipatif

Boltzmann. La fonction caractéristique de µβres est encore une gaussienne et vaut, pour tout
f = (f1,k (x) , f2,k (x))k∈E2, x∈E1

∈ Hres,

Sβ (f) :=

∫

Hres

ei〈φ;f〉dµβres (φ)

=
∏

x∈E1

∏

k∈E2

∫

R2

2π

ωkβ
ei(ω

2
kϕk(x)f1,k(x)+πk(x)f2,k(x))e−

1
2
β(ω2

kϕ
2
k(x)+π2

k(x))dϕk (x) dπk (x)

=
∏

x∈E1

∏

k∈E2

e−
1
2
β−1(ω2

kf1,k(x)2+f2,k(x)2)

= e−
1
2
β−1‖f‖2

. (5.5)

On veut étendre cette construction à un nombre infini de diffuseurs , ainsi qu’à un nombre
infini de degrés de liberté pour chacun des diffuseurs. Comme l’illustrent les travaux [15, 17], ce
passage d’un nombre fini à un nombre infini de degrés de liberté n’est pas trivial. En particulier, la
définition de la mesure µβres donnée par l’équation (5.4) n’a plus de sens. On va donc détailler dans
ce chapitre les espaces sur lesquels on travaille dans le cas général où le nombre de diffuseurs peut
être infini, et décrire ce qu’on entend par réservoir à température positive dans ce cas. Comme la
discussion est technique, on détaille un exemple au fur et à mesure de la construction. D’autres
exemples sont étudiés dans les sections 5.5 et 5.6.

5.2 Modèle à énergie finie

On considère l’opérateur ω défini par

(ωf)k(x) := ωkfk(x), ∀x ∈ E1, ∀k ∈ E2,

pour tout f dans

D(ω) := {f ∈ L2(E1 × E2, µ1 × µ2; R) | ωf ∈ L2(E1 × E2, µ1 × µ2; R)}.

On désigne par Ω l’opérateur

Ω :=

(
ω 0
0 1

)

défini sur le domaine

D (Ω) =
{
φ ∈ L2

(
E1 ×E2, µ1 × µ2; R

2
)
| ‖φ‖ <∞

}
= D (ω) ⊕D (1) ,

où la norme ‖ · ‖ est définie par

‖φ‖2 :=

∫

E2

dµ2 (k)

∫

E1

dµ1 (x)
[
ω2
kϕk (x)2 + πk (x)2

]
. (5.6)

On travaillera sur l’espace de Hilbert Hres, défini comme étant l’adhérence de D(Ω) pour cette
norme :

Hres := D (Ω)
‖·‖
. (5.7)

Le produit scalaire associé à la norme ‖·‖ est noté < ·; · >, avec pour tous φ =

(
ϕ
π

)
et φ′ =

(
ϕ′

π′

)

dans Hres :

〈
φ;φ′

〉
:=

∫

E2

dµ2 (k)

∫

E1

dµ1 (x)
[
ω2
kϕk (x)ϕ′

k (x) + πk (x) π′k (x)
]
. (5.8)
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5.2. Modèle à énergie finie

Du Hamiltonien du réservoir

Hres (φ) =
1

2
‖φ‖2 , (5.9)

défini pour tout φ ∈ Hres, dérivent les équations de mouvement Hamiltoniennes formelles sui-
vantes :

ϕ̇k,t (x) = πk,t (x) ,

π̇k,t (x) = −ω2
kϕk,t (x) ,

pour tout (x, k) ∈ E1 × E2. On peut réécrire ces équations

φ̇t = Lresφt, ∀φ ∈ D (Lres) ,

en introduisant l’opérateur Lres :=

(
0 1

−ω2 0

)
, défini de D (Lres) := D

(
ω2
)
⊕D (ω) dans Hres

par

(Lresφ)k (x) =

(
πk (x)

−ω2
kϕk (x)

)
, ∀ (x, k) ∈ E1 ×E2, ∀φ =

(
ϕ
π

)
∈ D (Lres) . (5.10)

Une intégration permet d’obtenir l’équation d’évolution du réservoir libre sur Hres tout entier :

φt = etLresφ0 (5.11)

où l’opérateur etLres est l’opérateur unitaire défini de Hres dans lui-même par

(
etLresφ

)
k
(x) =

(
cos (ωkt) ω−1

k sin (ωkt)
−ωk sin (ωkt) cos (ωkt)

)
φk (x) , ∀ (x, k) ∈ E1 × E2, ∀φ ∈ Hres.

Exemple 5.1. Dans le cas où n = 1, on peut considérer l’exemple de diffuseurs composés chacun
d’un nombre dénombrable d’oscillateurs et placés sur un réseau. Par exemple, on peut choisir
E1 = E2 = Z, tous deux munis de la mesure de comptage. Si on choisit les fréquences suivantes

ωk =
√
k2 + 1, ∀k ∈ Z

l’espace Hres est le sous-espace de l’ensemble des suites indexées sur Z × Z défini par

Hres :=

{
φ =

(
ϕk (x)
πk (x)

)

x∈Z,k∈Z

∣∣∣∣∣ ‖φ‖
2 :=

∑

k∈Z

∑

x∈Z

((
k2 + 1

)
ϕk (x)2 + πk (x)2

)
<∞

}

et l’évolution libre du réservoir est décrite par l’équation (5.11) avec pour tous x ∈ Z et k ∈ Z,

(
etLresφ

)
k
(x) =


 cos

((
k2 + 1

) 1
2 t
) (

k2 + 1
)− 1

2 sin
((
k2 + 1

) 1
2 t
)

−
(
k2 + 1

) 1
2 sin

((
k2 + 1

) 1
2 t
)

cos
((
k2 + 1

) 1
2 t
)



(
ϕk (x)
πk (x)

)
.

Afin d’aider à la compréhension, on développera cet exemple dans toute cette section, au fur
et à mesure de la construction des espaces et mesures. C’est un cas particulier d’exemples plus
généraux traités dans les sections 5.5 et 5.6.
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Chapitre 5. Un gaz de Lorentz inélastique et dissipatif

On décrit maintenant l’interaction entre la particule et le réservoir. Le Hamiltonien H global
est la somme de l’énergie de la particule libre (équation (5.1)), de l’énergie du réservoir libre
(équation (5.9)) et du terme d’interaction (équations (5.2) et (5.8)) :

H (ξ, φ) =
|p|2
2

− F · q +
1

2
‖φ‖2 + 〈φ;α (ξ)〉 (5.12)

=
|p|2
2

− F · q +
1

2

∫

E2

dµ2 (k)

∫

E1

dµ1 (x)
(
ω2
kϕk (x)2 + πk (x)2

)

+

∫

E2

dµ2 (k)

∫

E1

dµ1 (x)ω2
kρ (x− q) ckϕk (x) ,

pour tout (ξ, φ) = (q, p, ϕ, π) ∈ R
2n × Hres, où on définit la fonction α à partir de la fonction

ρ ∈ C∞
c (Rn) et des coefficients (ck)k∈E2

de la façon suivante :

(α (ξ))k (x) = ρ (x− q) ck

(
1
0

)
, ∀ (x, k) ∈ E1 ×E2. (5.13)

On impose la condition suivante sur les (ck)k∈E2

∫

E2

dµ2 (k)ω2
kc

2
k <∞,

de sorte que la fonction α (ξ) et ses dérivées spatiales ∂iα (ξ) , i ∈ [[1;n]], définies par

(∂iα (ξ))k (x) := (∂iρ) (x− q) ck

(
1
0

)
, ∀ (x, k) ∈ E1 × E2, (5.14)

soient dans l’espace Hres défini par l’équation (5.7).
Les équations Hamiltoniennes régissant la dynamique sont par conséquent :

q̇t = pt,

ṗt = F + 〈φt;∇α (ξt)〉 ,
φ̇t = Lres (φt + α (ξt)) , (5.15)

où 〈φt;∇α (ξt)〉 est un vecteur dans R
n ayant pour i−ème coordonnée 〈φt, ∂iα (ξt)〉 . Elles peuvent

se réécrire formellement de la façon suivante :




q̇t = pt,

ṗt = F +

∫

E2

dµ2 (k)

∫

E1

dµ1 (x)ω2
kckϕk,t (x)∇ρ (x− qt) ,

ϕ̇k,t (x) = πk,t (x) ,

π̇k,t (x) = −ω2
k (ϕk,t (x) + ρ (x− qt) ck) ,

pour tous (x, k) ∈ E1 × E2 et t ∈ R. L’égalité (5.15) implique

d

dt

(
e−tLresφt

)
= Lrese

−tLresα (ξt) .

Par une intégration, on obtient alors

φt = etLresφ0 +

∫ t

0
Lrese

(t−τ)Lresα (ξτ ) dτ,
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et les équations de mouvement du système sont donc

q̇t = pt, (5.16)

ṗt = F + 〈φt;∇α (ξt)〉 , (5.17)

φt = etLresφ0 +

∫ t

0
Lrese

(t−τ)Lresα (ξτ ) dτ. (5.18)

Exemple 5.2. Pour l’exemple 5.1, le terme d’interaction α (ξ) est

(α (ξ))k (x) = ρ (x− q) ck

(
1
0

)
, ∀x ∈ Z, ∀k ∈ Z.

Le Hamiltonien est alors

H (ξ, φ) =
1

2
p2 − Fq +

1

2

∑

k∈Z

∑

x∈Z

(
ω2
kϕk (x)2 + πk (x)2

)
+
∑

k∈Z

∑

x∈Z

ω2
kρ (x− q) ckϕk (x) ,

induisant les équations de mouvement :

q̇t = pt,

ṗt = F +
∑

k∈Z

∑

x∈Z

ω2
kρ

′ (x− qt) ckϕk,t (x) ,

φk,t (x) =
(
etLresφ0

)
k
(x) −

∫ t

0
ρ (x− qτ ) ckω

2
k



(
k2 + 1

)− 1
2 sin

((
k2 + 1

) 1
2 (t− τ)

)

cos
((
k2 + 1

) 1
2 (t− τ)

)

dτ,

pour tous x ∈ Z, k ∈ Z et t ∈ R.

5.3 Extension des espaces

On vient de décrire un modèle composé d’une particule et d’une infinité d’oscillateurs à énergie
totale finie. Cela implique qu’une large part des oscillateurs doit avoir une énergie négligeable.
Afin de pouvoir travailler en équilibre thermique, à température strictement positive, il faut
supprimer cette contrainte et s’autoriser à travailler à énergie infinie, on doit donc définir un
espace des phases plus gros que l’espace R

2n × Hres construit jusqu’alors. La méthode utilisée
pour construire ce nouvel espace est une adaptation de celle décrite dans [42] par V. Jaksic
et C.A. Pillet. Dans cet article, la particule étudiée est soumise à un potentiel confinant, et
son Hamiltonien est donc borné inférieurement. L’espace des phases est alors construit à partir
d’opérateurs de Hilbert-Schmidt vérifiant certaines hypothèses. Dans le modèle étudié ici, la
particule est soumise à une force F constante, et l’hypothèse de confinement n’est plus vérifiée.
On peut cependant adopter la même méthode que Jaksic et Pillet, en choisissant des hypothèses
adaptées sur les opérateurs considérés.

Comme l’opérateur Ω =

(
ω 0
0 1

)
est un isomorphisme unitaire de Hres dans

H ∼= L2 (E1,dµ1 (x) ; R) ⊗ L2
(
E2,dµ2 (k) ; R2

)
,

l’espace Hres définit par (5.7) vérifie Hres
∼= L2 (E1,dµ1 (x) ; R)⊗ h, où l’espace de Hilbert h est

l’adhérence de {
f ∈ L2(E2,dµ2(k); R

2) | Ωf ∈ L2
(
E2,dµ2 (k) ; R2

)}
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pour la norme

‖f‖2
h =

∫

E2

dµ2 (k)
(
(ωkf1,k)

2 + f2
2,k

)
, ∀f =

(
f1,k

f2,k

)

k∈E2

∈ h, (5.19)

c’est-à-dire
h = D(Ω). (5.20)

Dans la suite, on assimilera Hres à L2 (E1,dµ1 (x) ; R) ⊗ h. On définit sur L2 (E1,dµ1 (x) ; R) ,
respectivement h, des opérateurs Λ1, respectivement Λ2, définis positifs, réels et autoadjoints,
tels que pour tout s > 1, Λ−s

1 et Λ−s
2 soient des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Exemple 5.3. Dans le cas de l’exemple 5.1, on a

Hres
∼= ℓ2 (Z,R)⊗h, avec h :=

{
f =

(
f1,k

f2,k

)

k∈Z

∣∣∣∣∣ ‖f‖
2 :=

∑

k∈Z

((
k2 + 1

)
f2
1,k + f2

2,k

)
<∞

}
.

On choisit sur ℓ2 (Z,R) l’opérateur Λ1 défini par

(Λ1u) (x) = (|x| + 1)1/2 u (x) , ∀x ∈ Z, ∀u ∈ ℓ2 (Z,R) .

Sur h, on prend un opérateur Λ2 diagonal

(Λ2f)k = λkfk =

(
λkf1,k

λkf2,k

)
, k ∈ Z, ∀f ∈ h,

avec des valeurs propres (λk)k∈Z
strictement positives et telles que

∑

k∈Z

λ2s
k <∞, ∀s < −1.

L’opérateur Λ défini sur D (Λ1) ⊗D (Λ2) ⊂ Hres par

Λ = Λ1 ⊗ Λ2

est, comme Λ1 et Λ2, un opérateur défini positif, réel, autoadjoint, et dont les puissances Λ−s,
s > 1, sont Hilbert-Schmidt. Il est par conséquent diagonalisable dans une base Hilbertienne
(ej)j∈N

de Hres :

Λφ =
∑

j∈N

aj (φ, ej) ej

et ses valeurs propres (aj)j∈N
sont strictement positives et telles que

∑
j∈N

a−2s
j est fini pour tout

s > 1. On définit à partir de l’opérateur Λ un ensemble de sous-espaces de Hres

Hs
res = [D (Λs)]

pour tout s ≥ 0, où [D (Λs)] désigne l’adhérence du domaine D (Λs) pour la norme

‖f‖s := ‖Λsf‖ .

Ce sont des espaces de Hilbert, et on note H−s
res leurs espaces duaux respectifs. On obtient alors

une échelle d’espaces (Hs
res)s∈R

décroissants

Hs
res ⊂ Ht

res, ∀t < s,
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dont on note N l’intersection, de dual N ′ :

N = ∩
s∈R

Hs
res, N ′ = ∪

s∈R

Hs
res.

L’espace N ′ est l’espace des phases du réservoir sur lequel on va travailler dans toute la suite. Il
contient H0

res = Hres; pour les éléments n’appartenant pas à Hres (typiquement, les éléments de
Hs
res\Hres avec s négatif), l’énergie du système est infinie.

Remarque 5.4. Les vecteurs de la base Hilbertienne (ej)j∈N
de Hres diagonalisant Λ sont des

vecteurs appartenant à N . De plus, pour tout f =
∑

j∈N
fjej ∈ Hres et tout réel s > 0, f est dans

Hs
res si et seulement si ∑

j∈N

f2
j a

2s
j < +∞.

Il existe donc un isomorphisme unitaire tel que, pour tout s > 0, on ait :

Hs
res

∼=



(fj)j∈N

,
∑

j∈N

f2
j a

2s
j < +∞



 =: hsres.

Le même résultat est vrai pour les espaces duaux H−s
res, pour tout s > 0. En effet, H−s

res est
isomorphe au dual h−sres de hsres :

H−s
res

∼= h−sres :=



(fj)j∈N

,
∑

j∈N

f2
j a

−2s
j < +∞



 . (5.21)

On a alors que N , respectivement N ′, est isomorphe à

M := ∩
s∈R

hsres, respectivement M′ := ∪
s∈R

hsres. (5.22)

Ce sont des sous-ensembles de R
N que l’on munit de la norme | · | et du produit scalaire · définis

par

|f |2 =
∑

j∈N

f2
j , ∀f ∈ hres,

f1 · f2 =
∑

j∈N

f1,jf2,j, ∀f1 ∈ h−sres, ∀f1 ∈ hsres, ∀s ≥ 0.

De plus, pour tout s ∈ R et tout f ∈ hsres, on note

Λsf :=
∑

j∈N

asjfj.

Il est nécessaire d’adapter Λ à Ω, qui détermine toute la dynamique. On impose par consé-
quent deux conditions sur Λ. La première est une restriction du choix de Λ de façon à ce que
l’évolution libre d’un élément de Hs

res reste dans Hs
res pour tout s réel. Avec Lres défini en (5.10),

on suppose :

Hypothèse 5.5. Pour tout f ∈ N et tout (s, t) ∈ R
2,

∥∥etLresf
∥∥
s

≤ Ks

(
1 + t2

)|s|/2 ‖f‖s , (5.23)
∥∥(etLres − 1

)
f
∥∥
s

≤ Ks

(
1 + t2

)|s|/2 |t|α ‖f‖s+α , ∀0 ≤ α ≤ 1. (5.24)
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Cette hypothèse donne en réalité uniquement une condition sur Λ2. En effet, en écrivant

f = f1 ⊗ f2 ∈ Hres
∼= L2 (E1, µ1 (x) ; R) × h,

on a etLresf = f1 ⊗ etLresf2 et
∥∥etLresf

∥∥
s

= ‖Λs1f1‖L2
µ1

∥∥Λs2etLresf2

∥∥
h
,

∥∥(etLres − 1
)
f
∥∥
s

= ‖Λs1f1‖L2
µ1

∥∥Λs2
(
etLres − 1

)
f2

∥∥
h
.

Les équations (5.23), respectivement (5.24), sont donc équivalentes à
∥∥Λs2etLresf2

∥∥
h
≤ Ks

(
1 + t2

)|s|/2 ‖Λs2f2‖h ,

respectivement
∥∥Λs2

(
etLres − 1

)
f2

∥∥
h
≤ Ks

(
1 + t2

)|s|/2 |t|α
∥∥Λs+α2 f2

∥∥
h
.

Exemple 5.6. On montrera dans la section 5.6 (Proposition 5.17) que cette hypothèse est vérifiée
dans le cas de l’exemple 5.1 dès que l’opérateur Λ2 de valeurs propres (λk)k∈Z

satisfait la condition
ωk =

√
k2 + 1 ≤ λk, ∀k ∈ Z.

L’Hypothèse 5.5 permet en particulier d’étendre l’évolution sur Hres décrite par l’équation (5.11)
à tout l’espace de phase N ′ en définissant etLresφ pour tous φ ∈ N ′ et t ∈ R par :

〈
etLresφ; f

〉
=
〈
φ; e−tLresf

〉
, ∀f ∈ N . (5.25)

La deuxième condition imposée est une hypothèse sur Λ1, Λ2 et (ck)k∈E2
de façon à avoir

certaines bonnes propriétés pour le terme d’interaction α.

Hypothèse 5.7. Il existe un réel 2 < sc < 3 tel que, pour tout q ∈ R
n, on ait

‖Λs1ρ (· − q)‖L2
µ1

≤ K (1 + |q|)ns , ∀1 ≤ s ≤ sc, (5.26)

Λs1∂iρ(· − q) ∈ L2 (E1, µ1; R) , ∀q ∈ R
n, ∀i ∈ [[1;n]], ∀1 ≤ s ≤ sc, (5.27)

∥∥∥∥Λs2
(
c·
0

)∥∥∥∥
h

<∞,

∥∥∥∥Λs2
(

0
ω2
· c·

)∥∥∥∥
h

<∞, ∀0 ≤ s ≤ sc, (5.28)

où on rappelle que la norme ‖ · ‖h est définie par l’équation (5.19). On suppose de plus que pour
tout x ∈ E1, l’application q 7→ Λ2

1∇ρ (x− q) appartient à C∞
c (Rn) .

Les Hypothèses (5.26)-(5.28), ajoutées au fait que les espaces Hs
res sont décroissants, im-

pliquent le résultat suivant.

Lemme 5.8. Pour tout ξ ∈ R
2n, les fonctions α (ξ) (voir l’équation (5.13)) et Lresα (ξ) , ainsi

que ∇α(ξ) et Lres∇α(ξ), sont dans les espaces Hs
res pour tout s ≤ sc. En particulier, α (ξ) est

dans le domaine de Lres. On a de plus

‖α (ξ)‖s ≤ K (1 + |q|)ns , ‖Lresα (ξ)‖s ≤ K (1 + |q|)ns , 1 ≤ s ≤ sc.

Exemple 5.9. Pour l’exemple 5.1, les Hypothèses (5.26) et (5.27) sont montrées dans la sec-
tion 5.5. L’Hypothèse (5.28) est vérifiée dès que

∑

k∈Z

λ2s
k c

2
k

(
k2 + 1

) (
2 + k2

)
<∞,

comme démontré dans la sous-section 5.6.2 (Proposition 5.17). De plus, à x ∈ Z fixé, l’application
q 7→ (|x| + 1) ρ′ (x− q) est dans C∞

c (R) puisque ρ l’est.

120



5.4. Mesures de Gibbs et équilibre thermique du réservoir

5.4 Mesures de Gibbs et équilibre thermique du réservoir

On veut étudier le réservoir à température positive, et donc munir l’espace des phases N ′ du
réservoir d’une mesure équivalente à la mesure Gaussienne (équation (5.4)) définie dans le cas
d’un nombre fini d’oscillateurs. On construit donc une mesure de probabilité µβres ayant la même
fonction caractéristique que dans le cas fini

Sβ (f) = e−
1
2
β−1‖f‖2

, ∀f ∈ N . (5.29)

On munit pour cela N ′ de la mesure engendrée par les cylindres.

Définition 5.10. On appelle tribu engendrée par les cylindres sur N ′ la plus petite tribu pour
laquelle les applications φ 7→ 〈φ; f〉 définies sur N ′ sont mesurables pour tout f ∈ N .

Proposition 5.11. Il existe une unique mesure µβres sur N ′ muni de la tribu engendrée par les
cylindres ayant pour fonction caractéristique la fonction Sβ. De plus, cette mesure vérifie les
propriétés suivantes.

1. Pour tout f ∈ N , l’application φ 7→ 〈φ; f〉2 définie sur N ′ est µβres−intégrable et on a

∫

N ′
〈φ; f〉2 dµβres (φ) = β−1 ‖f‖2 .

2. Pour s > 1, on a : ∫

N ′

∥∥Λ−sφ
∥∥2

dµβres (φ) < +∞, (5.30)

ce qui implique
µβres

(
H−s
res

)
= 1. (5.31)

Les isomorphismes entre N , respectivement N ′, et M, respectivement M′, détaillées dans la
Remarque 5.4 permettent de donner un énoncé équivalent à cette proposition.

Proposition 5.12. Il existe une unique mesure νβres sur M′ muni de la tribu engendrée par les
cylindres ayant pour fonction caractéristique la fonction

sβ : f ∈ M 7→ e−
1
2
β−1|f |2 . (5.32)

De plus, cette mesure vérifie les propriétés suivantes.

1. Pour tout f ∈ M, l’application φ 7→ (φ · f)2 définie sur M′ est νβres−intégrable et on a

∫

M′
(φ · f)2 dνβres (φ) = β−1 |f |2 .

2. Pour s > 1, on a : ∫

M′

∥∥Λ−sφ
∥∥2

dνβres (φ) < +∞, (5.33)

ce qui implique
νβres

(
h−sres

)
= 1, (5.34)

où on rappelle que h−sres est défini par (5.21).
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Chapitre 5. Un gaz de Lorentz inélastique et dissipatif

C’est cette dernière proposition que l’on va démontrer. L’existence de la mesure νβres est
assurée par une variante du théorème de Minlos, théorème dont on trouve un énoncé standard
en particulier dans [77].

Théorème 5.13 (Minlos). Une application Φ : M → C est la fonction caractéristique d’une
mesure de probabilité ν sur M′, muni de la tribu engendrée par les cylindres notée C, si et
seulement si elle vérifie :

1. Φ (0) = 1,

2. Φ est de type positif, c’est-à-dire

∀N ∈ N, ∀z1, . . . , zN ∈ C, ∀f1, . . . , fN ∈ M,
N∑

i,j=1

z̄izjΦ (fi − fj) ≥ 0,

3. Φ est continue par rapport à la topologie de Fréchet induite par les normes ‖ · ‖s :=
‖Λs·‖ , s ∈ R.

De plus, la mesure ν est unique.

On va d’abord donner la démonstration de ce théorème, puis celle de la Proposition 5.12.
Démonstration du Théorème 5.13. On démontre d’abord l’implication directe. Si Φ est la fonction
caractéristique d’une mesure de probabilité ν sur (M′, C) , alors Φ (0) = ν (M′) = 1. De plus,
pour tous N ∈ N, z1, . . . , zN ∈ C et f1, . . . , fN ∈ M, on a

N∑

i,j=1

z̄izjΦ (fi − fj) =

∫

M′
dν (φ)

N∑

i,j=1

z̄izje
iφ·(fi−fj)

=

∫

M′
dν (φ)

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

zje
−iφ·fj

∣∣∣∣∣∣

2

≥ 0

et Φ est de type positif. Enfin, par la continuité de l’exponentielle et le théorème de convergence
dominée, on obtient la continuité de Φ.

Montrons maintenant la réciproque. D’après le théorème de Bochner, dont un énoncé est
donné dans [70], pour tout ensemble I ⊂ N fini, il existe une unique mesure de probabilité νI sur

MI :=
{
(fj)j∈N

| fj = 0, ∀n /∈ I
}
∼= R

I

telle que

Φ (f) =

∫

φ∈MI

ei
P

j∈I φjfjdνI (φ) .

L’unicité de ces mesures assure leur consistance. Ainsi, d’après le théorème de Kolmogorov, il
existe une unique mesure de probabilité ν sur R

N telle que

Φ (f) =

∫

φ∈RN

eiφ·fdν (φ) ,

où φ · f =
∑

j∈N
φjfj et f ∈ ∪card(I)<∞MI ⊂ M. Les espaces hsres et M′ sont donc mesurables.

Pour étendre Φ à M, il ne reste qu’à montrer que ν (M′) = 1. On utilise pour cela l’Hypothèse 3 :

∀ε > 0, ∃sε ∈ R, ∃δε > 0, ‖f‖sε
≤ δε ⇒ |Φ (f) − 1| ≤ ε.

122



5.4. Mesures de Gibbs et équilibre thermique du réservoir

Elle implique la minoration suivante :

Re (Φ (f)) ≥ 1 − ε− 2δ−2
ε ‖f‖2

sε
, ∀f ∈ R

N. (5.35)

En effet,
– si ‖f‖2

sε
≤ δ2ε , alors |Φ (f)− 1| ≤ ε, et donc Re (Φ (f)) ≥ 1 − ε,

– si ‖f‖2
sε
> δ2ε , alors |Φ (f)| ≤ Φ (0) = 1 et Re (Φ (f)) ≥ −1 ≥ 1 − 2δ−2

ε ‖f‖2
sε
.

On pose lj = a
−2(2+sε)
j pour tout j ∈ N, en rappelant que les aj sont les valeurs propres de

Λ. Pour tout a > 0 et tout N ∈ N, on définit la mesure dσa,N sur R
N+1 par

dσa,N (ζ) =
N∏

j=0

(2πalj)
−1/2 e−(2alj)

−1ζ2j dζj.

Elle satisfait les propriétés suivantes :
∫

RN+1

dσa,N (ζ) = 1,

∫

RN+1

ζiζjdσa,N (ζ) = aliδij ,

∫

RN+1

eiζ·fdσa,N (ζ) = e−
1
2
a

PN
j=0 ljf

2
j .

Cette dernière égalité permet d’écrire
∫

RN

e−
1
2
a

PN
j=0 ljf

2
j dν (f) =

∫

RN

∫

RN+1

eiζ·fdσa,N (ζ) dν (f)

= Re
(∫

RN

∫

RN+1

eiζ·fdσa,N (ζ) dν (f)

)
,

puisque cette intégrale est réelle. En appliquant le théorème de Fubini et en intégrant l’inégalité
(5.35), on obtient :

∫

RN

e−
1
2
a

PN
j=0 ljf

2
j dν (f) =

∫

RN+1

dσa,N (ζ)Re (Φ (ζ0, · · · , ζN , 0, · · · ))

≥ 1 − ε− 2δ−2
ε a

N∑

j=0

a−2sε
j lj

≥ 1 − ε− 2δ−2
ε a

N∑

j=0

a−4
j .

Puisque Λ−2 est Hilbert-Schmidt, c’est-à-dire

+∞∑

j=0

a−4
j = K < +∞,

et en appliquant le théorème de convergence monotone, cette minoration reste vraie lorsque N
tend vers l’infini :

∫

h−2−sε
res

e−
1
2
a

P

j∈N
a
−2(2+sε)
j f2

j dν (f) =

∫

RN

e−
1
2
a

P

j∈N
a
−2(2+sε)
j f2

j dν (f) ≥ 1 − ε− 2δ−2
ε aK.
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En faisant tendre a vers 0, on obtient :

ν
(
M′) ≥ ν

(
h−2−sε
res

)
≥ 1 − ε.

On fait alors tendre ε vers 0 pour conclure que ν (M′) = 1.
On termine cette section par la démonstration de la Proposition 5.12, montrant l’existence et
quelques propriétés de la mesure de Gibbs sur le réservoir M′.
Démonstration de la Proposition 5.12. Puisque la fonction Sβ, définie par l’équation (5.29),
satisfait les conditions (1), (2) et (3) du Théorème 5.13, la mesure νβres sur M′ existe et est
unique. Les propriétés 1 et 2 proviennent du caractère gaussien de cette mesure, de la façon
suivante.

Pour les suites f ∈ M n’ayant qu’un nombre fini de composantes non nulles, c’est-à-dire

f = (f0, · · · , fN , 0, · · · ) ∈ M[[0;N ]] ⊂ M,

on a par définition de νβres

e−
1
2
β−1

PN
j=0 f

2
j =

∫

M′
ei

PN
j=0 φjfjdνβres (φ) .

De plus, la mesure

dνβN (φ) :=

N∏

j=0

√
β

2π
e−

βφ2
j

2 dφj

construite sur M[[0;N ]] par le théorème de Bochner (νβN = ν[[0;N ]] dans les notations de la démons-
tration du Théorème 5.13 de Minlos) vérifie

e−
1
2
β−1

PN
j=0 f

2
j =

∫

M[[0;N]]

ei
PN

j=0 φjfjdνβN (φ) =

∫

RN

ei
PN

j=0 φjfj

N∏

j=0

√
β

2π
e−

βφ2
j

2 dφj.

On obtient alors que (φ · f)2 est intégrable et que

∫

M′
(φ · f)2 dνβres (φ) =

(
β

2π

)N+1
2
∫

RN




N∑

j=0

φjfj




2
N∏

j=0

e−
1
2
βφ2

j dφj

=

√
β

2π

N∑

j=0

f2
j

∫

R

φ2
je

− 1
2
βφ2

j dφj

=
1

β

N∑

j=0

f2
j .

Pour une suite quelconque f ∈ M, on utilise la troncature au rang N ∈ N, désignée par
TN (f) :

TN (f) = (f0, · · · , fN , 0, · · · ) , ∀f = (f0, · · · , fj , · · · ) ∈ M.

Comme f ∈ M, on a |f |2s =
∑

j∈N
a2s
j f

2
j <∞ pour tout s réel, et en particulier, en s = 0,

|f |2 =
∑

j∈N

f2
j <∞.
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5.5. Deux exemples de distributions de diffuseurs

D’après ce qui précède, φ · TN (f) est de carré νβres−intégrable et
∫

M′
(φ · TN (f))2 dνβres (φ) = β−1 |TN (f)|2 ≤ β−1 |f |2 .

De plus, pour tout φ ∈ M′, φ ·TN (f) tend vers φ ·f quand N converge vers l’infini. Le théorème
de convergence dominée permet alors de conclure
∫

M′
(φ · f)2 dνβres (φ) = lim

N→∞

∫

M′
(φ · TN (f))2 dνβres (φ) = lim

N→∞
β−1 |TN (f)|2 = β−1 |f |2 ,

ce qui prouve l’affirmation 1.
En choisissant f = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ) , avec la coordonnée non nulle placée en j−ème position,

on a ∫

M′
φ2
jdν

β
res (φ) =

∫

M′
(φ · f)2 dνβres (φ) = β−1.

Aussi l’application définie sur M′ par

φ 7→
∥∥Λ−sφ

∥∥2
=
∑

j∈N

φ2
ja

−2s
j

est νβres−intégrable et on a
∫

M′

∥∥Λ−sφ
∥∥2

dνβres (φ) =
∑

j∈N

a−2s
j

∫

M′
φ2
jdν

β
res (φ) = β−1

∑

j∈N

a−2s
j < +∞,

ce qui termine la démonstration de l’affirmation 2.
Les espaces H−s

res, s > 1, sont donc strictement inclus dans l’espace de phase du réservoir N ′ mais
sont de mesure pleine pour la mesure de Gibbs. Cette propriété sera utilisée dans le chapitre 6, où
on montrera l’existence, lorsque n = 1, de solutions globales en temps pour les équations (5.16)-
(5.18) pour toute condition initiale dans R

2 × H−s
res, pour tout 1 < s < sc − 1. Le fait que

les espaces H−s
res soient de mesure pleine dans N ′ pour ces valeurs de s implique l’existence de

solutions globales en temps pour les mêmes équations et pour presque toute condition initiale
dans R

2 ×N ′.

5.5 Deux exemples de distributions de diffuseurs

Le modèle introduit dans les sections précédentes a été décrit dans un cadre assez général
(voir l’équation (5.12)). On va développer dans cette section et la suivante plusieurs exemples
de classes de modèles pour lesquels les Hypothèses 5.5 et 5.7 sont satisfaites. On considère deux
possibilités pour l’ensemble des centres des diffuseurs E1 : on peut placer les oscillateurs sur un
réseau de R

n ou en chaque point de R
n. Pour les bains d’oscillateurs E2, on traite dans la section

suivante le cas où on ne met qu’un seul oscillateur par site, ainsi que le cas où les diffuseurs sont
des membranes dont le support peut être un compact de R

d, d ∈ N
∗, ou R

d tout entier.

5.5.1 Réseau

On traite dans ce paragraphe le cas où les diffuseurs sont centrés sur le réseau E1 = Z
n, muni

de la mesure de comptage. Le cas d’un réseau quelconque de R
n se traiterait de façon similaire,

en travaillant avec les vecteurs de la base associée.

125
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L’opérateur Λ1 défini sur l’espace ℓ2(Zn,R) par

(Λ1u) (x) := (|x| + 1)n/2 u(x), ∀x ∈ Z
n, ∀u ∈ ℓ2(Zn,R),

est un opérateur défini positif, réel et autoadjoint. De plus, ses puissances Λ−s
1 sont Hilbert

Schmidt pour tout s > 1. Il existe en effet une constante Kn strictement positive telle que

∑

x∈Zn

1

(|x| + 1)ns
≤ Kn

(
1 +

∫

Rn

dy

(|y| + 1)ns

)
.

En passant en coordonnées polaires dans cette intégrale, on obtient bien

∑

x∈Zn

1

(|x| + 1)ns
<∞, ∀s > 1.

La fonction α définissant l’interaction entre la particule et le réservoir s’écrit

(α(ξ))k (x) = ρ(x− q)ck

(
1
0

)
, ∀k ∈ E2, ∀x ∈ Z

n.

Dans le cadre de cet exemple, la partie de l’Hypothèse 5.7 portant sur Λ1 est satisfaite car
on a la proposition suivante.

Proposition 5.14. Pour tout s ≥ 1, on a les majorations

‖Λs1ρ(· − q)‖ℓ2 ≤ Ks (1 + |q|)ns , ‖Λs1∂iρ(· − q)‖ℓ2 ≤ Ks (1 + |q|)ns , ∀i ∈ [[1;n]], (5.36)

et à x ∈ Z
n fixé, l’application q 7→ Λ2

1∇ρ(x− q) = (|x| + 1)n∇ρ(x− q) est dans C∞
c (Rn) .

Démonstration. Le fait que l’application q 7→ (|x|+ 1)n∇ρ(x− q) soit dans C∞
c (Rn) vient direc-

tement du fait que ρ l’est aussi. Pour montrer les inégalités de (5.36), on utilise les définitions
de Λ1 et ρ, qui permettent d’écrire

‖Λs1ρ(· − q)‖2
ℓ2 =

∑

x∈Zn

(|x| + 1)ns ρ(x− q)2.

Comme ρ est une fonction à support compact, cette somme est en fait une somme finie et on
peut trouver une constante C > 0 telle que

‖Λs1ρ(· − q)‖2
ℓ2 ≤

∑

x∈Zn

|x|≤C+|q|

(|x| + 1)ns ρ(x− q)2

≤ ‖ρ‖2
∞

∑

x∈Zn

|x|≤C+|q|

(|q| + C + 1)ns

≤ ‖ρ‖2
∞ (|q| + C + 1)ns × 2n (C + |q|)n

≤ K (1 + |q|)2ns .

On montre de la même façon

‖Λs1∂iρ(· − q)‖2
ℓ2 ≤ K (1 + |q|)2ns , ∀i ∈ [[1;n]].

126



5.5. Deux exemples de distributions de diffuseurs

5.5.2 Milieu continu

On s’intéresse maintenant au cas où E1 est l’espace R
n tout entier, muni de la tribu des

Boréliens et de la mesure de Lebesgue. On prend sur l’espace L2(Rn,dx; R) une puissance de
l’opérateur de l’oscillateur harmonique quantique :

(Λ1u) (x) :=
(
−∆x + |x|2

)n/2
u(x), ∀x ∈ R

n, ∀u ∈ D (Λ1) ⊂ L2(Rn,dx; R).

L’étude de cet opérateur, faite dans [71] et [70], montre que c’est un opérateur réel, autoadjoint,
défini positif, et dont les valeurs propres sont les réels

(n+ 2

n∑

i=1

ri)
n/2, pour tout r = (r1, · · · , rn) ∈ N

n,

associées aux vecteurs propres
∏n
i=1Hri(xi), avec x = (x1, · · · , xn) ∈ R

n et Hi la i-ème fonction
de Hermite. L’équivalence des normes en dimension finie assure l’existence d’une constante Kn

strictement positive telle que
∑

r∈Nn

1

(n+ 2
∑n

i=1 ri)
ns

≤ Kn

∑

r∈Nn

1

(|r| + 1)ns
<∞

pour tout s > 1, et Λ−s
1 est par conséquent Hilbert-Schmidt. De plus, l’oscillateur harmonique

satisfait bien l’Hypothèse 5.7.

Proposition 5.15. Pour tous 0 ≤ s ≤ 4 et q ∈ R
n, on a l’inégalité

∥∥∥∥
(
−∆ + |·|2

)ns/2
ρ(· − q)

∥∥∥∥
L2

x

≤ K (1 + |q|)ns (5.37)

et à x ∈ R
n fixé, la fonction q 7→

(
−∆x + |x|2

)n
∇ρ(x− q) est dans C∞

c (Rn) .

Démonstration. Le caractère C∞
c de la fonction q 7→

(
−∆x + |x|2

)n
∇ρ(x− q) vient directement

du fait que la fonction ρ est elle-même dans C∞
c . L’inégalité (5.37) est facilement vérifiée lorsque

le produit ns est un entier pair :
– Si s = 0, comme ρ ∈ C∞

c , ‖ρ(· − q)‖L2
x

est borné par le produit de ‖ρ‖∞ avec la mesure du
support de ρ.

– Lorsque ns = 2, on a
∥∥∥
(
−∆ + |·|2

)
ρ(· − q)

∥∥∥
L2

x

=
∥∥∥− (∆ρ) (· − q) + (|· − q|2 + 2q · (· − q) + |q|2)ρ(· − q)

∥∥∥
L2

x

≤ ‖−∆ρ‖L2
x

+
∥∥∥|·|2 ρ(·)

∥∥∥
L2

x

+ 2 |q| ‖|·| ρ(·)‖L2
x

+ |q|2 ‖ρ(· − q)‖L2
x

≤ K
(
1 + |q|2

)
≤ K (1 + |q|)2 .

– Lorsque ns est un entier pair en général, le développement de la puissance entière de

l’oscillateur harmonique
(
−∆x + |x|2

)ns/2
donne un résultat similaire :

∥∥∥∥
(
−∆ + |·|2

)ns/2
ρ(· − q)

∥∥∥∥
L2

x

≤ K (1 + |q|)ns .

En particulier, cette inégalité est vraie pour ns = 4n (i.e. s = 4).
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On conclut alors en utilisant un théorème d’interpolation.

On cherche en effet à majorer le terme
∥∥∥∥
(
−∆x + |·|2

)nz/2
ρ(· − q)

∥∥∥∥
L2

x

pour tout z dans la

bande
S := {s+ iσ, s ∈ [0; 4] , σ ∈ R} ⊂ C.

Pour cela, on définit pour z ∈ S et ψ ∈ C∞
c la fonction fq, linéaire en ψ, par

fq(z) =

∫

Rn

ψ(x)
(
−∆x + |x|2

)nz/2
ρ(x− q)dx.

En décomposant dans la base de vecteurs propres de l’oscillateur harmonique, on peut trouver
une suite de réels

(
ρqj

)
j∈Nn

telle que

ρ(x− q) =
∑

j∈Nn

ρqjHj(x),

où Hj(x) =
∏n
i=1Hji(xi) est la fonction propre de

(
−∆x + |x|2

) 1
2 associée à la valeur propre

(2|j|1 + n)1/2 , et une suite (ψj)j∈Nn telle que

ψ(x) =
∑

j∈Nn

ψjHj(x),

pour tout x ∈ R
n. La fonction fq peut alors se réécrire

fq(z) =
∑

j∈Nn

(2|j|1 + n)nz/2 ρqjψj .

Puisque ρ et ψ sont toutes deux dans C∞
c , on obtient que cette série converge uniformément. La

fonction fq est donc continue et holomorphe sur S. De plus, elle est bornée sur S puisque

|fq(s + iσ)| ≤
∑

j∈Nn

(2|j|1 + n)2n
∣∣∣ρqj
∣∣∣ |ψj |

≤ 1

2

(
‖ψ‖2

L2
x

+

∥∥∥∥
(
−∆ + |·|2

)2n
ρ(· − q)

∥∥∥∥
2

L2
x

)
.

Enfin, il existe une constante Kρ telle que

|fq(0 + iσ)| ≤ Kρ ‖ψ‖L2 et |fq(4 + iσ)| ≤ Kρ ‖ψ‖L2 (1 + |q|)4n .
Aussi, d’après le lemme des trois droites d’Hadamard (voir [5] pour l’énoncé), on obtient

|fq(s+ iσ)| =

∣∣∣∣
∫

Rn

ψ(x)
(
−∆x + |x|2

)nz/2
ρ(x− q)dx

∣∣∣∣ ≤ Kρ ‖ψ‖L2 (1 + |q|)ns .

Puisque cette inégalité est vraie pour tous ψ ∈ C∞
c , s ∈ [0; 4] et σ ∈ R, on conclut que :

∥∥∥∥
(
−∆ + |·|2

)s/2
ρ(· − q)

∥∥∥∥
L2

x

≤ K (1 + |q|)ns , pour tout s ∈ [0; 4] .

Un raisonnement similaire permet de montrer
∥∥∥∥
(
−∆ + |·|2

)s/2
∂iρ(· − q)

∥∥∥∥
L2

x

≤ K (1 + |q|)ns , ∀i ∈ [[1;n]], ∀s ∈ [0; 4] .
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5.6 Exemples de bains d’oscillateurs

Comme l’illustre la section précédente, le modèle décrit dans les sections 5.2 à 5.4 permet
une certaine flexibilité dans le choix de la distribution des bains d’oscillateurs. On va maintenant
voir que la définition des bains d’oscillateurs est elle aussi assez générale pour couvrir plusieurs
exemples traités dans la littérature.

5.6.1 Un oscillateur par site : le bain monochromatique

On s’intéresse dans un premier temps au cas où on place un unique oscillateur par site. Ce
type de modèle est décrit et étudié dans [23, 22, 49, 76] lorsque les diffuseurs sont distribués sur
un réseau en dimension n = 1. L’ensemble E2 est dans ce cas un singleton, muni de la mesure de
Dirac. Les fonctions ne dépendent alors plus de k ∈ E2 et on notera ω = ωk > 0, φt(x) = φk,t(x),
etc. Le Hamiltonien du réservoir

HB(φ) =
1

2

∫

E1

(
ω2ϕ(x)2 + π(x)2

)
dµ1(x)

est alors défini sur l’espace Hres, adhérence de

D(Ω) =

{
φ ∈ L2(E1, µ1; R

2)

∣∣∣∣‖φ‖
2 :=

∫

E1

(ω2ϕ(x)2 + π(x)2)dµ1(x) < +∞
}

= L2(E1, µ1; R
2)

pour la norme ‖ · ‖, c’est-à-dire Hres = L2(E1, µ1; R
2). Le terme d’interaction ne dépend pas non

plus de k et s’écrit

α(ξ)(x) =

(
cρ(x− q)

0

)
,

où ρ ∈ C∞
c (Rn) et c est une constante. Comme Hres = L2

(
E1, µ1; R

2
) ∼= L2 (E1, µ1; R) ⊗ R

2, on
a h = R

2, et on choisit pour Λ2 l’opérateur identité I2 sur R
2. Les Hypothèses 5.5 et 5.7 sont

satisfaites puisqu’on a la proposition suivante.

Proposition 5.16. Pour tout f ∈ R
2 et tout réel t, on a

∥∥etLresf
∥∥

h
= ‖f‖h , (5.38)

∥∥(etLres − 1
)
f
∥∥

h
≤ 2ωα |t|α ‖f‖h , ∀0 ≤ α ≤ 1. (5.39)

De plus, l’Hypothèse 5.7 est assurée puisqu’on a

∥∥∥∥
(
c
0

)∥∥∥∥
h

= ω2c2 <∞ et

∥∥∥∥
(

0
ω2c

)∥∥∥∥
h

= ω4c2 <∞.

Démonstration. Seules les équations (5.38) et (5.39) nécessitent une démonstration. Pour tout
f ∈ R

2, on a

etLresf =

(
cos(ωt)f1 + ω−1 sin(ωt)f2

−ω sin(ωt)f1 + cos(ωt)f2

)
et

(
etLres − 1

)
f =

(
(cos(ωt) − 1) f1 + ω−1 sin(ωt)f2

−ω sin(ωt)f1 + (cos(ωt) − 1) f2

)
.
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Par définition de la norme ‖ · ‖h (équation (5.19)), on obtient donc

∥∥etLresf
∥∥2

h
= ω2

(
cos(ωt)f1 +

sin(ωt)

ω
f2

)2

+ (−ω sin(ωt)f1 + cos(ωt)f2)
2

= ω2f1
2 + f2

2

= ‖f‖2
h ,

et de façon similaire ∥∥(etLres − 1
)
f
∥∥2

h
= 2(1 − cos(ωt)) ‖f‖2

h .

Comme on a l’inégalité

1 − cos(ωt) ≤ min

(
2;

1

2
ω2t2

)
, et donc 2(1 − cos(ωt)) ≤ 4ω2αt2α, ∀0 ≤ α ≤ 1, (5.40)

on conclut : ∥∥(etLres − 1
)
f
∥∥2

h
≤ 4ω2αt2α ‖f‖2

h .

5.6.2 Équation des ondes

On considère maintenant l’exemple où les diffuseurs sont des membranes ayant pour support
un sous-ensemble D de R

d, avec d ∈ N
∗. Les équations de mouvement sont alors





q̇t = pt,

ṗt = F +

∫

D
dy

∫

E1

dµ1(x)ρ(x− qt)ρ2(y)∇xψ1,t(x, y),

ψ̇1,t(x, y) = ψ2,t(x, y),

ψ̇2,t(x, y) = ∆yψ1,t(x, y) − ρ(x− qt)ρ2(y), ∀(x, y) ∈ E1 ×D,

où ρ et ρ2 sont deux fonctions ne dépendant que du rayon de leurs variables et appartiennent à
C∞
c . Ce système d’équations a été étudié à température nulle dans [11]. On considère ici deux

choix distincts pour D :
– soit D est le compact [0; 2π]d , ∆y est alors le Laplacien de Dirichlet et l’hypothèse ρ2 ∈ C∞

c

se restreint naturellement à ρ2 ∈ C∞,
– soit D est R

d tout entier.
Dans les deux cas, le Laplacien se diagonalise et il existe un isomorphisme unitaire

U : L2 (D,dy) → L2 (E2,dµ2)

tel que Uψ1 := ϕ, Uψ2 := π et

(U (−∆y)U
∗ϕ)k = ω2

kϕk, ∀k ∈ E2, ∀ (ϕ, π) ∈ L2
(
E2,dµ2; R

2
)
.

Dans les deux cas considérés pour D, on a ω2
k = |k|2 , pour tout k ∈ E2, avec E2 = Z

d, muni de
la mesure de comptage, lorsque D = [0; 2π]d et E2 = R

d, muni de la mesure de Lebesgue, lorsque
D = R

d. Dans le premier cas, on utilise en fait la décomposition en série de Fourier ; dans le
deuxième, c’est la transformée de Fourier qui intervient. L’Exemple 5.1 dérive donc d’un modèle
semblable à celui où chaque diffuseur est une corde et à support compact [0; 2π] , en remplaçant
le Laplacien de Dirichlet ∆y par ∆y − 1.
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Dans les deux cas considérés ici, les équations de mouvement deviennent :




q̇t = pt,

ṗt = F +

∫

E2

dµ2(k)

∫

E1

dµ1(x)ρ(x− qt) (Uρ2)k∇xϕk,t(x),

ϕ̇k,t(x) = πk,t(x),

π̇k,t(x) = − |k|2 ϕk,t(x) − ρ(x− qt) (Uρ2)k , ∀x ∈ E1, ∀k ∈ E2.

En définissant les coefficients ck intervenant dans la définition de α (équation (5.13)) par

(Uρ2)k = |k|2 ck, ∀k ∈ E2,

on retrouve l’écriture formelle des équations (5.16)-(5.18). On cherche alors des opérateurs Λ2

définis sur l’espace h (équation (5.20)) satisfaisant les Hypothèses 5.5 et 5.7.
On s’intéresse tout d’abord au cas où E2 = Z

d, c’est-à-dire le cas où les membranes sont à
support dans D = [0; 2π]d .

Proposition 5.17. Soit Λ2 un opérateur diagonal défini sur h (voir équation (5.20)) par

Λ2f = (λkfk)k∈Zd , ∀f = (fk)k∈Zd ∈ h,

où les réels λk sont tous strictement positifs et vérifient
∑

k∈Zd

λ−2s
k <∞, ∀s > 1.

Si, de plus,
λk ≥ |k| , ∀k ∈ Z

d,

l’Hypothèse 5.5 est satisfaite. En particulier, les inégalités suivantes sont vérifiées pour tous
f ∈ ∩s∈RD (Λs2) ⊂ h, s réel et 0 ≤ α ≤ 1 :

∥∥Λs2etLresf
∥∥

h
= ‖Λs2f‖h ,

∥∥Λs2
(
etLres − 1

)
f
∥∥

h
≤ 2tα

∥∥Λs+α2 f
∥∥

h
.

L’Hypothèse 5.7, quant à elle, est équivalente à l’existence d’un réel sc > 2 tel que
∑

k∈Zd

λ2sc
k c2k |k|2

(
1 + |k|2

)
< +∞, (5.41)

et est satisfaite si il existe un j ∈ N
∗ et une constante C tels que λk ≤ C(|k|j + 1) pour tout

k ∈ Z
d.

Démonstration. Pour tous

f ∈ ∩s∈RD (Λs2) =



(fk)k∈Zd

∣∣∣∣∣∣
∀s ∈ R,

∑

k∈Zd

λ2s
k (|k|2 f2

1,k + f2
2,k) <∞





et tout k ∈ Z
d, on a

(
etLresf

)
k

=

(
cos(|k| t)f1,k + |k|−1 sin(|k| t)f2,k

− |k| sin(|k| t)f1,k + cos(|k| t)f2,k

)
,

((
etLres − 1

)
f
)
k

=

(
(cos(|k| t) − 1) f1,k + sin(|k|t)

|k| f2,k

− |k| sin(|k| t)f1,k + (cos(|k| t) − 1) f2,k

)
.
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Par conséquent,
∥∥Λs2etLresf

∥∥2

h

=
∑

k∈Zd

λ2s
k

(
|k|2

(
cos(|k| t)f1,k +

sin(|k| t)
|k| f2,k

)2

+ (− |k| sin(|k| t)f1,k + cos(|k| t)f2,k)
2

)

=
∑

k∈Zd

λ2s
k

(
|k|2 f2

1,k + f2
2,k

)

= ‖Λs2f‖2
h .

Le calcul pour la deuxième inégalité se fait de façon identique, en utilisant en plus l’inégalité (5.40)
déjà utilisée dans l’exemple précédent :

∥∥Λs2
(
etLres − 1

)
f
∥∥2

h
=

∑

k∈Zd

λ2s
k (2 − 2 cos(|k| t))

(
|k|2 f2

1,k + f2
2,k

)

≤ 4t2α
∑

k∈Zd

λ2s
k |k|2α

(
|k|2 f2

1,k + f2
2,k

)

Les hypothèses 0 < λk et |k| ≤ λk permettent alors d’écrire :

∥∥Λs2
(
etLres − 1

)
f
∥∥2

h
≤ 4t2α

∑

k∈Zd

λ
2(s+α)
k

(
|k|2 f2

1,k + f2
2,k

)

≤ 4t2α
∥∥Λs+α2 f

∥∥2

h
.

Ces deux inégalités impliquent directement l’Hypothèse 5.5.
Les quantités en jeu dans l’Hypothèse 5.7 (équation (5.28)) se réécrivent

∥∥∥∥∥Λ
s
2

(
ck

(
1
0

))

k∈Zd

∥∥∥∥∥

2

h

=
∑

k∈Zd

λ2s
k c

2
k |k|2 ,

∥∥∥∥∥Λ
s
2

(
ck

(
0

−ω2
k

))

k∈Zd

∥∥∥∥∥

2

h

=
∑

k∈Zd

λ2s
k c

2
k |k|4 ,

pour tout réel s. Comme ρ2 est de classe C∞, ses coefficients de Fourier ck décroissent vers 0
quand |k| tend vers l’infini plus vite que n’importe quelle puissance négative de |k|. Comme la
croissance des λk est majorée par |k|j , ces deux sommes sont finies.

Lorsque D = E2 = Rd, on a une construction différente, basée sur les résultats de Lax et
Phillips (voir [51]). L’idée est de constater que

h =

{
f : R

d → R
2 |
∫

Rd

dk
(
|k|2f2

1,k + f2
2,k

)
<∞

}

∼=
{
f : R

+ × S
d−1 → R

2 | σ(d−1)/2

(
σf1,σe

f2,σe

)
∈ L2

(
R

+ × S
d−1,dσ × dΩ(e); R2

)}

en utilisant un changement de variable en coordonnées polaires. À une relation de conjugai-
son près, on peut donc considérer comme nouvel espace de travail l’espace L2 (R,dσ; R) ⊗
L2
(
S
d−1,dΩ(e); R2

)
sur lequel l’opérateur etLres agit simplement comme eitσ ⊗ Id.
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Proposition 5.18. On a l’isomorphisme unitaire suivant :

h ∼= L̂2
(
R × S

d−1,dσ × dΩ(e); R2
)
, (5.42)

où la notation L̂2 désigne l’ensemble des fonctions L2
(
R × S

d−1,dσ × dΩ(e); R2
)

muni de la
relation de conjugaison

(f1 + if2) (−σ,−e) = (f1 + if2) (σ, e) = (f1 − if2) (σ, e) ,

pour tout f = (f1, f2) ∈ L̂2(R × S
d−1,dσ × dΩ(e); R2. On définit

Λ2 =
(
−∂2

σ + σ2
)1/2 ⊗ Λ0

où Λ0 est un opérateur défini positif, autoadjoint, réel défini sur L2
(
S
d−1; R2

)
dont les puissances

Λ0
−s sont Hilbert-Schmidt pour tout s > 1. L’Hypothèse 5.5 est alors vérifiée.
On suppose de plus la fonction c· invariante par rotation et que pour tout e ∈ S

d−1, la fonction
σ 7→ cσe est dans l’espace de Schwartz. L’Hypothèse 5.7 est alors elle aussi satisfaite.

Démonstration. Pour obtenir (5.42), il suffit de montrer

h ∼= L̂2
(

R × S
d−1,dσ × dΩ(e); C

)
.

On définit pour cela l’opérateur U2 : h → L̂2
(
R × S

d−1,dσ × dΩ(e); C
)

tel que

(U2φ) (σ, e) = − (iσ)
d−1
2

(2Sd−1)
1
2

(iσϕσe + πσe)

pour tous φ = (ϕ, π) ∈ h, σ ∈ R et e ∈ S
d−1. On désigne ici par Sd−1 le volume de la boule unité

en dimension d− 1. L’opérateur U2 est un isomorphisme unitaire.
En effet, c’est une isométrie puisque pour tout φ ∈ h,

‖U2φ‖2
L2

dσ×dΩ(e)
=

1

2Sd−1

∫

R

dσ

∫

Sd−1

dΩ(e) |σ|d−1 |iσϕσe + πσe|2

=
1

2Sd−1

∫

R

dσ

∫

Sd−1

dΩ(e) |σ|d−1 (σ2ϕ2
σe + π2

σe

)
.

En remarquant que les fonctions σ 7→
∫

Sd−1 ϕ
2
σedΩ(e) et σ 7→

∫
Sd−1 π

2
σedΩ(e) sont paires, on

obtient

‖U2φ‖2
L2

dσ×dΩ(e)
=

∫

R+

dσ

∫

Sd−1

dΩ(e)

Sd−1
|σ|d−1 (σ2ϕ2

σe + π2
σe

)

=

∫

Rd

(
|k|2 ϕ2

k + π2
k

)
dk

= ‖φ‖2
h .

De plus, l’image de U2 est dense dans L̂2
(
R × S

d−1,dσ × dΩ(e); C
)

pour la norme L2, puisqu’elle
contient les fonctions de C∞

0

(
R × S

d−1; C
)

s’annulant sur un voisinage de 0 en σ. En effet, soit
ψ ∈ C∞

0

(
R × S

d−1; C
)

s’annulant pour des valeurs de σ petites. Alors la fonction

(σ, e) 7→ −(2Sd−1)
1/2

(iσ)
d−1
2

ψ (σ, e) =: ψ̃ (σ, e)
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s’annule encore pour σ proche de 0 et est aussi dans C∞
0

(
R ⊗ S

d−1; R2
)
. En définissant les

fonctions paires ψ̃1 et ψ̃2 par

ψ̃1 (σ, e) =
ψ̃ (σ, e) + ψ̃ (−σ,−e)

2
, ψ̃2 (σ, e) =

ψ̃ (σ, e) − ψ̃ (−σ,−e)
2iσ

, (σ, e) ∈ R × S
d−1,

on obtient la décomposition

ψ (σ, e) = − (iσ)
d−1
2

(2Sd−1)
1/2

(
ψ̃1 (σ, e) + iσψ̃2 (σ, e)

)
.

Comme ψ̃1 et ψ̃2 sont uniques et paires, on obtient

ψ (−σ,−e) = − (iσ)
d−1
2

(2Sd−1)
1/2

(
ψ̃1 (σ, e) − iσψ̃2 (σ, e)

)
.

La relation de conjugaison définissant l’espace L̂2 permet de plus d’écrire

ψ (−σ,−e) = ψ (σ, e) = − (iσ)
d−1
2

(2Sd−1)
1/2

(
ψ̃1 (σ, e) − iσψ̃2 (σ, e)

)
.

En identifiant les deux expressions de ψ (−σ,−e) , on obtient que les fonctions ψ̃1 et ψ̃2 sont à

valeurs réelles. De plus,
∥∥∥
(
ψ̃1, ψ̃2

)∥∥∥
h

= ‖ψ‖L2
dσ×dΩ(e)

<∞ et
(
ψ̃1, ψ̃2

)
est donc un antécédent de

ψ par U2. On en conclut qu’on a bien l’isomorphisme unitaire

h ∼= L̂2(R × S
d−1,dσ × dΩ(e); C).

Puisque L̂2(R × S
d−1,dσ × dΩ(e); R2) ⊂ L2(R,dσ; R) ⊗ L2(Sd−1,dΩ(e); R2), on peut définir

Λ2 =
(
−∂2

σ + σ2
)1/2 ⊗ Λ0 sur h, avec Λ0 un opérateur réel, autoadjoint, défini positif et tel que

Λ−s
0 soit Hilbert-Schmidt pour tout s > 1, de sorte que Λ2 vérifie les mêmes propriétés. On note

Ss l’adhérence du domaine de
(
−∂2

σ + σ2
)s/2 pour la norme

‖f‖Ss :=
∥∥∥
(
−∂2

σ + σ2
)s/2

f
∥∥∥
L2

σ

.

Il est montré dans [71] que leur intersection est l’espace de Schwartz S. De plus, tous ces es-
paces Ss s’injectent continuement dans l’espace des distributions tempérées S ′. Le théorème
d’interpolation complexe (voir [5] pour l’énoncé) aboutit aux inégalités suivantes

∥∥eitσ
∥∥
Ss;Ss ≤ Ks 〈t〉|s| ,

∥∥eitσ − 1
∥∥
Ss+α;Ss ≤ Ks 〈t〉|s| |t|α,

pour tous 0 ≤ α ≤ 1, s ∈ R et t ∈ R. On en déduit que l’Hypothèse 5.5 est bien vérifiée.
Enfin, comme

U2

(
c
0

)
(σ, e) = − (iσ)

d+1
2

(2Sd−1)
1/2

cσe, U2

(
0

| · |2c

)
(σ, e) = − (iσ)

d−1
2

(2Sd−1)
1/2

σ2cσe,

l’hypothèse 5.7 est satisfaite, puisque pour tout s ∈ R,
∥∥∥
(
−∂2

σ + σ2
)s/2

σ
d+1
2 cσe

∥∥∥
L2

σ,e

<∞ et
∥∥∥
(
−∂2

σ + σ2
)s/2

σ
d+3
2 cσe

∥∥∥
L2

σ,e

<∞.
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5.7 Adaptation du modèle à une évolution dans un tore

Le but de cette section est d’adapter le modèle dans le cas où la particule n’évolue plus
dans R

n mais sur le tore T
n := R

n/Zn. Le modèle est alors identique à celui décrit sur R, aux
hypothèses concernant E1 (Hypothèse 5.7) près. Cette adaptation sera reprise dans le chapitre 7,
dans lequel on montre la relation d’Einstein à temps fini (Théorème 7.3) lorsque le système est
à l’équilibre thermique à l’état initial et réagit à la force F. La démonstration de ce théorème
nécessite la construction d’une mesure de probabilité invariante sur l’espace des phases. Lorsque
les particules évoluent dans R

n, on ne peut expliciter une telle mesure, du fait de l’intégration
sur R

n tout entier par rapport à la variable de position q. C’est pourquoi on étudiera dans ce
chapitre un modèle dans lequel on force les particules à rester confinées. On décrit ici brièvement
ce modèle.

5.7.1 Description

On considère une tribu F1 et une mesure µ1, non plus sur R
n mais sur le tore T

n, ainsi qu’un
sous-ensemble E1 de T

n tel que µ1(T
n\E1) = 0. En chaque point de E1, on place encore un bain

d’oscillateurs, toujours indexé par l’ensemble (E2,F2, µ2). On veut étudier l’évolution d’un point
(q, p, φ) ∈ T

n × R
n × Hres, où Hres a la même définition que dans le modèle précédent (voir

l’équation (5.7)), suivant les équations de mouvement suivantes :

q̇t = pt, (5.43)

ṗt = F + 〈φt,∇α (ξt)〉 , (5.44)

φt = etLresφ0 +

∫ t

0
Lrese

(t−τ)Lresα (ξτ ) dτ, (5.45)

avec α(ξ) défini à partir de la fonction ρ ∈ C∞(Tn) par l’équation (5.13).
Afin d’étendre l’espace de travail, on peut encore utiliser la décomposition

HR
∼= L2 (E1,dµ1; R) ⊗ h

ainsi que les opérateurs Λ1, Λ2 et Λ définis dans la section 5.3, dont les puissances −s, s > 1, sont
Hilbert-Schmidt. La construction des espaces Hs

res, s ∈ R, N = ∩s∈RHs
res et N ′ = ∪s∈RHs

res

est donc inchangée. On peut remarquer que l’espace

h :=

{
f = (f1, f2) : E2 → R

2 | ‖f‖2
h :=

∫

E2

dµ2(k)
(
ω2
kf

2
1,k + f2

2,k

)
<∞

}

est inchangé par rapport au chapitre 5, les conditions sur E2 n’ayant pas changé. On impose
donc toujours l’Hypothèse 5.5, qui ne porte que sur Λ2 et que nous rappelons pour mémoire.

Hypothèse 5.19. Pour tout f ∈ N et tout (s, t) ∈ R
2,

∥∥etLresf
∥∥
s

≤ Ks

(
1 + t2

)|s|/2 ‖f‖s , (5.46)
∥∥(etLres − 1

)
f
∥∥
s

≤ Ks

(
1 + t2

)|s|/2 |t|α ‖f‖s+α , ∀0 ≤ α ≤ 1. (5.47)

Par contre, les parties de l’Hypothèse 5.7 concernant Λ1 doivent être légèrement adaptées. En
particulier, l’estimation (5.26) n’a plus de sens telle quelle, |q| étant borné dans le cas présent.
La propriété de support compact de q 7→ Λ2

1∇ρ(x− q) est quant à elle naturellement supprimée,
les intégrations en x se faisant dorénavant sur le tore.
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Hypothèse 5.20. Il existe une constante K et un réel 2 < sc < 3 tel que, pour tout ξ = (q, p)
dans T

n × R
n, on ait

‖Λs1ρ (· − q)‖L2
µ1

≤ K, ‖Λs1∂iρ (· − q)‖L2
µ1

≤ K, ∀i ∈ [[1;n]], ∀1 ≤ s ≤ sc, (5.48)

∥∥∥∥Λs2
(
c·
0

)∥∥∥∥
h

<∞,

∥∥∥∥Λs2
(

0
ω2
· c·

)∥∥∥∥
h

<∞, ∀0 ≤ s ≤ sc. (5.49)

On suppose de plus que pour tout x ∈ E1, l’application q 7→ Λ2
1∇ρ (x− q) est C∞ (Tn) .

Enfin, la construction de la mesure de Gibbs est identique à celle faite dans la section 5.4,
celle-ci ne reposant que sur le caractère de Hilbert-Schmidt des opérateurs Λ−s, s > 1.

5.7.2 Exemples

On reprend les équivalents des deux exemples traités dans la section 5.5 pour l’ensemble
E1 dans le cas du mouvement dans le tore. Le but est de vérifier qu’ils satisfont la partie de
l’Hypothèse 5.20 portant sur E1, c’est-à-dire l’inégalité (5.48).

Le premier exemple, où E1 = Z
n, se transpose ici en card(E1) = 1, en considérant E1 =

Z
n ∩ [0; 1[n. Il est alors suffisant de prendre l’identité pour l’opérateur Λ1. Les inégalités (5.48)

sont alors satisfaites, la fonction ρ étant dans C∞ (Tn) .
Dans le deuxième exemple (sous-section 5.5.2), on place des bains d’oscillateurs en chaque

point de l’espace et on choisit donc E1 = T
n, identifié au cube [0; 1]n et muni de la mesure de

Lebesgue. On se restreint à la dimension n = 1 dans cet exemple afin de simplifier les notations,
le raisonnement étant identique en dimension supérieure. Une base de l’espace L2

(
T

1,R2
)

est la
base formée par les fonctions trigonométriques x 7→ 1, x 7→ cos(2πjx) et x 7→ sin(2πjx), j ∈ N

∗ :

f(x) = a0(f) +

∞∑

j=1

(aj(f) cos(2πjx) + bj(f) sin(2πjx)) , ∀x ∈ T
1, ∀f ∈ L2

(
T

1,R
)
,

où les aj(f), j ∈ N, et les bj(f), j ∈ N
∗, sont les coefficients de Fourier de la fonction f. On

définit l’opérateur Λ1 suivant :

Λ1f(x) = a0(f) +

∞∑

j=1

j (aj(f) cos(2πjx) + bj(f) sin(2πjx)) , ∀x ∈ T
1, ∀f ∈ L2

(
T

1,R
)
.

Cet opérateur est bien un opérateur défini positif, réel et autoadjoint dont les puissances Λ−s
1

sont Hilbert-Schmidt pour tout s > 1 puisque
∑

j∈N∗ j−2s < ∞ pour de telles valeurs de s.
L’Hypothèse 5.20 est alors satisfaite.

Proposition 5.21. Pour tout réel s, il existe une constante Ks telle que, pour tout ξ = (q, p)
dans R

2n, les inégalités

‖Λs1ρ (· − q)‖L2
µ1

≤ Ks, ‖Λs1∂iρ (· − q)‖L2
µ1

≤ Ks, ∀i ∈ [[1;n]], ∀1 ≤ s ≤ sc, (5.50)

soient satisfaites.

Démonstration. Pour tout s réel,

‖Λs1ρ(· − q)‖2 =
a0 (ρ(· − q))2

4
+

1

2

∑

j∈N∗
j2s
(
aj (ρ(· − q))2 + bj (ρ(· − q))2

)
.
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Or

a0 (ρ(· − q)) =

∫ 1

0
ρ(x− q)dx = a0 (ρ) ,

aj (ρ(· − q)) = 2

∫ 1

0
ρ(x− q) cos (2πjx) dx

= cos (2πjq) aj(ρ) − sin (2πjq) bj(ρ)

et

bj (ρ(· − q)) = 2

∫ 1

0
ρ(x− q) sin (2πjx) dx

= cos (2πjq) bj(ρ) + sin (2πjq) aj(ρ),

ce qui implique

‖Λs1ρ(· − q)‖2 =
a0 (ρ)2

4
+

1

2

∑

j∈N∗
j2s
(
aj (ρ)2 + bj (ρ)2

)
= ‖Λs1ρ‖2 .

Le fait que ρ soit de classe C∞ assure que cette série converge et

‖Λs1ρ(· − q)‖2 = ‖Λs1ρ‖2 <∞.

De même, en utilisant que, pour tout j ∈ N
∗,

a0

(
ρ′(· − q)

)
= 0, aj

(
ρ′(· − q)

)
= 2πjbj (ρ(· − q)) , bj

(
ρ′(· − q)

)
= −2πjaj (ρ(· − q)) ,

on obtient que ∥∥Λs1ρ′(· − q)
∥∥2
<∞.
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Chapitre 6

Théorèmes d’existence et de régularité

des solutions globales en temps

On s’intéresse dans ce chapitre à l’existence de solutions (ξt, φt) ∈ R
2n×N ′ (respectivement

T
n × R

n ×N ′) globales en temps pour les équations

q̇t = pt, (6.1)

ṗt = F + 〈φt;∇α (ξt)〉 , (6.2)

φt = etLresφ0 +

∫ t

0
Lrese

(t−τ)Lresα (ξτ ) dτ, (6.3)

dérivées dans le chapitre précédent, avec condition initiale dans R
2n × N ′ (respectivement

T
n × R

n × N ′). Dans le chapitre 1, la question de l’existence des solutions étudiées n’a pas
été évoquée mais est évidemment vérifiée. En effet, l’équation q̈(t) = F (q(t), t) admettait des
solutions globales en temps pour toute condition initiale, la fonction F ayant été choisie régulière
et uniformément bornée en q et t. Ici, par contre, il faut restreindre l’ensemble des conditions
initiales pour s’assurer de l’existence globale des solutions. On verra en effet dans une première
section qu’en dimension 1, on peut construire un exemple de solution avec condition initiale dans
R

2 ×N ′ explosant en temps fini, illustrant le fait que toute condition initiale dans R
2n ×N ′ ne

permet pas de construire une solution globale en temps. Par contre, on démontrera (sections 6.2
et 6.3) l’existence globale en temps de ces solutions pour toute condition initiale dans R

2 ×H−s
res

(respectivement T
n×R

n×H−s
res), avec 1 < s ≤ sc−1. On rappelle que ces espaces sont de mesure

pleine dans R
2 ×N ′ (respectivement T

n×R
n×N ′) pour la mesure de Gibbs µβres, construite sur

N ′ par la Proposition 5.11, et que cela implique en particulier l’existence de solutions globales
pour presque toute condition initiale dans R

2 ×N ′ (respectivement T
n × R

n ×N ′).

6.1 Une trajectoire partant à l’infini en temps fini

On se place, dans cette section, en dimension n = 1, dans le cas où (ξ, φ) évolue dans
R

2 ×N ′, et on construit un exemple simple de distribution initiale des oscillateurs pour laquelle
une particule accumule, au fur et à mesure des collisions, assez d’énergie pour partir en un temps
fini vers l’infini. On se restreint au cas où E1 = Z et E2 est un singleton. On suppose de plus que
la force F est nulle, que la fréquence des oscillateurs est ω = 1 et que la fonction ρ est la fonction
plateau sur le segment [−1/4; 1/4] : ρ (z) = 1 dès que |z| ≤ 1/4 et 0 sinon. Il s’agit en fait
du système utilisé dans les applications numériques du chapitre 1 et décrit dans la section 1.7,
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0
−c

x− 1 x x+ 1 x+ 2

p(x) p(x+1)

Fig. 6.1 – Illustration schématique du modèle. Une particule est en mouvement sur une ligne,
munie périodiquement (x ∈ Z) d’oscillateurs harmoniques oscillant perpendiculairement à la
trajectoire de la particule. Ces oscillateurs ont pour position d’équilibre 0, lors de l’évolution
libre. Lors d’une interaction avec la particule (q ∈ [x− 1/4;x + 1/4]), la position d’équilibre est
déplacée en −c < 0. On désigne par p(x) le moment de la particule lorsqu’elle se situe entre les
plots centrés en x− 1 et x.

dans lequel on considère maintenant une réaction des plots lors du passage de la particule. La
fonction ρ n’est pas de classe C∞ et ce modèle ne rentre pas exactement dans la classe de modèles
décrite dans le chapitre précédent. Cependant, les équations de mouvement restent similaires à
celles obtenues dans le chapitre précédent et le phénomène décrit ici donne une idée du type de
phénomène pouvant empêcher l’existence globale de solution dans les modèles où ρ est lisse.

À énergie finie, le Hamiltonien du modèle est

H (ξ, φ) =
p2

2
+

1

2

∑

x∈Z

(
ϕ(x)2 + π(x)2

)
+ c

∑

x∈Z

ρ (x− q)ϕ(x).

On peut, comme expliqué dans la section 1.7, calculer facilement une trajectoire en utilisant
la conservation de l’énergie. De l’expression du Hamiltonien, il découle que le moment p de la
particule est constant par morceaux, avec des sauts de vitesses ne se produisant que lorsque
la particule se trouve au bord d’un des segments [x − 1/4;x + 1/4], avec x ∈ Z. De plus, les
oscillateurs harmoniques oscillent autour de la hauteur 0 lorsqu’ils évoluent librement. Lors d’une
interaction avec la particule, ils oscillent autour de la hauteur −c : lorsque la particule se trouve
à l’intérieur d’un segment [x− 1/4;x + 1/4] , x ∈ Z, le terme d’interaction cρ(x − q)ϕ(x) fait
baisser la position d’équilibre de l’oscillateur centré en x en −c. Une illustration schématique de
ce modèle est donnée par la Figure 6.1.

On considère une trajectoire ayant pour condition initiale q0 = 1/4, p0 > 0 et pour tout
x ∈ Z, ϕ0(x)

2 + π0(x)
2 = |x|2z, avec z > 2. On choisira plus loin des valeurs exactes de ϕ0(x) et

π0(x) satisfaisant cette condition. En tous cas, quelles que soient ces valeurs, (q0, p0, φ0) est une
condition initiale dans l’espace R

2 × H−s
res pour tout s > 2z + 1, puisque pour tout s ∈ R, on a

(voir sections 5.5.1 et 5.6.1)

H−s
res =

{
φ = (ϕ, π) : Z → R

2

∣∣∣∣∣
∑

x∈Z

(|x| + 1)−s
(
ϕ(x)2 + π(x)2

)
<∞

}
.
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La particule part donc du bord droit de l’oscillateur centré en 0 et se dirige vers la droite, en
direction de celui centré en 1. On choisit les conditions initiales ϕ0(1) et π0(1) de façon à ce
que, après un temps (2p0)

−1 , à l’instant où la particule atteint le bord gauche de l’oscillateur
centré en 1, cet oscillateur ait une hauteur nulle et soit en train de monter : ϕ(2p0)−1(1) = 0 et
π(2p0)

−1(1) = 1z > 0. Ce choix est possible puisque cet oscillateur a jusqu’alors évolué librement,
suivant les équations de mouvement

ϕ̇t(1) = πt(1), π̇t(1) = −ϕt(1).

La conservation de l’énergie fait que la particule continue alors son mouvement vers la droite
sans changer de vitesse ; elle traverse donc la zone d’interaction en un temps (2p0)

−1 et arrive au
bord droit q = 1 + 1/4 de l’oscillateur à l’instant t = p−1

0 . La conservation de l’énergie permet
alors d’affirmer que la particule ne continue son chemin vers la droite que si

1

2
p2
0 + c sin

(
1

2p0

)
+ c2

(
cos

(
1

2p0

)
− 1

)
> 0,

et l’énergie cinétique p2/2 à la sortie est alors égale à cette somme. Or il existe une vitesse critique
p∗ > 0 telle que pour tout p ≥ p∗ et tout x ∈ N∗,

2cxz sin

(
1

2p

)
+ 2c2

(
cos

(
1

2p

)
− 1

)
≥ cxz

2p
.

On choisit donc p0 ≥ p∗ de sorte que p2−p2
0 ≥ c (2p)−1 . La particule a alors accéléré et continue

à se diriger vers la droite, en direction de l’oscillateur suivant, centré en 2.
On procède alors par récurrence, en introduisant les notations p(1) = p0 et t(1) = 0. Soit

x ∈ N
∗. On suppose que la particule arrive en q = x − 3/4 à l’instant t(x) et avec une vitesse

p(x) ≥ p∗; elle se dirige alors vers l’oscillateur centré en x et il lui faut un temps
(
2p(x)

)−1

pour atteindre le bord gauche de celui-ci. Ce nouvel oscillateur n’ayant pas encore été rencontré,
il a évolué librement jusqu’alors et on peut choisir ϕ0(x) et π0(x) de sorte qu’à l’instant t =

t(x) +
(
2p(x)

)−1
, on ait ϕt(x) = 0 et πt(x) = xz > 0. Avec cette hypothèse, la particule continue

son mouvement vers la droite, toujours avec la vitesse p(x), et atteint le bord droit de l’oscillateur
à l’instant t(x+1) := t(x) + 1/p(x). La conservation de l’énergie permet alors de définir la vitesse
p(x+1) à la sortie du plot par

(
p(x+1)

)2
=
(
p(x)

)2
+ 2cxz sin

(
1

2p(x)

)
+ 2c2

(
cos

(
1

2p(x)

)
− 1

)
,

ce qui implique la minoration suivante de la variation d’énergie
(
p(x+1)

)2
−
(
p(x)

)2
≥ cxz

2p(x)
.

La suite (p(x))x∈N∗ ainsi construite est croissante, à valeurs plus grandes que p∗ et il existe une
constante Kz > 0 telle que p(x) ≥ Kzx

1
3
(z+1). La suite des instants t(x) =

∑x
j=1 p

(j)−1
reste borné

uniformément en x puisque z > 2. La particule part donc à l’infini en un temps limx→∞ t(x) fini.
On a donc construit une solution maximale, avec une condition initiale dans un espace R

2 ×
H−s
res pour un certain s > 3, qui n’est pas globale en temps. L’explosion qui se produit est liée

au fait que l’espace H−s
res considéré ici permet aux oscillateurs d’avoir des énergies trop grandes :

lors des interactions, la particule accélère trop et part très rapidement en l’infini. Pour que la
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particule accélère moins, il faut empêcher les oscillateurs d’avoir une énergie trop grande et pour
cela, restreindre l’espace des conditions initiales. On verra dans la section 6.3 que dans le cas du
mouvement en dimension 1 ou sur le tore, restreindre les conditions initiales à l’espace R

2×H−s
res

(respectivement T
n × R

n ×H−s
res) avec 1 < s ≤ sc − 1 (où sc est défini dans l’Hypothèse 5.7) est

suffisant pour assurer l’existence de solutions globales pour toute condition initiale. Le cas du
mouvement dans R

n avec n ≥ 2 est plus délicat (voir la Remarque 6.4) et n’est pas résolu ici.

6.2 Existence de solutions locales en temps

Avant d’étudier l’existence d’un flot global, on commence par s’intéresser à l’existence de
solutions locales en temps. Comme indiqué précédemment, on choisit les conditions initiales
non pas dans R

2n × N ′ (respectivement T
n × R

n × N ′), mais dans les espaces R
2n × H−s

res

(respectivement T
n × R

n × H−s
res), pour 1 < s ≤ sc − 1. La minoration de s par 1 assure que

les H−s
res considérés sont de mesure pleine dans N ′ : pour s plus petit que 1, l’espace H−s

res est
trop petit pour être intéressant. On impose de plus la majoration de s par sc − 1 pour pouvoir
utiliser l’Hypothèse 5.7. Pour des espaces H−s

res plus gros (s > sc − 1), on perd le contrôle sur
la fonction α (voir le Lemme 5.8) et les diffuseurs peuvent avoir une énergie très élevée, comme
dans l’exemple développé dans la section précédente.

Théorème 6.1. On suppose les Hypothèses 5.5 et 5.7 satisfaites. Alors, pour tout 1 < s ≤ sc−1
et toute dimension n ∈ N

∗, les équations Hamiltoniennes (6.1)-(6.3) définissent un flot local
(ξt, φt) sur R

2n ×H−s
res de classe C1 par rapport à t.

Démonstration. En définissant ψt := e−tLresφt, on peut réécrire le système d’équations (6.1)-
(6.3) :

q̇t = pt,

ṗt = F +
〈
etLresψt;∇α (ξt)

〉
,

ψt = φ0 +

∫ t

0
Lrese

−τLresα (ξτ ) dτ,

ou encore, puisque d’après le Lemme 5.8, Lresα (ξ) appartient à H−s
res pour tout ξ ∈ R

2n,

q̇t = pt, (6.4)

ṗt = F +
〈
etLresψt;∇α (ξt)

〉
, (6.5)

ψ̇t = Lrese
−tLresα (ξt) , (6.6)

avec ψ0 = φ0. L’opérateur e−tLres étant un isomorphisme unitaire de R
2n×H−s

res dans lui-même,
chercher des solutions dans R

2n × H−s
res au système (6.1)-(6.3) est équivalent à chercher des

solutions dans R
2n ×H−s

res pour ce nouveau système.
On introduit la notation

Θ :=



t
ξ
ψ


 =




t
q
p
ψ


 ∈ R × R

2n ×H−s
res. (6.7)

Le vecteur

Θt =



t
ξt
ψt



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est solution de l’équation différentielle autonome

dΘt

dt
= X (Θt) , (6.8)

avec pour tout Θ ∈ R × R
2n ×H−s

res,

X (Θ) =




1
p

F +
〈
etLresψ;∇α (ξ)

〉

Lrese
−tLresα (ξ)


 . (6.9)

L’Hypothèse 5.7 et le Lemme 5.8 assurent que le champ de vecteurs X est à valeurs dans R ×
R

2n ×H−s
res. On munit cet espace d’une norme encore notée ‖·‖−s définie par

‖Θ‖−s := |t| + |q| + |p| + ‖ψ‖−s , ∀Θ ∈ R × R
2n ×H−s

res. (6.10)

Le lemme suivant, démontré en fin de section, permet de conclure.

Lemme 6.2. La fonction X, définie par (6.9), est localement Lipschitzienne sur R×R
2n×H−s

res,
pour tout 1 < s ≤ sc−1, c’est-à-dire que pour tout Θ0 ∈ R×R

2n×H−s
res, il existe deux constantes

a et K strictement positives, K dépendant de a et Θ0, telles que pour tous Θ1 et Θ2 dans le
voisinage V de Θ0 défini par

V =
{
Θ ∈ R × R

2n ×H−s
res, ‖Θ− Θ0‖−s < a

}
,

on ait
‖X (Θ1) −X (Θ2)‖−s ≤ K ‖Θ1 − Θ2‖−s .

En effet, le théorème de Cauchy-Lipschitz donne alors l’existence, pour toute condition initiale
Θ0 ∈ R × R

2n × H−s
res, d’une solution locale pour l’équation (6.8) de classe C1 par rapport au

temps. On conclut à l’existence locale de solutions (ξt, φt) =
(
ξt, e

tLresψt
)

aux équations (6.1)-
(6.3), pour toute condition initiale (ξ0, φ0) = (ξ0, ψ0) ∈ R

2n ×H−s
res en t = 0.

Pour que la preuve du théorème soit complète, il reste à démontrer le Lemme 6.2.
Démonstration du Lemme 6.2. Soient Θ1 et Θ2 appartenant à V. Comme

X (Θ1) −X (Θ2) =




0
p1 − p2〈

et1Lresψ1;∇α (ξ1)
〉
−
〈
et2Lresψ2;∇α (ξ2)

〉

Lrese
t1Lresα (ξ1) − Lrese

t2Lresα (ξ2)


 , (6.11)

on a la majoration

‖X (Θ1) −X (Θ2)‖−s ≤ |p1 − p2| +
∣∣〈(et1Lres − et2Lres

)
ψ1;∇α (ξ1)

〉∣∣ (6.12)

+
∣∣〈et2Lres (ψ1 − ψ2) ;∇α (ξ1)

〉∣∣ (6.13)

+
∣∣〈et2Lresψ2;∇ (α (ξ1) − α (ξ2))

〉∣∣ (6.14)

+
∥∥Lres

(
et1Lres − et2Lres

)
α (ξ1)

∥∥
−s (6.15)

+
∥∥Lreset2Lres (α (ξ1) − α (ξ2))

∥∥
−s . (6.16)

On va majorer chacun des termes, un par un, pour conclure.
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– Terme (6.12) : Par la définition (5.25), on a

∣∣〈(et1Lres − et2Lres
)
ψ1;∇α (ξ1)

〉∣∣ =
∣∣∣
〈
Λ−sψ1; Λ

se−t2Lres

(
e(t2−t1)Lres − 1

)
∇α (ξ1)

〉∣∣∣ ,

et l’inégalité de Schwarz et l’Hypothèse 5.5 impliquent
∣∣〈(et1Lres − eLrest2

)
ψ1;∇α (ξ1)

〉∣∣ ≤ ‖ψ1‖−s ×K 〈t2〉|s| 〈t1 − t2〉|s| |t1 − t2| ‖∇α (ξ1)‖s+1

≤ K|t1 − t2| ‖∇α (ξ1)‖s+1 ,

car V est borné. Puisque

‖∇α (ξ1)‖s+1 =
∥∥Λs+1

1 ∇ρ (· − q1)
∥∥
L2

µ1

∥∥∥∥Λs+1
2 c(y)

(
1
0

)∥∥∥∥
h

,

on obtient par l’Hypothèse 5.7
‖∇α (ξ1)‖s+1 ≤ K,

et on conclut ∣∣〈(et1Lres − et2Lres
)
ψ1;∇α (ξ1)

〉∣∣ ≤ K |t1 − t2| .
– Terme (6.13) : On utilise la même méthode que pour le terme (6.12) :

∣∣〈et2Lres (ψ1 − ψ2) ;∇α (ξ1)
〉∣∣ =

∣∣〈Λ−s (ψ1 − ψ2) ; Λse−t2Lres∇α (ξ1)
〉∣∣

≤ ‖ψ1 − ψ2‖−s
∥∥e−t2Lres∇α (ξ1)

∥∥
s

≤ K ‖ψ1 − ψ2‖−s .

– Terme (6.14) : Un raisonnement similaire aux deux premiers implique
∣∣〈et2Lresψ2;∇ (α (ξ1) − α (ξ2))

〉∣∣ =
∣∣〈Λ−sψ2; Λ

se−t2Lres∇ (α (ξ1) − α (ξ2))
〉∣∣

≤ K ‖∇ (α (ξ1) − α (ξ2))‖s .

Par définition de s et sc, on a s ≤ sc−1 < 2 < sc. Puisque les espaces Hs
res sont décroissants,

on a alors ∣∣〈et2Lresψ2;∇ (α (ξ1) − α (ξ2))
〉∣∣ ≤ K ‖∇ (α (ξ1) − α (ξ2))‖2 .

De plus, d’après l’Hypothèse 5.7, la fonction q 7→ Λ2
1∇ρ (x− q) est une fonction dans C∞

c ;
il existe donc un compact B, dépendant de V mais pas de q1 et q2, tel que

|Λs1 (∇ρ (x− q1) −∇ρ (x− q2))| ≤ K |q1 − q2| 11B(x).

Par conséquent,
‖∇ (α (ξ1) − α (ξ2))‖2 ≤ K |q1 − q2| ,

et on conclut ∣∣〈et2Lresψ2;∇ (α (ξ1) − α (ξ2))
〉∣∣ ≤ K |q1 − q2| .

– Terme (6.15) : L’opérateur Lres commute avec les opérateurs et2Lres et eLres(t1−t2)−1. Cela
permet d’écrire, en utilisant les Hypothèses 5.5 et 5.7,

∥∥Lres
(
et1Lres − et2Lres

)
α (ξ1)

∥∥
−s ≤ K 〈t2〉s

∥∥∥Lres
(
eLres(t1−t2) − 1

)
α (ξ1)

∥∥∥
−s

≤ K 〈t2〉s 〈t1 − t2〉s |t1 − t2| ‖Lresα (ξ1)‖−s+1 .
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Comme s > 1, −s+ 1 < 0 et la décroissance des espaces Hs
res implique

∥∥Lres
(
et1Lres − et2Lres

)
α (ξ1)

∥∥
−s ≤ K 〈t2〉s 〈t1 − t2〉s |t1 − t2| ‖Lresα (ξ1)‖ .

Puisque V est borné, on conclut
∥∥Lres

(
et1Lres − et2Lres

)
α (ξ1)

∥∥
−s ≤ K |t1 − t2| .

– Terme (6.16) : En faisant commuter Lres et et2Lres et en utilisant l’Hypothèse 5.5, on peut
écrire

∥∥Lreset2Lres (α (ξ1) − α (ξ2))
∥∥
−s ≤ K ‖Lres (α (ξ1) − α (ξ2))‖−s

≤ K ‖Lres (α (ξ1) − α (ξ2))‖ .
De la même façon que pour le terme ‖∇ (α (ξ1) − α (ξ2))‖2 étudié lors de la majoration du
terme (6.14), on peut montrer

‖Lres (α (ξ1) − α (ξ2))‖ ≤ K |q1 − q2|
en utilisant le fait que ρ est dans C∞

c , ainsi que l’Hypothèse 5.7.
Tous les termes ont été majorés et la conclusion du lemme suit.

Cette démonstration s’adapte au cas où l’évolution de la particule se fait dans un tore décrit
dans la section 5.7, en remplaçant l’Hypothèse 5.7 par l’Hypothèse 5.20. On a donc pour ce
système aussi existence locale de solutions pour toute condition initiale dans R

2n × H−s
res, 1 <

s ≤ sc − 1.

6.3 Résultat d’existence globale

Une fois l’existence du flot local démontrée, on s’attache à étendre ce flot en un flot global.
Il faut pour cela s’assurer que les solutions locales n’explosent pas en temps fini. On démontre
ici un résultat d’existence de solutions globales en dimension n = 1.

Théorème 6.3. On suppose n = 1 et les Hypothèses 5.5 et 5.7 satisfaites. Alors, pour tout
1 < s ≤ sc − 1, les équations Hamiltoniennes (6.1)-(6.3) définissent un flot global (ξt, φt) sur
R

2 ×H−s
res. De plus, t 7→ (ξt, φt) est de classe C1 sur R.

Démonstration. Pour prouver que le flot local, dont l’existence est assurée par le Théorème 6.1,
peut être étendu à un flot global, on utilise la conservation de l’énergie de la particule. Elle se
traduit par

p2
t

2
− p2

0

2
= F (qt − q0) −

∫ t

0
dτ

〈
φ0 +

∫ τ

0
dτ ′Lrese

−τ ′Lresα (ξτ ′) ; e−τLres
d

dτ
α (ξτ )

〉
. (6.17)

On définit la fonction φ̃t comme suit :
(
φ̃t

)
k
(x) =

∫ t

0
dτe−LBτ d

dτ
(α (ξτ ))k (x) , ∀ (x, k) ∈ E1 × E2, ∀t ∈ R. (6.18)

Par une intégration par parties dans son intégrale par rapport à τ ′, l’équation (6.17) devient

p2
t

2
− p2

0

2
= F (qt − q0) +

∫ t

0
dτ

〈
−φ0 + e−τLresα (ξτ ) − α (ξ0) − φ̃τ ;

d

dτ
φ̃τ

〉

= F (qt − q0) −
〈
φ0 + α (ξ0) ; φ̃t

〉
− 1

2

(∥∥∥φ̃t
∥∥∥

2
−
∥∥∥φ̃0

∥∥∥
2
)

+
1

2

(
‖α (ξt)‖2 − ‖α (ξ0)‖2

)
.
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Par définition de φ̃t, on a φ̃0 = 0. Donc on a :

p2
t

2
− p2

0

2
= F (qt − q0) −

〈
φ0 + α (ξ0) ; φ̃t

〉
− 1

2

∥∥∥φ̃t
∥∥∥

2
+

1

2

(
‖α (ξt)‖2 − ‖α (ξ0)‖2

)
.

L’introduction des fonctions Λs dans cette égalité et l’inégalité de Schwarz permettent alors de
majorer |pt|2 :

p2
t ≤ p2

0 + 2 |F | |qt − q0| + 2
∥∥Λ−sφ0

∥∥
∥∥∥Λsφ̃t

∥∥∥+ 2 ‖α (ξ0)‖
∥∥∥φ̃t
∥∥∥−

∥∥∥φ̃t
∥∥∥

2
+ ‖α (ξt)‖2 − ‖α (ξ0)‖2

≤ p2
0 + 2 |F | |qt − q0| + 2

∥∥Λ−sφ0

∥∥
∥∥∥Λsφ̃t

∥∥∥+ ‖α (ξt)‖2 . (6.19)

Par une intégration par parties dans la définition (6.18) de φ̃t, puis en utilisant la première
inégalité de l’Hypothèse 5.5, ainsi que l’Hypothèse 5.7, on majore la norme s de φ̃t :

∥∥∥φ̃t
∥∥∥
s

≤
∥∥e−tLresα (ξt)

∥∥
s
+ ‖α (ξ0)‖s +

∣∣∣∣
∫ t

0

∥∥Lrese−τLresα (ξτ )
∥∥
s
dτ

∣∣∣∣

≤ Ks 〈t〉s ‖α (ξt)‖s +Ks +Ks

∣∣∣∣
∫ t

0
〈τ〉s ‖Lresα (ξτ )‖s dτ

∣∣∣∣

≤ Ks 〈t〉s 〈qt〉s +Ks +Ks

∣∣∣∣
∫ t

0
〈τ〉s 〈qτ 〉s dτ

∣∣∣∣

≤ K 〈t〉s+1

(
1 + max

τ∈[−|t|;|t|]
|qτ |s

)
, (6.20)

où on rappelle 〈t〉 =
√

1 + t2. En posant h (t) = maxτ∈[−|t|;|t|] |qτ | et puisque ‖α(ξ)‖ = ‖α(ξ)‖0

est borné (Lemme 5.8), on obtient finalement une majoration du carré de la vitesse :

|pt|2 ≤ |p0|2 + 4 |F |h(t) +K 〈t〉s+1 (1 + h(t)s) +K

≤ K 〈t〉s+1 (1 + h(t)s) ,

puisque s > 1. En passant à la racine, on trouve donc

|pt| ≤ K 〈t〉 s+1
2 (1 + h(t)s)1/2 ≤ K 〈t〉 s+1

2 (1 + h(t))s/2 . (6.21)

L’application t 7→ qt étant de classe C1, la fonction h est continue et dérivable presque partout
(au sens de la mesure de Lebesgue) et pour tout T > 0, on a :

dh(t)

dt
≤ |pt| ≤ K 〈t〉 s+1

2 (1 + h(t))s/2 , (6.22)

pour presque tout |t| ≤ T. L’intégration de (1 + h(t))−s/2 ḣ(t) donne

(
1 − s

2

)−1 (
(1 + h(t))1−s/2 − (1 + |q0|)1−s/2

)
≤ K 〈T 〉 s+1

2 T (6.23)

pour tout |t| ≤ T. Puisqu’on s’est restreint aux s < 2, 1− s/2 est strictement positif. Aussi h(t),
ainsi que qt, restent bornés tant que t < T, pour tout T fini. De l’inégalité (6.21), on déduit
qu’alors pt reste également borné sur l’intervalle [−T, T ] . Enfin, en utilisant l’égalité (6.3) et les
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Hypothèses 5.5 et 5.7, on obtient pour tout t ∈ [−T, T ]

‖φt‖−s ≤ K 〈t〉s ‖φ0‖−s +K 〈t〉2s
∣∣∣∣
∫ t

0
‖Lresα (ξτ )‖−s dτ

∣∣∣∣

≤ K 〈T 〉s ‖φ0‖−s +K 〈T 〉2s
∣∣∣∣
∫ t

0
‖Lresα (ξτ )‖s dτ

∣∣∣∣

≤ K 〈T 〉s ‖φ0‖−s +K 〈T 〉2s
∣∣∣∣
∫ t

0
〈qτ 〉s dτ

∣∣∣∣
≤ K 〈T 〉s ‖φ0‖−s +K 〈T 〉2s Th(t)s
< +∞.

Au final, les solutions des équations Hamiltoniennes (6.1)-(6.3) ne peuvent pas atteindre le bord
de l’espace R

2 × H−s
res en un temps fini. On peut donc les étendre à des solutions globales et le

théorème est démontré.

Remarques 6.4. (i) La borne s ≤ sc − 1 < 2, nécessaire dans la démonstration pour que
l’estimation (6.23) implique bien une majoration de |q(t)|, coïncide avec l’exemple de trajectoire
développé dans la section 6.1. En effet, pour un choix trop élevé de s, une particule peut acquérir
assez d’énergie pour partir à l’infini en temps fini, ce qui signifie que les conditions initiales de
cette trajectoire ne sont pas associées à une solution globale en temps.
(ii) La démonstration du Théorème 6.3 n’est pas adaptable, telle qu’elle, en dimension plus grande
que 1. En effet, en dimension n quelconque, l’estimation (6.22) devient

dh(t)

dt
≤ K 〈t〉 s+1

2 (1 + h(t))
ns
2 ,

qui, une fois intégrée, se réécrit
(
1 − n

s

2

)−1 (
(1 + h(t))1−ns/2 − (1 + |q0|)1−ns/2

)
≤ K 〈T 〉 s+1

2 T.

Cette estimation n’implique une majoration de |q(t)| que lorsque 1 − ns/2 > 0, c’est-à-dire
s < 2/n. Lorsque n ≥ 2, on n’est donc assuré de l’existence globale des solutions que pour les
conditions initiales dans des espaces H−s

res, avec s < 1, qui ne sont plus de mesure pleine.
Lorsque s > 1, les espaces H−s

res sont de mesure pleine mais le réservoir peut avoir une énergie
plus grande (voir l’Hypothèse 5.7) et peut donc, pour certaines conditions initiales particulières,
transmettre trop d’énergie à la particule pour avoir une solution globale en temps, à l’instar du
phénomène décrit en dimension 1 dans la section 6.1. Les conditions initiales provoquant des
explosions en temps fini semblent néanmoins improbables et l’existence de solutions globales en
temps pour presque toute condition initiale dans R

2n × N ′ et en dimension n ≥ 2 pourrait se
démontrer par des arguments probabilistes prouvant que l’ensemble des conditions initiales dans
H−s
res, avec s > 1, provoquant une explosion est de mesure nulle.

Dans le modèle décrit dans la section 5.7, où la particule évolue sur un tore, l’existence globale
des solutions est assurée en toutes dimensions par le même raisonnement que celui utilisé dans
le théorème précédent. Ceci est dû au fait que l’Hypothèse 5.20 donne une majoration plus forte
sur Λs1ρ que celle donnée par l’Hypothèse 5.7.

Théorème 6.5. On se place dans le modèle du tore décrit dans la section 5.7 et on suppose les
Hypothèses 5.5 et 5.20 satisfaites. Alors, pour tout 1 < s ≤ sc − 1, les équations Hamiltoniennes
(6.1)-(6.3) définissent un flot global (ξt, φt) sur T

n×R
n×H−s

res. De plus, t 7→ (ξt, φt) est de classe
C1 sur R.
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Démonstration. La démonstration est similaire à celle du Théorème 6.3, et on peut majorer
l’énergie cinétique à l’instant t par

|pt|2 ≤ |p0|2 + 2 |F |
∣∣∣∣
∫ t

0
pτdτ

∣∣∣∣+ 2
∥∥Λ−sφ0

∥∥
∥∥∥Λsφ̃t

∥∥∥+ ‖α (ξt)‖2

avec
∥∥∥φ̃t
∥∥∥
s
≤ K 〈t〉s+1 . En désignant par

h(t) = maxτ∈[−|t|;|t|]

∣∣∣∣
∫ τ

0
pτ ′dτ

′
∣∣∣∣

le déplacement maximal sur l’intervalle de temps [−|t|; |t|], on obtient

dh(t)

dt
≤ |pt| ≤ K 〈t〉(s+1)/2 (1 + h(t))1/2 .

L’intégration de (1 + h(t))−1/2 ḣ(t) donne

2
(
(1 + h(t))1/2 − (1 + |q0|)1/2

)
≤ K 〈T 〉 s+1

2 T (6.24)

pour tout |t| ≤ T. On conclut alors de la même façon que dans la démonstration du Théorème 6.3.

6.4 Continuité par rapport à F

La fin de ce chapitre est consacrée à l’étude de la régularité des solutions du système par
rapport à la force extérieure F. On ne développera que le cas où les particules évoluent dans R,
le cas de l’évolution dans un tore étant similaire. Les résultats de cette section et de la suivante
sont des adaptations en dimension infinie des théorèmes de régularité de solutions d’équations
différentielles ordinaires en dimension finie démontrés dans [68]. La première étape est l’étude de
la continuité par rapport à F des solutions.

Théorème 6.6. Les solutions sont continues par rapport à F, c’est-à-dire pour tout t réel et
toute condition initiale (t0, ξ0, φ0) ∈ R × R

2 ×H−s
res, 1 < s ≤ sc − 1, la fonction

F 7→
(
ξFt (t0, ξ0, φ0), φ

F
t (t0, ξ0, φ0)

)

est continue sur R.

Démonstration. Puisqu’on a la décomposition
(
ξFt , φ

F
t

)
=
(
ξFt , e

tLresψFt
)

et que l’opérateur etLres

ne dépend pas de F, il suffit de montrer que la fonction F 7→
(
ξFt (Θ0), ψ

F
t (Θ0)

)
est continue sur

R, pour toute condition initiale Θ0 ∈ R × R
2 × H−s

res avec ψ0 := e−t0Lresφ0. On reprend ici la
notation Θ = (t, ξ, ψ) introduite dans l’équation (6.7).

Soit (Θ0, F
∗) une condition initiale dans R

3 ×H−s
res × R et soient t1 et t2 deux réels vérifiant

−∞ < t1 ≤ t0 ≤ t2 < +∞. Pour tous a et b strictement positifs, on définit l’ensemble

Π−s =

{
(Θ, F ) ∈ R

3 ×H−s
res × R, t1 ≤ t ≤ t2,

∥∥∥Θ − ΘF ∗
t

∥∥∥
−s

≤ a, |F − F ∗| ≤ b

}
.

On rappelle que la norme ‖ · ‖−s sur R
3 × H−s

res est définie par l’équation (6.10). Les couples
(ΘF ∗

t , F ∗) appartiennent à Π−s, pour tout t1 ≤ t ≤ t2, et Π−s est un cylindre d’axe l’axe du
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temps t. C’est de plus un fermé borné dans R
3 ×H−s

res × R, l’ensemble
{
ΘF ∗
t , t1 ≤ t ≤ t2

}
étant

lui-même un fermé borné de R
3 ×H−s

res. Enfin, la continuité de la solution t 7→ ΘF ∗
t implique que

Π−s est d’intérieur non vide, puisqu’on peut trouver ε > 0 tel que la boule centrée en (ΘF ∗
t0 , F

∗)
et de rayon ε soit incluse dans Π−s.

Soit F ∈ R tel que |F − F ∗| ≤ b. On va montrer que pour tout t1 ≤ t ≤ t2, (t, ξFt , ψ
F
t , F )

appartient aussi à Π−s et qu’il existe une constante K indépendante de F et F ∗ telle que
∥∥∥(t, ξFt , ψFt ) − (t, ξF

∗
t , ψF

∗
t )
∥∥∥
−s

≤ K |F − F ∗| .

Tout d’abord,
(
ΘF
t0 , F

)
= (Θ0, F ) est un élément de Π−s. Aussi, lorsqu’on fait tendre t vers

+∞, le point (ΘF
t , F ) quitte Π−s et on note r2 le premier instant après t0 auquel le point sort

de Π−s :
r2 := inf

{
t ≥ t0 | (ΘF

t , F ) /∈ Π−s
}
.

Cela implique en particulier t0 < r2 ≤ t2. Symétriquement, en faisant décroître t à partir de t0,
on définit t1 ≤ r1 < t0 comme étant le dernier instant où le point (ΘF

t , F ) entre dans Π−s avant
t0 :

r1 := sup
{
t ≤ t0 | (ΘF

t , F ) /∈ Π−s
}
.

Une intégration de l’équation (6.8), pour tout temps t0 ≤ t ≤ r2, implique

∥∥∥ΘF
t − ΘF ∗

t

∥∥∥
−s

=

∥∥∥∥
∫ t

t0

(
XF

(
ΘF
τ

)
−XF ∗

(
ΘF ∗
τ

))
dτ

∥∥∥∥
−s

≤
∫ t

t0

∥∥∥XF
(
ΘF
τ

)
−XF

(
ΘF ∗
τ

)∥∥∥
−s

dτ +

∫ t

t0

∥∥∥XF
(
ΘF ∗
τ

)
−XF ∗

(
ΘF ∗
τ

)∥∥∥
−s

dτ.

D’après la définition de XF , donnée par l’équation (6.9), on a

XF
(
ΘF ∗
τ

)
−XF ∗

(
ΘF ∗
τ

)
=




0
0

F − F ∗

0


 .

Comme l’opérateur XF est localement lipschitzien (Lemme 6.2), on obtient l’inégalité :

∥∥∥ΘF
t − ΘF ∗

t

∥∥∥
−s

≤ K

∫ t

t0

∥∥∥ΘF
τ − ΘF ∗

τ

∥∥∥
−s

dτ + (t2 − t1) |F − F ∗| , (6.25)

ce qui permet d’appliquer le lemme de Gronwall :
∥∥∥ΘF

t − ΘF ∗
t

∥∥∥
−s

≤ (t2 − t1) |F − F ∗| eK(t−t0)

≤ K2 |F − F ∗| .

En restreignant le choix de F à |F − F ∗| < min(a/K2, b), on conclut que r2 = t2 et que pour
tout t dans [t0, t2] , on a ∥∥∥ΘF

t − ΘF ∗
t

∥∥∥
−s

≤ K2 |F − F ∗| .

On traite de la même façon le cas des temps antérieurs à t0 pour trouver r1 = t1 et l’existence
d’une constante K1 telle que pour tout t ∈ [t1, t0] et tout F vérifiant |F − F ∗| < min(a/K1, b),
on ait ∥∥∥ΘF

t − ΘF ∗
t

∥∥∥
−s

≤ K1 |F − F ∗| .
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Finalement, on peut trouver deux constantes K et K ′ strictement positives telles que pour
tout t ∈ [t1; t2] et pour tous F et F ∗ avec |F − F ∗| < K ′, on ait

∥∥∥ΘF
t − ΘF ∗

t

∥∥∥
−s

≤ K |F − F ∗| .

D’où la continuité par rapport à F.

6.5 Dérivabilité par rapport à F

Une fois la continuité démontrée, on s’intéresse à la dérivabilité de
(
ξFt , φ

F
t

)
par rapport à

F. On ne traitera ici que le cas où (ξ, φ) ∈ R
2 × H−s

res, 1 < s ≤ sc − 1, le cas où l’évolution des
particules se passe dans le tore se traitant de façon similaire.

Théorème 6.7. On considère n = 1. Pour tout instant t ∈ R et toute condition initiale
(t0, ξ0, φ0) ∈ R × R

2 ×H−s
res, 1 < s ≤ sc − 1, la fonction

F 7→
(
ξFt (t0, ξ0, φ0) , φ

F
t (t0, ξ0, φ0)

)

est de classe C1.

Démonstration. Pour montrer la dérivabilité de ΘF
t par rapport à F, on étudie les taux d’ac-

croissement, définis pour F 6= F ∗ par

Ψ(t, F, F ∗) =
ΘF
t − ΘF ∗

t

F − F ∗ =




0
Ψ1(t, F, F

∗)
Ψ2(t, F, F

∗)
Ψ3(t, F, F

∗)


 ,

où Ψ1 et Ψ2 sont à valeurs réelles et Ψ3 est à valeurs dans H−s
res. D’après le Théorème 6.3, Ψ est

de classe C1 par rapport à t. En utilisant l’équation (6.8), on obtient que sa dérivée temporelle
vaut :

Ψ̇(t, F, F ∗) =
XF

(
ΘF
t

)
−XF ∗ (

ΘF ∗
t

)

F − F ∗ .

La définition de XF et XF ∗
, donnée par l’équation (6.9), permet d’écrire

Ψ̇1(t, F, F
∗) = Ψ2(t, F, F

∗),

Ψ̇2(t, F, F
∗) = 1 +

(
etLresψFt ;α′(ξFt )

)
−
(
etLresψF

∗
t ;α′(ξF

∗
t )
)

F − F ∗ ,

Ψ̇3(t, F, F
∗) = Lrese

tLres
α(ξFt ) − α(ξF

∗
t )

F − F ∗ ,

pour tout (t, F, F ∗) ∈ R
3, F 6= F ∗, et où α′(ξ)(x, y) = ρ′(x− q)c(y)

(
1
0

)
.

D’après le lemme d’Hadamard, il existe des fonctions h et h′ définies sur R
2, de classe C∞

c

par rapport à leurs deux variables, telles que

ρ(x− qFt ) − ρ(x− qF
∗

t ) = h
(
x− qFt , x− qF

∗
t

)(
qFt − qF

∗
t

)
,

ρ′(x− qFt ) − ρ′(x− qF
∗

t ) = h′
(
x− qFt , x− qF

∗
t

)(
qFt − qF

∗
t

)
.
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Ces deux fonctions sont continues par rapport à (t, F, F ∗) (puisque qFt et qF
∗

t le sont), de classe
C1 par rapport à t et satisfont pour tout q ∈ R

h(x− q, x− q) = ρ′(x− q) h′(x− q, x− q) = ρ′′(x− q).

En définissant les fonctions h̃ et h̃′ par

h̃(t, F, F ∗)k(x) := h
(
x− qFt , x− qF

∗
t

)
ck

(
1
0

)
,

h̃′(t, F, F ∗)k(x) := h′
(
x− qFt , x− qF

∗
t

)
ck

(
1
0

)
,

pour tout x ∈ E1 et tout k ∈ E2, on réécrit le système dont Ψ est solution :

Ψ̇1 = Ψ2, (6.26)

Ψ̇2 = 1 +
〈
etLresΨ3;α

′(ξFt )
〉

+ Ψ1

〈
etLresφF

∗
t ; h̃′(t, F, F ∗)

〉
, (6.27)

Ψ̇3 = Ψ1Lrese
tLres h̃(t, F, F ∗), (6.28)

que l’on réécrira pour simplifier

Ψ̇(t, F, F ∗) = Y (t, F, F ∗) (Ψ(t, F, F ∗)) ,

avec pour condition initiale Ψ(0, F, F ∗) = 0. Le lemme suivant permet de conclure.

Lemme 6.8. Pour tout Θ0 ∈ R
3 ×H−s

res et tout couple (F,F ∗) ∈ R
2, l’équation différentielle

χ̇(t, F, F ∗) = Y (t, F, F ∗) (χ(t, F, F ∗))

admet une solution globale en temps avec condition initiale nulle et l’application (t, F, F ∗) 7→
χ(t, F, F ∗) est continue sur R

3.

En effet, on obtient

∂FΘF
t

∣∣
F=F1

= lim
F2→F1

Ψ(t, F1, F2) = lim
F2→F1

χ(t, F1, F2) = χ(t, F1, F1),

où, d’après le lemme, χ(t, F1, F1) est défini pour tout t et F1 réels, et est continu par rapport à
ces deux variables. On en conclut que ∂FΘF

t est lui aussi défini et continu, et le théorème est
démontré.

Reste à démontrer le Lemme 6.8.
Démonstration du Lemme 6.8. On réécrit les équations (6.26)-(6.28) satisfaites par

χ = (0, χ1, χ2, χ3) ∈ R × R
2 ×H−s

res :

χ̇1 = χ2 (6.29)

χ̇2 = 1 +
〈
etLresχ3;α

′(ξFt )
〉

+
〈
etLresφF

∗
t , h̃′(t, F, F ∗)

〉
χ1 (6.30)

χ̇3 = Lrese
tLres h̃(t, F, F ∗)χ1. (6.31)

On sait que les fonctions (t, F ) 7→ α′(ξFt ) et (t, F, F ∗) 7→
〈
etLresφF

∗
t ; h̃′(t, F, F ∗)

〉
sont des

fonctions de classe C1 par rapport à t et continues par rapport à F et F ∗, d’après le Théorème
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6.6 et l’Hypothèse 5.5. Pour prouver le lemme, il suffit de montrer que ce système admet pour
tous paramètres F et F ∗ des solutions globales, continues par rapport à ces deux paramètres. On
va donc naturellement décomposer la preuve en trois étapes : d’abord l’existence d’un flot local,
qu’on étendra ensuite en un flot global, et enfin la continuité. Les raisonnements sont identiques
à ceux utilisés dans la démonstration des Théorèmes 6.1, 6.3 et 6.6.

1. Existence de solutions locales : Il suffit de prouver que Y (·, F, F ∗) est localement lipschit-
zien. On utilise pour cela des majorations similaires à celles développées dans la preuve du
Lemme 6.2.
Soient (t, χ) un point de R × R

2 ×H−s
res et (t̃, χ̃) dans un voisinage borné de (t, χ). Alors

∥∥Y (t, F, F ∗)(χ) − Y (t̃, F, F ∗)(χ̃)
∥∥
−s

≤ |χ2 − χ̃2| +
∣∣∣
〈
etLresχ3;α

′(ξFt )
〉
−
〈
et̃Lres χ̃3;α

′(ξF
t̃

)
〉∣∣∣

+
∣∣∣
〈
etLresφF

∗
t ; h̃′(t, F, F ∗)

〉
χ1 −

〈
et̃LresφF

∗

t̃
; h̃′(t̃, F, F ∗)

〉
χ̃1

∣∣∣

+
∥∥∥LresetLres h̃(t, F, F ∗)χ1 − Lrese

t̃Lres h̃(t̃, F, F ∗)χ̃1

∥∥∥
−s

≤ K
(
β(t− t̃) + ‖χ− χ̃‖−s

)
,

où β : R
+ → R

+ est une fonction continue et croissante telle que β(0) = 0.

2. Passage du local au global :

Soit T une constante strictement positive. Pour tout t dans [−T, T ] , on peut borner
‖χ(t, F, F ∗)‖−s de la façon suivante :

‖χ(t, F, F ∗)‖−s ≤ ‖χ(0, F, F ∗)‖−s + ‖χ(t, F, F ∗) − χ(0, F, F ∗)‖−s

≤ ‖χ(0, F, F ∗)‖−s +

∣∣∣∣
∫ t

0
‖Y (τ, F, F ∗) (χ(τ, F, F ∗))‖−s dτ

∣∣∣∣

≤ ‖χ(0, F, F ∗)‖−s +

∣∣∣∣
∫ t

0

(
1 +K ‖χ(τ, F, F ∗)‖−s

)
dτ

∣∣∣∣

≤ ‖χ(0, F, F ∗)‖−s + T +K

∣∣∣∣
∫ t

0
‖χ(τ, F, F ∗)‖−s dτ

∣∣∣∣ .

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve que ‖χ(t, F, F ∗)‖−s reste borné sur [−T, T ] ,
et que les solutions peuvent être étendues à t ∈ R.

3. Les solutions sont continues par rapport à (F,F ∗) :

Soient (F1, F
∗
1 ) et (F2, F

∗
2 ) deux couples de réels. On a la majoration

‖χ(t, F1, F
∗
1 ) − χ(t, F2, F

∗
2 )‖−s

≤
∣∣∣∣
∫ t

0
‖Y (τ, F1, F

∗
1 ) (χ(τ, F1, F

∗
1 )) − Y (τ, F2, F

∗
2 ) (χ(τ, F2, F

∗
2 ))‖−s dτ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ t

0
‖Y (τ, F1, F

∗
1 ) (χ(τ, F1, F

∗
1 )) − Y (τ, F1, F

∗
1 ) (χ(τ, F2, F

∗
2 ))‖−s dτ

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ t

0
‖Y (τ, F1, F

∗
1 ) (χ(τ, F2, F

∗
2 )) − Y (τ, F2, F

∗
2 ) (χ(τ, F2, F

∗
2 ))‖−s dτ

∣∣∣∣

≤ K

∣∣∣∣
∫ t

0
‖χ(τ, F1, F

∗
1 ) − χ(τ, F2, F

∗
2 )‖−s dτ

∣∣∣∣+ γ(|F1 − F ∗
1 | , |F2 − F ∗

2 |),
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où γ : R
+ × R

+ → R
+ est une fonction continue et croissante par rapport à chacune de

ses variables, avec γ(0, 0) = 0. De même que dans la démonstration du Théorème 6.6, le
lemme de Gronwall permet alors de conclure sur la continuité de χ par rapport à (F,F ∗) .
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Chapitre 7

Un théorème de fluctuation-dissipation

7.1 Introduction

Les théorèmes de fluctuation dissipation sont bien connus en physique, dans divers contextes.
Ils permettent en principe de prédire le comportement d’un système proche d’équilibre à partir
de ses fluctuations à l’équilibre thermique [47, 48]. Un exemple d’un tel résultat est la relation
d’Einstein

m = βD,

entre la mobilité m, la constante de diffusion D et la température inverse β. On s’attend à ce
que cette égalité soit vérifiée pour des électrons ayant un mouvement Brownien avec constante
de diffusion D à l’état d’équilibre thermodynamique et à température inverse β. Elle exprime
très précisément la réaction de ces électrons à une petite force extérieure F de la façon suivante :
la mobilité m, définie comme étant le quotient de la vitesse de dérive, produite par la force
extérieure F, par la force F elle-même, est le produit de la température inverse β avec la constante
de diffusion D des électrons en l’absence de la force extérieure (F = 0).

Comme annoncé dans l’introduction de cette thèse, un problème en physique mathématique
est d’établir ce type d’équation rigoureusement dans des modèles où la dynamique microscopique
des électrons est décrite de façon hamiltonienne. Il s’agit d’un problème difficile. La définition
naturelle de la mobilité est

m :=

(
∂F lim

t→∞

〈
qFt − q

〉

t

)

|F=0

,

où on désigne par 〈·〉 l’intégrale par rapport à la mesure définissant l’état d’équilibre thermique,
lorsque F = 0. Donc lorsqu’elle existe, on a

lim
t→∞

〈
qFt − q

〉

t
= mF + O(|F |2),

ce qui signifie que le courant est proportionnel au champ F appliqué. L’existence de m et la rela-
tion d’Einstein sont par exemple démontrées dans [19] pour les gaz de Lorentz durs et élastiques,
munis d’un thermostat de Gauss.

Dans [49], par contre, est étudié un modèle hamiltonien

H(q, p, φ) =
1

2
p2 − Fq +

∑

x∈Z

1

2

(
π(x)2 + ω2ϕ(x)2

)
+ c

∑

x∈Z

ϕ(x)ρ(q − ax),
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cas particulier du modèle décrit dans le chapitre 5 où les particules évoluent dans R et où les
diffuseurs sont placés sur le réseau E1 = aZ et sont composés d’un unique oscillateur (E2 est un
singleton) de fréquence ω. Dans ce modèle, P. Lafitte, S. De Bièvre et P.E. Parris montrent que
la mobilité ainsi définie ne peut exister. En revanche, ils obtiennent numériquement puis par un
argument formel, en utilisant la théorie de la réponse linéaire (voir [48]), une relation d’Einstein
à temps fini sous la forme

mF (t) = βD(t) + Ot(F ), (7.1)

avec

mF (t) :=

〈
qFt − q

〉

tF
, D(t) :=

1

2t

〈
(q0t − q)2

〉
.

Dans la suite du chapitre, nous rendrons rigoureuse et adapterons aux dimensions supérieures
(section 7.3) la démonstration de (7.1) dans le cas général du chapitre 5, en considérant le cas
où l’évolution des particules se passe dans le tore T

n. En effet, la démonstration nécessite la
construction d’une mesure de probabilité invariante définissant l’état d’équilibre thermique, ce
qui peut se faire sur le tore. Plus précisément, on montre

m(t) = βD(t),

où

m(t) :=

(
∂F

〈
qFt − q

〉

t

)

|F=0

=


∂F

〈∫ t
0 p

F
τ

〉

t




|F=0

, (7.2)

Di,j(t) :=

〈
(q0i,t − qi)(q

0
j,t − qj)

〉

2t
=

∫ t
0 dτ

∫ t
0 dτ ′

〈
p0
i,τp

0
j,τ ′

〉

2t
, ∀(i, j) ∈ [[1;n]], (7.3)

Un problème intéressant qui reste ouvert est de démontrer l’existence de la limiteD = limt→∞D(t),
ce qui permettrait de conclure

lim
t→∞

m(t) = βD,

ce qui serait la relation d’Einstein adaptée à ce modèle.

7.2 Description de l’état d’équilibre thermique

On décrit dans cette section l’état d’équilibre thermique du système couplé composé de la
particule et du réservoir lorsque la force extérieure est nulle : F = 0. On rappelle que les équations
de mouvement régissant la dynamique sont





q̇t = pt,

ṗt = 〈φt;∇α (ξt)〉 ,
φ̇t = Lres (φt + α(ξt)) ,

(7.4)

où Lres est l’opérateur de H−s
res dans lui-même, pour 1 < s ≤ sc−1, déterminant l’évolution libre

du réservoir (voir l’équation (5.10)) :

Lres :=

(
0 1

−ω2 0

)
.

156
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On désigne le flot qu’elles définissent par

Θ0
t (q, p;φ) = (ξt(q, p;φ), φt(q, p;φ)) ,

où ξt = (qt, pt) et Θ0
0 = Id, l’opérateur identité.

Dans le cas des modèles ayant un nombre fini de variables, l’équilibre thermique est décrit
par la mesure de probabilité de densité proportionnelle à e−βH . Cette mesure n’a plus de sens
lorsqu’on a un nombre infini de degrés de liberté. On en construit une analogue, bien définie
sur l’espace des phases T

n × R
n × H−s

res et invariante pour ce flot, c’est-à-dire que pour tout
sous-ensemble mesurable A ⊂ T

n × R
n ×H−s

res, on a

µβ
(
Θ0
t (A)

)
= µβ (A) , ∀t ∈ R.

Théorème 7.1. Pour tout 1 < s ≤ sc − 1, la mesure

dµβ (ξ, φ) :=
1

Zβ
e−

1
2
β|p|2e−β〈φ;α(ξ)〉dqdpdµβres (φ) ,

où Zβ = (2πβ−1)n/2
∫

Tn e
β‖α(ξ)‖2/2dq, est une mesure de probabilité invariante sur T

n×R
n×H−s

res.
Comme H−s

res est de mesure pleine dans N ′, dµβ s’étend en une mesure de probabilité invariante
sur T

n × R
n ×N ′.

On rappelle que la mesure µβres est la mesure de Gibbs de l’espace des phases du réservoir
construite dans la section 5.4 (Proposition 5.11). La démonstration du Théorème 7.1 repose sur
le changement de variable

T : (ξ, φ) ∈ T
n × R

n ×H−s
res 7→ (ξ, φ+ α (ξ)) , (7.5)

permettant de transformer le système couplé défini sur T
n×R

n×H−s
res en un système « découplé »

sur ce même espace, ayant pour état d’équilibre la mesure

dνβ (ξ, ψ) :=
1

Zβ
e−

1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres (ψ) . (7.6)

En effet, l’application T−1 transforme le Hamiltonien du système couplé, à savoir

H(q, p, φ) =
|p|2
2

+
‖φ‖2

2
+ 〈φ;α(ξ)〉 ,

en

H ◦ T−1(q, p, ψ) =
|p|2
2

+
‖ψ − α(ξ)‖2

2
+ 〈ψ − α(ξ);α(ξ)〉

=
|p|2
2

+
‖ψ‖2

2
− ‖α(ξ)‖2

2
,

où il n’y a plus de terme de couplage. On parle alors de système « découplé » en gardant à l’esprit
que le nouveau système n’est pas hamiltonien, la transformation T−1 n’étant pas canonique. On
note de plus que le « découplage » du système fait apparaître dans les équations de mouvement
des nouvelles variables un potentiel (contre-terme) −‖α(ξ)‖2/2 ne dépendant que de la variable
q. Par l’Hypothèse 5.20, ‖α(ξ)‖ est borné uniformément en q et son exponentielle est intégrable
sur le tore T

n, ce qui implique que νβ définit bien une mesure de probabilité. La construction
faite ici est identique à celle développée dans [42], dans le cas où la particule est soumise à un
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potentiel V confinant. Cette hypothèse permet d’obtenir, sous de bonnes conditions sur V et α,
des fonctions intégrables sur R

n, et par conséquent une mesure invariante sur R
2n ×N ′.

Démonstration du Théorème 7.1. La démonstration se décompose en les étapes suivantes. Tout
d’abord, on montre que l’application T définie par l’équation (7.5) est bien un changement de
variable, en vérifiant qu’il s’agit d’un C∞−difféomorphisme de T

n×R
n×H−s

res dans lui-même. On
utilise ensuite ce changement de variable pour montrer que la fonction (ξ, φ) ∈ T

n×R
n×H−s

res 7→
e−

1
2
βp2e−β〈φ;α(ξ)〉 est dqdpdµβres (φ)-intégrable, ce qui implique que µβ est bien une mesure de

probabilité sur T
n×R

n×H−s
res. Enfin, on conclut en montrant que µβ est une mesure invariante.

1. L’application T : (ξ, φ) 7→ (ξ, φ+ α (ξ)) est un C∞−difféomorphisme de T
n × R

n ×H−s
res dans

lui-même.
Tout d’abord, T est à valeurs dans T

n × R
n × H−s

res puisque pour tout (ξ, φ) = (q, p, φ) ∈
T
n × R

n ×H−s
res et par définition de ‖ · ‖−s (voir l’équation (6.10)) sur cet espace,

‖T (ξ, φ)‖2
−s = ‖(ξ, φ+ α (ξ))‖2

−s
= |q|2 + |p|2 + ‖φ+ α (ξ)‖2

−s

≤ |q|2 + |p|2 + 2
(
‖φ‖2

−s + ‖α (ξ)‖2
−s
)
.

Par croissance des normes ‖ · ‖s et puisque ‖α(ξ)‖ est borné, d’après l’Hypothèse 5.20, on a
‖α (ξ)‖2

−s ≤ K ‖α (ξ)‖2
0 = K ′; on obtient donc

‖T (ξ, φ)‖2
−s ≤ |q|2 + |p|2 + 2 ‖φ‖2

−s + 2K ′ <∞

et T (ξ, φ) appartient à T
n × R

n × H−s
res. De plus, T est une bijection. En effet, tout (ξ, ψ) ∈

T
n × R

n ×H−s
res possède un unique antécédent dans T

n × R
n ×H−s

res et on a

T−1 (ξ, ψ) = (ξ, ψ − α (ξ)) .

Enfin, par définition de α, les fonctions T et T−1 sont toutes les deux de classe C∞, et T est
donc bien un C∞−difféomorphisme.

2. µβ est une mesure de probabilité sur T
n × R

n ×H−s
res.

On va montrer que pour toute fonction G : T
n × R

n ×H−s
res → R νβ-intégrable,

∫
G ◦ T (ξ, φ) e−

1
2
β|p|2e−β〈φ;α(ξ)〉dqdpdµβres (φ) = Zβ

∫
G (ξ, ψ) dνβ (ξ, ψ) . (7.7)

En particulier, pour G identiquement égale à 1, cela montre que la fonction

(ξ, φ) 7→ e−
1
2
β|p|2e−β〈φ;α(ξ)〉

est dqdpdµβres (φ)-intégrable et que µβ définit bien une mesure de probabilité sur T
n×R

n×H−s
res.

Soit G : T
n × R

n ×H−s
res → R une fonction νβ-intégrable. Par définition de T, on a alors

∫
G ◦ T (ξ, φ) e−

1
2
β|p|2e−β〈φ;α(ξ)〉dqdpdµβres (φ)

=

∫
G (ξ, φ+ α (ξ)) e−

1
2
β|p|2e−β〈φ;α(ξ)〉dqdpdµβres (φ)

=

∫
G (ξ, ψ) e−

1
2
β|p|2e−β〈ψ−α(ξ);α(ξ)〉dqdpdµβres (ψ − α (ξ)) ,
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où dµβres (ψ − α (ξ)) est l’unique mesure (Proposition 5.11) telle que pour tout f ∈ N , on ait

e−
1
2
β−1‖f‖2

=

∫

N ′
ei〈ψ−α(ξ);f〉dµβres (ψ − α (ξ)) .

On remarque qu’on a alors

dµβres (ψ − α (ξ)) = e−
1
2
β‖α(ξ)‖2+β〈ψ;α(ξ)〉dµβres (ψ) ,

puisque
∫

N ′
ei〈ψ−α(ξ);f〉e−

1
2
β‖α(ξ)‖2+β〈ψ;α(ξ)〉dµβres (ψ)

= e−i〈α(ξ),f〉e−
1
2
β‖α(ξ)‖2

∫

N ′
ei〈ψ;f−iβα(ξ)〉dµβres (ψ)

= e−i〈α(ξ),f〉e−
1
2
β‖α(ξ)‖2

e−
1
2
β−1‖f−iβα(ξ)‖2

= e−
1
2
β−1‖f‖2

.

On obtient donc
∫
G ◦ T (ξ, φ) e−

1
2
β|p|2e−β〈φ;α(ξ)〉dqdpdµβres (φ)

=

∫
G (ξ, ψ) e−

1
2
β|p|2e−β〈ψ−α(ξ);α(ξ)〉e−

1
2
β‖α(ξ)‖2+β〈ψ;α(ξ)〉dqdpdµβres (ψ)

=

∫
G (ξ, ψ) e−

1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres (ψ) .

En utilisant la définition de νβ (équation (7.6)), on trouve l’égalité (7.7).

3. µβ est une mesure invariante.
En prenant G = f2 dans l’égalité (7.6), avec f : T

n×R
n×H−s

res → R une fonction quelconque de
carré µβ-intégrable, on obtient que µβ est une mesure invariante pour le flot Θ0

t si et seulement
si νβ est une mesure invariante pour le flot des nouvelles variables (ξt, ψt). Les équations de
mouvement pour ces variables sont

q̇t = pt,

ṗt = 〈ψt;∇α (ξt)〉 − 〈α(ξt);∇α (ξt)〉 ,
ψ̇t = Lresψt − pt · ∇α(ξt),

où on rappelle que ∇α(ξ) = −∇qα(ξ) (voir l’équation (5.14)). On remarque alors que pour toute
fonction f : T

n × R
n ×H−s

res → R de classe C1, on a

df (ξt, ψt)

dt
= L0f (ξt, ψt) ,

où

L0f = ∇qf · p+ ∇pf ·
(
〈φ;∇α(ξ)〉 +

1

2
∇q‖α(ξ)‖2

)
+ dresf · (Lresψ − p · ∇α(ξ)) (7.8)

et avec dresf défini par

f(ξ, φ+ h) = f(ξ, φ+ h) + dresf · h+ o(‖h‖).
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Ceci permet d’écrire l’évolution de f :

f (ξt, ψt) = etL0f(ξ, ψ), ∀t ∈ R, ∀(ξ, ψ) ∈ T
n × R

n ×H−s
res.

On utilise alors le lemme suivant, démontré en fin de section.

Lemme 7.2. Les deux propriétés suivantes sont satisfaites pour tout 1 < s ≤ sc − 1.
(i) L’espace C1

b (Tn × R
n ×H−s

res; R) des fonctions à support borné (au sens de la norme ‖ · ‖−s)
et de classe C1 est dense dans L2

(
T
n × R

n ×H−s
res,dµ

β; R
)
.

(ii) L’opérateur etL0 laisse l’espace C1
b (Tn × R

n ×H−s
res) stable.

D’après la propriété (i) de ce lemme, il suffit de montrer que toute fonction f ∈ C1
b (Tn × R

n ×H−s
res)

satisfait
d

dt

∥∥etL0f
∥∥2 |t=0 = 0,

où on utilise la notation

‖f‖2 =

∫
f2(q, p, ψ)dνβ(q, p, ψ).

En effet, ceci implique d
dt‖etL0f‖2 = 0, et donc ‖f ◦Θ0

t ‖2 = ‖f‖2, pour tout t ∈ R et tout f ∈ C1
b .

Par densité, ce résultat est encore vrai pour tout f ∈ L2(Tn × R
n × H−s

res) et µβ est bien une
mesure invariante.

On remarque qu’on a

d

dt

∥∥etL0f
∥∥2 |t=0

=

∫
L0f

2dνβ

=
1

Zβ

∫ [
∇qf

2 (q, p, ψ) · p+ ∇pf
2 (q, p, ψ) ·

(
〈ψ;∇α(ξ)〉 +

1

2
∇q‖α(ξ)‖2

)

+dresf
2 (q, p, ψ) · (Lresψ −∇α(ξ) · p)

]
e−

1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ),

par définition de L0 (équation (7.8)) et de νβ (équation (7.6)). À l’aide d’intégrations par parties,
on obtient

∫
∇qf

2 (q, p, ψ) · pe− 1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ)

= −
∫
f2 (q, p, ψ) p · ∇qe

1
2
β‖α(ξ)‖2

e−
1
2
β|p|2dqdpdµβres(ψ)

= −1

2
β

∫
f2 (q, p, ψ)

(
p · ∇q‖α(ξ)‖2

)
e−

1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ)

et
∫

∇pf
2 (q, p, ψ) ·

(
〈ψ;∇α(ξ)〉 +

1

2
∇q‖α(ξ)‖2

)
e

1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ)

= −
∫
f2 (q, p, ψ)

(
〈ψ;∇α(ξ)〉 +

1

2
∇q‖α(ξ)‖2

)
· ∇pe

− 1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ)

= β

∫
f2 (q, p, ψ)

(
〈ψ;∇α(ξ)〉 +

1

2
∇q‖α(ξ)‖2

)
· pe− 1

2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ).
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De plus, une intégration par parties pour les mesures gaussiennes (voir [35]) permet d’écrire
∫

dresf
2 (q, p, ψ) · (−∇α(ξ) · p) e− 1

2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ)

= −β
∫
f2 (q, p, ψ) 〈ψ;∇α(ξ) · p〉 e− 1

2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ).

Par conséquent, il reste

d

dt

∥∥etL0f
∥∥2 |t=0 =

∫
dresf

2 (q, p, ψ) · (Lresψ) e−
1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ)

=
d

dt

∫
f2
(
q, p, etLresψ

)
e−

1
2
β|p|2e

1
2
β‖α(ξ)‖2

dqdpdµβres(ψ)

∣∣∣∣
t=0

.

Comme etLres est un opérateur unitaire (voir l’équation (5.11)), la conclusion suit.
Reste à démontrer le Lemme 7.2.

Démonstration du Lemme 7.2. Pour montrer la propriété (i), on remarque tout d’abord que
C1
b (Tn × R

n; R) , l’ensemble des fonctions de classe C1 à support borné définies sur T
n × R

n, est

dense dans L2
(
T
n × R

n, e−
1
2
β|p|2dqdp; R

)
. Il suffit donc de montrer que pour 1 < s, C1

b (H−s
res)

est dense dans L2
(
H−s
res,dµ

β
res; R

)
pour conclure.

Pour toute fonction χ ∈ C∞
c (R) positive et tout f ∈ Hs

res, on définit une fonction Gf sur
H−s
res par

Gf (ψ) := χ
(
‖ψ‖2

−s
)
ei〈ψ;f〉, ∀ψ ∈ H−s

res.

Ce sont des fonctions de classe C1 dont les parties réelles et imaginaires sont dans C1
b (H−s

res) .

Soit G un élément de L2
(
H−s
res,dµ

β
res; R

)
orthogonal à toute combinaison linéaire finie de telles

fonctions. Alors pour tout f ∈ Hs
res et tout 0 ≤ χ ∈ C∞

c (R), on a
∫
G(ψ)χ

(
‖ψ‖2

−s
)
ei〈ψ;f〉dµβres(ψ) = 0.

En désignant par G+ (respectivement G−) la partie positive (respectivement négative) de G,
et en appliquant le théorème de Minlos (en particulier l’unicité de la mesure) à l’égalité des
fonctions caractéristiques des mesures G+(ψ)χ

(
‖ψ‖2

−s
)

dµβres(ψ) et G−(ψ)χ
(
‖ψ‖2

−s
)

dµβres(ψ) :

∫
G+(ψ)χ

(
‖ψ‖2

−s
)
ei〈ψ;f〉dµβres(ψ) =

∫
G−(ψ)χ

(
‖ψ‖2

−s
)
ei〈ψ;f〉dµβres(ψ), ∀f ∈ L2

(
H−s
res

)
,

on obtient l’égalité de ces deux mesures, et donc G+(ψ)χ
(
‖ψ‖2

−s
)

= G−(ψ)χ
(
‖ψ‖2

−s
)
. Par

conséquent,
G(ψ)χ

(
‖ψ‖2

−s
)

= 0, ∀0 ≤ χ ∈ C∞
c (R), ∀ψ ∈ H−s

res.

On conclut que
G(ψ) = 0, ∀ψ ∈ H−s

res,

ce qui conclut la démonstration de la propriété (i).
L’affirmation (ii) est une conséquence immédiate de l’estimation (6.24) utilisée pour démon-

trer l’existence du flot global en temps : sur un intervalle de temps borné et pour des conditions
initiales bornées, l’évolution de (ξt, ψt) = (ξt, φt − α(ξt)) reste bornée.
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7.3 Relation d’Einstein à temps fini

Le but de cette section est de montrer la relation d’Einstein en temps fini (équation (7.1)).
On considère donc maintenant le cas où la force F est non nulle. On rappelle que les équations
de mouvement régissant la dynamique sont

q̇t = pt,

ṗt = F + 〈φt,∇α (ξt)〉 ,
φ̇t = Lres (φt + α(ξt)) .

On désigne le flot qu’elles définissent par

ΘF
t (q, p;φ) =

(
ξFt (q, p;φ), φFt (q, p;φ)

)
,

où ξFt = (qFt , p
F
t ) et ΘF

0 = Θ0
0 = Id. On sait, par le Théorème 6.5 que ce flot existe et est un flot

global en temps pour toute condition initiale (ξ, φ) ∈ T
n×R

n×H−s
res, 1 < s ≤ sc−1, c’est-à-dire

pour presque toute condition initiale dans T
n × R

n ×N ′.
Comme la particule évolue sur un tore, son déplacement n’est pas la différence des positions

comme dans [49] (voir l’équation (7.1)). Par contre, il est égal à l’intégrale de la vitesse. La
matrice de mobilité m(t) est alors définie par

m(t) :=


∂F

〈∫ t
0 p

F
τ dτ

〉

t




|F=0

et la matrice de diffusion est la matrice D(t) ∈ Mn de coefficients

Di,j(t) :=
1

2t

〈∫ t

0
dτ

∫ t

0
dτ ′p0

j,τp
0
i,τ ′

〉
,

où on désigne par 〈·〉 la moyenne par rapport à la distribution initiale µβ :

〈f〉 :=

∫

Tn×Rn×N ′
f(q, p, φ)dµβ(q, p, φ) =

∫

Tn×Rn×H−s
res

f(q, p, φ)dµβ(q, p, φ), ∀1 < s ≤ sc − 1.

Théorème 7.3. Avec les notations introduites ci-dessus, on a à tout instant t > 0
〈∫ t

0 p
F
τ dτ

〉

t
= βD(t)F + Ot(|F |2)

lorsque la force extérieure F tend vers 0. En d’autres termes,

m(t) = βD(t)

et on note en particulier que la mobilité m(t) est une matrice symétrique, ce qui est une mani-
festation des relations de réciprocité d’Onsager.

Démonstration. 1. Théorie de la perturbation.
L’évolution d’une fonction f ◦ΘF

t , pour toute fonction f : T
n×R

n×H−s
res → R de classe C2, est

donnée par
df ◦ ΘF

t

dt
= L0f ◦ ΘF

t + LF f ◦ΘF
t ,
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où
LF f = F · ∇pf

et où on utilise, ainsi que dans toute la suite, l’opérateur L0 redéfini dans les variables (ξ, φ)
(voir l’équation (7.8))

L0f = ∇qf · p+ ∇pf · 〈φ;∇α(ξ)〉 + dresf · Lres (φ+ α(ξ)) .

Cela implique
d

dt

((
e−tL0f

)
◦ΘF

t

)
=
(
LF e

−tL0f
)
◦ ΘF

t .

Une intégration en temps de cette égalité donne

f ◦ ΘF
t = etL0f +

∫ t

0

(
etL0LF e

−τL0f
)
◦ΘF

τ dτ, (7.9)

et lorsque la force F est nulle,
f ◦ Θ0

t = etL0f. (7.10)

Comme on a montré dans le chapitre précédent que ΘF
t est de classe C1 en fonction de F

(Théorème 6.7), on peut écrire pour toute condition initiale (ξ, φ) ∈ T
n × R

n ×H−s
res

ΘF
t (ξ, φ) = Θ0

t (ξ, φ) + Ot,ξ,φ (|F |) ,

et la fonction t 7→ Ot,ξ,φ (|F |) est de classe C1. La différence
(
etL0LF e

−τL0f
) (

ΘF
τ (ξ, φ)

)
−
(
etL0LF e

−τL0f
) (

Θ0
τ (ξ, φ)

)

est alors elle aussi d’ordre |F | et de classe C1 par rapport à τ. L’égalité (7.9) devient donc

f ◦ ΘF
t (ξ, φ) = etL0f(ξ, φ) + F ·

∫ t

0

(
etL0∇pe

−τL0f
)
◦ Θ0

τ (ξ, φ)dτ + Ot,ξ,φ

(
|F |2

)

= etL0f(ξ, φ) + F ·
∫ t

0

(
e(t+τ)L0∇pe

−τL0f
)

(ξ, φ)dτ + Ot,ξ,φ

(
|F |2

)
. (7.11)

2. Calcul de
〈∫ t

0 p
F
τ dτ

〉
/t.

L’équation (7.11) appliquée en f = pi se réécrit

pFi,τ = eτL0pi + F ·
∫ τ

0
e(τ+τ

′)L0∇pe
−τ ′L0pidτ

′ + Oτ,ξ,φ(|F |2).

Ces quatre termes sont µβ-intégrable. En effet, la majoration (6.24), obtenue dans la démonstra-
tion de l’existence globale des solutions (Théorème 6.5), permet de borner le membre de gauche :

|pFi,t| ≤ |pFt | ≤ K 〈T 〉 s+1
2

((
|p0|2 + ‖φ0‖−s + 1 + |F ||q0|

) 1
2 +

1

2
|F |K 〈T 〉 s+1

2 T

)
.

Les deux premiers termes du membre de droite sont eux aussi µβ-intégrables, par invariance de la
mesure µβ par rapport à l’évolution lorsque F = 0. Par conséquent, le dernier terme du membre
de droite est lui aussi µβ-intégrable. En utilisant l’invariance de la mesure µβ montrée dans le
Théorème 7.1, on obtient

〈
pFi,τ
〉

= 〈pi〉 + F ·
∫ τ

0

〈
∇pe

−τ ′L0pi

〉
dτ ′ + Oτ (|F |2).
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Par définition de dµβ, on a
〈pi〉 = 0.

Une intégration par parties en la variable p permet de réécrire le terme restant :

〈
∇pe

−τ ′L0pi

〉
=

1

Zβ

∫
∇p

(
e−τ

′L0pi

)
e−

1
2
β|p|2e−β〈φ;α(ξ)〉dqdpdµβres(φ)

= − 1

Zβ

∫
e−τ

′L0pi

(
∇pe

− 1
2
β|p|2

)
e−β〈φ;α(ξ)〉dqdpdµβres(φ)

= β
〈
e−τ

′L0pip
〉

= β
〈
pie

τ ′L0p
〉
,

par invariance de la distribution initiale. Par conséquent,

〈
pFi,τ
〉

= βF ·
∫ τ

0

〈
pie

τ ′L0p
〉

dτ ′ + Ot(|F |2).

En intégrant par rapport à τ, on obtient




〈∫ t
0 p

F
τ dτ

〉

t



i

=
β

t

∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′
〈
pie

τ ′L0p
〉
· F + Ot(|F |2).

3. Calcul de la diffusion.
Par définition de D(t), on a pour tout (i, j) ∈ [[1;n]]

Di,j(t) =
1

2t

∫ t

0
dτ

∫ t

0
dτ ′
〈
eτL0pje

τ ′L0pi

〉

=
1

2t

∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′
〈
eτL0pje

τ ′L0pi

〉
+

1

2t

∫ t

0
dτ ′
∫ τ ′

0
dτ
〈
eτL0pje

τ ′L0pi

〉

=
1

2t

∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′
〈
e(τ−τ

′)L0pjpi

〉
+

1

2t

∫ t

0
dτ ′
∫ τ ′

0
dτ
〈
pje

(τ ′−τ)L0pi

〉

=
1

2t

∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′
〈
eτ

′L0pjpi

〉
+

1

2t

∫ t

0
dτ ′
∫ τ ′

0
dτ
〈
pje

τL0pi
〉
.

On utilise la réversibilité en temps de la dynamique pour montrer que ces deux derniers termes
sont égaux (voir [72]). En effet, on désigne par ϑ l’application définie par

ϑ : (q, p, ϕ, π) ∈ T
n × R

n ×H−s
res 7→ (q,−p, ϕ,−π).

Comme H ◦ ϑ = H (où l’expression de H est donnée par l’équation (5.12) page 116), on a

ϑ ◦ ΘF
t = ΘF

−t ◦ ϑ

pour tous t ∈ R et F ∈ R
n. De plus, par définition de µβ, on a pour toute fonction f intégrable

〈f〉 = 〈f ◦ ϑ〉 .
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7.3. Relation d’Einstein à temps fini

En particulier, en désignant par fk, k ∈ [[1;n]], l’application définie par fk(q, p, φ) = pk, on
obtient

〈
pje

τL0pi
〉

=
〈
fj
(
fi ◦ Θ0

τ

)〉

=
〈
(fj ◦ ϑ)

(
fi ◦Θ0

τ ◦ ϑ
)〉

=
〈
(fj ◦ ϑ)

(
fi ◦ ϑ ◦ Θ0

−τ
)〉

=
〈
−pj

(
−e−τL0pi

)〉

=
〈
pj
(
e−τL0pi

)〉
.

Par invariance de la mesure µβ, on obtient donc
〈
pje

τL0pi
〉

=
〈
eτL0pjpi

〉
.

D’où la conclusion :

Di,j(t) =
1

t

∫ t

0
dτ

∫ τ

0
dτ ′
〈
eτ

′L0pjpi

〉

et 〈∫ t
0 p

F
τ dτ

〉

t
= βD(t)F + Ot(|F |2).
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Chapitre 7. Un théorème de fluctuation-dissipation
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Lorentz gas. J. Statist. Phys., 32(3) :477–501, 1983.

[7] F. Bonetto, D. Daems, and J. L. Lebowitz. Properties of stationary nonequilibrium states
in the thermostatted periodic Lorentz gas. I. The one particle system. J. Statist. Phys.,
101(1-2) :35–60, 2000. Dedicated to Grégoire Nicolis on the occasion of his sixtieth birthday
(Brussels, 1999).

[8] J. Bourgain. Growth of Sobolev norms in linear Schrödinger equations with quasi-periodic
potential. Comm. Math. Phys., 204(1) :207–247, 1999.

[9] J. Bourgain. On growth of Sobolev norms in linear Schrödinger equations with smooth time
dependent potential. J. Anal. Math., 77 :315–348, 1999.

[10] J. Bourgain. On long-time behaviour of solutions of linear Schrödinger equations with
smooth time-dependent potential. In Geometric aspects of functional analysis, volume 1807
of Lecture Notes in Math., pages 99–113. Springer, Berlin, 2003.

[11] L. Bruneau and S. De Bièvre. A Hamiltonian model for linear friction in a homogeneous
medium. Comm. Math. Phys., 229(3) :511–542, 2002.

[12] L. A. Bunimovich and Ya. G. Sinaï. Markov partitions for dispersed billiards. Comm. Math.
Phys., 78(2) :247–280, 1980/81.

[13] L. A. Bunimovich and Ya. G. Sinaï. Statistical properties of Lorentz gas with periodic
configuration of scatterers. Comm. Math. Phys., 78(4) :479–497, 1980/81.

[14] L. A. Bunimovich, Ya. G. Sinai, and N.I. Chernov. Statistical properties of two-dimensional
hyperbolic billiards. Russ. Math. Surv., 45 :105–152, 1990.

[15] A. O. Caldeira and A. J. Leggett. Path integral approach to quantum Brownian motion.
Phys. A, 121(3) :587–616, 1983.

[16] J. R. Cary. Lie transform perturbation theory for hamiltonian systems. Physics Reports,
79(2) :129 – 159, 1981.

169



Bibliographie

[17] F. Castella, L. Erdős, F. Frommlet, and P. A. Markowich. Fokker-Planck equations as
scaling limits of reversible quantum systems. J. Statist. Phys., 100(3-4) :543–601, 2000.

[18] N. I. Chernov, G. L. Eyink, J. L. Lebowitz, and Ya. G. Sinai. Derivation of ohm’s law in a
deterministic mechanical model. Phys. Rev. Lett., 70(15) :2209–2212, Apr 1993.

[19] N. I. Chernov, G. L. Eyink, J. L. Lebowitz, and Ya. G. Sinăı. Steady-state electrical conduc-
tion in the periodic Lorentz gas. Comm. Math. Phys., 154(3) :569–601, 1993.

[20] D. Cohen. Unified model for the study of diffusion localization and dissipation. Phys. Rev.
E, 55(2) :1422–1441, Feb 1997.

[21] P. Collet, J.P. Eckmann, and C. Mejía-Monasterio. Superdiffusive heat transport in a class
of deterministic one-dimensional many-particle lorentz gases. Journal of Statistical Physics,
136(2) :331–347, 2009.

[22] S. De Bièvre, P. Lafitte, and P. E. Parris. Normal transport at positive temperatures in
classical Hamiltonian open systems. In Adventures in mathematical physics, volume 447 of
Contemp. Math., pages 57–71. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2007.

[23] S. De Bièvre, P. E. Parris, and A. Silvius. Chaotic dynamics of a free particle interacting
linearly with a harmonic oscillator. Physica D : Nonlinear Phenomena, 208(1-2) :96 – 114,
2005.

[24] C. P. Dettmann and G. P. Morriss. Crisis in the periodic lorentz gas. Phys. Rev. E,
54(5) :4782–4790, Nov 1996.

[25] D. Dolgopyat and L. Koralov. Motion in a random force field. Nonlinearity, (22) :187–211,
2009.

[26] D.I. Dolgopyat and N.I. Chernov. Anomalous current in periodic Lorentz gases with infinite
horizon. Russ. Math. Surv., 64(4) :651–699, 2009.

[27] P. Duclos, E. Soccorsi, P. Šťovíček, and M. Vittot. On the stability of periodically time-
dependent quantum systems. Rev. Math. Phys., 20(6) :725–764, 2008.

[28] J.-P. Eckmann, C. Mejía-Monasterio, and E. Zabey. Memory effects in nonequilibrium
transport for deterministic hamiltonian systems. Journal of Statistical Physics, 123(6) :1339–
1360, 2006.

[29] J.-P. Eckmann and L.-S. Young. Nonequilibrium energy profiles for a class of 1-d models.
Communications in Mathematical Physics, 262(1) :237–267, 2006.

[30] E. Vanden Eijnden. Some remarks on the quasilinear treatment of the stochastic acceleration
problem. Phys. Plasmas, 4(5) :1486–1488, 1997.

[31] L. Erdős and H.-T. Yau. Linear Boltzmann equation as the weak coupling limit of a random
Schrödinger equation. Comm. Pure Appl. Math., 53(6) :667–735, 2000.

[32] S. N. Ethier and T. G. Kurtz. Markov processes. Wiley Series in Probability and Mathe-
matical Statistics : Probability and Mathematical Statistics. John Wiley & Sons Inc., New
York, 1986. Characterization and convergence.

[33] G. Gallavotti. Divergences and the approach to equilibrium in the lorentz and the wind-tree
models. Phys. Rev., 185(1) :308–322, Sep 1969.

[34] G. Gallavotti. Rigorous theory of the boltzmann equation in the lorentz gas, 1972.

[35] J. Glimm and A. Jaffe. Quantum physics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1987.
A functional integral point of view.

170



[36] F. Golse. Recent Results on the Periodic Lorentz Gas. 62 pages. Course at the conference
“Topics in PDEs and applications 2008" held in Granada, April 7-11th 2008 ; figure 13 and a
misprint in Theorem 4.6 corrected in the new version (MSC) 82C70, 35B27 (82C40, 11A55,
11B57, 11K50).

[37] F. Golse. The periodic Lorentz gas in the Boltzmann-Grad limit. In International Congress
of Mathematicians. Vol. III, pages 183–201. Eur. Math. Soc., Zürich, 2006.

[38] L. Golubović, S. Feng, and F. Zeng. Classical and quantum superdiffusion in a time-
dependent random potential. Phys. Rev. Lett., 67(16) :2115–2118, 1991.

[39] T. Goudon and M. Rousset. Stochastic acceleration in an inhomogenous time random force
field. Applied Mathematics Research Express, 2009. 10.1093/amrx/abp001.

[40] J. Heinrichs. Diffusion and superdiffusion of a quantum particle in time-dependent random
potentials. Z. Phys. B, 89 :115–121, 1992.

[41] T. Holstein. Studies of polaron motion : Part ii. the "small" polaron. Annals of Physics,
8(3) :343 – 389, 1959.

[42] V. Jakšić and C.-A. Pillet. Ergodic properties of classical dissipative systems. I. Acta Math.,
181(2) :245–282, 1998.

[43] A. M. Jayannavar and N. Kumar. Nondiffusive quantum transport in a dynamically disor-
dered medium. Phys. Rev. Lett., 48(8) :553–556, 1982.

[44] I. Karatzas and S.E. Shreve. Brownian motion and stochastic calculus. Springer-Verlag,
1989.

[45] H. Kesten and G. C. Papanicolaou. A limit theorem for turbulent diffusion. Comm. Math.
Phys., 65(2) :97–128, 1979.

[46] P.E. Kloeden and E. Platen. Numerical solution of stochastic diiferential equations. Springer-
Verlag, 1999.

[47] R Kubo. The fluctuation-dissipation theorem. Reports on Progress in Physics, 29(1) :255–
284, 1966.

[48] R. Kubo, M. Toda, and N. Hashitsume. Statistical physics. II, volume 31 of Springer Se-
ries in Solid-State Sciences. Springer-Verlag, Berlin, second edition, 1991. Nonequilibrium
statistical mechanics.

[49] P. Lafitte, S. De Bièvre, and P. Parris. Normal transport properties in a metastable statio-
nary state for a classical particle coupled to a non-ohmic bath. J. Stat. Phys.

[50] H. Larralde, F. Leyvraz, and C. Mejía-Monasterio. Transport properties of a modified
Lorentz gas. J. Statist. Phys., 113(1-2) :197–231, 2003.

[51] P. D. Lax and R. S. Phillips. Scattering theory, volume 26 of Pure and Applied Mathematics.
Academic Press Inc., Boston, MA, second edition, 1989. With appendices by Cathleen S.
Morawetz and Georg Schmidt.

[52] N. Lebedev, P. Maas, and S. Feng. Diffusion and superdiffusion of a particle in a random
potential with finite correlation time. Phys. Rev. Lett., 74(11) :1895–1899, 1995.

[53] A. J. Lichtenberg and M. A. Lieberman. Regular and stochastic motion, volume 38 of Applied
Mathematics. 1983.

[54] A. J. Lichtenberg and M. A. Lieberman. Regular and chaotic dynamics, volume 38 of Applied
Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, second edition, 1992.

171



Bibliographie

[55] M. A. Lieberman and A. J. Lichtenberg. Stochastic and adiabatic behavior of particles
accelerated by periodic forces. Phys. Rev. A, 5(4) :1852–1866, Apr 1972.

[56] P. Lochak and C. Meunier. Multiphase averaging for classical systems, volume 72 of Applied
Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, 1988. With applications to adiabatic
theorems, Translated from the French by H. S. Dumas.

[57] H. A. Lorentz. The motion of electrons in metallic bodies I. Koninklijke Nederlandse
Akademie van Weteschappen Proceedings Series B Physical Sciences, 7 :438–453, 1904.

[58] A. Loskutov, A. B. Ryabov, and L. G. Akinshin. Mechanism for Fermi acceleration in
dispersing billiards with time-dependent boundaries. J. Exp. Theor. Phys., 89(5) :966–974,
1999.

[59] A. Loskutov, A. B. Ryabov, and L. G. Akinshin. Properties of some chaotic billiards with
time-dependent boundaries. J. Phys. A, 33(44) :7973–7986, 2000.

[60] J. Marklof and A. Strömbergsson. Kinetic transport in the two-dimensional periodic Lorentz
gas. Nonlinearity, 21(7) :1413–1422, 2008.

[61] J. Marklof and A. Strombergsson. The Boltzmann-Grad limit of the periodic Lorentz gas.
ArXiv e-prints, January 2008.

[62] C. Mejía-Monasterio, H. Larralde, and F. Leyvraz. Coupled normal heat and matter trans-
port in a simple model system. Phys. Rev. Lett., 86(24) :5417–5420, Jun 2001.

[63] K Olaussen and P C Hemmer. The drift velocity of a hard-sphere lorentz gas. Journal of
Physics A : Mathematical and General, 15(10) :3255, 1982.

[64] J Piasecki, Alex Hansen, and E H Hauge. Magnetotransport in the 2d lorentz model : linear
and nonlinear effects of a weak electric field. Journal of Physics A : Mathematical and
General, 30(3) :795, 1997.

[65] J. Piasecki and E. Wajnryb. Long-time behavior of the lorentz electron gas in a constant,
uniform electric field. J. Stat. Phys., 21(5) :549–559, 1979.

[66] C.-A. Pillet. Some results on the quantum dynamics of a particle in a Markovian potential.
Comm. Math. Phys., 102(2) :237–254, 1985.

[67] C.-A. Pillet. Asymptotic completeness for a quantum particle in a Markovian short range
potential. Comm. Math. Phys., 105(2) :259–280, 1986.

[68] L. Pontriaguine. Équations différentielles ordinaires. Éditions Mir, Moscow, 1975. Traduit
du russe par Guy Der-Megreditchian [G. Ter-Mkrtčjan].

[69] F. Poupaud and A. Vasseur. Classical and quantum transport in random media. J. Math.
Pures Appl. (9), 82(6) :711–748, 2003.

[70] M. Reed and B. Simon. Methods of modern mathematical physics. II. Fourier analysis,
self-adjointness. Academic Press [Harcourt Brace Jovanovich Publishers], New York, 1975.

[71] M. Reed and B. Simon. Methods of modern mathematical physics. I. Academic Press
Inc. [Harcourt Brace Jovanovich Publishers], New York, second edition, 1980. Functional
analysis.

[72] F. Reif. Fundamentals of statistical and thermal physics. McGraw-Hill, 1965.

[73] D. Revuz and M. Yor. Continuous martingales and Brownian motion, volume 293 of
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical
Sciences]. Springer-Verlag, Berlin, third edition, 1999.

172



[74] M.N. Rosenbluth. Comment on “Classical and quantum superdiffusion in a time-dependent
random potential. Phys. Rev. Lett., 69 :1831, 1992.

[75] M.B. Silevitch and K.I. Golden. Dielectric formulation of test particle energy loss in a
plasma. J. Stat. Phys., 7(1) :65–87, 1973.

[76] A.A. Silvius, P.E. Parris, and S. De Bièvre. Adiabatic-nonadiabatic transition in the diffusive
Hamiltonian dynamics of a classical Holstein polaron. Phys. Rev. B, 73 :014304, 2006.

[77] B. Simon. Functional integration and quantum physics. AMS Chelsea Publishing, Provi-
dence, RI, second edition, 2005.

[78] H. Spohn. The Lorentz process converges to a random flight process. Comm. Math. Phys.,
60(3) :277–290, 1978.

[79] D.W. Stroock and S.R.S. Varadhan. Multidimensional Diffusion Processes. Springer-Verlag,
1979.

[80] P. A. Sturrock. Stochastic acceleration. Phys. Rev., 141(1) :186–191, 1965.

[81] D. Szász and T. Varjú. Limit laws and recurrence for the planar Lorentz process with infinite
horizon. J. Stat. Phys., 129(1) :59–80, 2007.

[82] S. Tcheremchantsev. Markovian Anderson model : bounds for the rate of propagation.
Comm. Math. Phys., 187(2) :441–469, 1997.

[83] S. Tcheremchantsev. Transport properties of Markovian Anderson model. Comm. Math.
Phys., 196(1) :105–131, 1998.

[84] S. M. Ulam. On some statistical properties of dynamical systems. In Proceedings of the
Fourth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability (University of Ca-
lifornia, Berkeley, June 20–July 30, 1960, pages 315–320. 1961. Translated into Russian
(1963).

[85] T. Yamada and S. Watanabe. On the uniqueness of solutions of stochastic differential
equations. J. Math. Kyoto Univ., 11 :155–167, 1971.

173


	Titre

	Résumé
	Abstract
	Table des matières
	Introduction
	Chapitre 1 : Mouvement dans un gaz de Lorentzinélastique, non dissipatif et aléatoire
	1.1 Introduction
	1.2 Une particule dans un champ de diffuseurs : description par une marche aléatoire
	1.3 Analyse de la marche aléatoire dans le cas général
	1.4 Analyse de la marche aléatoire dans le cas d’un gradient
	1.5 Champ de force ne dérivant pas d’un gradient
	1.6 Champs aléatoires homogènes
	1.7 Résultats numériques
	1.8 Démonstrations des Théorèmes 1.2 et 1.6

	Chapitre 2 : Mouvement dans un gaz de Lorentz inélastique, non dissipatif et périodique
	2.1 Introduction
	2.2 Gaz de Lorentz inélastiques et élastique en dimension d ≥ 2
	2.3 Gaz de Lorentz inélastiques en dimension 1
	2.4 Rotateurs frappés

	Chapitre 3 : Quelques rappels sur la théorie des probabilités
	3.1 Introduction
	3.2 Processus de Markov et martingales
	3.3 Équations Différentielles Stochastiques
	3.4 Les processus de Bessel
	3.5 Convergence faible de processus

	Chapitre 4 : Résultats de convergence
	4.1 Démonstration du Théorème 3.1
	4.2 Un modèle simplifié
	4.3 Démonstration du Théorème 4.3
	4.3.1 Étape 1 : un cut-off
	4.3.2 Étape 2 : la tension
	4.3.3 Étape 3 : convergence et limite
	4.3.4 Étape 4 : suppression du temps d’arrêt


	Chapitre 5 : Un gaz de Lorentz inélastique et dissipatif
	5.1 Introduction
	5.2 Modèle à énergie finie
	5.3 Extension des espaces
	5.4 Mesures de Gibbs et équilibre thermique du réservoir
	5.5 Deux exemples de distributions de diffuseurs
	5.5.1 Réseau
	5.5.2 Milieu continu

	5.6 Exemples de bains d’oscillateurs
	5.6.1 Un oscillateur par site : le bain monochromatique
	5.6.2 Équation des ondes

	5.7 Adaptation du modèle à une évolution dans un tore
	5.7.1 Description
	5.7.2 Exemples


	Chapitre 6 : Théorèmes d’existence et de régularité des solutions globales en temps
	6.1 Une trajectoire partant à l’infini en temps fini
	6.2 Existence de solutions locales en temps
	6.3 Résultat d’existence globale
	6.4 Continuité par rapport à F
	6.5 Dérivabilité par rapport à F

	Chapitre 7 : Un théorème de fluctuation-dissipation
	7.1 Introduction
	7.2 Description de l’état d’équilibre thermique
	7.3 Relation d’Einstein à temps fini

	Table des figures
	Bibliographie

	source: Thèse de Bénédicte Aguer, Lille 1, 2010
	d: © 2011 Tous droits réservés.
	lien: http://doc.univ-lille1.fr


