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« Depuis qu’on a découvert

que deux plus deux font quatre

il n’y a plus grand chose a inventer
en mathématiques. »
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Introduction générale

Les systemes biologiques offrent une grande variété de phénomenes dont la plupart sont encore de nos jours
méconnus et mal compris. Il existe de multiples raisons a cela.

La premicre est sans doute la multitude ; chaque pathologie, chaque phénomeéne biologique constitue un sujet
d’étude a lui tout seul, ce qui préserve encore pour longtemps les scientifiques du désoeuvrement.

La deuxieme est sans doute la grande complexité de la plupart de ces phénomenes. Citons par exemple le
cas des cascades protéiniques, ou une méme protéine, telle MAPK qui sera 1’objet d’une partie des travaux de
cette thése, peut avoir de multiples roles et ou un méme effet peut avoir des causes multiples : par exemple le
franchissement de la transition G2/M et I’entrée en phase M, lors du cycle cellulaire des ovocytes de xénopes'
peuvent étre obtenus par la sur-expression de MEK (MAPK Kinase) ou bien encore par stimulation distincte de
deux voies de signalisations différentes(voir [Rus09]).

La derniére que nous citerons est la raison essentielle qui motive la modélisation mathématique des phéno-
menes biologiques. 11 s’agit des difficultés techniques et matérielles ; les limites de I’'imagerie médicale : actuelle-
ment on ne peut déceler des tumeurs cancéreuses trop petites (de ’ordre de quelques mm?) car elles sont invisibles
a I’imagerie. Nous ne pouvons pas non plus visualiser ni séquencer les plus petites bronches d’un poumon (en
pratique, seules les 10 premieres générations sont visualisables). D’autre part, I’expérimentation est parfois im-
possible : il est impossible par exemple d’introduire un instrument de mesure dans le poumon sans perturber le
bon fonctionnement de celui—ci et donc fausser la mesure. Certaines expérimentations ne sont jamais reproduc-
tibles dans les mémes conditions, pensons par exemple aux tests cliniques pour des patients atteints de cancers ou
tout simplement interdites pour des raisons éthiques. Certaines expérimentations envisageables, sont parfois trés
difficiles a exécuter mé€me in vitro, par exemple les ovocytes de xénopes sont opaques, ce qui rend tres difficile
I’expérimentation et nécessite 1’utilisation de marqueurs particuliers. Leurs cofts et les temps d’expérimentation
sont aussi des contraintes non négligeables. La modélisation mathématique peut devenir alors un outil puissant
pour le biologiste : I’expérimentation in silico, c’est-a—dire dans 1’ordinateur, reproductible a souhait et peu col-
teuse multiplie les possibilités et permet de mieux préparer et envisager I’expérimentation in vitro, voire in vivo.

Cette these illustre la diversité des problemes biologiques pour lesquels 1’outil mathématique et la modélisa-
tion peuvent aider a mieux comprendre certains mécanismes ou pathologies. En effet, les travaux rassemblés ici
touchent a quatre domaines tout a fait indépendants.

Une premiére partie est dédiée a I’étude d’une population de métastases. Une métastase est la croissance d’un
organisme pathogéne ou, dans notre cas ici, d’une cellule tumorale a distance du site initialement atteint. Les mé-
tastases font toute la gravité du cancer. En effet, I’extirpation chirurgicale compléte d’un cancer ne permet pas
d’avoir la certitude qu’une métastase ne se découvrira pas des mois ou des années plus tard. Il y a des métastases
qu’on ne peut pas voir a I’'imagerie médicale, et qui donneront lieu a de nouvelles tumeurs : c’est la rechute. De
plus, de tels modeles sont un outil intéressant en pharmacologie, afin de tester de nombreuses stratégies thérapeu-
tiques sans aucune incidence pour le patient. Cela est d’autant plus intéressant étant donné la toxicité des drogues
employées dans ce genre de traitement.

La deuxieme partie de ce travail est consacrée a 1’étude et a la modélisation de la respiration. Comme nous
I’avons mentionné, 1’étude de la respiration et du poumon est rendue difficile par la structure particuliere de cet
organe ; les voies respiratoires et leur structure en arbre dichotomique confére au poumon une géométrie fractale :
les petites bronchioles aux extrémités de 1’arbre ont des tailles de 1’ordre de 0.29 mm de diametre [WSFO05] rendant
impossible leur visualisation directe par imagerie. De plus, di a la géométrie en chou—fleur, deux points tres

IGrenouille.
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Introduction générale

proches 1'un de 1’autre du point de vue de la distance euclidienne peuvent étre trés éloignés d’un point de vue
distance parcourue dans I’arbre. Dans ce travail, nous nous sommes intéressés en particulier a deux aspects : la
description et la simulation des flux d’air dans le poumon et la modélisation des échanges gazeux.

La troisieme partie concerne la modélisation d’une cascade protéinique, ¢’est—a—dire une suite de réactions qui
entraine 1’activation de certaines protéines ou la transmission d’un signal. Ces systémes sont trés complexes car
I’expression d’une méme protéine peut avoir de multiples effets. La cascade MAPK chez les ovocytes de xénopes,
que nous étudierons en particulier dans cette these, peut étre isolée par les biologistes et donc constitue un point
de départ intéressant pour 1’étude de ce genre de cascade. Ce travail peut étre considéré comme une brique de base
pour la modélisation de systémes plus grands. A plus long terme, les MAPK étant impliquées dans les mécanismes
de multiplication cellulaire, une meilleure compréhension de la cascade pourrait déboucher sur des thérapies pour
les pathologies affectant le cycle cellulaire, typiquement les cancers.

Enfin, notre quatriéme partie concerne encore un autre phénomene biologique : il s’agit des phénomenes de
chimiotactisme. Le chimiotactisme est le phénomene par lequel des cellules ou de petits organismes dirigent leurs
mouvements en fonction de la concentration de certaines especes chimiques présentes dans le milieu. Le chimiotac-
tisme est omni—présent en biologie : trouver sa nourriture ou bien pour les phénomeénes angiogénique, notamment
lors de la croissance tumorale. Le modéle de Patlak—Keller—Segel qui va nous intéresser ici, concerne 1’auto—
organisation, a savoir le signal chimique est émis par les organismes eux—mémes. De tels systemes font apparaitre
comme nous le verrons, des points d’agrégation.

Avant de rentrer plus dans les détails, notons qu’un point commun a tous les modeles présentés dans ce manus-
crit sont leur simplicité que 1I’on mesure ici a I’aide du nombre de paramétres. En effet, nous sommes convaincus
que pour comprendre 1’influence de chacun des paramétres, ceux—ci doivent étre en nombre réduit. Cette volonté
de simplicité conduit a des choix de modélisation qui se doivent pertinents.

Apports du point de vue de la modélisation

Certains des themes abordés reprennent des modeles déja existants, proposés par des biologistes ou physiciens,
et le travail effectué consiste essentiellement en I’analyse mathématique et/ou numérique de ceux—ci. Pour d’autres,
le travail a été essentiellement un travail de modélisation. Ceci est en particulier le cas pour la modélisation des
échanges gazeux dans le poumon et la modélisation de la cascade protéinique MAPK.

L’hétérogénéité des échanges gazeux dans le poumon avait déja été décrite par de nombreux auteurs [Pai73,
SFWO02, WSF05, HGC*05]. Des modeéles ont été proposés, notamment des modéles ‘labyrinthes’ [FFS*03a,
FFS05b, SFW02], mais ils ne concernent cependant que la diffusion de ’oxygéne dans 1’acinus®. L’ originalité
de notre modele est de considerer I’appareil respiratoire dans son ensemble, modélisant ainsi a la fois la convec-
tion et la diffusion de 1’oxygene dans I’arbre bronchique et liant directement la force exercée par le diaphragme
lors de la respiration au volume d’oxygene absorbé.

L’autre apport essentiel d’un point de vue de la modélisation de cette thése concerne la modélisation de la
cascade protéinique MAPK, plus particulierement la propagation de front d’onde pour cette cascade. Encore une
fois, de nombreux travaux ont déja été effectués sur ce sujet [AFS04, Kho00, MnGNKO09, RGBB09], mais une des
originalités de ce travail est la prise en compte des effets spatiaux.

Apports mathématiques

Les applications a la biologie peuvent faire émerger de nouveaux problémes et questions mathématiques et ce
travail en est la confirmation.

L’équation obtenue pour la modélisation d’une population de métastases fait partie d’une famille plus large
d’équations aux dérivées partielles décrivant une population structurée appelées équations de McKendrick—Von
Foerster. L’ étude de telles équations a été développée notamment par MICHEL [Mic05] qui utilise comme outil la
notion d’entropie relative généralisée. Dans notre cas, I’annulation de la vitesse apporte des difficultés supplémen-
taires, notamment pour montrer la compacité de I’opérateur. L’ apport de notre travail consiste essentiellement dans
le contournement de cette difficulté.

D’autre part, le modele multi—€chelle utilisé pour la description des flux d’air dans le poumon, conduit a
un systeme de Navier—Stokes muni de conditions aux bords dissipatives non classiques. L’inconvénient de telles

2Grappe d’alvéoles pulmonaires, lieu de I’échange gazeux dans le poumon
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conditions est qu’elles ne sont pas facilement implémentables dans les logiciels éléments finis, tels Freefem++
[HLHOP], a moins de rentrer en profondeur dans le code. Nous proposons une méthode qui a I’avantage de palier
a cette difficulté. En effet, elle réduit le probléme a la résolution de problémes de Stokes avec conditions aux
bords de Dirichlet-Neumann classiques, qui peuvent quant a eux étre tres facilement codés a 1’aide de tout logiciel
éléments finis classique.

Enfin, concernant le systeme de Patlak—Keller—Segel, il est connu qu’il existe un phénomene de masse critique
au dela de laquelle il y a explosion en temps fini. Pour 1’étude de ce systéme, 1’intérét de 1’ interprétation en termes
de flot gradient est démontrée [BCCOS8]. Le schéma numérique proposé dans ce travail, fondé sur cette idée de flot
gradient permet de simuler, pour le cas 1D du moins, le systeme avant explosion. Nous étendons ce travail aux
temps apres explosion d’une part en donnant un cadre mathématique pour la description du systéme apres explo-
sion, fondée sur les idées de mesure de défaut développée par POUPAUD [Pou02] et d’autre part, en étendant le
schéma numérique aux temps apres explosion a 1’aide d’un algorithme mettant en évidence des phénomenes assez
fins.

Dans ce qui suit, nous résumons, theme par theme, les résultats apportés par cette theése. Nous renvoyons a I’in-
troduction de chaque partie pour une description de chaque theme dans son contexte biologique et mathématique.

1 Modélisation d’une population de métastases

Le cancer est devenu ces dernieres années la premicre cause de mortalité dans les pays occidentaux. Cette
partie du travail, en collaboration avec PAULINE LAFITTE et THIERRY GOUDON, concerne la modélisation d’une
population de métastases. Ce modele avait déja été proposé par IWATA et al. en 2000 [IKS00] mais n’avait pas été
étudié mathématiquement dans les détails. Ainsi, notre travail concerne essentiellement I’étude mathématique et la
simulation numérique du systeme.

L’équation fournie par le modele est une équation aux dérivées partielles décrivant une population structurée, en
taille ici. Elle est complétée par une condition au bord non locale. Ce systéme fait partie de la famille des équations
de type McKendrick—Von Foerster, qui ont été étudiées notamment par MICHEL [Mic05], en introduisant la notion
d’entropie relative généralisée. Nous adapterons cette méthode a notre modele. Dans notre cas, une difficulté est
apportée par I’annulation de la vitesse en un certain point.

D’un point de vue numérique, nous menons une étude soignée, confortant 1’étude théorique et pouvant servir
de marche—pied pour traiter des modeles plus complexes. Nous verrons que la solution étant trés raide notamment
proche du bord x = 1, une méthode d’ordre élevée est utile ; nous utiliserons alors le schéma WENO (Weighted
Essentially Non—Oscillatory).

Soulignons que des études similaires ont été effectuées par I’équipe de BARBOLOSI, BENABDALLAH, HU-
BERT, VERGA et BENZEKRY, cependant les outils utilisés sont différents tant sur le plan de I’analyse mathématique
que sur celui de la simulation numérique.

1.1 Le modéle

Nous considérons une population de métastases. Chacune des métastases est caractérisée par sa taille notée
x > 1, qui est a comprendre comme le nombre de cellule qui la constitue. Nous nous intéressons au comportement
de la distribution en taille de cette population p(t, x), ol

fv p(t, x) dx

donne le nombre de tumeurs dont la taille est comprise entre u et v a I’instant ¢. La dynamique est dirigée par deux
phénomenes :

* une tumeur de taille x croit a la vitesse w(x) > 0;

* une tumeur émet des cellules cancéreuse au taux f(x) > 1.
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Le systeme obtenu est le suivant :
dip + dx(wp) =0, (1a)
wptt ) = [ pptt 1) dy + Bl 0), (1b)

La deuxieme équation (1b), correspond a I’ensemble des tumeurs de taille 1 (cellules) produites a chaque instant.
On distingue celles émises par la tumeur primaire f(x,(t)), ot x, est la taille de la tumeur primaire solution de
I’EDO :

axp(t) = w(xp(t))r xp(o) =1,

et celles émises par toutes les autres tumeurs, données par le terme intégral. Le probléme est complété par une
condition initiale ; nous supposons qu’initialement il n’y a pas de métastase, ainsi

p |t:0 =0.
Les hypotheses que nous imposons sur les fonctions w et 5 sont les suivantes :
w € CY(R),
lw(x) —w(y)l < Lix - yl, 2
w(x) > 0 pour tout x € [1, 5[, w(b) =0,
et
B e L([1,0]), p(x) > Osur[1,D]. (3)
Le paramétre b représente la taille maximale des tumeurs. La particularité de ce systéme est que la fonction w
s’annule en b et en particulier
b
f ﬁ = 0. 4)
1 w(x)

En comparaison aux équations de McKendrick—Von Foerster, ou typiquement w = 1, cette singularité induit des
difficultés mathématiques.
En pratique, nous choisissons pour w le taux de Gompertz

w(x) = axIn(b/x), (5)

et pour f3
p(x) = mx”. (6)

Nous verrons que I’essentiel de I’information sur la croissance de la population est concentrée dans la valeur
d’un parametre positif Ay caractérisant la croissance de la population et appelé dans le contexte de dynamique des
population taux Malthusien. En effet, on montre que

p(t, x) ~ Ce™N(x),

lorsque ¢ tend vers I'infini. Nous verrons que Ag et N sont les éléments propres du systeme. La résolution de
ce probléme aux valeurs propres se fait habituellement en utilisant le théoréme de Krein—Rutman, équivalent du
théoreme de Perron—Frobenius en dimension infinie. Cependant, la singularité de la fonction w rend difficile la
preuve directe de la compacité de I’ opérateur nécessaire a 1’application du théoreme de Krein—Rutman. La difficulté
est contournée par I’utilisation d’un changement de variable astucieux qui simplifie grandement la question. Enfin,
le comportement asymptotique est déterminé par 1'utilisation de la méthode d’entropie.

D’un point de vue numérique, nous avons dii tenir compte de deux contraintes :

* nous voulons simuler le systéme en temps grand afin de capter I’asymptotique, ce qui réclame une attention
particuliere vis—a—vis du schéma numérique choisi ;

* le domaine de calcul est trés grand (b = 10'), ce qui rend impossible 1’ utilisation de maillage trés fins.

Nous allons a présent énoncer les principaux résultats obtenus pour ce modele, tant sur le plan de 1’analyse mathé-
matique que sur celui du numérique.
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1.2 Analyse mathématique

Nous montrons que, sous les hypothéses (2)—(3), il y a existence et unicité d’une solution mesure au pro-
bleéme (1) (Théoreme 1.2.3). Le cadre mathématique étant précisé a la Définition 1.2.2.
L’étude mathématique effectuée ensuite se concentre sur le probléme ou nous enlevons le terme source en
Blxp(h)) :
dip + dx(wp) =

wplt, 1) = f B, dy), )
p)t 0 = for

Ce probleme est équivalent au précédent ; en effet, nous remarquons que si p est solution du probléme original (1),
alors f = p + 0(x = x,(t)) est solution de (7) avec fo = 6(x = 1). Ainsi les deux problémes sont équivalents.

Nous étudions ensuite le comportement asymptotique de la solution. L’outil utilisé est celui développé par
MICHEL [Mic05], a savoir la notion d’entropie relative généralisée. Une étape préliminaire a cette méthode est
I’étude du probléme aux vecteurs propres associé au systéme. Nous cherchons (Ag, N, @) vérifiant

2 (Nw) + AN =0, (s
b
WDN(1) = f BUIN(y) dy, (8b)
1
() B0 + @) = PB) (8¢)
b b
Ao>0, N>0, d>0, fNCDdXZL dele. (8d)
1 1

Ce systeme admet une unique solution. En effet, nous montrons :
Théoréme 0.1.1 11 existe un unique triplet Ao > 0 et (N, @) € L1([1, b]) x L*([1, b]) vérifiant (8a)-(8d).

Ce genre de théoréme est classiquement démontré en utilisant le théoréme de Krein—Rutman, version de
Perron—Frobenius pour la dimension infinie. Cependant, ici, di a la singularité de la fonction w (voir(4)), la compa-
cité de I’opérateur ne peut étre obtenue facilement. La méthode que nous employons est fondée sur un changement
de variable, permettant de montrer directement 1’existence et I’unicité du triplet.

Une fois I’existence d’un tel triplet d’éléments propres obtenue, le théoréme suivant montrant la décroissance
de I’entropie, permet de donner des bornes pour la solution dans diverses normes et enfin de donner le comporte-
ment asymptotique de la solution.

Théoréme 0.1.2 Soit (N, Ay, D) le triplet solution du probleme (8a)-(8d), alors pour tout p(0,-) > 0 et tout p(t,-)
solution de (7) avec condition initiale p(0,-) € L* ([1, b], %),
1. nous avons la loi de conservation

b b
f D(x)p(t, x)e M dx = f D(x)p(0, x) dx,
1 1

2. et pour toute fonction convexe H, I’entropie relative généralisée définie par

d b P(t/ x)e—/\ot B
dt QJ( )N( )H(W) d Dy,
avec
-Dy = w(l)N(1)d(1)
t —Aot b t, —Aot
T s
_ BOING)
W= N
négatif.
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Nous obtenons alors le théoréme suivant décrivant le comportement en temps long de la solution :

Théoréme 0.1.3 Pour tout p(0,-) > 0 tel que F;\,(L()) € L™ N L*([0,b], N® dx) et pour tout p(t,-) solution de (7)

avec condition initiale p(0, -) nous avons la convergence suivante

P(‘/ t)eiAOt b
N—(~) _t:;: 1 D(x)p(0, x) dx,

dans L™ N L([0, b], N® dx) lorsque t tend vers Iinfini.

La preuve de ce théoréme s’appuie sur les propriétés de décroissance de 1’entropie données par le théoreme
précédent. Cependant, une attention particuliere doit étre donnée aux passages a la limite. Nous complétons ce
résultat en précisant la vitesse de convergence (Théoreme 1.41) sous quelques hypotheses supplémentaires (voir
page 43 pour plus de détails), vérifiées dans le cas particulier des choix effectués pour les fonctions w (5) et 8 (6).

1.3 Simulations numériques

Comme mentionné précédemment, plusieurs contraintes sont a prendre en compte dans I’étude numérique du
systeme (1) :
* sans une discrétisation fine du domaine, ce qui n’est pas envisageable ici (b = 7.3 - 1010), la solution calculée
de facon naive explose rapidement ;

* dans le méme ordre d’idée, la condition au bord peut également devenir trés grande, comparée a la valeur
moyenne de la solution sur le reste du domaine ;

* enfin, nous voulons observer I’asymptotique de la solution, pour cela nous avons besoin d’effectuer des
calculs en temps long.

Notre stratégie est la suivante,

i) nous posons le changement de variable
b
=1In-,
y=m<

et de fonction
u(y, t) = be Yu(y,t).

Ces changements permettent de réduire le domaine de calcul, tout en gardant la structure de 1’équation (loi
de conservation). De plus, la grille obtenue est raffinée proche du bord x = 1 (voir Figure 1.1), 1a ou la
solution est la plus raide, permettant ainsi de capturer au mieux 1’influence de la condition au bord ;

ii) nous utilisons un schéma d’ordre élevé, WENO-5. Ce choix est essentiellement motivé par la différence
d’échelle entre la condition au bord et la solution aux temps petits.

La résolution numérique permet de retrouver le comportement asymptotique de la solution, notamment le taux
Malthusien (voir Figure 1.3).

Cette étude est enfin complétée par I’étude d’un modele discret associé au modele continu présenté et par le
calcul explicite d’une solution du probléme (1) par transformée de Laplace.

Ce modele ainsi posé est trés simple et décrit une population de métastases non—traitée. Le choix du taux de
Gompertz pour la fonction w est sujet a controverses, et il y a sans doute encore des travaux de modélisation a
réaliser afin d’améliorer ce choix. Ensuite, I’intérét d’un tel modele est de pouvoir intégrer des stratégies thérapeu-
tiques telles que par exemple des traitements anti—angiogénique qui modifieraient les fonctions de croissance w et
d’émission 8. Des travaux dans ce sens sont en cours au sein de 1’équipe Marseillaise de BARBOLOSI et al. [Ben].

2 Modélisation de la respiration
Notre travail concernant la modélisation de la respiration a fait 1’objet d’une étroite collaboration avec I’EPI
REO de I'INRIA Rocquencourt. Ce travail comporte deux parties différentes : la premiére concerne la simulation

du flux d’air dans I’arbre bronchique et la seconde la modélisation des échanges gazeux.
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2.1 Simulation du flux d’air dans les poumons

Ce travail est le fruit d’une collaboration avec CELINE GRANDMONT, BERENICE GREC, BERTRAND MAURY
et DRISS YAKOUBI. Le modele utilisé dans cette partie a déja été€ décrit dans [BGMO9], et le travail effectué
consiste essentiellement en la mise en place d’une méthode numérique.

Le modéle

L’ appareil respiratoire a une géométrie complexe : pour un calcul direct, c’est un arbre dichotomique com-
posé d’en moyenne 23 générations qui devrait étre maillé. Cependant ceci est infaisable numériquement. De plus,
jusqu’a présent, les bronches distales situées a partir de la neuvieme génération ne sont pas visualisables, ni seg-
mentables par le matériel médical d’imagerie usuel. Afin de simuler les flux d’air dans ces parties de poumon, nous
avons donc besoin de modeles mathématiques simples, mais réalistes.

Le modele que nous utilisons répond a ces criteres. Il distingue trois parties dans le poumon :

e la partie proximale (générations 0 a 7-9), ou nous supposons que les équations de Navier—Stokes sont véri-

fiées ;

e la partie distale (générations 8—10 a 17), ou nous supposons que la loi de Poiseuille est vérifiée, et donc ol
chaque sous—arbre peut étre représenté par un tube dont la résistance R; est équivalente a celle du sous—arbre
correspondant.

e les acini nichés dans le parenchyme pulmonaire. Nous décrirons le mouvement de celui—ci par un simple
modele mécanique OD.

L
I
]

ro i - P,

FIG. 1: Modele multi—échelle

La Figure 1 illustre de maniere synthétique la décomposition multi—€chelle considérée. Ce modele aboutit au
systéme couplé suivant :

d
pa—l:+p(u-V)u—nAu+Vp = 0, sur (0, T) xQ,
V-u = 0, sur (0,T) X Q,
u = 0, sur (0,T) x Ty,
nVu-n—-pn = -Pn, sur (0, T) X Iy,
nVu-n—-pn = —Pun—R,-(fu-n)n, sur (0, T)xTI;,i=1, ..., N,
T
mi+ (RS* + p)x +kx = fur + SP,,
N
Sx = fu-n=—fu-n.
Z I Iy
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Les inconnues sont la vitesse et la pression du fluide, u et p ainsi que la pression alvéolaire P, et le déplacement
du diaphragme x. La force f,,+ désigne les efforts exercés pour déplacer le diaphragme et représente le "moteur”
de la respiration. Ce systeme doit étre complété par des conditions initiales adaptées

(u/ X, x)|t=0 = (uO/ Xo, xl)/ avec

V-uy=0, ug=0surIy, et5x1=—fu0-n.
Ty

Une particularité de ce systéme est que toutes les sorties I';, 1 < i < N sont couplées (a travers le modele OD). De
plus, les conditions aux limites sur les frontiéres artificielles I'; sont non standards puisqu’elles font intervenir les
flux des vitesses fluides.

L’étude d’existence de solutions de ce probleme a déja été réalisée notamment dans [BGMO09]. Dans ce travail,
les auteurs proposent également une méthode numérique basée sur une discrétisation éléments finis du systeéme
qui implique, en particulier, la modification du produit matrice—vecteur associé au probléme discrétisé, et ce afin
de prendre en compte les conditions aux limites non standards. Cela nécessite d’intervenir en profondeur dans le
code éléments finis utilisé. Nous avons donc voulu nous affranchir de cette contrainte. L’ originalité de notre travail
consiste en la décomposition du probleme en plusieurs problémes de Stokes avec conditions aux bords mixtes
standards Dirichlet—Neumann ne nécessitant ainsi pas de modification du code pré—existant.

Méthode numérique

Apres une discrétisation en temps du probléme couplé et discrétisant la dérivée totale en temps de la vitesse
du fluide par la méthode des caractéristiques, nous obtenons un systeme de Stokes muni de conditions aux bords
non-standards mettant en jeu les flux d’air aux interfaces. Comme nous 1’avons mentionné la difficulté consiste
alors a traiter ces conditions dissipatives a I’aide d’un logiciel éléments finis par exemple Freefem++ [HLHOP].
La stratégie est d’écrire la solution comme combinaison linéaire des solutions élémentaires pré—calculées et d’un
terme correctif correspondant a la partie non-stationnaire du probléme. Chacune de ces quantités est solution d’un
probléme de Stokes avec des conditions aux bords mixtes standards Dirichlet-Neumann, que I’on peut résoudre
facilement a I’aide de tout logiciel éléments finis. Les coefficients de la combinaison linéaire sont ensuite calculés
de facon a ce que les conditions aux bords dissipatives soient vérifiées. Nous renvoyons aux pages 99 et suivantes,
pour une description plus détaillée de la méthode.

Cette méthode est ensuite complétée par une méthode de projection [Cho68, Cho69] pour la discrétisation en
temps des équations de Stokes, permettant d’accélérer les calculs.

Les simulations numériques 2D réalisées permettent de retrouver les courbes débit—volume que les médecins
sont habitués a lire (voir Figure 3.11) ; nous retrouvons a la fois le comportement qualitatif, les courbes ont la méme
allure, et les bons ordres de grandeur. Enfin, nous réalisons ensuite une étude numérique approfondie du modele,
afin de déterminer I’influence de chacun des parametres, essayant a chaque fois de retrouver les caractéristiques de
certaines pathologies pulmonaires. Nous terminons par donner quelques résultats 3D.

2.2 Modélisation des échanges gazeux

Ce travail est entierement un travail de modélisation. I est le fruit d’une collaboration avec SEBASTIEN M AR-
TIN et BERTRAND MAURY.

La géométrie particuliere du poumon a pour conséquence 1’hétérogénéité des échanges gazeux. En particulier,
on observe I'importance de la géométrie lors du passage du régime de respiration au repos a celui de 1’effort.
Grossierement, si on regarde les volumes d’oxygeéne absorbés au repos et a I’exercice, nous gagnons un facteur 9
(voit Table 5.4). Un facteur 3 est gagné par I’augmentation du rythme cardiaque (plus précisément, c’est ce que
nous appellerons le ratio ventilation/perfusion qui augmente, voir page 138). Il nous manque donc un facteur 3.
L’objectif de ce travail est de justifier que ce facteur 3 peut étre obtenu grace a la mécanique et a la géométrie.

Deux phénomenes principaux sont a prendre en compte :

e du fait de la géométrie, la vitesse du fluide décroit le long de 1’arbre bronchique et passe au bout d’un certain
temps en—dessous de la vitesse de diffusion de I’oxygene dans 1’ air. Cette transition a lieu approximativement
a I’entrée des acinis, mais cela dépend fortement du régime auquel on se place ;
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e tandis que I’oxygene diffuse le long de 1’arbre, il est peu a peu absorbé par les alvéoles disposés le long de
son parcours dans les voies aériennes, ce qui a pour conséquence 1’appauvrissement de 1’air en oxygene.
C’est ce que nous appelons les effets d’écrantage.

La validation de notre modele repose sur deux criteres :

e quantitativement, nous voulons retrouver les volumes d’oxygene absorbé moyens par unité de temps a I’ef-
fort et au repos donnés dans la littérature de physiologie (voir Table 5.4);

e nous voulons observer les effets d’écrantage au repos : a savoir a 1’exercice ’ensemble de la surface est
disponible et donc I’oxygene est principalement absorbé par les dernieres générations, tandis qu’au repos, la
surface est minorée et I’oxygene est absorbé plutot par les générations 15 a 18 [WSFO5].

Essentiellement, quatre parametres entrent en ligne de compte pour le calcul des flux d’oxygene a travers la
membrane pulmonaire :

1. la différence des pressions partielles en oxygene de chaque coté de la membrane, a savoir entre 1’alvéole et
le sang pulmonaire ;

2. la surface alvéolaire disponible ;

3. la perméabilité de la membrane, qui est une constante qui caractérise la facilité de I’oxygene a traverser la
membrane ;

4. le ratio ventilation/perfusion.

Pour construire notre modele, nous reprenons le modele mécanique déja utilisé pour la modélisation du mou-
vement du parenchyme et nous le couplons a un modele 1D pour I’oxygene. Le poumon est alors représenté par
un cylindre de rayon variable représentant les bronches (voir Figure 4.1) connecté a un réservoir représentant les
alvéoles. Ce réservoir est lui méme séparé du sang par une membrane poreuse (voir Figure 4.2). Nous obtenons le
systeme d’équations suivant :

X=u, (9a)
u—lf —RO—52+ u — kx (9b)
B G C T T ’
disp + Ae(spu’) = =08, (9¢)
D4(spcp) + Ae(spcptt’) + Ap(=Do,5pd¢ech) = —sa[ = 02 ¢y, cal — W(E) (e — ca), (9d)
8t(5ucﬂ) =-b pv/p fﬂ (POCa - Psang) + 3tsn[5f >07?cp,co] + W(f) (cp — Cﬂ)- (9e)

Les deux premicres équations correspondent a la partie mécanique : x désigne le déplacement du parenchyme,
1 sa vitesse. fex est la force musculaire qui dirige la respiration. m est la masse déplacée, Ry la résistance des
bronches, u la résistance des tissus et k la constante de raideur du ressort. S correspond a la surface de la partie
mobile. Le rapport
1

1+0Sx/VY’

modélise I’activité du muscle lisse (voir Section 2.4.1, page 85, pour plus de détails). L’équation (9c¢), traduit la
conservation du volume d’air; s, désigne la section bronchique et s, la section équivalente alvéolaire, de sorte
que s,(£) d¢ donne le volume alvéolaire compris entre £ et £ + df, la vitesse du fluide est notée uf. L’équation
(9d) correspond au bilan de masse pour I’oxygene écrit pour les bronches, tandis que la derniere équation (9e)
correspond au bilan de masse écrit pour les alvéoles. ¢, (resp. ¢p) désigne la concentration en oxygene dans les
alvéoles (resp. dans les bronches). Dans le membre de gauche de (9d), nous reconnaissons les termes de transport
a la vitesse du fluide et de diffusion de I’oxygene.

Le terme commun aux équations (9d) et (9e) ;

ISl = 072 cp, ca] + W() (cp — ca),
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correspond aux termes d’échange entre bronche et alvéole ; le terme dis,[x > 0 ? ¢y, c,] est un terme convectif
correspondant au volume d’oxygene entrant dans 1’alvéole di a la dépression causée par la déformation mécanique
de I’alvéole (a I’inspiration) ou sortant de 1’alvéole dii a la surpression causée cette fois par la compression de
I’alvéole (a I’expiration). Le terme W(£) (c, — ¢,) est un terme de diffusion dans la direction ‘orthogonale’ entre
I’alvéole et la bronche.

Le terme de perte dans la troisiéme équation, Equation (9¢),

-b pPv/p €, (Pocs — Psang)r

correspond a la quantité d’oxygeéne absorbée qui passe dans le sang avec b la perméabilité, py,p le ratio ventila-
tion/perfusion, £, la densité de surface alvéolaire et (Poc; — Psag) 1a différence de pressions partielles en oxygene
entre 1’alvéole et le sang.

Nous réalisons ensuite des simulations numériques de ce systeme en prenant garde a la diffusion numérique.
En effet, la valeur du coefficient de diffusion de I’oxygeéne dans ’air est tres petit, Do, = 0.2- 10~4m?2-s7L, et il faut
prendre garde a ce que le coefficient de diffusion numérique ne soit pas supérieur a cette valeur. Ceci est d’autant
plus important que nous cherchons a observer des phénomenes pour lesquels la diffusion de 1’oxygeéne a un role
primordial.

3 Modélisation d’une cascade protéinique

Ce travail, fruit d’une collaboration avec RALF BLOSSEY de I'IRI d’une part et PAULINE LAFITTE et THIERRY
GOUDON d’autre part, propose un modele pour décrire la voie de signalisation MAPK pour les ovocytes de xé-
nopes. L’originalité de ce travail réside dans le modele proposé pour lequel 1’analyse mathématique, bien qu’elle
repose sur des outils bien connus, permet d’exhiber des comportements remarquables et parfois inattendus.

La cascade MAPK est constituée de multiples réactions de phosphorylation (voir Figure 6.4 pour une représen-
tation schématique). La cinétique de toutes ces équations n’étant pas la méme, nous nous placons a 1’équilibre pour
les réactions rapides. Cette hypothese, classique pour les chimistes, permet de simplifier grandement le probleme.
Toute la cinétique de la réaction est alors dirigée par la concentration en Mos, qui est la protéine a I’entrée de
la cascade. De plus, nous supposons que la diffusion des protéines impliquées ne fait pas intervenir de structure
particuliere telle le squelette cytoplasmique.

Apres adimensionnement, le systéme obtenu est le suivant :

oim — dyem = zo(m) —m  sur R* X [0,L],

m(0, x) = mp(x) sur [0,L],
m(t,0) = P(t) sur R*,
ol \
am
O = (10

correspond au terme de réaction. Remarquons, que sous cette forme, toute 1I’information est contenue dans le
parametre . Un autre parameétre important d’un point de vue biologique est I’exposant de Hill. Biologiquement,
il est lié a la notion d’ultrasensitivité de la cascade ; d’un point de vue mathématique, il correspond au degré des
polyndmes au numérateur et au dénominateur du terme non-linéaire de réaction (10).

L’ étude mathématique de ces systemes est bien connue et ce depuis longtemps [AW75]. Elle montre I’existence
d’un front d’onde et d’une vitesse asymptotique associée. Le front d’onde n’apparait que si la condition au bord
et/ou la condition initiale apportent assez de masse au systeme. On observe un phénomene de seuil. Cependant,
I’analyse mathématique ne permet pas d’expliciter ce seuil par une condition nécessaire et suffisante ; nous obte-
nons uniquement des conditions suffisantes (Théorémes 6.4.10, 6.4.12,6.4.13, 6.4.14). De plus, dans notre cas, il
n’existe pas de formule explicite pour la vitesse asymptotique.

Nous complétons donc I’étude mathématique par une étude numérique. Nous illustrons ce phénomene de seuil
et nous calculons numériquement la vitesse asymptotique. Enfin nous étudions numériquement 1’influence des
parametres sur le systéme a savoir « et I’exposant de Hill. Il s’avere que les résultats obtenus sont en contradiction
avec I’intuition du biologiste.
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4 Modele de Patlak—Keller—Segel 1D

Cette dernicre partie concerne la description et la simulation du systeme de Patlak—Keller—Segel 1D aux temps
apres explosion. Elle a fait 1’objet d’une collaboration avec VINCENT CALVEZ et JOSE—ANTONIO CARRILLO. Le
phénomene biologique dont il est question ici est le chimiotactisme. Plus particulierement le systeme de Patlak—
Keller—Segel concerne I’auto—organisation : nous considérons une population de cellules qui produit elle-méme le
signal chimique qui les attire.

Le systeme étudié est le suivant :

‘;_’Z = An-V.-(nVe), t>0xeQCR,
(11)
c = —ilo |z| * n
T Tan %% ’

pour d = 1. Cette formulation, due 8 CALVEZ, PERTHAME et SHARIFI TABAR [CPSt], n’a aucune signification
physique en dehors de la dimension d = 2, ou le noyau logarithmique correspond 2 la formulation a 1’aide du
noyau de Poisson de la solution du Laplacien. Cependant, ces systémes posés dans les différentes dimensions, ont
I’avantage de partager de nombreuses propriétés (énergie libre, masse critique...). Numériquement, il est intéressant
d’avoir une version unidimensionnelle du systeme de Patlak—Keller—Segel : les calculs 1D étant beaucoup moins
coliteux, il est vraiment possible de réaliser des études numériques fines du modele.

Comme mentionné précédemment, pour ce systeéme posé en dimension d = 1 nous avons un phénoméne de
masse critique : si M la masse totale du systéme a I’instant initial vérifie yM > 27 il y a explosion en temps fini, et
des masses de Dirac apparaissent. L’ objectif de ce travail est tout d’abord de décrire mathématiquement le systéme
apres explosion puis de le simuler numériquement.

4.1 Etude mathématique du systéme apres explosion

La description du systeme apres explosion que nous proposons fait appel a la notion de mesure de défaut
introduite par POUPAUD [Pou02]. Une étude similaire a été réalisée par DOLBEAULT et SCHMEISER [DS09] pour
le cas de la dimension d = 2. Dans notre cas, la convolution avec le noyau logarithmique ne correspond plus a
la solution fondamentale du Laplacien et le gradient de la concentration est donné par I’opposé de la transformée
de Hilbert. Cette perte de régularité apporte des difficultés supplémentaires, cependant nous obtenons que sous
certaines hypotheses le systeme peut étre décrit ainsi ; nous supposons

p=p+p

ou p correspond a la partie régulicre et p est une somme de masses de Dirac,

pt,2) = ) Me(Bde(t, %)

lel

avec O¢(t, x) = 0(x — x¢(t)). x¢ correspond donc & la trajectoire de la £¢ masse de Dirac dont la masse est M. Nous
obtenons alors :

_ _ _ _ M _
&tp+x8x(p8x50[p])—2%&x(p ¢ )—Ap:O,

teL o

. _ M,
%= XSl Pl = 3 )
m#l "

ol So[p] correspond a la convolée de p avec le noyau logarithmique.
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4.2 Etude numérique

Nous simulons ensuite ce syst¢eme numériquement. Le schéma proposé prolonge celui de BLANCHET et al.
[BCCOS8] aux temps apres explosion. Ce schéma, fondé sur I’interprétation d’OTTO de 1’équation en termes de
flot gradient pour la métrique de Wasserstein, peut s’écrire facilement sur I’inverse de la fonction de répartition
de notre densité de cellules. Pour cette fonction, un point d’accumulation de la densité correspond a un plateau.
Pour étendre ce schéma aux temps apres explosion, nous coupons les plateaux et les considérons comme masses de
Dirac, nous recollons les deux branches restantes afin de reformer la partie continue, et nous gérons numériquement
les interactions entre partie continue et masses de Dirac a 1’aide de la description mathématique du systéme obtenue
précédemment. La difficulté réside dans la méthode de découpage. Ce choix fait appel a une réflexion assez fine
sur le systeme.

5 Plan de la these

Comme nous I’avons dit ce travail est composé de quatre parties bien distinctes et tout a fait indépendantes tant
sur le plan des thématiques biologiques évoquées, que sur le plan mathématique. La lecture des différentes parties
peut donc se faire totalement indépendemment les unes des autres. Le lecteur trouvera en début de chaque partie
une introduction au contexte biologique et mathématique du travail correspondant, ainsi qu’en fin de partie, les
perspectives et travaux futurs envisagés.
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Chapitre 1

Un modele décrivant la croissance et la
distribution en taille d’une population de

meétastases

Le cancer est parmi les causes de mortalité les plus fréquentes dans les pays occidentaux.
Une large part de la recherche médicale est donc logiquement dédiée a I’étude de cette ma-
ladie et la modélisation mathématique doit étre considérée comme un outil supplémentaire
au service des médecins et biologistes pour mieux comprendre les mécanismes du cancer et
déterminer les traitements les mieux adaptés. Dans ce travail, fruit d’ une collaboration avec
THIERRY GOUDON et PAULINE LAFITTE, nous nous intéressons a un modele déja pro-
posé en 2000, par IWATA et al. [IKSO00] qui décrit 1’évolution d’une population de tumeurs
métastatiques non—traitée. Nous donnons une analyse mathématique du modele qui nous
ammene a la détermination d’un taux Malthusien caractérisant la croissance exponentielle
de la population. Nous réalisons également une analyse numérique du systeme aux déri-
vées partielles issu du modele. L’article est paru dans Discrete and Continuous Dynamical
Systems Series B sous le titre A model describing the growth and the size distribution of
multiple metastatic tumors. [DGL09]

1.1 Introduction

In this paper we are concerned with a mathematical model describing the growth of tumors. The model has the form
of a PDE which looks like a conservation law, endowed with a boundary condition of non local type. Precisely,
tumors are characterized by their size x > 1 and we are concerned with the behavior of the size distribution p(t, x):

fv p(t, x) dx

gives the number of tumors with size ranging in the domain [u, v] at time ¢ > 0. The dynamics are governed by the
combination of two phenomena:

- a tumor of size x grows with a rate w(x) > 0,

- the growing tumor also emits new malignant cells with a rate (x) > 0.

We further do not consider any treatment. Then, we are led to the following equation

© 2011 Tous droits réservés.

dip + dx(wp) =0,
wp(t,1) = fl Bp(E, ) dy + B, (1),
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In (1.2), the last term accounts for the contribution of the primary tumor whose evolution follows the ODE

d
axp(t) = w(xy(t)), x,(0) = 1. (1.3)
The problem is completed by assuming that initially there is no metastatic tumor

pie=0 = 0. (1.4)

The problem (1.1)-(1.4) appears exactly in that way in [IKS00]. The model is intended to describe the earlier
stages of the disease when the number of metastases remains far below measurement capabilities. Therefore the
crucial point is to be able to characterize the large time asymptotics of the size distribution: we shall see that the
main information is embodied into a positive parameter, that will be denoted A, characterizing the speed of spread
of the cancer at this stage. In fact we show that

p(t, x) ~ C ™ N(x),

as t tends to infinity. Having a sharp estimate of this parameter, which depends on the functions w and f, is there-
fore particularly important to prevent tumour invasion and to devise successful treatment strategies. In addition
to the introduction of the model, in [IKS00], the solutions predicted by (1.1)-(1.4) are compared with size distri-
butions successively measured by computed tomography images of a patient with hepatocellular carcinoma (liver
cancer), showing the ability of the model to predict the tumors invasion.

System (1.1)-(1.4) belongs to the family of the so—called McKendrick-Von Foerster equations. Here, the as-
sumptions on the coefficients are the following:

w e CY(R),
lw(x) = w(y)l < Lx - yl, (15)
w(x) > 0 for any x € [1,b[, w(b) =0,

and for the emission rate we have
B € L=([1,0]), B(x) > 0on[1,b] (1.6)

The parameter 1 < b < oo represents the maximal size of a tumor: intuitively the larger the tumor, the more
difficult it is to grow. In particular, the growth rate w vanishes at size b. As a consequence we note that

b dx
fl ikl (1.7)

Compared to classical McKendrick-Von Foerster models, where typically w = 1, this singularity induces non
trivial difficulties in the mathematical analysis.
A typical model is given by the Gompertzian law

w(x) = ax In(b/x), (1.8)
for some a > 0 and then (1.3) can be integrated as follow:
x,(t) = b= (1.9)

The Gompertz law (1825) is an empirical one, but there exist biological models of the tumor growth which ex-
plain characteristic Gompertz-type growth curves. See [FM86, GW89, GW90, KB03]. They are two-compartment
models: they distinguish the proliferating cells and the quiescent ones. The behavior of these two types of cells
and so the inter-compartment transition rate function, depends on the tumor size. In [GW89], it is shown that in
the case of a tumor forming a necrotic center the model predicts that the tumor grows monotonically to its ultimate
size according to a typical S-shaped Gompertz’ curve. We should specify that in those models the cells death is
already taken in account.

The expression of the emission rate § depends on the distribution of blood to the tumors: current models are
B(x) = mx*. When the tumor is vascular superficially, that is the blood vessels distribute on its surface, « is
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assigned to 2/3 because the surface area of the tumor is proportional to x?/3. On the other hand, when the blood

vessel distribution is homogeneous in the tumor, « is assigned to 1. In this paper, a is dealt with as a parameter and

for numerical simulations we adopt for a the value obtained in [IKSO00] by comparison to clinical data (o = 0.663).
The mathematical questions we address here can be summarized as follows:

e the definition of the parameter Ay > 0, which in the population dynamics context would be interpreted as
a Malthusian rate, relies on the resolution of an eigenvalue problem, associated to Equations (1.1)-(1.2).
Usually exhibiting a solution to this problem combines the positivity and compactness properties of the
underlying operator, through an application of the Krein-Rutman theorem [Per07]. However, the fact that
w vanishes at some point introduces some singularity (see e.g. (1.7)), and leads to technical difficulties in
applying such a method. Hence, we shall use a more direct approach, thanks to a tricky change of unknowns
which simplifies the question. We obtain then the asymptotic behavior of the solution by an entropy method,
see [MMPO4].

o the numerical simulation of the problem also presents some interesting difficulties since

- the crucial question relies on a sharp evaluation of the asymptotic trend for large times and it thus requires
some care in the numerical scheme we use;

- the problem involves physical parameters ranging in an exponentially wide domain: in particular the typical
value of b is very large (10'!) which makes the use of reasonably refined meshes non affordable.

The paper is organized as follows. At first, we discuss some properties of the PDE (1.1)-(1.4). In particular,
we establish the well-posedness of the problem under relevant conditions. We also show that the problem can
be reinterpreted as a standard initial boundary value problem, without source term in the boundary condition.
Secondly, we detail the corresponding eigenvalue problem. In turn, we discuss the large time asymptotics by
using entropy methods, as presented in [Mic05] and investigate the convergence rate. Finally, we describe how the
problem can be handled numerically, so that we can compare on numerics the solution with the expected profile. It
is worth mentioning that a similar program is addressed by BARBOLOSI, BENABDALLAH, HUBERT and VERGA
[BBHV09] who use a completely different mathematical toolbox, both on the theoretical level where their proofs
rely on semi-group arguments which yield very sharp results and on the numerical level since they use a different
scheme based on characteristics (see also [ALM99]). We add an Appendix with a discrete approach of the problem
and show that (1.1)-(1.4) can be derived from a semi-discrete problem.

1.2 Analysis of the PDE

1.2.1 Existence and uniqueness of a solution
Let us start by considering the evolution problem
{atf+&x(wf):0, (L10)

f|t:0 = fo,

where w fulfills (1.5). Since w has a positive value at x = 1, the problem (1.10) should be augmented with an
incoming boundary condition

wf)(t,1) = k(t) = 0. (1.11)

We aim at solving the initial-boundary-value problem (1.10)-(1.11).
To this end, we introduce the characteristics associated to w, that is the solutions of the autonomous ODE:

%X(t, x) = w(X(t, x)), X(0,x) = «x. (1.12)

We also set . ,
J(—t,x) = exp (—f w' (X(o, x)) da) = exp (f w' (X(-a, x)) da), (1.13)

-t 0
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which is the jacobian of the change of variable y = X(—t, x), i.e., dy = J:X(—t,x) dx = J(—t, x) dx. Finally, we
define the exit time function

Te(x) =inf{t >0, forany 0 <s <t, X(-s,x) € (1,b)}.

In view of (1.5), we have X(—T,(x),x) = 1 when T, (x) is finite. As a matter of fact, we note that

Tut) (s, x *d
T*(x) = f M ds = f _y,
0o w(X(=s,) )
which tends to +o0 as x tends to b owing to (1.7).

We integrate (1.10) along the characteristics, so that we get

d ,
e [In(f(t + s, X(s,x)))] = —w'(X(s, x)).
Finally, we obtain the formula

[t x) = fo(X(=t,x)) J(=t,%) Docier, (9 + k(t = Tu(x)) J(=Tx(x), ) Li>1, (1)

For given smooth data fy € CY(R"), k € C(IR"), this formula clearly defines the solution of (1.10)-(1.11). In
particular, considering data fy supported in [1, b], the support of the solution remains in [1, b]. Furthermore, it also
makes sense in a more general context allowing discontinuous data or even measure valued solutions, through the
dual formulation

b
f1 ) f(t, dx) = flh<P(X(t,y))fo(dy)

+ j; h Pk(t = Tx(x)) J(=Tx(x), X) Lior, vy d¥,
which holds for any ¢ € C'([1, b]). The last integral can be rewritten by using the change of variables
s = Te(x), x = X(s, 1), dx = w(X(s, 1)) ds.
We end up with

b b t
f P f(t, dx) = f pX(t, y) fo(dy) + f k(t = s) wp(X(s,1))] 7' (s, 1) ds. (1.14)
1 1 1
Definition 1.2.1 Let M. the positive cone of bounded measures on [1,b], that is the set of continuous and non
negative linear forms on C°([1, b]).

For given fy € M and k € LP(0, T) the formula (1.14) defines the unique solution f € C°(0, T; M' —weak — %)
of (1.10)-(1.11). It means that for any ¢ € C°([1,b]), we have

b
e there exists Ct > 0 such that forany 0 <t < T, |f1 e(x)f(t, dx)| < Crll@lleo,

b
e the function t j; @(x)f(t, dx) is continuous on [0, T].
We are thus led to the following definition.

Definition 1.2.2 A measure-valued function t — p(t, dx) such that
p € L¥(R*; ML([1,b])) N C0, T; M — weak — )

is said a solution of

dip + dx(wp) =0,

b
wpt,1) = [ pwptt, dy) (115)
p)t:O = fo,
if (1.14) is satisfied for any ¢ € CO([1, b)) with k() = [ By)p(t, dy) € CO(R*).
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1.2. Analysis of the PDE

Then, we use a standard fixed point procedure to find the solution of (1.10)-(1.11) with the self-consistent
boundary condition

b
k0 = [ pws, )
1

We set the sequence ( f (”))%N defined by:

atf(n+1) + ax(wf(rﬁl)) — 0,

b
w1 = [ d),
1

1Y = fo

and as initial guess we choose
fO =o.

We show that the sequence is non-decreasing and bounded. By induction the sequence ( f (”))neN is non-decreasing;
in fact, for any @ € C'([1,b]), ¢ >0,

b b
fl p)(fM = FON, dx) = f1 P(X(t, ) fo(dy) = 0,

and

b
f1 PE)(f*) = fO)(¢, dx)

t b
= fl ds( fl B(f™ = fO D)t -, dy))wcp(X<s,0>> T\, 0).

So we deduce that f("*)) — f00 > 0 for any n € IN.
We prove the boundeness also by induction; assume that

b
Vg € CUIL DD, liglle <1, sup | f Pe O, dy)| < M,
1

0<t<oo

where 1 > 0 and M > 0 will be set further on. Then, we have for any test function ¢ with |||l <1,

b
f P(OFD(t, det
1
b

B
< f1 ol dp)le

t b (1.16)
o [ o ( | pwerago—s dy)) wp(X(s, 0)) s, 0)e
0 1
b t
< [ vt + [ laMill, 176 06 ds
1 0
Since, according to (1.5)
0
0<Js,0) =exp ( f w' (X(0, X)) da) < exp(sL),
we have:
b b M
| oere e, avet| < i s, -2
1 1 p—L
We choose 1 and M such that
b
d
_ IBlslolles ot
u—L 1-a
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Then

sup
0<t<oo

b
f () f(t, dx)e ™| < M,
1

holds for any ¢ € C}([1,b]) verifying ||¢ll < 1. Therefore, for any 7 € IN, we deduce that

sup e M[fM ()|l < M.

0<t<oo

We end the proof by establishing a contraction property. We fix ¢ = 8, and we get

b

OSIMMWW—W%JWW

1

t b
1[@“?@ﬂ“ﬁ“ﬂ“wﬂdﬂwmmW%ﬂ@m

0 1

b t

SSup(eW f B (f™ — f=D)(q, dy)) f wh(X(s,0))e ™ J(s,0)ds

>0
Ssup(e!”f B)(F™ — FrD(z, d )) ||w||oo||ﬁ||oo
>0
<a sup (e“” f B = fI)(x, dy)),
>0 1

where, by definition, 0 < a < 1. Hence, the sequence ( f (”))neN converges and the limit fulfills the requirements of
Definition 1.2.2.

Theorem 1.2.3 Assume (1.5)-(1.6). Let fy € M}r Then, there exists a unique solution of (1.15) in the sense of
Definition 1.2.2.

Remark 1 The proof also shows that if the initial data is absolutely continuous with respect to the Lebesgue
measure, then the solution is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure too.

At first look, this statement does not fit the resolution of the original system (1.1)-(1.4). However, we note
that 6(x = X(t,0)) satisfies (1.14) with fop = 6(x = 1) and k = 0. Accordingly we show that p satisfies (1.10)-

(1.11) with k(t) = flb Bp(t, dx) + B(X(t,0)) and fo = 0 iff f = p + 6(x = X(t,0)) satisfies (1.10)-(1.11) with

b
k) = fl Bp(t, dx) and fy = O0(x = 1). This remark shows that (1.1)-(1.4) is equivalent to (1.15) with initial data
O(x = 1). Note however that the interpretation is slightly changed since p represents secondary tumors only, while
f represents the primary and secondary tumors.

Corollary 1 Assume (1.5)-(1.6). Then, there exists a unique solution in the set L™ (R™; ML ([1, b]))NC°(R*; M? -
weak — %)) to (1.1)-(1.4).

1.2.2 A generational point of view

The total population of metastasis is composed of the daughters, the granddaughters, the great-granddaughters, etc.
of the primary tumor, hence the total population of metastasis can be structured by the rank in the line of descent
from the primary tumor and the total density of population can be seen as the sum of the density of each of these
sub-populations. Let us denote by p, the density of the population of rank 7 in the line of descent. Then p; will
denote the population of the daughter-metastasis of the primary tumor. We have the following recursion:

OtPpns1 + Ix(Wpni1) =0, (1.17a)
prst|,_y =0, (1.17b)
b
wput, )= [ poputt 0 (L170)
1
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1.3. Eigenproblem

with the initialization:
dip1 + Ix(wp1) =0,
P1|t:0 =0,
w(1)p1(t, 1) = B(xp(1)),

where x,, is defined in (1.3). We set then
p=Y pu (118)
n=1
A proof very similar to the previous one, justifies the convergence of the series and shows that p defined in (1.18) is

solution of (1.1)-(1.4). We refer to the fifth section for numerical simulations and a discussion on the contribution
of each generation in the total population density.

1.3 Eigenproblem

In this section we are concerned with the eigenproblem associated to (1.15). We aim at establishing the existence of
a unique positive eigenvalue associated to a positive eigenvector and dual eigenvector, namely we seek (A, N, ®)

satisfying
% (N(x)w(x)) + AgN(x) =0, (1.19a)
N = [ BN dy, (1.19b)
—w(x)%cb(x) T Ao®(x) = DL)B), (1.19¢)
Ao>0, N>0, d>0, fleq)dJC:l, fledle. (1.19d)

Theorem 1.3.1 There exists a unique Ay > 0 and (N, ®) € LY([1, b]) x L*([1, b]) satisfying (1.19a)-(1.19d).

Proof. We start by studying (1.19a)-(1.19b). We set the change of variable: x = x,(t), where x,, is defined by (1.3),

and we define
U(t) = (wN)(xp(t)).

Then (1.19a)-(1.19b) recasts as

U+ AU =0,
o0 (1.20)
u(o) = f B(t)U(t)dt,
0
where B(t) = B(x,(t)). This mere ODE can be integrated and we get
U(t) = et f B(s)U(s) ds. (1.21)
0

We have fom BU ds # 0: indeed if fom BU ds = 0, then, due to the non degeneracy condition (1.6), U = 0 and U
can not be a eigenvector. We multiply (1.21) by B and integrate:

~ _ ~ —Aot . *
j(;B(t)ll(t)dt—j(; B(t)e™"o" dt j(; B(s)U(s) ds.

Since fooo BU ds # 0, we deduce that
f B(t)e Mt dt = 1.
0
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We set .
F(u) := f B(t)e H dt.
0

Clearly, F is decreasing and we note that F(co) = 0 since B is bounded, and

0o b
. G
F(0) = fo B(t)dt =  ® dx = +oo,
(see (1.7)). We conclude that
A Ag € (0, 00) s.t. F(Ag) =1, (1.22)

and, according to (1.21), U(t) = U(0)e~"* is a solution of (1.20) associated to the eigenvalue Ag.
Next, we check that the eigenspace associated to Ag is of dimension one. Let v(t) be another eigenvector
associated to Ag. Since we can write
o(t) = CU(t) + o(t),
where 7 is such that fooo o(t)U(t) dt = 0, we can assume that fooo e1%p(s) ds = 0. Moreover, we seek v in W (IR*)
and assume v # 0. Then, we have

fom v'(s)ds

—0(0)

- [B_Aotv(t)]zo: f m(—Aoe’/“’tv(t)+e’A°tv’(t))dt
o 0

-2A¢ f e~ Moty dt = 0.
0

However, (1.20) implies that
f v'(s)ds = —v(0) = — f B(s)v(s) ds,
0 0

which yields a contradiction since fooo B(s)v(s) ds # 0 otherwise v would be identically 0 by (1.21). We conclude
that the eigenspace associated to Ag is Span{t > e~"/}. Coming back to the original variables yields

_ U l( lnx)AO/“_ll (1.23)

T alnb x\'  Inb

N(x)

which is integrable since % — 1 > —1 (but the behavior for x next to b depends on the sign of % -1).
Turning now to the dual problem (1.19¢c), we set again the change of variable x = x,(f), and we get for
W(t) = D(x, (1)),

—’%f + AW = W(0)B(t),

where A is defined by (1.22), which means that:
t
W(t) = e™ W(0) [1 - f B(u)e—Aoudu] )
0
Since, according to (1.22), fom B(u)e **du = 1 and B(u)e™"* > 0, we have W > 0. Moreover,

lim W(¢) = 0.

t—oo

In fact, N N
wm=W@j‘mwﬂwwMSW@f"mmm.
t t

and since B € L!([0, o)), the right hand side tends to 0 as t tends to infinity. This shows that W is bounded, so
@ e L*([1, b]). To satisfy the normalization conditions, we choose convenient constants U(0) and W(0).
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1.4 General relative entropy and asymptotic behavior

The general relative entropy method is currently used for McKendrick-Von Foerster equations (see [Mic05]) to find
a priori bounds and to describe the asymptotic behavior of the solution. It is based on the eigenproblem described
before.

1.4.1 Conservation law and general relative entropy

Theorem 1.4.1 Let (N, Ay, ) be a solution of the problem (1.192)-(1.19d), then for any p(0,-) > 0 and any p(t, -)
solution of (1.15) with initial data p(0,-) € L® ([1, b], %)

1. we have the conservation law

b b
f D(x)p(t, x)e M dx = f D(x)p(0, x) dx, (1.24)
1 1
2. for any convex function H, the general relative entropy defined as
bqn N (2 4 - p 1.25
T (x)N(x) TNE x:=—Dpy, (1.25)
with
-Dy = w(l)N(1)d(1)
plt, x)e ! x)e Aot ) f (p(t ,x)e” Aot) ] (1.26)
d —d ,
[ (f S R W R
where

PN (x) dx,

) = LN

is non positive.

Proof. Remark first that the conservation law can be obtained from the entropy formula, by choosing H(x) = x,
since —Dy is zero in this case. In order to obtain (1.25) we develop its left hand side:

b t, —Aot
d p(t, x)e dx,
dt N(x)

b _/\t —Aot —Aot
‘ pe ,(Pe
fchNatpN AIN= ]H( N )dx,

b [ 7/\ t —Aot —Aot
:f(I)N &(wp)—+8(wN)pe ]H’(pe )dx,
1

—Dy <D( IN(x )H(

N2 N
b [ Aot —Aot —Aot
B e pe ] pe
_f1 ON |-w0p) 5 + 0Ny P ]H( = )dx,

b —Aot Aot
_ pe , [ P€
_flcprax( N )H(—N )dx,

—Ao b —Aot
:w(l)@(l)N(l)H(%)+ fl CD(l)ﬁNH(p ENA )dx,

! plt, x)e !
NG

b ot
- () o]

Therefore Dy is non negative by virtue of the Jensen Lemma since H is convex and du is a probability measure.

= w(1)N(1)D(1) [H( dy(x))
1
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O
!
Proposition 1 For H(x) = x2, Dy vanishes iff £ (t}\;(e_) L C(t) does not depend on x.
Proof. It is a consequence of the equality case in the Cauchy—Schwarz inequality.
O

1.4.2 Boundedness properties

We deduce from the fact that entropy is decreasing some a priori bounds, according to [MMPO04], [Mic05]. In fact,
by using Theorem 1.4.1, we get:

e [* bound. Let C > 0. Then, choosing H(x) = (x — C)* which is convex non negative, we get

p(0,) <CN() = Vt >0, p(t,-)e™ < CN(). (1.27)

e L* bound. Let ¢ > 0. Choosing H(x) = (¢ — x)* which is convex non negative, we get in the same way

p(0,)) = cN(-) = V>0, p(t,-)e ™ > cN(). (1.28)

e [ bound. Choosing H(x) = |x|’ which is convex non negative, we finally get

p(ol ) P(t/ ')e_AOt
N—(-) S L”([O, b],N(DdX) = Vt>0, N—() S L”([O, b], NO dX) (1.29)
and
b —Aot\P b p
p(t, x)e”" p(0, x)
Vi >0, f1 (W) N@)®(x) dx < fl ( NG ) Nx)®(x) dx.

1.4.3 Asymptotic behavior

In this Section, we investigate the large time asymptotics. We describe first the asymptotic behaviour and then we
detail the convergence rate to the asymptotic.

Long time asymptotic

Theorem 1.4.2 For any p(0, -) > 0 such that PN(L(;) € L® N L%([0,b], N® dx) and any p(t,-) solution of (1.15) with
initial data p(0,-) then the following convergence

P(‘/ t)eiAOt b
N—(') — 1 D(x)p(0, x) dx, (1.30)

holds in L= N L*([0, b], N® dx) as t tends to co.

The proof is based on the entropy dissipation, still following the approach of [MMPO04]; for a similar result
obtained by using semi-group techniques, we refer to [BBHV09].

38

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

1.4. General relative entropy and asymptotic behavior

Notation 1 In this section, given T > 0,we will use the following notations:

b (p(t+ T, x)e Mot
Dur(t) = le( o )d#(X)

b —Ag(t+T)
~ p(t+T,x)e )
H(fl Nw )

or(t,x) = p(t + T, x)e D),

and

We start by proving the following lemma:

Lemma 1.4.3 For any convex function H, we have

t
Vi20, lim f Dy r(s)ds = 0. (1.31)
—00 0

Proof. Writing (1.25)-(1.26) at time t = s + T yields for any T > 0

b Ao(s+T)
% fl CD(x)N(x)H(p(S + TI,\;EZ; ) dx + w(1)@(1)N(1)Dy,r(s) = 0.

By integration over s € (0, t), we get:

fb P(t + T, x)e—A(](t+T) t
@(x)N(x)H( ) dx + w(1)P(1)N(1) f Dy r(s)ds
1 0

N(x)
= fb @(x)N(x)H(M) dx. (1.32)
1 N(x)
Since
t fb q)(x)N(x)H(M) dx
1 N(x)

is non increasing and positive, it has a limit as ¢ tends to infinity. Passing to the limit T — oo in (1.32), we get
(1.31).

In what follows, we fix H(x) = X2, According to Lemma 1.4.3, we have:

. 1 (ors, 0\ " or(s, %) ’ _
%Lrgoj; [j;( N )dy(x)—(f1 N dy(x)) ds =0. (1.33)

Next, we shall investigate the passage to the limit in both integrals arising in (1.33).

N()
v e L2([0,], L% ([1, b], 2)) such that

t b 2
i [[[[((55°) o [ [1(53) awo

€ L*([0,b], ND dx) then for any t > 0 it exists a sequence (Ty,), — oo and

Lemma 1.4.4 Assume that
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D
Proof. According to (1.29), (Z)T(S, ) ()] is bounded in L2((0, t) X (1,b)), uniformly with respect to T > 0.

N()
Therefore, by the Banach-Alaoglu theorem, there exists a sequence (T,), and v € L2 ((0 1) x(1, b), N() ) dx ds)

such that
I S
VN N’

where the convergence holds weakly in L2((0, T) X (1,b)). Moreover, we have

B(x) O(x) | Bx)
ff”“ NG P ‘ff(”” & N(x)] () T
! D(x)
> fo ]; (an(s,x) m] W, (x)dx ds,

p(x)
@ ]lxsb—n-

where we denote by \W;, the function

W, (x) ==

By convexity, for any ¢ € L*([1, b]), ¢ > 0, we have

o [D0) )
11nnlg1f fo ]; [UTW(s,x)2 N (x)) @(x)dxds
Zﬁﬁ(v(s,x) m] @(x)dxds.

In particular it holds for ¢ = W}, so that

lim inf f f 2 (s, x) dxds> f f (U(s X) q)(x;] W, (x) dx ds,

We pass to the limit in the right hand side, using the monotone convergence theorem as 7 tends to 0. We get

lim inf f f e x)f](( )) dxds f f (zﬁ(;)) N@)B() dxds,

which proves the lemma.

Lemma 1.4.5 Assume that there exists a constant C > 0, such that p(0,.) < CN(-), then for any t > O there exists
a sequence (T,), — oo and v € C°([0, ], M ([1, b] — weak — *) such that

b ur, (S, X) b v(s, x)
1 autw) — [ 5o duto,

N(x) N(x)
uniformly on [0,t] as (T,), tends to .

Proof. For any ¢ € C'([1, b]), we set

b
V[T(’O](s):Af1 vr(s, x) @(x) dx.
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Clearly, we have
ViP'o)| < Clipl, (1.34)

owing to (1.27). Next, we compute

d

b
EV[T@] (s) = j; [8S(p(s +T,%))e " Dp(x) — Agp(s + T, x)e‘AO(s”)(p(x)] dx,

b
= f w(x)p(S + T, x)e ™ D’ (x) dx + w(1)p(1)p(s + T, 1)e~ME+D
1
b
- Ao f p(s+T, x)e‘A“(”T)(p(x) dx,
1
b
= j; [w(x)p’ (x) = Aop(x) + p(1)B(x)] vr(s, x) dx.
Since ||w|| = ab/e, by using (1.27) again, we get,

d
Ve € C\([L, b)), ‘—VIT"’]@ < Cliplwre,

ds

which proves that (s — V[T(p](s))T>0 is equicontinuous on [0, t] for any £ > 0. Therefore, by the Arzela—Ascoli

theorem, for any ¢ € CY([1,b]) it belongs to a compact set of C°([0, ]). By (1.34) and a density argument, this
is also true for any @ € C%([1,b]). Then using both separability and the diagonal Cantor process, we can find a
subsequence T,,, and v € C°([0, 00), M'([1,b] — weak — ) such that the following convergence

b
V[T“:](s)—> ﬁ o(s, X)p(x) dx,

as (T,) tends to infinity, holds uniformly on [0, ], for any @ € C°([1,b]) and any t > 0. Then we fix ¢ =
B/(N(1)w(1)) and it proves the lemma.

Note that we can identify the limit v arising in Lemma 1.4.4 and 1.4.5 and Lemma 1.4.5 allows to pass to the
limit in the second term in (1.33). Now, we go back to (1.33); using Lemma 1.4.4 and 1.4.5, we obtain

t] b 2 b 2
. o, (8, X) or, (8, %)
0= lim ——— ] du(x) - z du(x)| | ds,
Tu—eo Jo [ﬁ ( N ) (j; N )l
t b 2 ¢ b 2
o or, (5, %) . ur, (8, X)
i [ (502 o=, [[{ 12552 ao] s

L (o, ) Y oG, x) ’
Zj(; ﬁ (T) dy(x)ds—fo(‘fl‘ Tdy(x)) ds >0.

We conclude by using Proposition 1 to obtain that the following convergence

P('/ t)e_/\Ut
N()

- C (1.35)

holds in L N L2([0,b], N® dx) as t tends to infinity. The constant is indeed uniquely determined by using the
conservation law (1.24) and the normalization condition imposed on the eigenvectors (1.19d). In fact Proposition
1 shows that
(s, -)
N()

= C(s).
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But (1.24) gives us
b b
f or, (s, x)D(x) dx = f p(0, x)P(x) dx,
1 1

and using arguments similar to the ones detailed in the proof of Lemma 1.4.5, we can pass to the limit and get

b b
f o(s, x)D(x) dx = f p(0, x)D(x) dx,
1 1

which, using (1.19d), leads us to

b b
f N(@x)D(x)C(s) dx = C(s) = f p(0, x)P(x) dx.
1 1

Then C(s) does not depend on s and is uniquely defined. We conclude that the whole sequence converge with

b
sz D(x)p(0, x) dx. (1.36)
1

This completes the proof of Theorem 1.4.2.

Convergence rate

We are now interested in the rate of convergence of (1.30). The method we use is based on the invariant (1.24) and
is inspired from [GP06].
In order to state our convergence result we need to rewrite the equation after renormalization by the exponential

growth of the system. We define
—Aot

p(t,x) = p(t, x)e
Then, p(t, x) satisfies the equations

aip(t, x) + 8x(w(2c)ﬁ(t, x)) + Aop(t,x) =0,
w(1)p(t, 0) = f BB, ) dy,
1

with initial condition g(t = 0,x) = p°x) € L([1,b]). As a consequence of the general relative entropy principle
we have the conservation law (see (1.24))

d

b
a fl 5t () = 0. (1.37)

Finally, we introduce the function
b
h(t, x) = p(t, x) - ( fl ) dy) N().

Then h(t, x) fulfills
dih(t, x) + dx(w(x)h(t, x)) + Agh =0,

b

1.38
w()h(1) = f B(x)h(t, x) dx, (1.38)

1

with initial condition h(t = 0, x) = h%(x).

Note that the conservation law (1.37) implies that

b
vVt >0, f h(t, x)®(x)dx = 0. (1.39)

1

In what follows X(t, x) designed the characteristic defined at (1.12) and J(—t, x) is the jacobian of the change
of variable y = X(~t, x) (see (1.13)). The key assumption reads :
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1.4. General relative entropy and asymptotic behavior

Assumption 1 The following property holds
Auo > 0, and y € [0, 00), such that,Yu € [1,b], u > X(y, 1), we have
PMBUN(u) = poNX(=y, W)X (~y, u))](=y, u)- (1.40)
We have the following result concerning the convergence rate. It is exponential.

Theorem 1.4.6 The solutions to (1.38) satisfy

b
f M 1) N X -y, 1) DXy, w)](—y, ) du = 0, ¥t > y > 0. (14D
xwy N)

Additionally, assume that Assumption 1 holds, then

b b
f [1(t, 2)|D(x) dx < min {1,e ¢} f 10 (x)|D(x) dx.
1 1

Remark 2 In our case it is easy to check that Assumption 1 is fulfilled with y = 0 and o = m, but this choice
can be improved choosing y # 0. In fact one can note that after the change of variable x = x,(t) already used at
Section 1.3, the condition (1.40) is equivalent to

DB + ) > o f e 9" B(u) du (1.42)
t

where B(t) = B(x,(t)). We set:
Y :te[0,00) f e M"B(u) du
t

and
-Y'(t+y)
Y(¢)

A short analysis shows that Y (t) is negative for 0 < t < tg and positive if t > ty, where

. lln aalnb
0_61 Ao ’

f:te]0,00) >

For y > to, f is then a non-decreasing function and for all t > 0, f(t) > f(0) = =Y'(y). Thus, we can choose
to = =Y’ (y) which is maximal for y = to (=Y’ (tg) > m).

Proof. The proof is an adaptation of the one proposed in [GP06], taking into account the characteristics due to the
non constant speed rate w.

1st step. In exactly the same way as in [GP06], we show that

b b b
% f It x)ID(x) dx = cD(l)(’ f BEOA(t, x) dx| - f BEIh(t, x>|dx), (1.43)
1 1 1
which provides the property:
b
t f |h(t, x)|P(x) dx is monotone nonincreasing. (1.44)
1
2nd step. We have
d h(t, x) d h(t,x)
ot N(x) ) dx N(x) 0,
43
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therefore we also have

ht -y, %) _ ht, X(y, %))
N(x) N(X(y,x))

fort > y.

Thus, using (1.39), we get:

_ ! h(t —Y x)
0 = f; W(D(X)N(X) dx
I ICP\(V72)) N()®(x) dx

1 N(X(y, %))

h(t, u)
f><(y,1) Noy Xy 0Ky )y udu, Ve,

and (1.41) is proved.

3rd step. Using (1.41) and Assumption 1, for all ¢ > y, it holds

b
f D))t x) dx
1
b
= f D(1)B(x)h(t, x) ds
1
Yt u)
o S g MO, 0K, 0 )
< [ Eewpune)
h ’
Tty N X )Xy )] )] !

Combining this inequality and (1.43), we get

d [
E‘fl |h(t, x)|D(x) dx

")
- - - —y,u)d
<—po fxw Ny Ny )Py, )y, du

< [ X000
L N(X(y,v)

B it - y, )|
= —uo . N N(x)®(x) dx

= _[Jojl‘ |h(t — y, x)|D(x) dx

b
< —yof |h(t, x)|P(x)dx, Vt=>y,
1

N(x)D(x) dx

using the monotonicity property. Finally, a simple integration gives the convergence result. O

Remark 3 In [IKS00], the exact solution of the problem is calculated explicitly using Laplace’s transform and
some complex analysis tools. The function is then given by the formula (See Appendix 1.8, page 61 for more
details concerning the computation using Laplace’s transform):

Inx )A"/"_l 1
c(Ar)’

__a 1 - Akf( _ "
p(x’t)_mbalnbxkzzole =1

(1.45)
for 1 <x<xy(t),
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where

/\k)—z (Calnb)” (1.46)

n!(Ac/a +n)?’

and the Ay’s are the roots of:

[

1. (aInb)"
EAk = L Ojat D). (Ajasn) =F (A, alnb). (1.47)
We have:
A'Ag >0  such that %Ao = F (A, alnb). (1.48)

In fact, A = F (A, alnb) is decreasing on R* and verify

F(O,alnb) =" and lim F(A,alnb) = 0

so the intermediate value theorem shows that (1.47) has a unique positive root denoted Ag. Then one can note
that the asymptotic behavior of the solution (1.45) is given by the first term of the sum, corresponding to Ay. We
can check that it is exactly what we found previously as the asymptotic behavior (see (1.23) and Theorem 1.4.2):
by multiple partial integrations we show that definitions (1.48) and (1.22) of Ay are equivalent. In the same way,
since (1.23) and U(0) = Ao, we can establish the following equality giving the asymptotic behavior:

Ao/a-1
1 Aotl(l_lnx) o

a
NG = Ce"NE = S )’ U b

, (1.49)

where C is given at (1.36) and c(Ag) at (1.46). Formula (1.45) gives us a exponential convergence rate equal to
—(Ao—A)t
e .

Remark 4 From (1.47) we can deduce the behavior of the L, = Ar/a. Let us order them:
fo > 0> 1y > g > > e >

We can show that it exists ng € IN such that I?ax Uk < —2ng + 1 and for all n > ny there are exactly two roots |1,
#0

et Unsr of (1.47) in 1, =] — 2n,—2n + 1[. Moreover, as n tends to infinity, these roots get closer and closer from
the nearest negative integer: i, +2n —1 — 0 and p,+1 +2n — 0. Finally we have the general behavior of the
sequence [g:

tr +2(mp—1) +k — 0. (1.50)

This will be confirmed numerically in the following part.

1.5 Numerics

In this section, we discuss numerical difficulties linked to the numerical approximation of the solution of (1.1)-
(1.4) and we describe suitable remedies. Equation (1.1) is a conservation law and the first idea to approximate the
solution is to use a Godunov scheme. But a naive implementation of this method brings no result. Indeed, without
a very fine discretization, which is not affordable for the clinical data (b = 7.3 x 10°), the solution computed that
way rapidly blows up.

Furthermore, we keep in mind that we request a sharp description of the large time behavior. Hence, a more
adapted strategy should be introduced, that incorporates a subtle treatment of the boundary condition.

In what follows, as detailed in the introduction we choose for w the Gompertzian law (1.8) and we fix

plx) =

45
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1.5.1 Numerical problems linked to the equation and the boundary condition

At first, we note that the variable x varies from 1 to b which is approximately equal to 10" (b = 7.3 x 10'°) that
makes the use of very fine grids impossible. A change of variable is necessary and we set:

b
=In-.
y=mn7
But this leads us to consider the following problem
diu —e¥dy (W u) = 0,

u(y,0) =0,

Inb
alnbu(inb,t) = f mb** e @Yy (y, 1) dy + (x, (1)),
0

where @ is given by

w(y) = abye™,
which is not a conservation law anymore. This remark leads us up to consider the change of function:

u(y, t) = be Yu(y, t),

and the final conservation law completed with the following initial and boundary conditions:

dv — dy(ay v) =0, (1.51a)
u(y,0) =0, (1.51b)
Inb
alnbo(Inb,t) = f mb®e™ o (y, t) dy + B(x,(t)). (1.51¢)
0

Secondly, note that in the biological variables the boundary condition is huge compared to the average solution.
As we see below, the grid we use in these variable is refined near the boundary (see Figure 1.1): it is adapted to
capture the impact of the boundary condition on the solution.

1.5.2 Numerical scheme

We now aim at solving the system (1.51). Since the scales of the solution and the boundary condition are very
different for small times, a low order scheme does not approach well the solution. This is why we choose to use
the WENO-5 scheme.

It is a finite volume scheme of fifth-order which is based on interpolations of discrete data using polynomials.
It is well known that the wider the stencil, the higher the order of accuracy of the interpolation, but this is true
only if the interpolated function is smooth inside the stencil. Contrary to traditional finite volume methods, the
WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory) scheme does not use fixed stencil interpolations; it uses a convex
combination of all candidate stencils instead of the one fixed in traditional schemes. The weights depend non
linearly on the smoothness of the interpolated function on each stencil. This scheme is more able than a traditional
one to deal with discontinuities of the interpolated function u; it achieves automatically high order accuracy and a
non-oscillatory property near discontinuities. See [Rus09] and [Shu98] for more details.

We consider a regular grid in the rescaled variables:

O:y% <y <<y <y]+%:1nb‘

The grid in the biological variables is then very fine near the incoming boundary (x = 1), as illustrated in Figure
1.1.
We define the cells and cell centers by

l=[y1 9]

46
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Figure 1.1: Grid displayed in the biological variables (100 points).

1
vy =5 (Vs +¥13),
Inb
AYi =Yy~ Yy Sh= =
i=12,...,]
Let 1
El(t)=—fv( 1) dy.
] Ay 5 y Y

Integrating (1.51) on the cell I}, we get:

d_ 1
Evj(t) - A_y [”yj+%”(3/j+%ft) - uyj—%u(yj—%ft)] =0.

Replacing the flux ay; +%u(y]- +%,t) with a monotone numerical flux f(v]f+1,v;r+l) we get the semi-discretized
2 2

scheme: d 1
ey | £ N fl— + —
dtv](t) y [f(vj+%,vj+%) f(vj_%,vj_%)] 0, (1.52)

where v]:rl and ZJ;_l are approximations of the function v(x, t) at the cell boundaries.
2 2

WENO reconstruction

On each candidate stencil we reconstruct a 2nd degree polynomial p;(x):

L1 7_ 11_

p2(j) = 3027 gVt U
. 1_ 5_ _

pl(]) = —gv,-_l + g?)]' + 57)]', (1.53)
L1 5 1_

po(j) = 39j + £0p1 — LTje-

A WENO reconstruction will take a convex combination of the p;(j), i € {0,1,2}, defined in (1.53) as a new
approximation of the cell boundary value v(xj +%):

2 2
v, = ZO‘ opdj) v, = ZO‘CT)rPr(j -1).

The key of the success of WENO lies in the choice of the weights w,. If the function v(x) is smooth in all the
candidate stencils, one should take w, = d, with:

3 3 1

do=m, dy = d2=ﬁ~

When the interpolated function has a discontinuity in one or more of the stencils, the corresponding weights have
to be almost always 0. To measure the smoothness of the solution, we use smoothness indicators, denoted by ;.

The smaller this indicator f3;, the smoother the function in the target stencil. These f5; are written out explicitly as
quadratic forms of the cell averages of v in the stencil:
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. 13 _ _ _ 1, _ _ _
ﬁz(]) = E(T)]'_z - 27}]‘_1 + Z)j)z + 1(30]'_2 — 4:7)]'—1 + 7)]')2/

. 13 _ L 1 _ :
ﬁl(]) = ﬁ(vj—l - 20]‘ + ‘U]‘H)z + z__[(vFl — vj+1)2,

L 13 _ _ _ 1 _ _ _
Bo(j) = E(vj =201 + zJj+2)2 + ﬁ_l(vj —40j41 + 3Z)j+2)2,

We then set the nonlinear weights:
ay

W, = m, r=20,1,2,
with
_ dV
TR
where € is introduced to prevent the denominator from vanishing. To compute the @, we just note that by symmetry
dy =dyy.

One must note that this scheme needs two additional cells on each side of the integration domain. In our
method, we use ghost cells with the boundary values : an approximation of the integral (1.51c) at the boundary
y=InbandOaty=0.

The numerical flux

Concerning the numerical flux, we choose the following Lax-Friedrichs flux:

_ - + oy + -
[”yi+%(v]‘+%+vf+%) V@ ”f+%)]’

N =

N
0 7y) =

where y = max| —ay| = alnb is a constant.
To compute this flux, in addition to the value given by the WENO procedure, we need the value of v7 and

2
v’ . Weset v] = 0 and we use the boundary condition to compute v++ ;- To this end, we need a robust integration

J+3° p J+3
method.
Integration method

In order to compute the integral contained in the boundary condition, we use a Newton-Cotes quadrature formula.
Since our WENO reconstruction is of order 5, we need an integration method of order 5 at least. This is why we
use Milne’s method, the Newton-Cotes quadrature method of order 5, which can be seen also as the Richardson
extrapolation adapted to Simpson’s method for 3 and 5 points. In order to approach the following integral:

q
szpf(x)dx,

we seth = q;—p, xi =p +ihand y; = f(x;). Then

2h
I=23 (7yo +32y1 + 12y> + 32y3 + 7ya),
is an approximation of I of Sth-order.
Note that the Newton-Cotes method needs the value of the function at the nodes of the grid, but our method is
a finite volume one. So, starting form the average value of the function on each cell we have to compute the value

of the function at the nodes before computing the integral and this has to be of Sth-order. To this end, we can use
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again a WENO reconstruction. For the integration we set:

y]-%—% = ’0]_'_% 7
where the v;:rl, j=0,...,]—1, and v;w j=1,...,] are given by the WENO procedure, and we perform the
2 2

integration on this vector v.

Time discretization

We use an explicit high order Runge-Kutta time discretization. The semi-discrete scheme (1.52) written as
ur = L(u),
is discretized in time by the Runge-Kutta method of the third order:

u® =" + At L(u"),

3 1 1
@ - Z,n 0L 2 ©
u 4u +4u +4AtL(u ),

S %un N %um N %At Lw®),

Remark 5 As we have seen in Section 2, (1.51) is equivalent to the following problem:

diw —dy(ay v) =0,

o(y,0) = 8(y = Inb),

alnbo(Inb,t) = folnb mb*e™You(y, t) dy.
Nevertheless, we choose to implement the first one (1.51), because the WENO scheme is able to deal with only one
discontinuity per stencil and a Dirac approximation consists of two discontinuities on two successive cells.

Convergence analysis

Stability We write the stability for the Lax-Friedrichs scheme applied to (1.51). The scheme is described by the
following recursion:

1 alt 1 alt
=g e Sy 3 (1 i o

j=1,...,],n €N, where u}? stands for the numerical approximation of v(t" = n At, y; = j Ay). Under the CFL

condition :
At

R < 1,
OSI;’IS?I’)I((b) [Ayay] B
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we get:

IA

]
n+1
Z Uj

=

1
3 (1 +ay]+1 )qu +Z uj,

]
[ sup mb%e " + 1] Z ujn + m(xy(t"))", (1.54)

0<y<Inb j=1

IA

]
< (mb® + 1)Zu7 + m(x, ()",
j=1

and using Gronwall’s lemma we obtain

n—1

J J
Zu? < emb"n Zu? + m(x (tk) a mb“(n —k— 1)

=1 =1 k=0

Note that in the homogeneous case, (1.54) gives the L! stability.

Consistency Again, we write consistency for the Lax-Friedrichs scheme, and using Taylor developpement we
get

o(t", y;) = (", yjo1) + o(t", yi1)) Yot yja) = ay0(t", i)
At 2 Ay

~ [, yp) - dyayo)e”, v

A 2
=2 (aywy(yv)) iél)z 8;zv) + O((Ay)* + (A1),

We conclude that Lax-Friedrichs scheme is of 1st-order.

Since we combine a 5th-order WENO reconstruction and a 3rd-order time discretization, we predict that our
scheme is convergent of 3rd order. Numerically, we use it to compute the solution of dyu + dyu = 0 at T = 1, for
. . o el .. _ _4x2 . _ . . .
respectively a gaussian as initial condition 1y(x) = e™™* on [-2; 3], and ug(x) = cos(7tx) on [—1; 1] with periodic
boundary conditions. The numerical orders we find are respectively 5.14 and 3.92 and our previous argument
validated.

1.5.3 Numerical results

In order to validate our scheme, we check that it preserves the asymptotic profile, and then we show that we can
derive numerically the Malthusian rate Ay from the equation. But first, for experimentation, we need to compute
precisely the asymptotic profile, which means essentially to compute the first eigenvalue A and the constant c(Ag)
from (1.47) and (1.46).

For the numerical tests, all the biological constants are taken from [IKS00]:

a=0.00286, a=0663, b=73x10", m=53x%x10"%.

Determination of A; and the constant C defined at (1.36)

In order to evaluate ¢(Ag), in (1.49), and the Ay’s, we truncate the sums (1.46) and (1.47) at the numerical zero
(€ = 1071%) and we use the secant method to compute the A;’s. By analytic considerations, we show (see (1.48))
that there is only one positive root Ay of (1.47) which is equal to

Ao = 5.8057 x 1072 days™". (1.55)
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Ap can be as well determined by the integral formula (1.22). Since the formula defining c(Ao) (see(1.48)) is an
alternating sum, one can note that we control the rest of the sum of c(Ap)’s formula (1.46) by the first neglected

term.

Remark 6 (In reference to Remark 4, page 45.) Using again the secant method, we can compute the following
eigenvalues. More precisely, we want to confirm the asymptotic behavior of the uy’s suggested in Remark 4. This
is consistent with the equivalent given in (1.50). Numerically, we find ny = 25 and

ur = —49.239278160564048,
U = —49.8923146858060633,
us = —51.0295140700383243,
ps = —51.990168667673018,
us = —53.0030304315224186,
s = —53.9990649790580122,
7y = —55.000281526423727,
us = —55.9999165905830267,
po = —57.000024264683141,
o = —57.999993061662245.

Conservation of the asymptotic profile
We impose on our algorithm the asymptotic profile,

1 a y 21
V(y)_c(/\o)mbalnb(ln_b) ’ (1.58)

multiplied by e~ Mt ag initial condition. For a value of fsa large enough, we expect that the solution computed
by the algorithm is close to this profile (1.56) growing exponentially with rate Ay in time. In fact, it appears that
with time the integral in (1.51c) becomes very large compared to the source term which remains bounded, and if
we neglect the source term f(x,(t)) in (1.51c), with this initial condition (1.56), the exact solution is

e 'be VN (beV),
since N(+) is the eigenvector associated to Ao, see (1.19a)-(1.19b). At time f,,,5, we compare the computed solution
with

e~ Mt he YN (be™Y),
(See Figure 1.2). For the test, we choose fs,¢ = 10000 days, t.,g = 11000 days.

0304
|

0254

005

\ _

. s 000 —
10 |
| \ “

005 \ |

vvvvv

vvvvv

Tumor size (x) Tumor size (x)

Figure 1.2: On the L.h.s, comparison between the theoretical asymptotic (dashed line) and the computed solution (log scale)
and the corresponding relative error on the r.h.s. ; @ = 0.663, 2 = 0.00286, b = 7.3 x 10'°, m = 5.3 x 1078,

tyart = 10000 days, to,q = 11000 days, Ay = ok
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On Figure 1.2 we plot on the right hand side the relative error. Note that the average relative error is eqr = 2%
except for the larger tumors. This difference between the theoretical solution and the computed solution for large
tumors can be explained by both the fact the speed w vanishes at x = b and the small number of grid nodes near
x = b. However, this is exactly what we expect: the asymptotic profile is conserved and it grows at the expected
Malthusian rate. Furthermore the asymptotic is conserved whether it takes into account the source term or not; it
shows that this conservation property is stable under small perturbations of the boundary condition. We can also
observe stability under small perturbations of the initial condition (1.56). All these remarks show that the scheme
deals well with the non-local term in the boundary condition.

The Malthusian rate

We come back to the original problem with the initial condition (1.4) and the boundary condition (1.2). Since we
showed the asymptotic behavior (1.35), we have

b
It) = f P, £) dx ~ oo Ceo.
1

We deduce from that remark that the slope of In(I) tends to a constant. This can be checked numerically (See
Figure 1.3.): if we perform a linear regression on In(I(#)) for 4500 < t < 15000 days, we find a slope equal to
s = 5.8039 x 10‘3days‘1 which has to be compared with (1.55). Let us underline that the Malthusian rate is not
given by the scheme. It is a characteristic value of the problem that our scheme is able to catch. Again, this shows
that our scheme computes a correct approximation of the solution, even for times larger than 10000 days.

80+
60

In()
404

204

T T T T T T T T T T T T T T
0 5000 10000 15000
Time (t)

Figure 1.3: In(I(#)) for 0 < t < 15000 days, a = 0.663, a = 0.00286, b =7.3 x 101, m = 5.3 x 1078,

Numerical asymptotic behavior

We plot the numerical solution we obtained with our scheme for several times and we compare it with the the-
oretical asymptotic behavior given at (1.49). (See Figure 1.4.) Note that the behavior of the computed solution
coincides with the asymptotic profile given by the theory for T = 5000 days. Even for T = 2000 days, the asymp-
totic solution is almost reached for small tumors. For the same reasons as in paragraph 1.5.3, the relative error
increases again near the boundary x = b.

If we perform now the same simulation, just changing the parameter « to 0.4 instead of @ = 0.663, we
reach the U-shape profile predicted in [IKS00]. (See Figure 1.5.) Again, the difference between the theoretical
asymptotics and the computed solution for large tumor size can be explained by both the fact that we will always
have p(b, t) = 0, because this tumor size is never reached (see (1.9)) and the small number of grid nodes near x = b
(See Figure 1.1).
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Figure 1.4: On the L.h.s, comparison between the theoretical asymptotic (dashed line) and the computed solution (log scale)
and the corresponding relative error on the r.h.s. ;
a =0.663, a = 0.00286, b = 7.3 x 107,

Back to the generational point of view

m=53x10"°, Ay = Bk

Intuitively, one can think that only the behaviors of the first descendants of the primary tumor may be sufficient to
describe the whole dynamics. Actually this is not right. In order to illustrate it, we compute the 6 first terms of
(1.17) and compare them to the theoretical asymptotics. If the first generations are relevant for small times, they
are not anylonger after a while. (See Figure 1.6.) A given generation seems to be relevant only on a quite small
time interval. For example, the 6-th generation has a relatively small impact on the total behavior of the system for
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Figure 1.5: On the Lh.s, comparison between the theoretical asymptotic (dashed line) and the computed solution (log scale)

and the corresponding relative error on the r.h.s. ; T = 5000 days ;
a=04,a=0.00286, b=73%x10", m=53%x10"8, Ay = %.

t <3500 days and t > 9000 days. Each generation has the same growth speed, however to have a relevant impact
on the whole population a given generation has to wait for the previous generation to contain enough and large
enough tumors to be produced. Next, since the following generation contains more tumors than the previous one (a
given tumor could generate more than one malignant single cell), its weight in the whole population will become
larger than the previous generation and then will generate more daughter-tumors and so on. This mechanism
explains why a given generation has an impact only on a given time interval. However, if we look to the average
survival time of a patient, we can consider that for applications, the first generations are relevant.

1.6 Conclusion and perspectives

Even if this model does not describe all the complexity of the biological phenomena, it brings to light the existence
of a Malthusian parameter which characterizes the exponential growth of metastatic tumors and the long time
asymptotics.

A straightforward finite—difference scheme cannot bring relevant results : such a scheme is not able to deal
with the large boundary condition at x = 1 and the solution we obtain is too large. This is why we propose here a
rescaled and a high order scheme. Compared to a characterics scheme, a strategy adopted in [ALM99], [BBHV09],
it does not need the expression of the characteristics which are explicit in this simplified model, but will not be
anylonger in a more elaborate version.

Numerically, we showed that for T > 2000 days =~ 5.5 years, the theoretical asymptotic profile is a good
approximation of the solution. However, from both a practical and a theoretical point of view, the question of the
convergence speed to the asymptotic profile is still an open question.

Furthermore, this mathematical model has to be developed. For example, one has to note that no angiogenesis
phenomena have been considered, but it is now well known that the tumor does not grow in the same way as before,
during and after angiogenic phase of the tumor. These phenomena change the nature of the growth. See [BP0O]
for a description of the tumor growth phases.

In the future, such models will be helpful for a better understanding of cancer mechanisms. They could be used
as well to exhibit small tumors that medical apparatus can not detect and help designing curative strategies.
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(a) T = 2300 days. (b) T = 2300 days.

(c) T = 3500 days. (d) T = 3500 days.

N
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(e) T = 6000 days. (f) T = 6000 days.
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Figure 1.6: Comparison between the first 6 generations and the theoretical asymptotics (dashed line) for several times on the
Lh.s and between the sum of the first 6 generations and the theoretical asymptotics (dashed line) at the same times
on the rh.s. @ = 0.663, a = 0.00286, b = 7.3 x 1017,

m=>53x10"% Ay = 3L
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1.7 Appendix : Discrete model

From a biological point of view, a discrete model can be more understandable than a continuous one. The objective
of this part is to understand the problem (1.15) as the limit of a discrete one. First we describe the discrete model
and introduce a small parameter, then we give some estimates that are useful to pass to the limit.

1.7.1 The discrete model

We consider a model where the tumors are described by the number of cells they contain. Let ¢; be the concentration
of tumors containing 7 cells; c¢; then denotes the concentration of individual tumoral cells. Obviously, we can
also think of the index i as characterizing the size of the tumor. The dynamics are governed by the following
assumptions:

e the tumors grow with a rate w; that depends on the number of cells they contain. We choose for w; a

Gompertzian rate (w; = a.iln (f), with I stands for the maximal tumor size and a is a constant). Note that
wr = 0.

o the tumors emit individual cells with a rate B; depending also on the number of cells they contain: the larger
this number, the larger the emitting rate. In what follows, we choose B; = m.i%, where m is a constant and
O<a<l

Accordingly, we are led to the following system of differential equations. For i > 2, we count the gain of

tumors coming from the previous size and the loss due to the growth of the ith-tumors.

aci = W;_1Cj—1 — W;C;, fori > 2. (1.57)

The evolution for the individual cells is slightly different since it counts the loss due to their own growth and the
gain due to the production by all tumors; we get

I
d
acl = —wyc1 + ;Bici. (1.58)

In what follows, we aim at linking this discrete model to the continuous one (1.15) completed with the initial
condition:

flizo = fo (1.59)

is a given function.
To rescale System (1.57)-(1.58) in terms of a small parameter, let us rewrite it in a dimensionless form. We
summarize here reference quantities which will be used in the sequel:

e T: the characteristic time ;

e (Cy: the characteristic value for the number of one-cell tumors ;
e (: the characteristic value for the larger tumors, i > 2;

e B: the characteristic value for the emitting rates B;;

e W: the characteristic value for the growth rates w;.

The corresponding dimensionless quantities are defined as:

=i am=

Cl(ZT) - - C,’(ZT) — w; = B;
T’ - “w BT

c ci(t)

C 7 wi - W/ [ B
When one rewrites (1.57)-(1.58) in terms of the new variables, the following dimensionless parameters appear:

_ BCT

y =WT, and K= C_1 (1.60)
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Omitting the overlines, the system takes the following dimensionless form:

d

Fr (wi—1cic1 — wicy), (1.61a)
d 1
0 = ywa +KZBici. (1.61b)

i=1

Let us consider small tumors whose size is of 1 + & order, where h is small. The dimensionless parameters
defined in (1.60) and I, the maximal size tumor, appear as coefficients in this problem, and need to be scaled
appropriately with respect to /. Let us explain the heuristics of this choice. If the right hand side of the first line of
(1.61) is to yield a derivative, then y should be scaled as the reciprocal of /. To get the equivalent to the integral in
the second line, I should be scaled as (b — 1) = [h and k = 1.

More precisely, in our study, we consider that initially there are mainly small tumors of size of order 1 + h and
we note that then very large tumors appear only for very long times. This leads us to consider for T of order 1
only tumors which sizes are very small compared to I, the maximal size. Then these tumors “see” I as infinite and
by rescaling I relatively to the size of tumors, we have I = (b — 1)/h. Finally, since we have sup, w; = al/e the
previous considerations show us that W is of order 1/h. These heuristic remarks lead us to the following choice of

the parameters il’l terms Of h:
1 I b-1
Y= —h , k=1, = —

With this choice of the parameters, the rescaled version of (1.61) is

wh o —whch
%c? = =l ’*;l Ll forix?2 (1.62a)
d w’fcill . Wk
— = -——14 B (1.62b)
dt h ; r
where b1
h= %
w! = a(1 +ih)In b
! 1+ih
and

Bl =m(1+ih)*, O0<a<l1

In the sequel, we denote by fh the function defined by:

) Lipsr<xeiis et

fh(t/ x) =

I
i=1

where the C?’s are solution of (1.62).

In what follows, we aim to establish the convergence of the rescaled discrete problem to the continuous one
(1.15) with (1.59) as i — 0. This work is inspired by [CGPV02]. After establishing a priori estimates, we will be
able to pass to the limit in (1.62)

Theorem 1.7.1 Assume that there exist three constants My o, My 1, Moo for which V0 < h < 1,

I
Y m(1 +in)ci(0) < Mo,
i=1

1
Z ]’lC?(O) < M0,1,
i=1
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I
I’lz Z‘ ZC?(O) < Mo/z,
i=0
Then there exists a subsequence h,, such that:
flo— £, in C°([0, T]; MY([1, b) — weak — %),
fir = o, in MY([1,0].
where f(? is defined by
I
fit,x) = Z MO) L1 <x<qis 1yt
i=1
and where f is the solution of (1.15) with the initial condition f‘t:O = Uo.

Remark 7 In particular, if

1 1+(i+1)h
do= [ pwdy
1+ih
for a given function fo € L([1, b]) then fg’ —> fo in LY([1,b]) and
" — f, in C°([0, T]; LX([1,]) — weak — *).

since we showed that the solution of (1.15) with a given initial condition is unique.

1.7.2 Estimates

In this first section we will prove some estimates we will use further on. Note that as a consequence of (1.57)-
(1.58), we obtain the following relation for the evolution of the total number of tumors

I I
d ho_ h i
T Z ¢; = Z Bici.
i=1 i=1
More generally, for any sequence ¢;, we get the following weak formulation:
f f t & whe e d
Z picl(t) = Z Picl(0) + f Z #((Pﬂ,l —@i)ds+ f 1 Z Bl'c! ds. (1.63)
i=1 i=1 0 %=1 0 i=1

Let us at first choose @; = (1 + ih)®. Since 0 < a < 1, we have:
0< @1 —@;i < ha(1 + ih)a_l.
Then, now using (1.63):

1
Z m(1 + ih)*cl(t)

<mZ(1+zh)“hO)+ft

+m fo (1 +h)* ;m(1+ih)ac§?(s)ds,

NMN

a(l + ih) ln( ) '(s)a(1 + ih)* 1 ds

I + I
<m Y (1+in)c(0) + f (aaInb+2m) Y m(1 +ih)*ci(s) ds,
i=1 0 i=1
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(recall that 1 < 1), i.e.

t 1
Bf’c?(t) <mMy, + f (aaInb + 2m) Z B?c?(s) ds
0 i=1

I
i=1

Using Gronwall’s lemma, we get
I

sup Y Bicl(t) < Mj, (1.64)
1

0<t<T 4=

where Mp does not depend on .

‘We can now estimate the moments:

e (Oth-order moment: We have:

b I
fl (¢, %) dx h 2 i)

i=1

t I I
f h Z B?c?(s) ds + Z he;(0)
0 = i=1

TMp + Moy, < M°,

IN

Finally we get:

b
sup | fMtx)dx < M°,
0<t<T J1

where M does not depend on h.

e Ist-order moment: We have:

b
f xf(t, x) dx

1

(i+1)h+1
f xc?(t) dx

ih+1

I
i=1

I 2 I
hzzz’cjf(t) (3t Zci(t)
i=1

i=1

51+ 5,.
S, is bounded by 2M° and we have:
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t s wic(s) [
S, = h2f2+d thZBh h(s)ds+h221ch(0
) i=0
2 h
< TMp+ Moy +h fz a(zh+1)ln( 1)ci(s)ds
t 1 ¢
< TMB+M0,2+alnbthzic?(s)ds+alnbhfZcf’(s)ds
0 %=1 0 %=1
t 1
< TMB+M0,2+alnbf Zch )ds + Taln bM°
0 i=1
t 1
< C+alnbf 2X:zc(s)ds

i=1

Using again Gronwall’s lemma we get:

b
supf x f'(t,x)dx < M,
1

0<t<T

where M! does not depend on /.

1.7.3 Proof of Theorem 1.7.1
Let ¢ be a smooth function (¢ € C!) supported in [1,b]. We set

P"(x) = p(x;) forx;=ih+1<x<(@i+1)h+1.

Note that ¢" converges uniformly to ¢ on [1, b].
We fix @; = h @(ih + 1) in (1.63). Therefore, we obtain:

! I

Y bl + D) =Y gt + 1))

=1 i=0
t 1

w;c(s) , ,
Z = (hp((i + Dh +1) = (il + 1)) ds
i=1
t

0
I
+ | he(h+1)) Bid(s)ds,

+

which is equivalent to :

b b

f FH(t,x)¢" (x) dx — f £1(0, )" (x) dx
1 1
t b

= f f w"(x) f' (0, x) A" (x) dx do (1.65)
0 1
t b
+ fo ph+1) fl B"(x)f"(0,x) dxdo,

where we have set
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¢"(x +h) — ¢"(x)
p .
It is straightforward to check that as i — 0, the quantity A¢@" converges uniformly to ¢’ on [1, b].

Ag"(x) =

Since w'(x) is bounded by (a In b)x for any x in [1, b] and we have the upperbound (1.64), (1.65) leads to

< (Cst||g’ oM + Mpllplleo)lt: — o

b b
‘ f Fi(t, ) () - f Fi (b2, 20" ()
1 1

b
which proves that (t - fl i, x)(ph(x)dx) is equicontinuous on [0, T]. It is also equibounded:
h=0

< llpllwM®.

b
f 1t 1) (i
1

Therefore, by the Ascoli theorem it belongs to a compact set of C°([0, T]).

Moreover, since ¢/ approaches ¢ uniformly on [1, b], one deduces that the sequence (t - flb i, x)(p(x)dx)
h>0
lies in a compact set of CO([0, T1]).

Let ¢ be in Cg([l, b)), then by separability , there exists a sequence ¢y of functions in C'([1, b]) such that oy — ¢.

By the diagonal Cantor process, we can find subsequences, h, and k,, and f € C°([0, T], M([1,b]) — weak — =)
such that

b b
fl @x, fM dx — fl P(x)f(t, dx).

But

b
‘ f (@ — @) f(t, x) dx| < llp — @, IM°,
1

Hence, we can find a subsequence, labeled h,,, and a function f that belongs to C°([0, T], MY([1, b]) — weak — *)
such that the following convergence

b b
f ) f (¢, x) dx — f P(X)f(t, dx)
1 1

as h, tends to 0, holds uniformly on [0, T, for any ¢ € Cg([l, b]) and any T > 0.

Now, we are able to pass to the limit in (1.65). Since w and B are regular, wh and B converge uniformly to
w and B respectively on [1, b]. Then, we get for any ¢ € Cg([l, b]):

b b t b
[ rempwar — [ 000 - fo | st 0w drdo

t b
+f0 (p(l)f1 B(x)f(o,x) dxdo,

which correspond to the weak formulation of (1.15) with (1.59). In particular, at f = 0, the limit f(t = 0,x) is

given by the limit of fh" (0, x) built from the C?’h”. This completes the proof of the theorem.

1.8 Appendix : Explicit computation of the solution using Laplace’s trans-
form

o Domain of definition: Since x is bounded, x € [0, b], we are allowed to suppose the function g is compactly
supported.
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o Computation of the characteristics :

The characteristics are solution of :

dxc g(x) = ax.(Inb -1Inx,),
dt
XC(O) = Xp-

This system can be solved easily, and we obtain :
xc(t) — bl—e-ﬂfbln(%o)e—at — xp(t)xg_m. (166)

e A priori upper-bound of the solution:
The characteristic linked to our problem are given by (1.66). Along these, we have :

dp

d
T [p(tr xc(t))] ot

dt

=7 (8 xc()) +xc(f) (t xe(t)),

= (gp ) =220t x (1) + g(xc) (t xc(1)),

= —p(t,x.(D)g(t, x:(t));

t
p(t, xc(t)) < exp (—f(; g(xc(t)).

—a < ¢(x.(t) <a (ln(xﬁ) - 1),
0

thus,

But, we have

then

p(t, xc(t)) < e (1.67)

e Laplace’s transform of the equation :
The Laplace’s transform of p reads as follows :
px,8) = f‘” p(x, e " dt.
0
Applying this transform to the equation, we get :

©opxt) i v s gy _
j(; 3 ¢ dt+f(; a(g(x)p(x,t))e dt =

then , by intergration by parts :

[one™]” s fo P, Dt + 2 (5P, 5) = 0

| S S——
RN 0
fot s large enough(s > a)
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‘We are reduced to solve :

P9 + 2 (P, 9) = 0. (168)

e Resolution of (1.68):

Equation (1.68) can be solved as follows :

1 O 1/ [ e
p(x,s) = SPS) - i

g(x)

But, according to (1.2)

(L) = fl B)p(x, Didx + By (D),

thus
sWpL 0 = [ pwpt s [ panear.
' Lo
=B,(s)
Let O,
D(s) = g(D)p(1, ) = fl B(x)p(x, s)dx + By(s), (1.69)
and then
p(x,8) = D(s)G(x, s), (1.70)
with

X
G(x,s) = Le_sfl Folly

g(x)

Pluging (1.70) into (1.69), we get

D(s) = fm Bx)D(s)G(x, s)dx + By(s),
1
which means
D(s) (1 - f ﬁ(x)G(x,s)dx) = By(s),
1

and then
Bp(s)

T 7 B)G(x, s)dx’

Plug this again into (1.70), and get :

B,(s)G(x, s)
1- [7 p()G(x, s)dx

p’:
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e Computation of G(x, s):

We compute
f“ﬁz - j“ du
1 8(u) 1 axln(%)’
1 Inu\T"
= 2 m(-55)l,
1 Inx
= ! (1_lnb)'
thus

s/a
G(x,s) = ! (1 - hl_x) .

e Computation of B,(s):

Bp(s):jo‘ Bxy(t)e"dt.

Let the change of variables:

u = xpt),
du = g(xp)dt,
= g(udt.

Then, we get

B B(u) Inu\’"
By(®) = Ig(u)( m) i,
= fﬁ(u)G(u,s)du,
1
| e s,
1

since f is compactly supported. Then, we get:

B,,(s):f1 B(x)G(x, s)dx.

Let’s compute:

B,(s)

_ﬂmmamk“w,

foo mea(l—e“”)lnh 7sfdt
1-— —at Inb k ,—st
f Z ak ( ) (Inb)e it

_ i’”“ lnb)k f (1—e—“f)ke‘sfdt.
k=0

Iy
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To compute the I’s, we look for recurrence equation :

foo (1 - e“’t)k e~stdr,
0
o k © © get
(1-e) ]0 . f :

e—st
S

———————
=0

0 k-1
c—lkf e‘”t(l—e‘“t) e Bdt,
s Jo
2k

: ( [Tamen e [T em-n)a-en” e—fmt),

a
gk(Ik—1 - Iy).

Ii

k (1 - e“”)k_1 e~ dt,

We get finally the following formula :

s
I (% + 1) =14,
with: .
10=f E_StdtZ
0 s
At the end,
I k I k! 1
k k-1 — 7
k+3 (k+2)...(1+2)s
and
= m (aIn bk k! m
B(S) = — + —,
' ;S Koo (kvs)..(1+2) s
= TF(1,5+1;a1nb),
s a
with
L o oaa+1).. . (a+n-1)z"
F(“’V'Z)_nzzoy(yﬂ)...(ym—l)n!’ (1.71)

where we consider that for n = 0 the corresponding term equals1. Finally :

B,(s) = fl " G (x, s)dx = %F(l,f—l +Laln b).

Rewriting of p: To come back to p we need to apply the inverse Laplace’s transform to the function p. To
this end, we write it as follows :

B,(s)G(x, s)
1-By(s) ’

G(x,s) {

p(x,s)

1
1-B,(s) _1}’
Inx s/m

s/a
-—) {-1+ ,
lnb) { s/m—F(1,§+1;a1nb)}

B 1

- axln(%)(l
iyt sim

lnb) {1+s/m—F(1,§+1}Olh'1b)

LL(
1
axInb 1- &2

}.
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where:

s/a—1
plx,s) = b (1 - ln—x) -1+ s/ :
axInb Inb S/m—F(1,§+1;alnb)

e Inverse Laplace’s transform :
Since we suppose that p(x, s) is the result of the Laplace’s transform , its poles are bounded by an x, and

+00
p(x, t) = f plx +iy)e™Widy,  pour x> x> a.

Then we get:
p(x,h) = ) Reslp(x,s), aki],
k=1
This leads to
1 Inx\"' ¢
px, t) = T (1 - m) ;‘ Res[f(s), alx],
with
8(s)
: In (1 - ln_x) + st
f(s) =ed Inb -1+ s/m ,
s/m — F(1,§ + 1;alnb)
where the poles A are the roots of
%Ak = F(1, Ay + L Inb). (1.72)

o Computation of Res[f(s), aA]:
As in the first part, f(s) is holomorphic, and it reduces to compute the residue of the second factor. We have
to compute the limit:

. Alm
1 — Ap)e8@N) a .
Aim a(d = A FAL A+ Lalnb)

In practive, we look for the limit of the inverse :

m 1 ai
: [ DA . —g(al)
}grAlkaz /\(/\—/\k)( F(1,/\+1,alnb))e ,

LT ;(@_pl 1; lb)
¢ azAl—I»lAqk)\(/\—/\k) m (L A+ Lalnb)).
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But

Fl,A+1,alnb) = 1+

(]

(aInb)"
— (A+1)...(A+n)’

B 00 . n (_1)i—1 1

- 1+;(alnb) Z(i—l)!(n—i)! T+
o -1

= l+Z(0zInb)
n=1 i=0
. R I G O 1

- 1+Z(a1nb) 121'(11—1) A+i+1’

i (n—i)
_ 1+Z(alnb)ZAalnb) alnb)' ,

+i+ il (n—1)!

1)1 1
DA+i+17

N (—aInb)"
— 1+(lnbp Zs Qe

_ 1o = (—alnb)™!
B Lt (A + 1+ Dt

From this formulation of F, we deduce :

and then

lim ;(
A= AMA = Ag)

o 1a = (—alnb)tt!
lim —|— -y ——— 2~
Airﬁ‘k)\(m Z_:(/\k+n+1)2n! ’

d
ﬁF(l,/\ + 1L alnbd) =

—~ A +n+1)n!

(=alnb)+!
— (A +n+ 1)2n!’

AP A1 alnb))

Ax + 71+ 1)2n!

(—aIn by ]

o (—alnb)™*! Ak
! A +n+1)2)

—aInb)**! = (—alnb)™*! Ak ]
_p Z )

n! (A + 1+ 1)2

o _ n+1
P g Z o (zalnb) (n+ DA +n+1)+ Ae(n + 1))],

+n+1)2(n+1)!

o)

alnb)tt (—aIn by
(n+1)! -b _O Ar+n+ 20+ 1)1 (2/\k(n +1)+(n+ 1)2)],

(—alnb)+!

1]a

Ac|m Z:(

1 [ade

_ _bLY

1y

/\k n

€

AL

1 (=

=+

gl Y S

1

— "+ b

Loy,
(—aInb)"

o

b Zln'(A+n)2

bc(Ay).

A+ n+1)(n = 1)) (At + 17 =201+ 1) = (n + 1>2)],

67

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

Chapitre 1. Un modeéle décrivant la croissance et la distribution en taille d’une population de métastases

Finally we get :
__a 1y o1 - ln_x)”‘l 1
P = g xZ:: mb) ) (1.73)
with:
(—aInb)"
c(Ax) =
Z(; (A +n)2
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Chapitre 2

Le poumon humain

Dans ce chapitre, nous donnons une bréve description de I’appareil respiratoire pulmonaire.
Nous nous attachons a donner les outils physiologiques et mécaniques nécessaires pour
comprendre la modélisation des phénomenes étudiés dans les Chapitres 3 et 4. Le but est de
donner les informations et 1’intuition nécessaire a la compréhension des modeles présentés,
non de faire une étude exhaustive de la physiologie pulmonaire. Le lecteur pourra s’il le
souhaite passer ce chapitre et venir s’y référer si besoin au cours de sa lecture des Chapitres 3
et4.

2.1 Introduction

Notre poumon posseéde une structure extraordinaire. Le plus grand organe de notre corps, d’un volume de 7
litres environ, contient un demi-litre de sang, moins d’un demi-litre de tissus, le reste étant de 1’air. Sa structure en
arbre offre dans plus de 300 millions d’alvéoles une surface d’échange de I’ordre de 100 2 140 m?. Le mécanisme
associé a cet organe est la respiration. Sa fonction est d’apporter de I’oxygene aux tissus et d’évacuer le dioxyde
de carbone. Cette tache peut étre détailée en 4 fonctions principales :

i) la ventilation pulmonaire qui concerne les flux d’air entre I’atmospheére et les alvéoles pulmonaires ;
ii) la diffusion de I’oxygene et du dioxyde de carbone entre les alvéoles et le sang ;
iii) le transport de I’oxygene et du dioxyde de carbone vers ou depuis les tissus cellulaires ;
iv) la régulation de la ventilation.

Dans ce qui suit nous nous intéresserons essentiellement aux deux premiers points. En effet, une premiere
partie du travail (Chapitre 3) concerne la simulation des flux d’air dans I’arbre bronchique, tandis que la seconde
(Chapitre 4) concerne la modélisation de I’absorption de I’oxygene par le systéme respiratoire.

Ce chapitre s’organise comme suit. Nous donnerons tout d’abord quelques indications concernant la physio-
logie de la respiration en commencgant par décrire de la mécanique musculaire, puis les voies respiratoires pro-
prement dites en donnant notamment deux différents modeles pour sa géométrie. Nous détaillerons ensuite les
données physiologiques que 1’on peut obtenir a I’aide d’un examen de spirométrie, examen souvent prescrit chez
les patients atteints de pneumopathies. Les résultats de ces examens sont importants car ils constituent les rares
données physiologiques nous permettant de valider nos modeles.

Apres avoir détaillé I’absorption de I’oxygene a la surface d’échange, nous donnerons quelques notions d’hy-
drodynamique en précisant les domaines de validité des modeles qui seront utilisés par la suite (modeles de Navier—
Stokes et de Poiseuille).

Nous terminerons ce chapitre en présentant le modele mécanique d’équation différentielle ordinaire (dit 0D)
qui sera couplé a un modele fluide (Chapitre 3) ou a un modele pour la concentration en oxygene (Chapitre 4).
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2.2 Physiologie de la respiration

2.2.1 Meécanique de la ventilation

Les voies respiratoires sont enchassées dans le parenchyme pulmonaire, ensemble de tissus contenant les sacs
alvéolaires, le systeme vasculaire pulmonaire et les muscles pulmonaires. Le tout est enfermé dans une boite
formée par la cage thoracique sur les cOtés et par le diaphragme, vaste et mince nappe musculaire séparant la cage
thoracique et les poumons de la cavité abdominale (Figure 2.1).

Le poumon s’élargit et se contracte de deux manieres :

i) par le mouvement vertical du diaphragme, rallongeant ou raccourcissant la cavité thoracique ;

ii) par I’ouverture ou la fermeture de la cage thoracique par action des muscles intercostaux augmentant ou

diminuant le diamétre de la cage thoracique.

FI1G.2.1: Le poumon dans la cage thoracique. Source

www . larousse. fr Trachea 2]
0
2.2.2 Géométrie des voies respiratoires o :
@ | Bronchi 1
Les voies respiratoires sont formées de “tubes” s’organisant en E E— \
forme d’arbre conduisant a des sacs appelés alvéoles, ou a lieu I’échange ; 7 . I_ ’
gazeux. La forme arborée conduit naturellement a parler de géné- % Fa\ N E
rations en notant “génération 0” la branche mere constituée de la 8 | Bronchioles T_{ (\ 4
trachée. On compte ainsi 24 générations, trachée incluse, que nous é IA 5
numérotons de 0 a 23. (Voir Figure 2.2.) On distingue souvent deux Terminal Ii' l
régions : bronchioles | 14
1. les 15 premiéres générations sont purement convectives : elles !T'a"s'! 9;}:]5 J M |1
n’ont pour fonction que le transport de 1’air. On appelle cette iy gA\ 18
premiére partie la région proximale. o mm’g _p 7
2. Apres une zone de transition apparait a partir de la 17° généra- g g ; :g
tion la région distale : 1’air y est bien ralenti et on voit apparaitre E Aveolar - {: a0
le long des bronches des acini formant des grappes de petites 2 | ducts ﬁ 21
poches, les alvéoles. 2 3? 22
- < . g , . N Ahveolar 23
Etant donné la progression géométrique dans 1’arbre, il faut garder a sacs

I’esprit que les alvéoles constituent la plus grande partie du volume

Lors d’une respiration normale au repos, la res-
piration est essentiellement dirigée par le mouvement
du diaphragme. A I’inspiration, la contraction du dia-
phragme tire la partie inférieure du poumon, créant
une dépression permettant I’entrée d’air frais dans les
poumons. A I’expiration, le diaphragme se relache, et
le systéme retourne a 1’équilibre sous 1’action de la
force de retour élastique, expulsant ainsi I’air des pou-
mons. A ’effort, la force de retour élastique n’étant
pas suffisante pour obtenir une expiration efficace et
rapide, une force supplémentaire est exercée a 1’ex-
piration par les muscles abdominaux, compressant un
peu plus les poumons.

pulmonaire et la surface d’échange atteint une taille comparable a

celle d’un demi terrain de tennis.

FIG. 2.2: Vue schématique de I’arbre bron-
chique [WEIBEL]

Modélisation de I’arbre bronchique Le r6le de 1’arbre respiratoire est d’apporter 1’air frais, riche en oxygene
vers la surface d’échange avec le sang, au niveau des alvéoles. Le transport de I’air dans I’arbre bronchique a
fait I’objet de nombreux travaux : citons par exemple ceux de MAUROY [Mau04] et SOUALAH [SAO7]. Il nous

74

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

2.2. Physiologie de la respiration

faut aussi citer ici I’ouvrage de référence de WEIBEL [Wei84]. Dans chacune de ces références on trouve une
description détaillée de I’arbre pulmonaire.

Sa structure prend la forme d’un arbre dichotomique, chaque branche se divisant en deux et ainsi de suite, lui
donnant ainsi une dimension fractale. Bien que les conduits aient une forme légeérement conique, pour la modé-
lisation nous les supposerons dans toute la suite cylindriques. Du fait des variations dans la population, et de la
difficulté a mesurer concrétement les caractéristiques géométriques de 1’arbre trachéobronchique, il existe divers
modeles apportant des données quantitatives pour la géométrie. Nous en utiliserons deux :

1. Le modele homothétique ot chacune des branches filles est la copie homothétique de sa meére, formant
un arbre auto—similaire. Dans ce cas, la longueur de la trachée est fixée a Ly = 12cm, son le diametre
a Dy = 1.8cm et le rapport d’homothétie a p = 0.85 [Mau04]. Ainsi, toute la géométrie de I’arbre peut
étre retrouvée par homothétie. La valeur du rapport d’homothétie peut varier selon les références. En effet,
WEIBEL montre que le facteur optimal d’un point de vue hydrodynamique correspond approximativement a
la racine cubique de 1/2 [WG62]. Cependant, une analyse plus récente et approfondie [Mau04, MFWS04]
montre que le facteur de réduction est un peu plus grand : 0.85 au lieu de 0.79 = /1/2. Ce léger excés est a
comprendre comme une sécurité vis—a—vis de I’optimum. En effet, dans ces références les auteurs montrent
qu’une construction optimisée de 1’arbre bronchique (avec un facteur égal a 0.79) pourrait étre dangereuse
car une tres légere constriction des bronches ou des bronchioles induirait une augmentation massive de la
résistance 2 la ventilation, qui croit avec la puissance 4 du diamétre, voir Equation (2.7), page 82.

2. Le modéle de Weibel [Wei84, WSFO05]. Dans les faits, les premiéres bifurcations ne sont pas symétriques car
le poumon gauche doit laisser de la place au coeur. Cela s’uniformise peu a peu et on peut raisonnablement
parler d’arbre dichotomique homothétique a partir de la 5° ou 6° génération. Jusqu’a la génération 15, I’arbre
peut étre considéré comme dichotomique et auto—similaire. Pour les 8 dernieres générations la longueur des
bronches semble stagner. Nous indiquons dans la Table 5.1, page 135, les valeurs utilisées [Wei84, Mau04]
dans le cadre de ce modele.

2.2.3 Physiologie des voies respiratoires

En termes de physiologie 1’ouvrage de GUYTON & HALL [GHO6] est une mine d’informations. Pour plus de
détails le lecteur peut aussi consulter I’ouvrage de WEST [Wes79].

Mucus et muscle lisse

Toutes les voies respiratoires, depuis le nez jusqu’aux bronchioles terminales sont maintenues humides par un
mucus qui recouvre entierement la paroi interne. Plus que de maintenir les surfaces humides, le mucus piege les
petites particules apportées par I’air qui n’atteindront ainsi jamais les alvéoles. Le mucus est lui méme réguliere-
ment évacué de la fagon suivante : il est remonté continiment par des cils puis au niveau du pharynx est dégluti.
Pour cette raison nous pourrons supposer par la suite que 1’air adhére parfaitement aux parois bronchiques.

Tandis que les bronches du haut (i.e. jusqu’a la 5° génération) sont formées essentiellement de cartilage et donc
sont relativement rigides, pour les générations suivantes, les parois sont essentiellement formées par le muscle
lisse. Ce muscle permet aux bronchioles de se déformer en modifiant leur diameétre au cours de la respiration. Ce
muscle disparait pratiquement a partir de la 16° génération ou apparaissent les alvéoles formées essentiellement
d’épithélium (=tissu) pulmonaire. Dans la suite la déformation des bronches sera modélisée par un parametre 0
distribuant le volume d’air entrant dans les bronches et les alvéoles suivant 1’activité du muscle lisse.

Volumes pulmonaires : espace mort et capacités pulmonaires

En respiration normale, 1’organisme n’utilise pas toute sa capacité pulmonaire. Afin d’étudier la ventilation
pulmonaire, on utilise un spirometre qui enregistre les volumes d’air entrant et sortant au cours de la respiration
(voir page 76 pour plus de détails sur la spirométrie). Ce type de mesure donne le diagramme de la Figure 2.3. On
découpe le volume total du poumon en 4 sous—volumes :

1. le volume courant (tidal volume) : le volume d’air inspiré et expiré lors d’une respiration normale. Chez un
jeune homme, ce volume est de I’ordre de 0.5 L au repos;
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F1G. 2.3: Diagramme présentant les variations de volume pulmonaire durant une respiration normale, inspiration et expiration
maximales, Source : http ://coproweb. free. fr

2. la capacité inspiratoire de réserve : le volume d’air supplémentaire pouvant étre inspiré en plus du volume
courant lorsque la personne exécute une inspiration forcée. Il représente environ un volume de 3L ;

3. la capacité expiratoire de réserve : le volume d’air maximal pouvant étre expiré lors d’une expiration
forcée en plus du volume courant. Ce volume est estimé a 1.1L;

4. le volume mort : le volume d’air restant dans les poumons apres une expiration maximale. Cela correspond
environa 1,2 L d’air.

Espace mort et renouvellement de I’air alvéolaire. Une partie de I’air inspiré n’atteint jamais les alvéoles ou a
lieu I’échange gazeux, il remplit simplement les premieres bronches ol aucun échange gazeux n’est possible tels
le nez, la trachée... Cet air occupe I’ espace mort, ¢’ est—a—dire qu’il ne joue aucun role dans 1’échange gazeux.

A T’expiration, I’air de I’espace mort est expiré en premier, bien avant que 1’air alvéolaire ne soit expiré ; on
comprend que 1’espace mort est un handicap au renouvellement de 1’air alvéolaire. Dans les faits, en respiration
normale, a chaque cycle seulement 1/7¢ de 1’air alvéolaire est renouvelé par de I’air frais [GHO6].

Un examen : courbe de spirométrie

La spirométrie est la méthode de référence pour dépister les pathologies pulmonaires, I’asthme par exemple. 11
existe plusieurs tests de spirométrie, le plus important est la Capacité Vitale Forcée (CVF).

Description du test. Le patient exécute une manoeuvre en respirant a travers un embout relié a la machine.
Il commence par respirer calmement dans le spirometre. Lorsque le patient et 1’appareil sont préts, le patient
inspire, profondément afin de remplir ses poumons a fond, et expire ensuite le plus fort et le plus vite possible
tout 1’air de ses poumons dans le spirometre. L’ expiration doit durer entre 3 et 6 secondes. Enfin le patient inspire
completement et forcé afin d’obtenir la courbe inspiratoire. Le spirometre nous fournit deux courbes : la courbe
temps—volume et la courbe débit—volume, qu’on appellera aussi portrait de phase. 11 est impressionnant de voir la
quantité d’informations que peut extraire un spécialiste de ce genre de courbe.

Interprétation des résultats. Nous donnons dans ce paragraphe quelques éléments pour interpréter les courbes
débit—volume. Sur une courbe débit—volume, la partie supérieure correspond a I’expiration et la partie inférieure
a D’inspiration (voir Figure 2.4). Durant la manoeuvre la courbe se parcourt dans le sens horaire en partant de
I’origine. Pour I’expiration, la premicre partie (a gauche du graphe) correspond au début de 1’expiration forcée,
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avec le débit expiratoire de pointe (DEP). L’air expiré durant cette période est 1’air situé¢ dans les bronches les
plus hautes. Plus on se déplace vers la droite sur le graphe, plus 1’air expiré correspond a celui des bronches les
plus basses. On comprend donc par exemple qu’un défaut dans la courbe situé au niveau du pic correspond a une
pathologie dans les bronches hautes tandis que une courbe trop concave correspondrait a une pathologie des petites

bronches.
) Débit A
DEP
I
[| Expiration
; \ Vol.unie A
\\\ / Inspiration

FIG. 2.4: La courbe débit—volume.

Afin de rendre les choses concrétes, nous représentons a la Figure 2.5 quelques croquis de courbes débit—
volume dans les cas des pathologies les plus importantes : le syndrome obstructif et le syndrome restrictif. A la
Figure 2.5(a) nous donnons I’allure de la courbe dans le cas d’une spirométrie normale a titre de comparaison.

o Syndrome obstructif : La Figure 2.5(b) représente un syndrome obstructif. Chez les patients ayant un tel
syndrome, les petites bronches sont partiellement obstruées : c’est ce qui se passe en cas d’asthme® ou de
broncho-pneumopathie chronique obstructive (BPCO ou bronchite chronique)*. Dans ce cas la courbe débit—
volume est caractérisée par une concavité. L’air des hautes voies peut étre expiré correctement, le débit de
pointe est donc normal. Apres 1’expiration de 1’air des voies hautes, 1’air expulsé correspond a celui des
petites bronches. Si ces bronches sont obstruées, I’air sort moins vite, et le débit est diminué. C’est pour cela
qu’on observe une courbe située en dessous de la courbe « normale » et concave.

e Syndrome restrictif : La Figure 2.5(c), représente un syndrome restrictif, ce qui correspond a un volume
pulmonaire trop faible. Les voies respiratoires étant normales, la courbe débit—volume a une allure normale,
simplement « raccourcie » le long de I’axe représentant le volume. Un tel syndrome est observé chez des
patients atteints de fibrose’ Au contraire, chez les patients atteints d’emphyséme,® on observe une augmen-
tation de la capacité totale, donc un écart selon 1’axe des abscisses plus grand.

o Syndrome mixte : Souvent des patients présentent les deux syndromes présentés ci—dessus. La Figure 2.5(d),
représente une courbe débit—volume montrant les caractéristiques des deux syndromes.

Pour terminer, en guise d’illustration nous présentons a la Figure 2.6 un véritable résultat d’examen pour un
patient asthmatique.

3Géne respiratoire a 1’expiration, causée par une obstruction des bronches. Les causes peuvent étre multiples et il existe différents types
d’asthmes

4Obstruction d’origine infectieuse virale ou bactérienne

3 Altération chronique et progressive du tissu pulmonaire (parenchyme) dont les alvéoles sont enserrées et étouffées par des fibres.

%Maladie des alvéoles pulmonaires, définie par 1’augmentation de volume (dilatation) des alvéoles pulmonaires avec destruction de leur
paroi élastique, ce qui entraine I’impossibilité pour elles de se vider completement, a I’expiration, de I’air qu’elles contiennent.
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FIG. 2.5: Interprétation de la courbe débit—volume. Source : www . spirometrie.info

2.2.4 Les échanges gazeux
La concentration en oxygeéne est décroissante le long de ’arbre : effet de « screening »

L’absorption d’oxygene est inhomogene le long de I’arbre bronchique ; en effet on observe un appauvrissement
de I’air en oxygene a mesure que I’on descend dans 1’arbre bronchique. Afin qu’un acinus soit efficace, I’oxygene
doit pouvoir atteindre les bronches terminales, malgré I’appauvrissement en oxygene. Dans la plupart des modeles,
notamment tous les modeles mono—compartiment [BT06, Bat09], chaque bronche se termine par une chambre en
forme de bulle de telle facon que tous les échanges gazeux aient les mémes caractéristiques. Cependant, on sait
que les poches d’échange gazeux sont plutot arrangées comme des chambres latérales appelées alvéoles, qui appa-
raissent le long des bronches. La ventilation des alvéoles le long de I’arbre est donc plutdt en série (voir Figure 2.2),
certaines sont proches de I’entrée d’air (i.e. de la bouche et du nez) d’autres sont vraiment a la périphérie. L’effica-
cité des échanges gazeux dépend de I’ approvisionnement en air frais, et donc de la situation de I’avéole dans 1’arbre
bronchique. Notons que du fait de la géométrie dichotomique de 1’arbre, la moitié de la surface totale d’échange

se situe sur la derniére génération.
Nous notons deux problemes majeurs qui affectent I’efficacité des échanges gazeux dans le poumon, problémes
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FIG. 2.6: Un résultat d’examen par spirométrie

que nous voulons prendre en compte par la suite dans notre modele :

a) L arbre bronchique a la géométrie d’un arbre quasi—dichotomique. Pour un arbre homothétique (voir Page 75),
il est facile de voir que la section totale croit exponentiellement au fur et a mesure qu’on s’enfonce dans
I’arbre. Les relevés morpho—métriques montrent qu’il en est de méme dans le cas d’un arbre réel. En consé-
quence, la vitesse du fluide décroit et passe au bout d’un certain temps en dessous de la vitesse de diffusion
de I’oxygene. Cette transition a lieu approximativement a 1’entrée des acini, mais cela dépend fortement du
régime respiratoire : le point de transition convection/diffusion se déplace vers le fond de 1’arbre lorsqu’on
passe d’un régime de respiration de repos a celui de 1’effort. Cette transition est mesurée par le nombre de
Péclet (voir page 82).

b) Tandis que 1’oxygene diffuse le long de 1’arbre, il est peu a peu absorbé a travers la surface d’échange
disposée le long de son parcours ce qui a pour conséquence la diminution de la pression partielle en oxygene.
Ce phénomeéne connu sous le nom de « screening effect » (effets d’écrantage) (voir [WSF05, HGC*05] par
exemple) est important car il détermine quelle quantité d’oxygene atteint les alvéoles situées au plus profond
de l’arbre. Il y a compétition entre deux phénomenes : dans la partie haute de 1’acinus, la pression partielle
en oxygene est importante mais la surface d’échange est faible. Au contraire, au fond de 1’acinus, la surface
d’échange est trés importante mais du fait des effets de screening la pression en oxygene est faible.

Diffusion de ’oxygeéne de la chambre alvéolaire vers le sang

L’alvéole est entouré de capillaires sanguins (Figure 2.7). Les alvéoles sont groupés par 5 ou 6 pour former
un acinus pulmonaire desservi par une microbronchiole. Elles sont le lieu des échanges gazeux du poumon. Ainsi,
c’est dans 1’alvéole que I’air donne une partie de son oxygene pour transformer le sang veineux rouge sombre en
sang artériel rouge vif. L’air contenu dans I’alvéole s’enrichit alors en gaz carbonique, évacué a 1’expiration. Pour
passer de la chambre alvéolaire vers le sang, I’oxygene doit traverser une membrane. Le fraction passant dans le
sang est liée a plusieurs parametres notamment :

e la différence de pression partielle en oxygene entre le sang et I’alvéole. La pression partielle en oxygene
dans le sang a son arrivée dans le systeme vasculaire pulmonaire est de 40mmHg [GHO6] ;

e le ratio perfusion/ventilation qui mesure le rapport entre la fréquence respiratoire et la fréquence cardiaque,
qui varie selon le régime respiratoire. D’aprés [GHO6], ce ratio est estimé a 1/6 au repos et 1/2 a I’effort ;
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F1G. 2.7: Acini pulmonaires. Source : www . larousse. fr

o ]a perméabilité de I’oxygene a travers la membrane, qui est constante ;

e la surface d’échange efficace, a savoir la surface alimentée en air frais.

2.3 Mécanique de la respiration

2.3.1 Un peu d’hydrodynamique
Les équations de Navier—Stokes

Le modele hydrodynamique de Navier—Stokes [Bat70] propose la description de 1’écoulement d’un fluide vis-
queux dans un domaine via sa vitesse u(f, x) et sa pression p(t, x). Ces équations correspondent aux lois physiques
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie. Dans le cas de I’air dans les poumons,
nous faisons en plus I’hypothese que le fluide est Newtonien incompressible. Ce qui nous ameéne au systéme sui-
vant :

du
— +p(u-V)u-nAu+Vp = Foe teR;, x€Q

ot (2.1
Vu = 0 teR,, xe€Q,

ou p est la masse volumique de I’air, supposée dans toute la suite constante, et 1) le coefficient de viscosité dyna-
mique. Fey; correspond a 1’action éventuelle de forces extérieures sur le fluide, par exemple la gravité. La premicre
équation de (2.1) traduit la conservation de la quantité de mouvement, tandis que la seconde impose 1’incompres-
sibilité du fluide.

L’hypothese d’incompressibilité se justifie par un nombre de Mach faible. Le nombre de Mach, noté Ma ex-
prime le rapport de la vitesse locale d’un fluide sur la vitesse du son dans ce méme fluide. Dans le cas du poumon,
la vitesse de 1’air dans la trachée, lors de la respiration au repos, est de ’ordre de 1 m - s~! diminuant le long de
I’arbre (de I’ordre de 0.1 m - s™! dans la 5 génération), valeur négligeable comparé a la vitesse du son dans I’air
(340m - s71). Généralement, on peut négliger les variations de masse volumique lorsque le nombre de Mach véri-
fie Ma < 0.3 ; c’est largement le cas ici et cela le reste également dans le cadre du respiration forcée pour laquelle
le nombre de Mach est de I’ordre de 0.05 — 0.08.

De plus, nous verrons au paragraphe suivant que le nombre de Reynolds étant relativement peu élevé, 1’ utilisa-
tion du modele d’Euler, considérant 1’air comme un fluide parfait non visqueux, est exclue.

Nombre de Reynolds

Le terme non linéaire de convection (u-V)u dans les équations de Navier—Stokes est sans doute celui qui pose le
plus de problemes tant sur le plan physique, que mathématique ou numérique. Dans certains cas, nous pouvons sup-
poser ce terme négligeable ce qui simplifie grandement le probléme. Sur quel critére pouvons—nous justifier d’une
du
ot

de viscosité nAu. Soit U (resp. L) une vitesse caractéristique pour le fluide (resp. une longueur caractéristique du

telle approximation ? L’idée est de comparer le terme d’inertie p +(u- V)u] au terme de forces volumiques
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domaine), alors, en utilisant les variables adimensionnées suivantes :

X _ u(t, x) _._E o ._L
: T t.—Lt, p(t,x) :== i’

le systeme de Navier—Stokes (2.1) peut se réécrire de la maniere suivante :

Ju ~ n _ = _ o
ﬁ + (u . V)u + pﬁ (—T]All + Vp) = Fot, t€eR,, Xxe€ (_), 2.2)
V-a = 0, feR,, x€Q,
ou apparait le nombre sans dimension
pUL
Re := T, (23)

appelé nombre de Reynolds. Le nombre de Reynolds caractérise I’écoulement étudié. Il existe un seuil au dela
duquel au observe un brusque changement de régime. Ce seuil dépend fortement de la géométrie. Pour un tube
par exemple, on peut considérer que pour un nombre de Reynolds inférieur a 2300, les lignes de courant fluide
sont toutes paralleles, caractéristique d’un régime laminaire. Si on dépasse cette valeur critique, le régime est dit
turbulent et des tourbillons apparaissent. Lorsque le nombre de Reynolds est petit, inférieur a I’'unité, on peut alors
négliger les termes d’inertie et on obtient le syst¢éme de Stokes suivant :

(2.4)

-nAu+Vp = Feq, teR,, x€Q,
V-u 0, teR,, xeQ,

ou nous avons omis les barres.

Estimons le nombre de Reynolds dans la trachée a partir de la définition (2.3) ; pour une vitesse caractéristique
de 1m - s~! et une longueur caractéristique de I’ordre du centimétre, on obtient un Reynolds autour de 500. Tou-
tefois, si on considére plutot une vitesse de 1’ordre de 1m - s~! et une longueur caractéristique de 2 centimétres
(diametre de la trachée) le nombre de Reynolds est de I’ordre de 2000. Ainsi, localement, dans les parties hautes
du moins, le nombre de Reynolds peut étre localement plus élevé. La vitesse et la longueur caractéristiques de
la géométrie étant toutes les deux décroissantes le long de 1’arbre, nous remarquons que le nombre de Reynolds
décroit également le long de I’arbre. Ce nombre va nous permettre de diviser la partie proximale du poumon en
deux pour construire le modele qui nous intéresse au Chapitre 3. En effet, alors que le comportement de 1’air dans
la partie supérieure sera décrit par les équations de Navier—Stokes, dans la seconde, le nombre de Reynolds étant
petit devant 1, nous utiliserons alors le modele de Stokes, caractérisé dans un tube par I’écoulement de Poiseuille.

Remarque 1 La plupart des auteurs considére que, lors de la respiration, ’écoulement reste laminaire [FMP*05]
car le phénomene en présence est oscilatoire ne laissant pas le temps aux instabilités de se développer (le nombre
caractéristique est alors le Womersley). Cependant dans [LTMHO7] des simulations numériques mettent en évi-
dence que la géométrie complexe du larynx peut induire un écoulement turbulent dans le cas d’un débit constant
rentrant dans les voies respiratoires. Notons toutefois que les équations de Navier-Stokes décrivent non seulement
les écoulements laminaires mais également les écoulements turbulents (la difficulté est alors de capturer les petites
échelles lors des simulations numériques).

Ecoulement de Poiseuille

L’écoulement de Poiseuille décrit le comportement d’un fluide non—inertiel dans un tube. Son domaine d’uti-
lisation est large : cela va de la conduite de chauffage aux vaisseaux sanguins. Comme mentionné précédemment,
le flux d’air dans le poumon a partir de la 7° génération peut étre condidéré comme non—inertiel ; dans ce cas de
fluide lent parcourant des conduits de petits diameétres, il est possible d’obtenir les profils de vitesse et de pression
comme solutions explicites du probléme de Stokes.

Loi de Poiseuille tridimensionnelle Placons nous dans un cylindre de diamétre D de longueur L et d’axe (O, x).
Nous supposons qu’il y circule un fluide incompressible non—inertiel vérifiant les équations de Stokes (2.4) avec
des conditions de non—glissement sur la paroi, i.e. u = 0 sur la paroi. Par symétrie évidente la vitesse du fluide
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est invariante par rotation d’axe (O, x). Nous notons donc u(r, x) la vitesse du fluide situé a ’abscisse x et a une
distance r de I’axe du cylindre. Nous notons Py la pression supposée uniforme a I’entrée du tube, et P la pression
a la sortie. La vitesse et la pression sont alors données par :

_ (Po-P)D? 1 4r*
B 167L D2 )
(2.5)
Py— Py

= + P,
P I x + Po,

ou e, est un vecteur directeur unitaire de I’axe (O, x). On note que la vitesse ne dépend pas de la coordonnée x et
la pression, linéaire en x, est constante sur chaque section du tube. Remarquons aussi le profil parabolique de la
vitesse, qui prend sa valeur maximale au centre du tube. Par intégration nous trouvons la forme suivante pour le
débit, c’est—a—dire le volume de fluide traversant une section transverse par unité de temps :

nD*
= Py — Pp). 2.6
Q 12817L( 0—Pr) (2.6)
Cette formule, appelée loi de Poiseuille, donne le débit comme proportionnel a la différence de pression. Nous
notons
_ 128nL 27
- mD* '

Par analogie avec les lois de 1’électricité ou 1’intensité est proportionnelle a la différence de potentiel (loi d’Ohm),
nous pouvons calculer la résistance équivalente d’un réseau de tuyaux. Nous remplagons ainsi par exemple dans le
cas du poumon, une partie de 1’arbre bronchique par un tube de résistance équivalente.

Loi de Poiseuille bidimensionnelle Au Chapitre 3, nous réalisons des simulations numériques a 1’aide du lo-
giciel de calcul éléments finis Freefem++ en dimension d = 2, ol le domaine de calcul est une partie du plan.
Nous pouvons réécrire la loi de Poiseuille dans ce cas et obtenons :
12nL
-~ 2D3
Remarque 2 Au Chapitre 3 les calculs sont effectués en dimension d = 2 pour une géométrie homothétique (voir

page 75). Le rapport d’homothétie est alors choisi de facon a ce que les résistances 2D obtenues correspondent
aux résistances réelles 3D. Voir [SAOQ7].

2.8)

Vitesse du fluide et nombre de Peclet

Sur les 5 premieres générations, la vitesse de 1’air varie entre 1 et 0.1m - s~L. Puis la vitesse diminue, et les
phénomenes de diffusion prennent le pas sur la convection.

La grandeur mesurant le rapport entre la convection et la diffusion est le nombre de Péclet. 11 est défini comme
suit :
_ LU
= Do’
ou L est la distance parcourue caractéristique (la longueur de la bronche), U la vitesse de fluide caractéristique
(la valeur moyenne de la vitesse du fluide dans la bronche) et Do, le coefficient de diffusion de I’oxygeéne dans
I’air. Le calcul du nombre de Péclet revient a faire le rapport entre la distance moyenne parcourue par convection
et la distance moyenne parcourue par diffusion sur un temps donné. Si Pe >> 1 alors les effets convectifs seront
prédominants, tandis que si Pe << 1 le transport se fera essentiellement par diffusion.

En régime de respiration normale, la limite convection—diffusion se situe au niveau des générations 17—18. A
I’effort cette barriere descend, et se situe au niveau des générations 21-22.

Pe: (2.9)

Remarque 3 Les nombres de Péclet et de Reynolds sont proportionnels ; on a l’identité suivante :
Pe = Re - Sc,
ou Sc désigne le nombre de Schmidt qui représente le rapport entre la diffusivité de quantité de mouvement v =

(ou viscosité cinématique) et de la diffusivité massique Do,. Il est utilisé pour caractériser les écoulements d
fluides dans lesquels interviennent simultanément viscosité et transfert de matiere.

oI

[¢]
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2.4 Modeles couplés

2.4.1 Le modele mécanique 0D

Le modele mécanique que nous utilisons dans toute la suite est un modele possédant un unique degré de
liberté x correspondant a 1’amplitude du thorax. Ce modele a déja été décrit notamment dans [Bat09] et utilisé
dans [BGM09, MMSSO08]. Dans ce modele le poumon est assimilé a une boite, dont une face est mobile (voir
Figure 2.8). La face mobile modélise le parenchyme ; elle est reliée a un ressort, représentant 1’élasticité des tissus.

q:= St
Vs, R
,,,,,,,,,, xo+ T
Va
g k

FIG. 2.8: Modeéle mécanique : le poumon est modélisé comme une boite dont une paroi est mobile. V = S (xo +x) : volume total
du poumon, R : résistance totale des voies aériennes, k : constante de raideur du ressort, 1 : coefficient de friction. La
partie mobile a pour masse m et pour surface S. Le volume peut étre divisé en deux parties : 1’espace bronchique (de
volume V7 et de résistance R) et I’espace alvéolaire (de volume V).

Parametres

Nous introduisons ici des parameétres et variables entrant en jeu dans notre modele :

e x le déplacement du piston par rapport a sa position d’équilibre. Physiologiquement, cette grandeur est a
relier au déplacement des cotes et du parenchyme ;

e 1 la masse du poumon, ou plus précisément la masse déplacée de sorte que mx>/2 corresponde 2 1’énergie
cinétique mise en jeu ;

e kg la constante de raideur du ressort, qui mesure la raideur relative aux forces élastiques tendant a ramener
naturellement le poumon a sa position d’équilibre ;

e S la surface du ressort correspondant a la surface effective du parenchyme sur laquelle la pression due a la
force s’applique ;

e 1 larésistance des tissus, de sorte que px représente le travail dissipé dans les tissus ; la résistance des tissus
résulte des frictions entre le poumon et la cage thoracique ;

e Ry mesure la résistance de 1’arbre bronchique de sorte que la différence entre la pression extérieure et la
pression intérieure soit égale a Ry multiplié par le flux, la pression extérieure étant la pression atmosphérique
et la pression intérieure, la pression alvéolaire. La résistance des voies aériennes est conséquence de la
friction des molécules d’air contre les parois ;

fext représente les forces extérieures, conséquences de 1’effort musculaire produit pour la déformation de la
cage thoracique induisant I’inspiration et 1’expiration.
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Notons p la pression alvéolaire et normalisons a zéros la pression atmosphérique. Puisque le flux correspond a
la dérivée du volume, nous avons I’identité suivante : Ap = —p = RoSx. En appliquant le principe fondamental de
la dynamique a la partie mobile, nous obtenons I’EDO suivante :

mi + (RoS* + w)x + kox = for.

Remarquons ici que la résistance totale est la mise en série de deux résistances : la résistance des bronches R et la
résistance du poumon R, = 1/ S%. Au paragraphe suivant, nous prendrons en compte des effets non—linéaires pour
la résistance R et la constante de raideur du ressort k ; ¢’est pour cela que 1’on va plutét considérer I’EDO suivante :

mi + (R(x)S? + p)x + k(xX)x = fort, (2.10)

ol k(x) et R(x) sont précisés ci—apres.
On donne a I’Annexe 5.2 et 5.3 page 136, les valeurs des parametres du fluide et du systéme masse-ressort
utilisées pour les calculs.

Variations de la constante de raideur du ressort dues a la contrainte de volume critique

Dans le cas d’une manoeuvre forcée, lors d’une profonde inspiration ou expiration, le volume de la cage thora-
cique ne peut pas excéder ou passer en dessous d’une certaine taille critique. Ce modele a été proposé originelle-
ment dans [MMSSO08]. Cette limitation peut étre prise en compte dans notre modele en considérant une constante
de raideur du ressort linéaire entrainant une non-linéarité dans le modele. Nous notons 0V 5x = SXxpax > 0 (resp.
OVinin = Sxmin < 0) la variation de volume maximale (resp. minimale) déterminée expérimentalement. Durant une
manoeuvre forcée, nous autorisons le poumon du patient a atteindre ces volumes critiques, et nous devons supposer
la constante de raideur de ressort non—linéaire. Fixons :

k(x) == ko + k€ (x) + k9 (x),

ot k) (x) (resp. k¥ (x)) est la contribution du ressort a I’expiration (resp. a I’inspiration) ¢’est—a—dire pour x négatif
(resp. positif). Supposons :

7

Kex/xpin, si x<0 i 0 si x<0
(e) — e mins 0] L ,
K90 "{ 0, s x>0 K@ "{ KiX/Xpax, si x>0

ou K, et K; sont des constantes positives a préciser. Notons que la constante de raideur croit linéairement aussi bien
lorsque le volume pulmonaire croit que lorsqu’il décroit, empéchant ainsi le volume d’atteindre des valeurs au dela
des valeurs critiques. Remarquons aussi que pour de petites variations de volume, i.e. pour x petit, la non-linéarité
n’a que peu d’influence sur le systéme. Les constantes K, et K; sont estimées comme suit : situons—nous lors d’une
manoeuvre forcée a I’expiration, ce qui signifie qu’une force maximale négative fot = fuin < 0 est exercée. Dans
ce cas, comme nous pouvons 1’observer sur des courbes expérimentales nous avons ¥ = x = 0 et I’équation (2.10)
se réduit a

k(xmin)xmin = fmin/

ce qui nous donne immédiatement K, = fyin/Xmin — ko. De maniére analogue, en se placant a I’inspiration maxi-
male, nous obtenons K; = fyux/Xmax — ko. Finalement, le modele non-linéaire pour la constante de raideur du
ressort se réécrit de la fagon suivante :

k(x) — kO +{ (fmin/xmin - kO)x/xmin/ si x< 0, (211)

(fmax/xmax —ko)x/Xmax, si x>0.

Remarque 4 Dans le cas d’une respiration au repos, ou le déplacement x reste relativement faible, le modéle
donne k(x) ~ k.
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Variations de la résistance des voies aériennes dues aux propriétés mécaniques de I’arbre bronchique

On suit encore le modele de [MMSSO08], afin de prendre en compte I'influence du muscle lisse (voir page 75).
Essentiellement le muscle lisse empéche les bronches de trop se déformer. Dans notre modele, nous devons sup-
poser que la variation totale du volume d’air pulmonaire se distribue entre les alvéoles et les bronches suivant un
parameétre de distribution 6. La variation totale de volume 6V = Sx est donc égale a la somme de deux termes :
0V 4 pour les alvéoles et 6V pour les bronches avec

5Va=(1-0)Sx, V5= 08Sx.

Cette distribution est simplement fondée sur la conservation du volume, en considérant le volume des tissus (pa-
renchyme) constant. En notant Vg (resp. Vg) le volume alvéolaire (resp. bronchique) au repos et V4 (resp. V) le
volume alvéolaire (resp. bronchique) courant, la relation précédente se réécrit

Va=V%+(1-06)Sx, Vg = V9 + 6Sx.

En supposant, que les bronches se déforment tout en gardant leur forme originale, supposée cylindrique, et
puisque la résistance d’une bronche est proportionnelle & L/D* (voir page 81), oli L correspond 2 la longueur de la
bronche et D au diamétre de celle-ci, nous obtenons que la résistance est inversement proportionnelle au volume.
C’est pourquoi nous choisissons pour la loi de comportement de la résistance des voies aériennes la loi suivante :

Ro

Rx)= —2 .
(=17 65x/ VY

(2.12)

On donne les valeurs numériques pour le calcul de la constante de raideur et de la résistance dans les An-
nexes 5.4 et 5.5 page 136.

Comparaison avec les données physiologiques

Afin de valider notre modele mécanique, nous présentons des simulations dans les deux cas : au repos et a
I’exercice, en utilisant pour les forces extérieures les valeurs données en Annexe 5.6, page 137. La seule grandeur
pour laquelle la comparaison est réellement possible est sur le calcul du volume inspiré au cours de chaque cycle.
La Table 2.1 donne les résultats numériques obtenus par simulation de 1'Equation (2.10) et les données que 1’on
peut trouver dans la littérature [GHO06, Wei84].

] || modele mathématique | données physiologiques |

repos 0.58 L 0.475 L [Wei84]
effort 25L 2.27 L [Wei84]

TAB. 2.1: Comparaison des volumes inspirés au repos et a I’effort donnés par le modele mathématique aux volumes physiolo-
giques.

Les résultats sont en bon accord avec les données physiologiques : nous obtenons les bons ordres de grandeur.
Nous ne cherchons pas a étre beaucoup plus précis, étant donné la variabilité dans la population.

2.4.2 Un modéle multi-échelle pour ’appareil respiratoire

Dans la premiere partie de ce travail (Chapitre 3), nous nous intéressons a un modele multi—échelle décrivant
le flux d’air dans les poumons. Nous nous attachons dans cette section a décrire le modele en question. Ce modele
suit une décomposition en trois parties du poumon qui correspondent chacune a un modele mécanique différent.

Comme nous I’avons vu, la respiration nécessite le transport de ’air, a travers I’appareil respiratoire dont les
extrémités visibles sont le nez et la bouche. A 1’autre extrémité de 1’arbre bronchique on trouve les alvéoles nichés
dans un tissu viscoélastique, le tout enfermé dans une boite formée latéralement par la cage thoracique, et en
dessous par le diaphragme. L’air est mis en mouvement via le déplacement du diaphragme et du réseau tissulaire
qui y est rattaché, le parenchyme.
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FIG. 2.9: Décomposition de I’arbre respiratoire en trois parties.

L appareil respiratoire a une géométrie complexe : pour un calcul direct, c’est un arbre dichotomique composé
de 23 générations qui devrait étre maillé (voir Figure. 2.9). Ceci est infaisable numériquement.

Jusqu’a présent, les bronches distales situées a partir de la neuvieme génération ne sont pas visualisables, ni
segmentables par le matériel médical d’imagerie usuel. Afin de pallier les limites de I’imagerie et de mieux com-
prendre les différentes pneumopathies on comprend donc la nécessité d’élaborer un modele simple mais réaliste.

Le modele pour I’appareil respiratoire que I’on considere a déja été décrit par GRANDMONT, MADAY et
MAURY dans [GMMO5] et on trouve également dans [BGMO09, GMS08, SA07] des modeles similaires. Notons
que le méme type de modele multi—échelles apparait également pour la simulation de flux sanguins (voir par
exemple [QRVO1, QV03, VCFIJTO06]).

L’idée est de décomposer 1’appareil respiratoire en trois parties :

o la partie proximale (jusqu’aux générations 7-9), ou les équations de Navier—Stokes incompressibles sont
vérifiées pour décrire le fluide ;

e la partie distale (de la 8-10° génération jusqu’a la 17°) ot I’on peut supposer que la loi de Poiseuille est
satisfaite dans chaque bronchiole ;

e les acini, ou a lieu la diffusion de 1’oxygene, nichés dans le parenchyme. Nous supposerons que la pres-
sion est uniforme dans les acini, égale a P, (disons une moyenne de la pression alvéolaire). Le mouvement
du diaphragme et du parenchyme est décrit par le modele mécanique 0D détaillé précédemment (voir Sec-
tion 2.4.1).

La Figure 2.10 illustre de maniere synthétique la décomposition multi—€échelles : dans la partie proximale
Q nous supposons que les équations de Navier—Stokes sont vérifiées et qu’elles sont couplées par le biais des
conditions limites avec des flux de Poiseuille qui sont eux—mémes couplés au modele mécanique élastique. Le
ressort décrit le mouvement du muscle diaphragmatique, supposé unidirectionnel.

Dans la partie supérieure Q (voir Figure 2.10), nous supposons que les équations de Navier—Stokes sont satis-
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FIG. 2.10: Modéle multi—€échelle.
faites :
Ju
PE +pu-Vyu-nau+Vp = 0, sur (0, T) X Q,
V-u = 0, sur (0, T) X Q,
u = 0, sur (0, T) x Iy, (2.13)
nVu-n—pn = -Ilon sur(0,T)x Ty,
nVu-n-pn = -IIn sur(0,7)xI; i=1,...,N,

ol u et p sont respectivement la vitesse du fluide et la pression du fluide. Sur la paroi latérale I'y, nous imposons
une condition de non—glissement sur la vitesse, tandis que sur les bords artificiels I';, 0 < i < N nous considérons
une force de pression exercée sur le bord. La condition de non—glissement sur les parois latérales est justifiée par
la présence de mucus (voir page 75).

La pression Iy est donnée égale a Py la pression atmosphérique, tandis que les pressions I'l; sont inconnues et
dépendent des parties en aval.

Pour chacun des sous—arbres de la partie distale, nous supposons 1’arbre dichotomique et le flot laminaire.
Ainsi, par analogie avec un réseau électrique (voir par exemple [BT06]), nous pouvons considérer que le flot est
caractérisé par une unique résistance équivalente R; pour I’ensemble du sous—arbre bronchique, dépendant de la
résistance de chaque petite bronche (voir par exemple [Olu99]). Chacun des sous—arbres est alors remplacé par
un domaine cylindrique, ou le flot vérifie la loi de Poiseuille qui relie la différence de pression aux extrémités du
tube : P; (pression sur I';) - P, (pression alvéolaire) et le débit du fluide fr,- u-n:

Hi—Pg:Rifu-n, R; > 0. (2.14)
T;
Grice a la relation (2.14), les conditions aux bords aux sorties I'; s’écrivent :
nVu-n—pn = —Pun—Ri(f u-n)n surI;, i=1,...,N. (2.15)
T

Ce sont des conditions non—standards et non—locales qui lient le tenseur des contraintes du fluide et son flux.
Ceci apparait également dans la modélisation des flux sanguins (voir [VCFJT06]). Il est a noter qu’elles créent de
la dissipation dans le systeéme (voir [BGMO09]). Nous appellerons ce type de condition des conditions aux bords
naturellement dissipatives.

Enfin, le poumon est enfermé dans une boite connectée a un ressort qui dirige le mouvement du diaphragme
et du parenchyme, comme présenté a la section précédente. Nous avons vu qu’alors 1’équation satisfaite par la
position x du diaphragme s’écrit :

mi = —kx + (RS* + )X + forr + fp, (2.16)
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ol dans ce cas les forces appliquées au piston sont la somme de f,y la force musculaire et fp la force de pression.

fext est la force développée par le diaphragme durant I’inspiration et I’expiration. C’est la force qui dirige toute

la respiration. Le couplage de cette simple équation différentielle a la partie supérieure du modele, intervient via

la définition de fp qui correspond a la force de pression exercée par le fluide sur le muscle. Rappelons que R est

la résistance des voies aériennes et i la résistance des tissus. Ici comme la résistance des voies aériennes est déja

prise en compte dans le modele fluide nous avons donc R = 0. Si S désigne la surface de la partie mobile de la

boite, correspondant a la surface du diaphragme, nous avons
fr =P, (2.17)
d’ou s
m k ext

P, = =X — fracuSx + —x — —/—. 2.18

De plus, puisqu’on suppose ici le parenchyme constitué de matériau incompressible, la somme des flux aux
sorties est égale a la variation de volume de la boite modélisant le parenchyme, ainsi nous obtenons

N
sx:qu-n. (2.19)
i=1 YL

Notons que puisque le fluide est incompressible et puisque u = 0 sur I'z, nous avons

N
qu-n:—fu~n. (2.20)
i=1 YT To

Finalement, le systeme couplé peut étre réécrit comme suit

d
p&—ltl+p(u-V)u—nAu+Vp = 0, sur (0, T) x Q,
V-u = 0, sur (0,T) X Q,
u = 0, sur (0, T)x Ty,
nVu-n—-pn = -—Pn, sur (0, T) x Ty,
nVu-n—-pn = —Pan—Ri(fu-n)n, sur (0, T)xT;,i=1, ..., N, (221)
rz
mi+ ux+kx = fou+SPs,
N
Sx = fu-nz—fu-n.
;‘ I; Ty

Les inconnues sont la vitesse et la pression du fluide, u et p ainsi que la pression alvéolaire P, et x le déplacement
du thorax. On remarque que, connaissant P,, on peut calculer u, p et x, la pression alvéolaire solution correspondant
a la pression telle que Sx = — fr u - n. Ce systeme doit étre complété par des conditions initiales adaptées

0

(u,x, %)|=0 = (wo, X0, x1), avec

V-uy=0, ug=0surIy, eth1=—fu0'n-
Ty

(2.22)

Une particularité de ce systeme est que toutes les sorties I';, 1 <7 < N sont couplées.

Analyse mathématique

L analyse mathématique de ce systeme a été réalisée par BAFFICO, GRANDMONT et MAURY dans [BGMO09].
Dans ce travail, les auteurs montrent I’existence de solutions régulieres, dans un sens a préciser, localement en
temps pour des données grandes et globalement en temps dans le cas particulier ou les données sont petites et la
constante de raideur du ressort nulle.

Au Chapitre 3, a la Section 3.2 nous discuterons des difficultés lies a 1’analyse mathématique du probleme
(2.21)—(2.22) et nous préciserons un peu plus 1I’énoncé de ce théoreme [BGMO9].
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Etude numérique

L originalité de notre travail réside dans la méthode employée pour simuler numériquement le systeme (2.21)—
(2.22).

Dans leurs travaux, BAFFICO, GRANDMONT et MAURY [BGMO9] mettent en place un code permettant de
traiter les conditions aux bords dissipatives. Il est important de noter que, puisque ces conditions relient tous
les degrés de liberté des bords de sortie, les logiciels éléments finis commerciaux ne permettent pas de traiter
facilement ces conditions dissipatives, ni le couplage avec le ressort. Essentiellement le traitement direct de ces
conditions aux bords nécessite la modification du produit matrice—vecteur pour la résolution du systeéme linéaire
associé au probleme, et donc demande de rentrer en profondeur dans le code.

La méthode que nous utiliserons permet de nous affranchir astucieusement de telles contraintes. L'idée est
de calculer des solutions élémentaires, chacune solution d’un probleme de Stokes ol on impose une condition
de Neumann égale a 1 sur une unique sortie et des conditions de Neumann homogenes sur toutes les autres. La
stratégie est ensuite d’écrire la solution comme combinaison linéaire de solutions élémentaires pré—calculées et
d’un terme correctif correspondant a la partie non—stationnaire du probléme. Chacune de ces quantités est solution
d’un probleéme de Stokes avec des conditions aux bords mixtes standards Dirichlet—Neumann. Les coefficients de
la combinaison linéaire sont ensuite calculés de fagon a ce que les conditions aux bords dissipatives soient vérifiées.
L’avantage de cette méthode est qu’elle est facilement implémentable dans les logiciels éléments finis courants tels
que Freefem++ [HLHOP]. Néanmoins cette méthode reposant sur un principe de linéarité, il est nécessaire de
traiter les termes de convection soit de facon explicite soit par la méthode des caractéristiques. La deuxi¢me partie
du Chapitre 3 détaille cette méthode et donne quelques simulations numériques.

2.4.3 Un modéele pour la diffusion de I’oxygéne dans I’arbre bronchique

La deuxieme partie de ce travail (Chapitre 4), concerne la modélisation des échanges gazeux dans le poumon.
Dans cette section, nous donnons les idées essentielles sur lesquelles repose notre modele ainsi que le systeme
obtenu, annongant la description détaillée effectuée au Chapitre 4.

Comme déja mentionné, I’efficacité de I’échange gazeux au niveau de la membrane dépend de quatre facteurs :

* la différence de pressions partielles en oxygenes entre I’alvéole et le sang pulmonaire ;

* le ratio ventilation/perfusion qui mesure le rapport entre fréquence respiratoire et fréquence cardiaque ;
* la perméabilité de la membrane ;

* la surface d’échgange efficace.

Si les trois premiers facteurs sont soit fixés et donnés par la littérature (pression partielle en oxygene dans le sang,
ratio ventilation/perfusion) soit facilement définissables (pression partielle en oxygeéne dans I’alvéole), le dernier
correspond a une notion pas aisément quantifiable. En effet, cette donnée est fortement dépendante de la géométrie
et du régime respiratoire auquel on se place. Dans [GHO6], les auteurs définissent la notion de capacité de diffusion
qui correspond au produit de la perméabilité avec la surface efficace. Puisqu’ils considérent le poumon comme un
tout, sans prendre en compte réellement la géométrie, ils donnent deux valeurs, 1’'une correspondant au régime de
repos, ’autre a ’exercice. Une premieére partie de notre travail, consiste a retrouver les flux d’oxygene absorbé
moyens a I’aide d’un modéle mon—compartiment.

Le modele obtenu s’écrit de la facon suivante :

X = u,
2
PR P (L
m 1+6Sx/V?

; . 0 2/3
Vo, = B pvp (V5+1-0)Sx)" (caPo— Peang),

. 1 . .
i = —5————(1-0)St[x>02c)—ca,0]1-Vo,),

VO +(1-6)Sx
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ou on utilise la notation suivante :
a siy >0,

[y=07?a,b] ={ b sinon.

Les deux premieres équations correspondent au modele mécanique déja présenté a la Section 2.4.1. La troi-
sieme équation compte le volume d’oxygene traversant la membrane ; nous reconnaissons ¢,Py — Pgsang la diffé-
rence des pressions partielles en oxygene de chaque coté de la membrane, py,p le ratio ventilation/perfusion et

B (Vg +(1- 9)536)2/3 la capacité de diffusion. A 1’aide des valeurs de [GHO06], nous retrouvons les bons ordres
de grandeur pour les volumes d’oxygene absorbé moyens.

Toutefois, ce modele ne permet pas de rendre compte de 1’hétérogénéité des échanges gazeux ; ¢’est pourquoi
la deuxieéme partie de ce travail se tourne vers une description 1D du poumon, ou la dimension d’espace correspond
a la distance parcourue dans 1’arbre depuis la bouche et sera notée €. L’ objectif de ce modéle est de montrer que
grace a la géométrie et a la mécanique, nous multiplions par 3 le volume d’oxygene absorbé, en passant d’un
régime de respiration au repos a un régime de respiration a 1’effort. Apres avoir décrit la problématique et donné
un apergu des modeles déja existants a la Section 4.3, nous proposons un nouveau modele 1D a la Section 4.4.
L arbre bronchiques est alors modélisé par un tube de section variable. Nous supposons que ce tube représentant
les bronches est connecté aux alvéoles qui sont séparés des vaisseaux sanguins par une membrane poreuse. Voir
Figure 4.2 pour une représentation schématique. Le modele complet obtenu est le suivant :

X=u,

o1 RyS?

= —\Jext | T = 0 -k ’
. m(f ! [1+95x/vg +”]” x]
disp + at’(Sbe) = —0ds,,

94(scp) + Ae(spcptt’) + Ap(=Do,spdech) = —salx = 02 ¢y, cal — W(E) (e — ca),

at(saca) =-b pv/p ta (POCa - Pszmg) + &tsa[x >07?cp,co] + W([) (Cb - Ca)~

A nouveau les deux premiéres lignes correspondent  la partie mécanique. La troisiéme équation traduit la conser-
vation du volume d’air ; s, désigne la section bronchique et s, la section équivalente alvéolaire, de sorte que s,(£) d¢
donne le volume alvéolaire compris entre £ et £+ d¢, la vitesse du fluide est notée uf. La quatriéme équation corres-
pond au bilan de masse pour I’oxygene écrit pour les bronches, tandis que la derniere équation correspond au bilan
de masse écrit pour les alvéoles. ¢, (resp. c;) désigne la concentration en oxygene dans les alvéoles (resp. dans les
bronches). Dans le membre de gauche de la quatrieme équation, nous reconnaissons les termes de transport a la
vitesse du fluide et de diffusion de I’oxygene.
Le terme commun aux deux dernicres équations,

ISalx = 07?2 cp, ca] + W(E) (cp — ca),

correspond aux termes d’échange entre bronche et alvéole ; le terme dis;[x > 0 ? ¢y, ¢,] est un terme convectif
correspondant au volume d’oxygene entrant dans 1’alvéole di a la dépression causée par la déformation mécanique
de I’alvéole (a I'inspiration) ou sortant de 1’alvéole dii & la surpression causée cette fois par la compression de
I’alvéole (a I’expiration). Le terme W(?) (c; — c,) est un terme de diffusion dans la direction ‘orthogonale’ entre
I’alvéole et la bronche.

Le terme de perte dans la troisieme équation,
-b pPv/p Ca (Pocq — Psang)/

correspond a la quantité d’oxygéne absorbée qui passe dans le sang avec b la perméabilité, py,p le ratio ventila-
tion/perfusion, £, la densité€ de surface alvéolaire et (Poc; — Psang) la différence de pressions partielles en oxygene
entre 1’alvéole et le sang.

Nous terminons par des simulations numériques du systéme. Nous soulignons que ce travail est encore un
travail en cours.
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Chapitre 3

Une méthode numérique pour la
simulation du flux d’air dans les poumons

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la simulation du flux d’air dans 1’arbre bron-
chique. Le modele que nous étudions, décrit a la Section 2.4.2, consiste en une description
selon trois parties de I’arbre respiratoire. Ce modele nous conduit, apreés discrétisation en
temps, a un probléme de Stokes avec des conditions aux bords dissipatives non—usuelles
qui ne peuvent étre implémentées facilement et directement dans la plupart des logiciels
utilisant la méthode des éléments finis, en particulier Freefem++ [HLHOP]. L’objectif
ici, est d’apporter une méthode de résolution implémentable dans tout logiciel de calcul
par éléments finis (EFM). Apres une description de la méthode, nous I’illustrons par des
simulations 2D. Ce travail, initié au CEMRACS’08 est le fruit d’une collaboration avec
CELINE GRANDMONT, BERENICE GREC, BERTRAND MAURY et DRISS YAKOUBI. Cette
méthode s’adapte trés bien au cas de la dimension d = 3 ; I'implémentation 3D a été réalisée
par DRISS YAKOUBI. L’essentiel des résultats est paru dans les Proceedings du CEMRACS
sous le titre Numerical Method for the 2D Simulation of the Respiration [DGG*09].

3.1 Introduction

Nous nous intéressons au systeme suivant dérivé du modele multi—€échelles que nous avons décrit précédem-
ment a la Section 2.4.2, page 85. Rappelons ci—dessous le systeme :

pg—?+p(u~V)u—nAu+Vp = 0, sur (0, T) X Q,
V-u = 0, sur (0,T) x Q,
u = 0, sur (0,T) XTIy,
nVu-n-pn = -Pin, sur (0,T) x T,
nVu-n—-pn = —P,,n—R,-(fu'n)n, sur (0,T)xTI;,i=1, ..., N, 3.1)
T
m¥+ux+kx = fou+SP,,
N
Sx = fu-n=—fu~n.
;‘ I; I
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Ce systeme doit étre complété par des conditions initiales adaptées

(u, x, %)lt=0 = (uo, xp, x1), avec

V-uy=0, up=0surly, ethlz—qu-n.
To

(3.2)

Une particularité de ce systeme est que toutes les sorties I';, 1 <7 < N, sont couplées et que des termes non locaux
apparaissent au bord.

Remarque 5 En posant p = p — P, en utilisant (2.18) et la préservation du volume total, i.e St = — f u-n,le

T
systeme couplé peut se simplifier comme suit ’
Jdu
p§+p(u-V)u—nAu+Vﬁ = 0, sur (0, T) xQ,
V-u = 0, sur (0,T) X Q,
u = 0, sur (0, T)x Ty,
— fext m d
nVu-n—-pn = -Pg SN 1“Ou n|n
p k([
- u-njn- u-n—-Sxg|n, sur(0,T)xTy,
52 \Ur, 52 \Jo Jr,
nVu-n—pn = -R; u-njn, sur (0, T) X T;.

(3.3)
En conséquence, le systeme (2.21) se réduit aux équations de Navier—Stokes ou la pression du fluide est remplacée
par la différence entre la pression du fluide et la pression alvéolaire, munies des conditions aux bords naturellement
dissipatives. Le lecteur notera que I’hypothése d’incompressibilité est essentielle ici.

N
Remarque 6 Nous avons utilisé la relation Z f un=-— f u-n afin de simplifier le systeme (2.21), découpler
i=1 Vi To

les sorties T'; et obtenir (3.3). Néanmoins cette hypothése n’est pas nécessaire dans la suite.

Comme nous 1’avons mentionné ce systeme a été étudié mathématiquement dans [BGMO09]. Dans une premiere
partie de ce chapitre nous nous attacherons a décrire les difficultés liées a I’étude mathématique de ce systéme no-
tamment et nous énoncerons le résultat d’existence et I’unicité de solution en temps court ainsi que 1’existence
globale dans un cas particulier dans [BGMO09]. En particulier, nous noterons la difficulté d’obtenir des estima-
tions d’énergie pour le terme non-linéaire a savoir le flux d’énergie cinétique aux bords I';. Toutefois, les auteurs
obtiennent des estimations d’énergie en dimension d = 2, localement en temps pour de petites données. Afin d’ob-
tenir I’existence de solution sans restriction sur les données aussi bien en dimension 2 ou 3 les auteurs travaillent
avec des solutions plus régulieres. Par une approche de type Galerkin, ils montrent qu’il existe une unique solu-
tion localement en temps. Sous des hypothéses supplémentaires (k = 0, données petites) ils obtiennent 1’existence
globale.

Dans une deuxié¢me partie, nous décrirons la méthode numérique que nous avons développée et implémentée.
Apres une discrétisation en temps du probléme couplé (basée sur la méthode des caractéristiques pour le terme
de convection), nous obtenons un systéme de Stokes muni de conditions aux bords non—standards mettant en jeu
les flux d’air aux interfaces. La difficulté consiste alors a traiter ces conditions aux bords dissipatives a 1’aide
d’un logiciel éléments finis par exemple FreeFEM++. La stratégie choisie ici est d’écrire la solution comme
combinaison linéaire de solutions élémentaires pré—calculées et d’un terme correctif correspondant a la partie
non-stationnaire du probléme. Chacune de ces quantités est solution d’un probleme de Stokes avec des conditions
aux bords mixtes standards Dirichlet—-Neumann. Les coefficients de la combinaison linéaire sont ensuite calculés
de facon a ce que les conditions aux bords dissipatives soient satisfaites. Le lecteur doit noter qu’une telle méthode
a déja été décrite dans un contexte légerement différent (voir [FGNQO2, VV07]). Dans ces papiers, les auteurs ont a
traiter des conditions aux bords défectives’. Afin de calculer proprement la solution, ils voient leurs conditions aux

"Dans ces travaux, les auteurs imposent la pression moyenne ou le flux moyen aux interfaces I';, 1 < i < N. Ces conditions ne permettent
pas de fermer le systeéme et sont donc appelées défectives.
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bords défectives en tant que contraintes et obtiennent ainsi une nouvelle formulation a I’aide de multiplicateurs de
Lagrange. Numériquement, cette formulation revét des aspects proches des notres et afin de réduire leur probleme
ils utilisent une méthode de spliting. Enfin, dans la derniére partie nous présenterons les résultats numériques, et
vérifierons que pour un certain jeu de parametres, notre modele reproduit certains aspects de la respiration.

3.2 Analyse mathématique

3.2.1 Formulation variationnelle

On introduit I’espace fonctionnel suivant
V={veHYQ), V-v=0,v=0 sur[,}. (3.4)

Supposons que toutes les inconnues soient suffisamment régulieres, nous multiplions les équations de Navier—
Stokes par des fonctions tests v s’annulant sur I'y, et 1’équation mécanique par —(1/5) fro v -n. A l’aide de

1 t
XZXO—gﬁ‘fr‘OU'n,

nous obtenons

pfz?tu v+pfQ V)u-v+17fVu VV+ZR(fr_u-n)(fnv-n)
Gl foma (L) S Lon (Ll (o))
fpv M(va w [ v

_Pofro ‘n- festfr SZSxO(frov-n), Vv € H(Q)? avec vlr, = 0.

Ensuite, en considérant des fonctions tests v a divergence nulle (i.e v € V), nous obtenons une seconde formulation
variationnelle du probléme couplé (3.3)

f&tu v+pf( Vyu- V+r}fVu VV+ZR(£.u.n)(fr:v.n)
LT U (R B [ TR I

fext

=-Py v.n-— S V- n+sx0 v-n|, VYveV
To To To

Remarquons qu’ici nous avons exprimé toutes les quantités a 1’aide de la vitesse du fluide. La vitesse du ressort

peut étre retrouvée facilement a ’aide de la relation Sx = — f u-n.
Ty

3.2.2 Bilan d’énergie

Formellement, nous pouvons écrire un bilan d’énergie pour le systeme couplé. Pour ce faire, on choisit v =u
comme fonction test dans (3.5). En réécrivant par intégration par parties le terme convectif comme un flux d’énergie
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cinétique a I’entrée et aux sorties et en utilisant le fait que Sx = — f u - n, on obtient :
Ty

N 2
d Pf 2 Mmook 2) f 2 (f ) 2
— | = | [u"+ %+ < x[7 ) + [Vul*+ ) R; u-n| + ulx|
dt(z 0 2 2 1), ; . H

N
__B 20 . .
- 2204 fr lu(u - n) + PoSx + fuut, (3.6)

d m k o . .
° G g lul® + El)’dz + ElxI2 correspond 2 la variation d’énergie totale du systéme, les deux premiers
Q
termes représentant la variation totale d’énergie cinétique, le dernier la variation de 1’énergie mécanique du
ressort ;

° 1 f [Vul? correspond a la dissipation d’énergie due 2 la viscosité du fluide ;
Q

N 2
° Z R; ( f u- n) est I’énergie dissipée engendrée par la résistance des voies aériennes dans les sous-arbres ;
T
i=1

i

o u|t[* est I’énergie dissipée par les tissus pulmonaires ;

N
° —g f [ul*(u - n) est le flux d’énergie cinétique a travers I’entrée et les sorties ;
i=0

PySx est la puissance développée par la pression atmosphérique a ’entrée ;

fextX est la puissance développée par les forces extérieures exercées sur le diaphragme.

Ce bilan d’énergie permettrait d’obtenir des estimations d’énergie, mais pour cela il faudrait estimer correc-
tement les flux d’énergie cinétique aux interfaces a ’aide de 1’énergie cinétique totale et de 1’énergie dissipée.
Cependant on peut obtenir un contrdle du flux d’énergie cinétique localement en temps, pour des données petites
mais uniquement en dimension d = 2. Cette estimation permettrait de montrer 1’existence de solutions faibles
(dans les espaces d’énergie). Afin de traiter le cas de la dimension 2 et 3, sans restriction sur les données dans
[BGMO9] I’existence de solutions plus régulieres est considéré.

Remarque 7 Dans [GMMOS5], les auteurs contournent cette difficulté en choisissant d’autres conditions limites ;
leurs conditions aux bords prennent en compte le tenseur des contraintes total, a savoir la pression p est remplacée
par la pression totale p + p@ faisant ainsi disparaitre le flux d’énergie cinétique aux bords du bilan d’énergie.
L’estimation d’énergie étant insufisante pour traiter le terme non linéaire, ils passent ensuite en Fourier en temps
pour obtenir de la compacité en temps et passer a la limite.

Dans [GMSO0S], une autre stratégie est choisie : les auteurs supposent que sur chaque sortie la trace de la
vitesse du fluide est proportionnelle a un profil donné U;, soit u = A;U; sur Ty 1l s’agit de conditions plus restric-
tives, mais en se limitant a un seul degré de liberté en vitesse pour ’entrée et chacune des sorties du domaine de
calcul, on peut controler le flux d’énergie cinétique sur les frontieres artificielles.

3.2.3 Réécriture du probleme

Dans cette partie, nous réécrivons la formulation variationnelle (3.5) sous une forme abstraite.
Soient Q un domaine borné de R?, d = 2,3, T, I'interface d’entrée, I; les sorties (voir Figure 2.10). Notons I’y la
paroi latérale. Soit I’espace fonctionnel suivant :
—I2
H=V,
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ou V est défini en (3.4). Nous noterons (-, -)g le produit scalaire sur H X H défini par

mer o[ o)

et - |lo la norme associée. Ensuite, posons

al(v,w)=nLVv:Vw+iZN;‘Ri(LV-n)(LW-n)+%(frov-n)(ﬁow-n)

b(u,v,w) = pL(u'V)v-w

et

qui sont respectivement les formes bilinéaire et trilinéaire sur V associées au probléme. Enfin notons

o ([ o]

Finalement, pour compléter le formalisme, introduisons 1’opérateur A dont les vecteurs propres constitueront par
la suite la base de Galerkin utilisée pour construire une suite de solutions approchées.

Définition 3.2.1 (Opérateur A) L’opérateur A est défini sur H comme suit :

D(A) = {v eV, lai(v,w)| < Cllvllo, YW € V},

(Av, W) = a1 (v, w), ¥ (v, w) € D(A) X V. G
On donne maintenant la définition de solution du systeme (3.1)—(3.2).
Définition 3.2.2 On dit que u est solution du probléeme (3.1)—(3.2) sur [0, T] si
u € L*(0,T; D(A)) N L=(0,T; V) n H'(0, T; H),
(3.8)

¢
%(u,v)o +ai1(u,v) + b(u,u,v) +ap (f u,v) ={(v), Yvevy,
0

Z(V):—PofV'n—@fV-n+£25xo(fv~n)
Ty S Ty S Ty

u(0) = up.

avec

et la condition initiale

3.2.4 Existence et unicité d’une solution

Dans [BGMO09], les auteurs donnent deux types de résultats d’existence : I'un local en temps, pour de grandes
données et 1’autre global en temps pour des données suffisamment petites dans le cas particulier ou la raideur du
ressort est nulle. Nous redonnons ici leur résultat d’existence. Tout d’abord explicitons deux hypotheses utiles :

Hypotheése 1 Q est un domaine de R? est régulier par morceaux dans le sens o chaque composante de la frontiére
I, i=1,...,N, et T'¢ est réguliere. De plus, on suppose que I’angle entre les T; et la paroi latérale Ty est égal a
/2.

Hypothese 2 Pour T > 0, supposons

PyeLl*0,T), weV, e R >0i=1,...,N
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Théoréme 3.2.1 Sous les Hypotheses 1 et 2, il existe un intervalle de temps [0, t*] sur lequel le systeme (3.1)—(3.2)
admet une unique solution dans le sens explicité a la Définition 3.2.2. De plus, dans le cas particulier oi k = 0 et
pour des données petites (condition initiale et force exercée suffisamment petite en norme L™ en temps), la solution
peut étre définie globalement en temps et il existe une constante C telle que pour tout t > 0,

N 2 2
nlqulliZ(0)+ZRi(£u-n) +%(fru-n) <C
i i 0

i=1

Dans leur preuve BAFFICO, GRANDMONT et MAURY [BGMO09] suivent la méthode utilisée dans [RHT96] : ils
construisent une suite de solutions approchées a I’aide d’une méthode de Galerkin (les vecteurs de la base de Ga-
lerkin étant les vecteurs propres associés a I’opérateur A), puis établissent des bornes uniformes qui leur permettent
de passer a la limite montrant ainsi 1’existence d’au moins une solution de (3.8). IIs montrent finalement qu’une
telle solution est unique. La restriction au cas k = 0 résulte de 1’incapacité a controler le déplacement du ressort.
Cependant, si on suppose a priori que celui-ci est borné par une constante suffisamment petite, la méthode permet
d’obtenir le résultat d’existence globale pour k # 0.

Remarque 8 Dans [RHT96], les auteurs montrent [’existence d’une unique solution réguliere au systeme de
Navier—Stokes lorsqu’on impose la pression moyenne ou bien le flux moyen en entrée et en sortie. Ils utilisent
la méthode dite du ‘do nothing’. Par cette technique, une formulation faible particuliére est donnée permettant de
satisfaire aux conditions de pression moyenne ou de flux moyen selon le cas. Cette formulation contient de plus
implicitement des conditions aux bords (de type Neumann) qui sélectionnent une solution particuliére parmi toutes
les solutions admissibles physiquement pour le probleme originel. Dans [QV03], les auteurs, dans le cadre de la
simulation des écoulements sanguins, s’intéressent au systeme de Navier—Stokes avec les conditions aux bords sui-
vantes : NVu-n—pn+K;(u-n)n = —pn ou p; = p;(t) est considéré comme une fonction donnée ne dépendant que
du temps. Ils montrent en particulier [’existence d’une solution au systéme de Navier—Stokes couplé a un modeéle
0D par une méthode de point fixe. Dans notre modele, la nature du couplage ne permet pas d’appliquer facilement
les mémes arguments. De plus ils obtiennent [’existence de solution si K; (qui est un analogue des résistances R;)
est suffisament grand. Dans [BGMO09], les auteurs s’ affranchissent de cette contrainte par le choix de l’opérateur
A, qui prend alors en compte la partie dissipative provenant de la résistance des sous—arbres.

3.3 Méthode numérique

Dans cette partie nous présentons la méthode numérique retenue pour la simulation du systeme couplé Navier—
Stokes/masse—ressort.

Les logiciels éléments finis classiques ne permettent de traiter facilement ni les conditions aux bords dissipa-
tives qui apparaissent dans notre systeme, ni le couplage avec le modele élastique.

Une premiere stratégie possible [BGMO09] consiste a modifier le produit matrice—vecteur pour la résolution
du systéme linéaire associé au probleme. Comme nous 1’avons mentionné plus tot, les conditions dissipatives
conséquence des résistances des sous—arbres et du couplage avec le systéeme masse—ressort modifient les formes
bilinéaires dans la formulation variationnelle et par conséquent modifient la matrice EFM associée aux degrés de
libertés pour la vitesse. Toutefois, cette modification peut étre vue comme une perturbation additive de la matrice
EFM originale,

A = AQ + Ares/

ott A? désigne la matrice EFM originale sur le domaine Q) et A™ la matrice associée aux résistances. A chaque
étape, une méthode itérative est employée nécessitant le calcul du produit matrice—vecteur

Ax = A%x + Ax.

Plutdt que d’assembler a chaque fois la matrice A, les deux termes sont calculés séparément. De plus, pour calculer
le produit A" x, la matrice A™ n’a pas besoin d’étre assemblée puisque ce produit peut étre écrit comme un produit
tensoriel entre deux vecteurs, les résistances et une résistance équivalente en entrée qui prend en compte le couplage
avec le ressort. Cette stratégie nécessite de rentrer en profondeur dans le code, ce que nous nous sommes interdit
ici.
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Une seconde stratégie, celle que nous avons retenue, consiste a décomposer la solution en une combinaison
linéaire de solutions élémentaires pré—calculées et d’un terme correctif prenant en compte 1’évolution tempo-
relle, chacune de ces quantités étant solution d’un probléme de Stokes avec conditions aux bords standard mixte
Dirichlet-Neumann. Les coefficients de la combinaison linéaire sont calculés de facon a ce que les conditions aux
bords dissipatives soient vérifiées.

Cette approche apparait déja dans [FGNQO2]. Dans ces travaux (voir aussi [VVO07]), les auteurs proposent
une méthode numérique pour traiter des conditions aux bords défectives. La méthode déja proposée par [RHT96]
pour traiter ce genre de conditions (voir Remarque 8) propose une formulation facile a discrétiser dans le cas
du probleme de pression moyenne. Toutefois, concernant le probleme de flux moyen, la définition de 1’espace
fonctionnel rend I’implémentation moins facile. Partant de ce constat FORMAGGIA et al [FGNQO2] proposent une
nouvelle approche basée sur les multiplicateurs de Lagrange.

Leur but est de résoudre le systeme de Navier—Stokes suivant :

pdru+pu-Vu—nAu+Vp=1£ sur(0,T)xQ,
divu =0, sur(0,T)XxQ,

u=0, sur(0,T)xTIy,

(d)i,u>=fu-nds=Qi, pouri=1,...,N,
T

nVu-n-pn=0, sur(0,T)xTIy,

avec la condition initiale u = up at = 0. La difficulté de ce systéme est que les conditions aux bords sont défective ;
en effet, on impose uniquement le flux moyen sur chaque sortie, ce qui ne permet pas de fermer le systéme. A cette
fin, les auteurs [FGNQO2] proposent de résoudre le probléme suivant :

Trouver (w,p, A1,...,AN) € V X LZ(Q) x RN, tels queVveV, Vge LZ(Q)

N
p@mu+u-Vu,v)+1n(Vu, Vv) + Z Ai{pi, v) — (p, divv)

i=1

(f,v),

(9, divu) = 0,

<¢i/u> Qir i:1,...,N

u = u, ent =0,

ouV = {v e HY(Q), v, = O}.
Dans un souci de clart€, nous présentons leur méthode en nous restreignant au probleme de Stokes. Cela revient
atrouveru € V,p € L2(Q) et (Ay,...,An) € RN tels que Vv € V, et Vg € L*(Q),

n(Vu, Vv) + Y X, Aoy, v) — (p,dive) = (£,v)
(g, divu) = 0, (3.9)
(pi,wy = Q, i=1,...,N

La solution est alors écrite comme combinaison linéaire de solutions de problémes plus simples ; soit (@i, 7) €
V x L2(Q) la solution de :

n(Via, Vv) — (p,divv) = (f,v),

— ,diva) = 0,
Y(v,q) € V x LX(Q), (g 3 I L, (3.10)
nVi-n—-pn = 0, surly, ..., I'y.
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De plus, notons (u;, p;) € V x LA(Q) la solution du probléme

n(Vu;, Vv) = (pi, divv) = —(¢;,0),
o2 (g9, divu;)) = 0,
V(v,q) € VXL(Q), w = 0 surl (3.11)
nVu;-n—-pn = 0, surl['j, j # 1.

On pose ensuite

A,

et )\jp,‘.

N
u=1u+ Z
i=1

N
p=r+),
i=1
Les A; sont déterminés de telle sorte que u vérifie la troisieéme équation de (3.9), soit

N
(@i ay+ Y Afpu)=Q;, i=1,...,N,
j=1

ce qui se réécrit sous la forme d’un systeme linéaire inversible.

Il est a noter que cette approche a I’avantage de pouvoir étre implémentée sur un solveur Navier—Stokes clas-
sique avec conditions aux bords usuelles (Neumann, Dirichlet). Comme nous 1’avons décrit précédemment, la
méthode de résolution proposée réduit le probleme a la résolution de N + 1 problemes de Stokes non contraints
(3.10)=(3.11). De plus, remarquons que pour une géométrie donnée, les N solutions u; des problémes (3.11)
peuvent étre calculées une fois pour toute.

Bien que nous soyons dans un cadre différent (ici pas de conditions défectives, notre systéme est entierement
déterminé), ces idées s’adaptent facilement a notre probléme.

Dans cette section, nous allons présenter tout d’abord la méthode numérique sur un probleme linéaire ob-
tenu simplement en omettant les termes de convection (probleme de Stokes). Nous expliquerons ensuite comment
I’adapter au cas plus général.

3.3.1 Le systeme de Stokes

Dans cette section nous nous intéressons au systéme linéaire couplé suivant :

pg—?—nAu+Vp = 0 sur(0,T) X Q),
V-u = 0, sur (0,T) X Q,
u = 0, sur (0, T) X Iy,
_fext md
nVu-n—-pn = —Pon—?n—ﬁa rOu-nn (3.12)
k ' u
-5 u-n— Sx n-— u-n|n, sur(0,T)xTy,
S 0 JI, S Ty
nVu-n—-pn = -K; fu-n n, sur (0, T) X T;.
rz

On commence par discrétiser en temps le probleme couplé. Soient 6t > 0 le pas de temps, et " = nodt, n € IN.

tﬂ
Notons u” et p" la solution approchée au temps t". Le terme intégral f f u - n se discrétise comme suit
0 JIy

” n
‘n~ St . n]. 3.13
j{; j;ou n ;‘( ﬁou n) (3.13)
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Le systeme discrétisé en temps s’écrit donc

u" ; Y un—l
psp ~NAw +Vph = pmer, sur €,
V-u" = 0, sur (),
u’ = 0, surl’y,
o kxo kot : m
"n—p'n = — Jext A0, PO ionl— 2 n-1
nVu"-n-p'n = P0+S S+52;£Ou n|- o j;ou n|(n
m kot U "
—(%—§+§)(‘fr‘u ~n)n, sur I,
nvu"-n-p'n = -R; fu”'n n, surl;, i=1,...,N.
T

(3.14)
Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes

o ke, kot & - m _
o p, 4 Jext _ KXo KOt N L 1, 3.15
0+ g S +SZZfr0u S ﬁou n (3.15)

s m két p
— =L e 3.16
085t sz s2 (3.16)
Notons que F" est connue dés que les vitesses au pas de temps précédent ont été calculées. Le probléeme (3.14)
peut étre réécrit ainsi

et

n n-1
p% - I]Au” + vpn = p%, SUI'Q,
Vo' o= 0, surQ,
u' = 0 sur T,
\V, n., _ — _FVI _ Rbl’ (f n, ) T (3.17)
Tvuw -n=pm = n-Kj u”-n|n, surly,
I
77Vu”.n—}f7"n = —Ri(fu"-n)n, surl;, i=1,...,N.
T;

En conséquence, apres discrétisation en temps, nous obtenons un systeme de Stokes généralisé avec des conditions
aux bords naturellement dissipatives. Ces conditions aux bords inhabituelles provenant des résistances et de la
discrétisation en temps du systéme masse—ressort modifient la forme bilinéaire standard associée a un probléme
de Stokes avec conditions aux bords mixtes de Dirichlet—-Neumann. En particulier, si on considére une discrétisa-
tion en éléments finis, elles coupleraient tous les degrés de liberté de chaque sortie et modifieraient la forme de
matrice éléments finis associée aux degrés de liberté de la vitesse du fluide. Par suite, ces conditions aux bords ne
peuvent pas étre aisément et directement implémentées dans un solveur éléments finis quelqu’il soit, par exemple
FreeFEM++, sans rentrer profondément dans le code.

Afin de passer outre cette difficulté, nous utilisons la méthode suivante. L’ objectif est de réduire ce probleme
muni de conditions aux bords non—standard a plusieurs autres problémes munis cette fois de conditions de Neu-
mann et Dirichlet classiques. L’idée est de pré—calculer un jeu de solutions avec conditions de Neumann sur chaque
T';, puis de définir la solution comme combinaison linéaire de ces solutions et d’un terme correctif. Ce terme cor-
rectif est également solution d’un probléme de Stokes avec conditions aux bords standard et les coefficients de la
combinaison linéaire sont calculés de facon a ce que les conditions aux bords dissipatives soient satisfaites.

Plus précisément, grace a la linéarité du systéme a chaque pas de temps, la solution (u”, p") de (3.17) peut se
décomposer selon

N
u = a"+ 2 alu; et
0 (3.18)
pro= P+ Z a;pi,
i=0
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~n+1

etp

ol (u,')fi o €t (p,-)fi o ne dépendent pas du temps, a I'inverse de 't

chaque pas de temps :

qui sont les termes correctifs calculés a

e pour touti = 0,...N, la solution (u;, p;) est calculée durant I’étape de pré-traitement (3.19)

P%_T}Aui‘vaz = 0, sur Q,
V-u, = 0, sur Q),
uy = 0, sur 'y, (3.19)
nVu;-n—-pm = 0, sur[j, pourj #1,
nVu;-n—-pm = -n, surly

e Puis, a chaque pas de temps, @1" prend en compte le terme non—stationnaire

=~ n—1
p% —-naa" +Vp' = puét ,  surQ),
v-a" = 0, sur (), (3.20)
"t = 0, sur Iy,
nva"-n-p"'n = 0, surI; i=0,...,N.

e Enfin les coefficients a! sont choisis tels que les conditions sur les sorties I'; soient vérifi€es. Cela implique
quelesa,i=0,...,N soient solution d’un systeme linéaire.

Systeme linéaire vérifié par les (a)o<i<y :

— Sur Ty, nous avons (nVu" —p")n = -F'n— R‘St (f u- n) n. A partir de la relation (3.18), nous obtenons
Ty

N N
(nVﬁ"—ﬁ”)n+Za? (r]Vui—pi)n=—F"n—R8t(f ﬁ"-n)n—Rgt ocf’(f ui-n)n.
Ty — Ty

i=0 i
Grace aux conditions aux bords des problémes (3.19) et (3.20), nous trouvons

N

ang"+R8t(fﬁ”'n)+R8t af(fui-n). (3.21)
Ty i=0 Ty

i=

— Sur F]', j # 0, de la méme facon, nous obtenons

N
a;’zR]{fﬁ”‘n)+RjZa?[fu,--n). (3.22)
Iy i=0 L

Soit b" = (b)o<j<n € RN*1 Je vecteur défini par

b= F"+Rgf(fﬁ"-n),et
I

(3.23)
bj’? = R]-[f ﬁ"-n], pourj=1,...,N,
T
et A = (aij)o<i,j<n la matrice
aij=Ri(£uj-n), pouri, j=0,...,N, (3.24)
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ot Ry :RgtetRi =R;sii#0.
Par suite, a chaque itération en temps, (@' )o<i<n est solution du systeme linéaire suivant.

(I-A)-x=Db". (3.25)
Proposition 1 La matrice (I — A) est inversible.

Preuve.

1. Prenons v € V (voir (3.4)), une fonction test. La formulation variationnelle pour les pré—calculs s’écrit :

L u,--v+17fVui-Vv=—fv-n, Vi=1,... N (3.26)
ot Jo Q T,

En prenant successivement, v = u; dans (3.26) écrite pour u; et v. = u; dans celle écrite pour u;, nous

obtenons facilement que
fu]--n:fu,--n, V(i j) € [1,N]*
I I

VxV —- R

(u,v) - Bfu-v+1]fVu-Vv

est clairement positive et définie. Cela montre que la matrice
(=Q)ij =~ f uj-n
T

2. Soit R = diag[Ry, ..., R,]. Les R; sont strictement positifs ; notons VR sa racine carrée. Nous avons I’iden-

tit€ suivante :
(I-RQ) = VR(I- VRQ VR) VR".

(I — RQ) est donc semblable a une matrice symétrique définie positive, donc est inversible. Nous terminons
en remarquant que RQ = A.

De plus la forme bilinéaire

est symétrique définie positive.

Remarque 9 La méthode utilisée ici est fondée sur la linéarité du probleme. Néanmoins, elle nous permet de
traiter ces conditions aux bords non—standard en résolvant uniquement des problémes aux conditions aux bords
classiques.

3.3.2 Extension au probleme de Navier-Stokes

Nous nous intéressons maintenant au probléme initial (3.3), i.e nous ajoutons un terme de convection (u - V)u
dans I’équation du moment pour le fluide. Bien que la méthode précédemment décrite ne soit valable que pour des
probléemes linéaires, elle peut étre adaptée. Nous utilisons la méme étape de pré—traitement, calculant les solutions
(ui)fi o des problemes de Stokes (3.12). Afin de pouvoir appliquer les mémes techniques que celles décrites pour
le probleme de Stokes, nous traitons la non—linéarité soit explicitement soit par la méthode des caractéristiques.
La premiere nécessite un petit pas de temps, c’est pourquoi nous choisissons la seconde. La discrétisation de la
premiere ligne de (3.17) devient [Pir88]

=1

p% -naw" +Vp' = éu”_l o X", surQ, (3.27)
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ott X"~ !(x) est une approximation du pied de la caractéristique au temps (1 — 1) 6t qui passe par x au temps
ndt (X1 = x — u" 1 (x)0t) et x est le point courant dans R?. Sous une condition de type CFL, ce schéma
est inconditionnellement stable et convergent (voir [Pir88], page 147). En pratique, nous utiliserons la fonction
convect déja implémentée en Freefem++ [HLHOP].

Concernant le terme correctif @", la résolution peut étre réalisée par différentes méthodes, par exemple par des
méthodes fondées sur une formulation variationnelle mixte obtenue en multipliant (3.27) par (v,q) € H' Q) x
L?(Q), ou v s’annule sur I';. Grace 2 I'incompressibilité et aux conditions aux bords, nous obtenons

% 7 f ~n f ~n P n-1 n—1
— u’-v— Vi : Vv — V-v = — u o X" v,
ot Jo 1 Q P ot Jo

Q

Comme nous venons de le mentionner, le second membre de (3.28) est calculé a I’aide de la fonction convect
déja implémentée dans Freefem++[HLHOP].

Afin d’accélérer les calculs nous avons ensuite choisi de calculer le terme correctif a I’aide d’une méthode de
projection. La méthode de projection de CHORIN [Cho68],[Cho69] (voir également TEMAM [Tem77] et QUAR-
TAPELLE [Qua93]) est fréquemment utilisée pour la résolution des équations de Navier—Stokes en variables primi-
tives. Cette méthode de splitting est fondée sur une discrétisation en temps des équations décrivant le comportement
de fluides visqueux incompressibles, dans laquelle la viscosité et I’'incompressibilité du fluide sont traitées en deux
étapes distinctes. Ceci permet de découpler le calcul de la pression du fluide de celui de la vitesse du fluide. Dans
un premier temps, nous choisissons de résoudre le probléme par une méthode mixte. Nous détaillons plus en avant
les méthodes de projections que nous avons implémentées sur ce probléme a la Section 3.3.3.

(3.28)

3.3.3 Méthodes de projection

Une des principales difficultés liées a la résolution des équations de Navier—Stokes est le couplage entre 1’in-
connue de vitesse @" et de pression p par la contrainte d’incompressibilité. Les méthodes de projection introduites
par CHORIN et TEMAM [Cho68, Cho69] pour approcher numériquement les solutions sont connues pour leur sim-
plicité et leur efficacité. Ces méthodes proposent le découplage des approximations de la vitesse et de la pression a
chaque pas de temps, évitant ainsi les difficultés inhérentes a la résolution du probleme de Stokes. Dans un premier
temps nous résolvons un probléme de convection—diffusion tel que la vitesse résultante ne soit pas a divergence
nulle, puis dans un deuxiéme temps celle—ci est projetée sur un espace de fonctions a divergence nulle afin de
satisfaire la contrainte d’incompressibilité.

Depuis leur introduction par CHORIN et TEMAM, les méthodes de projection ont fait 1’objet de nombreux
travaux et il existe de nombreuses variantes. Pour rendre notre code plus efficace, nous en avons implémenté une
version tres simple.

Méthode de projection non-incrémentale

Au lieu de résoudre le probleme de Navier—Stokes pour le terme correctif @", nous appliquons une méthode
de projection. L’idée, commune a tous les schémas de projection, est de découpler les effets visqueux du fluide de
I’incompressibilité de I’écoulement ; ils sont ainsi fondés sur une stratégie de “prédiction—correction”. Introduisons
donc deux suites (@W"), et (uy), pour la vitesse et (py) pour la pression telles que a chaque pas de temps :

* u, soit une “prédiction” du champ de vitesse, vérifiant les conditions limites du probléme (3.20) mais ne

vérifiant pas nécessairement la contrainte de divergence nulle ;

* 1" une version “corrigée” de ug, a divergence nulle cette fois, mais ne vérifiant pas forcément les conditions
aux limites de (3.20) ;

* p;‘ permet de construire la “correction” pour obtenir @” et correspond a I’approximation de la pression.
Soulignons qu’obtenir @" revient a calculer pj.

Nous détaillons ci—dessous I’algorithme qu’on effectue a chaque pas de temps :
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Etape 1 Nous résolvons :

%(uz —u" o XM - nAw, = 0, dans Q,
u, = 0, sur Ty (3.29)
nVuZ 'n = 0, sur TI;,i=0,...,N,

de fonction inconnue u;,l. C’est un probleme elliptique. Notons que le terme de pression n’apparait plus dans
cette étape.

Etape 2 Nous calculons le terme correctif pz solution du probléeme elliptique suivant :

—Ap;’ = —gv . u;,’, dans Q,
Vpy-on = 0, sur T, (3.30)
p;’ = 0, sur I;,i=0,...,N.

Etape3 % Nous corrigeons :
ot
i =u' - _vpn
roop
qui est maintenant a divergence nulle.

* Les a; sont calculés de facon a ce que

N
u'=a"+ Z aiu;
i=0

vérifie les conditions aux bords, ol les u; sont les solutions en vitesse des pré—calculs (3.19). C’est—
a—dire que les «; sont les solutions du systeme linéaire (3.25), ou le vect b" (3.23) est calculé en
remplagant 71" par #" dans la formule (3.23). Nous calculons également la pression :

N
pl=p,+ Z aipi,
i=0
avec p; également les solutions en pression des pré—calculs

Remarque 10 Nous avons choisi de résoudre ici I’étape 3 de projection en considérant une formulation de Pois-
son sur la pression. Cette étape peut néanmoins se formuler a I’aide d’un systéeme de Darcy en vitesse—pression.
Cependant la formulation de Poisson permet d’accéler les calculs et de s’affranchir des difficultés liées aux pro-
blemes mixtes (en particulier la condition inf-sup [BF91]).

Méthode de projection incrémentale

La version non—incrémentale du schéma de Chorin—Teman est connue pour ne pas étre d’ordre 1 en temps.
Afin d’avoir un schéma d’ordre plus élevé nous avons également implémenté sa version incrémentale. Dans la
méthode précédemment décrite le terme de pression est recalculé a chaque étape. Celui—ci n’apparait pas dans le
calcul de la premiere étape (3.29). Dans cette nouvelle méthode, nous adaptons la méthode précédente en utilisant
la pression calculée au pas de temps précédent comme estimation de la nouvelle pression. Nous avons ainsi deux
systemes elliptiques a résoudre.

Nous détaillons ci—dessous I’algorithme qu’on effectue a chaque pas de temps :

Etape 1 Nous résolvons :
P n n—1 Xn—l Au’ +V n-1  _ 0 d Q
E(up—u o ) = nAw, + Vp = 0, dans Q,

w, = 0, sur T, (3.31)

nVuz-n = 0, sur TI;,i=0,...,N,

de fonction inconnue u””. C’est 2 nouveau un probléme elliptique. Notons I’ajout du terme de pression Vp"~!
par rapport a (3.29) donné par le calcul au pas de temps précédent.
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Etape 2 Nous calculons le terme correctif pj solution du probleme elliptique suivant :

—ApZ = —gv . uZ, dans Q,
Vp’; -n = 0, sur Iy, (3.32)
p;’ = 0, sur I;,i=0,...,N.

Cette étape est identique a I’étape 2 de la méthode non—incrémentale.

Etape3  x Nous corrigeons la pression,
=N v

_ on-1
pr=p" +p,
et la vitesse

=N

ot
' =u' - _Vpn
P p p

qui est maintenant a divergence nulle.

* Comme pour la méthode de projection non—incrémentale, les a; sont calculés de fagon a ce que

N
u'=ua"+ Z au;
i=0

vérifie les conditions aux bords. Calculons également la pression :

N
pt=p"+ Z api.
i=0

3.3.4 Pertinence du choix d’une méthode de projection

Afin de comparer les temps de calculs pour les différentes méthodes décrites précédemment, nous langons des
calculs sur un domaine 2D décrivant un arbre composé de 3 générations pour un régime de respiration normal.
Nous comparons les solutions approchées obtenues au temps t = 5s. Le pas de temps est fixe pour les 3 calculs,
ot = 0.01s. Afin de comparer les deux m/’ethodes, nous avons utilisé dans les deux cas pour la discrétisation en
espace du systeme de Navier—Stokes des mini—éléments P1/P2. La Table 3.1 représente les temps de calculs CPU
pour chacune des méthodes ainsi que I’erreur en norme L? en pression par rapport A une solution de référence
calculée sur un mailage fin pour un pas de temps petit.

Méthode H Temps CPU ‘ ”TI;Z;’\)\;HZ

Mixte 1962.61 0.033
Projection incrémentale 1630.46 0.05
Projection non—incrémentale 1626.10 0.02

TAB. 3.1: Comparaison des temps de calcul CPU pour la méthode mixte et les méthodes de projection

3.4 Simulations numériques

Les méthodes décrites plus tot ont ét€ implémentées en FreeFEM++ (voir [HLHOP]). Nous avons utilisé les
mini—éléments P1/P2 pour la discrétisation en espace du systeme de Navier—Stokes, voir par exemple [ABF84].
Nous avons réalisé des simulations numériques dans un arbre bronchique 2D idéalisé (jusqu’a la 3¢ génération,
voir par exemple Figure 3.9). Notons tout de méme que les quantités géométriques de cet arbre 2D sont choisies
telles que les résistances de cet arbre 2D soient égales a celles d’un arbre réaliste 3D (voir par exemple [SA07]).
Afin de conserver ces résistances, nous modifions également la viscosité du fluide (voir ci—dessous).
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Taille du maillage ou geométrie : nous utilisons une triangulation composée de
® Nuertices = 9996 noeuds,
® Niigng = 17340 triangles et
® Nejges = 2650 arétes.
e La géométrie de I’arbre est contenue dans une boite [-0, 22939, 0,24739] x [-0, 35569, 0].

Données physiologiques (parameétres pour le fluide et le ressort) : Afin de reproduire des courbes expéri-
mentales, nous avons utilisé des données physiologiques, choisies proches de celles que 1’on trouve dans
[BTO6], [IMMSSO08]

e m = 0.3kg, la masse totale du poumon ;
e S =0.011m?, surface de la face mobile de la boite (surface du diaphragme) ;
e £ =3.32x10°N-m™>, I’élastance du poumon ;

koo = E- 5% =40.172N - m™!, la constante de raideur du ressort ;

e R, =1.33-10°Pa-s-m™3 larésistance i chaque sortie I';, i > 0;
e Ry, =1.12x 10°Pa-s-m™2, la résistance a I’entrée (trachée) ;

Concernant la viscosité du fluide 7) et la densité du fluide p, nous ne choisissons pas les valeurs physiolo-
giques mais des valeurs telle que la résistance globale de notre arbre 2D soit égale a la résistance globale de
I’arbre réel 3D, et telles que le nombre de Reynolds 2D soit €gal au nombre de Reynolds 3D (voir [SAO7]).
En conséquence,

e 1=0.004Pa-s m,

e p=50kg -m>.
Le fait de conserver les résistances, permet de conserver les débits, et conserver le nombre de Reynolds permet de
conserver tout phénomene de circulation. Toutefois, on ne peut pas conserver toutes les caractéristiques du fluide

ainsi. En particulier ici, on ne conserve pas la norme de la vitesse. Cependant, le comportement qualitatif de la
vitesse est conservé.

3.4.1 Premier modeéle

Nous réalisons les calculs dans un cas ot il n’y a pas de force extérieure. Dans un premier temps, la résistance
a I’entrée est égale a R;, et les résistances en sortie R; sont toutes prises égales a R,,;. De plus, la constante de
raideur du ressort k est fixée constante égale a k. Initialement, nous supposons que le ressort est étiré de sorte que
x(0) = 0.1 m. Il est laché sans vitesse initiale. La Figure 3.1 représente les variations du volume V = Sx et le flux
d’air a travers la frontiere I’y en fonction du temps.

Afin de visualiser I’influence du coefficient de raideur du ressort sur le systéme, nous tragons la variation de
volume V = Sx et le flux d’air a travers Iy en fonction du temps pour différentes valeurs de ko, 35 < ko <
75N -m~! (voir Figure 3.2). Nous réalisons également des simulations en faisant varier cette fois la valeur des
résistances R; a chaque sortie T';, avec k = kg, constant.

Commentaires :

e Lorsque la constante de raideur k est grande, le flux d’air maximal est plus grand et le ressort retourne a sa
position d’équilibre plus rapidement (voir Figure 3.2).

e Remarquons que la modification des résistances sur uniquement deux sorties (la 7¢ et la 8°) ne semble pas
modifier significativement la relaxation du ressort (voir Figure 3.3).
3.4.2 Respiration forcée

Nous présentons ici les résultats numériques obtenus dans le cas de manoeuvres forcées. Ces manoeuvres
sont habituellement réalisées par les patients afin de déterminer les pathologies dont ils souffrent. Dans ce cas,
la force f.¢ s’exergant sur le ressort est donnée a la Figure 3.4. Notons que la premiére partie de la manoeuvre,
pour 0 < t < 8s correspond a la respiration au repos. Afin de simuler la respiration d’un patient réalisant une
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FIG. 3.1: Variation du volume V = Sx (en m®) et flux d’air (en m?® - s7!) a travers la frontiére Ty en fonction du temps (en s),
k= ko.
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FIG. 3.2: Variation du volume V = Sx (en m?) et flux d’air (en m3 - s71) a travers la fronti¢re Ty en fonction du temps (en s)
pour différentes valeurs de k.

manoeuvre forcée et dans le but de reproduire des données physiologiques, nous choisissons de prendre pour nos
simulations numériques, une constante de raideur et des résistances dépendant du volume d’air dans le poumon,
i.e. dépendant de x, comme décrit a la Section 2.4.1, page 84. Les valeurs numériques choisies pour les parametres
sont données a I’ Annexe 5.4, page 136.

La force extérieure f,y; est choisie constante par morceaux, avec

Smin < fext < finax , fmin = —11N and fyar = 13N (Voir Figure 3.4),
et afin de prendre en compte 1’influence du muscle lisse, nous choisissons

R;

Ri(x) = —————,
) 1+ 605x/VY

i=1,...,N, (3.33)

N

ou

e R; est la résistance des voies respiratoires du i° sous—arbre, qui mesure les forces résistives du sous—arbre
bronchique correspondant.

e [e parameétre O décrit I’activité du muscle lisse, voir Section 2.4.1, page 85

Dans ce qui suit, VB‘ (resp. Vg) désigne le volume d’air dans les alvéoles (resp. dans les bronches) au repos.(Voir
a nouveau [SAQ7] pour plus de détails sur ce modele.)

Le parametre de répartition est par défaut égal a © = 0.4 dans un poumon humain. Quand il est plus faible, cela
indique une activité du muscle lisse importante : en effet, un 0 faible induit de plus faibles variations du volume
bronchique, ¢’est—a—dire une activité importante du muscle lisse.
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FIG. 3.3: Variation du volume V = Sx (en m?) et flux d’air (en m3 - s71) 2 travers la fronti¢re Iy en fonction du temps (en s)
pour différentes valeurs de R, R; = Rg, pouri=1,...,6 et R, = Rg = Ry X 10°, s = -2,0,3,5, k = k.
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FIG. 3.4: Force extérieure f,; (en N) en fonction du temps (en s).

Nous choisissons également une force de retour élastique non—linéaire, suivant le modele présenté Section 2.4.1,
page 84.

3.4.3 Un cas de référence : données non pathologiques

Dans le cas ot 1a force extérieure f,,; décrite a la Figure 3.4 est exercée, nous calculons les variations du volume
d’air pulmonaire et le flux d’air a la bouche (voir Figure 3.10) pour 6 = 0.011, R; = R,y et kg = kop. On trace
également la norme de la vitesse de 1’air et la pression dans 1’arbre bronchique (voir Figure 3.9) au temps t = 20s.
Le portrait de phase (voir Figure 3.11) est typiquement la courbe obtenue par spirométrie que les pneumologues
ont I’habitude de lire. C’est ce genre de courbes qui leur apporte les informations nécessaires au diagnostic. (Voir
Section 2.2.3, page 76.)

Qualitativement, nous retrouvons les courbes obtenues par spirométrie. Pour s’en convaincre comparer la Fi-
gure 3.11 au résultat d’examen médical Figure 2.6 ou bien au résultat d’examen non pathologique donné dans
[MMSSO08]. Insistons sur le fait que nous retrouvons les bons ordres de grandeur pour les volumes et débits.

3.4.4 Etude de la sensitivité

Afin de mieux comprendre les pathologies du poumon, nous voulons observer I'influence de la raideur du
ressort, du parametre O et des résistances, en particulier sur le portrait de phase. Tout d’abord nous choisissons
de prendre différentes valeurs pour le coefficient de raideur k (voir Figure 3.7), avec 6 = 0.011 et R; = Ry
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FIG. 3.5: Variations de volume (en m®) et flux d’air (en m? - s71) a travers le bord Ty en fonction du temps en régime forcé avec

les données physiologiques correspondant a un patient normal.
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FIG. 3.6: Portrait de phase flux (en m?®-s™!) — volume (en m?).
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Le coefficient k correspond physiologiquement dans notre modeéle a la raideur bronchique. Une diminution de
ce parametre devrait correspondre a ce qui se passe en cas d’emphyseme (voir Section 2.2.3). Au contraire, une
augmentation de k correspondrait a un arbre bronchique plus rigide, ce qui arrive en cas de fibrose par exemple.
Ensuite, nous modifions la valeur de 6 pour R; = Ry, et kg = koo fixés. O mesure ’activité du muscle lisse ; un
0 grand, correspond a une forte dilatation des bronches, ce qui peut arriver par exemple lors de I’utilisation d’un
bronchodilatateur (par exemple la Ventoline). Enfin, nous modifions les résistances R; aux sorties I';, avec ky = koo
et 0 = 0.011, ce qui pourrait modéliser une tumeur au niveau des sous—arbres correspondants. Dans ce cas, nous
tracons la norme de la vitesse du fluide et la pression (voir Figure 3.12) au temps ¢ = 20s. Ces graphes doivent étre
mis en regard avec ceux correspondant au cas précédent, ol toutes les résistances étaient égales (Figure 3.9). La
Figure 3.13 montre I'influence des modifications des résistances sur le portrait de phase.
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ko =30172 —
ko =50172 —

ko =70.172
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0.008 |
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0+
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FIG. 3.7: Portrait de phase flux (en m? - s71) — volume (en m?) pour différentes valeurs de k, autour de la valeur physiologique
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FIG. 3.8: Portrait de phase flux (en m?-s™') — volume (en m?®) pour différentes valeurs de O entre 0,;, = -0.13636 et

Omax = 0.10909 (donnés par X, X et la formule (3.33)).
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FIG. 3.10: Variations de volume (en m?) et flux d’air (en m® - s7!) & travers le bord Iy en fonction du temps en régime forcé

avec les données physiologiques correspondant a un patient normal.
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FIG. 3.11: Portrait de phase flux (en m® - s™!) — volume (en m?).

Qualitativement, nous retrouvons les courbes obtenues par spirométrie. Pour s’en convaincre comparer la Fi-
gure 3.11 au résultat d’examen médical Figure 2.6 ou bien au résultat d’examen non pathologique donné dans
[MMSSO08]. Insistons sur le fait que nous retrouvons les bons ordres de grandeur pour les volumes et débits.
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3.4. Simulations numériques
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FIG. 3.13: Portrait de phase flux (en m3 - s71) — volume (en m?) pour différentes valeurs de R, (voir (3.33)) les résistances aux
sorties Tz et Tg. Pouri=1,...,6, R; = Ry sur I; et sur I'; et T, R; = R,y X 102671,

Commentaires :

e La sensitivité du portrait de phase du modele couplé semble plus importante vis—a—vis de la constante de
raideur du ressort k et du paramétre O que vis—a—vis des résistances R;.

e Néanmoins, nous observons dans les branches correspondant aux sorties ou I’on a augmenté la résistance
R;, une diminution du flux.

e La Figure 3.13, représente le portrait de phase dans le cas ou nous avons augmenté la résistance sur deux
sorties, I'7 et I's. On observe que le débit de pointe (DEP) (voir Figure 2.4) décroit lorsque la résistance
augmente.

e Pour kj grand, ala Figure 3.13, nous observons que la courbe d’expiration (partie supérieure, voir Figure 2.4),
se creuse. Ceci, correspondrait plutot au cas d’un syndrome obstructif (voir Figure 2.5).

e Dans notre modele non linéaire, tel qu’il est écrit, on ne peut pas observer de syndrome restrictif (voir
Figure 2.5). En effet, étant donné la loi choisie pour la dépendance de la constante de raideur k (voir (2.11),
page 84) par rapport a x, toutes nos (S Xyin, 0) courbes (Figures 3.11, 3.7, 3.8 et 3.13) passent par les points
de coordonnées (S Xy, 0). Si on suppose uniquement k = ko constante pour différents choix de ko, on peut
retrouver qualitativement le syndrome restrictif lorsque ko < kg, caractéristique de la fibrose, ainsi qu’une
capcité totale plus grande dans le cas kg > koo, caractéristique d’un emphyséme par exemple. Nous tragons
a la Figure 3.14 les différents portraits de phase obtenus pour différentes valeurs de k, supposé constant
pour ces simulations. Nous observons que le débit expiratoire pointe (DEP), c’est—a—dire la maximum du
pic d’expiration (voir Section 2.2.3, page 76) varie peu. D’apres les médecins, dans le cas d’un emphyséme,
on observe également une diminution du DEP, ce que nous ne retrouvons pas ici. Sans doute, faudrait-il
modifier également le parameétre 6 pour retrouver exactement toutes les caractéristiques de I’emphyséme.

3.4.5 Simulations 3D

Les simulations 2D ne peuvent pas reproduire I’ensemble des effets 3D, notamment les ajustements sur les
parameétres ne permettent pas de calculer la valeur exacte de la norme de la vitesse (voir page 105). Des simulations
3D doivent donc étre réalisées et exploitées. La méthode numérique utilisée peut tout a fait &tre appliquée dans le
cas d’une géométrie 3D. Celle—ci a été implémentée par DRISS YAKOUBI sur un domaine obtenu par segmentation
a partir de I’imagerie médicale (voir Figure 3.15). Il s’agit de la méme géométrie 3D utilisée dans [FMP*05].

Pour les simulations 3D, ce sont donc les parametres réels donnés a la Table 5.2 que nous utilisons.

Nous ne rentrons pas ici dans les détails du calcul 3D ; toutefois, nous donnons quelques résultats 3D afin de
montrer que les comportements obtenus en 2D sont en tout point semblables a ceux obtenus en 2D.

La Figure 3.16 représente la vitesse et la pression a I’inspiration maximale { = 9s et expiration maximale
t = 10.5s. La Figure 3.17 représente le portrait de phase calculé avec la géométrie 3D. A nouveau, nous obtenons
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FIG. 3.14: Portrait de phase flux (en m®-s™') — volume (en m?) pour k supposé constant au cours de la manoeuvre. Nous
tragons la courbe pour 5 différentes valeurs de k : k = 0.5k, 0.75ko, ko, 1.25kq, 1.5k

une courbe comparable a celles obtenues par examen médical, et nous notons que les ordres de grandeurs sont
cohérents avec les mesures expérimentales.

114

© 2011 Tous droits réservés. http://dOC.UHiV-|i||e1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

3.4. Simulations numériques

F1G. 3.15: Maillage utilisé pour le calcul 3D
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3.5. Conclusions et perspectives
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FIG. 3.17: Portrait de phase flux (en m? - s™') — volume (en m?) pour la géométrie 3D.

3.5 Conclusions et perspectives

D’un point de vue numérique, nous avons développé une méthode facilement implémentable dans tout solveur
numérique. Il y a cependant un inconvénient majeur a notre méthode : en effet, nous ne pouvons traiter le terme
convectif que par une méthode explicite ou bien par les caractéristiques (ce qui a été choisi ici). Toutefois, complé-
tée par une méthode de projection pour la résolution du probléme de Stokes, cette méthode nous permet d’obtenir
des résultats convenables en un temps raisonnable.

D’un point de vue biologique, nous obtenons des portraits de phase comparables a ceux fournis par des examens
médicaux de spirométrie (voir [MMSSO08]). La comparaison des résultats pour différentes valeurs de 0, k, et R;
sont encourageantes : ce modele pourra sans doute aider a une meilleure compréhension de certaines pathologies
bronchiques telles 1’asthme (modification du ) ou I’emphyséme (modification de k).

D’un point de vue de modélisation, le modele peut encore étre amélioré ; par exemple, d’autres modeles élas-
tiques non-linéaires devraient sans doute étre développés afin de mieux capter la complexité du phénomene, par
exemple pour retrouver les caractéristiques d’un syndrome restrictif (voir Figure 2.5). En particulier la condition
qui impose le volume maximal et le volume minimal, conséquence de la forme particulieére choisie pour décrire la
constante de raideur au cours du temps (voir (2.11)) semble trop restrictive et ne permet pas de décrire certaines
pathologies, notamment les pathologies dites obstructives.
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Chapitre 4

Un modele pour ’absorption de I’oxygene
dans les poumons

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la modélisation du systéme respiratoire, en par-
ticulier des échanges gazeux dans I’arbre bronchique. Notre but est de coupler le modele
mécanique simple décrit a la Section 2.4.1 a un modele précis de transport d’oxygene, per-
mettant d’intégrer les effets d’hétérogénéité des échanges gazeux le long de 1’arbre bron-
chique.

Dans cette perspective, deux modeles ont été élaborés. Le premier est un modele mono-
compartiment du systéme respiratoire permettant de prévoir le comportement du systeme
durant une situation dynamique complexe. Le second est un modele d’absorption de I’ oxy-
gene qui prend en compte 1’hétérogénéité des transferts gazeux en fonction de la profondeur
dans I’arbre bronchique.

Le modele parvient a reproduire le comportement mécanique du poumon ainsi que les don-
nées observables liées aux échanges d’oxygene, telles que la quantité moyenne d’oxygene
transférée dans le sang pendant un cycle respiratoire, dans les deux régimes que nous avons
étudiés : respiration normale et respiration a I’exercice. Le modele confirme également
qu’un arbre bronchique parfaitement rigide serait contre-productif en empéchant des quan-
tités suffisantes d’oxygene d’atteindre les alvéoles, comme cela a été montré par MARTIN,
SIMILOWSKI, STRAUS & MAURY [MMSSO08].

Ce travail fait I’objet d’une collaboration avec SEBASTIEN MARTIN et BERTRAND
MAURY. C’est un travail encore en cours.

4.1 Introduction

Un grand nombre de modeles mathématiques pour le systéme respiratoire ont déja été proposés (voir [MMSS08]
et les références qu’il contient pour une rapide description des modeles existants). Dans ces modeles, le poumon est
souvent représenté par un systeme multi—-compartiments muni de conditions de couplage particulieres. En général,
le niveau de détail est fortement lié au nombre de parametres. Dans le travail qui suit, nous préférerons encore un
modele le plus simple possible vis—a—vis des quantités mesurables par les cliniciens, afin de nous concentrer sur la
compréhension de I’influence des caractéristiques principales de la convection bronchique sur les échanges gazeux.
Notre travail est largement inspiré de [MMSSO0S] ; cependant dans ce travail les auteurs considérent uniquement
la concentration moyenne en oxygene dans le poumon. Ce cadre de travail n’est pas suffisant pour une descrip-
tion détaillée de la distribution du gaz le long de I’arbre bronchique (en particulier, il ne permet pas de décrire
I’appauvrissement en oxygene le long du parcours bronchique). Nous avons vu (voir Section 2.2.4, page 78) que
les alvéoles, i.e. les unités d’échange, sont disposées le long de 1’arbre bronchique a partir de la 15° génération.
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Ainsi la ventilation des alvéoles se fait en série le long des voies respiratoires. L’efficacité de I’échange gazeux est
tributaire de 1’apport en oxygene dans I’alvéole et donc de sa proximité de 1’entrée de 1’acinus ou a sa périphérie.
Rappelons encore que dii a la géométrie dichotomique de 1’arbre bronchique et du facteur d’homothétie, la moitié
de la surface d’échange totale disponible est située sur la derniere génération.

Soulignons maintenant deux problémes qui affectent I’efficacité des échanges gazeux et que nous voulons
prendre en compte dans notre modele :

1. Puisque les voies respiratoires ont la forme d’un arbre dichotomique, leur section totale augmente expo-
nentiellement avec les générations (voir Section 2.2.2). En conséquence, la vitesse de 1’air décroit le long
de I’arbre et devient a partir d’un certain point plus petite que la vitesse de diffusion de I’oxygene dans
I’air. Cette transition apparait grossierement a 1’entrée de 1’acinus, mais peut étre décalée selon le régime
respiratoire auquel on se place.

2. Tandis que I’oxygene diffuse le long des voies acinaires, il est progressivement absorbé a travers la surface
d’échange développée le long de sa route. Se faisant, la pression partielle en oxygene décroit. Ce proces-
sus, souvent appelé effets d’écrantage (screening en anglais), est important car il détermine quelle quantité
d’oxygene atteint les parties les plus profondes du poumon, ou se concentre la plus grande partie de la sur-
face d’échange. Il y a compétition entre deux phénomenes : d’une part, dans les parties hautes de 1’acinus,
c’est—a—dire proche de I’entrée, la pression partielle en oxygene est élevée tandis que la surface d’échange
disponible est petite. D’autre part, dans les parties plus périphériques, la pression partielle en oxygene est
faible, suite aux effets d’écrantage et a I’appauvrissement en oxygene, mais la surface d’échange est grande.
Un raisonnement naif permetterait de dire que pour annuler ces effets, il suffirait de respirer plus fort ; toute-
fois la notion de rendement est ici pertinente, 1’énergie fournie pour la respiration serait alors trop importante
en comparaison avec 1’énergie fournie pour 1’activité de ’individu. A I’effort, la notion de rendement est
moins pertinente ; le sujet cherche a absorbé un maximun d’oxygene afin d’alimenter les muscles.

Dans [GHOG6], I’efficacité de la membrane pulmonaire lors des échanges gazeux entre les alvéoles et le sang
pulmonaire est décrite quantitativement en termes de capacité de diffusion, qui est défini comme le volume de gaz
qui diffuse a travers la membrane par unité de temps pour une différence de pression de 1 mmHg. Au repos, pour
un jeune homme moyen, la capacité de diffusion de I’oxygene est d’environ 0.35 - 107 m3 - s™' - mm Hg™!. En
termes de quantité d’oxygene absorbée, étant donné que la différence de pression partielle entre les deux cotés
de la membrane est de I’ordre de 11 mm Hg, nous déduisons le flux d’oxygene diffusant a travers la membrane
est de I’ordre de 3.8 - 107® m3 - s71. Cette valeur est cohérente avec les données dans [Wei84]. Que se passe-t-il a
I’exercice ? Premieérement, puisque la force a I’inspiration est plus importante, le transport convectif de I’air conduit
a une meilleure ventilation des alvéoles avec de I’air frais. Deuxi¢émement, I’apport sanguin au poumon augmente
et rythme cardiaque et rythme ventilatoire se rapprochent, i.e. le ratio ventilation/perfusion se rapproche de 1.
GUYTON et al. [GHO6] estiment qu’a 1’exercice, pour un jeune homme sain, la capacité de diffusion augmente a
1.08-10°m? - s - mmHg™.

Notre objectif est d’expliquer cette augmentation de la capacité de diffusion. Nous verrons que la géométrie
particuliere du poumon est en grande partie responsable de cette différence de comportement entre le repos et
I’exercice.

Nous procéderons comme suit; afin de comprendre un peu mieux les quantités décrites dans [GHO6], nous
retrouverons ces résultats pour un modele OD pour la diffusion de 1’oxygene, couplé au modele mécanique déja
décrit précédemment (Section 2.4.1, page 83). Ce modele mono—compartiment ne sera bien entendu pas suffisant
pour décrire I’hétérogénéité de 1’absorption de I’oxygene le long de 1’arbre bronchique qui, nous le verrons, semble
essentielle pour comprendre le changement de régime repos/exercice. Nous nous tournerons donc vers un modele
1D pour I’oxygene, ol la dimension d’espace correspondra au chemin parcouru le long de 1’arbre bronchique.

Avant de rentrer dans les détails, rappelons brievement les deux principales raisons physiologiques pouvant
expliquer cette différence entre les deux régimes.

1. Comme déja mentionné, nous observons a I’exercice une meilleure correspondance entre rythme cardiaque et
rythme respiratoire ; cela est mesuré par le ratio ventilation/perfusion noté py,p. Nous trouvons dans [GH06]

. repos . . . .
qu’au repos nous avons plus ou moins pv}; = 1/6; cela signifie qu’au repos durant un cycle respiratoire le

coeur bat en moyenne 6 fois. A I’exercice ce ratio augmente, il est estimé a pf,f/fg“ =1/2.

2. Lorsque on passe du régime de repos a celui de I’effort, beaucoup d’alvéoles pulmonaires auparavant inutili-
sées s’ouvrent et d’autres déja ouvertes subissent une dilatation supplémentaire, accroissant ainsi la surface
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d’échange. C’est pourquoi, dans notre modele nous devons prendre en compte la variation de la surface
d’échange dans la mesure ou la captation de I’oxygene est propre a la surface d’échange. En d’autres mots,
nous devons prendre en compte les effets d’écrantage.

En résumé, le flux d’oxygene a travers la membrane pulmonaire doit étre proportionnel a :

e la différence des pressions partielles en oxygene de chaque coté de la membrane, a savoir entre I’alvéole et
le sang pulmonaire ;

e la surface alvéolaire disponible ;
e la capacité de diffusion de la membrane qui est constante ;

e le ratio ventilation/perfusion.

Validation de notre modéle

Nous voulons construire un modele précis pour le transport de 1’oxygene dans 1’arbre bronchique permettant
de mieux comprendre 1’hétérogénéité du transfert de I’oxygeéne dans le sang. La validation de ce modele repose
sur deux critéres principaux :

1. quantitativement, les volumes moyens d’oxygene absorbés par unité de temps au repos et a 1’exercice
doivent correspondre a ceux que 1’on peut trouver dans la littérature. Au repos, ce flux moyen est égal
a4-10°m?-s7! [Wei84, GHO6]. Concernant le volume d’oxygéne absorbé par unité de temps a 1ef-
fort, la littérature est moins univoque : nous trouvons des valeurs allant de 35 - 1070 m3 - s7! [Wei84] a
54-10"°m? - s~! [SFW02].

2. Nous voulons observer les effets d’écrantage au repos ; a savoir au repos la plupart de 1’oxygene absorbé
doit I’étre via les alvéoles situées sur les premicres générations (entre la 15° et la 18°), tandis que a 1’exer-
cice, puisque les alvéoles sont bien mieux ventilées, I’oxygene est principalement absorbé par les dernieres
générations. [WSFO05].

4.2 Un modele mono—compartiment pour I’oxygene

Les données obtenues par diverses expériences suggerent toutes 1’existence d’interactions complexes entre le
systéme respiratoire et le systéme cardio—vasculaire chez ’homme. Ces interactions comprennent notamment la
synchronisation des rythmes respiratoire et cardiaque. Des modeles mathématiques ont été développés afin de
décrire les mécanismes sous—jacents et améliorer notre compréhension de ce phénomene physiologique. Histori-
quement, les échanges gazeux ont été étudiés a différents niveaux de détails. Puisque la fonction du poumon est
d’apporter 1’oxygene de 1’atmosphere extérieur vers le sang, I’idée d’un tel modele est de reproduire les connec-
tions entre I’extérieur et les alvéoles.

Dans cette partie préliminaire, nous proposons de coupler le modele mécanique OD déja décrit a 1a Section 2.4.1
avec un modele d’échange gazeux 0D également.

Rappelons rapidement les équations et les notations ; pour la partie mécanique, le poumon est considéré comme
une boite avec une paroi mobile reliée a un ressort, modélisant le parenchyme, voir Figure 2.8. Nous notons m la
masse déplacée, S la surface de la paroi mobile et x le déplacement tel que la variation de volume pulmonaire soit
donnée par AV = Sx. La constante 1 représente la résistance des tissus, R(x) la résistance de 1’arbre bronchique,
qui dépend du déplacement ainsi que k(x) la constante de raideur du ressort, voir page 84 pour plus de détails.
L’équation mécanique obtenue (voir Section 2.4.1, page 83) est la suivante :

mi + (R(x)S* + Wx + k(X)X = foxt,

ol fey désigne les forces d’inspiration ou d’expiration contrdlées par le muscle diaphragmatique. I1 s’agit de la
quantité controlée par le sujet afin de piloter le mécanisme de ventilation.

La fonction principale du poumon est le transport de 1’oxygene depuis I’atmosphere vers le sang, et d’extraire
le dioxyde de carbone du sang vers I’atmosphere : ainsi, I’efficacité de la ventilation ne doit pas reposer sur la
quantité d’air entrant dans le poumon mais plutdt sur la quantité d’oxygene transportée jusqu’au sang. Le flux d’O,,
cependant corrélé au flux d’air entrant, est également li€ a la taille de la surface d’échange. Cette surface (sous des
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hypothéses de déformations homothétiques), notée S5 dans la suite, est décrite par une fonction dépendant du

volume total des alvéoles, i.e.
2/3
— 23 =
Sa = V3P = (V4 +(1-0)Sx)
Nous noterons P4 la pression partielle en oxygene dans les alvéoles et PSang celle dans le sang, lorsque celui-ci
entre dans le réseau vasculaire pulmonaire. Nous supposons également que le flux d’oxygene est proportionnel a la
différence des pressions partielles entre 1’alvéole et le sang et au ratio ventilation/perfusion. Ainsi, nous obtenons :

VOZ = ﬁ* Pv/p V124/3 (PA - Psang)/

ou py,p est le ratio ventilation/perfusion et * est une constante représentant la capacité de diffusion de la membrane
pour I’oxygene (voir [GHO6] p.498). Comme mentionné a la Section 2.2.4, le parametre py,p est donné dans la
littérature [GHOG6] : au repos pyp = 1/6 et a I’exercice py;p = 1/2. Nous trouvons également dans la littérature
Psang = 40mmHg. Si ¢4 représente la fraction molaire en oxygene dans les alvéoles, nous avons la relation
suivante : P4 = Py cy4, ou Py est la pression atmosphérique (Pp = 760 mmHg).
Afin de compléter notre modele, nous écrivons le bilan de masse pour 1I’oxygene dans les alvéoles. La quantité
d’oxygene dans les alvéoles est sujette aux phénomenes suivants :
i) Les alvéoles sont fournis en air frais via I’arbre bronchique ; ce flux d’oxygene est modélisés par le produit de
V 4 avec la concentration en oxygene a la frontiere ouverte du domaine, c’est—a—dire a I’entrée des alvéoles,
qui est égale a ¢y (concentration en oxygene de I’air frais, cop = 0.20) a I’inspiration ou bien c4 a I’expiration.
Rappelons la notation :

a siy>0,
[yZO?a’b]Z{b z;nyon.

Ainsi, le flux d’oxygene de I’extérieur vers les alvéoles s’écrit V4 [ > 0?2 ¢, cal.
ii) L'oxygene diffuse a travers la membrane alvéolaire vers le sang. Comme mentionné plus haut, le flux cor-

respondant s’écrit V.
Finalement, la variation totale de la quantité d’oxygene dans les alvéoles vérifie :

S ,
cA=V—A(VA[XZO?CO—CA,O]—VOZ).

En couplant ce modele d’échange gazeux avec le modele mécanique, nous obtenons le modele complet, qui
peut étre réécrit sous la forme d’un systeéme d’équations différentielles ordinaires du premier ordre :

X = u,

1 RoS?
U= e | 2 |u— k],
YT [f‘”‘* [1 v osyvy " ] ! x]

)2/3

“.1)

Voz = Ppvr (Vg +(1-0)Sx (caPo— Psang)r

—:
Vg + (1 - 0)Sx
La constante de proportionnalité a été€ intégrée dans le parametre f* et, en suivant [GHOG], la capacité de diffusion

de la membrane pulmonaire est égale & Dpoumon := 21 ml - min~! - mmHg ™" au repos ; a I’effort, pour un jeune
1

éq = (1-0)Sk[x 2 02c) - ca, 0] - Vo,).

homme sain la capacité de diffusion peut augmenter jusqu’a atteindre la valeur de Dpoumon := 65 ml - min~
mmHg ™!, qui correspond a trois fois la valeur au repos. Nous avons donc & comparer :

. (023
Dpoumon = ,B (VA) ’
ainsi nous obtenons :
g = 1.65-107m-s"!-Pa~!, aurepos,
1 512-107m-s!-Pa!, alexercice.

En utilisant les parametres donnés a la Table 4.1, les résultats numériques que nous obtenons sont assez précis
pour prédire les quantités moyennes d’oxygene passées dans le sang dans les deux régimes ; ces résultats sont en
bon accord avec les données expérimentales, voir Table 4.2.
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4.3. Prise en compte de I’hétérogénéité : état de I’art

pression atm. Py 760 mmHg
pression partielle d’O, dans le sang Psang 40 mmHg
ratio ventilation/perfusion py;p
au repos 1/6
a I’effort 172

capacité de diffusion :
aurepos | 1.65-107 m-s™!-Pa’!
aleffort | 512-107 m-s~'-Pa’!

TAB. 4.1: Données physiologique pour le modele d’échange gazeux.

] \ GUYTON & HALL [GHO6] \ Modele mathématique ‘
’ au repos \ 4-10°m3s7! \ 5.10°m’s7T ‘
’ a I’exercice \ 35-10° m®s7! \ 48-10° m®s7! ‘

TAB. 4.2: Flux moyens d’oxygene vers le sang.

Commentaires

4.3

Les valeurs obtenues par simulations numériques sont un peu sur—évaluées vis—a—vis des valeurs physio-
logiques (voir Table 4.2); cela est peut—€tre conséquence du fait que nous comptons deux fois 1’augmen-
tation de la surface efficace. En effet, la surface efficace croit via I’augmentation de volume et du facteur

2/3 e N . .
(Vg +(1- Q)Sx) dans la troisieéme équation du systeme (4.1), mais cette augmentation de surface efficace
est également prise en compte par I’augmentation de la capacité de diffusion lors du passage d’un régime de
repos a un régime d’effort (voir Table 4.1).

Un modéle mono—compartiment comme celui—ci ne permet pas de modéliser 1I’hétérogénéité de 1’absorption
de ’oxygene le long de I’arbre. I permet cependant de retrouver les valeurs moyennes données dans la
littérature de physiologie.

Il n’est pas satisfaisant de choisir des valeurs différentes selon le régime pour la capacité de diffusion. Ce
parametre doit étre caractéristique de I’épithélium pulmonaire, et constant quelque soit le régime respiratoire
ou la localisation dans le poumon. Nous interprétons cette différence entre les deux valeurs pour la capacité
de diffusion au repos et a I’effort donnée dans [GHO06], comme une modification de la surface efficace, c’est—
a—dire la surface atteinte par de 1’air frais lors du cycle respiratoire. Dans 1’idéal, nous aimerions que cette
augmentation de la surface d’échange soit conséquence de la mécanique de la ventilation et de la géométrie
particuliere du poumon. Nous choisissons maintenant de parler de perméabilité notée Wo,. En multipliant
la perméabilité par la surface efficace, nous retrouvons ce que nous appelions jusqu’a présent la capacité de
diffusion. Wo, est maintenant une constante caractéristique de 1’épithélium pulmonaire.

Pour parler grossiérement, si on compare les volumes d’oxygene absorbés au repos et a 1’exercice, nous
devons gagner un facteur 9 (voir Table 5.4, page 138). Nous gagnons déja un facteur 3 grace a I’augmentation
du ratio ventilation/perfusion (voir Table 5.5, page 138). Il nous manque encore un facteur 3. L’ objectif de
ce qui suit est de montrer que ce facteur 3 peut tre obtenu grace a la mécanique et a la géométrie.

Prise en compte de I’hétérogénéité : état de I’art

Le transfert de I’oxygene depuis 1’air atmosphérique vers le sang se fait en trois étapes : la ventilation a travers
les voies aériennes, la diffusion dans les sacs alvéolaires et finalement la diffusion a travers la membrane vers
le sang pulmonaire. Les deux dernieres étapes prennent place dans I’acinus ol on trouve la surface d’échange
avec le sang (depuis la 15° génération jusqu’au fond de I’arbre bronchique, 23° génération). Pour que 1’acinus soit
efficace, 1’oxygene doit atteindre les toutes derniéres bronches, méme si une part de celui—ci est absorbé le long
de son parcours de 1’arbre. C’est ce que nous avons appelé les effets de screening ou d’écrantage. Cet effet est lié
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Chapitre 4. Un modeéle pour I’absorption de [’oxygéne dans les poumons

a la diffusivité de I’oxygene dans ’air, a la perméabilité et a la géométrie de 1’arbre bronchique. Pour le poumon
humain, il y a typiquement deux situations pour lesquelles on observe des effets d’écrantage :

(a) pour une géométrie donnée, les effet d’écrantage apparaissent lorsque la perméabilité est grande, i.e. lorsqu’il
est facile pour I’oxygene de traverser la membrane formée de 1’épithélium pulmonaire ;

(b) pour une perméabilité donnée, les effets d’écrantage apparaissent lorsque 1’acinus est assez grand.

Néanmoins, pour une géométrie et une perméabilité données, ce qui est notre cas pour le poumon, les effets
d’écrantage peuvent disparaitre si la source de diffusion est déplacée plus profondément dans les voies aériennes.
Ceci arrive dans le poumon lorsqu’on se place a I’exercice. C’est ce qu’on veut observer avec notre modele.

L’étude et 1a modélisation de 1’hétérogénéité des échanges gazeux dans le poumon n’est pas une problématique
tout a fait nouvelle, et il existe une bibliographie assez importante allant de la simple description des phénomenes
jusqu’a la proposition de modeles traduisant de maniere mathématique ces observations.

Les travaux les plus anciens dont nous avons connaissance sont ceux de PATVA [Pai73]. Dans ce travail, PATVA
construit un modele de transport pour les gaz dans le poumon. Il voit le domaine des voies aériennes comme un
cylindre de révolution dont une coupe selon 1’axe aurait une forme de trompette. Ce domaine est calibré a 1’aide
des données de WEIBEL. Son modele est fondé sur les hypotheses suivantes :

(a) les données de WEIBEL sont des moyennes, et la longueur des bronches suit une loi normale de variance
égale a la moyenne ;

(b) le diametre des bronches est suffisamment petit pour considérer la diffusion perpendiculaire a 1I’axe comme
instantanée ;

(c) la diffusion est indépendante de la position géographique dans le poumon.

Pour le domaine géométrique, obtenu a I’aide de la premiere hypothese, il distingue le volume occupé par les
bronches de celui occupé par les alvéoles, et note S(£) la section du modele correspondant aux deux volumes, bron-
chique et alvéolaire, cumulés tandis qu’il note s(€) la section équivalente correspondant uniquement aux bronches,
ou ¢ désigne la longueur du chemin parcouru dans I’arbre depuis la bouche. Il suppose que les particules de gaz
se situant dans le domaine alvéolaire ne se déplacent pas vers le fond de 1’arbre. Il obtient ainsi le modele pour la
diffusion suivant :
@ = Di a_ZC + 1&&
ot " S|az  satdl|
Ce modele considere qu’une fois qu’une particule est entrée dans la partie alvéolaire, elle n’en sort plus. PAIVA
complete se modele en ajoutant un terme convectif :
8c_Ds d*c 1dcds| Vac
ot~ Us|o Tsacae|” sar

ot V (m3s71) est le volume d’air traversant toute section par unité de temps, et ce quelle que soit la section (pro-
priété d’incompressibilité). Il résout ensuite numériquement cette équation, en imposant V de sorte 2 mimer un
cycle respiratoire. 11 observe une hétérogénéité de la concentration en oxygene dans I’arbre bronchique. Ce pre-
mier modele permet de remarquer le role important de la géométrie dans la distribution de la quantité d’oxygene
dans le poumon, et donc de son absorption. La description 1D du poumon, permet de prendre en compte la géo-
métrie et notamment 1’accroissement de la section totale et I’apparition de volume alvéolaire a partir de la 15°
génération, sans pour autant gagner trop de complexité mathématique : grace a I’hypothese de symétrie de révolu-
tion la géométrie 3D est décrite par une équation 1D. Cependant, ce modele ne permet pas de quantifier I’oxygene
absorbé. Egalement, le scénario de respiration est imposé via le terme V, ce que nous remplacerons par le modéle
mécanique.

Plus particulierement, les effets de screening ont été étudiés a I’aide de modeles “labyrinthes”, notamment par
I’équipe de SAPOVAL et al. [FFS*T05a, FFS05b, SFWO02]. Dans leurs travaux, ils introduisent un paramétre A

Do,

A= ,
Wo,

ou Do, est le coefficient de diffusion de I’oxygene dans I’air et Wp, la perméabilité de la membrane pour 1’oxy-
gene. A a la dimension d’une longueur et compare la capacité a atteindre la surface d’échange et la capacité de
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traverser celle—ci. Physiquement, si le diametre du conduit est plus petit que A, les effets de screening peuvent étre
négligés. Ils comparent ensuite ce parametre a un autre, plus géométrique cette fois :

’
A= %

ou S correspond a la surface d’échange totale et L correspond au diameétre maximal du domaine acinaire. A" a
également la dimension d’une longueur et correspond au diametre moyen d’un acinus. Ainsi, ils établissent que la
transition entre les deux régimes, avec effets d’écrantage ou sans effets d’écrantage, se situe lorsque A = A’. Dans
[SFWO02], les auteurs comparent ces deux parametres pour différents mammiféres et trouvent que, sur ce critere,
le poumon humain est congu de telle sorte a éviter les effets d’écrantage. Partant de ce constat, ils s’intéressent a
la géométrie fractale du poumon. Ils cherchent a savoir si 1’air frais entrant dans ’acinus atteint 1’ensemble de la
surface d’échange disponible (pas d’effet d’écrantage), une large part de la surface d’échange (effets d’écrantage
partiels) ou uniquement la surface d’échange située a ’entrée (effets d’écrantage omni—présents). Ils font I’hypo-
thése que méme lorsque la perméabilité est grande, une part de la surface d’échange acinaire pourrait ne pas étre
active, c’est—a—dire non atteinte par de I’air frais; de plus la proportion de surface passive augmenterait avec la
taille de I’acinus. Afin de confirmer leurs hypothéses, ils effectuent dans leurs travaux des simulations numériques
sur des domaines possédant une géométrie dite de Hilbert [SFWO02], a savoir une structure auto—similaire res-
semblant & une labyrinthe. Voir également [FFS*05a, FFS05b] pour une version 3D. Dans [HGC*05], les auteurs
réalisent des simulations comparables, utilisant une géométrie de Sierpinski plutét qu’une géométrie de Hilbert.
Dans [HGC*05], HOU et al. complétent leur étude numérique par une étude plus analytique ; ils modélisent 1’aci-
nus pulmonaire a I’aide de sa dimension fractale dy, de sa surface S et de la longueur caractéristique A’. Ils en
déduisent différentes formulation, plus quantitative et précise que dans [SFWO02], du flux d’oxygene vers le sang
en fonction de la situation de A’ par rapport a A. Ces expressions analytiques sont en accord avec leurs résultats
numériques. Toutefois, ces modeles décrivent uniquement la diffusion de I’oxygeéne dans 1’acinus, et ne sont en
aucun cas couplés avec ce qu’il peut se passer en amont de I’acinus dans le poumon. En particulier, la concentration
en oxygene est décrite par la concentration en O, dans le sang, supposée constante et celle a la source de diffusion,
supposée constante elle aussi [HGC*05].

4.4 Un modele 1D

Le modele précédemment proposé a la Section 4.2 analyse les sacs alvéolaires comme un unique compartiment
et ne prend pas en compte I’hétérogénéité de la distribution des alvéoles le long de 1’arbre bronchique. Dans cette
section, nous proposons une description continue de la concentration en oxygene le long de I’arbre. Ce nouveau
modele utilise une description 1D du poumon et est couplé encore une fois au modele mécanique décrit a la
Section 2.4.1.

4.4.1 Dérivation du modele

Une description 1D de I’arbre bronchique L arbre bronchique est considéré symétrique. Il est modélisé par un
simple tube de section variable. La section est constante par morceaux, chaque discontinuité correspondant a un
noeud de I’arbre. Voir Figure 4.1. Remarquons que cette description 1D du poumon correspond dans 1’idée a celle
proposée par PAIVA [Pai73].

Remarque 11 En pratique, étant donné que dans ce modele nous considérons chaque génération comme un tout,
I’hypothese de symétrie n’est pas nécessaire.

A nouveau, la variation totale de volume est donnée par la modele mécanique masse—ressort (voir Section 2.4.1) :
la position du parenchyme est notée x, sa vitesse X se sorte que la variation de volume total soit donnée par Sx ou
S est la surface du parenchyme.

Afin de d’obtenir le modele continu, fixons tout d’abord quelques notations :

e { désigne la position dans I’arbre bronchique, i.e. € est la distance a parcourir dans 1’arbre pour atteindre la
bouche, £ € [0,L]
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FIG. 4.1: Modele 1D pour I’arbre bronchique

o (£,1) = uf(¢, 1) est la vitesse du fluide.

Pour décrire le comportement des bronches, nous noterons :

o ({,t) — sp({,t) la section totale ;

e ({,t) — ¢p(£, 1) la concentration en oxygene dans la bronche.
L’air dans les alvéoles est décrit par :

o ({,t) — s,(£,t) la section alvéolaire “équivalente”, qui est & comprendre comme une densité de volume
alvéolaire : s,(¢, t) d{ est le volume alvéolaire compris entre £ et £ + d{;

o ({,t) = cp({, t) la concentration en oxygene dans 1’alvéole.

La bronche est connectée aux alvéoles et les alvéoles sont séparés des vaisseaux sanguins par une membrane
poreuse. Nous schématisons le modeéle a la Figure 4.2. Selon nos notations, ¢,s, d¢ (resp. cps, df) est le volume
d’oxygene compris entre £ et £ + d{ dans les alvéoles (resp. dans les bronches).

77777777777777777777 C+de

Sang Alvéoles Bronches

FIG. 4.2: Volumes d’oxygene dans les bronches et les alvéoles.

Le systeme complet est décrit par le systeme suivant de trois équations aux dérivées partielles :

sy + de(spul) = —ss,, (4.2a)
9y(spcp) + e(spcptt’) + Ae(=Do,spdech) = —salt = 02 ¢y, cal = W(O) (¢ — ca), (4.2b)
at(saca) =-b Pv/p fﬂ (POCa - Psung) + &tsa[x >07? Ch, Cu] + W(f) (Cb - Ca)‘ (420)

L'Equation (4.2a) traduit la conservation du volume d’air sous une hypothése d’incompressibilité ; d;s, mesure
la variation du volume bronchique et d;s, celui du volume alvéolaire. La seconde équation, Equation (4.2b), corres-
pond au bilan de masse pour I’oxygéne écrit pour les bronches tandis que la troisiéme, Equation (4.2¢), correspond
au bilan de masse écrit cette fois pour la alvéoles. Dans le membre de gauche de (4.2b), nous reconnaissons les
termes de transport a la vitesse du fluide et de diffusion de 1’oxygéne.

Le terme commun aux équations (4.2b) et (4.2¢) ;

ISl = 072 cp, ca] + W() (cp — ca),
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correspond aux termes d’échange entre bronche et alvéole ; le terme dis,[x > 0 ? ¢y, c,] est un terme convectif
correspondant au volume d’oxygene entrant dans 1’alvéole di a la dépression causée par la déformation mécanique
de I’alvéole (a I’inspiration) ou sortant de 1’alvéole dii a la surpression causée cette fois par la compression de
I’alvéole (a I’expiration). Le terme W(£) (c, — ¢,) est un terme de diffusion dans la direction ‘orthogonale’ entre
I’alvéole et la bronche.

Le terme de perte dans la troisiéme équation, Equation (4.2¢),

-b pPv/p L (POCa - Psang)/

correspond a la quantité d’oxygeéne absorbée qui passe dans le sang avec b la perméabilité, py,p le ratio ventila-
tion/perfusion, £, la densité de surface alvéolaire et (Poc, — Psang) la différence de pression partielles en oxygene
entre 1’alvéole et le sang.

Dans la suite de ce paragraphe, nous détaillons une par une I’obtention de ces trois équations a partir du modele.

PR R | R R lss u'1(6,)
di(sp(C, ) dt
<—7—
f .
C+de—— | [,S,b]“f ,],(é),"ff#j )
Sang Alvéoles Bronches

FIG. 4.3: Flux d’air (a I’inspiration)

Conservation du volume d’air La variation totale du volume d’air bronchique compris entre £ et £ + d¢,
01(sp(¢€, ) df) est la somme de deux termes :

e la différence entre le flux advectif rentrant et le flux advectif sortant :
[spu'1(C, ) — [spu1(C + dE, ),
e et la perte de I’air qui s’engouffre dans les alvéoles dii a la déformation de ceux—ci :
—0i(sq(¢,-) do).
Finalement nous obtenons I’Equation (4.2a) :
AispCp + Ie(spul) = —dss,.
Afin de fermer le systéme, nous ajoutons les conditions aux bords suivantes :

sp(0,Huf(0,1) = Sx(b),

sy(L, Huf(L,t) = 0, 4.3)

ou X est la vitesse du ressort, donnée par le modele mécanique.

La variation du volume bronchique d;s;, et la variation du volume alvéolaire d;s, sont données par des lois
pré—€tablies en fonction de la géométrie qui, a partir de la variation de volume totale donnée par la mécanique,
répartissent le volume dans les bronches et les alvéoles. Cette répartition prend en compte le parameétre de rigidité
bronchique 6. Pour plus de détails, voir Section 4.7.
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. Il [cosp g — Da,sp decl(C, )
Ie(sa(L, ) dl|X cp + W(L)(co — ca)
<—
7S S | R R [cosp g — Day,sp dec(C + dE, -)
Sang Alvéoles Bronches

FIG. 4.4: Flux d’oxygene dans la bronche (a I’inspiration)

Bilan de masse pour 1’0, dans les bronches La variation totale du volume d’oxygéne dans la bronche situé
entre { et £ + d¢, di(cp(t, )sp(€, ) AC) est la somme de quatre termes :

e le flux advectif :
[cospu'1(C, ) — [epsprt’1(€ + dE,);

e le flux diffusif :
[=Do,spd¢cp)(f, -) = [=Do,spdecp](€ + d¢, ),

ou Do, est le coefficient de diffusion de 1’oxygene dans 1’air;

e |’oxygéne qui entre dans I’alvéole par convection, c’est—a—dire par dépression ou surpression di a la défor-
mation des alvéoles :
cp six >0 (inspiration)
(sa(l, )d{’){ ¢; six <0 (expiration)
e ct enfin I’oxygene qui entre dans I’alvéole par diffusion :

W(6)(ca = cb)-

W(?) est choisi proportionnel a la densité de surface alvéolaire le long de 1’arbre bronchique. Son calcul est
détaillé a la Section 4.7.

Finalement, nous obtenons I’Equation (4.2b) :
A(secp) + Ae(speptt’) + de(—=Do,spdecy) = —disalx > 02 ¢y, ¢4
Afin de fermer le systéme, nous ajoutons les conditions aux bords suivantes :
cp(0,1) = co, 4.4)

avec c¢g = 0.2, la concentration en oxygene dans 1’air frais. Nous n’avons pas besoin d’imposer de condition en
¢ = L puisque u(L,t) = 0.

Bilan de masse pour I’O, dans les alvéoles La variation totale du volume d’oxygene situé dans les alvéoles
compris € et £ + d{, d;(c, (€, -)s,(£, -) df) est la somme de trois termes :

e [’oxygene qui entre dans les alvéoles par convection depuis la bronche, par simple déformation de 1’alvéole
ce qui crée une dépression :
9i(sa(€,-) dO[x 2 07 ¢, cal;

e |’oxygene qui entre dans I’alvéole par diffusion :

W(O)(ca = )
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, f
Ie(sa(L, ) dlX cp + W(E)(co — ca)
< <—
b pPv/p fg(f, ) de (PoCu — Psa g)
7777777777777777777777777777777777 € +de

Sang Alvéoles Bronches

FIG. 4.5: Flux d’oxygene dans les alvéoles(a I’inspiration)

e et I’oxygene qui diffuse a travers la membrane vers le sang :
b Pv/p fa (CuPO - Psung)/

ou
(a) b{,(€) correspond a la capacité de diffusion de la membrane. £,(£) est la densité de surface alvéolaire

au repos, déterminée par les valeurs données a la Table 5.1. En d’autres termes, £,(€) d¢ est la surface
alvéolaire comprise entre € et £ + d¢; b est la preméabilité considérée ici comme une constante a caler.

(b) pvyp correspond au ratio ventilation/perfusion, il modélise le ratio entre la fréquence respiratoire et la
fréquence cardiaque. (Voir Table 5.5 pour les données chiffrées).

c) Py est la pression atmosphérique (Py = 760 mmHg) et Py, la pression partielle en oxygene dans le
p pheriq g glap p yg
sang pulmonaire veineux, c’est—a—dire a son entrée dans le systéme vasculaire pulmonaire. Dans la
littérature, nous trouvons Pg;,e = 40 mmHg.

Finalement, nous obtenons I’Equation 4.2¢):
&t(sacu) =-b pv/p ga Pe(POCa - Psung) + atsa[x >07? Ch, Cu] + W(f) (Cb - Ca)-

Le systeme d’équations obtenu est constitué d’équations aux dérivées partielles, que nous allons maintenant
discrétiser afin de simuler notre modele.

4.5 Simulations numériques

Finalement, notre modele complet, mécanique couplé au modele 1D pour I’absorption de 1I’oxygene, est décrit
par les équations suivantes :

x=u, (4.52)
u—lf - RO—52+ u—kx (4.5b)
B G C R T ’ :
disp + 9£(Sbuf) = —045, (4.5¢)
A4(56Cp) + Ie(speptt’) + dp(—Do,5pdech) = —IiSa[% > 02 ¢, ca] — W(0) (¢ — ca), (4.5d)
9¢(saca) = =b pvyp s (Poca — Psung) + 084t = 072 cp, ca] + W(C) (cy = ca), (4.5¢)

que nous complétons par les conditions aux bords suivantes :
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sp(0, Hut(0, ) = Sx(t),
sp(L, Huf(L, ) =0, (4.6)

cp(0,t) = co,

et les conditions initiales :
sp(€,0) = sp,

(6,0) =&, cl(,0)=cL, @7

x(0) =x9, u(0) = up.

Remarque 12 (Couplage faible) Nous voulons attirer I’attention du lecteur sur le fait que le systeme (4.5) est
faiblement couplé : les deux premieres équations, les équations mécaniques, déterminent indépendamment du
reste de déterminer les valeurs des variables mécaniques x et X permettant d’obtenir directement les valeurs de
ossp et 98, données par des lois géométriques ne prenant en argument que la variation de volume soit Sx (voir
Section 4.7). Ainsi, connaisant ces valeurs, la troisiéme équation permet de déterminer la vitesse du fluide u'.
Enfin, connaissant u* les deux derniéres équations permettent de déterminer les concentrations c, et Cp.

Pour la résolution numérique du systéme (4.5), nous utilisons une discrétisation par volumes finis pour I’équa-
tion (4.5¢) en prenant garde de préserver la conservativité. Pour 1’Equation (4.5d), nous utilisons le flux upwind
pour la partie convective, tandis qu’'une discrétisation par différences finies classiques est utilisée pour la partie
diffusion. Afin de s’affranchir des contraintes liées a la condition CFL, I’implémentation est entierement implicite,
nécessitant la résolution a chaque pas de temps d’un systeme linéaire. Cependant, les matrices étant creuses, nous
utilisons les routines particulieres dédiées au traitement de ce genre de matrices déja codées dans Scilab.

Calcul de £, Afin de quantifier a quel point les alvéoles sont ouvertes afin de déterminer les surface efficace nous
calculons un nombre de Péclet local. Rappelons que le nombre de Péclet mesure quel est le régime : convectif ou

diffusif. Il est définit comme suit :
Pe - Lu

-: 7
Do,

ou L correspond a une longueur caractéristique, typiquement la longueur d’une bronche, U a la vitesse caractéris-
tique du fluide et Do, est le coefficient de diffusion de I’oxygeéne dans I’ air. Pour chaque génération, nous calculons
le nombre de Péclet local. Si Pe > 1, le régime est essentiellement convectif, il n’y a pas d’écrantage et nous pou-
vons considérer que toutes les capillaires sont ouverts ; c’est ce qui se passe a I’exercice. Au contraire, si Pe < 1
le régime est diffusif et nous devons supposer que la surface d’échange n’est pas disponible dans son ensemble.
L’idée de brider la surface disponible par le nombre de Péclet apparait également dans les travaux de FILOCHE et
al. [FMAIJSO08].

4.5.1 Résultats numériques

Tout d’abord, nous donnons a la Figure 4.6, 1’évolution du volume bronchique et du flux d’air a la bouche en
fonction du temps pour les deux régimes : repos et effort. La description de la force extérieure utilisée dans ces
deux cas est décrite a la Section 5.6, page 137.

Nous présentons a la Figure 4.7 des histogrammes représentant le flux moyen d’oxygene traversant la mem-
brane par génération, au repos et a I’effort.

Nous notons un décallage vers les bronches les plus basses lors du passage d’un régime de repos a celui de
I’exercice, mettant en évidence les effets d’écrantage. Nous donnons également a la Table 4.3, la quantité totale
d’oxygene absorbée moyenne par unité de temps. Pour comparaison, nous indiquons les valeurs que 1’on trouve
dans littérature de physiologie. Nous pouvons consater que les ordres de grandeurs sont bons et nous retrouvons le
facteur 3 par la mécanique et la géométrie, ce qui justifie les valeurs de capacité de diffusion données par GUYTON
et HALL [GHO6]. Nous tracons enfin la concentration alvéolaire moyenne dans chaque génération au cours du
temps, voir Figure 4.8 ; notons que méme a I’effort, avec ce modele, la concentration reste élevée méme au fond

130

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

4.5. Simulations numériques

4
4

o .

i ——

[ o

"
e ———

Re ’ . Re
s ’ 7 Re e
2 2| ’ v . 4 4
3 | T T 3 T T
0 5 10 15 0 5 10 15
(a) Repos (b) Effort
FIG. 4.6: Volume pulmonaire et flux d’air a la bouche en fonction du temps.
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FIG. 4.7: Flux moyens d’oxygene par génération.

de I’arbre ou en pratique il ne devrait pas y avoir renouvellement d’air. C’est un résulat qui d’aprés nous, ne
correspond pas a la réalité et qui joue en défaveur de notre modele. Ce phénomene est sans doute lié a I’utilisation
du nombre de Péclet pour le calcul de la surface efficace : en effet, ce choix n’empéche pas 1I’oxygene d’arriver aux
alvéoles les plus profonds, mais freine juste la diffusion de celui—ci a travers la membrane.

4.5.2 Discussion

L’ utilisation du nombre de Péclet dans le calcul de la surface efficace n’est d’apreés nous pas satisfaisante ; en
effet, I’effet du nombre de Péclet devrait déja étre décrit par la prise en compte de la géométrie. Le nombre de
Péclet est conséquence de la diminution de la vitesse le long de I’arbre conséquence immédiate de la géométrie
en arbre. Cependant, pour I’instant nous ne pouvons nous affranchir de cette description pour trouver les résultats
physiologiques que nous nous sommes imposés pour valider notre modele (voir page 121).
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(a) Repos (b) Effort

F1G. 4.8: Concentrations alvéolaires moyennes en oxygene par génération.

] \ GUYTON & HALL [GHO6] \ Modele mathématique 1D ‘
’ au repos \ 4-10°m?s7T \ 3.6-10°m3s7T ‘
a I’exercice \ 35-10° m3 st \ 47 -10° mP st ‘

TAB. 4.3: Flux moyens d’oxygene vers le sang.

Contraintes numériques

Notre arbre est représenté par un domaine 1D ou finalement, I’emplacement des noeuds de I’arbre n’a plus
d’importance. Toutefois, pour le post—traitement et I’exploitation des résultats, nous réintégrons les quantités ob-
tenues sur chaque bronche (pour obtenir les figures 4.7 par exemple). Afin de garder une précision suffisante, nous
devons maintenir un nombre minimum de mailles sur chaque bronche. Ceci couplé avec la condition CFL, nous
contraint a ’utilisation d’un schéma implicite pour garder des temps de calculs raisonnables.

De plus, nous sommes confrontés a des problemes de diffusion numérique : pour le flux upwind, le coefficient
de diffusion numérique est de I’ordre A¢ — ufAt, coefficient qui doit étre comparé au coefficient de diffusion de
I’oxygene dans 1’air Do, = 0.2 - 10~*m?-s~!. Par un petit calcul, nous obtenons rapidement que pour une grille
de 1000 mailles, la diffusion numérique est prépondérante. Etant donnée I’importance de la diffusion dans les
phénomenes que I’on veut étudier, la diffusion numérique devient vite un probleme.

C’est dans cette direction que s’oriente a présent nos travaux ; les pistes envisagées sont :

* le raffinement de maillage ;
* 1’utilisation de schéma d’ordre élevé, tels Lax—Wendroff.

11 reste encore un travail numérique a réaliser sur ce modéle.

4.6 Conclusions et perspectives

Nous avons montré a 1’aide d’un modele 1D I’influence de la géométrie du poumon sur les échanges gazeux,
et mis en évidence des effets d’écrantage. Cependant, comme mentionné ci—dessus, ce modele est critiquable : en
effet, I’utilisation du nombre de Péclet pour le calcul de la surface efficace n’est pas satisfaisante car d’apres nous,
elle réintroduit dans le modele I'influence de la géométrie de facon assez artificielle. Nous pensons a présent que
les résultats numériques obtenus sans ajouter le bridage de la surface par le nombre de Péclet sont entachés d’erreur
due a notre schéma numérique. Des travaux allant dans ce sens sont en cours. Il est important de trouver un schéma
numérique fiable et assez rapide pour pouvoir ensuite 1’utiliser pour une étude appronfondie des parameétres.
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En effet, ce modele correspond a 1’étape O pour ensuite faire de 1’identification de parameétre et étudier 1’in-
fluence du muscle lisse sur le systéme. A plus long terme, nous pouvons envisager d’optimiser la force musculaire
exercée par le diaphragme pour pouvoir avoir une respiration la plus efficace possible. Une réflexion sera a apporter
alors, sur le choix du critere d’efficacité, sans doute différent au repos et a 1’effort.
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4.7 Appendix : Détails pour le calcul

4.7.1 Calcul de d;s;, et d;s,

Comme mentionné précédemment, les équations mécaniques (4.5a)—(4.5b), nous donnent la variation totale
de volume notée V = Sx; ce volume est partagé entre les alvéoles et les bronches selon la loi suivante : V,(t) =
(1 = O)V(¢) pour les alvéoles et Vj,(t) = OV(t) pour les bronches.

— Nous distribuons la variation de volume bronchique V;, dans les différentes bronches proportionnellement a

la distribution du volume bronchique au repos le long de I’arbre. A cette fin, nous construisons la fonction
de distribution £ — a(¢), a(0) = 0, a(L) = 1 telle que pour chaque bronche :

“oa Vi)
i ot I%io Vb(k)’

ott V(i) est le volume bronchique total situté a la génération i : V(i) = 7 L;(D;/2)>.
— De la méme maniére, nous définissons la fonction de distribution £ +— B(£), f(0) = 0, B(L) = 1 telle que
pour chaque génération :
“op L, Vil
li ot iio Vu(k),
ou V,(i) est le volume alvéolaire totale situé a la génération i .

Remarque 13 En pratique, n’ayant pas d’indications chiffrée sur les volumes alvéolaires mais plutot sur les
volumes alvéolaires on pose V(i) = S,(1)*/?, oit S,(i) est la surface alvéolaire par génération, donnée par WEIBEL
[Wei84], voir Table 5.1, page 135.

Ainsi, on pose :
. da Cda .
&tsb = Vbﬁ = QSXE et atSa =V,

dg
de

_dp
(1-0)St—7.

4.7.2 Calcul de ¢,

La fonction € — ¢, représente la densité de surface alvéolaire bridée par le nombre de Péclet. Nous construisons
tout d’abord une fonction représentant la surface totale disponible a 1’aide des données de Weibel ; cette fonction,
notée f,? est construite de fagon a étre continue, monotone et vérifie

i
f Ode = S,(),
liq

ou le segment [£;_1, {;] est la partie de Iarbre correspondant a la i génération et S,(i) est la surface alvéolaire totale
située a la génération i (donnée par WEIBEL, voir voir Table 5.1, page 135). Nous calculons alors le nombre de
Péclet local, fonction régularisée de la fonction qui vaut :
LiUi(t)

Do, ’

Pei(t) =

ou L; est la longueur des bronches de la i génération, et U;(t) la vitesse moyenne dans cette génération au temps ¢.
Nous tronquons également cette fonction 2 1. Nous obtenons ainsi Pe(¢, t) € [0, 1] et nous posons ¢, = Pe £0.
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4.7.3 Calcul de W(¢)

Nous supposons que le terme W({) est proportionnel a la distribution de la surface alvéolaire le long de 1’arbre
bronchique. Numériquement, il est défini ainsi

d
W(e) := wa—Z,
ou ) est la distribution de surface alvéolaire :
"oy Sa)
0 90T B S
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Annexe : Données numériques

5.1 Données morphométriques de WEIBEL pour le poumon

Génération | Longueur | Diametre | Surface alvéolaire
(cm) (mm) (m?)

0 9.40 18 0

1 4.05 12.2 0

2 1.08 8.3 0

3 0.918 5.6 0

4 0.780 4.5 0

5 0.66 3.5 0

6 0.56 2.8 0

7 0.48 2.3 0

8 0.41 1.86 0

9 0.35 1.54 0
10 0.29 1.30 0
11 0.25 1.09 0
12 0.21 0.95 0
13 0.18 0.82 0
14 0.15 0.74 0
15 0.14 0.50 0.21
16 0.133 0.49 0.69
17 0.12 0.40 2.01
18 0.093 0.38 3.87
19 0.083 0.36 6.57
20 0.070 0.34 10.47
21 0.070 0.31 19.83
22 0.070 0.29 36.12
23 0.070 0.25 81.6

TAB. 5.1: Données de Weibel. Pour les premieres générations on donne la moyenne arithmétique sur toutes les bronches d’une

méme génération.

Remarquons que pour ces données, la distribution de la surface alvéolaire est estimée en supposant que la
fraction de la surface alvéolaire totale sur une génération est proportionnel a la fraction de la surface bronchique
totale sur cette méme génération. Cependant, certains ajustements sont faits sur les trois premieres générations, de
15 a 17, afin de prendre en considération le fait que ces générations ne sont pas entierement recouvertes d’alvéoles
(voir Figure 2.2, page 74) [THB08, WSFO05].
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5.2 Parametres pour le fluide

5.2.1 Valeurs 3D

viscosité dynamique n=198x10"Pa"s
densité p=111kg -m>
viscosité cinématique | v=1/p=1.8X10"m?-s7!

TAB. 5.2: Caractéristiques du fluide réelles, utilisées pour le calcul en dimension d = 3.

5.2.2 Valeurs 2D

Pour les calculs en dimension d = 2, en ce qui concerne la viscosité du fluide 7 et la densité du fluide p, on ne
choisit pas les valeurs physiologiques, mais des valeurs telles que la résistance globale de notre arbre 2D soit égale
a la résistance globale de 1’arbre réel 3D, et telles que le nombre de Reynolds 2D (voir (2.3), page 81) soit égal au
nombre de Reynolds dans le cas 3D (voir [SAO7]). En conséquence, les constantes sont

viscosité dynamique n=4x10"Pa-s
densité p=50kg -m™
viscosité cinématique | v=1/p=8x10"m? s

TAB. 5.3: Paramétres fluides utilisés pour calcul en dimension d = 2.

5.3 Parametres pour le systéme masse-ressort

Afin de reproduire des courbes expérimentales, nous avons utilisé des données physiologiques, choisies proches
de celles que I’on trouve dans [BT06], [MMSSO08]

e m = 0.3kg, la masse totale du poumon ;

e S =0.011m?, surface de la face mobile de la boite (surface du diaphragme) ;

e £ =23.32x%x10°N-m™, I’élastance du poumon ;

e kg =E-S*=40.172N - m™!, la constante de raideur du ressort ;

e R=3x10°Pa-s-m2, endimensiond = 2etR = 6.59%10° Pa-s - m™3, en dimension d = 3, la résistance
de I’arbre bronchique ;

e u=025-R- S?, la résistance des tissus (20% de la résistance totale).

5.4 Modéele non-linéaire : constante de raideur
On rappelle que la constante de raideur est choisie vérifiant :

— (fmin/xmin - kO)x/xmin/ si x<0
k(X) - kO " { (fmflx/xmax - kO)x/xmaJu si x>0

On fixe :
fmin = -11N,
fmax = 13N.
et
Xpin = —0.25m,
Xpax = 0.20 m.
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5.5 Volumes bronchiques

Voici les volumes bronchiques utilisés dans les calculs :
e Volume alvéolaire au repos : Vg =3x107°%m3;

e Volume bronchique au repos : V) =5 x 10 m?.

5.6 Trois scénarii pour la force extérieure

La force extérieure est décrite dans tous les cas par une fonction créneau. Dans le cas de la respiration au repos
comme a I’effort c’est une fonction T—périodique. a désigne la fraction du cycle consacrée a I’inspiration.

5.6.1 Au repos

Au repos, on suppose que le sujet n’exerce pas de force a I’expiration, le retour a la position d’équilibre se
faisant grace a la force de retour élastique du systéme. On choisit dans nos simulations une période T = 5s et
a = 0.35. La force est donnée par la fonction T—périodique vérifiant :

_ [ 2N site[0,aT],
fext(t)_{ ON site[aT,T].

5.6.2 A P’exercice

Au contraire, a 1’exercice, la force de retour élastique n’est pas suffisante pour obtenir une expiration rapide
et efficace et une force suplémentaire est exercée a I’expiration. De plus le cycle est raccourci, T = 3s et le
temps d’expiration devient égal a celui de I'inspiration, & = 0.5 [Lag]. La force est alors donnée par la fonction
T—périodique vérifiant :

ION sitel0,aTl,
fext(t) = { 4N sit e [aT,T[.

5.6.3 Manoeuvre forcée

Comme expliqué au Chapitre 2 (page 76), au cours d’un test de spirométrie le patient exécute une manoeuvre
particuliere. Afin de reproduire ces expériences in silico, on utilise I’expression de la force extérieure exercée
suivante [BGMO09]. La manoeuvre dure une vingtaine de seconde et on a

4N site[0,0.5],
-1N site[0.5,2],
2N site[2,2.5],
-15N site[25,3],
3N site[3,4],
-1N site[4,5],
foxt(t) = 2N sitel[5,6],
-1N sitel6,8],
at? +bN sitel8,9],
Ffuax N sit €19,10.5],
fuin N sit €[10.5,17],
ct?+dN site[l17,18],
10N site[18,20],

ol a, b, ¢ et d sont choisis de facon a ce que foy soit continue et

fmin = -11IN,
fur = 13N

Cette fonction est représentée a la Figure 3.4.
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5.7 Volumes d’oxygene absobé

Les volumes moyens d’oxygene absorbé sont mesurés exprérimentalement. On résume a la Table 5.4 les valeurs
que I’on peut trouver dans la littérature de physiologie.

| Régime || repos \ effort \
| (Vo) || 4-10°m’-s~" [Wei84, GHO6] | entre 35-10~° [Wei84] et 54 - 10° m’-s'[SFW02] |

TAB. 5.4: Volumes moyen d’oxygene absorbé.

5.8 Ratio ventilation/perfusion

Le ratio ventilation/perfusion mesure le rapport entre le rythme respiratoire et le rythme cardiaque. Nous don-
nons dans la Table 5.5 les valeurs que 1’on peut trouver dans [GHO6]

| Régime [ repos | effort |
“pur e [ 1]

TAB. 5.5: Ratio ventilation/perfusion.
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Chapitre 6

Propagation d’un signal dans la cascade

MAPK : role de la bistabilité et de

I’ultrasensitivité pour un probléme mixte

La voie de signalisation MAPK est de nos jours décrite [Rus09] comme un réseau de mo-
dules communs a de nombreuses especes. Sa fonction principale est de transférer un signal
de la membrane plasmique (i.e. membrane cellulaire) a la membrane nucléaire. A la question
« comment » répondent les notions d’ultrasensitivité et de bistabilité, liées a la dynamique
non-linéaire du systéme biochimique, ignorant tout phénomene spatial. En ce qui concerne
la propagation du signal a travers le cytoplasme, les choses sont bien moins connues. Dans
le travail qui suit, fruit d’une collaboration avec RALF BLOSSEY de I'IRI (Institut de Re-
cherche Interdisciplinaire, Lille) d’une part et THIERRY GOUDON et PAULINE LAFITTE
d’autre part, nous proposons a partir des lois cinétiques de Michaelis—Menten un modele de
réaction diffusion pour la cascade MAPK dans les ovocytes de Xénopes. Nous étudions ce
modele en 1D. En nous fondant sur des résultats théoriques existants [AW75], nous nous
attachons particulierement aux conditions nécessaires pour la propagation du signal. Nous
montrons que 1’existence d’un front dépend sensiblement des conditions initiales et au bord
(i.e. a la membrane plasmique). Enfin, les conséquences biologiques sont discutées. Ce tra-
vail a été soumis pour publication sous le titre Signal propagation in the MAPK cascade :
role of bistability and ultrasensitivity for a mixed problem.

6.1 Introduction and biological context

In this section we give the biological context that motivated this work. This is also the occasion to recall some
basics of biology that can be helpful to understand the framework and the challenges that are behind. Note that

this work benefits from a collaboration with Ralf Blossey from IRI (Interdisciplinary Research Institute).

Among the large family of mitogenic signals, the signal chain MAPK plays a crucial role in many parts of the
cell life : cell cycle, differentiation, angiogenesis ... In particular, it is one of the targets of some strategies against

cancer.

A quite important research both experimental and theoretical, is conducted in this direction ; in Lille, the team
of Bodart ef al. ([RGBB09, Rus09]) works on this topic. It is partially funded by the INCa (Institut National du

Cancer).
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6.1.1 The cell cycle

The cell cycle of an eukaryote cell (cell with a nucleus, mamalian
/’ : cells for instance) is a sequence of steps that leads to the division of the
mother cell into two daughter cells. Each step needs the achievement
& of the previous one. During a cell cycle there are four main steps :
"/ the G1 phase, the S phase, the G2 phase and the M phase. Together,
Gl, S and G2 form the interphase; the M phase is the phase during
which the division takes place. During the G1 phase, the cell grows
up and get ready for the S phase. The ensuing S phase starts when
DNA synthesis begins; when it is complete, all of the chromosomes
have been replicated, i.e., each chromosome has two (sister) chromatids.
The G2 phase is similar to the G1 phase in the sense that the cell gets
ready to divide itself. The M phase is the mitosis : it consists of nuclear
division and cytoplasmic division. It is itself divided into four steps :
prophase, metaphase, anaphase and telophase. At the end of these steps,
the daughter cells can either go into a new cell cycle or enter a quiescent
phase, called the GO phase which is a phase during which basically nothing happens. See Figure 6.1

The molecular mecanisms are essentially the same in all eukaryote cells. The events of the cell divisions are
governed by the periodic activations of kinases (i.e. proteins) which are part of a very complex network which
brings into play a lot of molecules (enzymes, cyclines ...). Research on the biological control of the cell cycle won
Tim Hunt, Leland Hartwell and Paul Nurse the Nobel prize in 2001.

Some kinases have the task to control the switch from one phase to an other. The Mitogen—Activated Protein
Kinases (MAPK) are one of those, whereby a mitogen is a factor that stimulates mitosis. They have an important
role for the transition G1/S, but they have also an impact on the transition G2/M, which does not affect the genetic
material. They also have a crucial role in the formation of the mitotic spindle (which is an array of microtubules
organizing and separating the chromosomes during mitosis).

Figure 6.1: The cell cycle

6.1.2 Xenopus oocyte

The biological context that underlies this work concerns the study of the Xenopus oocytes. Among the different
models that are available for the biologists, the oocyte of this amphibian is well adapted to the study of the cell cycle
: it is easy to synchronise the cells (in G2 phase or in metaphase II during the meiose), it produces a huge quantity
of proteins ( 200 to 400 ng per day) and the size of the cells (1.2 to 1.4 mm of diameter) allows to manipulate them
quite easily.

(a) Xenopus Laevis (b) Xenopus oocytes
Figure 6.2: Xenopus laevis ( From www.euroherp.comand www.unc.edu/~fconlon/Daniel/ )

Xenopus laevis is a species of South African aquatic frog (see Figure 6.2). It can grow up to a length of 12 cm
with a flattened head and body, but no external ear or tongue. They have an external reproduction mode : they lay
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eggs in clusters which are then fertilized.

6.2 Formulation of the problem

In general, a signal (caused e.g. by a hormone) arriving at a cell membrane needs to be transferred to the cell
interior or its nucleus in order to excite a coherent cellular response [KHK10]. Dedicated signalling chains have
evolved to achieve this task. In what follows we are particularly interested in a prominent one, the MAP kinase
signalling chain [Kho02]. The acronym MAP stands for mitogen-activated protein, whereby a mitogen is a factor
that stimulates mitosis. Upon arrival of a hormone at the cell, generally via a receptor in the cell membrane, a
cascade of molecular activation events is launched involving the phosphorylation of downstream effectors. The
MAPK cascade is prominent in this respect since it occurs in multiple different organisms and cell types [KHK10].
While the main cascade motif is universal, its embedding into a cell-type and organism-specific signalling network
varies. This concerns, e.g., the initiation of the cascade which in somatic cells depends on a well-characterised
ensemble of molecules, notably Ras and Raf [KhoO2]. Here, we are concentrating on the cascade in the egg of
the Southern African clawed frog Xenopus laevis, where it is involved in egg maturation. The main initiator of the
cascade in Xenopus oocytes is the molecule Mos, whose production by translation from a pre-established mRNA
is initiated by a hormonal stimulation [FJPK*09]. Figure 1 shows a schematic representation of the cascade and
the intervening molecules, following Figure 2 from [FIPK*(09].

progesterone
r v 1
| | N
I Mos I positive
feedback
MAPK | \1: ! loop
| |
Cascadel MEK1 (MAP2K) :
[ V [
! p42 MAPK !
| |
| |
additionnal
cycB-CDK1 feedback
loops
maturation

Figure 6.3: Schematic representation of the MAPK cascade in Xenopus oocytes. A hormonal signal (progesterone) stimulates
the membrane receptors. The signal activates the translation of Mos from a pre-established stock of mRNA. The
cascade evolves via the double phosphorylation of MEK1 (MAP2K) and p42-MAPK. A positive feedback loop
stimulates Mos activation. The MAPK signal at cascade output is processed further in cell cycle events downstream
of the cascade, indicated by Cyclin-B and Cdkl1, the maturation- or mitosis-promoting factor, also called MPF.

A particularly noteworthy feature of the MAPK cascade in Xenopus oocytes is its feedback control, which has
been disentangled in great detail by FERRELL, JR. ef al., in both experiment and theory (see [FIPK*09] and
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references therein). The most basic feature that we rely on in our work is the positive feedback loop at the cascade
exit, p42 MAPK (MAPK), which stimulates the activity of the molecule at cascade entry, Mos (see Figure 6.3).

While a whole body of work exists on the biochemical kinetics of the cascade, far less is known so far about
how the input signal traverses the intracellular space. Depending on cell type, at least three mechanisms are known
to play a role. These are diffusion in the cytoplasm, the kinetics of the phosphorylation reactions, and, essentially
in somatic cells, scaffold proteins [BS09]. Recent reviews on the state of the field are given by [KHK10, Kho06],
which give exhaustive lists of references.

A standard approach in the mathematical modeling of the spatio-temporal evolution of the MAPK cascade is
via diffusion-reaction equations. For the MAPK casacade, this approach has been most prominently pursued by
KHOLODENKO et al. [Kho06, KHK10, MTHKO6]. In our work, we follow this path, but since we are interested
in signal propagation in Xenopus oocytes, we can make use of a number of simplifications which allow a more in-
depth mathematical analysis. The mathematical simplifications, detailed below, are based on the fact that Xenopus
oocytes are large cells [FJPK*09] : while at the beginning of the life cycle they are comparable to somatic cells,
in their development they pass into a growth phase before maturation is initiated. Cell volumes reach 1 pL with
protein concentrations of 25 pg. Since scaffold proteins are not known to play a role in Xenopus oocytes, we can
consider the propagation to be well-described by a deterministic diffusion-reaction.

Formulation of the model

The mathematical model we develop is based on the usual reaction kinetics of the MAPK cascade in which
an upstream kinase activates a downstream one at two residues. For this kinetics, either a mass-action law or a
Michaelis-Menten kinetics can be assumed. The kinetic model is described in more detail in Appendix A (Sec-
tion 6.7). In this way one obtains the usual system of ordinary differential equations for the concentrations of the
molecules in the cascade, together with conservation laws for their total concentrations.

In order to arrive at a spatial model we require the following assumptions.

Assumption 1. We assume that molecular transport in the cytoplasm does not involve the action of specialised
protein machineries in the cell. This is an acceptable assumption for the Xenopus oocytes, but cannot be generalized
to somatic cells. As a result of this assumption, the main mechanism of transport is molecular diffusion.

Assumption 2. We assume that the chemical reactions (phosphorylations) in the cascade are always to be
considered as fast in the sense that at every instant in time, the cascade molecules are in chemical equilibrium.
For a non-compartimentalized cell of high protein content such as Xenopus oocytes, this is a reasonable starting
assumption, which again might not be easily generalizable to other cell types.

Starting from these assumptions, let us now derive an equation for the concentration of the molecule at the
cascade entry, that is Mos. To this end, let m(x, t) be the concentration of molecule Mos. We proceed in two steps :

1. Thanks to Assumption 2 and omitting at first the feedback loop (represented by the red dash line in Fig-
ure 6.4), we can use the Michaelis—Menten kinetics to express the concentration of all molecular species as
simple functions of the molecule at cascade entry which initialize the signaling chain. Neither MAP2K nor
MAPK are therefore considered as diffusing quantities.

2. We take into account the retroaction of z, on the concentration of Mos to obtain a spatial model for the
concentration of Mos.

The expression of the reaction term depends on the kinetics chosen for the signaling cascade. Typically, the
cascade has two phosphorylation states so that for a two-level cascade with molecules 1y and zp, two respective
phosphorylated states exist, for yo (resp. zo) these are called y; and y, (resp. z; and z») (See Figure 6.4). Two
particular types of kinetics are linear (the usual law of mass action) and saturated, i.e. Michaelis-Menten kinetics.
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Figure 6.4: The two-level phosphorylation
In the latter case, the equations read following [AFS04] :
. Ve Vimyo
v = o rsmy 6.1)
Ke+y1i Ks+yo
o= —o+1) 6.2)
. Vymy Vsya
Yo = Y Y (6.3)

K4+y1_1<5+yz

. Vioz1 V7320
= — 6.4
%0 KlO + z1 K7 + Zp ( )

Z1 = —(Zo+22) (6.5)

\%
5 = 8Y3z1 Vozy 6.6)
Kg + z1 Kg + zp

where the V; and K; are reaction speeds and equilibrium constants, respectively, and where the numbering of
the reactions follows the scheme by [KhoOO] which is also used in [AFS04]. This scheme simply numbers the
reactions sequentially layer by layer, first all phosphorylations, and then all dephosphorylations. Note that if
equilibrium constants are much larger than the molecular concentrations, the linear regime is recovered. Equations
(6.2) and (6.5) are the result of the matter conservation.

As shown in [RGBBO09], for a particular symmetric choice of the parameters, the system can be rendered
non-dimensional. For this parameter-symmetric case, the introduction of the functions

_1+y," 1_1+Zi'

wi

allows to rewrite the right—hand side of the equations in a simple polynomial form, from which the fixed-point
value conditions are easy to read off. For the variable w;, they are given by w, = mw, = m?wy.
Exploiting the conservation of molecules y; as expressed by the condition };_;, ¥i = yr, one finds after
suitable normalization the condition
Wo w1 wa

+ + =1.
1—ZUO 1—w1 1—7/(]2

which at the fixed-point reduces to a cubic equation, e.g. for wy,

4m3wg -3m(l+m+ mz)wé +20+m+mPwy—1=0. 6.7)
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which can be solved exactly. The case of linear kinetics can, however, also be recovered by ignoring the highest
order terms of this equation. One then finds

1 1

Wy X = ————— .
21 +m+m?

(6.8)
Although the full final expression for wy from the cubic equation does have a more involved form, the degree of
the polynomial remains 2 as for the linear kinetics. From the fixed-point relation, we have

1 m>

Wy X ———————
21+ m+ m?

(6.9)

The same calculation can be repeated for the variable g;. One obtains an equation of the same form as (6.63)

in the variable g1, only with m replaced by
w2

1—’602

§=0
where v = V;/V7g. The same argument can then be repeated leading to

N
q2~21+s+sz'

Putting the equations (6.65) and (6.67) together then leads already for the approximate linear kinetics to an in-
volved expression, however with a polynomial of maximal degree four in the variable m in both denominator and
numerator. This remains the case also after the required transforms back from w; and g; to the original variables
y; and z;. While the full expression obtained from the two cubic equations can still be written down analytically, it
turns out to be yet more involved and less illuminating. At the end, we get

(6.10)

m*

R ————
1+m?+mt

Knowing the expression for the concentration of z, we can propose a model for the transport of Mos. We have
adim(x, t) — DAm(x, t) = R[m(x, )] (6.11)

in which the diffusion operator on the left is balanced by a reaction-term R[m(x, t)]. Here, R[m(x, t)] is written as
the sum of two terms, one of which has a sigmoidal shape and corresponds to the interaction between z; and Mos
(proportional to the concentration in z;), the other of which is a linear degradation term. Thus we have

R[m(x, t)] = Z[m(x, t)] — ym(x, t), (6.12)

with

aMm*
ME + M2m2 + m*’
where a is the inverse of the characteristic time of creation of Mos, 7y is the inverse of the characteristic time of
its degradation and 91 is the typical concentration. Recall that as it has been described previously, the expression
of the reaction term X[m] accounts for the feedback loop that drives the concentration of Mos depending on the
MAPK concentration.

For both types of kinetics the Hill exponent is given by the product of the number of phosphorylation levels
times cascade levels, hence four. For convenience in our mathematical treatment, we replaced both involved
expressions by the simple expression (6.13), since we are interested chiefly in the role of ultrasensitivity, i.e. on the
value of the Hill coefficient, on wave propagation. To this end, it suffices to sketch a qualitative shape, which can
be inferred from Angeli’s paper (see Figure 2). To be clear, from now on, we call the Hill exponent h the degree
of the numerator and of the denominator (which are equal to obtain the sigmoidal shape) of the non-linearity
(6.13). The reader has to keep in mind that is linked to the number of proteins involved in the cascade. The notion
of ultrasensitivity refers to the steepness of the sigmoidal response curve which is characteristic of a signaling
cascade: a very non linear response ensures an effective response to the signal received by the cell. The value
h = 4 is typical for the MAPK cascade, but in principle of course other values i > 1 are equally possible. The
limiting case h = 1 corresponds to a degenerate case, a non-cooperative cascade which is not of biological interest.

¥ [m] = (6.13)

We are interested in the following questions:

150

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

6.3. Dimensionless equations

i) Under what conditions does the system have three stationary states (two stable, one unstable)?

ii) Under what conditions does the system have propagating states, i.e., the build-up of a profile connecting the
two stable states and propagating from the cell surface to the nucleus?

iii) How does the propagation of the signal depend on the form of the non-linearity, and how does it depend on
the chosen initial/boundary conditions?

iv) What is the selected propagation speed?

As we shall see in the next Section, by rendering the problem (7.16)—(6.13) dimensionless we extract a single
significant parameter, denoted by «, which governs the dynamics. In Section 6.4.3, we will prove that there exists
a constant vy such that for any @ > ay there exist three stationary states : 0 < a, < b,. The dependence of a, and
b, on «a is also explored. The stability of these stationary states is studied:

a) a, is unstable (Lemma 6.4.11) and 0 is locally stable (Theorem 6.4.4);

b) for b, no such precise result is obtained: we can exhibit sufficient condition for stability on the initial
condition (Theorem 6.4.13) and on the boundary conditions (Theorem 6.4.14). In short, one has to inject
sufficient mass into the system in order to reach the stationary state b,. However, one has to point out that
these conditions are not explicit enough to be numerically tractable.

Next, we investigate the existence of profiles connecting the stationary states: in Section 6.4.3, we prove the exis-
tence of a trajectory T, connecting the two stationary states 0 and b,, linked to an asymptotic speed of propagation
¢* which depends only on the non-linearity. It is independent of either the initial condition or the boundary con-
dition. Note that in our case, we do not have an explicit formula for the asymptotic velocity as a function of the
parameters. Theorem 6.4.16 shows the existence of a wave front with velocity c* connecting the two stationary
states 0 and b, provided the conditions evoked in b) are satisfied. Eventually, we end with numerical simulations
in Section 6.5.1 exploring the behavior of the solution for several boundary and initial conditions. In Section 6.5.2
we compute numerically the asymptotic velocity ¢* and describe its dependence on the parameter «.

6.3 Dimensionless equations

In order to complete the mathematical analysis of the problem, let us write the problem (7.16)—(6.13) in a dimen-
sionless way. Note that the constants 2 and y have the same dimension, that is, one over a time. In the same way,
It has the same dimension as m. As usual, the diffusion constant D is homogeneous to the square of a length
divided by a time. We set now:

F=yt, n‘1=ﬂ, X = Zx, azg.
M D y
Omitting the overlines the system takes the following dimensionless form:
oym — Am = z,(m) —m, (6.14)
where A
2a(m) = #’ZZH 6.15)

Note that in this dimensionless form all the information is contained in the parameter . Thus from now on, the
discussion will mainly concern this parameter a. The problem (6.14) is set on t > 0 and x € [0, L]. Biologically,
L represents the distance between the cell membrane and the nuclear membrane. Hence the problem has to be
completed by an initial condition:

m(0,x) = mp(x) on [0,L] (6.16)

and boundary conditions:

e Atx =0, we have
m(t,0) = P(t). (6.17)

e Atx = L < co we choose a free outgoing condition so that we impose d,m(x = L) = 0 (Neumann condition).

However for the convenience of mathematical analysis we simply set L = +oo.
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6.4 Stability and wave propagation

From now on, we denote
f(m) = zo(m) —m. (6.18)

6.4.1 Preliminary remarks

A plot of the two functions m + z,(m) and m +— m reveals, under conditions to be detailed below, three in-
tersections. These correspond to stationary states of the kinetics for homogeneous profiles m. Two of the states,
for small and large values of m, are stable, while the intermediate state is unstable. The profile of R[m(x, t)] thus
corresponds to the reaction term of a bistable system.

If we plot the curve corresponding to the function z : m > z,(m) and the line y = m , see Figure 6.5 we note
that these two curves can have one or three distinct intersection points depending on the value of a.

Za, (M)

Za, (1)

Figure 6.5: Functions z,, and z,, with a; > a; and the line y = m.

Let us now evaluate ag such that if @ > ag then there exist three stationary points. Let us denote
m 3 2 4

m) = am’ — (1 +m” +m")),

folim) = T (am® = ( )

Py (m)
thus
P/ (m) = 3am® — 2m + 4m®) = m(—4m?® + 3am — 2).

It is easy to see that if f has three non negative roots, then necessarily A = 902 — 32 > 0. Thus, denoting
0 < my < m;y the three non negative roots of P/, (), a sufficient condition to have three stationary points is
fa(mz) > 0. Numerically we find:

ap = 2.463.

In case of a > ay, f, vanishes at 0, a, and b,. We plot the shape of the graph of f,, in Figure 6.6.
We set

* x? 1 2 1 2 1
Fu(x) := jo‘ fa(u)du = ax — > a% (arctan(% (x + E)) + arctan(% (x - E))) (6.19)

The quantity —F,, is naturally interpreted as a mechanical potential of the system. Figure 6.7 represents the shape

of the potential in the three different cases @ < a., @ = a., @ > a. and makes the stable states appear, where
h(){[

ae > ap satisfies : F,, = fa, (1) du = 0. Numerically we find :
0

a. = 2.878. (6.20)

Furthermore, we impose
bU(

fa(u)du > 0. (6.21)
0
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fa(m)
0 o by M
Figure 6.6: Function f,.
(@) a=2<a (b) apg <a=26<ap ) a=a. d a=4>ac

Figure 6.7: Function —F, for 4 different values of a

Referring to Figure 6.7, this condition means that the stable state b, has negative and minimal energy (—F,(b,) <
0). Thanks to this condition we have:

Ty € (au, ba) it. Falica) = f " Gy du = 0, (6.22)
0

and then Vg € (x4, by), Fo(q) > 0 and F/(q) = fa(q) > 0.
Thanks to Ferrari’s formula we can give an explicit equivalent of the biggest root of f, that we denote by b,.
After a simple computation we find out that

by ~a, (6.23)
and thus we get:
&2
Ko~ o (6.24)

To illustrate we plot & +— b, and a +— F,(B,) in Figure 6.8. From this point on, we will omit the index a.

For understanding convenience, we prefer detailing first the mathematical analysis on the half-space R X IR*.
We adapt then the proofs to the case when we have a boundary.

6.4.2 Study of the pure initial value problem on the half-plane R x R*
The problem (6.14),(6.16) on the half—plane reads as follows:

n Am+ f(m) in RXxR*
m(x,0) = mp(x) in R

(6.25)

153

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

Chapitre 6. Propagation d’un signal dans la cascade MAPK

(a) a > by (b) a > Fu(by)

Figure 6.8: a + b, and @ — F,(b,) fora, < a < 10

A maximum principle.

Two lemmas are very useful to the study of our equation. They are given here without any proof, for more details
see [AW75]. The first lemma is a version of the maximum principle.

Lemma 6.4.1 Letu: RX[0,T] — [0,b] and v : R X [0, T] — [0, b] satisfy the inequalities

w—Au— f(u) 2o —Av— f(v) in (x1,x2) % (0,T]
0<ov(x,0)<u(x,0)<b in (x1,x2)

where —oo < x1 <Xy < +00and 0 < T < oo. Moreover, if x1 > —oo, assume that
0<o(x,t) <u(x,t)<b on [0,T]

and if x; < co assume that
0 <v(xp,t) <u(xy,t)<b on [0,T] .

Then u > v, and if u(x, 0) > v(x, Q) in an open sub—interval of (x1,x;) then u > v, in (x1,x2) X (0, T].
Lemma 6.4.2 Let g : R — [0, b] be a solution of the ordinary differential equation
g+ f(g) =0 in (x1,x2)

where —co < x1 < xp < 0o, Ifx; > —oo assume that q(x1) = 0 and if x, < oo assume that q(x;) = 0. Let v(x, t)
denote the solution of the initial value problem:

vr=Av+ f(v) in RXR",

_ [ in (x1,1),
v(x/O)—{ 0 in R{(xim)-

Then v(x, t) is a nondecreasing function of t for each x. Moreover,

tlim o(x, t) = T(x)

uniformly in each bounded interval, where T(x) is the smallest nonnegative solution of the ordinary differential
equation
"+ f(r)=0

on the whole real line IR that satisfies the inequality

T(x) > g(x) in (x1,x2).
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Stability and threshold results

In our case, because f'(0) < 0, we will see that we need a minimal amount of initial mass to reach the stable
stationary point x = b. In this section, we give two results : the first one shows that if the initial condition is too
small then the solution of (6.14) tends uniformly to zero as t tends to infinity. The second on the contrary shows
that if initially we have enough mass then the solution tends to b as f tends to infinity.

The following lemma shows that the state m = a is unstable.

Lemma 6.4.3 Let m : R X R* — [0, b] be a solution of (6.14) and f(u) < 0in (0,y]. If my : R — [0, y], then
tlim m(-,t)=0
uniformly on R.

Proof. Let v be the solution of the initial value problem

v = Av+f(v),
o(x,0) Y.

Then, since the initial condition does not depend on x, v does not depend on x and satisfies the relation

t= [ wr a

Hence v goes to zero as t — oo since f(0) = 0.
Since v(x, 0) > m(x, 0), the Lemma follows from Lemma 6.4.1.

For any p € [0, a) we define
fQw)

u=p

s(p) = sup{ , UE(a, b)}. (6.26)

Notation 2 [n what follows we shall use the following usual notation:
[u]* = max (u,0).
Theorem 6.4.4 Lerm : R X [0, T] — [0, b] be the solution of equation (6.14). If for some p € [0, a)

21

j:oo[m(x, 0) - p]"dx < o)

@-p)
then

tlim m(x,t) =0
uniformly on R.

Proof. Fix p € [0,4).
Step 1: Construction of an upper—solution w. Let w(x, t) the solution of

Wy
w(x,0)

Aw + s(p)w
[m(x,0) — pI*.

Using lemma 6.4.1, we get w > 0 and then w = [w]*. Since s(p) > 0 and f(u) < 0 in [0,4) we have f(m) <
s(p)[m — p]*. Let

u(x, t) == m(x,t) — p,
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then
v — Av —s[v]" < dym — Am — f(m) =0 = dyw — Aw — s[w]".

Using again lemma 6.4.1 we get v(x, t) < w(x, t).
Step 2: It exists 17 such that w + p < 1 < a. Moreover, dy(we™*") — A(we™) = 0, thus, using the heat kernel:

1 C_eg?
wlx, ) = e“f e~ [m(&,0)—p]tdE
w0 = g | meo -
< esff m(&,0) — p]*t d&
e 700[ (&,0)-pl
1
Let us fix now t = ——, we get:
25(p) "

1 .
w(x,zs(p)) < \/%’?L[m(am—prda —in-p<a-p

and thanks to the hypothesis 1 < a.
We conclude using lemma 6.4.3.

Theorem 6.4.4 shows that the state m = 0 is locally stable while Lemma 6.4.3 proves that the state m = a is
unstable. In what follows, we show that m = 0 is not globally stable.
Thanks to (6.21) we have:

dk € (a,b) s.t. F(x) = fk flu)ydu =0, (6.27)
0

and then Vg € (x, b), F(q) > 0 and F'(gq) = f(q) > 0.
For all B € (x, b) we define the length

p 1
g 2]0‘ \/m du. (6.28)
Finally, let gp be the solution of
a5 + f(qp) =0, (6.29)
with
150) = and 0) = VI
such that

L,
545+ F@p) = FB).
These conditions imply
4
s > 0, q5(0) = q(Lp) = 0 and gg(x) < g4 (Eﬁ) on (0, €).

For more details see Appendix 6.8.

Theorem 6.4.5 Let m : R X [0, T] — [0, b] be the solution of the equation (6.14). For some 3 € (x, b) and some

X assume
m(x,0) = gg(x —xo) on (xo,x0 + {p)
then
tlim m(x, t) = b.
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Proof.
Step 1: We apply Lemma 6.4.2 with g(x) = gp(x):
let define

v = Av + f(v),

_J gp(x—x0) on (xo,x0 + {p)
v(x,0) = { 0 on IR\ (xo,xo + £p).

t — v(x, t) is a nondecreasing function and

lim v(x, t) = 7(x),

t—oo

uniformly on each bounded interval, where 7 is the smallest nonnegative function of
™+ f(r)=0

on R which satisfies 7(x) > gg(x — xp) on (xo, +x0 + {p).
Step 2: We prove now that 7(x) ¢ [«, b), Yx € IR. Let us assume the contrary and get a contradiction. Suppose
that

dxy st a=1(xg) € [x,b)
then
1
§f2+Hﬂ=k2me

since 7’2 > 0. Thus —=— is integrable on [0, @] and 7(x) is implicitly defined by the equation

Vi—Fu)

x:xoif“L,
« 20— Eu)

where the sign is determined by the sign of 7/(x(). Hence 7(x) vanishes with 7/ # 0 at a finite value of x. Then 7
can not be nonnegative and we get a contradiction.

b b
T XQ+E Zl]’g E :‘B>K,

then by continuity and because 7 is the minimal solution, we get

Step 3: Note that

T(x) =D,

which proves the theorem.

Theorem 6.4.5 shows not only that the state m = 0 is unstable under compactly perturbations, but that m = b is
stable under such disturbances. Both Theorem 6.4.4 and 6.4.5 bring to light a threshold phenomenon: a disturbance
of bounded support of the state m = 0 which is sufficiently large on a sufficiently large interval grows to b, while
a not sufficiently large perturbation tends to vanish. We will find again this behavior for the system written on the
quarter—space IR* X R* with a boundary at x = 0.
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Figure 6.9: Trajectories for small value of c. The upper line is deduced by symetry.

Propagation

In this section we look at solutions of (6.25) as wave fronts. To this end we introduce the coordinate

E:=x—ct, with ¢>0, (6.30)
and the new function
v(&, t) = m(& + ct, t). (6.31)
Then, equation (6.25) becomes
v = Agv + cvg + f(0). (6.32)

Note that all the two Lemmas 6.4.1 and 6.4.2 can be extended to this equation.
We are interested in the steady—states equation corresponding to equation (6.47), which is

q" +cq’ + f(q) =0, (6.33)
that can be written as a first order system

9 =p

, 6.34

po= —op-f@) (3%

The functions p(&) and g(&) corresponding to a solution of (6.34) give a trajectory in the phase plane. Such a
trajectory satisfies

d__ @

for # 0. (6.35)
dg 4 P

In the case c = 0. Each trajectory in the phase plane satisfies an equation of the form
1,
5P +F(g) =C.

Let fix 1, k < 17 < b. We have F()) > 0. Then for any ¢, such that 0 < € < 4/2F(7), the trajectory through (0, —¢)
satisfies

1 1
F(n) > 5¢* + F(0) = 5p” + F(g),
which implies that the trajectory is confined in the strip O < g < 1. Hence by symmetry, the trajectory crosses the
p = 0 axis at (a, 0) and the g = 0 axis at (0, €). By continuity this holds true for small velocities : there exists ¢(¢)

such that for all ¢ € [0, &(¢)) the trajectory crosses the p = 0 axis at (o, 0) and the g = 0 axis at (0, &) with & > 0.
See Figure 6.9.
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(b,—v)

Figure 6.10: Trajectories and the line A defined at (6.36) for c large enough.

In the case ¢ > 0. Since in our case we always have c> > 4 £7(0) the eigenvalues of the jacobian matrix of
System (6.34) are real, there is no spiral point in (0, 0) and there exists one non trivial trajectory through (0, 0). In
fact, if we seek a linear solution around the origin p = ag we find out that a should satisfy a® + ca + f'(0) = 0
which has a real solution if ¢> > 4f’(0) which holds here since f’(0) < 0. The unique trajectory through (0, —¢)
with € > 0, can not cross the trajectory that goes to the origin (Cauchy property). Hence if we take the limit
trajectory as v decreases to 0 we obtain a non trivial trajectory going to the origin. We denote by T, this extremal
trajectory.

We define
fu)

0:= sup —.
uefob] U

Note that ¢ > f’(0) and f(u) < ou for u € [0, b]. It follows that for any trajectory T,

at any point of T where g € [0, b] and p < 0. Furthermore
1
. - _Z V2 — )
A: p= 2(c+ cc—4o)q (6.36)

d
b
dg
and thus the trajectory through (0, —¢), with € > 0 lies under the line defined by (6.36). As ¢ tends to 0 we note

that T, is bounded above by the line defined by (6.36) and in particular connects the origin to a point of the shape
(b, —v) with v > 0. See Figure 6.10. Thus,

is a solution of

¢ :=inf{c>0: v >0s.t. (b,—v) € T} (6.37)

is well defined. In what follows, we show that ¢* is the asymptotic speed of propagation associated to Equa-
tion (6.14) and that the limit trajectory T, connects the origin to (b, 0).

Theorem 6.4.6 Let m(x,t) € [0,b] be a solution of equation (6.14) in R X R*. If for some x
m(x,0)=0 in (xo,00),

then for each & and each ¢ > c*,
tlim m(& +ct, t) = 0.

Proof. Step 1: Let g.(x) denote the solution of the steady state equation (6.33) in IR* which corresponds to the
trajectory T.. Since g, = p (see (6.34)) and p is nonpositive along T, g, is decreasing and has a limit as x tends to
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zero which is necessarily 0. Let us define w = b — m. To prove the result we are going to show that the limit of w
as t tends to infinity is larger than b.
The function w satisfies

wy = Aw - f(b—w).
We apply the extension of Lemma 6.4.1 and 6.4.2 with g = b — g.(x — x¢) in (X, ©0). First Lemma 6.4.1 shows that
b—g.(&—x0) Sw(&+ctt) in (xp, ) x R
Let us define then the function v such that
vy = A0+ cog + f(0)
and

_ [ b—qE-x0) in (x0,00)
b—v(é,o)—{o ' in le(xo,OO)

Again using Lemma 6.4.1, we get
b—ou(& ) <w(& +ctt) in (xp,0) X R".

Futhermore, Lemma 6.4.2 shows that

tlim v(&, ) =1(¢),
where b — (&) is the smallest nonnegative function of
™ +ct’+ f(1)=0 in R,

which satifies the inequality

b—1(&) 2b—-qc(E—xp) in (xp, ). (6.38)
Finally, it proves that
li¥n inf(b — m(& + ct, t)) = b —t(&). (6.39)

Step 2: We must show now that 7(&) = 0. For any ¢ > 0 the trajectory T, has slope s~ at the origin, where

s = %(—c— \/c? —4f’(0)).

Moreover, T, is the unique trajectory with this slope at the origin and any other trajectory which approaches

the origin with g > 0 must have the slope
(—c + 4fc2 — 4f’(0))
at the origin.

Since ¢ > ¢, the trajectory T stays in the half-plane p < 0 for g € (0,b] and contains a point (b, —v) with
v > 0. Suppose that 7(&) # 0. Then the corresponding trajectory has either the slope s* or s~ at the origin. But it
follows from (6.38) that the trajectory T should stay on the left of T, in particular at the origin. Since T, has the
slope s~, we deduce that necessarily T has also the slope s~ at (0,0) and by uniqueness T = T,. This leads us to a
contradiction because there exists C € R such that 7(C) = b and 7/(C) = —v < 0. Hence (&) > b for some & <
and this contradicts the nonnegativeness of the function b — 7. We conclude that T = 0.

Step 3: Equation (6.39) and the positiveness of m prove the theorem.

st =

NI~

The following theorem gives the existence of a wave solution with velocity c.
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(1,0) (11,0

Figure 6.11: If (1) # 0

Theorem 6.4.7 The trajectory corresponding to the asymptotic speed of propagation, T, goes from (b, 0) to (0,0)
in the lower phase plane.

Proof. We have already shown that the trajectory T, exists and lies in the half-strip g € [0,b], p < 0 at least in a
neighbourhood of the origin. T~ is minimal in the sense that there is no other trajectory which reaches the origin
and lies below T.

Step 1: We first show that T~ must cross the (p = 0) axis at some point 7 with f(n) = 0. Suppose that T
does not cross the (p = 0) axis, then it holds true for slightly smaller values of ¢ which contradicts the definition
of ¢*. Hence T~ crosses the (p = 0) axis at some point (1, 0) with € (0, b]. Suppose f(n) # 0 then necessarily

f@

f(n) > 0: in fact T, must go in the negative g—direction as p < 0 (see (6.34)) which implies that —c — should

be positive as (g, p) tends to (1,0) which is true only if f(1) > 0. Then there exists 1; such that f(m;)a > 0 and
m > 1. The part of the trajectory T, that goes through (11, 0) lies below T, and crosses the (g = 0) axis at (0, —v)
with v > 0. By continuity, T, for c slightly greater than c¢*, will be bounded from below by T and can not cross the
half line g4 = b, p < 0 which contradicts the definition of ¢*. (See Figure 6.11.) We conclude that T, hits the axis
(p = 0) at a point (17, 0) where f(1) = 0.

Step 2: Let us show now that 7 = b. Since the trajectory nearby the origin lies in the half—plane p < 0 and,
according to (6.35), if f(g) < O then the slope of T,-is negative and the trajectory can not cross the (p = 0) axis at a
zero of f which is the right end point of an interval where f is negative. Thus T,- must hit the (p = 0) axis at (b, 0).

O

Theorem 6.4.8 Ler m : R X [0, T] — [0, b] be a solution of (6.25). Suppose that tlim m(x,t) = b. Then for every

c with |c| £ ¢* and each &
tlim m(& +ct, t) = b.

Proof. Step 1: There exists a trajectory T that goes from a point on the positive p—axis to a point (f,0) and from
there to a point on the negative p—axis.

Theorem 6.4.7 shows that T, goes from (b, 0) to (0, 0) in the lower phase plane. Consider any ¢ < ¢*. Because
of equation (6.35), the trajectory T lies above T, and crosses the g—axis at a point (1, 0), with 7 € (0, b). Then if

B € (x,b) (thus f f > 0), with x defined in (6.27), the lower part of the trajectory T through (5, 0) stays below

0
T.. Therefore, T goes to the negative p—axis. Since f(u) > 0 nearby u = f, the slope of T is negative in the upper
half—plane in a neighborhood of (5, 0). Moreover, the slope is bounded below when p is bounded away from zero.
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Therefore the trajectory does not go to infinity. From equation (6.35), we get:
d
dr_ _f@

dg = p
which leads to the following inequality:

i
f f@dq <p*(qo),  Yq0 € (0,B), p > 0.
qo

As a consequence the trajectory T can not cross again the g—axis and necessarily it crosses the positive p—axis.
Step 2 : We have shown that for each c € (0, c*) there is a trajectory T which connects the positive p—axis to the

negative p—axis. T crosses the g—axis at a point (8, 0) with 8 € (, b), and lies in the strip g € [0, B]. Let g3 be the

corresponding solution of g” + ¢q” + f(g) = 0 for which g4(0) = 0, q;;(O) > (. This solution is positive on a finite

interval (0, ) and g(6) = 0. Moreover, gg(x) < < b. Since we suppose that }Lrglo m(x, t) = b, uniformly on each
interval, there is a time 6 so that
m(x,0) > B > qp(x) on [0,0].
Recalling that v(&, t) = m(& + ct, t), the previous property can be written as follows:
v(&,0) 2B 2qp(&) on [-cO,6—cO]
We apply the extention of Lemma 6.4.2 with q(&) = qg(&) : let define
0y = AT + s + f(D),
(&, 0) = { gﬁ(é) on flg\c(e—'fejécg)ce).
Then
lim (&, ) = 7(2),
uniformly on each bounded interval, where 7 is the smallest nonnegative function of
"+t + f(r) =0

on R which satisfies 7(¢) > gg(&) on (—c6,6 — c6). Furthermore, note that according to the extension of
Lemma 6.4.1 we have

v(&, t) = 0(E, 1).
Step 3 : We show now that T = b. Suppose that the trajectory corresponding to 7, designed by T, crosses the g—axis
mpoint (n¢,0), with 8 < 17, < b. Then similar arguments as in Step 1 show that T connects the positive p—axis
to the negative p—axis. Thus there exists &y such that 7(&p) = 0 and 7'(&p) > 0 which is in contradiction with T
nonnegative. Thus, T = b, and since we suppose m(x,t) < b we end up with:

tlim m(& +ct, t) = tlim (&, t) =D.

6.4.3 Study of the initial-boundary value problem (6.14)-(6.16) in the quarter—space
R* x R*
The problem (6.14)—(6.16) is rewritten just below:

my=Am+ f(m) in R" xR,
m(x,0) = mp(x) in R, (6.40)
m(0,t) = ¥(t)  in R,

where ¢ is a given function, 0 < ¢ < b. To be consistent we suppose

P(0) = mo(0).

162

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

6.4. Stability and wave propagation

A maximum principle.

The proofs we made in the previous section were essentially based on the two Lemmas 6.4.1 and 6.4.2. To adapt
the previous proofs to the problem (6.40) we give below an extension of Lemma 6.4.2 to the initial-boundary
problem (6.40).

Lemma 6.4.9 Let q: R — [0, b] be a solution of g + f(q) = 0 in (x1,x2) with x1 > 0, and let q(x1) = q(x2) = 0.
Let v(x, t) denote the solution of the initial-boundary value problem

v =Av+ f(v) in R"XR*

[ qx) in (x1,x2)
U(X,O)—{ 0 in ]R}r\(;LXZ)
0(0,t) = ¢(t) in R,

where ¢ is supposed nondecreasing and such that $(0) = 0 and 0 < ¢ < b.
Then v is nondecreasing with respect to t and

tlgg o(x, t) = t(x)
where T is the smallest nonnegative solution of
™+ f(1)=0 in R*
which satisfies the inequalities

7(0) > tlgg o(t) and T(x) > q(x) in (x1,x2).

Moreover, the convergence of v to T is uniform on each closed bounded interval in the interior of R*.

Stability and threshold results

Again, since f’(0) < 0, we need a minimal amount of mass injected in the system either through the boundary to
reach the stable stationary point x = b or through the initial condition. In this section, we give two results : the first
one shows that with no initial mass, if the boundary condition is too small in L*—norm then the solution of (6.40)
tends uniformly to zero as t tends to infinity. The second shows that if the boundary condition combines a long
enough support and a not too small value on this support then we observe a wave front. We have also as previously
a condition on the initial condition that ensures the convergence to the steady state b.

For v € [0, k) (where «x is defined at (6.22)), let us denote g, a solution of

7+ f(@)=0 in R, (6.41)

with 4,(0) = v.
In our case there is a solution of (6.41) such that

lim ¢, (x) = 0.
X—00
In fact, choosing g;,(0) = —+/—2F(v), where F is the primitive of f which vanishes at 0 (see (7.55)), one can prove
using the first integral
1 /
Equ + F(ﬂv) =0
that the function converges to zero.

Theorem 6.4.10 Let m : R* X RT — [0, b] be the solution of the problem (6.40) with my = 0. If

v =sup (t) <x,
teR*

then m(x, t) < q,(x). In particular,
lim lim sup m(x, t) = 0.

X—00 f—00
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Proof. It is a consequence of Lemma 6.4.1.

The following Lemma shows that the stationary states a is unstable and 0 is locally stable. It is an extension of
Lemma 6.4.3.

Lemma 6.4.11 Ler m : R* X R* — [0,b] be a solution of (6.40) in R* x R* and f(u) < 0in (0,y]. If
mg : R* — [0, ] and supg. Y(t) <y, then

lim lim sup m(x, t) = 0.

t—oo

Proof. Stepl: Let w be solution of

wy = Aw+ f(w) in R* xR,
w(x,0) = vy in RRY,
w(,t) = y in R*.

Applying Lemma 6.4.1 we get m(x, t) < w(x, ) in R* X R*.
Step 2: Since f(0) = f(a) = 0, Lemma 6.4.1 shows that 0 < w(x, f) < a in R* X IR*. Furthermore note that
f <0on[0,a] thus

wy—Aw < wy — Aw — f(w) =0 =u; — Au,
where 1 = y in R* X R*. Applying again Lemma 6.4.1, we get w(x, t) <y in Rt x R*.

Step 3: Note that on [0, y], f(x) < — %

x =: —C,x with C,, > 0. Let v be the solution of

v = Av-Cyv in R" xR,
v(x,0) y in R,
v(0, 1) Y in RR*.

Using again Lemma 6.4.1, we show that w(x, t) < v(x, t) thus m(x, f) < v(x, f) in R* X R*.
Step 4: Finally, 3(x, t) = e©* (v(x, t) —ye” \/Ex) is the solution of

5 = AD in R* xR,
5(x,0) = y(l—e“/C_V") in R,
50,8) = 0 in R*.

It is easy to see that 3(x, f) < y in R* X R*, thus tlim u(x, t) —ye” VG = 0 and we conclude that

lim lim sup m(x, t) = 0.
X—00 t—00

The following Theorem 6.4.12 is the extention of Theorem 6.4.4 when we add a boundary condition at x = 0.
The proof is the same than for Theorem 6.4.4 : the treatment of the boundary condition with the heat kernel requires
a bit more computations but the idea is exactly the same.
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Theorem 6.4.12 Let m(x,t) : RY X R* + [0,b] be the solution of (6.40). Suppose that for some T € R* and
some p € (0,a),
() <p in (T,) (6.42)

T
)T{ 4n(se(;(§")+ 1) f [mo(y) = pI" dy +s(p) \/% j; O [(t) - p]* dt] <a-p.  (643)

lim lim sup m(x, t) = 0

X—00 00

Then

Proof. Fix p € [0, a).
Step 1 : Construction of an upper—solution w. Let w(x, t) be the solution of

wy = Aw+s(p)w in R*xRY,
w(x,0) = [mo(x)—p]" in R,
w0, = [v®t)-p]" in R

Using Lemma 6.4.1 we get w > 0 and then w = [w]*. Since s(p) > 0 and f(u) < 0 in (0,4) we have f(m) <
s(p)[m — p]*. Let v(x, t) := m(x, t) — p, then

—Av—s(p)[v]" <my— Am — f(m) =0 = w — Aw — s(p)[w]”.

Using Lemma 6.4.1 again we get v(x, t) < w(x, t).
Step 2 : There exists 77 such that w + p < 1 < a. Let us define for (x, ) € R* X R*,

w(x, t) == w(x, e P

and
Wi, t) = (B = [p(t) - p]" ",

Then W satisfies

W= AW = =9, ([p(t) - p]" e=0) in R* xR,
W(x,0) = [mo(x)—p]" - [v©0)-p]" in R,
W@O,t) = 0 in R".
Let us now extend function W to IR as an odd function:
AW = =9, ([Y(t) - p]" e=P") sg(x) in R*XR,
W(x,0) = ([mo(sg()x) = pl* = [1(0) - p]*)sg(x) in R,
W(QO,t) = 0 in IR*.
where
_ 1 if x>0
W= 1 if x<0
Note that

Yx e RY, W(x) = W(x).
Omitting the overlines and using the heat kernel, the solution reads as follows:

W = [ eﬁ (Imo(sgC)) — pI" = [9(0) — pI*) sg(w) dy

t ‘I(fyt") + —s(p)o
_fo fm \/in(T ([(0) = pI" €7 sg(y) dy do.
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Let us denote ¢(0) = [¢(0) — p]" e, and after an integration by parts, we get:

= l/\z

e — P
f N7 [mo(sg(y)y) = p]" sg(y) dy + f fR S \/-e(t_))m( Ixt_zl +2)sg(y) dy g(o) do

t
- 10+ [ Bt
0

Wi(x, t)

Let us find an upperbound for I;:
ke y\z

f N [mo(sg(y)y) — p]” sg(y) dy

Ii(t)

f\/b_ymo(y) I" dy- f \/imo (-y)-pl"d

< f \/— [mo(y) —p]” d
1 . +
< T [mo(y) — p]” dy.

In particular,

| o
h (T * @) N\ TGpT+D fo [moly) =

Let us compute the spatial integral I:

. :f i (_|X—]/|2+2)Sg(y)dy
R8VA(t—0)2\ t-o0
]R+8\/Et—0)3/2 t-o 8‘/_t_ v\ t-o
= 1

N

e (42 +2)dz

[ ze @ ]zﬂ
\r(t — o) —
o112
< —_

V27i(t - o)

Finally, thanks to (6.42) we get

T (p) i}
I s(p)t
fo 2(0)8(0) d f [y(t)—p]" d

To conclude,

B O o L) I (e T
Wle T+ )< oy [ tow =1 dys S25) [yl
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which thanks to (6.43), leads to
dn<a, st wt)<n—-p (x1)eR" xR

We conclude using Lemma 6.4.11.

Theorem 6.4.13 Ler m : R* X R* — [0, b] be the solution of (6.40). For some B € (x,b) and some xo > 0
assume
mo(x) > q,;(x —-x0) on (xg,x0+ fﬁ) (6.44)
then
lim lim m(x, t) = b,

X—00 t—00

where f,g and qg are defined at (6.28) and (6.29)

Proof. The proof is exactly the same as the one of Theorem 6.4.5, using Lemma 6.4.9 instead of Lemma 6.4.2.

O

Theorem 6.4.14 Let m : R* X R* — [0, b] be the solution of (6.40). Let x defined at (6.22). If for any p € (x, b)
there is a positive time Tg such that

() =B on  (to,to+ Tp) (6.45)

for some nonnegative t,, then
lim lim inf m(x, t) = b.

xX—00 t—o00

Proof. Step 1: Let x be a smooth function such that

] 0 on (=00,0),
X(t)_{ﬁ on (1,00).

Let w denote the solution of
wy=Aw+ f(w) in RxRY,
w(x,0) =mp(x) in RT,
w(0,t) = x(t) in IR*.

Using Lemma 6.4.9, we get
tlim w(x, t) = 7(x),

where 7 is the smallest nonnegative solution of

T/, + f(T) = OI
{ 7(0) = Band 7(x) > mo(x) on R. (6.46)

Step 2: Let us show that the problem (6.46) has only one solution since § > «. The first integral gives us

SR+ F@) = (O + F@) = k= E§) > 0.

First of all, T can not vanish at some point : if 7(xo) = 0 then (7/(x())?> > 0 which is in contradiction with 7 being
nonnegative. Assume next that there exists xo such that ’(xo) = 0, then

VXER, S () = Frlw) - F).
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Furthermore F(t(xo)) > F(B) and F is increasing for x > f. This shows that 7" < 0 on [xo — /1, xo + k]. Finally,
Vx € R, v < 0. This implies that 7/(x) = —+/k — F(t) < —+/k — F(B) and necessarily, T vanishes at some point
which is a contradiction. Finally 7’ > 0 and then 7 is increasing.

7T is increasing and bounded by b, it has a limit which is necessarily b and according to the first integral we get

©(0) = J2(F(b) = F(B)).

Then 7 is uniquely determined and since 7" > 0 we have 7(x) >  on R}.
Step 3: Recall the function gz is defined at (6.29). Since the convergence of w(x, t) towards T(x) as ¢ tends to
infinity is uniform on each bounded interval, in particular, w(x, t) converges to 7(x) uniformly on [1,1 + €3], where
g is defined at (6.28).

Thus there exists a time T such that

w(x, Tg) > qp(x—1) on [1,{g+1].
Futhermore, thanks to (6.45) {(t + to) > x(t) on [0, Tg]. Lemma 6.4.1 shows that
m(x,t +tg) > w(x,t) on R*x[0,Tg],
and since
w(x, Tg) 2 qg(x—1) on [1,1+ ],

we get
m(x, Tﬁ + f()) > q[g(x - 1) on (1, fﬁ +1).

Step 4: Let u be the solution of

up=Au+ f(u) in R"xR"

elsewhere

u(x,O):{ gﬁ(x—n in (1,1+£)

u(0,£) = x(t)
Lemma 6.4.9 shows that tlim u(x, t) = T(x) where 7 is the smallest nonnegative solution of 7”7 + f(t) = 0 which

satisfies 7(0) > lim; e x(t) = p and T(x) > gg(x—1) on (1,1 + £5) and since m(x, Tg +to) = qg(x—1) in (1,1 + {p),
Lemma 6.4.1 shows that m(x, t) > u(x, t).
Step 5: Finally,

li¥n infm(x,t) > 7(x)
which implies
b > lim li¥n infm(x, t) > lim 7(x)
X—00 -0 X—00

and since
‘(15 +1)> f—ﬁ =8>
T zﬁ —qﬁ 2 _ﬁ K

the same argument as at step 2 shows that 7 is increasing and tends to b as x tends to infinity. This allows to
conclude that

lim lim inf m(x, t) = b.

xX—00 t—o00
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Theorems 6.4.13 and 6.4.14 show not only that the state m = 0 is unstable under compactly supported per-
turbations, but that m = b is stable under such perturbations. Theorems 6.4.4, 6.4.13 and 6.4.14 bring to light
a threshold phenomenon: a disturbance of bounded support of the state m = 0 which is sufficiently large on a
sufficiently large interval grows to b, while a not sufficiently large perturbation tends to vanish. The reader has to
note that sufficient conditions to have the convergence to the steady state b are given on the initial condition or on
the boundary condition. One can imagine that if we have a boundary condition and an initial condition which do
not fulfill the conditions (6.43), (6.45) and (6.44), with the initial condition "close enough’ to the positive boundary
we can observe a convergence to the steady state b, where "close enough’ has to be understood in the sense that we
need enough mass in a small area at the same time. This will be investigated numerically at Section 6.5.1.
Propagation

In this section we look at solutions of (6.40) as wave fronts. We use again the moving coordinates introduced at
(6.30)—(6.31). Then the set R* x R* is mapped onto the set {(&, t) : & > —ct, t > 0}. Equation (6.40) becomes

v = Asv + cvg + f(0). (6.47)

Note that both Lemmas 6.4.1 and 6.4.9 can be extended to this equation. In particular Lemma 6.4.9 is extended as
follows.

Lemma 6.4.15 Let q : R — [0,b] be a solution of " + cq + f(q) = 0 in (&1,&2) with & > 0, and let
g(&1) = q(&2) = 0.

Let v(&, t) denote the solution of the initial-boundary value problem

v =Av+cos+ f(v) in {(E1):E>—ct, t >0},

_ )] a@) in (&1,&),
v(,0) = { 0 in {(&B):E> —clt, t2> 0} \(&1, &2),

o(—ct,t) =0 in R*.

Then v is nondecreasing in t and

lim (&, ) = 7(2)
where T is the smallest nonnegative solution of
™ +ct'+ f(r)=0 in R*

which satisfies the inequality

(&) 2 (&) in (&1,&2)

Theorem 6.4.16 Let m(x,t) : RY X R* + [0, b] be the solution of (6.40). The asymptotic velocity c* is defined as
in (6.37).

a) If for some xo, m(x,0) = 0 in (xg, o). Then for any ¢ > c* and any real &

tlim m(& +ct, t) = 0.

b) If lim 11?1 infm(x,t) = b, then for any ¢ € (0,c*) and any real &
tlim m(& + ct, t) = b.

Proof. Point a) is proved in exactly the same manner as Theorem 6.4.6 using Lemma 6.4.15 instead of Lemma 6.4.2.
The proof of point b) is the same as the proof of Theorem 6.4.8.
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6.5 Numerical Study of the Wave Propagation

In this last part of the paper we describe numerical simulations of the system at Section 6.5.1 exploring the behavior
of the solution for several boundary and initial conditions. In Section 6.5.2 we compute numerically the asymptotic
velocity ¢*, and describe its dependence on the parameter «.

6.5.1 Approximation of the solution

We compute the solution using a Crank—Nicolson scheme. It is a scheme of order 2 in space and time with no
stability condition. Let us fix in this section & = 4 > a, defined at (6.20).

Following Theorem 6.4.10 the appearance of a front should depend on the value of sup, {(t). The value of
K, which itself depends on a as defined in (6.22), has a significant influence on the behavior of the system. In
Figure 6.12, we plot the graph of the function x : @ +— x(a). We observe that this function is decreasing:
increases with the degradation term (which is proportional to 1/«). This is relevant biologically : the amount of
mass needed to observe a wave front is reduced when the degradation rate goes down. For the simulation of the
wave front formation, we choose @ = 4, which leads to kx = 1.24. In Figure 6.13, we illustrate the threshold
phenomena stated in Theorem 6.4.10.

Q]

Figure 6.12: x : a — x(a)

Now Theorem 6.4.14 suggests that even when the hypothesis sup, 1(t) > « is fulfilled, the support of ¢ must
be long enough. This is confirmed numerically (see Figure 6.14).

Theorem 6.4.13 states that in case of an homogeneous Dirichlet boundary condition, the initial condition has
to be large enough to ensure the appearance of a wave front. In Figure 6.15, we study the influence of the initial
condition. Note that we choose a gaussian initial profile, because from our point of view it is biologically relevant.
We observe that the output, i.e. the existence of a wave front or not, should depend on the initial mass. This is not
totally true, applying some different shape for a constant initial mass we observe different behaviors : the shape of
the initial conditions has an influence on the output of the cascade. (See Figures 6.16 and 6.17.)

Now, we combine both positive boundary and initial conditions. (See Figure 6.18.) The reader has to note that
there is a delay due to the time needed by the mass located in the boundary to reach the initial condition (compare
for instance the two first line of Figure 6.18). This illustrates in particular our comment on the idea to be ’close
enough’ at the end of Section 6.4.3, page 169.
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6.5.2 Asymptotic velocity
Estimation of the asymptotic velocity

In this section we want to evaluate numerically the asymptotic velocity defined at (6.37). The method we use is a
finite—difference discretization combined to Newton’s method.

At first, the trajectories in the phase plane are given by Equation (6.35), but one should note that the right—hand
side of (6.35) is not defined in (0, 0). Nevertheless, we know the slope of the trajectory at the origin (see the proof
of Theorem 6.4.16 a) Step2). This is why we choose to solve numerically:

dp__._f@

Fri ; ifp #0,
dp 1 . . , (6.48)
30=3 (e = yez-4r0),

p(0) = p(b) = 0.

We want to discretize problem (6.48). To this end we use a regular grid
. b
quO<ql<'~'<qN<qN+1=b, Wlthqi+1—q,‘:Aq:m, N e NN,

and the following forward 1st—order discretization of the problem (6.48) :

i+1 — Pi d i .
Pa =P _ Py = - {@ fori=1...N—1,
Aq dg pi
2 (G )
Ag dq PN
This leads to the following non linear system:
AP =B, (6.49)
where
1 0 0
-1 1
. 0 . :
A:— . : EMN+1,N/ (650)
Aq . .
0
-1 1
0 0 1
P1
P2
P=| : € M1 (6.51)
PN
and
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)

%
(9]
!

In(||c* — ¢

Figure 6.19: Convergence to the asymptotic velocity with respect to the size of the grid.

e JE=i7o)

P
1@

p2
B(P,c") = : € Mns1,1- (6.52)

PN
Note this system is not square. To compute the solution (c*, P) of (6.48) we use a Newton procedure combined
with a dichotomy procedure to initialize reasonably well. Because the finite—difference discretization we use is of
order 1, at the convergence of the Newton method, which is quadratic by the way, we get an error of order Ag. To
confirm this convergence rate, we plot numerically the logarithm of the error as a function of the logarithm of the
size of the mesh. (See Figure. 6.19.) Using a linear regression, we find out a numerical order of convergence of
Toum = 1.22.

Dependence of the asymptotic velocity on the parameter o

At Figure 6.20, we plot the asymptotic velocity as a function of a. The velocity is increasing with a, this is relevant
biologically: the asymptotic velocity goes up when the degradation is reduced.

6.5.3 Influence of the Hill exponent

We want now to compare the results for several values of the Hill exponent /1. Recall that until now, we have been
working with 1 = 4, considered as the typical Hill exponent for the MAPK cascade. For 1 = 2 the non-linearity

(see (6.15)) reads as follows:

am?

m2+1
A Hill exponent equal to 2 appears in other biological models such as the calcium—stimulated—calcium-release
mechamism which happens from calcium sites on the membrane enclosing certain fertilized amphibian eggs

Z(m) =

178

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

6.5. Numerical Study of the Wave Propagation

0.5

Q]

Figure 6.20: Dependence of the asymptotic velocity on the parameter a.

(Mur93]). For more details about the Hill exponent see also [GK81]. Cases i = 2 and h = 4 are both bio-
logically relevant. To complete our simulations we choose to test the case i = 6 with the non-linearity defined as
follows:

amb

Za(m) = mob+m3+ 1

Figure 6.24 displays the shape of the functions m +— z,(m) for the three values of the Hill exponent h =2, h = 4
and 1 = 6. As h increases, the slope is steeper. It would be tempting to correlate the steepness of these curves to
the properties of the wave front: velocity of the wave front and speed of the change of state can be expected to vary
monotonically with /1 (typically, the smaller /1, that is when the slope is less steep, the slower the wave front would
be the naive belief). We shall see that such a deduction is erroneous.

Firstly, we plot in Figure 6.21 the behavior of «x as a function of @ for h = 2, h = 4 and h = 6. As one can see,
the value of « is lower for i = 2 than for i = 4. This means that the amount of mass needed to trigger the wave
front is lower for i = 2 than for i = 4. Isolating this property is important since checking this consequence of the
modeling could be accessible to experiments and the comparison would help in validating the proposed equation.
The results obtained with 1 = 6 however indicate that x is not a monotone function of .

0.0

Figure 6.21: Behavior of x (see (6.22)) with respect to « for three different values of the Hill exponent: h =2, =4 and h = 6.

Secondly, in Figure 6.22 we plot the asymptotic velocity as a function of @ forh = 2, h = 4 and h = 6. What
could be surprising is that the asymptotic velocity c¢*, which is the speed of signal propagation, is lower for 1 = 4
than for 1 = 2. The asymptotic velocity is not monotone with respect to .

179

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

Chapitre 6. Propagation d’un signal dans la cascade MAPK

Figure 6.22: Behavior of asymptotic velocity with respect to « for three different values of the Hill exponent : h = 2, h = 4 and
h=é6.

Thirdly, to precise the comparison for different Hill exponents we plot in Figure 6.23 the time it takes, when
the asymptotic velocity is reached, to switch from the stationary state m = 0 to m = b. To this end we define the
quantity A as follows:

A =2%0.99 - a) - z,'(0.01 - a). (6.53)

We plot in Figure 6.23 the quantity

t=

é*, (6.54)
C

which is expected to be proportional to the switch time. At least it is a function of J, characteristic of the state
transition. Again we note that this quantity is not monotone with respect to 4 the Hill exponent. Nevertheless, for
a small enough, the switch time is smaller for /1 = 4 than for h = 2.

0.050

B
o

0.045H| ........

0.04(}7
0.035:
0.030;
0.025;
0.02(;
0.01;
0.010;

0.005-| /

0.000 L

Figure 6.23: Behavior of the switch time (see (6.54)) with respect to « for three different values of the Hill exponent : 1 = 2,
h=4andh =6.

6.6 Conclusion and perspectives

In this work, we proposed a simplified model for signal propagation in the MAPK cascade. It reduces the problem
to a reaction-diffusion equation for the kinase MAP3K, the molecule Mos in the case of Xenopus oocytes. The
propagation of the downstream molecules of the cascade, MAP2K and MAPK, is slaved to the diffusion of Mos.
While certainly a strong simplification of the dynamics of the cascade, our model has allowed us to study a
number of questions by analytic means and numerical approaches. While the model is too simplified to allow
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Figure 6.24: Function m + z,(m) for three different values of the Hill exponent : h =2, h =4 and h = 6.

a direct comparison with experiment, its study has provided us with a number of key insights that merit further
investigation in more elaborate models. Two results deserve special mention in this context. First, the role of
the nonlinearity in the reaction term, hence the ultrasensitive response. The propagation speed depends on this
nonlinearity, but in an non-intuitive way. There is no direct correlation between the Hill exponent & and the
asymptotic speed of propagation. Definitely the speed of propagation is not monotone with respect to k (and the
propagation speed is less for 1 = 4 than for i = 2). We do not wish to speculate too far about the possible biological
consequences this fact might have, in any case it can be taken as an indication that optimization of the speed of the
propagating front is not a design criterion for the signalling chain.

Second, and in our view even more intruiging, is the role played by the boundary and initial conditions. We
have found that the propagation depends quite sensitively on the details of these conditions. In particular, deciding
whether or not the signal propagates cannot be embodied in a single parameter (say the L™ or the L! norm of the
signal).

In our view, this finding points to an important feature that has so far not been present in the discussion of
the functioning of the MAPK cascade in Xenopus oocytes. These discussions have largely been focused around
bistability indeed, a precondition for all our discussion and ultrasensitivity. Our result hints at another dimension
of the signaling process : how the molecular concentration at signal input is distributed has an effect on signal
propagation. Since the MAPK cascade can be initiated by progesterone in the oocyte, it might be an interesting
suggestion to see whether and how spatial variations in the initial or boundary conditions might be realised and
studied experimentally, and what effects they entail.

The question of the possible role of different initial or boundary conditions is of obvious biological importance.
The decision of an oocyte cell to proceed into maturation may indeed be triggered by different spatial distributions
of activating factors, as well as their concentrations. Two alternative scenarii are therefore possible: either the
cell makes use of its sensitivity to the initial conditions and therefore can tune its reponse accordingly, or, in the
opposite case, molecular architectures inside the cell should be capable of buffering concentration variations in
order to control signal propagation. On the theoretical side, how the scenario delivered by our one-dimensional
model will be modified in more realistic cellular geometries is, of course, an interesting open question.

6.7 Appendix A : Derivation of the expression of the reaction term X[m(x, t)].

The expression of the reaction term depends on the kinetics chosen for the signaling cascade. Typically, the
cascade has two phosphorylation states so that for a two-level cascade with molecules 1y and zp, two respective
phosphorylated states exist, for yo these are called y; and y», and for zp, respectively, z; and z. Recall that m
denote the concentration of the molecule at the cascade entry. Two particular types of kinetics are linear and
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saturated, Michaelis-Menten kinetics. In the latter case, the equations read as, following [AFS04] :

. Ve Vamyq
= - 6.55
Yo Ke+y1i Ks+yo (655)
o= —(o+1i) (6.56)
Vym V.
p o= A TSP 6.57)

Ki+yi Ks+yo

. V1021 V7220
= - 6.58
%0 K10 + z1 K7 + Z0 ( )

z1 = —(ZO + 22) (6.59)

Vsyoz1 Vozo
5 = - 6.60
2 Kg + z1 Kg + Z» ( )

where the V; and K; are reaction speeds and equilibrium constants, respectively, and where the numbering of
the reactions follows the scheme by [KhoOO] which is also used in ref. [AFSO4]. This scheme simply numbers
the reactions sequentially layer by layer, first all phosphorylations, and then all dephosphorylations. Note that if
equilibrium constants are much larger than the molecular concentrations, the linear regime is recovered.
As shown in [RGBBO09], for a particular symmetric choice of the parameters, the system can be rendered
non-dimensional. For this parameter-symmetric case, the introduction of the functions
Yi _ Z

= ==, 61
wi 1+y," i 1+ 2z (6.61)

allows to rewrite the rhs of the equations in a simple polynomial form, from which the fixed-point value conditions
are easy to read off. For the variable w;, they are given by w, = mw; = m?wy.

Exploiting the conservation of molecules y; as expressed by the condition ) ;_o;, ¥; = yr, one finds after
suitable normalization the condition

w1 (%) w3
+ + =1. 6.62
1- w1 1- (%]} 1- w3 ( )
which at the fixed-point reduces to a cubic equation, e.g. for wy,
4mPw) — 3m(l + m+ m*)w) +2(1 + m + m*)wy — 1= 0. (6.63)

which can be solved exactly. The case of linear kinetics can, however, also be recovered by ignoring the highest
order terms of this equation. One then finds

1

1
2Timink 6.64)

wo =
Although the full final expression for wy from the cubic equation does have a more involved form, the degree of
the polynomial remains two as for the linear kinetics. From the fixed-point relation, we have

m2

1
2T mink (6.65)

Wy =

The same calculation can be repeated for the variable g;. One obtains an equation of the same form as (6.63) in the
variable g1, only with m replaced by

(6.66)
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where v = V;/V7o. The same argument can then be repeated leading to

1 &2

= 6.67
21+s+s2 ( )

q2

Putting the equations (6.65) and (6.67) together then leads already for the approximate linear kinetics to an in-
volved expression, however with a polynomial of maximal degree four in the variable m in both denominator and
numerator. This remains the case also after the required transforms back from w; and g; to the original variables
y; and z;. While the full expression obtained from the two cubic equations can still be written down analytically,
it turns out to be yet more involved and less illuminating. For both types of kinetics the Hill exponent is given
by the product of the number of phosphorylation levels times cascade levels, hence four. For convenience in our
mathematical treatment, we replace both involved expressions by the simple expression for L[m(x, t)] used in the
text since we are interested chiefly in the role of ultrasensitivity, i.e. on the value of the Hill coefficient, on wave
propagation. In order to formulate the feedback loop in which MAPK acts back on Mos, m, we follow ANGELI et
al. [AFS04] and write

1= —ym+ 2z (6.68)

in which z, = X[m] acts as the source term.

In our derivation we have assumed a symmetry relation between equilibrium constants. This choice is judicious
in order to derive the analytic formulae, however it does not influence the form of the Hill functions (i.e., the order
of the exponents). It is easy to see that this is indeed the case, e.g. by a systematic perturbation theory around the
symmetric solution, see also the discussion in [Rus09].

6.8 Appendix B : Properties of g5 defined at (6.29)

Let us recall the definitions. For any € (i, b), where « is defined at (6.22), the length 3 is defined as follows

b 1
lg = 2f —du,
0 y2(F(B) — F(u))
where F is defined at (7.55). Let g4 be the solution of
q5 + f(gp) = 0in R",
with
q6(0) =0
and

1
quz +F(q5) = F(B). (6.69)

Let us now show that these conditions imply

£
qp > 0, I]ﬁ(O) = E]ﬁ(fﬁ) =0 and qf;(x) <qp (Eﬁ) = pon (0,{)[;)

¢
qs (Eﬁ) =p: (a) First, we determine the zeros of the first derivative of gg, q}’g. Thanks to the first integral (6.69), if there

exists xp such that q/’g(xo) = 0 then necessarily F(qz(x)) = F(B). Since F is a bijection from [, b] to
[0, F(b)] and non positive on [0, k] (see Figure 6.25), this implies gg(xo) = f.
(b) From the definition,
l g 1
=+ f du.
2 Jo 2(F(gp(x0)) — F(u))
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F(m)u

Figure 6.25: Function F(m) = f f(u) du.
0

Since q;; > 0if gg € (0,B), we can set the change of variable u = gg(y). On (0, ), we have ql's(y) =
V2(F(gp(x0)) — F(qp(y))), thus we obtain

€ﬁ_ de B
E—L‘ Y = Xp.

4
%(gﬁ) =B

¢ ¢ ¢
gp(€g) = 0: We showed that q;g > (0 on (O, —ﬁ), and q; vanishes and changes of sign at ?ﬁ In fact gg(x) < B forx > Eﬁ

Finally, this shows that

2

¢
and we proved previously that 4" vanishes in xo if and only if gs(xo) = . Finally, q’ﬁ < 0on (;, ﬁ) Let

l l
us define now r(u) = g (Eﬁ - u) and s(u) = gp (Eﬁ + u). They are both solution of the following Cauchy

problem:

v+ f(y)
y(0)
¥'(0)

0
B
0.
2

¢
As a consequence, r(u) = s(u) on [0, —ﬁ]. Thus,

f/;

gyt dt

0[[5
- Lpeta
[Tawas [ g0
%

qp(Cp)

2

(G T (G
fo |5 —u du+f0 G| *+u du
8

2

% %
—fz r'(u)du+f2 s’ (1) du
0 0 0
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Chapitre 7

Description et simulation du systeme de
Patlak—Keller-Segel modifié¢ 1D apres
« blow—up »

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’équation de Patlak—Keller—Segel en dimension
d = 1 ot la concentration chimique est donnée par la convolution avec le noyau logarith-
mique. Les mémes équations, posées non pas sur R mais IR?, correspondent au cas classique
originellement décrit par KELLER et SEGEL. Ce travail se situe a la croisée de deux travaux
antérieurs. L'un, réalisé par DOLBEAULT et al. [DS09], décrit le systeme de Keller—Segel
en dimension d = 2 aprés blow—up a I’aide de la notion de mesure de défaut développée
par POUPAUD. L’autre, effectué par BLANCHET et al. [BCCO08], donne un schéma numé-
rique pour le systeme étudié ici valable avant explosion et fondé sur une formulation du
probléme en termes de flots de gradient pour la métrique de Wasserstein. Dans ce qui suit,
nous adapterons les idées de DOLBEAULT et al. au cas de la dimension d = 1 pour obtenir
des équations décrivant le systeéme apres explosion, puis nous utiliserons ce résultat pour
étendre le schéma de BLANCHET ef al. aux temps apres explosion.

Ce travail a été obtenu collaboration avec VINCENT CALVEZ et JOSE ANTONIO CAR-
RILLO.

7.1 Introduction

Le travail présenté dans ce chapitre touche aux phénomenes de chimiotactisme. Le chimiotactisme est la ten-
dance des cellules ou des organismes mobiles & se déplacer dans une direction déterminée sous 1’influence de sub-
stances chimiques, appelées chimioattracteurs. Ce phénomene est essentiel en biologie : trouver de la nourriture
(glucose) en se dirigeant vers sa concentration la plus élevée par exemple. Le chimiotactisme joue également un
role clé dans I’ organisation spatiale des cellules, voire dans 1’auto—organisation lorsque le chimioattracteur est émis
par les cellules elles—mémes (voir par exemple le cas du Dictyostelium discoideum[Wei04, Wei09], Figure 7.1).

En biologie humaine, nous pouvons citer I’exemple de I’angiogenése® lors de la croissance tumorale. Lors
des premiers stades de son développement, la tumeur se nourrit en puisant les nutriments nécessaires a sa crois-
sance dans son environnement par diffusion a partir des vaisseaux sanguins existants. Cette phase de croissance
est dite avasculaire. Cependant, I’oxygene et les nutriments ne pouvant diffuser a plus de quelques millimétres des
vaisseaux sanguins, les ressources nécessaires a la poursuite du développement tumoral deviennent rares. La tu-
meur déclenche alors le processus angiogénique en émettant des facteurs de croissance de I’endothélium vasculaire
(VEGF) qui agissent en attirant les vaisseaux sanguins issus du réseau vasculaire existant vers la tumeur, afin de

8Processus de formation de nouveaux vaisseaux sanguins & partir d’un réseau vasculaire préexistant.
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FIG. 7.1: Dictyostelium discoideum. Agrégats formés d’environ 10° organismes unicellulaires. Ce*“corps pluricellulaire” est
constitué principalement de types de cellules. Les cellules du domaine “spore” forment le pied du champignon et sont
sacrifiées dans ce processus (approx. 80% des cellules). Les cellules du domaine “stalk” au sommet du champignon
sont susceptibles de coloniser d’autres endroits (approx. 20% des cellules).

I’irriguer et lui apporter les nutriments nécessaires a sa croissance [Bil09, BP0OO]. Toujours dans le domaine de la
biologie humaine, nous pouvons également citer I’exemple du développement du réseau de connexions neuronales.

Dans ce qui suit, nous nous sommes intéressés plus particulierement a un modele d’auto—organisation, a savoir
une population de cellules qui produit elle-méme le signal chimique qui les attire.

7.1.1 Le modele parabolique de Patlak— Keller-Segel

Nous considérons une population de cellules en déplacement, qui interagissent entre—elles via un signal chi-
mique en remontant le gradient de potentiel. Nous supposerons de plus une diffusion linéaire des cellules et des
molécules du signal chimique. Le systeme couplé obtenu, dit modele de Patlak—Keller—Segel (PKS), est le suivant :

ap )
3 = Ap-V-(xpVe), t>0,x€QCR,
(7.1)
dc
&5 = Ac+p —ac,

ou p représente la densité de cellules et c la concentration du signal chimique. Dans le cas ou le domaine 2 est
borné et régulier, le systeéme doit étre complété par des conditions aux bords. Dans ce cas, on choisit des conditions
aux bords de Neumann homogenes pour la densité de cellules, permettant de garantir la conservation de la masse
totale, et de type Neumann ou Dirichlet pour la concentration de I’espéce chimique. Dans le systeme (7.1), le
parametre x > 0 représente la chimiosensibilité, ¢ est le rapport des coefficients de diffusion pour les cellules avec
le coefficient de diffusion de I’espéce chimique dans le milieu : ¢ = D, /D,. IL est petit dans le cas des cellules
de grande taille qui ont un mouvement lent (mouvement amiboide ou mesenchymal). En revanche ¢ est d’ordre 1
pour des bactéries en milieu liquide. Enfin & > 0 représente le taux de dégradation. Le dernier paramétre important
est la masse totale du systeme M = p(t = 0, x) dx qui est conservée au cours du temps.

Q
Dans la suite nous prendrons pour €2 tout entier. De plus, nous nous placerons dans le cas quasi—stationnaire

[JL92], qui modélise le fait qu’expérimentalement le coefficient de diffusion pour le chimioattractant est trés grand,
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i.e. € est trés petit. Nous fixons donc maintenant ¢ = 0. Nous supposerons dans la suite que la dégradation de
I’espece chimique est négligeable et ainsi @ = 0.

Dans ce cas (¢ = a = 0 et Q = IR?), c est définie par la convolution avec la solution fondamentale de 1’équation
de Poisson,

1
c(t,x) = o fz log|x — yl p(t, y) dy. (7.2)
R

Ce modele rend compte d’un phénomene de masse critique observé en réalité. Intuitivement, deux phénomenes
sont mis en balance : la diffusion des cellules par agitation brownienne d’une part, et I’attraction des cellules les
unes aux autres via le potentiel du signal chimique d’autre part. Nous devinons que si les cellules sont assez
nombreuses elles vont reconnaitre leurs présences respectives et s’attirer pour former des agrégats. Autrement dit,
nous suspectons qu’au dela d’une masse critique une organisation spatialement non homogeéne de 1’espace par
les cellules émerge. La partie non-linéaire de 1’équation (7.1) exhibe une boucle de rétro—action positive : la ot
il y a beaucoup de cellules, beaucoup de chimioattractant est produit attirant de plus en plus de cellules, etc. Ce
processus est contre—balancé par la diffusion, qui tend quant a elle a disperser les cellules. Pour se faire une idée
simple de cette compétition entre la dispersion par diffusion et I’agrégation par chimiotactisme, nous pouvons faire
I’analogie avec un systéme dynamique trés simple qui combine un terme linéaire négatif (le Laplacien) avec un
terme quadratique positif (I’interaction). Par exemple X = —x + x? présente une dichotomie trés simple : si xo < 1
il y a existence globale des solutions, et convergence vers zéro. En revanche si xg > 11l y a explosion en temps fini
du systeme.

Dans le cas du systéme de Patlak—Keller—Segel, le phénoméne de masse critique est précisé d’un point de vue
mathématique par le théoréme suivant [BDP06, DP04] :

Théoréme 7.1.1 (DOBEAULT-PERTHAME *04) Dans I’espace entier, Q = R? avec a = 0 et € = 0, pour une

donnée initiale pg (I log pol + (1 + lez)) € LY, nous avons Ualternative suivante : la solution est globale en temps
si xM < 87, alors qu’elle explose en temps si xM > 8.

7.1.2 Le modele de Patlak—Keller—Segel modifié

Pour le modele (7.1), le comportement du systéme dépend beaucoup de la dimension. En effet, en dimension
d = 1, ’explosion ne peut avoir lieu [HP04] tandis qu’en dimension d = 3, I’explosion peut arriver pour des
masses arbitrairement petites [CPZ04].

Dans [CPSt], les auteurs suggerent une variante du modele de Patlak—Keller—Segel pour lequel la concentration
chimique est donnée par la convolution avec le noyau logarithmique,

dp d
E = Ap—V(}(pVC), t>0,xe QcRY,
(7.3)
c = —il |z
T Tdp o8ETP

En particulier, le gradient de concentration V¢ en dimension 1 est donné par 1’opposé de la transformée de Hilbert
de p, Vc = —Hp. Remarquons aussi, que dans le cas de la dimension d = 2, ce systeme correspond & (7.1) via la
formulation (7.2) a I’aide du noyau de Poisson. Pour ce systéme modifié, les auteurs montrent un résultat de masse
critique unifié¢ analogue a celui donné au Théoréme 7.1.1 dans le cas 2D “classique”.

Théoréme 7.1.2 (CALVEZ-PERTHAME-SHARIFI TABAR *07) Si Q est [’espace tout entier R? et la donnée
initiale vérifie pg (I log pol + (1 + |x|2)) € LY, alors la solution de (1.3) est globale si xM < 2d%m, et il y a explosion
en temps fini si xM > 2d°m.

Ces systemes, posés en dimensions différentes, ont I’avantage de partager, a une constante pres, la méme
énergie libre, ce qui permet notamment d’obtenir ce résultat uniforme. C’est ce systéme posé en dimension d = 1
qui fera I’objet du travail qui suit. Numériquement, il est intéressant d’avoir une version unidimensionnelle du
systeme de Patlak—Keller—Segel partageant la méme énergie libre. En effet les calculs 1D étant beaucoup moins
colteux, il est vraiment possible de réaliser des études numériques fines du systeme. De plus, cette formulation a
permis d’explorer de nouvelles pistes pour traiter les fonctionnelles d’énergie libre et les flots de gradients associés
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pour la distance de Wasserstein [BCCO8]. Ce travail développe un schéma numérique 1D valable jusqu’au temps
de I’explosion.

L’ objectif de ce travail est en s’inspirant des travaux [DS09], de décrire le syst¢éme de Patlak—Keller—Segel
apres explosion par passage a la limite dans un systeme régularisé, passage a la limite faisant intervenir la notion
de mesure de défaut. Nous voulons ensuite adapter les techniques de [BCCO8] au probléme obtenu, afin de simuler
le systéme aprés « blow—up ». Mentionnons ici les travaux de VELAZQUEZ sur I’étude du systéme de Keller—Segel
apres explosion [VelO4c, Vel04b, VelO4al.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans une premiere partie, nous détaillerons la notion de mesure de défaut
décrite notamment par POUPAUD [Pou02]. Cette notion a été utilisée afin de décrire le systeme de Patlak—Keller—
Segel aprés « blow—up » dans le cas de la dimension d = 2 [DS09]. Nous adapterons ce travail au cas de la
dimension d = 1. Dans une deuxi¢me partie, nous décrirons le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto [Ott01,
JKO98], qui utilise les notions de flots de gradients associés pour la distance de Wasserstein, ce qui nous permettra
de décrire précisément le schéma développé dans [BCCO8]. A partir de ces deux outils, nous introduirons alors un
schéma pour approcher numériquement les solutions du systéme unidimensionnel apreés explosion.

Remarque 14 Dans toute la suite et sans perte de généralité, nous supposerons

M = fpo(t =0,x)dx =1. (7.4)
R

Ainsi le comportement du systéme ne dépend que de .

7.2 Description du systeme apres « blow—up »

Comme nous I’avons mentionné a la section précédente, pour le systeme de Patlak—Keller—Segel modifié (7.3)
en dimension d = 1, il y a explosion en temps fini des solutions si y > 27. L’explosion est un phénoméne
de concentration, ol I’on voit apparaitre des agrégats. Dans ce qui suit nous montrons 1’existence globale de
solutions généralisées, autorisant les solutions mesures. Cela étend en quelque sorte le concept de solution aux
temps apres explosion. Le résultat d’existence est une application de la théorie développée par POUPAUD [Pou02].
Ce travail a déja été fait pour le systeme de Patlak—Keller—Segel 2D par DOLBEAULT et SCHMEISER [DS09]. Pour
ce résultat d’existence, la densité de cellules est caractérisée par 1’ajout d’une mesure de défaut, qui s’annule dans
le cas de distributions régulieres. Ces solutions globales sont construites comme limite de solutions d’un probléme
régularisé.

Partant de ce résultat, une formulation forte est dérivée sous 1’hypothése que la solution généralisée s’écrit
comme somme d’une fonction continue et d’un certain nombre d’agrégats, modélisés par des masses de Dirac
se mouvant le long de chemin réguliers. Nous verrons que contrairement a ce qui est fait dans [DS09], nous
ne pouvons pas supposer la partie continue comme réguliere car dans ce cas le systéme obtenu ne vérifie plus
I’équation de conservation de la masse. La bonne hypothése sera de supposer la partie continue, C' par morceaux,
avec les discontinuités situées aux points de concentration. Elle devra en plus s’annuler en ces points.

7.2.1 Mesures de défaut

En dimension d = 2, d’un point de vue biologique, les points de concentrations représentent des agrégats de
cellules, et la description de la dynamique de ces agrégats et de leurs interactions a la fois entre agrégats et avec
les cellules non concentrées poussent DOLBEAULT et SCHMEISER [DS09] a étudier des modeles régularisés, qui
parfois donnent des descriptions plus précises de la dynamique des processus biologiques. Nous suivons ici leur
raisonnement et appliquons leurs travaux au cas 1D.

Pour cela, dans cette partie, nous nous intéressons a 1’étude du probléme régularisé :

54)6 + 0y (XPS 9x55[PE] - &xpg) =0, (7.5
: 1 :
5.0p10,20 = — [ og(ix =yl + p“(t ), 6)
R
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complété par la condition initiale
pf(t=0)=po € LL(R) N L¥(R). (7.7

La régularisation consiste en 1’ajout d’une petite quantité ¢ dans le logarithme afin de s’éloigner de la discon-
tinuité en 0.

Notre objectif dans cette section est de caractériser la limite des solutions a ce probleme lorsque ¢ tend vers
z€ro, globalement en temps et quelque soit la valeur de y.

7.2.2 Convergence de mesures : rappels et notations

Dans cette courte partie, nous rappelons quelques définitions de convergences dans le cadre mesure et nous
rappelons le théoreme de Prokhorov qui permet d’obtenir de la compacité dans un espace de mesures.

Définition 7.2.1 Soit M'(IRY) I’ensemble des mesures bornées sur R, & savoir I’ensemble des formes linéaires
continues sur C°(IR?). Nous notons M. le sous—ensemble des mesures bornées positives de R?.

Soit ¢ une suite de mesures de MY(RY).

N
Définition 7.2.2 On dit que " € (Ml(]Rd)) converge vaguement vers i € MY(RY), si elle converge dans
MY(RY) - faible — *, a savoir; pour toute fonction ¢ € CO(R?)

f PO () dx —> f PCOu() dx 78)
RY n—eo Jpa

Pour des suites de mesures positives " € ML (IRY) nous disposons d’une notion de convergence plus précise :

Définition 7.2.3 On dit que u" € ML (RY) converge étroitement vers u € ML(RY) si elle converge vaguement et
si de plus

lim p"(RY) — p(RY).

n—oo

Dans ce cas, (7.8) est vérifiée pour toute fonction test ¢ continue bornée.

N
Définition 7.2.4 On dit qu’une suite u" € (Mi(]Rd)) est tendue ( ‘tightly bounded’ en anglais) s’il existe une
constante M > 0 telle que
Vi1, (R <M,

J (7.9)
sup u"(R\Bg) — 0,
neN R—oo
oit By représente la boule de rayon R dans RY, centrée a l’origine.

La condition (7.9) est le critere de Prokhorov qui assure que la suite est compacte pour la topologie étroite sur les
mesures.

N
Théoréme 7.2.1 (Prokhorov) Soit (u"),., € (M}r(]Rd)) une suite de mesures tendue. Il existe une sous—suite

(1) et une mesure u € ML(R?), telles que (™) converge étroitement vers L.

En conséquence, une suite de mesures positives qui converge vaguement est étroitement convergente si et seule-
ment si elle est tendue.

Afin de préciser la problématique qui va nous amener a introduire la notion de mesure de défaut nous citons le
résultat suivant :

N
Lemme 7.2.5 Soit (u"),., € (/\/ﬂr (]Rd)) une suite de mesures qui converge vaguement vers (. Soit F C R? tel

que (F) = 0. Alors pour toute fonction @ Borélienne de R? & support compact et continue en tout point de R?\F,
ona

fqo(x)y"(x) dxﬂ:;f(p(x)y(x) dx.
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Le lecteur intéressé trouvera une preuve de ce Lemme dans [Sch81], chap IV, paragraphe 6.
L’idée sous-jacente au travail qui suit est la suivante [Pou02]. Supposons que p(F) # 0 et que les discon-
tinuités des fonctions ¢ sur F soient précisées. Le Lemme 7.2.5 ne peut étre appliqué et les limites des suites

f @(x)u" (x) dx doivent étre caractérisées a I’aide d’une mesure de défaut.

7.2.3 Estimations a priori et mesure de défaut diagonale

Théoreme 7.2.2 Pour tout € > 0, le probléme (7.5)—(7.7) posséde une solution globale vérifiant pour tout t > 0

p*(, t) € Li(R) N L*(R), (7.10)
I, Oy = llpolliiry = M, (7.11)

et .
I, DIy < c(l + 5_2) (7.12)

ol C est une constante indépendante de ¢.

Preuve. La régularisation du potentiel permet de raisonner, au moins sur un intervalle de temps assez petit, par
des arguments de point fixe standards. Nous obtenons ainsi une solution réguliére. Nous allons montrer que cette
solution vérifie des estimations uniformes, qui permettent d’établir que la solution est définie pour tout temps
positif. La conservation de la masse est une conséquence immédiate de la forme conservative de 1’équation et de
la régularité de la solution.

Grace a la conservation de la masse (7.11), nous obtenons :

1 (pt,ydy  x- M

TJr X —yl+e  |x—yl = ne’

Nous montrons alors (7.12) a ’aide du lemme suivant (Lemme 1 dans [HPS07]).

Lemme 7.2.6 (HILLEN-PAINTER-SCHMEISER’07) Soient un champ de vecteurs v : R" X (0,00) — R" uni-
formément borné et ug € L} (R") N L®(IR"). Alors la solution du probleme :

uy = V- (Vu — uv),
u(t =0) = uo,

vérifie u € L=((0, 00) X R") et
sup [[ulle < C(Iluolh, llttolleo, sUp [[0lloo, 72 -
t t

L’existence globale est une conséquence de cette estimation.

Par symétrie, nous réécrivons la formulation variationnelle pour le flux convectif comme suit : pour ¢ € C7°(RR),

_ 1 (p(x) — W) (x —y)
fR Px)p(x) xSc[pldx = o fm fm Ix — yl(lx =yl + &) p(x)p(y) dxdy. (7.13)

Cette nouvelle formulation nous permet d’obtenir I’estimation suivante, uniforme en &

MZ
< — |9 |lco- 7.14
< 'l (7.14)

‘f pp° IxSe[pt]dx
R
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en utilisant que ¢ est lipschitzienne et la conservation de la masse (7.11). Nous introduisons la famille :

|x|
x| +¢&°

me(t, x) := fRKg(x - 1)p (x)p(y)dxdy, ol Kf(x) = (7.15)

Dans la suite, nous considérons p*(-, t) et m®(-, t) comme des mesures dépendant du temps p*(f) et m*(t).

Lemme 7.2.7 Les familles {p*(t)}e>0 et {m*(t)}e>0 sont tendues localement uniformément en temps et {p*(t)}es0
est équicontinue en t pour la topologie de la convergence étroite.

Preuve. Nous commengons par démontrer 1’équicontinuité.

e Equicontinuité de p(t) pour la topologie de la convergence étroite. Soit @ € W>®(R). En utilisant (7.5),
puis des intégrations par parties, nous obtenons :

d & —_ &
a4 ]R(pp dx —L(patp dx

@—fw dx(xp® 9xSe[p] — dyp®)dx

R

£l f D2 p(xp* xS [pf] — dxp®) dx
R

Ipp fR 0 (1 020 .8, 1p°1 + P2) dx

=f)(pg(?x(paxss[pg]dx+f&ﬁ(ppfdx.
R R

Finalement, par (7.14), par conservation de la masse (7.11) et positivité de p® (7.10),

d &
'afﬂ;(pp dx

4
ol la constante ¢ ne dépend ni de £, ni de €. Cela nous donne 1’équicontinuité dans (W2’°°(]R)) :

‘f qope(t,x)dx—f(pps(x,s)dx
R R

Afin d’obtenir I’équicontinuité pour la topologie de la convergence étroite nous devons obtenir le méme type
de résultat pour toute fonction ¢ € Cy(RR).

XMZ 2 14 14
< wt+M 0 =t cor
<5 llp” || llp™ Il clle”l

< C(p)lt —sl. (7.16)

2
X
e Propriété de tension uniforme. Soit la fonction test pgr(x) =1 - ﬁ) avec f décroissante, p(r) = 1 pour

0<r<1/2,etp(r) =0 pourr > 1. Nous I'injectons dans I’inégalité précédente et nous obtenons :

Ct
edx < f fdy + —, (7.17)
L\[_R,R] $ R-5.8]" R?

ce qui donne immédiatement que la suite est tendue uniformément sur tout intervalle de temps borné. Puisque
|m®] < Mp*® le résultat vaut également pour m°®.

Nous en déduisons (7.16) pour des fonctions ¢ € Cp(IR) de la maniére suivante : (7.17) montre que pour tout
0 > 0, pour tout t < oo, il existe une constante R; s < oo telle que :

f o (t, () dx] < [l
R\[-R¢5,Re 5]
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Sur le segment [-R; s, R; 5] nous procédons par approximation : pour tout 6 > 0, il existe g5 € W**(R)
telle que || — @sllie(-r,s,R,s) < O- Puisque p® est borné uniformément, nous obtenons :

f @p*(t,x)dx — f @p°(x,s)dx| < 20M + C(@s)lt — s,
[=R¢s,Ri 5] [=Ris,Ri 5]

Finalement,

< 26M + Clgy)lt — s,

(ppf(t,x)dx—f(pp"(x,s)dx
R R

Comme f p¢ dx = M, ceci montre 1’équicontinuité pour la convergence étroite de p*(f).

Nous sommes alors en mesure d’appliquer le théoréme de Prokhorov : il existe des mesures finies positives
dépendant du temps p(t) et m(t) telles que, a extraction pres, p®(t) converge vers p(t) étroitement et localement
uniformément en ¢ lorsque ¢ tend vers 0, i.e. :

VYo € Cp(R), l_iir(}fﬂ{(p(x)pg(t,x)dx=jﬂ;go(x)p(t,x)dx,

uniformément sur [0, T] C R, VT > 0. De plus, pour toute fonction ¢ € Cp([t1, t2] X R) nous avons la convergence

suivante :
hmf f(p(t X)me(t, x)dxdt = f f (t, x)m(t, x) dx dt. (7.18)

Finalement, pour tout T > 0, p®(t) tend vers p(t) étroitement, uniformément par rapport a t € [0, T]. Par conséquent
pE(t, x)p(t, y) converge vers p(t, x)p(t, y) étroitement, uniformément par rapport a t € [0, T] dans ML(R X R).
Nous en concluons que, pour toute fonction ¢ € Cp(R X R),

hm f f P, y)p(t,x)p(t, y)dxdy = f f P, y)p(t, x)p(t, y) dxdy. (7.19)

Cependant, étant donné que le noyau limite K défini par :

ey |1 osi o x#0,
K(x)‘?i%K(x)‘{o si x=0,

est discontinu, nous ne pouvons pas passer a la limite dans le membre de droite de (7.15), et nous devons introduire
la mesure de défaut

v(t, x) = m(t, x) — fK(x - y)pt, x)p(t, y)dy. (7.20)
R
Le support atomique de la mesure p(t) sera noté dans la suite

Sa(p(®) :=1{a € R : p(t)({a}) > 0}.
C’est un ensemble au plus dénombrable.

Lemme 7.2.8 (POUPAUD ’02) La mesure de défaut est positive et vérifie

vt < Y (p0ah) s —a).

a€Sa(p(t))

Preuve.
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e Pour toute fonction test ¢ € Cp(IR X R), nous avons

|(p(x, y) — @(x, x)| |Kf(x -y)—K(x - y)‘ < Cmin(e, |x — yl),

ou C est une constante dépendant de ¢. Ainsi,

(P, y) — @(x, X)) K (x — y) — (p(x, y) — ¢(x, X)) K(x — y),

uniformément, et par conséquent, d’apres (7.19)

ti [ [ (00,0~ o 0) K= 6, 20p°C, ) vy

= jﬂ; jﬂ; (p(x, y) — p(x, x)) K(x — y)p(t, x)p(t, y) dx dy.

En utilisant les définitions de m (7.15) et v (7.20) nous calculons :

f f P, K (x = Y)pt (,2)pc (¢, v) dx dy
R JR

= fmfm[@(x, y) — (6, )] KE(x — y)p (t, x)p°(t, y) dx dy
+ j};ﬁ{(p(x,x)Kf(x — y)pf(tl x)pg(t, ]/) dx dy,

.15 f]R [R [p(x, y) — p(x, x)] KE (x — y)pt(t, x)pt(t, y) dx dy + f]R @(x, x)m*(t, x) dx,

a2 fR f [p(x, y) = @(x, )] Klx = y)p(t, 0)p(t, y) dx dy

+ f]R @(x, x) (v(t,x)+ fR K(x—y)p(t,x)p(t,y)dy) dx.

=

Finalement, nous obtenons la convergence suivante :

lino f f (P(x, ]/)Kf(x — y)pf(t’ x)pé‘(t, y) dx dy
E— R R
- fR fm P, y)Kx = y)p(t, 0)p(t, y) dx dy + fm @, X)v(t,x)dx.  (7.21)

Puisque K¢ > 0, le membre de droite est positif pour toute fonction test positive.

Pour montrer la positivité de la mesure de défaut v, nous choisissons @(x, y) = Y(x)n(R(x — y)) = 0 avec
1 € C(IR) une fonction positive quelconque, et 17 € Cy(IR) une fonction positive a support compact telle que
n(0) = 1 et R une constante. Nous injectons cette fonction test dans le premier terme du membre de droite
de (7.21). Puisque K(x — y)n(R(x — y)) est borné et converge simplement vers zéro, ce terme tend vers zéro
lorsque R tend vers I’infini par le théoréme de convergence dominéede Lebesgue. Il en retourne que

f P(x)yv(t,x)dx >0
R

pour toute fonction positive 1, comme annoncé.

e Nous démontrons maintenant la seconde partie du lemme. Pour cela, notons tout d’abord que K* < 1. Ainsi,
pour toute fonction test positive ¢ € Cy(R X RR),

f f o, y)pt(t,x)p(t, y)dxdy > f f @(x, YK (x — y)p(t, x)p*(t, y) dx dy.
R JR R JR
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En passant a la limite dans cette inégalité, nous obtenons :

fR fR 90, PPt p(t y) dxdy > fR fR (6, K — Pp(t,Dp(t, v) dxdy + f (5, Du(t, ) d.

R

Remarquons que K(x—y) = 1— xp(x, y) ol xp désigne la fonction caractéristique de la diagonale de R x RR.
De plus, puisque

oG et Dpty) = Y, pt){a)5(x - a)d(y - a),
a€Sq(p(t))

I’inégalité précédente donne

Y ptiaho - a)d(y - a) 2 f (x, X)v(t, x) dx

acSulp(t) R

ce qui conduit au résultat désiré.

La limite de p® lorsque ¢ tend vers O est caractérisée par la paire (p, v) dont les propriétés sont détaillées dans
la définition suivante.

Définition 7.2.9 ([Pou02]) Pour tout intervalle I C R borné, [’ensemble des mesures dépendant du temps a dé-
fauts diagonaux est défini par

(p,v) : p(t) e ML(R)Vt eI, ve M(IXTR),

p est continue par rapport a t pour la topologie de la convergence étroite

DM (I R) =

Vv est positive,

vt )< Y (pB((a))s(x - a).

a€Sq (p(t))

ot M désigne I’espace des mesures de Radon et M. le sous—espace des mesures positives et bornées.

7.2.4 Solutions mesures généralisées

Nous voulons a présent passer a la limite dans le modele régularisé de Patlak—Keller—Segel (7.5). Pour cela,
nous injectonsl’identité suivante dans (7.13) :

(p(x) — () (x —y)
Ix — yl(lx — yl + ¢)

= K (x = 1) 9xp(x) + L(@)(x, ), (7.22)

ol
() - pv) = (x = ) Aup())(x - ¥)
=yl -y +e)

4

L(p)(x, y) =
qui converge uniformément vers la fonction continue L%(¢)(x, ),

(pt, ) —pt, I —y)
lx = yP?

Lp)(x, y) = dxp(t, X)K(x - v), (7.23)
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pour toute fonction test ¢ € C}j (R).
Pour tout intervalle de temps (0, T) et pour toute fonction test ¢ € C};((O, T) X R), nous calculons

T
f f ()P (t, ) 225, [pF 1, x) dx i
0 R

(7.13) 1 T (p(t,x) —pt, ) (x-y) . .
_Z f f |x — y|(|x _ yl + (C_‘) p (t/ x)p (t/ y) dx d]/ dt

T
02 _1 f f f K (x = ) dup)p* (£, 0)p" (¢t y) dx dy dt
2m R JR

1 (7 -
__nf f f LY (@)@ )p* (, p* (1, y) dx dy dt
0 R JR
(7.15) 1 (T LT c c
i __f f 8x(”(x)mg(t'x)dxdf‘_f f f LE()(x, y)p* (b, 2)p* (¢, y) dx dy .
271 0 R zn 0 r Jr

Ainsi, (7.18) montre que

T
limf f(p(t,x)pg(t,x)8x55[p£](t,x)dxdt=

e=0 0 R
27( 0 R ! Tt 0 R JR 'y p 4 p Iy ]/ .

En utilisant (7.20) et (7.23), cette limite se réécrit :

1 T 1 T .
“2n fo ﬁ3x¢<X>m<trx>dxdt—g fo f}R fR L)(x, y)p(t, )p(t, y) dx dy di
1 T 1 T
__n‘fo L8x¢(t,x)v(t,x)dxdt—ﬂﬁ jﬂ;]ﬂ; 2,¢(t, X)K(x — y)p(t, )p(t, y) dy dx dt

1 (7 (p(t, x0 — p(t, y)(x —y)
. f f f p(t, x)p(t, y) dy dx dt

Ix —yl?

T
+if ffax(p(t,x)K(x—y)p(t,x)p(t,y)dydxdt,
2n Jo JrJr
f [ aeptmt axar- o f J. [ =gt =zptt 0pte vy dy .
En résumé, nous obtenons le résultat de convergence suivant
1 (" 1 (" 0

g Jup(oym(t, x) dr dt — — Lp)(x, p(t, 1)p(t, y) dx dy dt
€20 21 Jo Jr IR

2 Jo Jr
1 (T 1 (T
=—— j(; fﬂ; Axp(t, x)v(t, x) dx dt — 7 j(; jﬂ; fﬂ; (p(t, x) — @(t, v) K(x — y)p(t, x)p(t, y) dy dx dt,

ou

L for x#0,
W(x)—{ 6 for x=0.
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Par conséquent, & extraction prés, p© dS.[p°] converge vers j[p, v] au sens des distributions, ou le flux limite est
défini pout tout ¢ € C;((0, T) X R par

T
ff(p(t,x)j[p,v]dxdt
0 JR

1 (T 1 (T
=5 fo fR fR (p(t, %) =t MK (x = yp(t, X)p(t, y) dxdy dt - — fo fR v(t,x) dxp(t, x) dx dt.
(7.24)

Cela démontre le théoréme principal de ce paragraphe :

Théoréme 7.2.3 Pour tout T > 0, la solution p® de (7.5)—(7.7) converge a extraction prés étroitement et unifor-
mément en temps vers une mesure dépendant du temps p(t). Par ailleurs, il existe une mesure de défaut v(t) telle
que (p,v) € DM*((0, T); R) soit une solution généralisée de

dip + dx(xjlp, vl — dxp) =0, (7.25)

au sens ou le flux convectif jlp,v] est donné par (7.24) et que (7.25) soit vérifiée au sens des distributions. La
condition initiale p(t = 0) = pg est vérifiée au sens de la continuité étroite.

Remarque 15 Remarquons que siv = 0, i.e. il n’y a pas de point de concentration, I’équation (7.25) se réduit au
modéle classique.

7.2.5 Systéme apres blow—up

Cette section est consacrée a 1’obtention d’une formulation forte pour (7.25). A cette fin, nous faisons 1I’hypo-
these que la densité de cellules se décompose sous la forme

p=p+p, (7.26)

ou
Pt = ) Me(t) et ),
fel

avec O(t, x) = 6(x—x,(t)) et L € IN, p est une fonction continue, C! par morceaux et les points de discontinuité de p
coincident avec les (x¢(t))cer. De plus, nous supposons que, pour tout £ € L, p (x,) = 0. Nous supposons également
que f varie dans un intervalle de temps ou le support atomique de p consiste en des trajectoires régulieres x(f)
portant des poids réguliers M,(t). Ceci constitue une fagon parmi d’autres de décrire le systéme. A partir de cette
description, la formulation forte obtenue est la suivante : .

— — -1y _ X _ My )_ -
3P+ x9:(P xSl p)) ; Lo, (p25)-0u7 =0, (7.272)
M, = (%Me + 1)( A p(t,x}) = d:P (7)), (7.27b)
. — X M,
X¢ = x dxSol pl(xe) — - ;2 P (7.27¢)
Pour la décomposition (7.26), puisque (p,v) € DM ((0, T); R),
v(t,x) = Z ve(B)oc(t, x), (7.28)

teL

avec vy positive vérifiant v, < M‘Z;. Nous pouvons alors réécrire le flux convectif défini de manicre faible en (7.24)
de maniére forte comme suit :

m#l

][p/ V] = ﬁ 8Y(50[p + fﬁ]) + ; Mg(Sg ax [SO [5 + Z Mméml + % ; Ve axéf]/ (7.29)
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ou Sy est défini presque partout par
1
Solpl(t,x) = —— | loglx — ylp(t, dy).
™ JR
Une fois cela montrer, nous réécrivons (7.25) afin d’obtenir la fomulation (7.27).

Calculs pour la réécriture de j[p,v]. Nous reprenons la définition (7.24) de j :

foT f]R p(t, x)jlp, vIdxdt

1 T 1 T
5 f(; jl; fﬂ;(ﬁo(t, x) = o(t, M) Kx —y)pt, x)p(t, y) dx dy dt + > f(; va(t, x) dx(t, x) dx dt,

T T
f f P(t, x)p(t, dx)ax(so[p])dt+i f f v(t, dx) dxp(t, x) dt.
0 JR 2 Jo Jr

Nous avons

T
fo f}R (¢, 2)p(t, dx)d.(Solpl) dt

T
_ fo f}R olt,0(p + p)(t, d0u(solp + pl)

T T
fo f}R (t, 2)p(t, dx)d.(Solp + p]) dt + fo fm (t, 2)p(t, dx)dx(Solp + p]) dt.

L’hypothese de structure (7.26)—(7.28) implique

T
fo fR @(t, 2)p(t, dx)dx(Solp]) dt

T
L[ et a0 [ xe-nGpe ana
0 R R

1 (" A ~
;fo jﬂ;@(t, x)p(t, dx) jﬂ;%(x ) [p + ZM'"(SW] (t, dy) dt

meL

% fo ! fR @(t, x) Z M6¢(dx) fm Kx—y) {5 + ZMgég) (t, dy)dt

el m#l

T
% fo ‘fIR P(t, x) ;L: M6¢(x) 9xSo [ﬁ + Z Mméml (t, dx)dt.

m#{

Ainsi
T T
fo f}R o(t, x)jlp,vldxdt = fo fR @(t, %) p(t, x) 3x(50[§+f5])(t, dx) dt

1 (7 _ 1 (7
+%f0 fR(P(t,x)ZMzéz(x)axSo p+ZMm6ml (t, dx)dt+ﬂf0 ZV[t?x(p(t,xg)dt.

lel m#l el

pour toute fonction test ¢, d’ou la réécriture du flux (7.29).
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Réécriture de I’équation (7.25). Nous pouvons réécrire (7.25) a I’aide de la reformulation (7.29) de j[p, v] sous
I’hypothése de structure (7.26)—(7.28). Pour toute fonction test ¢ € D((0, T) X R)" :

T T
f f(p(t, x)dsp(t, dx) dt+f f(p(t,x) dx (xjlp, vl — dxp) (t, dx)dt =0
0 JRr 0 JR

=Z :Z

Nous traitons les différents termes séparément :

T
f f(p(t, x)d; [p+ p](t dx)dt
0 JRr

T
fo f}R @ [Btﬁ # ) (Moo = M axé,,;)} (t, dx)dt,

lel

]
Il

T
_ f f Axp(t 1) (jlp, v] - 3ep) (1, d) dt
0 R

T
- fo fR dp(t, x) [;(ﬁ Io(Solp + pl) + x Y Mo 0 (so [ﬁ ) Mméml + 2 Y axag]] (¢, dx)dt

teL m#{ Cel

T
+f f&x(paxpdxdt
o Jr
P+ Y Mybdy,

m#{

T T
Yo [ [ owenpasiprede aar —x [ Y aptom s
0 R 0

teL

(x¢) dt

T T
- f f L 0up(t,%) Y vedud(t, dx)dt + f f dxp(t,x) 3y (P +p) (¢, dx)dt
0 Jr 271 = 0 JR

- [23] =: [24]

A nouveau, nous calculons chaque terme séparemment. Notons que pour le calcul de , I’hypothese p(x,) = 0
pour tout £ € L est essentielle. Nous renvoyons a la remarque 17 pour plus de détails.

T
x fo f]R 2up(t, ) (P 9:Sol P+ p1) (, dx) i

! _ 1 M,
_Xfo ]ﬂ;axgo(t,x)p(QxSO[p]—gzx_xg (¢, dx)dt

lel
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T T
_ _ X _ M,
= —x A (t, X)p(t, x) 3:So[ D 1(t, dx dt+—f fax 0ot x) Y —— dxdt
[ [ ottt 2.500710, dnae+ 2 [ [ ot 0 iy

T
. fo fR (1) 0: (5 xSl P1) (, dx) dt

T Y —_—
£y _ M 5 5
+n£ gL[_L¢8X(Px_x€)—}lmx[¢Mg (+}1_)mx[(ng xé’l dt
(S

x>x¢ ’ x<x;

T
- fo fR (t,2)9: (p S0l P (t, dx)dt

T
*% fo ;L.[— f}R P s (ﬁ x]\_/lig)—@(t,xe)M{z((?xﬁ(t,x;)— axp(t,x;))] dt
= f f (Xa (Pa Sol P])—ZX ( x xg) ZX(S[Mg Oy (-, xl) 8xﬁ(.,x€))](t, dx) dt

el tel

- f Y dup(xoM: 2,50

el

= —x Zax<p<xe>Mf [—— fm

0 “eL

P+ Y Mudy l(xg)dt

m#l

1 M,
— | dt
Z Xp — xm] !

m#’

= fo Z 3x<P(X(3)Mff—P y)dydt+—f Z 8x(P(xf’)Mf

lel tel

= f f [Z )((9 (5(Mg3 SQ[ Y ](X[) Z % &xéé’Mé’ Z

tel tel m#{

Mo ] dux dt.
X¢ — X

= f f 5= 0t x)Zwa Se(t, dx) dt,

teL

T

ipp X

= fo o éVgA(p(Xg) dt.

T
= f f 9(t,x) 05 (P + p) (t, dx) dt
0 JR
= f f(pAp dxdt —f Zqo(t X[) dxp(t, x}) — 8xﬁ(t,x;)) dt —f ZA(p(Xg)M( dt,
0 “reL 0

tel

LTL@(_AE_Zét’(axﬁ(’/x;)_axﬁ(',x[))—ZA(S[Mg](t, dx) dt.

lelL el
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En ordonnant les termes, nous obtenons

— — — _ M
0P +x0x(p oSlpD - ), %o (P

el

-

+ 3o (Mo = (£Me+1) (0.5 - 2:5,x)))

el
+ Z IxO¢ M [—J'Ce + x dxSol p 1(x¢) — s Z ﬂ]
Tt Xe — X
el m#l
X _
+ ;L‘ Aoy (27_(1/5 M[) =0.

On identifie chaque ligne a 0 suivant les dérivées des masses de Dirac qui sont des distributions d’ordres
. . . PN ..o 2m .
différents. La derniére donne xv, = 27t M, ce qui combiné a v, < M% donne la condition — < M. Les points

X
d’accumulation doivent avoir une masse d’au moins 27. Les autres lignes donnent le systéme (7.27), comme
annoncé.

Remarque 16 Tres bizarrement, la diffusion “alimente” la masse de Dirac grdce au second terme du membre de
droite de (7.27). Nous ne sommes pas en mesure de [’expliquer pour le moment.

Le lemme suivant n’est pour I’instant pas encore démontré. Cependant, beaucoup d’indications nous invitent a
penser qu’il est correct. C’est pourquoi nous nous permettons de I’énoncer ici.

Conjecture 1 Les solutions p de (7.27) s’annulent aux points d’accumulation (xX¢)er.

Remarque 17 L’idée essentielle en faveur de ce lemme est qu’une telle condition est nécessaire a la conservation
de la masse. De plus, nous verrons a la Remarque 25, que numériquement la partie réguliére de la densité s’ annule
aux points d’accumulation.

C’est le systeme (7.27), que nous allons simuler numériquement dans la suite de ce chapitre. La méthode que
nous proposons étend le schéma détaillé dans [BCCOS8] obtenu pour le systéme de Patlak—Keller—Segel avant ex-
plosion a notre probléme. Ce schéma est fondé sur une formulation en terme de flot de gradient de 1’équation,
proposée originellement par OTTO [OttO1, JKO98], faisant intervenir pour cela une nouvelle structure Rieman-
nienne associée non plus 4 la métrique usuelle L? mais & la métrique de Wasserstein.

Dans la section qui suit, nous reviendrons sur le schéma de JKO avant de 1’adapter au probleme de Patlak—
Keller—Segel.

7.3 Le schéma de Jordan—-Kinderlehrer—Otto

Dans [Ott01], OTTO introduit une structure Riemannienne formelle munissant 1I’équation des milieux poreux
d’une structure de “flot de gradient” par rapport a la métrique de Wasserstein pour les mesures. Dans I’interprétation
d’OTTO les géodésiques correspondent alors a la trace du transport optimal

pl = ((1-#)Id + tVe) #0°,

ol T = Vg est la solution du probléme de transport optimal de p° vers p! et ol le symbole # désigne le ‘push—
forward’ défini plus loin, voir Définition 7.3.2.

Dans [JKO98], les auteurs adaptent ces idées du point de vue numérique en introduisant un algorithme de plus
grande descente (‘steepest descent scheme’) basé sur le transport optimal de mesures pour 1’équation linéaire de
Fokker—Planck. L’idée correspond a une version discrete du flot de gradient pour la métrique de Wasserstein.
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Pour le lecteur peu familier avec I’ interprétation de flot de gradient et le transport optimal, nous proposons d’en
décrire la philosophie a la Section 7.3.1 puis de rappeler les définitions de la distance de Wasserstein et du transport
optimal a la Section 7.3.2. En Section 7.3.3, nous adaptons le schéma au probléme de Patlak—Keller—Segel. Enfin,
nous verrons qu’en dimension d = 1, le schéma de Jordan—Kinderlehrer-Otto se réduit en fait & un changement de
fonction inconnue.

7.3.1 Philosophie

Dans [Ott01], OTTO munit I’équation des milieux poreux d’une nouvelle structure de flot de gradient. Il s’avere
que cette nouvelle structure est pertinente physiquement : en effet, cette structure de flot de gradient permet de
séparer les quantités énergétiques des quantités cinétiques. Nous nous contenterons dans ce qui suit de décrire la
structure abstraite de flot de gradient et de donner 1’argument physique en faveur de la nouvelle structure. Nous
renvoyons a [Ott01] pour une description plus détaillée et rigoureuse.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons uniquement a 1’équation de la chaleur :

dp
= ~dp=0. (7.30)

Dans la suite, p > 0 sera considéré comme une fonction densité dépendant du temps, dans tout 1’espace IRY.

Structure abstraite de flot de gradient

Avant d’interpréter I’équation de la chaleur comme un flot de gradient, détaillons quelque peu cette notion.
Soient

* M une variété différentiable ;
* ¢ un tenseur métrique faisant de (M, g) une variété Riemannienne ;
* et une fonctionnelle E définie sur M.
On appelle le systeme dynamique sur M défini par I’équation autonome suivante

dp
T —grad E|,, (7.31)

le flot de gradient de E sur (M, g). Le role du tenseur métrique g est essentiellement de ‘transformer’ la différen-
tielle diffE de E, qui est un champ de vecteurs cotangents, en gradient gradE de E, qui est cette fois un champ de
vecteurs tangents :

g(gradE, s) = diffE.s pour tout champ de vecteurs s sur M.

Ainsi (7.31) peut se réécrire de la fagcon suivante

d
$p (T‘[t)' s) + diff E[, .s = 0 pour tout champ de vecteurs s le long de p. (7.32)

L’indice p indique ici que le tenseur ¢ peut €tre fonction du point courant p. La caractéristique principale de la
formulation en flot de gradient est la décroissance de 1’énergie le long des trajectoires :

dp dp)

Tt <0. (7.33)

d . dp _
aE(p) = diff E|, I —gp(

Deux interprétations de I’équation de la chaleur en termes de flot de gradient

Dans cette section nous rappelons la formulation ‘traditionnelle’ de 1’équation de la chaleur en terme de flot de
gradient, & savoir le flot de gradient L? . Parallélement a cela, nous introduisons également 1’interprétation due 2
OotTO [Ott01].
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L’équation (7.30) préserve a la fois la positivité de la densité p et la masse totale f p. Pour les deux approches,

M={p:]Rd—>IR+,fp:1}.

Sans entrer dans les détails de la structure de la variété, 1’espace tangent est défini comme suit :

TPM={s:1Rd—>1R,fs:o}.

Les différences entre les deux approches apparaissent dans la définition du tenseur métrique. Chacune est basée
sur une identification différente de I’espace tangent

TPME{S:]R”’H]R,fs:O}/]R.

L’identification est réalisée via une équation elliptique

la variété est la suivante :

—Ap = s pour ’approche traditionnelle (7.34)

ou
=V - (pVp) = s pour I’approche d’OTTO. (7.35)

Le quotient signifie qu’on identifie deux fonctions p ne différant que d’une constante additive. Les tenseurs mé-
triques sont alors définis par :

8p(s1,82) = f Vp1 - Vpa pour I’approche traditionnelle (7.36)

ou

8p(s1,82) = f pVp1 - Vp, pour I’approche d’OTTO (7.37)

ou p; est lié a s; via I’identification (7.34) (resp. (7.35)). Dans les deux cas on obtient :

8p(s1,52) = f s1p2. (7.38)
Finalement, la fonctionnelle E est donnée par
1 2 ’ ser
E(p) = 3 P~ pour I’approche traditionnelle (7.39)
ou
E(p) = fp In p pour I’approche d’OTTO, (7.40)
tandis que sa différentielle s’écrit
diffE(p).s = f ps dans I’approche traditionnelle (7.41)
ou
diffE(p).s = f(ln p + 1) s dans I’approche d’OTTO. (7.42)
Montrons a présent que 1’équation de la chaleur correspond aux flots de gradients évoqués, pour les deux
approches.
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Approche traditionnelle. En utilisant (7.38) et (7.41), I’égalité (7.32) se réécrit

dp
f§p+fps—0,

ou p est li€ a s via —Ap = s. Apres substitution et intégration par parties, nous obtenons

[ER

p pouvant étre arbitrairement choisi, nous retrouvons I’équation de la chaleur.
Approche d’OTTO. En utilisant (7.38) et (7.42), I’égalité (7.32) se réécrit

Ip
§p+f(lnp+1)s—0,

oupestlié asvia—V - (pVp) = s. Apres substitution nous obtenons

J
fa—fp—f(lnp+1)v-(pr)=0.

Enfin, par intégration par parties, nous obtenons

Ip
J G0

et nous retrouvons a nouveau I’équation de la chaleur.

Dans le cadre de I’approche traditionnelle, la métrique est plate ; le tenseur métrique ¢ ne dépend pas de p et
par conséquent, g est le produit scalaire sur I’espace des fonctions de moyenne nulle. Dans ce cas, la structure
Riemannienne (M, g) posséde la structure d’un sous—espace convexe d’un espace Euclidien. Pour " autre approche,
la structure est plus compliquée. Nous donnons au paragraphe suivant un argument physique en faveur de cette
nouvelle structure. Pour un argumentaire plus mathématique, nous renvoyons au travail d’OTTO [OttO1].

Un argument physique

Avant d’interpréter physiquement la notion de flot de gradient décrite ci—dessus, donnons quelques informa-
tions concernant la physique de 1’équation de la chaleur (7.30). La fonction p décrit la densité de masse d’un
gaz, par exemple, dans un milieu. La premiere hypothese est celle de conservation de masse, qui se traduit par
I’expression suivante

Py 0 743
— + . = .
T (pu) =0, (7.43)
ou le vecteur u décrit la vitesse moyenne du gaz. La seconde hypothése est celle de la loi de Darcy

u=-MVp,

ou la fonction p définie sur R? décrit la pression du gaz et la matrice M décrit la mobilité du gaz dans le milieu. Ty-
piquement M dépend de la perméabilité du milieu et de la viscosité du gaz. Supposons la perméabilité isotropique
et homogene, de telle facon qu’aprés adimensionnement nous ayons M = id, ce qui conduit a

u=-Vp. (7.44)

La derniere hypothese vient de la thermodynamique :

p==—, (7.45)
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. L OE . . . . Lo .
ou E désigne 1’énergie libre et — sa fonction dérivée par rapport a la variable p. Si I’énergie libre s’écrit sous la

op
E= [ o)

ou la fonction z + e(z) décrit comment la densité d’énergie libre e dépend de la densité p, I’équation (7.45) se

forme

réécrit
p=¢(p). (7.46)
En combinant ces trois hypotheses (7.43), (7.44) et (7.46) nous obtenons
%P _ An(p) =0 747
e n(p) =0, (7.47)

ou la fonction z +— m(z) décrit le comportement de la pression osmotique 7 par rapport a la densité p. Cette
fonction est liée a la densité d’énergie libre via la formule

1i(z) = ze' (z) — e(2). (7.48)
En utilisant (7.48), I’équation (7.47) correspond a 1’équation de la chaleur (7.30) si
(z) =z,

ce qui est vrai si et seulement si
e(z) =zlnz.

Dans ce sens, uniquement la structure introduite par OTTO munit la fonctionnelle E d’une signification physique.
Le tenseur métrique possede dans ce cadre également une signification physique. Remarquons que la définition
(7.37) de g peut étre reformulée ainsi

go(s,8) = inf{fpluIz, u:RY > RY, s+ V- (pu) = 0.}. (7.49)

En effet, le minimiseur de la fonctionnelle quadratique du probléme (7.49) vérifie f v - u = 0 pour tous champs
de vecteurs v sur R? avec V - v = 0, de telle sorte qu’il existe une fonction p de IR? telle que

u=-Vp.

Observons maintenant que la quantité f plul2 dans (7.49) a une interprétation physique : elle correspond au taux de

dissipation de I’énergie cinétique par friction lorsque le gaz se meut a la vitesse u a travers le milieu. Ainsi g,(s, s)
mesure le taux minimal de dissipation de I’énergie cinétique par friction nécessaire pour modifier la densité p d’un
taux s. Cela nous amene a une jolie interprétation de 1’équation (7.33), a savoir

d 3 dp dp
L) =8 (E’E)'

Définition 7.3.1 La distance induite par la structure Riemannienne d(po, p1)* est définie comme Uinfimum de

1 d 2
l’énergie f
0

do

do sur toutes les courbes

[0,1] —» M

o = plo),
reliant po a p1 :

A5 12
D 4y 01 M
do o p(o

1
ﬂmm&=m%£ -

P qui réalise linfimum est la géodésique reliant pg a p1.

)//ﬂ®=PmﬂD=P%-
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Remarque 18 On a aussi :

L (P dp
d( ’ )2 = f 0 (_l _) dG,
pO p1 0 gP dt dt
ou p est la géodésique reliant pgy a p1.

Dans [OttO1], I’auteur montre que pour la structure décrite ci—avant, caractérisée par 1’identification avec le
plan tangent (7.35), cette distance correspond a la distance de Wasserstein. Nous reviendrons sur cette notion en
Section 7.3.2.

Discrétisation naturelle pour le probleme de flot de gradient (7.31)

Dans [JKO98], les auteurs donnent une discrétisation naturelle en temps pour le systeme dynamique (7.31). Ce
schéma est celui qui est décrit originellement dans [OttO1] pour I’équation de Fokker—Plank et qui est connu sous
le nom de schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto.

L’équation de flot de gradient (7.31)

dp
i —grad E|,,

admet la discrétisation en temps suivante. Soit At > 0, un pas de temps donné, nous considérons le schéma itératif
suivant
p(k) minimise
1

2
L a0, e | 750

sur tous les p € M

ot d correspond 2 la distance induite sur (M, g).
Redonnons ici I’argument de [OttO1] montrant que (7.50) est bien une

discrétisation de 1’équation de flot de gradient. A cette fin, nous dérivons la
premiere variation du probleme de minimisation (7.50). Soit

[0,1] - M

o s o

la courbe d’énergie minimale reliant p*~1 et p®. Soit une variation p(gk) de
p®, a savoir une courbe ¢ p(gk) € Mavec Pik:)o = p®. Soit finalement

[0,1] - M
G = ﬁﬁk) FIG. 7.2: Schéma : variation autour de
la géodésique

une courbe reliant p*=1 3 pi,k) coincidant avec p® pour ¢ = 0. Nous résu-

mons les notations sur le schéma ci—contre, Figure 7.2.
Par définition du schéma et de la distance nous avons

1 [ dp®f 1 2
1L ap ®y — L (kD ® ®
o ), [de| 9o+ EC®) s (0" o) + E(p®)
1 2
1wy ® ®
1 (ap® 2 o
< AL o do + E(p;”).
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11 s’ensuit,
45®
0 = di 0[ 1t pL ‘ do+E(p(k))],
1 1 ~(k) dpik)
= A—f dG d€ > do + <grad Elp(k) , F >,
0 e=0 e=0
(k) d~(k) ds® d (k)
P ape” D ap P dp,
— i d d E| «
f <d0 " de > <d0 do ' de > o+<gra o+ de >'
e=0 — e=0 e=
1 [dpb]  dp® ¥
= E< pa , 58 >+<gradE|p(k), 58 >
o=1 =0 =0
d (k)
Puisque ﬁ décrit tout Tp M, nous obtenons :
e=1
1 dﬁ(k)
E % . + grad Elp(k) =0, (7.51)

qui est la premiere variation. Ainsi, dans un cadre Euclidien, la premiere variation de (7.50) coincide avec la
méthode d’Euler implicite pour (7.31). Considérons a présent I’interpolation

p(t) = ~“"(#), pour £ € [(k — 1)At, kAt].

Ainsi, la courbe

[0,00] —» M
b= p(t)
est continue et différentiable par morceaux avec
dp 1 dp®
kAt) = p® kAt
plean =p® et A=

Finalement par (7.51), nous obtenons
dp
dt

On a donc bien construit une approximation de la solution de (7.31).

— (kAt™) = —grad E|,xap) -

7.3.2 Quelques rappels : distance de Wasserstein et transport optimal

Dans ce paragraphe nous rappelons la définition et quelques résultats classiques en transport optimal et la
distance de Wasserstein. Le lecteur intéressé pourra se reporter aux ouvrages de VILLANI [Vil03]. Un rapide
résumé des propriétés de la distance de Wasserstein peut étre lu dans [CTO7].

Dans [Ott01], I’auteur montre que la métrique d induite sur (M, g) est la métrique de Wasserstein. Donnons a
présent une définition précise de cette distance.

Notation 1 Dans toute la suite, nous noterons :
* P(RY), I’espace des mesures de probabilité sur R ;
* Po(RY), le sous—ensemble des mesures de second moment fini ;

* P‘;"(]Rd), le sous—ensemble des mesures absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.
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Définition 7.3.2 Soient |1, v € P(R?) et T une application mesurable de RY dans R?. On dit que T transporte u
sur v, et on note v = T#u si pour tout ensemble mesurable B C R? v(B) = o T7Y(B).
On dit aussi que v est le push-forward ou la mesure image de 11 par T, i.e.

Lf CoTwﬁd#W)=L[ () dvly), VT e CORY).

Définition 7.3.3 (Distance de Wasserstein—Probléme de Monge) La distance de Wasserstein entre deux mesures
u et v est donnée par

d*(u,v) == inf Ix — TP du(x).
T:v=THyu JRd
La distance de Wasserstein peut également se réécrire sous la forme d’un probléme variationnel relaxé. On obtient
alors la définition équivalente suivante.

Définition 7.3.4 (Distance de Wasserstein—Probléme de Kantorovitch) La distance de Wasserstein entre deux
mesures |l et v est donnée par

d*(u,v) := inf f x - y|2 dn(x, ).
RIXIRA

nel
o T est I’ensemble des mesures Boréliennes positives sur R? X RY de marginales uetv

Le probléeme de Kantorovitch (Définition 7.3.4) est un probleme linéaire tandis que le probleme de Monge
(Définition 7.3.3) est un probléme non-linéaire. Pour cette raison il est plus facile de montrer que I'infimum est
atteint, et il existe une application optimale de transport 7t(x, y) € I'. Le théor¢me de BRENIER [Bre91] montre sous
une condition supplémentaire sur les mesures, que le graphe de cette application optimale est bien une application
de transport (x, T(x)). Ainsi les probléemes de Monge et de Kantorovitch coincident.

Théoréme 7.3.1 (BRENIER’91) Supposons i absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors il
existe une application mesurable T telle que v = T#u et T = Vo avec ¢ une fonction convexe. Dans ce cas, on a

= [ = voeof duw.

Dans le cadre de I’application du théoréme de BRENIER, la mesure optimale est donnée par 179 = (idge ® V) #u.

7.3.3 Ecriture du schéma pour le systéme de Patlak—Keller—Segel (7.3)
La fonctionnelle d’énergie libre G associée au systeme (7.3) (avant ‘blow—up’) est donnée par [BCCO08]
£ Glpl(t) = S[pl(t) + WIpl(),
avec S[p](#), Ientropie de Boltzmann

Slpl(®) ::fp(t,x)logp(t,x)dx

R

et W[p](t) Iénergie d’interaction

WIpl(t) = % f fR ) p(t, x)p(t, y) log [x — y] dx dy.

La discrétisation en temps, selon le schéma de JKO donne 1’algorithme suivant. Considérons un pas de temps
At > 0 et une condition initiale py € ch(le). La suite considérée (p"),en est définie par p° = py et

1

n 2
—d(p", p) } (7.52)

p"*! € arg inf {Q[p] +

peK
ot K C ch(]Rd) est muni d’une structure Riemannienne compatible avec la distance d de Wasserstein. Dans
[BCCO8], les auteurs montrent 1’existence de minimiseurs a (7.52) dans le cas sous—critique y < X, ainsi que la

convergence de ce schéma lorsque le pas de temps At tend vers zéro.
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7.3.4 Cas particulier de la dimension 1

Dans le cas de la droite réelle, considérons u et v deux mesures absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue, de densités respectives f et g. Soit V¢ le transport optimal de u sur v donné par le théoréme de
BRENIER (Théoreme 7.3.1). En dimension plus grande que un, ¢, le transport optimal, est solution de I’équation
de Monge—Ampere :

f =goVpDetD?,

qui ne peut étre résolue en général de fagon explicite. Cependant en dimension un, comme nous le détaillons le
systeme est plus simple.
Soient F et G les fonctions de répartition des fonctions f et g définies par

F(x) = f () dy = (] - oo, 2]).

Puisque, les mesures sont positives, leurs fonctions de répartition sont croissantes et il est facile de définir leur
pseudo—inverse :
V(z) = Fl(z) :=inf{x : F(x) > z}.

D’apres le Théoreme 7.3.1 et la définition de la mesure image (Définition 7.3.2), nous obtenons :

X (P'(X)
F(x)=£ f(y)dy=£ g(y)dy = Go¢'(x).

00

Ainsi, le transport optimal peut étre donné explicitement comme ¢’ = G~! o F et la distance de Wasserstein
peut—Etre exprimée sous la forme suivante

1
d*(u,v) = f |P—1(m)—G‘1(m)|2 dm, (7.53)
0

beaucoup plus maniable et facile d’utilisation. La transformation p + F~! transforme la distance de Wasserstein
en la distance Euclidienne entre les fonctions inverse de répartition. Cela a pour conséquence d’aplatir la métrique
et d’améliorer grandement la formulation des flots de gradients associés.

Dans [BCCO08], les auteurs utilisent cette propriété pour construire un schéma d’Euler implicite en temps pour le
systeme (7.3) unidimensionnel, schéma qui correspond au schéma JKO via la représentation (7.53) de la distance
de Wasserstein. Cette approche du schéma de JKO est également préférée a 1’implémentation directe de (7.52)
difficile dans le cas du systéme de Patlak—Keller—Segel, dii au défaut de convexité de la fonctionnelle G : il manque
une propriété de contraction pour la distance de Wasserstein.

La fin de ce paragraphe est consacrée a la description de leur schéma numérique. Dans ce qui suit nous décri-
vons les travaux de BLANCHET, CALVEZ et CARILLO [BCCO8], puis a la Section suivante nous détaillerons notre
schéma, extension de leurs travaux, a la lumiere de la description du systeme apres ‘blow—up’ (7.27).

Soient F, et F,,.1 les fonctions de répartition associée respectivement a p" et p”“. D’apres I’expression de la
distance de Wasserstein sur la droite réelle (7.53), le schéma (7.52) peut étre réécriten V,, = F; Let Vi = F;il,
comme le flot de gradient de I’inverse de la fonction de répartition sous la structure associée a la distance L?, soit

P 1 )
Viaearg | inf |GIWI+ 3lW - Vil |
. 1 P% 1 1
GIW] := —f log W’ (m) dm + ;f f log [W(m) — W(z)| dm dz.
0 0 0

Dans ce cas, la métrique est Euclidienne, et donc 1’équation d’Euler-Lagrange associée a ce probléme de minimi-

sation est la suivante : Vo) — V()
m) — m o
an =-VG[Vuu1l,
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—

; -
L 5

(a) Fonction densité (b) Fonction de répartition (c) Inverse de la fonction de répartition

F1G. 7.3: Visualisation de la fonction densité, de sa fonction de répartition et de sa fonction de répartition inverse. Nous re-
marquons qu’un maillage uniforme pour I’inverse de la fonction de répartition entraine un raffinement automatique
autour des points d’explosion.

ot V est I’opérateur gradient usuel sur L>(R). Cette équation d’Euler—Lagrange peut-étre réécrite comme suit

-1
Vi (m) = Vu(m) 9 |9V (m)
_ = || === H .54
At om om + X [VnJrl]/ (7 5 )
ou H est 1ié a la transformée de Hilbert et défini par
1

1
H[V](m) := — lim ——dz.
T e=0 Jiymy-vigize V(M) = V(2)
Reste a discrétiser également en espace. La grille est uniforme, notons Am le pas d’espace, constant. Si nous
posons V! := V, (i Am), pour tout i = 0,...,I, et [Am = 1, la discrétisation en espace par différences finies de
(7.54) est la suivante :

Vi =V 1 1 xAm 1
- At = Vitl _yi - Vi _—yil + L 1{% Z Vi o— Vj 4
n+1 n+1 n+1 n+1 j:|Vf1+17V£+1|ZE n+1 n+1

avec la condition initiale Vy = pg. Nous imposons des conditions de Neumann aux bords pour le probléme exprimé
en la fonction p ce qui nous donne aprés changement de fonction, pour tout 7,

1 1
a0 et o =0
Vn_vn Vn_Vn

de sorte que le centre de masse est conservé :

A chaque pas de temps, la solution de ce systéme non—linéaire est obtenue par une procédure de Newton—
Raphson.

Remarque 19 Nous visualisons a la Figure 7.3, le changement de fonction en dessinant le graphe de chacune
de ces fonctions. L’essentiel a retenir pour la suite est qu’a un pic pour la densité correspond un plateau pour
Uinverse de la fonction de répartition.

Nous donnons les résultats numériques pour ce schéma a la Figure 7.4. Pour cette simulation, nous avons choisi
X = 5/2 et la condition initiale

2m—1
(m(1 = m))V+
Nous présentons les résultats en terme de fonction de répartition inverse Figure 7.4(a) et pour la densité Fi-
gure 7.4(b), aux mémes temps. Nous remarquons, au fur et a mesure que la densité forme un pic, 1’établissement
d’un plateau sur le graphe de la fonction de répartition inverse.

Vo(m) =
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(a) (b)

FIG. 7.4: Résultats numériques pour le schéma avant explosion, en trait noir la condition initiale, en trait rouge la condition a
10(m-0.5) _
e 1

I"arrét de I’algorithme ; x = 5/2 et V(m) = W.

7.4 Adaptation du schéma apres blow—up

Dans [BCCO08], comme nous I’avons décrit précédemment, les auteurs donnent un schéma numérique pour le
probléme (7.3) en dimension d = 1, pour des temps avant explosion. Pour ce faire, ils écrivent le probleme en
termes de distance de Wasserstein et ils obtiennent des équations pour I’inverse de la fonction de répartition de la
densité p.

Notre but est, en s’inspirant leurs idées, d’étendre ce schéma aux temps apres explosion en s’appuyant sur la
description du systéme donnée par le systeme (7.27).

L’idée de base est la suivante : puisqu’une masse de Dirac pour la densité correspond a un plateau en terme de
fonction de répartition inverse, nous suivons la décomposition de la solution en partie continue et masses de Dirac
(7.26) : nous “coupons’ les parties aplaties pour mettre en évidence les masses de Dirac, puis nous “recollons” les
deux branches restantes qui correspondent a la partie continue.

Soyons un peu plus précis et écrivons I’équation (7.27) en termes de fonction de répartition inverse.

Soit la fonction de répartition F correspondant 2 la partie continue,

X
F(x) = f p(m)dm, (7.55)
et V = F71, son pseudo—inverse.

L’équation vérifiée par la fonction V est la suivante :

= -1
a,V = J {(M) + xH1[V] + xHa[V, V], (7.56)

“om |\ om

ou Hj est le terme correspondant aux interactions entre les particules de la partie continue :

Hl[V] = l lim ; dZ,
T e=0 Jpmy-v(z)ze V(M) — V(2)

et H; le terme correspondant aux interactions entre la partie continue et les masses de Dirac :

Ml’
V(m) — xt’

_ 1
H2[V/ V] = E

1=

(=1

ot M et x* sont respectivement la masse et la position de la £ masse de Dirac de V. Notons que s’il n’y a pas de
masse de Dirac, ce terme s’annule et nous retrouvons 1’équation (7.54).
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Nous omettons dans la suite la barre, étant convenu que la notation V correspond a la partie continue, la partie
discréte étant décrite par les masses M’ et les positions x¢ des masses de Dirac.

Nous notons V!, I’approximation de la solution au temps #, = n At au point w = iAm,i=1,...,I, [Am = 1.
Nous discrétisons le probléeme comme suit :

! i V ! 1 1 Am 1 1 Mf
n+1 n 2
— 7 o] : ] + Xl — - - —, (7.57)

i _ vyl T i xt
n+l U+l n+1 n+1 |V~:1+14/1+1|>é V”+1 Vn+1 =0 Vn+1

avec un pas d’espace constant égal a Am. La méthode des différences finies que nous utilisons est un schéma
d’Euler semi—implicite. Une procédure de Newton—Raphson est utilisée pour résoudre ce schéma implicite. Nous

1
imposons des conditions de Neumann pour le probléme posé pour la densité (7.27), i.e. pour tout 7, VT yiT =0
n— Vn

et Voo = 0, de sorte que le centre de masse soit conservé.
n— Yn

Remarque 20 En pratique, pour gagner en rapidité, nous utilisons une discrétisation semi—implicite et I’ équation
(7.57) est remplacée 1’équation discréte suivante :

V;l+1 -V 1 1
- At = i+1 Vz Vz Vz 1 +
Vn n+1 n+l i+l
L
Am 1 Am 1 Mt
PO M R U ¥ LIy M sy

T ‘ vi o~V T _ VJ Tt \ xt

[j—il<1IVE =V |ze © ntl n+1 [j=i>1IVE  ~Vize n+1 n (=0 “n+l

Nous réalisons ainsi des simulations avec une condition initiale V choisissant le parametre y de sorte qu’il
apparaisse des points de concentration en temps fini. L’explosion correspond a 1’apparition d’un plateau dans le
graphe de I’inverse de la fonction de répartition. Toute la difficulté consiste a déterminer numériquement quel est
le temps d’explosion et quelle partie du plateau constitue la masse de Dirac, i.e. combien nous devons couper.

7.4.1 Heuristique

Une maniere de répondre a cette question est de reprendre 1’algorithme de [BCCOS8] décrit a la Section 7.3.4 et
de comprendre pourquoi le schéma échoue a I’approche de 1’explosion.

Cet algorithme s’arréte juste avant I’explosion, a chaque fois par défaut de convergence de la procédure de
Newton—Raphson. Pourquoi, a 1’explosion, la procédure de Newton ne converge-t-elle pas ? L'idée est basée sur
la remarque suivante. Supposons que pour des raisons de symétrie de la condition initiale, on sache que la masse
de Dirac apparaitra en x = 0. A I’approche de I’explosion, la procédure de Newton—Raphson doit résoudre une
équation similaire a

At ;
w1 T T Vi

n+1

Vl

qui n’a manifestement pas de solution si V,, est trop proche de 0 (a distance de I’ordre de VAt). Dans ce cas, on
doit considérer que V| _, esten 0 et appartient au plateau, ¢’est-a—dire a la masse de Dirac.

7.4.2 Algorithme « cut & paste »

Avant de rentrer dans les détails de I’algorithme, nous voulons ici en donner les principes de base.

Suite a la remarque précédente, Section 7.4.1, nous considérons que lorsque la procédure de Newton—Raphson
ne converge pas, nous devons prélever de la masse dans la partie continue pour la replacer dans un ou plusieurs
Dirac. Il y a plusieurs fagons de procéder : nous pouvons soit créer une nouvelle masse de Dirac, soit augmenter la
masse d’un des Dirac existants. Une masse de Dirac, ¢’est—a—dire un plateau de la fonction de répartition inverse,
est repérée par le point de plus faible pente. La longueur des plateaux est déterminée ainsi : nous nous donnons
un seuil 77 (Ie choix de 7 est discuté au paragraphe suivant) et tout point dont la distance a une masse de Dirac est
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inférieure a 1 est considéré comme appartenant au plateau correspondant et donc incorporé a la masse de Dirac.
Lorsqu’un plateau est ainsi repéré, nous enlevons les points correspondants de la partie continue et les remplagons
par un unique point ayant pour ordonnée la position de la masse de Dirac correspondante. La masse du Dirac est
mise a jour avec la longueur du plateau prélevé qui correspond exactement a I’ajout de masse. Notons qu’ainsi le
nombre de points de la discrétisation, noté I, de la partie continue diminue. L’algorithme s’arréte lorsqu’il n’en
reste que 5.

Enfin, nous ne devons pas oublier de déplacer les masses de Dirac selon I’équation (7.27). Si deux masses de
Dirac se trouvent trop proches, a une distance de 1’ordre de 7, elles fusionnent.

Dans le paragraphe qui suit, nous détaillons pas a pas les étapes de notre algorithme. L correspond aux nombres
de masses de Dirac, I le nombre de points de discrétisation pour la partie continue. M (resp. x¢) est la masse (resp.
la position) de la ¢° masse de Dirac. £ 1ag est un drapeau qui indique le nombre de passage dans la procédure « Cut
& Paste » ; au premier passage, nous regardons si la taille des plateaux déja existants a augmenté. Au deuxieéme
passage, qui signifie que la procédure précédente n’a pas suffi, nous regardons si d’autres masses de Dirac sont
apparues.

Algorithme. Placons nous au temps T = " = n At et supposons que nous avons calculé les V}i pour k < n et
i€[o,I].
flag = 1
I>5
n fixé
Etape 1 Calcul de V; . pouri=0,...,Isolution de I’équation discrete (7.57) a I’aide d’une procédure de Newton—
Raphson.

* |’algorithme de Newton—Raphson converge.

Aller a 1 ’Etape 2.
flag «— 1
* I’algorithme de Newton—Raphson ne converge pas.

N

Réaliser la procédure « Cut & Paste ». Aller a l’Etape CP.

Etape 2 Déplacer les masses de Dirac selon I'Equation (7.27) discrétisée de la fagon la plus simple :

k
¢ X Am M
X = X = A2 Y, ——+) —~| (7.59)

.y —
|x»[i_V:1|25 xn Vn k#t xn xn

Aller & 1'Ktape3.
Etape 3 Procédure de fusion des masses de Dirac
* Si pour tout j # k, [x/ — x| > 27,
Aller a 1’Ktape4.
* Sinon, si |xj — xkl < 21, nous devons fusionner les deux masses de Dirac correspondantes.
e Calcul de la position de la masse de Dirac obtenue par fusion ;
X/ — (fof +kak) /(M + MF);
e Calcul de la nouvelle masse ;
M — M/ + MK+ |j — k| Am;
e Couper la partie continue située éventuellement entre les deux masses de Dirac. Voir Figure 7.5.
e Aller a 1l'Etaped.

Etape 4 Faire avancer le temps.
T «— T + At
n «— n+l
Aller & 1’Ktapel.
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X A X A

"

(a) (b)

FIG. 7.5: Fusion de deux masses de Dirac

Etape CP Procédure « Cut & Paste ».

* Siflag=1:

Aller a 1° l:?tape CP-2.
(b) Sinon L=0,

oL «— 1;

e Déterminer le point de pente minimale Sy, (i, V,’q) ;

e Stocker cette pente comme pente de référence.
SR < Smin >

o Mémoriser I’emplacement de la nouvelle masse de Dirac;
x' «— V.. Voir Figure 7.6.

e Aller a 1'KEtape CP-2.

Etape CP-1 (a) SiL > 1,

Iitape CP-2 Tout point a une distance au plus 71 d’une masse de Dirac est considéré comme appartenant a la
masse de Dirac.
e Repérer tous les points a une distance 7 de la £° masse de Dirac située en x’. C’est un plateau,
on repére I’indice de début iy, et de fin i fin du plateau. Voir Figure 7.7(a).
e Calculer la masse correspondant a cette partie ;
m &— (ifin — lgeb) A}

219

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése d'Anne Devys, Lille 1, 2010

Chapitre 7. Description et simulation du systéme Patlak—Keller-Segel 1D apres « blow—up »

FIG. 7.6: Repérage de la premiere masse de Dirac

e On remplace ce plateau par un seul point d’ordonnée x’ ;

ns
e Mettre a jour la masse du £° Dirac;
M — ME + m;
e Recoller les deux branches (Figure 7.7(b) ;
T — T - (ifin—ldep) 3
e flag «— 0;
e Aller a 1 ’Etape 1.

* Si flag=0 : apparition d’une nouvelle masse de Dirac.

ﬁtapc CP- x e Repérer le point de pente minimale s, ; (i, V;',). Si Sin = sg = 10%, nous décidons que nous
avons une nouvelle masse de Dirac en ce point.

XL+1 - V;l’

L «— L+1;

flag «— 1;

Aller & 1'Ktapel.

Remarque 21 (A propos du maillage) Un maillage régulier pour l'inverse de la fonction de répartition semble
approprié au probleme que nous regardons. En effet, il concentre les points de discrétisation autour de plateaux
pour l'inverse de la fonction de répartition ce qui se répercute par une concentration des points de discrétisation
autour des pics de la densité. Nous avons illustré cela a la Figure 7.3, en matérialisant par des points rouges, les
points de discrétisation correspondant a un maillage régulier pour 'inverse de la fonction de répartition.

Le fait de perdre des points au fur et a mesure de 1’algorithme pour la description de la partie continue
n’entraine pas de perte de précision, car chaque maille correspond au méme élément de masse Am, quel que soit
le nombre de mailles.

Remarque 22 A propos de la fusion de deux masses de Dirac) En pratique, lorsqu’on fusionne deux masses
de Dirac, les plateaux (i.e. les deux points rouges sur la Figure 7.7(a)) ne sont distants que d’une maille.
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X A X A

(a) (b)

F1G. 7.7: Repérage d’un plateau, découpe et recollage

Pour la fusion de deux masses de Dirac, nous choisissons de placer la masse de Dirac résultante de cette fusion
au centre de gravité du systéme formé par les masses de Dirac. Ce choix correspond a négliger toute la masse en
dehors de ces deux points d’accumulation ; dans ce cas, d’apres la théorie du probléme a deux corps le systéme
conserve son centre de masse et la masse de Dirac résultante se situe logiquement au centre de gravité du systeme.

Remarque 23 Le systeme (7.57) ainsi que 1’algorithme décrit ci—dessus s’ apparentent a un schéma de particules
pour I’équation de Keller—Segel (7.1) [HS09]. En effet V décrit en quelque sorte la position du nuage de particules.
Une différence majeure néanmoins réside dans le fait que les particules restent ordonnées au cours du temps
(condition de croissance de V). La diffusion Brownienne est remplacée par un opérateur déterministe équivalent
au Laplacien.

Une condition CFL ou comment choisir 1 ?

Une question reste encore en suspend : comment choisir le seuil 77 ? Nous avons déja mentionné certains indices

indiquant que ) devrait étre de I’ordre de VA(t.
Dans le cas d’une discrétisation explicite, la condition CFL donnée dans [GT06] se traduit dans notre cas par :

n < VéAt. (7.60)

Il semble qu’il existe également une telle condition pour un schéma implicite. Pour notre algorithme on fixe n =
V6At la condition CFL.
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B82.0

(a) (b)

FIG. 7.8: Evolution de la solution dans les deux variables dans le cas symétrique avec une seule masse de Dirac

Remarque 24 Dans [HS09], les auteurs donnent une description stochastique des particules pour le systéme de
Keller—Segel 2D. Ils utilisent la théorie des deux corps pour décrire le mouvement de deux particules lourdes assez
proches et trouvent que deux telles particules entrent en collision si et seulement si la distance entre elles d vérifie :

M + M?
Tt

At.

Le lecteur notera que cette condition est comparable a celle que nous choisissons dans notre schéma.

7.4.3 Illustrations numériques

Nous réalisons des simulations numériques dans différents cas. Dans tous les cas, le pas de temps choisi est
At=5-1073,

Cas symétrique, une seule masse de Dirac Nous choisissons y = 5/27 et la condition initiale symétrique,

2m—1
Yol = Gt =y
En posant y = 5/27, nous sommes certains de n’obtenir qu’une seule masse de Dirac car 21t < y < 47m. Nous
présentons a la Figure 7.8 les résultats numériques sous deux formes. Nous donnons a la Figure 7.8(a) 1’évolution
de la fonction de I’inverse de la fonction de répartition, que I’on a reconstruit avec les plateaux. En trait gras
on donne la condition initiale, en trait rouge la condition finale. La Figure 7.8(b) représente la fonction densité
correspondante avec la masses de Dirac représentées par les barres dont la longueur représente la masse du Dirac.

Cas symétrique, deux masses de Dirac Nous choisissons cette fois y = 57 et une condition initiale toujours
symétrique,

Nous présentons a la Figure 7.9 les résultats numériques sous deux formes. Nous donnons a la Figure 7.9(a),
I’évolution de la fonction de I’inverse de la fonction de répartition, que 1’on a reconstruit avec les plateaux. Les
conventions pour la visualisation sont les mémes que dans le cas précédent. La Figure 7.9(b) représente la fonction
densité correspondante.
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FIG. 7.10: Evolution de la solution dans les deux variables dans le cas non symétrique pour une condition initiale présentant
deux pics d’amplitudes inégales

Cas non symétrique Nous choisissons cette fois y = 107 et une condition initiale cette fois non symétrique,
présentant deux pics d’amplitudes inégales :

—1+ 2625(m—0.45) 1
1 + 2¢25(m-0.5) (m(l _ m))1/4'

Vo(m) =

Nous présentons a la Figure 7.10 les résultats numériques sous deux formes. Nous donnons a la Figure 7.10(a),
I’évolution de la fonction de I’inverse de la fonction de répartition, que 1’on a reconstruit avec les plateaux. Les
conventions pour la visualisation sont les mémes que dans les cas précédents. La Figure 7.10(b) représente la
fonction densité correspondante. Nous observons que dans ce cas une seule masse de Dirac apparait, I’autre ‘bosse’
de concentration se faisant absorbée peu a peu vers le point de concentration.

Remarque 25 Au Lemme 1, nous avons conjecturé que la partie réguliére de la densité s’annule aux points de
discontinuité. Cette conjecture se confirme numériquement. La Figure 7.11 représente la densité de cellules et
la masse de Dirac pour une condition initiale de type gaussienne, symétrique et x = 10m. On observe bien
I’annulation de la partie continue a l’emplacement de la discontinuité, ce qui est en faveur de la conjecture.
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chi=10, T=0.0165

-25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

F1G. 7.11: Illustration de la conjecture du Lemme 1

7.5 Conclusion et perspectives

Nous avons pu décrire, a I’aide de la notion de mesure de défaut, le systeme de Patlak—Keller—Segel modifié
en dimension d = 1 aprés explosion. La difficulté par rapport aux travaux de DOLBEAULT et SCHMEISER [DS09]
réside essentiellement dans I’apparition en dimension d = 1 de la transformée de Hilbert tandis qu’en dimension
d = 2 le noyau logarithmique est la solution fondamentale de I’équation de Poisson. La formulation obtenue nous
a permis d’étendre le schéma de BLANCHET et al. [BCCOS8] aux temps apres explosion. Bien que ce schéma soit
fondé sur des notions fines liées a I’utilisation d’une nouvelle structure Riemannienne, il s’exprime facilement en
dimension d = 1 car la distance de Wasserstein a une expression explicite dans ce cas.

Il existe de nombreuses perspectives a ce travail. Outre la démonstration du Lemme 1 qui est un travail encore
en cours, nous avons remarqué que numériquement, lorsque la masse de Dirac apparait, la longueur du plateau
correspondant, c’est—a—dire la masse concentrée au point d’accumulation, est exactement égale a la masse cri-
tique, a une taille de maille pres. Une analyse mathématique plus approfondie pourrait peut-étre confirmer cette
observation.

A plus long terme, nous pourrions envisager d’étendre ce type de schéma aux dimensions supérieures. Un
travail allant dans ce sens a été réalisé par CARILLO et MOLL. Les auteurs proposent dans [CM10] un schéma
numérique pour des équations non—linéaires écrites en coordonnées Lagrangiennes. A nouveau leur travail est lié
al’étude d’équations de flots de gradients par rapport a la distance de Wasserstein.
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Résumé

Modélisation, analyse mathématique et simulation numérique de problémes issus de la biologie

Cette these est consacrée a I’étude de quatre problemes issus de la biologie.

Le premier concerne la modélisation d’une population de métastases. Le modele abouti a une équation de
McKendrick-Von Foerster : une équation de conservation munie d’un terme au bord non—local. Nous montrons
I’existence d’une unique solution et étudions son comportement asymptotique a 1’aide de la notion d’entropie
relative généralisée. L’ étude numérique utilise le schéma WENO.

Le deuxiéme concerne la modélisation de la respiration. Nous étudions la simulation des flux d’air dans 1’appa-
reil respiratoire a I’aide d’un modele multi—€chelle. Le systéme obtenu possede des conditions aux bords dissipa-
tives non—usuelles. La méthode numérique employée est une méthode de décomposition qui permet de réduire le
probléme a la résolution de problémes de Stokes avec conditions aux bords de type Dirichlet—-Neumann classiques.
Puis nous proposons un modele pour les échanges gazeux montrant I’hétérogénéité de 1’absorption de 1’oxygene
le long de I’arbre bronchique.

La troisiéme partie concerne la cascade MAPK dans des ovocytes de Xénopes. La modélisation amene a une
équation de type KPP. Apres une étude mathématique montrant I’existence d’un front d’onde, nous réalisons une
étude numérique fine du systéme.

Enfin, nous étudions le systeme de Patlak—Keller—Segel 1D apres explosion. Apreés une étude mathématique
permettant de décrire le systéme apres explosion a 1’aide d’une mesure de défaut, nous donnons un schéma numé-
rique adoptant le point de vue du transport optimal et permettant de simuler le systéme apres explosion.

Mots-clés: biologie, métastases, McKendrick—Von Foerster, respiration, Navier—Stokes, conditions dissipatives,
effets d’écrantage, MAP Kinase, front d’onde, Keller—Segel, mesure de défaut, transport optimal.

Abstract

Modelisation, mathematical analysis and numerical simulation of problems coming from biology.

We investigate four models coming from biological contexts.

The first one concerns a model describing the growth of a population of tumors. This model leads to a
McKendrick—Von Foerster equation : a conservation law with a non—local boundary condition. We prove the ex-
istence and unicity of a solution, then we study, using the general relative entropy, its asymptotic behavior. We
provide numerical simulations using WENO scheme.

The second part concerns the modelisation of the respiration. First we study the air flux in the bronchial tree
using a mulstiscale model. The system present non—usual dissipative boundary conditions. The numerical scheme
we use is based on a decomposition idea that reduce the system to the resolution of Stokes problems with standard
Dirichlet-Neumann conditions. Then, we propose a model concerning the gas exchanges bringing to light the
heterogeneity of the absorption of oxygen along the bronchial tree.

The third part concerns the MAPK cascade in Xenopus oocytes. The modelisation leads to an equation of KPP
type. A mathematical study shows the existence of travelling waves. Then we provide a detailed numerical study
of the system.

Finally, the last part, concerns the system of Patlak—Keller—Segel 1D after blow—up. The mathematical study
provide a description of the system after blow—up, based on the notion of default meausure. Then we propose a
numerical scheme, adopting the optimal transport viewpoint and allowing to simulate the system after blow—up.

Keywords: biology, metastasis, McKendrick—Von Foerster, respiration, Navier—Stokes, dissipative condtitions,
screening effects, MAP Kinase, wave propagation, Keller—Segel, default measure, optimal transport.
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