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Résumé

Le cadre du sujet est la géométrie algébrique, plus précisément on s’intéresse au comportement a
I'infini des fibrés vectoriels sur les variétés algébriques munies d’un diviseur a croisements normaux
simples. Ceux-ci peuvent étre équipés d’une connexion a poles logarithmiques, d’une part, ou bien d’une
structure parabolique, d’autre part. Lorsque ces deux données sont compatibles, on parle de connexion
parabolique. Les connexions paraboliques sont apparues pour la premiere fois sur les courbes dans les
travaux de C.Simpson sur la théorie de Hodge non abélienne, et leurs espaces de modules font toujours
I’objet d’intenses recherches.

Dans cette these, on montre dans un premier temps que les connexions paraboliques peuvent étre in-
terprétées, via une correspondance de type Fourier, comme des connexions logarithmiques sur certaines
orbifoldes, les champs des racines du diviseur considéré. Cette étape requiert a la fois une définition
globale des différentielles logarithmiques due a M.Olsson, et aussi la description des connexions comme
sections de 'extension d’Atiyah.

Dans un deuxiéme temps, on définit les connexions fortement paraboliques comme étant celles dont
les poids de la structure parabolique sont les morphismes induits par les résidus de la connexion sur
les quotients de la filtration définissant la structure parabolique.

On prouve ensuite que la connexion sous-jacente a une connexion fortement parabolique est a
résidus semi-simples et qu’elle permet de reconstruire la structure parabolique. Ce résultat est inspiré
de travaux de Iyer-Simpson.

On montre finalement que la condition de forte parabolicité d’une connexion parabolique correspond
a ’holomorphie de la connexion logarithmique champétre correspondante. Ce théoreme généralise en
dimension quelconque un résultat de Biswas-Majumder-Wong et Loray-Saito-Simpson sur les courbes.
On traduit finalement le théoreme de reconstruction dans le cadre des champs algébriques.



Abstract

The framework of the subject is algebraic geometry, more precisely we are interested in the be-
haviour at infinity of vector bundles on algebraic varieties endowed with a simple normal crossings
divisor. These can be equipped with a logarithmic connection, on the one hand, or with a parabolic
structure, on the other hand. If these two data are compatible, the connection is called parabolic.
Parabolic connections first appeared on curves in the work of C.Simpson on nonabelian Hodge theory,
and their moduli spaces are still object of active research.

In this thesis, we first show that parabolic connections can be interpreted, via a Fourier-like corres-
pondence, as logarithmic connections on certain orbifolds, the stacks of roots of the divisor. This step
requires both a global definition of logarithmic differentials due to M.Olsson, and also the description
of the connections as sections of the Atiyah extension.

In a second step, we define strongly parabolic connections as those whose weights of the parabolic
structure are the morphisms induced by the residues of the connection on the quotients of the filtration
defining the parabolic structure.

We then prove that the connection underlying a strongly parabolic connection has semi-simple
residues and that it allows the reconstruction of the parabolic structure. This result is inspired by the
work of Iyer-Simpson.

We finally show that the strong parabolicity condition of a parabolic connection corresponds to
the holomorphy of the corresponding logarithmic stacky connection. This theorem generalises in any
dimension a result of Biswas-Majumder-Wong and Loray-Saito-Simpson on curves. We finally translate
the reconstruction theorem into the framework of algebraic stacks.
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We don’t see things as they are, but as we are.
Immanuel Kant
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Introduction

0.1 Fibrés paraboliques et fibrés champétres

Soit X une variété algébrique munie d’un diviseur D. On appelle fibré parabolique sur (X, D) un
fibré vectoriel £ muni d’une filtration

5:80:)5%3-~-35r;1 D& =&(-D)

ou on a fixé un entier r > 1. Les sauts de la filtration sont appelés les poids du fibré parabolique.
Les fibrés paraboliques trouvent leur origine dans les travaux de Mehta et Seshadri qui les ont intro-
duits initialement sur les surfaces de Riemann. Leur but était de généraliser aux surfaces de Riemann
épointées le théoreme de Narasimhan-Seshadri qui affirme que les fibrés stables de degré 0 sur X sont
ceux qui proviennent exactement des représentations unitaires irréductibles du groupe fondamental
(topologique) 71 (X, ).

Plus récemment, les fibrés paraboliques ont été interprétés, via une correspondance de type Fourier,
comme des fibrés vectoriels sur des champs algébriques : d’abord dans le cas d’un quotient global [Bis97],
puis dans le cas général sur certaines orbifoldes, les champs des racines ([Bor07],[Bor09],[BV12]).

0.2 Connexions paraboliques

Le but de cette these est de montrer comment on peut comprendre les fibrés vectoriels munis de
connexions a travers cette correspondance. Une connexion parabolique sur un schéma X le long d’un
diviseur D est un fibré vectoriel sur X muni d’une structure parabolique a la Mehta-Seshadri, et d’'une
connexion logarithmique, compatibles entre elles. Cette définition est motivée par la correspondance de
Simpson sur les courbes non-compactes [Sim90], ot la notion de connexion parabolique a été introduite
tout comme sa consceur : les fibrés de Higgs paraboliques. La définition a d’abord été donnée sur des
courbes, sous la forme d’une filtration de faisceaux, avant d’étre généralisée plus tard en dimension
supérieure [Yok93].

En dimension 1, Biswas-Majumder-Wong [BMW12] et Loray-Saito-Simpson |[LSS13| ont établi une
correspondance entre les connexions holomorphes sur le champ des racines et les connexions parabo-
liques dont les résidus sont donnés par les poids de la structure parabolique. Ce sont ces deux articles
qui sont a l'origine de notre sujet.

0.3 Objectif et résultats de cette these

Notre principal objectif est de généraliser cette correspondance en dimension supérieure. Soit X
un schéma lisse sur un corps k muni d’'un diviseur lisse D et r un entier naturel inversible dans k.
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Au triplet (X, D,r), on peut associer un morphisme 7 : X, — X du champ des racines X, vers l'es-
pace des modules X, qui est par définition le morphisme minimal tel que le diviseur 7* (%D) soit entier.

Par ailleurs, avec le méme triplet (X, D,r), on dispose de la notion de connexion parabolique, &
savoir une famille décroissante (&, VQ)QE%Z de connexions logarithmiques vérifiant E,41 ~ E,(—D).
Une connexion parabolique est dite fortement parabolique, si les poids (les sauts de la filtration) sont
les résidus des connexions (&, VQ)QE%Z. Notre principal théoréme est

Théoréme A. (Théoréme [3.3.3) Une connexion logarithmique (F,V) sur X, est holomorphe si et
seulement si la connexion parabolique correspondante (€4, Va),ec17 est fortement parabolique.

Du théoréme [A] et de la correspondance entre les fibrés champétres et les fibrés paraboliques, on
déduit I’équivalence suivante :

Théoréme B. (Théoréme [3.3.15]) Il existe une équivalence de catégories naturelle entre les connexions
holomorphes sur X, et les connexions fortement paraboliques & poids dans %Z.

Comme application du théoreme [B] on déduit le corollaire suivant :

Corollaire C. (Corollaire [3.3.16]) Si 7 : X,, — X désigne le morphisme du champ des racines X, vers
Pespace des modules, et si (F,V) et (F',V’') sont deux connexions holomorphes sur X,., alors tout
isomorphisme (7. F,m.V) ~ (m,F',m V') se releve de maniére unique en un isomorphisme (F,V) =~

(F', V).

Il est facile de voir que ce résultat est faux sans les connexions, ou pour les connexions logarith-
miques. Il est inspirée par les travaux d’Iyer et Simpson [IS07] qui ont montré comment reconstruire
la structure parabolique a partir de la connexion.

0.4 Structure des chapitres

Dans cette these, on a été amené a considérer plusieurs points de vue sur les connexions logarith-
miques. Cette souplesse entre différentes définitions équivalentes s’est avérée tres utile pour simplifier
les preuves. Par exemple I'utilisation de l'extension d’Atiyah pour décrire les connexions permet de
rester dans le monde O-linéaire. Ou encore, 'utilisation du point de vue global d’Olsson pour définir
les différentielles logarithmiques est essentiel lorsqu’il s’agit de définir rigoureusement cette notion sur
un champ de Deligne-Mumford.

Les chapitres sont structurés comme suit :

0.4.1 Chapitre

Ce chapitre est un rappel sur les champs, et plus particulierement sur le champ des racines. On
rappelle la définition d’un diviseur & croisements normaux (simples) et on montre comment une telle
hypothese implique la lissité du champ des racines {/D/X. On donne ensuite différentes définitions
de faisceau quasi-cohérent sur un champ de Deligne-Mumford, pour lesquels on peut utiliser le petit
site étale. On explicite ensuite le résultat sur lequel est basée cette these, a savoir la correspondance
entre les fibrés sur le champ des racines X = {/D/X et les fibrés paraboliques. On se concentre
finalement sur ’exemple le plus simple : la droite projective munie de deux points champétres. Dans
cette situation, on détermine la torsion du groupe de Picard Tor(Pic(X)), et on calcule les fibrés
paraboliques correspondants.
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0.4.2 Chapitre |Z|

Ce chapitre est consacré aux connexions. On commence par un rappel sur les faisceaux des formes
différentielles logarithmiques avec deux définitions, a savoir celle donnée par Deligne et par Esnault-
Viehweg, caractérisée par sa forme locale et concrete, et celle d’Olsson, plus adaptée aux champs.
Ensuite, on définit brievement une notion ad hoc de log schéma, dont 'importance vient du fait que
le morphisme 7 : X — X est log-étale. La section suivante concerne la notion usuelle de connexion
comme morphisme k-linéaire vérifiant la regle de Leibniz. En plus du rappel de la définition sous
sa forme holomorphe et logarithmique, cette section sert aussi a rappeler le caractere fonctoriel des
connexions, a savoir le comportement des connexions vis-a-vis de I'image directe et de I'image réci-
proque, et de I'adjonction qui les relie, et permet la généralisation de la définition aux champs. La
formule de décalage des résidus d’Esnault-Viehweg est ensuite mise en évidence dans la section sui-
vante. Puis on reprend ’exemple de la fin du chapitre 2 de la droite projective munie de deux points
orbifold en montrant comment on peut munir la torsion du groupe de Picard de connexions holo-
morphes. On termine le chapitre en rappelant ce qu’est 'extension d’Atiyah logarithmique pour les
champs de Deligne-Mumford, et comment les sections de la suite exacte d’Atiyah logarithmique cor-
respondent aux connexions logarithmiques, ce qui servira de prélude a la démonstration du théoréme
principal de cette these, c’est a dire le théoreme

0.4.3 Chapitre

Dans ce dernier chapitre, on se focalise sur notre sujet principal, les connexions paraboliques.
On commence en premier lieu par définir la notion de connexion parabolique, puis par établir la
correspondance entre connexions paraboliques et connexions logarithmiques sur le champ des racines a
partir de extension d’Atiyah, qui donne lieu a une premiere version de la correspondance. On définit
ensuite la notion de connexion fortement parabolique en donnant un sens au morphisme induit par
le résidu sur un quotient de la filtration. La suite concerne la reconstruction des fibrés paraboliques
(€.,V.) a partir de la donnée du fibré vectoriel (&g, Vp). Le chapitre se termine avec les théoremes
principaux de cette these, & savoir les théoreémes [A] et [B] et leur corollaire [C] et on cloture cette these
par une breve discussion du cas général des A-connexions.

0.5 Lien avec les travaux d’autres auteurs

L’article [IS07] a été une source d’inspiration dans la rédaction de la partie sur la reconstruction des
fibrés paraboliques Le choix du terme « connexion fortement parabolique » est motivé par 1'usage
en vigueur pour les fibrés de Higgs paraboliques, en particulier dans larticle [BMW13|. Toutefois,
il apparait important de préciser dans cette these que la définition donnée pour les fibrés de Higgs
fortement paraboliques dans [BMW13| nous apparait légérement incorrecte en dimension plus grande
que 1.

0.6 Conventions

Dans cette these, sauf mention contraire, les notations suivantes seront fixées.
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Corps de base

k désignera un corps, et on notera pas S = Spec(k) le schéma de base. Dans quelques situations on
aura besoin de supposer le corps k parfait.

Champs algébriques

Les champs seront sur la catégorie des S-schémas Sch /S munie de la topologie étale (grand site
étale de 5).

La plupart de nos champs X seront des champs de Deligne-Mumford, et les faisceaux quasi-cohérents
sur X seront considérés sur le petit site étale de X.

Champs des racines

X sera un k-schéma lisse, I un ensemble fini, D = (D;);cr une famille finie de diviseurs de Cartier
effectifs integres deux & deux distincts, telle que la réunion D = J,;.; D; soit a croisements normaux
simples, et r = (7;);cs une famille finie d’entiers naturels inversibles dans k.

On notera par {/D/X le champ des racines obtenu & partir du triplé (X, D,r). On le notera aussi
par X,., ou encore seulement par X. Le morphisme 7 : X — X désignera le morphisme naturel de X

vers I'espace des modules. Les racines r;-emes de D; dans X seront notées par ;.

On utilisera ’écriture en lettres grasses pour D et r quand on sera dans la situation a plusieurs
indices, et I'écriture classique dans le cas #1 = 1.
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Chapitre 1

Généralités sur les fibrés sur les champs
algébriques

1.1 Champs algébriques

Les champs algébriques (appelés aussi champs d’Artin) sont une généralisation des schémas et des
variétés algébriques. Ils jouent un role important dans la construction des espaces des modules et la
classification des objets géométriques. D’une maniere générale, un champ est une catégorie fibrée en
groupoide, c’est a dire une catégorie dont les morphismes dans les fibres sont des isomorphismes, et qui
vérifie les conditions de recollement entre objets et entre morphismes. C’est un champ algébrique s’il
admet en plus un atlas lisse et si sa diagonale est représentable. Quand l’atlas est étale, on parle d’un
champ de Deligne-Mumford. Les références principales utilisés pour les champs sont : [Ols16], [LMO0O]
et [Sta).

On appelle site, une catégorie C munie d’'une topologie de Grothendieck. C’est a dire, pour tout
objet X, la catégorie C est munie d’une collection Cov(X), constituée de morphismes vers X, dits aussi
recouvrements de X . Cette collection doit vérifier les 3 axiomes d’une topologie, & savoir : () identité :
Tout isomorphisme vers X est un recouvrement de X, (i¢) produit fibré : Le changement de base d’un
recouvrement de X par un morphisme ¥ — X est un recouvrement de Y, (i) composition : Un
recouvrement d’un recouvrement de X est encore un recouvrement de X.

Si C est une catégorie, on appelle catégorie fibrée en groupoide sur C, une catégorie X munie d’un
foncteur F' : X — C, en faisant une catégorie fibrée, et dont les morphismes dans les fibres X(U), ou
U est un objet de C, sont des isomorphismes. Ici, on désigne par X(U) la catégorie qui a pour objets les
objets u de X vérifiant F(u) = U, et pour morphismes, les morphismes h : v/ — u dans X, vérifiant
F(h) = idy. Moralement, X est fibrée sur C veut dire qu’on dispose d’un foncteur image réciproque
v* : X(U) — X(U'), pour tout morphisme v : U’ — U de C.

Définition 1.1.1. Soit C un site. Notons par priy,prys,prag : X X X x X — X X X, et pry,pry :

X x X — X les projections. Une catégorie F' : X — C fibrée en groupoide sur C est dite un champ
si:

1. (recollement des morphismes)

Pour tout T € C, et pour tout X et Y dans X(T), le pré-faisceau

Isom(X,Y): | (C/T)? — &.

1.1
U +— Isomgg(U) (X‘U7YU) ( )
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est un faisceau pour la topologie sur C.

2. (recollement des objets)

Pour tout T € C, et pour tout recouvrement {U; — T'}er, si (X, O'ij)ij est une collection d’objets
et de morphismes telle que

(a) Pour tout i € I : X; € X(Uj;).

(b) Pour tout 4, j dans I : XﬂUmUj Zigy Xj|UmUj est un (iso)morphisme dans X(U; x1 U;).

(c) Pour tout ¢, j,k € I, la condition de cocycle o, 0 0;; = 04y, est vérifiée :

% e Pris Oij * e ~ * X
Prip pry Ay — > PIyp Prg XA; ————— Pryg Pry Aj

~

.
Praz Ok

~Y
* * * * * *
pris pri X; —>prIS o pris pry X ——  pras pry X

Alors il existe un X € X(T) et pour chaque ¢ € I un isomorphisme o; : X|, — Xj, tel que
055 © 03 =0j.

Définition 1.1.2. Soit S un schéma. On considere la catégorie (Sch /S). .
S munie de la topologie étale. Un champ X/S est un champ algébrique si :

des schémas au dessus de

(i) La diagonale A : ¥ — X x g X est représentable :

Pour tout schéma T et pour tout morphisme 7' — X x g X, le produit fibré X X (x %) 7T est un
espace algébrique (c’est a dire le quotient d’un schéma par une relation d’équivalence étale).

(ii) X/S admet un atlas lisse U. C’est & dire qu’il existe un schéma U avec un morphisme surjectif
lisse

m: U —X

Définition 1.1.3. Un champ X/S est un champ de Deligne-Mumford s’il vérifie la condition (i) d’un
champ algébrique et s’il admet un atlas étale.

Définition 1.1.4. Soit X/S un espace algébrique, G/S un schéma en groupe lisse agissant sur X. On
définit le champ quotient [X/G] comme étant le champ ayant

pour objets : les triplés (Y, P, ) avec
e Y un S-schéma.

e Pun G XgY - torseur sur le grand site étale de Y.

o 7:P — X xgY un morphisme de faisceaux G x g Y-équivariants sur (Sch /.S); .-

pour morphismes : (T, P',7') — (T, P, 7), les paires (f, f°), avec

e f:T' — T est un morphisme de schémas au dessus S.
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e f': P’ — f*P est un isomorphisme de G -torseurs faisant commuter le diagramme

fb

P

On a une autre description de [X/G] utilisant la notion de groupoide. Rappelons ce qu’est un
groupoide et comment est défini [X/G].

Définition 1.1.5. (Tag 0231) Un schéma en groupoide, est un 5-uplet (U, R, s,t,c) avec U et R des
S-schémas, s,t : R — U et ¢ : R X5y R — R des morphismes de S-schémas, tel que pour tout
S-schéma T, la catégorie Cr définie par (U(T), R(T), s,t,¢) est une catégorie en groupoide. Explicite-
ment, la catégorie Cr a

pour objets : Les objets de U(T).

pour morphismes : un morphisme so f — t o f, pour tout f objet de R(T).

Définition 1.1.6. (Tag 044Q)) On définit [U/R] comme étant le champ associé au pseudo-foncteur

(Sch/S)eE . — Groupoide

étale
T — (U(T),R(T),s,t,c)

Dans le cas ou G est un schéma en groupe avec une action a : G xg X — X sur X, on note par
[X/G] le champ associé au groupoide (X, G xg X, a, pry, c).

Proposition 1.1.7. Si G est un schéma en groupe lisse au dessus S avec une action sur X, alors [X/G]|
est un champ algébrique.

Preuve. Voir (|Ols16], Exemple 8.1.12). O
Remarque 1.1.8. Une carte de [X/G] est donnée, pour tout schéma T, par
gr: | X(T) — [X/GI(T)
[ (Gr,py)
avec py le morphisme induit par le morphisme f : T — X et 'action de G sur X.

Définition 1.1.9. ([Ols16]) Si G/S est un schéma en groupe lisse, avec une action triviale de G sur S,
le champ quotient BG := [S/G] est appelé le champ des G-torseurs.
Proposition 1.1.10.

1. Pour un schéma X/S et pour G = G,,, on a une équivalence de catégories entre les faisceaux
inversibles £ sur X et les morphismes X — BGy,.

2. Si G = p,, alors la catégorie Bu,(X) s’identifie avec la catégorie qui a pour objets les couples
(M, o), avec M un faisceau inversible sur X et o : M®" — Ox un isomorphisme.

Preuve. On donne seulement le principe de la preuve.
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1. Notons que les morphismes de la catégorie des faisceaux inversibles sur X considérés ici, sont les
isomorphismes entre deux faisceaux inversibles. Soit £ un faisceau inversible sur X. Pour tout
schéma T au dessus de S, on définit le morphisme X (T') — BG,,,(T'), comme étant le morphisme
qui envoie f € X(T) vers Isomy(f*L,Or). Dans Pautre direction, on associe & un G,,-torseur
P — X le faisceau inversible obtenu par descente fidelement plate & partir de Op.

2. L’objet trivial correspond au couple (Og,m), ou m désigne la multiplication, dont le groupe d’auto-
morphismes est y,-. A un couple (M, o), on peut donc associer le p,-torseur Isomy (M, o), (Ox,m)).
Pour l'autre direction, on procéde comme au 1. en utilisant la descente fidelement plate le long du
torseur pour descendre 1'objet trivial.

O

Remarque 1.1.11. Ces équivalences sont bien connues, et sont traitées de maniere plus générale dans
(|Ols16], corollaire 12.1.5, page 245) en les mettant en lien avec la notion de gerbe qu’on va définir
dans la section suivante.

On aura besoin dans la suite, de la proposition qui montre que les G-torseurs sont des
morphismes vers les champs quotients. Rappelons tout d’abord la définition d'un G-torseur au dessus
d’un champ X.

Définition 1.1.12. Soit 7 un espace algébrique et X un champ au dessus de S, et G/S un faisceau en
groupe agissant sur 7. Un morphisme 7 — X est un G-torseur si

(i) Le morphisme canonique G xg T — T Xx T, donné par l'action de G sur T et par la 2éme
projection pry, est un isomorphisme.

(ii) Le morphisme 7 — X est un épimorphisme, dans le sens que tout objet de X est localement
isomorphe & 'image, par ce morphisme, d’un objet de T .

Proposition 1.1.13. Si 7 — X est un G-torseur, alors X ~ [T/G].

Preuve. En effet, dans la définition d’'un G-torseur 7 on a un isomorphisme G x T — T xx T. Par
définition aussi, 7 — X est un épimorphisme, ce qui signifie qu’il a des sections localement. Ceci
implique, d’apres (JLMOO],proposition 3.8, page 19), que X ~ [G x T = T]. Ce qui nous permet de
conclure. O

1.2 Gerbes

Une importante classe de champs est celle donnée par les gerbes. Elles peuvent étre vues comme un
analogue 2-catégorique des torseurs, ou la fibre est ici le champ des G-torseurs BG, pour un schéma
en groupe lisse G. Ils trouvent principalement leur utilité dans l'interprétation du deuxiéme groupe
de cohomologie a valeurs dans G comme un ensemble de classes d’isomorphisme de G-gerbes. Les
définitions utilisées dans cette section sont celles données par (|Ols16], §12.2, page 246).

Définition 1.2.1. Soit X un S-schéma. Une gerbe sur X est un champ X/X vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(i) Localement non vide : Il existe un recouvrement {X; — X };¢7, tel que X(X;) est non vide pour
tout 7 € I.

(ii) Localement connexe : Pour tout schéma U sur X, et pour tout «, 8 € X(U), il existe un recou-
vrement {¢; : U; — U}er de U tel que ¢fa >~ ¢F 8 pour tout i € I.

Définition 1.2.2. Soit G un schéma en groupe et X un S-schéma. Une G-gerbe sur X est une gerbe
X/X munie pour tout schéma U sur X et pour tout o € X(U), d’un isomorphisme
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ot Auty (@) = G|,

tel que pour tout isomorphisme o : « — 3 dans X(U), on ait un diagramme commutatif

=N

Auty (o Aut; (8)

G|,
Mo
) o

ou ¢, désigne la conjugaison par o.

La notation Aut est celle utilisé pour Isom dans (1.1, dans le cas X =Y.

Exemple 1.2.3.

1. Pour G un groupe abélien, le champ des G-torseurs BG est une G-gerbe.

En effet, ce champ est en fait globalement non vide, puisque G est lui-méme un G-torseur. Et ce
champ est localement connexe, car deux G-torseurs P; et P, sont localement triviaux, et donc iso-
morphes localement.

Montrons que c¢’est une G-gerbe. Pour cela, il faut donner, pour tout schéma 7' et tout objet (P, )
de BG(T), un isomorphisme

Aut gy (P, mr) = G(T)

Pour tout g dans G(7'), on a un morphisme Pj; — Pjp qui est donné par I'action de G sur P.
Comme G est abélien, c’est un morphisme de Gp-torseurs, et c’est donc un isomorphisme. Pour
montrer que G(T') est isomorphe a Autpery(Pr, Tr), on raisonne localement : puisque P est
localement trivial, se donner un automorphisme revient a se donner localement un automorphisme
Gr = G du torseur trivial. Mais se donner un tel automorphisme est équivalent & se donner une
section de Gr.

2. Un autre exemple de p,.-gerbe est donné par le champ {/L/S qu’on définira apres (voir |1.3.2]).

1.3 Champ des racines

Pour un schéma X muni d’un diviseur de Cartier effectif D C X, une question naturelle est de se
demander si on peut trouver, pour un entier positif 7 donné, une racine r-eme du diviseur D, c’est
a dire un champ 7 : X — X et un diviseur ® de X tel que r® = 7*D. Ceci est possible, et la
construction d’un tel champ est donnée par le produit fibré [A'/G,,] X[a1/g,,] X. Ce champ classifie
les racines r-éme de (£, s), a savoir les diviseurs de Cartier généralisés (M, t) muni d’un isomorphisme
M ~ L& envoyant t vers s”. Dans le cas ol r est inversible, ¢’est un champ de Deligne-Mumford.

1.3.1 Définition

On fixe un corps de base k, et on note par S = Speck le schéma de base.
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Notation 1.3.1. On note Divg le champ des diviseurs de Cartier généralisés qui a
pour objets : les paires (T, (£, s)) avec
e T un S-schéma.
e [ un faisceau inversible sur T

e s une section globale de L.

pour morphismes : (T, L', s") — (T, L, s), les paires (g, p), avec

e ¢g:T' — T un morphisme de S-schémas.
e p:g*L — L' un isomorphisme faisant commuter le diagramme

Op — = s/
2 14
g*Or e, gL

Proposition 1.3.2. (|Ols16], Proposition 10.3.7) Le champ Divg est isomorphe au champ quotient
[Al / Gm]. En particulier, Divg est un champ algébrique.

Preuve. Divg est un champ par la descente sur les faisceaux quasi-cohérents ([Ols16], §4.3). On consi-
dere le pré-champ {A'/G,, } donné par les objets (T, f), avec T un schéma et f une section globale de
Or, et pour morphismes (17, f') — (T, f) les paires (g, u), avec g : T’ — T et u une unité et section
globale de O faisant commuter le diagramme

O f O

2 u

g Or o, g*Op — O

On a un morphisme de catégories fibrées {A'/G,,} — Divg qui envoie (T, f) vers (T,Or, f)
et un morphisme (g,u) : (177, f') — (T, f) vers le morphisme (g,u o g#), g# étant I'isomorphisme
g*Or — Ops induit par le morphisme T — T'. Le foncteur est pleinement fidele, puisque pour un
morphisme (g, ¢ : g*Orp = Or) tel que le diagramme

OT/ % OTI
2 é
g*OT g4f> g*OT

commute, il existe un unique u tel que u o g% = ¢. Le foncteur est localement surjectif car pour
(T, L, s) € Divg, il existe un recouvrement {7; — T'} tel que £}, ~ Or,, et le foncteur {AY)G,,} —
Divg envoie (T3, s|,, : O; — Or,) vers (T3, Lr;, 8|, ). Ce foncteur induit finalement, en passant au
champ associé, un isomorphisme

[A'/G,] = Divs
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car {A'/G,,} — Divg est un épimorphisme pleinement fidele, et donc Divg s’identifie au champ
associé & {A!/G,,}. Voir par exemple ([Sta],Tag 02ZM). O

De méme on pourrait considérer, pour un ensemble fini I, le champ Div{g qui classifie les familles
de diviseurs de Cartier généralisés ((L)ier, (Si)icr). Tout comme pour le cas #I = 1 ci-dessus (voir
1.3.2), le champ Div} est isomorphe au champ quotient [Af/GL ].

m
Définition 1.3.3. Soit X un schéma sur k, (£, s) un diviseur de Cartier généralisé, et » > 1 un entier

positif. On appelle champ des racines r-emes de X le long de (£, s), le champ {/(L£,s)/X qui a

pour objets : les triplets (T’ N X, (M, ), 0), avec

M, A) un diviseur de Cartier généralisé sur T

f un morphisme de S-schémas.
(
o (f*L, f*s) — (M®" X\") un isomorphisme de diviseurs de Cartier généralisés sur T

pour morphismes : (7’ AN X, M N, 0") — (T AN X, (M, \),0), les paires (h, h?), avec

e h:T' — T un morphisme de X-schémas.
e hY: (R*M,h*\) — (M’, \) un isomorphisme de diviseurs de Cartier généralisés sur T" faisant
commuter le diagramme

h*M@T (h*)®" ! Qr
_— M

’
h*o o

Proposition 1.3.4. ([Cad07] et [AGVO08|) {/(L,s)/X ~ X Xpivs Divg

Preuve. On a un diagramme 2-commutatif

{/(L,s)/X ——— Divg

Qr

(£,9)

X Divg

puisque pour tout objet (U AN X, (M, \),0)de {/(L,s)/X, on aunisomorphisme o : (f*£, f*s) —
(M®” X") donné par la définition de o.

La description explicite d’'un produit fibré de catégories montre que ce diagramme est en fait

cartésien. Le produit cartésien est donné pour tout schéma U, par un couple d’objets (f : U —
X, (M, ), 'un dans X et 'autre dans Divg, plus un isomorphisme o entre leurs images. O

Corollaire 1.3.5. 1. Le champ des racines {/(L, s)/X est un champ algébrique.

2. La formation du champ des racines commute au changement de base.
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Remarque 1.3.6. Si £ = Ox, alors {/(Ox,s)/X est isomorphe au champ quotient [Spec( (;’f[}g )/ ]

En effet, le schéma en groupe u, agit sur Z = Spec((;’f[};]) par l'action usuelle donnée par la
%—graduation naturelle de Oz. Montrons que le morphisme Z — {/(Ox,s)/X donné par le couple
(Oz,T) est un p,-torseur. Ou en d’autres termes, qu’on a un isomorphisme . X g Z ~ Z x WZ.

Ce qui nous permettra de conclure, d’apres la proposition [I.1.13] On a un diagramme 2-commutatif

Ly X5 Z Pre Z

J — (Ox,s)/X

puisque pour tout X-schéma U, et toute section (u, f) de u,(U) X g(ry Z(U), on a un isomorphisme
(Ou, Ao f) — (Oy, Ao fou) donné par u. La description explicite d’un produit fibré de catégories
montre que ce diagramme est en fait cartésien.

La définition [1.3.3| reste valable si on remplace le schéma X par un champ algébrique. On peut en
particulier itérer la construction. Ceci conduit, vu que la formation du champ des racines commute
au changement de base, a définir le champ des racines associé a une famille de diviseurs de Cartier
généralisés :

Définition 1.3.7. Soit X un k-schéma, I un ensemble fini, (£,s) = ((L;)ier, (Si)icr) une famille de
diviseurs de Cartier généralisés, et r = (r;);cr une famille d’entiers positifs. On pose

VI(L,s)/X = H N (Liysi)/ X

X i€l

Remarque 1.3.8. A une famille de diviseurs de Cartier effectifs D = (D;);cs, on peut associer une
famille de diviseurs de Cartier généralisés (Ox (D), sp). On note {/D/X le champ des racines construit
a partir de la famille D.

Définition 1.3.9. Soit X/k un champ de Deligne-Mumford, et ® un sous-schéma fermé de X. © est
dit un diviseur de Cartier effectif de X s’il ’est sur une carte étale de X, ou de fagon équivalente, le
faisceau d’idéaux Zp associé a ® est inversible.

Lemme 1.3.10. Pour tout ¢ dans I, il existe sur le champ {/D/X un diviseur de Cartier effectif
canonique ®; tel que r;®; = 7*D;,.

Preuve. Si (N, t;) est la racine r;-éme canonique de (O(D;), sp,), alors comme 7 est plat, on a que
t;" = m*sp, est réguliere, et donc t; est aussi une section réguliere. O

Proposition 1.3.11. Le morphisme 7 : {/D/X — X est un espace de module grossier pour \/W
(|01s16], Exemple 11.1.4) et le foncteur 7, est exact (|Olsl6], Proposition 11.3.4).

1.3.2 Gerbes de Chern

Dans la définition le champ des racines {/(L,s)/X est défini relativement & un diviseur

de Cartier généralisé (L, s). On a aussi la définition d’'un champ {/L/X relativement & un faisceau
inversible £ sans qu’on associe a ce dernier une section s. Dans le premier cas, le lieu champétre est
concentré la ou s s’annule, alors que dans le second, il est partout présent : on obtient une gerbe.

20



Définition 1.3.12. On définit le champ {/L/X comme étant la catégorie fibrée au dessus de la catégorie
des schémas, et qui a

pour objets : les 3-uplets (f : T — X, M, o), avec
e f un morphisme de S-schémas.
e M un faisceau inversible sur 7'

~ . .
e o: f*L — M®" un isomorphisme de faisceaux inversibles sur 7.

pour morphismes : (f; : Ty — X, My, 01) — (fo : Ty — X, My, 03), les paires (h, h%), avec

e h: Ty — Ty un morphisme de S-schémas au dessus de X.
e hl: h* My — M, un isomorphisme faisant commuter le diagramme

N ®r (hb)®7~ &r
h MQ _— Ml

h*oo o1
W f3 L ———— fiL

Remarque 1.3.13. Comme ¢a a été mentionné dans l’exemple le champ {/L£/X est une p,-
gerbe au dessus de X. Le champ {/L£/X est localement non vide, car £ est localement isomorphe
A Ox et (Ox,0x = O%") est un objet de {/Ox/X(X), et {/L/X est localement connexe car
Isom((My,01), (Ma,02)) est un torseur sous Isom(M;y,o1) = p,-, donc admet localement des sections.
Finalement, pour un X-schéma T donné, et un objet (M, o) de {/L£/X, on a un isomorphisme - entre
Aut VXD (M, 0) et p1,-(T'). Un tel morphisme est donné en envoyant tout automorphisme M — M

compatible avec o vers Pautomorphisme O = M ®0, MY =M ®Ro, MY = Or. La compatibilité
avec o implique qu’il s’agit d’un élément de ..

Dans le cas particulier ot £ = Ox (D), la description de {/L/X est encore plus intéressante quand

on fait le lien avec le champ des racines {/D/X muni de son diviseur canonique ©, comme on peut le
constater dans la proposition ci-dessous :

Proposition 1.3.14. Soit X/S un schéma et D un diviseur de Cartier effectif . On consideére le champ
des racines X = {/D/X et son diviseur de Cartier effectif canonique @ (voir |1.3.10)). Notons Np =
Ox(D)|p et par Np = Ox(D)|p les faisceaux normaux de X et de X respectivement. On a alors un

isomorphisme © ~ {/Np/X au dessus de D, envoyant la racine r-¢me de Np vers Np.

Preuve. 11 s’agit de montrer que le diagramme

o N . BgG,

QT

pD—Ne | BgG,

est cartésien. Un tel diagramme est cartésien si la face du bas et le diagramme composé de la face
du haut et celle de face avant du diagramme
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sont cartésiennes, a savoir

Y — BG, D ———— BG,

X —— 5 [AY/Gp) X —— [AY/Gp]

Pour celui de gauche, ceci est équivalent a ce que les deux diagrammes

X —— 5 [AY/Gy] D —— BG,

X ———— [AYG,)] X ——— [AYGy)

soient cartésiens. On ’a déja démontré pour le diagramme a gauche dans la preuve de la proposition
Pour les deux diagrammes & droite ci-dessus, & savoir les faces (1) et (2) de , la démonstration
est similaire pour les deux, et on va donc seulement se contenter de le montrer pour (1). Ce diagramme
est commutatif puisque le morphisme D — BG,,, — [A'/G,,] correspond & (D, Np,0) et le morphisme
D — X — [A'/G,,] correspond & (D, Np, sp),,), sachant que la section sp s’annule le long de D. Pour
montrer que le diagramme (1) de est cartésien, supposons qu’on a un diagramme commutatif

L
Y

D ——2—— BG,,

X — [A1G,,)]

avec f : Y — X un morphisme de S-schémas et £ un faisceau inversible qu’on identifie avec
le morphisme Y — BG,,, en utilisant I'isomorphisme Hom(Y, BG,,,) ~ Pic(Y), voir la proposition
La commutativité du diagramme implique que £ = O(D)), et que la section sp s’annule en
restriction a Y. Mais ceci veut précisément dire que le morphisme f : Y — X se factorise a travers le
diviseur D. L’unicité du morphisme est vérifiée parce que D — X est une immersion fermée et donc
en particulier un monomorphisme. O
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1.3.3 Diviseurs a croisements normaux

Définition 1.3.15. (|Sta,Tag 0CBN) Soit X un schéma localement noethérien, et D un diviseur de
Cartier effectif. On dit que D est a croisements normaux simples, si pour tout z € D :

(i) L’anneau local Ox , est régulier.

(ii) Il existe un systéme régulier de parametres z1,...,z, dans m, et un entier m € [1,n] tel que D
admet x; - - - x,,, comme équation en .

On dit que D est a croisements normaux, si localement pour la topologie étale, le diviseur est a
croisements normaux simples. C’est & dire pour tout x dans X, il existe un morphisme étale U — X
tel que = est dans I'image de ce morphisme et que D X x U est un diviseur a croisements normaux
simples sur U.

Proposition 1.3.16. Soit k£ un corps parfait, X un schéma localement algébrique sur k, et D un diviseur
de Cartier effectif. On a une équivalence entre :

(i) X est régulier et D est & croisements normaux simples (resp. croisements normaux).

(ii) II existe localement pour la topologie de Zariski (resp. étale), un morphisme étale X — A} =
Speck[X1,...,X,] et un entier m € [0,n] tel que D est I'image réciproque d’un diviseur donné
par Xi,..., X, sur A}.

Preuve. Commengons par montrer que (ii) = (4). On a X localement algébrique sur k, donc par dé-
finition le morphisme structurel X — Spec(k) est localement de type fini. D’apres (i), le morphisme
X — Spec(k) se factorise localement & travers le morphisme étale X — A7, donc le morphisme
X — Spec(k) est lisse, et X est alors un schéma régulier d’apres ([Sta],Tag 056S). De plus, puisque
D est I'image réciproque d’un diviseur a croisements normaux simples le long d’un morphisme lisse,
alors D est aussi a croisements normaux simples d’apres ([Sta],Tag 0CBP).

Montrons que (i) = (9i). X est lisse sur k, car tout schéma régulier et localement de type fini sur
un corps parfait k est lisse. Comme X est localement noethérien (car localement algébrique), il est
suffisant de montrer (i7) en considérant les points fermés de X. Si x ¢ D, comme X est lisse sur k,
(ii) est donné par ([Sta],Tag 054L). Supposons que = € D, et soit x1,...,x, un systéme régulier de
parametres comme dans la définition On a z un point fermé de X, donc 'extension k(z)/k est
finie. Puisque de plus le corps k est parfait, alors k(z) est une extension séparable finie de k, ce qui
revient au méme que de dire que c’est une extension non ramifiée. Donc Q}Q(x) k= 0, et de par la suite
exacte

on en déduit que (dz1, ..., dz,) est une base de (Qk/k) . On conclut finalement par (|[BLR90] §2.2
x
Corollaire 10) que le morphisme (z1,...,x,) est étale en x.

O

On montre maintenant comment on généralise la notion de diviseur a croisements normaux a un
champ localement noethérien de Deligne-Mumford X . Un diviseur de Cartier effectif ® est un sous-
champ fermé de X, qui est un diviseur de Cartier effectif sur une carte étale, ou de maniere équivalente,
tel que le faisceau d’idéaux Zn C Ox soit inversible.

Définition 1.3.17. Soit ® un diviseur de Cartier effectif sur un champ X localement noethérien de
Deligne-Mumford. On dit que
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1. © est a croisements normaux, si c’est le cas sur une carte étale,
2. ® est a croisements normaux simples, s’il est a croisements normaux et si ses composantes irréduc-
tibles sont régulieres.

Remarque 1.3.18. La définition coincide avec la définition donnée pour les schémas (|JGMT71],
Lemme 1.8.4).

1.3.4 Lissité du champ des racines

Soit X un schéma lisse sur un corps parfait k, D = (D;);es une famille de diviseurs de Cartier
irréductibles deux a deux distincts de sorte que la réunion D = U;c;D; soit & croisements normaux
simples, et r = (7;);c; une famille d’entiers naturels inversibles dans k.

Proposition 1.3.19. Le champ des racines {/D/X est lisse.

Preuve. On raisonne localement autour d’un point z € X. On recouvre X par des ouverts trivialisant
les faisceaux Ox (D;), c’est a dire pour lesquels on a des équations de chacun des D; : x; = 0. Puisque

D est un diviseur & croisements normaux simples, le systéme (x4, . .., Z,,) se compléte en un systeéme de
parametres réguliers (x1,...,x,) en x (voir[L.3.15)), et ce dernier définit un morphisme étale X — A™.
En attribuant 'entier r; = 1 a x; pour chaque ¢ = m + 1,...,n, on a le méme champ des racines, a

savoir X = {/D/X. Considérons le diagramme commutatif & carrés cartésiens

Y —— A"

| [

X —— A"/ p] ——— [A"/GF)]

J l i

X A [A"/Gr]

Le morphisme Y — A™ est étale puisque X — A™ est, et donc Y/k est lisse. Comme ¥ — X
est une carte étale, ceci implique la lissité de X/k. O

On peut trouver une démonstration de cette proposition dans [BLS16]|.

Remarque 1.3.20. 1. Si X = Speckls,t] le champ /(s) + (t)/X n’est pas lisse, tandis que le champ
/()] X xx 3/(t)/X Dest.
2. 11 découle de la preuve de la proposition [1.3.19 que si ® est le diviseur de Cartier sur le champ

des racines {/D/X dont les composantes irréductibles sont données par les (D;);cr, alors © est un
diviseur a croisements normaux simples.

3. Nos champs des racines ne sont lisses que pour des diviseurs a croisements normaux simples. Pour
des diviseurs a croisements normaux généraux, il faut utiliser les champs d’Olsson pour obtenir des
champs lisses, voir [BV12].

1.4 Faisceaux quasi-cohérents sur les champs de Deligne-Mumford

Il existe plusieurs définitions d’un faisceau quasi-cohérent sur un champ algébrique, et 'utilisa-
tion en pratique varie selon la nécessité de la situation. On en donne quelques-unes, mais on n’utilisera
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que la premiere par sa maniabilité, mais aussi parce que c’est plus adaptée au contexte de notre travail.
La situation étant nettement plus compliquée pour les champs d’Artin, on se restreint aux champs

de Deligne-Mumford, pour lesquels on peut utiliser le (petit) site étale. Donc, dans ce qui suit, X/S
désignera un champ de Deligne-Mumford.

1.4.1 Définition

Définition 1.4.1.

1. La premiere parmi nos définitions est celle qui suit le méme modele que celui d’un faisceau quasi-
cohérent sur le petit site étale d’'un schéma, a savoir :

Un faisceau d’ensembles F sur X/ est un foncteur F : Et(X) — Ens, ot
Et(X) = {(T,t) | T un S-schéma, et t : T — X un morphisme étale}

désigne le site étale de X |Ols16], et tel que pour tout (7,¢) dans Et(%) et tout recouvrement
{(T;,t;) — (T, t)}icr, la suite

F(T,t) — [[F(Tt:) == [] F(T3 xs Tj. ti))

iel ijel

est exacte.

On définit le faisceau structurel Ox en posant pour tout (T,¢) dans Et(X) : Ox(T,t) = (T, Or).
Un faisceau de Ox-modules est quasi-cohérent s’il est localement le conoyau d’un morphisme de
Ox-modules libres (|Sta],Tag 030H)).

Cette définition est équivalente a se donner pour tout 7" un S-schéma, et tout morphisme étale
t: T — X

e Un faisceau quasi-cohérent F(7 ;) sur le petit site étale de 7.
Et pour tout morphisme (f, f°) : (T7,t') — (T, t)
T
Jcb

77— X

’

e Un isomorphisme p : f*Firy) = Frr y vérifiant la condition de cocycle ([Vis89], Définition
7.18).

2. On peut aussi définir un faisceau quasi-cohérent avec les groupoides (voir [1.1.5). Si on se donne
une carte étale U — X, on peut lui associer le groupoide étale donné par (s,t) : R —= U, avec

R =U x4 U. Un faisceau quasi-cohérent est alors la donnée
e D’un faisceau quasi-cohérent F sur U.
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e D’un isomorphisme « : t*F — s*F, vérifiant la condition de cocycle. (|Sta], Tag 0441).

pri, « ~
pris t* F 12 priy 8 F ——— = prys t* F
2 pry; o
PIi3 T, P S I 5

3. Un autre point de vue, est celui des représentations ([LMO00], Définition 13.3.3). Un faisceau quasi-
cohérent est un foncteur cartésien X — Qcohg vers la catégorie des faisceaux quasi-cohérents.

Remarque 1.4.2. 1. Notons par Lis-Et(X) = {(T,¢) | T un S -schéma, et ¢ : T —s X un morphisme lisse}
le site lisse-étale de X. Si le champ X/S est un champ de Deligne-Mumford, on a une équivalence
de catégories entre les faisceaux quasi-cohérents sur Lis—Et(%) et les faisceaux quasi-cohérents sur
Lis—Et(%) (|01s16], Proposition 9.1.18). Compte tenu de cette équivalence, on ne considérera, au vu
du contexte de notre travail, que des faisceaux sur le site étale de X.

2. Il convient de préciser que la deuxieme définition avec le groupoide étale dépend a priori du choix
de I’atlas. Bien que ce point de vue soit plus concret, il est cependant moins intrinseque.

3. La troisieme définition ne sera pas utilisée, puisqu’elle ne nous fournit pas le meilleur cadre pour
décrire les connexions logarithmiques. La définition de Q%E Jk» ar exemple, n’est pas naturelle dans
ce contexte.

Définition 1.4.3. Soit X/S un champ de Deligne-Mumford. On définit le faisceau des formes différen-
tielles Q;e /K SUT le champ X, comme suit :

Pour tout S-schéma 7', et pour tout morphisme étale ¢ : T — X, (Q;/k)(T’t) = QIT/k.
Si (f,f%) : (T',#') — (T,t) est un morphisme entre objets du petit site étale de X, on a un
morphisme canonique f*% e Qr, /& envoyant I'image réciproque d’'une différentielle f*(dX) vers

la différentielle d(f*\). Comme le morphisme f est étale (car ¢ et ¢’ le sont), f*QlT/k — QlT,/k est
donc un isomorphisme. Ces isomorphismes vérifient de plus la condition de cocycle.

1.4.2 Fonctorialité

On définit les sections globales d’un faisceau quasi-cohérent F sur le champ X/S, en posant

L(x,F)= lm FT—X)

étale

T—X%

Si f : X’ — X est un morphisme représentable et étale entre champs de Deligne-Mumford, et si
F est un faisceau quasi-cohérent sur X, on définit la restriction de F au champ X’ par

Fix(T' — X)) =FT' — X' — X)

On suppose maintenant que f est un morphisme arbitraire.
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Définition 1.4.4. On définit I’image directe d’un faisceau quasi-cohérent F’ sur X’ en posant pour tout
morphisme t: T — X :

FF(T =5 %) =T(T xx X, Flyy x0)

Remarque 1.4.5.

1. On peut supposer que f est quasi-compact et quasi-séparé si on veut que I'image directe du faisceau
quasi-cohérent F', soit encore quasi-cohérente (|Ols16|, Proposition 9.2.11). A noter qu’on a pas
besoin que f soit représentable et étale dans la définition de f,F’.

2. Pour un morphisme de champs f : X’ — X, et un objet étale t de X(T'), la définition peut
étre reformulée avec la catégorie I(f,t), ayant pour objets les triplets (g,t’, u), avec ¢’ un objet étale
de X'(T"), g : T" — T un morphisme de schémas, et u : f ot — ¢ o g un isomorphisme, faisant
2-commuter le diagramme

T —9% T

X — X

On définit alors f,F’ en posant

LF (T — X) = lim F(T" — X)
I(f,t)
Définition 1.4.6. De facon similaire que lors de la remarque on définit "image réciproque d’un
faisceau quasi-cohérent F sur le champ X en considérant, pour un morphisme de champs f : ¥’ — X
et un objet étale ¢’ de X'(T”), la catégorie J(f,t') des 2-diagrammes commutatifs (I.3), ayant pour
objets les triplets (g,t,u), avec g : 77 — T un morphisme de schémas, ¢ un objet étale de X(7T'), et
u: fot' — tog un isomorphisme, en posant

PRI — X)) = lim F(T — X)
J(£)

Proposition 1.4.7. Soit f : X’ — X un morphisme quasi-compact et quasi-séparé de champs de
Deligne-Mumford. Alors le foncteur f* : Qcoh(X) — Qcoh(X’) est adjoint & gauche au foncteur
fx 1 Qeoh(X') — Qceoh(X).

La preuve est donné dans (|Ols16], Proposition 9.3.6) pour le cas général des champs algébriques,
mais est aussi traitée dans ([Alo+15], §8) pour le cas des champs de Deligne-Mumford.

1.5 Fibrés paraboliques

Soit r = (r;);er une famille finie d’entiers naturels inversibles dans k. On munit 'ensemble %ZI =
[Lic: %Z de la relation d’ordre partiel composante par composante. On utilisera la méme notation

pour la catégorie associée a I’ensemble ordonné %ZI .

Soit X un schéma localement noethérien, et D = (D;);c; une famille de diviseurs de Cartier effec-

tifs integres deux a deux distincts telle que la réunion D = | J;; D; soit & croisements normaux simples.
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Notation 1.5.1. 1. Pour un multi-indice 1 € Z, on pose Ox (—1D) := Ox (- > ;D;).
i€l
2. Soit £ : (2Z1)°P — Vect(X) un foncteur. Pour tout 1 > 0, on note & 11, le décalage du foncteur &,
par 1, a savoir le foncteur
i (%ZI)OP —  Vect(X)

1/
T 5 g% +1

Définition 1.5.2. On appelle fibré parabolique sur (X, D) & poids dans +Z’, un couple (£, (ji)1>0), avec

o & (%ZI)OP — Vect(X) un foncteur.
e pour tout 1 dans Z!, un isomorphisme naturel j : £ 11 — £ ®p, Ox(—1D) tel que pour tout
1 > 0 le diagramme suivant commute :

€4 — & ®o, Ox(—1D)

E — " 5 £ o, Ox

Un morphisme « : & — &’ entre deux fibrés paraboliques (€, j1) et (£, ji) est une transformation
naturelle

£
S T~
(tzh)™* Ha Vect(X)
\?/'
compatible avec j; et jy.
Notation 1.5.3. On note Par%(X,D) la catégorie des fibrés paraboliques sur X le long de D a poids

dans %Zl.

Théoréme 1.5.4. (|[Bor09|, Théoréme 2.4.7) Notons Vect ({/D/X) la catégorie des fibrés vectoriels sur
le champ des racines X = {/D/X, et soit © la famille de diviseurs canoniques associée au champ des
racines /D /X vérifiant r;0; = 7. D;, pour tout ¢ dans I. Alors

A i | Vect (i/D/X) — Pari(X,D)
F — F =1.(F @ Ox(—rD))
est une équivalence de catégories tensorielles entre Vect /D /X et Pari (X, D).
Remarque 1.5.5. (|Bor09],§2.4.9) Le foncteur du théoréme a pour foncteur quasi-inverse
A i | Pari(X,D) — Vect(3/D/X)

~ IZI

£ +— &= ["" 1 @ 0x(rD)

. pliz! .
ol [T désigne une cofinf
1. Pour un rappel sur les cofins, voir la section [3.3.4.1
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1.6 Exemple : la droite projective munie de deux points orbifolds

Dans cette section, on va appliquer la correspondance du théoréme [1.5.4] pour déterminer les fibrés
paraboliques finis sur la droite projective P! le long du diviseur D = ((0) + (00)) et de poids dans %Z,

r € N*, et calculer dans le méme temps la torsion du groupe de Picard de X = {/((0) + (o0))/PL.

1.6.1 Les fibrés paraboliques finis sur P! le long de D = ((0) + (c0))

Considérons le diagramme commutatif :

/((0)/P" /()P (14)

le

et solent Ny et N les fibrés vectoriels sur {/((0))/P! et {/((00))/P! respectivement tels que
NG = m50p1((0)) N 2 w3, Opa ((00))
Posons N = pj Ny @ p’ N La correspondance pour X =P et D = ((0) + (o00)) s’écrit :

Vect({/((0) + (20))/P!)  —  Par1 (P, ((0) + (o0)))

F — 1N TQF)

Considérons le fibré vectoriel N7 = piNo@pi N, et déterminons le fibré parabolique correspondant
A N'®_ On a pour tout % et

m (VT e N) = (M) 7 @ (M) * 0 (M) @ (2N )

= (o), (Poo). ((pé]\fo)@,_l ® (pZONOO>®—(l+z’)>

Par la formule de projection :

m (N e N = (me), (NET0HD @ (pec). (0iMN0)™ )

Comme la formation du champ des racines commute au changement de base, le diagramme (1.4)
est cartésien. Ce qui nous permet d’écrire

T (N®*l ®N’®ll) = (Too), (Ngf(lurl) ® (o0)* (WO*N0)®Z,_Z>
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A nouveau par la formule de projection :

m (NS @A) = (o) N2 (), N

Finalement, la formule m, N'®! = £8[7] ([Bor07], Lemme 3.11) nous permet d’obtenir

V-1
—1

m (N o A7) = O((00) T @ O((0)!

1.6.2 Une suite exacte

Notons 0, et 0o, les points fermés de X obtenus comme uniques antécédents des points 0 et co de
P! respectivement. Considérons Gy et Goo les gerbes résiduelles respectives de ces points, munies des
morphismes Pic(X) — Pic(Go) et Pic(X) — Pic(G). Le diagramme commutatif

B, [Spec( &2y /1, ] x

0

Spec(k) ———— A! = Spec(k[s]) ——— P!

montre que Gy ~ Bu,. De méme, on a G, ~ Bpu,. Les groupes Pic(Gy) et Pic(Gs,) sont donc
isomorphes au groupe des caractéres de p,, qui est Z/r. Le faisceau Ny s’envoie par le morphisme
Pic(X) — Pic(Go) sur le caractere canonique p, — Gy, et par le morphisme Pic(X) — Pic(Go)
sur le caractére trivial. Méme raisonnement pour le faisceau N,. On a ainsi une suite

0 — Pic(P') == Pic(X) — Z/rxZ/r —0
N  — (1,0 (1.5)
Now +—> (0,1)

La fleche & gauche est injective car 'application . : Pic(X) — Pic(P!) vérifie 7, o 7* = id. Pour
I'exactitude au milieu, elle est donnée par ([Alpl3], Théoreme 10.3).

1.6.3 La torsion du groupe de Picard Pic(X)

Calculons maintenant la torsion du groupe Pic(X). Considérons le morphisme degré Pic(X) —
Pic(X) ® Q — Q, ou la premiére fleche est x — = ® 1 et la deuxiéme est fleche deg® id. On a

o1l) r— 701) — 1 — 0
m m m
Pic(Pt) Pic(%) Q Q/zZ
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Le faisceau O(1) engendre le groupe Pic(P!). Comme le morphisme Pic(X) — Z/r x Z/r est un
conoyau du morphisme Pic(P!) — Pic(X), alors par la propriété universelle du conoyau , il existe un
unique morphisme Z/r x Z/r — Q/Z faisant commuter le diagramme

Pic(P!) — ™ Pic(X) ——— Z/r x Z/r

‘/deg
Q

—— Q/Z

L’image de (1,0) € Z/r x Z/r dans ce diagramme est % puisque :

No —— (1,0)

—_ 1
T

3=

et de méme (0,1) — 1 € Q/Z. On connait le morphisme Z/r x Z/r — Q/Z sur des générateurs, et
il est donc égal au morphisme

Zjr x T)r = Tjr =55 Q)2

Notons Pic(X)z le sous-groupe de Pic(X) dont les éléments sont de degré entier. Les seuls éléments

1

de Z/r x Z/r qui s’envoient vers 0 par le morphisme Z/r x Z/r —— Z/r ek Q/Z sont les éléments de
la forme (2, —x), avec x € Z/r. Donc les faisceaux inversibles de degré entier s’envoient par Pic(X)z —
Z/r x Z/r vers un élément de la forme (z, —x), pour un x € Z/r. En considérant le morphisme

Z/r — Z/r xZ)r

x — (z,—x)
on obtient un diagramme commutatif

*

Pic(P!) — ™ Pic(X); —— Z/r

*
s

Pic(X) ———» Z/r x Z/r

|+

deg Z/T
Q Q/Z

On a un morphisme Z/r — Pic(X)z donné par x — N'®% ou N/ = piNy @ pi NL. Un tel
morphisme et 'exactitude de la suite (|1.5)) prouvent 'exactitude de la suite scindée
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0 —Z—Pic(X)z — Z/r — 0

Donc Pic(X)z = Z @ Z/r. En prenant la torsion de ce groupe, on obtient que

Tor(Pic(X)) = Tor(Pic(X)z) = Z/r
et un générateur de Tor(Pic(X)) est donné par N’ = p{No @ pi NYL.
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Chapitre 2

Connexions logarithmiques d’apres
Olsson

La donnée d’une connexion logarithmique est celle d’un fibré vectoriel £ muni d’un morphisme k-
lindaire £ — € ®p, Q% (log D) vérifiant la regle de Leibniz D’une maniere équivalente, une
connexion logarithmique est une section de l’extension d’Atiyah logarithmique L’avantage de
cette deuxieme définition est qu’elle permet de considérer les connexions comme des morphismes Ox-
linéaires, ce qui nous évite beaucoup de complications dans différentes situations, par exemple lorsqu’il
s’agit de montrer que les connexions forment un champ Nous utiliserons les deux définitions,
suivant la situation et la nature du probleme. Nous rappelons aussi la preuve de I’équivalence entre les
deux notions 2.5.21

Le cadre le plus naturel pour définir le faisceau des différentielles logarithmiques serait celui de
la géométrie logarithmique. Cependant, dans cette these, nous considérerons seulement des schémas
« classiques ». Nous nous contentons d’une notion ad hoc de log-schéma comme un couple (X, D)
olt X est un schéma et D est un diviseur a croisements normaux Pour un morphisme de log-
schémas f : (Y, E) — (X, D), on a un morphisme f*Q% (log D) — Q1. (log F), qui est un isomorphisme
lorsque f est log-étale Ceci s’étend sans difficulté aux champs de Deligne-Mumford. Un exemple
particulierement important pour nous est celui du morphisme 7 : X — X du champ des racines vers
I’espace des modules, qui est log-étale.

Apres avoir rappelé la définition classique du faisceau des formes différentielles logarithmiques,
nous en donnons une description plus globale due a Martin Olsson, qui est bien adaptée & une
généralisation aux champs de Deligne-Mumford, et spécialement, aux champs des racines. On reprend
finalement l’exemple du premier chapitre (la droite projective moins deux points) et on donne une
description des connexions holomorphes sur la torsion du groupe de Picard

2.1 Faisceau des formes différentielles logarithmiques

2.1.1 Rappels

Soit X/k un schéma lisse, et D un diviseur de Cartier & croisements normaux. Dans [Del70| et
[EV92], Deligne et Esnault-Viehweg ont donné une définition du faisceau des formes différentielles
logarithmiques en 1’écrivant comme le sous-faisceau de

O (+D) = lim Q4 (D)
leZ
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dont les sections locales sont celles de Qﬁ( / x(xD) qui ont, ainsi que leurs différentielles, des poles simples
le long de D :

D(U,Q%(log D)) = {w e T(U,Q%(*D)) | w et dw ont des poles simples le long de D}

pour un ouvert U de X. Deligne a aussi montré (|[Del70], §2, Lemme 3.2.1) que si le diviseur D a
pour équation locale 7 ... Zy,, ott &1, , T, est un systéme de parametres, le faisceau Q% (log D) est

localement libre engendré par d%, N R T, 7

x ) Tyn

Si on suppose désormais que D = | J7", D; est & croisements normaux simples, c’est & dire que les
=1 J )
composantes irréductibles D; de D sont régulieres et s’intersectent transversalement, et si on note par

ip, : Dj — X les immersions fermées, on a alors une suite exacte donnée par le morphisme résidu
([EV92], §2.3) :

m
0 — Q) — Q. (log D) — Pip, Op, — 0
j=1
qui envoie /\%j vers /\‘Dj pour 1 < j < m (et z; une équation locale de D;), et Adx; vers 0, pour
j>m.
Proposition 2.1.1. Soient X et Y des schémas lisses sur k, f : ¥ — X un morphisme étale, et
D un diviseur de Cartier effectif a croisements normaux sur X. Alors le tiré en arriere des formes
différentielles induit un isomorphisme f*Q% , (log D) =~ Q5. , (log f*D).

Preuve. Soit y € Y, x = f(y) et notons z7 ...z, = 0 une équation locale de D, qui se compleéte en
un systeme local de parametres {x1,. .., Tm, Tmt1,---,Tn} en x. Le faisceau Q% (log D) est engendré

localement par dz—””ll, ceey ‘?—mm, dTpmi1, .. dz,. Donc f*Q% (log D) a pour base de sections locales
ATy « dTm * *
{f (Tl)77f (T)’f (dxm+l)77f (d.’I}n)}

Le systeme de coordonnées {z1,--- ,x,} définit un morphisme (z1,...,z,) : X — A}. Ce mor-
phisme est étale en z (voir la preuve de la proposition [1.3.16] (ii)). On a un diagramme commutatif

Y

(frxi,, f an)

Le morphisme (f*z1,..., f*x,) est étale et définit donc un systéme de coordonnées locales en y

tel que le diviseur f*D a pour équation locale f*z; ... f*x,, = 0. On conclut que Q3 (log f*D) a pour
(f*z1) alf zm)

frag 20 fram

Q% (log D) — Q5 (log f*D)
[ (di) — 20

x; frx;

base de sections locales {2 LA(f*Tmt1), - -, d(f*z,)} et le morphisme défini par

est donc un isomorphisme, puisqu’il envoie une base de sections vers une base de sections. O

Remarque 2.1.2. Dans le cas du morphisme 7 : X — X du champ des racines X/k vers 'espace
des modules, ceci ne s’applique pas car le morphisme 7 n’est pas étale, mais comme on le verra
dans le lemme [2.1.10} on a aussi un isomorphisme W*Qk/k(log D) ~ Q%e/k(log D), dit aussi formule
de Hurwitz. On peut trouver une mention de cet isomorphisme dans [MOO05|. Plus généralement, la
propriété d’isomorphisme reste vrai pour un morphisme log-étale de log-schémas [2.1.9
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2.1.2 La définition d’Olsson [Ols07|

On explique dans cette section comment on peut définir le faisceau des formes différentielles loga-
rithmiques autrement qu’en passant par les poles des formes et de leur différentielle premiére, comme
le font Esnault et Viehweg. La définition d’Olsson a 'avantage d’étre mieux adaptée aux champs
algébriques.

Soit X un schéma lisse sur S = Spec(k), et £ un faisceau inversible sur X. Considérons le G,,-
torseur V(L) \ {0} = Specy (Sym* (L)), ot Sym™ (L) désigne le faisceau inversible obtenu comme
somme directe des puissances i-eme positives et négatives du faisceau L. Pour une famille de diviseurs
de Cartier effectifs D = (D;);cs integres deux a deux distincts et telle que la réunion D = J,.; D; soit
a croisements normaux simples, notons Tp le schéma

el

Tp = [T (V(Ox(D)\ {0})

iel

On a un morphisme pp : Tp — X qui est un G -torseur et un morphisme équivariant ap :
Tp — A!, donné par les morphismes Ox (D) — Ox(D;), qui permet d’interpréter Tp comme le
produit fibré du diagramme

TDLAI

I I
X (Ox (Di);si)ict A7/Gr]

Sous cette forme, la définition de Tp se généralise immédiatement aux champs de Deligne-Mumford.

Pour voir que ap : Tp — A’ est un morphisme G/, -équivariant, observons que

TD ~ H ISOIH(O)((D@), Ox)
i€l

et que se donner un isomorphisme de Ox (D;) vers Ox est équivalent & se donner une équation globale
des diviseurs D;. De telles équations permettent de définir le morphisme Tp — A’ et montrent en
particulier I'’équivariance de ce dernier. En effet, on identifie T et Al & leurs foncteurs de points. On a
donc un morphisme Isom(O(D;), Ox) — Al qui est donné par ¢ — ¢osp, ot sp, désigne la section
canonique associée au diviseur D;. Pour un isomorphisme u : Ox — Ox, on voit que u.¢ := w o ¢
s’envoie par le morphisme Tp — A! vers uo ¢ o sp, = u.(¢p o sp,).

Proposition 2.1.3. Soit X le champ des racines associé au triplet (X,D,r), avec X un k-schéma,
D = (D;)ies une famille de diviseurs de Cartier effectifs integres deux a deux distincts, telle que
D = |J;¢; D; soit a croisements normaux simples, et r = (r;);c; une famille d’entiers naturels inversibles
sur k. Notons ® la famille canonique de diviseurs de X qui vérifie r;®; = n*D;, pour tout ¢ dans I.
Alors

T@ ~ TD XAIJ‘i AI
Preuve. On a un diagramme commutatif
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\ XTr;

qui induit par la propriété universelle du produit fibré Tp, un morphisme T — Tp. La face en
haut du diagramme ([2.1)) est cartésienne si et seulement si le diagramme

Top — 4 Al

X — [AT/GE)

est cartésien. Comme la face arriére et la face en bas du diagramme ([2.1) sont cartésiennes, ceci
nous permet de conclure. O

Remarque 2.1.4. 1. On a une action du groupe G/ sur Tp x,: A’ induite par les deux morphismes
G! -équivariants ap : Tp — Al et Af Xy AT , ott la G! -équivariance de ce dernier morphisme
est donnée & travers le morphisme de groupes G, SLALEN G!.. Cette action est compatible avec celle
faisant de Tp — X un G! -torseur et Iisomorphisme donné par la proposition.

2. Puisque le morphisme Tp — X est un G/ -torseur, le lemme [1.1.13| implique D'existence d’un
isomorphisme naturel X ~ [T /Gl ].

3. Comme conséquence immédiate de la proposition|2.1.3] 75 est en fait un schéma, pas seulement un
espace algébrique.

Définition 2.1.5. On définit le faisceau des formes différentielles logarithmiques le long du diviseur D
par
GI
Q%{/k(bg D) = pp" QITD/AI
I
ou p%’;‘ désigne l'opération « pousser et prendre les fixes ».
Pour montrer le sens de la définition d’Olsson, on a ’exemple suivant :
Exemple 2.1.6. Soit k un corps, S = Spec(k) le schéma de base, et X = A} = Spec(k[z]). Si (0) est le

diviseur principal correspondant & 'idéal principal xk[z] alors le faisceau

Q1 /5(10g(0) = Qs a1 e, ]

. ’ d
est libre de rang 1 engendré par <.

Preuve. En effet, considérons le diagramme cartésien
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Gy xgAl —— 2 4 Al
pry

Al ——— 5 [AY/G,,)]

On note A! = Spec k[z] pour la droite affine en bas a gauche et A! = Spec k[v] pour celle en haut
a droite. On note Q! pour les différentielles le long du morphisme action a. Comme la formation du
faisceau des différentielles commute au changement de base, on a

per}M/[Al /Gm] = Q}z

Par la descente, il s’ensuit que

Q}&l J[AY /G, = PT 2?’” Q}z

On calcule Q! en utilisant le fait que a est au-dessus de S, le triangle correspondant donnant une
suite exacte

*1 1 1
a QAI/S%QGmxAl/s%Qa —0

On peut voir G,, x A! comme I'ouvert principal de A% = Spec k[u, 2] obtenu en inversant u si bien
que G,, x Al = Speck[u,u™!,z]. On vérifie facilement que I’application a correspond au morphisme
d’anneaux k[v] — k[u,u™!, ] donné par v > ux.

Posons R = k[u,u™!,z]. Comme la formation des différentielles commute & la localisation et

ka/s = klu, z]du @ k[u, z]dz, on a donc

Q(%;mXAl/S = Rdu EB Rdl‘

Avec nos notations a*Q}&l/S = R ®p) k[v]dv = Rdv, la suite exacte ci-dessus montre que QL est le

conoyau du morphisme de R-modules Rdv — Rdu @ Rdx donné par dv — d(ux) = udz + xdu. Dans
ce conoyau on a dz = —zu~*du, donc Q! est libre engendré par du. Pour descendre ce résultat, il est
plus facile de trouver un générateur de degré 0, et donc écrire Q! = Ru~'du, ce qui permet d’écrire
que

Q}%l/[Al/Gm] = k[x]ufldu

L’application pr, est aussi définie sur S et on a donc aussi un morphisme composé pr3 le /s
Qé}mxAl/s — Q! qui par descente donne le/s — Q,lxl/[Al/Gm] et qui en termes de modules se lit

k[z]dx — k[z]u~'du et est donné par dx — —zu~'du. Ceci montre que le générateur —u~'du s’inter-
prete comme la différentielle logarithmique de x.
O

On étudie finalement I'aspect fonctoriel des différentielles logarithmiques. Pour cela, on va com-
mencer par donner une définition ad hoc d’un log-schéma.

Définition 2.1.7.

1. On appelle log-schéma, une paire (X, (D;);cr) avec X un schéma lisse sur k et D = (D;);c; une
famille finie de diviseurs de Cartiers effectifs integres et deux a deux distincts et telle que le diviseur
D = ;¢ D; soit a croisements normaux simples.
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2. Un morphisme entre deux log-schémas (X', (D});cr) et (X, (D;)icr) indexé par le méme ensemble
fini I, est une paire (f, (r;)icr), avec f : X’ — X un morphisme de schémas plat, et (r;);er une
famille d’entiers naturels telle que r; D} = f*D; pour tout ¢ dans I. (En fait, la famille (r;);es est
uniquement déterminée par f mais nous l’ajoutons & la notation par commodité).

Remarque 2.1.8. Si (f, (r;)icr) est un morphisme de log-schémas, alors ce morphisme induit un mor-
phisme canonique f*Qk/k(log D) — Qk,/k(log D’). Ce morphisme peut étre défini localement comme

, . . . ers . ) dt’

étant le morphisme qui envoie une forme différentielle wnoi 4+, c; As dtt vers f*wnol + Y icp frNi(r 5t —
7 ¢ i

dui

u;

unité. On peut aussi définir le morphisme f*Q% /k(log D) — Q% /k(log D’) globalement en utilisant
la définition d’Olsson (voir le diagramme commutatif (2.2)) dans la preuve du lemme [2.1.10| ci-dessous).

), pour des équations locales t; et t; de D; et D respectivement, vérifiant ;" = u; f*¢;, avec u; une

Définition 2.1.9. Un morphisme (f, (r;)icr) : (X', (D})icr) — (X, (D;)ier) est dit log-étale, si

1. L’entier r; est inversible dans k, pour tout ¢ dans I.

2. Le morphisme associé X' — {/D/X est étale.

Lemme 2.1.10. Soit (f, (r:)icr) : (X', (D})ier) — (X, (D;);er) un morphisme log-étale. Alors le mor-
phisme canonique f*Q}X/k(log D) — Q}X'/k (log D) est un isomorphisme.

Preuve. Fixons les notations des morphismes
X —7 s x=3 D/X — [Al/G])

f

X —— [A1/G]]

On a un diagramme commutatif
9%, (log D) ————— QY (log D')

(2.2)

g 7" Qy ), (log D) ——— ¢*Q% ), (log D)

La fleche verticale & droite est un isomorphisme, car comme (f, (r;)ics) est log-étale, le mor-
phisme g est étale, et cette fleche s’identifie par la définition d’Olsson [2.1.5] avec I'isomorphisme
g*Qé/[AI/GI ] QAl)('/[AI/G,I - La fleche horizontale en bas du diagramme est aussi un isomorphisme,
puisqu’en utilisant & nouveau la définition d’Olsson elle s’identifie a I'image réciproque par g
du morphisme W*Q}X JIAT/GI ] — Q%E JIAT/GI ] qui, comme la formation des différentielles commute au
changement de base, est un isomorphisme.

O

Ce lemme nous permet de définir les différentielles logarithmiques Q; /k(log D) sur un champ de
Deligne-Mumford.

Définition 2.1.11. Soit X/k un champ de Deligne-Mumford lisse, muni d’une famille finie de diviseurs
de Cartiers effectifs (D;);cr intégres et deux & deux distincts et telle que le diviseur © = |, ; ©; soit
& croisements normaux simples. On définit pour un objet (T, t) du petit site étale de X

el

Q% /s (log @) (1,4 = QO (log t*D)
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De plus, pour un 2-morphisme (f, f°) : (1",t') — (T,t) entre objets du petit site étale de X, le
lemme [2.1.10] implique la donnée d’un isomorphisme canonique f*QlT/k(log '9) — QIT,/k(log t*D").
De tels isomorphismes vérifient la condition de cocyle, ce qui montre que le faisceau Q; /k (log®) est
bien défini.

Remarque 2.1.12. Pour le cas du champ des racines X, on a une définition plus explicite de Q%E / (log D),

qui est Q%e JIATJGL ] En effet, comme le morphisme X — [A!/G! ] est représentable, on peut utiliser
simplement la définition d’Olsson

2.2 Définition d’une connexion avec la condition de Koszul

Le concept d’une connexion logarithmique est celui d’une connexion sur un schéma (ou un champ
algébrique) X pouvant admettre des singularités le long d’un diviseur D. On utilisera comme références
dans cette section [Del70] et [EV92].

2.2.1 Connexions sur les schémas

Soit X un schéma lisse sur un corps k, D = (D;);cs une famille de diviseurs de Cartier effectifs
intégres deux a deux distincts et telle que la réunion D = | J,_, D; soit & croisements normaux, et £
un faisceau quasi-cohérent de O x-modules.

iel

Définition 2.2.1. Une connexion logarithmique sur £ est un morphisme k-linéaire
V:E—E& ®Q§</k(logD)

vérifiant pour toutes sections s et f de £ et Ox respectivement, la regle de Leibniz :
V(f.s) =s@df + f.V(s)

ond: Ox — Q% /. désigne la dérivation canonique sur X associée & Q% e

Remarque 2.2.2. Une connexion logarithmique V est dite holomorphe si et seulement si elle se factorise
a travers le diagramme

£ v £ @ QL (log D)

~
~
~
~
~
~
~
A

E® QY
Notation 2.2.3. On note ConnVect(X, D) la catégorie qui a
pour objets :
e Les connexions logarithmiques (£, V) sur X.

pour morphismes : (£,V) — (£, V')

e les morphismes Ox-linéaires f : £ — £’ faisant commuter le diagramme
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£ —— a0k,

f f®id

g —Y—— &0k,

On définit sur cette catégorie le produit tensoriel par
€ V)® (glvv/) = (£ ®ox 5/’v®vl) (2.3)
ot V@V’ est la connexion sur £ ® £’ donnée pour toute section s de £ et toute section s’ de £’ par
(VaV)(ses)=V(s)@s +sa V()
On définit le Hom interne par

Hom((&,V), (£',V)) = (Hom(E, &), VHem)

ott VHO™ egt 1a connexion sur Hom(&,E') donnée pour toute section s de € et tout morphisme
: & — &' par
¢ P

VHOR(9)(5) = V'(¢(s)) — (¢ @ id)(V(s))
sachant qu’on a utilisé 'identification Hom(&, &) ® Qk/k(log D) ~ Hom(&,&' ®p, Qk/k(log D)). En

particulier, on définit le dual d’une connexion logarithmique (€, V) par

(£,V)" = Hom((¢, V), (Ox,d))

2.2.2 Fonctorialité

Pour simplifier I’exposition, on ne considere dans cette section que des connexions holomorphes.

2.2.2.1 Image réciproque d’une connexion

Lemme 2.2.4. Soient X et Y des schémas lisses sur un corps k, £ un faisceau localement libre sur X,
V une connexion holomorphe sur £, et f: Y — X un morphisme de k-schémas. Il existe une unique
connexion f*V sur f*& vérifiant pour toute section locale s de & :

[V (f7s) = 7 (V(s))

Preuve. On commence par montrer I'unicité. Soient (f*V); et (f*V)a deux connexions sur f*& véri-
fiant

(f*V)i(f7s) = 7 (V(s)) pour ¢ = 1,2

Puisque Homy (f*€, f*€é® Q%, / ) est un faisceau, il nous suffit de montrer que ces deux connexions
coincident localement. Le faisceau f*€ est engendré localement par les sections du type f*s, pour s
une section locale de &, et ces deux connexions coincident sur les sections de ce type. Donc il reste a
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voir que pour toute fonction A de Ox, on a que (f*V)1(Af*s) = (f*V)2(Af*s). Mais ceci est donné
par la relation de Leibniz qui implique que

(S*V)1(Af7s) =dA @ [Ts + A(f*V)1(f"s)
=dA® f's+ A(fTV)2(f"s)
= (f*"V)2(A.f*s)

Montrons 'existence. On commence par raisonner localement : on sait que toute connexion s’écrit
localement V = dx + 2, avec dx : Ox — Qﬁf . la dérivation canonique associée a Qﬁ( p €t Q une
matrice de formes différentielles logarithmiques. Plus explicitement, pour une base de sections locales
{e1,...,e;f de &, si s = Zizl Aie; et V(e;) = Z§'=1 ej ®wj;, on a

l l
V(S) = Zei (9 d)\l + Z )\jwi’j
i=1 j=1

11 s’agit alors de montrer que pour toute section s : (dy + f*Q)(f*s) = f*((dx +)(s)), ce qui prouvera

que localement la connexion f*V sera de la forme dy + f*Q et qu’elle vérifie f*V(f*s) = f*(V(s)).
Soit donc U un ouvert de X tel que &, ~ Of‘?l, {e1,..., e} la base de sections de &, correspon-

dante, d : Ox — Qﬁ(/k la dérivation sur X et Q = (w; ;)1<i j<; la matrice des formes différentielles

associé A la base {e1,...,¢;} et & la connexion V. Posons V = f~1U. Sachant que I'isomorphisme
f*é'hE :)J O@l induit une base de sections locales {f*e1,..., f*e;} de f*&),, on a pour toute section s
de E(U) :

l l k
(dv + [ Q(f*s) = (dv + [*Q) (Z f*Aif*ei) =Y fre® [df )+ N wiy

i=1 i=1 =1

. 1
= f* Zei ® | dN) + Z Ajwi,j
i=1 Jj=1

= [ ((dx +Q2)(s))

Pour montrer 'existence globalement, il nous faut montrer que les connexions (f*V|, )ie; définies
k2
sur un recouvrement {U;};e; de X coincident sur les intersections U; X x U;. Et ceci est vrai d’apres
I’unicité montrée en début de preuve, puisque

(f*v|Ui)|U,;><XUj (f*s) = f*(v\ujxxuj (5)) - (f*v\uj)lui X x Uj (f*S)

Le méme raisonnement que sur l'unicité au début de la preuve implique que (f *Vlui)luixxuj =
(f*V|Uj)|UiXXUj. Donc la propriété de faisceau de Homy(f*E, f*€ ® Q%,/k) donne ’existence d’un
unique morphisme f*V : f*& — f*& ®Q%,/k tel que (f*V)‘ffl(Ui)
localement 1'égalité (f*V)(f*s) = f*(V(s)), et donc la vérifie aussi globalement. De méme pour la
regle de Leibniz qui est vérifiée localement et donc aussi globalement. O

= f*V|Ui. Ce morphisme vérifie

Remarque 2.2.5. De fagon similaire, on peut définir 'image réciproque d’une connexion logarithmique
le long d’un morphisme de log-schémas (X', (D});cr) — (X, (D;)ier) (voir [2.1.7)).
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2.2.2.2 Image directe d’une connexion

Soient X et Y des schémas lisses sur k.

Lemme 2.2.6. Pour un morphisme de schémas étale f : Y — X et une connexion holomorphe (€, V)
sur Y, il existe une unique connexion f,V sur f.€ faisant commuter le diagramme

NI EE SN

|2

f*(fi' ® Q%//k)

Preuve. 1’isomorphisme f, (€ ® f*Qﬁ(/k) ~ fE® Qﬁ(/k provient de la formule de projection, vu que
Q& /i est localement libre. Comme f est lisse, la suite

0— f*Qx/p — Uy — Qyyx — 0

est exacte, et puisque f est non-ramifié on a de plus Q%, /X = 0, ce qui donne l'autre isomorphisme
1 1
Qy e = [ U O

Remarque 2.2.7. Dans le lemme ci-dessus, I'image directe f,(V) d’une connexion V est définie pour
un morphisme f étale. Notons que l'image directe peut aussi étre définie pour un morphisme log-
étale (f, (ri)ier) « (X', (D))ier) — (X, (Ds)ier), car d’apres le lemme [2.1.10] on a un isomorphisme

i

f*Qﬁ(/k(log D) — Qﬁ(,/k(log D).

2.2.2.3 Adjonction

Soit X un schéma lisse sur k, et f: Y — X un morphisme étale de k-schémas.

Lemme 2.2.8. Le foncteur f* : Conng(X) — Conng(Y) admet pour adjoint & droite le foncteur
f« : Conng (V) — Conng(X).

Cette vérification est possible mais pénible avec la définition de Koszul, et il vaudrait beaucoup
mieux ici utiliser les suites exactes d’Atiyah [2.5] Pour cette raison, on omet la preuve, d’autant que ce
résultat ne sera pas utilisé par la suite.

2.2.3 Connexions sur les champs

Soit X/k un champ de Deligne-Mumford lisse, ® un diviseur de Cartier effectif & croisements
normaux sur X (voir[1.3.17)). Notre référence principale pour cette partie est ([O1s07],§2) ; comme nous
nous restreignons au cas des champs de Deligne-Mumford, nous utiliserons le petit site étale de X (voir
1.4.1)).
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Définition 2.2.9. Une connexion logarithmique le long de © est un faisceau localement libre £ sur X,
muni d’un morphisme k-linéaire V : £ — € R, Q;/k(log D) vérifiant, pour toute section locale s de

& et toute fonction locale A de Ox, la régle de Leibniz V(A.s) = s @ d\+ A.V(s) ou d : Ox — Q%e/k
désigne la dérivation canonique associée a Q;e Ik

Remarque 2.2.10. 1. D’une maniere équivalente, une connexion logarithmique est la donnée pour tout
schéma T et tout morphisme étale t : T' — X

e d’un faisceau localement libre £ ;) sur le petit site étale de T,

e d’une connexion logarithmique V(74 : Erp — Erp) Ror Q}/k,(log(@(T@)),
et pour tout 2-morphisme (f, f°) : (T",t') — (T,1),

e d’un isomorphisme p(s oy 1 [*E(T1) SN Er 1),

faisant commuter le diagramme

* 'V .
f g(T,t) #} f 5(T,t) ®OT, Q%p//k(log(BJ(T/7t,)))

P(5,5b) P(s,5by®id

V ! t/
Err ) ———— Ear ) ®0, VU1, (108(D 1 1))

2. Si on utilise le point de vue des groupoides on fixe une carte étale T — X, et on note
(s,t) : R == U le groupoide associé. Alors se donner une connexion logarithmique revient a se

donner une paire ((F,«), V), avec
e (F, ) un faisceau quasi-cohérent sur le groupoide (U, R, s,t,¢) (voir [1.1.5)).
e (F,V) une connexion logarithmique sur U.

faisant commuter le diagramme

tF —Y s #* F @0, O, (logt*D)

al? a®id | ?

s F —2Y o F R0y Qllj/k(log $*D)

2.3 Reésidu d’une connexion logarithmique

Soit X un schéma lisse sur un corps k, D = (D;)¢c; une famille de diviseurs de Cartier effectifs
integres deux a deux distincts et telle que la réunion D = | J,.; D; soit a croisements normaux simples,
& un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules.

Définition 2.3.1. ([EV92], Propriété 2.3) On définit le résidu d’une connexion logarithmique V sur £
le long de D; comme étant le morphisme

resp, (V) : & — £ ® Q4 (log D) — € ® Op,

ou Q% /k(log D) — Op, est le morphisme résidu de la suite exacte

0 — Q) — QX (log D) réeidu B oo, —o0
icl
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qui envoie, localement, une forme différentielle Adw vers A, si la forme dw est méromorphe, et vers 0
i
sinon.

Remarque 2.3.2. Avec la suite exacte

0 — Ox(—D;) — Ox — Op, — 0

on obtient un faisceau 5|D = EROp,, et le résidu peut alors aussi étre défini comme un endomorphisme
de £ ® Op, faisant commuter le diagramme

£ ———— £ 0k, (log D)

rest.

£®Op, ————— £Q O,

Proposition 2.3.3. Si (£,V) et (£',V’) sont deux connexions logarithmiques, le résidu du produit
tensoriel V ® V' le long de chaque D}, est donné par la formule

resp, (V® V') =resp, (V) ® ide;, +ide,, ®resp, (V") (2.4)

Preuve. On raisonne localement. Soit {e1,...,e;} et {e1,...,er} des bases de sections locales de &
et £’ respectivement. Posons s = 22:1 Aiei, s’ = Zé L Nel, Vie) = Zp 16p @ Wpi, et V(eh) =
Zlq 16 @wy ;. Ona

(VeaV)(s®s)=V(s)®s +so V(s

l l U
=Z<ei®<dAi+Zpri,p>>®ZA +erz®z ¢ ® dA/+Zquq
j=1

=1 p=1

v

=3 > (@€ @ XN, (d)\ +Zprw>+ZZel®e ® A\ d)\’+ZAq Wi,

i=1j=1 i=1 j=1

i . . , . . . .
Posons pour tout ¢,p=1,...,let j,¢g=1,...,I', u, = ’\P\Dh si w;p, est méromorphe et 0 sinon, et
Xq‘ D, si wJ o est méromorphe et 0 sinon. Le calcul du résidu des deux termes de la derniere ligne

de I’équation ci-dessus permet d’obtenir

(resp, (Ve V) (s®s) ZZZ)\ (e; ®ej) ®up+zzz/\ (e; ®ej) ® g

i=1 j=1p=1 i=1 j=1qg=1

ce qui correspond au terme de droite de I’égalité (2.4 appliqué & s ® s'. O

2.4 Décalage d’une connexion le long d’un diviseur

Notation 2.4.1. Pour £ un faisceau quasi-cohérent sur un schéma lisse X/k, et B un diviseur de Cartier
effectif sur X, on note

E(B) := € ®py Ox(B)
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le faisceau obtenu a partir de £ et de B. Géométriquement, ceci revient a autoriser aux sections du
faisceau £ d’avoir des pdles simples le long du diviseur B. La définition de £(B) et du décalage d’une
connexion qu’on va définir sont ceux donnés par [EV92]. On commence par montrer I'existence d’une
connexion logarithmique sur le faisceau Ox (—D;), pour cela on va utiliser la définition d’Olsson.

On reprend les mémes notations que celles de la section 2:1.2) : soit X un schéma lisse sur k,
D = (D;)ier une famille finie de diviseurs de Cartier effectifs distincts et integres, telle que le diviseur
D = J;c; Di soit a croisements normaux simples, Tp le schéma défini dans muni de ses deux
morphismes ap : Tp — Al et pp : Tp — X.

Avant de donner la formule de décalage des résidus d’Esnault-Viehweg, on commence par montrer
lexistence d’une connexion logarithmique sur le faisceau Ox(—D;). Remarquons tout d’abord que la
dérivation canonique d : Oy, — QlTD /a1 €st G! -équivariante. Notons (ap); la i-eéme composante

de ap. C’est une équation globale du diviseur pfy(D;). Puisque d((ap);) = 0 dans QlTD/AH il s’ensuit

I
d’apres la regle de Leibniz que d((ap);Ory) C (aD)iﬂlTD/AI. En appliquant le foncteur (pD)(E’m ala
restriction d : (ap);Ory — (aD)iQ;D /1> On obtient une connexion logarithmique

Remarque 2.4.2. Par construction, le morphisme Ox (—D;) — Ox est compatible avec les connexions
d(—D;) et d, et ceci caractérise uniquement les connexions d(—D;).

Lemme 2.4.3. ([EV92], lemme 2.7) Soit B = ), ; u;D; un diviseur de Cartier & support dans D. Il
existe une connexion logarithmique canonique

d(B) : Ox(B) — Ox(B) Rox Qﬁg/k(logD)

qui, pour une équation locale x; de D;, vérifie I’égalité

a)([Tor) = T[S

i€l iel iel

En particulier, on a resp, (d(B)) = —pu; id.

Preuve. On I’a montré dans la discussion au début de la section pour B = —D;. Pour le cas général,
on remarque que la formule permet de définir les connexions d(—p;D;) avec p; > 0. En prenant
le dual, on obtient la connexion d(u;D;) avec u; > 0, puis en appliquant la formule a nouveau on
obtient le cas général. O

Notation 2.4.4. Soit B = ), ; u;D; un diviseur de Cartier sur X a support dans D, et (£, V) une
connexion logarithmique sur X le long de D. On note (£(B), V(B)), la connexion logarithmique obtenue
comme produit tensoriel de connexions :

V(B)(Hxi_“”s) = Hxi_“”V(s) - Ha:z_”’ ZM’CZU: ® s

el iel iel iel

La proposition [2:3.3] nous permet d’obtenir la formule d’Esnault-Viehweg :

Proposition 2.4.5 (Formule de décalage des résidus d’Esnault-Viehweg). ([EV92|, Lemme 2.7) Avec les
mémes notations qu’au-dessus, on a

resp, (V(B)) = resp, (V) — piidp,
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Exemple 2.4.6. Reprenons l'exemple Considérons le diviseur B = (0) — (c0). On va munir le
fibré N7 = piNo @ pi N, d’une connexion holomorphe. Soit s la coordonnée canonique autour de 0
(correspondant a la carte Speck[s] = A’ CP) et V=d+ % : 0y — Q;/k(log D) la connexion
logarithmique sur le faisceau structurel correspondant & la forme différentielle logarithmique w = %,

ot D = (0) + (00). Localement w s’écrit

ds ds™1
Wy = — et We = — —
S S

et donc resy V =1 et resoo V = —1. On en déduit que la connexion V(B) sur N7 = piNoy ® pi N
est holomorphe vu que :

reso(V(B)) = respV—1 rese(V(B)) = reseocV+1
- 1-1 - 11

Comme les connexions holomorphes sur N’ = p{No @ pi N forment un torseur sous
Hom(N', N’ @ Q%) = T'(X, Q%) = {0}

on a en fait déterminé I'unique connexion holomorphe sur N’ = piNo ® pi NY..

2.5 Définition a partir de ’extension d’Atiyah

2.5.1 Rappels

Ce qui suit est inspiré de ([BK09], §1.1).

Soit f : X — S un morphisme de schémas, A : X — X xg X la diagonale. On ne traitera par
simplicité que le cas ot X/S est un morphisme séparé, pour le cas général voir ([BO7§|, Proposition
2.9). On a une factorisation

X A X xg X
x (1)

avec X1 le premier voisinage infinitésimal de X dans X xg X et 4 'immersion fermée. Considérons 7
le faisceau d’idéaux qui est le noyau du morphisme Ay. Le faisceau Qﬁ( /s est donné par la définition
usuelle Q%{/s = A*(Z/Z?). Notons ¢ et ¢ les compositions du morphisme X() — X xx X avec

les projections. On identifie la dérivation canonique d : Ox — Qﬁ( /s au morphisme i,Ox — Z/Z?
donné par f +— g5 f — qi f. On considere la suite exacte

0—>I/I2—>OXXx/I2—>OXXx/I—>O (25)

Puisque 7 est une immersion fermée et le faisceau Z/Z? est annulé par le faisceau Z, on a Z/Z? ~
i*Qﬁ(/S, Oxxx/I? ~ Oxa) et Oxxx/T ~ i.Ox. Soit € un faisceau localement libre sur X. On
tensorise la suite (2.5]) par ¢5€ pour obtenir une suite exacte

0— € @005 — BE — GERILOx — 0 (2.6)

Sachant que par la formule de projection et par le fait que g1 0i =gy 07 =1id on a
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GE @00~ i GE © QU g) ~ i€ © O s)
et
GE ®i.Ox ~0,i" € ~ &
la suite exacte (2.6 devient

0 — in(E®Q/5) — GE — i€ — 0

On applique finalement ¢;, a cette suite pour obtenir

0 —=ER@0 s — q,E—E—0 (2.7)

Définition 2.5.1. La suite exacte est appelée lextension d’Atiyah. Le faisceau ¢i, (¢g3€) est noté
P}( / 5(&) et est appelé le faisceau des parties principales de €.

2.5.2 Equivalence des deux définitions

On montre maintenant la correspondance entre les connexions comme sections Ox-linéaires de
Iextension d’Atiyah, et les connexions définies avec la condition de Koszul.
Considérons les morphismes

X HxWZsx 8 (2.8)
q2
et soit U un ouvert de X. Comme i est un homéomorphisme, on a une égalité

12.95€(U) = :€(i(U)) = 01.6:E(U)

en tant que faisceaux ensemblistes. On munit go, ¢5€ d’une structure de faisceau de p~!Og-modules
par le diagramme commutatif 7 ce qui fait que P)l( / 5(&) et g2, g3 € soient égaux en tant que p~tOg-
modules.

Montrons que le morphisme canonique qf : & — @2, q5€ fournit une section p~!Og-linéaire de
I’extension d’Atiyah . On a ¢, ¢5€ ~ q2,q50x ®o, £. Quitte a tensoriser par £, on peut supposer
que £ = Ox. Il faut donc montrer que le morphisme

Ox — q2,4:0x — Ox

est 'identité. Mais la premiere fleche est donnée par f+— 1 ® f et la seconde par f ® g — fg.
On peut montrer maintenant la correspondance entre les deux définitions. On rappelle qu’on
identifie la dérivation canonique d : Ox — Qﬁ( /g avec le morphisme i,Ox — Z/Z? donné par

fr— ¢ f—qif. Pour des sections locales f et s de i.Ox et ¢3€ respectivement, on a ¢5 f®s = qf (fs)
et ¢if ©s= fqi(s). Soit a: & — P}(/S(E) une section Og-linéaire de (2.7). Comme la composition

du morphisme o — qf avec la fleche Py / 5(€) — & est nulle, on a donc un morphisme Og-linéaire

V=a- qg# € — Qﬁ(/s ® &. Le morphisme « est Ox-linéaire si et seulement si

alfs) — fa(s) = V(fs) — fV(s)+df (fs) — fa (s) =0

ce qui est équivalent a dire que
V(fs)=fV(s)+afos—qfes

=fV(s)+df ®s
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et donc équivalent au fait que V vérifie la condition de Koszul.

Proposition 2.5.2. La catégorie fibrée ConnVecty(X) au-dessus de Sch /S est un champ pour la topo-
logie étale.

Preuve. Remarquons que pour un schéma X/k et un fibré vectoriel € sur X, Py /k(g ) est un faisceau
quasi-cohérent car extension de faisceaux quasi-cohérents. Soit (f; : X; — X),;cs un recouvrement
étale. Par la descente des faisceaux quasi-cohérents, se donner une section de la suite exacte d’Atiyah
revient & se donner des Sections 5ur la restriction & chacun des X}, telles qu’elles soient compatibles
entre elles. Puisque f Py / o (E) X /k(f7E) , cec est équivalent & se donner une collection de sections
compatibles de I'extension d’Atiyah locale O

2.5.3 Extension d’Atiyah logarithmique

Soit X un schéma lisse sur le schéma de base S = Spec(k), D = (D;)cr une famille de diviseurs
de Cartier effectifs deux & deux distincts telle que la réunion D = |, ; D; soit & croisements normaux
simples. Considérons la suite exacte d’Atiyah

icl

0— E®@Q,5 — Px/5() — E—0

Notons P Xl D)5 (&) la somme amalgamée du diagramme

£, —— E@ QY (log D)

Py s(€)

On a une suite exacte (voir par exemple [Sta]/Tag 010I) obtenue comme pushout de I’extension
d’Atiyah :
0 — £®QY/5(log D) — PR 5(E) — € — 0 (2.9)

Définition 2.5.3. La suite exacte (2.9) est appelée l'extension d’Atiyah logarithmique. Le faisceau
P(lxlorg)) / 5(&) est appelé le faisceau des parties principales logarithmiques de £.

On a un diagramme commutatif de suites exactes

0 —————— £00Y g ————— PL o(€) £ 0
id
1
0 ———— £ 0k 4(log D) ———— PP /5(€) & 0
N s | hisme & <25 PL, . — PLRE (6). L hi # i
otons 43 10g 1€ Morphisme & —— Py g — (X, D)/S( ). Le morphisme 43 10g est une section

p~tOg-lindaire de I'extension d’Atiyah logarithmique (2.9)) car le carré de droite est commutatif. On
a une correspondance entre les sections Ox-linéaires de la suite ([2.9) et les connexions logarithmiques
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de £. La démonstration de cette correspondance est la méme que celle qu’on a donnée pour la cor-
respondance entre sections Ox-linéaires de 'extension d’Atiyah et connexions holomorphes, a
savoir pour une section p~!Og-linéaire o de la suite onaa«a-— qlog E—E® QX/S(log D) une
connexion logarithmique qui vérifie la regle de Leibniz si et seulement si a est O x-linéaire. On donnera
plus de détails sur la preuve de la correspondance dans la section suivante.

Notation 2.5.4. On note SecVect(X, D), la catégorie qui a
pour objets : les couples (£, s), avec

e & un fibré vectoriel sur X.
e s une section de la suite exacte d’Atiyah logarithmique

et pour morphismes : (', s") — (€, s)

e les morphismes f : &' — & de fibrés vectoriels, faisant commuter le diagramme

1
£ — s Pl s(E)

1,lo
€ » Pk 1%) /5(5 )
Lemme 2.5.5. Soit B = ., u;D; un diviseur de Cartier de support dans D, et £ un fibré vectoriel
sur X. La suite exacte d’Atiyah logarithmique de £(B) s’identifie avec le décalage de la suite exacte

d’Atiyah logarithmique par B. En d’autres termes, on a un isomorphisme naturel P(lxlog) /k(é' (B)) ~

P(IXIOS) /k(é' )(B) compatible avec les morphismes de la suite exacte d’Atiyah logarithmique.

Preuve. On se rameéne & T, et il nous suffit donc de montrer qu’on a un isomorphisme PT’ (;i 1 (PHE(B)) ~
P%Dh}iv (P5E) (P B) qui est G -équivariant, c’est a dire de degré 0 pour la Z/-graduation naturelle.
Ceci vient du fait que la trivialisation canonique Oy, ~ Oy (p}y(B)) est de degré (u;)icr, et induit

des isomorphismes P% lo/i, (PHE) ~ le“ch;iI (PHE(B)) et P:/{,;l,jif (PH€) ~ P%Dlo/il PHE)(pp B) de degrés

(Hi)ieﬁ 0

2.5.4 Equivalence des deux définitions dans le cas logarithmique

Considérons I'extension d’Atiyah logarithmique

0 — £ 0y s(log D) — P55 o(€) — € —0

et I'extension d’Atiyah holomorphe associée au fibré p5&

0 — Qi jar @PHE — Pr p1(0HE) — pp€ — 0 (2.10)

La premiere suite (logarlthmlque) est obtenue en prenant I'image directe de la deuxiéme suite

(holomorphe) par le foncteur exact p ™. En admettant ce résultat, on va montrer la correspondance
entre sections de la suite exacte d’ Atlyah logarithmique et connexions logarithmiques évoquée a la fin
du paragraphe précédent [2.5.5 en s’aidant du cas holomorphe.
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Lemme 2.5.6. Les sections Z!-graduées de I'extension d’Atiyah associée au fibré pj€ correspondent
aux sections de la suite logarithmique associée au fibré £.

Preuve. Comme tout est Ox-linéaire, c’est un cas particulier de la descente fppf. O

. I . . * * 1 3
Lemme 2.5.7. Les connexions G,,-équivariantes pj,& — pp€ ® QTD /AT correspondent aux sections

Z!-graduées de I'extension d’Atiyah associée au fibré pp €.

Preuve. Avec le méme raisonnement que dans la partie[2.5.2] en remarquant cette fois-ci que la section
canonique qf de la suite ([2.10)) est Z’-graduée, une section o est Z!-graduée et Ox-linéaire si et
seulement si le morphisme o — q;# 1 phE — PHE® Q%FD /a1 est Z'-gradué et vérifie la condition de
Koszul. O

Lemme 2.5.8. Les connexions G -équivariantes Vp : phE — phé @ QlTD /AT correspondent aux
connexions logarithmiques V : £ — € ® QY (log D).

Preuve. On montre donc que se donner une connexion G! -équivariante Vp : PHE — PHE ® Q%D /AT
est équivalent & se donner une connexion logarithmique V : £ — £ ® Q; /k (log D). On passe de V

a Vp en appliquant pp, et de Vp a V en appliquant pg%’. Il faut d’abord montrer que Vp := pV
est bien défini, ce qui se démontre avec la méme preuve que celle du lemme donnant l'image
réciproque d’une connexion.

Reste & montrer que Vp est Z!-graduée. Pour cela, on raisonne Zariski localement. On suppose
que X = Spec R et on note k' = k[xz;,i € I], si bien que A’ = Speck’. On note R’ la k'-algebre
correspondant & Tp. Elle est naturellement Z’-graduée : R’ = @, R}.

Si le faisceau € correspond & un R-module M, alors pj€ correspond au R'-module M’ = R' @ M
qui a pour graduation €, ,:(R; ® M).

De méme, si le faisceau Qﬁ(/s(log D) correspond & un R-module €, et le faisceau Q%,D/A, a un
R'-module Q' de graduation @, ©;, alors pHE€ ® Q%FD/AI correspond au R’-module M ®p Q' dont
la graduation est donnée par

Mop ¥ ~ PMerQ) ~ R @ (MorQ)
lez lez
Notons d : R — Q et dp : ' — ' les dérivations k-linéaires et k’-linéaires de et '
respectivement. On a un diagramme commutatif

M@&pR — Y2 s M@g

M % M®gQ
Pour montrer que Vp est Z!-graduée, on a besoin de considérer un élément de degré [ de M’ (donc
appartenant & R; ® g M) et montrer que I'image de cet élément par Vp est de degré [. Comme Vp est
k'-linéaire, on peut se restreindre aux éléments de la forme m ® f, ot f € R]. Mais comme Vp vérifie
la regle de Leibniz, on a

Vpo(m® f)=fVp(m®1)+m®dp(f)

et donc, comme dp(f) est aussi de degré [, il nous suffit de montrer que Vp(m ® 1) est de degré 0.
Mais ceci est donné par la commutativité du diagramme ci-dessus, qui implique en effet que Vp(m®1)
est de degré 0.
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Ce qui nous permet d’établir la proposition suivante :

Proposition 2.5.9. On a une équivalence entre la catégorie des sections Ox-linéaires de 'extension
d’Atiyah logarithmique SecVect(X, D) et la catégorie des connexions logarithmiques ConnVect(X, D).

Preuve. La proposition découle des trois lemmes [2.5.6], [2.5.7 et 2.5.8} O

Remarque 2.5.10. Par la suite, nous appliquerons ce résultat aux champs des racines plutot qu’a
des schémas. La preuve pour ceux-ci est inchangée en remplagant le morphisme pp : Tp — X par

po : To — X (voir 2.1.3)).

51



52



Chapitre 3

Connexions paraboliques et champ des
racines

On introduit dans ce chapitre la notion de connexion fortement parabolique On commence
d’abord par montrer la correspondance entre les connexions paraboliques et les connexions logarith-
miques sur les champs des racines |3.1.8] pour cela on utilise ’extension d’Atiyah parabolique On
affine ensuite cette correspondance en montrant que les connexions holomorphes sur les champs des
racines sont en correspondance avec les connexions fortement paraboliques La preuve consiste a
montrer que la condition de forte parabolicité (les poids du fibré parabolique sont le spectre du résidu
de la connexion) se traduit par le fait que la connexion champétre correspondante est holomorphe.

De la correspondance, on déduit comme corollaire un résultat de reconstruction des connexions
holomorphes On montre le résultat en premier lieu pour des connexions fortement parabo-
liques [3.2.9] ce qui nous permet de reconstruire des fibrés paraboliques a partir de la donnée d’une
connexion logarithmique (&y, Vo), puis grace a la correspondance on transporte le résultat pour
les connexions holomorphes sur le champ des racines |3.3.16

On termine en mentionnant une extension naturelle de la définition : la notion de A-connexion
fortement parabolique qui relie nos connexions aux fibrés de Higgs fortement paraboliques.

On fixera tout au long de ce chapitre les notations suivantes : X un schéma lisse sur un corps

k., D = (D;);cr une famille de diviseurs de Cartier effectifs integres deux & deux distincts de sorte
’ €
que la réunion D = (J,; D; soit a croisements normaux simples, r = (7;);c; une famille d’entiers

naturels inversibles dans k, ¥ = {/D/X le champ des racines associé au triplet (X,D,r), 7: X — X
le morphisme vers 'espace des modules X, et © la famille de diviseurs canoniques sur X qui vérifie
7 D; = r;®;, pour tout ¢ dans I.

3.1 Connexions paraboliques

3.1.1 Définition

Définition 3.1.1. Une connexion parabolique sur (X, D) & poids dans %ZI est un couple (€,V)), avec

e & un fibré parabolique sur (X, D) (voir|1.5.2).
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eV & —E€® Qk/s(log D) une transformation naturelle ot pour chaque % € %ZI, V1 est une
connexion logarithmique sur & .

Remarque 3.1.2. La définition implique la compatibilité de V avec les isomorphismes de pseudo-
périodicité € 41 ~ £ ® Ox(—1D) pour tout 1 € Z<.

Notation 3.1.3. On note ConnPari (X, D) la catégorie qui a
pour objets : les connexions paraboliques (€, V).

pour morphismes : (£/,V') — (£,V))

e les morphismes h : &’ — £ entre fibrés paraboliques

faisant commuter le diagramme

AN
el
o

"=

1 I
pour tout & € Z*.

3.1.2 L’extension d’Atiyah parabolique

On reprend la suite exacte d’Atiyah logarithmique (2.9). Si & — F est un morphisme de faisceaux
localement libres, on a un morphisme P(l)’(lf)g) / (&) — P(l)’(lfé) / 5(F) qui est donné par la propriété

universelle d’'une somme amalgamée et qui donne lieu & un diagramme commutatif de suites exactes

0 ———— £ 0k 4(log D) ———— P%B) 4(€) £ 0
0 ———— Fe 0k g(log D) ———— PR, (F) F 0

Ce qui montre la fonctorialité en £ de la suite exacte d’Atiyah logarithmique. Si on suppose que €.
est un fibré parabolique, ceci induit une suite exacte

0 ———— £ @ g(log D) ————— PFH) 4(€) £ 0 (3.1)
ol P(lj’(pg) 5(£.) est le foncteur associant & chaque 1 dans 177, le fibré vectoriel P(l)’gog) / 5(€1). D’aprés

le lemme on a P(l)’sg)/s(é',ﬂ) o P(lgg)/s (£)(~1D). Donc P(l)’gjaDr)/S(E,) est un fibré parabolique,
et la suite (3.1]) est une suite exacte de fibrés paraboliques.
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Définition 3.1.4. On appelle la suite exacte (3.1)) 'extension d’Atiyah parabolique. Le fibré parabolique
PLPA (€) est appelé faisceau des parties principales paraboliques de &..

(X,D)/8
Notation 3.1.5. On note SecPari (X, D) la catégorie qui a
pour objets : les couples (€, s.) avec
e & un fibré parabolique sur (X, D) (voir[1.5.2).

e s une section Ox-linéaire de 'extension d’Atiyah parabolique de £ (3.1)).

pour morphismes : (£,s) — (£',5'),

e les morphismes ¢ : & — &’ entre fibrés paraboliques, faisant commuter le diagramme

=

'
=
@

1,10
Pix.By/s(91)

Py s(E) ——— P,

3.1.3 La correspondance avec les connexions logarithmiques

Avec les mémes notations qu’au début du chapitre [3] :

Lemme 3.1.6. On a une équivalence entre la catégorie ConnPari (X, D) des connexions paraboliques
et la catégorie SecPari (X, D) des sections de la suite exacte d’Atiyah parabolique .

Preuve. La démonstration est la méme que celle donnée dans la partie[2.5.2] & savoir : pour une section
a. de la suite exacte (3.1]), cette section est Ox-linéaire si et seulement si o, — qf ~est une connexion
parabolique. O

On montre maintenant la version a la Atiyah de la correspondance entre connexions paraboliques
et connexions logarithmiques sur les champ des racines :

Lemme 3.1.7. On a une équivalence entre la catégorie SecPari (X, D) des sections de la suite exacte
d’Atiyah parabolique et la catégorie SecVect(X, D) des sections Ox-linéaires de I'extension d’Atiyah
logarithmique sur le champ des racines.

Preuve. On utilisera la notation A, du théoreme pour désigner les fibrés paraboliques correspon-
dants. Soit F un fibré vectoriel sur le champ des racines X. L’équivalence de catégories du théoreme

montre que la suite

—

0 ———— Fo 0 s(log®) ——— PY% o(F) F 0

est exacte. D’apres la formule d’Hurwitz [2.1.10] et la formule de projection, on a
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Tu(F ® Ox/5(—19) ® Q%E/S(log@)) ~ T (F ®0x/5(—19) ® W*Qk/s(logD))

(3.2)
~ T (F ® O0x/s(—19)) ® Qk/s(log D)
Donc
Foak 4(logD) =~ F @QYs(logD)
Ainsi, on a un diagramme de suites exactes
0 —— Fo0l  (log®) ———— PY% (F) 7 0
J (3.3)
0 ——— F @9k 4(log D) ————— PRFE o(F) F 0

qui montre que
—_—

1,1 ~ 1,par -
Pioys(F) = Pxp)s(F)

Le théoreme montre qu'une section Ox-linéaire s de 'extension d’Atiyah logarithmique (2.9)
associée au fibré vectoriel F correspond & une section O x-linéaire 5. de 'extension d’Atiyah parabolique

B1). O

Proposition 3.1.8. On a une équivalence entre la catégorie ConnPari (X, D) des connexions parabo-
liques et la catégorie ConnVect(X,®) des connexions logarithmiques .

Preuve. La proposition découle des lemmes et et de la proposition |2.5.9 O

3.1.4 Connexions fortement paraboliques

Avant de donner la définition d’une connexion fortement parabolique, on montre la proposition
suivante sur la compatibilité des résidus avec les restrictions :

Proposition 3.1.9. Soit (£, V.) une connexion parabolique sur (X, D) & poids dans +Z'.

1. Pour tout I’ > 1, et pour tout h € I, le morphisme (51>

r

— (5 1 ) est compatible avec les
|Dh ‘Dh,

résidus resp, (Vv ) et resp, (V1).

2. Notons (ep)ner la base canonique de Z!. Alors cette compatibilité induit un morphisme
E1/Eren, — E1/Ervey

compatible avec le résidu resp, (V1) de E1.

1
r
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Preuve. 1. Posons I’ =1+ ey, et considérons le diagramme

/ Lm J\

81/ ®QX/S lOgD 51/ ®0D;L E— 51 ®0Dh 5% ®Q§(/S(1OgD)

\ J{reth(VL resp, V%)J/ /

&y ®O0p, — E1®0p,

On affirme que le petit carré en bas est commutatif. En effet, comme V_ est une transformation
naturelle, on a un diagramme commutatif

51/ gl

lv ’ lvl

Ev ®Q§/S(logD) — & ®Q§(/S(logD)

| |

Ev ® Op, &1 ®Op,

=

sachant que le morphisme de restriction £y — £y ® Op,, est un épimorphisme, ceci nous permet

de conclure.

2. Remarquons qu’on a une factorisation épi-mono

Ervep Ertey &l
iy, ®Ox(=Dy)  £1@0x(-Dy) £ @ Ox(~Dy)

provenant des inclusions

Eitep, ®Ox(—Dp) — €1 @ Ox(—Dp) =~ 5;+eh — Eitey, —> &1

ou l'isomorphisme au milieu est celui de la pseudo-périodicité du fibré parabolique £. En d’autres
termes, cette factorisation prouve que &1 / E Loy est le conoyau du morphisme Eitey, |p, — €1 | Dy, -
La compatibilité de ce morphisme avec les résidus et la propriété universelle du cronoyau montrent

& 1 1
qu’il existe un unique morphisme tesp, (V1) : e T AL faisant commuter le diagramme
x Itep Itep

r

51 51
€1 ® Ox (D) Ervoy
resp,, (Vl)‘ tesp, (V1) (3.4)
81 gl
€1 ® Ox (D) Errey
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Définition 3.1.10. Une connexion fortement parabolique est une connexion parabolique (€,V ) avec
la condition sur les résidus le long de chaque Dy, h € I, et pour tout % ezl :

l
tesp, (V1) = —id
r T'h
&1
ot 76sp, (V1) désigne le morphisme du diagramme ci-dessus (3.4) induit sur le quotient —=
¥ Lten

Notation 3.1.11. On note ConnFPar1 (X, D) la sous-catégorie pleine de ConnPar1 (X, D) [3.1.3 dont
les objets sont les connexions fortement paraboliques.

3.2 Reconstruction de la structure parabolique

Soit X un schéma lisse sur un corps k, D = (D;);c; une famille de diviseurs de Cartier effectifs
telle que la réunion D = UiE ; D; soit & croisements normaux simples, r = (7;);e; une famille d’entiers
naturels inversibles dans k, et £ un fibré parabolique sur (X, D) & poids dans %ZI . Notons (e;);er la
base canonique de Z!.

3.2.1 La définition de Seshadri

Définition 3.2.1. La filtration par les poidsﬂ F*(&),,) sur &, est la filtration d’indices dans %Zl N
[0,1] qui est donnée, pour tout % dans %ZI N [0,1)! par

FY (& = —r
% ( 0|D) 50(—D)
Notation 3.2.2. Notons Sesh: (X, D) la catégorieﬂ qui a
pour objets : les couples (€, F), avec

e £ un fibré vectoriel sur X.

e F une filtration décroissante sur & p d’indices dans 7ZI N [0,1]F qui vérifie Fo(Ep) = &p et
Fi(&p) =0.

pour morphismes : (£, F) — (£, F),

e les morphismes f : £ — £ entre fibrés vectoriels, compatibles avec les filtrations, au sens ol
J(F1(Elp)) © F1(Ep)

Remarque 3.2.3. La catégorie Par% (X, D) est une sous-catégorie pleinement fidéle de Sesh% (X,D), de
foncteur d’inclusion donné par € — (&, F™).

En effet, le foncteur est fidele, car si un morphisme de fibrés paraboliques £ — £ est nul sur le
morphisme des fibrés vectoriels sous-jacents : &) — & , alors les morphismes &} — & 1 sont aussi

nuls : pour 1 > 0, cela découle de la fonctorialité et de £ 1 C &, et par pseudo—perlodlclte c’est vrai

1. En anglais : weight filtration. La notation w sur F' est pour le mot "weight”.
2. La catégorie Sesh pour Seshadri, en hommage & C.S. Seshadri qui a introduit la notion de fibré parabolique.
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pour un | arbitraire. Le foncteur est plein, car si f : &) — & est un morphisme compatible aux
filtrations, alors pour [ € 1Z' N [0,1]’, on a par hypothese que f (51) /& (—D) C E1/E(—D), ce qui
implique f(&7) C &L

Définition 3.2.4. Soit G un faisceau sur D, et F' une filtration décroissante de G d’indices dans %Zl N
[0,1]7 telle que Fy(G) = G et Fi(G) = 0. La filtration F est dite cartésienne si pour tout 1 dans
1710 10,1), on a

Fi(9) = ﬂF%ei(g)

Lemme 3.2.5. Soit £ un fibré parabolique sur (X, D) & poids dans 17!, et 1,1 dans Z' tels que

r
1<V <1+4r. Alors :
gﬂ = mglJr(l,/L-*lz‘)ei
’ iel r

Preuve. Puisque 14 (I, —1;)es = (l1, ..., li—1, 5, liv1, ..., In) < 1) pour tout ¢ dans I, on a une premiére
inclusion

Si C m 51+(léfl,i)ei
iel r

En ce qui concerne I'inclusion inverse, on a par la pseudo-périodicité des fibrés paraboliques |3.1.2
pour tout i dans I :

Evvaripe, CEvr  =Ev(—Di)
Donc
n 81+(l§*li)ei C ﬂ gl/;“(_D’L)
i€l r ier
De plus

S% = EVT_,+1 = &/T_r ( ZD1> - ﬂ 51'T—r(*D1)
iel i€l
Cette derniere inclusion est une égalité puisque Ev est localement libre et Ox(—>,c; Di) =

Nicr Ox(=D;). En effet, pour chaque i € I, Ox(—D;) est engendré localement par une équation locale
fi de D;. Comme les D; sont intégres, deux a deux distincts, les f; sont premiers, donc irréductibles,
deux a deux non associés. Comme D est un diviseur & croisements normaux, les anneaux locaux sont
réguliers, donc factoriels, il en découle que les idéaux (f;) sont deux & deux premiers entre eux, d’olt
la conclusion. O

Lemme 3.2.6. Soit £ un fibré parabolique sur (X, D) a poids dans %Zl. Alors la filtration par les poids
F* de &y, est cartésienne.

Preuve. Le lemme résulte du lemme |3.2.5| pour 1 = 0. O
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3.2.2 Connexions a résidus semi-simples

Notation 3.2.7. On note ConnVect?’ (X, D) la catégorie qui a

pour objets : les connexions logarithmiques (£,V) dont le résidu resp, (V) le long de chaque D;
(qui est un endomorphlsme de £ ®o, Op, d’apres la remarque 2 7 1 € I, est semi-simple de valeurs
propres dans ;Z N[0, 1]

pour morphismes : (£/, V') — (£, V), les morphismes entre connexions logarithmiques.

Si resp, (V) est semi-simple, on note &|p, ( ) le sous-faisceau propre de &p, associé a la valeur
propre iﬁ € TliZ N [0,1]. Pour tout ¢ dans I, le falsceau & p, admet une filtration FY d’indices dans
~ZN10,1]

mz
Fl Ep)= B &bl

Li<m;<r;

vérifiant F()V(E‘Di) =&p, et FIV(S‘Di) = 0. L’image réciproque de cette filtration par le morphisme
&p — & p,, induit une filtration FY de & p, d’indices dans %Z N [0,1] et vérifiant FOV(E‘D) =&p.

On a de plus, FY (€p) = ‘gg((:%)).

On peut étendre cette filtration a des indices dans 1Z7 N[0, 1]/, en posant

Y(€p) = FY(Ep)

ier "
La filtration FV est cartésienne, car
eri(ng m Fy (Ep) N Fz (5\D) FY (€p)
i JGI i
J?’é”
Et elle vérifie de plus
o Ep)=FY (Ep)=Ep

el

V(€)=Y (Ep) = ﬂ E(=Di) _(iesE(=Di) _E(=D) _ 0
iel cr

ou l'avant-derniere égalité provient du méme argument que celui qui est donné dans la preuve du lemme
0.2.9|

3.2.3 Coincidence des filtrations

Proposition 3.2.8. Soit (£,V.) une connexion fortement parabolique sur (X,D) & poids dans %ZI .
Alors pour chaque i € I, le résidu resp, (Vo) de la connexion logarithmique (&, V) est semi-simple
de valeurs propres dans T%_Z N0, 1], et la filtration de &y, associée & V¢ coincide avec la filtration par
les poids du fibré parabolique £ , & savoir F¥ = FVo.
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En d’autres termes, on a un diagramme bien défini et commutatif
b

(E,V.) €.
(E,V) ConnFPari (X,D) ————— Par:(X,D) g
(3.5)
(&0, Vo) ConnVect?*(X,D) —— Sesh1 (X, D) (&, F)
(€, V) (& FY)

De cette proposition découle la conséquence suivante

Corollaire 3.2.9. Soient (£,V.) et (£/, V') deux connexions fortement paraboliques sur (X, D) & poids
dans %Zl . Alors tout isomorphisme (&, Vo) ~ (&), V) se releve de maniére unique en un isomorphisme
(€,V.) = (V).

Preuve. Comme le foncteur Pari (X, D) «—— Sesh1 (X, D) est pleinement fidele, et de par la commuta-
tivité du diagramme (3.5)), 'isomorphisme entre fibrés vectoriels & ~ &] est compatible, par hypothese,
avec les filtrations par les poids (vu que celles-ci sont égales & F'V° et FVo), et donc se reléve (de ma-

niére unique) en un isomorphisme entre fibrés paraboliques £ ~ &’. Considérons le diagramme pour
1>0

e > €
Vi & *V,: &
£1 @0y Ol (log D) ——mnrmmemmeemeee| e € o, 0L, (log D) Vo
\ \
Eo oy Qk/k(log D) £l o, Qﬁg/k(logD)

Il s’agit de voir que la face arriere du diagramme commute. Puisque I'isomorphisme & ~ &) est
compatible avec les connexions Vg et V{, on a la commutativité des autres faces, et comme de plus
le morphisme &} ®o, Q}(/k(log D) — &) ®oy Qk/k(log D) est un monomorphisme, la face arriere
est aussi commtitative, et ce pour tout 1 > 0. Par pseudo-périodicité c’est aussi vrai pour un 1
arbitraire. O

Avant de montrer la proposition [3.2.8, on montre les lemmes suivants. Le premier est le résultat
bien connu :

Lemme 3.2.10. Soit Y un schéma et ¢ : & — £’ un morphisme de faisceaux localement libres sur Y de
rangs finis. Pour y dans Y, notons rg,, ¢ le rang du morphisme k(y)-linéaire ¢, @k(y) : £, ®o,. , k(y) —
&, oy, k(y). Alors
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1. Si coker(¢) est localement libre, alors ’application y — rg, ¢ est localement constante.

2. Si Y est réduit et I'application y — rg, ¢ est localement constante, alors coker(¢) est localement
libre.

Preuve. 1. Comme le foncteur . ®o,, , k(y) est exact a droite, on a une suite exacte

&y Qoy., kly) — EZ'J ®o0y., k(y) — coker ¢, @o,., k(y) — 0

D’apres le théoreme du rang

rg, ¢ = dimy,) (&, ®oy., k(y)) — dimyy,) (coker ¢, @oy., k(y))

Puisque les applications

Y — N Y — N
et

Yy — dimk(y) (5?; B0y, k(y)) Yy dimk(y) (coker Py 0y, k(y))

sont localement constantes d’apres ([Sta], Tag 05P2), alors I'application y — rg, ¢ I'est aussi.

2. Le théoreme du rang implique que 'application y — dimyy)(coker ¢, ®o,, k(y)) est localement
constante, et comme Y est réduit, on peut conclure par le lemme ([Sta], Tag OFWH).
O

Remarque 3.2.11. Si ¢ : £ — £’ est un morphisme de faisceaux localement libres de rangs finis, et
que coker ¢ est localement libre, alors I'image Im ¢ et le noyau ker ¢ sont aussi localement libres.

En effet, cela résulte du fait suivant : Si 0 — &7 — & — £ — 0 est une suite exacte de
faisceaux quasi-cohérents, tel que £ et £’ soient localement libres, alors £ est aussi localement libre.
Pour le démontrer, on raisonne Zariski localement. On peut supposer que £ = C’);‘?d et que &' = (’);‘?d .

La suite exacte 0 — & — O;‘?d — O;‘?d/ — 0 admet alors une section O;‘?d/ — O;‘?d qui permet
d’écrire £ comme la somme directe £ = £’ ®E”. Donc £” est localement un facteur direct d’'un module
libre, donc est localement libre d’apreés (|Stal, [Tag 00NX).

On applique ce résultat aux suites exactes

0 — Im¢ — & — coker(¢) — 0

et

0—ker¢pg — & —Im¢p — 0

On déduit de la premiere suite que Im ¢ est localement libre, et de la seconde que ker ¢ est localement
libre.

Définition 3.2.12. Soit Y un schéma, et ¢ : £ — &’ un monomorphisme de faisceaux localement libres
sur Y. Le faisceau & est dit un sous-fibré de &', si le conoyau coker(¢) est localement libre.

Remarque 3.2.13. Supposons qu’on a des inclusions £’ C & C &, avec £ un sous-fibré de €. Alors £”
est un sous-fibré de £, si et seulement si £” est un sous-fibré de £.

En effet, on a une suite exacte
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0 —> coker(&" — &) — coker(£" — £) — coker(£' — &) — 0

Donc tout comme Pargument utilisé pour la remarque [3.2.11] coker(E” — E£’) est localement libre
si et seulement si coker(E” — &) est localement libre.

Lemme 3.2.14. Soit Y un schéma réduit sur un corps k, ¢ : £ — &€ un endomorphisme d’un faisceau
€ localement libre de rang fini, et Fp& =€ D F1E D -+- D FnyE D Fni1€ = {0} une filtration de &
par des sous-fibrés. On suppose que la filtration F est ¢-stable et que pour tout ¢ = 0,..., N, ¢ induit

A;id sur le quotient Fng, avec les \; deux a deux distincts. Alors :

N
1. ¢ est semi-simple. Explicitement, on a &€ = @ E(\;), et £(X\;), le sous-faisceau propre associé a \;,
i=0

est localement libre de rang Fifg

N
2. Pour tout i =0,...N, on a F;€ = @ E();).

j=i

Preuve. On remarque que le premier point implique le deuxieéme. En effet supposons le premier point
vrai. Alors comme (F1E)(\;) est un sous-fibré de £()\;), et que d’apres le premier point ces deux fibrés
ont méme rang pour ¢ > 1, ils sont donc égaux. Une récurrence sur la longueur N de la filtration suffit
a conclure.

Pour montrer le premier point, remarquons que c’est valable sur le spectre d’un corps, puisque le
polynéme P = (t — Ag) ... (t — Ay) annule le morphisme ¢. On a par le théoréme du rang et pour tout
y dans Y

18, (¢y — Aiid) =180, &y — dimy(,) (ker(dy — Aiid))

et le cas d'un corps donne que dimy,)(ker(¢, — A;id)) = rgOY7?j(%)y. Comme les applications
Yyr— 180, , Eyetyr—180, (%)y sont localement constantes, alors rg(¢ — A; id) l'est aussi. Donc

d’apres le lemme 3.2.10|, coker(¢ — A;1d) est localement libre et est de rang égal a rg(€) — rg(FFfE).
Il s’ensuit de la remarque [3.:2.11] et de la suite exacte

0— E(N\) — & — coker(¢p — N\;id) — 0
que E()\;) est un sous-fibré de &, et de rang

Fi&
Finé

rgE(N;) =rg€ —rg(coker(¢p — A;id)) =rg

Si on prend la somme directe des £();), on obtient un monomorphisme EB?;O E(N\;) — & avec
@N E();) de méme rang que le fibré vectoriel £ puisque

i=0
N N
FE
rg E(N\) = rg
D=2 e re

=rg Fp€ —rg Fni 1€ =1g€&

Comme @Y, E(N;) est un sous-fibré de méme rang que &, alors @)L, E(A\i) — & est un isomor-
phisme.
O

On peut maintenant montrer la proposition fondamentale de cette partie :
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Prewve de la proposition [3.2.8, D’apres le lemme|3.2.6} les filtrations F* et F'V sont cartésiennes. Donc
quitte a prendre (£1, )i,ez comme fibré parabolique sur (X, D;), on peut supposer que #I = 1 et

travailler dans la situation d’un seul diviseur.

D’apres (|[Bor09], lemme 2.3.11), on a une filtration par des Op-sous-fibrés

g (‘:l 57“71
0 JD—r ... DY —" 50
>~ &(-D) &(-D)
Cette filtration est stable par le résidu resp(Vg) et ce dernier induit %id sur chacun des quotients
£ IS} L
de la filtration (SO(ID) / (50(:1:)))’ ou en d’autres termes sur chacun des IR On conclut par le

lemme [3.2.14] que le résidu resp(Vy) est semi-simple et qu’on a

\ &1 2l m
Fi(&opp) = T:D) = @50\]3(7) = Ffo(gob)
m=l
O

Remarque 3.2.15. Le foncteur ConnFPari (X, D) — Conn%’ (X, D), de la proposition qui envoie

un objet (£,V.) vers (£, Vp), n'est pas essentiellement surjectif. En effet, considérons X = A2
D ={0} x Al, r =2, & = OF?, et soit V la connexion dont la matrice des 1-formes différentielles est

donnée par
ldz
Q=(27= .
( dy 0)

Le fibré parabolique correspondant vérifie &1 = Ox ® Ox(—D). Comme dy ¢ QL (log D)(=D), ce
sous-module n’est pas stable par V.

3.3 La correspondance
3.3.1 L’énoncé

Définition 3.3.1. Pour une connexion logarithmique (F, V) sur (X,D), on note (F,V.) la connexion
parabolique sur (X, D) & poids dans %ZI , avec

. .7? le fibré parabolique donné par la correspondance m

° 6 la connexion parabolique définie, pour tout 1 dans Z!, par : 61 =m.(V(-19)).

ou 7 : X — X est le morphisme naturel du champ des racines vers ’espace des modules.

Remarque 3.3.2. Pour définir la connexion \vat , on a utilisé, dans le cadre des champs de Deligne-
Mumford, les opérations suivantes :

e Le décalage d’une connexion logarithmique (F,V) par un diviseur de support dans © (voir
2.4.3)).

e L’image directe d’une connexion logarithmique sur (X, D) le long du morphisme log-étale (7, (r;)icr) :
(X, (Di)ier) — (X, (Di)ier) (voir [2.2.7)).
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Théoréme 3.3.3. Une connexion logarithmique (F, V) est holomorphe si et seulement si la connexion
parabolique correspondante (F., V) est fortement parabolique.

Pour montrer le théoréme, on aura besoin du lemme ci-dessous. On considere, pour tout h dans I,
le diagramme commutatif suivant

Dy — s X
P n
Dy — ™" 4 X
Lemme 3.3.4. Soit (F,V) une connexion logarithmique. Le morphisme canonique
ch T F — phLirF
est le conoyau du morphisme i m.F ® Ox(—Dyp) — i;mF. Il fait commuter le diagramme

(7 F) Dy — > ph. (Fi2,)
resp, (7. V) Ph. reso, (V) (36)

(W**F)\Dh % Ph. (}—\@h)
Preuve. F est localement libre, on a donc une suite exacte
00— f@@x(—@h) — F — F®jn,0p, —0
avec

F @ jn.On, = jn.jnF

d’apres la formule de projection. Comme 7 : X — X est un champ modéré, le foncteur m, est
exact (voir [Olsl6], Proposition 11.3.4), et on obtient une suite exacte

i (F @ O(—=Dp,)) — ipmeF — iy Tujn, jnF — 0

avec

i dn g F = ihin,PrJF = PR

Montrons la commutativité du diagramme (3.6)). Ceci revient & montrer que le diagramme

T F —" s m F @ QY g(log D) — s iy ipm, F

id rh(ih, Ch)

7 (id @ res)
_—

mF —Y Te(F ® Q;/S(log’D)) TaJhxJn

est commutatif. Le carré de gauche est commutatif de par la définition de 7,V (voir [2.2.2.2)). Pour
le carré de droite, on est ramené par I’adjonction 7, 4 7" & un diagramme
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T F ® W*Qﬁ(/s(log D) ———— i, in T F —————— M F @ 1, Op,

XTh (3.7)

F ® Q% (log®D) Jndn*F F® jn.Os,

On peut se restreindre au cas F = Ox. Dans ce cas, la commutativité du diagramme est obtenue
a partir de 1’égalité r, D, = 7 D). En effet, si s; est une équation locale de Dy, alors ®j admet
canoniquement une équation locale ¢, telle que s, = t;" (|Bor07], Corollaire 3.5 ) et is—hh = rh‘it%
permet de conclure, puisque dans ce cas, les deux faisceaux 7 iy ip T F €t M F @ 701, Op, sont
isomorphes au faisceau 7*ip,,Op,, les deux faisceaux jp,jn*F et F ® jn,Op, sont isomorphes au
faisceau j5,Om, , et les deux morphismes verticales qui se trouvent sur le carré a droite du diagramme

o : dsh dth
ci-dessus (3.7)) envoient <% vers rj . N

3.3.2 Preuve du sens direct du théoréme m

Soit (F, V) une connexion holomorphe sur (X,), et (F., V) la connexion parabolique correspon-
dante Pour tout 1 dans Z, on note €1 le fibré 7, F(—1D). Par la proposition le morphisme

tesp, (V1) induit par le résidu resp, (V1) est un endomorphisme de 5é/gl+eh , avec

1
r

T F (—1D)
T F(—(1+ en)D)

~ W*jh*j;;]:(—lg)

éé/fﬂ -

~ i, ph. JpF (-19)

La deuxieme ligne de I’équation ci-dessus provient de I'exactitude de 7, (voir[1.3.11)). On en déduit
que i5E1/E1vey, = P, jiF(—1D). Pour montrer le théoréme on applique le lemme au fibré
F(~1D). On'a

~

1
¢p o resp, (Vi) = - Ph, resp, (V(=1D)) o ¢, (3.8)

1
De i}€1 /Errey, ~ pp, jiF(—1D), on déduit que le morphisme ¢;, s’identifie avec le morphisme

&1 &1
r N *
5%@@){(-1)}1) Ertey

et de par la commutativité du diagramme Péquation (3.8)) devient
N 1
Tesp, (V1) o ¢y = — pp, resn, (V(-1D)) o ¢
r T'h

66



La connexion V est holomorphe, donc resgp, (V) = 0. Ceci et la formule de décalage des résidus
d’Esnault-Viehweg qui montre que resgp, (V(—19)) = l; id, nous permettent d’obtenir

= ln .
tesp, (Vi) o ¢p = T—ld ocp
r h

Comme ¢, est un épimorphisme, on a finalement
PN In .
resp, (Vi) =—id ,

1
r Th

donc @ est fortement parabolique.

3.3.3 Preuve du sens réciproque du théoréeme m

On commence par remarquer que pour un h fixé, on peut se ramener au cas d’un seul diviseur
%Zgh\<U@h/ﬁ®h)de@:=x\ U:Dh’-
h'el h'el
h'#h h'#h

En effet, comme le résidu commute aux restrictions, on a un diagramme commutatif

ﬂDh J—:“B
reso,, (V) ress (V) (3.9)

—
Floy, Pl

La fleche .7-'|©h — F|, est injective car ¢ : B < D}, est schématiquement dense dans Dp, ce
qui implique linjectivité de Op, — t.Oxp ([Sta], Tag 01RE) et donc aussi de Flo, — Flu pour
tout faisceau localement libre F. Le fait que B = D, \ |J Dp soit schématiquement dense dans Dy,

h'er

h'#h
résulte du fait que Uy, D NDp, est un diviseur de Cartier effectif ([Sta], Tag 07ZU). Pour voir que
c’est un diviseur, on peut raisonner Zariski localement : si f;, est une équation locale en x de D, alors
Uh,?sh Dy N Dy a pour équation locale Hh,?&h fn dans Op, = %f

Ainsi, d’apres le diagramme (3.9)), si resg (V) = 0, on a aussi resp, (V) = 0, et on peut donc

supposer qu’on est dans le cas d’un seul diviseur. Pour cette raison, on fixe les notations suivantes
pour la suite de la démonstration
D X
lp lﬂ
i

D—— X

J
e

Lemme 3.3.5. Soit S un schéma, £ un faisceau inversible sur S, et r > 1 un entier positif. On considere
la p-gerbe p : & = {/L/S — S, et on note N la racine r-¢me de £ dans &. Si G est un faisceau
localement libre sur &, alors le morphisme canonique

r—1
@p*p*(g ®os NV QN — G

=0
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est un isomorphisme.

Preuve. On raisonne Zariski localement sur S. Quitte & considérer un ouvert affine U de S de sorte
que L, = Oy, on peut supposer que S = Spec(R), L = Og et & = Bp,. On a une équivalence de
catégories entre les faisceaux quasi-cohérents sur By, et les R-modules Z/r-gradués. Le morphisme

r—1
D p*p«(G ®0s NVE) @ N® — G correspond par cette équivalence & un morphisme
1=0

r—1

(M @r R[-1))o ®r RlI] — M
=0

qui est un isomorphisme, puisque
(M ®r R[-1])o ~ Hom(R[l], M) ~ M_,;

olt pour un R-module gradué N = P, , e Nvs N [[] désigne le décalage de la graduation par [ :

(N[l])l/ = Nl+l’- O
Lemme 3.3.6. On reprend les notations du lemme ci-dessus. Soit p : § — G’ un morphisme
de faisceaux localement libres sur &. Alors p = 0 si et seulement si pour tout [ € {0,...,r — 1} les
morphismes

plp @ idpver) : pu(GONYE) — p (G @ NV

sont nuls.

Preuve. Notons p; le morphisme p,(p ® idprver). Sip =0, alors on a évidemment p; = 0 pour tout .
Pour la réciproque, on a un diagramme commutatif

D . (GaN®)eNS T g
o< I<r—1

Pl P
0< 1< r—1

D o (GONE)NS T
0< 1< r—1

Si p; =0 pour tout [, alors &  p; =0, et comme les fleches horizontales données par le lemme
0< 1< r—1
[3.3.5] sont des isomorphismes, on obtient que p = 0.

O

Preuve du sens réciproque du théoréme[3.3.3 Soit (F,V) une connexion logarithmique sur (X,9),
(F.,V.) la connexion parabolique correspondante et ¢ : M F(—ID) — puj*F(—ID) le mor-

phisme du lemme [3.3.4 On pose Np = Ox(D)|,. Supposons que (]?, V.) est fortement parabolique.
D’apres le diagramme , on a

~ l
coresp(Vi)=-c¢
v r

et il s’ensuit du diagramme [3.6] que

1 l
P resp (V(—=1D)) o ¢ = ¢

Comme ¢ est un épimorphisme, on en déduit
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piresp (V(=1D)) =1 id

Par la formule de décalage des résidus d’Esnault et Viehweg on aresy(V(—I1D)) =resp(V)®
id Aye! +1id, ce qui nous permet d’obtenir

p«(resp (V) ® ing@) =0

et ce pour tout [ € {0,...,r —1}. Comme ® — D est la gerbe des racines r-emes de Np, de racine
r-éme canonique Np (Proposition [1.3.14)), on peut appliquer le lemme a p = resp(V), ce qui
nous permet d’obtenir resp (V) = 0. O

3.3.4 Foncteur quasi-inverse de la correspondance m

La construction du foncteur quasi-inverse utilisera la notion des « bouts » (appelée aussi cofins).
On commence, pour cela, par faire un rappel sur cette notion catégorique (voir [Mac98| et [Lor20]).

3.3.4.1 Cofins

Définition 3.3.7. Soient S,T : C°? x C — D deux foncteurs. Une transformation di-naturelle « :
S —— T entre S et T est une collection de morphismes (a. : S(c,¢) — T'(c,c)) telle que pour tout
morphisme f : ¢ — ¢ dans C on ait un diagramme commutatif

S(c,c) —=— T(c,c)

S(V &(I/‘,f)

S(c,e) T(c,c')

\S(Lf) T<V

S(d, ) ERALN T(d, )

Définition 3.3.8. Soit F' : C°? x C — D un foncteur. Une cofin de F' est une paire (d,w) avec d un
objet de la catégorie D et w : F —— d une transformation di-naturelle entre le foncteur F et le foncteur
constant d, et on demande & ce que la paire (d,w) soit universelle, dans le sens olt pour tout objet x
de D et toute transformation di-naturelle o : F' — z, il existe un unique morphisme h : d — z telle
que a; = h o w, pour tout ¢ dans C. L’objet d est noté par fcec F(e,c).

Proposition 3.3.9. Dans le cas ou la catégorie D est co-complete et C une petite catégorie, une cofin
est un co-égaliseur du diagramme

ceC
H F(c,c’):{HF(c,c)—)/ F(ce,c)

c—c ceC

Notons par Ty (C) la catégorie qui a pour objets : les morphismes de C, et pour morphismes entre
deux objets f : ¢ — ¢’ et g : d — d’' les paires de morphismes (h : d — ¢,k : ¢ — d’) vérifiant
k o f o h=g.On a alors une transformation naturelle

69



Fun(C®? x C,D) — Fun(Tw(C),D)

F — F
ot F est le foncteur qui envoie un morphisme f : ¢ — ¢’ de C, vers F(c,c).
Proposition 3.3.10. ([Lor20]) Cette transformation naturelle induit un isomorphisme

ceC _
/ F(e,e)~ lim  F(f)

fE€Tw(C)

3.3.4.2 Connexions et colimite

Lemme 3.3.11. Soit X un champ de Deligne Mumford, ® C X un diviseur de Cartier effectif a croise-
ments normaux simples (voir [[.3.17), et (F,,V.) : J — ConnVect(X,®) un diagramme. On suppose
que la colimite F = 1i J F; existe dans Vect(X). Alors il existe une unique connexion logarithmique
V sur F telle que les morphismes F; — F soient compatibles avec les connexions V; et V pour tout
jeJ.

Preuve. Le lemme découle de la proposition W En effet, comme on a un isomorphisme hﬂ J Fi R0y
Q% (log(D)) = F @05 Q% ;,(log(D)), le morphisme
hﬂp&p)/zﬁ(?j) — Plx pyi(F)
J
est aussi un isomorphisme. O

Remarque 3.3.12. D’apres la proposition [3.3.10] le lemme [3.3.11] reste valable si on remplace le dia-
gramme (F,V.) : J — ConnVect(X,®) par un foncteur de variance mixte (¥ ,V_ ):J? x J —

Conn(X,D) et la colimite lim 7 par la cofin fJ]-"j,j.

Définition 3.3.13. Soit (£, V) une connexion parabolique D’apres la remarque [3.3.12} il existe
— = 150

une unique connexion logarithmique V. sur le fibré vectoriel £ := [ e ® Oz (1D), compatible

avec les connexions 7*V1 (19).

3.3.4.3 L’équivalence de catégories
Soit (£, V) une connexion parabolique. Considérons le foncteur de variance mixte
(1z")P x 172! — ConnVect(X,D)

LYy — (16 ©0x(ID), 7V (D))

=

La définition montre que la cofin associée est munie d’une connexion logarithmique, autre-
ment dit on dispose d’un foncteur

ConnPar: (X, D) — ConnVect(X,D)

(E,V) — (E,V)
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Proposition 3.3.14. On a une équivalence entre la catégorie ConnPar1 (X, D) et la catégorie ConnVect (X, D)
donnée par les foncteurs G : (£,V ) — (5,%\) et F: (F,V)— (F,V).

Cet énoncé précise la proposition ot I'on a vu que G est une équivalence.

Preuve. L’argument dans la preuve du lemme montre que les foncteurs £ — E et Fr—> .7-/: du
théoreme induisent une équivalence de catégories entre SecPar1 (X, D) et Sec1 (X, D). Celle-ci est

donnée par les foncteurs (€.,5) —s (€,5) et (F,s) —s (F,3.). On conclut & I'aide du lemme
et de la proposition [2.5.9 O

Avec la proposition ci-dessus et le théoreme [3.3.3] on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.15. On a une équivalence entre ConnFPar1 (X, D) et ConnVect(X) donnée par les fonc-
teurs G : (E,V ) —> (5,%\) et F: (F,V)r— (ﬁ,%)

Comme conséquence et application, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.16. Soient (F,V) et (F', V') deux connexions holomorphes sur X. Alors tout isomor-
phisme (7, F, m V) =~ (m.F', 7. V') se reléeve de maniére unique en un isomorphisme (F, V) ~ (F',V’).

Preuve. C’est une conséquence directe du théoreme [3.3.15] et du corollaire [3:2.9] O

Remarque 3.3.17. Le corollaire [3.3.16] est faux pour des connexions logarithmiques. En effet, considé-
rons, dans la situation & indice unique, w € I'(%, Q%e/k(log D)) et soit 0 < [ < r. L’'image directe du
morphisme Ox — Ox(I9D) par 7w est un isomorphisme (|[Bor07], Lemme 3.11), et elle est compatible
avec les connexions d + w et (d + w)(ID) sur Ox et Ox(ID) respectivement (voir Remarque [2.4.2)).
11 s’ensuit que (7. (Ox(1D)), 7 (d + w)(ID)) = (Ox,d + w) est indépendant du [ choisi, ot 'on voit
maintenant w dans I'(X, Q , (log D)).

3.4 Le cas des \-connexions

Soit A un élément de k.

Définition 3.4.1. On appelle A-connexion logarithmique, un couple (£, V), avec £ un fibré vectoriel, et
V: & — £® Q% (log D) un morphisme k-linéaire qui vérifie, pour toutes sections s et f de € et Ox
respectivement, la A-regle de Leibniz :

V(f.s)=A(s®df)+ f.V(s)
ond: Ox — Q% Jk désigne la dérivation canonique sur X associée a Q% /K

On a aussi une version de la formule de décalage des résidus d’Esnault-Viehweg pour les
A-connexions :

Proposition 3.4.2. Pour B =}, _; u;D;, on a
resp,(V(B)) =resp, (V) — Au;id

La définition des A-connexions fortement paraboliques est similaire a celle des 1-connexions forte-
ment paraboliques :
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Définition 3.4.3. Une A-connexion fortement parabolique est une A-connexion parabolique (€£,V))
vérifiant la condition sur les résidus le long de chaque Dy, h € I, et pour tout % ezl :

TS, (V1) = A id

1
r T'h
Les théoremes et 13.3.15] restent vrais dans le cas des A-connexions :

Théoréme 3.4.4. Une A-connexion logarithmique (F, V) est holomorphe si et seulement si la A-connexion
parabolique correspondante (F., V) est fortement parabolique.

Preuve. La preuve est similaire a la preuve du théoreme [3.3.3 O

Théoréme 3.4.5. On a une équivalence entre la catégorie A-ConnFPar: (X, D) des A-connexions for-
tement paraboliques et la catégorie A-ConnVect(X) des A-connexions holomorphes sur le champ des
racines, donnée par les foncteurs G : (£,V.) — (£,V.) et F: (F,V)— (F,V.).

Preuve. La preuve est similaire a la preuve du théoreme |3.3.15 O

Remarque 3.4.6. 1. Ce que les A-connexions introduisent de nouveau, autre que le cas étudié dans
cette these, est le cas o A = 0. De telles connexions sont ce qu’on appelle dans la littérature des
fibrés de Higgs paraboliques, pour lesquels la correspondance a déja été établie dans [BMW13].

2. Notre choix du terme « fortement parabolique » est aussi motivé par cette situation. L’existence
du prédécesseur [BMW13| est la raison pour laquelle nous nous restreignons aux 1-connexions.
Cependant, nous pensons que la définition des fibrés de Higgs paraboliques donnée dans [BMW13]
est légerement incorrecte en dimension plus grande que 1, puisque les conditions données sur les
résidus sont insuffisantes pour assurer que la filtration parabolique soit stable par la connexion.

3. 1l est clair, par définition, que les résidus d’un fibré de Higgs fortement parabolique (£,V ) sont
nilpotents. Nous pensons qu’aussi dans cette situation, le fibré de Higgs V( devrait permettre de
reconstruire la structure parabolique, de maniere similaire a la reconstruction [3.2.9
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