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RESUME

Cette thése, située en analyse fonctionnelle, est centrée autour de ’étude des opérateurs sur
des espaces de fonctions analytiques du disque unité. Celle-ci est constituée de deux parties
relativement distinctes, I’'une concernant la question de cyclicité et ’autre concernant la question
de plongement dans des semi-groupes.

Cyclicité de 'opérateur du shift

Tandis que la question de la cyclicité de I'opérateur du shift a été résolue de maniére compléte
dés 1949 par A. Beurling dans les espaces de Hardy H?, il est naturel de se poser la méme question
pour d’autres espaces proches de ce dernier. Bien que des travaux aient été initiés par D. Sarason
par la suite dans les espaces de De Branges-Rovnyak, sous-espaces de H? non nécessairement
fermés notés H(b), cette question reste alors un probléme intéressant et stimulant pour plusieurs
auteurs a ce jour. Une des problématiques de ce sujet de these est alors de caractériser la cyclicité
du shift, tant sur les espaces de De Branges-Rovnyak que plus généralement sur des espaces de
fonctions analytiques du disque unité. Nous pourrons ainsi utiliser une approche via les noyaux
reproduisants ou bien un théoréme de type théoréme de la couronne de Carleson.

Plongement dans des semi-groupes

Il est tres naturel de se demander quels systémes dynamiques discrets proviennent de systémes
dynamiques continus. La propriété au cceur de cette deuxiéme partie de la thése est de détermi-
ner des classes d’opérateurs linéaires et continus sur des espaces de Banach que nous pouvons
plonger dans des semi-groupes fortement continus. En particulier, cette propriété de plongement
implique ’existence de racines n-iémes pour tout entier n, au sens de la composition pour 'opé-
rateur considéré. Le fait que le spectre de 'opérateur soit contenu dans un domaine simplement
connexe ne contenant pas 0 est une condition suffisante de plongement, comme on peut le voir
via le calcul fonctionnel de Dunford-Riesz. Mais obtenir une condition nécessaire et suffisante
pour un opérateur quelconque semble difficilement imaginable. Cette thése se concentre donc sur
I’obtention de critéres pour des classes d’opérateurs particuliers mais largement étudiés comme
les opérateurs intégraux (avec l'opérateur de Volterra qui constituera un exemple de base) ou
encore les opérateurs de composition sur des espaces de fonctions holomorphes. Nous pourrons
ainsi utiliser des outils de dynamique holomorphe comme les modéles pour les semi-flots analy-
tiques du disque unité.

Mots-clefs : cyclicité, shift, plongement, semi-groupe, opérateur de composition, opérateur
de Toeplitz, espace de Hardy, espace de De Branges-Rovnyak






ABSTRACT

This thesis, situated in functional analysis, focuses on the study of operators on spaces of
analytic functions in the unit disc. It is composed of two relatively distinct parts : one concerning
the question of cyclicity and the other concerning the question of embedding in semigroups.

Cyclicity of the shift operator

While the question of the cyclicity of the shift operator was fully resolved as early as 1949
by A. Beurling in Hardy spaces H?, it is natural to ask the same question for other spaces
closely related to it. Although work was initiated by D. Sarason later on in De Branges-Rovnyak
spaces, subspaces of H? that are not necessarily closed, denoted H(b), this question remains an
interesting and challenging problem for several authors to this day. One of the issues addressed
in this thesis is to characterize the cyclicity of the shift operator, both in De Branges-Rovnyak
spaces and, more generally, in spaces of analytic functions in the unit disc. One can thus use an
approach based on reproducing kernels or a theorem of the Carleson corona type.

Embedding into semigroups

It is very natural to wonder which discrete dynamical systems come from continuous dynami-
cal systems. The key property of this second part of the thesis is to determine classes of linear
and continuous operators on Banach spaces that can be embedded into strongly continuous semi-
groups. In particular, this embedding property implies the existence of nth roots for any integer
n. When the operator’s spectrum is contained in a simply connected domain not containing 0,
a sufficient condition clearly appears thanks to the Dunford-Riesz functional calculus. However,
obtaining a necessary and sufficient condition for any operator seems out of space. This thesis
will therefore focus on establishing criteria for particular but widely studied classes of operators
(such as integral operators with the Volterra operator as a fundamental example) as well as com-
position operators on spaces of holomorphic functions. One can thus use tools of holomorphic
dynamics such as models for analytical semiflows on the unit disc.

Key-words : cyclicicy, shift, embedding, semigroup, composition operator, Toeplitz operator,
Hardy space, De Branges-Rovnyak space
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INTRODUCTION

Les travaux de cette thése ont donné lieu a trois articles, correspondant principalement aux
chapitres 2, 3 et 5 respectivement.
1. [54] Cyclicity of the shift operator and a related completeness problem in De Branges-
Rovnyak spaces en collaboration avec Emmanuel Fricain accepté pour publication dans le
livre "Operator Theory", Springer Verlag.

2. |55] Cyclicity of the shift operator through Bezout identities en collaboration avec Emmanuel
Fricain accepté pour publication dans la revue "Canadian Mathematical Bulletin".

3. [32] Embedding of some classes of operators into strongly continuous semigroups en colla-
boration avec Isabelle Chalendar accepté pour publication dans la revue "Canadian Ma-
thematical Bulletin".

Dans cette introduction, les contributions originales que nous retrouverons dans les chapitres de
ce manuscrit de thése sont énumérées avec la désignation "Résultat".

Ce manuscrit est divisé en deux parties qui, bien que distinctes, sont en lien avec un probléme
commun : le Probléme du Sous-espace Invariant, 'un des problémes les plus célébres en
analyse fonctionnelle que nous formulons de la fagon suivante.

Soient F un espace de Banach réel ou complexe, T : E — E une application linéaire continue.
Existe-t-il toujours un sous-espace vectoriel fermé non trivial M C E tel que T(M) C M ?

Bien que de nombreux auteurs comme P. Enflo, C. Read ou bien V. Lomonosov ont contribué
a I’avancée de ce probléme, les questions de cyclicité et de plongement dans des semi-groupes de
certains opérateurs peuvent se révéler étre des outils utiles pour répondre a ce dernier. C’est ce
que nous allons essayer de motiver par la suite et nous pouvons nous référer par exemple a 33,
34, 87| pour les résultats généraux. Notons tout de méme que les cas d’'un espace de Hilbert et
d’un espace de Banach séparable réflexif sont encore ouverts a ce jour.

Notons tout d’abord que le chapitre 1 permet d’introduire ’ensemble des outils nécessaires a
la compréhension des différents résultats de ce manuscrit, et en particulier :

1. des espaces fonctionnels tels que les espaces de Hardy H?, de Bergman A? et de Dirichlet
D ou bien les espaces de De Branges-Rovnyak H(b) ;

2. des opérateurs tels que les opérateurs du shift ou les opérateurs de Toeplitz puis quelques
propriétés sur les opérateurs cycliques.

L’un des premiers espaces de fonctions analytiques du disque unité D := {z € C : |z| < 1}
que nous considérerons est H2, qui nous sera d’une importance fondamentale concernant les
questions de cyclicité du shift dans des espaces de fonctions analytiques de D dans la partie I et
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les questions de plongement d’opérateurs dans des semi-groupes dans la partie II. Notons pour
la suite T := {z € C : |z] = 1} le cercle unité, qui correspond aussi a 9D la frontiére de D.

0.1 A propos de la cyclicité

Une des parties de la thése est consacrée a 1’étude de la cyclicité de 'opérateur du shift S.
Pour rappel, Uopérateur shift a droite S : £2(N) — ¢?(N) ou bien opérateur de décalage & droite
est défini pour tout = = (xg,z1,...) € £2(N) par

S(z) = (0,x0,21,...) 1.e. Yn >0, (S(x))n = xn—1 avec la convention x_; = 0.

Nous verrons celui-ci comme un opérateur de multiplication M, par z sur certains espaces de
fonctions analytiques de D, que nous noterons sans ambiguité également S.

Cette notion de cyclicité est intimement liée & la théorie des systémes dynamiques puis a
la dynamique linéaire. Pour un ensemble X modélisant I’ensemble des états d'un systéme (aux
applications concrétes et réelles) que nous pouvons noté x,, au temps n, nous notons 7' : X — X
I'application qui décrit 1’évolution du systéme en question. Fixons un état xg € X, considéré
comme 1’état initial du systéme, et intéressons-nous & 1’évolution de ce dernier par rapport a 7.
Autrement dit, nous nous intéressons aux différents états T"xg pour n > 0ou 1" =To---0T i.e.
nous souhaitons décrire 'ensemble Orbgy, (T") := {T"xo : n > 0} appelé orbite de xo sous l'action
de T. Quantifier les changements d’états du systéme, c’est en quelque sorte mesurer la différence
de x,, & 41 pour n > 0 : considérons alors que X est un espace métrique et que 7' : X — X
est continue.

Définition. Un systéme dynamique est la donnée d’un espace métrique X et d’une application
continue 7' : X — X.

Une des questions typiques de cette théorie, et que nous garderons précieusement en téte, est
la suivante.

Existe-t-il un point g € X tel que Orb,,(T") est dense dans X (i.e. Orb,, (T) = X)?

En d’autres termes, cela voudrait dire qu’il est possible d’approcher tout élément de X par un
élément de l'orbite de xg sous 'action de 7T'. Nous considérerons dans la suite que X est un
espace de Banach ou de Hilbert, et nous nous demanderons sous quelles conditions sur 7' est-
il possible de répondre & la question précédente, ou bien si Orbg,(7') engendre un sous-espace
dense. Ces questions ont donné lieu & la notion d’opérateurs cycliques et hypercycliques dont nous
retrouverons certaines propriétés en section 1.2.1. Nous pouvons nous référer a [15, 67| pour de
plus amples détails sur cette théorie.

Définition. Un opérateur T : X — X est cyclique s’il existe z € X, x #£ 0, tel que
spany (T"x : n > 0) := Vect XOrbI(T) =X, Orby(T)={T"z:n>0}.
Dans ce cas, on dit que = est un vecteur cyclique pour T.

Ces questions peuvent se retrouver dans le probléme du sous-espace invariant. En effet, un
opérateur T' € L£(X) (ensemble des opérateurs linéaires et continus sur X) n’a pas de sous-
espace invariant non trivial si et seulement si tout élément x € X, x # 0, est cyclique pour
T. L'un des premiers travaux fondateurs a été initié par A. Beurling en 1949 dans [18] qui a
d’une part complétement décrit les sous-espaces invariants de I'opérateur du shift .S sur ’espace
de Hardy H? (et donc par équivalence unitaire sur ¢2(N)) et d’autre part qui a caractérisé
I’ensemble des vecteurs cycliques de ce dernier. Voir les théorémes 1.19 et 1.21.
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Théoréme 0.1 (Beurling).

1. Les sous-espaces invariants de S sur H*(D) sont de la forme © H?(D) o © est une fonction
wintérieure.

2. Les vecteurs cycliques pour le shift S sur H*(D) sont les fonctions extérieures.

Ces sous-espaces invariants ont notamment permis & B. Sz.-Nagy et C. Foias dans les années 60
d’introduire la théorie du modéle fonctionnel en lien avec les contractions d’un espace de Hilbert
(voir par exemple [101, 102]) : il s’agit d’utiliser 'adjoint du shift S* défini sur les espaces modéles
KCo qui correspondent aux complémentaires orthogonaux des sous-espaces de Beurling © H? pour
© une fonction intérieure. Nous retrouverons quelques résultats associés aux espaces modéles
dans le chapitre 1 en section 1.1.2. Puis, en 1966, L. De Branges et J. Rovnyak ont introduit
les espaces éponymes concernant la théorie des modéles, la théorie des sous-espaces invariants
ou encore certaines applications liées aux théories de perturbations (voir par exemple [23, 24|).
Comme plusieurs auteurs peuvent le mentionner ([12, 58, 93, 94]), nous pouvons notamment
définir ces espaces en faisant intervenir I'opérateur de défaut I — Ty1; pour b un élément non
constant de la boule unité fermée de H*°,

H(b) = M((I - TiT})?) = (I — T,T5)2 H?,

ou Ty : f € H? — Py(bf) = bf € H? est 'opérateur de Toeplitz défini par (1.10). Son étude
ainsi que le détail de tous les outils nécessaires a sa compréhension ont été donnés dans les
ouvrages d’E. Fricain et J. Mashreghi [57, 58| et nous retrouverons une partie de ces derniers
dans le chapitre 1 en section 1.3.

Dans les espaces de Hardy, Bergman et Dirichlet

Nous venons de voir précédemment que la réponse a la caractérisation des vecteurs cycliques
de S a été donnée dans le cadre des espaces de Hardy H? par A. Beurling de facon compléte.
Ces travaux fondateurs ont ouvert la voie & plusieurs contributions dans le cadre par exemple
des espaces de Bergman et Dirichlet.

Pour 8 = (Bn)neny C R vérifiant lim inf (ﬂn)% > 1, introduisons les espaces de Hardy de poids

n—oo

B définis par

H*(B):={ f:2+— Zanz" € Hol(D) : [|f|l5 := /Z lan? 82 < o0 p . (1)
n>0 n>0

Nous retrouvons en considérant 8, = 1 pour tout n € N l'espace de Hardy H?, puis également les
espaces de Bergman A2 et Dirichlet D en considérant respectivement 3, = \/%—1-1 et Bp=vn+1
pour tout n € N. D’une maniére générale, lorsque X est un espace de Hilbert dans lequel
S : X — X est borné et tel que les évaluations f —— f(\) sont continues pour tout A € D,
alors f n’a pas de zéros dans le cercle unité T si f est cyclique pour S dans X. Ce phénoméne
provient principalement de la définition de la cyclicité de f pour S dans X :

spany (S"f:n>0)={pf:pe P} =X,

ot P est 'ensemble des polynémes de C[X]. Reprenons alors une question soulevée par A. L.
Shields dans 98], permettant de caractériser les vecteurs cycliques pour le shift S, vu comme
opérateur de multiplication par z sur H?(f) :

S=M,:feH*B) — zf(z) € H*B), z¢€D.

13



Question 0.2. Eziste-t-il B tel que f € H?(B) est cyclique pour S si et seulement si f n’a pas
de zéros dans D ¢

Tout d’abord, sur ’espace de Bergman que nous retrouverons dans le chapitre 1 en section
1.1.3, nous pouvons noter qu’il existe une condition nécessaire et suffisante vraie sur AP pour
tout 0 < p < oo donnée par |70, Theorem 7.2]. Nous pouvons également noter que toute fonction
intérieure singuliére associée & une mesure notée v est cyclique pour S dans AP pour p > 0 si et
seulement si v(E) = 0 pour tout ensemble de Carleson E i.e. pour tout ensemble E C T vérifiant

m(E) =0et > <qm(l,)log ( a )> < 0o ol m est la mesure de Lebesgue et I,, sont les com-

posantes de T\ E ([76]). Ce résultat différe largement du résultat sur 'espace de Hardy H?. Par
exemple, dans [98], A. L. Shields étudie les vecteurs cycliques pour S sur I’espace de Bergman A2

et reléve notamment que la fonction intérieure singuliére ® € A2 définie par ¢(z) = exp (ZH)

(qui n’a pas de zéros dans D) n’est pas cyclique pour S, donnant ainsi une réponse négative a la
question 0.2 pour cet espace.

Maintenant, sur les différents espaces de Dirichlet que nous retrouverons dans le chapitre 1 en
section 1.1.3, nous pouvons noter que plusieurs travaux ont été initiés sur le sujet ([26, 28, 47,
48, 75, 82]). Les vecteurs cycliques pour S dans D ont initialement été étudiés par L. Carleson
dans [28] et ensuite par L. Brown et A. Shields dans [26]. Tout d’abord, bien que D soit inclus
dans I'espace de Hardy H?, nous savons qu’il existe des fonctions extérieures non cycliques dans
D (voir |28]), ce qui donne notamment une réponse négative a la question 0.2 dans cet espace.
L’un des principaux résultats que nous pouvons relever donne les deux conditions nécessaires
suivantes.

Si f € D est cyclique pour S, alors f est une fonction extérieure et l’ensemble
{CeT: f*() :=lim,_,;- f(r{) = 0} est de capacité logarithmique nulle.

La conjecture de Brown-Shields affirme que la réciproque est aussi vraie. Cette conjecture est
toujours ouverte méme si diverses avancées significatives ont été obtenues depuis I’énoncé de cette
derniére. Parmi elles, nous pouvons retenir le résultat suivant qui introduit la notion d’ensemble
exceptionnel de Bergman-Smirnov : un sous-ensemble fermé E C T est un ensemble de Bergman-
Smirnov lorsque

{6 €HOl(C\E) : ¢p € N, gy, € Be} = {0},

ou N est la classe de Smirnov et B, est I'espace de Bergman défini sur le disque extérieur par

|y, |?
k+1

Be:=<X¢: zHZ—eHlD)

k+1
k>0 k>0

<o00p, D= (CU{cc})\D

Donnons alors le résultat suivant, qui est a ce jour I'un des plus proches de la conjecture.

Si f € D est une fonction extérieure et que l'ensemble Z(f) := {C € T:lim i?f lf(2)] = 0} est
z—

un ensemble exceptionnel de Bergman-Smirnov, alors f est cyclique pour S.

En utilisant le fait que tout sous-ensemble fermé dénombrable de T est de ce type et que ces
derniers sont de capacité logarithmique nulle, nous obtenons la cyclicité en supposant Z(f) dé-
nombrable. Nous pouvons retrouver les détails dans [47, 48, 71]. Ce dernier résultat a été aussi
obtenu par K. Kellay, F. Le Manach et M. Zarrabi dans |75] dans les espaces de Dirichlet-Besov
D% définis par (3.11) pour a > —leta+1<p<a+2.
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Nous avons aussi quelques résultats sur les espaces pondérés D, pour « € R définis par (1.8).

e Pour a > 1, f est cyclique pour S si et seulement si f n’a pas de zéros dans D). Ceci donne
notamment une réponse positive a la question 0.2 pour 8 = ((n + 1)%), <. Cette condition
devient simplement suffisante pour a < 0 ou a = 1.

e Pour a < 0, nous retrouvons le méme résultat que sur l'espace AP pour p > 1 sur les
fonctions intérieures singuliéres cycliques.

e Pour 0 <« <1, si f est cyclique pour S alors f est une fonction extérieure.

Voir [26] pour plus de détails. De nombreuses questions, dont certaines issues de [98], ont été
posées par Brown et Shields dans [26] notamment autour de I’espace de Dirichlet classique D et
des espaces de Dirichlet pondérés D, pour o € R. Nous ne les considérerons pas toutes dans ce
manuscrit mais nous notons que cela a ouvert la voie & de nombreux travaux sur ces derniers
et sur les espaces de type Dirichlet et/ou harmoniques. Introduisons en revanche la question
suivante qui sera le coeur d’une des parties de ce sujet de thése concernant les vecteurs cycliques
pour S dans un espace de Banach général, vérifiant plusieurs hypothéses standards que nous
expliciterons ultérieurement en chapitre 3.

Question 0.3. Soit E un espace de Banach de fonctions analytiques sur G un domaine de C.
Supposons que pour tout f,g € E, |g(2)| < |f(2)| pour tout z € G et que g est cyclique pour S.
Alors f est-il cyclique pour S ?

En particulier, Brown et Shields ont montré que la réponse est positive si 'espace IM(E) des
multiplicateurs de E coincide avec H*>*(G) (I’ensemble des fonctions holomorphes et bornées sur
G) ou

M(E) ={f €eHol(G): fpe E, Vo E} C ENH>(G).

Ils ont aussi montré que le résultat est vrai dans le cas de l’espace de Dirichlet classique D
ou encore dans les espaces de Dirichlet pondérés D, pour a € R\]0,1]. Enfin, nous pouvons
relever que si f € Dy = H?(f) pour 8 = ((n + 1)2)n oy st une fonction extérieure avec un
nombre au plus dénombrable de zéros sur T, alors f est cyclique pour S sur D. La question
0.3 a été également étudiée dans [41] pour les espaces de Dirichlet-Besov D5 pour a > —1 et
a+1<p<a+ 2, définis par (3.11), et a trouvé une réponse positive. Enfin, notons aussi que
[88] donne une réponse positive dans le cas des espaces de Dirichlet harmoniques D,, définis par
(1.9), pour p une mesure de Borel positive et finie sur T.

Dans les espaces de De Branges-Rovnyak

Etant donné le lien entre H(b) et H?, la question de la cyclicité du shift se pose naturellement
sur les espaces de De Branges-Rovnyak. Nous pouvons tout d’abord expliciter plusieurs faits
qui nous seront véritablement utiles pour la suite et dont les détails seront & retrouver dans le
chapitre 1 en section 1.3.

1. H(b) est contractivement inclus dans H?, mais n’est pas nécessairement fermé.

2. H(b) est un sous-espace fermé de H? héritant de sa structure d’espace de Hilbert si et
seulement si b est une fonction intérieure.

3. H(b) est dense dans H? si et seulement si b n’est pas une fonction intérieure.

4. H(b) est un espace de Hilbert a noyau reproduisant avec, pour A € D, k8 = (1 — b(\)b)ky
otl ky est le noyau reproduisant de H?2.

5. L’ensemble des polynomes analytiques P est dense dans H(b) si et seulement si b est un
point non-extréme de la boule unité fermée de H°.

6. Le shift S est borné sur H(b) si et seulement si b est un point non-extréme de la boule
unité fermée de H*°.
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Rappelons que b est un point non-extréme de la boule unité fermée de H* si et seulement si
log(1 — |b]) € LY(T). Les questions qui vont suivre concernent la cyclicité des opérateurs du shift
dans ces espaces H(b) que nous notons

Sp = S|’H(b) et Xp 1= (S*)H-L(b)-
Par définition, f € H(b) est cyclique pour Sy si
spang ) (Sy' f 1 n > 0) = spany ) (2" f : n > 0) = H(D).

Concernant la théorie des sous-espaces invariants, les premiers travaux sur ces espaces re-
montent en 1986 par D. Sarason dans [93] qui a montré notamment que les sous-espaces inva-
riants de X, sont les intersections avec H(b) des sous-espaces invariants de S* sur H? i.e. de la
forme H(b) N (wH?)* avec u une fonction intérieure.

En utilisant ce résultat, E. Fricain, J. Mashreghi et D. Seco ont montré dans [59] que les vecteurs
cycliques de X}, sont précisément les vecteurs cycliques de S* appartenant a H(b). Signalons que
les vecteurs cycliques de S* sur H? ont été caractérisés par Douglas-Shapiro-Shields dans [40]
dés les années 70. Dans le cas ot b(z) = 1‘2” , ils donnent une condition nécessaire et suffisante
pour les vecteurs cycliques de Sp.

Enfin, E. Fricain et S. Grivaux dans [52] généralisent entre autres certains résultats de [59] et
donnent notamment une caractérisation des vecteurs cycliques de .Sy lorsque b est une fonction
rationnelle mais n’est pas un produit de Blaschke fini. Ils donnent également une condition
suffisante dans le cas ou b = % avec I une fonction intérieure (non constante).

En paralléle, A. Bergman dans [16] donne plusieurs résultats profonds qui reposent essentiel-
lement sur une description des sous-espaces invariants de S, par A. Aleman et B. Malman dans
[5]. I a notamment résolu complétement le cas ot b = % ou I est une fonction intérieure
(non constante) en donnant une caractérisation des vecteurs cycliques en termes des mesures
d’Aleksandrov-Clark du symbole b. Certains résultats de ces deux derniers articles |16, 52| seront
rappelés et utilisés ultérieurement dans le chapitre 2.

Le chapitre 2 sera consacré a I’étude de la cyclicité de 'opérateur du shift .S, sur les espaces de
De Branges-Rovnyak #(b). Quelques propriétés importantes de ces espaces seront rappelées dans
le chapitre 1 dans la section 1.3 et nous nous concentrerons sur les espaces de De Branges-Rovnyak
non-extrémes. Nous verrons qu'’il n’est pas facile de calculer la norme d’une fonction de H(b) qui
malgré sa proximité avec H? n’est pas donnée directement par une intégrale. Nous serons alors
amené a considérer Péquation T;f = Tgft pour f € H(b) et (a,b) une paire Pythagoricienne.
Cette derniére nous permettra en particulier d’obtenir aisément une formule pour (fky, )" et de
remplacer I'expression de la cyclicité dépendant de (2" f)n>0 par (kxf )‘ <18yt (voir le corollaire
2.23) ot nous remarquerons que Sy || £z > 1 (voir la proposition 1.36).

Résultat 0.4. Soient b un point non-extréme de la boule unité fermée de H* et f € H(b). Alors

spany (2" f 1 m > 0) = spany ) (kuf tpl < HSbHZ(lq-L(b))> :

En utilisant la famille {fky, : n > 1} ou f € H(b), (An)n>1 est une suite qui ne vérifie pas
la condition de Blaschke et ky, est le noyau reproduisant de H? au point A,, nous expliciterons
une condition nécessaire et suffisante de cyclicité pour Sy qui n’est autre qu'un probléme de
complétude dans #H(b) (voir le corollaire 2.25).

Résultat 0.5. Soient b un point non-extréme de la boule unité fermée de H* et f € H(b). Alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La fonction f est cyclique pour Sy.
(ii) Pour toute suite (An)n>1 C D vérifiant 3, (1 — [An]) = o0, on a

spany iy (fky, :n > 1) = H(b).
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Le résultat principal de ce chapitre est la condition nécessaire, mais non suffisante, suivante
reposant essentiellement sur I’équivalence précédente (voir le théoréme 2.26).

Résultat 0.6. Soient b un point non-extréme de la boule unité fermée de H* et f € H(b)
une fonction extérieure. Si & € L>(T), alors spangy ey (fkx, 1 n > 1) = H(b) pour toute suite
(An)n>1 C D vérifiant 32,1 (1 — [An|) = 0o. En particulier, f est cyclique pour Sp.

Dans les espaces de fonctions analytiques de D (cadre général)

Le chapitre 3 sera consacré a ’étude de la cyclicité de 'opérateur du shift .S sur des espaces
de Banach de fonctions analytiques du disque unité D. L’idée est de développer un cadre général
dans lequel la réponse a la question 0.3 posée par Brown et Shields est positive. Pour obtenir
la cyclicité, nous allons utiliser une méthode basée sur un théoréme de la couronne, dont nous
rappelons tout d’abord la version classique et bien connue de L. Carleson ([29]) : si ¢, ¢ € H®
vérifient

0<6<|p(z) + () <1, zeD,

alors il existe g, h € H™ telles que

0(2)g(2) +¥(2)h(z) =1, z€D.

De plus, nous pouvons avoir un controle des normes des solutions obtenues g et h. En effet, il
existe une constante C' > 0 telle que

C 1
<= ~).
oo Wil < 55108 (5)

Cette estimation, la meilleure connue jusqu’a ce jour, est due a Uchiyama dans [107]. Voir aussi
[104]. De plus, cette estimation est quasiment optimale comme le montre 'exemple donné par S.
Treil dans [106]. Dans un certain sens, nous pouvons dire que le résultat de Carleson peut étre
vu comme un théoréme de Bézout pour H*°, théoréme bien connu di & E. Bézout disant que si
A, B € C[z] n’ont pas de racines en commun, alors il existe R, S € C[z] avec deg(R) < deg(B)—1
et deg(S) < deg(A) — 1 tels que

A(z)R(z) + B(2)S(z) =1, zeC.

Notons qu’une version avec une estimation des solutions dans le cadre polynomial a été donnée
dans [60, 61]. Dans [49], ce résultat de la couronne est utilisé pour obtenir des résultats sur
la cyclicité des fonctions intérieures singuliéres dans des espaces de type Bergman pondérés du
disque unité. Une version de ce théoréme appliquée aux espaces D5 N A(D) donnée par [105] est
utilisée dans [41, 82| pour donner une réponse positive a la question 0.3 dans D5 pour o > —1
et @ +1 < p < a+ 2. Nous pouvons également nous référer a [19, 20, 90| pour diverses autres
applications de ce théoréme.

Notre idée est d’introduire un cadre général dans lequel nous pouvons obtenir des résultats
de cyclicité via un théoréme de la couronne avec controle des solutions, et en particulier obtenir
une réponse positive a la question 0.3. Nous considérons X un espace de Banach de fonctions
analytiques de D vérifiant les trois hypothéses (H1), (H2) et (H3) (introduites dans le chapitre
3 en section 3.1) et A une algébre de Banach commutative et unitaire vérifiant les trois hypo-
theses (H4), (H5) et (H6) (en particulier, A vérifie un théoréme de la couronne avec controle des
solutions).

Aprés avoir introduit ce cadre général avec ces hypothéses et les premiéres propriétés associées,
le premier résultat est le suivant (voir le théoréme 3.14).
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Résultat 0.7. Soit X vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypothéses (H4) a
(H6). Alors il existe N € N* tel que pour tout f,g € A vérifiant |g(2)| < |f(2)| pour tout z € D,

on a[gN]x C [f]x-

Nous avons noté L
flv:={pf:peP} , feX.
En particulier, f est cyclique pour le shift S dans X si [f]ly = X.

Comme corollaire, nous obtenons ainsi une réponse positive a la question de Brown-Shields
(0.3) reposant essentiellement sur ’hypothése portant sur le théoréme de la couronne de type Car-
leson (voir le corollaire 3.16). Nous pourrons alors retrouver et/ou compléter les divers résultats
mentionnés précédemment.

Résultat 0.8. Soient X vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypothéses (H4)
a (H6). Soient f € A et g € ANIM(X) vérifiant que pour tout z € D, |g(2)| < |f(2)|. Supposons
que g est cyclique pour S dans X. Alors f est cyclique pour S dans X.

Rappelons aussi le théoréme bien connu dit & A. Atzmon ([11]), qui se révélera étre un outil
intéressant et utile pour la suite.

Théoréme 0.9. Soient X un espace de Banach et T € L(X) tel que o(T) = {0} pour un
certain (g € T. Supposons qu’il existe k > 0 tel que
1T = O(nk) et log [|[T7"| = o(v/n).
n—oo

n—o0
Alors (T — ¢oI)k = 0.

Celui-ci permettra en particulier, combiné avec 'approche du théoréme de la couronne, de
prouver le résultat suivant (voir le théoréme 3.20) o nous considérons que A vérifie de plus les
hypotheéses (H7) et (H8). Rappelons que A(ID), I'algébre du disque, correspond a I’ensemble des
fonctions holomorphes sur D et continues sur D. Pour f € A(ID), nous notons par Z(f) I'’ensemble
des zéros de f sur le bord i.e.

2(f) = (€T 1) =0} = {C €T lim f(r¢) =0}

Résultat 0.10. Soit X' vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypothéses (H4) a
(HR). Supposons qu’il existe (o € T tel que z — (o est cyclique pour S dans X. Soit f € ANA(D
une fonction extérieure telle que Z(f) = {Co}. Alors f est cyclique pour S dans X .

Le cas de l'espace classique de Dirichlet a été étudié par H. Hedenmalm et A. Shields dans [71]
a travers 1’étude de sous-espaces invariants et la notion d’ensemble exceptionnel de Bergman-
Smirnov, qui intervient dans les travaux concernant la réciproque de Brown-Shields. Par la suite,
S. Richter et C. Sundberg ont généralisé ces idées dans [89] avec divers autres résultats concer-
nant la cyclicité de f et le comportement de ’ensemble de ses zéros Z(f).

L’ensemble de ces résultats nous permet de donner quelques applications avant de faire I’étude

de quelques cas particuliers notamment avec les espaces de De Branges-Rovnyak, ou encore les
espaces de Dirichlet-Besov et les espaces de type Dirichlet.
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0.2 A propos du plongement dans des semi-groupes

La théorie des semi-groupes, comme présentée par exemple par K.-J. Engel et R. Nagel dans
[44, 45], a trouvé son origine dans la résolution d’équations aux dérivées partielles, source d’in-
terprétations mathématiques de systémes dynamiques : pour (7'(t));>0 une famille d’applications
sur E vérifiant T'(0) = Id et T(t +s) = T(t) o T(s) pour t,s > 0 avec

1. E l’ensemble des états du systéme;

2. t € [0,+00[ le temps ;

3. T'(t) une application décrivant le changement d’état d’un élément de 0 a ¢t.

Rappelons que nous obtenons un Cy-semi-groupe ou semi-groupe fortement continu en ajoutant
a ces hypothéses un effort de continuité i.e. pour tout z € E, ||T'(t)z — z|| — 0 pour, dans ce
t—0

cas, (T'(t))e>0 une famille de L(E) oi E est un espace de Banach.
Définition. Une famille (7};);>0 C L(E) est un semi-groupe fortement continu ou Cy-semi-groupe

sur F si
TO = IdE, Tt+s = Tt o Ts, Vt,S > 0,

et

Vr € E, t€RY— Tz est continue ie. |Tir — x| — 0.
t—0

Ceci provient principalement de I’étude du flot d’une équation différentielle ordinaire autonome
en dimension finie, avec comme racine 1'exponentielle d’opérateur. Pour A € X = M, (C) ou

n!

L(E), (etA =) >0 (tA)n) y est un Cy-semi-groupe sur X et satisfait les équations
< >0

(t+s)A _ A sA t.s>0 iUt:AUt t>0
(FE) {eOA e e’ pour t,s > ot (DE): @ (t) (t) pour t > .
et =1 Uuo)=1I

Nous devons alors les premiers résultats a E. Hille et K. Yosida dés 1948 a travers des théorémes
de génération de Cy-semi-groupes notamment de contractions [44, 45, Section I1.3] pour répondre
a la problématique suivante, que nous ne considérerons pas dans cette thése.

Caractériser les opérateurs linéaires qui sont des générateurs de semi-groupes fortement
continus, et décrire de quelle fagon le semi-groupe est généré.

L’étude des propriétés de ces objets, avec ’existence d’un générateur et d’une résolvante asso-
ciée, a été entrepris dans [45].

Définition. Le générateur A : D(A) C E — E d’un semi-groupe fortement continu (7}):>0
sur E est I'opérateur défini sur son domaine D(A) par

1 1
Az := lim —(Tyz —xz), z€ D(A)= {x € E: lim —(Tix — x) existe} .

t—0+ t—0+ ¢
La résolvante de A associée a (T});>0 est donnée, pour A € R(A) := C\o(A), par
R\A) :=(\—A)"teL(E).

Nous pouvons d’ailleurs recenser que, pour un semi-groupe fortement continu (73)¢>o de géné-

rateur (A, D(A)) :

1. A est un opérateur linéaire fermé de domaine dense, qui détermine de fagon unique (7})¢>0
(voir [45, Theorem II1.1.4]).
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2. (Ty)e>0 sera dit uniformément continu si et seulement si A est borné, si et seulement si
D(A) = E. Dans ce cas, le semi-groupe est donné par T; = e*4 pour tout ¢ > 0 (voir [45,
Theorem 1.2.12 et Corollary I1.1.5]).

3. Si, powr A € C, R(\)z := [;"® e Mz dt existe pour tout « € E, alors A € R(A) et
R(A, A) = R(\) (voir |45, Theorem I1.1.10]).

Nous pouvons nous référer au diagramme suivant qui récapitule les différents liens entre le semi-
groupe, son générateur et sa résolvante.

Semi-groupe uniformément Co -sejrpi-g roupe
tt>0

A .
——————————————————— - Résolvante

(ADMA) " pa A —(a— a4t RO

Il est maintenant naturel de se demander quels systémes dynamiques discrets proviennent
de systémes dynamiques continus, d’oul la question du plongement et la vision fonctionnelle de
I'objet. Une partie de ce sujet de thése consiste a essayer de répondre a la question du plongement
d’un opérateur continu dans un semi-groupe fortement continu.

Soit T' € L(E) avec E un espace de Banach. Existe-t-il (7});>0 un semi-groupe fortement
continu tel que T'=1T7 7

.‘\
T ~--_
~~ -
-~ _ T .
T~ . - . Té
- < _ e ] 3
L] . e
,—-—'f—;?’ T .
| .’”—_’— /’/// [ I I e .
r e :7’_"’—*‘ I . T2
.. T
e B
i e .
. —_>—-k—‘;—>:—>—'“*-->. Tl[)375
L] e ]d
ot . .
n
{T }nEO (’Ft)tzo

Cette question permet automatiquement de répondre & la question du plongement d’un semi-
groupe d’opérateurs discret dans un semi-groupe d’opérateurs continu. En effet, si 7" est plon-
geable dans un Cy-semi-groupe (1};)¢>0, noté aussi 7' — (1})>0, alors T' =T} et

Tn:TO..-OT:Tlo...OleTn

par les propriétés algébriques du semi-groupe. Dans ce sens, les itérés de T' correspondent ainsi
respectivement aux termes entiers du semi-groupe.

Cette question a suscité un intérét particulier chez T. Eisner qui a développé dans [42, 43]

plusieurs résultats dés les années 2000. En effet, bien que 1'on ne connaisse pas de condition
nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur quelconque 7' € L(F) soit plongeable dans un
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Cy-semi-groupe, il est possible d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour certaines
classes comme par exemple les isométries sur un espace de Hilbert. Le tableau suivant permet
notamment d’expliciter les différentes conditions existantes sur le sujet.

T plongeable dans un Cy-semi-groupe

Nature de
T

quelconque normal isométrique

CS: o(T) C Q ouvert
Conditions| simplement connexe avec 0 ¢ 2 | CNS : T injectif ou | CNS : T unitaire ou
Net/ouS | CN :dim(ker(7)) € {0,00} et dim(ker(T")) = 0o | codim(Im(7")) = oo
codim(Im(7")) € {0,000}

Notons également que, pour 7' € L(F) un opérateur plongeable dans un Cp-semi-groupe, nous
avons l'existence de racines (au sens de la composition) dans le sens suivant :

pour tout n € N*| il existe S € L(FE) tel que S" =T.

Nous regarderons de plus prés quelques conditions et leurs preuves qui s’avéreront utiles pour
nos applications futures dans l'introduction du chapitre 5. Nous regarderons dans un premier
temps les fonctions holomorphes de ID dans D qui nous permettront par la suite de préciser cer-
tains résultats sur les opérateurs de composition sur H? notamment. Dans un second temps, nous
regarderons les opérateurs définis sur des espaces de fonctions analytiques de D, des opérateurs
de composition aux opérateurs de Toeplitz analytique sur H2.

Les fonctions holomorphes de D dans D

Définition. Une famille (¢¢):>0 d’applications holomorphes de D dans D est un semi-flot holo-
morphe de D si
o =1Idp, @srt=wpsopr Vs,t >0

et
VzeD, teRT+— p(2) est continue i.e. lim+cpt(z) =z.
t—0
L’utilisation des semi-flots holomorphes s’est montrée utile pour E. Gallardo-Gutiérrez et C.
Cowen dans [38] en 2016 pour la simplification d’une preuve donnée par Nordgren-Rosenthal-
Wintrobe dans [85] en 1987 a propos de I'universalité de 'opérateur C,, — Id ol ¢, : z — %
pour r €]0, 1[ est un automorphisme hyperbolique de D (¢, (D) =D, (1) =1 et p,.(—1) = —1).

En effet, en considérant

(14 e )z 4 (1 —e )
(1—et)z+ (1+et0)’

Wit 2 — to > 0,

nous pouvons alors vérifier que (14, )¢,>0 forme un semi-flot holomorphe de D et que ¢, =
iz:l €]0,1[. Autrement dit, ¢, est plongeable dans (1, )s,>0. Dans ce contexte, nous
déduisons alors le plongement naturel de I'opérateur C,. dans le Cp-semi-groupe (tho)tozo sur

H?. En effet,

avec r =

si ¢ est plongeable dans un semi-flot holomorphe de D noté (¢¢)>0, alors C, est plongeable
dans le semi-groupe fortement continu d’opérateurs de composition (Cy,)¢>0 sur H 2,

Rappelons que la notion d’opérateur universel, qui peut se montrer d’une importance considé-
rable dans la résolution du probléme du sous-espace invariant, a été introduite par G.-C. Rota
en 1959 dans [91] : U € L(E) est dit universel si pour tout opérateur T € L(E), il existe
A € C* et un sous-espace fermé M C E invariant par U tels que U|pq soit similaire a AT i.e.
Um =J “Y(\T)J avec J : M — E un isomorphisme. Par suite, S. R. Caradus a introduit
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une condition suffisante pour étre un tel opérateur en 1969 dans [27] : pour U € L(H), avec H
un espace de Hilbert séparable, si ker(U) est de dimension infinie et que U est surjectif, alors
U est un opérateur universel. Enfin, si nous pouvions décrire les sous-espaces invariants non
triviaux minimaux d’un opérateur universel, nous aurions la réponse au probléme du sous-espace
invariant via le phénoméne suivant. Soit U € L£L(H) un opérateur universel.

1. Si tous les sous-espaces invariants non triviaux minimaux (pour l'inclusion) de U sont de
dimension finie, alors tout 7' € L(H) a un sous-espace invariant non trivial.

2. S’il existe un sous-espace invariant minimal non trivial de dimension infinie de U, alors il
existe un opérateur 7' € L£(H) sans sous-espace invariant non trivial.

En particulier, dans ce contexte, résoudre le probléme du sous-espace invariant est équivalent &
décrire tous les sous-espaces invariants minimaux de C, ! Notons bien que nous ne considérerons
pas cette question dans cette thése.

Le chapitre 4 sera dédié a ’approche holomorphe de la question de plongement, en considérant
ceux de certaines applications analytiques du disque unité D dans des semi-flots holomorphes de
D. Il permettra de rappeler des résultats bien connus autour des automorphismes et des fractions
linéaires de DD, puis en particulier de tenter de répondre & la question suivante posée par C.
Cowen.

Question 0.11. Soit po : z € D — (Zgl)z. Est-ce que pc est plongeable dans un semi-flot
holomorphe de D ¢

La derniére partie sera consacrée a des résultats concernant les fonctions génératrices de pro-
babilité BT définies par (4.11) ol une caractérisation compléte du plongement a été explicitée
pour les polynémes P(B7T) définis par (4.12) (voir le théoréme 4.11).

Résultat 0.12. Soit ¢ € P(BT). Alors ¢ est plongeable dans un semi-groupe de fonctions
génératrices de probabilité si et seulement si ¢ est de degré 1.

Celui-ci repose notamment sur le lemme 4.10, qui concerne le degré des polynoémes générateurs
de probabilité lorsque ceux-ci admettent une racine d’'un ordre quelconque. Enfin, la section 4.4
concerne la caractérisation des fractions linéaires génératrices de probabilité et leurs plongements
dans des semi-groupes du méme type, inspirée de celle des fractions linéaires classiques par [21].

Ensuite, le chapitre 5 sera dédié a 1’étude du plongement de certaines classes d’opérateurs
dans des semi-groupes fortement continus. De plus, il sera ’occasion de tenter de répondre & la
question de la forme explicite des semi-groupes dans lesquels ces derniéres seront plongeables.

Le semi-groupe est-il du méme type que 'opérateur plongé? Le semi-groupe conserve-t-il les
mémes propriétés que 'opérateur plongé ?

Dans le cas isométrique, nous pourrons utiliser en particulier la forme (5.3) déduite de la décom-
position de Wold 5.2 et de la preuve de la condition nécessaire et suffisante isométrique 5.6. Nous
considérerons notamment deux classes d’opérateurs bien connues dont nous discutons ci-dessous,
ol en particulier la caractérisation des isométries est possible et manipulable.

Les opérateurs de composition
La premiére classe d’opérateurs que nous allons considérer est celle des opérateurs de composi-
tion sur 'espace de Hardy H?. Pour ¢ une application holomorphe de D dans ID, nous considérons
l'opérateur de composition C, de symbole ¢ défini par

Co: fr— fop(z), feH? zeD.
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En effet, outre les symboles ot le plongement de C,, sera naturel (par exemple avec les auto-
morphismes de D ou certaines fractions linéaires), 'objectif est de caractériser ces plongements
en utilisant notamment le théoréme 5.6. L'un des points clés est que I'on connait les opérateurs
de composition sur H? qui sont des isométries ou qui sont semblables a des isométries. Nous
obtenons ainsi le résultat suivant sur la caractérisation du plongement de tels opérateurs (voir
le théoréme 5.9).

Résultat 0.13. Tout opérateur de composition similaire & une isométrie sur H? est plongeable
dans un semi-groupe fortement continu sur H? qui n’est pas constitué d’opérateurs de composi-
tion, a moins que son symbole soit un automorphisme de D.

A travers une description des ensembles (5.1) de la décomposition de Wold 5.2, nous pou-
vons décrire les opérateurs du semi-groupe dans lequel C,, similaire & une isométrie sur H 2 est
plongeable. C’est 1'objet du résultat suivant (voir le corollaire 5.11).

Résultat 0.14. Soient ¢ une fonction intérieure telle que p(a) = « pour o € D et ¢ Uapplication
définie de D dans D par ¢ = 74 0 p o 74. Alors Cy est plongeable dans le Co-semi-groupe sur
H?>=Cl® Hg donné par

(Mo ® Cr,U*SUCx, )10

ot § € R, U: HZ — L*(RT, Im(Cy)t) est un opérateur unitaire et (Si)i>o est le semi-groupe
défini sur L*(RY, Im(Cy)L) par (5.2).

Naturellement, nous pouvons également regarder les opérateurs de composition & poids et
obtenir une condition de plongement (voir le théoréme 5.12). Pour ¢ une application holomorphe
de D dans D et w € H?, nous considérons I'opérateur de composition de symbole ¢ et de poids
w par

Cup : [ = (MuCof)(2) =w(2)(fop)(2), feH? zeD.

Reésultat 0.15. Soit ¢ une fonction intérieure. Alors il existe un poids w € H? tel que Cu,p est
plongeable dans un semi-groupe fortement continu sur H?.

Les opérateurs de Toeplitz

La seconde classe d’opérateurs que nous allons considérer est celle des opérateurs de Toeplitz
analytique sur H2. Pour ¢ € H™, nous considérons l'opérateur de Toeplitz T, » de symbole ¢
défini par

Tp: fr— (pf)(z) = ¢(2)f(2), feH? zeD.

En effet, I'identification des isométries est simple et il est alors facile d’utiliser la condition 5.6.
Puis, d’autre part, la décomposition d’une fonction de H°, donnée par le théoréme 1.1, justifie
I’expression de la question suivante.

Question 0.16. Soit ¢ = BS,F € H*® avec B un produit de Blaschke quelconque, S, une

I I
fonction intérieure singuliére et F' une fonction extérieure. A quelles conditions sur ¢, T, est-il
plongeable dans un Cy-semi-groupe sur H? ¢

L’objectif sera donc de répondre & celle-ci en regardant les différentes propriétés inhérentes a
la forme du symbole ¢, ce qui sera l'objet du résultat suivant (voir les résultats 5.14, 5.15 et
5.16).

Résultat 0.17. Soit ¢ € H*. L’opérateur de Toeplitz analytique T, est plongeable dans un
Co-semi-groupe sur H? si on a l'un des cas suivants :

e ¢ ne s’‘annule pas sur D (¢ est extérieure ou ¢ = S, F). Dans ce cas, T, est plongeable
dans un Cy-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique.
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e © est une fonction intérieure mais n’est pas un produit de Blaschke fini. Dans ce cas, T,
est plongeable dans un Cy-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique si et seulement
st @ ne s’annule pas sur D.

Ces derniers résultats nous permettent alors de simplifier la question 0.16, ol nous verrons
I'intérét et la difficulté directement dans la section correspondante du chapitre 5 et qui reste
ouverte dans ce manuscrit.

Question 0.18. Soit ¢ = B¢y € H™® avec B un produit de Blaschke non constant et ¢ une
application analytique non constante qui ne s’annule pas sur I et qui n’est pas une fonction
intérieure. A-t-on le plongement de T, dans un Co-semi-groupe sur H? ?

Nous finissons cette introduction avec la citation suivante, utilisée également par T. Eisner
dans son livre [43], qui mesure bien l'intérét porté a cette partie de la thése.

"The real understanding involves, I believe, a synthesis of the discrete and continuous ..."
L.Lovasz, Discrete and Continuous : two sides of the same ?

Le diagramme ci-dessous représente les différents objets mathématiques intervenant dans la
thése ainsi que leurs différents liens.

Probléme du |
Sous-espace Invariant

C cormi. Cyclicité de l'opérateur
Plongement dans des L0 -semi-groupes du shift S
| N

(T1) 50 sur H*(D)

\A
\.
\
N

Opérateurs de
osition Ccp

! Dans les espaces de

Plongement dans des semi-flots ! Opérateur§ de Toeplitz \,\ De Branges.Rovnyak H( b)
holomorphes de 1D (%)tgo | analytique L \ , P
Tl ‘ N /' !
“~~-, Fonctions holomorphes de \ . /' !
D dans D ¥ Dans les espaces de fonctions l'/
! analytiques de ,ILL
1 7 1 \\
. Yo, . ,/ ! N /
Fonctions génératrices 7 ! N .
o ~ E de Hard N
de probabilité e et spaces ; arcy . /-I
v -
Espaces de Bergman T Espaces de Dirichlet
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CHAPITRE 1

ESPACES, OPERATEURS ET OUTILS FONCTIONNELS

Le but de ce chapitre est de donner tous les outils nécessaires & la bonne compréhension
des différents résultats de ce manuscrit. Nous y retrouverons les propriétés fondamentales des
espaces et des opérateurs que nous considérerons tout au long de celui-ci. Seul le lemme 1.4
semble réellement nouveau et est une contribution originale.

1.1 Autour de quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Hardy

Les espaces de Hardy HP := HP(D), pour 0 < p < oo, sont définis par
HY(D) = {1 € Hol(D) 1, = sup My(f,r) < o0}
0<r<1

ot pour f € Hol(D) et 0 <r < 1,

1

2

/ﬂ— |f(reit)‘p dt>p’ 0 <p < o9, et Moo(far) = Sup ‘f(?"eit)|.

- te[0,2n(

()= (

Notons que, pour 1 < p < oo, HP est un espace de Banach, muni de la norme ||||p Nous nous
intéresserons plus particuliérement a l'espace H? défini par

H2 .— {f € Hol(D) : sup My(f,7) < oo}, Ms(f,r) = \/217T /7T |f(7»eit)|2 dt.

0<r<1

Notons que, pour f:z+—= > ~jan2" € Hol(D), f € H? si et seulement si (an)n>0 € £2(N). En
effet, pour z = re’* € D avec 7 € [0,1[ et t € R, f(re') =Y o, anr™e™ et, par identification
avec les coefficients de Fourier de f, nous obtenons d’aprés le théoréme de Plancherel-Parseval

que
1 2w

|f(reit)’2 dt = Z |an|2 2,

o
0 n>0

e e e, L, L. 2 N A N
De plus, par positivité du terme général de la série 3, < [an| r2" d’aprés le théoréme de conver-
gence monotone discret,

1715 =

— sup Ma(for)? = sup > Janlr? =3 Janl?.
0<r<1

0<r<1 n>0 n>0
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Ainsi, il vient que f € H? si et seulement si (a,)n>0 € £2(N) et par suite

H>={f:2+— Zanz” € Hol(D) : Z\an\Q < 00
n>0 n>0
Nous pouvons montrer que H? est isométriquement isomorphe & ¢2(N), et que (H?,|-||,) est un

espace de Hilbert, ot nous pouvons dans ce cas définir [|-[|y par [|fl|ly :==1/>,50 lan|?.

Plus précisément, il s’agit d’un espace de Hilbert & noyau reproduisant sur D i.e. pour tout
z € D, Papplication linéaire f € H? — f(z) € C est continue. De plus, son noyau reproduisant
(appelé noyau de Szegs) est donné par

ky(z) == k(z,w) = , z€D, webDb.

1—wz

En effet, pour w e Det f:wr— Y ja,w™ € H?, nous obtenons par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, -

2
1
2 2
fw)] <> lanw™ < | |an] St <l VT el
n>0 n>0 n>0 — |wl

L’application linéaire f € H? — f(w) € C est ainsi continue. De plus, d’aprés le théoréme de
représentation de Riesz, pour tout w € I, il existe une unique fonction k,, € H? telle que

fw)=(f|ku)y, fe€H.

N

D’ou, par sesquilinéarité et continuité du produit scalaire,

K = ) = 3 apu” = <Zanz” | Zw”z"> - <f| 1_1wz>2.
2

n>0 n>0 n>0

Par identification, le noyau reproduisant de H? est donc bien défini par ky(z) = 1,1@2 pour
z € . Aussi, nous pouvons montrer facilement que les polynoémes sont denses dans H?. En
effet, si f:z2r— > Sgan2" € H?, alors, pour N > 1, par les propriétés du reste d’une série

convergente,
N
Hf S o
n=0

Introduisons enfin les classes de Nevanlinna et de Smirnov définies respectivement par

=Y \anyZN—> 0.
2 n>N+1 e

1 2m )
N = {f € Hol(D) : sup — logt | f(re')| dt < oo} = {g € Hol(D) : g,h € HOO},
0<r<1 2T Jo h

ot ici log™(z) = max(log z, 0) pour = > 0, et

NT = % € Hol(D) : g,h € U HP, h extérieure ; ,
p>0

ol nous pouvons montrer que
H® c H>Cc H' c NT Cc N.
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Rappelons la définition des espaces de Lebesgue sur T. Ces derniers sont définis par
LP(T) := {f : T — C mesurable : Hszzp(T) = / (O dm(¢) < oo} , 1 <p<oo,
T

ol m est la mesure de Lebesgue normalisée sur T et
L>(T) := {f : T — C mesurable : || f[| oo () := supp ess |f(C)] < oo} .
¢eT

Nous effectuons comme usuellement l'identification classique suivante : f = 0 dans LP(T) si
{CeT: f(¢) =0} est de mesure nulle. Avec cette identification, pour 1 < p < oo, LP(T) est un
espace de Banach, muni de la norme ||Hp De plus, pour p = 2, L?(T) est plus précisément un
espace de Hilbert, muni du produit scalaire

1 9) oy = /T F(Q)g(@) dim(0).

Nous pouvons identifier HP, pour 1 < p < o0, avec un sous-espace fermé de LP(T) via le
théoréme de Fatou [92, Theorem 17.11] indiquant que pour f € HP, les limites radiales f*
définies par f*(e) := lim,_,;- f(re®) existent presque partout (p.p.) sur T. De plus, f* € LP(T)

et
1Al = 1oy = ( [isr dm<c>) '

Nous pouvons par suite définir HP, pour 1 < p < oo, sur T en termes de coefficients de Fourier,
c’est-a~dire d’apres [57, Theorem 4.3] :

~

HP(T) := {f e LP(T): f(n) =0, n< o}.

Sans ambiguité, HP sera regardé soit sur le disque soit sur le cercle unité, avec identification des
limites radiales dans ce dernier cas, quitte & considérer 'isomorphisme isométrique entre H? (D)
et HP(T). Nous pouvons alors identifier (ay)n>0 de Uexpression f = > o anXxn € H? avec les

coefficients (f(n))nzo ol Xp : 2 +— 2"

Enfin, considérons l'ensemble HY (D) = {f € H?(D) : f(0) = 0} ou nous avons la correspon-
dance sur le cercle donnée par

HE(T) = {feLp(’IF) . f(n) =0, ngo} ot HY(T) = {feLp( ): f(n) =0, nZO}.
(1.1)
Alors, nous avons d’apreés [57, Corollary 4.7], pour 1 < <p<oo, LF (T) = HP @ﬁ et en particulier
H? 0 H? = {0}. Remarquons plus précisément que HZ = ker(Py) d’aprés [57, Lemma 4.10] ou

Py:fe—Pif=Y f(n)"€H?, f:z— Y f(n)z" € LT), (1.2)

n>0 nes

est la projection orthogonale de L?(T) sur H?, que nous retrouverons ultérieurement dans la
section 5.2.

Notons que, pour f € HP pour 0 < p < oo, et f #Z 0, on a log|f| € L*(T) et en particulier
f # 0 presque partout sur T d’aprés [92, Theorem 17.18]. Notons aussi le résultat suivant sur les
zéros d’une fonction de la classe de Nevanlinna, et donc de la classe de Smirnov et de HP pour
0<p<oo:pour feN, f#0,et (a;)i>1 la suite des zéros de f, comptés avec multiplicités,
nous avons » _.~(1 —|a;|) < co d’aprés [92, Theorem 15.23].
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Enfin, rappelons que pour (A, ),>1 une suite qui n’est pas de Blaschkei.e. > <, (1—|\,|) =
alors la suite (ky, )n>1 est compléte dans H? i.e.

spang(ky, :n > 1) = H?, (1.3)

ou spang (A) correspond a la fermeture de I’ensemble des combinaisons linéaires finies \/(A)
d’éléments de A dans H. Il s’agit méme d’une équivalence d’aprés [7, Lemme 1.67] ou [83].

Regardons maintenant quelques fonctions particuliéres sur ces espaces de Hardy.
e Un produit de Blaschke B s’exprime de la fagon suivante : pour A € R, k € N,

(z) = 2P H <\04n On — % ) , z€eD, (1.4)

oan 1 —0ogz
n>1 n n

ol (a,)n>1 est une suite finie ou infinie de points de D\ {0} vérifiant la condition de Blaschke
Y ns1(I—=|an|) < co. L’ensemble (v, )n>1 ou ((a)n>1U{0} si k > 1) correspond aux zéros
de B, comptés avec multiplicités.

e Une fonction & € H* vérifiant }@*(e“)| = 1 presque partout sur T est appelée fonction
intérieure. Toute fonction intérieure s’écrit sous la forme

B(2) = B(2)S,(2) = B(2) exp <_ /0% &tz dy(eit)>, €D,

et — z

ou v est une mesure de Borel positive et finie sur T singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue (v L m), et S, est appelée fonction intérieure singuliére. En particulier, B est
une fonction intérieure et dans le cas d’'un produit de Blaschke fini, B est continue sur D.

e Une fonction F € HP est dite extérieure si elle s’écrit de la maniére suivante :

F(z):cexp{;/[)QﬂeZt+Zlg(( ))dt}, 2eD,

T ett

oit ¢ € C, |c| = 1, et ¢ est une fonction mesurable positive telle que log(¢) € L'(T) et
¢ € LP(T). De plus, |F| = ¢ p.p. sur T.

Théoréme 1.1 (Factorisation des fonctions de HP, [92]). Soient 0 < p < oo et f € HP, f # 0.
Alors il existe une fonction intérieure ¢ et une fonction extérieure F telles que f = ¢F, unique
a une constante multiplicative prés. Autrement dit, il existe

= 1)7-

e un produit de Blaschke B associé auz zéros de f notés (om)n>0;

e une mesure de Borel positive et finie sur T notée v telle que v L m,

tels que, pour tout z € D,

10 = eBre (- [ 2 w0)ew ([ relr©) an©). 09

La proposition suivante donne quelques résultats permettant d’obtenir des fonctions exté-
rieures.

Proposition 1.2 (|57, 84]).
1. Soient p,q,r €]0,00] et f € HP. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f est une fonction extérieure.
(b) Sige H? et § € L"(T), alors € H".
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2. Soit f € Hol(D) vérifiant Re(f(z)) > 0 pour tout z € D. Alors f € HP pour tout 0 < p < 1
et f est une fonction extérieure.

3. Soit f € HP, pour p > 1, vérifiant in]g\f(zﬂ > 0. Alors f est une fonction extérieure.
zE

Regardons de plus prés la propriété n-to-1 des produits de Blaschke finis, c¢’est-a-dire le fait
que tout élément de D admet exactement n pré-images, en considérant sans perte de généralité
un produit de Blaschke fini de la forme

N
ap — 2
k=1

ou N est le degré de B. Nous notons que
B(D)cD, B(T)cCTet B(C\D)c C\D.

Théoréme 1.3 (|64, Theorem 3.6 et Corollary 7.6]). Soit B un produit de Blaschke fini de degré
N. Alors, pour tout w € C, I’équation B(z) = w admet ezactement N solutions, comptées avec
multiplicités. De plus, siw € D (resp. T), les solutions sont dans D (resp. T ). Dans le cas de T,
celles-ci sont distinctes.

Le lemme suivant, contribution originale, va nous permettre de distinguer celles-ci.

Lemme 1.4. Soit 3 € D\B(Zero(B')). Alors l’équation B(z) = 3 admet exzactement N solutions
distinctes dans D.

Démonstration. Soit 8 € D\ B(Zero(B')). On sait que B(z) = 8 admet exactement N solutions
comptées avec multiplicités dans D d’aprés le théoréme 1.3. De plus, si 'une de ces solutions
notée 29 € D est de multiplicité strictement plus grande que 1, alors B’(zp) = 0. Mais alors
B = B(20) € B(Zero(B')), ce qui est absurde. Finalement, pour 8 € D\ B(Zero(B')), I’équation
B(z) = B admet exactement N solutions distinctes dans D. O

Intéressons-nous maintenant a I’étude des zéros de B’. Le prochain théoréme va nous donner
le nombre exact de zéros de B’ dans D. Nous pouvons noter tout d’abord que G. Cassier et 1.
Chalendar ont montré dans [30] que les zéros de B’ sont contenus dans I’enveloppe convexe des
zéros de B U {0}. Ensuite, dans [56], E. Fricain et J. Mashreghi ont montré que ce résultat était
vrai seulement pour I'enveloppe convexe des zéros de B.

Théoréme 1.5 ([64, Theorem 8.2|). Soit B un produit de Blaschke fini de degré N. Alors B’
admet exactement N — 1 zéros dans D.

Regardons maintenant un résultat d’une grande importance permettant d’obtenir des produits
de Blaschke a zéros distincts. Pour € une fonction intérieure et A € D, nous appelons transformée
de Frostman la fonction intérieure @, définie par

A—0 A—z

0 = — =700, T\:z+—> —.
i A 1— Az

Définissons aussi I’ensemble exceptionnel de 6 par
E(0) :={\ € D: 0, n’est pas un produit de Blaschke}.

Remarque 1.6. L’application 7 défini précédemment est un automorphisme de D, et vérifie que

Ty 1 — 7,. De plus, puisque 7 (T') C T, nous pouvons vérifier que ) est une fonction intérieure.
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Théoréme 1.7 (Frostman, [62]). Soient 8 une fonction intérieure non constante et 0 < p < 1.
Alors Uensemble exceptionnel de 0 suivant

Ey(0) :={£ €T :0, nest pas un produit de Blaschke}

est de mesure de Lebesgue nulle.

Remarque 1.8. Nous pouvons reformuler ce théoréme de la fagon suivante : il existe un ensemble
2 C D de mesure nulle (qui est en fait £(A)) tel que pour tout A € D\Q, la transformée de
Frostman @) est un produit de Blaschke.

Le théoréme suivant présente une version améliorée de celui-ci caractérisant les zéros du produit

de Blaschke.

Théoréme 1.9 (Frostman, [51]). Soit 6 une fonction intérieure. Alors il existe un ensemble
Q C D de mesure nulle tel que pour tout A € D\, la transformée de Frostman 0y est un produit
de Blaschke a zéros simples.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Frostman classique 1.7, il existe Qg C D de mesure nulle
e
Posons alors € = Qg U §(0'~1(0)). Comme ¢ est analytique, #'~1(0) est dénombrable et donc
0(6'=1(0)) est de mesure nulle. Par suite, il vient que 2 est également de mesure nulle. De plus,
si A € D\Q, alors 0 est un produit de Blaschke. Notons (A,;),>1 les zéros de 6y et montrons
qu’il s’agit exclusivement de zéros simples. Comme A € 6(6'~1(0))¢, il vient que 6'(\,) # 0 pour
tout n > 1. En effet, dans le cas contraire, s'il existe ng > 1 tel que 6'(\,,) = 0 alors en prenant
A = 0(\y,) € D, on obtient absurdité A € 0(6'~1(0)). Finalement, on déduit que pour tout
n>1, 0\ (\,) # 0 et Ay, est un zéro simple de 6. O

tel que pour tout A € D\Qg, #) est un produit de Blaschke. Remarquons que 6}, =

1.1.2 Espaces modéles de H?

Nous pouvons retrouver dans [62] une introduction a la théorie des espaces modéles. Nous ver-
rons par la suite son importance pour certaines applications & 1’espace de De Branges-Rovnyak
ou a I’étude des opérateurs de Toeplitz.

Soit u une fonction intérieure. L’espace modéle associé & u est défini par
Ky = (uH**" ={f € H*: (f |uh)y, =0, Vhe H?}.

L’espace de Hardy H? étant un espace de Hilbert & noyau reproduisant, il vient que Ky,
sous-espace fermé de H?, en est également un. En effet, pour f € K, et A €D, on a

FO) = 1 Rx)a = {F [ kx)y = u(A) (f | uky), puisque par définition de Ky, (f [ uky)y =0

- <f (11— u()\)u)k)\>2 avec (1 — u(Nu)ky € Ka.

Donc, en notant pour tout A € I, kY := (1 — u(A)u)ky, il vient que kY est le noyau reproduisant
de I'espace modéle K, donné plus précisément par

1 uu(z)

= , AeD, zeD.
1— Xz

kX(2)
Nous pouvons introduire une autre représentation de ces espaces : K, = H>N (uhT%) En effet,

pour f € H?, f € (uH?)" si et seulement si, pour tout h € H?, (f | uh), = 0. Autrement dit,
puisque |u| = 1 p.p. sur T, f € (uH?)* si et seulement si pour tout h € H?, (uf | h) 2y =0

ie. ﬂfeﬁget feuHT%.
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Le résultat principal porte sur la dimension de ces espaces modéles, que nous utiliserons pour
déduire des résultats de plongement d’opérateurs de Toeplitz dans des semi-groupes sur H? dans
le chapitre 5.

Proposition 1.10 ([62, Proposition 5.19]). On a dim(KC,) < oo si et seulement si u est un
produit de Blaschke fini.

1.1.3 Espaces de Bergman et Dirichlet

Espace de Bergman, [70]

Les espaces de Bergman sur D, pour 0 < p < 0o, sont définis par

AP .= AP(D) = {f € Hol(D) : || yo(py = (/D 1£(2)]P dA(z))p < oo},

ot dA est la mesure d’aire normalisée sur D. Remarquons que A? = Hol(D) N LP(D), et que
(AP, |||l 4») est un espace de Banach. En particulier, pourp =2 et f : 2+ > - an2" € Hol(D),
on a d’aprés le théoréme de Parseval et le théoréme de Fubini-Tonelli,

1 21
11 = [10GF dae) =< [ [ |eenfr arr

=2 ([ ) <

n>0

Autrement dit, A2 est isométriquement isomorphe a 2, (N). De plus, A2 est un espace de
n+1
Hilbert & noyau reproduisant, dont le noyau est donné par

11
A (w) = = — D D.
2 (w) T —zwp €D wE

Notons que les polynémes sont également denses dans A2.

Introduisons également l'espace de Bergman & poids : pour § > —1 et p > 1,

A= 250) = { £ €M) s 11y = 5+ 1) [P - o) da@) <o} (1

Celui-ci est, pour 1 < p < oo, un espace de Banach muni de ||-|| Az En particulier, nous retrouvons
AP lorsque 8 =0 et HP lorsque 8 = —1.

Espace de Dirichlet, [50]

L’espace de Dirichlet (classique) est défini par

D :=D(D) = {feHol /|f <oo}

Remarque 1.11. L’intégrale de Dirichlet D(f) définit une semi-norme. En effet, D(f) = 0 si
et seulement si f est constante. De la méme maniére, nous définissons une forme sesquilinéaire,
symétrique hermitienne et positive en posant

- [ Fe7® aa)
D



Nous définissons un produit scalaire et une norme sur D en posant

(9o =7 L b+ DUF0) = [ FQF0) dm(O) + - [ g dz, L€,

et
17115 = I1£115+D(f), feD.

Remarque 1.12. Notons que nous obtenons toujours une norme sur D si nous remplacons le
2 2
terme [[£[3 par |£(0)%, pour f € D.

En particulier, pour f: 2z +— )" - an2™ € Hol(D), on a d’aprés le théoréme de Parseval et le
théoréme de Fubini-Tonelli,

D f):/D\f’(z)F dA(z) = 1/1 /%‘f’(reit)frdtdr

— 2% 02 fan (/ 2n-1 dr)zznyany?

n>1 n>1

En utilisant que ||f||§ =2 n>0 la,|?, on obtient que
2 2 2 2 2
1F1D = IF15+ D) =D lanl* + D nlanl* =D (n+1) |anf*.
n>0 n>1 n>0

Ainsi, le produit scalaire induit sera donné par

(flap= Z(n + 1)ayb, avec f(z Zanz et g(z Z bpz", z€D.

n>0 n>0 n>0
Nous avons plus précisément que D est isométriquement isomorphe a E?L +1(N) et
B':={f € Hol(D) : f’ bornée sur D} c D C H.

De plus, D est un espace de Hilbert a noyau reproduisant, dont le noyau est donné par

Lo (1 _1wz) . weD\{o}

kD (w) = { wz e D.
1 , w=20
Nous pouvons aussi définir les espaces D, pour a € R, par
Do ={ f € Hol(D) : 12 = 3 (n+1)* |anl* < oo p (18)
n>0
En prenant respectivement o = —1,0, 1, nous retrouvons 'espace de Bergman A2, 'espace de

Hardy H? et I'espace de Dirichlet classique D. C’est en particulier un espace de Hilbert a noyau
reproduisant. Nous pouvons par exemple nous référer a [26, 103]. Notons que les espaces D,
correspondent aux espaces de Hardy a poids H?(8) pour 8 = ((n + 1)%), oy définis par (1).

Introduisons finalement les espaces de Dirichlet harmoniques. Pour g une mesure de Borel
positive et finie sur T,

— |2

| - ¢

(©);

(1.9)
ot Pu =: w est l'intégrale de Poisson associée a une fonction harmonique positive w sur D via |57,
Corollary 3.7]. Dans ce cas, D, est un espace de Hilbert et Hf||2Du = ||f|l3 + D,.(f) pour f € D,,.
Nous verrons par la suite que nous pourrons exprimer certains espaces de De Branges-Rovnyak
en termes d’espaces de Dirichlet harmoniques, pour des mesures bien choisies.

Dy = {f € Hl): D) = [ | Pute) dA) <o} P
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1.2 Autour de quelques opérateurs

1.2.1 Les opérateurs cycliques, supercycliques et hypercycliques

Soit T' € L(H) avec H un espace de Hilbert séparable (il existe un sous-ensemble dénombrable
et dense dans H).

1. L’opérateur T est cyclique s’il existe © € H, x # 0, tel que

spany {T"xz : n > 0} = \/(’)(:U,T) =H, O(x,T):=0rby(T)={T"z:n >0}

Dans ce cas, on dit que z est un vecteur cyclique pour T'.

2. L’opérateur T est hypercyclique §'il existe x € H, x # 0, tel que

Oz, T) ={T"x:n >0} = H.
3. L’opérateur T est supercyclique s’il existe © € H, x # 0, tel que
O(Cx,T) =H.

Remarque 1.13.

1. La condition de séparabilité est importante pour les notions de supercyclicité et hypercy-
clicité : aucun opérateur supercyclique ou hypercyclique ne peut exister sur un espace non
séparable par définition, ’orbite étant un sous-ensemble dénombrable de H.

2. L’hypercyclicité implique la supercyclicité qui implique nécessairement la cyclicité. En effet,
en considérant ¢ = 1 dans la définition, on obtient

{T"f:n>0} C{cI"f:n>0,ceC}.
Ensuite, il s’agit simplement d’utiliser la linéarité de 'opérateur en question.

Notons qu’un opérateur contractant ne pourra jamais étre hypercyclique, c’est 'objet du ré-
sultat suivant.

Lemme 1.14. Si ||T|| <1, alors T n’est pas hypercyclique.

Démonstration. Si ||T|| < 1, alors pour tout n > 1, |77 < [|T]|" < 1. D’ou, pour tout = € H,
|T"x| < ||z|| pour tout n > 1. Ainsi la suite (T™z),>1 est bornée par ||z||. Ainsi, si y € H tel
que ||y|| > ||z]], il n’est pas possible d’approcher y par des éléments de O(z,T) = {T"x : n > 0}
et donc l'orbite de x pour T n’est pas dense dans H et T n’est pas hypercyclique. ]

Rappelons que le spectre ponctuel d’un opérateur linéaire borné T' est défini par
op(T) ={X € C:ker(T — \Id) # {0}}.
Les conditions suivantes, nécessaires, portent sur le comportement de celui de son adjoint T*.

Lemme 1.15 (|15, Propositions 1.17 et 1.26]).

1. Si T est un opérateur hypercyclique, alors son adjoint T* n’a pas de valeurs propres (le
spectre ponctuel de T est vide).

2. §i' T est un opérateur supercyclique sur un espace localement convexe, alors T* n’a au plus
qu’une valeur propre non nulle (le spectre ponctuel de T* est soit vide soit un singleton de

C).
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1.2.2 Les opérateurs shift

Rappelons que le shift a droite S : £2(N) — ¢?(N) est défini pour tout = = (zg, 71, ...) € £3(N)
par
S(z) = (0,20, 21,...) 1.e. Yn >0, (S(x))n = xn—1 avec la convention x_; = 0.

Son adjoint S* est le shift & gauche défini pour tout x = (g, z1,...) € £*(N) par
S*(x) = (x1,22,...) 1e. Y/n >0, (S™(2))n = Tpt1-

Le shift S sur £2(N) est un opérateur de Fredholm injectif, non surjectif, isométrique et non
compact. Son adjoint S* est un opérateur de Fredholm surjectif, non injectif et non compact.
Nous rappelons qu'un opérateur de Fredholm T est un opérateur borné entre espaces de Banach
vérifiant dim(ker(7")) < oo et codim(Im(7")) < oo.

Nous pouvons définir le shift sur H? en remarquant, d’aprés la section 1.1.1, que H? est
isométriquement isomorphe a ¢2(N) via I’application unitaire ¢ : H? — ¢?(N) définie par

Qp(f) = (an)nZO si f(z) = Zanz", z € D.

n>0

Alors, S est unitairement équivalent & I'opérateur de multiplication M, := ¢ ~'oSop : H> — H?
défini par
M.(f)(z) =2f(2), feH? zeD.

Par abus de notation, nous noterons cet opérateur S sur H 2. Nous pouvons avoir une expression
différente de S et S* en utilisant la représentation analytique de f dans H?. En effet, pour
fizeDr— Y o, f(n)z" € H?, alors

(Sf)(z) ==2f(z) =Y fm)z""' =" f(n—1)z", ze€D,

n>0 n>1

et
(1)) = 1A =IO S Fo e, e,

z
n>0

Rappelons que le spectre d’un opérateur linéaire borné T est défini par
o(T) ={A € C: AId—T est non inversible} .

Théoréme 1.16 (|57, Lemmas 8.6 et 8.7|). Le spectre ponctuel o, et le spectre o de S et B sont
respectivement donnés par

0p(S) =0, 0,(S*) =D eto(S)=0(S")=D.

De plus, pour tout X € D, ker(S* — M) = Ck) et ker(S**) = P<y_1 pour tout k > 1 ot P<j_q
est l’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal @ k — 1.
Remarque 1.17.

1. Comme les opérateurs S et S* sont contractants sur H?, il vient d’aprés le lemme 1.14
qu'ils ne sont pas hypercycliques sur H?2.

2. Comme op(S*) = D, il vient que S n’est pas supercyclique sur H? (nous retrouvons
également la non hypercyclicité) d’aprés le lemme 1.15. En revanche, S* 1'est d’aprés [15,
Example 1.15].

Néanmoins, nous avons le résultat suivant qui repose sur le critére d’hypercyclicité [96] ou |15,
Theorem 1.6].
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Théoréme 1.18 (Rolewicz, [15, 65, 96]). Pour |\| > 1, AS* est hypercyclique sur H?.

Donnons maintenant les deux travaux fondateurs de Beurling concernant les sous-espaces in-
variants et la cyclicité du shift dans H? qui ont suscité par la suite des travaux dans des espaces
proches de H?, tels que l'espace de Dirichlet ou plus récemment les espaces de De Branges-
Rovnyak.

Théoréme 1.19 (Beurling, [18, 84]). Soit M un sous-espace fermé non trivial de H?. Alors
S(M) C M <= M =0OH? © fonction intérieure.

Remarque 1.20. Notons que I'ensemble ©H? = {Oh : h € H?}, ou © est une fonction inté-
rieure, est un sous-espace fermé de H?2. En effet, en utilisant le fait que }@*(eit)‘ = 1 presque
partout sur T et ||g|, = Hg*HLg(T) pour g € H?, I'application ® : f € H?> — Of € ©OH? est
isométrique dans H? :

1 2 2
@f13 = 10713 = o [ @) (") a
0
1 [2r wr G121 s itn |2 2 9
=57 | 1O 1SN dt =1 ey = 1115

Théoréme 1.21 (Beurling, [18, 84]). Une fonction f € H? est cyclique pour S si et seulement
si f est extérieure.

Démonstration. Notons F = spang2{S™f :n > 0}.

— : Supposons que f € H? est cyclique pour S i.e. F = H?. D’aprés le théoréme 1.1, il existe
une fonction intérieure ¢ et une fonction extérieure @ telles que f = Q. Soit g € F. Alors
par définition de F, il existe une suite de polynémes (py,)n>1 dans H 2 telle que fp, = ©Qpn
converge vers g dans H?. Comme ¢ est une fonction intérieure, |¢| = 1 m-p.p sur T et
donc on obtient que (Qpy)n>1 est une suite de Cauchy dans H 2. En effet, on a

1Qpn — Qpmlly = l9Qpn — ©QPmlly = [ fPn — fomll, — 0.

n,Mm—00

Par complétude de H?, (Qp,)n>1 converge vers un élément de H? noté h. Par unicité de
la limite, il vient que g = ¢h € @H?. Finalement, F = H? C @H?. On obtient ainsi que
H? = pH? et par conséquent la fonction constante égale a 1 appartient & pH? et ¢ = 1.
Donc f = @ est une fonction extérieure.

<= : Supposons que f € H? est extérieure. Puisque F est un sous-espace fermé invariant par S
de H?, alors d’aprés le théoréme 1.19, il existe une fonction intérieure © telle que F = O H?.
Par définition de F, f € F et donc f € ©H?. Or f est extérieure donc nécessairement ©
est une constante unimodulaire sur D (nous pouvons le voir d’aprés le théoréme 1.1). Ainsi
F = H? et f est cyclique pour S. O

Nous venons de voir, d’aprés le théoréme de Beurling, que les espaces uH?, pour u une fonction
intérieure, constituent I'ensemble des sous-espaces invariants fermés non triviaux de H? pour
I'opérateur du shift S. On peut alors aussi décrire explicitement les sous-espaces fermés de H?
invariants par S*.

Proposition 1.22. Les espaces modéles IC,, sont les sous-espaces invariants fermés non triviaux
de H? pour lopérateur S*.

Démonstration. Supposons que M est un sous-espace fermé non trivial S*-invariant de H2. Alors
VieM, Vge M, (f|Sg),=(5f|g),=0.

Dot Sg € M+ et S(ML) € M. Par suite, d’aprés le théoréme 1.19, il vient que M+ = uH?
avec u une fonction intérieure. Finalement, puisque H? = M @ M-, on obtient que M = IC,,.
De plus, on peut vérifier aisément que K, est bien un sous-espace fermé S*-invariant de H2. [
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Terminons cette section avec un résultat da & Halmos dans [69] montrant qu’il n’existe aucune
racine carrée pour S.

Théoréme 1.23 (Halmos, [69]). L’opérateur du shift S n’admet pas de racine carrée.

Démonstration. Procédons par 'absurde et supposons que c’est le cas i.e. il existe T € L£(H?) tel
que T? = S. D’ott T*? = S* et en posant D = T*, on a D? = S*. Regardons le lemme suivant,
qui nous permettra de conclure.

Lemme 1.24. L’opérateur D est surjectif et ker D = ker S* = Cky.

Démonstration. Par surjectivité de S* (via le fait que pour tout f € H?, S*Sf = f), pour
tout g € H?, il existe f € H? telle que ¢ = S*f = D?f = D(Df) avec Df € H? d'ou la
surjectivité de D. L’inclusion ker D C ker S* = Ckq est immédiate, et donc soit ker D = {0} soit
ker D = ker S*. Or, si ker D = {0}, alors D est injectif et par ce qui précéde inversible. Dans
ce cas, on a alors que D? = S* est inversible, une absurdité. Donc ker D # {0}. Finalement,
ker D = ker S*. [

Puisque D est surjectif, il existe en particulier g € H? telle que xo = Dg ol xo : 2 — 1. De
plus, on a nécessairement que g ¢ ker S* (sinon g € ker D et xo = Dg = 0 ce qui n’est pas le
cas). Finalement, puisque xo € ker S* = ker D,

S*g = D?g = D(Dg) = Dxo = 0.

C’est absurde puisque g ¢ ker S*, et donc D? # S* et S n’admet pas de racine carrée. O

1.2.3 Les opérateurs de Toeplitz
Soit ¢ € L>(T). L'opérateur de Toeplitz T, de symbole ¢ est défini par

T,: f € H* — Py (Myf) = Pi(pf) € H?, (1.10)

ot P, est la projection de L?(T) dans H? définie par (1.2).

Alors T, est un opérateur borné sur H? et vérifie ||T<PH£(H2) = ||¢|| - 11 vient aisément que
I'application ¢ € L*(T) —— T, € L(H 2) est linéaire isométrique. En particulier, celle-ci est
injective et, pour ¢, € L>=(T),

T, =Ty < o =1.

Proposition 1.25 ([57, Theorem 12.18]). Soit ¢ € H*, ¢ # 0. Alors T, est une isométrie si
et seulement si ¢ est une fonction intérieure.

Nous avons vu que l'application ¢ € L>® —— T, € L(H 2) était injective mais P'injectivité de
T, n'est pas tout le temps vérifiée. C’est ce que montre le résultat suivant.

Proposition 1.26. Soit ¢ € H*, ¢ # 0. Alors T, est injective. De plus, en notant u la partie
intérieure de @, on a
ker Tz = ICy.

En particulier, si ¢ est une fonction extérieure, alors T, et Tz sont injectives.

Démonstration. Soit f € ker(T,). Alors, puisque ¢ € H®, T, f = P, (¢f) = ¢f =0.O0r ¢ #0
presque partout sur T donc nécessairement f = 0 presque partout sur T. Par suite, ker(T},) = {0}
et T, est injective.

Montrons maintenant tout d’abord I'injectivité dans le cas des fonctions extérieures. Supposons
que ¢ est une fonction extérieure. Soit f € ker(T). Alors Tpf = Pr(@f) =0 et donc @f € HE.

Par suite, of € Hg etona f € Hg d’aprés la proposition 1.2. Finalement, f € H? NH2 = {0} et
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T est injective. Revenons au cas général. D’apres le théoréme 1.5, ¢ = uF avec u une fonction
intérieure et F' une fonction extérieure. D’ol

keI'T@:{fEHQZT@f:Tﬁf:TFTEf:O}
={feH?: Tyf =0}
={feH*:uf € H}} = H*NuzH? = K,. O

Terminons cette partie par une caractérisation du commutant {S}’ de l'opérateur du shift S
dans H? défini comme l’ensemble des opérateurs linéaires continus A de H? vérifiant AS = SA.

Proposition 1.27. On a {S} ={T, : p € H*}.

Démonstration. D’une part, 'inclusion D est claire car S =T, puis, pour ¢ € H*®, on a I'égalité
ST, = T.T, = T,T, = T,S. D’autre part, nous allons montrer que pour A € {S}, il existe
@ € H* telle que A =T,,. En effet, on a S*k) = Ak) et donc on obtient

S*A*ky = A*S*ky = A\A*k,.

D’oil, via le théoréme 1.16, A*ky € ker(S* — M) = Ck,. Considérons maintenant I’application

¢ : D — C définie par la relation A*ky = p(A)ky pour A € D. Pour f € H2 et A €D, on a

(AFYN) = (ASf | kxa)g = (F | A%kn)g = ©(A) (f [ ka)y = (M) f(N).
Ainsi of = Af € H2. Dot p € M(H?) := {f € H?: fg€ H?, Vg€ H*} = H® et A=T,. O

1.3 Autour des espaces de De Branges-Rovnyak non-extrémes

Soit b € H® une application non constante vérifiant ||b||, < 1. L’espace de De Branges-
Rovnyak est défini par

H(b) = (I — TyT;) 2 H?.

L’espace H(b) est un espace de Hilbert si on le munit de la norme et du produit scalaire
respectivement données par

11, = H(I—TbTE)%leb = HP(ker(IfTng))lfl‘

o f=U-TTp)f e HO),

et
(Flgh = (I =TI fi | L =TTp)a) = (fi] g1)y si g1 € (ker(I — TiTy)™

Remarque 1.28. En considérant I'opérateur de Toeplitz associé a b, Ty : H> — H? est une
contraction et nous avons d’aprés le théoréme de Lotto-Sarason [58, Theorem 16.18] : pour
fem, ,
T 2 2
feH(b) <= Tyf € H(b), et dans ce cas, ||l = Ifll5+ || T/l (1.11)
Nous obtenons alors aisément que (b) est contractivement contenu dans H2.
D’aprés le théoréme de Douglas [58, Theorem 16.7] et le fait que I — 13Ty, < I — T}T5, via |57,

Theorem 12.10], nous déduisons que H(b) est contractivement inclus dans H(b).

Nous considérerons dans la suite, pour un élément a € H*°, a #Z 0, 'espace image associé a Ty,
donné par

M(a) == M(T,) = T,H? = aH?,

muni de la norme,
ITeflasioy = N0 ) = || By 7, = 191 f € 2
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Remarque 1.29. Dans le cas ot b = u est une fonction intérieure, nous pouvons faire un lien
avec les espaces modéles de H2. En effet, puisque u € H*™ et |u| = 1 presque partout sur T, il
vient que T, est une isométrie d’aprés le théoréme 1.25 et pour tout f € H?,

ITuf gy = 1efllpey = 112 = lluflls-

Autrement dit, nous avons que pour tout g € M(u), [|gllpgy = llgllo- Par suite, uH? est un

sous-espace fermé de H? et nous avons M(u) = uH? ou = signifie I'égalité en tant qu’espace
hilbertien. Le théoréme suivant indique alors que, dans ce cas,

H(u) = (uH?) " = Kuet |fll,=flly, f€H(u).

Théoréme 1.30 ([58, Theorem 18.1]). L’espace H(b) est un sous-espace fermé de H? et hérite
de sa structure d’espace de Hilbert si et seulement si b est une fonction intérieure ou b = 0. De

plus, on a alors
M(b) = bH? et H(b) = H> 0 bH? = (bH?)™.

Le résultat suivant montre que la densité de H(b) dans H? n’est pas tout le temps vérifiée.

Théoréme 1.31 ([58, Theorem 18.3]). L’espace H(b) est dense dans H? (relativement a ||-||)
si et seulement si b n’est pas une fonction intérieure.

Le théoréme suivant donne la caractérisation d’espace de Hilbert & noyau reproduisant de

H(b).

Théoréme 1.32. Le noyau reproduisant de H(b) est donné, pour z,w € D, par

kY = (I — TyT3)k, = (1 — b(2)b)k, i.e. k(w) =

_ _ 1)
[l = v =

Remarque 1.33. Le noyau reproduisant de H(b) dépendant fortement de celui de H?, le fait
suivant nous sera utile pour son expression : pour ¢ € H*, Tgk, = ¢(2)k, pour z € D. En effet,
pour f € H?,

De plus

k)b

(Tok | )y = (ke | Tof)y = (ks | 0F) = 0T G) = 9) (ks | £y = (¢(ka | ).

D’autres résultats sur ce noyau seront explicités dans le cas non-extréme, traité dans la partie
suivante.

Démonstration. Puisque H(b) est contractivement contenu dans H2, et que H? est & noyau
reproduisant, il vient que I'évaluation f € H(b) — f(A) € C est continue pour tout A € D.
Donc, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique k% € H(b) tel que
) = (f | KS),. Alors, puisque f € H(b) = (I—Tng)%HQ, il existe g € H? O ker(I — Ty Tj) telle
que f=(I— Tng)%g et donc

1 1
fO) = (I =TTy)3g [ k) = (g1 (I =TTk ) .
Par définition du produit scalaire de H(b), on a
1
) = (I =TT | (I = TiTka ) = (F | (1 = TTp)hs), .
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Par unicité de la représentation, on déduit que
k = (I =TyTy)ky = k) — bb()\)k (L =b(A)b)ky.
Finalement, pour z € D,

1-— b()\)b
1— Xz

- O -

kb
)\( ) 1_|>\|2

et 5], = (18188), = =

Regardons dorénavant ’exemple du shift S et de son adjoint S* de plus prés sur H(b). Comme
cas particulier de [58, Theorem 18.12|, H(b) est invariant par T5 = S* et sa restriction & H(b)
notée X, : f € H(b) — S*f € H(b) est une contraction. Notons que, d’aprés [58, Theorem
18.22|, adjoint de X;, n’est pas S : pour f € H(b),

X;f = Sf—(f| Sbyb. (112)

Notons enfin que certains espaces de De Branges-Rovnyak peuvent étre vus comme des espaces
de Dirichlet harmoniques, avec des mesures bien choisies. Il a été montré que si D, = H(b), alors
log(1 —|b|*) € L*(T) et donc b est nécessairement un point non-extréme de la boule unité fermée
de H* (détaillé juste ci-dessous). De plus, en choisissant p = §¢ pour ¢ € T, alors il existe un
b tel que H(b) = D,, avec équivalence des normes. Néanmoins, si D,, = H(b), alors en particu-
lier = ¢y avec A € T et ¢ > 0. Nous pouvons nous référer a [37] pour plus de détails et exemples.

Puis, finissons cette section en remarquant que d’aprés [58, Theorem 18.2 et Corollary 18.6],
on a

o H(b) = H(b) = H? si et seulement si b=0;
e 7 (b) = {0} si et seulement si b est une constante unimodulaire et H(b) = {0} si et seulement
si b est intérieure;

o H(b) = H(b) = H? (avec une norme équivalente) si et seulement si ||b]| < 1.

Dans la suite, nous considérerons alors que b est non constante et que ||b]| = 1.

Plagons nous dans le cas out b est un point non-extréme de la boule unité fermée de
H®. Un théoréme dii & Arens-Buck-Carleson-Hoffman-Royden et repris par De Leeuw-Rudin
([78], [57, Theorem 6.7]) exprime que c’est le cas si et seulement si

/27r log(1 — b (¢)]) dt > —oc,
0

otl nous rappelons que b*(e?') := lim,_,;- b(re'’) est la limite radiale de b, définie presque partout
sur T. Considérons donc b vérifiant log(1 — |b*|) € L*(T). Alors il existe une unique fonction
extérieure a € H™ vérifiant a(0) > 0 et |a*|* 4 |[b*|* = 1 presque partout sur T. La fonction a
est donnée explicitement par la formule

o) = ([ 2 ogt1 - @) dm(@)). ol <1

Nous dirons dans ce cas que (a,b) forme une paire Pythagoricienne. Nous dirons de plus que
(a,b) € (HCR) si et seulement s’il existe § > 0 tel que

la(2)| + |b(z)| > 9, =ze€D. (1.13)

Nous pouvons nous référer a [58, Theorem 5.20] pour plus de détails, ainsi que le lien avec le
théoréme de la couronne.
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Dans le cas ou (a, b) forme une paire Pythagoricienne, il vient alors une simplification étonnante
de I'espace H(b). En effet, puisque I — 13T}, = I — Ty, = T1 — T|b|2 = T1—|b|2 = T|a|2 = TT,, en

notant A = (I — TgTb)% et B = Ty, nous obtenons d’aprés [58, Theorem 16.7] que

H(D) = M(Ty) = TeH>.

Remarquons de plus que Ty est injectif d’aprés la proposition 1.26 puisque a est une fonction
extérieure. Il existe ainsi une (unique) fonction f* € H? telle que Tif =Taf*.

En ré-écrivant (1.11) et en remarquant que, par injectivité de T,

2
5115 = 1Zas 1 = 17 Pagey = |[Pocerizn £+, = 15715

nous obtenons la caractérisation suivante des éléments de H(b) : pour f € H?,
feHD) < 3ft e H?, Tf =Taf", (1.14)

et, dans ce cas,

A2 = 11712+ (1717 (1.15)

Avec cette caractérisation, on peut expliciter quelques éléments classiques de H(b). Notons
néanmoins que nous avons déja que S*b € H(b) par l'expression (1.12).

Lemme 1.34. Les applications xo : z — 1, b et S*b sont des éléments de H(b).

Démonstration. Nous allons utiliser la caractérisation donnée par (1.14).

Pour f € H? et t € R, f(e) = Yo f(R)e™ don f(eit) = 34 f(R)e™™ et Pi(f) = f(0).
Alors

= b0) b(0
Tixo = Pr(5) = 5(0) = 2 p, @) = 7, ( 22 ¢ ma).
a(0) a(0)
et
1
fw=ﬂmﬁ=&uﬂﬁ%ﬂ—ﬂwzn<m)—R@GM@.
a

Enfin, d’aprés [58, Theorem 18.12], puisque b € H(b), alors Tx(b) = S*b € H(b). O
Remarque 1.35. Le lemme précédent 1.34 montre que b = ﬁ — a. Nous avons alors que
Hb*Hg = |lal3 + —i5 — 2 et donc

la(0)[?

1

1
WOF T ap

)

1611z = 115113 + [[6 |5 = l1BI13 + llal3 +

en utilisant le fait que |jal|3 + [|b]|5 = 1.
En utilisant que, pour f € H(b) et ¢ € H*®, (T;5f)" = Tz /1, nous obtenons que (S*b)T = —S*a
et donc

15705 = 157 bll3 + [15*all3 = [1BlI3 — [6(0)[* + llal3 — |a(0)[* = L — [b(0)|* — |a(0)[*,
~ 2
puisque [|S*f||5 = D on>1 )f(n)‘ pour tout f € H? (voir section 1.2.2).

42



D’aprés [58, Theorem 23.23], il est aussi bien connu que pour A € D, k) et bk sont des éléments
de H(b), et pour f € H(b), nous avons les décompositions suivantes :

b(A) T
ky), = f(N) + —=fT(\ t bky), = . 1.1
(F k), = FO) + 255 ) et (7] Bk, = 7o (1.16)
Notons, pour tout élément f de H(b), Pexistence d'une application g € H? vérifiant

bf =aft +zg p.p. sur T. (1.17)

En effet, Py (bf) = Tyf = Taf " = Py(af*). D'ou Pr(bf—af*) = 0et bf —af* € ker(Py) = HZ.
Autrement dit, il existe une fonction g € H? telle que bf — af* = zg p.p. sur T.

Au méme titre que (1.3), nous avons le méme phénomeéne dans les espaces H(b) : si (Ap)n>1
est une suite d’éléments de D, alors {k), : n > 1} est compléte dans H(b) si et seulement si
Yons1 (1= [An]) = 00 (i.e. (An)n>1 ne vérifie pas la condition de Blaschke) d’aprés |7, Théoréme
4.2].

Rappelons maintenant que I'opérateur du shift sur H? est défini par
Sf(z) = (M.f)(z) = zf(2), feH? zeD.

De plus, on a d’aprés (1.12) que pour f € H(b), Sf = X;f + (f | S*b),b. Comme b € H(b)
d’aprés le lemme 1.34, on en déduit que pour tout f € H(b), Sf € H(b). Autrement dit, lorsque
b est un point non-extréme, 'espace H(b) est invariant par S. Pour ne pas se tromper dans les
notations, nous noterons la restriction de S sur H(b) par Sy i.e. Sp: f € H(b) — Sf € H(D).

Proposition 1.36. Soit (a,b) une paire Pythagoricienne. Alors Sy : H(b) — H(b) est bornée
et de plus

1— [b(0)[?
196l £3(0)) = ~Je(0)] -

Démonstration. Le fait que Sy : H(b) — H(b) est borné découle immédiatement de (1.12) car
pour toute fonction f € H(b), on a Spf = X f + (f | S*b), b. On a, pour f € H(b),

Sy Suf = Sy (Xg f +(f | 570), b) = [+ (F | 570), Spb.
Or, d’aprés (1.12), pour f € H(b), on a aussi que Sy f = Xpf + (f | b), S*b d’ont
Sib = Xpb+ (b | D), S*b = S*b+ ||b]|7 S*b = (1 + ||b]|)S*b.

D’aprés la remarque 1.35, on a

1 *
lol; = oS Let |5°0]; =1~ [b(0)[* —|a(0)[".

Soit f € H(b). On a

15615 = (S5.So | £y = /1l +1a(0)] 7 [{f | 5°b)y?
< 1l + (@) 1715 157b; -

D’ou

1— [b(0)/*

S < /14 [a(O) 2 |5#0]lf = o
5ol < Y1+ 0@ 1781 = Y
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En considérant maintenant f = S*b € H(b), on obtient en particulier
1565705 = 115l + [a(0)| =2 (157 b][; -

Puisque [|S,S*b||7 < HSbH%(H(b)) |S*b||7, on obtient en divisant par ||S*b||7 # 0 que

2
1 —[b(0)]
|a(0)]
Le résultat en découle immédiatement. De plus, comme [b(0)|* + a(0)]* = 1 —[|S*b||} < 1, on en

déduit que |a(0)|* < 1 — [b(0)|* d'ott [a(0)] < /1 — [BO)[* et [1Ss]| 2757y > 1- O

1S6ll ey = /1 + la(O) 7 57b2 =

Nous avons caractérisé par le théoréeme 1.16 le spectre ponctuel et le spectre de S et S* sur
H?. Nous allons voir que nous retrouvons quasiment les mémes propriétés pour Sy et Sy # Xy
sur H(b), bien que cela soit bien plus délicat & prouver.

Théoréme 1.37 ([58, Theorems 24.4 et 24.5]). Le spectre ponctuel et le spectre de Sy et S} sont
respectivement donnés par

JP(Sb) = @, U(Sb) - ﬁ:

et
D C op(Sy), o(S;)=D.

Comme xq : z — 1 € H(b) et H(b) est invariant par S, il suit que les polynoémes appartiennent
a H(b). Nous avons méme mieux que cela puisque le résultat suivant montre la densité des
polynomes dans H(b).

Théoréme 1.38 ([58, Theorem 23.13|). L’ensemble des polynémes analytiques P est dense dans
H(D).

Enfin, finissons cette partie en rappelant que dans le cas ol b est un point extréme de la boule
unité fermée de H* (i.e. [;log(1—|b]) dm = —o0), par exemple dans le cas ou b est une fonction
intérieure et H(b) = K est 'espace modéle associé, alors H(b) n’est pas invariant par S et en
particulier b ¢ H(b). La question de la cyclicité de S, dans H(b) n’a alors pas de sens dans ces
espaces, que nous ne considérerons donc pas dans les travaux de cette thése.

Le diagramme ci-dessous représente les différents espaces étudiés dans ce chapitre et leurs
différents liens.

Espaces de fonctions
analytiques de D

-
- | ~
-
- S
~
~

-
-

Espaces g N B,S:rgman | Espaces de Dirichlet
|

As D, D, D(1)
Espaces de Hardy .
- HP .
e - \\\ /:l
Espaces de }%eurling \\
G)IH Espaces de De Branges-Rovnyak
: H(b)
L / N
Espaces modélesj__ / N,
- 9 R . v
Ke = (6H") H(D) extrémes H(b) non-extrémes
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Premiére partie

Cyclicité de opérateur du shift a droite
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CHAPITRE 2

LCYCLICITE ET PROBLEME DE COMPLETUDE DANS LES
ESPACES DE DE BRANGES-ROVNYAK

L’objectif de ce chapitre est de trouver une caractérisation des vecteurs cycliques pour S, dans
H(b). Précisons dés maintenant que le cas ot b est un point extréme de la boule unité fermée de
H*> (i.e. log(1 — |b|) ¢ LY(T)) n’est pas a considérer puisque la question de la cyclicité pour le
shift S n’a alors pas de sens comme vu précédemment. Ainsi, 'ensemble des résultats qui vont
suivre sont considérés dans les espaces de De Branges-Rovnyak non-extrémes dont
certaines propriétés ont été rappelées dans la section 1.3.

Tout d’abord, puisque op(S;) O I d’aprés le théoréme 1.37, nous obtenons que S, n’est ni
hypercyclique ni supercyclique d’aprés le lemme 1.15. En revanche, d’aprés le théoréme 1.38, la
fonction xg : z — 1 est cyclique pour Sp.

Remarquons que Xj est une contraction sur H(b) donc n’est pas hypercyclique d’aprés le
lemme 1.14. Cependant, de fagon similaire au résultat de Rolewicz pour S* (théoréme 1.18), R.
Alhajj a montré dans [6] que AX}, est hypercyclique si et seulement si |A| > 1. Plus généralement,
elle a montré que si b est un point non-extréme de la boule unité fermée de H>® et p € H™®,
alors 'opérateur de Toeplitz Tg i f € H(b) — Py(@f) € H(b) est hypercyclique si et seulement
si ¢ est non constante et (D) N'T # O (voir [6, Theorem 4.2]).

Commencgons par quelques résultats simples sur la cyclicité de Sp.
Lemme 2.1 (|52, Lemma 3.1|). Soit f € H(b). Alors f est cyclique pour Sy si et seulement s’il

eziste une suite de polynomes (pn)n>0 vérifiant |1 — p, f||, — 0.
- n—o0

Démonstration. Supposons que f est cyclique pour Sp. Alors
spany ) (Sy f:n >0) ={pf:p€P}=H(D).
Soit g € H(b). Puisque 1 € H(b), il vient par définition qu’il existe une suite de polynomes
(pn)nZO telle que
Ipnf — 1Hb — 0.
n—oo

Réciproquement, supposons maintenant qu’il existe une suite de polynémes (p,)n>0 telle que
lonf — 11|, — 0. Soit p € P. Alors I'application M, : g € H(b) — pg € H(b) est bornée. En
n o

effet, pour p(z) = legv:o arz® € P, on a M,g(z) = Z}ivzo arzFg(z) = Zé\;g arSFg(z) et
N

Mgl <> lakl 1151 ) gl -
k=0
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Donc on obtient
[P f) = plly < [[Mpll llpnf =1, — 0.

Soit g € H(b). Par densité de P dans H(b) (voir le théoréme 1.38), il existe une suite de polynémes
(gn)n>0 telle que ||g, — g||, — 0. Autrement dit, pour € > 0,
- n—oo

AN €N, Vn 2 N, [[p(oaf) - pll < 5, (2.1)
et il existe ¢ € P telle que
la—gll, < 5.
Finalement, la propriété (2.1) étant vraie pour tout p € P, on a en particulier avec p = g,
Vn = N, llgpnf = glly < llgpnf —ally + lla —gll, < &
Ainsi, g € {pf :p € P} = spany e (Sy' f : n > 0) et f est cyclique pour Sp. O

Lemme 2.2. Soit f € H(b). Supposons que f est cyclique pour Sy. Alors f est extérieure.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.1, puisque f est cyclique pour S, il existe une suite de
polynomes (py)n>0 telle que ||p, f — 1|, — 0. D’ou, comme #(b) est contractivement contenu
- n—oo
dans H?, il vient que ||p,f — 1|, — 0. Ainsi f est un vecteur cyclique pour S dans H? et
n oo

d’aprés le théoréme 1.21, f est une fonction extérieure. O

La cyclicité de Sy a été initiée par S. Grivaux et E. Fricain dans [52| puis largement étudiée par
A. Bergman dans [16]. En particulier, il a été montré que si (a,b) € (HCR) et b est extérieure,
alors b est un vecteur cyclique pour Sy, (voir [52, Proposition 5.7]). Nous pouvons en fait nous
passer de ’hypothése (HCR). Nous avons pour cela besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit n > 0. Il existe un unique polynéme P, € P,, l'ensemble des polynomes de
degré exactement égal a n, tel que TP, = z".

Démonstration. Notons P<j, I'ensemble des polynéomes de degré inférieur ou égal & n. Alors,
comme a(0) # 0, on vérifie aisément que Tz € P<y, et que Ty : P<, — P<, est donc bien
défini. De plus, comme a est une fonction extérieure, Ty est injective d’aprés la proposition 1.26
et donc Ty est une bijection de P<,, dans P<,. En particulier, il existe un unique P, € P<,, tel
que Tz P, = 2". Enfin, si P, € P<j pour k < n, alors TgP, € P<j, et donc TgF, # 2". Ainsi, on
obtient nécessairement que P, € P,. ]

Corollaire 2.4. Supposons que b est extérieure. L’élément b € H(b) est cyclique pour Sp.

Démonstration. Soit h € H(b) telle que h L bz™ pour tout n > 0. Alors, d’aprés 1’expression
(1.15),
0=<(h|bz"), = (h|bz")y+ <h+ ] (bz")+>2.

Or, via les propriétés de la paire Pythagoricienne et le lemme 2.3, on a que
T(b2") = Py([b]* 2") = Py ((1 — |a]*)2") = 2" — Tz(az") = Ta( Py — az"™) € M(a).
D’ou, par identification et unicité de la représentation, (b2")" = P, — az™ et
<h+ | (bz”)+>2 = <h+ | Pn>2 — <T5h | z”>2 = <h+ | Pn>2 — (h | bz"),.

On obtient que 0 = (k™ | P,),. Comme P, € Py, on a que \/(P, : n > 0) = P et par densité
des polynomes dans H?, hT = 0. Par suite, par la relation Tyh = Tgh™ = 0, nous déduisons que
h = 0 puisque b est supposée extérieure et donc b est bien un vecteur cyclique pour .Sp. [
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2.1 Préliminaires et outils fonctionnels

2.1.1 Quelques détails sur les espaces H(b) et la cyclicité de S,

Un outil important lors de ’étude d’un espace a noyau reproduisant est 1’algébre des multipli-
cateurs associée. Considérons alors 1'algébre des multiplicateurs de H(b) définie par

M(H (b)) :={p € Hol(D) : pf € H(b), Vf € H(b)}. (2.2)

En utilisant le théoréme du graphe fermé, nous pouvons voir que si ¢ € 9MM(H (b)), alors opérateur
de multiplication M, par ¢ est borné sur #(b). Si nous posons [[¢|lon3 () = HM@”ﬁ(H(b))’ alors
M(H (b)) est une algebre de Banach, ou L£(H(b)) est I’ensemble des applications linéaires conti-
nues sur H(b) muni de sa norme usuelle. Nous pouvons remarquer que 9(H (b)) € H*NH(b), ou
I'inclusion est en général stricte. De plus, lorsque log(1—[b|) € L(T), il est connu que cet algébre
posséde beaucoup d’éléments : Hol(D) C 9MM(H (b)) d’aprés [58, Theorem 24.6]. En particulier,
pour tous A € D et p € P, les fonctions k) et p sont des multiplicateurs de H(b).

Nous déduisons le résultat suivant, portant sur le noyau reproduisant ky dans 2 (#H(b)).

Lemme 2.5. Soit |p| < |[Solz(30))- Alors

N
"tz —k — 0.
7;)#/ & # N—oo

M(H (b))

Démonstration. Soient z € D et p € C telle que |u| < HS’JHZ(lﬂ(b))-

Par développement en série entiere de k,, : 2 — (1 — z)~! € Hol(D), ku(z) = >, 5 B"2" et
N — PN N :

ku(z) = Yoo "2 = 3,5 N1 B"2". D'ot, en remarquant que |pf [[Soll z(3p)) < 1, on obtient

par les propriétés du reste d’une série (géométrique) convergente,

< Y 1 ey = D B ISP 2w

N
ku(z) — Z "
n=0

MH(E)  n=NHL o
< 3 Il ISy 2, O D
n>N+1

Il a été montré dans [52] que si fi, fo € M(H (b)), alors f1 f2 est cyclique pour Sy si et seulement
si fi et fy sont cycliques pour Sp. Nous pouvons trés légérement améliorer ce résultat dans un
sens, c’est I’'objet du lemme suivant.

Lemme 2.6. Soient fi € M(H (b)) et fo € H(b). Si f1 et fo sont cycliques pour Sy, alors fi fo
est cyclique pour Sp.

Démonstration. Supposons que fi € MM(H (b)) et fo € H(b) sont cycliques pour Sp. Soit € > 0.
Alors il existe un polynome p tel que |[pfi — 1||, < € et il existe un polynéme q tel que

£
qfo =1y £ i
| Iy 1P lomeo)

Ainsi fi fo est cyclique pour Sy :

Ipafife — 1, < llpafife —pfilly + llpfr = Uy < IPAllopgey lafe =, +e <26 O

Ce résultat nous permet de répondre & une question posée dans [52]. En effet, il a été remarqué
que si (a,b) € (HCR) et b extérieure, alors pour tout A € D, bk est cyclique pour Sp. Les auteurs
ont posé la question de savoir si ce résultat est vraie sans ’hypothése (HCR). Nous pouvons
répondre positivement & cette question.
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Corollaire 2.7. Pour tout A € D, bk est cyclique pour Sp.

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.4, b est cyclique pour Sy. De plus, ky € IM(H (b)) et k) est
aussi cyclique pour Sp. En effet, il suffit de considérer la suite de polynémes (py,)n>0 constante
définie par p,(z) = 1 — Az qui donne que ||p,kx — 1|, = 0 dans le lemme 2.1. Ainsi, d’aprés le
lemme 2.6, bk) est cyclique pour Sp. O

Le résultat suivant est une trés légére généralisation d’un résultat de densité qui apparait dans
[52, Lemma 2.1].

Lemme 2.8. Soient F' C D un ensemble avec un point d’accumulation dans D et ¢ € C telle que
le| < 1. Alors
spangy) (ky — cbky : pp € F) = H(D).

Démonstration. Adaptons la preuve de [52, Lemma 2.1|, valable sur D. Soient u € F et h € H(b)
telle que h Ly (k, — cbk,,). D’aprés les égalités (1.16), on a

0= (h |k, — cbk,), = h(u) +

Autrement dit, on a (ah)(pu) = —(bh™)(u) +ch™(u) = (=b(u) +)ht(1).
L’application z — [ah — (¢ — b)hT](z) étant analytique sur D et F' étant un sous-ensemble de
D ayant un point d’accumulation dans ID, on déduit que

ah = (=b+2)h" sur D. (%)

En multipliant par b, on obtient bah = (— |b|* + eb)ht = —(|b|* — €b)h" sur D. En utilisant la
relation de la paire Pythagoricienne (a,b), |a|” 4 |b]” = 1 p.p. sur T, on déduit via un passage
aux limites radiales que

a(bh —ah™*) = —(1 —¢b)h™ p.p. sur T.

Par suite, puisque |1 —¢b| > |1 — c|[b]| > 1 —[c| > 0 et a# 0 p.p. sur T, on a

bh — ah* ht
———— = ——p.p.-sur T.
1—-¢b a

£ 1 e
extérieure et h* € H?. De plus, puisque Py (bh —ah*) = Py (bh) — Pr(ah™) = Tyh — Tzh* =0,
bh —aht € H? et, comme (1 —e¢b)~! € H®, on a % € H?. Finalement, % € H>n HZ = {0}
et h™ =0 sur D. Ainsi h =0 sur D d’aprés (x) d’ott

Remarquons alors que % € H? d’aprés la proposition 1.2 puisque B oo g2 (T) avec a une fonction

spany, () (ky — cbky 1 p € F) = H(b). O

Ce dernier résultat est utile en particulier pour obtenir de nouveaux exemples de vecteurs
cycliques pour Sp. C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.9. Soit ¢ € C vérifiant |c| < 1. Alors 1 — cb est cyclique pour Sp.

Démonstration. Prenons h € H(b) telle que h Ly (1 — ¢b)2z™ pour tout n > 0. Dans ce cas, on
obtient
(h| (1 —cb)z"), =0, neN.

Considérons p € C tel que |u| < HSbHZ(lH(b)) < 1. Alors en particulier
dn (| (1= b)z)y = (| (1= bz, =0, neN.

50



Par linéarité, on obtient également que

N
VN €N, <h| (1 — cb) Z kzk> (%)
k=0

b
Or, d’aprés le lemme 2.5, on a que
N
Zﬁkzk - — 0.
N—oo
k=0 M(H(b)

Par conséquent, par passage a la limite dans (x), on déduit que (h | (1 — ¢b)ky), = 0. Ainsi, on
déduit que h = 0 sur D en considérant D (O, HSbHZ(lH(b))> dans le lemme 2.8. Finalement,

spany ) (Sy (1 — ¢b) 1 n > 0) = spany ) ((1 — ¢b)2™ : n > 0) = H(b),
d’ot la cyclicité de 1 — ¢b pour Sp. O
Exemple 1. Pour tout A € D, k‘l)’\ est cyclique pour S. En effet, pour A € D, remarquons que
kf’\ = (1 — b(A\)b)ky. Puisque ‘b()\)‘ < 1, alors (1 — b(A)b) est cyclique pour S, d’aprés le lemme

2.9. De plus, ky € M(H (b)) est cyclique pour S, donc nous obtenons que kl)’\ est cyclique pour
Sp en utilisant le lemme 2.6. On obtient ainsi une généralisation de [52, Proposition 5.7] qui a
été prouvé avec I’hypothése (a,b) € (HCR).

Dans la théorie des espaces de De Branges-Rovnyak #(b), la famille des mesures d’Alexandrov-
Clark associée au symbole b se révéle étre un autre outil important. Rappelons que pour b dans
la boule unité fermée de H* et pour o € T, il existe une unique mesure de Borel finie et positive

to sur T telle que
1—[b(2)” 1— |22
[1—ab(z)]? /T Focp Wald)  zED. (2.3)

La famille {piq }aeT est appelée la famille des mesures d’Aleksandrov-Clark de b, dont 1'existence

2 —
est donnée par le théoréeme d'Herglotz [57, Corollary 3.7 puisque z — % = Re (%fgg)

est une fonction harmonique (étant la partie réelle d’une fonction holomorphe de D) et positive
sur . En utilisant les propriétés classiques de I'intégrale de Poisson, on voit que si on fait tendre
z radialement vers ¢ € T dans (2.3), on obtient que

(a)

dpia
Fa=7 _aab ot |[FalQ) = 5m (€), pp-CeT, (2.4)

(a)

ol pg~ est la partie absolument continue de la mesure p,, et d,ua @) /dm correspond a la dérivée
de Radon-Nikodym par rapport & la mesure de Lebesgue m. En particulier, F,, € H? pour tout
a € T. Nous pouvons nous référer a [58, Section 24.5| pour de plus amples détails. Nous avons
également, pour a € T, ’égalité suivante :

T _ abT k‘/\ = (1 — ab) ()\)kb\, A eD.

Alors T —a T est un opérateur défini sur un domaine dense de H2. Le résultat suivant rassemble
quelques propriétés utiles pour la suite sur cet opérateur Ty T5-

Lemme 2.10 (|58, Theorems 24.23 et 29.16]). Soit o € T. Alors
(i) On a T\ -aTF est une isométrie de H? dans H(b) et

spanyy (1 @) 0> 0) = Ty T 2.
(ii) On a Tl,abTE est surjective si et seulement si la mesure o est absolument continue par

rapport a m.
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Comme déja vu en section 1.3, un important sous-espace de H(b) est M(a) = aH? muni de
la norme image définie par

lafllpme = Ifll2,  f € H?.

Il est connu que M (a) est contractivement contenu dans H(b) (voir [58, Theorem 23.2]), signifiant
alors que pour tout f € H?, af € H(b) et

laflls < llafll vy = 112 (2.5)

De plus, nous pouvons caractériser la densité de aH? dans H(b) en termes de fonctions dites
rigides. Rappelons a ce titre qu'une fonction f € H!, f # 0, est dite rigide si, pour toute
fonction g € H', g # 0, 'hypothése que

arg(g) = arg(f),  p.p.surT,

implique l'existence d’une constante réelle et positive A telle que g = Af. Il vient alors que les
fonctions rigides de H', de norme égale a 1, coincident avec les points exposés de la boule unité
fermée de H'! (voir [58, Theorem 6.15]). Remarquons que si b(0) = 0 et si la mesure d’Alexandrov-
Clark pq de b est absolument continue par rapport & m pour « € T, alors d’aprés (2.3) et (2.4),
la fonction F,, = a/(1 — @b) est de norme égale & 1 dans H2. Rappelons aussi que pour presque
tout o € T, puq est absolument continue par rapport & m d’aprés [58, Theorem 24.19]. Le résultat
suivant permet donc de caractériser la densité de aH? via cette notion de fonction rigide.

Théoréme 2.11 (|58, Corollary 29.4]). Soit b un point non-extréme de la boule unité fermée de
H®. Supposons que b(0) = 0 et prenons o € T telle que po est absolument continue par rapport
a m. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) Le sous-espace aH? est dense dans H(b).
(ii) La fonction F? est rigide.

Nous terminons cette partie par le calcul de gt pour certains g € H(b). Celui-ci nous sera utile
dans I’étude du probléme de complétude relatif & la cyclicité.

Lemme 2.12. Soient f € H(b) et A € D. Alors fky € H(b) et

(fEa) " = fTha+ Aag(%) kx, (2.6)

ot g € H? est définie par la relation (1.17).

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que ky € IM(H(b)) et donc fky € H(b). D’aprés la
relation (1.17), on a

T5(fkx) = Py (bfky) = Py(afTkx +Zgky) = Py(afTkx) + Py (Zgky).

Notons que ky € H® et P, (Zgky) = Ag(\)ky. En effet, pour h € H*, on a les égalités suivantes :

(h | Py (zgha))y = (h | 2gka)y = (29h | ka)y = AR = Ag(X) (h | k)y = (| 3gDk ),

On conclut par densité de H*® dans H?. Enfin, en utilisant que ky = Tx (a]Zf\)>, on a

. =T (ft i @ — 7| £t @
Ty(fka) = Ta(f kA)+Ta<a()\)kA) =15 (f kx + a()\)k‘x)-

L’égalité suit par identification dans la caractérisation (1.14). O
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2.1.2 Transformée de Cauchy et fonction de distribution

Introduisons ici la transformée de Cauchy définie pour une fonction f de L'(T) par

[

Cf(z) -G

dm(¢), =z € C\T.
Remarquons que C'f € Hol(C\T) et, plus précisément, pour z € D,

Ci(z) =Y fm)e", fln) = /T HOT" dm(c), n>0.

n>0

Celle-ci est bien définie et vérifie plusieurs propriétés qui nous seront utiles pour la suite. Nous
pouvons nous référer a |36, 57| pour certains détails sur ces transformées. Notamment, pour une
fonction f € Ll('I['), nous avons les quatre propriétés suivantes.
1. OnaCf € ﬂ0<p<1 HP et,si f > 0m-p.p., Cf est extérieure. En effet, via la décomposition
de Jordan de la mesure réelle du = fdm, f = (fi — f2) +i(f3 — f1) € L(T) avec f; > 0,
i=1,...,4. Par linéarité, C'f = C'f1 —C fo+1i(C f3—C f4). Considérons alors g > 0 m-p.p..
On a, pour z € D,

Refca(e)) = e ([ 2L an©) = [aome (112 dmo

_ / o ©O2=FCO ey > 0.
T {l—zd

D’aprés le deuxiéme point de la proposition 1.2, C'g est une fonction extérieure de HP pour
0 < p < 1. On déduit finalement que C'f;, pour i =1, ..., 4, est une fonction extérieure de
HP pour 0 < p < 1. Par somme, C'f € HP pour tout 0 < p < 1 et si de plus f > 0 m-p.p.,
Cf est extérieure.

2. On a Cf =0 sur D si et seulement si f € F&. En effet, avec I'écriture en série sur DD, on a

~

Cf=0sur D+ f(n)=0 Yn>0
= [HOT dm(©) =0 =0
<:>/Tj’(<)§"dm(§):0 Vn >0
s F(n)=0 V¥n>o.

Le résultat suit d’apreés le théoréme des fréres F. et M. Riesz |36, Theorem 3.1].

3. Ona C(f)— f=f(0)—C(f) p.p. sur T. En effet, soient ( € T et z € D. Alors

¢ ¢ 1P
-1 _ —
+C—z+<—5 ](—z\w

et on obtient

¢
(—=z

- [s@ am@+ [ 55 am@)+ [ 1)

T (—z

Autrement dit, on a




et donc

—f(0) + (Cf)(2) + C(f)(2) = (P)(2)-
Le premier point implique que, pour f € L*(T), Cf a des limites radiales presque partout.
De plus, (Pf)(2) —C> f(C) lorsque z tend radialement vers ¢ (pour presque tout ¢ € T).
z—

On conclut finalement que presque partout sur T,

o~ -~

—fO)+Cf+C(f)=fet Cf — f = f(0) = C(f).

4. Side plus f,g € H?, alors (f | gky)y = C(fg)()\) pour tout A € D. En effet, pour f,g € H?
et €D, on a

(ks = [ 1O am(0) = Clra ),

1

Il suit du premier point qu’en particulier C'f € N'* la classe de Smirnov. En général, C'f ¢ L(T)
mais nous avons une version plus faible due a Kolmogorov (|36, Proposition 3.4.11]). Pour ce
faire, rappelons que L(l]’OO (T) est I'espace des fonctions mesurables h : T — C telles que

1
An(t) =0 <t> , lorsque ¢t — oo,

ou, pour t > 0, A\p(t) =m ({C € T: |h(¢)| > t}) est la fonction distribution de h. Notons que cet
espace contient les fonctions de L!(T) et qu’il est stable par L°°(T).

1. Ona LY(T) C L(l)’OO(T). En effet, pour h € LY(T) et t > 0,

Pl =t </|h(C)>t dm(o) - /1rﬂl'h(o>t ami¢) = /h<<>|>t MOl dm(©), 2, 0

par le théoréme de convergence dominée puisque h € L(T).
2. Stabilité par L=(T) : si h € Ly™(T) et ¢ € L°(T), alors ph € Ly™(T). En effet, si ¢ = 0,
le résultat est trivial. Sinon, en supposant ¢ Z 0, puisque

[CET: |p(QR(Q)] > t} {c €T |h(C)] > M}

nous déduisons que
t

tm ({C € T: [p(QR(Q)] > 1)) < tm ({C € T: o)l > MD

t t
— el Ah( ) 0,
ol ™ ol )+

puisque h € Ly™(T).
Théoréme 2.13 (Kolmogorov). Soit f € L'(T). Alors Cf € Ly™(T).

En particulier, la transformée de Cauchy C envoie L'(T) dans Hy'™ := Ly (T) N N't. Nous
avons deux représentations des fonctions de H& "> dues a Aleksandrov (|2, 36, 63]), données par
le théoréme suivant.

Théoréme 2.14 (Aleksandrov). Soit f € H&’Oo. Alors, pour tout z € D, on a

o f(©)
fz) = Jim /|f<A L amc), (2.7)
et
f(0) = L /mSA 1f_(cz) : dm(¢). (2.8)
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En utilisant ce théoréme d’Aleksandrov & deux reprises, nous déduisons le corollaire suivant
L : 1
caractérisant les fonctions constantes dans H,™.

Corollaire 2.15. Soient f, f € H&’OO. Alors f est une fonction constante.

Démonstration. D’aprés (2.7), puisque f € H&’OO, pour tout z € D, on a

flz) = lim/| &dm(g): lim /If Mdm(g).

A—+o0 ﬂSA 1-— Zz A—+oo |<A 1-(z

Or, puisque f € Hé’oo, (2.8) donne

| 70 _
Jim /|f dm(¢) = £(0).

<al=¢z

On conclut que f(z) = f(0) pour tout z € D et par suite que f est une fonction constante. [

2.2 Un probléme de complétude en lien avec la cyclicité

Nous allons montrer une intéressante connexion entre les vecteurs cycliques de Sp et un pro-
bléme de complétude. Ce lien va nous permettre d’utiliser le lemme 2.12 afin d’obtenir plusieurs
conditions suffisantes pour la cyclicité dans la section prochaine. Nous commencons en premier
lieu par nous placer dans I’espace de Hardy H? afin de motiver nos résultats dans (b).

2.2.1 Probléme de complétude dans I’espace de Hardy H?

Lemme 2.16. Soient (An)n>1 C D wérifiant 3, ~1(1 — [Ay]) = oo et f € H? une fonction
extérieure. Alors
spang2(fky, :n > 1) = H>.

Démonstration. Soit ¢ € H? telle que ¢ Lo fky, pour tout n > 1. Alors

0="{(p| fkr.)o = C(of)(An).

Puisque C(pf) € NT C N s’annule en (A,),>1 vérifiant Y, -1 (1 — [An]) = 00, on a C(f) =0
sur . En particulier, il existe ¢ € HS telle que of = 1) et par suite ¢ = £. On déduit que

goeHQOFg:{O}puisqueG:%ENJrﬂLZ(T):H? O

e

Lemme 2.17. Soient (A,)n>1 C D vérifiant Y, <1 (1 — [Au|) = oo et f € H? avec f = 0f. ou 0
et fo sont respectivement les parties intérieure et extérieure de f. Alors

spang2(fky, :n > 1) = 0H%

Démonstration. Puisque f. € H? et ky, € H*, I'inclusion C est claire. Il nous reste seulement &
considérer I'inclusion O : soient h € H? et p € \/(ky, : n > 1). Alors, puisque # est une fonction
intérieure,

10h = pflly = 10k — pOfelly = [[h — pfell> -

Comme f, est une fonction extérieure, d’aprés le lemme 2.16, il existe ¢ € \/(ky, : n > 1) tel
que ||h —qfell; < €. En prenant p = g, on obtient que ||k — pf||, = ||h —pfe|ly < € et donc
6h € spangz(fky, :n > 1). O

Les deux lemmes précédents 2.16 et 2.17 permettent de déduire trivialement le corollaire
suivant.
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Corollaire 2.18. Soient (An)n>1 C D vérifiant 3, (1 — [Ay]) =co et f € H?2. Alors
spangz(fky, :n > 1) = H* <= f est extérieure.

Remarque 2.19. Justifions dés maintenant ce choix de considérer des suites qui ne vérifient
pas la condition de Blaschke. Le but étant d’énoncer des résultats globaux sur des fonctions
extérieures de H? et H(b), il arrive qu'il existe alors des familles (fky,)n>1 non complétes dans
H? pour (A\n)n>1 une suite de D vérifiant la condition de Blaschke > o (1 — [A,|) < oco. En
effet, considérons par exemple la fonction extérieure f : z — 1 4 z et supposons alors que
(An)n>1 C D est une suite de Blaschke. Posons maintenant ¢ = Bz € H? ou B est un produit
de Blaschke associé a la suite (A,),>1. Remarquons alors que

(| fhxn)o = (Bz | (1+2)kx, )y = (Bz | kx, )y + (Bz | 2k, ),
= MBOw) + (B Ex)s = AB(O) + B(An) = 0.

Dot ¢ L spanga(fky, :n > 1) et spangz(fky, : n > 1) # H?, bien que f soit une fonction
extérieure.

Cet exemple met aussi en lumiére le fait bien connu suivant (1.3), qui suffit aussi a justifier ce
choix : si B est le produit de Blaschke associé a la méme suite de Blaschke (A;;),>1, alors

spanyp(ky, :n > 1) = H>© BH? # H.

2.2.2 Probléme de complétude dans H(b)

Dans cette partie, nous allons discuter du probléme de complétude de la suite (fky, )n>1 dans
H(b), ot f € H(b) et (Ap)n>1 C D vérifie Y (1 —|\,|) = co. Commencons par une premiére
observation.

Lemme 2.20. Soient (An)n>1 C D vérifiant 3 <1 (1 —|An]) = 0o et f € H(b). Si

spangywy (fka, 1 n > 1) = H(b),
alors f est une fonction extérieure.

Démonstration. Soient p € P et € > 0. Alors il existe une fonction g € \/(fky, : n > 1) telle que
lp — gllp < e. D’aprés (1.15), on a que ||p — g||l2 < €, et donc p € spang:(fky, : n > 1). Or, P
est dense dans H?, d’ou

spange (fky, :n>1) = H?

On conclut avec le corollaire 2.18, impliquant que f est extérieure. O

Remarque 2.21. Nous pouvons donner une seconde preuve de ce résultat. En effet, en supposant
que spany ) (fky, 1 n > 1) = H(b), et en remarquant que 1 € H(b) C H?, on a alors que
1 € spang(fky, :n > 1) = 0H? ot 6 est la partie intérieure de f d’aprés le lemme 2.17. Donc
1 € OH?, et il vient que # est une constante unimodulaire par unicité de la décomposition 1.5.
Autrement dit, f est une fonction extérieure.

Ainsi, lors de 'étude de la complétude de (fky, )n>1 dans H(b), nous supposerons sans perte de
généralité que f est une fonction extérieure. Rappelons que la cyclicité de Sy fait intervenir
I'espace fermé engendré par 2" f, n > 1, ou f € H(b). Nous allons faire un lien avec l'espace
fermé engendré par kyf, || < HSb”Z(lH(b))' C’est I'objet de ce prochain lemme, inspiré par [57,
Theorem 5.5].

Lemme 2.22. On a
spangn(p () (2" 1 1 > 0) = spangyzye)) <ku sl < HSb”Z(lH(b))) . (2.9)
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Démonstration. Procédons par double inclusion.

D : Le lemme 2.5 implique que k, € spanm(H(b))(z” : n > 0) en considérant la suite de
fonctions (Zﬁfzo ﬁ”z”) Voo L’inclusion découle par linéarité et passage a I’adhérence dans
M(H(D)). )

C : Soit n € N. Remarquons que, pour n = 0, on obtient I'inclusion souhaitée puisque
LV =koeV (ku ) < HSbHZ(lH(b))). La suite est inspirée de [57, Theorem 5.5].

2im

Pour n > 1, considérons ¢ := e~ , une racine n-iéme de l'unité. Considérons aussi, pour
-1 .
0 <7 < ISbll £ 24y 1 fonction

kr“'k’r{_}—'”_‘_kj’f'cn_l_nko —1
- € \/ (ks 11l < 1ozt

Montrons alors que g,(2) — 2" dans M(H(b)). En effet, tout d’abord, pour z € D,
r—

gr ‘=

1
gr(z) = — PRk STk L ST ke ik

nrn
k>0 k>0 k>0

- nr” (Z Clk)
k>1

Remarquons maintenant que, pour ¢* # 1, Yo Clk = 1{}5: = 0. De plus, par propriété

de I’exponentielle complexe, (¥ # 1 si et seulement si n { k. Autrement dit, on obtient que

1 n sik=nl, [ € N*
e ¢k =0sik¢nN

Ainsi, en sommant sur les multiples de n, on obtient
1 In_in _ llnln (llnln
= — E 'z g 7l et gr(z E
T:TL
>1 I>1 1>2
d’ou

n —1)n n n (1
l90(2) = 2 lamgraceyy < D 1Sl Zy = D 7™ IS0l Sirate

1>2 1>1

i ml " S6l ey
= 1150 2oy 2 | (7 10 cimeey) | = iy
1>1

Ainsi, on obtient que 2" € spangy () (/{# Hpl < HSbHZ(IH(b))> en considérant la suite de

fonctions (g) . I’inclusion découle par linéarité et passage a I’adhérence dans

0<r <11l 2 (340

M(H(D)). O

Nous déduisons immédiatement le résultat suivant qui propose une nouvelle approche de la
cyclicité pour le shift dans Pespace H(b).

Corollaire 2.23. Soit f € H(b). Alors

spany (2" f 1 > 0) = spangyy (kuf = |l < ISzl ) -

En particulier, f est cyclique pour H(b) si et seulement si
sponyay (R f = 11l < 1Sl 2y ) = HO).
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Le lemme suivant exhibe un sous-espace fermé invariant par Sp. Notons que dans [5] une
description "similaire" & celle de Beurling des sous-espaces invariants par S; est donnée.

Lemme 2.24. Soient f € H(b) et (An)n>1 C D\{0} wvérifiant >_,~ (1 — [An]) = oco. Alors
spangyw) (fka, 1 m > 1) est un sous-espace fermé invariant par Sp.

Démonstration. Observons tout d’abord que, puisque A\, # 0 pour tout n > 1, on a
1 1 ,1—-XAz—1 1

Su(fkn,) ==2f iy Ju s

1— 2 An 1—\2z An

Il est alors suffisant de prouver que f € spany ) (fky, : » > 1). Supposons le contraire et
procédons par I'absurde : f ¢ spany ;) (fka, : n > 1). Alors il existe h € H(b) telle que h Ly, fky,
pour n > 1 et (h | f), # 0. D’oti, d’aprés les décompositions et expressions (1.15) et (2.6),

0= (h | fha,)y = (b | fhx)g + (R | (x0T,

(f + fEx,)-

= ] b (0 | PR )+ 220
= COT)() + O TR0 + 222 ()

En multipliant par a()\,,), on obtient que
0= a(A)C(hf)(An) + Q(An)c(h+F)(An) + Ang(An) T (An).
Puisque C(hf), C(hT f+) € Nt, Papplication z — aC(hf) + aC(ht f+) 4+ zght e NT Cc N
s'annule en (\,)p>1 C D vérifiant >, <, (1 — [A\y|) = 0o donc aC(hf) + aC(h+?+) +zght =0
sur . En particulier, 7_ o
a(0)C(hf)(0) + a(0)C (R f)(0) =0,

et puisque a(0) # 0, on obtient la contradiction suivante :

0=C(hf)(0)+C(TFF)0) = (| flo+ (BT [ fH)y=(h]f)y-

Donc f € spang ) (fky, : n > 1) et on déduit finalement la stabilité de spang(fky, :n > 1)
par S, par linéarité et passage a 'adhérence dans H(b). O

Ce dernier corollaire, déduit du lemme 2.24 et du corollaire 2.23, permet de donner enfin
une caractérisation des vecteurs cycliques pour Sp en faisant le lien avec notre probléme de
complétude.

Corollaire 2.25. Soit f € H(b) une fonction extérieure. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) La fonction f est cyclique pour Sp.

(1t) Pour toute suite (An)n>1 C D wvérifiant Y, -1 (1 —|A\,|) =00, on a

spany ) (fkx, 1 n > 1) =H(b).

Démonstration.
(i) = (i) : Considérons (Ay)p>1 C D vérifiant 3 o, (1 — [Ay]) = oo et prenons f € H(b)
cyclique pour Sp. Sans perte de généralité, on peut supposer que pour tout n > 1, A, # 0.
D’apres le lemme 2.24, Spspany, ) (fka, :n > 1) C spany ) (fky, : n > 1). En particulier, pour
tout p € P, pf € spanyp(fka, :n > 1) et donc

spany ) (pf : p € P) C spany g (fka, :n > 1).
Or, puisque f est cyclique pour Sy, on déduit que spanH(b)(fk)\n :n > 1) =H(b).

(13) = (i) : Soit (A\p)p>1 C D (O, HSbHZ(ly(b)))- On déduit que ), 5 (1 — [Ay]) = o0 et alors
spanyp (fkx, : n > 1) = H(b) par hypothese. L'implication est vérifice avec le corollaire 2.23.
0
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2.3 Reésultat principal : une condition suffisante

Théoréme 2.26. Soit f € H(b) une fonction extérieure.
Si % € L>(T), alors spanypy(fky, : n > 1) = H(b) pour toute suite (An)n>1 C D vérifiant
Y n>1(1 = [Au]) = 0. En particulier, f est cyclique pour Sp.

Démonstration. Soient (A,)p>1 C D une suite vérifiant Y, (1 — [A,]) = oo et h € H(b) telle
que h Ly fky, pour n > 1. En suivant les mémes calculs que dans la preuve du lemme 2.24, on
obtient directement que

aC(hf) 4+ aC(hT f+) + zght = 0 sur D. (%)
En passant aux limites radiales, on obtient que
aC(hf) +aC(hT f+) 4+ zgh™ =0 p.p. sur T.
Rappelons que g € H? vérifie bf = af* + zg p.p. sur T d’aprés (1.17), d’ott 'égalité
aC(hf) 4+ aC(hT f+) —afth*t +bfh™ =0 p.p. sur T.
En multipliant par b et en utilisant la relation |a|® + [b|> = 1 p.p. sur T, on obtient que
a (EC'(h?) +bC(hTfF) — bfr*fﬁ') + (1 —la*)fhT =0 p.p. sur T.

Puisque a # 0 et f # 0 p.p. sur T, on déduit que
1/, = = —_— = — ht
; (bC(hf) L BO(hYFF) — bfFht — af;ﬁ) " op surT.
a
Or, puisque h € H(b), il existe hy € H? telle que bh = @ht + Zhy p.p. sur T d’aprés (1.17) d’ou
Jr

} (BC(RT) +BORHTT) = BT —Bhf + 2k f ) = *h? pp- sur

Posons maintenant ¢ = hf +htf+ € LY(T). Alors on a que

R WO —)+Ef

a f
Par suite, % e Nt N Ly™(T) = Hy™ puisque
o % €N+t car ht € H> C N et a € H® est extérieure ;

o C(p) — ¢ € Ly™(T) d’apres Iinclusion L'(T) € Ly*(T) et le théoréme de Kolmogorov
2.13;

o % € L*°(T) par hypothése et d’aprés la propriété de stabilité, %(C’(go) — ) € L(l)’oo(']l‘) ;

(C(p) = ¢) — zh1 p.p. sur T.

|| <=

e zhy € LA(T) C L)(T) c Ly™(T).
De plus, on a également que % e Nt N Ly™(T) = Hy*™ puisque
h+ b ———— b —— _
= = —?(C(@ —¢) —zh1 = —?W’(O) —C(9)) — zh1 p.p. sur T.
D’aprés le corollaire 2.15, on a alors que % est une constante que nous notons ¢ € C. D’aprés le
théoréme d’Aleksandrov 2.14, on déduit que
b(Z) (Ai — -
———=((0) —C(p z)—zhlz:c, z € D.
o) (0) = C(@)(2) (2)
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En évaluant cette égalité en z = 0, et en remarquant que C/(¢ = [re(¢ = »(0), on
obtient que
b(0)

7o) (PO - c<¢><o>) ~o0.
Ainsi h™ = 0 et on conclut que aC(hf) = 0 sur D i.e. C(hf) = 0 sur D d’aprés (x). Enfin,
il existe alors 1 € H{ telle que hf = ¢ sur D ie. h = £ € H? ﬂFg = {0}, puisque l'on a
h=%eN*NL*T) = H% O

C=———7=

\_/
/—\

sl

Remarque 2.27.

1. Notons que la condition suffisante que € L*°(T) pour avoir la cyclicité n’est pas né-
cessaire. En effet, considérons b(z) = <= et f(z) = z — i pour z € D. Alors f € H(b)
et f(1) = 1—1i # 0. Dans ce cas, f est cyclique pour S, d’apres [52, Corollary 4.2] et
nous avons bien spany ) (fky, : n > 1) = H(b) pour toute suite (Ay)p>1 C D vérifiant

Y11= [An]) =00 d’apres le corollaire 2.25. Cependant, % ¢ L>(T).

2. La condition suffisante & 7€ L*°(T) implique en particulier que 1’ensemble

Z(f) =< ¢eT:liminf|f(2)]=0p Co(b):=¢¢eT:liminf|b(z)] <1,
z—( z—(
z€D zeD
ou o(b) est le spectre au bord de b. En effet, supposons qu’il existe ( € T tel que ¢ € Z(f)
et ¢ ¢ o(b). Alors d’une part, il vient qu’il existe une suite (zp,)p>1 C D vérifiant z, — ¢

et | f(zn)| — 0. D’une autre part, puisque ¢ ¢ o(b), nous avons lim, ¢ |b(2)| = 1 et donc
|b(z,)| — 1. Nous obtenons donc une contradiction avec E L>(T).

Finalement, nous déduisons ce corollaire donnant & la fois une derniére condition suffisante
simple a vérifier et une caractérisation de la cyclicité de 'élément b € H(b).
Corollaire 2.28.

1. Soit f € H(b) vérifiant infp | f| > 0. Alors f est cyclique pour Sy.

2. La fonction b est cyclique pour Sy si et seulement si b est extérieure.

Démonstration.

1. Puisque infp | f| > 0, alors d’une part f est extérieure d’ apres la proposition 1.2 et d’autre
part ? € H®. Puisque b € H*, on a en particulier que % b e L°°(T). On obtient finalement
la cyclicité de f d’aprés le theoreme 2.26.

2. Tout d’abord, d’aprés le corollaire 2.25, b est cyclique pour Sj si et seulement si pour toute
suite (An)n>1 C D vérifiant 3 o, (1 — [A]) = oo, spanyp (bky, : n > 1) = H(b). Or,
puisque 1 € L°°(T), on obtient cette égalité par le théoréme 2.26 si b est extérieure. De
plus, si b est cyclique pour Sy, alors b est extérieure d’aprés le lemme 2.2. ]

Exemple 2. On peut alors retrouver ’exemple 1 et le corollaire 2.7.
1. Soit A € D. Alors k§ € H(b) et pour tout z € D,

—b(M)b(2)
1— Xz

L 1=lb)

0.
9 >

k3 (=) =

Dong, il suit d’apreés le corollaire 2.28 que kl)’\ est cyclique pour Sp.

2. Si b est extérieure et A € D, alors bk est extérieure comme produit de deux fonctions
extérieures. De plus, b/bky = 1/ky = 1 — Az € L*°(T). Ainsi, le théoréme 2.26 implique
que bk est cyclique pour Sp.
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Dans la proposition 2.9, nous avons montré que si |¢| < 1, la fonction 1 — ¢b est cyclique
pour Sp. Nous allons retrouver ce résultat avec le corollaire 2.28 et caractériser complétement la
cyclicité de 1 — ¢b en fonction du paramétre c.

Corollaire 2.29. Soit ¢ € C. La fonction 1 — cb est cyclique pour Sy si et seulement si on a l'un
des trois cas suivants :

e |c|] < 1.

o |c| =1 et uz < m.

o |c| >1 et 1—cb est extérieure.

Démonstration. Nous allons traiter les 3 cas correspondant respectivement a D, T et C\D.

1. Pour |¢| < 1, infp |1 —¢b| > 1—]c¢| > 0. Donc 1—cb est cyclique pour Sy, d’aprés le corollaire
2.28.

2. Pour |c| = 1, notons ¢ = ¢. D’aprés le lemme 2.10 (i), on a
spatly ) (1 —cb)z" :n > 0) = T1—EbTF§H2,

a
1-&b°
Sy si et seulement si TlfngF?HQ = H(b). Or, il vient d’aprés le lemme 2.10 (i) que cela est
équivalent au fait que ¢ est absolument continue par rapport a m i.e. uz < m.

ou Fy est la fonction extérieure de H 2 deéfinie par Fe = D’oii, 1 — ¢b est cyclique pour

3. Pour |c| > 1, supposons que 1 — ¢b est extérieure. Rappelons que d’aprés le corollaire 2.23,
1 — ¢b est cyclique pour Sy, si et seulement si

spanyy (p) ((1 —cb)ky 1 |A| < HSbHZ(ly.[(b))) = H(b).
Soit f € H(b) telle que f Ly (1 — cb)ky avec |A| < HSb\|Z(1H(b)). D’aprés (1.16), on a

b(A
0= (7 1 (1= by = {F [ haly = 2F [ Bha)y = ) + 200 70—
Dot a(A)f(A) + b(A)fT(X) —eft(A) = 0. Or, application 2z — (af + bf T —¢f")(z)
étant analytique sur D, on a af +bf™ —¢f™ = 0 sur D d’aprés le principe du prolongement

)
a(\)

analytique appliqué a D (0, HSbHZ(lH(b))). En multipliant par @, on déduit que

a f+a(b—2)f" = (1— ) f +ab—c)ft =o0.

Or, puisque f € H(b), il existe g € H? vérifiant bf = af* +zg p.p. sur T d’aprés (1.17) et
on a, p.p. sur T,

0=(1—[bo*)f+ (b—72)(bf —Zg) = f —cbf — (b—)Zg.

On obtient ainsi presque partout sur T que

(b—2)zg = (1 —b)f et bfé: fqég.

D’une part, on a % € H? car f € H? et |b—¢| > |¢| — |b] > |c| —1 > 0. D’autre part, on a
L - 2 ¢ L?(T)NN* = H? car 1 — cb est extérieure et zg € H?. Donc, en remarquant
b—c 1—cb ’

que (1igcb> (0) =0, % € H>N HZ = {0} et f =0 d’ou la cyclicité de 1 — cb. O
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2.4 Quelques caractérisations et applications

Le but de cette dernicre section est de caractériser les fonctions f et les suites (Ay)n>1 de
D vérifiant »,~1(1 — [An]) = oo telles que spany ) (fka, : n > 1) = H(b). C'est l'objet des
résultats suivants, qui s’appuient aussi sur des résultats de A. Bergman de [16].

Ce premier résultat se déduit instantanément de |16, Theorem 2| et du corollaire 2.25.

Corollaire 2.30. Soient (Ay)n>1 C D vérifiant 3, (1 — [A]) = 0o et f € H(b) une fonction
extérieure. Supposons de plus qu’il existe deuxr ensembles E, FF C T tels que

() EUF =T;
(ii) a=txg € L*(T) et f~'xp € L=(T).
Alors spangypy(fkx, :n > 1) = H(b).

On peut alors retrouver le résultat suivant, que nous avons déja avec les corollaires 2.25 et
2.28.

Corollaire 2.31. Si b est une fonction extérieure, alors spanyy)(bka, :n > 1) = H(b).

Démonstration. Considérons les ensembles

p={ceriolz 5} ar={ceTiaer <3}

Alorsona EUF =T et a~lxg € L®(T) C L*(T) et b=txp € L*(T) puisque

1 2
<2sur Fet —— < — sur F. O

1
|a(C)] b ~ V3

A. Aleman et B. Malmann ont montré par [5, Theorem 5.11] que si € est un sous-espace fermé
invariant de Sy, alors dim(€ © S€) =1 et si Y € £ S SpE, alors

E=E&y = {gEH(b):ZGH2,2w+€H2}. (2.10)

Avec cette description, nous pouvons donner une caractérisation des espaces H(b) pour lesquelles
la suite (fky, )n>1 est compléte pour toute fonction extérieure f € H(b).

Théoréme 2.32. Soit (A\,)n>1 C D vérifiant Y, <, (1—|\,|) = co. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Pour toute fonction extérieure f € H(b), spany ) (fky, :n > 1) =H(b).
(ii) Le sous-espace aH? est dense dans H(b).

Démonstration.
(i) = (i) : Supposons sans perte de généralité que pour tout n > 1, A, # 0. Puisque f est
extérieure, on a d’aprés le lemme 2.24 que

Sp spany ) (fkx, :n > 1) C spang ) (fky, :n > 1).

D’apres (2.10), il existe alors ¢ € H(b) telle que

spany e (fka, 1n > 1) = {g e H(b): % € H2,%¢+ € H2} =: &y.

De plus, comme aH(b) C aH? C H(b), a € M(H(b)) et on déduit que a&y C Ey. D'ont
a spanyp) (fky, :n > 1) Cspang e (fka, 1 n > 1). (2.11)
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Montrons maintenant que aH? C span»H(b)(fk)\n :n > 1). Soient h € H? et ¢ > 0. D’aprés le
lemme 2.16, il existe ¢ € \/(ky, : n > 1) tel que ||h —qf|, < 5. Aussi, d’aprés (2.11), on voit
que aqf € spanyy)(fky, :n > 1) donc il existe p € \/(ky, : n > 1) tel que [lagf —pf|, < 5. On
déduit alors, d’aprés (2.5), que

lah —pfll, < llah —aqfll, + llagf —pfll, < [k —aflly + llagf —pfll, <e.

Ainsi, aH? C spany ) (fk, : n > 1). Par hypothese (i), aH? étant dense dans H(b), on déduit
que spany ) (fky, :n > 1) =H(b).

(1) = (4i) : Remarquons que
\/(akz;m :n > 1) C aH? C H(D).

Or, en particulier, d’aprés (i), on a spanyy(aky, : n > 1) = H(b) puisque a est extérieure, d’ott
la densité de aH? dans H(b). O

Corollaire 2.33. Soit (An)n>1 C D wérifiant 3_,~ (1 — [Ay]) = oo. Supposons que b(0) = 0 et
prenons a € T telle que po est absolument continue par rapport ¢ m. Alors les deux assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) On a spany ) (aky, :n > 1) = H(b).
(i) La fonction F? est rigide.
Démonstration.
(1) = (i4) : Puisque
\/(ak;m :n > 1) C aH? C H(D),

il vient d’aprés (i) que aH? est dense dans H(b). Ainsi, d’aprés le théoréme 2.11, F2 est une
fonction rigide.

(i) = (i) : Supposons maintenant que F? est rigide. Alors, d’aprés le théoréme 2.11, aH? est
dense dans H(b). Ainsi, le théoreme 2.32 implique que spany ) (aky, : n > 1) = H(b). O

Enfin, en combinant nos résultats avec ceux de Bergman de [16], nous pouvons, dans deux cas
particuliers, caractériser notre probléme de complétude.

Corollaire 2.34. Soit uy la mesure d’Aleksandrov-Clark de b associée au point 1 et qu’on suppose
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Supposons que ¢ = 125 = Fp ot F?
est un point exposé de H' et p un polynome s’annulant en Cq,...,¢ s € T, s > 1. Soient de plus
(An)n>1 C D wérifiant 3, <1 (1 — [An]) = 0o et f € H(b) une fonction extérieure. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) On a spany ) (fka, :n > 1) = H(b).
(i) Pour tout 1 <i<s, f(¢) #0.

Démonstration.
(79) = (i) : |16, Theorem 1] montre que (¢7) implique la cyclicité de f pour Sp. On conclut alors
avec le corollaire 2.25, f étant supposée extérieure.

(i) = (ii) : Remarquons que 1 € H(b) = spany ) (fkx, : n > 1). Soit € > 0. Alors il existe
g€ V(kx, :n>1)tel que |1 — fq|, <e. Pour 1 <i<s,ona

11— f(G)a(G)| < Ce, 11 = faqll, < Cge.

D’ou f(¢;) # 0 pour 1 < i < s puisque ¢ est choisi suffisamment petit. O
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Remarque 2.35. Les hypothéses du corollaire 2.34 sont vérifiées lorsque b est une fonction
rationnelle de la boule unité fermée de H* et qui n’est pas un produit de Blaschke fini. Dans ce
cas, a est aussi une fonction rationnelle et les points {; qui interviennent dans la condition (i)
correspondant aux zéros de a sur T.

Le casou b = 1%1 avec I une fonction intérieure non constante a été étudié par Fricain-Grivaux

par [52, Theorem 5.1], et repris par Bergman avec [16, Proposition 12].

Corollaire 2.36. Soient (An)n>1 C D vérifiant 3, -1 (1 — |Ay]) = oo et f € H(b) une fonction

extérieure. Soient b = % et o1 la mesure d’Aleksandrov-Clark associée a I. Alors les deux

assertions suivantes sont équivalentes :
(i) On a spany ) (fka, :n > 1) = H(b).
(i) On a fi,, #0 o1-p.p.

Démonstration.
(ii) = (i) : |16, Proposition 12] montre que (i7) implique la cyclicité de f pour S,. On conclut
alors avec le corollaire 2.25, f étant supposée extérieure.

(i) = (ii) : Remarquons que 1 € H(b) = spany;)(fkx, : » > 1). Soit & > 0. Alors il existe
g€ \(ky, :n>1) tel que ||[1 — fql|, < e. Pour ¢ € supp(oq), on a

11— f(Qa(O] < Cc It = faqll, < Cee.

D’ou f(¢) # 0 pour ¢ € supp(o1) puisque ¢ est choisi suffisamment petit. O
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CHAPITRE 3

CYCLICITE ET IDENTITES DE BEZOUT

Rappelons que ce chapitre est consacré a ’étude de la cyclicité de 'opérateur du shift sur des
espaces de fonctions analytiques de D, dans un cadre beaucoup plus général que les applications
précédentes. La méthode est basée sur deux outils :

1. un théoréme de la couronne avec contréle des solutions;
2. le théoréme taubérien d’Atzmon 0.9.

Cette méthode pour étudier la cyclicité via un théoréme de la couronne a été initiée par J. Roberts
dans [90] puis reprise par O. El-Fallah, K. Kellay et K. Seip dans [49] et récemment dans [41].
Notre cadre général va nous permettre de retrouver certains résultats bien connus dans certains
espaces, tels que les espaces de De Branges-Rovnyak ou les espaces de Dirichlet-Besov et les
espaces de type Dirichlet.

3.1 Présentation du contexte et résultats préliminaires

3.1.1 Cadre général

Notons dans la suite |||/ , la norme associée a un espace vectoriel normé X, (- | -) le crochet de
dualité entre X et son dual topologique X* et notons 'application x,, : z € D —— 2" pour n € N.

Soit X un espace de Banach de fonctions analytiques sur D vérifiant les trois hypothéses
classiques suivantes :

Pour tout A € D, l'application Ey : f € X — f(A) € C est continue. (H1)
Pour tout f € X, x1f € X. (H2)
L’ensemble des polynomes P := \/(Xn :n > 0) est dense dans X. (H3)

Notons que (H1) signifie que pour tout A € D, Ey € X*. Autrement dit, pour tout A € D, il
existe une constante ¢ > 0 telle que

pour tout f € X, [f(MN)] <cllf]lx-

En particulier, la convergence dans X implique donc la convergence ponctuelle dans . L’hypo-
thése (H2) signifie que x1 € M(X), lalgebre des multiplicateurs de X dont nous rappelons la
définition

MX) ={peX:pf e X, VfeX}.

Le lemme suivant nous permettra de considérer la question de la cyclicité pour le shift dans X.
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Lemme 3.1. Soit f € M(X). Alors My :g € X — fg € X est borné.

Démonstration. Soit g € X. Utilisons le théoréme du graphe fermé : soient (gn)n>0 une suite
d’éléments de X telle que g, j Oet Mygn, j g dans X. D’apreés (H1), on a, pour tout A € D,
n o n [o.¢]
gn(A) —> 0 et (Mpgn)(A) = fF(A)gn(A) —> g(A). Or, si gn(A) — 0, alors f(A)gn(A) — 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo
Par unicité de la limite, g(\) = 0 pour tout A € D d’ou g = 0. Ainsi, My : X — X est borné. [

En posant || f|loyx) = HMf”L(X)’ nous obtenons que 9 (X) est une algébre de Banach. En
particulier, via (H2), nous en déduisons que le shift S': f € X — x1f € X est borné. Notons
aussi que P C M(X).

Introduisons maintenant une algébre de Banach A, commutative et unitaire, satisfaisant les
trois hypothéses suivantes :

On a I'une des deux conditions : (H4)

ACMX). (H4a)

A C X et P est dense dans A. (H4b)

Pour tout A € D, l'application f € A+~ f(X) € C est continue. (H5)

Il existe C' > 0 et A > 1 telles que pour tous f1, fo € A vérifiant (H6)

0 <6 <|fil+|fal sur Det [[fill 4+ [l fall4 <1,

o o
il existe g1, g2 € A telles que f1g1 + fogo =1 sur D et Hg1HA7 ||92HA < SA°

Notons que I'hypothése (H6) signifie que A vérifie un théoréme de la couronne avec controle des
solutions. Il est bien connu que cette hypothése (H6) est satisfaite pour A = H*> avec A > 2 dans
[29, 104, 107]. V. Tolokonnikov a aussi montré que A = D5 N A(D) pour 1 < p < o + 2 satisfait
(H6) avec A > 4 dans [105]. Enfin, S. Luo a montré que (H6) est satisfaite pour A = 9M(D(u))
pour i une mesure de Borel positive et finie sur D avec A > 4 dans [79]. Le cas des espaces de
De Branges-Rovnyak #(b) ot b est rationnel mais n’est pas un produit de Blaschke fini a été
étudié dans [60]. Nous reviendrons sur l’ensemble de ces exemples en derniére section 3.3.

3.1.2 Préliminaires et divers faits techniques

Le but de cette section est de rassembler quelques conséquences directes des hypothéses pré-
cédentes et de déduire quelques propriétés utiles pour la suite.

Lemme 3.2. Soit X vérifiant (H1) a (H3). Alors

1. On aM(X) C H®NX et il existe une constante c; > 0 telle que pour tout f € M(X), on
a

e + 1 lloe < et [1F lamcaey -

2. Si on suppose de plus que M(X) = H>® N X, alors il existe une constante co > 0 telle que
pour tout f € M(X), on a

c2 [ fllancaey < 1l + 1o -
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Démonstration.
1. Soit f € M(X). Comme xo=1€ X, ona f=fyo€ X et

1 Le = 1 x0lle < 1 lonay xoll x -
D’autre part, notons que ’application MJ}“ : X* — X* est bien définie et, d’aprés (H1),
pour tout A € D, Ey € X*. Alors, pour tout g € X et tout A € D, on a
(9| MFE\) = (Myg | Ex) = (fg | Ex) = f(Ng(\) = fF(N) (g | BEx) = (g | F(NEN) -
On déduit par dualité que M7E\ = f(A)E) et donc

[FONEA e < Mgl oy 1B 2 -

Remarquons que (xo | Ex) = 1, d’oit E) # 0 et, en divisant par ||[E)||« # 0, on obtient
lf(N)] < HMfHE(X) = [|fllon(x)- Autrement dit, f est bornée sur D et || f[|o < ||fllogn(x)- De
plus, puisque f € X C Hol(D), f € H*® et

11l + 1o < (ixollx + D) 1 loncay -

Le résultat vient en posant ¢ = [|xol|» +1 > 0.

2. Equipons H>® N X avec la norme suivante

[fllsox = Iflly + 1l feHTNX,

On vérifie aisément que (H>*NX, ||-||, x) est un espace de Banach. Considérons maintenant
I’application identité
it feMAX)— fe H°NAX.

Alors, d’aprés le premier point, 7 est continue et on obtient I'existence d’une constante
cz > 0 telle que ¢ || fllon(xy < [[flloo 2 d’aprés le théoréme d’isomorphisme de Banach. [

Le but de ce chapitre est d’étudier les vecteurs cycliques pour I'opérateur du shift S dans X.
Adoptons alors pour ce faire la notation suivante

e
flx ={pf:peP} , feX.
Il est alors clair que f est cycliqgue pour S dans X si et seulement si [f], = X.
Remarque 3.3. Il n’est pas difficile de voir que f est cyclique pour S dans X si et seulement si
1 € [f]y- En effet,
e si f est cyclique pour S dans X, alors [f]xy = &, et puisque 1 € X, 1 € [f]x;

e soient g € X et € > 0. D’aprés (H3), il existe un polynome ¢ € P tel que || —g|» < 5.
De plus, si 1 € [f]x, alors il existe un polynéme p € P tel que |[pf — 1|, < Wm(?{)’ Ainsi

pq € P et

Ipas = glly < llpaf = allx + la = gl < lallonr IS = 1l + 5
< lgllgne) s+ = =<
=M@ Y gllggay 2

d’otu la cyclicité de f pour S dans X.

Remarque 3.4. D’aprés (H1) et la remarque précédente 3.3, il vient que si f est cyclique pour

S dans X alors f(A) # 0 pour tout A\ € D. En effet, puisque 1 € [f]x, il existe une suite

de polynémes (p,)n>o telle que p,f — 1. Donc, d’aprés (H1), on a que pour tout A € D,
- n—o0

Pr(A) f(N) — 1. On obtient ainsi que f(A) # 0 pour tout A € D.
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Lemme 3.5. Soit X vérifiant (H1) a (H3). Soient f € X et ¢ € M(X) deux vecteurs cycliques
pour S dans X. Alors fy est cyclique pour S dans X.

Démonstration. Soit € > 0. Puisque ¢ est cyclique pour S dans X, il existe p € P tel que

&
1. < =,
lpe — 1|, < 5

De plus, d’aprés (H2), p € P C M(X), et p € M(X) don pp € M(X). Maintenant, puisque f
est cyclique pour S dans X, il existe g € P tel que

3

laf =1y € 77—
7 2 pellangy

Finalement, on obtient

Il fepg — 1|l < |l fepg — pollx + Ipe — 1| 4

€
< llep(af = Dllx + 3
< Ipelon, llaf = 1l + 5 < IPellngay gT—r——+ 5 =
= 1Pl 17— e = WPl gy T2 0
d’ou la cyclicité de fo pour S dans X d’apreés la remarque 3.3. O

Corollaire 3.6. Soit X vérifiant (H1) a (H3). Soit f € M(X) un vecteur cyclique pour S dans
X. Alors, pour tout N € N*, la fonction fV est cyclique pour S dans X .

Démonstration. On procéde par récurrence. Supposons que fV est cyclique pour S dans X' pour
un certain N € N*. Alors, d’aprés le lemme 3.5, on obtient que fNT1! est cyclique pour S dans
X puisque f € M(X) lest également. O

Le lemme suivant permet quelque soit la condition (H4) vérifiée d’obtenir un controle de la
norme de f dans X par rapport & celle de f dans A.

Lemme 3.7. Soient X vérifiant (H1) et A vérifiant (H4) et (H5). Alors il existe une constante
¢y > 0 telle que pour tout f € A, on a

1l < callflla-

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que quelque soit la condition (H4), on a bien le résultat.

e Si (H4a) est vérifiée, alors A C M(X). Considérons i : f € A+ f € M(X) linjection
canonique. Nous allons montrer la continuité de ¢ en appliquant le théoréme du graphe
fermé : soit (fn)n>0 une suite d’éléments de A telle que f,, — f dans Aet f,, — ¢

- n—oo n—oo

dans M(X). D’aprés (H5), pour tout A € D, on a f,(A) — f(A). De plus, d’apres le

lemme 3.2, il existe une constante c¢; > 0 telle que
72 = 9O < 1 = 0llo < €1 o~ Gllnizy —2 0.

Ainsi, pour tout A € D, f,,(\) — g(A). Par unicité de la limite, f(A) = g(\) pour tout

A € D. On obtient alors f = g et par suite la continuité de 7. Dans ce cas, il existe une
constante cg > 0 telle que pour tout f € A, on a

1 F oy < el flla- (3.1)

On conclut avec le lemme 3.2.
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e Si (H4b) est vérifiée, alors A C X et on obtient le résultat directement en appliquant le
théoréeme du graphe fermé a 'injection canonique i : f € A +—— f € X en combinant (H1)
et (Hb5). O

Pour un élément f € A, notons par Z; I'idéal fermé de A engendré par f i.e.

—— A
Ip:={9f:9€ A} . (3.2)
Lemme 3.8. Soient X vérifiant (H1) a (H3) et A vérifiant (H4) et (H5). Alors pour tout f € A,
onaZy C[f]x.

Démonstration. Montrons en premier lieu que pour g € A, gf € [f]x. Soit g € A.

Supposons que (H4a) est vérifiee. Alors A C MM(X) et il suit d’aprés le lemme 3.2 que g € X.

Il existe donc par (H3) une suite de polynomes (py,)n>0 telle que ||p, — gl —> 0. Comme
- n—oo

feACMX), on obtient alors ||p,f — gfl 4 — 0 et donc gf € [f]x-

Supposons maintenant que (H4b) est vérifice. Alors A C X et P est dense dans A. Il existe
donc une suite de polynémes (pn)n>0 telle que ||p, — gl| 4 — 0. Puisque A est une algebre de
- n—oo

Banach et que f € A, on a
Ipuf — a1 < 1L llpn — e — 0.

On obtient alors d’aprés le lemme 3.7 que ||pnf — gf] + - 0 et donc gf € [f]x.

Considérons maintenant ¢ € Zy. Il existe une suite (¢n)n>0 de A telle que |[¢nf — ¢ 4 — 0.
Or, d’apres le lemme 3.7, on déduit que |[¢nf —¢| 5 — 0. Or ¢, f € [f]x, qui est un sous-
ensemble fermé de X', donc on conclut que ¢ € [flx et Iy C [f]x. O

3.1.3 Quelques outils fonctionnels

Introduisons maintenant deux hypothéses supplémentaires utiles pour appliquer le théoréme
d’Atzmon, et qui viennent compléter (H1) a (H6).

x1 € A. (H7)

Il existe C'> 0 et p € N tels que pour tout n € N, on a |[x,| 4 < CnP. (H8)

Nous allons utiliser de temps & autre jusqu’a la fin de ce chapitre la notation A < B signifiant
qu’il existe une constante C' > 0 telle que A < CB.

Lemme 3.9. Soient X vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypotheéses (H5),
(H7) et (H8). On a

1. o(x1) =D, ot o(x1) correspond au spectre de x1 dans A.

2. Hol(D) C A.

3. Pour tout |\| > 1, on a

o AP
H(Z —A) HA S (N[ = 1)pT
Démonstration.

1. D’apres (HB), il existe C' > 0 et p € N tels que

IXTllg = lIxnll 4 < CnP.

On obtient alors que le rayon spectral de x; vérifie r(x1) < 1, et donc par définition
o(x1) C D. Maintenant, prenons A € D et supposons que A — 1 est inversible dans A. 11
vient alors qu’il existe f € A telle que (A — x1)f = 1. On obtient une contradiction en
évaluant cette expression en . Ainsi D C o(x1) et D C o(x1), le spectre étant un fermé.
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2. Soit f € Hol(D) de la forme f(z) = >, ~oanz" pour |z| < 1. D’aprés |57, Theorem 5.7],
il existe alors une constante ¢ > 0 telle que a,, = O(e™") lorsque n — oo. Donc, d’aprés
(H8), on a

|an] [Ixnll 4 S nPe™*
L’application g = ), anxn définit donc une fonction de A. D’aprés (H5), puisque la

convergence dans A implique la convergence ponctuelle dans I, on déduit que f = ¢ et
donc f € A.

3. On a, pour [A| > 1, z— -1 € Hol(D) et

1
z—)\:_i :_Z)\nJrl

n>0

Ainsi, d’aprés (H8), pour |A\| > 1,

- Xl
H(Z_)‘) 1HA < Z Wnﬁ‘ = Z |)\‘

n>0

De plus, pour 0 < z < 1 et p € N, on peut vérifier que
l

> krat (1— x)p+1

k>0

En effet, en posant f(z) = ), ~,2" pour 0 < & < 1, on prouve par récurrence que pour

tout p > 0,
|
(p) — k4 1) (k-2 Lk ___pr
P o) = S+ Dk 2) -+ e =
D’ou |
Sk < Sk )k +2) (b p)at =
k>0 k>0 (1 —a)p
Finalement, on conclut que
-1 p! ’/\|p+1
H(Z_)‘) HAS (1_L>p+l S (A= Dptt u
[Al

Remarque 3.10. De la méme maniére que pour le spectre de x; dans le lemme précédent,
nous pouvons montrer que lorsque X’ vérifie (H1) a (H3) et A vérifie (H4) a (HS), nous avons
o(S) = D. En effet, d’aprés (3.1) et (H8), nous avons en particulier

1™l 22y = lIxnllopa) < c2CnP.

Le prochain lemme, purement calculatoire, nous sera utile pour donner une version du théoréme
d’Atzmon en termes de croissance de la résolvante.

Lemme 3.11. Pour k>0 ete >0, on a

. 1 ek . T 3vEVn

inf ——— —nF et inf r el-r <e , N —> 00.
o<r<t (1 —r)kpn nSoo kF 0<r<1i

Démonstration.

1. Introduisons la fonction f définie par f(r) = (1 — r)™*r~" pour 0 < r < 1. Aprés étude,
on obtient que

~ n
o<r<1 n+k Kk n—oo kk

inf f(r)=f <1 Kk > _ (n+k)kefnln(lfni+k) i k
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2. Introduisons la fonction g définie par g(r) = rneTr pour 0 < r < 1. Aprés étude, on

obtient que
. e+2n —Ve2 +4en
inf g(r)=g(rs), ro= .
o<r<1 2n

Par suite, rp =1 — /= + o(ﬁ) d’ou

Finalement,

Og}glg(r) =g(re) = e2ven(to(l)) < g3veEn o O

Le résultat suivant est une version du théoréme d’Atzmon 0.9 dans lequel nous avons remplacé
les hypothéses sur la croissance des itérées de 1" par des hypothéses sur la croissance de la
résolvante. Notons que ce résultat apparait déja dans [82].

Corollaire 3.12. Soient X un espace de Banach et T € L(X) tel que o(T) = {(o} pour un
certain (g € T. Supposons qu’il existe k > 0 et ¢ > 0 tels que

k
(T =27 < : c[Al Al > 1,

Al =D

et que pour tout € > 0, il existe K. > 0 telle que

(T = AD)7Y| < Kee™, A < 1.
Alors (T — GI)F = 0.

Démonstration. Vérifions que T satisfait bien les hypothéses du théoréme d’Atzmon 0.9. On a
déja que o(T') = {(o} avec |(y| = 1. Il reste donc & montrer que

17" = O@") et log||T"|| = o(v).

n—o0

Considérons alors, pour x € X et £ € X*, 'application
U(z) = ((z] — T) x| 0y, z# .

Puisque o(T) = {0}, ¥ € Hol(C\{¢o}) et r(T) := supyeco(r)|Al = 1. On obtient alors en
particulier que HT"H% — 1. Ainsi 1 < ||T|| < |z| et pour |z| > ||T||, on a
n—oo

n>0 n>0

L’application z — >~ z=(ntl) (T™z | £) étant analytique sur C\DD, on déduit par prolonge-
ment analytique que
U(z) = 2 (T2 | 0), 2] > 1
n>0

Considérons maintenant I’application

hz) = O (i) =Y T ), 0< o] <1,

n>1

Alors h est holomorphe sur D\{0}, et se prolonge en 0 en posant h(0) = 0. Or, d’aprés les
inégalités de Cauchy,
h(™)(0)

] < inf M(r) ,

T o<r<l %

(Tt | )] =
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avec

M(r) := sup |h(z)| = sup

|2|=r |2|=r

v (3]

< sup

|2|=r

<(iI—T>_1x!f>
)

Or, pour |z| =r < 1, % > 1 et par hypothése, il existe £ > 0 et ¢ > 0 tels que
1 -1
H (Lr-7)
z

_ . 1 _ . ko
‘<Tn L ‘ €>‘ < Cogrlglm [l 3 [1€]] 3 et HTn 1“ S Og}il(l —) bpn,

] e 1€ e -

1

% C
< rk .
SO E T (- n)F

T

On obtient finalement

De méme, pour |z| < HTlefl, on a

U(z) = <(ZT_1 - Id)il T 'z | €> = Z 2" <T_”_1x | 0).
n>0
_ 1
De plus, comme o(T7!) = {(0}, on a r(T~!) = 1 et donc HT‘"‘IH" — 1. L’application
n—0o0
Z— ano z" <T =l €> étant analytique sur D, on déduit par prolongement analytique que
U(z) = Zz" (T x| 0), |2/ <1
n>0

Soit € > 0. De la méme maniére que précédemment, en utilisant les inégalités de Cauchy, on
obtient qu’il existe K. > 0 telle que

v (0)

n!

(T e )] = |50 | < e ind r77e el Wl

et par suite

—n—1 . — %
7= s gk e

D’aprés le lemme 3.11, on obtient alors HT”_lH <nF et HT_"_lH < e3VEV pour n —s oo d’otl
|77 = O(nF) et log |T7"|| = o(v/n), n— .

Finalement, d’aprés le théoréme d’Atzmon 0.9, on conclut que (T — (oI)* = 0. O

3.2 Reésultats de cyclicité

3.2.1 Cyclicité et lien avec le théoréme de la Couronne

Rappelons ici la question 0.3 soulevée par Brown et Shields dans [26], dont nous savons que la
réponse est positive dans certains espaces tels que I'espace de Dirichlet classique D ou certains
espaces de Dirichlet pondérés D, de Dirichlet-Besov D% et de Dirichlet harmoniques D,.

Question 3.13. Soit £ un espace de Banach de fonctions analytiques sur D. Soient f,g € E
avec g un vecteur cyclique pour S et vérifiant |g(z)| < |f(2)| pour tout z € D. Alors f est-il
cyclique pour S ¢
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Théoréme 3.14. Soient X vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypothéses
(H4) a (H6). Alors il existe N € N* tel que pour tout f,g € A vérifiant |g(2)| < |f(z)| pour tout
z€D, ona g™y C[flx

Démonstration. La preuve s’inspire largement de [41, Theorem 2.5]. Soit A € C*. Définissons

= inf {[1=2g(2)] + |F)1}

—Alg(2) 21— 3 =3

Ainsi, on obtient

Soit z € D. Remarquons alors que, si |g(z)] < 2\>\|

D’autre part, si |g(z)| > ﬁ, alors par hypothése |f(2)| > |g(2)

1 1
Oy > 0.
A mm<2 2|>\|>>

Posons maintenant My = [|1 — Agl| 4 + HfHA Alors, pour tout z € D, on a

\1—A9( !+|f Hl—AgH

onal|l—MAg(z)] >1
1
\ZT

0<— =1.

M,\

lil.

D’aprés (H6), il existe des constantes C' > 0 et A > 1 et des fonctions Gy, F) € A telles que

G _ . -~ cM;!
(lng)E+f——1sur]Det HGAHA H < 5
En posant G = % cAet F\ = ]% € A, on obtient
CM
(1=Xg)Gr+ fEx=1sur Det ||Gall g, 1Fallg < —2— (3.3)
A

Supposons tout d’abord, sans perte de généralité, que 'idéal fermé Zy de A défini par (3.2) est
un idéal propre de A (sinon, d’aprés le lemme 3.8, le résultat est trivial). Introduisons alors
I'application quotient IT: A — A/Zy ou 'espace quotient

A/Ly={Il(g) =g +Zs: g€ A}
est muni de la norme usuelle quotient

ITH(9) Lz, o= dist(0,Ty) = inf lg—hll4. g€ A

Rappelons que (A/If, |1l 4 /If) est une algébre de Banach. D’aprés (3.3) et en utilisant que
fF\ €Ly, on aIl(1 — Ag)II(G) = II(1). Par suite, II(1 — Ag) est inversible pour tout A € C* et
on a II(1 — A\g)~! = II(G)). En particulier, on obtient que

A-1
M)\
1
5/\

[T = 29) gz, = TGN Layz, < 1GAlIa <

Soit ¢ € (A/Zy)", £ # 0, et définissons ¢(X) = (TI(1 — Ag) ™" | £) pour )\ € C. On a alors que ¢

est une fonction entiére i.e. ¢ € Hol(C). De plus, si |A| > 1, alors ) > 2\>\| et

o) < I - Ag) <M

-1
layz, &
Puisque My < 1+ |A||lg]l 4+ |[f]l 4, on obtient
[N = O(AP™), ]\l — oo, (3-4)
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On peut supposer sans perte de généralité que g # 0, car sinon le résultat est trivial. Pour
-1
Al <llgll4"> on a

(1=Xg) "t =) A"g",

n>0

et

p(A) = A" (L(g") | £) -

n>0

D’aprés (3.4) et le théoréme de Liouville, il vient que pour tout n > 2A—1, on a (Il(¢") | £) = 0.
En particulier, pour N = [24] > 0, on obtient (II(g")|¢) = 0. Ceci étant vrai pour tout
0 e (A/Zf)*, £ £ 0, on déduit en particulier que II(g) = 0 et g™ € Zy. On conclut enfin avec le
lemme 3.8 que g%V € [f]x et finalement [¢V]x C [f]x- O

Remarque 3.15. Notons que nous pouvons choisir N = [2A] dans le théoréme précédent, ou
A > 1 est la constante donnée dans le controle des solutions du théoréme de la couronne (H6).

Corollaire 3.16. Soient X wvérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypothéses
(H4) a (H6). Soient f € A et g € ANM(X) vérifiant que pour tout z € D, |g(z)| < [f(z)].
Supposons que g est cyclique pour S dans X. Alors f est cyclique pour S dans X.

Démonstration. Puisque g € M(X) est cyclique pour S dans X', on obtient que g™ est cyclique
pour S dans X pour tout m € N* d’aprés le corollaire 3.6. De plus, d’aprés le théoréme 3.14, il
existe N € N* tel que [¢V]x C [f]x. Or, en particulier, gV est cyclique pour S dans X, donc
[gV]x = X et [fla = X. Ainsi, f est cyclique pour S dans X. O

Corollaire 3.17. Soient X wvérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypotheses
(H4) a (H6). Soit f € A telle que inﬂf) |f(2)] > 0. Alors f est cyclique pour S dans X.
ze

Démonstration. Notons § = in]IfD |f(2)] > 0. Puisque P est dense dans X d’aprés (H3), la fonction
z€E

constante g = dxo est cyclique pour S dans X. De plus, g € M(X'). On obtient donc la cyclicité
de f pour S dans X d’aprés le corollaire 3.16. O

Le résultat suivant permet d’obtenir le méme résultat que le théoréme 3.14 avec une hypothése
plus faible que l'estimation |g(z)| < |f(z)| pour tout z € D.

Théoréme 3.18. Soient X vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A wvérifiant les hypothéses
(H4) a (H6). Soient f,g € A telles que Re(g) > 0 et telles qu’il existe v > 1 tel que

-y
9(2)| < (1og ,“f%) . zeD.

Alors on a [glx C [flx-

Démonstration. La preuve est similaire & celle du théoréme 3.14 en remplacant le théoréme
de Liouville par un principe de Phragmén-Lindel6f pour un secteur angulaire, qui permet de
contréler le module d’une fonction analytique sur un ouvert non borné sous contrainte. O

Remarque 3.19. Notons que ce dernier théoréme apparait dans [41] dans le cas ou X = D}, et
A = D5 N A(D), et la preuve s’adapte a notre contexte plus général.
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3.2.2 Cyeclicité et lien avec le théoréme d’Atzmon

Le théoréme suivant, second résultat principal de ce chapitre, correspond & un analogue dans
A de celui de Kellay-Le Manach-Zarrabi dans D4 donné par [75].

Théoréme 3.20. Soient X vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et A vérifiant les hypothéses
(H4) o (H8). Supposons qu’il existe (o € T tel que z — (y est cyclique pour S dans X. Soit
f € AN A(D) une fonction extérieure telle que l’ensemble de ses zéros Z(f) = {{o}. Alors f est
cyclique pour S dans X.

Démonstration. La preuve s’inspire largement de [41, Theorem 1.1]. Tout d’abord, puisque f est

extérieure, on a (1 — |z|)log|f(#)] | ‘—> 0 d’aprés [97|. Autrement dit, pour tout € > 0, il existe
z|—=1—

c. > 0 telle que pour tout z € D,

g
|f(2)| > ccexp <_2(1_|ZD> . (3.5)

Soit A € C, |A| # 1. Définissons
= inf - .
i e= i {Jz ~ A+ ()]}

. 1—[x
Alors, si [z — A < %, on a

1
E 20> e = I = = A Jaf = 12 1= = 1= ],

d'ou 1 —|z] > w Par suite, pour |z — A| < %, d’apres (3.5), on a

()] > ccexp (‘2(1—\\>) > ¢, exp <‘|1—|A|r> |

On déduit donc en particulier que

1—1A
J) > min (caexp <—|1_€|)\||>,| 2’ ||) > 0. (3.6)

Posons maintenant My = |[x1 — A|| 4 + || f|| 4, o d’aprés (H7), x1 — A € A. Alors, pour tout

z €D,
f(z) f

N My

zZ—A
M)

Ox
0< =<
<M/\_

X1 — A

=1.
M)

A A
D’aprés (H6), il existe des constantes C' > 0 et A > 1 et des fonctions Gi, I\ € A telles que
f

(=) + - .
Gt P =1 DtHG H :
M, /\+M>\ 2 sur D e /\A

|

.

MA
< 0=,
AT &

F)

Posons maintenant G := J% e Aet Fy := J% € A. On obtient donc

A-1

MA
(== NG+ FFy = 1suwr D et [Gall g [1Falla < 02— (3.7)
A

Supposons tout d’abord, sans perte de généralité, que 'idéal fermé Zy de A défini par (3.2) est
un idéal propre de A (sinon, d’aprés le lemme 3.8 et (H7), on obtient immédiatement la cyclicité
de f). Considérons alors I'application quotient IT : A — A/Z; et I'opérateur

T :11(g) € A/Z; — TI(2)TI(g) € A/Z;.

L’idée est alors d’appliquer a T le corollaire 3.12, en montrant notamment que T vérifie les trois
conditions suivantes.
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L. o(T) = {Co};
2. Il existe k > 0 et ¢ > 0 tels que

k
= < AL

Al = 1)F
3. Pour tout € > 0, il existe K. > 0 telle que
(T = AD)7Y| < Kee™0, A < 1.

Procédons alors étape par étape.

1. Puisque T est 'opérateur de multiplication par II(z) sur 'algébre de Banach A/Z;, vérifions
tout d’abord que o(7T") C o(II(2)). Rappelons que

o(II(z)) :== {\ € C: II(2) — AII(1) non inversible dans A/Z;}.
Pour A € C\o(II(z)), il existe alors a € A/Z¢ tel que
(II(z) — MI(1))a = a(II(z) — AII(1)) = II(1).

Or T'= Mg,y et Id gz, = M) d'ott (T—Ad)M, = Mo(T—Ald) = Id et donc A ¢ o(T).
Puisque o(T) # 0, il reste donc a montrer que o(Il(z2)) C {¢o}. Prenons p € C\{(p}-
Puisque 2z — |z — p| + |f(2)| est holomorphe sur D et continue sur D, on déduit qu'il
existe zg € D tel que

nf{lz — pl + 1f(2)]} = 20 — ul +[f(20)] =2 6.

De plus, en utilisant que pu # (o et Z(f) = {Co}, on obtient alors 6 > 0. D’aprés (H6),
il existe des fonctions g1,g92 € A telles que (z — p)g1 + fgo = 1 sur D. En particulier,
on obtient (II(z) — pIl(1))II(g1) = TI(1) et on a que II(z) — pII(1) est inversible dans
A/Zs. Finalement, p € C\o(II(z)) puis C\{(o} C C\o(Il(2)) et o(II(2)) C {¢o}. Ainsi,
o(T) C {(o} et nécessairement o(T') = {(o}-

Puisque (T'— AI)~! est Popérateur de multiplication par (II(z) — AII(1))~! sur A/Zy, on a

I =A< [[(1() = AT) Ty, = I =D)Ly, -

2. Soit [A| > 1. D’aprés le lemme 3.9, on a (z — A\)~! € A et donc

a0 < -0 s gl

Al = 1)t
3. Soit [A| < 1. D’aprés (3.7), on a II(z — M)II(G)) = II(1). Donc (I1(z) — AII(1))~! = TI(G))

et
A-1

M
| =2 < MG Lz, < 1Galla < =2
A

Or, pour [A| <1, ona [[f|| 4 < My <14 ||x1|l4+ || fll 4 ce qui donne
“1yp < L

1T =AD" S 57

p

En remarquant maintenant que

2¢. e c — 0
Bl
1—|)| PA\71C IAl) Al=1-
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on a que pour tout € > 0, il existe K. > 0 telle que pour tout A € D,

2¢. € ,
— < K
1—MV“p<1—wM>— i

geX R <1_|)\|
KOP\TTop) =T 2

€

et ainsi

Ainsi, d’aprés (3.6), on obtient que

6y > K exp (—1 _€|)\|> ,  K!=min <cg,cs) > 0.

Finalement, on déduit que
1 Ae
T-MN)Y < —=exp|—-].
=301 5 gwese (257
En remplagant sans perte de généralité € par §, on obtient le résultat souhaité.

Ainsi, T vérifie les hypothéses du corollaire 3.12 d’ott (T' — (oI)P*! = 0. Autrement dit,
(T(2) = GII(1)P* =TI((z = ¢)"*) =0,

et donc (z — ()P € I; C [f]ax d’aprés le lemme 3.8. Or, puisque z — (o est cyclique pour S
dans X, on obtient la cyclicité de (z — (p)PT! par le corollaire 3.6. Finalement, [f]x = X et f est
cyclique pour S dans X. O

Pour finir cette partie, remarquons que I’hypothése de cyclicité de z —(y pour (o € T est liée au
spectre ponctuel op(S*) de S*, adjoint de S : X — X, et également a la propriété de bornitude
de ’évaluation en (o : un point ( € T est un point d’évaluation borné pour X s’il existe une
constante C > 0 telle que pour tout p € P,

POl < Clpll-

Puisque les polyndmes sont denses dans X’ d’aprés (H3), cette inégalité signifie que la fonctionnelle
p +— p(¢) s’étend de maniére unique en une forme linéaire continue sur X

Lemme 3.21. Soient X vérifiant les hypothéses (H1) a (H3) et ¢ € T. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. Le point ¢ € op(S*).
2. Le point ¢ est un point d’évaluation borné pour X.

3. La fonction z — ¢ n’est pas cyclique pour S dans X .

Démonstration.
1 = 2: Soit ¢ € op(5*). Alors il existe ke € X*, k¢ # 0, tel que S*k¢ = (k¢. En particulier,
pour tout k£ > 0, on a d’une part

<Zk | 5*k<> = <Zk+1 | kc>,

<zk | S*k<> - <zk | Ck<> - C<zk | k:<>.

D’ou, pour tout k > 0, <zk+1 | k<> =( <zk | k<> et par récurrence, on a que

et d’autre part, on a

(2 1) = ¢* (1] k).
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Remarquons que (1| k¢) # 0. En effet, si c’était le cas, alors <zk | kg> = 0 et par densité de
P dans X par (H3), k¢ = 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que (1 | k¢) = 1 et on
obtient donc que

<zk | k¢> — ¢k k>0

Finalement, par linéarité, on obtient que pour tout p € P, (p | k¢) = p(¢) d’on

PO < Mkl

P||X-

2 = 3 : Supposons qu'il existe C' > 0 telle que pour tout p € P, on a [p(¢)| < C'||p|| 5. Supposons
de plus que z — ( est cyclique pour S dans X. Soit € > 0. Alors il existe un polynéme ¢ tel que
|(z —¢)g — 1]| < €. Considérons le polynéme p = (z — ¢)g — 1 et remarquons que p(¢) = —1.
Ainsi, il vient que

PO =1 < Ce,

ce qui est une contradiction lorsque ¢ est suffisamment petit. Donc z — ¢ n’est pas cyclique pour
S dans X.

3 = 1 : Supposons que z —  n’est pas cyclique pour S dans X. Alors d’aprés un théoréme de
Hahn-Banach, il existe ¢ € X, p # 0, tel que ¢ s’annule sur [z — (]x. En particulier, pour tout
k>0,ona

<Z’“ | S*p — Cso> = <Z’“(z —q) | <p> = 0.

Par linéarité, on obtient que pour tout p € P, on a
(p| S0 —Cp)=0.

Puisque P est dense dans X', on obtient S*¢ = (. Finalement, comme ¢ # 0, on en déduit que
¢ € op(S*). O

3.3 Quelques exemples concrets

Le but de cette derniére section, en guise d’applications, est d’expliciter quelques exemples
importants d’espaces vérifiant les différentes hypothéses (H1) a (H8) et d’en déduire quelques
résultats de cyclicité propres & ces espaces.

3.3.1 Espaces de De Branges-Rovnyak

Soit X = H(b) 'espace de De Branges-Rovnyak associé & b un point non-extréme de la boule
unité fermée de H* (voir le chapitre 1 section 1.3). Le chapitre 2 était consacré a I’étude de la
cyclicité de 'opérateur du shift S restreint & H(b) noté Sp. L’idée est ici d’appliquer les résultats
précédents dans ce contexte particulier et formuler ainsi d’autres conditions de cyclicité pour
Sp. Tout d’abord, nous avons déja vu que lorsque b est non-extréme, H(b) vérifie les hypothéses
(H1), (H2) et (H3). Considérons maintenant A = M (H (b)) C H*> N H(b), 'algébre de Banach
des multiplicateurs de H(b). Alors A vérifie évidemment (H4a) (et donc (H4)), (H5) d’apres le
lemme 3.2 et (H7).

Nous obtenons directement, avec le théoréme 3.14 et le corollaire 3.16, le résultat suivant.

Théoréme 3.22. Soit b un point non-extréme de la boule unité fermée de H*. Supposons que
H(b) vérifie Uhypothese (H6). Soient f,g € M(H(D)) vérifiant |g(z)| < |f(2)| pour tout z € D.
Alors

1. 1l existe N € N* tel que [gN ]34y C [flaw)-
2. De plus, si g est cyclique pour Sy dans H(b), alors f est cyclique pour Sy dans H(b).
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Démonstration. Puisque H(b) vérifie les hypothéses (H1) & (H3) et M (H (b)) vérifie les hypothéses
(H4) a (H6), il suffit d’appliquer respectivement le théoréme 3.14 et le corollaire 3.16. O

Il vient alors la question naturelle suivante, portant sur I'espace H(b) et son espace de multi-
plicateurs.

Question 3.23. Peut-on caractériser les points non-extrémes b de la boule unité fermée de H
tels que M(H (b)) vérifie (H6) ?

Dans [60], E. Fricain, A. Hartmann, W.T. Ross et D. Timotin ont montré que lorsque b est
une fraction rationnelle de la boule unité fermée de H* (mais n’est pas un produit de Blaschke
fini), la réponse a la question est positive. Plus précisément, si b est une fraction rationnelle de
la boule unité fermée de H* (mais n’est pas un produit de Blaschke fini), alors la fonction a
associée a b est aussi une fraction rationnelle (sans zéros dans D). On peut alors décomposer a
sous la forme a = ala?’fé avec a1 un polyndéme qui contient les zéros distincts de a sur T notés
(Ck)1<k<n et de multiplicités associées (myg)1<k<n :

a(z) = [[(z= )™, zeD, (3.8)
k=1

et af,(af{)*l € A(D). Comme ||b]|,, = 1, on a nécessairement que {(; : 1 < k < n} # 0.
Rappelons également que dans ce cas, M(H (b)) = H*® NH(b) (voir [53]). Il a été montré dans
[60] que M(H (b)) vérifie (H6) avec A=2+ N +e poure >0et N =3 ) | my.

Revenons au cas général, et rappelons la notion de dérivée angulaire qui nous sera utile pour
le résultat suivant. Nous dirons que b a une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en ¢ € T
si b et b ont une limite non-tangentielle en ¢ et |b(¢)| = 1. Notons par Ey(b) 'ensemble de tous
ces points :

Eo(b) :={¢ € T : b a une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en (}.

Rappelons ici a juste titre que f admet L comme
limite non-tangentielle au point (g € T si, pour C > 1

fixé,
li =1L
Jim. f(z) =1L, G
2€5¢c(¢o)
ou la région de Stolz S¢((y) de sommet (y € T et Sc (o)

d’amplitude C' > 1 est définie par

Sc(Go) = {z eD: |f:§)|| < c}.

Si tel est le cas, on notera L = f(({y) la valeur au bord
et

lim f(z) := f(Co)-

z2—Co
<

Il est connu que pour ¢ € T, toute fonction f € H(b) a une limite non-tangentielle en ( si
et seulement si ( € Ey(b). Aussi, d’aprés [58, Theorem 21.1], si ¢ € Ey(b), alors il existe une
constante C' > 0 telle que

FOI<ClIflly, | eHb) (3.9)
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Enfin, d’aprés [58, Theorem 28.37], pour ¢ € T, nous avons aussi (ou ici Sy désigne 1'adjoint
banachique de Sp) que
¢ € op(Sy) si et seulement si ¢ € Ey(b). (3.10)

Nous obtenons alors, avec le théoréme 3.20, le résultat suivant.

Corollaire 3.24. Soit b un point non-extréme de la boule unité fermée de H*. Supposons que
M(H (b)) vérifie les hypotheses (H6) et (H8). Soit f € M(H(b)) N A(D) et supposons que, pour
un certain (o € T, Z(f) = {Co}. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction f est cyclique pour Sy.

2. La fonction f est extérieure et (o ¢ Eo(b).
Démonstration.
1 = 2:On adéjavuquesi f est cyclique dans H(b), alors f est une fonction extérieure d’aprés

le lemme 2.2. Soit € > 0. Alors il existe p € P tel que |pf — 1|, < e. Supposons par I’absurde
que (g € Ep(b). Alors, d’apres (3.9), on obtient

1p(C0) f(Co) — 1] < C|lpf — 1|, < Ce.

Or, par hypotheése, f({yp) = 0 et on obtient 1 < C¢, une absurdité pour un ¢ suffisamment petit.
2 = 1 : Supposons que f est une fonction extérieure avec Z(f) = {(o} ou {y ¢ Ey(b). Alors, on
a (o ¢ op(S;) d’aprés (3.10). Donc la fonction z — (g est cyclique pour S, d’aprés le lemme 3.21.
Puisque H(b) vérifie (H1) & (H3) et M(H (b)) vérifie (H4) a (H8), on a la cyclicité de f pour S,
d’aprés le théoréme 3.20. O

Il vient alors la question naturelle suivante, portant sur 'espace H(b) et ’hypothese (HS).

Question 3.25. Peut-on caractériser les points non-extrémes b de la boule unité fermée de H*
tels que M(H (b)) vérifie (HY) ¢

Encore une fois, nous pouvons donner une réponse positive dans le cas ol b est une fraction
rationnelle (mais n’est pas une fonction intérieure).

Proposition 3.26. Soit b une fraction rationnelle (qui n’est pas une fonction intérieure) dans
la boule unité fermée de H®. Alors il existe une constante C > 0 et un entier p € N tels que
pour tout n € N,

Ixnlloneeyy < CnP.
Démonstration. Remarquons que d’aprés le lemme 3.2, on a
Xl S xnlloe + 1xnlly = 1+ lIxnlly -

Il est alors suffisant de montrer que x|, < nP. Considérons pour ce faire g € Hol(D) et son
développement en série entiére donné par

b(z) :
—< = ¢z, |z <1l
a(z) jZZ; J
Alors, d’apreés [58, Theorem 24.12|, on a
n
2 2
eally = 14+ lesl?,
j=0
et les inégalités de Cauchy donnent

(2)V(0)

Cij| = -




ou, pour 0 < r < 1,

b(2)

a(z)|

D’aprés la factorisation de a donnée par (3.8), pour |z| =r < 1, on a

M(r) = sup

|z|=r

la(2)[ Z lai(z I—le—é}ml H (Gl = 1z)™ = (1 =)™,

Dot M(r) < (1 —r)~N. Ainsi, d’aprés le lemme 3.11,

lej| S jinf (1=r)""r 7 $5Y, j— o0

On obtient que

n n
Sl £ 30 <oV et [xally S VI a2V < AN .

J=0 J=0

3.3.2 Espaces de Dirichlet-Besov

Soit X = Dk avec p > 1 et a > —1 I'espace de Dirichlet-Besov défini, pour dA(z) = %dxdy,
par

D2 o= { £ € HAD) - 171y 5= FOP + (@) [ 7P (1= )" dA2) <o} (31

Remarquons que pour p =2 et a = 1, D5 = H? et pour p = 2 et a = 0, D5 = D. Rappelons que

e sil<p<a+l,alors HP est contintiment inclus dans D5 et toute fonction extérieure est
cyclique pour le shift dans D d’aprés [75, Proposition 3.1]. Notons qu’ici Db, = A{;,p(D)
ot A7 (D) désigne I'espace de Bergman pondéré défini par (1.7).

e si p > a+ 2, alors D} est continfiment inclus dans H> et plus précisément D5 C A(D),
lalgébre du disque. Il suit alors que D% devient une algébre de Banach et que les seules
fonctions extérieures cycliques pour S sont les fonctions inversibles. En particulier, toute

fonction qui s’annule au moins une fois dans D n’est donc pas cyclique pour S dans D5,
(voir [48, 75]).

Nous allons donc supposer dans la suite que a + 1 < p < a + 2. Considérons A := D5 N A(D)
munit de la norme

1= 11+ [ 17 (= |2 dAC),

On vérifie facilement que A est une algébre de Banach. Le résultat suivant montre la convergence
des sommes de Féjer associées a f € A vers f dans A, et en particulier dans DE. Nous pouvons
nous référer aussi & [72], mais nous donnons ici une preuve claire et compléte.

Lemme 3.27. Soit p > 1 tel que o +1 < p < a+ 2. Alors, pour tout f € A, on a
lon(f) = fll 4 =20

ot (on(f))n>1 est la suite des sommes de Fejér associées a f définie, pour tout n > 1, par

k

ZSk ), Sk(N)(®) =D alf)e™.

=—
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Démonstration. Soit f € A = Db N A(D). Pour r €]0,1[, notons f,. la fonction définie par
fr(e%) = f(re'?) pour 0 €]0,27]. Alors f, € C®(T) et f. € C(T). En particulier, f. € L>®(T) et
fl € LP(T) pour tout p > 1. D’aprés le théoréme de convergence de Féjer, pour 0 <7 < 1, on a

lonts) ~ 21, 2 0t outsD, < 151, 312)

Ce dernier théoréme indique aussi que |lo,(f) — fll,, — 0. Il suffit alors de montrer que
n—oo

lo(f) ~ fliy — 0.Ona
27r )
llon(f f”Dp = / / (on(f f)"p(rew)(l — 3% drdf
21
= / / ‘O’n(f), — f"p (rew)(l — 3% drdf

27
// lon(fr) — f1]7 () ) drdd.

D’apres le théoréme de Fubini, et en utilisant que o, (f.) = o, (f}), on obtient que

1
”Un(f) - fH%g = /0 (1 — T’ a Ho’n f Hp dr.

Posons maintenant I’application h,, définie par hy,(r) = 7(1—r%)% o, (f) — frlly pour 0 < 7 < 1.
Alors, d’aprés (3.12), |hn(7)] = hn(r) < (1 — r2)22P 1£f7][2 =: h(r). Dans ce cas,

/01 ()| dr = /01 r(1 — r2)aop </02”

Donc h € L([0,1]) et d’aprés le théoréme de convergence dominée, on obtient d’aprés (3.12) que

1P
7'(re)| d9> dr =27 f|b, .

1 1
. o p _ . _ . _
nh_}ngo llon(f) f“Dﬁ = nh—>120/0 hn(r) dr —/0 lim hy(r) dr = 0.

n—oo
Le résultat suit par définition de la norme de f dans A. O
Lemme 3.28. Soit p > 1 tel que a+1 < p < a+2. Alors Db, vérifie les hypotheéses (H1) a (H3)
et A vérifie les hypothéses (H4) a (HS).

Démonstration. 11 est bien connu que D}, vérifie (H1) a (H3) ([8, 70, 105, 109]). Vérifions mainte-
nant que A satisfait les points (H4) a (H8). Tout d’abord, A vérifie (H4) et en particulier (H4b)
car on a évidemment que A C DE et on déduit la densité des polyndomes dans A d’aprés le lemme
3.27. 1l est clair que (H5) est vérifiée puisque pour tous f € Aet A € D, on a

F < [ flloe = I Lay < 1714~

Le fait que A vérifie (H6) avec la constante A > 4 est un résultat profond de Tolokonnikov dans
[105]. Montrons enfin que (H7) et (H8) sont également vérifiées. Remarquons que (H7) est claire
puisque ||x1]|,, =1 et 1 € LP(D,dA,). De plus, on a

1l = a2 / ()P (1= [22) dA(2)
= nP 2| (=P () |52 z
—1+ /D\ (1 - [22) dA(2)

2T 1 de
§1+np/ /(1—7" ) dr —
0 0 27

nP
a+1’

1
§1+np/ (1—r)*dr <1+
0
ce qui prouve que la derniére hypothése (H8) est vérifiée. ]
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Remarque 3.29. Sans les majorations brutes effectuées dans la preuve précédente de (HS),
nous avons en particulier que

/ 122 (1~ |22 dA(z) = 2B(an,y),
D

avec B la fonction Béta d'Euler et x, = (n — 1)p+ 2 et y = a+ 1. En utilisant le lien avec
L(zn)C(y)
T(zn+y)

Stirling I'(2) ~ L pour |arg z| < , nous obtenons que

la fonction Gamma d’Euler I' donné par B(z,,y) = et ’équivalent par la formule de

< np—a—l )

beally S 1+ 77—

En effet, nous avons que

n_l _1 n_l _1
B(:cn,y)w(xi 2eTn\/2m) (yY 2ey\/27r):m LT

(2 +y) "tV 3ty /2n (an +y) o tv72

Or, il vient que yy_% =exp (yIn(y — 3)) = exp ((a + 1) In(a + 1)) > 0 ne dépend pas de n et

(2 jf;;);iry—é - xXp <(x” B %) In{an) = (&0 +y = %) a(an + y)>
~ exp <(mn N %) In(2n) — (20 +y — %) [ln($n) +1n <1 + i)])
— exp (—yIn(zn)) exp (—(xn +y— %) In <1 - i))
<10t 1
Yl (np)y Y ometl

Nous obtenons ainsi une autre borne supérieure de ||x,|| 4, prouvant d’une autre maniére (HS).

Finalement, en utilisant respectivement le théoréme 3.14 avec le corollaire 3.16 et le théoréme
3.20, nous retrouvons deux résultats de Egueh-Kellay-Zarrabi de [41], grace au lemme 3.28.

Théoréme 3.30 (Egueh-Kellay-Zarrabi). Soit p > 1 tel que a +1 < p < o + 2. Supposons que
f,g € D5 N A(D) vérifient |g(z)| < |f(2)| pour tout z € D. Alors

1. 1l existe N € N* tel que [gN]pr C [flpr.

2. De plus, si g est cyclique pour S dans D5, alors f est cyclique pour S dans DE.
Remarque 3.31. Notons que ce dernier résultat est une extension d’un résultat de Brown-
Shields de [26], qui ont fait I’étude pour I'espace classique de Dirichlet D et 'espace de Dirichlet

pondéré D,. Nous pouvons également nous référer a [3| pour l'application de ce résultat aux
espaces H,, définis, pour w € C?([0, 1[) une fonction positive et intégrable, par

— ol(D) : || f]12 := 2 ()P w(|z z) < 00
Hw.—{fEHl(D)-Hwa~ £ (0)] +/D‘f()| (I2]) dA(z) < },

qui généralisent le cas de D ou D, (avec des hypothéses supplémentaires sur w).

Théoréme 3.32 (Egueh-Kellay-Zarrabi). Soitp > 1 tel que a+1 < p < a+2. Soit f € DANA(D)
une fonction extérieure telle que Z(f) = {0} pour un certain (o € T. Alors f est cyclique pour
S dans DV

Démonstration. 1l est connu que pour tout ¢ € T, z — ¢ est cyclique pour S dans Db, d’aprés [82,
Proposition 4.3.8|. Alors, d’aprés le lemme 3.28, on obtient le résultat avec le théoréme 3.20. O
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Remarque 3.33. Notons que ce dernier résultat a également été obtenu par Kellay-Le Manach-
Zarrabi dans [75] pour @« +1 < p < a + 2 avec une toute autre méthode, issue des techniques
utilisées par Hedenmalm et Shields dans [71] dans le cadre de I'espace de Dirichlet classique D.
Notons que ce théoréme reste vrai en supposant que Z( f) est un ensemble dénombrable de points
de T (voir [71]).

3.3.3 Espaces de type Dirichlet

Soit p une mesure de Borel positive et finie sur D. Définissons

Uu(z):/D<log ) dplw) +/Tl_|z|2 du(¢), »eD.

L~ |wf? ISk

Alors U, est une fonction superharmonique (i.e. pour tout z € I, 85Uu(z) < 0) positive sur D.
L’espace de type Dirichlet D(u) associé & p est défini comme 'espace des fonctions analytiques
sur D vérifiant

1 —wz

zZ— W

/D!f’(zMQU#(z) dA(z) < oo.

Nous avons que D(u) C H? et si on pose

1£12 = 1715 + /D PP UL=) dA(). f e D),

alors D(u) est un espace de Hilbert & noyau reproduisant. Remarquons que si p est supportée
par T, alors U, = P, et nous obtenons que D(u) = D,, I'espace de Dirichlet harmonique défini
par (1.9). Ces espaces ont notamment été étudiés par A. Aleman dans [4]. Nous allons voir
que X = D(u) et A =9M(D(p)) entrent également dans notre cadre général, c’est-a-dire qu’ils
satisfont les hypotheéses (H1) & (H8). Rappelons d’abord un théoréme essentiellement du a S.
Luo de [79], bien qu’il n’est pas exactement écrit sous cette forme. Pour déduire cette version,
rappelons le théoréme de la couronne version Toeplitz.

Théoréme 3.34 (Ball-Trent-Vinnikov, [13]). Soit H un espace de Hilbert & noyau reproduisant
sur un domaine 2 C C" et supposons que H satisfait la propriété de Nevanlinna-Pick compléte.
Soit § > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Si f1, fo € M(H) et
0<d< i)+ R <1, z€Q

alors il existe g1, g2 € H telles que
g1fi +gafa = h sur

et ||gell g < % ||l g pour € =1,2.

2. Si f1, fo € M(H) et
0<d< AP+ REIP <L, 2,

alors il existe g1,92 € M(H) telles que
g1fi +g2fa =1 sur Q
et [lgellancrry < % pour £ =1,2.

La dénomination théoréme de la couronne "version Toeplitz" provient du fait que si H = H?,
alors le point 1 du théoréme est équivalent au fait que TfTJZ“ > 0ldy2 ou

H*@® H?> — H* . )
(91,92) — fig1 + fag2
Nous pouvons nous référer aussi a [108].
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Théoréme 3.35 (S.Luo, [79]). Soit u une mesure positive et finie sur D. Il existe une constante
C > 0 telle que pour tous f1, fo € M(D(u)) vérifiant

0<0 < |[fil + [fol surD et [[fillanpuy) T 1f2lmpiny) <1
il existe des fonctions g1, g2 € M(D(w)) telles que figr + faga =1 sur D et

C
”gé”gm(z)(#)) < 5T {=1,2.

Démonstration. Soient fi, fo € 9M(D(u)) vérifiant
0<o < [fil+[fol sur D et || fillanpgu) + 2l < 1-

Alors, il vient d’aprés [79] que, pour tout h € D(u), il existe des fonctions ¢1, 2 € D(u) telles
que fipr + fops = h sur D et

leellpy S 6 Pllpgy . €=1.2.

Puisque D(p) est un espace de Hilbert a noyau reproduisant avec un noyau de Nevanlinna-Pick
complet d’apres [99], il vérifie alors le théoréme de la couronne Toeplitz 3.34. Ainsi, il vient
lexistence de deux fonctions g1, g2 € M(D(w)) telles que frg1 + faga =1 sur D et

lgellonp(uy) < 5 =12 O
Lemme 3.36. Soit pi une mesure de Borel positive et finie sur D. Alors X = D(u) vérifie les
hypothéses (H1) a (H3) et A=9M(D(p)) vérifie les hypothéses (H4) a (HS).

Démonstration. 11 est bien connu que D(u) vérifie les hypothéses (H1) a (H3) (voir par exemple
[4]). Par définition de M(D(u)), A vérifie évidemment (H4a) (et donc (H4)), et les hypothéses
(H5) d’apres le lemme 3.2 et (HT7). De plus, A vérifie (H6) avec A > 4 d’apreés le théoréme 3.35.
I1 reste donc & montrer que A vérifie (H8). Remarquons pour ce faire que, d’aprés [4, Theorem
IV.1.9], pour tout g € D(u), on a

/\g )| Uu(2) dA(= /D ) dp(z Dz(g):/qr—<

avec m la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Soit f € D(u). On a

o = 16 + [ |06 Y Uilo) dA(e)
I3+ [ Datad) ditz).
D

Remarquons que

[P =)
D-(af) = [ RO amie)
Or, on a
f(2) = CFQ | f2) = Q) 2" — (|
¢ = | et
n n |2 2

<2lfP | Zo | 4| [

2

<22 |f(2)? +2‘M
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On obtient donc que
Dz(an) < 2n? Hf”g + 2Dz<f)7

et par suite

I f oy < 12+ 202(B) || £ + 2 /D D.(f) du(2)
<2 HfHQD(H) + 2712#(@) Hf”zp(u) s’ HfHQD(H) :

Finalement, on obtient que [|xnllgn(p()) S 7 et A vérifie (H8). O

En utilisant le théoréme 3.14 et le corollaire 3.16, nous retrouvons alors partiellement les
résultats de Richter-Sundberg [88, Corollary 5.5] et Aleman [4, Corollary 4.4] grace au lemme
3.36.

Théoréme 3.37. Soit 1 une mesure positive et finie sur D. Supposons que f,g € IM(D(u))
vérifient |g(z)| < |f(2)| pour tout z € D. Alors

1. Il existe N € N* tel que [gN]D(#) C [flo-

2. De plus, si g est cyclique pour S dans D(u), alors f est cyclique pour S dans D(u).

Remarque 3.38. Ce dernier théoréme a été montré dans [88] avec N = 1 et avec des hypothéses
plus faibles : f,g € D(u) et p une mesure sur T. Le cas avec une mesure sur D est obtenu dans
[4] avec également N = 1.

En utilisant le théoréme 3.20, nous pouvons aussi formuler ’application suivante.

Théoréme 3.39. Soient i une mesure positive et finie sur D et f € M(D(u))NA(D) une fonction
extérieure telle que Z(f) = {{o} pour un certain (o € T qui n’est pas un point d’évaluation borné
pour D(p). Alors f est cyclique pour S dans D(u).

Démonstration. Puisque (y n’est pas un point d’évaluation borné pour D(u), il vient que z — (o
est cyclique pour S dans D(u) d’apres le lemme 3.21. 11 suffit alors d’appliquer le théoréme 3.20
avec le lemme 3.36. O

Remarque 3.40. Dans le cas ou u est une mesure positive et finie sur T, notons que O. El-
Fallah, Y. Elmadani et K. Kellay ont montré dans [46] que ¢ est un point d’évaluation borné
pour D(u) si et seulement si ¢,(¢) > 0 ou ¢, est la capacité de Choquet associée & D(u). De
plus, ils ont aussi montré que pour f € D(u) telle que supp(p) N Z(f) est dénombrable,

f est cyclique pour S dans D(u) si et seulement si f est une fonction extérieure et c,(Z(f)) = 0.

Ceci atteste donc que, dans ces espaces, la conjecture de Brown-Shields est vraie si le support
de p est dénombrable.
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Deuxiéme partie

Plongement dans des semi-groupes
d’opérateurs et de fonctions analytiques
du disque unité
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CHAPITRE 4

LAUTOUR DES FONCTIONS ANALYTIQUES DU DISQUE UNITE

4.1 Théorie de Denjoy-Wolff et automorphismes de D

Nous renvoyons le lecteur a [22, 39, 96] pour une présentation détaillée de la théorie des fonc-
tions holomorphes du disque unité dans lui méme et de la théorie de Denjoy-Wolff.

Notons Aut(D) I'ensemble des applications holomorphes et bijectives de I dans . Ces auto-
morphismes de D sont exactement décrits par (les transformations de Mobius)

a—z
1—az’

Tea:2€D( CeT, acD. (4.1)

Celle-ci vérifie 7¢4(T) C T, 7¢4,(D) C D et 7'{; = Tz cq- Dans le cas o ¢ = 1, nous noterons

Ta = T1q O ici 7,1 = 7,.

Notons que, pour ¢ € Aut(D), il existe ¢ € T et a € D tels que p = 7¢ 4 d’apreés |22, Proposition
1.2.2|. De plus, remarquons que ¢ = 7¢ 4 € Hol (D (O 1)) avecD C D (07 %) D’aprés [22, Lemma

’a,

1.8.1], pour ¢ # Idp, ¢ a au moins un point fixe dans D. De plus, si ¢ n’a pas de point fixe dans
D, il existe alors deux points fixes «, 8 € T, possiblement égaux, tels que ¢'(a)¢’(8) = 1. En
effet, Péquation p(z) = 7¢ 4(2) = 2z est équivalente a @z? — (1 + ¢)z + (a = 0. Nous avons alors

1. sia =0, p(z) = z si et seulement si (1 + ¢)z = 0 si et seulement si z = 0 car { # —1
puisque ¢ #Z Idp;

2. sia # 0,1'équation p(z) = z admet deux solutions z1, zo € C éventuellement égales vérifiant
2120 = C% €Tet z1 + 29 = % Si ¢ n’a pas de point fixe dans D, alors nécessairement
|z1] = |z2] = 1 et nous pouvons alors noter z; = o € T et zg = f € T. De plus, puisque
pour tout z € D,

iy —(—az)+ala—z) la|* — 1
P = g ==
nous obtenons finalement
(1—a*) 9 (1—af*)

P'(a)¢' () = ¢

(1-aa)2(1—-aB)?2 ° (1-ala+p) +aaB)?

89



Le positionnement du/des point(s) fixe(s) permet de catégoriser les automorphismes de D :
e o est elliptique si 'un des points fixes est dans .
e ¢ est hyperbolique si les deux points fixes sont distincts et sont dans T.
e ¢ est parabolique si 'unique point fixe est dans T.
Théoréme 4.1 (Denjoy-Wolff). Soit ¢ : D — D une fonction analytique. Supposons que ¢ ne
s’étend pas en un automorphisme elliptique du plan complexe. Alors il existe un point a € D,

appelé point de Denjoy- Wolff, tel que la suite des fonctions itérées (<p[”] 1= (O -0Y)peN Converge
localement uniformément vers «, c’est-a-dire que pour tout K C D compact,

— 0.

n—oo

i

Démonstration. La preuve se décompose en plusieurs étapes, et fait donc appel a différents outils.

1. Le cas des automorphismes : ¢ € Aut(DD) et on effectue une disjonction de cas via la nature
de ¢ et la position de son/ses point(s) fixe(s).

2. Le cas des non-automorphismes : ¢ ¢ Aut(D).

e Si ¢ a un point fixe dans D : on utilise la preuve du lemme de Schwarz [22, Theorem

1.2.1].
e Si ¢ n’a pas de point fixe dans D : on utilise le théoréme de Wolff [96, Section 5.3] et
le lemme de Schwarz-Pick |22, Theorem 1.2.3]. O

Rappelons que (pt)t>0, une famille d’applications analytiques de D dans D, est un semi-flot
holomorphe du disque unité si pour tout z € D, pour tous s,t > 0,

wo(2) =2, Qstt=ps0p, tE€ RY — ©i(2) est continue.

Cette derniére hypothése de continuité est équivalente & la convergence uniforme sur tout compact
de D en utilisant le théoréme de Montel [92, Theorem 14.6]. En termes de générateurs, nous
avons l'existence d’une application G : D — C analytique telle que pour tous t > 0, z € D,
% = G(p(t,z)), résultat profond di a Berkson et Porta ou l'on note ici ¢(t,z) = ¢i(2)
([17] ou [22, Theorem 10.1.4]). De plus, comme corollaire, nous notons que pour tout ¢ > 0, ¢y
est injective ([22, Theorem 8.1.17| avec la théorie de Cauchy-Lipschitz ou [31, Theorem 2]). La

question qui nous intéresse dans ce chapitre est la suivante.

Question 4.2. Soit ¢ : D — D analytique et injective. Ewiste-t-il un semi-flot holomorphe
(‘Pt)tzo de D tel que Y1 = @ ‘?

Le premier exemple simple est celui des automorphismes de ID. Nous obtenons la caractérisation
suivante selon la répartition du/des point(s) fixe(s).

(a) Si ¢ est elliptique avec un point fixe o € D, ¢ est conjuguée a une rotation i.e. il existe
0 € R tel que
© =To0 Rygory, Rp:z€D+— €2 € D. (4.2)

Nous obtenons alors que ¢ est plongeable dans le semi-flot holomorphe de ID suivant :

Vi>0, @r=740Rp:07Tq, Rpt:zr— e,

Plus précisément, nous pouvons distinguer deux cas (hors le cas trivial ou ¢; = Idp pour
tout ¢ > 0) :

e Le cas elliptique neutre : pour tout ¢ > 0, ¢ # Idp et
prl0) = aet [¢)(a)] = 1.
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e Le cas elliptique attractif : pour tout ¢ > 0, ¢; £ Idp et
pr(0) = a et [gh(a)] < 1.

Notons pour la suite H" = {z € C: Re(z) > 0} le demi-plan droit de C.

(b) Si ¢ est hyperbolique avec deux points fixes distincts «, f € T o « est le point de Denjoy-
Wolff, ¢ est conjuguée a une homothétie i.e. il existe un automorphisme T, g : D — H*
vérifiant T, g(a) = 0o et Tp g(5) = 0 et A € R* tels que

p=T,hoH\oTyg, Hy:zeH" — ez e HT. (4.3)
Nous obtenons alors que ¢ est plongeable dans le semi-flot holomorphe de D suivant :
V>0, ¢ = T;é oHyoTnp, Hy:z— Mz
En particulier, pour tout ¢t > 0, 7}_i)l}l_(pt(roz) =aet rl_igl_gog(ra) < 1.

(c) Si g est parabolique avec un unique point fixe £ € T, ¢ est conjuguée a une translation i.e.
il existe un automorphisme Cg : D — HT et A € R* tels que

p=C;loTyoCy, Ty:zeH'— z+iXeH". (4.4)
Nous obtenons alors que ¢ est plongeable dans le semi-flot holomorphe de ID suivant :
Vvt > 0, got:CgloT,\tOCg, Tyt 2 — 2+ it

En particulier, pour tout ¢t > 0, lim ¢;(r) =€ et lim @}(rg) = 1.
r—1- r—1-

(a) Elliptique (b) Hyperbolique (c) Parabolique

FIGURE 4.1 — Lignes de niveau et comportements des automorphismes de ID

Remarque 4.3. Nous pouvons nous référer a [22] pour de plus amples détails, notamment sur la
construction des automorphismes considérés dans les différentes conjugaisons. Par exemple, dans
le cas des automorphismes paraboliques, il s’agit en fait de la transformée de Cayley (associée a
I'unique point fixe 7 € T) C; : D — HT définie par

T+z
C = D. 4.5
(=112 se (4.5)
Son inverse est donné par
_ w—1
CTI( ):Tm, w € H.

Le théoréme suivant introduit finalement les différents modéles canoniques de semi-flots qui
permettent notamment de les regrouper dans une seule classe de fonctions selon la position de
leur point de Denjoy-Wolff. Il permet aussi d’introduire la fonction modéle associée, notée h et
appelée fonction de Koenigs (voir [100] ou [22, Theorem 9.3.5]).
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Théoréme 4.4. Soit (pt)i>0 un semi-flot holomorphe de D de générateur noté G.

o Modele sans point fize : si (pt)i>0 est un semi-flot sans point fize, c’est-a-dire dont le point
de Denjoy-Wolff a € T, alors il existe une application bijective h de D sur h(D) C C stable
par translation verticale (i.e. h(D) 4 it C h(DD) pour tout t > 0) telle que (pr)i>0 est de la
forme

oi(z) = h Y (h(2) + G(0)t), =z €D. (4.6)

e Modéle avec point fize : si (pt)i>0 est un semi-flot avec point fize, c¢’est-a-dire dont le point
de Denjoy-Wolff o« € D, alors il existe une application bijective h de D sur h(D) qui est
c-spiralée (stable par multiplication par e~ pour tout t € RT d.e. e *h(D) C h(D) pour
tout t > 0) telle que (pr)r>0 est de la forme

oi(z) = h 1 (¥ Oh(z)), zeD. (4.7)

4.2 Les fractions linéaires

Bracci, Contreras et Diaz-Madrigal ont obtenu dans |21, 22| une caractérisation compléte du
plongement des fractions linéaires

az+b
cz+d’

LFM(D) := {f:COO—HCOO:f(z): a,b,c,de€ C, ad—bc#0, f(D) CD},

(4.8)
ot Coo = CU {00} est la sphére de Riemann. Remarquons que Aut(D) ¢ LFM(D).
Le plongement des fonctions de LEM(D) est caractérisé selon la nature de ¢ d’aprés [21,
Proposition 3.4]. Soit ¢ € LFM(D).

1. Si ¢ est trivial, elliptique neutre, hyperbolique ou parabolique, alors ¢ est plongeable dans
un semi-flot holomorphe de D.

2. Si ¢ est elliptique attractive, ¢ est plongeable dans un semi-flot holomorphe de D si et

seulement si
o

1
a— -l < | (a ‘1 - =
ot a € D est le point de Denjoy-Wolff, 3 € C\D est le point fixe répulsif et | = I(y,/(q))

est la longueur de la spirale canonique 7,(q) associée a ¢'(a) € D\{0}.

: (4.9)

Remarque 4.5. Soit a € D\{0}. T 1
Alors il existe un unique A € C vérifiant -
Re(\) < 0 et Im(\) €] — 7,7 tel que e* = a.
Nous appelons spirale canonique associée a a la
courbe 7, définie par

Ya i t € [1, 4+o00[— .

Rappelons que sa longueur [(7,), finie, est défi-
nie par

0= [ o] dr= 0 @)
R “ Re(—\)"
En particulier, nous avons I(v,) > |al. R
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Notons de plus que ¢ est plongeable dans un semi-flot holomorphe de D si et seulement si ¢
est plongeable dans un semi-flot d’éléments de LFM(ID) d’apreés |21, Theorem 3.3|. Ceci provient
du fait que pour (¢¢)¢>0 un semi-flot holomorphe de D, s’il existe to > 0 tel que ¢y, € LEFM(D),
alors ¢, € LFM(DD) pour tout ¢t > 0 (voir [21, Theorem 3.2]). C’est dans le méme esprit que les
deux résultats suivants.

e Si « est un point fixe de ¢, alors « est un point fixe de ¢; pour tout ¢ > 0.

e Si « est le point de Denjoy-Wolff de ¢, alors « est le point de Denjoy-Wolff de ¢y pour tout
t>0.

Les exemples suivants montrent qu’il existe bien des fractions linéaires elliptiques attractives
plongeables et non plongeables dans des semi-flots holomorphes de .

Exemple 3.

L. Soit ¢ : z = 5. Alors ¢ € LFM(D), et ¢ a deux points fixes 0 et 1. Son point de

Denjoy-Wolff est en particulier 0, et ¢ est elliptique attractive puisque ¢’(0) = % Puisque

I =1(¢'(0)) = 3 (avec A = —In(2), @ = 0 et 8 = 1 dans la définition (4.10)), nous avons

d’aprés la condition (4.9) le plongement de ¢ dans un semi-flot holomorphe de D. Cela
montre bien en particulier que lorsque ¢'(«) €]0, 1], I = ¢'() et (4.9) est toujours vraie.

2. Soit ¢ : z = Z5. Alors ¢ € LFM(D), et ¢ a deux points fixes 0 et 3. Son point de
Denjoy-Wolff est en particulier 0, et ¢ est elliptique attractive puisque ¢’(0) = —%. Puisque

Al

L=1(¢(0) = W) (avec A = —In(2) + im, a = 0 et § = 3 dans la définition (4.10)), nous

obtenons le plongement de ¢ si et seulement si %l < fie [N = /In(2)2+ 72 < 3In(2)
d’aprés la condition (4.9). Ceci n’étant pas vrai, ¢ n’est pas plongeable dans un semi-flot
holomorphe de D. Cela montre bien en particulier que lorsque ¢'(«) €] — 1,0][, I > |¢'()]
et (4.9) n’est pas toujours vraie.

4.3 Les fonctions génératrices de probabilité

Considérons 'application p¢ : D — I définie par

z+1 2
SOC(Z):< 5 >, zeD.

Alors ¢ est une fonction polynomiale du second degré & valeurs dans D, et est donc holomorphe
sur D. De plus, ¢ est injective sur D et 1 est son point de Denjoy-Wolff. En particulier, ¢ est

parabolique puisque pc(1) = ¢ (1) = 1.

Nous nous posons la question de son plongement dans un semi-flot holomorphe de . L’idée
est d’abord de regarder I'existence éventuelle d’une racine carrée au sens de la composition, qui
est une condition nécessaire de plongement. Supposons alors que c’est le cas, et donc que ¢ est
plongeable dans un semi-flot holomorphe de D. Alors, d’aprés le modéle sans point fixe donné
par le théoréme 4.4, il existe une application h € Hol(D — Q) bijective telle que Q + it C 2 et
une constante ¢ € C telles que

oi(z) = h Y (h(z) + ct), zeD.

En particulier, nous obtenons h(pc(z)) = h(z) + ¢. Or, lidée de résoudre cette équation fonc-
tionnelle en h de facon analytique semble compliquée. C’est ce que nous allons motiver avec
I’exemple suivant. Considérons alors I'application ¢ : D — D définie par

z+1 1 1

= = — — D.
o(z) 5 2z+2, z €
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D’apreés la classification des semi-flots due a Siskakis dans [100], nous savons que ¢ est plongeable
dans un semi-flot holomorphe de D. En fait, si nous considérons le semi-flot (¢¢)¢>o défini par

Yi(z)=efz+1—et, t>0, ze€D,

alors 91,2) = ¢. Pour que ¢ soit plongeable, nous aimerions que ce soit le cas pour ¢ = 1.
Considérons alors (¢;)i>0 = (Yim(2)t)t>0 correspondant a une homothétie de In(2) de (1¢)¢>0.
Alors, nous vérifions aisément que (¢¢)r>0 est bien un semi-flot holomorphe de D et puisque
© = @1, ¢ est plongeable dans (¢¢)i>0.

Remarque 4.6. L’article [100] donne de plus des informations sur les semi-flots considérés. Pour
le semi-flot (¢¢)1>0 = (e "2+ 1 — e )0 utilisé précédemment, nous savons que le générateur et
I’application modéle de Koenigs sont respectivement donnés pour tout z € D par

G(z)zl—zeth(z)zlog( ! >

1—2z

Ainsi, nous obtenons le générateur et I’application modéle de Koenigs associés a (¢¢)i>0 (via
I’homothétie considérée plus haut) respectivement donnés pour tout z € D par

G(2) = n(2) (1 — 2) et h(z) = lnEQ) log (1 ! Z> .

Sous cette approche, la question de plongement de p¢ est difficile et reste encore ouverte a ce
jour. Cependant, remarquons que la somme des coefficients de ¢¢ est égale & 1. Ceci donne un
lien intéressant avec la théorie des semi-groupes de fonctions dites génératrices de probabilité.
Nous notons BT la classe des fonctions dites génératrices de probabilité i.e. les fonctions f de la
forme

frzeDr— > pez®, pe>0, k>0et Y pe=1 (4.11)
k>0 k>0

Nous dirons que f € BT est plongeable dans un semi-groupe de fonctions génératrices de proba-
bilité 'l existe un semi-flot holomorphe (f;);>0 de D telle que f; € BT pour tout ¢ > 0 et f; = f.
Nous noterons £(B7) la classe des fonctions génératrices de probabilité plongeables dans un tel
semi-groupe. L’application z —— %z + % introduite précédemment donne un premier exemple.
Le plongement de telles applications a été étudié dans [66, 73, 74].

Remarque 4.7. Une fonction f € BT est holomorphe de D) dans I et continue sur D. De plus,
|f(2)] <1 pour tout z € D et si f,g € BT, alors foge Bt.

L’idée de cette section est d’introduire un résultat de plongement, qu’il soit nécessaire ou
suffisant, autour de ces fonctions génératrices de probabilité. Le théoréme suivant donne une
premiére condition nécessaire (voir |66, Theorem 22| ou [73, Theorem 7|). Considérons ¢ la plus
petite racine positive de I’équation f(z) = x pour = € [0,1] (I'ensemble {a € [0,1] : f(a) = a}
est un borné non vide (puisque f(1) = 1) de R donc admet un minimum).

Théoréme 4.8. Supposons que f € Bt vérifie f(q) < co. Alors

si3(f (@))* =21 (0)fP(q) > 0, alors f ¢ E(BT).

Dans le cadre de ces semi-groupes de fonctions génératrices de probabilité, I'existence de racines
n-iémes, pour tout entier n, pour la composition est une condition suffisante pour le plongement
(ce qui n’est pas vrai en toute généralité). Une notion utile ici est celle d’application infiniment
divisible (voir [66]).
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Définition. Une application f € BT est dite infiniment divisible dans B si pour tout n > 2, il
existe f, € BT telle que pour tout z € I,

f(2) = fuoro fale) = ().
Autrement dit, f est infiniment divisible dans BT si f admet une racine n-iéme au sens de la
composition dans Bt pour tout n > 2.

Proposition 4.9 ([66, Theorem 33|). Soit f € BY, f # 1, et supposons que f est infiniment
divisible dans BT. Alors f € £(BT).

Nous avons vu que l'existence de racines n-iémes au sens de la composition était une condi-
tion nécessaire pour le plongement dans un semi-flot holomorphe de D. Puisqu’un semi-groupe
générateur de probabilité est un semi-flot holomorphe de D, nous obtenons donc une condition
nécessaire et suffisante de plongement dans BT. Autrement dit, f € £(BT) si et seulement si f
est infiniment divisible dans BT.

Notons maintenant que ¢ € B*. En appliquant le théoréme 4.8 & ¢ avec ¢ = 1, nous avons
4 " 3 )~
P (1) = 0.< 00 et 3(w5(1))2 = 266 (1)e ) (1) = § > 0 dot o ¢ E(BY).

Nous avons vu la difficulté de trouver une racine carrée précédemment. Nous pouvons alors
a juste titre nous demander si ’existence d’une racine carrée au sens de la composition dans
I'espace BT est plus accessible ou non. Considérons 1’ensemble

PuBT)=(fi2eDr— ) mz" €B ipy#0, ppe=0k>n+1}. (4.12)
k>0
Dans cette veine, le résultat suivant donne une condition nécessaire sur le degré d’une telle
application pour I'existence d’une racine carrée et plus généralement pour I'existence d’une racine
de tout ordre.

Lemme 4.10. Soient n > 2 et ¢ € Pp(BT) admettant une racine carrée dans B*. Alors il existe
N € N* tel que n = N? i.e. le degré de ¢ est un carré parfait. Autrement dit,
{peBt:3peB", p=voyp}c{peBt:IkeN*, deg(p)=Fkr}.

Plus généralement, pour No > 2, s’il existe 1) € B telle que ¢ = ol alors il existe N € N*
tel que n = NNo.
Démonstration. Considérons 'application ¢ : z € D — "1 izt avec S 1 qa; =1, a; € [0,1]
et a, # 0. Supposons alors qu'il existe une application 1) € B telle que

p=1o1, ¢:z€[D)»—>Zblzl, Zbl: 1, b €][0,1].

1>0 >0

D’aprés la formule de Faa di Bruno, pour tout & > 1, pour tout z € D, on a que
d* ! ‘ LI A
— (i i)
gV v = 2 ) 11 ( il

(ml,...,mk),Zle imi=k Jj=1

En particulier, en identifiant avec ¢ o = @, on obtient un systéme & n + 1 équations donné par,
pour tout z € D,

k! E s E(p0)(z)
- (Zz:l ml)
2. it el (w(z))g < 1

J
(ml,...,mk),Z;“:l im;=k

n+1 .
> (n+1)! 1, (W) (z)
= e [T
(M1 41), 370 ima=n-t1 " =1

m;
) =oW(z), 1<k<n

mj
) :0

(4.13)

95



avec
- !

(k)

aZ7*  zeD.

p®)(z) =

=k
Notons W := 1)jg,1- Dans ce cas, puisque ¢ € BY, ¥([0,1]) C [0,1]. Egalement, pour k& > 1,
puisque ) (z) = Zn>k( m1on2" ¥ pour tout z € D, on a ¥H¥)([0,1]) ¢ R*. La derniére
équation de (4.13) implique alors que, pour tout (mi,...,mpu4+1) tel que Z?T m; =n+1, et

pour tout z € [0, 1],
n+1

WO ) (§(2) TT w9 ()™ =0, (*)

J=1

On déduit alors que ¥ est un polyndéme et

n+1
deg(¥) < max (Z m; — 1, jly,20 — 1) .

i=1
En effet, par le principe du prolongement analytique, l'identité (x) se prolonge a D tout entier.
Or Hol(D) est un anneau intégre, donc

o soit U(ZE ™) 6 = 0 sur D. Alors WX ™) gannule sur U(D) qui est un ouvert

1
non vide de C par le théoréme de 'application ouverte, et donc o(Zi mi) = 0 sur D
par une nouvelle apphcatlon du principe du prolongement analytique. On a alors que

deg(V) < Z?Jrll mi —
e soit il existe 1 < j < n+1avecm; > 1tel que V) = 0 surD. Alors on a deg(¥) < j—1<n.
Posons alors deg(V) = N € {0, ..., max(n, Z:”rll m; — 1)}. Dans ce cas, puisque ¥ o ¥ = ¢, on
déduit finalement que n = deg(¢) = deg(¥)? = N? est un carré parfait.

Regardons maintenant le cas général : soit Ny > 2.
D’aprés la formule de Faa di Bruno, pour tout k£ > 1, pour tout z € D, on a que

k

i ( No 2] mj
%@ZJ[NO](;;) _ Z Lw(zl 1m™M5) w[NO 1] H (wﬂ (2 ))) .

(ml,...,mk),Zle imi=k

En procédant exactement de la méme maniére et en utilisant les mémes notations que précé-
demment, on a WINol([0, 1) c [0,1[ et on obtient alors que, pour tout (mi,...,m,11) tel que
Zn+11 im; =n+ 1, et pour tout z € [0,1],

n+1
o mz)(q;[No—l}(Z)) H GO (@wNo=2(z))ymi = 0.

j=1

On déduit alors que

n+1
deg(¥) < max <Z mi — 1, jlym;20 — 1) :

i=1

En posant deg(¥) = N € {0, ..., max(n, X7 m; — 1)}, on déduit finalement que
n = deg(y) = deg(¥)No = NN, O

Avec la propriété d’infiniment divisible, et le lemme précédent 4.10, le résultat suivant donne
ainsi une caractérisation du plongement des polynémes générateurs de probabilité.

Théoréme 4.11. Soit ¢ € P(B"). Alors p € E(BT) si et seulement si ¢ est de degré 1.
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Démonstration. La preuve va essentiellement reposer sur le lemme 4.10.

e Supposons que ¢ € E(BT). Alors, en particulier, ¢ est infiniment divisible. Dans ce cas,
pour tout N > 2, il existe ¢p € BT telle que ¢ = YN Done, d’aprés le lemme 4.10, pour
tout N > 2, il existe ky € N* tel que deg(p) = k¥. Si deg(p) =n > 2, on an = kY avec
kx > 2 pour tout N > 2. Par suite, pour tout N > 2, n = k:]]\\,f > 2N une absurdité par
passage a la limite. Finalement, deg(¢) = n = 1.

e Soit ¢ € B de degré 1. Ecrivons ¢ de la forme suivante : ¢(2) = az+ (1 —a) avec a €0, 1].
Sans perte de généralité, on peut considérer que a €]0, 1[ puisque si a = 1, ¢ = Idp et ¢
est plongeable dans le semi-groupe trivial. Considérons ainsi le semi-groupe générateur de

probabilité
(gpt:zn—> (etlnaz+ (1—6““))) .
>0

Alors ¢ — ((,Dt)tzo et p € 5(B+) ]

Remarque 4.12. Nous retrouvons alors via ce théoréme que ¢ € BT n’est pas plongeable dans
un semi-groupe générateur de probabilité et en particulier n’est donc pas infiniment divisible dans
BT. Nous pouvons alors affirmer qu’il existe au moins un Ny > 2 tel que pc n’admet pas de
racine Np-iéme dans BT. Remarquons néanmoins que nous savons que ¢¢ n’admet pas de racine
carrée dans B*. En effet, si tel était le cas, nous aurions d’aprés le lemme 4.10 qu'il existe N € N*
tel que 2 = N2, ce qui est absurde.

4.4 Les fractions linéaires génératrices de probabilité

Faisons maintenant le lien entre les fractions linéaires de D et les applications de BT. Définissons
LFM*(D) = LFM(D) N B*.

Notons aussi £(LFMT (D)) I'ensemble des applications plongeables dans un semi-groupe d’élé-
ments de LFM™ (D). Reprenons, au méme titre que (4.8), la nature de ¢ € LFM(D) et regardons
s’il est possible dans un premier temps que ¢ soit un élément de B* puis, dans un second temps,
si tel est le cas, si ¢ est plongeable dans un tel semi-groupe. C’est 'objet du résultat suivant,
inspiré de |21, Proposition 3.4].

Théoréme 4.13. Soit p € LFM(D), ¢ # Idp. Alors

1. Si ¢ est elliptique neutre, ¢ ¢ E(LFMT(D)).

2. Si ¢ est hyperbolique ou parabolique, ¢ € LFM" (D) si et seulement si o s’écrit sous la
forme

(a+1-=0F)z+(a+5-1)
LSl PR ) S P NI
avec a > 1 et B € [ — 1, + 1]. De plus,
(a) si ¢ est hyperbolique, ¢ € E(LFMT (D)) si et seulement si f=a —1;
(b) si ¢ est parabolique, p ¢ E(LEM'(D)).

z €D,

Démonstration. Soit ¢ € LFM(D), ¢ # Idp. Nous avons les différents cas suivants.

1. Supposons que ¢ est elliptique neutre. Alors, pour « son point fixe dans D, ¢ = 7,01 0 7,
avec, pour 0 € R, 1 : z — €%z, On a que 1 est plongeable dans le semi-flot holomorphe
(Y1 2 €92);50 de D, mais ¢ ¢ B*. En effet, si ¢ € B, alors ¢(1) = 1. Or

Y1) =1= e =1=0=2kn, kek

Dans ce cas, on aurait 1(2) = z et ¢ = Idp, une absurdité. Donc ¢ ¢ BT et on déduit
finalement que ¢ ¢ E(LFM™(D)).
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2. Supposons que @ est soit hyperbolique, soit parabolique. Reprenons, pour un élément 7 € T,
l'application C; définie par (4.5). Remarquons que
(a) si ¢ est hyperbolique, alors pour 7 € T 1'un des deux points fixes de ¢, p = C-toypoC;
avec 1 : w € HY — 7w + B ot v € R™ et Re(8) > 0;
(b) si ¢ est parabolique, alors pour 7 € T I'unique point fixe de ¢, p = C- o1 o C, avec
Y :w e H — w+ 8 ou Re(B) > 0.
Prenons alors a > 1 et 8 € C avec Re(8) > 0 tels que ¢(w) = aw + 3 pour w € HT. Dans
ce cas, on a

(a=p+l)z+71(a+p—-1)

=Clogo =T
e = O oo e = T e r(a A L)

z e D.

Pour avoir ¢ € BT, il faudrait que

e ©(1)=1.0r
¢(1):T(afﬁ+1)+7(a+ﬁ—1) _ (a—B+D1r+712(a+B8-1)
(a=f-1)+7(a+p+1) (a—B-1)+71(a+p+1)

Autrement dit,

(1) =1<=7%(a+B-1) =287+ (B —-a+1)=0
b—a+1

a+pf+1
Puisque 7 € T, on obtient que 7 = 1 ou Re(f8) = 0.

<— 1t=1lourt=

e tous les coefficients soient dans [0, 1]. Or, en particulier,

a+pg—-1
0)=7———€[0,1] <= 7=+1let B R".
PO =r g el et B €
En effet, pour 3 =z +iy € Cavecz > 0et y # 0 et 7 = e avec € R\{k7 : k € Z},
on a
—1 -1 1) + y? 2 0
Im <Ta+l8 >:sin(9)(a+x )(aerjL. )2+y + ycos(d) —5 # 0.
a+pB+1 |(a+z + 1) + iy (a+z+1)+iy|

Ainsi, si 8 ¢ Rt ou 7 # +1, on a »(0) ¢ [0,1].
Considérons alors pour la suite 3 € R™ et 7 = 1. On a donc, pour tout z € D,
golatl=Pfzt(a+p-1) (a+l-plzt(at+F-1) 3 <1+6—az>”
a+pB+1 '

(a+B+1) (1 - ii%jﬁ‘z) (@+B8+1) =

On déduit ainsi que ¢ € BT si et seulement si
at+l1—-—>0etl1+8—a>0.

Autrement dit, ¢ € BT si et seulement si 3 < a+1et 3 > a—1. Finalement, ¢ € LFM™ (D)
si et seulement si ¢ s’écrit sous la forme

o(2) = (a—B4+1)z4+(a+5-1)
(a=B—-1Dz+(a+B+1)

avec a > 1 et 8 € [ — 1, + 1]. Notons que I'application 1 est respectivement plongeable,
dans le cas hyperbolique et parabolique, dans les semi-flots holomorphes de H™

B

e’ —1

z €D,

<¢t:w€H+r—>67tw+ (e7t—1)) et (¢t:w€H+r—>w+ﬁt)t>0.
>0 -

Ainsi, ¢ est respectivement plongeable dans le semi-flot holomorphe (¢ = Cy 1 ohroCY)i>0
de D ot pour tout ¢t > 0, on a
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B

(a) en posant A = >,

(=X —1)+1)z+ (7 + N —1) — 1)

D.
@ A" —1) Dzt (@t rae—1)+1) ~€

ei(z) =
Notons, pour tout t > 0,
ap=e">1et B = Moy —1) > 0.

Puisque I'on & déja ¢¢(1) = 1 pour tout t > 0, ¢y € BT pour tout ¢ > 0 si et seulement

S1
Ll(eﬁ —1) <41,

Oét—lgﬁtgat+1<:>€%—1< 5
e_

On doit alors avoir, puisqu’ici v > 0, d’'un c6té A > 1 et d’un autre co6té A < iliﬂ

pour tout t > 0. Cette propriété devant étre vérifiée pour tout ¢ > 0 arbitraire, on
remarque alors par passage a la limite lorsque ¢t — +o00, que A < 1 d'ot A = 1.
Autrement dit, # = ¢ — 1 = a — 1. On déduit ainsi que ¢ € E(LFMT (D)) si et
seulement si f = a — 1.

or(z) = (2—pt)z+ pt

=Btz + (24 pt)’ zeb.

On déduit que ¢ ¢ ELFMT(D)) puisque, en notant pour tout ¢t > 0, oy = 1 et
By = Bt, on a ¢; € BT si et seulement si

2
at_lgﬁtfat+1<:>()§,3t§2<:>t§57IB#O, ]

Remarque 4.14. Dans le cas ol ¢ est elliptique attractive et sous la condition (4.9), la situation
est plus compliquée. En effet, on a ¢ = 7, 09 o 7, avec

eMz
1/1<—><t:z€]D)l—> ) ,
p(l—eM)z+1 >0

oit A € C vérifie e* = ¢/(a) = ¢/(0) avec Re(\) < 0 et Im(A\) €] — 7, 7] et p = % € C. En

supposant que ¢ € BT, on a en particulier que (1) =1 et

€ A A A
=1l —F— =1l<=ce"=pu(l - 1l <= =1 =-1).
e —t A= p(1— ) 1= (=1 oup=-1)
Puisque |¢(a)] < 1, on a e # 1 et donc nécessairement 4 = —1. Ainsi, pour tout z € D, on a
ez A Y\
V() = 1(2) = T = € (=)

n>0

On déduit ainsi que 1) € Bt si et seulement si 1 — e > 0 si et seulement si A € R et A < 0.
Considérons alors maintenant g = —1 et A € R™. Puisque 7, ¢ BT, on ne peut pas conclure de
cette fagon. Or, comme ¢ = 7, 01 074, O1 &

[(I-—a)e*+a(l—@)]z+a(l —a)(1—¢)
l1-a)l-eMz+[(1—a)aer +1—a] ’

p(2) = z € D.

La question est alors difficile pour montrer que ¢ € BT, et par suite que (1 = To © ¥t © 7o )t>0
est un semi-groupe générateur de probabilité.
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CHAPITRE D

AUTOUR DES OPERATEURS DE COMPOSITION ET DE TOEPLITZ

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre & ’étude du plongement de certaines classes
d’opérateurs particuliers. Nous avons vu qu’il n’existait pas de condition nécessaire et suffisante
pour qu’un opérateur quelconque soit plongeable dans un Cp-semi-groupe. Nous allons ainsi
nous pencher sur la condition nécessaire qui nous permettra d’écarter le plongement de certains
opérateurs et utiliser & bon escient la condition nécessaire et suffisante dans le cadre isométrique.
Ces deux résultats sont rappelés ci-aprés.

Théoréme 5.1 ([43, Theorem V.1.7]). Soit T € L(E). Si T est plongeable dans un Cp-semi-
groupe, alors

dim(ker(7")) € {0,000} et codim(Im(T)) € {0, co}.
Démonstration. Supposons que T est plongeable dans un Cp-semi-groupe noté (7})¢>0 et procé-
dons par ’absurde en supposant de plus que 0 < dim(ker(7")) < oo.
Comme T' =11 = T% o T% est non injectif, T% ne l'est pas non plus. Par suite, pour tout n > 1,

T 1 est non injectif. Prenons alors x,, € ker (TL> tel que ||z, || = 1 pour tout n > 1. Il vient que
2n on

(Zn)n>1 C ker(T) avec dim(ker(T')) < co. La boule unité fermée étant ainsi compacte, il existe
une sous-suite (zp, )r>1 telle que x,, — o avec ||zg|| = 1. Puisque ker (T 1 ) C ker (TL),
= k—00 o1 3™
on a en particulier
Tixnk =0 — T xg,
2n n

k—oo 2

et il vient que, par unicité de la limite, pour tout n € N, T'1 x¢p = 0 ce qui est en contradiction
2’71

avec la forte continuité de (73)¢>0. En effet, on devrait avoir 1 xzp — xo # 0.
- 2n n—oo

De la méme maniére, comme codim(Im(7")) = dim(ker(7*)), on obtient une contradiction en
supposant que 0 < dim(ker(7™)) < oo, avec les propriétés de continuité faible-* de T*. En effet,
si T est plongeable dans (T})>0 alors T* est plongeable dans (T}")¢>o sur E* d’aprés [45, Example
1.1.13). O

Introduisons maintenant une décomposition classique d’un opérateur isométrique en somme
directe d’'un opérateur unitaire et d’un opérateur de "type shift". Les propriétés de plongement
émanant de ces deux nouveaux opérateurs permettront de déduire celui de 'isométrie concernée.

Théoréme 5.2 (Décomposition de Wold, [102]). Soient H un espace de Hilbert et T : H — H
une isométrie. Alors il existe F et G deus sous-espaces de H vérifiant H = F&+G avec T(F) C F
et T(G) C G et tels que Tip est un opérateur unitaire et T\ est un shift unilatéral. De plus, cette
décomposition est uniquement déterminée par les ensembles

F=()T"H et G=T"(H S TH). (5.1)
n>0 n>0
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Remarque 5.3. Ici, une isométrie V : H — H est un shift unilatéral s’il existe un sous-espace
L de H tel que pour tout n > 1, V"L L L et que @nzo V"L = H. Notons de plus que G ou F
peuvent étre réduit a {0}. Dans ce cas, V sera unitaire ou bien complétement non unitaire (i.e.
il n’existe pas de sous-espaces non triviaux de H sur lesquels V' est unitaire). Une décomposition
plus générale sur les contractions d’un espace de Hilbert avec une partie complétement non
unitaire est donnée dans [101] par Sz.-Nagy-Foias.

Nous pouvons tout de méme nous demander si certains opérateurs classiques comme le shift
par exemple sont plongeables dans un Cp-semi-groupe. Le résultat suivant montre alors que le
shift S sur £?(N, F) avec F un espace de Hilbert de dimension infinie est plongeable dans un
Cp-semi-groupe. En revanche, le shift S ~ M, sur H? ne lest pas puisqu’il n’admet pas de
racine carrée d’aprés le théoréme 1.23. D’une maniére générale, S* pour tout k& > 1 ne l'est pas
non plus puisque ker(S**) = P<j—1 d’apreés le théoréme 1.16. Aussi, nous pouvons montrer que
S @ S n’est pas plongeable dans un Cy-semi-groupe sur Hy @ Hj via U'identité, donnée par [81],
W*(S @ S)W = S? avec

k
W.g= Zakzk € H> — (Wg)(z) = ( Zkzo @2k~ k) € H? ® H? unitaire.
k>0 Zkzo A2k+1%

En effet, si c’était le cas, alors S? le serait aussi par isomorphisme unitaire, ce qui est absurde.
Nous pouvons ainsi formuler la question naturelle suivante.

Question 5.4. Pour N € NU{+o00}, notons Sy = @ﬁio S sur @i\;o H?. Est-il vrai que Sy est
plongeable dans un Cy-semi-groupe si et seulement si N = 400 ¢

Proposition 5.5 ([43, Proposition V.1.18]). Le shift a droite sur (*(N, F) avec F un espace de
Hilbert de dimension infinie est plongeable dans un Cy-semi-groupe sur £2(N, F).

Démonstration. Puisque F est unitairement équivalent & L2([0, 1], F'), il existe alors un opérateur
unitaire J : (2(N, F) — (2(N, L%([0,1], F)) tel que JSJ~! est le shift sur £2(N, L2([0, 1], F')). De
plus, via la décomposition L?(R™, F) = @,,-¢ L*([n,n + 1], F), on note que l'on peut identifier
l'espace (2(N, L?([0,1], F)) avec L?(R™, F') via 'application

(N, L*([0,1], F)) — LY(R*, F)

Il existe ainsi un opérateur unitaire K : £2(N, L?([0,1], F)) — L*(R*, F) tel que K (JSJ K~}
est 'opérateur de translation

L*(RT, F) — L*(RT, F)
Rt — F.
f= s > fls =1L

Cet opérateur est plongeable dans le semi-groupe isométrique (St)¢>o sur L?(R*, F) défini par

fls—=t), 0<s—t

, e L) (RT,F), seR™. 5.2
0 0> s_t f ( ) (5.2)

(Sef)(s) :== {

On conclut que S sur £2(N, F') est plongeable dans le Cyp-semi-groupe isométrique sur ¢2(N, F)
défini par (J 1K LS, K J)i>0. O

Ces deux derniers résultats sont des outils importants pour la preuve de la condition nécessaire
et suffisante de plongement dans le cas d’un opérateur isométrique.
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Théoréme 5.6 ([43, Theorem V.1.19|). Soit V : H — H une isométrie. Alors V est plongeable
dans un Cy-semi-groupe si et seulement si V' est unitaire ou codim(Im(V')) = oo.

Démonstration. D’aprés la décomposition de Wold 5.2, comme V : H — H est isométrique,
il existe alors F et G deux sous-espaces invariants de V tels que H = F &+ G et tels que ViF
est un opérateur unitaire et V| est un opérateur unitairement équivalent a S sur 2(N,I) avec
I = Im(V)*. D’aprés la condition nécessaire 5.1, il y a deux cas a traiter (puisque I'on a déja
dim(ker(V')) = 0).
e Sidim(/) =0, V = V| est unitaire et V' est plongeable dans un Cp-semi-groupe unitaire
d’apres [43, Corollary V.1.15].
e Si dim(F') = codim(Im(V)) = oo, alors V| est plongeable dans un Cp-semi-groupe iso-
métrique d’aprés la proposition 5.5 et, d’aprés le premier point, V' est plongeable comme

somme directe d’opérateurs plongeables.

Finalement, V' est plongeable dans un Cp-semi-groupe si et seulement si V' est unitaire ou
codim(Im(V')) = oc. O

Cette preuve nous indique la forme potentielle d’'un semi-groupe dans lequel V : H — H un
opérateur isométrique est plongeable.

1. Si V est unitaire, alors d’aprés la preuve de [43, Theorem V.1.14], il existe une mesure
de Borel y, une application mesurable m € L®(o(V),pu) et Z : H — L%*(a(V), ) un
opérateur unitaire tels que

Ve (=2 () 2)

2. Si codim(Im(V)) = dim(Im(V)*) = oo, alors il existe, en posant I = Im(V)*,
(a) des sous-espaces F' et G définis par (5.1) de H stables par V tels que H = F &+ G;
(b) une mesure de Borel p et une application mesurable m € L*(o(V|r), i) ;
(c) des opérateurs unitaires Z : F — L2(0'(‘/£F), p) et W:G — (3N, I), puis
J: (N, I) — (2(N, L2([0,1],1)) et K : £2(N, L?([0,1],1)) — L*(R*,I)
tels que

Ve (Vt — (7" <etL09(m>) Zl [U*StU]) (5.3)

>0’
ot (Sy)i>0 est le semi-groupe sur L?(R*, I') défini par (5.2) et U = KJW : G — L?*(R*, 1)
est un opérateur unitaire.

Pour ce qui est des autres conditions, nous avons regroupé ci-aprés ’ensemble des outils per-
mettant de les prouver qui mélent des techniques d’analyse hilbertienne et complexe.

1. Une condition suffisante pour un opérateur quelconque lorsque o(7") C Q avec 2 un ouvert
simplement connexe ne contenant pas 0. Il s’agit d’utiliser le calcul fonctionnel holomorphe
de Dunford-Riesz appliqué & A = L(E) et la fonction f = log puis d’utiliser le fait que
pour A € L(E), (e!*);>0 est un semi-groupe uniformément continu avec A = log(T).

2. Une condition nécessaire et suffisante dans le cas d’un opérateur normal. Il s’agit d’utili-
ser le théoréme spectral pour les opérateurs normaux pour définir une fonction mesurable
m € L>®(o(T'), 1) et u une mesure de Borel. Et, si

(a) T injectif, il s’agit d’utiliser (T3 = M irog(m) )t>0 Co-semi-groupe sur L2(o(T), 1) via

e

I'exemple de la multiplication sur LP(€Q, 1), 1 < p < oo par [45, Proposition 1.3.11] ;
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(b) dim(ker(T")) = oo, il s’agit d’utiliser la décomposition H = ker(T) & Im(T) et le
plongement de ﬂm et T|yer() Trespectivement par injectivité et plongement de

I'opérateur zéro dans le semi-groupe nilpotent (T});>o sur L%([0,1], H) défini (par
morceaux) par 7y = 0sit > 1 et, pour ¢t € [0,1],

fs—=t), 0<s—t

. felL*[0,1],H), selo0,1].
0 70>S_tf([])8[]

(Tif)(s) = {

3. Le cas d’un opérateur unitaire est clair puisqu’un opérateur unitaire est normal et injectif.

Nous allons nous intéresser plus particuliérement dans ce chapitre a cette derniére condition,
et a la question de plongement pour les opérateurs de composition isométriques et les opérateurs
de Toeplitz analytique (isométriques) sur I’espace de Hardy H2.

Enfin, avant cela, un autre exemple classique est celui de 'opérateur intégral de Volterra.
Considérons opérateur V : L2([0,1]) — L?([0, 1]) défini par

Vf(z):= /099 f(s)ds, =x€]0,1].

Alors V est plongeable dans le Cyp-semi-groupe de Riemann-Liouville (V;);>0 défini par Vy = Id
et pour tout ¢ > 0, pour tout f € L*([0,1]),

Vif(z) = I‘%t) /OJ: f(s)(z — s)t_l ds, z€]l0,1].

Par la suite, nous déduisons en considérant les itérées V™ de V que {V"},>0 — (Vi)¢>0, dans le
sens ot pour tout ¢t € N, V; = V' en terme d’applications de L2(]0,1]). Pour pousser la réflexion,
le générateur Ay et le domaine D(Ay ) de (V;)>0 sont respectivement donnés par

T flx)— fu
avse) = [T g a4 0), oo
ou  est la constante d’Euler-Mascheroni, et

x
D(Ay) = {f e L*([0,1]) : / ‘W du existe et est ﬁnie} .
0 _
D’une maniére beaucoup plus générale, I. Alam, I. Chalendar, F. El Chami, E. Fricain et P.
Lefévre ont montré dans [1] le plongement de V' dans le semi-groupe de Riemann-Liouville (V4)¢>0
sur LP(]0,1]) avec 1 < p < oo. Ils exposent diverses propriétés sur V' et (V;)s>0, d’appartenance
a différentes classes d’opérateurs et d’idéaux, que nous ne considérons pas ici. Aussi, W. Arendt
et ses co-auteurs en font également mention dans [10]. Les deux derniéres références considérent
surtout la théorie des semi-groupes analytiques qui consiste a remplacer l'indice t € RT par un
indice complexe ¢ € Cy = {z € C: Re(z) > 0}, et donc utilisent différents outils holomorphes.

5.1 Les opérateurs de composition sur H?

Soit X un espace de fonctions analytiques sur ID. Pour ¢ : D — D une fonction analytique,
l'opérateur de composition Cy, sur X est défini par

Cp: f€X — (Cof)(x) = foplz), zeD.

Quand celui-ci est borné (au sens ot C,(X) C X), étudier le plongement de l'opérateur de
composition C, dans un Cp-semi-groupe est intimement lié a celui de son symbole ¢ dans un
semi-flot holomorphe de . C’est 'objet de la remarque suivante, permettant de passer de la
théorie des opérateurs a la théorie des fonctions holomorphes.
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Remarque 5.7.

Si ¢ = (¢1)t>0, O (pr)e>0 est un semi-flot holomorphe de D, alors C,, < (Cy,)i>0 out (Cy, )0
est un Co-semi-groupe sur H?2.

Réciproquement, si C, < (1;)i>0 ot (T})s>0 est un Cp-semi-groupe d’opérateurs de composition
sur H2, alors il existe (¢);>0 un semi-flot holomorphe de D tel que T; = Cy,. En effet, puisque
(T})1>0 est un Cp-semi-groupe d’opérateurs de composition sur H?, alors T = C, ol (¢1)i>0
est une famille d’applications analytiques de D dans D. Il reste & vérifier que (¢¢)¢>0 est un
semi-flot holomorphe de D. En appliquant e (z) := z & T}, nous obtenons dans un premier temps
que g = Idp et ws15 = pt 0 g pour tous £,s > 0. Dans un second temps, en utilisant que la
convergence dans H? implique la convergence ponctuelle (puisque H? est un espace de Hilbert
a noyau reproduisant), nous obtenons que

[pe(2) — 2| = [Ther(2) — e1(2)] < [[Trer — e[y, — 0.
t—0t

D’aprés [9], nous remarquons que H? est un choix particuliérement intéressant par rapport a
d’autres espaces de Hilbert de fonctions analytiques de . En effet, W. Arendt, I. Chalendar, M.
Kumar and S. Srivastava ont montré que

e sur X = A? ’espace de Bergman (et de maniére plus générale sur sa version pondérée A%
pour > —1), C, est similaire & une isométrie si et seulement si ¢ est un automorphisme
elliptique de . Cela améne donc au plongement naturel de C, d’apres la remarque 5.7.

e sur X = D l'espace de Dirichlet classique, C,, est similaire a une isométrie si et seulement
si
e o est presque bijective i.e.  est injective et A(D\¢(D)) = 0 (ou A représente la mesure

planaire définie par dA(z) = Ldxdy pour z = x + iy € C), et il existe a € D tel que

™
p(a) = a;
e la fonction de comptage n, associée a ¢, définie par ny(w) = #{z € D : ¢(2) = w}
pour w € D, est essentiellement radiale i.e. pour presque tout r € [0, 1[, pour presque
tout 6 € [0,27], ny(re) = n,(r).

Remarquons qu’une condition nécessaire et suffisante pour que C, soit borné sur D est que
/ nedA < C dA, &€T, hejo,1],
S(&h) S(&h)

ou S(&,h) :={z€D:|z—& < h} est un ensemble typique de Carleson. Cela représente
donc un cas ou 'opérateur de composition n’est pas aisément borné et dont la similitude
4 une isométrie n’est également pas aisément caractérisée.

Placons-nous maintenant sur I’espace de Hardy H?2. Pour ¢ : D — D analytique,
I'opérateur de composition Cy, de symbole ¢ est défini par

Cp: f € H2 s (Cof)(2) = fop(z), zeD.

Dans le cas o ¢(0) = 0, le principe de subordination de Littlewood indique que Cy, est bien
défini, a valeurs dans H? et est une contraction. De plus, nous avons méme que ||Cy| = 1 si et
seulement si ¢(0) = 0. Sinon, le théoréme de Littlewood indique tout de méme que Cy, est bien
défini et borné sur H2. Aussi, C, est inversible sur H? si et seulement si ¢ € Aut(D), et dans ce
cas (C,;)~! = C-1. Nous pouvons nous référer a (86, 96].

Remarquons dés lors que

1. si ¢ € Aut(D) est un automorphisme de DD, comme détaillé dans le chapitre 4 en section 4.1,
nous obtenons le plongement naturel de C, d’apres la remarque 5.7. En effet, nous avons le
plongement de ¢ elliptique, parabolique et hyperbolique dans des semi-flots holomorphes
de D respectivement (4.2), (4.3) et (4.4).
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2. si ¢ € LFM(D) est une fraction linéaire, comme détaillé dans le chapitre 4 en section 4.2,
nous obtenons le plongement naturel de C, d’aprés la remarque 5.7 (en vérifiant (4.9) pour
le cas elliptique attractif). Néanmoins, 'exemple 3 montre que C,, avec ¢ : 2 — %5
pas plongeable dans un Cy-semi-groupe d’opérateurs de composition. Nous ne savons pas

ce qu’il en est dans le cas général.

n’est

Nous considérerons alors dans la suite que ¢ n’est pas un automorphisme de D et n’est
pas non plus une fraction linéaire de D (hors éventuellement le cas d’une fraction linéaire
elliptique attractive ne vérifiant pas (4.9)).

5.1.1 Le cas des isométries

Les opérateurs de composition sur I’espace de Hardy Hilbertien H? sont une classe d’opérateurs
ol nous pouvons complétement identifier les isométries, de la fagon suivante.

1. L'opérateur C, est une isométrie sur H 2 si et seulement si ¢ est une fonction intérieure et
©(0) =0.
2. L'opérateur C, est similaire & une isométrie si et seulement si ¢ est une fonction intérieure
et il existe a € D tel que ¢(a) = a (voir |14, 86]).
La structure d’espace de Hilbert a noyau reproduisant de H? nous a permis d’expliciter une
nouvelle condition suffisante pour le plongement de Cl,.

Lemme 5.8. Soit ¢ : D — D une fonction intérieure telle que p(0) = 0. Supposons qu’il existe
une suite (z)g>0 de points distincts de D telle que chaque zx, pour k > 0, posséde au moins deux
pres-images par @. Alors Cy, est plongeable dans un Cy-semi-groupe sur H?.

Démonstration. Comme ¢ est une fonction intérieure vérifiant ¢(0) = 0, il vient que C, est
une isométrie sur H2. De plus, par hypothése, il existe alors des vecteurs (wg,..., wx) et
(wh, ..., wh) € DX pour K arbitrairement grand tels que

w; # w; et p(w;) = p(w)) =2, 1<i<K.

Pour tout 1 < i < K, considérons la fonction f; € H? définie par f; = ky, — k:w;. Alors, pour
tous f€ H2 et 1 <i< K,

(Cof | fidy=(F o0 | fidy={(F o | kua = (for | huy) = Fopw)=fopu)=0.

On obtient ainsi que (f;)1<i<x C Im(CQp)L. Par suite, la famille (f;)i1<i<x étant libre et K étant
arbitraire, on déduit que

codim(Im(C,)) = dim(Im(C,)*) = c.
Finalement, le plongement de C, dans un Cp-semi-groupe sur H 2 découle du théoréme 5.6. [

Nous pouvons commencer par les deux exemples suivants, avec ’application du lemme 5.8.

1. Soient N > 2et ¢ : 2z €D+ 2 € D. Alors 'opérateur de composition C,, est plongeable
dans un Cp-semi-groupe sur H2. En effet, par existence des racines N-iemes de l'unité,
pour tout point z € I, en posant w = iNeN €Detw = 2NeN € D, w # w' et on
obtient p(w) = p(w’) = z, d’ot l'existence d’au moins deux pré-images.

2. Soit B un produit de Blaschke fini de degré N tel que Zero(B) = {a; : 1 < i < N}
est 'ensemble de ses zéros tous distincts contenant 0. Alors B(z) = 0 si et seulement si
z € Zero(B) et, (a;)1<i<n étant la suite des zéros simples de B, B'(«;) # 0 pour tout
1 <14 < N. Ainsi, d’aprés les théorémes d’inversion locale et de I'image ouverte, il existe U;
et V; respectivement des voisinages ouverts de «; et 0 tels que B : U; — B(U;) = V; est un
homéomorphisme. En restreignant i; a U; telle que (Z:{i)lgig N soit deux & deux disjoints,
nous pouvons supposer que c’est le cas pour (Z/{i)lgig ~. Prenons maintenant r > 0 tel que
D(0,7) C V; pour tout 1 <i < N et we D(0,r).
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Alors il existe z1,...,zn tels que z; € U; et B(z;) = w pour tout 1 < ¢ < N. Comme de

plus B est une fonction intérieure vérifiant B(0) = 0, Cp est plongeable dans un Cp-semi-
groupe sur H2.

Le théoréme principal de cette partie est le suivant, utilisant quelques résultats sur les produits
de Blaschke détaillés dans le chapitre 1 en section 1.1.1 et généralisant les deux exemples ci-dessus.

Théoréme 5.9. Tout opérateur de composition similaire ¢ une isométrie sur H? est plongeable
dans un Cy-semi-groupe sur H? qui n'est pas constitué d’opérateurs de composition, a moins que
son symbole soit un automorphisme de D.

Démonstration. Soit ¢ : D — D une application analytique. Alors C, est similaire a une
isométrie si et seulement si ¢ est une fonction intérieure et qu’il existe aw € D tel que p(a) = a.
Notons tout d’abord que si ¢ est un automorphisme (elliptique ici) de D, alors C, est plongeable
d’aprés la remarque 5.7. Supposons maintenant que ¢ est une fonction intérieure qui n’est pas
un automorphisme de D et qui admet un point fixe noté o dans D. Remarquons alors que ¢ n’est
pas injective. En effet,

e si ¢ est un produit de Blaschke, alors ¢ est non injective puisque 0 admet au moins deux
pré-images par .

e si ¢ n’est pas un produit de Blaschke, d’aprés le théoréme de Frostman 1.9, 'application
Ta 0P = la:afp est un produit de Blaschke & zéros simples noté B pour presque tout a € .

Par suite, ¢ = 7, 1(B) = 7,(B) est non injective puisque B ne I'est pas d’aprés le premier

point.

Dans ce cas, il n’existe pas de semi-flot dans lequel ¢ est plongeable. Par conséquent, C, n’est
pas plongeable dans un Cy-semi-groupe d’opérateurs de composition d’aprés la remarque 5.7.

Considérons Iapplication ¢ := 7, 0 ¢ o 7. Alors 1) est une fonction intérieure et ¥(0) = 0, d’ou
Cy est une isométrie de H2. En particulier, on a Cy = C,,, 0 C, 0 Cy, et Cp, = Cyr, 0 Cy o Cy,.
Puisque C,, est un isomorphisme de H?, il reste donc & montrer que Cy est plongeable dans un
Cy-semi-groupe sur H 2 La preuve va reposer sur deux étapes permettant de construire notre
réflexion sur les produits de Blaschke.

e Si 9 est un produit de Blaschke fini quelconque B, alors Cy, est plongeable dans un Cp-
semi-groupe sur H? d’aprés le lemme 1.4 et le lemme 5.8. En effet, il s’agit de considérer
une suite (zj)x>0 de points de D\ B(Zero(B')), ou Zero(B’) est un ensemble fini d’aprés le
théoréme 1.5 et, dans ce cas, chaque z; admet alors au moins deux pré-images par .

e Si 1 est une fonction intérieure, qui n’est pas un produit de Blaschke fini, alors d’aprés le
théoréme de Frostman 1.9, I'application 7, 0 ¢ =: B est un produit de Blaschke a zéros
simples pour presque tout vy € D.
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Dans ce cas, on a
CyH? ={fov: feHy ={(for)o(ryov): feH} (5.4)
={goB:ge H*} = CgH?

Notons par (wy)r>1 la suite de ces zéros simples. En considérant (kw,- — famille

libre de H?, on obtient donc d’aprés (5.4) que

Fuy); o0t

codim(Im(Cy)) = dim(Im(Cp)*) = .

On obtient le plongement de Cy dans un Cp-semi-groupe de H 2 noté (T;)¢>o. Finalement, on
conclut que C, est plongeable dans le Cy-semi-groupe (Cr,T;Cr,)i>0 sur H 2 qui n’est pas
constitué d’opérateurs de composition. ]

L’idée est maintenant de décrire le semi-groupe dans lequel I'opérateur de composition similaire
a une isométrie sur H? est plongeable. Pour ce faire, nous allons utiliser la forme donnée par (5.3).
Ce premier lemme nous permet d’identifier les ensembles (5.1) dans la décomposition utilisée.
Nous pouvons nous référer a [86], mais nous donnons une preuve quelque peu différente et plus
appropriée a notre contexte.

Lemme 5.10. Soit ¢ une fonction intérieure telle que ¥ (0) = 0. Alors on a

() CpH = {0} et (| CpH? =CI.

n>0 n>0

Démonstration. Tout d’abord, on considére la décomposition H? = C1 @ Hg de H? ou Hg est
défini par (1.1). Soit g € nnzo CZZHg. Alors, pour tout n > 1, il existe f, € HZ telle que
9(2) = fn(¥!"(2)) pour z € D. De plus, Cy étant une isométrie, on obtient que ||glly = || fullo-
Notons que si g # 0, alors il existe un certain zyp € D, zop # 0, tel que |g(zp)| > 0. Puisque
fn € HZ, fn(0) = 0 et il existe g, € H? telle que f,(z) = 2g,(2) pour z € D et |gnlly = |lgll-
Finalement, on obtient

[ (z0))| = [0 z0)

gn(w[”](Zo))‘ < ‘Qb[”](zo)’ ’<9n | kq/;[n](zg)>

< |0 (20)] gl

|

1
J1— W[n](z(])’2

Puisque 0 est le point de Denjoy-Wolff de 1, on a 9™ (z) — 0 puis ‘fn(w[”](zo))} — 0.

On obtient alors que g(zp) = 0, une contradiction. On déduit ainsi que g = 0. Dans ce cas,
Nz CpHE = {0}
On déduit la seconde égalité avec le fait que si f € (1,5 C$H2, alors f — f(0)1 € ,5¢ CZ;H&.
En effet, dans ce cas, pour tout n > 1, il existe h,, € H? telle que f = Czhn. On obtient donc,
puisque £(0) = h, (" (0)) = h,,(0), l'égalité

f=FO)L = Cy(hn — f(0)1) = Cj(hn — hn(0)1),
avec hy, — h,(0)1 € HZ. Finalement, f — f(0)1 € CgHg pour tout n > 0 d’otu le résultat. O

Corollaire 5.11. Soient ¢ une fonction intérieure telle que p(a) = a pour o € D et b Uappli-
cation définie de D dans D par 1 = 74 0 @ o 4. Alors C,, est plongeable dans le Cy-semi-groupe
sur H> =C1 @ Hg donné par

(M o & Cr, U*StUCTa)tZO

o @ € R, U: HZ — L*(RT, Im(Cy)t) est un opérateur unitaire et (Si)e>o est le semi-groupe
défini sur L2(RY, Im(Cy)*) par (5.2).
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Démonstration. Puisque C, est similaire a une isométrie sur H 2 on a vu d’aprés la preuve du
théoréme 5.9 que
Cgo — (CTarftCTa)tZO

€ Aut(D) et (T})i>0 est le Co-semi-groupe sur H? dans lequel Cy, isométrie

avec To 2 =

sur H? avec ¢ = 7, 0 ¢ 0 T4, est plongeable.

Reprenons alors les espaces F' et G définis par (5.1) dans la décomposition de Wold. Dans
ce cas, puisque 1 est une fonction intérieure telle que ¥ (0) = 0, on obtient d’aprés le lemme
5.10 que F = [,5 C’QZLH2 = C1. Aussi, on obtient que G := €P,,>¢ C’IZ(H2 o Cy,H?) = H}
puisque H?> = F &1 G. On a alors H?> = F &+ G = C1 &+ HE, avec (C’¢)|F un opérateur
unitaire et (Cy) ¢ un opérateur unitairement équivalent au shift sur (N, Im(Cy)1). D’aprés la
caractérisation des opérateurs unitaires sur un espace de Hilbert de dimension finie, on obtient
que (Cy)|p = M,io avec § € R. Par (5.3), on obtient donc le plongement de Cy, dans le Cp-semi-
groupe (Mo ® U*SiU),5 ot U @ HZ — L*(R*,Im(Cy)"t) est un opérateur unitaire, § € R
et (S)i>0 est défini sur L2(RT, Im(Cy)t) par (5.2). Par ce qui précéde, Cy, est donc plongeable
dans le Cy-semi-groupe sur H? donné par

(Mo @ Cr, USUCH, )10 - 0

5.1.2 Les opérateurs de composition a poids

Tandis qu'une caractérisation compléte du plongement des isométries a été trouvée pour les
opérateurs de composition, il est maintenant naturel de s’intéresser aux opérateurs de composi-
tion & poids. Pour ¢ : D — D analytique et w € H?, 'opérateur de composition de symbole ¢
et de poids w est défini par

Cup [ € H? > (MyCyf)(2) = w(2)(f 0 p(2)), zeD.

De la méme fagon que pour 'opérateur de composition usuel, nous pouvons nous demander
quand est-ce que cet opérateur est borné sur H? et nous relevons les différentes conditions
suivantes.

1. Siw € H®, alors Cy, , est borné sur H 2 d’apreés le principe de subordination de Littlewood.
2. Si Cy,, est borné sur H?, alors w € H?.

3. Soit ¢ un produit de Blaschke fini. Alors C,, o, est borné sur H? si et seulement si w € H*.
4

. Soit ¢ : D — D analytique telle que |l¢[|,, < 1. Alors Cy est borné sur H? si et
seulement si w € H?.

Au méme titre, nous notons également que Cy, , est inversible sur H 2 i et seulement si w est
borné inférieurement dans D et ¢ € Aut(ID). Dans ce cas, son inverse est donné par 'opérateur
de composition & poids C;%D = C;o@,l o-1- Nous pouvons nous référer a [35, 68, 77].

K w I

Les différents résultats concernant les opérateurs de composition & poids isométriques sont les
suivants.
1. Dans [77], R. Kumar et J. Partington ont montré que pour ¢ : D — I analytique et
w e H?, Cu,e est une isométrie sur H 2 i et seulement si ¢ est une fonction intérieure,
lwlly =1 et (w | we™), = 0 pour tout n > 1.
2. Dans [35], I. Chalendar et J. Partington ont montré que pour ¢ une fonction intérieure, il
existe w € H? telle que Cu,p est une isométrie sur H 2,
A travers ces deux résultats, et la condition de plongement isométrique du théoréme 5.6, nous
avons abouti a l'existence d’un poids permettant le plongement de ces opérateurs sur H?2.

Théoréme 5.12. Soit ¢ une fonction intérieure. Alors il existe un poids w € H? tel que Cu,p
est plongeable dans un Cy-semi-groupe sur H?.
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Démonstration. Puisque ¢ est intérieure, il existe un poids w € H? tel que Cu,, est une isométrie
sur H? vérifiant ||w|, = 1 et (w | wy™), = 0 pour tout n > 1. Montrons maintenant que
codim(Im(Cy,,)) = co. En considérant le noyau reproduisant de H?, on a alors, pour f € H? et
AeD,

(Cupf | kx)y =wA)Cof(A) = w(A)(f 0 p(A)).
On déduit alors que (Cy,, f | kx)y = 0 si et seulement si w(A) =0 ou f o () = 0. Posons dans
ce cas w = Bm avec B un produit de Blaschke infini associé & une suite (A,)p>1 C D vérifiant
o1l = |An]) < 0o et m € H? vérifiant ||mll, = 1 et (m | me™), = 0 pour tout n > 1. On
vérifie facilement que, puisque B est une fonction intérieure, ||w|l, = 1 et (w | we™), = 0 pour
tout n > 1. Il vient que Cy, , est donc toujours une isométrie de H 2 avec, de plus,

(Cuof | kr)y = BO)MNC,f(A) =0, A€ {\,:n>0}CD.

On déduit donc que spangz(ky : A € Zero(B)) C Im(Cy,,)*. Par suite, on a finalement que
codim(Im(Cy,,)) = dim(Im(Cy,,)*) = oo et, pour un tel w € H?, Cy, est donc plongeable
dans un Cp-semi-groupe sur H? d’aprés le théoréme 5.6. O

Remarque 5.13. Nous pouvons nous poser la méme question que pour les plongements précé-
dents sur la forme du semi-groupe dans lequel C, , est plongeable sur H 2. Tout d’abord, pour
obtenir un semi-groupe d’opérateurs de composition & poids, le symbole et le poids associés
doivent vérifier les propriétés suivantes.

e La famille (¢¢)¢>0 est un semi-flot holomorphe de D.

e La famille (wy)i>0 est un cocyle associé a (¢t)i>o i.e. une famille de fonctions analytiques
de D vérifiant que pour tous z € D et t,5 > 0, wo(z) = 1 et wts(z) = wi(z)ws(pe(z)) puis
que Papplication t € RT — wy(2) est continue.

Nous pouvons vérifier qu’avec ces conditions (Cuy, o, = wCly, )t>0 est un Co-semi-groupe sur H2.
Néanmoins, la forme du semi-groupe dans lequel C,, , est plongeable avec le théoréme 5.12 est
moins explicite que dans le cas usuel par le corollaire 5.11. En effet, ici nous avons d’apreés (5.3)
que

*( tLog(m) *
Cugp < (Z (e VZ U sw)tzo,
ott p1 est une mesure de Borel, m € L>(0((Cu,y)|F), 1) est mesurable et
Z:F — L(0((Cug)p)n), UG — LR, Im(Cup)”)

sont des opérateurs unitaires avec F' et G définis par (5.1).

5.2 Les opérateurs de Toeplitz analytique sur H?

Pour ¢ € L*°(T), nous rappelons d’aprés la section 1.2.3 du chapitre 1 que l'opérateur de
Toeplitz T, de symbole ¢ est défini par

T,: f € H —s Py(M,f) = Pi(of) € H?,
ou Py f =3 cpane™ € L*(T) — Y, ¢ ane™ € H? correspond a la projection de Riesz.
Nous allons alors nous intéresser ici aux opérateurs de Toeplitz analytique en considérant un
symbole ¢ € H® ie. T, : f € H? — of = M, f est I'opérateur de multiplication par ¢.
D’aprés la proposition 1.26, pour p € H*®, ¢ £ 0,
ker T, = {0} et ker T, = ker T; = Ko = (0H*)*,
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ol 0 est la partie intérieure de ¢ dans la décomposition 1.5 et Ky est I'espace modéle associé,
dont certains détails sont donnés en chapitre 1 dans la section 1.1.2.

Nous pourrions alors nous demander quelles sont les conditions sur 6 et ¢, pour avoir le
plongement de T, dans un Cp-semi-groupe sur H 2 et le cas échéant, si celui-ci est un semi-
groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique. Remarquons alors que la condition nécessaire 5.1
implique en particulier que dim(Ky) € {0,00}. Or, d’apreés le théoréme 1.10, dim(K,) < oo si et
seulement si u est un produit de Blaschke fini, d’ou

e dim(Ky) = oo si et seulement si 6 n’est pas un produit de Blaschke fini;
e dim(Ky) = 0 si et seulement si ¢ est une fonction extérieure.

De plus, rappelons que T;, est une isométrie de H 2 si et seulement si ¢ est une fonction intérieure
d’aprés la proposition 1.25.

Théoréme 5.14. Soit ¢ une fonction intérieure non constante. Alors T, est plongeable dans
un Cy-semi-groupe sur H? si et seulement si @ n’est pas un produit de Blaschke fini. De plus,
celui-ci est un semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique si et seulement si p ne s’annule
pas sur D.

Démonstration. Soit ¢ une fonction intérieure non constante. Alors Ti, est isométrique sur H 2,
D’aprés le théoréme 5.6, on a que T, est plongeable dans un Cp-semi-groupe sur H 2 si et seule-
ment si codim(Im(7},)) = dim(Ky,) = oco. On déduit alors que T, est plongeable dans un Cp-
semi-groupe sur H? si et seulement si ¢ n’est pas un produit de Blaschke fini. Notons (Rt)i>0 le
Co-semi-groupe ou 7;, est plongeable. Rappelons que, d’aprés la proposition 1.27, le commutant
de S sur H? est donné par
{SY ={Ty : ¢ € H>*}.

Dans ce cas, (R¢):>0 est un semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique si et seulement s’il
existe C' € Hol(D) veérifiant sup{Re(C(z)) : z € D} < oo et telle que R, = T.:c pour tout t > 0
d’aprés [95]. En particulier, on a donc Ry = T, = T,c et ¢ = e“, qui ne s’annule pas sur D.
Réciproquement, si ¢ ne s’annule pas sur I, alors ¢ est intérieure singuliére et s’écrit sous la
forme, pour p une mesure de Borel positive et finie sur T et g L m,

@(z):exp{—/:rgi—z d,u(()}, z € D.

En considérant, pour tout ¢ > 0,

™ + z
pt(z) = exp | —t ¢ du(C) ¢, ze€D,
. C—z
on déduit que T, est plongeable dans le Cy-semi-groupe (M, = T, )i>0 d’opérateurs de Toeplitz
analytique sur H?, puisque p¢ € H* pour tout t > 0. [

Lemme 5.15. Soit ¢ une fonction extérieure. Alors T, est plongeable dans un Co-semi-groupe
d’opérateurs de Toeplitz analytique sur H?.

Démonstration. Puisque ¢ est une fonction extérieure, ¢ s’écrit sous la forme

1 [T s .
CP(Z)ZGXP{%/ - +Zlog\go*(e”)\ ds}, z € D.

g ¥ =z

En considérant, pour tout ¢ > 0,

t ™ 1S )
got(z):exp{/ c +Zlog|cp*(ew)‘ ds}, z €D,

15
2 J_r e z

on déduit que Ty, — (M, = Ty, )¢>0 Co-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique sur H 2
puisque ¢y € H*® pour tout ¢ > 0. ]
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Plus généralement, a travers la décomposition du symbole ¢ € H* donnée par (1.5), nous
pouvons aussi étudier le plongement de T;, hors du cas isométrique.

Proposition 5.16. Soient ¢ = 0, = (BS,)p. € H> avec B une produit de Blaschke, S, une
fonction intérieure singuliére et w. une fonction extérieure. Supposons de plus que p n’est ni une
fonction intérieure, ni une fonction extérieure. Alors

e si B=1,T, est plongeable dans un Cy-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique sur
H?.

e 515, =1 et si B est un produit de Blaschke fini non constant, T, n’est pas plongeable dans
un Cy-semi-groupe sur H?.

Démonstration.

e Prenons B = 1. Alors ¢ = S}, ne s’annule donc pas sur D. Notons que 'opérateur de Toe-
plitz associé est T, = Ts,,, = Mg, M,,. D’apreés le théoreme 5.14 et le lemme 5.15, M,
et Mg, sont respectivement plongeables dans des Cp-semi-groupes d’opérateurs de Toe-
plitz analytique notés (Uy);>0 et (V;)i>0. Ainsi, T, est plongeable dans le Cop-semi-groupe
d’opérateurs de Toeplitz analytique (U;V;)¢>0 par commutativité de ces deux derniers.

e Prenons S, =1, et B un produit de Blaschke fini non constant. Alors
codim(Im(7;,)) = dim(Kp) ¢ {0, 00},
d’ott le non plongement de T}, dans un Cp-semi-groupe sur H 2 d’aprés le théoréme 5.1. [
Un dernier cas reste encore a étudier, et est formulé avec la question suivante.

Question 5.17. Soit ¢ = By € H™® avec B un produit de Blaschke non constant et ¢ une
application analytique non constante qui ne s’annule pas sur D et qui n’est pas une fonction
intérieure. A-t-on le plongement de T,, dans un Co-semi-groupe sur H? ?

Remarque 5.18. La difficulté de cette question réside dans le fait que :

a) chacun des termes de la décomposition peut étre plOIl eable dans un Co—semi— roupe, tandis
g g
que le pI'Odllit de ceux-ci ne forme pas un Co—semi—groupe;

(b) le produit peut étre plongeable dans un Cp-semi-groupe tandis qu’un des termes ne l'est
pas.

En effet, rappelons en premier lieu que d’apreés [45, Example 1.1.14], pour deux Cy-semi-groupes
(At)ezo et (Bt)ezo,

(A Bi)t>0 forme un Cp-semi-groupe si et seulement si (A;)i>0 et (Bg)i>0 commutent.

Aussi, remarquons qu’avec le théoréme 5.14 et la proposition 5.16, T, = Ty = TTy avec Tp
plongeable si et seulement si B est un produit de Blaschke infini et Tj plongeable. Néanmoins,
rappelons que si Tp est plongeable, il ne l'est pas dans un Cj-semi-groupe d’opérateurs de
Toeplitz analytique d’apreés le théoréme 5.14. Les deux prochains exemples montrent la difficulté
et l'intérét porté a cette question.

(a) Soient B un produit de Blaschke infini et S, une fonction intérieure singuliére non constante.
Alors T est plongeable dans un Cp-semi-groupe noté (7)o, 7 s, est plongeable dans un
Co-semi-groupe noté (U;)i>o et Tps, est plongeable dans un Cp-semi-groupe noté (V)i>o-
Dans ce cas, nous savons que V; # T;U; pour tout ¢ > 0, tandis que Tz et Ts, commutent.
Cela donne un exemple d’un produit plongeable, mais pas dans le produit des semi-groupes
dans lesquels les deux termes sont plongeables.

(b) Soient B; un produit de Blaschke fini et By un produit de Blaschke infini. Alors T,
n’est pas plongeable et Tz, est plongeable tandis que T’g, B, est plongeable. Cela donne un
exemple d’un produit plongeable tandis qu'un des termes ne l’est pas.
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Comme cas particuliers, nous pouvons déduire un résultat sur le plongement des Toeplitz
associés & un symbole polynomial.

Corollaire 5.19. Soient n > 1 et P € P,,. Alors Tp est plongeable dans un Cy-semi-groupe sur
H? si et seulement si P n’a pas de zéros dans D.

Démonstration. Soient n > 1 et P € P, de la forme

n

P(z)=a) (z—ar) ) (== 5)
=0

k=0 J

ot a € C\{0}, |ag| <1 pour tout 1 < k <n et |5;| > 1 pour tout 1 < j < m. En particulier, il
vient que P(z) = B(z)F(z) avec B le produit de Blaschke associé¢ a la suite (ax)i<p<n et F la
fonction intérieure définie par F(2) = a > p_, (1 — a@x2) X711, (2 — B;). Alors

e Si P n’a pas de zéros dans D ie. o ¢ D pour tout 1 < k < n, alors B =1 et P est une
fonction extérieure. Par suite, Tp est plongeable dans un Cp-semi-groupe d’opérateurs de
Toeplitz analytique sur H? d’aprés le lemme 5.15.

e Si P a au moins un zéro dans D, alors B # 1. D’aprés la proposition 5.16 (ii), Tp n’est pas
plongeable dans un Cp-semi-groupe sur H?2. ]

5.3 Isométries et propriétés des semi-groupes

Nous avons étudié, dans les sections précédentes, le plongement de Cy, Cy , et T, sur H 2
en utilisant en particulier le caractére isométrique de ces derniers. Nous avons vu que les semi-
groupes n’étaient en général pas constitués d’opérateurs de composition ou de Toeplitz analytique
respectivement. Nous nous intéressons alors dans cette section aux propriétés qui sont préservées
ou non par le plongement d’un opérateur dans un semi-groupe fortement continu. De maniére
générale, nous pourrions nous demander si le semi-groupe dans lequel 'opérateur isométrique
est plongeable est un semi-groupe d’opérateurs isométriques et faire de méme avec d’autres
propriétés, au regard de celles des opérateurs que ’on souhaite plonger.

5.3.1 Contraction et isométrie

Le résultat suivant montre qu’un semi-groupe de contractions ot ’élément plongé est de plus
isométrique est un semi-groupe d’opérateurs isométriques.

Lemme 5.20. Soit V € L(H) un opérateur isométrique. Si V. — (Vi)i>0 Co-semi-groupe de
contractions, alors V; est un opérateur isométrique pour tout t > 0.

Démonstration. Remarquons que puisque V est une isométrie, V" = V), l'est également pour
tout n € N. Procédons par ’absurde et supposons maintenant qu’il existe g > 0 tel que V4,
n’est pas isométrique. Dans ce cas, puisque V;, est une contraction, il existe un élément xg € H
avec ||zo|| = 1 tel que ||Vi,zo|| < 1. Or, pour tout entier N > ¢, on a d’une part via la propriété
algébrique de semi-groupe

VNt Viooll = [IVzoll = 1,

et d’autre part via le caractére contractant
VN =ty Vigzol| < [Veowol| < 1.

Cette contradiction indique alors que V; est isométrique pour tout ¢ > 0. Puisque Vo = Id est
isométrique, le semi-groupe dans lequel V' est plongeable 'est. [
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5.3.2 Compacité et isométrie

Le résultat suivant permet de mettre en avant I'incompatibilité entre opérateur isométrique
et semi-groupe d’opérateurs compacts. Tout d’abord, regardons les différents exemples suivants
autour de la compacité des opérateurs considérés jusqu’a maintenant.

1. L’opérateur intégral de Volterra V : L%([0,1]) — L?([0,1]) est compact d’aprés le théo-
réme de Fréchet-Kolmogorov ([25]) et plongeable dans le Cp-semi-groupe de Riemann-
Liouville (V)¢>0. Alors, d’aprés la propriété d’idéal bilatére de ’ensemble des opérateurs
compacts, (V3);>1 est un semi-groupe compact. Par suite, (V;)¢>; est ainsi un semi-groupe
uniformément continu d’aprés [45, Lemma I1.5.5] et il existe un certain A € £(L?([0,1]))
tel que V; = et/ pour tout t > 1.

2. D’aprés le critére [80, Theorem 5.1.17|, si Cy, est compact, alors ‘gp*(e”)’
partout sur T. Ici, nous considérons ¢ une fonction intérieure, donc ‘gp*(e’t)‘
partout sur T et U, n’est donc pas compact.

< 1 presque
= 1 presque

3. Le seul opérateur de Toeplitz compact est 0 donc cette question appliquée aux opérateurs
de Toeplitz n’est pas & considérer.

Lemme 5.21. Soit V € L(H) un opérateur isométrique plongeable dans un Cy-semi-groupe
(Vi)e=o0 sur H. Alors, pour tout t > 0, V; n'est pas un opérateur compact.

Démonstration. Procédons par I’absurde et supposons qu'’il existe g > 0 tel que V;, est compact.
Puisque K(H) est un idéal bilatére, il vient que V; est un opérateur compact pour tout t > tg
d’aprés la propriété algébrique du semi-groupe. Il vient alors que, pour toute suite orthonormale
(en)n>0 de H, ||Vie,|] — 0 pour tout t > ty. Or, puisque V est isométrique, Viy = VN Test
pour tout N € N et on a

[Venll = [len]l = 1.

Pour N assez grand (N > tg), on aboutit donc & une contradiction qui indique alors par suite
que pour tout t > 0, V; n’est pas compact. ]
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