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RÉSUMÉ

Cette thèse, située en analyse fonctionnelle, est centrée autour de l’étude des opérateurs sur
des espaces de fonctions analytiques du disque unité. Celle-ci est constituée de deux parties
relativement distinctes, l’une concernant la question de cyclicité et l’autre concernant la question
de plongement dans des semi-groupes.

Cyclicité de l’opérateur du shift

Tandis que la question de la cyclicité de l’opérateur du shift a été résolue de manière complète
dès 1949 par A. Beurling dans les espaces de HardyH2, il est naturel de se poser la même question
pour d’autres espaces proches de ce dernier. Bien que des travaux aient été initiés par D. Sarason
par la suite dans les espaces de De Branges-Rovnyak, sous-espaces de H2 non nécessairement
fermés notés H(b), cette question reste alors un problème intéressant et stimulant pour plusieurs
auteurs à ce jour. Une des problématiques de ce sujet de thèse est alors de caractériser la cyclicité
du shift, tant sur les espaces de De Branges-Rovnyak que plus généralement sur des espaces de
fonctions analytiques du disque unité. Nous pourrons ainsi utiliser une approche via les noyaux
reproduisants ou bien un théorème de type théorème de la couronne de Carleson.

Plongement dans des semi-groupes

Il est très naturel de se demander quels systèmes dynamiques discrets proviennent de systèmes
dynamiques continus. La propriété au cœur de cette deuxième partie de la thèse est de détermi-
ner des classes d’opérateurs linéaires et continus sur des espaces de Banach que nous pouvons
plonger dans des semi-groupes fortement continus. En particulier, cette propriété de plongement
implique l’existence de racines n-ièmes pour tout entier n, au sens de la composition pour l’opé-
rateur considéré. Le fait que le spectre de l’opérateur soit contenu dans un domaine simplement
connexe ne contenant pas 0 est une condition suffisante de plongement, comme on peut le voir
via le calcul fonctionnel de Dunford-Riesz. Mais obtenir une condition nécessaire et suffisante
pour un opérateur quelconque semble difficilement imaginable. Cette thèse se concentre donc sur
l’obtention de critères pour des classes d’opérateurs particuliers mais largement étudiés comme
les opérateurs intégraux (avec l’opérateur de Volterra qui constituera un exemple de base) ou
encore les opérateurs de composition sur des espaces de fonctions holomorphes. Nous pourrons
ainsi utiliser des outils de dynamique holomorphe comme les modèles pour les semi-flots analy-
tiques du disque unité.

Mots-clefs : cyclicité, shift, plongement, semi-groupe, opérateur de composition, opérateur
de Toeplitz, espace de Hardy, espace de De Branges-Rovnyak
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ABSTRACT

This thesis, situated in functional analysis, focuses on the study of operators on spaces of
analytic functions in the unit disc. It is composed of two relatively distinct parts : one concerning
the question of cyclicity and the other concerning the question of embedding in semigroups.

Cyclicity of the shift operator

While the question of the cyclicity of the shift operator was fully resolved as early as 1949
by A. Beurling in Hardy spaces H2, it is natural to ask the same question for other spaces
closely related to it. Although work was initiated by D. Sarason later on in De Branges-Rovnyak
spaces, subspaces of H2 that are not necessarily closed, denoted H(b), this question remains an
interesting and challenging problem for several authors to this day. One of the issues addressed
in this thesis is to characterize the cyclicity of the shift operator, both in De Branges-Rovnyak
spaces and, more generally, in spaces of analytic functions in the unit disc. One can thus use an
approach based on reproducing kernels or a theorem of the Carleson corona type.

Embedding into semigroups

It is very natural to wonder which discrete dynamical systems come from continuous dynami-
cal systems. The key property of this second part of the thesis is to determine classes of linear
and continuous operators on Banach spaces that can be embedded into strongly continuous semi-
groups. In particular, this embedding property implies the existence of nth roots for any integer
n. When the operator’s spectrum is contained in a simply connected domain not containing 0,
a sufficient condition clearly appears thanks to the Dunford-Riesz functional calculus. However,
obtaining a necessary and sufficient condition for any operator seems out of space. This thesis
will therefore focus on establishing criteria for particular but widely studied classes of operators
(such as integral operators with the Volterra operator as a fundamental example) as well as com-
position operators on spaces of holomorphic functions. One can thus use tools of holomorphic
dynamics such as models for analytical semiflows on the unit disc.

Key-words : cyclicicy, shift, embedding, semigroup, composition operator, Toeplitz operator,
Hardy space, De Branges-Rovnyak space
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INTRODUCTION

Les travaux de cette thèse ont donné lieu à trois articles, correspondant principalement aux
chapitres 2, 3 et 5 respectivement.

1. [54] Cyclicity of the shift operator and a related completeness problem in De Branges-
Rovnyak spaces en collaboration avec Emmanuel Fricain accepté pour publication dans le
livre "Operator Theory", Springer Verlag.

2. [55] Cyclicity of the shift operator through Bezout identities en collaboration avec Emmanuel
Fricain accepté pour publication dans la revue "Canadian Mathematical Bulletin".

3. [32] Embedding of some classes of operators into strongly continuous semigroups en colla-
boration avec Isabelle Chalendar accepté pour publication dans la revue "Canadian Ma-
thematical Bulletin".

Dans cette introduction, les contributions originales que nous retrouverons dans les chapitres de
ce manuscrit de thèse sont énumérées avec la désignation "Résultat".

Ce manuscrit est divisé en deux parties qui, bien que distinctes, sont en lien avec un problème
commun : le Problème du Sous-espace Invariant, l’un des problèmes les plus célèbres en
analyse fonctionnelle que nous formulons de la façon suivante.

Soient E un espace de Banach réel ou complexe, T : E −→ E une application linéaire continue.
Existe-t-il toujours un sous-espace vectoriel fermé non trivial M ⊂ E tel que T (M) ⊂M ?

Bien que de nombreux auteurs comme P. Enflo, C. Read ou bien V. Lomonosov ont contribué
à l’avancée de ce problème, les questions de cyclicité et de plongement dans des semi-groupes de
certains opérateurs peuvent se révéler être des outils utiles pour répondre à ce dernier. C’est ce
que nous allons essayer de motiver par la suite et nous pouvons nous référer par exemple à [33,
34, 87] pour les résultats généraux. Notons tout de même que les cas d’un espace de Hilbert et
d’un espace de Banach séparable réflexif sont encore ouverts à ce jour.

Notons tout d’abord que le chapitre 1 permet d’introduire l’ensemble des outils nécessaires à
la compréhension des différents résultats de ce manuscrit, et en particulier :

1. des espaces fonctionnels tels que les espaces de Hardy H2, de Bergman A2 et de Dirichlet
D ou bien les espaces de De Branges-Rovnyak H(b) ;

2. des opérateurs tels que les opérateurs du shift ou les opérateurs de Toeplitz puis quelques
propriétés sur les opérateurs cycliques.

L’un des premiers espaces de fonctions analytiques du disque unité D := {z ∈ C : |z| < 1}
que nous considérerons est H2, qui nous sera d’une importance fondamentale concernant les
questions de cyclicité du shift dans des espaces de fonctions analytiques de D dans la partie I et
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les questions de plongement d’opérateurs dans des semi-groupes dans la partie II. Notons pour
la suite T := {z ∈ C : |z| = 1} le cercle unité, qui correspond aussi à ∂D la frontière de D.

0.1 A propos de la cyclicité

Une des parties de la thèse est consacrée à l’étude de la cyclicité de l’opérateur du shift S.
Pour rappel, l’opérateur shift à droite S : ℓ2(N) −→ ℓ2(N) ou bien opérateur de décalage à droite
est défini pour tout x = (x0, x1, . . .) ∈ ℓ2(N) par

S(x) = (0, x0, x1, . . .) i.e. ∀n ≥ 0, (S(x))n = xn−1 avec la convention x−1 = 0.

Nous verrons celui-ci comme un opérateur de multiplication Mz par z sur certains espaces de
fonctions analytiques de D, que nous noterons sans ambiguïté également S.

Cette notion de cyclicité est intimement liée à la théorie des systèmes dynamiques puis à
la dynamique linéaire. Pour un ensemble X modélisant l’ensemble des états d’un système (aux
applications concrètes et réelles) que nous pouvons noté xn au temps n, nous notons T : X −→ X
l’application qui décrit l’évolution du système en question. Fixons un état x0 ∈ X, considéré
comme l’état initial du système, et intéressons-nous à l’évolution de ce dernier par rapport à T .
Autrement dit, nous nous intéressons aux différents états Tnx0 pour n > 0 où Tn = T ◦· · ·◦T i.e.
nous souhaitons décrire l’ensemble Orbx0(T ) := {Tnx0 : n ≥ 0} appelé orbite de x0 sous l’action
de T . Quantifier les changements d’états du système, c’est en quelque sorte mesurer la différence
de xn à xn+1 pour n ≥ 0 : considérons alors que X est un espace métrique et que T : X −→ X
est continue.

Définition. Un système dynamique est la donnée d’un espace métrique X et d’une application
continue T : X −→ X.

Une des questions typiques de cette théorie, et que nous garderons précieusement en tête, est
la suivante.

Existe-t-il un point x0 ∈ X tel que Orbx0(T ) est dense dans X (i.e. Orbx0(T ) = X) ?

En d’autres termes, cela voudrait dire qu’il est possible d’approcher tout élément de X par un
élément de l’orbite de x0 sous l’action de T . Nous considérerons dans la suite que X est un
espace de Banach ou de Hilbert, et nous nous demanderons sous quelles conditions sur T est-
il possible de répondre à la question précédente, ou bien si Orbx0(T ) engendre un sous-espace
dense. Ces questions ont donné lieu à la notion d’opérateurs cycliques et hypercycliques dont nous
retrouverons certaines propriétés en section 1.2.1. Nous pouvons nous référer à [15, 67] pour de
plus amples détails sur cette théorie.

Définition. Un opérateur T : X −→ X est cyclique s’il existe x ∈ X, x ̸= 0, tel que

spanX(T
nx : n ≥ 0) := Vect XOrbx(T ) = X, Orbx(T ) = {Tnx : n ≥ 0}.

Dans ce cas, on dit que x est un vecteur cyclique pour T .

Ces questions peuvent se retrouver dans le problème du sous-espace invariant. En effet, un
opérateur T ∈ L(X) (l’ensemble des opérateurs linéaires et continus sur X) n’a pas de sous-
espace invariant non trivial si et seulement si tout élément x ∈ X, x ̸= 0, est cyclique pour
T . L’un des premiers travaux fondateurs a été initié par A. Beurling en 1949 dans [18] qui a
d’une part complètement décrit les sous-espaces invariants de l’opérateur du shift S sur l’espace
de Hardy H2 (et donc par équivalence unitaire sur ℓ2(N)) et d’autre part qui a caractérisé
l’ensemble des vecteurs cycliques de ce dernier. Voir les théorèmes 1.19 et 1.21.
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Théorème 0.1 (Beurling).

1. Les sous-espaces invariants de S sur H2(D) sont de la forme ΘH2(D) où Θ est une fonction
intérieure.

2. Les vecteurs cycliques pour le shift S sur H2(D) sont les fonctions extérieures.

Ces sous-espaces invariants ont notamment permis à B. Sz.-Nagy et C. Foias dans les années 60
d’introduire la théorie du modèle fonctionnel en lien avec les contractions d’un espace de Hilbert
(voir par exemple [101, 102]) : il s’agit d’utiliser l’adjoint du shift S∗ défini sur les espaces modèles
Kθ qui correspondent aux complémentaires orthogonaux des sous-espaces de Beurling ΘH2 pour
Θ une fonction intérieure. Nous retrouverons quelques résultats associés aux espaces modèles
dans le chapitre 1 en section 1.1.2. Puis, en 1966, L. De Branges et J. Rovnyak ont introduit
les espaces éponymes concernant la théorie des modèles, la théorie des sous-espaces invariants
ou encore certaines applications liées aux théories de perturbations (voir par exemple [23, 24]).
Comme plusieurs auteurs peuvent le mentionner ([12, 58, 93, 94]), nous pouvons notamment
définir ces espaces en faisant intervenir l’opérateur de défaut I − TbT

∗
b pour b un élément non

constant de la boule unité fermée de H∞,

H(b) = M((I − TbT
∗
b )

1
2 ) := (I − TbTb)

1
2H2,

où Tb : f ∈ H2 7−→ P+(bf) = bf ∈ H2 est l’opérateur de Toeplitz défini par (1.10). Son étude
ainsi que le détail de tous les outils nécessaires à sa compréhension ont été donnés dans les
ouvrages d’E. Fricain et J. Mashreghi [57, 58] et nous retrouverons une partie de ces derniers
dans le chapitre 1 en section 1.3.

Dans les espaces de Hardy, Bergman et Dirichlet

Nous venons de voir précédemment que la réponse à la caractérisation des vecteurs cycliques
de S a été donnée dans le cadre des espaces de Hardy H2 par A. Beurling de façon complète.
Ces travaux fondateurs ont ouvert la voie à plusieurs contributions dans le cadre par exemple
des espaces de Bergman et Dirichlet.

Pour β = (βn)n∈N ⊂ R+ vérifiant lim inf
n→∞

(βn)
1
n ≥ 1, introduisons les espaces de Hardy de poids

β définis par

H2(β) :=

f : z 7−→
∑
n≥0

anz
n ∈ Hol(D) : ∥f∥β :=

√∑
n≥0

|an|2 β2n <∞

 . (1)

Nous retrouvons en considérant βn = 1 pour tout n ∈ N l’espace de Hardy H2, puis également les
espaces de Bergman A2 et Dirichlet D en considérant respectivement βn = 1√

n+1
et βn =

√
n+ 1

pour tout n ∈ N. D’une manière générale, lorsque X est un espace de Hilbert dans lequel
S : X −→ X est borné et tel que les évaluations f 7−→ f(λ) sont continues pour tout λ ∈ D,
alors f n’a pas de zéros dans le cercle unité T si f est cyclique pour S dans X. Ce phénomène
provient principalement de la définition de la cyclicité de f pour S dans X :

spanX(S
nf : n ≥ 0) = {pf : p ∈ P} = X,

où P est l’ensemble des polynômes de C[X]. Reprenons alors une question soulevée par A. L.
Shields dans [98], permettant de caractériser les vecteurs cycliques pour le shift S, vu comme
opérateur de multiplication par z sur H2(β) :

S =Mz : f ∈ H2(β) 7−→ zf(z) ∈ H2(β), z ∈ D.
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Question 0.2. Existe-t-il β tel que f ∈ H2(β) est cyclique pour S si et seulement si f n’a pas
de zéros dans D ?

Tout d’abord, sur l’espace de Bergman que nous retrouverons dans le chapitre 1 en section
1.1.3, nous pouvons noter qu’il existe une condition nécessaire et suffisante vraie sur Ap pour
tout 0 < p <∞ donnée par [70, Theorem 7.2]. Nous pouvons également noter que toute fonction
intérieure singulière associée à une mesure notée ν est cyclique pour S dans Ap pour p > 0 si et
seulement si ν(E) = 0 pour tout ensemble de Carleson E i.e. pour tout ensemble E ⊂ T vérifiant
m(E) = 0 et

∑
n≥0m(In) log

(
2π

m(In)

)
< ∞ où m est la mesure de Lebesgue et In sont les com-

posantes de T\E ([76]). Ce résultat diffère largement du résultat sur l’espace de Hardy H2. Par
exemple, dans [98], A. L. Shields étudie les vecteurs cycliques pour S sur l’espace de Bergman A2

et relève notamment que la fonction intérieure singulière Φ ∈ A2 définie par ϕ(z) = exp
(
z+1
z−1

)
(qui n’a pas de zéros dans D) n’est pas cyclique pour S, donnant ainsi une réponse négative à la
question 0.2 pour cet espace.

Maintenant, sur les différents espaces de Dirichlet que nous retrouverons dans le chapitre 1 en
section 1.1.3, nous pouvons noter que plusieurs travaux ont été initiés sur le sujet ([26, 28, 47,
48, 75, 82]). Les vecteurs cycliques pour S dans D ont initialement été étudiés par L. Carleson
dans [28] et ensuite par L. Brown et A. Shields dans [26]. Tout d’abord, bien que D soit inclus
dans l’espace de Hardy H2, nous savons qu’il existe des fonctions extérieures non cycliques dans
D (voir [28]), ce qui donne notamment une réponse négative à la question 0.2 dans cet espace.
L’un des principaux résultats que nous pouvons relever donne les deux conditions nécessaires
suivantes.

Si f ∈ D est cyclique pour S, alors f est une fonction extérieure et l’ensemble
{ζ ∈ T : f∗(ζ) := limr→1− f(rζ) = 0} est de capacité logarithmique nulle.

La conjecture de Brown-Shields affirme que la réciproque est aussi vraie. Cette conjecture est
toujours ouverte même si diverses avancées significatives ont été obtenues depuis l’énoncé de cette
dernière. Parmi elles, nous pouvons retenir le résultat suivant qui introduit la notion d’ensemble
exceptionnel de Bergman-Smirnov : un sous-ensemble fermé E ⊂ T est un ensemble de Bergman-
Smirnov lorsque {

ϕ ∈ Hol(C\E) : ϕ|D ∈ N+, ϕ|De
∈ Be

}
= {0},

où N+ est la classe de Smirnov et Be est l’espace de Bergman défini sur le disque extérieur par

Be :=

ϕ : z 7−→
∑
k≥0

bk
zk+1

∈ Hol(De) :
∑
k≥0

|bk|2

k + 1
<∞

 , De = (C ∪ {∞})\D.

Donnons alors le résultat suivant, qui est à ce jour l’un des plus proches de la conjecture.

Si f ∈ D est une fonction extérieure et que l’ensemble Z(f) :=

{
ζ ∈ T : lim inf

z→ζ
|f(z)| = 0

}
est

un ensemble exceptionnel de Bergman-Smirnov, alors f est cyclique pour S.

En utilisant le fait que tout sous-ensemble fermé dénombrable de T est de ce type et que ces
derniers sont de capacité logarithmique nulle, nous obtenons la cyclicité en supposant Z(f) dé-
nombrable. Nous pouvons retrouver les détails dans [47, 48, 71]. Ce dernier résultat a été aussi
obtenu par K. Kellay, F. Le Manach et M. Zarrabi dans [75] dans les espaces de Dirichlet-Besov
Dp
α définis par (3.11) pour α > −1 et α+ 1 < p ≤ α+ 2.
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Nous avons aussi quelques résultats sur les espaces pondérés Dα pour α ∈ R définis par (1.8).

• Pour α > 1, f est cyclique pour S si et seulement si f n’a pas de zéros dans D. Ceci donne
notamment une réponse positive à la question 0.2 pour β = ((n+ 1)α)n∈N. Cette condition
devient simplement suffisante pour α ≤ 0 ou α = 1.

• Pour α < 0, nous retrouvons le même résultat que sur l’espace Ap pour p > 1 sur les
fonctions intérieures singulières cycliques.

• Pour 0 ≤ α ≤ 1, si f est cyclique pour S alors f est une fonction extérieure.

Voir [26] pour plus de détails. De nombreuses questions, dont certaines issues de [98], ont été
posées par Brown et Shields dans [26] notamment autour de l’espace de Dirichlet classique D et
des espaces de Dirichlet pondérés Dα pour α ∈ R. Nous ne les considérerons pas toutes dans ce
manuscrit mais nous notons que cela a ouvert la voie à de nombreux travaux sur ces derniers
et sur les espaces de type Dirichlet et/ou harmoniques. Introduisons en revanche la question
suivante qui sera le cœur d’une des parties de ce sujet de thèse concernant les vecteurs cycliques
pour S dans un espace de Banach général, vérifiant plusieurs hypothèses standards que nous
expliciterons ultérieurement en chapitre 3.

Question 0.3. Soit E un espace de Banach de fonctions analytiques sur G un domaine de C.
Supposons que pour tout f, g ∈ E, |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ G et que g est cyclique pour S.
Alors f est-il cyclique pour S ?

En particulier, Brown et Shields ont montré que la réponse est positive si l’espace M(E) des
multiplicateurs de E coïncide avec H∞(G) (l’ensemble des fonctions holomorphes et bornées sur
G) où

M(E) = {f ∈ Hol(G) : fφ ∈ E, ∀φ ∈ E} ⊂ E ∩H∞(G).

Ils ont aussi montré que le résultat est vrai dans le cas de l’espace de Dirichlet classique D
ou encore dans les espaces de Dirichlet pondérés Dα pour α ∈ R\]0, 1]. Enfin, nous pouvons
relever que si f ∈ D2 = H2(β) pour β =

(
(n+ 1)2

)
n∈N est une fonction extérieure avec un

nombre au plus dénombrable de zéros sur T, alors f est cyclique pour S sur D. La question
0.3 a été également étudiée dans [41] pour les espaces de Dirichlet-Besov Dp

α pour α > −1 et
α + 1 ≤ p ≤ α + 2, définis par (3.11), et a trouvé une réponse positive. Enfin, notons aussi que
[88] donne une réponse positive dans le cas des espaces de Dirichlet harmoniques Dµ définis par
(1.9), pour µ une mesure de Borel positive et finie sur T.

Dans les espaces de De Branges-Rovnyak

Étant donné le lien entre H(b) et H2, la question de la cyclicité du shift se pose naturellement
sur les espaces de De Branges-Rovnyak. Nous pouvons tout d’abord expliciter plusieurs faits
qui nous seront véritablement utiles pour la suite et dont les détails seront à retrouver dans le
chapitre 1 en section 1.3.

1. H(b) est contractivement inclus dans H2, mais n’est pas nécessairement fermé.

2. H(b) est un sous-espace fermé de H2 héritant de sa structure d’espace de Hilbert si et
seulement si b est une fonction intérieure.

3. H(b) est dense dans H2 si et seulement si b n’est pas une fonction intérieure.

4. H(b) est un espace de Hilbert à noyau reproduisant avec, pour λ ∈ D, kbλ = (1− b(λ)b)kλ
où kλ est le noyau reproduisant de H2.

5. L’ensemble des polynômes analytiques P est dense dans H(b) si et seulement si b est un
point non-extrême de la boule unité fermée de H∞.

6. Le shift S est borné sur H(b) si et seulement si b est un point non-extrême de la boule
unité fermée de H∞.
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Rappelons que b est un point non-extrême de la boule unité fermée de H∞ si et seulement si
log(1− |b|) ∈ L1(T). Les questions qui vont suivre concernent la cyclicité des opérateurs du shift
dans ces espaces H(b) que nous notons

Sb := S|H(b) et Xb := (S∗)|H(b).

Par définition, f ∈ H(b) est cyclique pour Sb si

spanH(b)(S
n
b f : n ≥ 0) = spanH(b)(z

nf : n ≥ 0) = H(b).

Concernant la théorie des sous-espaces invariants, les premiers travaux sur ces espaces re-
montent en 1986 par D. Sarason dans [93] qui a montré notamment que les sous-espaces inva-
riants de Xb sont les intersections avec H(b) des sous-espaces invariants de S∗ sur H2 i.e. de la
forme H(b) ∩ (uH2)⊥ avec u une fonction intérieure.

En utilisant ce résultat, E. Fricain, J. Mashreghi et D. Seco ont montré dans [59] que les vecteurs
cycliques de Xb sont précisément les vecteurs cycliques de S∗ appartenant à H(b). Signalons que
les vecteurs cycliques de S∗ sur H2 ont été caractérisés par Douglas-Shapiro-Shields dans [40]
dès les années 70. Dans le cas où b(z) = 1+z

2 , ils donnent une condition nécessaire et suffisante
pour les vecteurs cycliques de Sb.

Enfin, E. Fricain et S. Grivaux dans [52] généralisent entre autres certains résultats de [59] et
donnent notamment une caractérisation des vecteurs cycliques de Sb lorsque b est une fonction
rationnelle mais n’est pas un produit de Blaschke fini. Ils donnent également une condition
suffisante dans le cas où b = 1+I

2 avec I une fonction intérieure (non constante).
En parallèle, A. Bergman dans [16] donne plusieurs résultats profonds qui reposent essentiel-

lement sur une description des sous-espaces invariants de Sb par A. Aleman et B. Malman dans
[5]. Il a notamment résolu complètement le cas où b = 1+I

2 où I est une fonction intérieure
(non constante) en donnant une caractérisation des vecteurs cycliques en termes des mesures
d’Aleksandrov-Clark du symbole b. Certains résultats de ces deux derniers articles [16, 52] seront
rappelés et utilisés ultérieurement dans le chapitre 2.

Le chapitre 2 sera consacré à l’étude de la cyclicité de l’opérateur du shift Sb sur les espaces de
De Branges-Rovnyak H(b). Quelques propriétés importantes de ces espaces seront rappelées dans
le chapitre 1 dans la section 1.3 et nous nous concentrerons sur les espaces de De Branges-Rovnyak
non-extrêmes. Nous verrons qu’il n’est pas facile de calculer la norme d’une fonction de H(b) qui
malgré sa proximité avec H2 n’est pas donnée directement par une intégrale. Nous serons alors
amené à considérer l’équation Tbf = Taf

+ pour f ∈ H(b) et (a, b) une paire Pythagoricienne.
Cette dernière nous permettra en particulier d’obtenir aisément une formule pour (fkλn)+ et de
remplacer l’expression de la cyclicité dépendant de (znf)n≥0 par (kλf)|λ|<∥Sb∥−1 (voir le corollaire
2.23) où nous remarquerons que ∥Sb∥L(H(b)) > 1 (voir la proposition 1.36).

Résultat 0.4. Soient b un point non-extrême de la boule unité fermée de H∞ et f ∈ H(b). Alors

spanH(b)(z
nf : n ≥ 0) = spanH(b)

(
kµf : |µ| < ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
.

En utilisant la famille {fkλn : n ≥ 1} où f ∈ H(b), (λn)n≥1 est une suite qui ne vérifie pas
la condition de Blaschke et kλn est le noyau reproduisant de H2 au point λn, nous expliciterons
une condition nécessaire et suffisante de cyclicité pour Sb qui n’est autre qu’un problème de
complétude dans H(b) (voir le corollaire 2.25).

Résultat 0.5. Soient b un point non-extrême de la boule unité fermée de H∞ et f ∈ H(b). Alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La fonction f est cyclique pour Sb.
(ii) Pour toute suite (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant

∑
n≥1(1− |λn|) = ∞, on a

spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).
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Le résultat principal de ce chapitre est la condition nécessaire, mais non suffisante, suivante
reposant essentiellement sur l’équivalence précédente (voir le théorème 2.26).

Résultat 0.6. Soient b un point non-extrême de la boule unité fermée de H∞ et f ∈ H(b)
une fonction extérieure. Si b

f ∈ L∞(T), alors spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b) pour toute suite
(λn)n≥1 ⊂ D vérifiant

∑
n≥1(1− |λn|) = ∞. En particulier, f est cyclique pour Sb.

Dans les espaces de fonctions analytiques de D (cadre général)

Le chapitre 3 sera consacré à l’étude de la cyclicité de l’opérateur du shift S sur des espaces
de Banach de fonctions analytiques du disque unité D. L’idée est de développer un cadre général
dans lequel la réponse à la question 0.3 posée par Brown et Shields est positive. Pour obtenir
la cyclicité, nous allons utiliser une méthode basée sur un théorème de la couronne, dont nous
rappelons tout d’abord la version classique et bien connue de L. Carleson ([29]) : si φ,ψ ∈ H∞

vérifient
0 < δ ≤ |φ(z)|+ |ψ(z)| ≤ 1, z ∈ D,

alors il existe g, h ∈ H∞ telles que

φ(z)g(z) + ψ(z)h(z) = 1, z ∈ D.

De plus, nous pouvons avoir un contrôle des normes des solutions obtenues g et h. En effet, il
existe une constante C > 0 telle que

∥g∥∞ , ∥h∥∞ ≤ C

δ2
log

(
1

δ

)
.

Cette estimation, la meilleure connue jusqu’à ce jour, est due à Uchiyama dans [107]. Voir aussi
[104]. De plus, cette estimation est quasiment optimale comme le montre l’exemple donné par S.
Treil dans [106]. Dans un certain sens, nous pouvons dire que le résultat de Carleson peut être
vu comme un théorème de Bézout pour H∞, théorème bien connu dû à E. Bézout disant que si
A,B ∈ C[z] n’ont pas de racines en commun, alors il existe R,S ∈ C[z] avec deg(R) ≤ deg(B)−1
et deg(S) ≤ deg(A)− 1 tels que

A(z)R(z) +B(z)S(z) = 1, z ∈ C.

Notons qu’une version avec une estimation des solutions dans le cadre polynomial a été donnée
dans [60, 61]. Dans [49], ce résultat de la couronne est utilisé pour obtenir des résultats sur
la cyclicité des fonctions intérieures singulières dans des espaces de type Bergman pondérés du
disque unité. Une version de ce théorème appliquée aux espaces Dp

α ∩A(D) donnée par [105] est
utilisée dans [41, 82] pour donner une réponse positive à la question 0.3 dans Dp

α pour α > −1
et α + 1 ≤ p ≤ α + 2. Nous pouvons également nous référer à [19, 20, 90] pour diverses autres
applications de ce théorème.

Notre idée est d’introduire un cadre général dans lequel nous pouvons obtenir des résultats
de cyclicité via un théorème de la couronne avec contrôle des solutions, et en particulier obtenir
une réponse positive à la question 0.3. Nous considérons X un espace de Banach de fonctions
analytiques de D vérifiant les trois hypothèses (H1), (H2) et (H3) (introduites dans le chapitre
3 en section 3.1) et A une algèbre de Banach commutative et unitaire vérifiant les trois hypo-
thèses (H4), (H5) et (H6) (en particulier, A vérifie un théorème de la couronne avec contrôle des
solutions).

Après avoir introduit ce cadre général avec ces hypothèses et les premières propriétés associées,
le premier résultat est le suivant (voir le théorème 3.14).
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Résultat 0.7. Soit X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses (H4) à
(H6). Alors il existe N ∈ N∗ tel que pour tout f, g ∈ A vérifiant |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ D,
on a [gN ]X ⊂ [f ]X .

Nous avons noté
[f ]X := {pf : p ∈ P}X , f ∈ X .

En particulier, f est cyclique pour le shift S dans X si [f ]X = X .

Comme corollaire, nous obtenons ainsi une réponse positive à la question de Brown-Shields
(0.3) reposant essentiellement sur l’hypothèse portant sur le théorème de la couronne de type Car-
leson (voir le corollaire 3.16). Nous pourrons alors retrouver et/ou compléter les divers résultats
mentionnés précédemment.

Résultat 0.8. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses (H4)
à (H6). Soient f ∈ A et g ∈ A∩M(X ) vérifiant que pour tout z ∈ D, |g(z)| ≤ |f(z)|. Supposons
que g est cyclique pour S dans X . Alors f est cyclique pour S dans X .

Rappelons aussi le théorème bien connu dû à A. Atzmon ([11]), qui se révélera être un outil
intéressant et utile pour la suite.

Théorème 0.9. Soient X un espace de Banach et T ∈ L(X) tel que σ(T ) = {ζ0} pour un
certain ζ0 ∈ T. Supposons qu’il existe k ≥ 0 tel que

∥Tn∥ =
n→∞

O(nk) et log
∥∥T−n∥∥ =

n→∞
o(
√
n).

Alors (T − ζ0I)
k = 0.

Celui-ci permettra en particulier, combiné avec l’approche du théorème de la couronne, de
prouver le résultat suivant (voir le théorème 3.20) où nous considérons que A vérifie de plus les
hypothèses (H7) et (H8). Rappelons que A(D), l’algèbre du disque, correspond à l’ensemble des
fonctions holomorphes sur D et continues sur D. Pour f ∈ A(D), nous notons par Z(f) l’ensemble
des zéros de f sur le bord i.e.

Z(f) := {ζ ∈ T : f(ζ) = 0} =

{
ζ ∈ T : lim

r→1−
f(rζ) = 0

}
.

Résultat 0.10. Soit X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses (H4) à
(H8). Supposons qu’il existe ζ0 ∈ T tel que z− ζ0 est cyclique pour S dans X . Soit f ∈ A∩A(D)
une fonction extérieure telle que Z(f) = {ζ0}. Alors f est cyclique pour S dans X .

Le cas de l’espace classique de Dirichlet a été étudié par H. Hedenmalm et A. Shields dans [71]
à travers l’étude de sous-espaces invariants et la notion d’ensemble exceptionnel de Bergman-
Smirnov, qui intervient dans les travaux concernant la réciproque de Brown-Shields. Par la suite,
S. Richter et C. Sundberg ont généralisé ces idées dans [89] avec divers autres résultats concer-
nant la cyclicité de f et le comportement de l’ensemble de ses zéros Z(f).

L’ensemble de ces résultats nous permet de donner quelques applications avant de faire l’étude
de quelques cas particuliers notamment avec les espaces de De Branges-Rovnyak, ou encore les
espaces de Dirichlet-Besov et les espaces de type Dirichlet.
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0.2 A propos du plongement dans des semi-groupes

La théorie des semi-groupes, comme présentée par exemple par K.-J. Engel et R. Nagel dans
[44, 45], a trouvé son origine dans la résolution d’équations aux dérivées partielles, source d’in-
terprétations mathématiques de systèmes dynamiques : pour (T (t))t≥0 une famille d’applications
sur E vérifiant T (0) = Id et T (t+ s) = T (t) ◦ T (s) pour t, s ≥ 0 avec

1. E l’ensemble des états du système ;

2. t ∈ [0,+∞[ le temps ;

3. T (t) une application décrivant le changement d’état d’un élément de 0 à t.

Rappelons que nous obtenons un C0-semi-groupe ou semi-groupe fortement continu en ajoutant
à ces hypothèses un effort de continuité i.e. pour tout x ∈ E, ∥T (t)x− x∥E −→

t→0+
0 pour, dans ce

cas, (T (t))t≥0 une famille de L(E) où E est un espace de Banach.

Définition. Une famille (Tt)t≥0 ⊂ L(E) est un semi-groupe fortement continu ou C0-semi-groupe
sur E si

T0 = IdE , Tt+s = Tt ◦ Ts, ∀t, s ≥ 0,

et
∀x ∈ E, t ∈ R+ 7−→ Ttx est continue i.e. ∥Ttx− x∥E −→

t→0+
0.

Ceci provient principalement de l’étude du flot d’une équation différentielle ordinaire autonome
en dimension finie, avec comme racine l’exponentielle d’opérateur. Pour A ∈ X = Mn(C) ou
L(E),

(
etA :=

∑
n≥0

(tA)n

n!

)
t≥0

est un C0-semi-groupe sur X et satisfait les équations

(FE) :

{
e(t+s)A = etAesA pour t, s ≥ 0

e0A = I
et (DE) :


d

dt
U(t) = AU(t) pour t ≥ 0

U(0) = I
.

Nous devons alors les premiers résultats à E. Hille et K. Yosida dès 1948 à travers des théorèmes
de génération de C0-semi-groupes notamment de contractions [44, 45, Section II.3] pour répondre
à la problématique suivante, que nous ne considérerons pas dans cette thèse.

Caractériser les opérateurs linéaires qui sont des générateurs de semi-groupes fortement
continus, et décrire de quelle façon le semi-groupe est généré.

L’étude des propriétés de ces objets, avec l’existence d’un générateur et d’une résolvante asso-
ciée, a été entrepris dans [45].

Définition. Le générateur A : D(A) ⊂ E −→ E d’un semi-groupe fortement continu (Tt)t≥0

sur E est l’opérateur défini sur son domaine D(A) par

Ax := lim
t→0+

1

t
(Ttx− x), x ∈ D(A) =

{
x ∈ E : lim

t→0+

1

t
(Ttx− x) existe

}
.

La résolvante de A associée à (Tt)t≥0 est donnée, pour λ ∈ R(A) := C\σ(A), par

R(λ,A) := (λ−A)−1 ∈ L(E).

Nous pouvons d’ailleurs recenser que, pour un semi-groupe fortement continu (Tt)t≥0 de géné-
rateur (A,D(A)) :

1. A est un opérateur linéaire fermé de domaine dense, qui détermine de façon unique (Tt)t≥0

(voir [45, Theorem II.1.4]).
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2. (Tt)t≥0 sera dit uniformément continu si et seulement si A est borné, si et seulement si
D(A) = E. Dans ce cas, le semi-groupe est donné par Tt = etA pour tout t ≥ 0 (voir [45,
Theorem I.2.12 et Corollary II.1.5]).

3. Si, pour λ ∈ C, R(λ)x :=
∫ +∞
0 e−λtTtx dt existe pour tout x ∈ E, alors λ ∈ R(A) et

R(λ,A) = R(λ) (voir [45, Theorem II.1.10]).

Nous pouvons nous référer au diagramme suivant qui récapitule les différents liens entre le semi-
groupe, son générateur et sa résolvante.

Il est maintenant naturel de se demander quels systèmes dynamiques discrets proviennent
de systèmes dynamiques continus, d’où la question du plongement et la vision fonctionnelle de
l’objet. Une partie de ce sujet de thèse consiste à essayer de répondre à la question du plongement
d’un opérateur continu dans un semi-groupe fortement continu.

Soit T ∈ L(E) avec E un espace de Banach. Existe-t-il (Tt)t≥0 un semi-groupe fortement
continu tel que T = T1 ?

Cette question permet automatiquement de répondre à la question du plongement d’un semi-
groupe d’opérateurs discret dans un semi-groupe d’opérateurs continu. En effet, si T est plon-
geable dans un C0-semi-groupe (Tt)t≥0, noté aussi T ↪→ (Tt)t≥0, alors T = T1 et

Tn = T ◦ · · · ◦ T = T1 ◦ · · · ◦ T1 = Tn

par les propriétés algébriques du semi-groupe. Dans ce sens, les itérés de T correspondent ainsi
respectivement aux termes entiers du semi-groupe.

Cette question a suscité un intérêt particulier chez T. Eisner qui a développé dans [42, 43]
plusieurs résultats dès les années 2000. En effet, bien que l’on ne connaisse pas de condition
nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur quelconque T ∈ L(E) soit plongeable dans un
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C0-semi-groupe, il est possible d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour certaines
classes comme par exemple les isométries sur un espace de Hilbert. Le tableau suivant permet
notamment d’expliciter les différentes conditions existantes sur le sujet.

T plongeable dans un C0-semi-groupe
Nature de

T
quelconque normal isométrique

Conditions
N et/ou S

CS : σ(T ) ⊂ Ω ouvert
simplement connexe avec 0 /∈ Ω
CN : dim(ker(T )) ∈ {0,∞} et

codim(Im(T )) ∈ {0,∞}

CNS : T injectif ou
dim(ker(T )) = ∞

CNS : T unitaire ou
codim(Im(T )) = ∞

Notons également que, pour T ∈ L(E) un opérateur plongeable dans un C0-semi-groupe, nous
avons l’existence de racines (au sens de la composition) dans le sens suivant :

pour tout n ∈ N∗, il existe S ∈ L(E) tel que Sn = T .

Nous regarderons de plus près quelques conditions et leurs preuves qui s’avéreront utiles pour
nos applications futures dans l’introduction du chapitre 5. Nous regarderons dans un premier
temps les fonctions holomorphes de D dans D qui nous permettront par la suite de préciser cer-
tains résultats sur les opérateurs de composition sur H2 notamment. Dans un second temps, nous
regarderons les opérateurs définis sur des espaces de fonctions analytiques de D, des opérateurs
de composition aux opérateurs de Toeplitz analytique sur H2.

Les fonctions holomorphes de D dans D

Définition. Une famille (φt)t≥0 d’applications holomorphes de D dans D est un semi-flot holo-
morphe de D si

φ0 = IdD, φs+t = φs ◦ φt ∀s, t ≥ 0

et
∀z ∈ D, t ∈ R+ 7−→ φt(z) est continue i.e. lim

t→0+
φt(z) = z.

L’utilisation des semi-flots holomorphes s’est montrée utile pour E. Gallardo-Gutiérrez et C.
Cowen dans [38] en 2016 pour la simplification d’une preuve donnée par Nordgren-Rosenthal-
Wintrobe dans [85] en 1987 à propos de l’universalité de l’opérateur Cφr − Id où φr : z 7−→ z+r

1+rz
pour r ∈]0, 1[ est un automorphisme hyperbolique de D (φr(D) = D, φr(1) = 1 et φr(−1) = −1).
En effet, en considérant

ψt0 : z 7−→ (1 + e−t0)z + (1− e−t0)

(1− e−t0)z + (1 + e−t0)
, t0 ≥ 0,

nous pouvons alors vérifier que (ψt0)t0≥0 forme un semi-flot holomorphe de D et que φr = ψ1

avec r = 1−e−1

1+e−1 ∈]0, 1[. Autrement dit, φr est plongeable dans (ψt0)t0≥0. Dans ce contexte, nous
déduisons alors le plongement naturel de l’opérateur Cφr dans le C0-semi-groupe (Cψt0

)t0≥0 sur
H2. En effet,

si φ est plongeable dans un semi-flot holomorphe de D noté (φt)t≥0, alors Cφ est plongeable
dans le semi-groupe fortement continu d’opérateurs de composition (Cφt)t≥0 sur H2.

Rappelons que la notion d’opérateur universel, qui peut se montrer d’une importance considé-
rable dans la résolution du problème du sous-espace invariant, a été introduite par G.-C. Rota
en 1959 dans [91] : U ∈ L(E) est dit universel si pour tout opérateur T ∈ L(E), il existe
λ ∈ C∗ et un sous-espace fermé M ⊂ E invariant par U tels que U|M soit similaire à λT i.e.
U|M = J−1(λT )J avec J : M −→ E un isomorphisme. Par suite, S. R. Caradus a introduit
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une condition suffisante pour être un tel opérateur en 1969 dans [27] : pour U ∈ L(H), avec H
un espace de Hilbert séparable, si ker(U) est de dimension infinie et que U est surjectif, alors
U est un opérateur universel. Enfin, si nous pouvions décrire les sous-espaces invariants non
triviaux minimaux d’un opérateur universel, nous aurions la réponse au problème du sous-espace
invariant via le phénomène suivant. Soit U ∈ L(H) un opérateur universel.

1. Si tous les sous-espaces invariants non triviaux minimaux (pour l’inclusion) de U sont de
dimension finie, alors tout T ∈ L(H) a un sous-espace invariant non trivial.

2. S’il existe un sous-espace invariant minimal non trivial de dimension infinie de U , alors il
existe un opérateur T ∈ L(H) sans sous-espace invariant non trivial.

En particulier, dans ce contexte, résoudre le problème du sous-espace invariant est équivalent à
décrire tous les sous-espaces invariants minimaux de Cφr ! Notons bien que nous ne considérerons
pas cette question dans cette thèse.

Le chapitre 4 sera dédié à l’approche holomorphe de la question de plongement, en considérant
ceux de certaines applications analytiques du disque unité D dans des semi-flots holomorphes de
D. Il permettra de rappeler des résultats bien connus autour des automorphismes et des fractions
linéaires de D, puis en particulier de tenter de répondre à la question suivante posée par C.
Cowen.

Question 0.11. Soit φC : z ∈ D 7−→
(
z+1
2

)2. Est-ce que φC est plongeable dans un semi-flot
holomorphe de D ?

La dernière partie sera consacrée à des résultats concernant les fonctions génératrices de pro-
babilité B+ définies par (4.11) où une caractérisation complète du plongement a été explicitée
pour les polynômes P(B+) définis par (4.12) (voir le théorème 4.11).

Résultat 0.12. Soit φ ∈ P(B+). Alors φ est plongeable dans un semi-groupe de fonctions
génératrices de probabilité si et seulement si φ est de degré 1.

Celui-ci repose notamment sur le lemme 4.10, qui concerne le degré des polynômes générateurs
de probabilité lorsque ceux-ci admettent une racine d’un ordre quelconque. Enfin, la section 4.4
concerne la caractérisation des fractions linéaires génératrices de probabilité et leurs plongements
dans des semi-groupes du même type, inspirée de celle des fractions linéaires classiques par [21].

Ensuite, le chapitre 5 sera dédié à l’étude du plongement de certaines classes d’opérateurs
dans des semi-groupes fortement continus. De plus, il sera l’occasion de tenter de répondre à la
question de la forme explicite des semi-groupes dans lesquels ces dernières seront plongeables.

Le semi-groupe est-il du même type que l’opérateur plongé ? Le semi-groupe conserve-t-il les
mêmes propriétés que l’opérateur plongé ?

Dans le cas isométrique, nous pourrons utiliser en particulier la forme (5.3) déduite de la décom-
position de Wold 5.2 et de la preuve de la condition nécessaire et suffisante isométrique 5.6. Nous
considérerons notamment deux classes d’opérateurs bien connues dont nous discutons ci-dessous,
où en particulier la caractérisation des isométries est possible et manipulable.

Les opérateurs de composition

La première classe d’opérateurs que nous allons considérer est celle des opérateurs de composi-
tion sur l’espace de Hardy H2. Pour φ une application holomorphe de D dans D, nous considérons
l’opérateur de composition Cφ de symbole φ défini par

Cφ : f 7−→ f ◦ φ(z), f ∈ H2, z ∈ D.
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En effet, outre les symboles où le plongement de Cφ sera naturel (par exemple avec les auto-
morphismes de D ou certaines fractions linéaires), l’objectif est de caractériser ces plongements
en utilisant notamment le théorème 5.6. L’un des points clés est que l’on connaît les opérateurs
de composition sur H2 qui sont des isométries ou qui sont semblables à des isométries. Nous
obtenons ainsi le résultat suivant sur la caractérisation du plongement de tels opérateurs (voir
le théorème 5.9).

Résultat 0.13. Tout opérateur de composition similaire à une isométrie sur H2 est plongeable
dans un semi-groupe fortement continu sur H2 qui n’est pas constitué d’opérateurs de composi-
tion, à moins que son symbole soit un automorphisme de D.

À travers une description des ensembles (5.1) de la décomposition de Wold 5.2, nous pou-
vons décrire les opérateurs du semi-groupe dans lequel Cφ similaire à une isométrie sur H2 est
plongeable. C’est l’objet du résultat suivant (voir le corollaire 5.11).

Résultat 0.14. Soient φ une fonction intérieure telle que φ(α) = α pour α ∈ D et ψ l’application
définie de D dans D par ψ = τα ◦ φ ◦ τα. Alors Cφ est plongeable dans le C0-semi-groupe sur
H2 = C1⊕H2

0 donné par
(Meitθ ⊕ CταU

∗StUCτα)t≥0

où θ ∈ R, U : H2
0 −→ L2(R+, Im(Cψ)

⊥) est un opérateur unitaire et (St)t≥0 est le semi-groupe
défini sur L2(R+, Im(Cψ)

⊥) par (5.2).

Naturellement, nous pouvons également regarder les opérateurs de composition à poids et
obtenir une condition de plongement (voir le théorème 5.12). Pour φ une application holomorphe
de D dans D et w ∈ H2, nous considérons l’opérateur de composition de symbole φ et de poids
w par

Cw,φ : f 7−→ (MwCφf)(z) = w(z)(f ◦ φ)(z), f ∈ H2, z ∈ D.

Résultat 0.15. Soit φ une fonction intérieure. Alors il existe un poids w ∈ H2 tel que Cw,φ est
plongeable dans un semi-groupe fortement continu sur H2.

Les opérateurs de Toeplitz

La seconde classe d’opérateurs que nous allons considérer est celle des opérateurs de Toeplitz
analytique sur H2. Pour φ ∈ H∞, nous considérons l’opérateur de Toeplitz Tφ de symbole φ
défini par

Tφ : f 7−→ (φf)(z) = φ(z)f(z), f ∈ H2, z ∈ D.

En effet, l’identification des isométries est simple et il est alors facile d’utiliser la condition 5.6.
Puis, d’autre part, la décomposition d’une fonction de H∞, donnée par le théorème 1.1, justifie
l’expression de la question suivante.

Question 0.16. Soit φ = BSµF ∈ H∞ avec B un produit de Blaschke quelconque, Sµ une
fonction intérieure singulière et F une fonction extérieure. A quelles conditions sur φ, Tφ est-il
plongeable dans un C0-semi-groupe sur H2 ?

L’objectif sera donc de répondre à celle-ci en regardant les différentes propriétés inhérentes à
la forme du symbole φ, ce qui sera l’objet du résultat suivant (voir les résultats 5.14, 5.15 et
5.16).

Résultat 0.17. Soit φ ∈ H∞. L’opérateur de Toeplitz analytique Tφ est plongeable dans un
C0-semi-groupe sur H2 si on a l’un des cas suivants :

• φ ne s’annule pas sur D (φ est extérieure ou φ = SµF ). Dans ce cas, Tφ est plongeable
dans un C0-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique.
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• φ est une fonction intérieure mais n’est pas un produit de Blaschke fini. Dans ce cas, Tφ
est plongeable dans un C0-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique si et seulement
si φ ne s’annule pas sur D.

Ces derniers résultats nous permettent alors de simplifier la question 0.16, où nous verrons
l’intérêt et la difficulté directement dans la section correspondante du chapitre 5 et qui reste
ouverte dans ce manuscrit.

Question 0.18. Soit φ = Bϕ ∈ H∞ avec B un produit de Blaschke non constant et ϕ une
application analytique non constante qui ne s’annule pas sur D et qui n’est pas une fonction
intérieure. A-t-on le plongement de Tφ dans un C0-semi-groupe sur H2 ?

Nous finissons cette introduction avec la citation suivante, utilisée également par T. Eisner
dans son livre [43], qui mesure bien l’intérêt porté à cette partie de la thèse.

"The real understanding involves, I believe, a synthesis of the discrete and continuous ..."
L.Lovasz, Discrete and Continuous : two sides of the same ?

Le diagramme ci-dessous représente les différents objets mathématiques intervenant dans la
thèse ainsi que leurs différents liens.
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CHAPITRE 1

ESPACES, OPÉRATEURS ET OUTILS FONCTIONNELS

Le but de ce chapitre est de donner tous les outils nécessaires à la bonne compréhension
des différents résultats de ce manuscrit. Nous y retrouverons les propriétés fondamentales des
espaces et des opérateurs que nous considérerons tout au long de celui-ci. Seul le lemme 1.4
semble réellement nouveau et est une contribution originale.

1.1 Autour de quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Hardy

Les espaces de Hardy Hp := Hp(D), pour 0 < p ≤ ∞, sont définis par

Hp(D) :=
{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥p := sup

0≤r<1
Mp(f, r) <∞

}
,

où pour f ∈ Hol(D) et 0 ≤ r < 1,

Mp(f, r) :=

(
1

2π

∫ π

−π

∣∣f(reit)∣∣p dt) 1
p

, 0 < p <∞, et M∞(f, r) := sup
t∈[0,2π[

∣∣f(reit)∣∣ .
Notons que, pour 1 ≤ p ≤ ∞, Hp est un espace de Banach, muni de la norme ∥·∥p. Nous nous
intéresserons plus particulièrement à l’espace H2 défini par

H2 :=

{
f ∈ Hol(D) : sup

0≤r<1
M2(f, r) <∞

}
, M2(f, r) :=

√
1

2π

∫ π

−π
|f(reit)|2 dt.

Notons que, pour f : z 7−→
∑

n≥0 anz
n ∈ Hol(D), f ∈ H2 si et seulement si (an)n≥0 ∈ ℓ2(N). En

effet, pour z = reit ∈ D avec r ∈ [0, 1[ et t ∈ R, f(reit) =
∑

n≥0 anr
neint et, par identification

avec les coefficients de Fourier de f , nous obtenons d’après le théorème de Plancherel-Parseval
que

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reit)∣∣2 dt =
∑
n≥0

|an|2 r2n.

De plus, par positivité du terme général de la série
∑

n≥0 |an|
2 r2n, d’après le théorème de conver-

gence monotone discret,

∥f∥22 = sup
0≤r<1

M2(f, r)
2 = sup

0≤r<1

∑
n≥0

|an|2 r2n =
∑
n≥0

|an|2 .
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Ainsi, il vient que f ∈ H2 si et seulement si (an)n≥0 ∈ ℓ2(N) et par suite

H2 =

f : z 7−→
∑
n≥0

anz
n ∈ Hol(D) :

∑
n≥0

|an|2 <∞

 .

Nous pouvons montrer que H2 est isométriquement isomorphe à ℓ2(N), et que (H2, ∥·∥2) est un

espace de Hilbert, où nous pouvons dans ce cas définir ∥·∥2 par ∥f∥2 :=
√∑

n≥0 |an|
2.

Plus précisément, il s’agit d’un espace de Hilbert à noyau reproduisant sur D i.e. pour tout
z ∈ D, l’application linéaire f ∈ H2 7−→ f(z) ∈ C est continue. De plus, son noyau reproduisant
(appelé noyau de Szegö) est donné par

kw(z) := k(z, w) =
1

1− wz
, z ∈ D, w ∈ D.

En effet, pour w ∈ D et f : w 7−→
∑

n≥0 anw
n ∈ H2, nous obtenons par l’inégalité de Cauchy-

Schwarz,

|f(w)| ≤
∑
n≥0

|anwn| ≤

∑
n≥0

|an|2
 1

2
∑
n≥0

|wn|2
 1

2

≤ ∥f∥2

√
1

1− |w|2
.

L’application linéaire f ∈ H2 7−→ f(w) ∈ C est ainsi continue. De plus, d’après le théorème de
représentation de Riesz, pour tout w ∈ D, il existe une unique fonction kw ∈ H2 telle que

f(w) = ⟨f | kw⟩2 , f ∈ H2.

D’où, par sesquilinéarité et continuité du produit scalaire,

⟨f | kw⟩2 = f(w) =
∑
n≥0

anw
n =

〈∑
n≥0

anz
n |
∑
n≥0

wnzn

〉
2

=

〈
f | 1

1− wz

〉
2

.

Par identification, le noyau reproduisant de H2 est donc bien défini par kw(z) = 1
1−wz pour

z ∈ D. Aussi, nous pouvons montrer facilement que les polynômes sont denses dans H2. En
effet, si f : z 7−→

∑
n≥0 anz

n ∈ H2, alors, pour N ≥ 1, par les propriétés du reste d’une série
convergente, ∥∥∥∥∥f −

N∑
n=0

anχn

∥∥∥∥∥
2

=
∑

n≥N+1

|an|2 −→
N→∞

0.

Introduisons enfin les classes de Nevanlinna et de Smirnov définies respectivement par

N :=

{
f ∈ Hol(D) : sup

0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣f(reit)∣∣ dt <∞
}

=
{g
h
∈ Hol(D) : g, h ∈ H∞

}
,

où ici log+(x) = max(log x, 0) pour x > 0, et

N+ :=

g

h
∈ Hol(D) : g, h ∈

⋃
p>0

Hp, h extérieure

 ,

où nous pouvons montrer que

H∞ ⊂ H2 ⊂ H1 ⊂ N+ ⊂ N .
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Rappelons la définition des espaces de Lebesgue sur T. Ces derniers sont définis par

Lp(T) :=
{
f : T −→ C mesurable : ∥f∥pLp(T) :=

∫
T
|f(ζ)|p dm(ζ) <∞

}
, 1 ≤ p <∞,

où m est la mesure de Lebesgue normalisée sur T et

L∞(T) :=

{
f : T −→ C mesurable : ∥f∥L∞(T) := supp ess

ζ∈T
|f(ζ)| <∞

}
.

Nous effectuons comme usuellement l’identification classique suivante : f ≡ 0 dans Lp(T) si
{ζ ∈ T : f(ζ) = 0} est de mesure nulle. Avec cette identification, pour 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(T) est un
espace de Banach, muni de la norme ∥·∥p. De plus, pour p = 2, L2(T) est plus précisément un
espace de Hilbert, muni du produit scalaire

⟨f | g⟩L2(T) :=

∫
T
f(ζ)g(ζ) dm(ζ).

Nous pouvons identifier Hp, pour 1 ≤ p ≤ ∞, avec un sous-espace fermé de Lp(T) via le
théorème de Fatou [92, Theorem 17.11] indiquant que pour f ∈ Hp, les limites radiales f∗

définies par f∗(eit) := limr→1− f(re
it) existent presque partout (p.p.) sur T. De plus, f∗ ∈ Lp(T)

et

∥f∥p = ∥f∗∥Lp(T) =

(∫
T
|f∗(ζ)|p dm(ζ)

) 1
p

.

Nous pouvons par suite définir Hp, pour 1 ≤ p ≤ ∞, sur T en termes de coefficients de Fourier,
c’est-à-dire d’après [57, Theorem 4.3] :

Hp(T) :=
{
f ∈ Lp(T) : f̂(n) = 0, n < 0

}
.

Sans ambiguïté, Hp sera regardé soit sur le disque soit sur le cercle unité, avec identification des
limites radiales dans ce dernier cas, quitte à considérer l’isomorphisme isométrique entre Hp(D)
et Hp(T). Nous pouvons alors identifier (an)n≥0 de l’expression f =

∑
n≥0 anχn ∈ H2 avec les

coefficients (f̂(n))n≥0 où χn : z 7−→ zn.

Enfin, considérons l’ensemble Hp
0 (D) = {f ∈ Hp(D) : f(0) = 0} où nous avons la correspon-

dance sur le cercle donnée par

Hp
0 (T) =

{
f ∈ Lp(T) : f̂(n) = 0, n ≤ 0

}
et Hp

0 (T) =
{
f ∈ Lp(T) : f̂(n) = 0, n ≥ 0

}
.

(1.1)
Alors, nous avons d’après [57, Corollary 4.7], pour 1 < p <∞, Lp(T) = Hp⊕Hp

0 et en particulier
Hp ∩Hp

0 = {0}. Remarquons plus précisément que H2
0 = ker(P+) d’après [57, Lemma 4.10] où

P+ : f 7−→ P+f =
∑
n≥0

f̂(n)zn ∈ H2, f : z 7−→
∑
n∈Z

f̂(n)zn ∈ L2(T), (1.2)

est la projection orthogonale de L2(T) sur H2, que nous retrouverons ultérieurement dans la
section 5.2.

Notons que, pour f ∈ Hp pour 0 < p ≤ ∞, et f ̸≡ 0, on a log |f | ∈ L1(T) et en particulier
f ̸= 0 presque partout sur T d’après [92, Theorem 17.18]. Notons aussi le résultat suivant sur les
zéros d’une fonction de la classe de Nevanlinna, et donc de la classe de Smirnov et de Hp pour
0 < p ≤ ∞ : pour f ∈ N , f ̸≡ 0, et (αi)i≥1 la suite des zéros de f , comptés avec multiplicités,
nous avons

∑
i≥1(1− |αi|) <∞ d’après [92, Theorem 15.23].
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Enfin, rappelons que pour (λn)n≥1 une suite qui n’est pas de Blaschke i.e.
∑

n≥1(1−|λn|) = ∞,
alors la suite (kλn)n≥1 est complète dans H2 i.e.

spanH2(kλn : n ≥ 1) = H2, (1.3)

où spanH(A) correspond à la fermeture de l’ensemble des combinaisons linéaires finies
∨
(A)

d’éléments de A dans H. Il s’agit même d’une équivalence d’après [7, Lemme 1.67] ou [83].

Regardons maintenant quelques fonctions particulières sur ces espaces de Hardy.

• Un produit de Blaschke B s’exprime de la façon suivante : pour λ ∈ R, k ∈ N,

B(z) = eiλzk
∏
n≥1

(
|αn|
αn

αn − z

1− αnz

)
, z ∈ D, (1.4)

où (αn)n≥1 est une suite finie ou infinie de points de D\{0} vérifiant la condition de Blaschke∑
n≥1(1−|αn|) <∞. L’ensemble (αn)n≥1 ou ((αn)n≥1∪{0} si k ≥ 1) correspond aux zéros

de B, comptés avec multiplicités.

• Une fonction Φ ∈ H∞ vérifiant
∣∣Φ∗(eit)

∣∣ = 1 presque partout sur T est appelée fonction
intérieure. Toute fonction intérieure s’écrit sous la forme

Φ(z) = B(z)Sν(z) := B(z) exp

(
−
∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dν(eit)

)
, z ∈ D,

où ν est une mesure de Borel positive et finie sur T singulière par rapport à la mesure de
Lebesgue (ν ⊥ m), et Sν est appelée fonction intérieure singulière. En particulier, B est
une fonction intérieure et dans le cas d’un produit de Blaschke fini, B est continue sur D.

• Une fonction F ∈ Hp est dite extérieure si elle s’écrit de la manière suivante :

F (z) = c exp

{
1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
log(φ(eit)) dt

}
, z ∈ D,

où c ∈ C, |c| = 1, et φ est une fonction mesurable positive telle que log(φ) ∈ L1(T) et
φ ∈ Lp(T). De plus, |F | = φ p.p. sur T.

Théorème 1.1 (Factorisation des fonctions de Hp, [92]). Soient 0 < p ≤ ∞ et f ∈ Hp, f ̸≡ 0.
Alors il existe une fonction intérieure ϕ et une fonction extérieure F telles que f = ϕF , unique
à une constante multiplicative près. Autrement dit, il existe

• une constante c unimodulaire (|c| = 1) ;

• un produit de Blaschke B associé aux zéros de f notés (αn)n≥0 ;

• une mesure de Borel positive et finie sur T notée ν telle que ν ⊥ m,

tels que, pour tout z ∈ D,

f(z) = cB(z) exp

(
−
∫
T

ζ + z

ζ − z
dν(ζ)

)
exp

(∫
T

ζ + z

ζ − z
log |f∗(ζ)| dm(ζ)

)
. (1.5)

La proposition suivante donne quelques résultats permettant d’obtenir des fonctions exté-
rieures.

Proposition 1.2 ([57, 84]).

1. Soient p, q, r ∈]0,∞] et f ∈ Hp. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f est une fonction extérieure.
(b) Si g ∈ Hq et g

f ∈ Lr(T), alors g
f ∈ Hr.
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2. Soit f ∈ Hol(D) vérifiant Re(f(z)) ≥ 0 pour tout z ∈ D. Alors f ∈ Hp pour tout 0 < p < 1
et f est une fonction extérieure.

3. Soit f ∈ Hp, pour p ≥ 1, vérifiant inf
z∈D

|f(z)| > 0. Alors f est une fonction extérieure.

Regardons de plus près la propriété n-to-1 des produits de Blaschke finis, c’est-à-dire le fait
que tout élément de D admet exactement n pré-images, en considérant sans perte de généralité
un produit de Blaschke fini de la forme

B(z) =
N∏
k=1

αk − z

1− αkz
, z ∈ D, (1.6)

où N est le degré de B. Nous notons que

B(D) ⊂ D, B(T) ⊂ T et B(C\D) ⊂ C\D.

Théorème 1.3 ([64, Theorem 3.6 et Corollary 7.6]). Soit B un produit de Blaschke fini de degré
N . Alors, pour tout w ∈ C, l’équation B(z) = w admet exactement N solutions, comptées avec
multiplicités. De plus, si w ∈ D (resp. T), les solutions sont dans D (resp. T). Dans le cas de T,
celles-ci sont distinctes.

Le lemme suivant, contribution originale, va nous permettre de distinguer celles-ci.

Lemme 1.4. Soit β ∈ D\B(Zero(B′)). Alors l’équation B(z) = β admet exactement N solutions
distinctes dans D.

Démonstration. Soit β ∈ D\B(Zero(B′)). On sait que B(z) = β admet exactement N solutions
comptées avec multiplicités dans D d’après le théorème 1.3. De plus, si l’une de ces solutions
notée z0 ∈ D est de multiplicité strictement plus grande que 1, alors B′(z0) = 0. Mais alors
β = B(z0) ∈ B(Zero(B′)), ce qui est absurde. Finalement, pour β ∈ D\B(Zero(B′)), l’équation
B(z) = β admet exactement N solutions distinctes dans D.

Intéressons-nous maintenant à l’étude des zéros de B′. Le prochain théorème va nous donner
le nombre exact de zéros de B′ dans D. Nous pouvons noter tout d’abord que G. Cassier et I.
Chalendar ont montré dans [30] que les zéros de B′ sont contenus dans l’enveloppe convexe des
zéros de B ∪ {0}. Ensuite, dans [56], E. Fricain et J. Mashreghi ont montré que ce résultat était
vrai seulement pour l’enveloppe convexe des zéros de B.

Théorème 1.5 ([64, Theorem 8.2]). Soit B un produit de Blaschke fini de degré N . Alors B′

admet exactement N − 1 zéros dans D.

Regardons maintenant un résultat d’une grande importance permettant d’obtenir des produits
de Blaschke à zéros distincts. Pour θ une fonction intérieure et λ ∈ D, nous appelons transformée
de Frostman la fonction intérieure θλ définie par

θλ :=
λ− θ

1− λθ
= τλ ◦ θ, τλ : z 7−→ λ− z

1− λz
.

Définissons aussi l’ensemble exceptionnel de θ par

E(θ) := {λ ∈ D : θλ n’est pas un produit de Blaschke}.

Remarque 1.6. L’application τλ défini précédemment est un automorphisme de D, et vérifie que
τ−1
λ = τλ. De plus, puisque τλ(T) ⊂ T, nous pouvons vérifier que θλ est une fonction intérieure.
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Théorème 1.7 (Frostman, [62]). Soient θ une fonction intérieure non constante et 0 < ρ < 1.
Alors l’ensemble exceptionnel de θ suivant

Eρ(θ) := {ξ ∈ T : θρξ n’est pas un produit de Blaschke}

est de mesure de Lebesgue nulle.

Remarque 1.8. Nous pouvons reformuler ce théorème de la façon suivante : il existe un ensemble
Ω ⊂ D de mesure nulle (qui est en fait E(θ)) tel que pour tout λ ∈ D\Ω, la transformée de
Frostman θλ est un produit de Blaschke.

Le théorème suivant présente une version améliorée de celui-ci caractérisant les zéros du produit
de Blaschke.

Théorème 1.9 (Frostman, [51]). Soit θ une fonction intérieure. Alors il existe un ensemble
Ω ⊂ D de mesure nulle tel que pour tout λ ∈ D\Ω, la transformée de Frostman θλ est un produit
de Blaschke à zéros simples.

Démonstration. D’après le théorème de Frostman classique 1.7, il existe Ω0 ⊂ D de mesure nulle
tel que pour tout λ ∈ D\Ω0, θλ est un produit de Blaschke. Remarquons que θ′λ = (|λ|2−1)θ′

(1−λθ)2 .

Posons alors Ω = Ω0 ∪ θ(θ′−1(0)). Comme θ′ est analytique, θ′−1(0) est dénombrable et donc
θ(θ′−1(0)) est de mesure nulle. Par suite, il vient que Ω est également de mesure nulle. De plus,
si λ ∈ D\Ω, alors θλ est un produit de Blaschke. Notons (λn)n≥1 les zéros de θλ et montrons
qu’il s’agit exclusivement de zéros simples. Comme λ ∈ θ(θ′−1(0))c, il vient que θ′(λn) ̸= 0 pour
tout n ≥ 1. En effet, dans le cas contraire, s’il existe n0 ≥ 1 tel que θ′(λn0) = 0 alors en prenant
λ = θ(λn0) ∈ D, on obtient l’absurdité λ ∈ θ(θ′−1(0)). Finalement, on déduit que pour tout
n ≥ 1, θ′λ(λn) ̸= 0 et λn est un zéro simple de θλ.

1.1.2 Espaces modèles de H2

Nous pouvons retrouver dans [62] une introduction à la théorie des espaces modèles. Nous ver-
rons par la suite son importance pour certaines applications à l’espace de De Branges-Rovnyak
ou à l’étude des opérateurs de Toeplitz.

Soit u une fonction intérieure. L’espace modèle associé à u est défini par

Ku := (uH2)⊥ = {f ∈ H2 : ⟨f | uh⟩2 = 0, ∀h ∈ H2}.

L’espace de Hardy H2 étant un espace de Hilbert à noyau reproduisant, il vient que Ku,
sous-espace fermé de H2, en est également un. En effet, pour f ∈ Ku et λ ∈ D, on a

f(λ) = ⟨f | kλ⟩2 = ⟨f | kλ⟩2 − u(λ) ⟨f | ukλ⟩2 puisque par définition de Ku, ⟨f | ukλ⟩2 = 0

=
〈
f | (1− u(λ)u)kλ

〉
2

avec (1− u(λ)u)kλ ∈ Ku.

Donc, en notant pour tout λ ∈ D, kuλ := (1− u(λ)u)kλ, il vient que kuλ est le noyau reproduisant
de l’espace modèle Ku, donné plus précisément par

kuλ(z) =
1− u(λ)u(z)

1− λz
, λ ∈ D, z ∈ D.

Nous pouvons introduire une autre représentation de ces espaces : Ku = H2∩
(
uH2

0

)
. En effet,

pour f ∈ H2, f ∈ (uH2)⊥ si et seulement si, pour tout h ∈ H2, ⟨f | uh⟩2 = 0. Autrement dit,
puisque |u| = 1 p.p. sur T, f ∈ (uH2)⊥ si et seulement si pour tout h ∈ H2, ⟨uf | h⟩L2(T) = 0

i.e. uf ∈ H2
0 et f ∈ uH2

0 .
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Le résultat principal porte sur la dimension de ces espaces modèles, que nous utiliserons pour
déduire des résultats de plongement d’opérateurs de Toeplitz dans des semi-groupes sur H2 dans
le chapitre 5.

Proposition 1.10 ([62, Proposition 5.19]). On a dim(Ku) < ∞ si et seulement si u est un
produit de Blaschke fini.

1.1.3 Espaces de Bergman et Dirichlet

Espace de Bergman, [70]

Les espaces de Bergman sur D, pour 0 < p <∞, sont définis par

Ap := Ap(D) =

{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥Ap(D) =

(∫
D
|f(z)|p dA(z)

) 1
p

<∞

}
,

où dA est la mesure d’aire normalisée sur D. Remarquons que Ap = Hol(D) ∩ Lp(D), et que
(Ap, ∥·∥Ap) est un espace de Banach. En particulier, pour p = 2 et f : z 7−→

∑
n≥0 anz

n ∈ Hol(D),
on a d’après le théorème de Parseval et le théorème de Fubini-Tonelli,

∥f∥2A2 =

∫
D
|f(z)|2 dA(z) =

1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣f(reit)∣∣2 r dtdr
= 2

∑
n≥0

|an|2
(∫ 1

0
r2n+1 dr

)
=
∑
n≥0

|an|2

n+ 1
.

Autrement dit, A2 est isométriquement isomorphe à ℓ2 1
n+1

(N). De plus, A2 est un espace de

Hilbert à noyau reproduisant, dont le noyau est donné par

kA
2

z (w) =
1

π

1

(1− zw)2
, z ∈ D, w ∈ D.

Notons que les polynômes sont également denses dans A2.

Introduisons également l’espace de Bergman à poids : pour β ≥ −1 et p ≥ 1,

Apβ := Apβ(D) =
{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥p

Ap
β
:= (β + 1)

∫
D
|f(z)|p (1− |z|2)β dA(z) <∞

}
. (1.7)

Celui-ci est, pour 1 ≤ p <∞, un espace de Banach muni de ∥·∥Ap
β
. En particulier, nous retrouvons

Ap lorsque β = 0 et Hp lorsque β = −1.

Espace de Dirichlet, [50]

L’espace de Dirichlet (classique) est défini par

D := D(D) =
{
f ∈ Hol(D) : D(f) :=

∫
D

∣∣f ′(z)∣∣2 dA(z) <∞
}
.

Remarque 1.11. L’intégrale de Dirichlet D(f) définit une semi-norme. En effet, D(f) = 0 si
et seulement si f est constante. De la même manière, nous définissons une forme sesquilinéaire,
symétrique hermitienne et positive en posant

D(f, g) :=

∫
D
f ′(z)g′(z) dA(z).
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Nous définissons un produit scalaire et une norme sur D en posant

⟨f | g⟩D := ⟨f | g⟩2 +D(f, g) =

∫
T
f(ζ)g(ζ) dm(ζ) +

1

π

∫
D
f ′(z)g′(z) dz, f, g ∈ D,

et
∥f∥2D = ∥f∥22 +D(f), f ∈ D.

Remarque 1.12. Notons que nous obtenons toujours une norme sur D si nous remplaçons le
terme ∥f∥22 par |f(0)|2, pour f ∈ D.

En particulier, pour f : z 7−→
∑

n≥0 anz
n ∈ Hol(D), on a d’après le théorème de Parseval et le

théorème de Fubini-Tonelli,

D(f) =

∫
D

∣∣f ′(z)∣∣2 dA(z) =
1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣f ′(reit)∣∣2 r dtdr
= 2

∑
n≥1

n2 |an|2
(∫ 1

0
r2n−1 dr

)
=
∑
n≥1

n |an|2 .

En utilisant que ∥f∥22 =
∑

n≥0 |an|
2, on obtient que

∥f∥2D = ∥f∥22 +D(f) =
∑
n≥0

|an|2 +
∑
n≥1

n |an|2 =
∑
n≥0

(n+ 1) |an|2 .

Ainsi, le produit scalaire induit sera donné par

⟨f | g⟩D =
∑
n≥0

(n+ 1)anbn avec f(z) =
∑
n≥0

anz
n et g(z) =

∑
n≥0

bnz
n, z ∈ D.

Nous avons plus précisément que D est isométriquement isomorphe à ℓ2n+1(N) et

B′ := {f ∈ Hol(D) : f ′ bornée sur D} ⊂ D ⊂ H2.

De plus, D est un espace de Hilbert à noyau reproduisant, dont le noyau est donné par

kDz (w) :=


1

wz
log

(
1

1− wz

)
, w ∈ D\{0}

1 , w = 0

, z ∈ D.

Nous pouvons aussi définir les espaces Dα, pour α ∈ R, par

Dα =

f ∈ Hol(D) : ∥f∥2α :=
∑
n≥0

(n+ 1)α |an|2 <∞

 . (1.8)

En prenant respectivement α = −1, 0, 1, nous retrouvons l’espace de Bergman A2, l’espace de
Hardy H2 et l’espace de Dirichlet classique D. C’est en particulier un espace de Hilbert à noyau
reproduisant. Nous pouvons par exemple nous référer à [26, 103]. Notons que les espaces Dα

correspondent aux espaces de Hardy à poids H2(β) pour β = ((n+ 1)α)n∈N définis par (1).

Introduisons finalement les espaces de Dirichlet harmoniques. Pour µ une mesure de Borel
positive et finie sur T,

Dµ =

{
f ∈ Hol(D) : Dµ(f) :=

∫
D

∣∣f ′(z)∣∣2 Pµ(z) dA(z) <∞
}
, Pµ(z) :=

∫
T

1− |z|2

|z − ζ|2
dµ(ζ),

(1.9)
où Pµ =: w est l’intégrale de Poisson associée à une fonction harmonique positive w sur D via [57,
Corollary 3.7]. Dans ce cas, Dµ est un espace de Hilbert et ∥f∥2Dµ

= ∥f∥22 +Dµ(f) pour f ∈ Dµ.
Nous verrons par la suite que nous pourrons exprimer certains espaces de De Branges-Rovnyak
en termes d’espaces de Dirichlet harmoniques, pour des mesures bien choisies.
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1.2 Autour de quelques opérateurs

1.2.1 Les opérateurs cycliques, supercycliques et hypercycliques

Soit T ∈ L(H) avec H un espace de Hilbert séparable (il existe un sous-ensemble dénombrable
et dense dans H).

1. L’opérateur T est cyclique s’il existe x ∈ H, x ̸= 0, tel que

spanH{Tnx : n ≥ 0} =
∨

O(x, T ) = H, O(x, T ) := Orbx(T ) = {Tnx : n ≥ 0}.

Dans ce cas, on dit que x est un vecteur cyclique pour T .

2. L’opérateur T est hypercyclique s’il existe x ∈ H, x ̸= 0, tel que

O(x, T ) = {Tnx : n ≥ 0} = H.

3. L’opérateur T est supercyclique s’il existe x ∈ H, x ̸= 0, tel que

O(Cx, T ) = H.

Remarque 1.13.

1. La condition de séparabilité est importante pour les notions de supercyclicité et hypercy-
clicité : aucun opérateur supercyclique ou hypercyclique ne peut exister sur un espace non
séparable par définition, l’orbite étant un sous-ensemble dénombrable de H.

2. L’hypercyclicité implique la supercyclicité qui implique nécessairement la cyclicité. En effet,
en considérant c = 1 dans la définition, on obtient

{Tnf : n ≥ 0} ⊂ {cTnf : n ≥ 0, c ∈ C}.

Ensuite, il s’agit simplement d’utiliser la linéarité de l’opérateur en question.

Notons qu’un opérateur contractant ne pourra jamais être hypercyclique, c’est l’objet du ré-
sultat suivant.

Lemme 1.14. Si ∥T∥ ≤ 1, alors T n’est pas hypercyclique.

Démonstration. Si ∥T∥ ≤ 1, alors pour tout n ≥ 1, ∥Tn∥ ≤ ∥T∥n ≤ 1. D’où, pour tout x ∈ H,
∥Tnx∥ ≤ ∥x∥ pour tout n ≥ 1. Ainsi la suite (Tnx)n≥1 est bornée par ∥x∥. Ainsi, si y ∈ H tel
que ∥y∥ > ∥x∥, il n’est pas possible d’approcher y par des éléments de O(x, T ) = {Tnx : n ≥ 0}
et donc l’orbite de x pour T n’est pas dense dans H et T n’est pas hypercyclique.

Rappelons que le spectre ponctuel d’un opérateur linéaire borné T est défini par

σP (T ) = {λ ∈ C : ker(T − λId) ̸= {0}} .

Les conditions suivantes, nécessaires, portent sur le comportement de celui de son adjoint T ∗.

Lemme 1.15 ([15, Propositions 1.17 et 1.26]).

1. Si T est un opérateur hypercyclique, alors son adjoint T ∗ n’a pas de valeurs propres (le
spectre ponctuel de T ∗ est vide).

2. Si T est un opérateur supercyclique sur un espace localement convexe, alors T ∗ n’a au plus
qu’une valeur propre non nulle (le spectre ponctuel de T ∗ est soit vide soit un singleton de
C∗).
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1.2.2 Les opérateurs shift

Rappelons que le shift à droite S : ℓ2(N) −→ ℓ2(N) est défini pour tout x = (x0, x1, . . .) ∈ ℓ2(N)
par

S(x) = (0, x0, x1, . . .) i.e. ∀n ≥ 0, (S(x))n = xn−1 avec la convention x−1 = 0.

Son adjoint S∗ est le shift à gauche défini pour tout x = (x0, x1, . . .) ∈ ℓ2(N) par

S∗(x) = (x1, x2, . . .) i.e. ∀n ≥ 0, (S∗(x))n = xn+1.

Le shift S sur ℓ2(N) est un opérateur de Fredholm injectif, non surjectif, isométrique et non
compact. Son adjoint S∗ est un opérateur de Fredholm surjectif, non injectif et non compact.
Nous rappelons qu’un opérateur de Fredholm T est un opérateur borné entre espaces de Banach
vérifiant dim(ker(T )) <∞ et codim(Im(T )) <∞.

Nous pouvons définir le shift sur H2 en remarquant, d’après la section 1.1.1, que H2 est
isométriquement isomorphe à ℓ2(N) via l’application unitaire φ : H2 −→ ℓ2(N) définie par

φ(f) = (an)n≥0 si f(z) =
∑
n≥0

anz
n, z ∈ D.

Alors, S est unitairement équivalent à l’opérateur de multiplicationMz := φ−1◦S◦φ : H2 −→ H2

défini par
Mz(f)(z) = zf(z), f ∈ H2, z ∈ D.

Par abus de notation, nous noterons cet opérateur S sur H2. Nous pouvons avoir une expression
différente de S et S∗ en utilisant la représentation analytique de f dans H2. En effet, pour
f : z ∈ D 7−→

∑
n≥0 f̂(n)z

n ∈ H2, alors

(Sf)(z) = zf(z) =
∑
n≥0

f̂(n)zn+1 =
∑
n≥1

f̂(n− 1)zn, z ∈ D,

et
(S∗f)(z) =

f(z)− f(0)

z
=
∑
n≥0

f̂(n+ 1)zn, z ∈ D.

Rappelons que le spectre d’un opérateur linéaire borné T est défini par

σ(T ) = {λ ∈ C : λId− T est non inversible} .

Théorème 1.16 ([57, Lemmas 8.6 et 8.7]). Le spectre ponctuel σp et le spectre σ de S et B sont
respectivement donnés par

σp(S) = ∅, σp(S
∗) = D et σ(S) = σ(S∗) = D.

De plus, pour tout λ ∈ D, ker(S∗ − λI) = Ckλ et ker(S∗k) = P≤k−1 pour tout k ≥ 1 où P≤k−1

est l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à k − 1.

Remarque 1.17.

1. Comme les opérateurs S et S∗ sont contractants sur H2, il vient d’après le lemme 1.14
qu’ils ne sont pas hypercycliques sur H2.

2. Comme σP (S
∗) = D, il vient que S n’est pas supercyclique sur H2 (nous retrouvons

également la non hypercyclicité) d’après le lemme 1.15. En revanche, S∗ l’est d’après [15,
Example 1.15].

Néanmoins, nous avons le résultat suivant qui repose sur le critère d’hypercyclicité [96] ou [15,
Theorem 1.6].
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Théorème 1.18 (Rolewicz, [15, 65, 96]). Pour |λ| > 1, λS∗ est hypercyclique sur H2.

Donnons maintenant les deux travaux fondateurs de Beurling concernant les sous-espaces in-
variants et la cyclicité du shift dans H2 qui ont suscité par la suite des travaux dans des espaces
proches de H2, tels que l’espace de Dirichlet ou plus récemment les espaces de De Branges-
Rovnyak.

Théorème 1.19 (Beurling, [18, 84]). Soit M un sous-espace fermé non trivial de H2. Alors

S(M) ⊂ M ⇐⇒ M = ΘH2, Θ fonction intérieure.

Remarque 1.20. Notons que l’ensemble ΘH2 = {Θh : h ∈ H2}, où Θ est une fonction inté-
rieure, est un sous-espace fermé de H2. En effet, en utilisant le fait que

∣∣Θ∗(eit)
∣∣ = 1 presque

partout sur T et ∥g∥2 = ∥g∗∥L2(T) pour g ∈ H2, l’application Φ : f ∈ H2 7−→ Θf ∈ ΘH2 est
isométrique dans H2 :

∥Φf∥22 = ∥Θf∥22 =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣(Θf)∗(eit)∣∣2 dt

=
1

2π

∫ 2π

0

∣∣Θ∗(eit)
∣∣2 ∣∣f∗(eit)∣∣2 dt = ∥f∗∥2L2(T) = ∥f∥22 .

Théorème 1.21 (Beurling, [18, 84]). Une fonction f ∈ H2 est cyclique pour S si et seulement
si f est extérieure.

Démonstration. Notons F = spanH2{Snf : n ≥ 0}.
=⇒ : Supposons que f ∈ H2 est cyclique pour S i.e. F = H2. D’après le théorème 1.1, il existe

une fonction intérieure φ et une fonction extérieure Q telles que f = φQ. Soit g ∈ F . Alors
par définition de F , il existe une suite de polynômes (pn)n≥1 dans H2 telle que fpn = φQpn
converge vers g dans H2. Comme φ est une fonction intérieure, |φ| = 1 m-p.p sur T et
donc on obtient que (Qpn)n≥1 est une suite de Cauchy dans H2. En effet, on a

∥Qpn −Qpm∥2 = ∥φQpn − φQpm∥2 = ∥fpn − fpm∥2 −→
n,m→∞

0.

Par complétude de H2, (Qpn)n≥1 converge vers un élément de H2 noté h. Par unicité de
la limite, il vient que g = φh ∈ φH2. Finalement, F = H2 ⊂ φH2. On obtient ainsi que
H2 = φH2 et par conséquent la fonction constante égale à 1 appartient à φH2 et φ ≡ 1.
Donc f = Q est une fonction extérieure.

⇐= : Supposons que f ∈ H2 est extérieure. Puisque F est un sous-espace fermé invariant par S
de H2, alors d’après le théorème 1.19, il existe une fonction intérieure Θ telle que F = ΘH2.
Par définition de F , f ∈ F et donc f ∈ ΘH2. Or f est extérieure donc nécessairement Θ
est une constante unimodulaire sur D (nous pouvons le voir d’après le théorème 1.1). Ainsi
F = H2 et f est cyclique pour S.

Nous venons de voir, d’après le théorème de Beurling, que les espaces uH2, pour u une fonction
intérieure, constituent l’ensemble des sous-espaces invariants fermés non triviaux de H2 pour
l’opérateur du shift S. On peut alors aussi décrire explicitement les sous-espaces fermés de H2

invariants par S∗.

Proposition 1.22. Les espaces modèles Ku sont les sous-espaces invariants fermés non triviaux
de H2 pour l’opérateur S∗.

Démonstration. Supposons que M est un sous-espace fermé non trivial S∗-invariant de H2. Alors

∀f ∈ M, ∀g ∈ M⊥, ⟨f | Sg⟩2 = ⟨S∗f | g⟩2 = 0.

D’où Sg ∈ M⊥ et S(M⊥) ⊂ M⊥. Par suite, d’après le théorème 1.19, il vient que M⊥ = uH2

avec u une fonction intérieure. Finalement, puisque H2 = M⊕M⊥, on obtient que M = Ku.
De plus, on peut vérifier aisément que Ku est bien un sous-espace fermé S∗-invariant de H2.
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Terminons cette section avec un résultat dû à Halmos dans [69] montrant qu’il n’existe aucune
racine carrée pour S.

Théorème 1.23 (Halmos, [69]). L’opérateur du shift S n’admet pas de racine carrée.

Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons que c’est le cas i.e. il existe T ∈ L(H2) tel
que T 2 = S. D’où T ∗2 = S∗ et en posant D = T ∗, on a D2 = S∗. Regardons le lemme suivant,
qui nous permettra de conclure.

Lemme 1.24. L’opérateur D est surjectif et kerD = kerS∗ = Ck0.

Démonstration. Par surjectivité de S∗ (via le fait que pour tout f ∈ H2, S∗Sf = f), pour
tout g ∈ H2, il existe f ∈ H2 telle que g = S∗f = D2f = D(Df) avec Df ∈ H2, d’où la
surjectivité de D. L’inclusion kerD ⊂ kerS∗ = Ck0 est immédiate, et donc soit kerD = {0} soit
kerD = kerS∗. Or, si kerD = {0}, alors D est injectif et par ce qui précède inversible. Dans
ce cas, on a alors que D2 = S∗ est inversible, une absurdité. Donc kerD ̸= {0}. Finalement,
kerD = kerS∗.

Puisque D est surjectif, il existe en particulier g ∈ H2 telle que χ0 = Dg où χ0 : z 7−→ 1. De
plus, on a nécessairement que g /∈ kerS∗ (sinon g ∈ kerD et χ0 = Dg = 0 ce qui n’est pas le
cas). Finalement, puisque χ0 ∈ kerS∗ = kerD,

S∗g = D2g = D(Dg) = Dχ0 = 0.

C’est absurde puisque g /∈ kerS∗, et donc D2 ̸= S∗ et S n’admet pas de racine carrée.

1.2.3 Les opérateurs de Toeplitz

Soit φ ∈ L∞(T). L’opérateur de Toeplitz Tφ de symbole φ est défini par

Tφ : f ∈ H2 7−→ P+(Mφf) = P+(φf) ∈ H2, (1.10)

où P+ est la projection de L2(T) dans H2 définie par (1.2).

Alors Tφ est un opérateur borné sur H2 et vérifie ∥Tφ∥L(H2) = ∥φ∥∞. Il vient aisément que
l’application φ ∈ L∞(T) 7−→ Tφ ∈ L(H2) est linéaire isométrique. En particulier, celle-ci est
injective et, pour φ,ψ ∈ L∞(T),

Tφ = Tψ ⇐⇒ φ = ψ.

Proposition 1.25 ([57, Theorem 12.18]). Soit φ ∈ H∞, φ ̸≡ 0. Alors Tφ est une isométrie si
et seulement si φ est une fonction intérieure.

Nous avons vu que l’application φ ∈ L∞ 7−→ Tφ ∈ L(H2) était injective mais l’injectivité de
Tφ n’est pas tout le temps vérifiée. C’est ce que montre le résultat suivant.

Proposition 1.26. Soit φ ∈ H∞, φ ̸≡ 0. Alors Tφ est injective. De plus, en notant u la partie
intérieure de φ, on a

kerTφ = Ku.

En particulier, si φ est une fonction extérieure, alors Tφ et Tφ sont injectives.

Démonstration. Soit f ∈ ker(Tφ). Alors, puisque φ ∈ H∞, Tφf = P+(φf) = φf = 0. Or φ ̸= 0
presque partout sur T donc nécessairement f = 0 presque partout sur T. Par suite, ker(Tφ) = {0}
et Tφ est injective.

Montrons maintenant tout d’abord l’injectivité dans le cas des fonctions extérieures. Supposons
que φ est une fonction extérieure. Soit f ∈ ker(Tφ). Alors Tφf = P+(φf) = 0 et donc φf ∈ H2

0 .
Par suite, φf ∈ H2

0 et on a f ∈ H2
0 d’après la proposition 1.2. Finalement, f ∈ H2∩H2

0 = {0} et
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Tφ est injective. Revenons au cas général. D’après le théorème 1.5, φ = uF avec u une fonction
intérieure et F une fonction extérieure. D’où

kerTφ = {f ∈ H2 : Tφf = TuF f = TFTuf = 0}
= {f ∈ H2 : Tuf = 0}

= {f ∈ H2 : uf ∈ H2
0} = H2 ∩ uzH2 = Ku.

Terminons cette partie par une caractérisation du commutant {S}′ de l’opérateur du shift S
dans H2 défini comme l’ensemble des opérateurs linéaires continus A de H2 vérifiant AS = SA.

Proposition 1.27. On a {S}′ = {Tφ : φ ∈ H∞}.

Démonstration. D’une part, l’inclusion ⊃ est claire car S = Tz puis, pour φ ∈ H∞, on a l’égalité
STφ = TzTφ = TφTz = TφS. D’autre part, nous allons montrer que pour A ∈ {S}′, il existe
φ ∈ H∞ telle que A = Tφ. En effet, on a S∗kλ = λkλ et donc on obtient

S∗A∗kλ = A∗S∗kλ = λA∗kλ.

D’où, via le théorème 1.16, A∗kλ ∈ ker(S∗ − λI) = Ckλ. Considérons maintenant l’application
φ : D −→ C définie par la relation A∗kλ = φ(λ)kλ pour λ ∈ D. Pour f ∈ H2 et λ ∈ D, on a

(Af)(λ) = ⟨Af | kλ⟩2 = ⟨f | A∗kλ⟩2 = φ(λ) ⟨f | kλ⟩2 = φ(λ)f(λ).

Ainsi φf = Af ∈ H2. D’où φ ∈ M(H2) :=
{
f ∈ H2 : fg ∈ H2, ∀g ∈ H2

}
= H∞ et A = Tφ.

1.3 Autour des espaces de De Branges-Rovnyak non-extrêmes

Soit b ∈ H∞ une application non constante vérifiant ∥b∥∞ ≤ 1. L’espace de De Branges-
Rovnyak est défini par

H(b) = (I − TbTb)
1
2H2.

L’espace H(b) est un espace de Hilbert si on le munit de la norme et du produit scalaire
respectivement données par

∥f∥b =
∥∥∥(I − TbTb)

1
2 f1

∥∥∥
b
:=
∥∥∥P(ker(I−TbTb))⊥

f1

∥∥∥
2
, f = (I − TbTb)

1
2 f1 ∈ H(b),

et
⟨f | g⟩b =

〈
(I − TbTb)

1
2 f1 | (I − TbTb)

1
2 g1

〉
b
= ⟨f1 | g1⟩2 si g1 ∈ (ker(I − TbTb))

⊥.

Remarque 1.28. En considérant l’opérateur de Toeplitz associé à b, Tb : H2 −→ H2 est une
contraction et nous avons d’après le théorème de Lotto-Sarason [58, Theorem 16.18] : pour
f ∈ H2,

f ∈ H(b) ⇐⇒ Tbf ∈ H(b), et dans ce cas, ∥f∥2b = ∥f∥22 +
∥∥Tbf∥∥2b . (1.11)

Nous obtenons alors aisément que H(b) est contractivement contenu dans H2.

D’après le théorème de Douglas [58, Theorem 16.7] et le fait que I − TbTb ≤ I − TbTb via [57,
Theorem 12.10], nous déduisons que H(b) est contractivement inclus dans H(b).

Nous considérerons dans la suite, pour un élément a ∈ H∞, a ̸≡ 0, l’espace image associé à Ta
donné par

M(a) := M(Ta) = TaH
2 = aH2,

muni de la norme,

∥Taf∥M(a) = ∥af∥M(a) :=
∥∥∥Pker(Ta)⊥f

∥∥∥
2
= ∥f∥2 , f ∈ H2.
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Remarque 1.29. Dans le cas où b = u est une fonction intérieure, nous pouvons faire un lien
avec les espaces modèles de H2. En effet, puisque u ∈ H∞ et |u| = 1 presque partout sur T, il
vient que Tu est une isométrie d’après le théorème 1.25 et pour tout f ∈ H2,

∥Tuf∥M(u) = ∥uf∥M(u) = ∥f∥2 = ∥uf∥2 .

Autrement dit, nous avons que pour tout g ∈ M(u), ∥g∥M(u) = ∥g∥2. Par suite, uH2 est un
sous-espace fermé de H2 et nous avons M(u) ≖ uH2 où ≖ signifie l’égalité en tant qu’espace
hilbertien. Le théorème suivant indique alors que, dans ce cas,

H(u) ≖ (uH2)⊥ = Ku et ∥f∥u = ∥f∥2 , f ∈ H(u).

Théorème 1.30 ([58, Theorem 18.1]). L’espace H(b) est un sous-espace fermé de H2 et hérite
de sa structure d’espace de Hilbert si et seulement si b est une fonction intérieure ou b ≡ 0. De
plus, on a alors

M(b) ≖ bH2 et H(b) ≖ H2 ⊖ bH2 = (bH2)⊥.

Le résultat suivant montre que la densité de H(b) dans H2 n’est pas tout le temps vérifiée.

Théorème 1.31 ([58, Theorem 18.3]). L’espace H(b) est dense dans H2 (relativement à ∥·∥2)
si et seulement si b n’est pas une fonction intérieure.

Le théorème suivant donne la caractérisation d’espace de Hilbert à noyau reproduisant de
H(b).

Théorème 1.32. Le noyau reproduisant de H(b) est donné, pour z, w ∈ D, par

kbz = (I − TbTb)kz = (1− b(z)b)kz i.e. kbz(w) =
1− b(z)b(w)

1− zw
.

De plus ∥∥∥kbz∥∥∥
b
=
√
kbz(z) =

√
1− |b(z)|2

1− |z|2
.

Remarque 1.33. Le noyau reproduisant de H(b) dépendant fortement de celui de H2, le fait
suivant nous sera utile pour son expression : pour φ ∈ H∞, Tφkz = φ(z)kz pour z ∈ D. En effet,
pour f ∈ H2,

⟨Tφkz | f⟩2 = ⟨kz | Tφf⟩2 = ⟨kz | φf⟩2 = φ(z)f(z) = φ(z) ⟨kz | f⟩2 =
〈
φ(z)kz | f

〉
2
.

D’autres résultats sur ce noyau seront explicités dans le cas non-extrême, traité dans la partie
suivante.

Démonstration. Puisque H(b) est contractivement contenu dans H2, et que H2 est à noyau
reproduisant, il vient que l’évaluation f ∈ H(b) 7−→ f(λ) ∈ C est continue pour tout λ ∈ D.
Donc, d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique kbλ ∈ H(b) tel que
f(λ) =

〈
f | kbλ

〉
b
. Alors, puisque f ∈ H(b) = (I−TbTb)

1
2H2, il existe g ∈ H2⊖ker(I−TbTb) telle

que f = (I − TbTb)
1
2 g et donc

f(λ) =
〈
(I − TbTb)

1
2 g | kλ

〉
2
=
〈
g | (I − TbTb)

1
2kλ

〉
2
.

Par définition du produit scalaire de H(b), on a

f(λ) =
〈
(I − TbTb)

1
2 g | (I − TbTb)kλ

〉
b
=
〈
f | (I − TbTb)kλ

〉
b
.
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Par unicité de la représentation, on déduit que

kbλ := (I − TbTb)kλ = kλ − bb(λ)kλ = (1− b(λ)b)kλ.

Finalement, pour z ∈ D,

kbλ(z) =
1− b(λ)b(z)

1− λz
et
∥∥∥kbλ∥∥∥2

b
=
〈
kbλ | kbλ

〉
b
= kbλ(λ) =

1− |b(λ)|2

1− |λ|2
.

Regardons dorénavant l’exemple du shift S et de son adjoint S∗ de plus près sur H(b). Comme
cas particulier de [58, Theorem 18.12], H(b) est invariant par Tz = S∗ et sa restriction à H(b)
notée Xb : f ∈ H(b) 7−→ S∗f ∈ H(b) est une contraction. Notons que, d’après [58, Theorem
18.22], l’adjoint de Xb n’est pas S : pour f ∈ H(b),

X∗
b f = Sf − ⟨f | S∗b⟩b b. (1.12)

Notons enfin que certains espaces de De Branges-Rovnyak peuvent être vus comme des espaces
de Dirichlet harmoniques, avec des mesures bien choisies. Il a été montré que si Dµ = H(b), alors
log(1−|b|2) ∈ L1(T) et donc b est nécessairement un point non-extrême de la boule unité fermée
de H∞ (détaillé juste ci-dessous). De plus, en choisissant µ = δζ pour ζ ∈ T, alors il existe un
b tel que H(b) = Dµ, avec équivalence des normes. Néanmoins, si Dµ ≖ H(b), alors en particu-
lier µ = cδλ avec λ ∈ T et c ≥ 0. Nous pouvons nous référer à [37] pour plus de détails et exemples.

Puis, finissons cette section en remarquant que d’après [58, Theorem 18.2 et Corollary 18.6],
on a

• H(b) ≖ H(b) ≖ H2 si et seulement si b ≡ 0 ;
• H(b) = {0} si et seulement si b est une constante unimodulaire et H(b) = {0} si et seulement

si b est intérieure ;
• H(b) = H(b) = H2 (avec une norme équivalente) si et seulement si ∥b∥∞ < 1.

Dans la suite, nous considérerons alors que b est non constante et que ∥b∥∞ = 1.

Plaçons nous dans le cas où b est un point non-extrême de la boule unité fermée de
H∞. Un théorème dû à Arens-Buck-Carleson-Hoffman-Royden et repris par De Leeuw-Rudin
([78], [57, Theorem 6.7]) exprime que c’est le cas si et seulement si∫ 2π

0
log(1−

∣∣b∗(eit)∣∣) dt > −∞,

où nous rappelons que b∗(eit) := limr→1− b(re
it) est la limite radiale de b, définie presque partout

sur T. Considérons donc b vérifiant log(1 − |b∗|) ∈ L1(T). Alors il existe une unique fonction
extérieure a ∈ H∞ vérifiant a(0) > 0 et |a∗|2 + |b∗|2 = 1 presque partout sur T. La fonction a
est donnée explicitement par la formule

a(z) = exp

(∫
T

ζ + z

ζ − z
log(1− |b∗(ζ)|2)

1
2 dm(ζ)

)
, |z| < 1.

Nous dirons dans ce cas que (a, b) forme une paire Pythagoricienne. Nous dirons de plus que
(a, b) ∈ (HCR) si et seulement s’il existe δ > 0 tel que

|a(z)|+ |b(z)| ≥ δ, z ∈ D. (1.13)

Nous pouvons nous référer à [58, Theorem 5.20] pour plus de détails, ainsi que le lien avec le
théorème de la couronne.
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Dans le cas où (a, b) forme une paire Pythagoricienne, il vient alors une simplification étonnante
de l’espace H(b). En effet, puisque I − TbTb = I − Tbb = T1 − T|b|2 = T1−|b|2 = T|a|2 = TaTa, en

notant A = (I − TbTb)
1
2 et B = Ta, nous obtenons d’après [58, Theorem 16.7] que

H(b) ≖ M(Ta) = TaH
2.

Remarquons de plus que Ta est injectif d’après la proposition 1.26 puisque a est une fonction
extérieure. Il existe ainsi une (unique) fonction f+ ∈ H2 telle que Tbf = Taf

+.

En ré-écrivant (1.11) et en remarquant que, par injectivité de Ta,

∥∥Tbf∥∥2b = ∥∥Taf+∥∥2b = ∥∥Taf+∥∥2M(a)
=
∥∥∥P(ker(Ta))⊥f

+
∥∥∥2
2
=
∥∥f+∥∥2

2
,

nous obtenons la caractérisation suivante des éléments de H(b) : pour f ∈ H2,

f ∈ H(b) ⇐⇒ ∃f+ ∈ H2, Tbf = Taf
+, (1.14)

et, dans ce cas,
∥f∥2b = ∥f∥22 +

∥∥f+∥∥2
2
. (1.15)

Avec cette caractérisation, on peut expliciter quelques éléments classiques de H(b). Notons
néanmoins que nous avons déjà que S∗b ∈ H(b) par l’expression (1.12).

Lemme 1.34. Les applications χ0 : z 7−→ 1, b et S∗b sont des éléments de H(b).

Démonstration. Nous allons utiliser la caractérisation donnée par (1.14).
Pour f ∈ H2 et t ∈ R, f(eit) =

∑
k≥0 f̂(k)e

ikt d’où f(eit) =
∑

k≥0 f̂(k)e
−ikt et P+(f) = f̂(0).

Alors

Tbχ0 = P+(b) = b̂(0) =
b̂(0)

â(0)
P+(a) = Ta

(
b̂(0)

â(0)

)
∈ M(a),

et

Tbb = P+(|b|2) = P+(1− |a|2) = 1− Ta(a) = Ta

(
1

â(0)

)
− Ta(a) ∈ M(a).

Enfin, d’après [58, Theorem 18.12], puisque b ∈ H(b), alors Tz(b) = S∗b ∈ H(b).

Remarque 1.35. Le lemme précédent 1.34 montre que b+ = 1

a(0)
− a. Nous avons alors que

∥b+∥22 = ∥a∥22 +
1

|a(0)|2 − 2 et donc

∥b∥2b = ∥b∥22 +
∥∥b+∥∥2

2
= ∥b∥22 + ∥a∥22 +

1

|a(0)|2
− 2 =

1

|a(0)|2
− 1,

en utilisant le fait que ∥a∥22 + ∥b∥22 = 1.
En utilisant que, pour f ∈ H(b) et φ ∈ H∞, (Tφf)+ = Tφf

+, nous obtenons que (S∗b)+ = −S∗a
et donc

∥S∗b∥2b = ∥S∗b∥22 + ∥S∗a∥22 = ∥b∥22 − |b(0)|2 + ∥a∥22 − |a(0)|2 = 1− |b(0)|2 − |a(0)|2 ,

puisque ∥S∗f∥22 =
∑

n≥1

∣∣∣f̂(n)∣∣∣2 pour tout f ∈ H2 (voir section 1.2.2).
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D’après [58, Theorem 23.23], il est aussi bien connu que pour λ ∈ D, kλ et bkλ sont des éléments
de H(b), et pour f ∈ H(b), nous avons les décompositions suivantes :

⟨f | kλ⟩b = f(λ) +
b(λ)

a(λ)
f+(λ) et ⟨f | bkλ⟩b =

f+(λ)

a(λ)
. (1.16)

Notons, pour tout élément f de H(b), l’existence d’une application g ∈ H2 vérifiant

bf = af+ + zg p.p. sur T. (1.17)

En effet, P+(bf) = Tbf = Taf
+ = P+(af

+). D’où P+(bf−af+) = 0 et bf−af+ ∈ ker(P+) = H2
0 .

Autrement dit, il existe une fonction g ∈ H2 telle que bf − af+ = zg p.p. sur T.

Au même titre que (1.3), nous avons le même phénomène dans les espaces H(b) : si (λn)n≥1

est une suite d’éléments de D, alors {kλn : n ≥ 1} est complète dans H(b) si et seulement si∑
n≥1(1− |λn|) = ∞ (i.e. (λn)n≥1 ne vérifie pas la condition de Blaschke) d’après [7, Théorème

4.2].

Rappelons maintenant que l’opérateur du shift sur H2 est défini par

Sf(z) = (Mzf)(z) = zf(z), f ∈ H2, z ∈ D.

De plus, on a d’après (1.12) que pour f ∈ H(b), Sf = X∗
b f + ⟨f | S∗b⟩b b. Comme b ∈ H(b)

d’après le lemme 1.34, on en déduit que pour tout f ∈ H(b), Sf ∈ H(b). Autrement dit, lorsque
b est un point non-extrême, l’espace H(b) est invariant par S. Pour ne pas se tromper dans les
notations, nous noterons la restriction de S sur H(b) par Sb i.e. Sb : f ∈ H(b) 7−→ Sf ∈ H(b).

Proposition 1.36. Soit (a, b) une paire Pythagoricienne. Alors Sb : H(b) −→ H(b) est bornée
et de plus

∥Sb∥L(H(b)) =

√
1− |b(0)|2

|a(0)|
> 1.

Démonstration. Le fait que Sb : H(b) −→ H(b) est borné découle immédiatement de (1.12) car
pour toute fonction f ∈ H(b), on a Sbf = X∗

b f + ⟨f | S∗b⟩b b. On a, pour f ∈ H(b),

S∗
bSbf = S∗

b (X
∗
b f + ⟨f | S∗b⟩b b) = f + ⟨f | S∗b⟩b S

∗
b b.

Or, d’après (1.12), pour f ∈ H(b), on a aussi que S∗
b f = Xbf + ⟨f | b⟩b S∗b d’où

S∗
b b = Xbb+ ⟨b | b⟩b S

∗b = S∗b+ ∥b∥2b S
∗b = (1 + ∥b∥2b)S

∗b.

D’après la remarque 1.35, on a

∥b∥2b =
1

|a(0)|2
− 1 et ∥S∗b∥2b = 1− |b(0)|2 − |a(0)|2 .

Soit f ∈ H(b). On a

∥Sbf∥2b = ⟨S∗
bSbf | f⟩b = ∥f∥2b + |a(0)|−2 |⟨f | S∗b⟩b|

2

≤ ∥f∥2b + |a(0)|−2 ∥f∥2b ∥S
∗b∥2b .

D’où

∥Sb∥L(H(b)) ≤
√

1 + |a(0)|−2 ∥S∗b∥2b =

√
1− |b(0)|2

|a(0)|
.
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En considérant maintenant f = S∗b ∈ H(b), on obtient en particulier

∥SbS∗b∥2b = ∥S∗b∥2b + |a(0)|−2 ∥S∗b∥4b .

Puisque ∥SbS∗b∥2b ≤ ∥Sb∥2L(H(b)) ∥S∗b∥2b , on obtient en divisant par ∥S∗b∥2b ̸= 0 que

∥Sb∥L(H(b)) ≥
√
1 + |a(0)|−2 ∥S∗b∥2b =

√
1− |b(0)|2

|a(0)|
.

Le résultat en découle immédiatement. De plus, comme |b(0)|2+ |a(0)|2 = 1−∥S∗b∥2b < 1, on en

déduit que |a(0)|2 < 1− |b(0)|2 d’où |a(0)| ≤
√

1− |b(0)|2 et ∥Sb∥L(H(b)) > 1.

Nous avons caractérisé par le théorème 1.16 le spectre ponctuel et le spectre de S et S∗ sur
H2. Nous allons voir que nous retrouvons quasiment les mêmes propriétés pour Sb et S∗

b ̸= Xb

sur H(b), bien que cela soit bien plus délicat à prouver.

Théorème 1.37 ([58, Theorems 24.4 et 24.5]). Le spectre ponctuel et le spectre de Sb et S∗
b sont

respectivement donnés par
σP (Sb) = ∅, σ(Sb) = D,

et
D ⊂ σP (S

∗
b ), σ(S∗

b ) = D.

Comme χ0 : z 7−→ 1 ∈ H(b) et H(b) est invariant par S, il suit que les polynômes appartiennent
à H(b). Nous avons même mieux que cela puisque le résultat suivant montre la densité des
polynômes dans H(b).

Théorème 1.38 ([58, Theorem 23.13]). L’ensemble des polynômes analytiques P est dense dans
H(b).

Enfin, finissons cette partie en rappelant que dans le cas où b est un point extrême de la boule
unité fermée de H∞ (i.e.

∫
T log(1−|b|) dm = −∞), par exemple dans le cas où b est une fonction

intérieure et H(b) = Kb est l’espace modèle associé, alors H(b) n’est pas invariant par S et en
particulier b /∈ H(b). La question de la cyclicité de Sb dans H(b) n’a alors pas de sens dans ces
espaces, que nous ne considérerons donc pas dans les travaux de cette thèse.

Le diagramme ci-dessous représente les différents espaces étudiés dans ce chapitre et leurs
différents liens.
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Première partie

Cyclicité de l’opérateur du shift à droite
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CHAPITRE 2

CYCLICITÉ ET PROBLÈME DE COMPLÉTUDE DANS LES
ESPACES DE DE BRANGES-ROVNYAK

L’objectif de ce chapitre est de trouver une caractérisation des vecteurs cycliques pour Sb dans
H(b). Précisons dès maintenant que le cas où b est un point extrême de la boule unité fermée de
H∞ (i.e. log(1 − |b|) /∈ L1(T)) n’est pas à considérer puisque la question de la cyclicité pour le
shift S n’a alors pas de sens comme vu précédemment. Ainsi, l’ensemble des résultats qui vont
suivre sont considérés dans les espaces de De Branges-Rovnyak non-extrêmes dont
certaines propriétés ont été rappelées dans la section 1.3.

Tout d’abord, puisque σP (S∗
b ) ⊃ D d’après le théorème 1.37, nous obtenons que Sb n’est ni

hypercyclique ni supercyclique d’après le lemme 1.15. En revanche, d’après le théorème 1.38, la
fonction χ0 : z 7−→ 1 est cyclique pour Sb.

Remarquons que Xb est une contraction sur H(b) donc n’est pas hypercyclique d’après le
lemme 1.14. Cependant, de façon similaire au résultat de Rolewicz pour S∗ (théorème 1.18), R.
Alhajj a montré dans [6] que λXb est hypercyclique si et seulement si |λ| > 1. Plus généralement,
elle a montré que si b est un point non-extrême de la boule unité fermée de H∞ et φ ∈ H∞,
alors l’opérateur de Toeplitz T bφ : f ∈ H(b) 7−→ P+(φf) ∈ H(b) est hypercyclique si et seulement
si φ est non constante et φ(D) ∩ T ̸= ∅ (voir [6, Theorem 4.2]).

Commençons par quelques résultats simples sur la cyclicité de Sb.

Lemme 2.1 ([52, Lemma 3.1]). Soit f ∈ H(b). Alors f est cyclique pour Sb si et seulement s’il
existe une suite de polynômes (pn)n≥0 vérifiant ∥1− pnf∥b −→

n→∞
0.

Démonstration. Supposons que f est cyclique pour Sb. Alors

spanH(b)(S
n
b f : n ≥ 0) = {pf : p ∈ P} = H(b).

Soit g ∈ H(b). Puisque 1 ∈ H(b), il vient par définition qu’il existe une suite de polynômes
(pn)n≥0 telle que

∥pnf − 1∥b −→
n→∞

0.

Réciproquement, supposons maintenant qu’il existe une suite de polynômes (pn)n≥0 telle que
∥pnf − 1∥b −→

n→∞
0. Soit p ∈ P. Alors l’application Mp : g ∈ H(b) 7−→ pg ∈ H(b) est bornée. En

effet, pour p(z) =
∑N

k=0 akz
k ∈ P, on a Mpg(z) =

∑N
k=0 akz

kg(z) =
∑N

k=0 akS
k
b g(z) et

∥Mpg∥b ≤
N∑
k=0

|ak| ∥Sb∥kL(H(b)) ∥g∥b .
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Donc on obtient
∥p(pnf)− p∥b ≤ ∥Mp∥ ∥pnf − 1∥b −→

n→∞
0.

Soit g ∈ H(b). Par densité de P dans H(b) (voir le théorème 1.38), il existe une suite de polynômes
(qn)n≥0 telle que ∥qn − g∥b −→

n→∞
0. Autrement dit, pour ε > 0,

∃N ∈ N, ∀n ≥ N, ∥p(pnf)− p∥b ≤
ε

2
, (2.1)

et il existe q ∈ P telle que
∥q − g∥b ≤

ε

2
.

Finalement, la propriété (2.1) étant vraie pour tout p ∈ P, on a en particulier avec p = q,

∀n ≥ N, ∥qpnf − g∥b ≤ ∥qpnf − q∥b + ∥q − g∥b ≤ ε.

Ainsi, g ∈ {pf : p ∈ P} = spanH(b)(S
n
b f : n ≥ 0) et f est cyclique pour Sb.

Lemme 2.2. Soit f ∈ H(b). Supposons que f est cyclique pour Sb. Alors f est extérieure.

Démonstration. D’après le lemme 2.1, puisque f est cyclique pour Sb, il existe une suite de
polynômes (pn)n≥0 telle que ∥pnf − 1∥b −→

n→∞
0. D’où, comme H(b) est contractivement contenu

dans H2, il vient que ∥pnf − 1∥2 −→
n→∞

0. Ainsi f est un vecteur cyclique pour S dans H2 et
d’après le théorème 1.21, f est une fonction extérieure.

La cyclicité de Sb a été initiée par S. Grivaux et E. Fricain dans [52] puis largement étudiée par
A. Bergman dans [16]. En particulier, il a été montré que si (a, b) ∈ (HCR) et b est extérieure,
alors b est un vecteur cyclique pour Sb (voir [52, Proposition 5.7]). Nous pouvons en fait nous
passer de l’hypothèse (HCR). Nous avons pour cela besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit n ≥ 0. Il existe un unique polynôme Pn ∈ Pn, l’ensemble des polynômes de
degré exactement égal à n, tel que TaPn = zn.

Démonstration. Notons P≤n l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n. Alors,
comme a(0) ̸= 0, on vérifie aisément que Ta ∈ P≤n et que Ta : P≤n −→ P≤n est donc bien
défini. De plus, comme a est une fonction extérieure, Ta est injective d’après la proposition 1.26
et donc Ta est une bijection de P≤n dans P≤n. En particulier, il existe un unique Pn ∈ P≤n tel
que TaPn = zn. Enfin, si Pn ∈ P≤k pour k < n, alors TaPn ∈ P≤k et donc TaPn ̸= zn. Ainsi, on
obtient nécessairement que Pn ∈ Pn.

Corollaire 2.4. Supposons que b est extérieure. L’élément b ∈ H(b) est cyclique pour Sb.

Démonstration. Soit h ∈ H(b) telle que h ⊥ bzn pour tout n ≥ 0. Alors, d’après l’expression
(1.15),

0 = ⟨h | bzn⟩b = ⟨h | bzn⟩2 +
〈
h+ | (bzn)+

〉
2
.

Or, via les propriétés de la paire Pythagoricienne et le lemme 2.3, on a que

Tb(bz
n) = P+(|b|2 zn) = P+((1− |a|2)zn) = zn − Ta(az

n) = Ta(Pn − azn) ∈ M(a).

D’où, par identification et unicité de la représentation, (bzn)+ = Pn − azn et〈
h+ | (bzn)+

〉
2
=
〈
h+ | Pn

〉
2
−
〈
Tbh | zn

〉
2
=
〈
h+ | Pn

〉
2
− ⟨h | bzn⟩2 .

On obtient que 0 = ⟨h+ | Pn⟩2. Comme Pn ∈ Pn, on a que
∨
(Pn : n ≥ 0) = P et par densité

des polynômes dans H2, h+ ≡ 0. Par suite, par la relation Tbh = Tah
+ ≡ 0, nous déduisons que

h ≡ 0 puisque b est supposée extérieure et donc b est bien un vecteur cyclique pour Sb.
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2.1 Préliminaires et outils fonctionnels

2.1.1 Quelques détails sur les espaces H(b) et la cyclicité de Sb

Un outil important lors de l’étude d’un espace à noyau reproduisant est l’algèbre des multipli-
cateurs associée. Considérons alors l’algèbre des multiplicateurs de H(b) définie par

M(H(b)) := {φ ∈ Hol(D) : φf ∈ H(b), ∀f ∈ H(b)}. (2.2)

En utilisant le théorème du graphe fermé, nous pouvons voir que si φ ∈ M(H(b)), alors l’opérateur
de multiplication Mφ par φ est borné sur H(b). Si nous posons ∥φ∥M(H(b)) = ∥Mφ∥L(H(b)), alors
M(H(b)) est une algèbre de Banach, où L(H(b)) est l’ensemble des applications linéaires conti-
nues sur H(b) muni de sa norme usuelle. Nous pouvons remarquer que M(H(b)) ⊆ H∞∩H(b), où
l’inclusion est en général stricte. De plus, lorsque log(1−|b|) ∈ L1(T), il est connu que cet algèbre
possède beaucoup d’éléments : Hol(D) ⊂ M(H(b)) d’après [58, Theorem 24.6]. En particulier,
pour tous λ ∈ D et p ∈ P, les fonctions kλ et p sont des multiplicateurs de H(b).

Nous déduisons le résultat suivant, portant sur le noyau reproduisant kλ dans M(H(b)).

Lemme 2.5. Soit |µ| < ∥Sb∥−1
L(H(b)). Alors∥∥∥∥∥

N∑
n=0

µnzn − kµ

∥∥∥∥∥
M(H(b))

−→
N→∞

0.

Démonstration. Soient z ∈ D et µ ∈ C telle que |µ| < ∥Sb∥−1
L(H(b)).

Par développement en série entière de kµ : z 7−→ (1 − µz)−1 ∈ Hol(D), kµ(z) =
∑

n≥0 µ
nzn et

kµ(z) −
∑N

n=0 µ
nzn =

∑
n≥N+1 µ

nzn. D’où, en remarquant que |µ| ∥Sb∥L(H(b)) < 1, on obtient
par les propriétés du reste d’une série (géométrique) convergente,∥∥∥∥∥kµ(z)−

N∑
n=0

µnzn

∥∥∥∥∥
M(H(b))

≤
∑

n≥N+1

|µ|n ∥zn∥M(H(b)) =
∑

n≥N+1

|µ|n ∥Snb ∥L(H(b))

≤
∑

n≥N+1

|µ|n ∥Sb∥nL(H(b)) −→
N→∞

0.

Il a été montré dans [52] que si f1, f2 ∈ M(H(b)), alors f1f2 est cyclique pour Sb si et seulement
si f1 et f2 sont cycliques pour Sb. Nous pouvons très légèrement améliorer ce résultat dans un
sens, c’est l’objet du lemme suivant.

Lemme 2.6. Soient f1 ∈ M(H(b)) et f2 ∈ H(b). Si f1 et f2 sont cycliques pour Sb, alors f1f2
est cyclique pour Sb.

Démonstration. Supposons que f1 ∈ M(H(b)) et f2 ∈ H(b) sont cycliques pour Sb. Soit ε > 0.
Alors il existe un polynôme p tel que ∥pf1 − 1∥b ≤ ε et il existe un polynôme q tel que

∥qf2 − 1∥b ≤
ε

∥pf1∥M(H(b))

.

Ainsi f1f2 est cyclique pour Sb :

∥pqf1f2 − 1∥b ≤ ∥pqf1f2 − pf1∥b + ∥pf1 − 1∥b ≤ ∥pf1∥M(H(b)) ∥qf2 − 1∥b + ε ≤ 2ε.

Ce résultat nous permet de répondre à une question posée dans [52]. En effet, il a été remarqué
que si (a, b) ∈ (HCR) et b extérieure, alors pour tout λ ∈ D, bkλ est cyclique pour Sb. Les auteurs
ont posé la question de savoir si ce résultat est vraie sans l’hypothèse (HCR). Nous pouvons
répondre positivement à cette question.
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Corollaire 2.7. Pour tout λ ∈ D, bkλ est cyclique pour Sb.

Démonstration. D’après le corollaire 2.4, b est cyclique pour Sb. De plus, kλ ∈ M(H(b)) et kλ est
aussi cyclique pour Sb. En effet, il suffit de considérer la suite de polynômes (pn)n≥0 constante
définie par pn(z) = 1 − λz qui donne que ∥pnkλ − 1∥b = 0 dans le lemme 2.1. Ainsi, d’après le
lemme 2.6, bkλ est cyclique pour Sb.

Le résultat suivant est une très légère généralisation d’un résultat de densité qui apparaît dans
[52, Lemma 2.1].

Lemme 2.8. Soient F ⊂ D un ensemble avec un point d’accumulation dans D et c ∈ C telle que
|c| < 1. Alors

spanH(b)(kµ − cbkµ : µ ∈ F ) = H(b).

Démonstration. Adaptons la preuve de [52, Lemma 2.1], valable sur D. Soient µ ∈ F et h ∈ H(b)
telle que h ⊥b (kµ − cbkµ). D’après les égalités (1.16), on a

0 = ⟨h | kµ − cbkµ⟩b = h(µ) +
b(µ)

a(µ)
h+(µ)− c

h+(µ)

a(µ)
.

Autrement dit, on a (ah)(µ) = −(bh+)(µ) + ch+(µ) = (−b(µ) + c)h+(µ).
L’application z 7−→ [ah − (c − b)h+](z) étant analytique sur D et F étant un sous-ensemble de
D ayant un point d’accumulation dans D, on déduit que

ah = (−b+ c)h+ sur D. (⋆)

En multipliant par b, on obtient bah = (− |b|2 + cb)h+ = −(|b|2 − cb)h+ sur D. En utilisant la
relation de la paire Pythagoricienne (a, b), |a|2 + |b|2 = 1 p.p. sur T, on déduit via un passage
aux limites radiales que

a(bh− ah+) = −(1− cb)h+ p.p. sur T.

Par suite, puisque
∣∣1− cb

∣∣ ≥ |1− |c| |b|| > 1− |c| > 0 et a ̸= 0 p.p. sur T, on a

bh− ah+

1− cb
= −h

+

a
p.p. sur T.

Remarquons alors que h+

a ∈ H2 d’après la proposition 1.2 puisque h+

a ∈ L2(T) avec a une fonction
extérieure et h+ ∈ H2. De plus, puisque P+(bh− ah+) = P+(bh)− P+(ah

+) = Tbh− Tah
+ = 0,

bh − ah+ ∈ H2
0 et, comme (1 − cb)−1 ∈ H∞, on a h+

a ∈ H2
0 . Finalement, h+

a ∈ H2 ∩H2
0 = {0}

et h+ ≡ 0 sur D. Ainsi h ≡ 0 sur D d’après (⋆) d’où

spanH(b)(kµ − cbkµ : µ ∈ F ) = H(b).

Ce dernier résultat est utile en particulier pour obtenir de nouveaux exemples de vecteurs
cycliques pour Sb. C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 2.9. Soit c ∈ C vérifiant |c| < 1. Alors 1− cb est cyclique pour Sb.

Démonstration. Prenons h ∈ H(b) telle que h ⊥b (1 − cb)zn pour tout n ≥ 0. Dans ce cas, on
obtient

⟨h | (1− cb)zn⟩b = 0, n ∈ N.

Considérons µ ∈ C tel que |µ| < ∥Sb∥−1
L(H(b)) < 1. Alors en particulier

µn ⟨h | (1− cb)zn⟩b = ⟨h | (1− cb)µnzn⟩b = 0, n ∈ N.
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Par linéarité, on obtient également que

∀N ∈ N,

〈
h | (1− cb)

N∑
k=0

µkzk

〉
b

= 0. (⋆)

Or, d’après le lemme 2.5, on a que∥∥∥∥∥
N∑
k=0

µkzk − kµ

∥∥∥∥∥
M(H(b)

−→
N→∞

0.

Par conséquent, par passage à la limite dans (⋆), on déduit que ⟨h | (1− cb)kµ⟩b = 0. Ainsi, on

déduit que h ≡ 0 sur D en considérant D
(
0, ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
dans le lemme 2.8. Finalement,

spanH(b)(S
n
b (1− cb) : n ≥ 0) = spanH(b)((1− cb)zn : n ≥ 0) = H(b),

d’où la cyclicité de 1− cb pour Sb.

Exemple 1. Pour tout λ ∈ D, kbλ est cyclique pour Sb. En effet, pour λ ∈ D, remarquons que
kbλ = (1 − b(λ)b)kλ. Puisque

∣∣∣b(λ)∣∣∣ < 1, alors (1 − b(λ)b) est cyclique pour Sb d’après le lemme

2.9. De plus, kλ ∈ M(H(b)) est cyclique pour Sb donc nous obtenons que kbλ est cyclique pour
Sb en utilisant le lemme 2.6. On obtient ainsi une généralisation de [52, Proposition 5.7] qui a
été prouvé avec l’hypothèse (a, b) ∈ (HCR).

Dans la théorie des espaces de De Branges-Rovnyak H(b), la famille des mesures d’Alexandrov-
Clark associée au symbole b se révèle être un autre outil important. Rappelons que pour b dans
la boule unité fermée de H∞ et pour α ∈ T, il existe une unique mesure de Borel finie et positive
µα sur T telle que

1− |b(z)|2

|1− αb(z)|2
=

∫
T

1− |z|2

|z − ζ|2
dµα(ζ), z ∈ D. (2.3)

La famille {µα}α∈T est appelée la famille des mesures d’Aleksandrov-Clark de b, dont l’existence
est donnée par le théorème d’Herglotz [57, Corollary 3.7] puisque z 7−→ 1−|b(z)|2

|1−αb(z)|2 = Re
(
1+αb
1−αb

)
est une fonction harmonique (étant la partie réelle d’une fonction holomorphe de D) et positive
sur D. En utilisant les propriétés classiques de l’intégrale de Poisson, on voit que si on fait tendre
z radialement vers ζ ∈ T dans (2.3), on obtient que

Fα =
a

1− αb
et |Fα(ζ)|2 =

dµ
(a)
α

dm
(ζ), p.p. ζ ∈ T, (2.4)

où µ
(a)
α est la partie absolument continue de la mesure µα et dµ(a)α /dm correspond à la dérivée

de Radon-Nikodym par rapport à la mesure de Lebesgue m. En particulier, Fα ∈ H2 pour tout
α ∈ T. Nous pouvons nous référer à [58, Section 24.5] pour de plus amples détails. Nous avons
également, pour α ∈ T, l’égalité suivante :

T1−αbTFα
kλ = (1− αb)Fα(λ)kλ, λ ∈ D.

Alors T1−αbTFα
est un opérateur défini sur un domaine dense deH2. Le résultat suivant rassemble

quelques propriétés utiles pour la suite sur cet opérateur T1−αbTFα
.

Lemme 2.10 ([58, Theorems 24.23 et 29.16]). Soit α ∈ T. Alors
(i) On a T1−αbTFα

est une isométrie de H2 dans H(b) et

spanH(b)((1− αb)zn : n ≥ 0) = T1−αbTFα
H2.

(ii) On a T1−αbTFα
est surjective si et seulement si la mesure µα est absolument continue par

rapport à m.
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Comme déjà vu en section 1.3, un important sous-espace de H(b) est M(a) = aH2 muni de
la norme image définie par

∥af∥M(a) = ∥f∥2, f ∈ H2.

Il est connu que M(a) est contractivement contenu dans H(b) (voir [58, Theorem 23.2]), signifiant
alors que pour tout f ∈ H2, af ∈ H(b) et

∥af∥b ≤ ∥af∥M(a) = ∥f∥2. (2.5)

De plus, nous pouvons caractériser la densité de aH2 dans H(b) en termes de fonctions dites
rigides. Rappelons à ce titre qu’une fonction f ∈ H1, f ̸≡ 0, est dite rigide si, pour toute
fonction g ∈ H1, g ̸≡ 0, l’hypothèse que

arg(g) = arg(f), p.p. sur T,

implique l’existence d’une constante réelle et positive λ telle que g = λf . Il vient alors que les
fonctions rigides de H1, de norme égale à 1, coïncident avec les points exposés de la boule unité
fermée deH1 (voir [58, Theorem 6.15]). Remarquons que si b(0) = 0 et si la mesure d’Alexandrov-
Clark µα de b est absolument continue par rapport à m pour α ∈ T, alors d’après (2.3) et (2.4),
la fonction Fα = a/(1− αb) est de norme égale à 1 dans H2. Rappelons aussi que pour presque
tout α ∈ T, µα est absolument continue par rapport à m d’après [58, Theorem 24.19]. Le résultat
suivant permet donc de caractériser la densité de aH2 via cette notion de fonction rigide.

Théorème 2.11 ([58, Corollary 29.4]). Soit b un point non-extrême de la boule unité fermée de
H∞. Supposons que b(0) = 0 et prenons α ∈ T telle que µα est absolument continue par rapport
à m. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) Le sous-espace aH2 est dense dans H(b).

(ii) La fonction F 2
α est rigide.

Nous terminons cette partie par le calcul de g+ pour certains g ∈ H(b). Celui-ci nous sera utile
dans l’étude du problème de complétude relatif à la cyclicité.

Lemme 2.12. Soient f ∈ H(b) et λ ∈ D. Alors fkλ ∈ H(b) et

(fkλ)
+ = f+kλ +

λg(λ)

a(λ)
kλ, (2.6)

où g ∈ H2 est définie par la relation (1.17).

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que kλ ∈ M(H(b)) et donc fkλ ∈ H(b). D’après la
relation (1.17), on a

Tb(fkλ) = P+(bfkλ) = P+(af
+kλ + zgkλ) = P+(af

+kλ) + P+(zgkλ).

Notons que kλ ∈ H∞ et P+(zgkλ) = λg(λ)kλ. En effet, pour h ∈ H∞, on a les égalités suivantes :

⟨h | P+(zgkλ)⟩2 = ⟨h | zgkλ⟩2 = ⟨zgh | kλ⟩2 = λg(λ)h(λ) = λg(λ) ⟨h | kλ⟩2 =
〈
h | λg(λ)kλ

〉
2
.

On conclut par densité de H∞ dans H2. Enfin, en utilisant que kλ = Ta

(
kλ
a(λ)

)
, on a

Tb(fkλ) = Ta(f
+kλ) + Ta

(
λg(λ)

a(λ)
kλ

)
= Ta

(
f+kλ +

λg(λ)

a(λ)
kλ

)
.

L’égalité suit par identification dans la caractérisation (1.14).
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2.1.2 Transformée de Cauchy et fonction de distribution

Introduisons ici la transformée de Cauchy définie pour une fonction f de L1(T) par

Cf(z) =

∫
T

f(ζ)

1− ζz
dm(ζ), z ∈ C\T.

Remarquons que Cf ∈ Hol(C\T) et, plus précisément, pour z ∈ D,

Cf(z) =
∑
n≥0

f̂(n)zn, f̂(n) =

∫
T
f(ζ)ζ

n
dm(ζ), n ≥ 0.

Celle-ci est bien définie et vérifie plusieurs propriétés qui nous seront utiles pour la suite. Nous
pouvons nous référer à [36, 57] pour certains détails sur ces transformées. Notamment, pour une
fonction f ∈ L1(T), nous avons les quatre propriétés suivantes.

1. On a Cf ∈
⋂

0<p<1H
p et, si f ≥ 0 m-p.p., Cf est extérieure. En effet, via la décomposition

de Jordan de la mesure réelle dµ = fdm, f = (f1 − f2) + i(f3 − f4) ∈ L1(T) avec fi ≥ 0,
i = 1, . . . , 4. Par linéarité, Cf = Cf1−Cf2+i(Cf3−Cf4). Considérons alors g ≥ 0 m-p.p..
On a, pour z ∈ D,

Re[Cg(z)] = Re
(∫

T

g(ζ)

1− zζ
dm(ζ)

)
=

∫
T
g(ζ)Re

(
1

1− zζ

)
dm(ζ)

=

∫
T
g(ζ)

1− Re(zζ)∣∣1− zζ
∣∣2 dm(ζ) ≥ 0.

D’après le deuxième point de la proposition 1.2, Cg est une fonction extérieure de Hp pour
0 < p < 1. On déduit finalement que Cfi, pour i = 1, . . . , 4, est une fonction extérieure de
Hp pour 0 < p < 1. Par somme, Cf ∈ Hp pour tout 0 < p < 1 et si de plus f ≥ 0 m-p.p.,
Cf est extérieure.

2. On a Cf ≡ 0 sur D si et seulement si f ∈ H1
0 . En effet, avec l’écriture en série sur D, on a

Cf ≡ 0 sur D ⇐⇒ f̂(n) = 0 ∀n ≥ 0

⇐⇒
∫
T
f(ζ)ζ

n
dm(ζ) = 0 ∀n ≥ 0

⇐⇒
∫
T
f(ζ)ζn dm(ζ) = 0 ∀n ≥ 0

⇐⇒ f̂(n) = 0 ∀n ≥ 0.

Le résultat suit d’après le théorème des frères F. et M. Riesz [36, Theorem 3.1].

3. On a C(f)− f = f̂(0)− C(f) p.p. sur T. En effet, soient ζ ∈ T et z ∈ D. Alors

−1 +
ζ

ζ − z
+

ζ

ζ − z
=

1− |z|2

|ζ − z|2
,

et on obtient

−
∫
T
f(ζ) dm(ζ) +

∫
T
f(ζ)

ζ

ζ − z
dm(ζ) +

∫
T
f(ζ)

ζ

ζ − z
dm(ζ) = (Pf)(z).

Autrement dit, on a

−f̂(0) +
∫
T

f(ζ)

1− ζz
dm(ζ) +

∫
T

f(ζ)

1− zζ
dm(ζ) = (Pf)(z),
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et donc
−f̂(0) + (Cf)(z) + C(f)(z) = (Pf)(z).

Le premier point implique que, pour f ∈ L1(T), Cf a des limites radiales presque partout.
De plus, (Pf)(z) −→

z→ζ
f(ζ) lorsque z tend radialement vers ζ (pour presque tout ζ ∈ T).

On conclut finalement que presque partout sur T,

−f̂(0) + Cf + C(f) = f et Cf − f = f̂(0)− C(f).

4. Si de plus f, g ∈ H2, alors ⟨f | gkλ⟩2 = C(fg)(λ) pour tout λ ∈ D. En effet, pour f, g ∈ H2

et λ ∈ D, on a

⟨f | gkλ⟩2 =
∫
T
f(ζ)

g(ζ)

1− λζ
dm(ζ) = C(fg)(λ).

Il suit du premier point qu’en particulier Cf ∈ N+ la classe de Smirnov. En général, Cf /∈ L1(T)
mais nous avons une version plus faible due à Kolmogorov ([36, Proposition 3.4.11]). Pour ce
faire, rappelons que L1,∞

0 (T) est l’espace des fonctions mesurables h : T −→ C telles que

λh(t) = o

(
1

t

)
, lorsque t −→ ∞,

où, pour t > 0, λh(t) = m ({ζ ∈ T : |h(ζ)| > t}) est la fonction distribution de h. Notons que cet
espace contient les fonctions de L1(T) et qu’il est stable par L∞(T).

1. On a L1(T) ⊂ L1,∞
0 (T). En effet, pour h ∈ L1(T) et t > 0,

tλh(t) = t

(∫
|h(ζ)|>t

dm(ζ)

)
=

∫
T
t1|h(ζ)|>t dm(ζ) ≤

∫
|h(ζ)|>t

|h(ζ)| dm(ζ) −→
t→+∞

0,

par le théorème de convergence dominée puisque h ∈ L1(T).
2. Stabilité par L∞(T) : si h ∈ L1,∞

0 (T) et φ ∈ L∞(T), alors φh ∈ L1,∞
0 (T). En effet, si φ ≡ 0,

le résultat est trivial. Sinon, en supposant φ ̸≡ 0, puisque

{ζ ∈ T : |φ(ζ)h(ζ)| > t} ⊂
{
ζ ∈ T : |h(ζ)| > t

∥φ∥∞

}
,

nous déduisons que

tm ({ζ ∈ T : |φ(ζ)h(ζ)| > t}) ≤ tm

({
ζ ∈ T : |h(ζ)| > t

∥φ∥∞

})
= ∥φ∥∞

t

∥φ∥∞
λh

(
t

∥φ∥∞

)
−→
t→+∞

0,

puisque h ∈ L1,∞
0 (T).

Théorème 2.13 (Kolmogorov). Soit f ∈ L1(T). Alors Cf ∈ L1,∞
0 (T).

En particulier, la transformée de Cauchy C envoie L1(T) dans H1,∞
0 := L1,∞

0 (T) ∩ N+. Nous
avons deux représentations des fonctions de H1,∞

0 dues à Aleksandrov ([2, 36, 63]), données par
le théorème suivant.

Théorème 2.14 (Aleksandrov). Soit f ∈ H1,∞
0 . Alors, pour tout z ∈ D, on a

f(z) = lim
A→+∞

∫
|f |≤A

f(ζ)

1− ζz
dm(ζ), (2.7)

et
f(0) = lim

A→+∞

∫
|f |≤A

f(ζ)

1− zζ
dm(ζ). (2.8)
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En utilisant ce théorème d’Aleksandrov à deux reprises, nous déduisons le corollaire suivant
caractérisant les fonctions constantes dans H1,∞

0 .

Corollaire 2.15. Soient f, f ∈ H1,∞
0 . Alors f est une fonction constante.

Démonstration. D’après (2.7), puisque f ∈ H1,∞
0 , pour tout z ∈ D, on a

f(z) = lim
A→+∞

∫
|f|≤A

f(ζ)

1− ζz
dm(ζ) = lim

A→+∞

∫
|f |≤A

f(ζ)

1− ζz
dm(ζ).

Or, puisque f ∈ H1,∞
0 , (2.8) donne

lim
A→+∞

∫
|f |≤A

f(ζ)

1− ζz
dm(ζ) = f(0).

On conclut que f(z) = f(0) pour tout z ∈ D et par suite que f est une fonction constante.

2.2 Un problème de complétude en lien avec la cyclicité

Nous allons montrer une intéressante connexion entre les vecteurs cycliques de Sb et un pro-
blème de complétude. Ce lien va nous permettre d’utiliser le lemme 2.12 afin d’obtenir plusieurs
conditions suffisantes pour la cyclicité dans la section prochaine. Nous commençons en premier
lieu par nous placer dans l’espace de Hardy H2 afin de motiver nos résultats dans H(b).

2.2.1 Problème de complétude dans l’espace de Hardy H2

Lemme 2.16. Soient (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1 − |λn|) = ∞ et f ∈ H2 une fonction
extérieure. Alors

spanH2(fkλn : n ≥ 1) = H2.

Démonstration. Soit φ ∈ H2 telle que φ ⊥2 fkλn pour tout n ≥ 1. Alors

0 = ⟨φ | fkλn⟩2 = C(φf)(λn).

Puisque C(φf) ∈ N+ ⊂ N s’annule en (λn)n≥1 vérifiant
∑

n≥1(1− |λn|) = ∞, on a C(φf) ≡ 0

sur D. En particulier, il existe ψ ∈ H1
0 telle que φf = ψ et par suite φ = ψ

f
. On déduit que

φ ∈ H2 ∩H2
0 = {0} puisque φ = ψ

f ∈ N+ ∩ L2(T) = H2.

Lemme 2.17. Soient (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1− |λn|) = ∞ et f ∈ H2 avec f = θfe où θ
et fe sont respectivement les parties intérieure et extérieure de f . Alors

spanH2(fkλn : n ≥ 1) = θH2.

Démonstration. Puisque fe ∈ H2 et kλn ∈ H∞, l’inclusion ⊂ est claire. Il nous reste seulement à
considérer l’inclusion ⊃ : soient h ∈ H2 et p ∈

∨
(kλn : n ≥ 1). Alors, puisque θ est une fonction

intérieure,
∥θh− pf∥2 = ∥θh− pθfe∥2 = ∥h− pfe∥2 .

Comme fe est une fonction extérieure, d’après le lemme 2.16, il existe q ∈
∨
(kλn : n ≥ 1) tel

que ∥h− qfe∥2 ≤ ε. En prenant p = q, on obtient que ∥θh− pf∥2 = ∥h− pfe∥2 ≤ ε et donc
θh ∈ spanH2(fkλn : n ≥ 1).

Les deux lemmes précédents 2.16 et 2.17 permettent de déduire trivialement le corollaire
suivant.
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Corollaire 2.18. Soient (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1− |λn|) = ∞ et f ∈ H2. Alors

spanH2(fkλn : n ≥ 1) = H2 ⇐⇒ f est extérieure.

Remarque 2.19. Justifions dès maintenant ce choix de considérer des suites qui ne vérifient
pas la condition de Blaschke. Le but étant d’énoncer des résultats globaux sur des fonctions
extérieures de H2 et H(b), il arrive qu’il existe alors des familles (fkλn)n≥1 non complètes dans
H2 pour (λn)n≥1 une suite de D vérifiant la condition de Blaschke

∑
n≥1(1 − |λn|) < ∞. En

effet, considérons par exemple la fonction extérieure f : z 7−→ 1 + z et supposons alors que
(λn)n≥1 ⊂ D est une suite de Blaschke. Posons maintenant φ = Bz ∈ H2 où B est un produit
de Blaschke associé à la suite (λn)n≥1. Remarquons alors que

⟨φ | fkλn⟩2 = ⟨Bz | (1 + z)kλn⟩2 = ⟨Bz | kλn⟩2 + ⟨Bz | zkλn⟩2
= λnB(λn) + ⟨B | kλn⟩2 = λnB(λn) +B(λn) = 0.

D’où φ ⊥ spanH2(fkλn : n ≥ 1) et spanH2(fkλn : n ≥ 1) ̸= H2, bien que f soit une fonction
extérieure.
Cet exemple met aussi en lumière le fait bien connu suivant (1.3), qui suffit aussi à justifier ce
choix : si B est le produit de Blaschke associé à la même suite de Blaschke (λn)n≥1, alors

spanH2(kλn : n ≥ 1) = H2 ⊖BH2 ̸= H2.

2.2.2 Problème de complétude dans H(b)

Dans cette partie, nous allons discuter du problème de complétude de la suite (fkλn)n≥1 dans
H(b), où f ∈ H(b) et (λn)n≥1 ⊂ D vérifie

∑
n≥1(1− |λn|) = ∞. Commençons par une première

observation.

Lemme 2.20. Soient (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1− |λn|) = ∞ et f ∈ H(b). Si

spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b),

alors f est une fonction extérieure.

Démonstration. Soient p ∈ P et ε > 0. Alors il existe une fonction g ∈
∨
(fkλn : n ≥ 1) telle que

∥p − g∥b ≤ ε. D’après (1.15), on a que ∥p − g∥2 ≤ ε, et donc p ∈ spanH2(fkλn : n ≥ 1). Or, P
est dense dans H2, d’où

spanH2(fkλn : n ≥ 1) = H2.

On conclut avec le corollaire 2.18, impliquant que f est extérieure.

Remarque 2.21. Nous pouvons donner une seconde preuve de ce résultat. En effet, en supposant
que spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b), et en remarquant que 1 ∈ H(b) ⊂ H2, on a alors que
1 ∈ spanH2(fkλn : n ≥ 1) = θH2 où θ est la partie intérieure de f d’après le lemme 2.17. Donc
1 ∈ θH2, et il vient que θ est une constante unimodulaire par unicité de la décomposition 1.5.
Autrement dit, f est une fonction extérieure.

Ainsi, lors de l’étude de la complétude de (fkλn)n≥1 dans H(b), nous supposerons sans perte de
généralité que f est une fonction extérieure. Rappelons que la cyclicité de Sb fait intervenir
l’espace fermé engendré par znf , n ≥ 1, où f ∈ H(b). Nous allons faire un lien avec l’espace
fermé engendré par kλf , |λ| < ∥Sb∥−1

L(H(b)). C’est l’objet de ce prochain lemme, inspiré par [57,
Theorem 5.5].

Lemme 2.22. On a

spanM(H(b))(z
n : n ≥ 0) = spanM(H(b))

(
kµ : |µ| < ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
. (2.9)
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Démonstration. Procédons par double inclusion.
⊃ : Le lemme 2.5 implique que kµ ∈ spanM(H(b))(z

n : n ≥ 0) en considérant la suite de

fonctions
(∑N

n=0 µ
nzn
)
N≥0

. L’inclusion découle par linéarité et passage à l’adhérence dans

M(H(b)).
⊂ : Soit n ∈ N. Remarquons que, pour n = 0, on obtient l’inclusion souhaitée puisque
z0 = k0 ∈

∨(
kµ : |µ| < ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
. La suite est inspirée de [57, Theorem 5.5].

Pour n ≥ 1, considérons ζ := e
2iπ
n , une racine n-ième de l’unité. Considérons aussi, pour

0 < r < ∥Sb∥−1
L(H(b)), la fonction

gr :=
kr + krζ + · · ·+ krζn−1 − nk0

nrn
∈
∨(

kµ : |µ| < ∥Sb∥−1
L(H(b))

)
.

Montrons alors que gr(z) −→
r→0

zn dans M(H(b)). En effet, tout d’abord, pour z ∈ D,

gr(z) =
1

nrn

∑
k≥0

rkzk +
∑
k≥0

rkζkzk + · · ·+
∑
k≥0

rkζ(n−1)kzk − n


=

1

nrn

∑
k≥1

rkzk

(
n−1∑
i=0

ζik

)
.

Remarquons maintenant que, pour ζk ̸= 1,
∑n−1

i=0 ζ
ik = 1−ζkn

1−ζk = 0. De plus, par propriété
de l’exponentielle complexe, ζk ̸= 1 si et seulement si n ∤ k. Autrement dit, on obtient que

n−1∑
i=0

ζik =


n si k = nl, l ∈ N∗

1− ζnk

1− ζk
= 0 si k /∈ nN

.

Ainsi, en sommant sur les multiples de n, on obtient

gr(z) =
1

rn

∑
l≥1

rlnzln =
∑
l≥1

r(l−1)nzln et gr(z)− zn =
∑
l≥2

r(l−1)nzln,

d’où

∥gr(z)− zn∥M(H(b)) ≤
∑
l≥2

r(l−1)n ∥Sb∥lnL(H(b)) =
∑
l≥1

rln ∥Sb∥
(l+1)n
L(H(b))

= ∥Sb∥nL(H(b))

∑
l≥1

[(
r ∥Sb∥L(H(b))

)n]l
=

rn ∥Sb∥2nL(H(b))

1− r ∥Sb∥L(H(b))

−→
r→0

0.

Ainsi, on obtient que zn ∈ spanM(H(b))

(
kµ : |µ| < ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
en considérant la suite de

fonctions (gr)0<r<∥Sb∥−1
L(H(b))

. L’inclusion découle par linéarité et passage à l’adhérence dans

M(H(b)).

Nous déduisons immédiatement le résultat suivant qui propose une nouvelle approche de la
cyclicité pour le shift dans l’espace H(b).

Corollaire 2.23. Soit f ∈ H(b). Alors

spanH(b)(z
nf : n ≥ 0) = spanH(b)

(
kµf : |µ| < ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
.

En particulier, f est cyclique pour H(b) si et seulement si

spanH(b)

(
kµf : |µ| < ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
= H(b).
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Le lemme suivant exhibe un sous-espace fermé invariant par Sb. Notons que dans [5] une
description "similaire" à celle de Beurling des sous-espaces invariants par Sb est donnée.

Lemme 2.24. Soient f ∈ H(b) et (λn)n≥1 ⊂ D\{0} vérifiant
∑

n≥1(1 − |λn|) = ∞. Alors
spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) est un sous-espace fermé invariant par Sb.

Démonstration. Observons tout d’abord que, puisque λn ̸= 0 pour tout n ≥ 1, on a

Sb(fkλn) = zf
1

1− λnz
= − 1

λn
f
1− λnz − 1

1− λnz
= − 1

λn
(f + fkλn).

Il est alors suffisant de prouver que f ∈ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). Supposons le contraire et
procédons par l’absurde : f /∈ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). Alors il existe h ∈ H(b) telle que h ⊥b fkλn
pour n ≥ 1 et ⟨h | f⟩b ̸= 0. D’où, d’après les décompositions et expressions (1.15) et (2.6),

0 = ⟨h | fkλn⟩b = ⟨h | fkλn⟩2 +
〈
h+ | (fkλn)+

〉
2

= ⟨h | fkλn⟩2 +
〈
h+ | f+kλn

〉
2
+
λng(λn)

a(λn)
h+(λn)

= C(hf)(λn) + C(h+f+)(λn) +
λng(λn)

a(λn)
h+(λn).

En multipliant par a(λn), on obtient que

0 = a(λn)C(hf)(λn) + a(λn)C(h
+f+)(λn) + λng(λn)h

+(λn).

Puisque C(hf), C(h+f+) ∈ N+, l’application z 7−→ aC(hf) + aC(h+f+) + zgh+ ∈ N+ ⊂ N
s’annule en (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant

∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞ donc aC(hf) + aC(h+f

+
) + zgh+ ≡ 0

sur D. En particulier,
a(0)C(hf)(0) + a(0)C(h+f+)(0) = 0,

et puisque a(0) ̸= 0, on obtient la contradiction suivante :

0 = C(hf)(0) + C(h+f+)(0) = ⟨h | f⟩2 +
〈
h+ | f+

〉
2
= ⟨h | f⟩b .

Donc f ∈ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) et on déduit finalement la stabilité de spanH(b)(fkλn : n ≥ 1)
par Sb par linéarité et passage à l’adhérence dans H(b).

Ce dernier corollaire, déduit du lemme 2.24 et du corollaire 2.23, permet de donner enfin
une caractérisation des vecteurs cycliques pour Sb en faisant le lien avec notre problème de
complétude.

Corollaire 2.25. Soit f ∈ H(b) une fonction extérieure. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) La fonction f est cyclique pour Sb.
(ii) Pour toute suite (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant

∑
n≥1(1− |λn|) = ∞, on a

spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).

Démonstration.
(i) =⇒ (ii) : Considérons (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant

∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞ et prenons f ∈ H(b)

cyclique pour Sb. Sans perte de généralité, on peut supposer que pour tout n ≥ 1, λn ̸= 0.
D’après le lemme 2.24, SbspanH(b)(fkλn : n ≥ 1) ⊂ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). En particulier, pour
tout p ∈ P, pf ∈ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) et donc

spanH(b)(pf : p ∈ P) ⊂ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1).

Or, puisque f est cyclique pour Sb, on déduit que spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).

(ii) =⇒ (i) : Soit (λn)n≥1 ⊂ D
(
0, ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
. On déduit que

∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞ et alors

spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b) par hypothèse. L’implication est vérifiée avec le corollaire 2.23.
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2.3 Résultat principal : une condition suffisante

Théorème 2.26. Soit f ∈ H(b) une fonction extérieure.
Si b

f ∈ L∞(T), alors spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b) pour toute suite (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant∑
n≥1(1− |λn|) = ∞. En particulier, f est cyclique pour Sb.

Démonstration. Soient (λn)n≥1 ⊂ D une suite vérifiant
∑

n≥1(1 − |λn|) = ∞ et h ∈ H(b) telle
que h ⊥b fkλn pour n ≥ 1. En suivant les mêmes calculs que dans la preuve du lemme 2.24, on
obtient directement que

aC(hf) + aC(h+f+) + zgh+ ≡ 0 sur D. (⋆)

En passant aux limites radiales, on obtient que

aC(hf) + aC(h+f+) + zgh+ = 0 p.p. sur T.

Rappelons que g ∈ H2 vérifie bf = af+ + zg p.p. sur T d’après (1.17), d’où l’égalité

aC(hf) + aC(h+f+)− af+h+ + bfh+ = 0 p.p. sur T.

En multipliant par b et en utilisant la relation |a|2 + |b|2 = 1 p.p. sur T, on obtient que

a
(
bC(hf) + bC(h+f+)− bf+h+

)
+ (1− |a|2)fh+ = 0 p.p. sur T.

Puisque a ̸= 0 et f ̸= 0 p.p. sur T, on déduit que

1

f

(
bC(hf) + bC(h+f+)− bf+h+ − afh+

)
= −h

+

a
p.p. sur T.

Or, puisque h ∈ H(b), il existe h1 ∈ H2 telle que bh = ah+ + zh1 p.p. sur T d’après (1.17) d’où

1

f

(
bC(hf) + bC(h+f+)− bf+h+ − bhf + zh1f

)
= −h

+

a
p.p. sur T.

Posons maintenant φ = hf + h+f+ ∈ L1(T). Alors on a que

h+

a
= −b(C(φ)− φ) + zh1f

f
= − b

f
(C(φ)− φ)− zh1 p.p. sur T.

Par suite, h+

a ∈ N+ ∩ L1,∞
0 (T) = H1,∞

0 puisque

• h+

a ∈ N+ car h+ ∈ H2 ⊂ N+ et a ∈ H∞ est extérieure ;

• C(φ) − φ ∈ L1,∞
0 (T) d’après l’inclusion L1(T) ⊂ L1,∞

0 (T) et le théorème de Kolmogorov
2.13 ;

• b
f
∈ L∞(T) par hypothèse et d’après la propriété de stabilité, b

f
(C(φ)− φ) ∈ L1,∞

0 (T) ;

• zh1 ∈ L2(T) ⊂ L1(T) ⊂ L1,∞
0 (T).

De plus, on a également que h+

a ∈ N+ ∩ L1,∞
0 (T) = H1,∞

0 puisque

h+

a
= − b

f
(C(φ)− φ)− zh1 = − b

f
(φ̂(0)− C(φ))− zh1 p.p. sur T.

D’après le corollaire 2.15, on a alors que h+

a est une constante que nous notons c ∈ C. D’après le
théorème d’Aleksandrov 2.14, on déduit que

− b(z)

f(z)

(
φ̂(0)− C(φ)(z)

)
− zh1(z) = c, z ∈ D.
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En évaluant cette égalité en z = 0, et en remarquant que C(φ)(0) =
∫
T φ(ζ) dm(ζ) = φ̂(0), on

obtient que

c = − b(0)

f(0)

(
φ̂(0)− C(φ)(0)

)
= 0.

Ainsi h+ ≡ 0 et on conclut que aC(hf) ≡ 0 sur D i.e. C(hf) ≡ 0 sur D d’après (⋆). Enfin,
il existe alors ψ ∈ H1

0 telle que hf = ψ sur D i.e. h = ψ

f
∈ H2 ∩ H2

0 = {0}, puisque l’on a

h = ψ
f ∈ N+ ∩ L2(T) = H2.

Remarque 2.27.
1. Notons que la condition suffisante que b

f ∈ L∞(T) pour avoir la cyclicité n’est pas né-
cessaire. En effet, considérons b(z) = 1+z

2 et f(z) = z − i pour z ∈ D. Alors f ∈ H(b)
et f(1) = 1 − i ̸= 0. Dans ce cas, f est cyclique pour Sb d’après [52, Corollary 4.2] et
nous avons bien spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b) pour toute suite (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant∑

n≥1(1− |λn|) = ∞ d’après le corollaire 2.25. Cependant, b
f /∈ L∞(T).

2. La condition suffisante b
f ∈ L∞(T) implique en particulier que l’ensemble

Z(f) :=

ζ ∈ T : lim inf
z→ζ
z∈D

|f(z)| = 0

 ⊂ σ(b) :=

ζ ∈ T : lim inf
z→ζ
z∈D

|b(z)| < 1

 ,

où σ(b) est le spectre au bord de b. En effet, supposons qu’il existe ζ ∈ T tel que ζ ∈ Z(f)
et ζ /∈ σ(b). Alors d’une part, il vient qu’il existe une suite (zn)n≥1 ⊂ D vérifiant zn −→ ζ
et |f(zn)| −→ 0. D’une autre part, puisque ζ /∈ σ(b), nous avons limz→ζ |b(z)| = 1 et donc
|b(zn)| −→ 1. Nous obtenons donc une contradiction avec b

f ∈ L∞(T).

Finalement, nous déduisons ce corollaire donnant à la fois une dernière condition suffisante
simple à vérifier et une caractérisation de la cyclicité de l’élément b ∈ H(b).

Corollaire 2.28.
1. Soit f ∈ H(b) vérifiant infD |f | > 0. Alors f est cyclique pour Sb.
2. La fonction b est cyclique pour Sb si et seulement si b est extérieure.

Démonstration.
1. Puisque infD |f | > 0, alors d’une part f est extérieure d’après la proposition 1.2 et d’autre

part 1
f ∈ H∞. Puisque b ∈ H∞, on a en particulier que b

f ∈ L∞(T). On obtient finalement
la cyclicité de f d’après le théorème 2.26.

2. Tout d’abord, d’après le corollaire 2.25, b est cyclique pour Sb si et seulement si pour toute
suite (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant

∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞, spanH(b)(bkλn : n ≥ 1) = H(b). Or,

puisque 1 ∈ L∞(T), on obtient cette égalité par le théorème 2.26 si b est extérieure. De
plus, si b est cyclique pour Sb, alors b est extérieure d’après le lemme 2.2.

Exemple 2. On peut alors retrouver l’exemple 1 et le corollaire 2.7.
1. Soit λ ∈ D. Alors kbλ ∈ H(b) et pour tout z ∈ D,

|kbλ(z)| =

∣∣∣∣∣1− b(λ)b(z)

1− λz

∣∣∣∣∣ ≥ 1− |b(λ)|
2

> 0.

Donc, il suit d’après le corollaire 2.28 que kbλ est cyclique pour Sb.
2. Si b est extérieure et λ ∈ D, alors bkλ est extérieure comme produit de deux fonctions

extérieures. De plus, b/bkλ = 1/kλ = 1 − λz ∈ L∞(T). Ainsi, le théorème 2.26 implique
que bkλ est cyclique pour Sb.
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Dans la proposition 2.9, nous avons montré que si |c| < 1, la fonction 1 − cb est cyclique
pour Sb. Nous allons retrouver ce résultat avec le corollaire 2.28 et caractériser complètement la
cyclicité de 1− cb en fonction du paramètre c.

Corollaire 2.29. Soit c ∈ C. La fonction 1− cb est cyclique pour Sb si et seulement si on a l’un
des trois cas suivants :

• |c| < 1.

• |c| = 1 et µc ≪ m.

• |c| > 1 et 1− cb est extérieure.

Démonstration. Nous allons traiter les 3 cas correspondant respectivement à D, T et C\D.

1. Pour |c| < 1, infD |1− cb| ≥ 1−|c| > 0. Donc 1−cb est cyclique pour Sb d’après le corollaire
2.28.

2. Pour |c| = 1, notons ξ = c. D’après le lemme 2.10 (ii), on a

spanH(b)((1− cb)zn : n ≥ 0) = T1−ξbTFξ
H2,

où Fξ est la fonction extérieure de H2 définie par Fξ = a
1−ξb . D’où, 1− cb est cyclique pour

Sb si et seulement si T1−ξbTFξ
H2 = H(b). Or, il vient d’après le lemme 2.10 (i) que cela est

équivalent au fait que µξ est absolument continue par rapport à m i.e. µc ≪ m.

3. Pour |c| > 1, supposons que 1− cb est extérieure. Rappelons que d’après le corollaire 2.23,
1− cb est cyclique pour Sb si et seulement si

spanH(b)

(
(1− cb)kλ : |λ| < ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
= H(b).

Soit f ∈ H(b) telle que f ⊥b (1− cb)kλ avec |λ| < ∥Sb∥−1
L(H(b)). D’après (1.16), on a

0 = ⟨f | (1− cb)kλ⟩b = ⟨f | kλ⟩b − c ⟨f | bkλ⟩b = f(λ) +
b(λ)

a(λ)
f+(λ)− c

f+(λ)

a(λ)
.

D’où a(λ)f(λ) + b(λ)f+(λ) − cf+(λ) = 0. Or, l’application z 7−→ (af + bf+ − cf+)(z)
étant analytique sur D, on a af +bf+−cf+ ≡ 0 sur D d’après le principe du prolongement
analytique appliqué à D

(
0, ∥Sb∥−1

L(H(b))

)
. En multipliant par a, on déduit que

|a|2 f + a(b− c)f+ = (1− |b|2)f + a(b− c)f+ = 0.

Or, puisque f ∈ H(b), il existe g ∈ H2 vérifiant bf = af+ + zg p.p. sur T d’après (1.17) et
on a, p.p. sur T,

0 = (1− |b|2)f + (b− c)(bf − zg) = f − cbf − (b− c)zg.

On obtient ainsi presque partout sur T que

(b− c)zg = (1− cb)f et
f

b− c
=

zg

1− cb
.

D’une part, on a f
b−c ∈ H2 car f ∈ H2 et |b− c| ≥ |c|− |b| ≥ |c|−1 > 0. D’autre part, on a

f

b−c =
zg

1−cb ∈ L2(T)∩N+ = H2 car 1− cb est extérieure et zg ∈ H2. Donc, en remarquant

que
(

zg
1−cb

)
(0) = 0, f

b−c ∈ H2 ∩H2
0 = {0} et f ≡ 0 d’où la cyclicité de 1− cb.
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2.4 Quelques caractérisations et applications

Le but de cette dernière section est de caractériser les fonctions f et les suites (λn)n≥1 de
D vérifiant

∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞ telles que spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b). C’est l’objet des

résultats suivants, qui s’appuient aussi sur des résultats de A. Bergman de [16].

Ce premier résultat se déduit instantanément de [16, Theorem 2] et du corollaire 2.25.

Corollaire 2.30. Soient (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1 − |λn|) = ∞ et f ∈ H(b) une fonction
extérieure. Supposons de plus qu’il existe deux ensembles E,F ⊂ T tels que

(i) E ∪ F = T ;
(ii) a−1χE ∈ L2(T) et f−1χF ∈ L∞(T).

Alors spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).

On peut alors retrouver le résultat suivant, que nous avons déjà avec les corollaires 2.25 et
2.28.

Corollaire 2.31. Si b est une fonction extérieure, alors spanH(b)(bkλn : n ≥ 1) = H(b).

Démonstration. Considérons les ensembles

E =

{
ζ ∈ T : |a(ζ)| ≥ 1

2

}
et F =

{
ζ ∈ T : |a(ζ)| < 1

2

}
.

Alors on a E ∪ F = T et a−1χE ∈ L∞(T) ⊂ L2(T) et b−1χF ∈ L∞(T) puisque

1

|a(ζ)|
≤ 2 sur E et

1

|b(ζ)|
≤ 2√

3
sur F.

A. Aleman et B. Malmann ont montré par [5, Theorem 5.11] que si E est un sous-espace fermé
invariant de Sb, alors dim(E ⊖ SbE) = 1 et si ψ ∈ E ⊖ SbE , alors

E = Eψ :=

{
g ∈ H(b) :

g

ψ
∈ H2,

g

ψ
ψ+ ∈ H2

}
. (2.10)

Avec cette description, nous pouvons donner une caractérisation des espaces H(b) pour lesquelles
la suite (fkλn)n≥1 est complète pour toute fonction extérieure f ∈ H(b).

Théorème 2.32. Soit (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1−|λn|) = ∞. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Pour toute fonction extérieure f ∈ H(b), spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).

(ii) Le sous-espace aH2 est dense dans H(b).

Démonstration.
(ii) =⇒ (i) : Supposons sans perte de généralité que pour tout n ≥ 1, λn ̸= 0. Puisque f est
extérieure, on a d’après le lemme 2.24 que

Sb spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) ⊂ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1).

D’après (2.10), il existe alors ψ ∈ H(b) telle que

spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) =

{
g ∈ H(b) :

g

ψ
∈ H2,

g

ψ
ψ+ ∈ H2

}
=: Eψ.

De plus, comme aH(b) ⊂ aH2 ⊂ H(b), a ∈ M(H(b)) et on déduit que aEψ ⊂ Eψ. D’où

a spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) ⊂ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). (2.11)
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Montrons maintenant que aH2 ⊂ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). Soient h ∈ H2 et ε > 0. D’après le
lemme 2.16, il existe q ∈

∨
(kλn : n ≥ 1) tel que ∥h− qf∥2 ≤ ε

2 . Aussi, d’après (2.11), on voit
que aqf ∈ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) donc il existe p ∈

∨
(kλn : n ≥ 1) tel que ∥aqf − pf∥b ≤

ε
2 . On

déduit alors, d’après (2.5), que

∥ah− pf∥b ≤ ∥ah− aqf∥b + ∥aqf − pf∥b ≤ ∥h− qf∥2 + ∥aqf − pf∥b ≤ ε.

Ainsi, aH2 ⊂ spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). Par hypothèse (ii), aH2 étant dense dans H(b), on déduit
que spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).

(i) =⇒ (ii) : Remarquons que ∨
(akλn : n ≥ 1) ⊂ aH2 ⊂ H(b).

Or, en particulier, d’après (i), on a spanH(b)(akλn : n ≥ 1) = H(b) puisque a est extérieure, d’où
la densité de aH2 dans H(b).

Corollaire 2.33. Soit (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1 − |λn|) = ∞. Supposons que b(0) = 0 et
prenons α ∈ T telle que µα est absolument continue par rapport à m. Alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) On a spanH(b)(akλn : n ≥ 1) = H(b).

(ii) La fonction F 2
α est rigide.

Démonstration.
(i) =⇒ (ii) : Puisque ∨

(akλn : n ≥ 1) ⊂ aH2 ⊂ H(b),

il vient d’après (i) que aH2 est dense dans H(b). Ainsi, d’après le théorème 2.11, F 2
α est une

fonction rigide.

(ii) =⇒ (i) : Supposons maintenant que F 2
α est rigide. Alors, d’après le théorème 2.11, aH2 est

dense dans H(b). Ainsi, le théorème 2.32 implique que spanH(b)(akλn : n ≥ 1) = H(b).

Enfin, en combinant nos résultats avec ceux de Bergman de [16], nous pouvons, dans deux cas
particuliers, caractériser notre problème de complétude.

Corollaire 2.34. Soit µ1 la mesure d’Aleksandrov-Clark de b associée au point 1 et qu’on suppose
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Supposons que ϕ = a

1−b = Fp où F 2

est un point exposé de H1 et p un polynôme s’annulant en ζ1, . . . , ζs ∈ T, s ≥ 1. Soient de plus
(λn)n≥1 ⊂ D vérifiant

∑
n≥1(1− |λn|) = ∞ et f ∈ H(b) une fonction extérieure. Alors les deux

assertions suivantes sont équivalentes :
(i) On a spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).
(ii) Pour tout 1 ≤ i ≤ s, f(ζi) ̸= 0.

Démonstration.
(ii) =⇒ (i) : [16, Theorem 1] montre que (ii) implique la cyclicité de f pour Sb. On conclut alors
avec le corollaire 2.25, f étant supposée extérieure.

(i) =⇒ (ii) : Remarquons que 1 ∈ H(b) = spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). Soit ε > 0. Alors il existe
q ∈

∨
(kλn : n ≥ 1) tel que ∥1− fq∥b ≤ ε. Pour 1 ≤ i ≤ s, on a

|1− f(ζi)q(ζi)| ≤ Cζi ∥1− fq∥b ≤ Cζiε.

D’où f(ζi) ̸= 0 pour 1 ≤ i ≤ s puisque ε est choisi suffisamment petit.
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Remarque 2.35. Les hypothèses du corollaire 2.34 sont vérifiées lorsque b est une fonction
rationnelle de la boule unité fermée de H∞ et qui n’est pas un produit de Blaschke fini. Dans ce
cas, a est aussi une fonction rationnelle et les points ζi qui interviennent dans la condition (ii)
correspondant aux zéros de a sur T.

Le cas où b = 1+I
2 avec I une fonction intérieure non constante a été étudié par Fricain-Grivaux

par [52, Theorem 5.1], et repris par Bergman avec [16, Proposition 12].

Corollaire 2.36. Soient (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant
∑

n≥1(1 − |λn|) = ∞ et f ∈ H(b) une fonction
extérieure. Soient b = 1+I

2 et σ1 la mesure d’Aleksandrov-Clark associée à I. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) On a spanH(b)(fkλn : n ≥ 1) = H(b).

(ii) On a f|σ1 ̸= 0 σ1-p.p.

Démonstration.
(ii) =⇒ (i) : [16, Proposition 12] montre que (ii) implique la cyclicité de f pour Sb. On conclut
alors avec le corollaire 2.25, f étant supposée extérieure.

(i) =⇒ (ii) : Remarquons que 1 ∈ H(b) = spanH(b)(fkλn : n ≥ 1). Soit ε > 0. Alors il existe
q ∈

∨
(kλn : n ≥ 1) tel que ∥1− fq∥b ≤ ε. Pour ζ ∈ supp(σ1), on a

|1− f(ζ)q(ζ)| ≤ Cζ ∥1− fq∥b ≤ Cζε.

D’où f(ζ) ̸= 0 pour ζ ∈ supp(σ1) puisque ε est choisi suffisamment petit.
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CHAPITRE 3

CYCLICITÉ ET IDENTITÉS DE BÉZOUT

Rappelons que ce chapitre est consacré à l’étude de la cyclicité de l’opérateur du shift sur des
espaces de fonctions analytiques de D, dans un cadre beaucoup plus général que les applications
précédentes. La méthode est basée sur deux outils :

1. un théorème de la couronne avec contrôle des solutions ;
2. le théorème taubérien d’Atzmon 0.9.

Cette méthode pour étudier la cyclicité via un théorème de la couronne a été initiée par J. Roberts
dans [90] puis reprise par O. El-Fallah, K. Kellay et K. Seip dans [49] et récemment dans [41].
Notre cadre général va nous permettre de retrouver certains résultats bien connus dans certains
espaces, tels que les espaces de De Branges-Rovnyak ou les espaces de Dirichlet-Besov et les
espaces de type Dirichlet.

3.1 Présentation du contexte et résultats préliminaires

3.1.1 Cadre général

Notons dans la suite ∥·∥X la norme associée à un espace vectoriel normé X , ⟨· | ·⟩ le crochet de
dualité entre X et son dual topologique X ∗ et notons l’application χn : z ∈ D 7−→ zn pour n ∈ N.

Soit X un espace de Banach de fonctions analytiques sur D vérifiant les trois hypothèses
classiques suivantes :

Pour tout λ ∈ D, l’application Eλ : f ∈ X 7−→ f(λ) ∈ C est continue. (H1)

Pour tout f ∈ X , χ1f ∈ X . (H2)

L’ensemble des polynômes P :=
∨

(χn : n ≥ 0) est dense dans X . (H3)

Notons que (H1) signifie que pour tout λ ∈ D, Eλ ∈ X ∗. Autrement dit, pour tout λ ∈ D, il
existe une constante c > 0 telle que

pour tout f ∈ X , |f(λ)| ≤ c ∥f∥X .

En particulier, la convergence dans X implique donc la convergence ponctuelle dans D. L’hypo-
thèse (H2) signifie que χ1 ∈ M(X ), l’algèbre des multiplicateurs de X dont nous rappelons la
définition

M(X ) := {φ ∈ X : φf ∈ X , ∀f ∈ X} .

Le lemme suivant nous permettra de considérer la question de la cyclicité pour le shift dans X .
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Lemme 3.1. Soit f ∈ M(X ). Alors Mf : g ∈ X 7−→ fg ∈ X est borné.

Démonstration. Soit g ∈ X . Utilisons le théorème du graphe fermé : soient (gn)n≥0 une suite
d’éléments de X telle que gn −→

n→∞
0 et Mfgn −→

n→∞
g dans X . D’après (H1), on a, pour tout λ ∈ D,

gn(λ) −→
n→∞

0 et (Mfgn)(λ) = f(λ)gn(λ) −→
n→∞

g(λ). Or, si gn(λ) −→
n→∞

0, alors f(λ)gn(λ) −→
n→∞

0.
Par unicité de la limite, g(λ) = 0 pour tout λ ∈ D d’où g ≡ 0. Ainsi, Mf : X −→ X est borné.

En posant ∥f∥M(X ) = ∥Mf∥L(X ), nous obtenons que M(X ) est une algèbre de Banach. En
particulier, via (H2), nous en déduisons que le shift S : f ∈ X 7−→ χ1f ∈ X est borné. Notons
aussi que P ⊂ M(X ).

Introduisons maintenant une algèbre de Banach A, commutative et unitaire, satisfaisant les
trois hypothèses suivantes :

On a l’une des deux conditions : (H4)
A ⊂ M(X ). (H4a)

A ⊂ X et P est dense dans A. (H4b)

Pour tout λ ∈ D, l’application f ∈ A 7−→ f(λ) ∈ C est continue. (H5)

Il existe C > 0 et A ≥ 1 telles que pour tous f1, f2 ∈ A vérifiant (H6)
0 < δ ≤ |f1|+ |f2| sur D et ∥f1∥A + ∥f2∥A ≤ 1,

il existe g1, g2 ∈ A telles que f1g1 + f2g2 ≡ 1 sur D et ∥g1∥A , ∥g2∥A ≤ C

δA
.

Notons que l’hypothèse (H6) signifie que A vérifie un théorème de la couronne avec contrôle des
solutions. Il est bien connu que cette hypothèse (H6) est satisfaite pour A = H∞ avec A > 2 dans
[29, 104, 107]. V. Tolokonnikov a aussi montré que A = Dp

α ∩A(D) pour 1 < p ≤ α+ 2 satisfait
(H6) avec A ≥ 4 dans [105]. Enfin, S. Luo a montré que (H6) est satisfaite pour A = M(D(µ))
pour µ une mesure de Borel positive et finie sur D avec A ≥ 4 dans [79]. Le cas des espaces de
De Branges-Rovnyak H(b) où b est rationnel mais n’est pas un produit de Blaschke fini a été
étudié dans [60]. Nous reviendrons sur l’ensemble de ces exemples en dernière section 3.3.

3.1.2 Préliminaires et divers faits techniques

Le but de cette section est de rassembler quelques conséquences directes des hypothèses pré-
cédentes et de déduire quelques propriétés utiles pour la suite.

Lemme 3.2. Soit X vérifiant (H1) à (H3). Alors

1. On a M(X ) ⊂ H∞ ∩X et il existe une constante c1 > 0 telle que pour tout f ∈ M(X ), on
a

∥f∥X + ∥f∥∞ ≤ c1 ∥f∥M(X ) .

2. Si on suppose de plus que M(X ) = H∞ ∩ X , alors il existe une constante c2 > 0 telle que
pour tout f ∈ M(X ), on a

c2 ∥f∥M(X ) ≤ ∥f∥X + ∥f∥∞ .
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Démonstration.
1. Soit f ∈ M(X ). Comme χ0 = 1 ∈ X , on a f = fχ0 ∈ X et

∥f∥X = ∥fχ0∥X ≤ ∥f∥M(X ) ∥χ0∥X .

D’autre part, notons que l’application M∗
f : X ∗ −→ X ∗ est bien définie et, d’après (H1),

pour tout λ ∈ D, Eλ ∈ X ∗. Alors, pour tout g ∈ X et tout λ ∈ D, on a〈
g |M∗

fEλ
〉
= ⟨Mfg | Eλ⟩ = ⟨fg | Eλ⟩ = f(λ)g(λ) = f(λ) ⟨g | Eλ⟩ = ⟨g | f(λ)Eλ⟩ .

On déduit par dualité que M∗
fEλ = f(λ)Eλ et donc

|f(λ)| ∥Eλ∥X ∗ ≤ ∥Mf∥L(X ) ∥Eλ∥X ∗ .

Remarquons que ⟨χ0 | Eλ⟩ = 1, d’où Eλ ̸≡ 0 et, en divisant par ∥Eλ∥X ∗ ̸= 0, on obtient
|f(λ)| ≤ ∥Mf∥L(X ) = ∥f∥M(X ). Autrement dit, f est bornée sur D et ∥f∥∞ ≤ ∥f∥M(X ). De
plus, puisque f ∈ X ⊂ Hol(D), f ∈ H∞ et

∥f∥X + ∥f∥∞ ≤ (∥χ0∥X + 1) ∥f∥M(X ) .

Le résultat vient en posant c1 = ∥χ0∥X + 1 > 0.
2. Équipons H∞ ∩ X avec la norme suivante

∥f∥∞,X = ∥f∥X + ∥f∥∞ , f ∈ H∞ ∩ X .

On vérifie aisément que (H∞∩X , ∥·∥∞,X ) est un espace de Banach. Considérons maintenant
l’application identité

i : f ∈ M(X ) 7−→ f ∈ H∞ ∩ X .

Alors, d’après le premier point, i est continue et on obtient l’existence d’une constante
c2 > 0 telle que c2 ∥f∥M(X ) ≤ ∥f∥∞,X d’après le théorème d’isomorphisme de Banach.

Le but de ce chapitre est d’étudier les vecteurs cycliques pour l’opérateur du shift S dans X .
Adoptons alors pour ce faire la notation suivante

[f ]X := {pf : p ∈ P}X , f ∈ X .

Il est alors clair que f est cyclique pour S dans X si et seulement si [f ]X = X .

Remarque 3.3. Il n’est pas difficile de voir que f est cyclique pour S dans X si et seulement si
1 ∈ [f ]X . En effet,

• si f est cyclique pour S dans X , alors [f ]X = X , et puisque 1 ∈ X , 1 ∈ [f ]X ;
• soient g ∈ X et ε > 0. D’après (H3), il existe un polynôme q ∈ P tel que ∥q − g∥X ≤ ε

2 .
De plus, si 1 ∈ [f ]X , alors il existe un polynôme p ∈ P tel que ∥pf − 1∥X ≤ ε

2∥q∥M(X )
. Ainsi

pq ∈ P et

∥pqf − g∥X ≤ ∥pqf − q∥X + ∥q − g∥X ≤ ∥q∥M(X ) ∥pf − 1∥X +
ε

2

≤ ∥q∥M(X )

ε

2 ∥q∥M(X )

+
ε

2
= ε,

d’où la cyclicité de f pour S dans X .

Remarque 3.4. D’après (H1) et la remarque précédente 3.3, il vient que si f est cyclique pour
S dans X alors f(λ) ̸= 0 pour tout λ ∈ D. En effet, puisque 1 ∈ [f ]X , il existe une suite
de polynômes (pn)n≥0 telle que pnf −→

n→∞
1. Donc, d’après (H1), on a que pour tout λ ∈ D,

pn(λ)f(λ) −→
n→∞

1. On obtient ainsi que f(λ) ̸= 0 pour tout λ ∈ D.
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Lemme 3.5. Soit X vérifiant (H1) à (H3). Soient f ∈ X et φ ∈ M(X ) deux vecteurs cycliques
pour S dans X . Alors fφ est cyclique pour S dans X .

Démonstration. Soit ε > 0. Puisque φ est cyclique pour S dans X , il existe p ∈ P tel que

∥pφ− 1∥X ≤ ε

2
.

De plus, d’après (H2), p ∈ P ⊂ M(X ), et φ ∈ M(X ) d’où pφ ∈ M(X ). Maintenant, puisque f
est cyclique pour S dans X , il existe q ∈ P tel que

∥qf − 1∥X ≤ ε

2 ∥pφ∥M(X )

.

Finalement, on obtient

∥fφpq − 1∥X ≤ ∥fφpq − pφ∥X + ∥pφ− 1∥X
≤ ∥φp(qf − 1)∥X +

ε

2

≤ ∥pφ∥M(X ) ∥qf − 1∥X +
ε

2
≤ ∥pφ∥M(X )

ε

2 ∥pφ∥M(X )

+
ε

2
= ε,

d’où la cyclicité de fφ pour S dans X d’après la remarque 3.3.

Corollaire 3.6. Soit X vérifiant (H1) à (H3). Soit f ∈ M(X ) un vecteur cyclique pour S dans
X . Alors, pour tout N ∈ N∗, la fonction fN est cyclique pour S dans X .

Démonstration. On procède par récurrence. Supposons que fN est cyclique pour S dans X pour
un certain N ∈ N∗. Alors, d’après le lemme 3.5, on obtient que fN+1 est cyclique pour S dans
X puisque f ∈ M(X ) l’est également.

Le lemme suivant permet quelque soit la condition (H4) vérifiée d’obtenir un contrôle de la
norme de f dans X par rapport à celle de f dans A.

Lemme 3.7. Soient X vérifiant (H1) et A vérifiant (H4) et (H5). Alors il existe une constante
c4 > 0 telle que pour tout f ∈ A, on a

∥f∥X ≤ c4 ∥f∥A .

Démonstration. Il s’agit de vérifier que quelque soit la condition (H4), on a bien le résultat.

• Si (H4a) est vérifiée, alors A ⊂ M(X ). Considérons i : f ∈ A 7−→ f ∈ M(X ) l’injection
canonique. Nous allons montrer la continuité de i en appliquant le théorème du graphe
fermé : soit (fn)n≥0 une suite d’éléments de A telle que fn −→

n→∞
f dans A et fn −→

n→∞
g

dans M(X ). D’après (H5), pour tout λ ∈ D, on a fn(λ) −→
n→∞

f(λ). De plus, d’après le
lemme 3.2, il existe une constante c1 > 0 telle que

|fn(λ)− g(λ)| ≤ ∥fn − g∥∞ ≤ c1 ∥fn − g∥M(X ) −→
n→∞

0.

Ainsi, pour tout λ ∈ D, fn(λ) −→
n→∞

g(λ). Par unicité de la limite, f(λ) = g(λ) pour tout
λ ∈ D. On obtient alors f ≡ g et par suite la continuité de i. Dans ce cas, il existe une
constante c3 > 0 telle que pour tout f ∈ A, on a

∥f∥M(X ) ≤ c3 ∥f∥A . (3.1)

On conclut avec le lemme 3.2.
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• Si (H4b) est vérifiée, alors A ⊂ X et on obtient le résultat directement en appliquant le
théorème du graphe fermé à l’injection canonique i : f ∈ A 7−→ f ∈ X en combinant (H1)
et (H5).

Pour un élément f ∈ A, notons par If l’idéal fermé de A engendré par f i.e.

If := {gf : g ∈ A}A. (3.2)

Lemme 3.8. Soient X vérifiant (H1) à (H3) et A vérifiant (H4) et (H5). Alors pour tout f ∈ A,
on a If ⊂ [f ]X .

Démonstration. Montrons en premier lieu que pour g ∈ A, gf ∈ [f ]X . Soit g ∈ A.
Supposons que (H4a) est vérifiée. Alors A ⊂ M(X ) et il suit d’après le lemme 3.2 que g ∈ X .
Il existe donc par (H3) une suite de polynômes (pn)n≥0 telle que ∥pn − g∥X −→

n→∞
0. Comme

f ∈ A ⊂ M(X ), on obtient alors ∥pnf − gf∥X −→
n→∞

0 et donc gf ∈ [f ]X .
Supposons maintenant que (H4b) est vérifiée. Alors A ⊂ X et P est dense dans A. Il existe
donc une suite de polynômes (pn)n≥0 telle que ∥pn − g∥A −→

n→∞
0. Puisque A est une algèbre de

Banach et que f ∈ A, on a

∥pnf − gf∥A ≤ ∥f∥A ∥pn − g∥A −→
n→∞

0.

On obtient alors d’après le lemme 3.7 que ∥pnf − gf∥X −→
n→∞

0 et donc gf ∈ [f ]X .
Considérons maintenant φ ∈ If . Il existe une suite (φn)n≥0 de A telle que ∥φnf − φ∥A −→

n→∞
0.

Or, d’après le lemme 3.7, on déduit que ∥φnf − φ∥X −→
n→∞

0. Or φnf ∈ [f ]X , qui est un sous-
ensemble fermé de X , donc on conclut que φ ∈ [f ]X et If ⊂ [f ]X .

3.1.3 Quelques outils fonctionnels

Introduisons maintenant deux hypothèses supplémentaires utiles pour appliquer le théorème
d’Atzmon, et qui viennent compléter (H1) à (H6).

χ1 ∈ A. (H7)

Il existe C > 0 et p ∈ N tels que pour tout n ∈ N, on a ∥χn∥A ≤ Cnp. (H8)

Nous allons utiliser de temps à autre jusqu’à la fin de ce chapitre la notation A ≲ B signifiant
qu’il existe une constante C > 0 telle que A ≤ CB.

Lemme 3.9. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses (H5),
(H7) et (H8). On a

1. σ(χ1) = D, où σ(χ1) correspond au spectre de χ1 dans A.
2. Hol(D) ⊂ A.
3. Pour tout |λ| > 1, on a ∥∥(z − λ)−1

∥∥
A ≲

|λ|p+1

(|λ| − 1)p+1
.

Démonstration.
1. D’après (H8), il existe C > 0 et p ∈ N tels que

∥χn1∥A = ∥χn∥A ≤ Cnp.

On obtient alors que le rayon spectral de χ1 vérifie r(χ1) ≤ 1, et donc par définition
σ(χ1) ⊂ D. Maintenant, prenons λ ∈ D et supposons que λ − χ1 est inversible dans A. Il
vient alors qu’il existe f ∈ A telle que (λ − χ1)f = 1. On obtient une contradiction en
évaluant cette expression en λ. Ainsi D ⊂ σ(χ1) et D ⊂ σ(χ1), le spectre étant un fermé.
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2. Soit f ∈ Hol(D) de la forme f(z) =
∑

n≥0 anz
n pour |z| ≤ 1. D’après [57, Theorem 5.7],

il existe alors une constante c > 0 telle que an = O(e−cn) lorsque n −→ ∞. Donc, d’après
(H8), on a

|an| ∥χn∥A ≲ npe−cn.

L’application g =
∑

n≥0 anχn définit donc une fonction de A. D’après (H5), puisque la
convergence dans A implique la convergence ponctuelle dans D, on déduit que f ≡ g et
donc f ∈ A.

3. On a, pour |λ| > 1, z 7−→ 1
z−λ ∈ Hol(D) et

1

z − λ
= − 1

λ

1

1− z
λ

= −
∑
n≥0

zn

λn+1
.

Ainsi, d’après (H8), pour |λ| > 1,∥∥(z − λ)−1
∥∥
A ≤

∑
n≥0

∥χn∥A
|λ|n+1 ≤ C

∑
n≥0

np

|λ|n
.

De plus, pour 0 < x < 1 et p ∈ N, on peut vérifier que∑
k≥0

kpxk ≤ p!

(1− x)p+1
.

En effet, en posant f(x) =
∑

n≥0 x
n pour 0 < x < 1, on prouve par récurrence que pour

tout p ≥ 0,

f (p)(x) =
∑
k≥0

(k + 1)(k + 2) · · · (k + p)xk =
p!

(1− x)p+1
.

D’où ∑
k≥0

kpxk ≤
∑
k≥0

(k + 1)(k + 2) · · · (k + p)xk =
p!

(1− x)p+1
.

Finalement, on conclut que∥∥(z − λ)−1
∥∥
A ≲

p!(
1− 1

|λ|

)p+1 ≲
|λ|p+1

(|λ| − 1)p+1
.

Remarque 3.10. De la même manière que pour le spectre de χ1 dans le lemme précédent,
nous pouvons montrer que lorsque X vérifie (H1) à (H3) et A vérifie (H4) à (H8), nous avons
σ(S) = D. En effet, d’après (3.1) et (H8), nous avons en particulier

∥Sn∥L(X ) = ∥χn∥M(X ) ≤ c2Cn
p.

Le prochain lemme, purement calculatoire, nous sera utile pour donner une version du théorème
d’Atzmon en termes de croissance de la résolvante.

Lemme 3.11. Pour k ≥ 0 et ε > 0, on a

inf
0<r<1

1

(1− r)krn
∼

n→∞

ek

kk
nk et inf

0<r<1
r−ne

ε
1−r ≤ e3

√
ε
√
n, n −→ ∞.

Démonstration.
1. Introduisons la fonction f définie par f(r) = (1 − r)−kr−n pour 0 < r < 1. Après étude,

on obtient que

inf
0<r<1

f(r) = f

(
1− k

n+ k

)
=

(n+ k)k

kk
e−n ln(1− k

n+k
) ∼
n→∞

ek

kk
nk.
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2. Introduisons la fonction g définie par g(r) = r−ne
ε

1−r pour 0 < r < 1. Après étude, on
obtient que

inf
0<r<1

g(r) = g(r2), r2 =
ε+ 2n−

√
ε2 + 4εn

2n
.

Par suite, r2 = 1−
√

ε
n + o( 1√

n
) d’où

e
ε

1−r2 = e
√
εn(1+o(1)) et r−n2 = e

√
εn(1+o(1)).

Finalement,
inf

0<r<1
g(r) = g(r2) = e2

√
εn(1+o(1)) ≤ e3

√
εn, n −→ ∞.

Le résultat suivant est une version du théorème d’Atzmon 0.9 dans lequel nous avons remplacé
les hypothèses sur la croissance des itérées de T par des hypothèses sur la croissance de la
résolvante. Notons que ce résultat apparaît déjà dans [82].

Corollaire 3.12. Soient X un espace de Banach et T ∈ L(X) tel que σ(T ) = {ζ0} pour un
certain ζ0 ∈ T. Supposons qu’il existe k ≥ 0 et c > 0 tels que

∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≤ c |λ|k

(|λ| − 1)k
, |λ| > 1,

et que pour tout ε > 0, il existe Kε > 0 telle que∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≤ Kεe

ε
1−|λ| , |λ| < 1.

Alors (T − ζ0I)
k = 0.

Démonstration. Vérifions que T satisfait bien les hypothèses du théorème d’Atzmon 0.9. On a
déjà que σ(T ) = {ζ0} avec |ζ0| = 1. Il reste donc à montrer que

∥Tn∥ =
n→∞

O(nk) et log
∥∥T−n∥∥ =

n→∞
o(
√
n).

Considérons alors, pour x ∈ X et ℓ ∈ X ∗, l’application

Ψ(z) =
〈
(zI − T )−1x | ℓ

〉
, z ̸= ζ0.

Puisque σ(T ) = {ζ0}, Ψ ∈ Hol(C\{ζ0}) et r(T ) := supλ∈σ(T ) |λ| = 1. On obtient alors en

particulier que ∥Tn∥
1
n −→
n→∞

1. Ainsi 1 ≤ ∥T∥ < |z| et pour |z| > ∥T∥, on a

Ψ(z) = z−1

〈(
I − T

z

)−1

x | ℓ

〉
= z−1

∑
n≥0

1

zn
⟨Tnx | ℓ⟩ =

∑
n≥0

z−(n+1) ⟨Tnx | ℓ⟩ .

L’application z 7−→
∑

n≥0 z
−(n+1) ⟨Tnx | ℓ⟩ étant analytique sur C\D, on déduit par prolonge-

ment analytique que
Ψ(z) =

∑
n≥0

z−(n+1) ⟨Tnx | ℓ⟩ , |z| > 1.

Considérons maintenant l’application

h(z) = Ψ

(
1

z

)
=
∑
n≥1

zn
〈
Tn−1x | ℓ

〉
, 0 < |z| < 1.

Alors h est holomorphe sur D\{0}, et se prolonge en 0 en posant h(0) = 0. Or, d’après les
inégalités de Cauchy, ∣∣〈Tn−1x | ℓ

〉∣∣ = ∣∣∣∣∣h(n)(0)n!

∣∣∣∣∣ ≤ inf
0<r<1

M(r)

rn
,

71



avec

M(r) := sup
|z|=r

|h(z)| = sup
|z|=r

∣∣∣∣Ψ(1

z

)∣∣∣∣ = sup
|z|=r

∣∣∣∣∣
〈(

1

z
I − T

)−1

x | ℓ

〉∣∣∣∣∣
≤ sup

|z|=r

∥∥∥∥∥
(
1

z
I − T

)−1
∥∥∥∥∥ ∥x∥X ∥ℓ∥X ∗ .

Or, pour |z| = r < 1, 1
|z| > 1 et par hypothèse, il existe k ≥ 0 et c > 0 tels que∥∥∥∥∥

(
1

z
I − T

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ c

1
rk

(1r − 1)k
=

c

(1− r)k
.

On obtient finalement∣∣〈Tn−1x | ℓ
〉∣∣ ≤ c inf

0<r<1

1

(1− r)krn
∥x∥X ∥ℓ∥X ∗ et

∥∥Tn−1
∥∥ ≲ inf

0<r<1
(1− r)−kr−n.

De même, pour |z| <
∥∥T−1

∥∥−1, on a

Ψ(z) =
〈(
zT−1 − Id

)−1
T−1x | ℓ

〉
=
∑
n≥0

zn
〈
T−n−1x | ℓ

〉
.

De plus, comme σ(T−1) =
{
ζ0
}
, on a r(T−1) = 1 et donc

∥∥T−n−1
∥∥ 1

n −→
n→∞

1. L’application

z 7−→
∑

n≥0 z
n
〈
T−n−1x | ℓ

〉
étant analytique sur D, on déduit par prolongement analytique que

Ψ(z) =
∑
n≥0

zn
〈
T−n−1x | ℓ

〉
, |z| < 1.

Soit ε > 0. De la même manière que précédemment, en utilisant les inégalités de Cauchy, on
obtient qu’il existe Kε > 0 telle que

∣∣〈T−n−1x | ℓ
〉∣∣ = ∣∣∣∣∣Ψ(n)(0)

n!

∣∣∣∣∣ ≤ Kε inf
0<r<1

r−ne
ε

1−r ∥x∥X ∥ℓ∥X ∗ ,

et par suite ∥∥T−n−1
∥∥ ≲ inf

0<r<1
r−ne

ε
1−r .

D’après le lemme 3.11, on obtient alors
∥∥Tn−1

∥∥ ≲ nk et
∥∥T−n−1

∥∥ ≲ e3
√
ε
√
n pour n −→ ∞ d’où

∥Tn∥ = O(nk) et log
∥∥T−n∥∥ = o(

√
n), n −→ ∞.

Finalement, d’après le théorème d’Atzmon 0.9, on conclut que (T − ζ0I)
k = 0.

3.2 Résultats de cyclicité

3.2.1 Cyclicité et lien avec le théorème de la Couronne

Rappelons ici la question 0.3 soulevée par Brown et Shields dans [26], dont nous savons que la
réponse est positive dans certains espaces tels que l’espace de Dirichlet classique D ou certains
espaces de Dirichlet pondérés Dα, de Dirichlet-Besov Dp

α et de Dirichlet harmoniques Dµ.

Question 3.13. Soit E un espace de Banach de fonctions analytiques sur D. Soient f, g ∈ E
avec g un vecteur cyclique pour S et vérifiant |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ D. Alors f est-il
cyclique pour S ?
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Théorème 3.14. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses
(H4) à (H6). Alors il existe N ∈ N∗ tel que pour tout f, g ∈ A vérifiant |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout
z ∈ D, on a [gN ]X ⊂ [f ]X .

Démonstration. La preuve s’inspire largement de [41, Theorem 2.5]. Soit λ ∈ C∗. Définissons

δλ := inf
z∈D

{|1− λg(z)|+ |f(z)|} .

Soit z ∈ D. Remarquons alors que, si |g(z)| ≤ 1
2|λ| , on a |1− λg(z)| ≥ 1− |λ| |g(z)| ≥ 1− 1

2 = 1
2 .

D’autre part, si |g(z)| ≥ 1
2|λ| , alors par hypothèse |f(z)| ≥ |g(z)| ≥ 1

2|λ| . Ainsi, on obtient

δλ ≥ min

(
1

2
,

1

2 |λ|

)
> 0.

Posons maintenant Mλ = ∥1− λg∥A + ∥f∥A. Alors, pour tout z ∈ D, on a

0 <
δλ
Mλ

≤ |1− λg(z)|+ |f(z)|
Mλ

et
∥∥∥∥1− λg

Mλ

∥∥∥∥
A
+

∥∥∥∥ f

Mλ

∥∥∥∥
A
= 1.

D’après (H6), il existe des constantes C > 0 et A ≥ 1 et des fonctions G̃λ, F̃λ ∈ A telles que

(1− λg)
G̃λ
Mλ

+ f
F̃λ
Mλ

≡ 1 sur D et
∥∥∥G̃λ∥∥∥

A
,
∥∥∥F̃λ∥∥∥

A
≤
CMA

λ

δAλ
.

En posant Gλ = G̃λ
Mλ

∈ A et Fλ = F̃λ
Mλ

∈ A, on obtient

(1− λg)Gλ + fFλ ≡ 1 sur D et ∥Gλ∥A , ∥Fλ∥A ≤
CMA−1

λ

δAλ
. (3.3)

Supposons tout d’abord, sans perte de généralité, que l’idéal fermé If de A défini par (3.2) est
un idéal propre de A (sinon, d’après le lemme 3.8, le résultat est trivial). Introduisons alors
l’application quotient Π : A −→ A/If où l’espace quotient

A/If := {Π(g) = g + If : g ∈ A}

est muni de la norme usuelle quotient

∥Π(g)∥A/If := dist(g, If ) = inf
h∈If

∥g − h∥A , g ∈ A.

Rappelons que
(
A/If , ∥·∥A/If

)
est une algèbre de Banach. D’après (3.3) et en utilisant que

fFλ ∈ If , on a Π(1− λg)Π(Gλ) = Π(1). Par suite, Π(1− λg) est inversible pour tout λ ∈ C∗ et
on a Π(1− λg)−1 = Π(Gλ). En particulier, on obtient que

∥∥Π(1− λg)−1
∥∥
A/If

= ∥Π(Gλ)∥A/If ≤ ∥Gλ∥A ≲
MA−1
λ

δAλ
.

Soit ℓ ∈ (A/If )∗, ℓ ̸≡ 0, et définissons φ(λ) =
〈
Π(1− λg)−1 | ℓ

〉
pour λ ∈ C. On a alors que φ

est une fonction entière i.e. φ ∈ Hol(C). De plus, si |λ| > 1, alors δλ ≥ 1
2|λ| et

|φ(λ)| ≲
∥∥Π(1− λg)−1

∥∥
A/If

≲MA−1
λ |λ|A .

Puisque Mλ ≤ 1 + |λ| ∥g∥A + ∥f∥A, on obtient

|φ(λ)| = O(|λ|2A−1), |λ| −→ ∞. (3.4)
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On peut supposer sans perte de généralité que g ̸≡ 0, car sinon le résultat est trivial. Pour
|λ| < ∥g∥−1

A , on a

(1− λg)−1 =
∑
n≥0

λngn,

et
φ(λ) =

∑
n≥0

λn ⟨Π(gn) | ℓ⟩ .

D’après (3.4) et le théorème de Liouville, il vient que pour tout n > 2A−1, on a ⟨Π(gn) | ℓ⟩ = 0.
En particulier, pour N = [2A] > 0, on obtient

〈
Π(gN ) | ℓ

〉
= 0. Ceci étant vrai pour tout

ℓ ∈ (A/If )∗, ℓ ̸≡ 0, on déduit en particulier que Π(gN ) = 0 et gN ∈ If . On conclut enfin avec le
lemme 3.8 que gN ∈ [f ]X et finalement [gN ]X ⊂ [f ]X .

Remarque 3.15. Notons que nous pouvons choisir N = [2A] dans le théorème précédent, où
A ≥ 1 est la constante donnée dans le contrôle des solutions du théorème de la couronne (H6).

Corollaire 3.16. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses
(H4) à (H6). Soient f ∈ A et g ∈ A ∩ M(X ) vérifiant que pour tout z ∈ D, |g(z)| ≤ |f(z)|.
Supposons que g est cyclique pour S dans X . Alors f est cyclique pour S dans X .

Démonstration. Puisque g ∈ M(X ) est cyclique pour S dans X , on obtient que gm est cyclique
pour S dans X pour tout m ∈ N∗ d’après le corollaire 3.6. De plus, d’après le théorème 3.14, il
existe N ∈ N∗ tel que [gN ]X ⊂ [f ]X . Or, en particulier, gN est cyclique pour S dans X , donc
[gN ]X = X et [f ]X = X . Ainsi, f est cyclique pour S dans X .

Corollaire 3.17. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses
(H4) à (H6). Soit f ∈ A telle que inf

z∈D
|f(z)| > 0. Alors f est cyclique pour S dans X .

Démonstration. Notons δ = inf
z∈D

|f(z)| > 0. Puisque P est dense dans X d’après (H3), la fonction

constante g = δχ0 est cyclique pour S dans X . De plus, g ∈ M(X ). On obtient donc la cyclicité
de f pour S dans X d’après le corollaire 3.16.

Le résultat suivant permet d’obtenir le même résultat que le théorème 3.14 avec une hypothèse
plus faible que l’estimation |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ D.

Théorème 3.18. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses
(H4) à (H6). Soient f, g ∈ A telles que Re(g) ≥ 0 et telles qu’il existe γ > 1 tel que

|g(z)| ≤
(
log

∥f∥A
|f(z)|

)−γ
, z ∈ D.

Alors on a [g]X ⊂ [f ]X .

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 3.14 en remplaçant le théorème
de Liouville par un principe de Phragmén-Lindelöf pour un secteur angulaire, qui permet de
contrôler le module d’une fonction analytique sur un ouvert non borné sous contrainte.

Remarque 3.19. Notons que ce dernier théorème apparaît dans [41] dans le cas où X = Dp
α et

A = Dp
α ∩A(D), et la preuve s’adapte à notre contexte plus général.
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3.2.2 Cyclicité et lien avec le théorème d’Atzmon

Le théorème suivant, second résultat principal de ce chapitre, correspond à un analogue dans
A de celui de Kellay-Le Manach-Zarrabi dans Dp

α donné par [75].

Théorème 3.20. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et A vérifiant les hypothèses
(H4) à (H8). Supposons qu’il existe ζ0 ∈ T tel que z − ζ0 est cyclique pour S dans X . Soit
f ∈ A∩A(D) une fonction extérieure telle que l’ensemble de ses zéros Z(f) = {ζ0}. Alors f est
cyclique pour S dans X .

Démonstration. La preuve s’inspire largement de [41, Theorem 1.1]. Tout d’abord, puisque f est
extérieure, on a (1− |z|) log |f(z)| −→

|z|→1−
0 d’après [97]. Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe

cε > 0 telle que pour tout z ∈ D,

|f(z)| ≥ cε exp

(
− ε

2(1− |z|)

)
. (3.5)

Soit λ ∈ C, |λ| ≠ 1. Définissons

δλ := inf
z∈D

{|z − λ|+ |f(z)|} .

Alors, si |z − λ| ≤ |1−|λ||
2 , on a

|1− |λ||
2

≥ ||z| − |λ|| = |1− |λ|+ |z| − 1| ≥ |1− |λ|| − |1− |z|| ,

d’où 1− |z| ≥ |1−|λ||
2 . Par suite, pour |z − λ| ≤ |1−|λ||

2 , d’après (3.5), on a

|f(z)| ≥ cε exp

(
− ε

2(1− |z|)

)
≥ cε exp

(
− ε

|1− |λ||

)
.

On déduit donc en particulier que

δλ ≥ min

(
cε exp

(
− ε

|1− |λ||

)
,
|1− |λ||

2

)
> 0. (3.6)

Posons maintenant Mλ = ∥χ1 − λ∥A + ∥f∥A, où d’après (H7), χ1 − λ ∈ A. Alors, pour tout
z ∈ D,

0 <
δλ
Mλ

≤
∣∣∣∣z − λ

Mλ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(z)Mλ

∣∣∣∣ et
∥∥∥∥χ1 − λ

Mλ

∥∥∥∥
A
+

∥∥∥∥ f

Mλ

∥∥∥∥
A
= 1.

D’après (H6), il existe des constantes C > 0 et A ≥ 1 et des fonctions G̃λ, F̃λ ∈ A telles que

(z − λ)

Mλ
G̃λ +

f

Mλ
F̃λ ≡ 1 sur D et

∥∥∥G̃λ∥∥∥
A
,
∥∥∥F̃λ∥∥∥

A
≤ C

MA
λ

δAλ
.

Posons maintenant Gλ := G̃λ
Mλ

∈ A et Fλ := F̃λ
Mλ

∈ A. On obtient donc

(z − λ)Gλ + fFλ ≡ 1 sur D et ∥Gλ∥A , ∥Fλ∥A ≤ C
MA−1
λ

δAλ
. (3.7)

Supposons tout d’abord, sans perte de généralité, que l’idéal fermé If de A défini par (3.2) est
un idéal propre de A (sinon, d’après le lemme 3.8 et (H7), on obtient immédiatement la cyclicité
de f). Considérons alors l’application quotient Π : A −→ A/If et l’opérateur

T : Π(g) ∈ A/If 7−→ Π(z)Π(g) ∈ A/If .

L’idée est alors d’appliquer à T le corollaire 3.12, en montrant notamment que T vérifie les trois
conditions suivantes.
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1. σ(T ) = {ζ0} ;
2. Il existe k ≥ 0 et c > 0 tels que

∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≤ c |λ|k

(|λ| − 1)k
, |λ| > 1;

3. Pour tout ε > 0, il existe Kε > 0 telle que∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≤ Kεe

ε
1−|λ| , |λ| < 1.

Procédons alors étape par étape.
1. Puisque T est l’opérateur de multiplication par Π(z) sur l’algèbre de Banach A/If , vérifions

tout d’abord que σ(T ) ⊂ σ(Π(z)). Rappelons que

σ(Π(z)) := {λ ∈ C : Π(z)− λΠ(1) non inversible dans A/If}.

Pour λ ∈ C\σ(Π(z)), il existe alors a ∈ A/If tel que

(Π(z)− λΠ(1))a = a(Π(z)− λΠ(1)) = Π(1).

Or T =MΠ(z) et IdA/If =MΠ(1) d’où (T−λId)Ma =Ma(T−λId) = Id et donc λ /∈ σ(T ).
Puisque σ(T ) ̸= ∅, il reste donc à montrer que σ(Π(z)) ⊂ {ζ0}. Prenons µ ∈ C\{ζ0}.
Puisque z 7−→ |z − µ| + |f(z)| est holomorphe sur D et continue sur D, on déduit qu’il
existe z0 ∈ D tel que

inf
z∈D

{|z − µ|+ |f(z)|} = |z0 − µ|+ |f(z0)| =: δ.

De plus, en utilisant que µ ̸= ζ0 et Z(f) = {ζ0}, on obtient alors δ > 0. D’après (H6),
il existe des fonctions g1, g2 ∈ A telles que (z − µ)g1 + fg2 ≡ 1 sur D. En particulier,
on obtient (Π(z) − µΠ(1))Π(g1) = Π(1) et on a que Π(z) − µΠ(1) est inversible dans
A/If . Finalement, µ ∈ C\σ(Π(z)) puis C\{ζ0} ⊂ C\σ(Π(z)) et σ(Π(z)) ⊂ {ζ0}. Ainsi,
σ(T ) ⊂ {ζ0} et nécessairement σ(T ) = {ζ0}.

Puisque (T − λI)−1 est l’opérateur de multiplication par (Π(z)− λΠ(1))−1 sur A/If , on a∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≤

∥∥(Π(z)− λΠ(1))−1
∥∥
A/If

=
∥∥Π((z − λ)−1)

∥∥
A/If

.

2. Soit |λ| > 1. D’après le lemme 3.9, on a (z − λ)−1 ∈ A et donc

∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≤

∥∥(z − λ)−1
∥∥
A ≲

|λ|p+1

(|λ| − 1)p+1
.

3. Soit |λ| < 1. D’après (3.7), on a Π(z − λ)Π(Gλ) = Π(1). Donc (Π(z)− λΠ(1))−1 = Π(Gλ)
et ∥∥(T − λI)−1

∥∥ ≤ ∥Π(Gλ)∥A/If ≤ ∥Gλ∥A ≤ C
MA−1
λ

δAλ
.

Or, pour |λ| < 1, on a ∥f∥A ≤Mλ ≤ 1 + ∥χ1∥A + ∥f∥A ce qui donne∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≲

1

δAλ
.

En remarquant maintenant que

2cε
1− |λ|

exp

(
− ε

1− |λ|

)
−→

|λ|→1−
0,
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on a que pour tout ε > 0, il existe K ′
ε > 0 telle que pour tout λ ∈ D,

2cε
1− |λ|

exp

(
− ε

1− |λ|

)
≤ K ′

ε,

et ainsi
cε
K ′
ε

exp

(
− ε

1− |λ|

)
≤ 1− |λ|

2
.

Ainsi, d’après (3.6), on obtient que

δλ ≥ K ′′
ε exp

(
− ε

1− |λ|

)
, K ′′

ε = min

(
cε,

cε
K ′
ε

)
> 0.

Finalement, on déduit que∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≲

1

K ′′A
ε

exp

(
Aε

1− |λ|

)
.

En remplaçant sans perte de généralité ε par ε
A , on obtient le résultat souhaité.

Ainsi, T vérifie les hypothèses du corollaire 3.12 d’où (T − ζ0I)
p+1 = 0. Autrement dit,

(Π(z)− ζ0Π(1))
p+1 = Π((z − ζ0)

p+1) = 0,

et donc (z − ζ0)
p+1 ∈ If ⊂ [f ]X d’après le lemme 3.8. Or, puisque z − ζ0 est cyclique pour S

dans X , on obtient la cyclicité de (z− ζ0)
p+1 par le corollaire 3.6. Finalement, [f ]X = X et f est

cyclique pour S dans X .

Pour finir cette partie, remarquons que l’hypothèse de cyclicité de z−ζ0 pour ζ0 ∈ T est liée au
spectre ponctuel σP (S∗) de S∗, adjoint de S : X −→ X , et également à la propriété de bornitude
de l’évaluation en ζ0 : un point ζ ∈ T est un point d’évaluation borné pour X s’il existe une
constante C > 0 telle que pour tout p ∈ P,

|p(ζ)| ≤ C ∥p∥X .

Puisque les polynômes sont denses dans X d’après (H3), cette inégalité signifie que la fonctionnelle
p 7−→ p(ζ) s’étend de manière unique en une forme linéaire continue sur X .

Lemme 3.21. Soient X vérifiant les hypothèses (H1) à (H3) et ζ ∈ T. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. Le point ζ ∈ σP (S
∗).

2. Le point ζ est un point d’évaluation borné pour X .
3. La fonction z − ζ n’est pas cyclique pour S dans X .

Démonstration.
1 =⇒ 2 : Soit ζ ∈ σP (S

∗). Alors il existe kζ ∈ X ∗, kζ ̸≡ 0, tel que S∗kζ = ζkζ . En particulier,
pour tout k ≥ 0, on a d’une part 〈

zk | S∗kζ

〉
=
〈
zk+1 | kζ

〉
,

et d’autre part, on a 〈
zk | S∗kζ

〉
=
〈
zk | ζkζ

〉
= ζ

〈
zk | kζ

〉
.

D’où, pour tout k ≥ 0,
〈
zk+1 | kζ

〉
= ζ

〈
zk | kζ

〉
et par récurrence, on a que〈

zk | kζ
〉
= ζk ⟨1 | kζ⟩ .
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Remarquons que ⟨1 | kζ⟩ ̸= 0. En effet, si c’était le cas, alors
〈
zk | kζ

〉
= 0 et par densité de

P dans X par (H3), kζ = 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que ⟨1 | kζ⟩ = 1 et on
obtient donc que 〈

zk | kζ
〉
= ζk, k ≥ 0.

Finalement, par linéarité, on obtient que pour tout p ∈ P, ⟨p | kζ⟩ = p(ζ) d’où

|p(ζ)| ≤ ∥kζ∥X ∗ ∥p∥X .

2 =⇒ 3 : Supposons qu’il existe C > 0 telle que pour tout p ∈ P, on a |p(ζ)| ≤ C ∥p∥X . Supposons
de plus que z − ζ est cyclique pour S dans X . Soit ε > 0. Alors il existe un polynôme q tel que
∥(z − ζ)q − 1∥X ≤ ε. Considérons le polynôme p = (z − ζ)q − 1 et remarquons que p(ζ) = −1.
Ainsi, il vient que

|p(ζ)| = 1 ≤ Cε,

ce qui est une contradiction lorsque ε est suffisamment petit. Donc z− ζ n’est pas cyclique pour
S dans X .
3 =⇒ 1 : Supposons que z − ζ n’est pas cyclique pour S dans X . Alors d’après un théorème de
Hahn-Banach, il existe φ ∈ X ∗, φ ̸≡ 0, tel que φ s’annule sur [z − ζ]X . En particulier, pour tout
k ≥ 0, on a 〈

zk | S∗φ− ζφ
〉
=
〈
zk(z − ζ) | φ

〉
= 0.

Par linéarité, on obtient que pour tout p ∈ P, on a

⟨p | S∗φ− ζφ⟩ = 0.

Puisque P est dense dans X , on obtient S∗φ = ζφ. Finalement, comme φ ̸≡ 0, on en déduit que
ζ ∈ σP (S

∗).

3.3 Quelques exemples concrets

Le but de cette dernière section, en guise d’applications, est d’expliciter quelques exemples
importants d’espaces vérifiant les différentes hypothèses (H1) à (H8) et d’en déduire quelques
résultats de cyclicité propres à ces espaces.

3.3.1 Espaces de De Branges-Rovnyak

Soit X = H(b) l’espace de De Branges-Rovnyak associé à b un point non-extrême de la boule
unité fermée de H∞ (voir le chapitre 1 section 1.3). Le chapitre 2 était consacré à l’étude de la
cyclicité de l’opérateur du shift S restreint à H(b) noté Sb. L’idée est ici d’appliquer les résultats
précédents dans ce contexte particulier et formuler ainsi d’autres conditions de cyclicité pour
Sb. Tout d’abord, nous avons déjà vu que lorsque b est non-extrême, H(b) vérifie les hypothèses
(H1), (H2) et (H3). Considérons maintenant A = M(H(b)) ⊂ H∞ ∩ H(b), l’algèbre de Banach
des multiplicateurs de H(b). Alors A vérifie évidemment (H4a) (et donc (H4)), (H5) d’après le
lemme 3.2 et (H7).

Nous obtenons directement, avec le théorème 3.14 et le corollaire 3.16, le résultat suivant.

Théorème 3.22. Soit b un point non-extrême de la boule unité fermée de H∞. Supposons que
H(b) vérifie l’hypothèse (H6). Soient f, g ∈ M(H(b)) vérifiant |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ D.
Alors

1. Il existe N ∈ N∗ tel que [gN ]H(b) ⊂ [f ]H(b).

2. De plus, si g est cyclique pour Sb dans H(b), alors f est cyclique pour Sb dans H(b).
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Démonstration. Puisque H(b) vérifie les hypothèses (H1) à (H3) et M(H(b)) vérifie les hypothèses
(H4) à (H6), il suffit d’appliquer respectivement le théorème 3.14 et le corollaire 3.16.

Il vient alors la question naturelle suivante, portant sur l’espace H(b) et son espace de multi-
plicateurs.

Question 3.23. Peut-on caractériser les points non-extrêmes b de la boule unité fermée de H∞

tels que M(H(b)) vérifie (H6) ?

Dans [60], E. Fricain, A. Hartmann, W.T. Ross et D. Timotin ont montré que lorsque b est
une fraction rationnelle de la boule unité fermée de H∞ (mais n’est pas un produit de Blaschke
fini), la réponse à la question est positive. Plus précisément, si b est une fraction rationnelle de
la boule unité fermée de H∞ (mais n’est pas un produit de Blaschke fini), alors la fonction a
associée à b est aussi une fraction rationnelle (sans zéros dans D). On peut alors décomposer a
sous la forme a = a1a

#
1 avec a1 un polynôme qui contient les zéros distincts de a sur T notés

(ζk)1≤k≤n et de multiplicités associées (mk)1≤k≤n :

a1(z) =

n∏
k=1

(z − ζk)
mk , z ∈ D, (3.8)

et a#1 , (a
#
1 )

−1 ∈ A(D). Comme ∥b∥∞ = 1, on a nécessairement que {ζk : 1 ≤ k ≤ n} ≠ ∅.
Rappelons également que dans ce cas, M(H(b)) = H∞ ∩ H(b) (voir [53]). Il a été montré dans
[60] que M(H(b)) vérifie (H6) avec A = 2 +N + ε pour ε > 0 et N =

∑n
k=1mk.

Revenons au cas général, et rappelons la notion de dérivée angulaire qui nous sera utile pour
le résultat suivant. Nous dirons que b a une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en ζ ∈ T
si b et b′ ont une limite non-tangentielle en ζ et |b(ζ)| = 1. Notons par E0(b) l’ensemble de tous
ces points :

E0(b) := {ζ ∈ T : b a une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en ζ}.

Rappelons ici à juste titre que f admet L comme
limite non-tangentielle au point ζ0 ∈ T si, pour C ≥ 1
fixé,

lim
z→ζ0

z∈SC (ζ0)

f(z) = L,

où la région de Stolz SC(ζ0) de sommet ζ0 ∈ T et
d’amplitude C ≥ 1 est définie par

SC(ζ0) =

{
z ∈ D :

|z − ζ0|
1− |z|

≤ C

}
.

Si tel est le cas, on notera L = f(ζ0) la valeur au bord
et

lim
z→ζ0

∢

f(z) := f(ζ0).

ζ0

SC(ζ0)

Il est connu que pour ζ ∈ T, toute fonction f ∈ H(b) a une limite non-tangentielle en ζ si
et seulement si ζ ∈ E0(b). Aussi, d’après [58, Theorem 21.1], si ζ ∈ E0(b), alors il existe une
constante C > 0 telle que

|f(ζ)| ≤ C ∥f∥b , f ∈ H(b). (3.9)
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Enfin, d’après [58, Theorem 28.37], pour ζ ∈ T, nous avons aussi (où ici S∗
b désigne l’adjoint

banachique de Sb) que
ζ ∈ σP (S

∗
b ) si et seulement si ζ ∈ E0(b). (3.10)

Nous obtenons alors, avec le théorème 3.20, le résultat suivant.

Corollaire 3.24. Soit b un point non-extrême de la boule unité fermée de H∞. Supposons que
M(H(b)) vérifie les hypothèses (H6) et (H8). Soit f ∈ M(H(b)) ∩ A(D) et supposons que, pour
un certain ζ0 ∈ T, Z(f) = {ζ0}. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction f est cyclique pour Sb.
2. La fonction f est extérieure et ζ0 /∈ E0(b).

Démonstration.
1 =⇒ 2 : On a déjà vu que si f est cyclique dans H(b), alors f est une fonction extérieure d’après
le lemme 2.2. Soit ε > 0. Alors il existe p ∈ P tel que ∥pf − 1∥b ≤ ε. Supposons par l’absurde
que ζ0 ∈ E0(b). Alors, d’après (3.9), on obtient

|p(ζ0)f(ζ0)− 1| ≤ C ∥pf − 1∥b ≤ Cε.

Or, par hypothèse, f(ζ0) = 0 et on obtient 1 ≤ Cε, une absurdité pour un ε suffisamment petit.
2 =⇒ 1 : Supposons que f est une fonction extérieure avec Z(f) = {ζ0} où ζ0 /∈ E0(b). Alors, on
a ζ0 /∈ σP (S

∗
b ) d’après (3.10). Donc la fonction z− ζ0 est cyclique pour Sb d’après le lemme 3.21.

Puisque H(b) vérifie (H1) à (H3) et M(H(b)) vérifie (H4) à (H8), on a la cyclicité de f pour Sb
d’après le théorème 3.20.

Il vient alors la question naturelle suivante, portant sur l’espace H(b) et l’hypothèse (H8).

Question 3.25. Peut-on caractériser les points non-extrêmes b de la boule unité fermée de H∞

tels que M(H(b)) vérifie (H8) ?

Encore une fois, nous pouvons donner une réponse positive dans le cas où b est une fraction
rationnelle (mais n’est pas une fonction intérieure).

Proposition 3.26. Soit b une fraction rationnelle (qui n’est pas une fonction intérieure) dans
la boule unité fermée de H∞. Alors il existe une constante C > 0 et un entier p ∈ N tels que
pour tout n ∈ N,

∥χn∥M(H(b)) ≤ Cnp.

Démonstration. Remarquons que d’après le lemme 3.2, on a

∥χn∥M(H(b)) ≲ ∥χn∥∞ + ∥χn∥b = 1 + ∥χn∥b .

Il est alors suffisant de montrer que ∥χn∥b ≲ np. Considérons pour ce faire b
a ∈ Hol(D) et son

développement en série entière donné par

b(z)

a(z)
=
∑
j≥0

cjz
j , |z| < 1.

Alors, d’après [58, Theorem 24.12], on a

∥χn∥2b = 1 +

n∑
j=0

|cj |2 ,

et les inégalités de Cauchy donnent

|cj | =

∣∣∣∣∣( ba)(j)(0)j!

∣∣∣∣∣ ≤ inf
0<r<1

M(r)

rj
,
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où, pour 0 < r < 1,

M(r) = sup
|z|=r

∣∣∣∣ b(z)a(z)

∣∣∣∣ .
D’après la factorisation de a donnée par (3.8), pour |z| = r < 1, on a

|a(z)| ≳ |a1(z)| =
n∏
i=1

|z − ζi|mi ≥
n∏
i=1

(|ζi| − |z|)mi = (1− r)N .

D’où M(r) ≲ (1− r)−N . Ainsi, d’après le lemme 3.11,

|cj | ≲ inf
0<r<1

(1− r)−Nr−j ≲ jN , j −→ ∞.

On obtient que

n∑
j=0

|cj |2 ≲
n∑
j=0

j2N ≤ n2N+1 et ∥χn∥b ≲
√
1 + n2N+1 ≲ nN+1.

3.3.2 Espaces de Dirichlet-Besov

Soit X = Dp
α avec p ≥ 1 et α > −1 l’espace de Dirichlet-Besov défini, pour dA(z) = 1

πdxdy,
par

Dp
α :=

{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥pDp

α
:= |f(0)|p + (1 + α)

∫
D

∣∣f ′(z)∣∣p (1− |z|2)α dA(z) <∞
}
. (3.11)

Remarquons que pour p = 2 et α = 1, Dp
α = H2 et pour p = 2 et α = 0, Dp

α = D. Rappelons que

• si 1 < p < α+ 1, alors Hp est continûment inclus dans Dp
α et toute fonction extérieure est

cyclique pour le shift dans Dp
α d’après [75, Proposition 3.1]. Notons qu’ici Dp

α = Ap
α−p(D)

où Aα
p (D) désigne l’espace de Bergman pondéré défini par (1.7).

• si p > α + 2, alors Dp
α est continûment inclus dans H∞ et plus précisément Dp

α ⊂ A(D),
l’algèbre du disque. Il suit alors que Dp

α devient une algèbre de Banach et que les seules
fonctions extérieures cycliques pour S sont les fonctions inversibles. En particulier, toute
fonction qui s’annule au moins une fois dans D n’est donc pas cyclique pour S dans Dp

α

(voir [48, 75]).

Nous allons donc supposer dans la suite que α + 1 ≤ p ≤ α + 2. Considérons A := Dp
α ∩ A(D)

munit de la norme
∥f∥pA := ∥f∥p∞ +

∫
D

∣∣f ′(z)∣∣p (1− |z|2)α dA(z).

On vérifie facilement que A est une algèbre de Banach. Le résultat suivant montre la convergence
des sommes de Féjer associées à f ∈ A vers f dans A, et en particulier dans Dp

α. Nous pouvons
nous référer aussi à [72], mais nous donnons ici une preuve claire et complète.

Lemme 3.27. Soit p > 1 tel que α+ 1 ≤ p ≤ α+ 2. Alors, pour tout f ∈ A, on a

∥σn(f)− f∥A −→
n→∞

0,

où (σn(f))n≥1 est la suite des sommes de Fejér associées à f définie, pour tout n ≥ 1, par

σn(f) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f), Sk(f)(t) =

k∑
ℓ=−k

cl(f)e
ilt.
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Démonstration. Soit f ∈ A = Dp
α ∩ A(D). Pour r ∈]0, 1[, notons fr la fonction définie par

fr(e
iθ) = f(reiθ) pour θ ∈]0, 2π]. Alors fr ∈ C∞(T) et f ′r ∈ C(T). En particulier, f ′r ∈ L∞(T) et

f ′r ∈ Lp(T) pour tout p ≥ 1. D’après le théorème de convergence de Féjer, pour 0 < r < 1, on a∥∥σn(f ′r)− f ′r
∥∥
p
−→
n→∞

0 et
∥∥σn(f ′r)∥∥p ≤ ∥∥f ′r∥∥p . (3.12)

Ce dernier théorème indique aussi que ∥σn(f)− f∥∞ −→
n→∞

0. Il suffit alors de montrer que

∥σn(f)− f∥pDp
α

−→
n→∞

0. On a

∥σn(f)− f∥pDp
α
=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣(σn(f)− f)′
∣∣p (reiθ)(1− r2)αr drdθ

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣σn(f)′ − f ′
∣∣p (reiθ)(1− r2)αr drdθ

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣σn(fr)′ − f ′r
∣∣p (eiθ)(1− r2)αr drdθ.

D’après le théorème de Fubini, et en utilisant que σn(fr)′ = σn(f
′
r), on obtient que

∥σn(f)− f∥pDp
α
=

∫ 1

0
r(1− r2)α

∥∥σn(f ′r)− f ′r
∥∥p
p
dr.

Posons maintenant l’application hn définie par hn(r) = r(1−r2)α ∥σn(f ′r)− f ′r∥
p
p pour 0 < r < 1.

Alors, d’après (3.12), |hn(r)| = hn(r) ≤ r(1− r2)α2p ∥f ′r∥
p
p =: h(r). Dans ce cas,∫ 1

0
|h(r)| dr =

∫ 1

0
r(1− r2)α2p

(∫ 2π

0

∣∣∣f ′(reiθ)∣∣∣p dθ) dr ≍ 2p ∥f∥pDp
α
.

Donc h ∈ L1([0, 1]) et d’après le théorème de convergence dominée, on obtient d’après (3.12) que

lim
n→∞

∥σn(f)− f∥pDp
α
= lim

n→∞

∫ 1

0
hn(r) dr =

∫ 1

0
lim
n→∞

hn(r) dr = 0.

Le résultat suit par définition de la norme de f dans A.

Lemme 3.28. Soit p > 1 tel que α+1 ≤ p ≤ α+2. Alors Dp
α vérifie les hypothèses (H1) à (H3)

et A vérifie les hypothèses (H4) à (H8).

Démonstration. Il est bien connu que Dp
α vérifie (H1) à (H3) ([8, 70, 105, 109]). Vérifions mainte-

nant que A satisfait les points (H4) à (H8). Tout d’abord, A vérifie (H4) et en particulier (H4b)
car on a évidemment que A ⊂ Dp

α et on déduit la densité des polynômes dans A d’après le lemme
3.27. Il est clair que (H5) est vérifiée puisque pour tous f ∈ A et λ ∈ D, on a

|f(λ)| ≤ ∥f∥∞ = ∥f∥A(D) ≤ ∥f∥A .

Le fait que A vérifie (H6) avec la constante A ≥ 4 est un résultat profond de Tolokonnikov dans
[105]. Montrons enfin que (H7) et (H8) sont également vérifiées. Remarquons que (H7) est claire
puisque ∥χ1∥∞ = 1 et 1 ∈ Lp(D, dAα). De plus, on a

∥χn∥pA = ∥χn∥p∞ +

∫
D

∣∣χ′
n(z)

∣∣p (1− |z|2)α dA(z)

= 1 + np
∫
D
|z|(n−1)p (1− |z|2)α dA(z)

≤ 1 + np
∫ 2π

0

∫ 1

0
(1− r2)αr dr

dθ

2π

≤ 1 + np
∫ 1

0
(1− r)α dr ≤ 1 +

np

α+ 1
,

ce qui prouve que la dernière hypothèse (H8) est vérifiée.
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Remarque 3.29. Sans les majorations brutes effectuées dans la preuve précédente de (H8),
nous avons en particulier que∫

D
|z|(n−1)p (1− |z|2)α dA(z) ≍ 2B(xn, y),

avec B la fonction Bêta d’Euler et xn = (n − 1)p + 2 et y = α + 1. En utilisant le lien avec
la fonction Gamma d’Euler Γ donné par B(xn, y) =

Γ(xn)Γ(y)
Γ(xn+y)

et l’équivalent par la formule de

Stirling Γ(z) ∼ zz−
1
2 ez

√
2π pour |arg z| < π, nous obtenons que

∥χn∥pA ≲ 1 + np
1

nα+1
≲ np−α−1.

En effet, nous avons que

B(xn, y) ∼
(x
xn− 1

2
n exn

√
2π)(yy−

1
2 ey

√
2π)

(xn + y)xn+y−
1
2 exn+y

√
2π

=
√
2π

x
xn− 1

2
n yy−

1
2

(xn + y)xn+y−
1
2

.

Or, il vient que yy−
1
2 = exp

(
y ln(y − 1

2)
)
= exp

(
(α+ 1) ln(α+ 1

2)
)
> 0 ne dépend pas de n et

x
xn− 1

2
n

(xn + y)xn+y−
1
2

= exp

(
(xn −

1

2
) ln(xn)− (xn + y − 1

2
) ln(xn + y)

)
= exp

(
(xn −

1

2
) ln(xn)− (xn + y − 1

2
)

[
ln(xn) + ln

(
1 +

y

xn

)])
= exp (−y ln(xn)) exp

(
−(xn + y − 1

2
) ln

(
1 +

y

xn

))
≲

1

xyn
∼ 1

(np)y
≲

1

nα+1
.

Nous obtenons ainsi une autre borne supérieure de ∥χn∥A, prouvant d’une autre manière (H8).

Finalement, en utilisant respectivement le théorème 3.14 avec le corollaire 3.16 et le théorème
3.20, nous retrouvons deux résultats de Egueh-Kellay-Zarrabi de [41], grâce au lemme 3.28.

Théorème 3.30 (Egueh-Kellay-Zarrabi). Soit p > 1 tel que α+ 1 ≤ p ≤ α+ 2. Supposons que
f, g ∈ Dp

α ∩A(D) vérifient |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ D. Alors
1. Il existe N ∈ N∗ tel que [gN ]Dp

α
⊂ [f ]Dp

α
.

2. De plus, si g est cyclique pour S dans Dp
α, alors f est cyclique pour S dans Dp

α.

Remarque 3.31. Notons que ce dernier résultat est une extension d’un résultat de Brown-
Shields de [26], qui ont fait l’étude pour l’espace classique de Dirichlet D et l’espace de Dirichlet
pondéré Dα. Nous pouvons également nous référer à [3] pour l’application de ce résultat aux
espaces Hw définis, pour w ∈ C2([0, 1[) une fonction positive et intégrable, par

Hw :=

{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥2w := |f(0)|2 +

∫
D

∣∣f ′(z)∣∣2w(|z|) dA(z) <∞
}
,

qui généralisent le cas de D ou Dα (avec des hypothèses supplémentaires sur w).

Théorème 3.32 (Egueh-Kellay-Zarrabi). Soit p > 1 tel que α+1 ≤ p ≤ α+2. Soit f ∈ Dp
α∩A(D)

une fonction extérieure telle que Z(f) = {ζ0} pour un certain ζ0 ∈ T. Alors f est cyclique pour
S dans Dp

α.

Démonstration. Il est connu que pour tout ζ ∈ T, z− ζ est cyclique pour S dans Dp
α d’après [82,

Proposition 4.3.8]. Alors, d’après le lemme 3.28, on obtient le résultat avec le théorème 3.20.
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Remarque 3.33. Notons que ce dernier résultat a également été obtenu par Kellay-Le Manach-
Zarrabi dans [75] pour α + 1 < p ≤ α + 2 avec une toute autre méthode, issue des techniques
utilisées par Hedenmalm et Shields dans [71] dans le cadre de l’espace de Dirichlet classique D.
Notons que ce théorème reste vrai en supposant que Z(f) est un ensemble dénombrable de points
de T (voir [71]).

3.3.3 Espaces de type Dirichlet

Soit µ une mesure de Borel positive et finie sur D. Définissons

Uµ(z) =

∫
D

(
log

∣∣∣∣1− wz

z − w

∣∣∣∣) dµ(w)

1− |w|2
+

∫
T

1− |z|2

|ζ − z|2
dµ(ζ), z ∈ D.

Alors Uµ est une fonction superharmonique (i.e. pour tout z ∈ D, ∂∂Uµ(z) ≤ 0) positive sur D.
L’espace de type Dirichlet D(µ) associé à µ est défini comme l’espace des fonctions analytiques
sur D vérifiant ∫

D

∣∣f ′(z)∣∣2 Uµ(z) dA(z) <∞.

Nous avons que D(µ) ⊂ H2 et si on pose

∥f∥2D(µ) := ∥f∥22 +
∫
D

∣∣f ′(z)∣∣2 Uµ(z) dA(z), f ∈ D(µ),

alors D(µ) est un espace de Hilbert à noyau reproduisant. Remarquons que si µ est supportée
par T, alors Uµ = Pµ et nous obtenons que D(µ) = Dµ l’espace de Dirichlet harmonique défini
par (1.9). Ces espaces ont notamment été étudiés par A. Aleman dans [4]. Nous allons voir
que X = D(µ) et A = M(D(µ)) entrent également dans notre cadre général, c’est-à-dire qu’ils
satisfont les hypothèses (H1) à (H8). Rappelons d’abord un théorème essentiellement du à S.
Luo de [79], bien qu’il n’est pas exactement écrit sous cette forme. Pour déduire cette version,
rappelons le théorème de la couronne version Toeplitz.

Théorème 3.34 (Ball-Trent-Vinnikov, [13]). Soit H un espace de Hilbert à noyau reproduisant
sur un domaine Ω ⊂ Cn et supposons que H satisfait la propriété de Nevanlinna-Pick complète.
Soit δ > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Si f1, f2 ∈ M(H) et
0 < δ ≤ |f1(z)|2 + |f2(z)|2 ≤ 1, z ∈ Ω,

alors il existe g1, g2 ∈ H telles que

g1f1 + g2f2 ≡ h sur Ω

et ∥gℓ∥H ≤ 1√
δ
∥h∥H pour ℓ = 1, 2.

2. Si f1, f2 ∈ M(H) et
0 < δ ≤ |f1(z)|2 + |f2(z)|2 ≤ 1, z ∈ Ω,

alors il existe g1, g2 ∈ M(H) telles que

g1f1 + g2f2 ≡ 1 sur Ω

et ∥gℓ∥M(H) ≲
1√
δ

pour ℓ = 1, 2.

La dénomination théorème de la couronne "version Toeplitz" provient du fait que si H = H2,
alors le point 1 du théorème est équivalent au fait que TfT ∗

f ≥ δIdH2 où

Tf :

{
H2 ⊕H2 −→ H2

(g1, g2) 7−→ f1g1 + f2g2
et T ∗

f h = (Tf1h, Tf2h), h ∈ H2.

Nous pouvons nous référer aussi à [108].
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Théorème 3.35 (S.Luo, [79]). Soit µ une mesure positive et finie sur D. Il existe une constante
C > 0 telle que pour tous f1, f2 ∈ M(D(µ)) vérifiant

0 < δ ≤ |f1|+ |f2| sur D et ∥f1∥M(D(µ)) + ∥f2∥M(D(µ)) ≤ 1,

il existe des fonctions g1, g2 ∈ M(D(µ)) telles que f1g1 + f2g2 ≡ 1 sur D et

∥gℓ∥M(D(µ)) ≤
C

δ4
, ℓ = 1, 2.

Démonstration. Soient f1, f2 ∈ M(D(µ)) vérifiant

0 < δ ≤ |f1|+ |f2| sur D et ∥f1∥M(D(µ)) + ∥f2∥M(D(µ)) ≤ 1.

Alors, il vient d’après [79] que, pour tout h ∈ D(µ), il existe des fonctions φ1, φ2 ∈ D(µ) telles
que f1φ1 + f2φ2 ≡ h sur D et

∥φℓ∥D(µ) ≲ δ−4 ∥h∥D(µ) , ℓ = 1, 2.

Puisque D(µ) est un espace de Hilbert à noyau reproduisant avec un noyau de Nevanlinna-Pick
complet d’après [99], il vérifie alors le théorème de la couronne Toeplitz 3.34. Ainsi, il vient
l’existence de deux fonctions g1, g2 ∈ M(D(µ)) telles que f1g1 + f2g2 ≡ 1 sur D et

∥gℓ∥M(D(µ)) ≲ δ−4, ℓ = 1, 2.

Lemme 3.36. Soit µ une mesure de Borel positive et finie sur D. Alors X = D(µ) vérifie les
hypothèses (H1) à (H3) et A = M(D(µ)) vérifie les hypothèses (H4) à (H8).

Démonstration. Il est bien connu que D(µ) vérifie les hypothèses (H1) à (H3) (voir par exemple
[4]). Par définition de M(D(µ)), A vérifie évidemment (H4a) (et donc (H4)), et les hypothèses
(H5) d’après le lemme 3.2 et (H7). De plus, A vérifie (H6) avec A ≥ 4 d’après le théorème 3.35.
Il reste donc à montrer que A vérifie (H8). Remarquons pour ce faire que, d’après [4, Theorem
IV.1.9], pour tout g ∈ D(µ), on a∫

D

∣∣g′(z)∣∣2 Uµ(z) dA(z) = ∫
D
Dz(g) dµ(z), Dz(g) =

∫
T

∣∣∣∣g(z)− g(ζ)

z − ζ

∣∣∣∣2 dm(ζ),

avec m la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Soit f ∈ D(µ). On a

∥χnf∥2D(µ) = ∥χnf∥22 +
∫
D

∣∣(χnf)′(z)∣∣2 Uµ(z) dA(z)
= ∥f∥22 +

∫
D
Dz(χnf) dµ(z).

Remarquons que

Dz(χnf) =

∫
T

∣∣∣∣znf(z)− ζnf(ζ)

z − ζ

∣∣∣∣2 dm(ζ).

Or, on a ∣∣∣∣znf(z)− ζnf(ζ)

z − ζ

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣ζn f(z)− f(ζ)

z − ζ
+ f(z)

zn − ζn

z − ζ

∣∣∣∣2
≤ 2 |f(z)|2

∣∣∣∣zn − ζn

z − ζ

∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣f(z)− f(ζ)

z − ζ

∣∣∣∣2
≤ 2n2 |f(z)|2 + 2

∣∣∣∣f(z)− f(ζ)

z − ζ

∣∣∣∣2 .
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On obtient donc que
Dz(χnf) ≤ 2n2 ∥f∥22 + 2Dz(f),

et par suite

∥χnf∥2D(µ) ≤ ∥f∥22 + 2n2µ(D) ∥f∥22 + 2

∫
D
Dz(f) dµ(z)

≤ 2 ∥f∥2D(µ) + 2n2µ(D) ∥f∥2D(µ) ≲ n2 ∥f∥2D(µ) .

Finalement, on obtient que ∥χn∥M(D(µ)) ≲ n et A vérifie (H8).

En utilisant le théorème 3.14 et le corollaire 3.16, nous retrouvons alors partiellement les
résultats de Richter-Sundberg [88, Corollary 5.5] et Aleman [4, Corollary 4.4] grâce au lemme
3.36.

Théorème 3.37. Soit µ une mesure positive et finie sur D. Supposons que f, g ∈ M(D(µ))
vérifient |g(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ D. Alors

1. Il existe N ∈ N∗ tel que [gN ]D(µ) ⊂ [f ]D(µ).

2. De plus, si g est cyclique pour S dans D(µ), alors f est cyclique pour S dans D(µ).

Remarque 3.38. Ce dernier théorème a été montré dans [88] avec N = 1 et avec des hypothèses
plus faibles : f, g ∈ D(µ) et µ une mesure sur T. Le cas avec une mesure sur D est obtenu dans
[4] avec également N = 1.

En utilisant le théorème 3.20, nous pouvons aussi formuler l’application suivante.

Théorème 3.39. Soient µ une mesure positive et finie sur D et f ∈ M(D(µ))∩A(D) une fonction
extérieure telle que Z(f) = {ζ0} pour un certain ζ0 ∈ T qui n’est pas un point d’évaluation borné
pour D(µ). Alors f est cyclique pour S dans D(µ).

Démonstration. Puisque ζ0 n’est pas un point d’évaluation borné pour D(µ), il vient que z − ζ0
est cyclique pour S dans D(µ) d’après le lemme 3.21. Il suffit alors d’appliquer le théorème 3.20
avec le lemme 3.36.

Remarque 3.40. Dans le cas où µ est une mesure positive et finie sur T, notons que O. El-
Fallah, Y. Elmadani et K. Kellay ont montré dans [46] que ζ est un point d’évaluation borné
pour D(µ) si et seulement si cµ(ζ) > 0 où cµ est la capacité de Choquet associée à D(µ). De
plus, ils ont aussi montré que pour f ∈ D(µ) telle que supp(µ) ∩ Z(f) est dénombrable,

f est cyclique pour S dans D(µ) si et seulement si f est une fonction extérieure et cµ(Z(f)) = 0.

Ceci atteste donc que, dans ces espaces, la conjecture de Brown-Shields est vraie si le support
de µ est dénombrable.
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Deuxième partie

Plongement dans des semi-groupes
d’opérateurs et de fonctions analytiques

du disque unité
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CHAPITRE 4

AUTOUR DES FONCTIONS ANALYTIQUES DU DISQUE UNITÉ

4.1 Théorie de Denjoy-Wolff et automorphismes de D

Nous renvoyons le lecteur à [22, 39, 96] pour une présentation détaillée de la théorie des fonc-
tions holomorphes du disque unité dans lui même et de la théorie de Denjoy-Wolff.

Notons Aut(D) l’ensemble des applications holomorphes et bijectives de D dans D. Ces auto-
morphismes de D sont exactement décrits par (les transformations de Möbius)

τζ,a : z ∈ D 7−→ ζ
a− z

1− az
, ζ ∈ T, a ∈ D. (4.1)

Celle-ci vérifie τζ,a(T) ⊂ T, τζ,a(D) ⊂ D et τ−1
ζ,a = τζ,ζa. Dans le cas où ζ = 1, nous noterons

τa := τ1,a où ici τ−1
a = τa.

Notons que, pour φ ∈ Aut(D), il existe ζ ∈ T et a ∈ D tels que φ = τζ,a d’après [22, Proposition
1.2.2]. De plus, remarquons que φ = τζ,a ∈ Hol

(
D
(
0, 1a
))

avec D ⊂ D
(
0, 1a
)
. D’après [22, Lemma

1.8.1], pour φ ̸≡ IdD, φ a au moins un point fixe dans D. De plus, si φ n’a pas de point fixe dans
D, il existe alors deux points fixes α, β ∈ T, possiblement égaux, tels que φ′(α)φ′(β) = 1. En
effet, l’équation φ(z) = τζ,a(z) = z est équivalente à az2 − (1 + ζ)z + ζa = 0. Nous avons alors

1. si a = 0, φ(z) = z si et seulement si (1 + ζ)z = 0 si et seulement si z = 0 car ζ ̸= −1
puisque φ ̸≡ IdD ;

2. si a ̸= 0, l’équation φ(z) = z admet deux solutions z1, z2 ∈ C éventuellement égales vérifiant
z1z2 = ζ aa ∈ T et z1 + z2 = 1+ζ

a . Si φ n’a pas de point fixe dans D, alors nécessairement
|z1| = |z2| = 1 et nous pouvons alors noter z1 = α ∈ T et z2 = β ∈ T. De plus, puisque
pour tout z ∈ D,

φ′(z) = ζ
−(1− az) + a(a− z)

(1− az)2
= ζ

|a|2 − 1

(1− az)2
,

nous obtenons finalement

φ′(α)φ′(β) = ζ2
(1− |a|2)2

(1− aα)2(1− aβ)2
= ζ2

(1− |a|2)2

(1− a(α+ β) + a2αβ)2
= 1.
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Le positionnement du/des point(s) fixe(s) permet de catégoriser les automorphismes de D :

• φ est elliptique si l’un des points fixes est dans D.

• φ est hyperbolique si les deux points fixes sont distincts et sont dans T.

• φ est parabolique si l’unique point fixe est dans T.

Théorème 4.1 (Denjoy-Wolff). Soit φ : D −→ D une fonction analytique. Supposons que φ ne
s’étend pas en un automorphisme elliptique du plan complexe. Alors il existe un point α ∈ D,
appelé point de Denjoy-Wolff, tel que la suite des fonctions itérées (φ[n] := φ◦· · ·◦φ)n∈N converge
localement uniformément vers α, c’est-à-dire que pour tout K ⊂ D compact,∥∥∥φ[n] − α

∥∥∥
∞,K

:= sup
z∈K

∣∣∣φ[n](z)− α
∣∣∣ −→
n→∞

0.

Démonstration. La preuve se décompose en plusieurs étapes, et fait donc appel à différents outils.

1. Le cas des automorphismes : φ ∈ Aut(D) et on effectue une disjonction de cas via la nature
de φ et la position de son/ses point(s) fixe(s).

2. Le cas des non-automorphismes : φ /∈ Aut(D).
• Si φ a un point fixe dans D : on utilise la preuve du lemme de Schwarz [22, Theorem

1.2.1].
• Si φ n’a pas de point fixe dans D : on utilise le théorème de Wolff [96, Section 5.3] et

le lemme de Schwarz-Pick [22, Theorem 1.2.3].

Rappelons que (φt)t≥0, une famille d’applications analytiques de D dans D, est un semi-flot
holomorphe du disque unité si pour tout z ∈ D, pour tous s, t ≥ 0,

φ0(z) = z, φs+t = φs ◦ φt, t ∈ R+ 7−→ φt(z) est continue.

Cette dernière hypothèse de continuité est équivalente à la convergence uniforme sur tout compact
de D en utilisant le théorème de Montel [92, Theorem 14.6]. En termes de générateurs, nous
avons l’existence d’une application G : D −→ C analytique telle que pour tous t ≥ 0, z ∈ D,
∂φ(t,z)
∂t = G(φ(t, z)), résultat profond dû à Berkson et Porta où l’on note ici φ(t, z) = φt(z)

([17] ou [22, Theorem 10.1.4]). De plus, comme corollaire, nous notons que pour tout t ≥ 0, φt
est injective ([22, Theorem 8.1.17] avec la théorie de Cauchy-Lipschitz ou [31, Theorem 2]). La
question qui nous intéresse dans ce chapitre est la suivante.

Question 4.2. Soit φ : D −→ D analytique et injective. Existe-t-il un semi-flot holomorphe
(φt)t≥0 de D tel que φ1 = φ ?

Le premier exemple simple est celui des automorphismes de D. Nous obtenons la caractérisation
suivante selon la répartition du/des point(s) fixe(s).

(a) Si φ est elliptique avec un point fixe α ∈ D, φ est conjuguée à une rotation i.e. il existe
θ ∈ R tel que

φ = τα ◦Rθ ◦ τα, Rθ : z ∈ D 7−→ eiθz ∈ D. (4.2)

Nous obtenons alors que φ est plongeable dans le semi-flot holomorphe de D suivant :

∀t ≥ 0, φt = τα ◦Rθt ◦ τα, Rθt : z 7−→ eitθz.

Plus précisément, nous pouvons distinguer deux cas (hors le cas trivial où φt ≡ IdD pour
tout t ≥ 0) :

• Le cas elliptique neutre : pour tout t > 0, φt ̸≡ IdD et

φt(α) = α et
∣∣φ′
t(α)

∣∣ = 1.
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• Le cas elliptique attractif : pour tout t > 0, φt ̸≡ IdD et

φt(α) = α et
∣∣φ′
t(α)

∣∣ < 1.

Notons pour la suite H+ = {z ∈ C : Re(z) > 0} le demi-plan droit de C.
(b) Si φ est hyperbolique avec deux points fixes distincts α, β ∈ T où α est le point de Denjoy-

Wolff, φ est conjuguée à une homothétie i.e. il existe un automorphisme Tα,β : D −→ H+

vérifiant Tα,β(α) = ∞ et Tα,β(β) = 0 et λ ∈ R∗ tels que

φ = T−1
α,β ◦Hλ ◦ Tα,β, Hλ : z ∈ H+ 7−→ eλz ∈ H+. (4.3)

Nous obtenons alors que φ est plongeable dans le semi-flot holomorphe de D suivant :

∀t ≥ 0, φt = T−1
α,β ◦Hλt ◦ Tα,β, Hλt : z 7−→ eλtz.

En particulier, pour tout t > 0, lim
r→1−

φt(rα) = α et lim
r→1−

φ′
t(rα) < 1.

(c) Si φ est parabolique avec un unique point fixe ξ ∈ T, φ est conjuguée à une translation i.e.
il existe un automorphisme Cξ : D −→ H+ et λ ∈ R∗ tels que

φ = C−1
ξ ◦ Tλ ◦ Cξ, Tλ : z ∈ H+ 7−→ z + iλ ∈ H+. (4.4)

Nous obtenons alors que φ est plongeable dans le semi-flot holomorphe de D suivant :

∀t ≥ 0, φt = C−1
ξ ◦ Tλt ◦ Cξ, Tλt : z 7−→ z + itλ.

En particulier, pour tout t > 0, lim
r→1−

φt(rξ) = ξ et lim
r→1−

φ′
t(rξ) = 1.

(a) Elliptique (b) Hyperbolique (c) Parabolique

Figure 4.1 – Lignes de niveau et comportements des automorphismes de D

Remarque 4.3. Nous pouvons nous référer à [22] pour de plus amples détails, notamment sur la
construction des automorphismes considérés dans les différentes conjugaisons. Par exemple, dans
le cas des automorphismes paraboliques, il s’agit en fait de la transformée de Cayley (associée à
l’unique point fixe τ ∈ T) Cτ : D −→ H+ définie par

Cτ (z) =
τ + z

τ − z
, z ∈ D. (4.5)

Son inverse est donné par

C−1
τ (w) = τ

w − 1

w + 1
, w ∈ H.

Le théorème suivant introduit finalement les différents modèles canoniques de semi-flots qui
permettent notamment de les regrouper dans une seule classe de fonctions selon la position de
leur point de Denjoy-Wolff. Il permet aussi d’introduire la fonction modèle associée, notée h et
appelée fonction de Koenigs (voir [100] ou [22, Theorem 9.3.5]).
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Théorème 4.4. Soit (φt)t≥0 un semi-flot holomorphe de D de générateur noté G.

• Modèle sans point fixe : si (φt)t≥0 est un semi-flot sans point fixe, c’est-à-dire dont le point
de Denjoy-Wolff α ∈ T, alors il existe une application bijective h de D sur h(D) ⊂ C stable
par translation verticale (i.e. h(D) + it ⊂ h(D) pour tout t ≥ 0) telle que (φt)t≥0 est de la
forme

φt(z) = h−1(h(z) +G(0)t), z ∈ D. (4.6)

• Modèle avec point fixe : si (φt)t≥0 est un semi-flot avec point fixe, c’est-à-dire dont le point
de Denjoy-Wolff α ∈ D, alors il existe une application bijective h de D sur h(D) qui est
c-spiralée (stable par multiplication par e−ct pour tout t ∈ R+ i.e. e−cth(D) ⊂ h(D) pour
tout t ≥ 0) telle que (φt)t≥0 est de la forme

φt(z) = h−1(eG
′(0)th(z)), z ∈ D. (4.7)

4.2 Les fractions linéaires

Bracci, Contreras et Diaz-Madrigal ont obtenu dans [21, 22] une caractérisation complète du
plongement des fractions linéaires

LFM(D) :=
{
f : C∞ −→ C∞ : f(z) =

az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0, f(D) ⊂ D

}
,

(4.8)
où C∞ = C ∪ {∞} est la sphère de Riemann. Remarquons que Aut(D) ⊂ LFM(D).

Le plongement des fonctions de LFM(D) est caractérisé selon la nature de φ d’après [21,
Proposition 3.4]. Soit φ ∈ LFM(D).

1. Si φ est trivial, elliptique neutre, hyperbolique ou parabolique, alors φ est plongeable dans
un semi-flot holomorphe de D.

2. Si φ est elliptique attractive, φ est plongeable dans un semi-flot holomorphe de D si et
seulement si ∣∣∣∣α− 1

β

∣∣∣∣ l ≤ ∣∣φ′(α)
∣∣ ∣∣∣∣1− α

β

∣∣∣∣ , (4.9)

où α ∈ D est le point de Denjoy-Wolff, β ∈ C∞\D est le point fixe répulsif et l = l(γφ′(α))
est la longueur de la spirale canonique γφ′(α) associée à φ′(α) ∈ D\{0}.

Remarque 4.5. Soit a ∈ D\{0}.
Alors il existe un unique λ ∈ C vérifiant
Re(λ) < 0 et Im(λ) ∈] − π, π] tel que eλ = a.
Nous appelons spirale canonique associée à a la
courbe γa définie par

γa : t ∈ [1,+∞[ 7−→ eλt.

Rappelons que sa longueur l(γa), finie, est défi-
nie par

l(γa) :=

∫ +∞

1

∣∣γ′a(t)∣∣ dt = |λa|
Re(−λ)

. (4.10)

En particulier, nous avons l(γa) ≥ |a|.
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Notons de plus que φ est plongeable dans un semi-flot holomorphe de D si et seulement si φ
est plongeable dans un semi-flot d’éléments de LFM(D) d’après [21, Theorem 3.3]. Ceci provient
du fait que pour (φt)t≥0 un semi-flot holomorphe de D, s’il existe t0 > 0 tel que φt0 ∈ LFM(D),
alors φt ∈ LFM(D) pour tout t ≥ 0 (voir [21, Theorem 3.2]). C’est dans le même esprit que les
deux résultats suivants.

• Si α est un point fixe de φ, alors α est un point fixe de φt pour tout t ≥ 0.

• Si α est le point de Denjoy-Wolff de φ, alors α est le point de Denjoy-Wolff de φt pour tout
t ≥ 0.

Les exemples suivants montrent qu’il existe bien des fractions linéaires elliptiques attractives
plongeables et non plongeables dans des semi-flots holomorphes de D.

Exemple 3.

1. Soit φ : z 7−→ z
2−z . Alors φ ∈ LFM(D), et φ a deux points fixes 0 et 1. Son point de

Denjoy-Wolff est en particulier 0, et φ est elliptique attractive puisque φ′(0) = 1
2 . Puisque

l = l(φ′(0)) = 1
2 (avec λ = − ln(2), α = 0 et β = 1 dans la définition (4.10)), nous avons

d’après la condition (4.9) le plongement de φ dans un semi-flot holomorphe de D. Cela
montre bien en particulier que lorsque φ′(α) ∈]0, 1[, l = φ′(α) et (4.9) est toujours vraie.

2. Soit φ : z 7−→ z
z−2 . Alors φ ∈ LFM(D), et φ a deux points fixes 0 et 3. Son point de

Denjoy-Wolff est en particulier 0, et φ est elliptique attractive puisque φ′(0) = −1
2 . Puisque

l = l(φ′(0)) =
|λ|
2

ln(2) (avec λ = − ln(2) + iπ, α = 0 et β = 3 dans la définition (4.10)), nous
obtenons le plongement de φ si et seulement si 1

3 l ≤
1
2 i.e. |λ| =

√
ln(2)2 + π2 ≤ 3 ln(2)

d’après la condition (4.9). Ceci n’étant pas vrai, φ n’est pas plongeable dans un semi-flot
holomorphe de D. Cela montre bien en particulier que lorsque φ′(α) ∈]− 1, 0[, l > |φ′(α)|
et (4.9) n’est pas toujours vraie.

4.3 Les fonctions génératrices de probabilité

Considérons l’application φC : D −→ D définie par

φC(z) =

(
z + 1

2

)2

, z ∈ D.

Alors φC est une fonction polynomiale du second degré à valeurs dans D, et est donc holomorphe
sur D. De plus, φC est injective sur D et 1 est son point de Denjoy-Wolff. En particulier, φ est
parabolique puisque φC(1) = φ′

C(1) = 1.

Nous nous posons la question de son plongement dans un semi-flot holomorphe de D. L’idée
est d’abord de regarder l’existence éventuelle d’une racine carrée au sens de la composition, qui
est une condition nécessaire de plongement. Supposons alors que c’est le cas, et donc que φ est
plongeable dans un semi-flot holomorphe de D. Alors, d’après le modèle sans point fixe donné
par le théorème 4.4, il existe une application h ∈ Hol(D → Ω) bijective telle que Ω + it ⊂ Ω et
une constante c ∈ C telles que

φt(z) = h−1(h(z) + ct), z ∈ D.

En particulier, nous obtenons h(φC(z)) = h(z) + c. Or, l’idée de résoudre cette équation fonc-
tionnelle en h de façon analytique semble compliquée. C’est ce que nous allons motiver avec
l’exemple suivant. Considérons alors l’application φ : D −→ D définie par

φ(z) =
z + 1

2
=

1

2
z +

1

2
, z ∈ D.
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D’après la classification des semi-flots due à Siskakis dans [100], nous savons que φ est plongeable
dans un semi-flot holomorphe de D. En fait, si nous considérons le semi-flot (ψt)t≥0 défini par

ψt(z) = e−tz + 1− e−t, t ≥ 0, z ∈ D,

alors ψln(2) = φ. Pour que φ soit plongeable, nous aimerions que ce soit le cas pour t = 1.
Considérons alors (φt)t≥0 = (ψln(2)t)t≥0 correspondant à une homothétie de ln(2) de (ψt)t≥0.
Alors, nous vérifions aisément que (φt)t≥0 est bien un semi-flot holomorphe de D et puisque
φ = φ1, φ est plongeable dans (φt)t≥0.

Remarque 4.6. L’article [100] donne de plus des informations sur les semi-flots considérés. Pour
le semi-flot (ψt)t≥0 = (e−tz+1− e−t)t≥0 utilisé précédemment, nous savons que le générateur et
l’application modèle de Koenigs sont respectivement donnés pour tout z ∈ D par

G(z) = 1− z et h(z) = log

(
1

1− z

)
.

Ainsi, nous obtenons le générateur et l’application modèle de Koenigs associés à (φt)t≥0 (via
l’homothétie considérée plus haut) respectivement donnés pour tout z ∈ D par

G̃(z) = ln(2) (1− z) et h̃(z) =
1

ln(2)
log

(
1

1− z

)
.

Sous cette approche, la question de plongement de φC est difficile et reste encore ouverte à ce
jour. Cependant, remarquons que la somme des coefficients de φC est égale à 1. Ceci donne un
lien intéressant avec la théorie des semi-groupes de fonctions dites génératrices de probabilité.
Nous notons B+ la classe des fonctions dites génératrices de probabilité i.e. les fonctions f de la
forme

f : z ∈ D 7−→
∑
k≥0

pkz
k, pk ≥ 0, k ≥ 0 et

∑
k≥0

pk = 1. (4.11)

Nous dirons que f ∈ B+ est plongeable dans un semi-groupe de fonctions génératrices de proba-
bilité s’il existe un semi-flot holomorphe (ft)t≥0 de D telle que ft ∈ B+ pour tout t ≥ 0 et f1 = f .
Nous noterons E(B+) la classe des fonctions génératrices de probabilité plongeables dans un tel
semi-groupe. L’application z 7−→ 1

2z +
1
2 introduite précédemment donne un premier exemple.

Le plongement de telles applications a été étudié dans [66, 73, 74].

Remarque 4.7. Une fonction f ∈ B+ est holomorphe de D dans D et continue sur D. De plus,
|f(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D et si f, g ∈ B+, alors f ◦ g ∈ B+.

L’idée de cette section est d’introduire un résultat de plongement, qu’il soit nécessaire ou
suffisant, autour de ces fonctions génératrices de probabilité. Le théorème suivant donne une
première condition nécessaire (voir [66, Theorem 22] ou [73, Theorem 7]). Considérons q la plus
petite racine positive de l’équation f(x) = x pour x ∈ [0, 1] (l’ensemble {a ∈ [0, 1] : f(a) = a}
est un borné non vide (puisque f(1) = 1) de R donc admet un minimum).

Théorème 4.8. Supposons que f ∈ B+ vérifie f (4)(q) <∞. Alors

si 3(f
′′
(q))2 − 2f ′(q)f (3)(q) > 0, alors f /∈ E(B+).

Dans le cadre de ces semi-groupes de fonctions génératrices de probabilité, l’existence de racines
n-ièmes, pour tout entier n, pour la composition est une condition suffisante pour le plongement
(ce qui n’est pas vrai en toute généralité). Une notion utile ici est celle d’application infiniment
divisible (voir [66]).
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Définition. Une application f ∈ B+ est dite infiniment divisible dans B+ si pour tout n ≥ 2, il
existe fn ∈ B+ telle que pour tout z ∈ D,

f(z) = fn ◦ · · · ◦ fn(z) = f [n]n (z).

Autrement dit, f est infiniment divisible dans B+ si f admet une racine n-ième au sens de la
composition dans B+ pour tout n ≥ 2.

Proposition 4.9 ([66, Theorem 33]). Soit f ∈ B+, f ̸≡ 1, et supposons que f est infiniment
divisible dans B+. Alors f ∈ E(B+).

Nous avons vu que l’existence de racines n-ièmes au sens de la composition était une condi-
tion nécessaire pour le plongement dans un semi-flot holomorphe de D. Puisqu’un semi-groupe
générateur de probabilité est un semi-flot holomorphe de D, nous obtenons donc une condition
nécessaire et suffisante de plongement dans B+. Autrement dit, f ∈ E(B+) si et seulement si f
est infiniment divisible dans B+.

Notons maintenant que φC ∈ B+. En appliquant le théorème 4.8 à φC avec q = 1, nous avons
φ
(4)
C (1) = 0 <∞ et 3(φ

′′
C(1))

2 − 2φ′
C(1)φ

(3)
C (1) = 3

4 > 0 d’où φC /∈ E(B+).

Nous avons vu la difficulté de trouver une racine carrée précédemment. Nous pouvons alors
à juste titre nous demander si l’existence d’une racine carrée au sens de la composition dans
l’espace B+ est plus accessible ou non. Considérons l’ensemble

Pn(B+) =

f : z ∈ D 7−→
∑
k≥0

pkz
k ∈ B+ : pn ̸= 0, pk = 0, k ≥ n+ 1

 . (4.12)

Dans cette veine, le résultat suivant donne une condition nécessaire sur le degré d’une telle
application pour l’existence d’une racine carrée et plus généralement pour l’existence d’une racine
de tout ordre.

Lemme 4.10. Soient n ≥ 2 et φ ∈ Pn(B+) admettant une racine carrée dans B+. Alors il existe
N ∈ N∗ tel que n = N2 i.e. le degré de φ est un carré parfait. Autrement dit,{

φ ∈ B+ : ∃ψ ∈ B+, φ = ψ ◦ ψ
}
⊂
{
φ ∈ B+ : ∃k ∈ N∗, deg(φ) = k2

}
.

Plus généralement, pour N0 ≥ 2, s’il existe ψ ∈ B+ telle que φ = ψ[N0], alors il existe N ∈ N∗

tel que n = NN0.

Démonstration. Considérons l’application φ : z ∈ D 7−→
∑n

l=0 alz
l avec

∑n
l=0 al = 1, al ∈ [0, 1]

et an ̸= 0. Supposons alors qu’il existe une application ψ ∈ B+ telle que

φ = ψ ◦ ψ, ψ : z ∈ D 7−→
∑
l≥0

blz
l,

∑
l≥0

bl = 1, bl ∈ [0, 1].

D’après la formule de Faà di Bruno, pour tout k ≥ 1, pour tout z ∈ D, on a que

dk

dzk
ψ ◦ ψ(z) =

∑
(m1,...,mk),

∑k
i=1 imi=k

k!

m1! . . .mk!
ψ(

∑k
i=1mi)(ψ(z))

k∏
j=1

(
ψ(j)(z)

j!

)mj

.

En particulier, en identifiant avec ψ ◦ψ = φ, on obtient un système à n+1 équations donné par,
pour tout z ∈ D,

∑
(m1,...,mk),

∑k
i=1 imi=k

k!

m1! . . .mk!
ψ(

∑k
i=1mi)(ψ(z))

k∏
j=1

(
ψ(j)(z)

j!

)mj

= φ(k)(z), 1 ≤ k ≤ n

∑
(m1,...,mn+1),

∑n+1
i=1 imi=n+1

(n+ 1)!

m1! . . .mn+1!
ψ(

∑n+1
i=1 mi)(ψ(z))

n+1∏
j=1

(
ψ(j)(z)

j!

)mj

= 0

(4.13)
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avec

φ(k)(z) =
n∑
l=k

l!

(l − k)!
alz

l−k, z ∈ D.

Notons Ψ := ψ|[0,1[. Dans ce cas, puisque ψ ∈ B+, Ψ([0, 1[) ⊂ [0, 1[. Également, pour k ≥ 1,
puisque ψ(k)(z) =

∑
n≥k

n!
(n−k)!bnz

n−k pour tout z ∈ D, on a Ψ(k)([0, 1[) ⊂ R+. La dernière
équation de (4.13) implique alors que, pour tout (m1, . . . ,mn+1) tel que

∑n+1
i=1 imi = n + 1, et

pour tout z ∈ [0, 1[,

Ψ(
∑n+1

i=1 mi)(Ψ(z))
n+1∏
j=1

Ψ(j)(z)mj = 0. (⋆)

On déduit alors que Ψ est un polynôme et

deg(Ψ) ≤ max

(
n+1∑
i=1

mi − 1, j1mj ̸=0 − 1

)
.

En effet, par le principe du prolongement analytique, l’identité (⋆) se prolonge à D tout entier.
Or Hol(D) est un anneau intègre, donc

• soit Ψ(
∑n+1

i=1 mi) ◦ Ψ ≡ 0 sur D. Alors Ψ(
∑n+1

i=1 mi) s’annule sur Ψ(D) qui est un ouvert
non vide de C par le théorème de l’application ouverte, et donc Ψ(

∑n+1
i=1 mi) ≡ 0 sur D

par une nouvelle application du principe du prolongement analytique. On a alors que
deg(Ψ) ≤

∑n+1
i=1 mi − 1.

• soit il existe 1 ≤ j ≤ n+1 avecmj ≥ 1 tel que Ψ(j) ≡ 0 sur D. Alors on a deg(Ψ) ≤ j−1 ≤ n.
Posons alors deg(Ψ) = N ∈ {0, . . . ,max(n,

∑n+1
i=1 mi − 1)}. Dans ce cas, puisque Ψ ◦Ψ = φ, on

déduit finalement que n = deg(φ) = deg(Ψ)2 = N2 est un carré parfait.

Regardons maintenant le cas général : soit N0 ≥ 2.
D’après la formule de Faà di Bruno, pour tout k ≥ 1, pour tout z ∈ D, on a que

dk

dzk
ψ[N0](z) =

∑
(m1,...,mk),

∑k
i=1 imi=k

k!

m1! . . .mk!
ψ(

∑k
i=1mi)(ψ[N0−1](z))

k∏
j=1

(
ψ(j)(ψ[N0−2](z))

j!

)mj

.

En procédant exactement de la même manière et en utilisant les mêmes notations que précé-
demment, on a Ψ[N0]([0, 1[) ⊂ [0, 1[ et on obtient alors que, pour tout (m1, . . . ,mn+1) tel que∑n+1

i=1 imi = n+ 1, et pour tout z ∈ [0, 1[,

Ψ(
∑n+1

i=1 mi)(Ψ[N0−1](z))
n+1∏
j=1

Ψ(j)(Ψ[N0−2](z))mj = 0.

On déduit alors que

deg(Ψ) ≤ max

(
n+1∑
i=1

mi − 1, j1mj ̸=0 − 1

)
.

En posant deg(Ψ) = N ∈ {0, . . . ,max(n,
∑n+1

i=1 mi − 1)}, on déduit finalement que

n = deg(φ) = deg(Ψ)N0 = NN0 .

Avec la propriété d’infiniment divisible, et le lemme précédent 4.10, le résultat suivant donne
ainsi une caractérisation du plongement des polynômes générateurs de probabilité.

Théorème 4.11. Soit φ ∈ P(B+). Alors φ ∈ E(B+) si et seulement si φ est de degré 1.
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Démonstration. La preuve va essentiellement reposer sur le lemme 4.10.
• Supposons que φ ∈ E(B+). Alors, en particulier, φ est infiniment divisible. Dans ce cas,

pour tout N ≥ 2, il existe ψ ∈ B+ telle que φ = ψ[N ]. Donc, d’après le lemme 4.10, pour
tout N ≥ 2, il existe kN ∈ N∗ tel que deg(φ) = kNN . Si deg(φ) = n ≥ 2, on a n = kNN avec
kN ≥ 2 pour tout N ≥ 2. Par suite, pour tout N ≥ 2, n = kNN ≥ 2N , une absurdité par
passage à la limite. Finalement, deg(φ) = n = 1.

• Soit φ ∈ B+ de degré 1. Écrivons φ de la forme suivante : φ(z) = az+(1−a) avec a ∈]0, 1].
Sans perte de généralité, on peut considérer que a ∈]0, 1[ puisque si a = 1, φ ≡ IdD et φ
est plongeable dans le semi-groupe trivial. Considérons ainsi le semi-groupe générateur de
probabilité (

φt : z 7−→
(
et ln az +

(
1− et ln a

)))
t≥0

.

Alors φ ↪→ (φt)t≥0 et φ ∈ E(B+).

Remarque 4.12. Nous retrouvons alors via ce théorème que φC ∈ B+ n’est pas plongeable dans
un semi-groupe générateur de probabilité et en particulier n’est donc pas infiniment divisible dans
B+. Nous pouvons alors affirmer qu’il existe au moins un N0 ≥ 2 tel que φC n’admet pas de
racine N0-ième dans B+. Remarquons néanmoins que nous savons que φC n’admet pas de racine
carrée dans B+. En effet, si tel était le cas, nous aurions d’après le lemme 4.10 qu’il existe N ∈ N∗

tel que 2 = N2, ce qui est absurde.

4.4 Les fractions linéaires génératrices de probabilité

Faisons maintenant le lien entre les fractions linéaires de D et les applications de B+. Définissons

LFM+(D) = LFM(D) ∩ B+.

Notons aussi E(LFM+(D)) l’ensemble des applications plongeables dans un semi-groupe d’élé-
ments de LFM+(D). Reprenons, au même titre que (4.8), la nature de φ ∈ LFM(D) et regardons
s’il est possible dans un premier temps que φ soit un élément de B+ puis, dans un second temps,
si tel est le cas, si φ est plongeable dans un tel semi-groupe. C’est l’objet du résultat suivant,
inspiré de [21, Proposition 3.4].

Théorème 4.13. Soit φ ∈ LFM(D), φ ̸≡ IdD. Alors
1. Si φ est elliptique neutre, φ /∈ E(LFM+(D)).
2. Si φ est hyperbolique ou parabolique, φ ∈ LFM+(D) si et seulement si φ s’écrit sous la

forme

φ(z) =
(α+ 1− β)z + (α+ β − 1)

(α− 1− β)z + (α+ β + 1)
, z ∈ D,

avec α ≥ 1 et β ∈ [α− 1, α+ 1]. De plus,
(a) si φ est hyperbolique, φ ∈ E(LFM+(D)) si et seulement si β = α− 1 ;
(b) si φ est parabolique, φ /∈ E(LFM+(D)).

Démonstration. Soit φ ∈ LFM(D), φ ̸≡ IdD. Nous avons les différents cas suivants.
1. Supposons que φ est elliptique neutre. Alors, pour α son point fixe dans D, φ = τα ◦ψ ◦ τα

avec, pour θ ∈ R, ψ : z 7−→ eiθz. On a que ψ est plongeable dans le semi-flot holomorphe
(ψt : z 7−→ eitθz)t≥0 de D, mais ψ /∈ B+. En effet, si ψ ∈ B+, alors ψ(1) = 1. Or

ψ(1) = 1 ⇐⇒ eiθ = 1 ⇐⇒ θ = 2kπ, k ∈ Z.

Dans ce cas, on aurait ψ(z) = z et φ ≡ IdD, une absurdité. Donc φ /∈ B+ et on déduit
finalement que φ /∈ E(LFM+(D)).
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2. Supposons que φ est soit hyperbolique, soit parabolique. Reprenons, pour un élément τ ∈ T,
l’application Cτ définie par (4.5). Remarquons que
(a) si φ est hyperbolique, alors pour τ ∈ T l’un des deux points fixes de φ, φ = C−1

τ ◦ψ◦Cτ
avec ψ : w ∈ H+ 7−→ eγw + β où γ ∈ R+∗ et Re(β) ≥ 0 ;

(b) si φ est parabolique, alors pour τ ∈ T l’unique point fixe de φ, φ = C−1
τ ◦ψ ◦Cτ avec

ψ : w ∈ H+ 7−→ w + β où Re(β) ≥ 0.
Prenons alors α ≥ 1 et β ∈ C avec Re(β) ≥ 0 tels que ψ(w) = αw+ β pour w ∈ H+. Dans
ce cas, on a

φ(z) = C−1
τ ◦ ψ ◦ Cτ (z) = τ

(α− β + 1)z + τ(α+ β − 1)

(α− β − 1)z + τ(α+ β + 1)
, z ∈ D.

Pour avoir φ ∈ B+, il faudrait que
• φ(1) = 1. Or

φ(1) = τ
(α− β + 1) + τ(α+ β − 1)

(α− β − 1) + τ(α+ β + 1)
=

(α− β + 1)τ + τ2(α+ β − 1)

(α− β − 1) + τ(α+ β + 1)
.

Autrement dit,

φ(1) = 1 ⇐⇒ τ2(α+ β − 1)− 2βτ + (β − α+ 1) = 0

⇐⇒ τ = 1 ou τ =
β − α+ 1

α+ β + 1
.

Puisque τ ∈ T, on obtient que τ = 1 ou Re(β) = 0.
• tous les coefficients soient dans [0, 1]. Or, en particulier,

φ(0) = τ
α+ β − 1

α+ β + 1
∈ [0, 1] ⇐⇒ τ = ±1 et β ∈ R+.

En effet, pour β = x+ iy ∈ C avec x ≥ 0 et y ̸= 0 et τ = eiθ avec θ ∈ R\{kπ : k ∈ Z},
on a

Im
(
τ
α+ β − 1

α+ β + 1

)
= sin(θ)

(α+ x− 1)(α+ x+ 1) + y2

|(α+ x+ 1) + iy|2
+

2y cos(θ)

|(α+ x+ 1) + iy|2
̸= 0.

Ainsi, si β /∈ R+ ou τ ̸= ±1, on a φ(0) /∈ [0, 1].
Considérons alors pour la suite β ∈ R+ et τ = 1. On a donc, pour tout z ∈ D,

φ(z) =
(α+ 1− β)z + (α+ β − 1)

(α+ β + 1)
(
1− 1+β−α

α+β+1z
) =

(α+ 1− β)z + (α+ β − 1)

(α+ β + 1)

∑
n≥0

(
1 + β − α

α+ β + 1
z

)n
.

On déduit ainsi que φ ∈ B+ si et seulement si

α+ 1− β ≥ 0 et 1 + β − α ≥ 0.

Autrement dit, φ ∈ B+ si et seulement si β ≤ α+1 et β ≥ α−1. Finalement, φ ∈ LFM+(D)
si et seulement si φ s’écrit sous la forme

φ(z) =
(α− β + 1)z + (α+ β − 1)

(α− β − 1)z + (α+ β + 1)
, z ∈ D,

avec α ≥ 1 et β ∈ [α− 1, α+1]. Notons que l’application ψ est respectivement plongeable,
dans le cas hyperbolique et parabolique, dans les semi-flots holomorphes de H+(

ψt : w ∈ H+ 7−→ eγtw +
β

eγ − 1
(eγt − 1)

)
t≥0

et
(
ψt : w ∈ H+ 7−→ w + βt

)
t≥0

.

Ainsi, φ est respectivement plongeable dans le semi-flot holomorphe (φt = C−1
1 ◦ψt◦C1)t≥0

de D où pour tout t ≥ 0, on a
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(a) en posant λ = β
eγ−1 ,

φt(z) =
(eγt − λ(eγt − 1) + 1)z + (eγt + λ(eγt − 1)− 1)

(eγt − λ(eγt − 1)− 1)z + (eγt + λ(eγt − 1) + 1)
, z ∈ D.

Notons, pour tout t ≥ 0,

αt = eγt ≥ 1 et βt = λ(αt − 1) ≥ 0.

Puisque l’on à déjà φt(1) = 1 pour tout t ≥ 0, φt ∈ B+ pour tout t ≥ 0 si et seulement
si

αt − 1 ≤ βt ≤ αt + 1 ⇐⇒ eγt − 1 ≤ β

eγ − 1
(eγt − 1) ≤ eγt + 1.

On doit alors avoir, puisqu’ici γ > 0, d’un côté λ ≥ 1 et d’un autre côté λ ≤ eγt+1
eγt−1

pour tout t ≥ 0. Cette propriété devant être vérifiée pour tout t ≥ 0 arbitraire, on
remarque alors par passage à la limite lorsque t −→ +∞, que λ ≤ 1 d’où λ = 1.
Autrement dit, β = eγ − 1 = α − 1. On déduit ainsi que φ ∈ E(LFM+(D)) si et
seulement si β = α− 1.

(b)

φt(z) =
(2− βt)z + βt

−βtz + (2 + βt)
, z ∈ D.

On déduit que φ /∈ E(LFM+(D)) puisque, en notant pour tout t ≥ 0, αt = 1 et
βt = βt, on a φt ∈ B+ si et seulement si

αt − 1 ≤ βt ≤ αt + 1 ⇐⇒ 0 ≤ βt ≤ 2 ⇐⇒ t ≤ 2

β
, β ̸= 0.

Remarque 4.14. Dans le cas où φ est elliptique attractive et sous la condition (4.9), la situation
est plus compliquée. En effet, on a φ = τα ◦ ψ ◦ τα avec

ψ ↪→
(
ψt : z ∈ D 7−→ eλtz

µ(1− eλt)z + 1

)
t≥0

,

où λ ∈ C vérifie eλ = φ′(α) = ψ′(0) avec Re(λ) < 0 et Im(λ) ∈] − π, π] et µ = 1
β ∈ C. En

supposant que ψ ∈ B+, on a en particulier que ψ(1) = 1 et

ψ(1) = 1 ⇐⇒ eλ

µ(1− eλ) + 1
= 1 ⇐⇒ eλ = µ(1− eλ) + 1 ⇐⇒ (eλ = 1 ou µ = −1).

Puisque |φ′(α)| < 1, on a eλ ̸= 1 et donc nécessairement µ = −1. Ainsi, pour tout z ∈ D, on a

ψ(z) = ψ1(z) =
eλz

1− (1− eλ)z
= eλz

∑
n≥0

((1− eλ)z)n.

On déduit ainsi que ψ ∈ B+ si et seulement si 1 − eλ ≥ 0 si et seulement si λ ∈ R et λ < 0.
Considérons alors maintenant µ = −1 et λ ∈ R−. Puisque τα /∈ B+, on ne peut pas conclure de
cette façon. Or, comme φ = τα ◦ ψ ◦ τα, on a

φ(z) =

[
(1− α)eλ + α(1− α)

]
z + α(1− α)(1− eλ)

(1− α)(1− eλ)z + [(1− α)αeλ + 1− α]
, z ∈ D.

La question est alors difficile pour montrer que φ ∈ B+, et par suite que (φt = τα ◦ ψt ◦ τα)t≥0

est un semi-groupe générateur de probabilité.
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CHAPITRE 5

AUTOUR DES OPÉRATEURS DE COMPOSITION ET DE TOEPLITZ

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre à l’étude du plongement de certaines classes
d’opérateurs particuliers. Nous avons vu qu’il n’existait pas de condition nécessaire et suffisante
pour qu’un opérateur quelconque soit plongeable dans un C0-semi-groupe. Nous allons ainsi
nous pencher sur la condition nécessaire qui nous permettra d’écarter le plongement de certains
opérateurs et utiliser à bon escient la condition nécessaire et suffisante dans le cadre isométrique.
Ces deux résultats sont rappelés ci-après.

Théorème 5.1 ([43, Theorem V.1.7]). Soit T ∈ L(E). Si T est plongeable dans un C0-semi-
groupe, alors

dim(ker(T )) ∈ {0,∞} et codim(Im(T )) ∈ {0,∞}.
Démonstration. Supposons que T est plongeable dans un C0-semi-groupe noté (Tt)t≥0 et procé-
dons par l’absurde en supposant de plus que 0 < dim(ker(T )) <∞.
Comme T = T1 = T 1

2
◦ T 1

2
est non injectif, T 1

2
ne l’est pas non plus. Par suite, pour tout n ≥ 1,

T 1
2n

est non injectif. Prenons alors xn ∈ ker
(
T 1

2n

)
tel que ∥xn∥ = 1 pour tout n ≥ 1. Il vient que

(xn)n≥1 ⊂ ker(T ) avec dim(ker(T )) < ∞. La boule unité fermée étant ainsi compacte, il existe
une sous-suite (xnk

)k≥1 telle que xnk
−→
k→∞

x0 avec ∥x0∥ = 1. Puisque ker
(
T 1

2n+1

)
⊂ ker

(
T 1

2n

)
,

on a en particulier
T 1

2n
xnk

= 0 −→
k→∞

T 1
2n
x0,

et il vient que, par unicité de la limite, pour tout n ∈ N, T 1
2n
x0 = 0 ce qui est en contradiction

avec la forte continuité de (Tt)t≥0. En effet, on devrait avoir T 1
2n
x0 −→

n→∞
x0 ̸= 0.

De la même manière, comme codim(Im(T )) = dim(ker(T ∗)), on obtient une contradiction en
supposant que 0 < dim(ker(T ∗)) <∞, avec les propriétés de continuité faible-* de T ∗. En effet,
si T est plongeable dans (Tt)t≥0 alors T ∗ est plongeable dans (T ∗

t )t≥0 sur E∗ d’après [45, Example
I.1.13].

Introduisons maintenant une décomposition classique d’un opérateur isométrique en somme
directe d’un opérateur unitaire et d’un opérateur de "type shift". Les propriétés de plongement
émanant de ces deux nouveaux opérateurs permettront de déduire celui de l’isométrie concernée.

Théorème 5.2 (Décomposition de Wold, [102]). Soient H un espace de Hilbert et T : H −→ H
une isométrie. Alors il existe F et G deux sous-espaces de H vérifiant H = F⊕⊥G avec T (F ) ⊂ F
et T (G) ⊂ G et tels que T|F est un opérateur unitaire et T|G est un shift unilatéral. De plus, cette
décomposition est uniquement déterminée par les ensembles

F =
⋂
n≥0

TnH et G =
⊕
n≥0

Tn(H ⊖ TH). (5.1)
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Remarque 5.3. Ici, une isométrie V : H −→ H est un shift unilatéral s’il existe un sous-espace
L de H tel que pour tout n ≥ 1, V nL ⊥ L et que

⊕
n≥0 V

nL = H. Notons de plus que G ou F
peuvent être réduit à {0}. Dans ce cas, V sera unitaire ou bien complètement non unitaire (i.e.
il n’existe pas de sous-espaces non triviaux de H sur lesquels V est unitaire). Une décomposition
plus générale sur les contractions d’un espace de Hilbert avec une partie complètement non
unitaire est donnée dans [101] par Sz.-Nagy-Foias.

Nous pouvons tout de même nous demander si certains opérateurs classiques comme le shift
par exemple sont plongeables dans un C0-semi-groupe. Le résultat suivant montre alors que le
shift S sur ℓ2(N, F ) avec F un espace de Hilbert de dimension infinie est plongeable dans un
C0-semi-groupe. En revanche, le shift S ≃ Mz sur H2 ne l’est pas puisqu’il n’admet pas de
racine carrée d’après le théorème 1.23. D’une manière générale, Sk pour tout k ≥ 1 ne l’est pas
non plus puisque ker(S∗k) = P≤k−1 d’après le théorème 1.16. Aussi, nous pouvons montrer que
S ⊕ S n’est pas plongeable dans un C0-semi-groupe sur H2 ⊕H2 via l’identité, donnée par [81],
W ∗(S ⊕ S)W = S2 avec

W : g =
∑
k≥0

akz
k ∈ H2 7−→ (Wg)(z) =

( ∑
k≥0 a2kz

k∑
k≥0 a2k+1z

k

)
∈ H2 ⊕H2 unitaire.

En effet, si c’était le cas, alors S2 le serait aussi par isomorphisme unitaire, ce qui est absurde.
Nous pouvons ainsi formuler la question naturelle suivante.

Question 5.4. Pour N ∈ N∪{+∞}, notons SN =
⊕N

i=0 S sur
⊕N

i=0H
2. Est-il vrai que SN est

plongeable dans un C0-semi-groupe si et seulement si N = +∞ ?

Proposition 5.5 ([43, Proposition V.1.18]). Le shift à droite sur ℓ2(N, F ) avec F un espace de
Hilbert de dimension infinie est plongeable dans un C0-semi-groupe sur ℓ2(N, F ).

Démonstration. Puisque F est unitairement équivalent à L2([0, 1], F ), il existe alors un opérateur
unitaire J : ℓ2(N, F ) −→ ℓ2(N, L2([0, 1], F )) tel que JSJ−1 est le shift sur ℓ2(N, L2([0, 1], F )). De
plus, via la décomposition L2(R+, F ) =

⊕
n≥0 L

2([n, n+ 1], F ), on note que l’on peut identifier
l’espace ℓ2(N, L2([0, 1], F )) avec L2(R+, F ) via l’application

ℓ2(N, L2([0, 1], F )) −→ L2(R+, F )

(fn)n≥1 7−→

{
[n, n+ 1] −→ F

s 7−→ fn(s− n)

.

Il existe ainsi un opérateur unitaire K : ℓ2(N, L2([0, 1], F )) −→ L2(R+, F ) tel que K(JSJ−1)K−1

est l’opérateur de translation
L2(R+, F ) −→ L2(R+, F )

f 7−→

{
R+ −→ F

s 7−→ f(s− 1)1s≥1

.

Cet opérateur est plongeable dans le semi-groupe isométrique (St)t≥0 sur L2(R+, F ) défini par

(Stf)(s) :=

{
f(s− t) , 0 ≤ s− t

0 , 0 > s− t
, f ∈ L2(R+, F ), s ∈ R+. (5.2)

On conclut que S sur ℓ2(N, F ) est plongeable dans le C0-semi-groupe isométrique sur ℓ2(N, F )
défini par (J−1K−1StKJ)t≥0.

Ces deux derniers résultats sont des outils importants pour la preuve de la condition nécessaire
et suffisante de plongement dans le cas d’un opérateur isométrique.
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Théorème 5.6 ([43, Theorem V.1.19]). Soit V : H −→ H une isométrie. Alors V est plongeable
dans un C0-semi-groupe si et seulement si V est unitaire ou codim(Im(V )) = ∞.

Démonstration. D’après la décomposition de Wold 5.2, comme V : H −→ H est isométrique,
il existe alors F et G deux sous-espaces invariants de V tels que H = F ⊕⊥ G et tels que V|F
est un opérateur unitaire et V|G est un opérateur unitairement équivalent à S sur ℓ2(N, I) avec
I = Im(V )⊥. D’après la condition nécessaire 5.1, il y a deux cas à traiter (puisque l’on a déjà
dim(ker(V )) = 0).

• Si dim(I) = 0, V = V|F est unitaire et V est plongeable dans un C0-semi-groupe unitaire
d’après [43, Corollary V.1.15].

• Si dim(F ) = codim(Im(V )) = ∞, alors V|G est plongeable dans un C0-semi-groupe iso-
métrique d’après la proposition 5.5 et, d’après le premier point, V est plongeable comme
somme directe d’opérateurs plongeables.

Finalement, V est plongeable dans un C0-semi-groupe si et seulement si V est unitaire ou
codim(Im(V )) = ∞.

Cette preuve nous indique la forme potentielle d’un semi-groupe dans lequel V : H −→ H un
opérateur isométrique est plongeable.

1. Si V est unitaire, alors d’après la preuve de [43, Theorem V.1.14], il existe une mesure
de Borel µ, une application mesurable m ∈ L∞(σ(V ), µ) et Z : H −→ L2(σ(V ), µ) un
opérateur unitaire tels que

V ↪→
(
Vt = Z∗

(
etLog(m)

)
Z
)
t≥0

.

2. Si codim(Im(V )) = dim(Im(V )⊥) = ∞, alors il existe, en posant I = Im(V )⊥,

(a) des sous-espaces F et G définis par (5.1) de H stables par V tels que H = F ⊕⊥ G ;
(b) une mesure de Borel µ et une application mesurable m ∈ L∞(σ(V|F ), µ) ;
(c) des opérateurs unitaires Z : F −→ L2(σ(V|F ), µ) et W : G −→ ℓ2(N, I), puis

J : ℓ2(N, I) −→ ℓ2(N, L2([0, 1], I)) et K : ℓ2(N, L2([0, 1], I)) −→ L2(R+, I)

tels que

V ↪→
(
Vt = [Z∗

(
etLog(m)

)
Z]⊕ [U∗StU ]

)
t≥0

, (5.3)

où (St)t≥0 est le semi-groupe sur L2(R+, I) défini par (5.2) et U = KJW : G −→ L2(R+, I)
est un opérateur unitaire.

Pour ce qui est des autres conditions, nous avons regroupé ci-après l’ensemble des outils per-
mettant de les prouver qui mêlent des techniques d’analyse hilbertienne et complexe.

1. Une condition suffisante pour un opérateur quelconque lorsque σ(T ) ⊂ Ω avec Ω un ouvert
simplement connexe ne contenant pas 0. Il s’agit d’utiliser le calcul fonctionnel holomorphe
de Dunford-Riesz appliqué à A = L(E) et la fonction f = log puis d’utiliser le fait que
pour A ∈ L(E), (etA)t≥0 est un semi-groupe uniformément continu avec A = log(T ).

2. Une condition nécessaire et suffisante dans le cas d’un opérateur normal. Il s’agit d’utili-
ser le théorème spectral pour les opérateurs normaux pour définir une fonction mesurable
m ∈ L∞(σ(T ), µ) et µ une mesure de Borel. Et, si

(a) T injectif, il s’agit d’utiliser (Tt = MetLog(m))t≥0 C0-semi-groupe sur L2(σ(T ), µ) via
l’exemple de la multiplication sur Lp(Ω, µ), 1 ≤ p <∞ par [45, Proposition I.3.11] ;
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(b) dim(ker(T )) = ∞, il s’agit d’utiliser la décomposition H = ker(T ) ⊕ Im(T ) et le
plongement de T|Im(T )

et T| ker(T ) respectivement par injectivité et plongement de
l’opérateur zéro dans le semi-groupe nilpotent (Tt)t≥0 sur L2([0, 1], H) défini (par
morceaux) par Tt = 0 si t ≥ 1 et, pour t ∈ [0, 1[,

(Ttf)(s) =

{
f(s− t) , 0 ≤ s− t

0 , 0 > s− t
, f ∈ L2([0, 1], H), s ∈ [0, 1].

3. Le cas d’un opérateur unitaire est clair puisqu’un opérateur unitaire est normal et injectif.

Nous allons nous intéresser plus particulièrement dans ce chapitre à cette dernière condition,
et à la question de plongement pour les opérateurs de composition isométriques et les opérateurs
de Toeplitz analytique (isométriques) sur l’espace de Hardy H2.

Enfin, avant cela, un autre exemple classique est celui de l’opérateur intégral de Volterra.
Considérons l’opérateur V : L2([0, 1]) −→ L2([0, 1]) défini par

V f(x) :=

∫ x

0
f(s) ds, x ∈ [0, 1].

Alors V est plongeable dans le C0-semi-groupe de Riemann-Liouville (Vt)t≥0 défini par V0 = Id
et pour tout t > 0, pour tout f ∈ L2([0, 1]),

Vtf(x) :=
1

Γ(t)

∫ x

0
f(s)(x− s)t−1 ds, x ∈ [0, 1].

Par la suite, nous déduisons en considérant les itérées V n de V que {V n}n≥0 ↪→ (Vt)t≥0, dans le
sens où pour tout t ∈ N, Vt = V t en terme d’applications de L2([0, 1]). Pour pousser la réflexion,
le générateur AV et le domaine D(AV ) de (Vt)t≥0 sont respectivement donnés par

AV f(x) = −
∫ x

0

f(x)− f(u)

x− u
du− f(x)(ln(x) + γ), x ∈ [0, 1],

où γ est la constante d’Euler-Mascheroni, et

D(AV ) =

{
f ∈ L2([0, 1]) :

∫ x

0

f(x)− f(u)

x− u
du existe et est finie

}
.

D’une manière beaucoup plus générale, I. Alam, I. Chalendar, F. El Chami, E. Fricain et P.
Lefèvre ont montré dans [1] le plongement de V dans le semi-groupe de Riemann-Liouville (Vt)t≥0

sur Lp([0, 1]) avec 1 ≤ p < ∞. Ils exposent diverses propriétés sur V et (Vt)t≥0, d’appartenance
à différentes classes d’opérateurs et d’idéaux, que nous ne considérons pas ici. Aussi, W. Arendt
et ses co-auteurs en font également mention dans [10]. Les deux dernières références considèrent
surtout la théorie des semi-groupes analytiques qui consiste à remplacer l’indice t ∈ R+ par un
indice complexe ζ ∈ C0 = {z ∈ C : Re(z) > 0}, et donc utilisent différents outils holomorphes.

5.1 Les opérateurs de composition sur H2

Soit X un espace de fonctions analytiques sur D. Pour φ : D −→ D une fonction analytique,
l’opérateur de composition Cφ sur X est défini par

Cφ : f ∈ X 7−→ (Cφf)(z) = f ◦ φ(z), z ∈ D.

Quand celui-ci est borné (au sens où Cφ(X) ⊂ X), étudier le plongement de l’opérateur de
composition Cφ dans un C0-semi-groupe est intimement lié à celui de son symbole φ dans un
semi-flot holomorphe de D. C’est l’objet de la remarque suivante, permettant de passer de la
théorie des opérateurs à la théorie des fonctions holomorphes.
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Remarque 5.7.
Si φ ↪→ (φt)t≥0, où (φt)t≥0 est un semi-flot holomorphe de D, alors Cφ ↪→ (Cφt)t≥0 où (Cφt)t≥0

est un C0-semi-groupe sur H2.
Réciproquement, si Cφ ↪→ (Tt)t≥0 où (Tt)t≥0 est un C0-semi-groupe d’opérateurs de composition
sur H2, alors il existe (φt)t≥0 un semi-flot holomorphe de D tel que Tt = Cφt . En effet, puisque
(Tt)t≥0 est un C0-semi-groupe d’opérateurs de composition sur H2, alors Tt = Cφt où (φt)t≥0

est une famille d’applications analytiques de D dans D. Il reste à vérifier que (φt)t≥0 est un
semi-flot holomorphe de D. En appliquant e1(z) := z à Tt, nous obtenons dans un premier temps
que φ0 = IdD et φt+s = φt ◦ φs pour tous t, s ≥ 0. Dans un second temps, en utilisant que la
convergence dans H2 implique la convergence ponctuelle (puisque H2 est un espace de Hilbert
à noyau reproduisant), nous obtenons que

|φt(z)− z| = |Tte1(z)− e1(z)| ≤ ∥Tte1 − e1∥2 −→
t→0+

0.

D’après [9], nous remarquons que H2 est un choix particulièrement intéressant par rapport à
d’autres espaces de Hilbert de fonctions analytiques de D. En effet, W. Arendt, I. Chalendar, M.
Kumar and S. Srivastava ont montré que

• sur X = A2 l’espace de Bergman (et de manière plus générale sur sa version pondérée A2
β

pour β > −1), Cφ est similaire à une isométrie si et seulement si φ est un automorphisme
elliptique de D. Cela amène donc au plongement naturel de Cφ d’après la remarque 5.7.

• sur X = D l’espace de Dirichlet classique, Cφ est similaire à une isométrie si et seulement
si

• φ est presque bijective i.e. φ est injective et A(D\φ(D)) = 0 (où A représente la mesure
planaire définie par dA(z) = 1

πdxdy pour z = x + iy ∈ C), et il existe α ∈ D tel que
φ(α) = α ;

• la fonction de comptage nφ associée à φ, définie par nφ(w) = #{z ∈ D : φ(z) = w}
pour w ∈ D, est essentiellement radiale i.e. pour presque tout r ∈ [0, 1[, pour presque
tout θ ∈ [0, 2π[, nφ(reiθ) = nφ(r).

Remarquons qu’une condition nécessaire et suffisante pour que Cφ soit borné sur D est que∫
S(ξ,h)

nφdA ≤ C

∫
S(ξ,h)

dA, ξ ∈ T, h ∈]0, 1[,

où S(ξ, h) := {z ∈ D : |z − ξ| < h} est un ensemble typique de Carleson. Cela représente
donc un cas où l’opérateur de composition n’est pas aisément borné et dont la similitude
à une isométrie n’est également pas aisément caractérisée.

Plaçons-nous maintenant sur l’espace de Hardy H2. Pour φ : D −→ D analytique,
l’opérateur de composition Cφ de symbole φ est défini par

Cφ : f ∈ H2 7−→ (Cφf)(z) = f ◦ φ(z), z ∈ D.

Dans le cas où φ(0) = 0, le principe de subordination de Littlewood indique que Cφ est bien
défini, à valeurs dans H2 et est une contraction. De plus, nous avons même que ∥Cφ∥ = 1 si et
seulement si φ(0) = 0. Sinon, le théorème de Littlewood indique tout de même que Cφ est bien
défini et borné sur H2. Aussi, Cφ est inversible sur H2 si et seulement si φ ∈ Aut(D), et dans ce
cas (Cφ)

−1 = Cφ−1 . Nous pouvons nous référer à [86, 96].

Remarquons dès lors que
1. si φ ∈ Aut(D) est un automorphisme de D, comme détaillé dans le chapitre 4 en section 4.1,

nous obtenons le plongement naturel de Cφ d’après la remarque 5.7. En effet, nous avons le
plongement de φ elliptique, parabolique et hyperbolique dans des semi-flots holomorphes
de D respectivement (4.2), (4.3) et (4.4).
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2. si φ ∈ LFM(D) est une fraction linéaire, comme détaillé dans le chapitre 4 en section 4.2,
nous obtenons le plongement naturel de Cφ d’après la remarque 5.7 (en vérifiant (4.9) pour
le cas elliptique attractif). Néanmoins, l’exemple 3 montre que Cφ avec φ : z 7−→ z

z−2 n’est
pas plongeable dans un C0-semi-groupe d’opérateurs de composition. Nous ne savons pas
ce qu’il en est dans le cas général.

Nous considérerons alors dans la suite que φ n’est pas un automorphisme de D et n’est
pas non plus une fraction linéaire de D (hors éventuellement le cas d’une fraction linéaire
elliptique attractive ne vérifiant pas (4.9)).

5.1.1 Le cas des isométries

Les opérateurs de composition sur l’espace de Hardy HilbertienH2 sont une classe d’opérateurs
où nous pouvons complètement identifier les isométries, de la façon suivante.

1. L’opérateur Cφ est une isométrie sur H2 si et seulement si φ est une fonction intérieure et
φ(0) = 0.

2. L’opérateur Cφ est similaire à une isométrie si et seulement si φ est une fonction intérieure
et il existe α ∈ D tel que φ(α) = α (voir [14, 86]).

La structure d’espace de Hilbert à noyau reproduisant de H2 nous a permis d’expliciter une
nouvelle condition suffisante pour le plongement de Cφ.

Lemme 5.8. Soit φ : D −→ D une fonction intérieure telle que φ(0) = 0. Supposons qu’il existe
une suite (zk)k≥0 de points distincts de D telle que chaque zk, pour k ≥ 0, possède au moins deux
près-images par φ. Alors Cφ est plongeable dans un C0-semi-groupe sur H2.

Démonstration. Comme φ est une fonction intérieure vérifiant φ(0) = 0, il vient que Cφ est
une isométrie sur H2. De plus, par hypothèse, il existe alors des vecteurs (w1, . . . , wK) et
(w′

1, . . . , w
′
K) ∈ DK pour K arbitrairement grand tels que

wi ̸= w′
i et φ(wi) = φ(w′

i) = zi, 1 ≤ i ≤ K.

Pour tout 1 ≤ i ≤ K, considérons la fonction fi ∈ H2 définie par fi = kwi − kw′
i
. Alors, pour

tous f ∈ H2 et 1 ≤ i ≤ K,

⟨Cφf | fi⟩2 = ⟨f ◦ φ | fi⟩2 = ⟨f ◦ φ | kwi⟩2 −
〈
f ◦ φ | kw′

i

〉
2
= f ◦ φ(wi)− f ◦ φ(w′

i) = 0.

On obtient ainsi que (fi)1≤i≤K ⊂ Im(Cφ)
⊥. Par suite, la famille (fi)1≤i≤K étant libre et K étant

arbitraire, on déduit que

codim(Im(Cφ)) = dim(Im(Cφ)
⊥) = ∞.

Finalement, le plongement de Cφ dans un C0-semi-groupe sur H2 découle du théorème 5.6.

Nous pouvons commencer par les deux exemples suivants, avec l’application du lemme 5.8.
1. Soient N ≥ 2 et φ : z ∈ D 7−→ zN ∈ D. Alors l’opérateur de composition Cφ est plongeable

dans un C0-semi-groupe sur H2. En effet, par existence des racines N -ièmes de l’unité,
pour tout point z ∈ D, en posant w = z

1
N e

2iπ
N ∈ D et w′ = z

1
N e

4iπ
N ∈ D, w ̸= w′ et on

obtient φ(w) = φ(w′) = z, d’où l’existence d’au moins deux pré-images.
2. Soit B un produit de Blaschke fini de degré N tel que Zero(B) = {αi : 1 ≤ i ≤ N}

est l’ensemble de ses zéros tous distincts contenant 0. Alors B(z) = 0 si et seulement si
z ∈ Zero(B) et, (αi)1≤i≤N étant la suite des zéros simples de B, B′(αi) ̸= 0 pour tout
1 ≤ i ≤ N . Ainsi, d’après les théorèmes d’inversion locale et de l’image ouverte, il existe Ui
et Vi respectivement des voisinages ouverts de αi et 0 tels que B : Ui −→ B(Ui) = Vi est un
homéomorphisme. En restreignant Ui à Ũi telle que (Ũi)1≤i≤N soit deux à deux disjoints,
nous pouvons supposer que c’est le cas pour (Ui)1≤i≤N . Prenons maintenant r > 0 tel que
D(0, r) ⊂ Vi pour tout 1 ≤ i ≤ N et w ∈ D(0, r).
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Alors il existe z1, . . . , zN tels que zi ∈ Ui et B(zi) = w pour tout 1 ≤ i ≤ N . Comme de
plus B est une fonction intérieure vérifiant B(0) = 0, CB est plongeable dans un C0-semi-
groupe sur H2.

Le théorème principal de cette partie est le suivant, utilisant quelques résultats sur les produits
de Blaschke détaillés dans le chapitre 1 en section 1.1.1 et généralisant les deux exemples ci-dessus.

Théorème 5.9. Tout opérateur de composition similaire à une isométrie sur H2 est plongeable
dans un C0-semi-groupe sur H2 qui n’est pas constitué d’opérateurs de composition, à moins que
son symbole soit un automorphisme de D.

Démonstration. Soit φ : D −→ D une application analytique. Alors Cφ est similaire à une
isométrie si et seulement si φ est une fonction intérieure et qu’il existe α ∈ D tel que φ(α) = α.
Notons tout d’abord que si φ est un automorphisme (elliptique ici) de D, alors Cφ est plongeable
d’après la remarque 5.7. Supposons maintenant que φ est une fonction intérieure qui n’est pas
un automorphisme de D et qui admet un point fixe noté α dans D. Remarquons alors que φ n’est
pas injective. En effet,

• si φ est un produit de Blaschke, alors φ est non injective puisque 0 admet au moins deux
pré-images par φ.

• si φ n’est pas un produit de Blaschke, d’après le théorème de Frostman 1.9, l’application
τa ◦φ = a−φ

1−aφ est un produit de Blaschke à zéros simples noté B pour presque tout a ∈ D.
Par suite, φ = τ−1

a (B) = τa(B) est non injective puisque B ne l’est pas d’après le premier
point.

Dans ce cas, il n’existe pas de semi-flot dans lequel φ est plongeable. Par conséquent, Cφ n’est
pas plongeable dans un C0-semi-groupe d’opérateurs de composition d’après la remarque 5.7.

Considérons l’application ψ := τα ◦ φ ◦ τα. Alors ψ est une fonction intérieure et ψ(0) = 0, d’où
Cψ est une isométrie de H2. En particulier, on a Cψ = Cτα ◦ Cφ ◦ Cτα et Cφ = Cτα ◦ Cψ ◦ Cτα .
Puisque Cτα est un isomorphisme de H2, il reste donc à montrer que Cψ est plongeable dans un
C0-semi-groupe sur H2. La preuve va reposer sur deux étapes permettant de construire notre
réflexion sur les produits de Blaschke.

• Si ψ est un produit de Blaschke fini quelconque B, alors Cψ est plongeable dans un C0-
semi-groupe sur H2 d’après le lemme 1.4 et le lemme 5.8. En effet, il s’agit de considérer
une suite (zk)k≥0 de points de D\B(Zero(B′)), où Zero(B′) est un ensemble fini d’après le
théorème 1.5 et, dans ce cas, chaque zk admet alors au moins deux pré-images par ψ.

• Si ψ est une fonction intérieure, qui n’est pas un produit de Blaschke fini, alors d’après le
théorème de Frostman 1.9, l’application τγ ◦ ψ =: B est un produit de Blaschke à zéros
simples pour presque tout γ ∈ D.
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Dans ce cas, on a

CψH
2 = {f ◦ ψ : f ∈ H2} = {(f ◦ τγ) ◦ (τγ ◦ ψ) : f ∈ H2} (5.4)

= {g ◦B : g ∈ H2} = CBH
2.

Notons par (wk)k≥1 la suite de ces zéros simples. En considérant
(
kwi − kwj

)
i,j≥1,i ̸=j famille

libre de H2, on obtient donc d’après (5.4) que

codim(Im(Cψ)) = dim(Im(CB)
⊥) = ∞.

On obtient le plongement de Cψ dans un C0-semi-groupe de H2 noté (Tt)t≥0. Finalement, on
conclut que Cφ est plongeable dans le C0-semi-groupe (CταTtCτα)t≥0 sur H2, qui n’est pas
constitué d’opérateurs de composition.

L’idée est maintenant de décrire le semi-groupe dans lequel l’opérateur de composition similaire
à une isométrie sur H2 est plongeable. Pour ce faire, nous allons utiliser la forme donnée par (5.3).
Ce premier lemme nous permet d’identifier les ensembles (5.1) dans la décomposition utilisée.
Nous pouvons nous référer à [86], mais nous donnons une preuve quelque peu différente et plus
appropriée à notre contexte.

Lemme 5.10. Soit ψ une fonction intérieure telle que ψ(0) = 0. Alors on a⋂
n≥0

CnψH
2
0 = {0} et

⋂
n≥0

CnψH
2 = C1.

Démonstration. Tout d’abord, on considère la décomposition H2 = C1 ⊕H2
0 de H2 où H2

0 est
défini par (1.1). Soit g ∈

⋂
n≥0C

n
ψH

2
0 . Alors, pour tout n ≥ 1, il existe fn ∈ H2

0 telle que
g(z) = fn(ψ

[n](z)) pour z ∈ D. De plus, Cψ étant une isométrie, on obtient que ∥g∥2 = ∥fn∥2.
Notons que si g ̸≡ 0, alors il existe un certain z0 ∈ D, z0 ̸= 0, tel que |g(z0)| > 0. Puisque
fn ∈ H2

0 , fn(0) = 0 et il existe gn ∈ H2 telle que fn(z) = zgn(z) pour z ∈ D et ∥gn∥2 = ∥g∥2.
Finalement, on obtient∣∣∣fn(ψ[n](z0))

∣∣∣ = ∣∣∣ψ[n](z0)
∣∣∣ ∣∣∣gn(ψ[n](z0))

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ψ[n](z0)
∣∣∣ ∣∣∣〈gn | kψ[n](z0)

〉
2

∣∣∣
≤
∣∣∣ψ[n](z0)

∣∣∣ ∥g∥2 1√
1−

∣∣ψ[n](z0)
∣∣2 .

Puisque 0 est le point de Denjoy-Wolff de ψ, on a ψ[n](z0) −→
n→∞

0 puis
∣∣fn(ψ[n](z0))

∣∣ −→
n→∞

0.
On obtient alors que g(z0) = 0, une contradiction. On déduit ainsi que g ≡ 0. Dans ce cas,⋂
n≥0C

n
ψH

2
0 = {0}.

On déduit la seconde égalité avec le fait que si f ∈
⋂
n≥0C

n
ψH

2, alors f − f(0)1 ∈
⋂
n≥0C

n
ψH

2
0 .

En effet, dans ce cas, pour tout n ≥ 1, il existe hn ∈ H2 telle que f = Cnψhn. On obtient donc,
puisque f(0) = hn(ψ

[n](0)) = hn(0), l’égalité

f − f(0)1 = Cnψ(hn − f(0)1) = Cnψ(hn − hn(0)1),

avec hn − hn(0)1 ∈ H2
0 . Finalement, f − f(0)1 ∈ CnψH

2
0 pour tout n ≥ 0 d’où le résultat.

Corollaire 5.11. Soient φ une fonction intérieure telle que φ(α) = α pour α ∈ D et ψ l’appli-
cation définie de D dans D par ψ = τα ◦ φ ◦ τα. Alors Cφ est plongeable dans le C0-semi-groupe
sur H2 = C1⊕H2

0 donné par

(Meitθ ⊕ CταU
∗StUCτα)t≥0

où θ ∈ R, U : H2
0 −→ L2(R+, Im(Cψ)

⊥) est un opérateur unitaire et (St)t≥0 est le semi-groupe
défini sur L2(R+, Im(Cψ)

⊥) par (5.2).
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Démonstration. Puisque Cφ est similaire à une isométrie sur H2, on a vu d’après la preuve du
théorème 5.9 que

Cφ ↪→ (CταTtCτα)t≥0

avec τα : z 7−→ α−z
1−αz ∈ Aut(D) et (Tt)t≥0 est le C0-semi-groupe sur H2 dans lequel Cψ, isométrie

sur H2 avec ψ = τα ◦ φ ◦ τα, est plongeable.
Reprenons alors les espaces F et G définis par (5.1) dans la décomposition de Wold. Dans
ce cas, puisque ψ est une fonction intérieure telle que ψ(0) = 0, on obtient d’après le lemme
5.10 que F :=

⋂
n≥0C

n
ψH

2 = C1. Aussi, on obtient que G :=
⊕

n≥0C
n
ψ(H

2 ⊖ CψH
2) = H2

0

puisque H2 = F ⊕⊥ G. On a alors H2 = F ⊕⊥ G = C1 ⊕⊥ H2
0 , avec (Cψ)|F un opérateur

unitaire et (Cψ)|G un opérateur unitairement équivalent au shift sur ℓ2(N, Im(Cψ)
⊥). D’après la

caractérisation des opérateurs unitaires sur un espace de Hilbert de dimension finie, on obtient
que (Cψ)|F =Meiθ avec θ ∈ R. Par (5.3), on obtient donc le plongement de Cψ dans le C0-semi-
groupe (Meitθ ⊕ U∗StU)t≥0 où U : H2

0 −→ L2(R+, Im(Cψ)
⊥) est un opérateur unitaire, θ ∈ R

et (St)t≥0 est défini sur L2(R+, Im(Cψ)
⊥) par (5.2). Par ce qui précède, Cφ est donc plongeable

dans le C0-semi-groupe sur H2 donné par

(Meitθ ⊕ CταU
∗StUCτα)t≥0 .

5.1.2 Les opérateurs de composition à poids

Tandis qu’une caractérisation complète du plongement des isométries a été trouvée pour les
opérateurs de composition, il est maintenant naturel de s’intéresser aux opérateurs de composi-
tion à poids. Pour φ : D −→ D analytique et w ∈ H2, l’opérateur de composition de symbole φ
et de poids w est défini par

Cw,φ : f ∈ H2 7−→ (MwCφf)(z) = w(z)(f ◦ φ(z)), z ∈ D.

De la même façon que pour l’opérateur de composition usuel, nous pouvons nous demander
quand est-ce que cet opérateur est borné sur H2 et nous relevons les différentes conditions
suivantes.

1. Si w ∈ H∞, alors Cw,φ est borné sur H2 d’après le principe de subordination de Littlewood.
2. Si Cw,φ est borné sur H2, alors w ∈ H2.
3. Soit φ un produit de Blaschke fini. Alors Cw,φ est borné sur H2 si et seulement si w ∈ H∞.
4. Soit φ : D −→ D analytique telle que ∥φ∥∞ < 1. Alors Cw,φ est borné sur H2 si et

seulement si w ∈ H2.
Au même titre, nous notons également que Cw,φ est inversible sur H2 si et seulement si w est
borné inférieurement dans D et φ ∈ Aut(D). Dans ce cas, son inverse est donné par l’opérateur
de composition à poids C−1

w,φ = C 1
w
◦φ−1,φ−1 . Nous pouvons nous référer à [35, 68, 77].

Les différents résultats concernant les opérateurs de composition à poids isométriques sont les
suivants.

1. Dans [77], R. Kumar et J. Partington ont montré que pour φ : D −→ D analytique et
w ∈ H2, Cw,φ est une isométrie sur H2 si et seulement si φ est une fonction intérieure,
∥w∥2 = 1 et ⟨w | wφn⟩2 = 0 pour tout n ≥ 1.

2. Dans [35], I. Chalendar et J. Partington ont montré que pour φ une fonction intérieure, il
existe w ∈ H2 telle que Cw,φ est une isométrie sur H2.

À travers ces deux résultats, et la condition de plongement isométrique du théorème 5.6, nous
avons abouti à l’existence d’un poids permettant le plongement de ces opérateurs sur H2.

Théorème 5.12. Soit φ une fonction intérieure. Alors il existe un poids w ∈ H2 tel que Cw,φ
est plongeable dans un C0-semi-groupe sur H2.
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Démonstration. Puisque φ est intérieure, il existe un poids w ∈ H2 tel que Cw,φ est une isométrie
sur H2 vérifiant ∥w∥2 = 1 et ⟨w | wφn⟩2 = 0 pour tout n ≥ 1. Montrons maintenant que
codim(Im(Cw,φ)) = ∞. En considérant le noyau reproduisant de H2, on a alors, pour f ∈ H2 et
λ ∈ D,

⟨Cw,φf | kλ⟩2 = w(λ)Cφf(λ) = w(λ)(f ◦ φ(λ)).

On déduit alors que ⟨Cw,φf | kλ⟩2 = 0 si et seulement si w(λ) = 0 ou f ◦ φ(λ) = 0. Posons dans
ce cas w = Bm avec B un produit de Blaschke infini associé à une suite (λn)n≥1 ⊂ D vérifiant∑

n≥1(1 − |λn|) < ∞ et m ∈ H2 vérifiant ∥m∥2 = 1 et ⟨m | mφn⟩2 = 0 pour tout n ≥ 1. On
vérifie facilement que, puisque B est une fonction intérieure, ∥w∥2 = 1 et ⟨w | wφn⟩2 = 0 pour
tout n ≥ 1. Il vient que Cw,φ est donc toujours une isométrie de H2 avec, de plus,

⟨Cw,φf | kλ⟩2 = B(λ)m(λ)Cφf(λ) = 0, λ ∈ {λn : n ≥ 0} ⊂ D.

On déduit donc que spanH2(kλ : λ ∈ Zero(B)) ⊂ Im(Cw,φ)
⊥. Par suite, on a finalement que

codim(Im(Cw,φ)) = dim(Im(Cw,φ)
⊥) = ∞ et, pour un tel w ∈ H2, Cw,φ est donc plongeable

dans un C0-semi-groupe sur H2 d’après le théorème 5.6.

Remarque 5.13. Nous pouvons nous poser la même question que pour les plongements précé-
dents sur la forme du semi-groupe dans lequel Cw,φ est plongeable sur H2. Tout d’abord, pour
obtenir un semi-groupe d’opérateurs de composition à poids, le symbole et le poids associés
doivent vérifier les propriétés suivantes.

• La famille (φt)t≥0 est un semi-flot holomorphe de D.

• La famille (wt)t≥0 est un cocyle associé à (φt)t≥0 i.e. une famille de fonctions analytiques
de D vérifiant que pour tous z ∈ D et t, s ≥ 0, w0(z) = 1 et wt+s(z) = wt(z)ws(φt(z)) puis
que l’application t ∈ R+ 7−→ wt(z) est continue.

Nous pouvons vérifier qu’avec ces conditions (Cwt,φt := wtCφt)t≥0 est un C0-semi-groupe sur H2.
Néanmoins, la forme du semi-groupe dans lequel Cw,φ est plongeable avec le théorème 5.12 est
moins explicite que dans le cas usuel par le corollaire 5.11. En effet, ici nous avons d’après (5.3)
que

Cw,φ ↪→
(
Z∗(etLog(m))Z ⊕ U∗StU

)
t≥0

,

où µ est une mesure de Borel, m ∈ L∞(σ((Cw,φ)|F ), µ) est mesurable et

Z : F −→ L2(σ((Cw,φ)|F ), µ), U : G −→ L2(R+, Im(Cw,φ)
⊥)

sont des opérateurs unitaires avec F et G définis par (5.1).

5.2 Les opérateurs de Toeplitz analytique sur H2

Pour φ ∈ L∞(T), nous rappelons d’après la section 1.2.3 du chapitre 1 que l’opérateur de
Toeplitz Tφ de symbole φ est défini par

Tφ : f ∈ H2 7−→ P+(Mφf) = P+(φf) ∈ H2,

où P+ : f =
∑

n∈Z ane
int ∈ L2(T) 7−→

∑
n≥0 ane

int ∈ H2 correspond à la projection de Riesz.

Nous allons alors nous intéresser ici aux opérateurs de Toeplitz analytique en considérant un
symbole φ ∈ H∞ i.e. Tφ : f ∈ H2 7−→ φf = Mφf est l’opérateur de multiplication par φ.
D’après la proposition 1.26, pour φ ∈ H∞, φ ̸≡ 0,

kerTφ = {0} et kerT ∗
φ = kerTφ = Kθ = (θH2)⊥,
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où θ est la partie intérieure de φ dans la décomposition 1.5 et Kθ est l’espace modèle associé,
dont certains détails sont donnés en chapitre 1 dans la section 1.1.2.

Nous pourrions alors nous demander quelles sont les conditions sur θ et φe pour avoir le
plongement de Tφ dans un C0-semi-groupe sur H2, et le cas échéant, si celui-ci est un semi-
groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique. Remarquons alors que la condition nécessaire 5.1
implique en particulier que dim(Kθ) ∈ {0,∞}. Or, d’après le théorème 1.10, dim(Ku) <∞ si et
seulement si u est un produit de Blaschke fini, d’où

• dim(Kθ) = ∞ si et seulement si θ n’est pas un produit de Blaschke fini ;
• dim(Kθ) = 0 si et seulement si φ est une fonction extérieure.

De plus, rappelons que Tφ est une isométrie de H2 si et seulement si φ est une fonction intérieure
d’après la proposition 1.25.

Théorème 5.14. Soit φ une fonction intérieure non constante. Alors Tφ est plongeable dans
un C0-semi-groupe sur H2 si et seulement si φ n’est pas un produit de Blaschke fini. De plus,
celui-ci est un semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique si et seulement si φ ne s’annule
pas sur D.

Démonstration. Soit φ une fonction intérieure non constante. Alors Tφ est isométrique sur H2.
D’après le théorème 5.6, on a que Tφ est plongeable dans un C0-semi-groupe sur H2 si et seule-
ment si codim(Im(Tφ)) = dim(Kφ) = ∞. On déduit alors que Tφ est plongeable dans un C0-
semi-groupe sur H2 si et seulement si φ n’est pas un produit de Blaschke fini. Notons (Rt)t≥0 le
C0-semi-groupe où Tφ est plongeable. Rappelons que, d’après la proposition 1.27, le commutant
de S sur H2 est donné par

{S}′ = {Tψ : ψ ∈ H∞} .
Dans ce cas, (Rt)t≥0 est un semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique si et seulement s’il
existe C ∈ Hol(D) vérifiant sup{Re(C(z)) : z ∈ D} < ∞ et telle que Rt = TetC pour tout t ≥ 0
d’après [95]. En particulier, on a donc R1 = Tφ = TeC et φ = eC , qui ne s’annule pas sur D.
Réciproquement, si φ ne s’annule pas sur D, alors φ est intérieure singulière et s’écrit sous la
forme, pour µ une mesure de Borel positive et finie sur T et µ ⊥ m,

φ(z) = exp

{
−
∫ π

−π

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ)

}
, z ∈ D.

En considérant, pour tout t ≥ 0,

φt(z) = exp

{
−t
∫ π

−π

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ)

}
, z ∈ D,

on déduit que Tφ est plongeable dans le C0-semi-groupe (Mφt = Tφt)t≥0 d’opérateurs de Toeplitz
analytique sur H2, puisque φt ∈ H∞ pour tout t ≥ 0.

Lemme 5.15. Soit φ une fonction extérieure. Alors Tφ est plongeable dans un C0-semi-groupe
d’opérateurs de Toeplitz analytique sur H2.

Démonstration. Puisque φ est une fonction extérieure, φ s’écrit sous la forme

φ(z) = exp

{
1

2π

∫ π

−π

eis + z

eis − z
log
∣∣φ∗(eis)

∣∣ ds} , z ∈ D.

En considérant, pour tout t ≥ 0,

φt(z) = exp

{
t

2π

∫ π

−π

eis + z

eis − z
log
∣∣φ∗(eis)

∣∣ ds} , z ∈ D,

on déduit que Tφ ↪→ (Mφt = Tφt)t≥0 C0-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique sur H2

puisque φt ∈ H∞ pour tout t ≥ 0.
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Plus généralement, à travers la décomposition du symbole φ ∈ H∞ donnée par (1.5), nous
pouvons aussi étudier le plongement de Tφ hors du cas isométrique.

Proposition 5.16. Soient φ = θφe = (BSµ)φe ∈ H∞ avec B une produit de Blaschke, Sµ une
fonction intérieure singulière et φe une fonction extérieure. Supposons de plus que φ n’est ni une
fonction intérieure, ni une fonction extérieure. Alors

• si B ≡ 1, Tφ est plongeable dans un C0-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz analytique sur
H2.

• si Sµ ≡ 1 et si B est un produit de Blaschke fini non constant, Tφ n’est pas plongeable dans
un C0-semi-groupe sur H2.

Démonstration.
• Prenons B ≡ 1. Alors φ = Sµφe ne s’annule donc pas sur D. Notons que l’opérateur de Toe-

plitz associé est Tφ = TSµφe = MSµMφe . D’après le théorème 5.14 et le lemme 5.15, Mφe

et MSµ sont respectivement plongeables dans des C0-semi-groupes d’opérateurs de Toe-
plitz analytique notés (Ut)t≥0 et (Vt)t≥0. Ainsi, Tφ est plongeable dans le C0-semi-groupe
d’opérateurs de Toeplitz analytique (UtVt)t≥0 par commutativité de ces deux derniers.

• Prenons Sµ ≡ 1, et B un produit de Blaschke fini non constant. Alors

codim(Im(Tφ)) = dim(KB) /∈ {0,∞},

d’où le non plongement de Tφ dans un C0-semi-groupe sur H2 d’après le théorème 5.1.

Un dernier cas reste encore à étudier, et est formulé avec la question suivante.

Question 5.17. Soit φ = Bϕ ∈ H∞ avec B un produit de Blaschke non constant et ϕ une
application analytique non constante qui ne s’annule pas sur D et qui n’est pas une fonction
intérieure. A-t-on le plongement de Tφ dans un C0-semi-groupe sur H2 ?

Remarque 5.18. La difficulté de cette question réside dans le fait que :
(a) chacun des termes de la décomposition peut être plongeable dans un C0-semi-groupe, tandis

que le produit de ceux-ci ne forme pas un C0-semi-groupe ;
(b) le produit peut être plongeable dans un C0-semi-groupe tandis qu’un des termes ne l’est

pas.
En effet, rappelons en premier lieu que d’après [45, Example I.1.14], pour deux C0-semi-groupes
(At)t≥0 et (Bt)t≥0,

(AtBt)t≥0 forme un C0-semi-groupe si et seulement si (At)t≥0 et (Bt)t≥0 commutent.

Aussi, remarquons qu’avec le théorème 5.14 et la proposition 5.16, Tφ = TBϕ = TBTϕ avec TB
plongeable si et seulement si B est un produit de Blaschke infini et Tϕ plongeable. Néanmoins,
rappelons que si TB est plongeable, il ne l’est pas dans un C0-semi-groupe d’opérateurs de
Toeplitz analytique d’après le théorème 5.14. Les deux prochains exemples montrent la difficulté
et l’intérêt porté à cette question.

(a) SoientB un produit de Blaschke infini et Sµ une fonction intérieure singulière non constante.
Alors TB est plongeable dans un C0-semi-groupe noté (Tt)t≥0, TSµ est plongeable dans un
C0-semi-groupe noté (Ut)t≥0 et TBSµ est plongeable dans un C0-semi-groupe noté (Vt)t≥0.
Dans ce cas, nous savons que Vt ̸= TtUt pour tout t > 0, tandis que TB et TSµ commutent.
Cela donne un exemple d’un produit plongeable, mais pas dans le produit des semi-groupes
dans lesquels les deux termes sont plongeables.

(b) Soient B1 un produit de Blaschke fini et B2 un produit de Blaschke infini. Alors TB1

n’est pas plongeable et TB2 est plongeable tandis que TB1B2 est plongeable. Cela donne un
exemple d’un produit plongeable tandis qu’un des termes ne l’est pas.

112



Comme cas particuliers, nous pouvons déduire un résultat sur le plongement des Toeplitz
associés à un symbole polynomial.

Corollaire 5.19. Soient n ≥ 1 et P ∈ Pn. Alors TP est plongeable dans un C0-semi-groupe sur
H2 si et seulement si P n’a pas de zéros dans D.

Démonstration. Soient n ≥ 1 et P ∈ Pn de la forme

P (z) = a

n∑
k=0

(z − αk)

m∑
j=0

(z − βj)

où a ∈ C\{0}, |αk| < 1 pour tout 1 ≤ k ≤ n et |βj | ≥ 1 pour tout 1 ≤ j ≤ m. En particulier, il
vient que P (z) = B(z)F (z) avec B le produit de Blaschke associé à la suite (αk)1≤k≤n et F la
fonction intérieure définie par F (z) = a

∑n
k=1(1− αkz)

∑m
j=1(z − βj). Alors

• Si P n’a pas de zéros dans D i.e. αk /∈ D pour tout 1 ≤ k ≤ n, alors B ≡ 1 et P est une
fonction extérieure. Par suite, TP est plongeable dans un C0-semi-groupe d’opérateurs de
Toeplitz analytique sur H2 d’après le lemme 5.15.

• Si P a au moins un zéro dans D, alors B ̸≡ 1. D’après la proposition 5.16 (ii), TP n’est pas
plongeable dans un C0-semi-groupe sur H2.

5.3 Isométries et propriétés des semi-groupes

Nous avons étudié, dans les sections précédentes, le plongement de Cφ, Cw,φ et Tφ sur H2

en utilisant en particulier le caractère isométrique de ces derniers. Nous avons vu que les semi-
groupes n’étaient en général pas constitués d’opérateurs de composition ou de Toeplitz analytique
respectivement. Nous nous intéressons alors dans cette section aux propriétés qui sont préservées
ou non par le plongement d’un opérateur dans un semi-groupe fortement continu. De manière
générale, nous pourrions nous demander si le semi-groupe dans lequel l’opérateur isométrique
est plongeable est un semi-groupe d’opérateurs isométriques et faire de même avec d’autres
propriétés, au regard de celles des opérateurs que l’on souhaite plonger.

5.3.1 Contraction et isométrie

Le résultat suivant montre qu’un semi-groupe de contractions où l’élément plongé est de plus
isométrique est un semi-groupe d’opérateurs isométriques.

Lemme 5.20. Soit V ∈ L(H) un opérateur isométrique. Si V ↪→ (Vt)t≥0 C0-semi-groupe de
contractions, alors Vt est un opérateur isométrique pour tout t ≥ 0.

Démonstration. Remarquons que puisque V est une isométrie, V n = Vn l’est également pour
tout n ∈ N. Procédons par l’absurde et supposons maintenant qu’il existe t0 > 0 tel que Vt0
n’est pas isométrique. Dans ce cas, puisque Vt0 est une contraction, il existe un élément x0 ∈ H
avec ∥x0∥ = 1 tel que ∥Vt0x0∥ < 1. Or, pour tout entier N > t0, on a d’une part via la propriété
algébrique de semi-groupe

∥VN−t0Vt0x0∥ = ∥VNx0∥ = 1,

et d’autre part via le caractère contractant

∥VN−t0Vt0x0∥ ≤ ∥Vt0x0∥ < 1.

Cette contradiction indique alors que Vt est isométrique pour tout t > 0. Puisque V0 = Id est
isométrique, le semi-groupe dans lequel V est plongeable l’est.
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5.3.2 Compacité et isométrie

Le résultat suivant permet de mettre en avant l’incompatibilité entre opérateur isométrique
et semi-groupe d’opérateurs compacts. Tout d’abord, regardons les différents exemples suivants
autour de la compacité des opérateurs considérés jusqu’à maintenant.

1. L’opérateur intégral de Volterra V : L2([0, 1]) −→ L2([0, 1]) est compact d’après le théo-
rème de Fréchet-Kolmogorov ([25]) et plongeable dans le C0-semi-groupe de Riemann-
Liouville (Vt)t≥0. Alors, d’après la propriété d’idéal bilatère de l’ensemble des opérateurs
compacts, (Vt)t≥1 est un semi-groupe compact. Par suite, (Vt)t≥1 est ainsi un semi-groupe
uniformément continu d’après [45, Lemma II.5.5] et il existe un certain A ∈ L(L2([0, 1]))
tel que Vt = etA pour tout t ≥ 1.

2. D’après le critère [80, Theorem 5.1.17], si Cφ est compact, alors
∣∣φ∗(eit)

∣∣ < 1 presque
partout sur T. Ici, nous considérons φ une fonction intérieure, donc

∣∣φ∗(eit)
∣∣ = 1 presque

partout sur T et Cφ n’est donc pas compact.

3. Le seul opérateur de Toeplitz compact est 0 donc cette question appliquée aux opérateurs
de Toeplitz n’est pas à considérer.

Lemme 5.21. Soit V ∈ L(H) un opérateur isométrique plongeable dans un C0-semi-groupe
(Vt)t≥0 sur H. Alors, pour tout t ≥ 0, Vt n’est pas un opérateur compact.

Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons qu’il existe t0 > 0 tel que Vt0 est compact.
Puisque K(H) est un idéal bilatère, il vient que Vt est un opérateur compact pour tout t ≥ t0
d’après la propriété algébrique du semi-groupe. Il vient alors que, pour toute suite orthonormale
(en)n≥0 de H, ∥Vten∥ −→

n→∞
0 pour tout t ≥ t0. Or, puisque V est isométrique, VN = V N l’est

pour tout N ∈ N et on a
∥VNen∥ = ∥en∥ = 1.

Pour N assez grand (N ≥ t0), on aboutit donc à une contradiction qui indique alors par suite
que pour tout t > 0, Vt n’est pas compact.
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