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Résumé

L’objectif de ce travail est l'utilisation et I’enrichissement de la méthode dite de NOURDIN—
PECCATI, qui permet d’estimer des distances entre mesures de probabilités a 1’aide du calcul de
MALLIAVIN et de la méthode de STEIN.

D’abord, nous étudions via cette méthode des fonctionnelles liées a des solutions d’équations aux
dérivées partielles stochastiques. Le premier travail dans cette direction est ’étude du temps de séjour
spatial de I’équation des ondes stochastique additive unidimensionnelle, avec dépendance polynomiale
entre le temps et la fenétre d’observation. Nous établissons des Théoremes Centraux Limites lorsque le
temps d’observation est petit par rapport a la fenétre, et observons un phénomene de saturation pour
des temps grands, en établissant un Théoreme Limite vers une loi de RADEMACHER. Le deuxiéme
travail dans cette direction est 1’étude des variations quadratiques de la solution de I’équation des
ondes multiplicative. Ces variations quadratiques ont déja été étudiées pour d’autres équations, ou
on observe une convergence au moins en probabilité. Nous montrons que les variations quadratiques
convergent en probabilité. Cette convergence permet de construire un estimateur pour le parametre
de diffusion de cette équation.

Dans un deuxiéme temps, nous enrichissons la méthode. Suivant une idée de PIMENTEL, nous
développons une méthode de STEIN pour I’étude d’un couple de variables aléatoires, dont on compare
sa loi a celle du méme couple, mais supposé indépendant. Nous détaillons des bornes de STEIN dans
le cas ol 'une des composantes est une variable gaussienne, ou un vecteur gaussien, ou une variable
suivant une loi Gamma. Nous appliquons cette théorie a I’étude de 'indépendance asymptotique entre
la moyenne spatiale de solutions de certaines EDPS et une évaluation de la solution, lorsque le domaine
ou on effectue la moyenne remplit tout I’espace.

Abstract

The goal of this work is about using and extending the so-called Nourdin—Peccati method, allo-
wing to estimate distances between probability measures, by using the Malliavin calculus and Stein’s
method.

First, we study thanks to this method some functionals linked to some solutions of stochastic
partial differential equations. The first work in this direction is the study of the spatial sojourn time of
the additive one-dimensional stochastic wave equation, with polynomial dependence between the time
and the window observation. We establish some Central Limit Theorems when the time of observation
is small with respect to the window and we observe a saturation phenomenon for big times, by proving
a Limit Theorem toward a Rademacher law. The second work in this direction is the study of quadratic
variations of the solution of the multiplicative stochastic wave equation. Those quadratic variations
were studied for other equations in the past, where each time, a convergence, at least in probability,
were proved. We show here that the quadratic variations converges in probability, leading to the
construction of an estimator of the diffusion parameter of this equation.

In the second part, we enriches this method. Following an idea from Pimentel, we expand a Stein
method for the study of couple of random variables, from which we compare its law with the law of the
same couple but supposed independent. We exhibit some Stein bounds in the case where one of the
components is a Gaussian variable, or a Gaussian vector, or a variable following a Gamma distribution.
We apply this theory to the study of asymptotic independence between the spatial average of the
solution of some SPDEs and an evaluation of the solution, where the doamin where we compute the
average is covering the whole space.
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Introduction

Cette these a été 'occasion de développer de nouveaux résultats dans le domaine des Probabilités
qu’on nomme méthode de STEIN-MALLIAVIN, ou nommée comme dans le reste de cette these méthode
de NOURDIN-PECCATI. Le lecteur désireux de comprendre les rouages de ce domaine pourra se diriger
vers la premiére partie. Résumons en quoi consiste cette méthode.

La méthode de Nourdin—Peccati ou la renaissance d’un calcul diffé-
rentiel

Le Théoreme Central Limite et ses nombreuses questions

La méthode de NOURDIN-PECCATI s’inscrit dans le domaine des Théoremes Limites. Le plus cé-
lebre d’entre eux est bien entendu le Théoréme Central Limite. On invite les lecteurs spécialistes ou
non a regarder ’excellent [] pour une vision globale de ’historique de ce Théoreme, qui navigue

entre la formalisation de la loi des grands nombres par Andrei KOLMOGOROV (regarder | I'in-
troduction de la fonction caractéristique de Paul LEVY et son théoréme d’inversion (regarder [ D,

permettant une preuve concise et simple du Théoreme, sans oublier bien entendu la théorie des erreurs
de Carl Friedrich GAUSS ([]) L’énoncé le plus célebre est le suivant.

Théoréme i : (Le Théoréme Central Limite) Soit (Q, F,P) un espace probabilisé. On considére
une suite de variables aléatoires (X,,n > 1) indépendante, de méme loi et admettant un moment

d’ordre 2. On note X, £ %Zzzl Xi la moyenne empirique des (Xy,)pn. Alors

X EB[X] N(0,1).
o [Yn} n—00 ’

L’évocation du Théoréeme Central Limite fait alors référence a 1’énoncé précédent. Néanmoins,
pour une suite de variables aléatoires (X,,n > 1) quelconque, on dit qu’elle vérifie un Théoréme

s . Xn,—E[X . . 7 .
Central Limite si ’;T[}"] converge en loi vers une gaussienne lorsque [n — oo]. On étudie, dans

le cas des processus réels (X;, ¢ > 0), la limite lorsque ¢ tend par exemple vers oco. On étudie aussi
des cas multidimensionnels, c’est-a-dire qu’on considere une famille de vecteurs aléatoires. On peut
méme faire encore plus fort en considérant non pas des convergences de variables aléatoires réelles,
mais des convergences de variables aléatoires a valeurs dans des espaces de fonctions, c’est-a-dire
des convergences de processus stochastiques. Un exemple célebre qu’on évoque comme un équivalent
fonctionnel du Théoréme Central Limite est le Théoréeme de DONSKER, énoncé en 1952 par Monroe
D. DONSKER dans [].

Théoréme ii : (Théoréme de DONSKER, 1952) Soit (Q, F,P) un espace probabilisé. Considérons
une suite de variables aléatoires (X,,n > 1) indépendantes et identiquement distribuées telle que
E[X?] < 0o. Pour § > 0, on considére Ss = (Ss(t),t = 0) le processus défini comme prolongement
affine par morceaux de la marche aléatoire de pas § et de hauteur donnée par la suite (Xp)n>o0,
c’est-d-dire que S5(0) = 0 P-presque sirement et pour tout t > 0, P-presque strement

119 Lo
S(;(t) = Z X + (5 — LSJ) XLt/5J+1'
k=1
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Alors, au sens de la norme de la convergence uniforme sur tout compact dans l’espace des fonctions
continues sur Ry,

o (Bt > 0),
d—0t

S5(t) — E[S5 (1)
( o155 ()] ’M))

ou B est un mouvement brownien standard sur R, .

Ce Théoreme peut-étre vu comme le Théoréme Central Limite fonctionnel. De maniére générale,
pour une famille de processus (X,,,n > 1), on dit qu’il vérifie un Théoréme Central Limite fonctionnel
s’il existe un espace de fonction ainsi qu'une topologie sur laquelle on a convergence en loi de la suite
de processus (X,,,n > 1) vers un processus gaussien, non nécessairement un mouvement brownien.
La démonstration proposée par [KS98] du Théoréeme de DONSKER utilise d’ailleurs un couplage uti-
lisé tres souvent encore actuellement puisqu’il s’agit de montrer d’une part la convergence des lois
finies-dimensionnelles, qui est principalement une conséquence du Théoreme Central Limite multi-
dimensionnel et de la propriété d’étroitesse (ou de tension, ces deux mots sont synonymes dans ce
contexte) vérifiée par la famille de processus (S5,0 > 0). On peut établir cette tension via le critére de
KOLMOGOROV, statuant quune famille de processus (X;,i € I) est tendue des lors qu’il existe a,b > 0
et C' > 0 tels que pour tout 7 € I et t,s > 0,

B[[xi(t) - Xi(o

a
] < Ot — s,

Revenons au Théoreme Central Limite classique. Une question naturelle des qu’on cherche & s’in-
téresser aux Théoremes Limites consiste & se demander si on dispose d’une éventuelle vitesse de
convergence. Dans le cadre d’une convergence en loi comme présentée ici, déterminer la vitesse de
convergence dans le TCL consiste a mesurer a quel point la loi de la suite de variables considérées est
proche de la loi normale standard. On peut imaginer bien des facons de mesurer 1’écart entre deux
mesures de probabilités : on peut regarder I’écart entre fonctions de répartition, I’écart entre fonctions
caractéristiques, 1’écart entre les moments, ’écart entre toutes les valeurs prises par ces mesures, ou
uniquement sur une partie qui engendre la tribu. Cela n’est pas exhaustif. Toutes ces fagons de mesurer
I’écart entre deux mesures donnent naissance a différentes distances non nécessairement équivalentes.
Une réponse a la question de la vitesse de convergence est donnée par le Théoreme de BERRY—ESSEEN
(énoncé indépendamment par Andrew C. BERRY en 1941 dans [Ber4l] et en 1942 par Karl ESSEEN
dans [Ess42]), qui répond & la question en distance dite de KOLMOGOROV.

Théoréme iii : (Théoréme de BERRY—-ESSEEN, 1941-1942) Soit (Q, F,P) un espace probabilisé.
On considére sur cet espace une suite de variables aléatoires réelles (X,,n > 1) indépendantes et
identiquement distribuées, telle que E[|X1|?] < oo. On note X, la moyenne empirique de la suite
(Xn,n = 1). Alors il existe une constante C > 0 universelle (ne dépendant pas de la suite (X,,n > 1)
telle que

X, -E|X, t 3
sup |P |: ] <t| - / 6—52/2 ds < CE[|X1| ] ]
teR o {Xn} —0 V2T Vn

Avec les exemples que nous venons d’évoquer, nous venons de décrire les principaux enjeux dans le
domaine des Théorémes Limites. Si on dispose d’une famille de variables aléatoires, ou de processus,
étudier un comportement asymptotique de cette famille consiste d’abord en I’étude d’une loi des
grands nombres (dans notre exemple, cela signifie montrer que la moyenne empirique converge vers
I'espérance), puis s'il existe un Théoréme Central Limite (les variables centrées réduites convergent vers
une loi limite, souvent gaussienne, parfois autre chose), et si on dispose d’une vitesse de convergence
(en comparant par exemple des fonctions de répartition entre la loi de la famille de variables et la loi
limite). On peut aussi se demander 'existence d’une limite dans le sens des processus, par exemple
en considérant une marche aléatoire de pas de plus en plus petit composée de la famille de variables
qu’on se donne.
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La méthode de Stein : une technique pour démontrer les TCL

Ces questions peuvent étre traitées grace a la méthode de STEIN. Cette méthode permet d’estimer
des distances entre mesures de probabilités, lorsqu’elles sont définies de maniere fonctionnelle. Si on
considere A un ensemble de fonctions de R dans R, on dit que A est séparante si toutes mesures j et v
réelles boréliennes telles que pour tout f € A, [, f du = [ f dv sont égales. Dans ce cas, la méthode
de STEIN permet d’établir une borne entre deux lois pour une distance d définies sur ’ensemble des
couples de mesures de probabilités sur R ou plus généralement R? (et méme sur des variétés encore

plus généralement) par
/ hdp— / h dv|.
R

Il s’agit bien d’une distance sur ’ensemble des mesures de probabilités dés lors que A est une classe
séparante, et que les intégrales sont bien définies pour tout h dans A.

Détaillons un peu les rouages de cette méthode. Considérons une loi cible pg. Il s’agit souvent de
la loi normale standard uni ou multi dimensionnelle, ou d’une loi Gamma, ou d’une loi de POISSON,
ou d’autres types de loi usuelle. L’exemple originel est la loi normale (regarder [Ste86]). Pour cette
loi, on dispose d’une caractérisation fonctionnelle simple qu’on appelle lemme de STEIN. Une mesure
de probabilité u suit la loi normale si et seulement si pour tout f : R — R dérivable telle que les

intégrales suivantes existent
[ @) nlda) = [ 2f@) pdo)

Notons L° I'opérateur différentiel donné par L°f = f'—xf. Le lemme de STEIN statue qu’une variable
aléatoire réelle X suit la loi normale standard si et seulement si pour tout f telle que ’espérance
suivante existe, E[L°f(X)] = 0. Pour beaucoup de lois usuelles, on peut déterminer un opérateur £
semblable caractérisant la loi de la méme maniere. Pour une loi cible pg, supposons qu’on dispose d'un
opérateur L tel que X suit p si et seulement si pour toute fonction f assez réguliere, E[Lf(X)] = 0. Le
principe de la méthode de STEIN est le suivant. Soit A € A, ou A est une classe séparante induisant une
distance d sur ’ensemble des mesures de probabilités sur R. On considére alors ’équation différentielle
suivante, d’inconnue f.

d(p = sup
heA

LF(@) = hla) = [ h(y) po(dy).

Cela signifie alors que pour toute mesure de probabilité u telle que tout h € A y est intégrable, on a

[ 1) ) = [ b@) polde) = [ (nia) ~ [ b) mo(@n) uide) = [ £f@) a(ao)

Ainsi, si on suppose que toute solution de I’équation différentielle appartient a un autre espace de
fonction B, cela signifie qu’on dispose de la borne suivante pour 4 :

[ ££@) plaa)| .
eBIJR

d(p, po) < Sup

Cette estimation est le coeur de cette méthode. L’enjeu est donc de déterminer un opérateur différentiel
(discret ou continu, avec un « ou » non exclusif) £ qui caractérise la loi cible de maniére fonctionnelle,
puis de déterminer une classe B de solutions de I’équation de STEIN qui soit la plus précise possible
afin de manipuler la borne obtenue. Tout cela dépend bien entendu de la classe séparante A choisie
initialement, donc de la distance d avec laquelle on souhaite travailler.

Le Théoréme de BERRY—ESSEEN peut se démontrer griace a la méthode de STEIN. Regardez [NP12a]
pour une démonstration complete. Le théoreme est énoncé en distance de KOLMOGOROV, c’est-a-dire
que la classe séparante est ’ensemble des fonctions indicatrices de la forme 1(_ ), avec t € R. On
résout ’équation différentielle

t 2,9 d
flo) (@) = L) = [ e
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Hélas, les solutions de cette équation différentielle n’ont pas un comportement facilement manipulable
(entendre par-1a fonction bornée, tout comme leurs dérivées). On fait alors une approximation de
1(_oo,) Par des fonctions continues pour la norme L'(Leb) (donnée pour f intégrable sur R pour
la mesure de LEBESGUE par [p|f(z)| dz), ou I’équation de STEIN donne cette fois-ci des bornes
intéressantes. Le reste du travail consiste bien siir & montrer que cette approximation de la fonction
indicatrice permet une bonne approximation de la distance de KOLMOGOROV.

La méthode de STEIN est I'objet du Chapitre @ On formalise dans ce chapitre tout ce qu’on vient
de développer. On étudie les bornes classiques pour la gaussienne en distance dite de WASSERSTEIN,
en dimension quelconque. On propose aussi une présentation complete de 1’étude d’une borne de
STEIN pour la loi Gamma, en distance de WASSERSTEIN. On développe le lemme associé, tout comme
I’équation différentielle. On verra que la résolution compléte de ce probleme est en fait récent, puisque
c’est seulement en 2018 dans [DP18] qu’on dispose d’une borne vraiment satisfaisante. Enfin, on justifie
I'intérét actuel de cette méthode avec une sélection de quelques articles de 2023 et 2024, non relié aux
sujets que nous traitons dans cette these.

Polynomes de variables gaussiennes : chaos de Wiener

Focalisons-nous sur une étude particuliére. Sur un espace probabilisé (2, F,P), on consideére une
suite variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (W,,,n > 1) de gaussiennes cen-
trées réduites. On s’intéresse aux polynoémes en ces variables. Pour n > 1, notons 3,, I’ensemble des
polynomes a plusieurs variables de degré n évalués en les W,,, c’est-a-dire I’espace vectoriel réel engen-
dré par les ;> W™ avec pour tout k > 1, oy, € N vérifiant > k>1 @ = n. Notons P 'union de tous
les B,,. Par une méthode de GRAM—SCHMIDT, on peut décomposer 8 comme somme directe d’espaces
HY . qui sont les espaces vectoriels engendrés par 1’ensemble des variables aléatoires de B de la forme
[Ti>1 Hay (Wh), olt les oy, sont des entiers naturels vérifiant }-;-; ax = 1 et pour p > 1, H), désigne le
p-éme polynéme d’HERMITE. La suite des polynémes d’HERMITE constitue une base orthonormée de
L?(N(0,1)). Enfin, en tant que sous-ensemble de L?(PP), considérons §,, la fermeture pour la norme
L2(P) de $9. A partir de la décomposition de toute fonction de L?(N(0,1)) dans la base hilbertienne
des polynoémes (H,,p € N), on dispose en fait d'une décomposition remarquable dans L?*(Q,G,P), ou
G est la tribu engendrée par la suite (W,,),>1, puisqu’en fait L?(G) est somme hilbertienne de tous
les 9, pour tout entier n € N. Les espaces (9,,n € N) constituent des briques élémentaires pour
construire des variables dans L?(G), et sont nommées chaos de WIENER.

On cherche a étudier des Théorémes Centraux Limites dans les chaos de WIENER. Plus précisément,
étant donnée (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires dans un chaos $), fixé, quelles sont les
conditions pour que la suite (X,,,n > 1) vérifie un Théoréme Central Limite ? Au risque de divulgacher
la suite au lecteur non initié, le Théoréme du Quatrieme Moment répond a cette question. Le nom du
Théoréme lui-méme divulgache la condition phare pour avoir un TCL. En effet, dans §),, si nous savons
déja que la suite des moments d’ordre 2 de (X,,n > 1) converge vers 1, alors la suite (X,,n > 1)
converge vers la loi normale standard s¢ et seulement si la suite de ses moments d’ordre 4 converge
vers 3, c’est-a-dire le moment d’ordre 4 de N(0,1). Les trois noms associés & ce Théoréme sont
David NUALART, Giovanni PECCATI (qui ont démontré ce Théoréeme avec des méthodes d’analyse
stochastique, regarder [NPO05]) et Ivan NOURDIN (qui, avec PECCATI, ont démontré ce Théoréme
grace a la méthode de STEIN, regarder [NP0O9b]). Ce Théoréeme est 'objet du Chapitre . Il est
encore aujourd’hui assez difficile de saisir les détails de ce Théoreme. On explique dans ce Chapitre
les évolutions qui lui sont liées.

Néanmoins, si I’énoncé est en lui-méme est surprenant, la méthode employée par NOURDIN et
PECCATI a partir de la méthode de STEIN est celle qui bouleverse le domaine. Cette présente these n’est
qu’une planete, voire un satellite ou un astéroide, au sein du Big Bang qu’a été cette démonstration.
Pour la comprendre, nous devons expliquer comment exprimer autrement les éléments d’un chaos de
WIENER. 1l s’agit de l'intégrale stochastique de WIENER, qui permet de donner une isométrie entre
$, et I'ensemble des fonctions (déterministes) de L?(0,1)? qui sont invariantes par permutation des
coordonnées. En fait, si (By)yc[o,1] est un mouvement brownien standard, défini sur (£2, G, P) alors tout
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élément de ), s’écrit P-presque stirement comme l'intégrale itérée suivante

1 t1 tq—l A
/O /0 /0 fltr,- -+ tg) dBy, ---dBy, dByy 2 I,(f),

ot f € L?(0,1)7 est symétrique, c’est-a-dire qu’elle vérifie que pour presque tout 1, - - - ,xq € (0,1) et
toute permutation o € &y, f(Ts(1), " s To(q)) = f(T1,--+ ,74). Les intégrales écrites ici sont des inté-
grales stochastiques de WIENER par rapport au mouvement brownien (By,t € (0,1)). Cette intégrale
ne prend en entrée que des fonctions déterministes L2, et donne une variable aléatoire mesurable par
rapport aux incréments du mouvement brownien dans (0, 1). Enfin, cette intégrale définit une isomé-
trie entre 9, C L*(P) et L%(0,1)? (les fonctions de L?(0,1)9 symétriques) via la formule suivante :
pour tout ¢,¢' € N, pour tout f € L3(0,1)? et g € LZ(0, 1)q/,

E[L(HIy(9)] = b0 ¢4F,9)120,10-

Cette notion d’intégration possede deux aspects intéressants. La premiere, & travers sa relation
d’isométrie, permet de passer d'un objet probabiliste (une variable aléatoire dans §),) & un objet
d’analyse déterministe (les fonctions symétriques réelles a ¢ variables). Deuxiéme aspect : il dépend
d’'un mouvement brownien. On introduit un opérateur D sur $), de la facon suivante : pour tout
te€(0,1) et fe LE(0,1)4

1ty tg—1
Dt </ / .”/ f(t17."7tq) dth~..dBt2 dBt1>
0 JO 0
1 to tq—l
q</0 /o /0 f(t,t2, - tg) dBy, -+~ dBy, dBt2>_

Cet opérateur est la dérivée de MALLIAVIN, qui est a l'origine du calcul du méme nom. Il s’agit d’une
théorie de calcul différentiel par rapport & un mouvement brownien, ou plus précisément par rapport
a un processus isonormal. On I'étudie plus en profondeur dans le Chapitre |[. On peut étendre cet
opérateur de dérivation sur un sous-ensemble dense de L?(G), noté D2, formellement en décomposant
une variable en chaos de WIENER et en permutant somme et dérivation. Cette extension de la dérivée
sur D2 implique alors par dualité une extension de I'intégrale de WIENER, il s’agit de 'intégrale
de SKOROHOD. Cette intégrale permet d’intégrer des processus stochastiques, et non uniquement des
fonctions déterministes. On perd cependant le caractére isométrique de l'intégrale stochastique. L’un
des grands intérét de I'intégrale de SKOROHOD réside dans le fait qu’elle étend 'intégrale d’ITO. Cette
derniére intégre contre un mouvement brownien des processus L? adaptés a la filtration canonique
associée au mouvement brownien. Elle dispose d’ailleurs encore d’une propriété d’isométrie L2.

Un processus stochastique u = (u(t),t € (0,1)) qui est L? sur P ® Leb|( 1y est intégrable au sens
de SKOROHOD dés lors que la forme linéaire

DY? c LA(P) — R
F s Jo u DyF dt

1>

est continue pour la norme L2. Dans ce cas, 'intégrale de SKOROHOD, notée d(u), est définie par la
relation de dualité suivante : §(u) € L?(G) est I'unique variable aléatoire telle que

1
VF € DM E U up Dy F dt] =E[F§(u)].
0

On note aussi 0(u) = fol uy 0By. Siw est un processus déterministe, alors d coincide avec I, 'intégrale
de WIENER d’ordre 1. Il est aussi intéressant de noter que si f € L%(O, 1)7*! alors pour presque tout

te€(0,1)
1 1 rty tg—1
/ {/ / / [t tr, - ty) dBy, -+ dBy, dBtl} 0By
0 0 JO 0

1 t t1 tg—1
- / / F(ttr, - tg) dBy, -+ dBy, dBy, dB,.
0o JOo JO 0
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Cette égalité se réécrit 0((Ly(f(¢,-)),t € (0,1)) = I;41(f). On constate alors qu’a partir des calculs
sur les briques élémentaires que sont les chaos de WIENER, 6 o D n’est pas exactement l'identité.
En fait, pour tout X € §,, 6 o DX = ¢X. On définit alors I'opérateur L : L*(G) — L*(G) par la
relation fondamentale suivante : —L = 6D. Une autre fagon de le définir est a partir des chaos : pour
tout X € §,, LX 2 —qX. L’opérateur L admet comme vecteurs propres les éléments des chaos de
WIENER avec comme valeurs propres les entiers négatifs ou nuls. On 'appelle générateur d’ORNSTEIN-
UHLENBECK. 1l s’agit bien d’'un générateur, puisqu’il provient d’un semi-groupe, portant le méme
nom, défini sur ), par P;X = e”™ X, qu'on étend sur tout L?(G). C’est a cause de ce signe — dans
I’exponentielle qu’on définit L par la relation LX = —¢X, signe qui semble tomber comme un cheveu
sur la soupe. Pour ¢ > 1, on peut inverser L, et on étend son inverse sur L?(G), qu’on appelle alors
pseudo-inverse puisqu’en fait, I'extension sur L?(G) provoque la relation suivante pour tout X € L%(G)

LL !X =L7'LX = X — E[X].

Les opérateurs D, § et L sont les pieces maitresses du calcul de MALLIAVIN.

L’apogée de cette méthode : le Théoreme du Quatrieme Moment

Récapitulons. Nous avons pour objectif d’établir des Théoremes Centraux Limites pour la fermeture
dans L? de I’ensemble des polynémes en des gaussiennes standards et indépendantes. On cherche plus
précisément & construire une condition pour avoir convergence en loi vers N'(0,1) dans un chaos de
WIENER §),. Pour cela, on peut comprendre tout élément de ), comme une intégrale stochastique de
WIENER d’une fonction déterministe. Grace a cette interprétation, il est possible de définir lisiblement
les opérateurs d’une théorie de calcul différentiel par rapport a un mouvement brownien, ce sont les
opérateurs D, L et 4.

C’est enfin ici qu’on peut comprendre le génie de la démonstration de NOURDIN et PECCATI, abou-
tissant au Théoréme du Quatrieme Moment quantitatif, et au sous-domaine des Théorémes Limites
qu’est la méthode de NOURDIN-PECCATI. Pour cela, on se donne X € §)4, et on exploite la borne de
STEIN suivante

d(X,N(0,1)) < sup E[f’(X) - Xf(X)} ]
fenB

C’est & ce moment-la que tout se joue. Ce qui va tout faire marcher est la relation X = §D(—L)"'X.
En effet, pour f € B,

E[f'(X) - Xf(X)] = E[/'(X)] ~ E[5D(-L)"'X - f(X)].
Or, l'intégrale de SKOROHOD est définie par une relation de dualité, qui donne ici
E[f(X) - Xf(X)] = E[f'(X)] = E{D(-L)™"X, DF(X)) 120 1
La dérivation introduite ici vérifie la régle de la chaine. Cela donne ici
E[f/(X) = Xf(X)] =E[f(X)] = E[(D(~L)™'X, f'(X) DX) a(q )|

Enfin, en rassemblant tous les termes, on obtient

E|f/(X) - Xf(X)] =E|f(X)(1 = (D(-L)"'X, DX)p5))]-

Puisque X € §)4, cela donne

B[/ - X700] = E[£00) (1= 2IDX B )]
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Enfin, en supposant que le tout est bien défini, 'inégalité de CAUCHY—SCHWARZ permet alors de
conclure en la borne suivante

1/2

1 2 1/2
a(X, N (0,1)) < sup {1/} E [(1 — ZIDX ) ] = sup {[|/"[lse} Var [IDX 220,
feB q feB

Cette inégalité nous informe en fait déja d’un fait remarquable. Si la norme de la dérivée de X est
proche d’étre déterministe (uniquement sa norme, pas la dérivée elle-méme) alors X est proche d’étre
gaussienne, pour un grand nombre de distances, des lors qu’elles aboutissent a des solutions d’équation
de STEIN admettant des dérivées uniformément bornées.

Si on souhaite conclure sur le c6té Quatrieme Moment du Théoreme éponyme, il s’agit de calculer
explicitement E[X*] et de comparer le tout & la variance exprimée plus haut, & ’aide de la formule pro-
duit. Le Chapitre est entiérement consacré a ce Théoréme. Nous étudions d’abord un historique de
ce Théoréme, dont la genése remonte a 2005 avec NUALART et PECCATI dans [NP05], jusqu’au papier
fondateur [NP09b] de NOURDIN et PECCATI, ou nous décrivons en précision les bornes démontrées
en distance de WASSERTSEIN. On étudie quelques extensions de ce Théoréme, et les tentatives d’ex-
plication du phénomene dit du Quatriéeme Moment, notamment par le prisme des chaos de MARKOV
comme décrit dans [Led12]. Nous concluons ce chapitre avec des applications récentes de la méthode
de NOURDIN-PECCATI dans des sujets que nous ne traitons pas dans cette présente these afin de
percevoir ’aspect actif de cette méthode encore aujourd’hui.

Organisation de la suite

Nous venons de décrire 'intégralité de la premiere partie de cette these, qui explore les fondations
de la méthode de NOURDIN-PECCATI. Les Théorémes présentés seront omniprésents dans les sujets
que nous traitons dans la suite. Nos travaux, en collaboration avec Ciprian A. TUDOR, durant ces
deux ans et demi de theése se divisent en deux grandes parties, avec une intersection non vide entre
les deux thémes traités. Dans un premier temps, nous évoquerons quelques Théoremes Limites liés a
des fonctionnelles de solutions d’équations aux dérivées partielles stochastiques dirigés par des bruits
gaussiens. Nous avons étudié le temps de séjour spatial de I’équation des ondes stochastique additif,
dans un cadre de couplage polynomial entre le temps ou la solution est évaluée et la taille de la
fenétre d’observation. Nous avons aussi étudié les variations quadratiques de la solution de ’équation
des ondes avec bruit multiplicatif, ce qui permet de conclure en un estimateur pour le parametre
de diffusion. Dans un deuxiéme temps, nous développons une méthode de NOURDIN-PECCATI dite
indépendante. Cette méthode permet des estimations en distance définie de maniere fonctionnelle entre
la loi d’un couple de variables aléatoires et la loi produit entre les deux marginales lorsque 'une des
variables en jeu suit une loi spécifique. Il s’agit d’une borne quantitative mesurant 1’'indépendance
entre deux variables aléatoires. Nous en déduisons des Théoremes Limites particulierement faciles a
appliquer dans le cadre ou les deux variables sont dans des chaos de WIENER. Nous avons étudié le
cas ou l'une des deux variables est gaussienne unidimensionnelle, puis gaussienne multidimensionnelle
et le cas Gamma. Enfin, nous avons pu appliquer cette théorie sur un probleme lié une fois de plus a
des fonctionnelles d’équations aux dérivées partielles stochastiques, puisqu’on étudie le comportement
asymptotique entre la moyenne spatiale d’une solution d’'une EDPS et I'évaluation en un certain
nombre de points de cette méme solution. On montre que, sous renormalisation, le couple composé de
la moyenne spatiale et de I’évaluation de la solution converge en loi vers le produit indépendant de la
gaussienne et de la loi de I’évaluation. Les Théorémes Limites que nous décrivons dans ’entiereté de
cette partie peuvent s’interpréter comme de I’indépendance asymptotique. Cependant, nous avertissons
deés a présent le lecteur a propos du caractere mal défini de cette notion. Il existe en fait plusieurs
définitions de 'indépendance asymptotique qu’on peut considérer comme naturelles qui ne sont pas
équivalentes. C’est 'objet de I’Annexe |Al. Expliquons désormais en détail le contenu des deux parties
que nous venons d’introduire.
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Etude de fonctionnelles d’équations aux dérivées partielles stochas-
tiques

Chapitre M : Temps de séjour de ’équation des ondes stochastique

On considere I’équation des ondes additive unidimensionnelle suivante

O, O

ﬁ(t,x) = 9.2 (t,x) + W(t,a:),

ounu(t=0,z) =0 et %(t = 0,z) = 0. On suppose que W est un bruit blanc en temps et en espace.
La solution, prise au sens évolutive (mild), est un processus gaussien donné pour presque tout ¢ > 0
et x € R par

u(t, ) :/Ot/RG(t—s,m—y) W (ds, dy),

ot W est le processus isonormal sur L?(R; x R) issu du bruit blanc W, et G est le noyau de GREEN
associé a I’équation, donné par G(t,z) = %1 {jz|<t}- Sa fonction de covariance spatiale est donnée pour
t>0etz,yeRpar

E[u(t, 2)u(t,1)] = § (|7~ v1 ~ 2)1ayicany

On s’intéresse a son temps de sé€jour spatial, c’est-a-dire le processus suivant : a un niveau A € R fixé,
un temps t > 0 et une fenétre d’observation A > 0, on définit

A
Saa(A) = Leb({z € [-A, AL u(t,z) > A}) = / | Lutyzay 4o [1]

Il est connu, en utilisant un résultat de [], que ce processus vérifie un TCL lorsque A grandit :
pour tout ¢ > 0,
1
VA
On s’intéresse au probleme suivant : et si ¢ dépend de A? On suppose une relation polynomiale :
t = A%, avec « > 0. Le Théoréme suivant répond a cette question, c’est I'objet de ce chapitre.

(S04(4) = B[Sy 1(4)]) =2 (0, 0%).

A—oo

Théoréme iv : Soit Sy (A) donné par [lﬂ]. On considére o > 0, et on prend t = A“.
1. Sia>1, alors

1 oi 1 1
Z(S)\’Aa (A) - ]E[S)\’Aa (A)]) m 5(51 + 5(5_1.
2. 51 a < 1, alors
d L () 10 (4) = E[Sy a0 (A)] ), N (0,02) ) < — e _
W \/W( )\,Aa( ) — [ A,Aa( )])7 (0,0%) ) < (lnA)l/T

ot 0 ne dépend d’aucun parameétre.

Le plan de démonstration est le suivant.

1. On cherche & déterminer la normalisation, c¢’est-a-dire déterminer un développement asympto-
tique de la variance E[Sy 4o (A)?] lorsque A tend vers co. Pour cela, on développe Sy 4a(A) en chaos
de WIENER (ol le processus isonormal sous-jacent est induit par le bruit blanc W), et on étudie ce dé-
veloppement chaos par chaos. Le développement se passe comme suit : on développe x — 1,4}, pour
£ réel dans la base hilbertienne des polynémes d’HILBERT. Puis, on utilise la formule de conversion
d’ITO :

H <1 (t I)) :¥]( ®q)
\ofult,o)] olu(t,a)j I

ou on écrit u(t,z) = I1(gt ), avec g, donné par

gt,x(sv y) = G(t - S5T — y)l[ﬂ,t](s)'
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Ainsi,
o0 2) , (22
st -] - 55 11 iy 0 =3 xid)
2 | .

1 une expression asymptotique de E {X)(\qt) (A)ﬂ lorsque A tend vers oo.

2. On étudie pour tout q >
Il suffit d’utiliser des formules de TAYLOR, et de calculer des intégrales doubles. On remarque alors que
les développements asymptotiques different selon la parité de ¢, et selon la valeur de a. En effet, on
observe une compétition entre les temps d’observation A% et la taille de la fenétre & travers 'intégrale

suivante :

]

On résume les ordres obtenus (c’est-a-dire la puissance de A dans le premier terme du développement
asymptotique de E [X/(\qt) (A)Q] ).

®q A A a\2q
gt:p Iy (gt,y)} dz dy = Ch 4 /_A /_A (lz =yl = 2A%) " 1{jp—y|<240} dy da.

‘ Premier ordre ‘
« a<l a=1 a>1
q Temps court | Temps moyen | Temps long
q impair Alta A? A?
q pair Al-« 1 A—2(a—1)

On constate alors que les termes impairs prédominent toujours. On adopte la normalisation liée & ces

(9)

termes, et on montre alors que si, pour ¢ impair, E[X, Aa (A)?] = o(q)2A°e alors

1

Aordre U(q)2 :

q impair

o [Sx, 40 (A)] P

3. On étudie le cas o > 1. Cela consiste en fait a utiliser la caractere 1-similaire du processus u :

Ve > 0, (u(et,cx),t > 0,z € R) (cu(t x),t >0,z € R),

au sens des lois finies dimensionnelles. En effet, par exemple pour o > 1,

1
A/ 1{u(A°‘ >)\} CLT—/_1 1{u(1,ﬁ)>ﬁ} da:.

Le membre de droite converge presque stirement vers 1,(1,0)>01, qui vaut 0 ou 1 avec proba 1/2. En
soustrayant par ’espérance, on en déduit la convergence vers la loi de RADEMACHER annoncée. On
conclut de la méme maniére pour o = 1.

4. On s’occupe désormais du cas a < 1, o, tout comme le cas a = 0 traité précédemment, on
observe un TCL. L’idée est la suivante : on se donne A — M4 une application croissante a valeurs
dans N* qui croit vers oo. Le terme M4 sera un terme de troncature dans le développement en chaos
de Sy 4o(A). On découpe la distance de WASSERSTEIN comme suite :

0, >,

q impair

dw (Sx,4x(4) —~E[Sy a0 (4)] ), N

1
A /A1+a

< dw(X,\,Aa(A),X,]\\?Xa(AD +dw X,\ Ao 0, > o
q impair
q<Ma

0, Z a(q)? | N

q impair
q<Ma

0, >

q impair

+ dw
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On a noté

qu’on développe en chaos, et on note
M
X (4) = 3 34X a0 (4))

le développement en chaos de X 4a(A) jusqu'a 'ordre My4. Le premier terme estime la vitesse de
convergence L? de ce développement en chaos. Les calculs asymptotiques faits en point 2. permettent
de l'estimer. Le deuxieme terme exprime la distance de WASSERSTEIN entre un processus dérivable,
admettant un développement fini en chaos, et une gaussienne. La méthode de NOURDIN-PECCATI
classique permet de ’estimer. Enfin, le dernier terme estime la distance entre deux gaussiennes centrées,
donc il s’agit de connaitre la vitesse de convergence de la série de terme général o(g)2. On va en fait
constater qu’indépendamment du choix de M4, tous les termes tendent vers 0, sauf un, provenant
précisément de 1’étude du terme central, de I'ordre d’un polyndéme en A soutrait par un terme de
I’ordre de 3MA). Il ne reste qu’a choisir M4 de sorte que 3M4 croisse moins vite que le polynéme pour
conclure.

Chapitre @ : Variations quadratiques temporelles de I’équation des ondes stochas-
tique non linéaire
Pour « > 0 un parametre dit de diffusion, on considére I’équation des ondes multiplicative suivante

0%u 0% .
(1) = (1) v (1,2)) (1, 2),

ou W est un bruit blanc en espace et en temps, et o est suffisamment réguliére pour qu’on puisse
disposer d’une solution au sens évolutif (mild), c’est-a-dire un processus u. solution de ’équation
intégrale au sens de WALSH suivante

w(te) = [ t [ Gt =s.2=9) ol (5,9)) W(ds, dy),

ou (G1 est le noyau de GREEN associé a l’équation des ondes, qu’on a introduit dans le chapitre
précédent.

Cette étude intervient apres de nombreuses autres pour d’autres équations, sous d’autres hypo-
theses. On s’intéresse a I'étude des variations quadratiques de u., qui permet tres souvent dans les
cas précédents d’en déduire des estimateurs (fortement) consistants de v. On démontre le théoréme
suivant.

Théoréme v : Soient T > 0, et (D,,n > 1) une suite de subdivisions de [0,T]. On suppose que
Dy, ={0=1tf <t <--- <tfp _ <tip, =T} vérifie que son pas tend vers 0 :

A
o = max |7 — 7| —— 0.
0<i<tDn—1 n—o0

On définit les variations quadratiques temporelles de u~ associées d (Dy,n > 1) : pour x € R fizé,

$Dn—1

Vp (x) = > (u(t?+1,w) — u(t?,m)f.
=0

Alors o
vy () % 72/0 /0 (U(uv(t— S, T — s))2 +0(u,y(t—s,x+s))2) ds dt,

, P ) ey s
ot — désigne la convergence en probabilité.
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On peut appliquer ce Théoreme pour faire I’estimation de . Supposons que nous connaissons o,
et que nous disposons d’une suite d’observations (continues en espace) (u(t;,x),0 < i < D,z € R),
ouD = {ty=0<1t <--- <typ =T}. On cherche & déterminer v, qui est inconnu. Il suffit pour cela,
grace au théoreme précédent, de définir I’estimateur suivant

4V (@) '
S At [Si2h { At (o (uy (s = t,m = 1) + o (us (6 — £y, 2 1)) }]

La somme au dénominateur est une approximation de RIEMANN de l’intégrale limite a travers la
partition D. On a noté At; = t;.1 — t;. Cet estimateur est consistant d’apres nos investigations.

Donnons nos pistes pour démontrer le Théoreme. La démonstration repose uniquement sur des
considérations liées au calcul de MALLIAVIN. Quitte a renommer o, on suppose que v = 1. Nous com-
mencons par mettre ’emphase sur le fait que u(t, ) est dérivable par rapport au processus isonormal
W issu du bruit blanc ambiant. Bien que ce résultat est connu, il n’avait pas été démontré jusque la.
La technique de démonstration est tres bien connue : on utilise une itération de PICARD, on montre
par récurrence que cette itérée est dérivable pour tout entier, et on passe a la limite par les théorémes
classiques de passage a la limite pour cette dérivée.

La différence entre u(t}_ |, x) et u(t}, z), développée au carré, donne par relation de CHASLES pour
I'intégrale de WALSH un terme intégrale pris entre 0 et ¢}, et deux autres termes faisant intervenir ¢
et t7, 1, dont la longueur est inférieure a d,, qui tend vers 0. Ainsi, nous avons déja

Ap(z) =

tiDn

t" 2
Vo, (x) (/ / (G1(t ) — 8,2 — 2) — GL(tF — 5,2 — 2)) o(u(s, ) W(ds, dz)> +o(1).

L’intégrale au sein de la somme s’interpréte comme une intégrale de SKOROHOD, notée 0(vp,, ),
c’est-a-dire que

$Dp—1 2
Vb, (x Z ) ( (Gi(t}y —s,x—2) — Gi(t] — s,z — z))l[o,ti](s) o(u(s, z))) +0(1)
an-1
Z 1) (UDmx,i)z + 0(1).
i=0

En employant les formules usuelles du calcul de MALLIAVIN, on obtient

S(vpy i) = 5(an,x,i 5(UDn,x,i)) + <D5(an,m,i)a UDn,w,i>

= 6(0D,06 (0D, 24)) + (5(DavD, ), VD, 2.4(9)) + 100,01

Le premier terme est une double intégrale stochastique qui s’avere étre de WALSH. On la traite via
I'isométrie associée. On obtient alors une double intégrale par rapport a le mesure de LEBESGUE
avec des termes du type vp, zi(s,2)vp, 2,;(S, %), avec i, j des indices entre 0 et §D,, — 1. Or, d’apres
I’expression du noyau de GREEN G1, les fonctlons VD, zi €t Up, z; sont a supports disjoints des lors
que i # j. Il suit que la somme ne comporte que peu de termes, donc que ce premier terme est petit
dans L?.

Le deuxieme terme sera quand a lui petit a cause des supports, mais aussi a cause du caractere
adapté du processus vp,, » i, qui va rendre la dérivée nulle sur un ensemble assez gros, et va lui donner
un support disjoint de tous les vp, . ;, avec j # i. Ce terme tend par conséquent vers 0 dans L2,

On arrive alors a la conclusion suivante :

4D, —1

Vp, (z Z / / o(u(s,2))* dz ds + o(1),
s—ti<|z—z|<tiy1—s

ol le petit o est dans L'. D’aprés une sommation de RIEMANN, on en déduit que le terme principal
converge presque stirement vers 'intégrale annoncée dans le Théoréme. Ainsi, Vp, (z) est somme d’'un
terme qui converge presque stirement vers une quantité finie et de termes qui tendent vers 0 dans L!.
On en déduit la convergence en probabilité annoncée.
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Méthode de Nourdin—Peccati indépendante

Comme nous 'avons présentée au début de cette introduction, la méthode de NOURDIN-PECCATI
permet d’établir des bornes pour certaines distances d entre une variable aléatoire (a valeurs dans R?
éventuellement) et une loi cible, prescrite des le début de 1’étude, en termes d’opérateurs de dérivation.
Les lois cibles standards sont les lois normales (unidimensionnelle ou multidimensionnelle) et les lois
Gamma (dont les lois du x? font parties).

Cette partie de la theése exprime une extension de cette méthode pour de nouvelles lois, qui se-
ront toujours multidimensionnelles. Notre objectif est d’obtenir des bornes similaires aux résultats
standards lorsqu’on cherche a comparer la loi d’'un couple de variables aléatoires par rapport a un
produit indépendant de deux autres lois. Il s’agit d’'une quantification de I'indépendance entre les
deux variables si les lois cibles sont les lois des marginales. Ces estimations permettraient d’établir des
Théorémes Limites exprimant ce qu’on pourrait interpréter comme de 'indépendance asymptotique,
notamment dans les chaos de WIENER.

L’étude de cette notion d’indépendance asymptotique dans les chaos n’est pas nouvelle, puisqu’elle
fait déja l'objet en 2014 d’un Théoréme dans [NR14]. Ce Théoréme a été amélioré dans [NNP16] en
2016. Enoncons ce dernier Théoréme.

Théoréme vi : (Théoréme 1.3 de [NNP16]) Soient (2, F,P) un espace probabilisé, W un
processus isonormal sur un espace de HILBERT H réel séparable, d partir duquel on définit les chaos
de WIENER. On considére une suite de vecteurs aléatoires (Xp)n>1 de RY, avec d > 2, dont on note
Xn(j) la j-éme coordonnée, pour 1 < j < detn > 1.
On suppose qu’il existe une suite ordonnée de maniére décroissante d’entiers q1 = q2 = -+ = qq

tels que pour tout n > 1 et 1 < j <d, X,(j) € 5’qu. Les assertions sutvantes sont équivalentes.

(1) Pour tout 1 <1i# j <d,

2 2
Cov (X (i), X0(j)?) —= 0;
(2) Notonspourn >1etl <j<d:Xp(j) = Ig;(dn(f)), avec pn(j) € H®U. Pourtoutl <i# j < d
et 1 <r<qiNgj,
16n(2) ©r G (4l 000 +a-2) —= 0.

(3) Pour tout 11, ,1q: R — R de classe C*> admettant des dérivées bornées jusqu’a l’ordre q1,
d d
E | vi(Xa() | = 1 E [ (Xn(@)] =2 0.
j=1 j=1

Ce Théoreme nous indique alors que pour avoir une forme d’indépendance asymptotique, représen-
tée ici avec le point , il suffit de calculer deux & deux la covariance des carrés de chaque marginale du
vecteur aléatoire, et de montrer que cette covariance tend vers 0. Cette condition sur la covariance est
une reformulation du critéere d’USTUNEL et ZAKAI, exprimant que deux variables aléatoires X = I,(f)
et Y = I,(g) sont indépendantes si et seulement si f ®; g = 0 presque partout. On dispose d’une
formulation en termes de Théoréeme Limite.

Théoréme vii : (Théoréme 1.4 de [NNP16]) Soient (Q,F,P) un espace probabilisé, W un
processus isonormal sur un espace de HILBERT H réel séparable, d partir duquel on définit les chaos
de WIENER. On considére une suite de vecteurs aléatoires (X,)n>1 de RY, avec d > 2, dont on note
Xn(j) la j-éme coordonnée, pour 1 < j < d etn > 1.

On suppose qu’il existe une suite ordonnée de maniére décroissante d’entiers q1 = q2 = -+ = qq
tels que pour toutn > 1 et 1 < j <d, X,(j) € $q;- On suppose les hypothéses suivantes.

(i) Pour tout 1 < j <d, X,(j) converge en loi vers une variable U(j) ;
(ii) Les variables U(1),--- ,U(d) sont indépendantes ;
(iii) La condition est vérifiée (ou 'une des conditions équivalentes).
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Alors la suite de vecteurs aléatoires (Xy,)n>1 converge en loi vers le vecteur U = (U(1),--- ,U(d)).

Il s’agit d’'un Théoreme extrémement intéressant, permettant de conclure en une convergence en
loi vers un vecteur a marginales indépendantes. Il exprime que, sous hypothese d’appartenance & un
chaos, pour observer une convergence en loi vers un tel vecteur, il suffit que chaque marginale converge
vers la marginale correspondante et qu’on observe une forme de décorrélation asymptotique, sous la
forme de décorrélation des carrés de chaque variable. On peut aussi remarquer son caractére général
dans les limites possibles, puisqu’aucune hypothese sur U n’est mentionnée.

La poursuite de cette étude est alors de se questionner sur une éventuelle vitesse de convergence,
pour les distances usuelles liées a la méthode de STEIN. La technique générale ressemble a ce qui suit.
On suppose que g est une loi pour laquelle il existe un opérateur différentiel £ satisfaisant un lemme de
STEIN : une variable X suit la loi u si et seulement si E[Lf(X)] = 0 pour un grand nombre de fonctions
tests f. On démontre le lemme de STEIN suivant pour certains cas particuliers de u. Un couple (X, Y)
suit la loi pp ® p (c’est-a-dire que X suit la loi p, Y suit la loi p et X et Y sont indépendantes), avec
p une loi quelconque si et seulement si E[L,f(X,Y)] =0, ou L, f(x,y) = L(f(-,y))(z). On aboutit &
une équation de STEIN sous la forme

Lof(z,y) = hz,y) — E[M(Z,y)],

ol Z suit u. L’objectif est de résoudre cette équation, et d’étudier le comportement d’une solution

bien choisie (souvent bornée, avec ses dérivées). La nouvelle contribution de cette étude provient en

fait de I’étude de y — f(x,y). Par régle de la chaine du calcul de MALLIAVIN, on a en effet
Df(X,Y) = %(X,Y)DX + gg(X,Y)DY.

Une fois cette étude faite, on peut disposer de Théorémes Limites, dont ’étude est similaire aux cas

standards développés par NOURDIN et PECCATI. Cette étude est nommeée dans la suite méthode de

NOURDIN-PECCATI indépendante.

Le premier chapitre de cette partie présente cette méthode en détail dans le cas ou la loi cible
est une loi gaussienne unidimensionnelle (non dégénérée). La borne associée permet des applications
dans une étude de convergence dans le Théoreme de BREUER-MAJOR. Le deuxiéme chapitre est une
application de cette méthode dans le cas de moyenne spatiale de solutions d’EDPS. 11 a été démontré
que la moyenne spatiale de certaines de ces solutions converge, aprés normalisation, vers A/(0,1),
lorsque la fenétre de moyennisation est de plus en plus grande. On démontre un Théoréme Limite
exprimant la convergence du couple composé de la moyenne normalisée, et d’une évaluation de la
solution, vers le produit indépendant de A (0,1) et de la loi de I’évaluation. Le troisiéme chapitre
est une nouvelle exposition de la méthode de NOURDIN-PECCATI indépendante, ou la loi cible est
cette fois-ci une loi normale multidimensionnelle. La différence avec le cas unidimesionnel provient du
calcul différentiel, et du fait que 'opérateur L est cette fois-ci d’ordre 2. On applique ce résultat a un
probléme de matrices aléatoires (convergence vers le GOE), et plus particuliérement & I'influence des
données dans la pseudo-convergence de matrices de WISHART vers une GOE dans le cas de coefficients
chaotiques. On applique cette méthode aussi dans le cadre d’estimateurs d’EDPS, et encore une fois
de l'influence des données dans la convergence normale de I’estimateur. On conclut cette partie avec le
dernier chapitre portant sur la méthode de NOURDIN-PECCATI appliquée aux lois Gamma (centrées).
Les techniques sont similaires, mais I’équation différentielle obtenue mérite une étude a elle-seule, ce
qui justifie ce chapitre. De plus, ce dernier chapitre est un pas supplémentaire vers un travail plus
ambitieux demandant certainement plus d’expertise dans ce domaine : peut-on quantifier le critére
d’USTUNEL et ZAKAI en termes de distances de WASSERSTEIN, variation totale, ou KOLMOGOROV ?
L’étude de la loi Gamma permet I’étude de certains cas dans le chaos d’ordre 2.

Chapitre : Méthode de Nourdin—Peccati indépendante pour la loi gaussienne
unidimensionnelle

Ce chapitre est inspiré de [Tud23], et pose les premiéres pierres de la méthode de NOURDIN—
PEccATI indépendante. La suite de ce travail est inspirée par un travail préliminaire de Leandro
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PIMENTEL, dans la section 5 de [Pim22]. Il s’agit de comparer la loi d’un couple (X,Y") avec N'(0,1)®p,
c’est-a-dire la loi des couples (Z,Y”), avec Z suivant AN (0,1), Y’ suivant p et Z indépendant de Y,
en termes de distance de WASSERSTEIN. On peut méme supposer que Y n’est pas simplement une
variable réelle, mais aussi un vecteur aléatoire. La borne générale obtenue permet par la suite d’écrire
des Théorémes Limites qu’on interprete comme de l'indépendance asymptotique dans des chaos de
WIENER.

Borne de Stein

Le début des investigations est bien entendu un lemme de STEIN. Considérons X et Y deux
variables aléatoires. Alors le couple (X,Y") suit la loi N (0,1) ® Loi(Y) si et seulement si pour toute
fonction f : R? — R telle que les espérances suivantes soient définies

of B
E |5 (X,Y) - X[(X,Y)| =0.

La démonstration est usuelle. Pour le sens direct, il s’agit d’utiliser I'indépendance et le lemme de
STEIN classique pour conclure en 1’égalité. Pour le sens réciproque, on considére f(z,y) = e®*+1sV ce
qui donne une équation différentielle vérifiée par la fonction caractéristique de (X,Y’), dont 'unique
solution est précisément la fonction caractéristique de N (0,1) ® Loi(Y).

On propose une étude d’une estimation de WASSERSTEIN entre un couple (X,Y") et la loi N(0,1)®
Loi(Y'). On étudie pour cela I’équation de STEIN suivante

gi(x’ y) —zf(x,y) = h(z,y) — E[h(Z,y)],

ou Z suit N'(0,1) et est indépendante de Y. On note f, la solution de cette équation différentielle. On
montre que pour h suffisamment réguliere, la famille de fonctions fj, associée admet des dérivées en x
et en y bornées. Pour cela, on exhibe la solution suivante

fn(x,y) = — /O+OO \/%E[Zh (e_ta: +V1—e 2z, y) ] dt.

Cette solution n’est pas surprenante si on connait la théorie initiale de NOURDIN-PECCATI, puisqu’a
y fixé, z — f(z,y) est une solution de f' — xf = hy — E[hy(Z)], avec hy(x) = h(x,y). Ainsi, pour h
de classe C' lipschitzienne, il n’y a aucune surprise d’apprendre que

0 2 2
fh(:c,y)\ <y Zsuplh (@) <42 sup
Oz T zeR T (z,y)eRxR

donc que [|0zfnll < \/g |0zh|| - Par contre, il s’agit aussi d’étudier la dérivée partielle de fj, par
rapport a y, qui est une nouvelle étude dans le cadre de la méthode indépendante. Ici, on s’en sort en
permutant dérivée et intégrale, donnant ici

oh

%(l‘,y)

sup
zeR

I

afh__/jLooe_t [6h —t _ =2t }
=) mn@ Zay(e z+vVI—e Z,y) dt.

On en déduit que |0y frll, < \/§||8yh||oo. On en déduit la borne attendue : si C désigne I’ensemble
des fonctions f : R? — R vérifiant [|0, f ||, < /2/7 et |0, f]|,, < /7/2 alors

E Pf(X,Y) _ XX, Y)} ‘

dw (X, ¥), N (0,1) @ Loi(Y)) < sup E | 52

fec
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Hypothése de dérivabilité supplémentaire

Supposons que X et Y soient dérivables et que E[X] = 0. Pour f € C,

E :gi(x,y) — Xf(X, Y)]
=K _?( Y) - éD(-L)1X f(X, Y)]
=E gi(x Y) — <D(—L)—1X,Df(X, Y)>?J
—E _gf (X,Y) ( (D(-1)~'x, DX>H> - gg(x, Y)(D(-L)7'X, DY>?J .

D’ou la borne suivante

W((X, Y),N(0,1) ® Loi(Y))

< \/EIE H1 —(D(-L)7'x, DX>H } +4/5E H<D(—L)—1X, DY>HH .

Ou encore, & partir de I'inégalité de CAUCHY—SCHWARZ dans L?(PP)

w((X,Y),N(0,1) ® Loi(Y))

< 241&[(1—@( L)-1X, DX

\f\/ )-1X DY>?J. [2]

Cette borne fondamentale est le point d’orgue de ce chapitre. Constatons qu’elle est composée de
deux termes. Le premier terme est trés bien connu dans le domaine, puisqu’il s’agit précisément de
la borne de NOURDIN-PECCATI démontrée dans [NP09L], exprimant la distance entre X et A(0,1).
Le deuxieme terme est quand a lui nouveau. Il fait intervenir le produit scalaire des dérivées de X
et Y. De plus, puisqu’on dispose de 1’égalité E[(D(—L)~'X,DY)y] = E[XY] = Cov(X,Y), on peut

imaginer que le deuxieme terme est une mesure de la décorrélation entre X et Y.

™

Théorémes Limites dans les chaos de Wiener

Cette borne donne naissance a des Théorémes Limites particulierement exploitables lorsqu’on
considére une suite (X,,n > 1) appartenant & un chaos de WIENER, et d'une suite (Y,,,n > 1)
convergeant en loi, ou plus fortement dans L?. Enoncons les Théorémes, sous différentes hypothéses.
On commence avec le Théoreme le plus faible, celui ou on suppose que (Y,,n > 1) appartient a une
somme de chaos fixée, d’ordre maximal inférieur a celui de (X,,,n > 1) et converge en loi.

Théoréme viii : Soient (X,,n > 1) et (Y,,n > 1) deuzr suites de variables aléatoires. On fait les
hypothéses suivantes.

(i) Il existe ¢ > ¢’ > 1 tels que pour tout n > 1, X,, € 4 et Y, € @k 09k ;

(i) La suite (Xn,n > 1) converge en loi vers N'(0,1) ;

(iii) La suite (Yy,)n>1 converge en loi vers p, une mesure de probabilité sur R ;

(iv) On a décorrélation asymptotique : E[X,Y,] — 0 lorsque [n — oo].
Alors ((Xn,Yn),n > 1) converge en loi vers N(0,1) ® p. Si de plus, la convergence de (Y,,n > 1) vers
p est vérifiée au sens de WASSERSTEIN, alors la convergence du couple est aussi dans ce sens. On
dispose de plus de la majoration suivante

w (X, Y), N (0,1) @ p)

< 241@ [(1 - <D(—L)—1Xn,DX

™

\f\/ 1Xn,DY> }+dW(Yn,p) [3]
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La démonstration de ce fait repose sur 'utilisation de la borne fondamentale [E] , puisque
w (X, Y), N(0,1) @ p) < dw (X, Y), N(0,1) © Loi(Y5) ) + dy (Yo, ).

D’une part, le premier terme tend vers 0, puisqu’il s’agit d’un terme connu dans le cadre du Théoreme
du Quatrieme Moment. On s’intéresse au deuxiéme terme. Puisque la dérivée de X et Y se calcule
explicitement, des lors qu’on note X = I;(¢) et Y = I(g), la formule produit permet d’expliciter un
développement en chaos de (D(—L)~1X, DY)%. En prenant ’espérance, on aboutit & une somme du
type
ang’
E [(D(-L)'X,DY)},] = 3" byg,
r=1

®r‘gn ||H®(z1+q’ —2r)-

Or, lorsque ¢’ < ¢, la convergence en loi de X,, vers NV (0,1) implique 'écrasement de toutes les
contractions de ¢, et g,, puisque

z 2
H¢n®r9n”y®(q+q’—2r) < ”¢n g—r ¢HHH®2T”9”H’QH®‘U'

Le Théoreme du Quatrieme Moment stipule que toutes les contractions ¢, ®, ¢, tendent vers 0 en
norme associée & H®2(@ ") pour tout 1 < r < ¢ — 1. Lorsque ¢ = ¢/, le Théoréme du Quatriéme
Moment ne nous permet plus de conclure avec cette inégalité. Le cas r = ¢ = ¢’ est en fait celui qui
justifie 'hypothese de décorrélation, puisqu’en fait

~ 1 1
|’¢n®qgnui®0 = <¢n79n>H - EE[Xn Jan] = aE[XnYnL

ot on a noté J,Y la projection sur le g-éme chaos de WIENER. Cela conclut la démonstration.

Evoquons désormais un Théoréme Limite plus fort, ol I’hypothese de convergence en loi de (Y,,,n >
1) est remplacé par une convergence L2, ce qui permet d’oublier I'hypothése de comparaison des
ordres des chaos. De plus, Y,, peut désormais admettre un développement en chaos infini, modulo une
hypothése de convergence uniforme dans L? des restes de développements en chaos.

Théoréme ix : Soient (X,,n > 1) et (Yy,n > 1) deux suites de variables aléatoires. On fait les
hypothéses suivantes.

(i) Il existe ¢ > 1 tel que (X,,,n >1) C $Hy;
(ii) La suite (X,,n > 1) converge en loi vers N'(0,1) ;
(iii) La suite (Y,,,n > 1) converge dans L*(P) vers une variable Yy suivant une loi p ;

(iv) Le reste des développements en chaos de (Yn,n > 1) converge uniformément vers 0 dans L?(P)

sup ,%ﬂE[ ] 5o

(v) On a décorrélation asymptotique : E[X,Y,] — 0 lorsque [n — oo].

Alors la suite de couples ((Xp,Yn),n = 1) converge au sens de WASSERSTEIN vers N'(0,1) @p (c¢’est-
a-dire que la distance de WASSERSTEIN tend vers 0). L’estimation [E] est de plus valable.

Ce Théoreme est en fait conséquence d’un lemme démontré encore une fois grace au Théoreme du
Quatrieme Moment. En effet, si on a compris la démonstration du Théoréme p1récédent7 il suffit de
comprendre pourquoi la convergence L? permet de s’affranchir de lhypothése q < q. Ainsi, il suffit
d’expliquer le fait que E[(DX,, DG,)3,] tende vers 0, oit G, € $, avec ¢ > ¢, tend dans L? vers une
variable G. Toujours par la formule produit, la convergence en loi de X,, vers la normale écrase tous
les termes du développement en chaos de (DX, DGnﬁ_[, sauf lorsqu’on considere le cas r = ¢. Si, pour

> 1 ou n = oo, on note Gy, = I(gy), alors

||¢n®q9n||9{®(q -9 X ||¢n®qgoo,’7.[®(q —g *[lgn — 900||H®q’ Slifl) ”d)nHH@W
nz



Introduction xxix

Le lemme stipule alors que lorsque (X,,n > 1) converge vers N (0,1), alors pour tout g € 7—[®q/,
6n®qgll30('—q) tend vers 0. Il s’agit encore une fois d’une conséquence du Théoréme du Quatrieme
Moment. En effet, sur le cas particulier ou g = @Qj_; €;,, ou (e;,4 > 1) est une base hilbertienne de
H, on a en fait

, 2

q q
Han@ngH@(q’*q) < ”(bn ®q gHH@(tZ’*q) - <¢7E7®eik> ® Ciy
H®a| ||k

k=1 =g+l |lye@ -q

q
= <¢n @1 €4y 5 ®eik> = ||¢n ®g-1 ¢nH3-p
H®(g—1)

k=2

qui tend vers 0 par ce dernier Théoreme. L’hypotheése de convergence uniforme des restes permet de
montrer que ce calcul permet en fait de conclure au Théoréme Limite souhaité par approximations L?
(on tronque le développement de Y, et Y).

Si on résume ces Théorémes Limites, le Théoreme du Quatriéeme Moment est en fait a l'origine
de toutes les convergences vers 0 des termes apparaissant dans le développement a partir des chaos
de E [(D(-L)"!'X,DY)3/], sauf précisément celui d’ordre g lorsque ce dernier existe. Dans ce cas,
on doit préciser qu’on souhaite de plus avoir une décorrélation asymptotique, ce qui semble étre le
minimum & demander pour espérer avoir une convergence qu’on interpréte comme de 'indépendance
asymptotique.

Application a4 un Théoréme de Breuer—Major

Présentons une application de tout ce qu’on vient de présenter. Plus précisément, on se place dans
un contexte de Théoreme de BREUER—-MAJOR. Ce dernier cherche a étudier des Théorémes Centraux
Limites pour des variables de la forme f(X), ou f € L*(N(0,1)) (c’est-a-dire que [ f(@)2e /2 da <
o0), et (Xg, k > 0) est un processus gaussien qu’on suppose stationnaire, c’est-a-dire que les (X, k >
1) sont identiquement distribuées (souvent A(0,1) aprés normalisation). Un cas particulier est de
prendre f = Hg, le g-¢me polynome d’HERMITE, puisque cette famille de polynomes définit une
base hilbertienne de L?(N(0,1)). On consideére le cas o X est donnée par des accroissements d’un
mouvement brownien fractionnaire : on considére (X (k), k € N) donné par

X(k) 2 By(k +1) — By (k),

ol By est un mouvement brownien fractionnaire de parameétre de HURST H € (0,1). La famille
(X (k),k € N) est bien stationnaire, ou la loi commune est N(0,1), et admet comme fonction de
covariance

1
pir(k) 2 E[X;, Xo] = 5 (e + 1) 4 o — 127 — 282

L’objet d’étude est ce qu’on nomme variations d’HERMITE du mouvement brownien fractionnaire. On
étudie le comportement asymptotique d’une normalisation de Vi = S8 Hy(Brr(k+1)— By (k)). Tl

est connu (regarder par exemple [BNO8]) qu’on peut distinguer trois régimes selon la valeur de H ou le

comportement de ces variations est différent. Lorsque 0 < H < 1 —1/2¢, la suite ﬁ qu) converge
q,

vers N'(0,1). Lorsque H =1 —1/2g, ﬁ‘/n(q) converge vers N'(0,1). Lorsque 1 —1/2¢ < H < 1,
q,H

WV”((]) converge vers une loi dite ’"HERMITE. Ces convergences sont quantifiées en distance en

variations totales dans [BN0§], et peuvent aussi s’exprimer en distance de WASSERSTEIN.

On s’intéresse de notre c6té a I’étude d’une convergence simultanée de deux variations ’HERMITE

d’ordre différent. Plus précisément, on s’intéresse a la convergence jointe de (Vn(Q), 7’52))‘ On considere

de plus une valeur de H de sorte que VTE‘” converge vers N'(0, 1) et Vn(Q) converge vers une loi ’"HERMITE

pour g = 2, ce qu’on nomme une loi de ROSENBLATT. La méthode que nous venons de développer nous

’

indique qu’il suffit d’étudier E[(DVT?), DVyEq)ﬁ_[] pour obtenir une vitesse de convergence. La dérivée
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ici est prise par rapport a By, cela signifie qu’on se place sur un espace de HILBERT H C L?(0, c0)

muni du produit scalaire
oo 400 dt ds
(f, 9)n :/0 /o f(t)g(s) [ sPED

Apres calculs (assez usants), on distingue deux régimes distincts pour H € (3/4,1—1/2q). Le premier,
pour H € (3/4,H*(q)), avec 3/4 < H*(q) < 1 —1/2q explicite, affirme que la mesure de décorrélation
(9)

converge plus lentement que celle de la convergence de V"’ vers la gaussienne. Le deuxiéme, pour
H € (H*(q),1 — 1/2q), montre que la décorrélation se passe plus rapidement.

Chapitre : Indépendance asymptotique entre solutions d’EDP stochastiques
et leurs moyennes spatiales

On s’intéresse dans ce chapitre a une application de la méthode de NOURDIN-PECCATI indépen-
dante que nous avons développé précédemment. Le cadre est le suivant : & partir d’une EDPS linéaire
a bruit multlphcatlf on peut étudier la moyenne spatiale de sa solution. Plus précisément, si on consi-
dere Lu = o(u )W une EDPS sur R, x R, et qu’on suppose qu’un véritable processus u est solution,
alors on étudie a t > 0 fixé sa moyenne spatiale

1

Mp(t) = —
R() |BR‘ By

u(t,z) dz,

ou R > 0 et By la boule euclidienne de rayon R dans R¢.

Dans différents cas, il a été montré qu’une normalisation de Mpg(t) converge en loi vers N (0,1).
Nous étudions le cas d’'un bruit gaussien, et de deux EDPS particulitres, & savoir équation de la
chaleur et celle des ondes. Récemment, a partir des années 2020, dans les cas ou W est blanc, ou
fractionnaire, des Théoréemes Limites vers une gaussienne ont été démontré par NUALART, HUANG,
ZHENG et al.

Nous nous intéressons a une potentielle indépendance asymptotique entre une normalisation de
Mg(t), dans les cas décrits dans le paragraphe précédent, et une évaluation de la solution u(t, ),
au sens suivant : si Fr(t) = m (MRg(t) — E[Mg(t)]) est la normalisation de Mg(t) alors a-t-on
convergence en loi du couple (Fg(t),u(t,z)) vers N'(0,1) ® Loi(u(t, z)) lorsque R tend vers +o0 ?

Théoreme x : Soit u solution de ’équation de la chaleur stochastique ou u solution de [’équation
des ondes stochastique, au sens évolutif (mild), sur Ry x R?, avec d > 1 tel qu’un tel u existe. On
considére T > 0, t,t € [0,T] et z € R,

1. Pour le cas de I’équation de la chaleur :

a. Si W est un bruit blanc en espace et en temps, alors (Fr(t),u(t,z)) converge en loi vers
N(0,1) ® Loi(u(t, z)). De plus, la vitesse de convergence en distance de WASSERSTEIN est
de l’ordre de 1/\/E

b. SiW est un bruit blanc en temps et un bruit de RIESZ de paramétre 3, alors (Fr(t),u(t,T))
converge en loi vers N'(0,1) ® Loi(u(t,z)). De plus, la vitesse de convergence en distance
de WASSERSTEIN est de l'ordre de 1/RP/?.

2. Pour le cas de l’équation des ondes en dimension 1 :

a. Si W est un bruit blanc en espace et en temps, alors (Fr(t),u(t,z)) converge en loi vers
N(0,1) ® Loi(u(t, z)). De plus, la vitesse de convergence en distance de WASSERSTEIN est
de l'ordre de 1/\/§

b. Si W est un bruit blanc en temps et un bruit de RIESZ de paramétre 3, alors (Fr(t),u(t,T))
converge en loi vers N'(0,1) @ Loi(u(t,z)). De plus, la vitesse de convergence en distance
de WASSERSTEIN est de l'ordre de 1/RP/?.
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Un bruit de RIESZ de parameétre 3 est un processus gaussien centré W = (Wp(t,A),t > 0, A €
By, (R9)) admettant la fonction de covariance suivante

E[Wg(RA)WB(SvB)] = (s /\t)/A/B

La démonstration de ce Théoréme repose sur une méthode de NOURDIN-PECCATI indépendante.
Cette méthode nous fournit pour deux variables aléatoires X = d(v) (0 désigne l'intégrale de SKOROHOD)
et Y une estimation de la distance de WASSERSTEIN entre la loi du couple (X,Y) et N(0,1) @ Loi(Y).

On obtient ici
dw ((X,Y),N(0,1) @ Py) < \/E,/VarkDX,wH} + \/Z,/E[(U,Dm%ﬂ}. [4]

Le premier terme exprime la proximité de la loi de X par rapport a A(0,1). Il est donc connu, et
déja étudié. Notre contribution consiste a calculer le deuxiéme terme pour chacun des quatre cas que
le Théoréme propose. A chaque fois, I'opérateur de dérivation est pris par rapport au bruit gaussien
envisagé dans 'EDPS.

Par définition, le processus u résout 1’équation intégrale suivante (prise au sens de WALSH)

dzr dy
z —yl?

u(t,z) =1+ /Ot o G(t—s,z—vy) o(u(s,y)) W(ds,dy),

ol G est le noyau de GREEN associé a ’équation différentielle considérée. Cela signifie qu’on peut écrire
Fr(t) comme une intégrale de WALSH, donc comme une intégrale de SKOROHOD comme suit :Fr(t) =

d(vRrt), ol
1

Ry = o ( [ Glt-sa-y) o) o(uls,) L (o)

Le but du jeu a chaque fois est donc de donner une estimation de E[(vg, Du(t, 7))3,].

Un Lemme central est déterminant pour démontrer ces résultats, comme ils I'ont été pour établir
les Théorémes Limites vers des gaussiennes. Celui-ci affirme que pour tout p > 2, il existe une constante
C dépendant de p, de T' et du bruit tel que

1/p
E “Ds,yu(t, ac)ﬂ < CG(t — s,z —y).

Grace a ce Lemme, avec des inégalités de CAUCHY—SCHWARZ et en exploitant des hypotheses de
régularité sur o, on en déduit que

<UR¢,Du(f, 1_:)>2J < U[ZWCR(t)] </BR /Ot <G(t —s,x—9),G(t—s,T— .)>H ds d:z:)z.

Les chemins entre chaque démonstration se séparent a ce moment précis. Pour le cas de 1’équation
de la chaleur, avec bruit blanc, il suffit d’utiliser la propriété de semi-groupe que vérifie G. Pour le cas a
bruit coloré, 'expression du produit scalaire exige une formulation du produit scalaire interne comme
une espérance de vecteurs gaussiens indépendants. Pour le cas des ondes en dimension 1, puisque G est
donné par une indicatrice d’un intervalle, les calculs intégraux sont explicites, bien qu’assez fastidieux.

E

Chapitre @ : Méthode de Nourdin—Peccati indépendante pour la loi gaussienne
multidimensionnelle

Nous présentons dans ce chapitre la méthode de NOURDIN-PECCATI indépendante lorsque la loi
cible de la premiere marginale est une loi gaussienne multidimensionnelle. La démarche est identique
au cas unidimensionnel, au calcul différentiel prés. L’objectif est de donner une borne de la distance
de WASSERSTEIN entre la loi d’un couple de vecteurs aléatoires et le produit indépendant d’une
gaussienne multidimensionnelle avec la loi de la deuxieme marginale. Cette borne est exprimée en
termes d’opérateurs de dérivation, puisqu’on supposera que les variables considérées sont mesurables
par rapport a un processus isonormal sous-jacent.
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Borne de Stein

Le Lemme de STEIN dans ce cas nous indique qu’un couple (X, Y) de vecteurs aléatoires de R? x RP
suit Ny(p, C) @ Loi(Y) (on note Ny(0,C) la loi normale d-dimensionnelle centrée et de matrice de
covariance C), avec u € R? et C € Sj+(R) une matrice symétrique réelle définie positive, si et
seulement si pour toute fonction test f : R¢ x RP — R

E[(X - ) - Vo f (X, Y)| = E[(C. Hessoo(£) (X, Y))us

ou V, désigne la gradient par rapport a x, Hess; ,(f) est la matrice des dérivées partielles secondes
de f par rapport a x et (-, -)pgg désigne la norme de HILBERT-SCHMIDT, c’est-a-dire le produit scalaire
euclidien avec Iidentification My(R) ~ R%. Ce Lemme est trés proche du Lemme de STEIN multidi-
mensionnel classique, puisque 'unique différence entre ces deux Lemmes provient des fonctions tests f
incorporant une variable de R? en plus. Cet ajout permet de caractériser 'indépendance d’un vecteur
Y avec un vecteur aléatoire suivant une loi normale.

L’équation différentielle associée s’écrit dans ce cas

(C,Hessy , f(x, y)>HS — (x—p) - Vof(x,y) = hx,y) — E[h(Z,y)], (5]

avec x € R%, y € RP, h : R? x RP — R suffisamment réguliere pour que I'espérance existe, Z vecteur
aléatoire de R? suivant NVy(u, C) indépendant de Y et f : R x R? — R dans le réle de I'inconnue. II
s’agit d’une équation aux dérivées partielles, faisant intervenir uniquement les dérivées de x. Ainsi, on
dispose d’une expression de la solution a partir des travaux déja réalisés précédemment dans [NPR10].
En effet, si on fixe y € RP et qu'on définit hy(z) = h(x,y), alors 'EDP [E] est équivalente a une
EDP connue, et qui donne une solution Uohy Rd — R dont on sait déja qu’elle admet des dérivées
d’ordre 1 et 2 bornées. Ainsi, une solution de [E] est donnée par fj(x,y) = Uphy(x). On notera par
souci d’uniformisation des notations f, = Uh afin de garder en téte les calculs effectués dans [NPR10].
Ces mémes travaux nous donnent alors la borne suivante

sup [ Hessy o (Uh)(x.¥) s < [ €7 ICHGL Il
(x,y)ERIXRP

Nous avons noté [|-||,,, la norme d’opérateur, et ||hll;, la meilleure constante de LIPSCHITZ de h. Dans
notre nouveau contexte, nous devons déterminer de plus une borne pour les dérivées croisées entre x
et y. Plus précisément, on cherche une borne pour la norme de HILBERT-SCHMIDT de Hess, ,(Uh). 1l
s’agit pour cela d’utiliser I'expression de Uh(x,y) et de dériver par rapport & x puis & y, en supposant
que h est de classe C2. Cela donne

92U h +oo [ 92
= 'k -t 1 —e 27 .
Fry; oY) /0 e l T (extm) +Vi-e ,y)] d

On utilise le fait que || M||yg = supaea, , @)\ (0} {4, AT M)us pour estimer la norme HS de Hess, ,(Uh)(x,y).
Traitons d’abord le cas ou p = 0 et C = I;. Dans ce cas, en utilisant deux inégalités de CAUCHY—
SCHWARZ, I'une dans RP et I'autre dans L?(P), et [hllLip = SUP(xy)crixre [VA(X,y)], on en déduit
I’inégalité suivante

2

p
T
(Hess; , Uh(X,y), A)yq |hHLlp Z (Z )) = §HhHLip”AHHS'

J=1

Ensuite, pour traiter le cas p et C quelconques, il suffit d’utiliser le fait que si U°h désigne la solution
choisie de 1’équation [E] dans le cas centré réduit alors

Uh=U°hotuc)ot, ¢,
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ol t, ¢ est I'opération de translation et de dilatation de sorte que si (Z°,Y) suit Ng(0, I4) ® Loi(Y),
tu,c(Z°,Y) suit Vy(p,C) @ Loi(Y). On en déduit la borne recherchée pour les dérivées croisées de x
et y
|| ~— 1/2
sup —[Hessay (UR)(x,¥)lls < 57 ICIL
(x,y)ERI X RP

On en déduit la premiére borne suivante : si C désigne Pensemble des fonctions f : R x R? — R

telles que

SUP e y)eraxr [[Hesse e f(X,¥)llgs < IO, €150
x "1/2
SUD(x,y) R x RP [Hesszy f(x,¥)|lgg < 5”0 1“ / HC||1/2-
alors
dw((X,Y),Nd(u, C)® Loi(Y)) <sup |E [(C, Hessy, o f (X, Y))yyq — (X — p) - vmf(X,Y)] ‘ .

fec

Hypothése de dérivabilité

Pour f € C, les manipulations usuelles de la méthode donnent

E [<C, Hess, o f(X, Y))ys — (X — ) - Vo f (X, Y)]

d

;;E [8%8% (X,Y) (Ci,j - <D(—L)1X(i),DX(j)>H)]
d p

-y 3y

i=1j=1

xDvidlxu»Dyu»H]

Puisque f € C, on en déduit la borne fondamentale suivante

w((X,3), (e, ©) © L0i(Y)) < 071l zd:f:E[(ci,j_<DX(¢),D(_L)—1X(]')>H)1

i=1j=1

sl ien [ S E[mve. e x6] o

i=17=1

Notons que si Y était lui-méme gaussien, la méthode usuelle de NOURDIN-PECCATI donnerait la méme
borne, aux constantes pres. De maniere générale, il n’y a aucune raison pour que 'une des bornes soit
meilleure que l'autre.

On constate, une fois de plus, que la distance est divisée en deux termes. Le premier traduit
la convergence de X vers une gaussienne, et est souvent déja connu quand on utilise la méthode
indépendante. Le deuxiéme est le terme clé qui traduit une forme de décorrélation asymptotique entre
X et Y. Dans les applications qui suivront, seul ce deuxiéme terme sera calculé puisque le premier est
déja connu.

Théorémes Limites dans les chaos de Wiener

De la méme maniére que dans le cas unidimensionnel, on peut écrire des Théorémes Limites
lorsque X appartient a un produit fini de chaos. Les énoncés sont proches de ceux soulevés dans le
cas unidimensionnel, et, de fait, les généralisent. Le premier concerne les variables Y appartenant eux
aussi a un chaos. On peut conclure en une convergence en loi du couple deés lors qu’on a décorrélation
asymptotique, et une hypothese sur les ordres.

Théoréme xi : Soient d,p > 1, (X,,
R? et RP. On suppose que (Xn,n 1) C
suppose aussi les hypothéses suivantes.

n 2 ) et (Yn,n > 1) deux suites de vecteurs aléatoires de
H —1 9q(i), avec q(i) = 1 et (Yn,n > 1) C Hj:1 Hg(jy- On
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(i) La suite (X,,,n
(ii) La suite (Y,,n

(i) Les ordres de Y,, sont inférieurs d ceur de X, : maxi<j<p ¢ (j) < minj<;<qq(i) ;

1) converge en loi vers Ng(0,C) ;

\\/ WV

1) converge en loi vers une probabilité p sur RP ;

(iv) On a décorrélation asymptotique : E[ X, (1)Y,(5)] = 0 lorsque [n — o], pour tout 1 < i < d et
I1<j<p.

Alors la suite (X, Yy),n = 1) converge en loi vers Ny(0,C)@p. Si (Y, n = 1) converge au sens de
WASSERSTEIN vers p alors la précédente convergence se fait aussi dans ce sens. On dispose de plus de
la borne suivante

(0 Y Natin ) 09) < € IO |35 E[(C1s — (DX DL 5,0

i=1j=1

p d
+5]c H IO |3 S E (DY (i), D) X (3))]] + dw (Yo p). (7]

i=1j=1

La démonstration est identique au cas unidimensionnel. On reprend la borne [a], on applique
la formule produit pour calculer les espérances des carrés de (DY (j),D(—L)"*X(i))3. Cela donne
une somme de terme pour 1 < r < ¢(i) A ¢'(j) qui tendent tous vers 0 par Théoréeme du Quatriéme
Moment, sauf en cas d’égalité entre ¢(i) et ¢'(j), et pour r = ¢(i), o I'hypothése de décorrélation
asymptotique permet de conclure sur la convergence souhaitée.

Le deuxieme Théoreme concerne cette fois-ci le cas ou Y,, admet un développement en chaos infini.
On suppose une convergence L%, au lieu d’une simple convergence en loi pour assurer la convergence
du couple.

Théoréme xii : Soient d,p > 1, (X,,,n > 1) et (Yo, n > 1) deuz suites de vecteurs aléatoires de R?
et RP. On suppose que (X,,n > 1) c T[L, Nqys avee q(i) = 1 et (Yp,n > 1) C L*(Q — RP). On
suppose aussi les hypotheses suivantes.
(i) La suite (X,,n > 1) converge en loi vers Ny(0,C) ;
(i) La suite (Y,,n > 1) converge dans L*(P — RP) vers une variable Y oo admettant comme loi une
probabilité p sur RP ;

(iii) Le reste des développements en chaos de (Y,,n = 1) converge uniformément vers 0 dans L*(P) :
pour tout 1 < j < p

+o0
w3 EPenOr] oo

(iv) On a décorrélation asymptotique : B[ X, (i)Y, (5)] — 0 lorsque [n — oo], pour tout 1 < i < d et
IL<j<p

Alors la suite (X5, Yy),n = 1) converge au sens de WASSERSTEIN vers Ny(0,C) @ p. Si (Y,,n >

1) € DY, on dispose de plus de la borne [[ﬂ].

Application a un Théoréme de Breuer-Major fonctionnel

Une idée possible d’application de la théorie que nous venons de développer est de montrer des
convergences de lois finies-dimensionnelles de processus stochastiques. C’est ce que nous présentons
ici dans un contexte de BREUER-MAJOR. Soient ¢ > 1 et H, le g-¢me polyndéme d’HERMITE. Si on
considére By un mouvement brownien fractionnaire d’indice de HURST H, on note X (k) = By (k+1)—
By (k) ses incréments pour k € N. La famille (X (k), k > 0) est gaussienne stationnaire, de loi commune
N(0,1). On considére V9 = S178 Hy(X(K)) les g-variations 'HERMITE de X. Comme nous 1’avons

déja expliqué, les comportements asymptotiques en loi des Véq) lorsque n tend vers oo sont connus.
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Pour H petit, ces variations vérifient une convergence vers une gaussienne (sous normalisation) tandis
que pour H proche de 1, on a convergence vers ce qu’on nomme une variable I’"HERMITE.

L’étape supérieure apres avoir démontré un Théoreme Limite est souvent d’étudier un Théoreme
Central Limite fonctionnel. On considére une approximation affine par morceaux de la marche aléatoire

suivante, de pas 1/N, dirigée par @)

(1) = V{0, + (Nt — |Nt])Hy(X(|Nt])).

Il est connu qu’au sens des lois finies-dimensionnelles, pour H petit et sous normalisation, cette marche
aléatoire converge en loi vers un mouvement brownien. De plus, grace aux travaux dans [NPR1(], on

dispose d’une estimation entre un vecteur composé d’incréments normalisés de Sg\?) et une loi normale
standard de dimension d.

Nous avions étudié dans le cas unidimensionnel une convergence asymptotique de (V,Sq), 752)), pour
H de sorte que V,§’” converge vers une gaussienne et V,§2) vers une loi de ROSENBLATT, vers le couple
indépendant dont la premiere marginale est gaussienne et la deuxieme suit une loi de ROSENBLATT.

On s’intéresse cette fois-ci a étudier la convergence du couple

SW(ts) — SW (ti1) L @)
lorsque [N — o] vers N (0,1;) ® R. On a noté tg = 0 < t; < --- < tq, 0q,g > 0 une constante de

normalisation, et R la loi limite de Vn@). Notez aussi que SE\Q,) (1) = 15,2). D’apres la borne fondamentale

[E], puisque la convergence de la premiere marginale a été étudié par ces mémes moyens, il suffit
d’étudier pour 1 <7< d

E KD(SS\?) (t;) — s\ (til)),DV]$[2)>i} .

Or, nous avons déja étudié ce terme dans le Chapitre . La conclusion de cette étude est qu’on
a toujours convergence vers le produit indépendant des lois limites. On peut l'interpréter comme de
I'indépendance asymptotique : la connaissance des valeurs prises par I’'un n’a aucune influence pour N
grand sur les valeurs prises par 'autre. Il s’agit d’un fait non trivial, il peut sembler étrange qu’a partir
des mémes données des incréments d’un méme brownien fractionnaire, le fait d’étudier les 2-variations
ou les g-variations d’HERMITE donnent naissance a des variables indépendantes sur un temps long.

Application a un probléeme de matrices de Wishart

Supposons qu’on dispose de données sous la forme de matrices. On note X € M,, 4(R) la matrice
composées de ces données. Dans un but statistique, il est intéressant de s’intéresser a la matrice de
WISHART associée : il s’agit de la matrice W € M,,(R) donnée par

W = \/&Gxxt - |n>,

ou |, est la matrice identité. Supposons que les coefficients de X soient aléatoires. On s’intéresse au
comportement asymptotique en loi de W lorsque n tend vers oo. On interpréte cette convergence
comme la donnée de beaucoup d’informations.

On se place dans le cas ou chaque coefficient de X, noté X(i, 7), est donné par une intégrale stochas-
tique multiple au sens de WIENER. Autrement dit, on suppose que les coefficients sont chaotiques. De
plus, on suppose que les variables d’'une méme ligne sont dans le méme chaos : X(4, ) = I, (f (4, 7))
On suppose aussi que tous les ordres des chaos qui apparaissent sont bornées : pour tout i > 1,
q(i) < ¢*. Enfin, on suppose que ces variables sont toutes indépendantes. La matrice W associée a été
étudiée dans [BDT21], et son comportement asymptotique est donné en distance de WASSERSTEIN
par

n3

dw(Wmd, GOE(W,)) < C(q*) a
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Une matrice aléatoire Z carrée de taille n est de loi (ou appartient a) GOE(n) si la famille (Z(z, 5),1 <
i < 7 < n) est indépendante, si P-presque stirement Z(i,j) = Z(j,1) et enfin, si pour 1 < i # j < n,
Z(i,1) suit N'(0,m3 — 1), avec my > 0 prescrit a I'avance, et Z(i,5) suit N'(0,1).

On s’intéresse au probleme suivant. Quelle est 'influence d’un bloc de donnée de taille dépendant
de n sur les valeurs possibles asymptotique de la matrice W ? Plus précisément, considérons J, un
sous-ensemble de [1,n], Ky un sous-ensemble de [1,d], on consideére le vecteur aléatoire suivant

Y = (X(a,b),a € Jp,b € Ky).

On cherche a évaluer la distance de WASSERSTEIN entre le couple (W,Y) et la loi de couple (Z,Y),
ou Z est une matrice du GOE(n) indépendante du vecteur Y.

Théoréeme xiii : Il existe C > 0 dépendant de ¢* tel que pour tout n,d > 1

w((W,Y), GOE(n) ® Loi(Y)) <C (\/f+ 7%%) .

Notons que si Z,, est vu comme un vecteur gaussien de taille n2, sa loi est dégénérée & cause de sa
symétrie. On considére son vecteur réduit, noté ZMf, de taille % et donné par

Z" = (Z(i,5),1<i < j<n).

La matrice de covariance d’un tel vecteur est alors diagonale, sa norme d’opérateur est connue, et vaut
2, tandis que celle de son inverse vaut 1. De plus, on dispose de 'inégalité suivante

W((vv, Y), GOE(n) ® Loi(Y)) < V24w ((whalf, Y), (21, Y)).

D’apres la borne fondamentale [a] , pour avoir I'inégalité recherchée, il suffit d’étudier I’espérance
du carré de (DX(a,b), D(—L)*W(i, 7))z, pour a € J,, b € Kgeti < j. Sii < j, alors W(i, j) est dans
le chaos d’ordre (i) +q(j). En exploitant I'indépendance des variables X (i, j) via le critére d’USTUNEL
et ZAaxkar, il suit que

E [(DX(a,b), D(~L)'W(i, j))%]
-t (57 [IIDX (@, 5) 14X (0, )°] + 8:0E [IDX(a, 0)[4X(5,5)?] ) -
d(g; +qj)* \7” " ’ "
Par hypercontractivité, et en utilisant le fait que les variables X(i, j) partagent méme moment d’ordre
2, il suit que

E [(DX(a,b), D(~L)"'W(i, j))3] < C(g") (6ia + 0ja)

Pour i = j, W(i,7) n’est plus dans un seul chaos, et se développe en chaos. Néanmoins, le méme
type de raisonnement que précédemment permet de conclure que

B [(DX(a,b), D(-L) Wi, i))3] < o)
On en déduit en sommant ces deux inégalités que
Z Z Z [DXGb) ( ) 1W(Z] } (5za+5]a )
a€Jy beK 4 1<i<j<n a€Jy be K4 1<i<j<n

d’ou la borne annoncée dans le Théoreme.

Supposons que d = d,, = n3T¢, avec € > 0, de sorte que la distance de WASSERSTEIN entre W et la
loi GOE tende vers 0. Supposons de plus que #.J,, ~ n? et que $K; ~ d? lorsque ces deux paramétres
tendent vers co. Alors, on obtient cette fois-ci

) 1 G A
W((W,Y),GOE(n) ®L01(Y)) <Cl—p+ ( ot ) .
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Le terme de droite tend vers 0 si et seulement si € > 3611% Le cas extréme ou 8 = 1, c’est-a-dire
que Y couvre toutes les colonnes, n’implique alors pas nécessairement d’indépendance asymptotique
(au sens de WASSERSTEIN). Cela signifie que Y possede trop de données pour avoir indépendance
asymptotique par rapport a W. Sinon, pour tout 0 < v < 1 et 0 < 8 < 1, il existe un seuil g9 pour
lequel pour tout € > g¢, I'indépendance asymptotique au sens de WASSERSTEIN est automatique entre
Y et W.

Application & un probléme d’estimateur d’'une EDPS

On considere I’équation des ondes stochastiques en dimension 1, additive avec bruit blanc en espace
et en temps suivante

Dus (t.2) = 02% (t,2) + W(t,z), x€Rt>0

ot? Ox?
ug(t =0,z) =0, reR
%(tzo,x)zo, z €R.

Ici, € > 0 est un parametre, qu’on peut interpréter comme une vitesse de propagation (plus exactement
son carré) de 'onde. On considére une solution au sens évolutif du terme (au sens mild). Il s’agit d'un
processus gaussien, qu’on note ugy, dont la fonction de covariance est connue. L’étude de ses variations
quadratiques temporelles sur un pas de temps uniforme a été étudiée dans [AGT22], et il a été démontré

que
N-1 . . 2
N 1+ 1 7 .2 \/5
) 2 3 (uw ()~ (r)) 552

On a de plus un Théoréme Limite associé : il existe une constante o > 0 telle que

Un(z) = ﬁ (vw) - ff) 2 N(O0, 1),

On en déduit un estimateur Oy () = 16V ()2, dont on sait qu’il est fortement consistent (il converge
presque stirement vers 6), et qu'il est asymptotiquement normal.

Comme dans I'application précédente, on s’intéresse a 'influence d’un certain nombre de données
sur les valeurs possibles prises par ’estimateur 6. On considére pour cela Jy un sous-ensemble de
[1, N] et le vecteur aléatoire suivant

Yn(z)= <U9 (i—ij\_fl,az) — Uug (Ji{,x) ,1 € JN> .

Théoréme xiv : Soit x € R. On considere O une normalisation de Oy par

On(z) 2 ,/647]\;2 (On(x) - 0).

1l existe une constante ne dépendant pas de x telle que

dW(Loi((:)N(x),YN(:U)),Loi((:)N(m)) ® Loi(YN(JI))) <C (]if + m) )

oum~(N)=minJy et m"(N) = max Jy.

mt(N)"Jn
m~(N)N®
peut pas conclure sur de I'indépendance asymptotique au sens de WASSERSTEIN dans ce cas. Dans le

Considérons le cas extréme ou Jy = [1, N]. Alors = 1 ne converge pas vers 0. On ne

5/2
cas ou ffJy ~ N7, avec 0 < v < 1, alors la borne est équivalente a (% LN’YJ) , qui tend vers 0. Dans

ce cas, on a bien indépendance asymptotique du vecteur Yy et de la variable On.
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Chapitre @ : Méthode de Nourdin—Peccati indépendante pour la loi Gamma

On construit dans ce chapitre une méthode de NOURDIN-PECCATI indépendante par rapport a
une loi Gamma. Plus précisément, étant donnée une probabilité p sur R x RP; on cherche a estimer
une borne en distance de WASSERSTEIN entre p et T'(v) ® u1, ol 41 est une marginale de p sur RP. 11
s’agit de la poursuite des investigations entamées dans les chapitres précédents ol on avait traité les
cas gaussiens unidimensionnels et multidimensionnels. On note p, la densité de T'(v), donnée par
2

(.’E + V)u/?—le%l(x-i-u)l

pu() (—v,+00) ().

2v/2T (v /2)
Ici, v > 0 est un parameétre réel. Si v est un entier pair, on se retrouve avec une loi du x? centrée.
Notez que p, vérifie 'équation différentielle 2(z + v)p,(x) = — [*, up, (u) du.

Borne de Stein

A partir du Lemme de STEIN pour la loi Gamma, on en déduit le Lemme de STEIN indépendant
pour la loi Gamma suivant. Un couple de variable (Z,Y") suit la loi I'(r) ® Loi(Y') si et seulement si
pour toute fonction f: R x R — R telle que les espérances suivantes existent,

of

(2,Y)| =E[Zf(Z,Y)].
L’équation différentielle associée est la suivante : pour h : R x R — R telle que les espérances
existent,

e+ 1) (2,) ~ wf(w,9) = h(a,y) ~ El(Z0,p)]

ot Z, suit T'(v) et est indépendante de Y. A T’aide du précieux travail de DOBBLER et PECCATI
dans [DP1§] (dans le cas unidimensionnel), on est capable d’exhiber une solution de cette équation
différentielle sur R x R entier (et non pas uniquement sur (—v,400) X R et en ne tronquant pas
la solution), admettant des dérivées partielles bornées. Plus précisément, on exhibe une solution f,
vérifiant

sup 8fh(af,y)‘ < 2maX{1,1} sup E)h(w,y)',
(z,y)ERXR | OL V) (zy)ERxR Ox
et
sup | ey < max | 2 ! s |2 (z,y)
Xy 0o a \4 )
(z,)eRxR | OY v fxt upy(u) du ) (zy)erxr |0

oll x, est la médiane de T'(v). Si la premiére borne n’est pas surprenante au vu de [DP18§], la deuxiéme
est nouvelle. Une idée pour montrer 'inégalité est la suivante. On se rend en fait compte lorsque

h admet une dérivée partielle par rapport a y que % = fon, si bien qu’on doit étudier fy, pour
B

¢ : R xR — R (disons qu’elle est continue), ¢ est—a—dlre étudier || fs|| . en fonction de ||| . Or, fy
est donnée par morceaux, avec une expression intégrale en fonction de p, sur (—v, +00) et une autre
expression intégrale en fonction de g,, une fonction voisine de p, (bien qu’elle ne définisse pas une
densité de probabilité) sur (—oo, —r). Le maximum apparaissant dans I'inégalité provient de ’étude
sur chacun des deux intervalles.
On en déduit la borne de STEIN suivante. Si on note C, ’ensemble des fonctions f: R x R — R
admettant des dérivées partielles par rapport a toutes ses variables vérifiant
sup W(:L",y)’ <2max{1,1}
(z,y)ERXR oz v

et

max  sup
ISISP (2,9)eRxR

af(:z: )‘ < ma 2 !
b ~ X 77 I S N 4 M
0y Y v f:;too upy (u) du
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Alors si X,Y € LY(P), on a

of

w((X,Y),T(v) ® Loi(Y)) < sup o

fecCy

E [2()( + V)L (X,Y) - Xf(X, Y)] ‘ .

Borne avec 'opérateur de dérivation

Supposons désormais que X et Y sont de plus dérivables. On en déduit que pour f € C,, avec les
manipulations usuelles de la méthode de NOURDIN-PECCATI que

]E[ (X+y)gf(X V)~ Xf(X,Y)
[g*’; (X,Y)(2X +v) - <DX,D(—L)1X)H)] Bf (X, Y)(DY,D(—L)IX)H} .

On en déduit la borne fondamentale suivante

w((X,Y),T(0) ® Loi(Y)) < 2max {1, i} \/E [(2(){ +v)— (DX, D(L)lxmﬂ

1

2
+ max P P

ol }\/IE[<DY,D(—L)1X>${] 8]

Ty

Théorémes Limites dans les chaos de Wiener

Comme dans les études précédentes, la borne fondamentale mene a des Théorémes Limites inté-
ressants dans le cas ou la premiére marginale, supposée convergente vers une loi Gamma, est dans
un chaos de WIENER. Le Théoreme des Troisieme et Quatrieme Moments Gamma permettent de
conclure, en plus de la borne obtenue précédemment.

Théoréme xv : Soient v > 0, (X,,n > 1) et (Y,,n > 1) deux suites de variables aléatoires réelles.
On suppose qu’il existe g > 1 tel que (Xp,n = 1) C $H2q et ¢’ > 1 tel que (Yp,n > 1) C Hy. On suppose
les hypothéses suivantes.

(i) (Xn,n > 1) converge en loi vers T(v) ;
(ii) (Y,,n > 1) converge en loi vers une probabilité p de R ;
(iii) Les chaos sont ordonnés : 2q >
(iv) La projection sur le g-éme chaos de XnYn tend vers 0 dans L? : E[J,(XnYn)? = 0;
(v) On a décorrélation asymptotique : E[X,Y,] — 0.

Alors le couple ((Xn,Yn),n = 1) converge en loi vers T'(v) ® p. Si de plus (Yy,n > 1) converge
au sens de WASSERSTEIN alors la convergence se précédente se fait aussi en ce sens, avec de plus
l’estimation suivante

w((Xn, Y,),T(v) ® p) < 2max {1, i} \/E {(Q(Xn +v) — (DX,, D(—L)—anm)Q}

f+oo upy (u) d

Remarquons une hypothese nouvelle, qui est absente des cas gaussien, il s’agit de 'hypothese .
Elle se traduit aussi avec des contractions : si X = Iz,(¢) et Y = Iy(g), avec 2¢ > ¢/, alors d’apres la

formule produit
2q\ (¢ -
Jg (XY) =¢! < q) <q>lq’(¢®q9)-

+max{2 1 u}\/Eﬂ [(DY,, D(=L)"1X,,)3,] + dw(Yn, p)
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Ainsi, la convergence L? requise par se traduit par la convergence de ||¢n®qgn||H®q/ vers 0.
Le Théoremes des Troisieme et Quatrieme Moments Gamma permettent en fait de montrer que
lorsque n tend vers oo, ]!qbn@rgnHH@q/ tend vers 0, pour 1 < r < ¢/, avec r # ¢, avec Pargument usuel

H@bn®r9n||7.[®(2q+q’—2r) < || fn @21 QZ)HH'H@% SI;II) ”gnHi{@q"
n>

Or, la convergence de X,, vers la loi Gamma centrée n’implique uniquement que la convergence de
|pr, @2g—r qﬁnHH@QT pour 2q — r # gq, soit r # q. Par conséquent, a cause de cette restriction, les
arguments usuels qu’on a appliqué avec les lois gaussiennes ne permettent pas de conclure sur la
convergence souhaitée, a cause du seul terme d’ordre ¢q. On peut de plus montrer que cette hypothese
est nécessaire pour avoir la conclusion. Prenez le cas H = L?(0,00), muni du procebsub isonormal
provenant d'un mouvement brownien. Si on considére les suites constantes X = Io(1% - 3 a1/ 4)) et Y =

L(1 (—1/4,3 /4)), alors toutes les hypotheses sauf . sont vérifiées. De plus, par le critere d’'USTUNEL
et ZAKAI, on constate que X et Y ne sont pas indépendantes. Le Théoreme est bien mis en défaut.

Quelques exemples

Proposons deux illustrations de la méthode que nous venons de décrire. Placons-nous dans le
cas H = L*(0,1), muni du processus isonormal sous-jacent & un mouvement brownien. Une base
hilbertienne de H est donnée par les fonctions trigonométriques s,(z) = v/2sin(27nz) et c,(v) =
V2 cos(2mnz), avec n € Z. Pour N > 2, considérons la suite de variables aléatoires suivantes

Uy 2 N1 Z / / cos(2mnt) cos(2rms) + cos(2mns) cos(27rmt))dB dB;,

1<n#m<N
ou (Bt)te[o,l] est le mouvement brownien définit plus t6t. On peut interpréter Uy comme un élément
du chaos d’ordre 2 : Uy = I2(¢n), avec

1 -
¢N = m Z Cn®cm.
1<n#m<N

Une application du Théoreme des Troisieme et Quatrieme Moments Gamma montre qu’il existe une

constante C' > 0 telle que
C

dw(UN,r(l)) <75
On interpréte Uy comme une moyenne empirique des intégrales d’ordre 2 de ¢, &c,, (pas tout a fait, &
cause du fait qu’il y ait N (N —1) termes dans le somme, et qu’on ne divise que par N — 1, mais cela est
du & une normalisation liée au calcul de la variance de Uy). On s’intéresse a 'influence du nombre de
données sur cette convergence. Plus précisément, si on se donne K un sous-ensemble de [1, N] et un
vecteur aléatoire Gy = (I2(c,®cm),n, m € Kn,n # m) contenant des termes de la somme définissant
Un, a quelle condition sur §Ky a-t-on dw((Uyx,Gx),T(1) ® Loi(Gy)) — 0 lorsque N tend vers oo ?
Cela signifie que la connaissance des valeurs prises par ces termes n’influent pas beaucoup sur celle
de la moyenne Uy. En particulier, les valeurs extrémes de ces termes ne donnent pas nécessairement
naissance & une valeur extréme pour les moyennes.

11 suffit d’apres la borne fondamentale [E] (en version multidimensionnelle pour Y) de calculer

1K N
klezl:(N\/ [(DUN, DG x (k. 1))3,] < <O

k£l
On en déduit que si les données dans Ky sont de 'ordre de NY/2=% avec 0 < a < 1/2, alors

en distance de WASSERSTEIN, (Uy, Gy) est de loi approximative I'(1) ® Loi(Gy), qu’on interpréte
comme de l'indépendance asymptotique.
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Le deuxieme exemple qu’on propose est une étude de moyenne d’intégrales stochastiques. On se
place sur H = L?(0,00). Une famille orthonormale sur H est donnée pour n > 0 par e, = Lion2n41)-
On définit pour N > 2

1 - 1
Uy = N1 Z I(ei®e;) = N1 Z (Baiy1 — Ba;)(Baj+1 — Baj).
1<iZj<N 1<iZj<N

Cette fois-ci, au lieu de s’intéresser a I'influence d’un certain nombre de données, on considere une
(a)

famille (gn ’,n > 1) orthogonale, paramétrée par a > 0, et qui se rapproche de plus en plus d’une
famille orthogonale au (e, n > 0) :

A
gq(za) = l[zn—1+%,2n+n%]'

On considere la moyenne d’intégrales doubles associée

@ _ 1 @z (@) _ 1
VN’ = N1 > b (Qia ®g;" ) =N _1 > (B2i+i% - B2i71+%> <BQJ'+.1& - B2j1+1.) '
1<i#j<N 1<i#£ <N ! !

On montre, comme pour Uy, que V]S,a) converge en loi vers T'(1), avec dW(V]S,a),f(l)) < \/% On
démontre alors que

(@) (1) & T 1 1 1/VN sia>1/2

Pour cela, il suffit de calculer E[(DUy, DV]S;L)ﬁ{] pour obtenir le deuxieéme terme. Il est intéressant de
noter que puisque la famille (gy(f), n > 1) est asymptotiquement orthogonale & (e,,,n > 0), les intégrales
stochastiques doubles associées sont décorrélées asymptotiquement (et pas indépendant a priori). Et
d’apres ce que nous venons de montrer, les moyennes associées de leurs intégrales stochastiques doubles
sont quand a elles asymptotiquement indépendantes, dans le sens ot le couple dont les marginales sont

les moyennes considérées converge en loi vers le produit indépendant de deux lois Gamma.
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Notations et conventions

Les numérotations sont les suivantes :

classées par ordre alphabétique d’auteur.

les parties seront nommeées littéralement (premieére partie,
deuxiéme, etc), les chapitres seront en romain (Chapitre I, I1, etc), les sections seront en arabe (Section
1, 2, etc), les sous-sections et sous-sous-sections de la forme section.sous-section(.sous-sous-section).
Chaque Définition, Proposition, Théoréme, Corollaire et Remarque sont numérotées par un méme
compteur, et sera de la forme « chapitre.section.compteur. » Une remarque sera délimitée par
le symbole &. Une démonstration sera toujours rédigée en sans sérif afin de distinguer rapidement
les phases de démonstration des explications externes qui gravitent autour du sujet. Elle se conclura
toujours par [J. Toutes les équations numérotées le seront sous la forme « [chapitre.numéro] ». Les
références situées en fin de document seront de la forme « [Noms-année| » ([NPO5] par exemple), et
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Méthode de Stein—Malliavin







CHAPITRE I

Calcul de Malliavin

« On devient pas chef parce qu'on le
mérite, andouille! On devient chef
par un concours de circonstances, on
le mérite apres. »

César a Arthur, Kaamelott Livre VI,
2009.

Considérons un phénomene aléatoire, et supposons qu’il soit gouverné par un processus stochas-
tique sous-jacent, du type mouvement brownien si on observe un phénomene continu, ou du type
processus de POISSON s’il y a des sauts, ou de LEVY, de RADEMACHER (voir [RNP10]), voire méme
des martingales de AzZEMA (voir [AY8Y]). Le calcul de MALLIAVIN introduit une notion de dérivation
par rapport a ces processus. Afin de ne pas trop étre hors sujet par rapport au reste de cette these,
nous introduirons uniquement le calcul de MALLIAVIN par rapport a un ou plusieurs mouvements
browniens, ou de maniére équivalente, par rapport a un (resp. plusieurs) processus isonormal (resp.
isonormaux). Pour une introduction du calcul de MALLIAVIN par rapport aux processus de POISSON
(qui fait donc intervenir une dérivée discréte), regarder 'ensemble d’articles [PR16].

L’introduction du calcul de MALLIAVIN provient de la volonté de prouver un résultat probabiliste
sur les équations différentielles stochastiques (EDS dans la suite) avec des outils probabilistes, dans
[Mal7g]. Le critére de HORMANDER permet de déterminer si la solution d’une EDS admet une densité,
et sa régularité. Néanmoins, la preuve de HORMANDER reposait sur des résultats analytiques. Le
calcul de MALLIAVIN, a travers sa relation d’intégration par parties, permet d’en déterminer une
preuve probabiliste. Voir [Haill] pour une présentation plus compléte de ce propos.

Un exemple d’utilisation de calcul de MALLIAVIN en mécanique quantique peut étre lu dans
[Mey86], notamment dans la section 4 & propos d’espaces de FOCK. L’opérateur N de cette référence
est en fait ce qu'on nommera l'opérateur L. On peut aussi retrouver une discussion sur la formule
produit pour les intégrales stochastiques multiples de WIENER qu’on détaillera apres.

Dans cette section, on commencera par voir en quoi le calcul de MALLIAVIN est une théorie de
calcul différentiel sur I'espace de WIENER, et comprendre la relation d’intégration par parties. Cela
est ’approche variationnelle, en travaillant directement sur un espace canonique. Ensuite, nous res-
terons dans un aspect moins trajectoriel, puisqu’on se placera sur un espace probabilisé quelconque.
Nous évoquerons la notion de chaos de WIENER, centrale dans tous nos résultats. On en déduira deux
définitions équivalentes de la dérivée de MALLIAVIN, 'une via les chaos, et I'autre via la fermeture
d’un espace de variables aléatoires dites lisses. On conclura cette partie en évoquant les opérateurs
d’ORNSTEIN-UHLENBECK, qui sont extrémement pertinents deés lors qu’on voudra appliquer la mé-
thode de STEIN qu’on évoquera dans le prochain chapitre.

Mouvement brownien et espace canonique

Soit Qg = {w e C(R4,R),w(0) = 0}. On munit 2y de la norme suivante (associée a la convergence
uniforme sur tout compact) : pour tout w € €y,

P |
ol 2 3~ o min {1, sup 1t}

n—1 te[0,n]
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Soit Fy la tribu borélienne associée a cette distance. On peut montrer que Fy est engendrée par les
cylindres, c’est-a-dire engendrée par des intersections finies d’ensembles du type {w € Qp,w(t) € A},
avec t > 0 et A € B(R4). Pour tout ¢t > 0 et pour tout w € 2, on considére By(w) £ w(t). La famille
d’applications (By)¢>o est nommée mouvement brownien. Notez bien que sur ce choix précis d’espace
Qo, (Bt)t=0 = idg,. Il s’agit en particulier d’une famille d’applications Fy-mesurable. Soit W la mesure
de WIENER sur (£g, Fp). C’est 'unique mesure de probabilité qui vérifie les deux propriétés suivantes :

i. Pour tout t > 0, By suit la loi normale centrée de variance ¢ :

Vz € R,W[B; < x}( = W[H{w € Q,w(t) < JZ}]) = /_xoo e_TzQ %;

ii. Pour tout d > 1, pour tous 0 < ¢ty < t1 < to < --- < tq, et pour tous Ay, , A € B(R) :

d—1 d—1
W l{BtO S Ao} N (ﬂ {Btk+1 — Btk S Ak}>] = W[Bto S Ao] . H W[Btk+1 — Btk S Ak]
k=0 k=0

La mesure W est aussi caractérisée par ses valeurs pour des ensembles cylindriques : pour tout d > 1,
0<ti < - <tget Ay, -- ,AdGB(R) :

_ (mpg o)’
d-1 e 20gpp1—tg)

d
W | {B eAk}]:/ dzy - - day,
L@ " A x Ag kl;[o 27 (L1 — te)

ou ty = 0 et xg = 0. On dit alors aussi que la mesure de WIENER W est la loi du mouvement
brownien. L’espace probabilisé (g, Fo, W) est alors appelé espace canonique du mouvement brownien
ou espace de WIENER. Pour une construction de la mesure de WIENER comme limite en loi d’une
marche aléatoire, regarder I'incontournable [KS98]. Sur cet espace, on cherche a définir une notion de
dérivation d’une application F : Qg — R, qui s’averera étre (a peu de choses pres) la dérivée au sens
de MALLIAVIN.

Pour définir une dérivation pour des fonctionnelles sur €, on utilise la notion de dérivée direc-
tionnelle. Il faut pour cela un espace de HILBERT. On définit I’espace de CAMERON—MARTIN par :

t
Hé{wego 3 € L2(Ry),t > 0, w(t):/ o) ds}.
0

Il s’agit d’un espace de HILBERT pour la norme
+o0
Vw € H, |lw|% 2 / o(s)? ds.
0

On a de plus les injections continues suivantes pour les normes associées : Qf — H' ~ H < ), on
Qf et H' sont les duaux topologiques de Qg et H, munis de la norme subordonnée respectivement
aux normes |[|-[|o et |||l De plus, toutes les injections sont denses (autrement dit, H est dense dans
Qo pour la norme |||, ). Définissons alors la dérivée au sens de GATEAUX de directions admissibles
I’espace de CAMERON—MARTIN : une application F': g — R est dérivable dans les directions de H
si pour tout w € Qp, il existe VF(w) € H telle que pour tout h € H, on dispose du développement
limité a l'ordre 1 suivant :

F(w+ 0h) = F(w)+ d(VF(w), h)a + 0(d).

o—

Ou encore pour tout w € g, VF(w) est défini de maniere unique via la relation

Vh € H,(VF(w), b} = lim F(w+0h) — F(w)

d
im ; = S[F(w+dh)]

6=0

On peut alors exprimer VF(w) pour des applications dites cylindriques.
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Proposition 1.1.1 : Soient d > 1, £y,--- g € Q et f: R? — R telle que f admet des dérivées
partielles dans toutes les directions. Alors si on définit

Vw € Q, F(w) 2 flli(w), - lg(w)),

alors I est dérivable dans les directions de H avec

Yw € Qo,VF Z aZL' . ,fd(w))ﬁk € — H.
k

Remarque I.1.2. Notez bien que 'identification H ~ H’ signifie que, dans le cadre de cette Proposition,
pour tout h € H :

<VF H = Z 81’k .. ,éd(w)) Ek(h)

De maniére générale, une forme linéaire continue (pour ||-[|o, ) £ € Q" — H' peut étre vue comme un
élément de H via le théoréme de représentation RIESZ : ¢(h) = (¢, h)n

Dans le cas de By, a t > 0 fixé, distinguons un instant la forme linéaire B; de sa fonction duale
by € H. Pour h € H, puisque

+o0 | .
h(t) = By(h) = (by, By = /0 by(s)h(s) ds,

il suit que b, = 1j9,4, donc que pour tout s > 0, by(s) = s pour s < t et by(s) =t pour s > t. On
dit que (b;); est un noyau reproduisant de H. Il suit alors que ’espace vectoriel engendré par (b;); est
dense dans H, donc que I’espace vectoriel engendré par (By):>o est dense dans H'. &

Remarque 1.1.3. 1l est intéressant de noter que pour F' = By, avec t > 0 fixé, on obtient pour tout
w € Q, VBi(w) = By, donc ne dépend pas du choix de w. Il faut comprendre cette égalité comme
« By est une direction donnée, donc la dérivée de celle-ci pointe dans la méme direction ». Le calcul
différentiel sur R? traite de dérivées partielles par rapport & d directions libres. Ici, on dispose d’une
infinité non dénombrable de directions libres vers ou dériver. La Proposition n’a donc rien de
surprenant puisqu’on ne dérive qu’une fonctionnelle ne dépendant que d’un nombre fini de directions,
donc on se retrouve avec un résultat usuel. L’intérét de notre construction réside dans 1’étude ou les
fonctionnelles dépendent d’une infinité de directions, c’est-a-dire d’une trajectoire brownienne. &

L’expression qu’on vient d’obtenir dans la Proposition sera le point de départ pour définir
la dérivée de MALLIAVIN dans la suite. Pour conclure cette section introductive, évoquons la formule
d’intégration par parties sur I'espace de WIENER. Rappelons dans ce cadre le théoreme de GIRSANOV,
ou plus précisément, celui de CAMERON—MARTIN. Définissons d’abord ce qu’est une intégrale de

WIENER sur . Pour ¢ € Q) et w € Q, on définit I;(¢)(w) = /(w). La notation I est a relier avec
les intégrales stochastiques de WIENER étudiées dans la suite. Alors on dispose de 'isométrie entre

Qy — H' et L?(W) suivante :

Ve e Q) i L(0)(w)? dW(w) = [|€]|7-
0

On le montre en observant que I; (£) suit la loi (sous W) normale centrée de variance ||¢||; en approchant
¢ par une suite d’éléments dans ’espace vectoriel engendré par les (Bi)¢>0, regarder la Remarque [.1.2

(exercice niveau licence proposé au lecteur : montrer qu'a ¢t > 0 fixé, || Bt||y, = v/t). L’isométrie permet
d’étendre I; & H ~ H (ce qui n’est pas évident car pour £ € H et w € Qp\H, ¢(w) n’est pas défini).

Théoréme 1.1.4 : (Théoréme de CAMERON—-MARTIN). Soient F : Qg — R continue bornée, et
h € H. Alors )
17l

/Q F(wth) W) = [P exp (11(h)(w) - 2) dW(w).

Qo
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Autrement dit, si 1, : w € Qo —> w+ h est la translation par h alors WOT}jl est absolument continue
par rapport a W.

De maniére équivalente, si (Bi)i=o est un mouvement brownien sur un espace probabilisé (2, F,P)
alors pour h € H, (Bt)t>0 est un mouvement brownien sur (2, F,Qp) ou pour tous t > 0 et P-presque
tout w € Q) :

By(w) £ By(w) — h(t)

et pour tout A € F :
A

@) & [ e (n0)@) - 10l ) dP).

Remarque 1.1.5. Le Théoréme nous dit encore plus. Si h € Qp\H (qui est d’intérieur vide pour la norme
[llq )s et si 7 : w > w+h est la translation par h, alors la mesure Wor,~ ! est étrangere a la mesure W,
id est il existe E € Fy telle que pour tout A € Fo, W(A) = W(ANE) et Wor; 1(A) = Wor, (ANE®).
Autrement dit, ces mesures sont supportées sur des ensembles disjoints, donc on se situe dans un cadre
complétement opposé au résultat du théoreme qui donne une absolue continuité entre ces deux mesures
pour h € H. Cela permet de justifier que I’espace de CAMERON-MARTIN H semble approprié pour le
cadre dans lequel on souhaite travailler, puisque dans le cadre du théoreme éponyme. &

Concluons alors avec la formule d’intégration par parties sur 'espace de WIENER.

Proposition 1.1.6 : (Intégration par parties) Soient h € H, F,G : Qy — R dérivables pour H et
de carrés intégrables pour W. Alors

o, F(w)(VG(w), h)y dW(w) = o L(h)(w)F(w)G(w) dW(w) — o, G(w)(VF(w), h)yp dW(w).

Démonstration : Les deux ingrédients clés sont la_définition du gradient via la limite de la dérivée et le Théoreme
de CAMERON-MARTIN. Pour 6 # 0, le Théoréme |.1.4 affirme que

52
/Q e ARG + 1) AW () = / F(w)G(w) exp (éll(h)(w) - 2h||f{> AW (w).

Qo

On dérive par rapport a ¢ :

d
/QO F(w+ 5h)$[G(w + dh)] AW (w) + /

d
o, G(w+ 5h)$[F(w +dh)] dW(w)

62

- / (n®)(w) = 3lnl1}) F(@)Glew) exp (611<h><w> - 2||h|§1) AW (w).
0

On conclut en évaluant en § = 0 (plus précisément on applique un théoréme de dérivation sous une intégrale

ponctuellement en 0). O

Cela conclut cette section qui introduit la dérivée de MALLIAVIN comme dérivée directionnelle sur
un espace canonique. On définit cette notion de maniére plus pragmatique dans la suite, telle qu’on
la manipulera dans la suite de la these et utilisée dans la plupart des articles et des livres & ce propos.
Le fait saillant qui permet de raccrocher les wagons entre cette vision trajectorielle (i.e. sur I'espace
de WIENER) et les deux visions qu’on développe apres est la formule d’intégration par parties qu’on
vient juste de mentionner. A I'instar de la théorie des distributions, cette formule d’intégration par
parties donne un sens a la dérivée et a I'usage qu’on en fait.

De nombreux aspects n’ont pas été évoqués dans cette rapide introspection : pourquoi utiliser cette
notion de dérivation faible ? Quelles sont précisément les fonctionnelles qu’on peut dériver 7 Et peut-
étre le plus important : & quoi sert cette notion de dérivation? On étudie souvent une dérivée pour
déterminer des variations, des comportements locaux, ou au moins, déterminer des extrema quand on
en cherche les zéros. En fait, I'idée derriere cette dérivée est la notion d’approximation affine, et quand
il s’agira d’étudier des convergences de variables aléatoires, on constatera que pour certaines classes
desdites variables aléatoires, il suffit que la dérivée se comporte bien pour que la variable (ou du moins
sa loi) se comporte bien aussi.
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Intégrales stochastiques de Wiener

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. On appelle E I'espérance associée a P.

Processus isonormal

Définition I.2.1 : Soit (#, (-,-)3) un espace de HILBERT réel séparable. Un processus isonormal sur
H est une application W : H — L?(P) telle que :

(i) La famille (W (h),h € H) est une famille gaussienne centrée;
(ii) Pour tous h,g € H, E[W(h) W(g)] = (h, 9)n-

Remarque 1.2.2. Supposons que H = L?(R). Alors se donner un mouvement brownien est équivalent
a se donner un processus isonormal, en définissant pour 0 < s < t, W(1[,4) = B — B, puis en
étendant W par densité des fonctions étagées sur L?(R, ). Si on suppose connue I'intégrale d’ITO, on
peut aussi bien siir directement définir W (h) = [;7*° h(s) dBs. On verra dans la suite qu’il n’est pas
nécessaire de connaitre cette intégrale stochastique pour s’aventurer dans le calcul de MALLIAVIN. &

Remarque 1.2.3. L’espace de HILBERT H dépend du contexte dans lequel on souhaite résoudre nos
problémes. Par exemple, si on cherche & étudier une EDS dirigée par un mouvement brownien, I'espace
L?(Ry) est tout indiqué. Dans le cadre d’'un mouvement brownien fractionnaire, on considérera par
exemple le complété de I'ensemble des fonctions en escalier pour une norme particuliere. On dispose
de méme type d’exemples pour les EDPS, on aura l'occasion d’en rencontrer le long de cette these. &

Intégrales stochastiques multiples

Cette sous-section est vouée a construire les intégrales multiples de WIENER et a établir la formule
d’isométrie associée. Avant de construire proprement ces intégrales, proposons une approche pour
comprendre leur intérét. Considérons (By)¢>o un mouvement brownien et 'EDS suivante (on suppose
construite I'intégrale d’ITO ici), ott f € L?(R;) et de condition initiale Xo = 1 :

dX; = f(t)X: dBy,

La solution est donnée par I’exponentielle stochastique associée, ici :

X = exp (/Otf(s) dBS—;/Otf(S)Q ds)-

A Tinstar des équations différentielles ordinaires, on peut aussi exprimer la solution sous forme d’inté-
grales multiples. Tous les calculs qui suivent sont purement formels, et ne sont la qu’a titre introductifs.
Par définition méme de 'EDS, on a

X, = 1+/0tX8f(s) st:1+/0t <1+/08Xuf(u) dBu) £(s) dB,
_ 1+/0tf(s) dBS+/Ot (/Osxuf(u) dBu> £(s) dB..
En itérant, on a alors pour tout n > 2
X = 1+/Otf(s) st—s-kzn:/Ot (/Otl... (/Otklf(tk)...f(tl) dBtk) dBtQ) dBy,
=2

t rt1 tn
[ [ X ftas) S )+ £ (1) By dBy.
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Ainsi, en notant f"(t1,--- ,t,) = f(t1) - f(ta), on en déduit que

n
X; =1+ Z Ik(f®k1%§}) + Reste,
k=1

+oo  pt1 th—1
Ik(g):/o /0 /0 g(ty, - ,tg) dBy, --- dBy,.

On peut alors montrer que le reste tend vers 0 quand [n — oo] dans L?(IP) et aboutir & la décomposition
suivante (la somme converge dans L?(P))

ol on a noté

+o00

Xi=1+ Z I, ((fl[ovt})(gn) .
n=1

On en déduit que pour [t — oo] (toujours dans L?)

—+00
Xoo =14 > L(f&™).

n=1

On vient d’exprimer certaines variables aléatoires comme sommes de séries convergentes dans L?(P)
d’intégrales multiples. On verra que les intégrales multiples sont des briques élémentaires dans le sens
ou on pourra développer un certain nombre de variables aléatoires comme somme de ces intégrales
multiples. Ces briques élémentaires vérifient des propriétés remarquables qui font ’objet de nombreux
articles, dont certains présents dans cette these.

Construisons désormais ces intégrales de WIENER, sans utiliser I'intégrale d’ITO cette fois.

Définition 1.2.4 : Soient ¢ > 1, (7T, A, 1) un espace mesuré et W un processus isonormal associé a
L%(u1). On appelle &, les fonctions dites élémentaires, qui sont composées d’applications f : 79 — R

de la forme
N1

Nq
f(tla o 7tq> = Z Tt fi1,~~~,iqlAi1><~-><Aid(t17 o 7td)7

i1=1  ig=1

ou fi,..i, € Rest nul des que deux indices parmi les 7, sont égaux, N1, -+, Ny > let A;,--- , 4;, € A
sont deux a deux disjoints et sont de mesure finie. Pour f € &, de cette forme, on définit alors son

intégrale de WIENER par
Ny

Ng q
(=D fua [IW (1Aik) :
k=1

i1=1 ig=1

De plus, pour tout ¢ € R, on définit Iy(c) 2.

Il s’agit la de la premiere pierre pour construire cette intégrale. On cherche a étendre cette intégrale
sur L2(p) entier en approchant chaque fonction de L?(u) par des fonctions élémentaires.

Lemme 1.2.5 : Pour q > 1, si (T, A, 1) est un espace mesuré non-atomique alors &, est dense dans
L?(u®9) pour la norme associée au produit scalaire usuel {-, ) L2 (u®)-

Démonstration : Afin de limiter la technique, on va considérer le cas T = R, et u est la mesure de LEBESGUE. Toute
application f € L%(IR?) peut s'approcher par des fonctions étagées. Il suffit alors de montrer que toute application
du type 14,x...x4,, ol les A; € B(R) ne sont a priori pas disjoints peut s'approcher par des éléments de &,. Afin
de simplifier encore le propos, montrons qu'on peut approcher 1y 12 par des éléments de &. L'idée est de découper
[0,1] en des partitions de petite taille, et de ne garder que des produits tensoriels d’éléments de la partition qui sont

disjoints. Faisons simple : pour n > 1,
n—1
E k+1
0,1= | | {n - {
k=0
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Ainsi
n—1 n—1
Loap = Y e enr @111 iy = > 1[E’@[®1[Lyﬂ[+zl([®fﬁ[-
k=0 o o<kAl<n—1 o k=0 ™"

Le premier terme appartient a &, et le deuxieme tend vers 0 dans L?(R?) car de carré de norme égal a % Pour le
cas général, regarder [It651] : I'idée de preuve est la méme, elle utilise le fait que u soit non-atomique pour créer une
partition qui permet |'écriture en somme comme ci-dessus. O

Si f:T9 — R, on définit son symétrisé pour tout t1,--- ,t, € T par

< 1
f(t17"' 7tq) é a Z f(to'(l)v"‘ 7t0'(q))7

T oeBy

ou &, est 'ensemble des permutations de {1,--- ,¢}.

Proposition 1.2.6 : (Isométrie de l’intégrale de WIENER) Soient q,q' € N, (T, A, 1) un espace
mesuré non-atomique, [ € E; et g € Ey. Alors

E[l4(f)1y(9)] = 0gq ql(ﬁ §>L2(T‘1)7

ot g4 est le symbole de KRONECKER entre q et q'. Ainsi, I, se prolonge par densité sur L3(TY) en
application linéaire continue de L*(T?) d valeurs dans L*(P).

Démonstration : On tache de comprendre sur trois exemples les trois points cruciaux de cette formule : I'orthogo-
nalité entre les ordres représenté par d, o, |'apparition des symétrisés et du produit scalaire. Dans tous les cas, on se
placera sur # = L?(R) et celle du produit scalaire qui donne une isométrie.

1. Comprendre I'orthogonalité. Considérons

JF=1101/20 @ L1y21) et 9= 110,174 @ L[1/4,1/2) ® L[1/2,3/4] @ 1(3/4,1]-
Si = Iy(f) et G = I4(g) alors

FG =W (Lo/a) +W (Lpjansz) (W (Lpyzs4) + W (Lp/an))
W (Ljo,174) W (Laja,1/2) W (Lj2,3/4) W (Li3/a1) -

Lorsqu'on développe, on se retrouve avec des termes qui ressemblent a

W (10,17a) W (L saayz) W (Ljzssa) W (Lsgan) -

d'espérance nulle a cause des termes qui ne sont pas au carré. En fait, la différence d'ordre isole au moins un terme
indépendant des autres qui annule I'entiéreté de |'espérance du produit.

2. Comprendre la symétrisation. Il est immédiat que les intégrales stochastiques d'une fonction et de son symétrisé
sont les mémes. Dans le cadre de fonctions de &;, le produit scalaire entre une fonction et une permutation des
coordonnées de cette fonction est nul (sauf si la permutation est I'identité). Ainsi, il est impossible de se séparer des
symétrisés dans le calcul de (co)variance entre intégrales stochastiques de fonctions ayant méme symétrisé. Prenons
un cas concret. Soient f = 19 1] @1 o) €t g = 1|3 o) ® 1o 1}, de sorte que f et g admette méme symétrisé. Ces deux
fonctions sont orthogonales, et vérifient bien siir I5(f) = I2(g) = W(1[o,1])W (1[1,9)). Il suit que E[I2(f)I2(g)] =1,
donc ne vaut pas 0 = (f, ) 2(r, ). Dans ce cas précis, le symétrisé admet une norme au carré égale a % donc donne
dans ce cas précis la formule donnée.

3. Comprendre le produit scalaire. 1| s'agit en fait que d'une conséquence du caractére isométrique du processus
isonormal W. En effet, si f =14 ® 14 et g = 15 ® 1p/, avec A disjoint de A" et B’, et B disjoint de B’ et A’
alors on aboutit a

E[L(f)La(g)] = E[W (1) W (15)] - E[W (La) W (1)

d'ou I'apparition du produit scalaire.

La démonstration compléte de cette Proposition réside en un découpage qui fait intervenir ces trois faits, mais dilués
dans des considérations techniques qui peuvent faire perdre de vue les vraies raisons de ce résultat. O

Remarque 1.2.7. La formule proposée dans la Proposition précédente semble étendre I, seulement sur
les éléments symétriques de L?(T9). On I'étend en fait en une application continue sur tout L?(79) en
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prolongeant ’égalité Iq(f) = I,(f) vraie pour f € &,. Néanmoins, attention, I, n’est pas une isométrie
sur L(T?), mais uniquement sur L3(79), l'ensemble des éléments symétriques de L*(T7). Ainsi, il est
bien plus sage de ne manipuler que des fonctions symétriques, quitte a alourdir les notations. &

Remarque 1.2.8. Ainsi, I et le processus isonormal W coincident car égaux sur &; et tous les deux
continues en tant qu’application linéaire de H dans L?(P). On en déduit que (I;(h),h € H) est une fa-
mille gaussienne centrée. Attention, toutes les variables aléatoires gaussiennes ne s’écrivent pas comme
I (h). Un contre-exemple est donné par 'intégrale stochastique au sens d’IT6 X = fol sgn(Bs) dBs,
avec H = L*(Ry) et W donné par le mouvement brownien (By)i>o. La variable X est gaussienne en
utilisant le critére de LEVY pour les mouvements browniens, mais ne s’écrit pas comme une intégrale
stochastique d’ordre 1. En effet, on peut montrer que

1 +00 H2
sgn(B;) dBs = n( Iop+o(gn), [1.1]
/0 & Z\/% 2n+1) 2n-2(gn)

oti la somme converge dans L?(IP), Ha, est le polynéme d’HERMITE d’ordre 2n défini par [@] dans
la sous-section suivante, et g, : Ry X Ri"“ — R est défini pour presque tout (s,t) € Ry X Ri”“
par

1 n
Gnls, t) = n+71f§(f] () 1p0,(s).

La Proposition implique alors que X ne peut pas s’écrire comme une intégrale stochastique

d’ordre 1. Avec le vocabulaire proposé dans la suite, on dira que X n’appartient pas au premier chaos
de WIENER, bien que X soit gaussienne. &

Remarque 1.2.9. La construction de I'intégrale de WIENER est bien plus facile que celle d’ITO. Cette
intégrale est suffisante pour pas mal de résultats, mais elle est tout de méme limitée par le fait
qu’on integre des fonctions déterministes. En particulier, on ne définit pas des intégrales itérées par
récurrence, on doit le faire pour chaque ordre. Les outils liés au calcul de MALLIAVIN permettront par
contre de construire une nouvelle intégrale stochastique, celle de SKOROHOD, qui prolonge l'intégrale
d’IT0, et donc celle de WIENER, mais qui perd pas mal de propriétés comme celle d’isométrie. &

Remarque 1.2.10. A partir de maintenant, 4 moins d’une contre-indication, on considérera toujours
H = L*(T, A, i), ou p n'admet pas d’atomes, et W un processus isonormal sur H. Les intégrales
stochastiques I,, sont alors associées a ces objets. &

Polynémes d’Hermite

Considérons pour tout n € N le n-éme polynéme d’HERMITE donné par
dn
dz”

)
62] . [T.2]

L (e

Vo € R, Hy(x)

Notez bien la convention : dans [Nua06] par exemple, il y a un facteur i devant 'expression. La raison
de cette normalisation est donnée par le théoréme suivant, bien Connu et classique quand on prépare
I’Agrégation.
2
Lo . e (L Therti 2 (=5 dz_
Théoréme 1.2.11 : La famille (x/HH”>n>o forme une base hilbertienne de L (e 2 \/ﬂ)

Ainsi, notre convention est dictée par le fait que les coefficients des polynémes d’HERMITE sont en-
tiers. Cette famille de polynéme est en fait liée aux intégrales stochastiques de WIENER. Le Théoréme
suivant explique comment les polynémes d’HERMITE éclairent les relations entre intégrales stochas-
tiques.

Théoréme 1.2.12 : (ITO, 1951) 1.S0ient ¢ € N et h € H non nulle. Alors
Ii(h)
@@@%ﬂW%&(h,>.
17211
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2.Plus généralement, si hi,--- ,h, € H sont non nulles et si on se donne qi,---,q, € N alors en
notant Q@ = q1 +---+qp, on a

= = hy)
IQ (h?m(@'“@hg@%) H Hth HfIk <Hh(H >

0l K1 & - - @hY ™ désigne le symétrisé de h$" @ - @ hy'™.

Cette conversion entre intégrale stochastique et polynéme d’HERMITE permet de voir chaque inté-
grale stochastique comme une variante infinie-dimensionnelle de ces polynémes. Ainsi, pour imaginer
les théoremes énoncés plus tard, on peut en dresser un parallele unidimensionnel.

Démonstration du Théoréme : On pourrait procéder par récurrence (c'est I'idée originale d'ITO) et conclure
en utilisant le fait que les relations de récurrence entre intégrales stochastiques sont trés semblables a celles entre
polyndmes d'HERMITE. Puisqu'il s'agit dans ce chapitre de ne donner qu'une idée de démonstration, on se propose
un calcul sur un exemple pour expliquer comment on pourrait prouver ce résultat. Prenons I'exemple suivant :

h = 1j2 € L?(R) et calculons I3 (h®3). Pour cela, on écrit une décomposition de h®? comme dans le Lemme
2.5

1%32[— Z 1[%72(#1)[@1[%12(]'7?1)[@1[%’2(1?1)[—F Z 1[%72( +1)

n n

(‘7]‘:}9)EA3 (ivj:k)¢A3

[ & 1[%,2(]:1) [ ® 1[%’2(1?1) [,

oll Az est I'ensemble des triplets (i, j,k) de [0,n — 1]® tous avec i, j, k distincts Le deuxiéme terme tend vers
0 dans L?*(R®) car sa norme au carré est équivalente quand [n — oo] & 2 (pour s'en convaincre, découper le
complémentaire de As par I'ensemble des triplets constants, et des triplets qui admettent deux et seulement deux
composantes égales). Par isométrie, cela sera aussi le cas de I3 évalué en ce deuxiéme terme dans L2(P). Etudions

le premier terme. Puisque les supports des fonctions de la décomposition sont disjoints,

13 Z 1[%72< +1)

(i,j,k)EAs "

n—1 n—1
= Zfl < 20 20641 )Zfl (1 24 241 [> Z I ( (26,2000 [>

[z 2 [ O V[ 2en|

=

n’ n k:O
j;éz k¢d{i,j}

En faisant apparaitre I1(1[g ) dans la derniere somme, on obtient

I Z Va2 [ ® Lz an [ @ L awin [

> Z L <1 2 26D [> <I1 (Lp21) — N <1[,2,j,2“,,f1) [> -1 (1[2;#’2@:1) [)>

775%

n—1
= > I ( 21,20

=0

Méme procédure pour la somme sur j.

I3 Z I[Q’M[®l[21’2(1+1)|:®1|:2k’2(k+1)|:
en, Lt B o

n—1
L U G [ CITR R CReN))
i=0

n—1 n—1 2 2
- I (1 25 2(i41) ) I, (1 25 20+1) ) -1 (1 20 2(i+1) )
20 (Mg { 20 (Mg 326

J=0

n—1 2
- 211 ( [2, 2040 [> (Il (loz2r) — N (1[?,2@‘;1) [>
3 n—1 2 n—1 3
= I (1o,2)” = 35 (Lpo ) Z I (1[21 2(j+1) [) +2 L (1[%72(“1) [) .

. n n
Jj=0
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Le dernier terme tend vers 0 dans L?(P) et la somme apparaissant dans le terme du milieu vers 2 (calculer sa variance
pour s'en convaincre), la longueur de I'intervalle [0,2][. Il suit en passant 2 la limite quand [n — oo] dans L?(P) que

I3 (h®?) = Ii(h)® — 321, (h) = 2v2H; (Il\;;)) ;

ce qui est le résultat attendu, puisque h est de norme /2. O

Une conséquence de cette conversion est la formule produit.

Proposition 1.2.13 : (Formule produit) Soient p,j € N.
1. Les polyndémes d’HERMITE satisfont la formule de linéarisation suivante

p .
p\(p+ij
HyHptj = Z“( ) ( >H2(p—r)+j-
r=0

r r

2. Soient f € L3(TP) et g € LE(TP™) symétriques. Alors les intégrales stochastiques vérifient

p .
L(H)Ipej(g) = S 7! (p) (p N J) Loy (f @1 9),

—0 r T

ol f®og=f®ge L2(T*1I), et pour tout 1 <r < p, f @, g€ L2(TP~" x TPYI") est défini pour
p®@@=") _presque tout x € TP~ et pn®PTi—") _presque tout y € TP~ par

Fergxy) 2 [ rx2gly.2) du (@),

Démonstration de la Proposition : Une preuve purement combinatoire de @ est dédiée en annexe.
Elle utilise la notion d’espéces, et permet de prouver élégamment (en toute objectivité de I'auteur) cette égalité
manifestement de nature combinatoire. Une preuve plus directe, mais plus rugueuse, consiste a utiliser le Théoreme
1.2.11) en développant dans la base hilbertienne des polynémes d'HERMITE normalisés la fonction H,H,; et de
calculer les coefficients intégraux. Regarder [NP12a].

Pour Q on propose le calcul suivant afin d'éclairer la formule : considérons f = 1%’11 et g = 1%%’]“). Le but

est de décomposer le support de g selon le support de f (attention au fait que la formule du binbme ne marche que
dans un cas commutatif, donc on doit utiliser dés maintenant les symétrisés) :

p+j .
&p+i) _ &(p+i) _ PHI\ &k 24 &@+i—k)
Lo = (Lo +11,2) = 2)( i )1[0,1]@’1[1,5] e

k=
Ainsi,
Iy (1) v (1057)
SS{CONINESTREE
Z k » \*o,1] [0,1] ) “p+i—Fk \ *[1,2]
o S () ) B () e (15577)
tnlzd 2\ k » 0.1))) Hi (11(Lj0,11) Ip+j—k (L113
_ Pt <p+j> mi]ili’p}r'(p)(k)H (o) | 1o (1®(p+jfk))
= 2\ 2 ") pt+k—2r(L1(1[0,1) pti—k (12
- p+j D+ min{k,p} (P [k & (p+k—2r) 4 ®(p+i—k)
Thm 123 (k) 2 T'<r> (r)l”’“—” (o™ ) v (155777

r=0
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On permute les sommes, on utilise I'identité (pzj) (ff) = (pj:j) (;’I;:,:) lidentité I,(f)1y(g) = Ig+q (f ® g) lorsque

f et g sont a support disjoints, et la linéarité de I'intégrale stochastique pour obtenir :

P . p+j .
@p o(+i)\ _ p+3\ (P P+J =7\, @(p+k—2r) @ (p+j—Fk)
Ip (1[071]) Ip+ (1[0,2] ) - Z“( r ) <T> Lap—r)+j <Z (erj _ k)l[o,l] ® 1)) >

r=0 k=r

P p+7\ (p ®(p—r) ®(p+j—r)
= () (e (35 0135 ).

r=0

C'est exactement le résultat attendu dans ce cas-1a. On peut en fait voir la formule produit comme une mesure de
non-disjonction des supports des deux fonctions protagonistes. [

Voyons désormais 1’équivalent du Théoréme de développement en polynéomes d’HERMITE
pour les intégrales stochastiques. Il s’agit du développement en chaos de WIENER qui est fondateur
pour la suite de cette these.

Théoréme 1.2.14 : (Développement en chaos de WIENER) Soient (0, F,P) un espace probabilisé
et W un processus isonormal associé a H = L?*(u) ot p est non-atomique. Soit G la tribu engendrée
par (W (h),h € H). Alors toute variable aléatoire de carré intégrable et G-mesurable se décompose en
chaos de WIENER :

1
LQ(Qa g7 P) = @ ﬁ’nv

neN

ot la somme est hilbertienne, $, 2 I, (H®™) et Ho 2 R. De plus, pour tout n = 1, une base hilbertienne
— . N

de ), est donnée par {HieN H,,(W(e;)) *= (|ZZ|)iNn€ N

de H.

Démonstration : La base hilbertienne est en fait donnée par le Théoreme , en utilisant la densité des fonctions
élémentaires &,, introduites dans la sous-section précédente. L'orthogonalité provient de I'isométrie entre les intégrales
multiples (Proposition |.2.6). Il reste 3 montrer que @, . . C L*(G). Soit F € L(G) orthogonal & @1y Hn. |
s'agit de montrer que F' = 0. Pour tout n € N et f € L*(T"), E[FI = 0. Or, pour n > 1, si G, est la tribu
engendrée par W(ey), - ,W(ey,) alors par le Théoréme de conversion, et par la base hilbertienne qu’on vient
d'exhiber, E[F|G,] = 0. En effet, toute intégrale stochastique I;(g), avec 1 < k < n s’approche par des intégrales
stochastiques des fonctions élémentaires appartenant 3 £. Le Théoréme de conversion d'ITO exprime alors
que ces intégrales stochastiques sont G,-mesurable, donc c'est aussi le cas de I (g).

}, ot (€;)ien est une base hilbertienne

Or d'apres le théoréme de convergence des martingales, (E[F'|G,]),>1 converge quand n tend vers +oo P-presque
sirement vers E[F'|G] qui se retrouve étre nul. On conclut que F' = 0 puisque F est G-mesurable. g

Remarque 1.2.15. On aurait aussi pu définir §,, directement & partir des polynémes d’HERMITE de
la sorte :

$ = Vect (Ho(W(R)), h € L2(n), |7l 2 = 1),

ot la fermeture est prise dans L?(u). C’est la conversion HERMITE/intégrale stochastique du Théo-
reme qui permet encore une fois de comprendre cette égalité, en lien avec le développement en
polynémes d’HERMITE sur R.

De maniére générale, le retour en dimension 1 se fait souvent en considérant des variables du type

W (h), avec h de norme 1. &

Remarque 1.2.16. Dorénavant, sauf contre-indication, si on décompose une variable F' de maniere
générale 3720 I,,(fn), il est sous-entendu que les fonctions f,, sont symétriques. &

Concluons cette section avec un développement explicite en chaos. On avait entamé cette section
en considérant la variable

X e ([ T an- g [ rer ar),
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avec f € L?(Ry). Développons proprement X, en chaos, sur L?(R;). Pour cela, observons que
0+°° f(t) dB; = Ii(f). De plus, pour A € R fixé, on peut développer dans la base hilbertienne des
polynémes d’HERMITE I’application z — e®

n

+
3
>~

a2
€>\ — e 2

‘Hn.

X = eI 1 HfHLz ( (f))
) eXp("f”L 1<I|fIIL)> Zo T

On conclut alors avec le Théoréeme de conversion que

3
g
S

Ainsi,

+001

n=0

L (f°7).

Remarquez que la technique utilisée est hélas peu généralisable, et qu’il est communément difficile de
déterminer un développement explicite en chaos de WIENER. Un autre exemple de développement est
traité dans le Chapitre [V| de la méme maniére. Un exercice laissé au lecteur est le suivant : adapter
ce qu'on vient de faire pour démontrer 1’égalité [EI]. Utiliser le Théoreme qui suit pour
conclure que l'intégrale stochastique sous-jacente augmente l'ordre des intégrales stochastiques qui
interviennent dans le développement.

Dérivée de Malliavin et intégrale de Skorohod

Dérivée de Malliavin

Dans la section m, nous avons introduit un opérateur gradient sur ’espace canonique du mouvement
brownien. On propose ici une présentation via les variables aléatoires dites lisses. Il y a en fait une
troisieme présentation qu’on détaillera un peu ici a partir des chaos de WIENER. Il est notable que les
trois notions soient les mémes. Par exemple, dans le cadre de calcul de MALLIAVIN par rapport a une
mesure de POISSON ou par rapport & un processus de LEVY, il est moins évident que cela soit le cas.
C’est tout de méme le cas pour ce dernier : regarder par exemple [SUV07] pour une définition dite
variationnelle d’une dérivée dans un espace canonique, regarder [[t656] pour une approche chaotique
via les intégrales stochastiques et regarder par exemple [GE11] pour une approche par les variables
lisses. L’ingrédient clé qui permet de coller toutes ces notions est la formule d’intégration par parties,
déja introduite dans la Proposition m dans le cadre variationnel. C’est ce que résume la figure

Nous restons ici dans le cadre gaussien, ou tout est tres bien établi, la suite n’est que rappel pour
les lecteurs initiés.

Soient (2, F,P) un espace probabilisé et W un processus isonormal associé a un espace de HILBERT
H = L?(p), ol p1 est une mesure sans atome définie sur un espace mesuré (7', A). Dans la suite, la tribu
ambiante est la tribu engendrée par W, on la note G. En clair, toutes les occurrences de « L?(P) »
signifient « L2(Q, G, P) ».

Définition 1.3.1 : Soit F' une variable aléatoire réelle. On dit que F est une variable aléatoire lisse s’il
existe un entier d > 1, f : R — R une application C* aux dérivées a croissance au plus polynomiale,
et des éléments ¢q,- -+ , ¢, € L?(u) tels que P-presque stirement

F=fW(e1),---, W(ga))- [I.3]

On dit aussi que F est une variable aléatoire cylindrique. On note & l’ensemble de ces variables
aléatoires.

L’ensemble de ces variables est en fait assez gros dans le sens du Lemme suivant qui reviendra
fréquemment dans les prochaines discussions.
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Chaos de
WIENER
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d’IPP

Espace
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Variables
lisses

FIGURE 1.1 — Les trois aspects pour appréhender la dérivée de M ALLIAVIN.

Lemme 1.3.2 : L’ensemble des variables lisses S est dense dans L*(P).

Démonstration : On le prouve par un critére d'orthogonalité. Soit F' € L?(P) telle que pour tout G € S, E[FG] = 0.
L'espace S contient tous les polyndmes trigonométriques. Ainsi, pour tout n > 1, pour tout ¢y, -+ , ¢, € L?(u) et
&, 6, €R, ona

E [Feiflw(m) .. eiEnW(fﬁn)} = 0.

Cela signifie que la mesure signée finie v définie sur B(R™) par

A
v(B) = E [FL{(w (). w(on)eB)]
admet une transformée de FOURIER nulle. On en déduit que v est la mesure nulle. Il suit que E[F'1 4] = 0 pour tout
A € G, donc que E[F|G] =0, donc F = 0. O

Sur ces variables lisses, il est alors aisé de définir une dérivée par rapport & W. Voyez ces variables
aléatoires comme des briques de référence, qui donnent un nombre fini de directions vers ou dériver.
Un analogue & la Définition qui suit serait de regarder sur R? Iapplication f, :  —> (x,a), ou le
produit scalaire est le produit scalaire canonique et a € R%. Dans ce cas, il est facile de voir que
pour tout z € R¢, V fa(x) = a. Autrement dit, le gradient ne dépend pas de z. Il s’agit du méme
phénomene dans ce qui suit.

Définition 1.3.3 : 1.Pour tout ¢ € L?(p), on définit

A

D(W(¢)) = ¢

2.50it F' € S, comme dans la Définition . Alors on définit sa dérivée de MALLIAVIN comme
extension par régle de la chaine du point précédent :

A= O
DF 23 2L wigy), -, W(6n) on.
=1 8$k
Pour p-presque tout ¢ € T', on note alors

DF2 Y i wo) s
f=1 9k

Remarque 1.5.4. Le lecteur attentif sera peut-étre surpris de la_différence entre cette Définition et le
gradient introduit dans la section 1, au vu de la Proposition . Reprenons dans le cadre de cette
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Remarque les notations de 'espace canonique. La définition du gradient sur Q donne VB (w) = By
alors que dans notre cas, DB; = 1jg . On avait en fait vu que By € H' avait comme fonction duale
b, € H, qui vérifie par définition (by, h)yy = h(t) pour tout h € H. Or, par définition méme de 'espace
de CAMERON—MARTIN H, on a alors

(be, By = (b, ) p2m ) = (Lpogs W 2w, )-

En fait, la différence entre les deux opérateurs V et D est la suivante : pour w € Qp et t € Ry,
ViF(w) = [y D F(w) dt. &

Remarque 1.3.5. Observons alors qu’avec cette Définition, on voit que la dérivée de MALLIAVIN joue
bien son role de dérivée. En effet, si une dérivée est nulle sur un ensemble suffisamment gros, ’objet
dérivé ne dépend pas de la variable de dérivation. Dans notre cadre, on l'interpréte comme suit.
Supposons que tous les ¢ de la Définition précédente soit a support dans un ensemble K C T'. Alors
D;F = 0 pour presque tout ¢t € T\ K et P-presque sirement. Cela signifie que si F' ne dépend de W
que par ses fonctions a support dans K, alors sa dérivée sera nulle en dehors de K. La Proposition
est plus précise a ce sujet. &

Proposition 1.3.6 : (Intégration par parties) 1.Pour tout F € S et ¢ € L*(p),

E[FW (9)] = E [(DF, ¢) 2] -
2.Pour tous F,G € S et ¢ € L*(),

E [F<DG, (ﬁ)Lz(u)} = E[FGW (8)] — E [G<DF, ¢>L2(#)} .

Démonstration : La caractére gaussien du processus isonormal est crucial. Démontrons d'abord 1.. On se donne
FeSetpe L?(u).Sig¢=0, laproposition est réduite a I'égalité triviale 0 = 0. Supposons ¢ non nulle. Quitte 3
ajouter une variable et & pratiquer une orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT, on peut supposer que ||¢|| () =1

et que F est de la forme F = f(W (), W(¢1), -+ ,W(da)), ot (¢, d1,--- ,dq) est une famille orthonormée de
L?(u). Dans ce cas, il est aisé de voir que

of

<DF, ¢>L2(M) = 87350

(W((b), W((bl)v U 7W(¢d)>7

ol 6‘,% désigne la dérivée partielle par rapport a la premiére coordonnée, remplie ici par W(¢). On conclut alors la
démonstration en prenant |'espérance, en utilisant I'indépendance et le lemme de STEIN (Lemme ) qui n'est
rien d'autre qu'une transcription de I'intégration par parties gaussienne pour conclure. Pour démontrer 2., il suffit
d'utiliser la formule de dérivation d'un produit pour conclure. O

La prochaine Proposition est a propos de I'extension de la Définition de la dérivée de M ALLIAVIN,
plus précisément de sa fermabilité.

Proposition 1.3.7 : L’application D : S C L*(P) — L?(2 x T) est fermable. Cela signifie que les
deuz points équivalents sont vérifiés.

1. I existe un sous-espace vectoriel DV2 de L*(P) et une application D : DY2 — L2(Q x T) tels
que 5|S =D, et si ||-|[pr2 est la norme du graphe associée : pour F € D'2

1713 2B [F7] +E||BF[,, |

alors DY2 est la fermeture de S pour cette norme.
2. Si (F,)n>1 est une suite de S qui tend vers 0 pour la norme L? et si la suite (DF},),>1 converge
dans L*(Q2 x T) vers un processus u € L*(Q x T'), alors u = 0.

On notera dans la suite D la dérivée étendue, au lieu de D.
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Remarque 1.3.8. On peut de méme définir DM si on ferme la dérivée pour la norme LP, et méme définir
D™, avec n > 1 pour définir une dérivée n-éme. L’intérét réside dans le fait que D = MNns1Nps1 D™P
est une algebre : c’est un espace stable par produit. &

Démonstration _: |l suffit de prouver le point E qui est une conséquence de la formule d’intégration par parties
(Proposition 3&) Soient G € S et ¢ € L?(u). Alors pour tout n > 1,

E [F(DG, ¢) 12()] = E[F,GW(¢)] — E [G(DFy, ) 12(,0] -

Il suit en passant a la limite quand [n — oco] que pour tout G € S et ¢ € L*(p), E[G(u, @) r2(,)] = 0. Par
orthogonalité dans L?(P) et par densité de S (Lemme ) on en déduit que P-presque slirement, pour tout
¢ € L), (u, @) 2y = 0, donc encore par orthogonalité que P-presque siirement et u-presque partout, u = 0 (on
a omis le point suivant : les "presque sirement” dépendent du choix de ¢, mais la séparablité de L?(u) permet de
ne pas s'en soucier). Le fait que les points @ et E sont équivalents est détaillé dans [CR22]. O

On dispose alors des régles usuelles de dérivations : linéarité, dérivée d’un produit (lorsque cela a
un sens), et régle de la chaine (dans le cas ou f qui apparait dans la Définition est lipschitzienne
principalement). Ainsi, on sait dériver pas mal de variables dés qu’on connait la dérivée de variables
plus élémentaires. La question est alors : jusqu’ou peut-on élémentariser la dérivation ? Une réponse
possible ici est de dériver les intégrales stochastiques.

Théoréme 1.3.9 : Soientn > 1 et f € L%(T”). Alors I,(f) € DY2 avec pour presque tout t € T

DiIn(f) = nln-1(f(t,)).
Démonstration : L'égalité est vraie pour toute combinaison linéaire de variables lisses du type [ ;. Ha, (W (e:)),
ol (e;)ien est une base hilbertienne de H, et & = (;)ien € NN est de longueur n. Ces variables forment une base
hilbertienne de $),,, d'aprés le Théoreme . La fermabilité de I'opérateur D permet de conclure par densité. [

Remarque 1.3.10. En fait, c’est méme encore mieux, puisque les chaos sont inclus dans D°°. On peut
dériver un produit d’intégrales stochastiques sans soucis. Cela explique leur statut de variables de base
dés qu’on souhaite calculer des dérivées en pratique (avec le Théoreme du Quatrieme Moment détaillé
en Chapitre ) &

Ce Théoréme permet en fait de caractériser en termes de chaos I’appartenance ou non a D2 :

+o0 T
DY = {F =D In(fa) € L(B)| 3 - nlll fullZomy < O°}~

Cette égalité est remarquable puisqu’elle permet d’affirmer que les définitions en termes de variables
lisses et en termes de chaos de la dérivée coincident. Dans d’autres cadres de dérivation (espace de
Po1ssoN), la dérivée est par définition chaotique, et ne s’exprime pas si simplement que dans ce cadre
via des variables lisses. Concluons cette sous-section avec la Proposition suivante qui justifie en quoi
I'opérateur D est un opérateur de dérivation, au dela de ’aspect algébrique.

Proposition 1.3.11 : Soient A € A (¢f Remarque ) et

Ale A
Falo (qu,), ey A < oo) .

Si F € DY2 est Fa-mesurable, alors pour presque tout t € T\A, DiF = 0 presque stirement. Plus
précisément, pour F' € DY2, E[F|F4] € DY2 et pour p-presque tout t € T, P-presque siirement

DE[F|Fa] = E[DF[Fa] 1a(t).
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Opérateur de divergence

En géométrie différentielle, des lors qu’on dispose d’un gradient, on dispose d’une divergence qu’on
peut définir par dualité (bien que cela ne soit pas du tout sa définition dans ce cadre). Dans le cas R,
on a par simple intégration par parties (V f,v)ga = —(f, V- v)r (ou bien siir le produit scalaire sur R
n’est rien d’autre que la multiplication).

Nous allons définir I'opérateur de divergence comme adjoint de la dérivée de MALLIAVIN, au sens des
opérateurs non bornés. Ainsi, pour s’assurer de l’existence de cet adjoint, une hypotheése de continuité
du produit scalaire associé a la dérivée de MALLIAVIN est nécessaire. Cela explique la Définition
suivante.

Définition I1.3.12 : Soit v € L?(Q x T) un processus stochastique. On dit que u est dans le domaine
de lopérateur de divergence 0, ou plus succinctement u € Dom(6) s’il existe C' > 0 telle que pour tout
F e D!'?

[E [, DF) 12, || < CE[F?)2.

Dans ce cas, on définit §(u) € L?(P) comme I'unique, presque stirement, variable aléatoire L? telle que
pour tout F' € DL2

E[F3(u)] = E [(DF,u)2(,] - [1.4]

Cette égalité est appelée relation de dualité.

Remarque 1.3.13. Par densité des variables lisses, toutes les occurrences « D2 » peuvent étre rem-
placées par des « S ». &

Remarque 1.3.14. La valeur absolue pour définir le domaine n’est pas nécessaire, et on trouve tres
couramment la définition du domaine sans celle-ci. Cela permet simplement d’appuyer sur le fait
qu’on souhaite prouver une continuité d’une certaine forme linéaire, donc n’est 1a que dans un but
pédagogique. &

Il est possible de caractériser le domaine de § & partir de son développement en chaos de WIENER,
comme le prouve le Théoréme suivant.

Théoréme 1.3.15 : Soit u € L?(Q x T) un processus stochastique. On suppose que pour presque
tout t € T, uy se développe en chaos de WIENER sous la forme uy = >0 20 I (fu(t, ), avec pour tout
n >0, fu(t,-) € LA(T™). Supposons en addition que pour tout n > 1, (t,x) — fn(t,x) € L*(T x T™).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le processus u est dans le domaine de §.
2

LQ(TnJrl)
Dans ce cas, on a alors le développement en chaos de 6(u) :

2. La série numérique 3125 (n + 1)'an’

converge.

+oo
5(“) = Z In+1(fn)'
n=0

Démonstration : Encore une fois, on se contente de le faire sur un exemple parmi des fonctions « simples » mais
généralisable et permettant de conclure par densité. On considére T'= R muni de la mesure de LEBESGUE et prenons

Uy 2 h(t)I, (g®?), avec p > 1 et g,h € L*(R) non nulles. Par le Théoréme , ce processus s'écrit aussi
1i(g)
ur = |lgll7a ) h (0 H, -
rE "\ gl 2 )

Par linéarité de 0, on peut supposer que ||g||L2(R) = 1. Ce qui va débloquer les choses est le fait que I;(¢) pour

¢ € L*(R) est gaussienne, donc on est toujours ramené a calculer des espérances de fonctions de gaussiennes, tout
est relativement simple. Soit F' € S. Par un procédé de GRAM-SCHMIDT, on peut écrire F' comme

F=f(Li(g), 1(¢2), -, I1(¢n)),
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ou la famille (g, ¢2,- -+ , ¢,) est orthonormée. On note ¢; = g. Dans ce cas,
- 0
E[(DF,u)am] = 3 (66 h) [ I (10) 162+ 1 6) Hy (1)
k=1

Puisqu'on traite des variables gaussiennes, et de plus indépendantes, on a alors d'une part, au vu des liens entre
polyndmes d'HERMITE et variables gaussiennes :

B | g () Dn).++ 1(6,) Hy (1(0)| = B[Py ()]
D'autre part, pour k > 2,
B| 2L (o). 1oa), - 1(6a)) Hy <11<g>>] — E[L(é1)FH, (1(9))].

Ainsi,
E [<DF U>L2 ]R)] <¢1, >L2(]R)E [FHp+1 (Il + Z (bk» L2(R)E [Il((bk)FH (Il( ))]
k=2

Raffinons tout cela pour montrer que u est dans le domaine de et donner I'expression de &(u). Pour cela, on étend
la famille orthonormée (¢1,--- , ¢,,) en une base orthonormée (¢;);>1. Alors F-Hy(¢$1) est indépendant de tous les
I1(¢;) deés lors que j > n+ 1, si bien qu'on a en fait

E [<])F’7 u>L2(R)]

+o0
(61, 1) 2@ B [FHpr1 (In(9)] + > (6, h) 2 E [11(¢%) FH, (11(9)))]

k=2
+oo
<Z<¢kv h) L2 () P ) FH, (11(9))]

k=2
= (¢, M 2wE[FHp1 (11(9)] + E L1 (h) FHy (11(g))] — (hy $1) L2 E [11 (9) FHy (11(9))] -

(@1, M) 2@ E [FHp11 (Ii(9))] + E

En utilisant la relation polynomiale Hy, 1 = X H, — pH,_1, cela se réduit a
E [(DF,u)r2r)] = —p(9, h) 2@ E [FHp—1 (11(9)] + E [I1 (h) Hy, (11 (9)) F].
Or, en utilisant de nouveau le Théoréme et en utilisant la formule produit, on a
I (h) Hy (11(9)) = Li(W), (997) = Lps1(h © g®F) + ply—1 (h @1 ¢%7) .

Soit encore, en explicitant la contraction d'ordre 1 :
I () Hy (11(9)) = T2 (h @ g°7) + p{h g} (97771 .

Par le Théoréme de conversion
I (h) Hy (I1(9)) = Ipy1(h @ g®7) + p(h, g) Hp—1 (11(g)) -
Ainsi,
E [<DF, u>L2(R)] =E [Ierl (h & g®p) F] .
On conclut que u € Dom(d), puisqu'on a alors

1

B [(DF,w)rae]| < E [Lpr (h @ 9°7)] B [F2]} = o+ D |h@0%|| o gy E [F?]

Et de plus, 6(u) = Ip41 (h ® g). Cela conclut I'idée derriere le Théoreme dans ce cas particulier. Notez qu'encore une
fois, tout cela n'est que conséquence de faits valables en dimension finie, puisque pour aboutir 3 une démonstration
compléte, il suffit seulement d'un argument de densité. O

Concluons cette partie avec le lien entre opérateur de divergence et intégrale de SKOROHOD, plus
précisément sur le fait qu’il s’agisse exactement du méme objet. La construction originelle effectuée
par A. SKOROHOD en 1956, dont la version anglaise [Sko76] parait en 1975, consiste effectivement a
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passer par les chaos. On peut en fait interpréter §(u) comme une intégrale de processus non adaptés
contre un mouvement brownien. L’idée est de suivre la méme construction que les intégrales d’ITO,
mais en forgant le caractére adapté du processus intégré (et en considérant une approximation du
processus). Ainsi, si les intégrales d’ITO peuvent s’interpréter comme limite en probabilité de sommes
de RIEMANN, faisons de méme en remplagant le processus évalué en un point par son approximation
adapté, a savoir son espérance conditionnelle sachant les incréments du mouvement brownien jusqu’au
temps d’évaluation. On suit la construction de [NP8§].

Soient (Bi)¢>0 un mouvement brownien standard, (u¢)¢>0 un processus stochastique et 7' > 0. On
note, pour ¢t € [0, 7], F; la tribu engendrée par (By)o<u<t et F* la tribu engendrée par (B, — B)i<u<t-
On considere pour N > 2 et 1 < k < N l'approximation suivante de u

iy = g: E ! / . ds| Fov Vv FI |1
UN = - u s N N ol
k=1 tkN - t]k:v—l oy ’ te-1 AR

Remarquez qu’il s’agit d’étudier les incréments de u, en ajoutant comme information additionnelle
les données des incréments en dehors des intervalles de temps considérés. En comparaison, 'intégrale
d’ITO ne considére que des évaluations ponctuelles (des incréments de taille nulle), sous la forme
2k Ukl 4, Le processus quon considere n’étant pas forcément adapté, I’espérance conditionnelle
permet de forcer en quelque sorte un caractére adapté, permettant une convergence ressemblant a une
application du théoréme de convergence des martingales. On peut montrer que cette approximation
convergence vers u dans le sens suivant. D’abord, pour tout N > 2, et presque tout s € [0,7] uy(s) €
D!2. De plus, fOT E[(un(s) — u(s))?] ds tend vers 0, et finalement

/OT /OTE {(Dtan(s) - Dtu(s))z} ds dt —— 0.

On considere la suite d’intégrales de u,, suivante

N N

N 1 k (N

IN: E E[M/;N Ug ds ft]kV71VFk (Bt;gv_Bt;g\Ll)'
k=1 k k=1 Yte1

Alors, pour tout p > 1,

E[InIn+p) YR /OTIE[U(S)Q] ds + /DT /OTE[Dtu(s) Dsu(t)} dt ds.

Autrement dit, nous venons de construire une suite Iy telle que E[/xIy,] vers E[6(u)?]. Si u est
adapté, on retrouve en fait I'isométrie d’ITO. Le résultat impressionnant est par conséquent que cette
construction coincide avec 'opérateur de divergence d. On dira alors de maniére équivalente que u est
dans le domaine de ¢ ou que u est intégrable au sens de SKOROHOD. Regarder le chapitre 3 de [Nua06].

L’objet de la Proposition suivante est d’éclairer cette appellation d’« intégrale stochastique de
SKOROHOD » en montrant que § est une extension de l'intégrale d’IT0.

Proposition 1.3.16 : Dans le cas ou T =R, si F; est la tribu engendrée par les variables W(l[o,s]);
ot s < t, alors tout processus adapté a cette filtration est dans le domaine de 6, et dans ce cas d(u)
n’est rien d’autre que l’intégrale d’ITO de u.

Démonstration : L'ensemble des processus adaptés est |'adhérence des processus étagés adaptés, c'est-a-dire des
processus de la forme ZZ:1 Fkl[sk,tk], ou0< sy <ty <+ < sy, < £y, et Fy, est G, -mesurable. Or, pour 0 < s < ¢,
si I € S est Gs-mesurable, la formule d'intégration par parties (Proposition ) affirme que F'1, € Dom(d) avec
8(F1yy) = FW(1(s4), qui n'est rien d'autre que I'intégrale d'ITO de F1(, 4. On conclut que c’est aussi le cas pour
tout F € L?(G,) par densité de S dans L2. Par linéarité, cela reste vrai pour tous les processus élémentaires adaptés,
et encore par densité (des fonctions élémentaires, et aussi de S dans L?(IP)), vrai pour tout processus adapté. [

Pour tout u € Dom(d), on notera alors

A

5(u):/Tu8 5Wsé/ru5W(5s).
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Bien que cette définition semble bien ficelée, on doit néanmoins faire attention au fait qu’on ne
dispose pas de toutes les propriétés qu’on pourrait exiger d’une intégrale stochastique. En voici une
liste non exhaustive.

1. Si w € Dom(9) alors on n’a pas a priori que ul4 € Dom(d), ou A € A. Un contre-exemple est
le suivant : plagons-nous sur 7' = R, et considérons u; = 1,50} (1[07%] - 1[%1]) Alors v € Dom(4)
(développer en chaos et utiliser le critere du Théoréeme pour s’en convaincre), mais ce n’est pas
le cas de ul[o, 1- Cela implique en particulier qu’on ne dispose pas d’une relation de CHASLES pour
ces intégrales.

2. Si uw € Dom(d) et F' est une variable aléatoire telle que uF € Dom(d) alors on n’a pas
Jp Fup Wy = F [nu; 6Wy. On a en fait un terme additionnel lorsque F € D2 :

§(Fu) = Fé(u) — (DF, u) 2.

3. On ne dispose plus d'une isométrie de 'intégrale stochastique. On a en fait un terme en plus
qui fait intervenir la dérivée de MALLIAVIN :

E[a(u)2]:1@[||u|@2(u)} +EUT/TDSW Dyu, dtds| .

Remarque 1.3.17. Nous n’avons pas du tout été exhaustifs a propos de ces deux objets que sont
la dérivée de MALLIAVIN et 'opérateur de divergence 4. La suite de cette these nous permettra de
revenir sur certaines propriétés, qu’on développera a ce moment-la, mais nous resterons quoi qu’il en
soit lacunaires. Si le lecteur veut plus de détails & ce propos, regarder [Nua06] pour un apergu détaillé
dans le cadre gaussien. &

Opérateurs d’Ornstein—Uhlenbeck

Définition 1.4.1 : On définit le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK comme la famille d’opérateurs
(Pt)t=0 de L2(P) telle que pour tout t > 0 et pour tout F = 30 I,,(f,) € L*(P) :

“+oo
PF =Y e (fa).

n=0

Défini de la sorte, il est immédiat que (Py)i>0 est un semi-groupe, dans le sens ou Py = id 12(P) €t
pour tout s,t > 0, P;1s = Pt oPg =Py 0Py

Remarque 1.4.2. L’opérateur Pg est I'identité tandis que P, est 'espérance. Ainsi, une vision possible
du semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK consiste & y voir un chemin lisse indexé sur R, reliant F' a
son espérance. Ainsi, on a I’égalité suivante

oo OP+F

F—IE[F]:—/O = at.

Cette égalité est beaucoup exploitée dans [NP12a] pour prouver des résultats du type inégalité de
POINCARE dans le cadre de la dérivée de MALLIAVIN. &

Intéressons-nous a son générateur infinitésimal, qu’on notera L. Par définition, il s’agit de 'opéra-
teur (unique) de L*(P) qui s’écrit comme limite L? de $ (Pt —id L2(]P>)) lorsque [t — 07]. Ce générateur
infinitésimal peut aussi s’exprimer sous forme chaotique. C’est 'objet des Définition et Proposition
suivantes.

Définition 1.4.3 : On appelle domaine de L, noté Dom(L) ’ensemble des variables aléatoires F' €
L?(P) telle que la limite dans L? de W lorsque t tend vers 07 existe. Dans ce cas, on définit

LF 2 lim Pl - F

t—0+ t ’
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ot la limite est prise dans L?(P).
Remarque 1.4.4. Dans la théorie des semi-groupes et des générateurs infinitésimaux, on peut aussi

caractériser L comme 1'unique opérateur tel que I’équation différentielle ' = Lz, pour toute fonction
z € CO(Ry, L*(P)) N CY(R%, L*(P)), avec z(0) = z¢ € L*(P), admette pour solution z(t) = Pyzo. &

Proposition 1.4.5 : Le domaine de L se caractérise par les chaos de WIENER :

+00
Dom(L) = {F => Iu(fn)

n=0

+oo
S 02l full ey < oo}.

n=0

Dans ce cas, on a alors
—+00

LE == nly(fn).

n=0

Son intérét principal dans nos propos intervient dans le Théoréme suivant qui lit les trois opérateurs
principaux du calcul de MALLIAVIN.

Théoréeme 1.4.6 : On a l’égalité entre domaines suivante :
Dom(L) = D** N D! (Dom(9)) .

Plus précisément, F est dans le domaine de L si et seulement si F € D%? et DF € Dom(§). Dans ce
cas, on a alors
LF = —6DF.

La démonstration est immédiate en considérant les caractérisations chaotiques.

Remarque 1.4.7. Une manieére que nous proposons d’interpréter cette égalité est de regarder 4 comme
une intégrale et D comme une dérivée. Cette égalité propose de regarder ce qu’il se passe quand on
essaie d’intégrer une dérivée. Dans notre théorie, il se trouve qu’on retrouve presque la variable initiale,
avec un facteur supplémentaire dans le développement chaotique.

Dans le méme esprit, on dispose en fait de la formule suivante, dite de CLARCK—OCONE qui s’écrit
dans le cadre H = L*(Ry) :

+00
/ E[D,F|F,] dB, = F — E[F].
0

Au lieu de chercher directement intégrer (au sens de SKOROHOD) la dérivée, on intégre (au sens
d’ITO) une dérivée adaptée, de sorte qu’on retrouve bien F, & constante prés. Pour une démonstration
n’utilisant pas la formule de représentation des martingales d’ITO, regarder 'excellent [RV22], chapitre
10, Exercice 10.18. &

Remarque 1.4.8. La maniére dont nous avons présenté L. semble montrer qu’il est relativement anec-
dotique, et nous sert juste a écrire de maniere élégante ce que vaut § o D. Il n’en est rien. En fait, il
est tout a fait possible de le voir comme l'opérateur originel de la théorie de MALLIAVIN. Regarder
[Zak85] qui fait de L l’acteur principal de son propos.

En fait, cet opérateur provient du cas unidimensionnel du processus d’ORNSTEIN—UHLENBECK.
En effet, si on considére PEDS suivante dans R

dX, = X, dt + V2 dBy,

alors on peut lui associer un semi-groupe sur L? (N(0,1)) donné par

pef(x) = E[f(Xe)| Xo = a].
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Pour f C? & support compact, on peut dériver ¢ — p; f(x), pour tout € R :

I _ (@) — e f ().

En évaluant en 0, on définit alors un opérateur [ sur les fonctions deux fois dérivables par
If(x) = f"(z) — zf'(2).
Or, dans le cadre du calcul de MALLIAVIN, pour F' € DY2 et f C? & support compact, on a en fait
Lf(F) = f"(F)|DFI[;2(,) — f'(F)LF.
En particulier, en prenant I = W(h) avec ||k ;2(,) =1, on a
Lf(W(h)) = f"(W(h)) = W(h)f'(W(h)) = Lf (W (R)).

Voyez alors encore une fois un opérateur défini dans le cadre du calcul de MALLIAVIN comme une
variante infinie (non dénombrable) dimensionnelle d’objets définis en dimension finie. On peut encore
s’en convaincre par la formule suivante. Replagons-nous temporairement sur (2, F, W) I’espace cano-
nique défini en section 1. Alors pour F € L?(W), pour presque tout w € €2, on dispose de la formule

dite de MALHER
PiF(w) = / F (e*tw +v1-— e‘gtw’) dW(w'),
Q

alors que dans le cadre du générateur lié & I’'EDS, on peut montrer qu’on a pour tout f € L2 (AN(0,1))
et presque tout z € R

pief(x) = /Rf (e_tw +Vv1- €*2ty) 677?}2 \;1% =Py f o Bi(wg),

ol wy € 2 est la fonction constante égale a x. &

Définition 1.4.9 : On définit 'opérateur pseudo-inverse d’ORNSTEIN-UHLENBECK par le dévelop-
pement en chaos : pour tout F = 3120 I, (f,) € L2,

RN +o00 1
L'F=) 7In(fn).
n=1

Remarque 1.4.10. On n’a pas & s’embéter ici avec les domaines, puisque la série converge dans L? sans
conditions supplémentaires. &

Remarque 1.4.11. L’intérét de cet opérateur réside dans le fait qu’on puisse reformuler le Théoreme
i.4.6| de la sorte : ' — E[F] = —6DL~!'F. En effet, par son statut de pseudo-inverse, on a LL™!F =
F — E[F]. &







CHAPITRE 11

Méthode de Stein

« — C'était un beau discours.

— Un tas de mensonges j'en ai peur!
Mais ces paroles nous ont mené jus-
qu'ict. »

Connor a Israel Putnam, Assassin’s
Creed 111, 2012.

Le but de ce chapitre est de présenter un ensemble de techniques de calculs pour estimer des
distances entre lois de probabilités, voire méme de mesures générales. La premiere apparition de
cette méthode provient d’'un compte-rendu de colloque a Berkeley, 1972, de Charles STEIN, [Ste72].
On retrouve des notes de cours de 1986 a ce propos dans [Ste86], qui sont par ailleurs tout a fait
accessibles dés lors qu’on posseéde un bagage de niveau licence en probabilités (avec la connaissance de
I'espérance conditionnelle). L’idée est la suivante : & partir d’une caractérisation fonctionnelle d’une
loi cible (souvent la gaussienne mais pas toujours), on étudie les solutions d’une équation différentielle
associée. L’équation différentielle traduit une proximité entre la loi d’une variable aléatoire par rapport
a la loi cible. Les solutions permettent alors de déterminer des bornes de distance entre lois. La méthode
de STEIN permet non seulement de montrer une convergence en loi, mais aussi de déterminer une vitesse
de convergence.

On présente dans un premier temps les résultats tres classiques liés a 'approximation par rapport a
une loi normale, déja présents dans [Ste86]. Ensuite, nous évoquerons un sujet qui reviendra dans cette
these et qui a été moins étudié (mais tout de méme bien documenté), il s’agit d’une approximation par
rapport a la loi Gamma. Nous aborderons rapidement comment approcher la loi de vecteurs aléatoires
réels par rapport aux lois normales multi-dimensionnelle. Nous conclurons finalement sur quelques
applications récentes de la méthode de STEIN, justifiant ainsi son intérét actuel dans la recherche.

Ce chapitre est indépendant du précédent a propos du calcul de MALLIAVIN. L’unification des deux
champs est I’'objet du chapitre suivant. On considere (2, F,P) un espace probabilisé.

Approximation gaussienne

Cette section présente le cadre standard de cette théorie. Dans des cadres d’approximation avec
d’autres lois, on se base tout de méme sur ce point de vue. Le point de départ de la méthode de STEIN
est une intégration par parties par rapport a la mesure gaussienne.

Lemme I1.1.1 : (Lemme de STEIN) Soit F' une variable aléatoire réelle. Alors F' suit la loi normale
N(0,1) si et seulement si pour tout f : R — R lipschitzienne telle que E[|F f(F)|] < oo, E[|f'(F)]]
est aussi finie et

E[f'(F)] = E[Ff(F)].

La preuve de ce lemme repose essentiellement sur 1’égalité

/Rxf(:zc)e_;2 dz = /Rf'(:c)e_;2 dz,

qui provient d’une tres classique intégration par parties. Pour une démonstration complete, regarder
INP12a].
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Ce lemme est une caractérisation fonctionnelle de la loi normale. Cette observation permet en fait
d’établir des bornes de certaines distances définies de cette maniére entre une loi de probabilité et la
loi normale. Pour cela, on introduit alors 1’équation de STEIN. C’est ’équation différentielle suivante
d’inconnue f : R — R. Pour A : R — R mesurable telle que E[|h(Z)|] < 0o, oil Z suit la loi normale,

f(z) —zf(x) = h(x) — E[A(Z)]. [1I.1]

L’intuition est la suivante : en interprétant le lemme de STEIN, une variable aléatoire est proche de
suivre la loi normale si et seulement si pour toute fonction test f, E[f'(F) — F f(F)] est petit. Le fait
que cette espérance soit petite implique alors via I’équation de STEIN que dans ce cas E[h(F) — h(Z)]
est petite. Or, la mesure de cette quantité est essentiellement la définition des distances qu’on introduit
dans la suite. )

Pour h fixé, on note f; la solution de I’équation de STEIN associée telle que ez f(x) tende vers
0 en +oo. (sous-entendu : on sait montrer que cette solution existe et est unique). On dispose méme
de deux expressions de fj, :

22 T ) 22 “+00 _u2
fn(z) = 67/ h(u)e™2 du = —67/ h(u)e™2" du. [I1.2]
—0oQ x
L’intérét de I’équation de STEIN réside alors dans 1’égalité suivante :

E[f;(F) = Ffa(F)] = E[1(Z) — h(F)].

Comparer les lois de Z et F' consiste a manipuler le terme de droite. L’équation de STEIN permet
alors d’affirmer qu’il suffit de manipuler le terme de gauche pour cette comparaison, qui d’ailleurs ne
dépend plus de Z. Supposons que ’ensemble des fonctions tests h est un ensemble A et que pour
tout h € A, fp appartient & une autre classe de fonctions 5. Supposons de plus que A est une classe
séparante, c’est-a-dire une classe de fonctions qui vérifient que pour toutes variables aléatoires X,Y
telles que les espérances suivantes sont définies,

loi

Vfea E[f(X)=E[fY)] = [x=v].
Alors pour ces mémes variables aléatoires X et Y,

44(X.Y) = sup [B[f(X)] - B[S (V)]

définit une distance entre les lois des variables X et Y. L’équation de STEIN permet alors d’avoir
I'inégalité suivante :

d4(F,N(0,1)) < ?1612 E[f'(F)— Ff(F)]- [I1.3]
Voici en quoi consiste la méthode de STEIN. Il s’agit de résoudre une équation différentielle, étudier
précisément ses solutions et choisir une ou plusieurs bonnes solutions (ou « bonnes » dépend bien stir
de ce qu’on cherche a étudier) de sorte qu’on puisse estimer la distance entre une variable et une loi
cible.

Etudions un exemple fréquent dans cette thése : la distance de WASSERSTEIN.

Définition II.1.2 : Soient n > 1, u et v deux mesures de probabilité sur R™ muni des boréliens
telles que Lip(1) C L'(u) N L*(v), on Lip(1) est I'ensemble des fonctions f : R® — R qui sont
1-lipschitziennes. On appelle distance de WASSERSTEIN de v et u la quantité suivante :

[ ran=] ra

A
aw(p ) S sup
fELip(1)
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Remarque I1.1.5. 1l s’agit bien d’une distance concernée par nos propos précédents puisque Lip(1) est
bien une classe séparante. Pour s’en convaincre, il suffit de constater que pour tout t € R”?, x — et
est lipschitzienne. Ainsi, si X et Y sont deux variables aléatoires & valeurs dans R" telles que pour
tout f € Lip(1), f(X), f(Y) € LY(P) et E[f(X)] = E[f(Y)] alors en particulier pour tout t € R",
E [eit'x] =E [eit'Y], donc X et Y ont méme loi. &

On peut alors étudier la solution de ’équation de STEIN donnée par [].

Proposition I1.1.4 : Pour tout h € Lip(1) réelle, fy, est de classe C! et est %—lipschitzz’enne. Ainsi,
pour toute variable aléatoire réelle F telle que h(F) € LY(P) pour tout h € Lip(1),

dW(F7N(071)) < sup ‘E[f/<F)_Ff(F)”
feC(R)

2
£/ l0<y/2

Pour une démonstration de ce fait, regarder [NP12a]. Il s’agit donc d’une estimation générale
applicable pour un grand nombre de variables aléatoires. Si I'on réussit a montrer sur une suite de
variables aléatoires (Gy,)n que le membre de gauche tend vers 0 quand [n — o], on aura alors montré
une convergence en loi vers AV(0,1), et une estimation de la distance. Un exemple probant est le
Théoréme Central Limite classique, renommé ici Théoréme de BERRY—-ESSEEN puisque les hypothéses
sont plus fortes, et la conclusion est meilleure qu'une simple convergence. Regarder par exemple [Ste86],
chapitre IX, pour une présentation plus complete de ce Théoréme, en distance de KOLMOGOROV dans
cet exemple, ou regarder [CGS10] pour une discussion entiére dans le Chapitre 3 & propos de ce
Théoréeme. La distance de KOLMOGOROV est définie pour la classe de fonctions du type (—oo, x| avec
x € R. Elle consiste a étudier la différence des deux fonctions de répartition des lois qu’on compare.

Théoréme I1.1.5 : (Théoréme de BERRY-ESSEEN) Soit (X,), une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes et identiquement distribuées, de méme loi qu’une variable X non identiquement
nulle, telles que X € L3(P). Alors

Sn — nE[X] CE[IX})
dKol ( \/EJ[X] aN(Oa 1)) < \/’ﬁ )

ot Sp = Y p_1 Xk, o[X] est Uécart-type de X et C > 0 est une constante universelle.

Ce principe général, et plutdt simple sur la papier permet de résoudre presque quotidiennement
des problémes de convergence en loi, et de pouvoir estimer des distances. Un recueil est par exemple
disponible par [BCO05a], et on voit que les problémes posés sont de nature tres diverse. Cette méthode
est aussi souvent associée avec la notion de paires échangeables (c’est-a-dire de variables aléatoires
X, Y telles que (X,Y) et (Y, X) ont méme loi). Ce n’est pas une direction prise dans cette theése, donc
nous n’élaborerons pas plus a ce propos. Regarder [CGS10] et [Ste86] pour un traitement complet &
ce propos.

Remarque I1.1.6. Si la formule d’intégration par parties gaussienne permet de caractériser la loi
normale, I'intégration par parties du calcul de MALLIAVIN (Proposition ) caractérise quant a elle
la loi du mouvement brownien. Plus précisément, si (o, Fp) est ’espace probabilisable canonique du
mouvement brownien introduit dans la section 1 du chapitre [, alors la mesure de WIENER W est
'unique mesure de probabilité telle que pour tout F € L?(W) et h € H :

/Q {VE(@), by dW(w) = [ Fw)l(h)(w) dW(w).

Regarder [RZ91] (en francais) pour une exposition compléte de ce fait. )
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Approximation par une loi Gamma

Appliquons ce qu’on vient de présenter dans un cadre différent. Pour v > 0, on définit la loi Gamma
de parametre v par la mesure de probabilité sur R dont la densité est donnée par
a1

—)xl’*le*a’l(oﬂroo) (x). [I1.4]

pV(x) P(V

On note I'(v) cette mesure. Notez que p, vérifie I'’équation différentielle suivante : pour tout = > 0

xpy(z) = /Jw(y —u)py(u) du = — /g:oo(v — u)py (u)du. [I1.5]

Motivations

Si v =1, il s’agit de la loi exponentielle. Pour retrouver toute la famille exponentielle, il suffit de
considérer %X 1, avec X suivant I'(1) pour retrouver la loi exponentielle de paramétre . Si p > 1 est
un entier, et si Y}, suit la loi du x? & p parametres de liberté (c’est-a-dire la loi de Z2 + - - - + Zg, avec
Zy,- -+, Z, indépendantes de méme loi normale N(0,1)) alors %Yp suit la loi Gamma de parametre
g. L’un des plus grands intéréts d’approcher par la loi du x? provient du test du x? (qui provient lui
méme du Théoreme Central Limite classique).

Théoréme I1.2.1 : Soient p > 1 et pour tout 1 < j < p, (X})n>1 une suite de variables aléatoires
réelles telles que

1. La famille de wvariables aléatoires (X,(lj),n > 1,1 < j < p) est une famille indépendante de
variables aléatoires ;
7. Pour tout 1 < j < p, la suite (quj),n > 1) est de carré intégrable et est identiquement distribuée,

de moyenne commune [; et de variance commune O'JZ.

Alors dans ce cas, Z?:l N%Tf (% 7]:[:1 Xff) - ,uj)2 converge en loi, lorsque [N — o], vers la loi du
X2 & p paramétres de liberté.

Ce Théoreme Limite permet de construire des tests statistiques bien connus, et le probleme d’ap-
proximation par la méthode de STEIN permettrait de déterminer une vitesse de convergence du test.

Notons aussi que la somme de deux variables indépendantes suivant une loi Gamma reste une loi
Gamma. En fait, si on considere un instant les intégrales stochastiques multiples introduites dans le
Chapitre H, I (R)? = I;(h ® h) 4 ||| suit la loi Gamma de paramétre ||A|*. 11 suit que la loi Gamma
centrée (c’est-a-dire la loi de variables du type X, — v avec X, ~ I'(v)) est présente dans les chaos
d’ordre 2. Or, d’apres [NP12b], on dispose de deux faits intéressants dans les chaos d’ordre 2. D’une

(n)
1

part, par la Proposition 2.1, toute variable dans le deuxieme chaos a méme loi que >, -1 A\, X; 7, ou

chaque Xl(") suit la loi du x? centrée & 1 parameétre et est indépendante des autres. D’autre part, par
le Théoreme 3.1, si on considére une suite de variables aléatoires qui vivent dans le chaos d’ordre 2 et
qui converge en loi vers une variable Fi, alors la loi de Fy, est la méme que celle de A\gN + I2(f), ou
Ao € R, N est une gaussienne standard indépendante du processus isonormal sous-jacent et f € L?(u).
La loi Gamma a un réle prépondérant dans les chaos de WIENER, il est donc majeur de savoir étudier

proprement les questions d’approximation par rapport a celle-ci.

Lemme et équation de Stein

Pour étudier les distances entre une loi et une loi Gamma, on dispose aussi d’'une méthode de
STEIN, qui commence bien entendu par un lemme de STEIN.

Lemme 11.2.2 : (Lemme de STEIN pour la loi Gamma) Soient v > 0 et Z € LY(P). Les
assertions suivantes sont équivalentes.
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(i) La variable Z suit la loi T'(v) ;

(ii) Pour tout f : R — R de classe C* telle que E[|Zf'(Z)|] soit fini alors E[|(Z — v)f(Z)]] est fini
et

E[Zf(Z)] = E[(Z — v)f(Z)]. [II.6]

Remarque I1.2.3. La régularité C! n’est pas optimale, on souhaite juste manipuler une fonction
absolument continue, donc qui admet une dérivée au sens suivant : il existe f' € LiL (R) telle que
f(z) = f(0) + J5 f'(u) du (ou LL(R) est ensemble des (classes de) fonctions intégrables sur tout

loc

compact de R). )

Démonstration : [=>] Supposons que Z suive I'(v). Soit f : R — R de classe C! telle que E[|Zf'(Z)]] soit fini.
Montrons d'abord que E[|(Z — v) f(Z)]] < 0.

E[[(Z-»12)]
+00

+o0 v
- / 2 = Ul F(2)] pule) dz = / (v — 2)IF(2)lpo(2) dz + / (2 = )£ (2)lpu(2) dz

:/OV(V—Z) V

v u +o0 400
<UWE[Z - o] + / () / (v — 2)pu(z) dzdu + / () / (= — v)pu () dzdu.
0 0 v u
En utilisant I'équation différentielle [], on conclut

E[|(Z-»1(2)]

+oo

pu(e) et [ a=0)

- [ " () du

)+ [ 1 du

pu(z) dz

v +oo
< |FWIE[1Z — ] + / £ @lup(w) dut [ 17 up o) du [11.7)
= [FWIE[|Z - v]] + E|2| £ (2)]] < oc.
De plus, une intégration par parties donne [] :
+o0 T +oo T
Blz2) = [ fewrer f5 = [ @nf@e e S < Bz - 012

<] Réciproquement, supposons que pour tout f C* telle que E[|Zf'(Z)|] < oo alors E[|Z —v||f(Z)|] < cc et
[ ] est vérifiée. Pour ¢ € R fixé, x — cos(xt) et x — sin(xt) vérifient cette hypothése, puisque Z € L1(P).
En particulier, si ¢z désigne la fonction caractéristique de Z alors ¢z vérifie I'équation différentielle

(it = 1)z (t) + ivepz(t) = 0.
Avec la condition initiale ¢z(0) = 1, on retrouve en fait I'équation différentielle vérifiée par I'(v), la fonction
caractéristique associée a I'(v). On en déduit que Z suit bien la loi I'(v). O

L’équation de STEIN associée est alors
zf'(z) — (z —v)f(z) = h(z) — E[h(X))], [1I.8]

ou X, suit I'(v) et h est mesurable bornée. Nous proposons une approche compléte pour la distance de
WASSERSTEIN, avec les détails techniques, pour comprendre dans un contexte non gaussien comment
la mécanique fonctionne. La Proposition suivante décrit les solutions de cette équation différentielle.
La preuve provient de l'article de C. DOBBLER et G. PEccaTI [DP1§].

Proposition I1.2.4 : (Théoréme 2.3 (a) de [DP1§]) Soient v > 0, et X, suivant la loi T'(v) (on
a noté p, sa densité donnée par []). Pour h continue sur R, les solutions de [] sont toutes
de la forme

1 xT
f@) = s (O [ ()~ EBCS D 0) du) 1@
1 0 h(0) — E[h(X

(0~ [0~ B D) ) -y + IR
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ot () = ﬁe‘m(—x)”_ll],oo,o[(a:) et C,C" € R sont des constantes arbitraires. On appelle fp, la
solution [ 1 pour C = C" = 0. C’est l'unique solution bornée de []. Si de plus, h est C' et

lipschitzienne, la fonction fy, est dérivable sur|— oo, 0] et |0, +o0[, et est lipschitzienne sur R. De plus,
fn vérifie les estimations suivantes.

1
ol < Wl et 15 < 2max {13 b [11.10)

Dans la suite, on notera pour tout x € R,

Remarque I11.2.5. La fonction ¢, ne définit bien str pas une densité de probabilité sur | — oo, 0] car non
intégrable en —oo. Elle joue néanmoins un réle analogue que p, sur R* dans ’expression des solutions
de I’équation de STEIN. &

Démonstration : La valeur en 0 de toutes les solutions est fixée directement par |'équation différentielle, il suffit de
prendre x = 0 dans [] pour avoir la valeur de f(0). La singularité en 0 de [] implique qu’on doit traiter la
résolution sur | — oo, 0] et ]0, +-00[ séparément. La résolution sur chacun de ces intervalles se fait trés classiquement
avec une méthode de variation de la constante. La différence entre ces deux cas provient de la solution homogene,
c'est-a-dire la solution de f’(z) = £=¥ f(x), ol une primitive de 2 —— =¥ est & — vIn(x) sur ]0, +o0[ et vaut
x — vin(—x) sur ] — 00, 0[. Voici le plan du reste de la démonstration.

(i) Montrer que fj, est bornée sur R et conclure sur la premiére estimation de [[[T.1d].
(ii) Montrer que f est I'unique solution bornée de [[[T.4]1.
(iii) Montrer que fj, est lipschitzienne sur R et conclure sur la deuxiéme estimation de [].

Débutons la démonstration.

(i) Montrons que f; est bornée en montrant la premiére estimation de []. Pour cela, on utilise I'écriture
suivante de h via le théoréme de FUBINI, valable ici pour z > 0 :

h(z) = /"I/’ h(2)P(X, < z) dz — /+°° h(2)P(X, > 2) da. [II.11]

0 T
En appliquant encore le théoreme de FUBINI sur f;, donnée par [], on a alors pour tout z > 0
P(X, < z)

—L)(XV}@ x'z z) dz
) = e [ @R < @ S

+o00o
"(2)P(X, > .
e /x WM(2)P(X, > z) dz

D’ol pour tout = > 0 :
P(X, > ! P(X, < e
< Wl (PS5 [Tpn <9y as s FOAEE [T, 2 a).
zpu(x)  Jo zpu(2) Sy
Or, puisque E[X,] = v, on a, par théoréme de FUBINI, pour z > 0

+o0 z
/ P(X, > %) dzzu—x—i—/ P(X, < z) dz. [II1.12]
T 0
Ainsi, Wi
h/ T
)| < = PX,<z)dz+ (v—2)P(X, <x)]|.
ol < Dl (["pix, <2 @zt 0= app(x, <)

Or, par intégration par parties, on a
x
/ P(X, < 2)dz = (z —v)P(X, < z) + zp, (). [II1.13]
0

On en déduit que sup,~ |fn(7)| < [|A']| . Avec I'expression de f; en 0, on peut étendre la borne supérieure en 0
et obtenir sup, > |fa(7)| < [|I']|,,. Traitons désormais le cas z < 0. Pour cela, méme manipulations pour A, pour
z<0:

h(z) = — /O h'(z) dz — /0+<>0 B (2)P(X, > 2) dz = —/+OO W(2)P(X, > z2) dz. [II.14]
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D'ou pour z < 0

1
x6, ()

fn(x) =

(/: R(2)Q(x <Y <z2)dz+Q(Y > x) /O+oo W(2)P(X, > z) dz) 7

ol Q est la mesure sur R de densité ¢, par rapport a la mesure de LEBESGUE, et Y est I'application identité sur R.
Ainsi, on en déduit que pour tout z < 0

(@) < Ao (<u QY > ) / QY > 2) dz> .

—x6,(x)

Or, on dispose aussi d'une intégration par parties pour g, :

0
/ QY =2 2)dz=(v—2)QY > z) + zs.(z). [II.15]

On en déduit immédiatement que sup, o |fn(x)| < ||A']|,, d'ou la premiére estimation de [].

(ii)  Montrons que fj, est |'unique solution bornée de []. Supposons que g soit aussi une solution bornée.
Alors f5, — g résout I'équation homogene et donc s'écrit comme

C
fn(@) —g(a) = ——,
e
pour tout z > 0, avec C € R. Or, x — #(w) tend vers 400 en 0", donc la seule facon que f;, — g soit bornée au

voisinage de 0 est que C = 0, donc f, = g sur R’ . Idem sur R* par le méme type de raisonnement. D'oll fy = g
sur R d’ou I'unicité.

(iii)  Montrons que fj, est lipschitzienne sur R. Il s'agit de montrer d'abord que fj, est continue sur R, et que f}
définie sur R* est bornée pour conclure.

Pour s’en sortir, on va appliquer plusieurs fois une régle de 'HOPITAL, regarder [Tay52]. Avec ceci, on en déduit
immédiatement que

i o) =t OB RO

a—0+ —(z — v)p,(z) v

Idem en 0~. Cela prouve bien que f; est continue sur R.

Montrons que f; est bornée. Pour cela, on exprime comme dans le point (i) la fonction f} en fonction de A’

En utilisant [], le théoreme de FUBINI fournit pour tout > 0 :

2p,(@)fh(a) = (x—v) / o ()h(w) du -+ 2py (2)h(z)

0

~P(X, < ) ( /z o P(X, > 2) dz) ( /x - W (2)P(X, > 2) dz> .

En utilisant [], on peut alors factoriser le tout et conclure sur I'expression plus simple

2*py (2) fo (@)

= < /0 "W (P(X, < 2) dz> ( / - P(X, > 2) dz) - ( / - W (2)P(X, > 2) dz) < /O “B(x, < 2) dz> .

On en déduit alors que pour tout z > 0,

2 ([TP(X, < 2) d2) ( JFUPX, > 2) dz

20 (2) = 17l - S ().

@) < 1Pl -
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Notre mission est désormais de borner la fonction positive \S,,. On procéde en deux morceaux : on trouve une borne sur
10, v] puis sur [v, +oo[. Tout provient de l'intégration par parties []. D'abord, sur [v,+o0], I'égalité []
conclut que

—+oo
/ P(X, > 2) dz < zp,(z),
x
si bien que par croissante de x — P(X, < ), on a alors pour tout z > v

2P(X, < )rp (2)
prV( )

Sy(x) < <2P(X, <z) <2

Sur ]O, 1/], on constate que S, est majorée par une fonction croissante :

f() V\ dZ A

Su(m) $2p,,( ) _21/6 ( )

En effet,
aP(X, <) —(v+1-2) [[P(X, <z)dz 4 Ny(x)

2, () 2, ()

avec N, (0) =0 et via [[[1.19] :

N/ (x) = xp,(z) + (x — v)P(X, < ) + /Ox P(X, <z2)dz= /OJC P(X, <z)dz>0.

Ainsi, &/, est positive, donc &,, est croissante, donc sur J0,v], &, (z) < &, (v) = 2220 — 1 via [m] Ainsi, on

v2p, (v)
en déduit encore une fois que .S, est bornée par 2 sur |0, ~]. On conclut que sup,- |fh( )| < 2||A'|| - Sur ] —o00,0][,
on a le méme type d'expression

2%, (z) fj,(x)
__ (/:OO P(X, > ) dz) (/0 W()QY > 2) dz) _ (/:m B (2)P(X, > 2) dz) (/: QY > 2) dz) ,
avec ["P(X, > z) dz = v — x. D'od pour z < 0

2 —2) [CQY >2)d2 5,

Méme enjeu que sur ]0, 00|, on souhaite borner T,,. On a en fait

@) < 1P ]l

T,(x) <max{ lim T,(y), lim T,(y), sup T,(y) ;- [II.16]
y—0- y——00 y<0
T, (y)=0

On étudie chaque terme de ce maximum un par un pour conclure.
> Limite en 0~. On calcule cette limite par des régles de I'HOPITAL successives (cf [Tay52]).

3 B - B N
lim 7, (x) 2 20 lim Qvzas) 2w QY >a)
z—0- e—0- 25, (2) —z(z —v)g,(x) v+1las0-  xz6.(x)
(ﬁ) 2v . gV(ZC) 2
= lim =

v+laso- —(z—v)g(z) v4+1

NG ) R o A
ol « = » signifie qu'on a appliqué la regle de I'HOPITAL.
> Limite en —oo. On est dans le cas 2 de la régle de I'HOPITAL (cf [[Tay52]).

f; QY = 2)dz

lim T,(z) =2 lim

T——00 r——00 T T——00 :L‘(l,(l‘)
N _ > >
Gy 2 lim M =92 lim M
z——o0 —(x — V)s, () z——oo 16, (1)

e @ vy (@) v
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> Valeurs aux extrema. Pour tout x < 0

-2

T!(0) =~

0
o) [ Q22 a0 2 a)

Ainsi, T'(x) = 0 si et seulement si 0 QY > 2)dz= M Ainsi, dans ce cas,
v T (v—x)2+v

202 (-2 _2Q(Y >w)
Cow@ -2 v S (o))

Or, par [[[T.15], en utilisant la décroissance de z — Q(Y > z) sur | — 00, 0] :

T,(z)

(v—2)QY 2 z) + a¢,(z) < —2zQY > x),
dot 0 < QY > 2) < _z‘f”(” d’ol pour tout = < 0 tel que T)(x) =0 :
2(—x)sy 2
T, () < 2oDol) 2
v(—x)s(x) v
> Bilan sur | — 00, 0[. Ainsi, en reprenant |'inégalité [], on conclut que T(z) < 2max{1, 1}, donc on
conclut que

1
sup | f7,(z)| < 2max {1, } Hh'”oo.
x<0 14

Cela conclut alors sur la borne supérieure de f; sur R tout entier, et la deuxiéme estimation de []. O

Historique de ’estimation de la solution

De nombreux articles ont étudié la question de la solution de [], mais I'estimation donnée
ici est celle qui répond de maniere le plus satisfaisante a notre question d’approximation. En effet,
les premiéres estimations de f;, n’étaient uniquement que sur (0, 4+00), et pas sur R entier. Retragons
I’historique de cette question.

1. L’un des premiers résultats qui répond a la question provient de la theése [Luk94]. A partir
d’une approche par générateur, LUK aboutit a I’équation de STEIN suivante (avec nos notations)

zg"(x) + (v — 2)g'(z) = h(z) — E[r(X,)],

ou I'inconnue est g et X, suit I'(v). Cette équation différentielle est treés proche de celle qu’on a étudiée,
puisqu’au lieu d’étudier g, il suffit ici d’étudier ¢ (fr, = ¢'). Alors, sous hypothése de croissance
exponentielle de la fonction h, LUK montre (entre autres) dans le Théoreéme 2.6 que

suplg” ()] (= sup (o)) < 5 sup A" (z)].

>0 >0 >0
On a alors deux observations majeures a propos de ce résultat. D’une part, ’estimation n’est pas
sur R entier, mais uniquement sur R’ . D’autre part, I'estimation fait intervenir la dérivée seconde
de h, et non pas sa dérivée premiere. Cela est un vrai frein pour conclure en une estimation en
distance de WASSERSTEIN générale comme on le donne en Théoréeme . Néanmoins, ce résultat
reste remarquable, puisqu’il est possible de se rapprocher d’une estimation d’une vitesse de convergence
dans le test du y2.

2. Un deuxieme résultat usuellement cité était dans le chapitre [Rei05] du livre [BCO5b], citant

lui-méme une these de PICKETT. Le contexte est trés proche, puisqu’il s’agit cette fois d’une estimation
dans le cadre de la loi du x? & p = 2v parameétres. Dans ce cas, il est affirmé dans le Lemme 3.1 que

m
suplg ()] < |/ T sup (2],

x>0 >0

sous les mémes hypotheéses que [Luk94], c’est-a-dire croissance exponentielle et régularité C1 sur h.
La nouveauté ici est le fait qu’on a estimé par rapport & h’' et pas h”. Notons aussi 'apparition du
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facteur % qui précise le comportement de f; quand le nombre de parameétres de liberté de la loi du

x? est grand.

3. Les mémes auteurs PICKETT et REINERT, avec GAUNT, reviennent sur ce résultat en 2016
dans [GPR17]. L’équation différentielle est toujours présentée sous la forme diffusive, et les nouvelles
conclusions sont les suivantes. Pour h et h’ bornées, et h vérifiant toujours la condition de croissance
au plus exponentielle, alors

2
sup|g’(z)] < —— <35up\h’(x)\ + 2sup ]h(:):)]) .
>0 v+1 z>0 z>0

Cela améliore la vitesse % présentée précédemment. Néanmoins, 'estimation reste toujours sur

(0, +00), et toujours pas sur R tout entier. On en déduit néanmoins une estimation en distance de
KOLMOGOROV de la vitesse de convergence dans le test du x?, en approchant par des polynomes de
degré 2 par morceaux la fonction x — 1yx<;), avec X € R. Ainsi, il s’agit d’un résultat important
a ne pas minimiser malgré notre présentation assez peu avantageuse. De plus, la technique de calcul
pour obtenir la borne est intéressante. En effet, pour estimer la borne supérieure de f’, I'idée est de
dériver I’équation de STEIN [] pour avoir

of(x)+ (1 +v—2a)f'(z) — f(z) = h'(z), [II.17]
afin d’obtenir la borne
A+ )0 <Pl + 12 oo + 1 lloo + ll2f ]| - [II.18]

Or, [] peut aussi s’interpréter comme 1’équation de STEIN [], ou l'inconnue est f’, la
constante v est remplacée par v + 1 et la fonction test h est remplacée par h'(x) + f(z). Il est dans
le cas de [] aisé d’estimer une borne supérieure de z — zf’(x), donc toutes les bornes qui
apparaissent dans [] sont accessibles, donc on en déduit la réponse recherchée.

4. Le probleme de l'estimation sur R entier a été en partie contournée dans [NP09b] en consi-
dérant une légére modification du lemme de STEIN : Z suit la loi T'(v) si et seulement si pour tout f
telle que les espérances existent,

E[Zyf'(Z)] =E[(Z - v)f(Z)],

ol x4 2 max{x,0} (attention, les auteurs étudient la loi Gamma centrée dans l’article, d’ou le léger
changement entre les lemmes). Pour se convaincre de la réciproque, il suffit de montrer que si Z vérifie
I’égalité pour toute fonction test alors Z est P-presque stirement positive. Pour cela, on prend une
approximation ¢ de x — 1,0y telle que ¢ = 0 sur R4 pour conclure en passant a la limite que
E[(Z — v)1{z<0)] = 0. Puisque la quantité présente dans I'espérance est négative, cela signifie que
7 = v P-presque siirement ou que Z > 0 P-presque siirement. Ainsi, cela conclut que Z; = Z presque
stirement, donc a la véracité de ce lemme.
Ainsi, I’équation de STEIN alternative proposée est la suivante :

vy f'(x) = (v — 2)f(2) + h(z) - E[A(X))], [II.19]

ou X, suit I'(v). Cette équation admet une unique solution bornée, qui coincide avec les solutions
de [Luk94], [GPR17] sur (0,40c0), et qui vaut tout simplement h(m)_ff[hy(x”)] sur (—o00,0). Dans ce
cas, I’étude de la solution pour z < 0 est relativement simple via des régles de 'HOPITAL, et permet
d’aboutir a

sup | f7,(z)] < (2 max {1, E + 22}> sup |h" (x)],

z€R v.ov z€eR
en combinant régle de THOPITAL pour z < 0 et [Luk94] pour x > 0. Une estimation du méme type est
possible en utilisant [Rei05]. Notons 'apparition d’un maximum avec % qu’on n’avait pas avant. Cela
provient de 'ajout de (—o0, 0) dans la borne supérieure. Cette estimation permet alors d’aboutir & une
premiere estimation générale en distance fonctionnelle entre une variable et la loi Gamma. Néanmoins,
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on n’a toujours pas réussi a aboutir a une estimation en distance de WASSERSTEIN, mais uniquement
dans une distance plus faible, qui implique tout de méme une convergence en loi.

5. La solution la plus satisfaisante provient alors de [DP18]. Exit I’équation alternative [] ,
les auteurs ont réussi a étudier I'unique solution bornée de [ 1 sur R entier, via la démonstration
proposée ci-dessus, dans le Théoreme 2.3. La solution proposée est de plus assez élémentaire dans
le sens ou elle ne fait intervenir que le théoréme de FUBINI et plusieurs fois la régle de THOPITAL
qui semble incontournable pour démontrer des résultats dans ce cadre. Il s’agit de l'article sur lequel
nous nous sommes reposés pour évoquer un résultat d’indépendance asymptotique entre une variable
aléatoire et la loi Gamma dans le Chapitre [X.

Estimation en distance de Wasserstein
On peut déduire des estimations faites en Proposition le Théoreme d’approximation suivant
en distance de WASSERSTEIN.

Théoréme I1.2.6 : Soit ' € L'(P) une variable aléatoire réelle. Alors pour v >0, on a

)

aw(F.T()) < sup E[Ff(F) — (F = v)f(F)]

o C, est l'ensemble des fonctions f : R — R continues sur R et C' sur ] — oo,0] et |0, +-o00[ avec

1
sup [f(z)] <1 et sup]f’(a:)]§2max{1,}.
z€R x#0 v

Démonstration : Par définition, la distance de WASSERSTEIN consiste a étudier les différences d’espérances entre
h(F) et h(X,) pour h 1-lipschitzienne et X, suivant I'(v). Supposons dans un premier temps que h soit de plus
de classe C', de sorte que le caractere lipschitzien se reflete par I'inégalité |||« < 1. Alors d'aprés le Lemme de
STEIN (Lemme ) :

E[h(F)] = E[h(X,)] = E[F f,(F) = (F = v) fu(F)] .

Par la Proposition , on a alors pour tout h de classe C' qui est 1-lipschitzienne, puisque f;, € C, :

[E[R(F)] = E[A(X)]] < sup [E[Ff'(F) = (F—v)f(F)]].

Désormais, pour h 1-lipschitzien non nécessairement de classe C!, on introduit une approximation de h par la

convolution suivante. Pour ¢ > 0 : -
—(z=y) Y

he(z é/h e = .

(0= | hy) v

Alors he est de classe C*°, est 1-lipschitzien et h® converge uniformément vers h sur R lorsque [¢ — 0T]. Il est alors
aisé de conclure que pour tout € > 0 assez petit

[E[A(F)] = E[R(X,)]] < 25+f§£’ [E[Ff'(F) = (F = v)f(F)]].

Cela permet de conclure la démonstration du Théoréme. [

Remarque I1.2.7. Cet argument d’approximation par une convolution gaussienne reviendra souvent
dans les arguments de démonstration dans cette these. &

Pour tester la fiabilité de cette estimation, proposons un exemple simple. Pour X suivant N (0, 1),

€ > 0 et Y une variable aléatoire intégrable indépendante de X, considérons F; 2 X24¢cY. La distance
de WASSERSTEIN entre F et I'(1) peut étre estimée en utilisant directement le caractére lipschitzien :

dw(FeP(D) = sup [E[n(F)—h(X7)]| < B[V,

Déterminons la borne donnée dans le Théoreme . Soit f € Cy. Alors

E[F.f(F.) = (F: = Df(F)] = E[X*f(F.) = (X* = 1) f (F)| +<E [Y (' (F2) - [ (FL))].
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Par indépendance de X et Y, si Ex désigne l'intégration par rapport a la loi de X et Ey celle par
rapport a Y, on a

E[X2f(F) — (X2 = 1) f (F)] = By [Ex [X2f/(F) - (X2 =1) f(F)]] =0,
car par le Lemme de STEIN appliqué a x — f(z +ey), avec y € R fixé,
E [X?f’(x2 tey) — (X2 - 1) ¥ (X2 T sy)] — 0.

Ainsi,
E [F.f'(Fz) — (Fe = 1) f(F)]| < eE[[Y]|f' (F2) — f (F2)]]

Puisque f € Cy, cela se réduit a
B [Ff'(F2) = (Fo = 1) f(FL)]| < 3eE[]Y]].

Dans ce cas simple, on trouve le méme ordre de grandeur, mais une constante plus grande, ce qui
présage que 'estimation serait moins bonne. D’une part, il est certainement possible de faire le calcul
de maniére moins grossiere que notre présentation ici. D’autre part, méme si sur cet exemple simple,
il est plus efficace en termes d’estimation d’utiliser le caractére lipschitzien (d’autant plus qu’'on n’a
nullement besoin d’indépendance dans ce cas), il sera en fait tres profitable d’avoir une borne ne
dépendant que de la variable d’intérét F' dans le chapitre suivant quand on utilisera le calcul de
MALLIAVIN.

Approximation gaussienne multidimensionnelle

Nous proposons ici un résumé de la facon dont on traite le cas gaussien multidimensionnel. Le
Lemme de STEIN est en fait modifi¢ dans ce cas. Pour d > 1, p € R% et C € S T(R) ('ensemble
des matrices réelles symétriques définies positives), Ny(u, C) désigne la loi normale d-dimensionnelle
d’espérance p et de matrice de covariance C. Enfin, si A, B € My(R), (A, B)us désigne le produit
scalaire de HILBERT-SCHMIDT de A et B : il s’agit du produit scalaire canonique lorsqu’on voit M 4(RR)
comme R

On expose les résultats généraux, mais on se contentera de démonstrations dans le cas centré
réduit. Pour retrouver le cas général, il suffit de translater par pu et de multiplier par I'inverse d’une
racine carrée de C'. Ces calculs ne sont que du travail de calcul différentiel et n’éclairent pas mieux les
résultats présentés dans cette section (regarder la Remarque pour une explication plus précise).

Lemme I1.3.1 : (Lemme de STEIN dans le cas gaussien multidimensionnel). Soient d > 1
un entier et Z un vecteur aléatoire de RY.

1. Le vecteur Z suit Ny(0, 1) si et seulement si pour toute fonction f : R? — R de classe C?
admettant des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 bornées,

E[Af(Z)] = E[Z - V£(Z)]. [1I.20]

2. Soient p € R et C € S7T(R). Alors le vecteur Z suit la loi Ny(p,C) si et seulement si pour
toute fonction f: R — R de classe C? admettant des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 bornées,

E|(Hess(f)(Z), C)ys| = E[(Z — ) - VF(Z)]. [1I.21]

Remarque I1.3.2. On constate alors que la condition ne porte plus sur f et sa dérivée, mais sur
les dérivées premieres et secondes. En fait, on dispose d’une version d’ordre 1 du lemme de STEIN
multidimensionnel, mais pour des fonctions & valeurs dans R?. Le Lemme s’énonce : Z suit la loi
N4(0,1,,) si et seulement si pour toute fonction f : R? — R? C! bornée et aux dérivées bornées,

E[V - £(Z)] = E[Z - £(Z)], [1I.22]
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ott V - f est la divergence de f. Pour se convaincre de la réciproque, il suffit de considérer v € R%,

t € R? et considérer f(x) = elt*v. L’égalité [] devient alors

(Veoz(t) + @z(t)t) - v =0,
: — 1t/ N :
pour tout t € R? et v € R%. On en déduit alors que pz(t) = ez, c’est-a-dire que Z suit Ny(0, I).
Le Lemme de STEIN précédent n’est alors que 'application de cet énoncé avec f = V f.
L’avantage du Lemme provient du fait qu’on manipule une fonction numérique, et non pas une
fonction vectorielle a arrivée. &

Démonstration : Nous montrons la réciproque ici, qui n'est pas claire. Supposons que Z vérifie []. L'idée
est toujours la méme, il s'agit de montrer que la fonction caractéristique de Z est celle de la gaussienne standard de
dimension d. On fixe t € R%. L'astuce ici consiste non pas a considérer directement f(x) = e** qui donne une EDP
qui admet plusieurs solutions malgré la condition initiale, mais plutét de fixer v € R? et considérer f : R — R
telle que Vf(x) = e**v. Une telle fonction existe, elle est explicitement donnée par exemple par

n n
U1 igex Uj Vj—1 itpx Un
f(x)=—€e*"*+ <—> e
ltl Jz:; ltj ltj,1 kll[j 1tn
ou v = (vg, - ,v,) et t = (t1, - ,t,) n'admet pas de coefficient égal a 0. Avec la donnée d'une telle fonction
fonction, on s'est en fait ramené au cas de la Remarque précédente, puisque dans ce cas |'égalité [] de STEIN
donne pour tout v € R?

(Vz(t) + pz(t)t) - v=0,

ce qui conclut la démonstration. O

Remarque I1.3.3. Le lecteur attentif aura reconnu le générateur lié au processus d’ORNSTEIN—
UHLENBECK défini par
Lf(x)=Af(x) —x-Vf(x).

Cela n’a rien d’une surprise, puisque la mesure invariante de V'EDS sur R? associée dX; = X, dt +
V2 dBy (ou (By); est un mouvement brownien standard sur R?) n’est autre que la loi normale standard
sur R Cet approche par générateur permet alors d’introduire d’autres équations de STEIN pour
d’autres lois multidimensionnelles. Regarder [G6t91], ou par exemple [KT12] qui traite de la méthode
de STEIN (lié¢ au calcul de MALLIAVIN comme on ’évoquera dans le chapitre h) pour les mesures de
diffusions, ce qui inclut la plupart des lois usuelles continues : gaussienne, Gamma, uniforme, Béta,

etc. &

Pour p € R et C € ST (R), L’équation de STEIN s’écrit alors pour h : R? — R mesurable telle
que h(Z) € L'(P) et pour tout x € RY

(Hess(f)(x),C)pg — (x — 1) - Vf(x) = h(x) — E[h(Z)]. [II.23]
Dans le cas centré réduit, I’équation devient
Af(x) —x-Vf(x) = h(x)—E[h(Z)]. [I1.24]

Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles. On sait tout de méme exhiber une solution avec des
propriétés intéressantes, regarder [NP12a] pour une approche plus compléte a ce sujet, qui est I'objet
de la Proposition suivante. Pour d > 1 et A € M4(R), on définit sa norme d’opérateur

L |Ax]

[Allop = sup ——.
xER? | |
x#0

Proposition I1.3.4 : Soient d > 1, p € R%, C € SJT(R) et Z suivant Ny(p,C). Pour h de classe
C? auz dérivées partielles d’ordre 1 et 2 bornées, une solution de [] est donnée par

falx) = /0+00E 1(Z) —h (et e (x = p) + V1= e 2(Z — )] at.
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De plus, fp, est de classe C? et vérifie

sup.[Hess() (0 s < €7 ICUG7 .o
xE

ou ||I'| o, est la plus petite constante de LIPSCHITZ de h.

Remarque II.3.5. Expliquons rapidement comment passer du cas standard Ny(0, ;) au cas général
Na(p, C), avec C € Sj‘*‘(R). Pour cela, il s’agit de translater un vecteur suivant la loi normale standard
(notons-le Z°) a un vecteur suivant la loi général (noté Z). On le fait via t,, 5 (x) = ¥x + p, puisqu’on
aZ=t,5(Z°), on X € S vérifie X2 = C. Ainsi, si le lemme de STEIN pour la loi standard s’écrit
E[L°f(Z°)] = 0, pour tout f suffisamment réguliére, et si pour la loi générale, elle s’écrit E[Lf(Z)] = 0,
ou L dépend de p et X alors on dispose de la relation suivante

Lf=L(fotux)ot,)

Puisque V(fot,x) = E((Vf) o tu,g) et A(fotyys) = (C,Hess(f)ot,x)us, cela justifie 'expression
du lemme de STEIN générale. Il est en fait de méme pour les solutions de I’équation de STEIN : si f}
désigne la solution de L°f = h — E[h(Z°)] et f, celle de Lf = h — E[h(Z)] alors

-1
fh = fﬁotuyg © t/J,,Z'

Ainsi, il suffit de savoir ce qu’il se passe dans le cas standard pour déduire le cas général. &

Avec la Proposition , on peut estimer la distance de WASSERSTEIN d’une loi d’un vecteur
aléatoire par rapport aux gaussiennes standards en dimension d. Pour une introduction plus compléte,
et plus précise dans les applications (matrices de WISHART), regarder la remarquable theése de Julie
GAMAIN [Gam23].

Théoréme I1.3.6 : Soient d > 1, p € R%, C € S;T(R) et F un vecteur aléatoire dans R? intégrable.
Alors
w(F,Ng(p, ) < fsuﬁp ‘E[(Hess(f)(F),C}Hs —(F—p)- Vf(Z)] , [II.25]
€Lc

ot Lo est donné par

Lo = {f :RT— R, sup [[Hess(fy)(x) g < HC— H |C||1/2}.

x€R4

Applications de la méthode de Stein dans différents domaines

Justifions 'importance de la méthode de STEIN dans la recherche actuelle avec trois articles de 2023-
2024 provenant de trois domaines des Probabilités distincts. Nous nous contenterons de les résumer
en expliquant le role de la méthode de STEIN a chaque fois.

Mathématiques appliquées : Approximation de lois liées au modeles des
deux iles de Wright—Fisher

Le propos de cette sous-section provient de [GW24]. Considérons une population dispersée sur
deux iles. On suppose que cette population est haploide, c¢’est-a-dire qu’elle ne possede qu'un seul
chromosome. On suppose de plus qu’il existe deux types de chromosomes. On cherche a étudier la pro-
portion de chaque type sur chaque ile aprés un certain temps. On considére deux types de modifications
possibles : les mutations et les migrations.

On note N le nombre d’individus dans la premiere ile, et M ce nombre dans la deuxieme. On
suppose que les modifications se font dans cet ordre :
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e N A
Wi sl
Migration
- - A
‘~~——---7C——-—"" Ile de taille M

Ile de taille N

FiGURE II.1 — Représentation de la modélisation : la population est composée d’individus avec le
caractére x ou /\, avec une migration entre chaque ile de ¢ individus.

— (Migration). Pour un entier ¢ compris entre 1 et min{/N, M}, on observe un déplacement de
c individus d’une ile a l'autre. Plus précisément, ¢ individus de la premiére ile vont vers la
deuxieme, et ¢ individus de la deuxiéme vont vers la premiere, de sorte que le nombre d’individus
sur chaque ile reste constant. Le choix des individus qui transitent d’une ile a I'autre est uniforme,
et indépendant.

— (Mutation). Une fois les déplacements effectués, on observe une phase de reproduction via une
mutation ou non selon la regle suivante. Les individus de type 1 restent de type 1 avec probabilité
p1 et deviennent de type 2 avec probabilité po = 1 — p;. Les individus de type 2 restent de type
2 avec probabilité ¢ et deviennent de type 1 avec proba ¢;.

L’article fait ’hypotheése d’une mutation faible (c’est-a-dire que py et g; sont petits par rapport a
1/N) et étudie l'effet de la migration selon deux régimes. On suppose ¢ de Uordre de N, on 0 < e < 1.
Si € = 0, on parle de migration faible et si € > 0, on parle de migration forte.

On note X (respectivement Y') le nombre d’individus de type 1 sur la premiere (respectivement
deuxieme) ile. L’article a deux objectifs.

1. Approcher la loi du couple (X,Y") par une loi « TI » (two-island) décrite par WRIGHT en 1931
dans son propre modele de population dispersée sur deux iles. La loi TI est décrite par généra-
teurs, et admet alors une caractérisation de STEIN.

2. Approcher la loi de MLMX + MLMY (le nombre moyen d’individus de type 1) par une loi Béta.

La méthode de STEIN s’applique alors pour la loi TI via son approche par générateur. En fait, dés
qu'une loi est une loi de diffusion, c’est-a-dire qu’elle est la loi invariante d’une classe d’EDS linéaire,
on peut lui associer un générateur, et un lemme de STEIN. La loi Béta est plus connue, et admet un
lemme de STEIN plus élémentaire.

Statistiques : Estimation paramétrique de la loi de Fisher-Bingham

Le récit suivant provient de [FGS24]. 1l s’agit d’une des deux parties d’un plus grand article par
les mémes auteurs, nous nous focalisons seulement sur celui mentionné par souci de concision.

Placons nous sur R?, avec d > 2 et considérons un vecteur aléatoire X suivant la loi normale
Ny(p,22), ot p e R et ¥ € SjJr (R) est une matrice symétrique positive. Alors la loi de X sachant
que X € S%1 (ott S1 est la spheére unité dans R? pour la norme canonique) est la loi dite de
FISHER-BINGHAM, dont la densité sur S“! est donnée par

A 1 1

p(x|p, %) = Cuy) exp (—2<X —p, X (x - N))Rd) ;

avec C(p, %) = Jga—1 €xp (—%(z —p, X7z H)>Rd> dz, la constante de normalisation, avec dz la

mesure de LEBESGUE induite sur S¥~!. L’objectif est de construire un estimateur pour p et ¥ & partir
de la donnée d’un échantillon suivant la loi de FISHER-BINGHAM (on 'appellera loi FB dans la suite).

Il est possible de déterminer un générateur pour la loi FB, donc il est possible de déterminer un
lemme de STEIN pour cette loi. Notons 6 = (u,Y) et Ay Uopérateur de STEIN, qui vérifie que si X



40 II. Méthode de Stein

suit la loi FB alors E[Ayf(X)] = 0 pour une grande classe de fonctions tests. Cet opérateur admet
une expression explicite en termes de dérivées de f. Par la loi des grands nombres, il suit alors que si
X1, -, Xy est un échantillon de loi FB alors
1 N P—p.s.
¥ 2 Aof (Xi) S5 Bl (X)) = 0.
k=1 o
Alors, en choisissant bien les fonctions tests, on peut résoudre ’équation % Zévzl Agf(Xk) =0, d’in-
connues p et X et construire a partir de ces solutions des estimateurs fi,, et 3. Le résultat principal
est, modulo quelques conditions, la convergence presque siire de ces estimateurs vers les parametres
initiaux. L’avantage de cette méthode réside dans le fait de ne pas a avoir a calculer la constante de
normalisation qui peut étre grande.
Ainsi, on observe qu’ici, la méthode de STEIN n’a pas été appliquée pour démontrer des résultats

de convergence ou de vitesse de convergence, mais dans un but de création d’estimateurs, via la loi
des grands nombres. Cela montre une autre facette de cette méthode.

Réseaux de neurones : Approximation de champs aléatoires par des champs
gaussiens

Le contenu suivant provient de [Bal+24]. Un théme tres actuel dans la recherche est 'apprentissage
par couches. L’étude des réseaux de neurones est justifié par le Théoreme d’approximation qui affirme
qu'un grand nombre de fonctions aux comportements irréguliers peuvent étre approchées par des
réseaux de neurones.

Ici, on étudie un réseau aléatoire, dont 1’aléa réside dans le choix des poids. L’étude de ces réseaux
pour des poids gaussiens est tres avancée. On se demande alors si le choix de poids gaussiens est crucial
dans le Théoréme d’approximation.

Plus précisément, considérons un réseau de neurones a L couches. Une représentation standard de
ce type d’objet est la Figure .

Entrée n o N1 Sortie
ng cellules a n; cellules

F1GURE II.2 — Représentation d’un réseau de neurones, avec en entrée les cases 0, en sortie les cases [.

On considere des entiers ng, nq, - - - , n; des entiers strictement positifs qui représentent le nombre de
cellules sur chaque couche. On suppose que ny,--- ,n;_1 dépendent de ng, mais pas n; (autrement dit,
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plus on dispose de données initiales, plus on a besoin de cellules pour faire naviguer les informations
jusqu’a la sortie). Pour z € R™, on considére

FO(2) 2 WOz + 50 ¢ R

ott WO est une matrice aléatoire dont les lignes sont indépendantes, comportant ng colonnes et nq
lignes et b0 est un vecteur aléatoire de R™ dit de biais, indépendant de W), Le choix de W) et
de b© n’est pas forcément gaussien. Pour [ > 2, on définit la I-éme couche pour tout = € R™ par

FO@z) 2 wtDe(FED(2)) + o1,

ott W1 est une matrice aléatoire comportant n;_1 colonnes et n; lignes dont tous ses coefficients
sont indépendants, b(~1) est un vecteur de biais de R™, o : R — R est une fonctions dite d’activation
(on adopte la notation o(v) pour désigner le vecteur dont les coefficients sont les images par o des
coefficients de v). W=D et 501 sont indépendants entre eux, et indépendants des éléments aléatoires
précédents.

On cherche & étudier la couche finale (V) = (F(E) (1)) ,crno. Il s’agit d’un processus stochastique
centré qui n’est pas forcément gaussien. Néanmoins, on sait calculer sa covariance explicitement. Soit
G le processus gaussien centré de méme fonction de covariance. Le but est d’estimer la distance de
WASSERSTEIN entre la loi du processus F(X) et la loi du processus GE), ¢’est-a-dire estimer & quel
point s’éloigner du cadre gaussien cause du tort dans le réseau de neurones.

Pour conclure sur ces estimations, on utilise une méthode de STEIN plus sophistiquée que celle
présentée jusqu’ici puisqu’il ne s’agit plus de comparer la loi de deux variables réelles, mais la loi de
deux processus stochastiques. Néanmoins, il est toujours possible de déterminer un lemme de STEIN
et d’extraire des solutions & partir de I’équation différentielle associée qui permettent de conclure sur
des bornes pour cette distance.






CHAPITRE 111

L’idée de Nourdin et Peccati : fusion
des deux concepts

« Quand on passe pour un crétin,
seuls les crétins obéissent. Mais si tu
passes pour le diable, tout le monde
se soumet. »

Thatch a Kenway, Assassin’s Creed IV
Black Flag, 2013

Les idées que nous exposons ici sont plus récentes, et se rapprochent plus nettement du cceur de
nos sujets de recherche. Apres avoir introduit le calcul de MALLIAVIN et la méthode de STEIN, il
est temps d’évoquer en quoi ces deux notions se couplent pour donner des résultats tres intéressants
a propos de convergence de variables aléatoires. Tous les résultats liés a ce domaine de recherche
qu’on nomme méthode de STEIN-MALLIAVIN sont listés dans le site entretenu par Ivan NOURDIN :
https://sites.google.com/site/malliavinstein.

Nous introduirons dans cette section 'un des théoréemes fondamentaux de ce domaine, le Théoréme
du Quatrieme Moment, qui traite de convergence en loi vers une loi normale dans les chaos de WIENER.
Par la suite, nous ferons un panorama (non exhaustif, il faudrait plusieurs tomes d’une collection
d’ouvrages pour cela) des résultats des dernieéres années démontrés grace a la méthode de STEIN—
MALLIAVIN, et quelques questions ouvertes.

Unification du calcul de Malliavin et de la méthode de Stein et
Théoreme du Quatrieme Moment

Le Théoreme du Quatrieme Moment est le suivant, cette section est dévouée a le comprendre.
On considere H = L%(T, A, ), avec p_sans atomes o-finie, sur lequel on définit les opérateurs de
MALLIAVIN introduits dans le chapitre [[.

Théoréme II1.1.1 : (Théoréme du Quatriéme Moment) Soit (X,)n>1 une suite de variables
aléatoires. On suppose que

1. Il existe ¢ > 1 tel que pour tout n > 1, X,, € 4. On note X;, = I4(gn) ;
2. 1l existe o > 0 tel que (E[X2])n>1 converge vers o2.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(A) (X;)n>1 converge en loi vers N'(0,0?) ;
(B) (E[X]] )1 COMVETgE vers 304 (le quatriéme moment de (X,,)n>1 converge vers le moment d’ordre

4 de N'(0,0%));
(C) (Var [HDX,LH%Q(#)D tend vers 0 ;

n>1
(D) Pour tout entier 1 — 1, gn ®y gn tend vers 0 en norme L*(T*9~")) quand [n — 00| ;

(E) Pour tout entier 1

STS(q
<r<q-1, g, @ gn tend vers 0 en norme L2(T2(q_r)) quand [n — o).
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Historique du Théoréme du Quatrieme Moment

Notre histoire débute en 2004/2005, avec larticle [NP05] de David NUALART et Giovanni PECCATTI.
A ce moment, il existait déja une méthode pour étudier les variables admettant un développement
possiblement infini en chaos de WIENER, il s’agissait de la méthode des moments. C’est une méthode de
nature combinatoire consistant a calculer tous les moments de la suite de variables aléatoires. Regarder
[Maj14] (originellement écrit en 1981, mais réécrit en 2014). Néanmoins, avec la formule produit et
le Théoreme de DUBINS—SCHWARZ (d’analyse stochastique), les auteurs réussissent a montrer les
équivalences entre , et . On détaille un peu la démonstration dans la prochaine sous-
section.

Un critéere multidimensionnel est abordé dans la méme période par Giovanni PECCATI et Ciprian
A. TupOR dans le compte-rendu du séminaire XXXVIIIT [PT05] par des techniques similaires. Un
corollaire trés intéressant est le suivant : la convergence d’un vecteur aléatoire dont chaque composante
appartient & un chaos fixé (avec pas forcément le méme ordre composante par composante) vers une
loi normale multidimensionnelle est équivalente a la convergence composante par composante vers la
loi normale associée (Proposition 1).

Une extension au cas de variable quelconque pouvant se développer en chaos de WIENER est
donné dans la méme période par David NUALART et Yaozhing HU dans [HNO5], Théoreme 3. Le
critére principal est la suivant : si X,, = Z;ﬁg 7(9q.n), alors on exige

+00
lim lims E[L ] =o0. [III.1]
Jim lim sup qu:H [4(9q.n)]

Cette condition est encore d’actualité, bien qu’on développe souvent d’autres techniques dans des cas
particuliers pour montrer la convergence de telles variables aléatoires. C’est le cas dans le chapitre M

Le premier souffle liant calcul de MALLIAVIN et Théoreme du Quatrieme Moment intervient avec
David NUALART et Salvador ORTIZ-LATORRE en 2007 dans [NOO§|. Plus précisément, les auteurs
montrent ’équivalence entre ce qui était connu et la condition . Leur démonstration repose sur
I'utilisation du Théoréme de PROKHOROV, du fait qu'une suite bornée dans L? est en fait une suite
étroite (c’est une conséquence de 'hypercontractivité qu’on n’a malheureusement pas évoqué, regar-
der [Jan97], Remarque 6.16), de la formule d’intégrations par parties (Proposition ) et de la
caractérisation de la convergence en loi via la convergence simple des fonctions caractéristiques.

C’est alors en 2009 que l'article fondamental du domaine apparait, écrit par Ivan NOURDIN et
Giovanni PECCATI dans [NP09b]. La nouvelle idée ici n’est pas d’ajouter du calcul de MALLIAVIN
puisque déja exploité auparavant, mais bien d’utiliser la méthode de STEIN et de la combiner avec les
opérateurs de MALLIAVIN. On obtient alors un résultat de convergence et en plus une estimation de
la vitesse de convergence. On détaille les techniques employées dans la sous-section [1.3.

A partir de ce moment, tout s’est accéléré et d’innombrables articles reprenant cette méthode
voient le jour. Nous ferons un point en fin de chapitre sur quelques articles récents employant cette
méthode qu’on nomme alors de STEIN-MALLIAVIN ou de NOURDIN—PECCATI.

Premiére démonstration via le théoréme de Dubins—Schwarz et la formule
produit

La premiére démonstration du Théoreme du Quatrieme Moment provient de [NP05], Théoreme 1.
Plus précisément, on démontre 1’équivalence entre , , m et une condition alternative proche
de , qu’on notera ’. Puisque tous les espaces de HILBERT réels séparables sont tous isométriques
entre eux (ils ont tous une base hilbertienne), il suffit de le montrer sur un seul de ces espace. On se
place sur H = L?(0,1) muni de la mesure de LEBESGUE. On considére aussi un mouvement brownien
(B, t > 0) a partir duquel on introduit les intégrales stochastiques multiples.

Il y a deux ingrédients principaux dans cette démonstration. Le premier est le théoréme de DUBINS—
SCHWARZ, stipulant qu'une martingale continue (M;);>0 peut se réaliser comme un mouvement brow-
nien, mais sous un autre temps, appelé horloge. Plus précisément, il existe un mouvement brownien
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pour lequel My = Biarry,, o1 (M, M), est la variation quadratique de la martingale M évaluée en t.
Regarder [RY04], Chapitre V, Théoréme 1.6 pour une approche compléte sur ce propos. Le deuxiéme
ingrédient est la formule produit (Proposition ) qu’on utilisera encore souvent dans la suite.
Les implications [ — ] et [ = |(D)’] ne relévent pas d’outils d’analyse stochastique
(le premier est tres bien connu, le deuxiéme est une manipulation d’intégrales), développons plutot les
E-H |

implications [’ = ] et [ = ] Reprenons les notations du Théoreme [[I1.1.1).

Supposons avoir la condition alternative ’, et montrons que dans ce cas, (X,,), converge en loi
vers la gaussienne N (0, 1) (on suppose o = 1). L’idée est la suivante : X,, s’écrit comme une intégrale
stochastique :

1
X, = /[0 [ 0r(sis s y0) dBy, - dB, L dB = | tat (guls,e)) dB.

ol gn(s,®) : (81, ,8¢—1) — gn(S, 51, ,8¢—1). On peut alors appliquer le théoréeme de DUBINS—
SCHWARZ & t — fg I,-1(gn(s,e)) dBs et évaluer en 1 pour avoir I’existence d’un mouvement brownien
8™ tel que

X, =p5" (/01 Ii_1(gn(s,e))? ds> .

Or, via la formule produit, la variable fol I,_1(gn(s,))? ds se développe en chaos de WIENER. La
condition alternative ’ permet alors de montrer que tous les termes de ce développement tendent
dans L? vers 0 quand [n — oo sauf le terme constant. Ainsi, le couple (3" (e), fol L 1(gn(s,))? ds)
converge en loi quand [n — oo] vers (B(e), 1), donc on conclut sur la convergence de (X,,), vers
By ~N(0,1).

Supposons et montrons . Il s’agit encore une fois d’utilisations multiples de la formule
produit pour développer en chaos la variable X, En prenant I’espérance, on en déduit que

4 = 1 2 2 2(n —p) = 2
]E[Xn] =3+ Z:l m ”gkz Or 9k||L2(o,1)2(n—r) + n—p ||9k Or gk”L2(o71)2(nfr) .

La somme tend vers 0 puisque par hypothese, le moment d’ordre 4 tend vers 3. Elle ne contient que
des termes positifs, cela conclut sur la convergence vers 0 de toutes les normes de contractions d’ordre
r, pour 1 <7< q— 1.

L’apport du calcul de Malliavin

Une nouvelle approche au Théoreme du Quatrieme Moment provient de NOURDIN et PECCATI
dans [NP09b]. Voici une idée globale de son fonctionnement. Dans la suite, on suppose que o = 1,
quitte a diviser X,, par o. Reprenons les notations de la section du chapitre ﬁ, c’est-a-dire qu’a partir
de I’équation différentielle [], avec h dans une classe de fonctions A séparante, on dispose d’une
solution f; dans une classe de fonctions B. Supposons que toutes les fonctions de B admettent une
dérivée uniformément bornée. Alors la méthode de STEIN (regarder []) nous fournit pour tout
n>1

44X, N(0,1)) < sup [BIf(X) = X f ()]
L’idée géniale est ici : on utilise le générateur d’ORNSTEIN-UHLENBECK L introduit dans la section 4
du chapitre ﬂ Plus précisément, puisque X, est centrée, on a I’égalité suivante : LL71X,, = X,,. Ainsi,
pour f € B, on a

f,(Xn) - an(Xn) = f/(Xn) - LL_an f(Xn)

Or, par le Théoreme , L = —0D (X,, appartient a tous les domaines), si bien que

E[X,f(Xn)] = —E[§ (DL X,) f(X,)].
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Par relation de dualité (Définition ) et regle de la chaine, cela devient
—_ _ -1 _ / -1
E[X,/(X,)] = E |(DL™'X,,, Df(X.)), | = —E[/'(Xa) (DL™' X, DX,,) |-

II est alors notable de conclure qu’alors

dA(Xn, N(0,1)) < sup {sup f’(x)\} E [|1+ (DL~ X, DXo)]]
feB | zeR

ou la seule contrainte jusqu’ici était un probleme d’appartenance aux domaines d’opérateurs de
MALLIAVIN. En fait, on peut définir une application bilinéaire appelée carré-du-champ, définie sur
DH2 x DY2 par T'(F, G) 2 —(DL71F,DG). On reparlera dans la suite de cet opérateur. Voyons qu’a
ce stade, le carré-du-champ I dicte la vitesse de convergence en distance fonctionnelle d 4.

Or, dans notre cadre, X,, appartient au g-eme chaos de WIENER $),, si bien qu’en fait

J.

On fait apparaitre la variance de |[DX,,||? via CAUCHY-SCHWARZ, donnant I'implication = .
Ce type d’estimation permet alors de conclure en la convergence d’une part mais aussi & une vitesse
de convergence, ce qui est le vrai apport de cette approche. Il suffit de savoir estimer une variance
pour estimer une vitesse de convergence de la loi de (X,,), vers la loi normale. On a transformé un
probleme de convergence de mesures en un probleme de calcul de variance qui peut étre faisable si on
dispose du noyau explicite g, tel que X, = I;(gn)-

Retenons alors de ce paragraphe que les calculs présentés deviennent tres standards dans ce do-
maine, deés lors qu’on travaille avec des variables dans un chaos de WIENER. Tout se complique
lorsqu’on sort de ce cadre, ce qui rend ces espaces treés intéressants a manipuler, et rapidement indis-
pensables pour avoir des intuitions. Concluons par ’énoncé du Théoreme de [NP0O9h] qui reprend de
maniere plus rigoureuse nos propos en distance de WASSERSTEIN (mais pas que).

1
da(X,, N(0,1)) < sup {sup ]f’(ac)\} E Hl — *HDXnH;
feB | zeR q

Théoréme I11.1.2 : (NOURDIN-PECCATI, 2009, [NP09b]) Soit X € D%* une variable aléatoire
réelle. Alors pour tout o > 0

1

dw (X, N(0,0%)) < %E [(02 — (D(-L7Y)X, DX>Hﬂ 2

En particulier, si X € $)4 est dans le g-éme chaos de WIENER alors

1
aw (X, N (0,0%) < | —E ( : 1|]DXH2>2 2
0%)) <\ — o — -
W ’ ’ 7_‘_0_2 q H
[2 1 \/ 2 1\/ ;

Extensions du Théoreme du Quatrieme Moment

[III.2]

Cas multidimensionnel

Dans la foulée de Darticle [NP12a], un critére de convergence en loi vers une loi normale multi-
dimensionnelle pour des vecteurs aléatoires dans un produit fixe de chaos de WIENER est explicité
d’abord par PECCATI et TUDOR dans [PT05]. Les moyens utilisés sont les mémes que [NP12a].

Tout comme le cas unidimensionnel, une nouvelle démonstration via la combinaison du calcul de
MALLIAVIN et de la méthode de STEIN a été mise en place par Ivan NOURDIN, Giovanni PECCATI et
Anthony REVEILLAC dans [NPR1(]. Présentons le Théoréme principal de cet article.
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Théoréme I11.2.1 : (Théoréme 3.1 de [NPR10]) Soient d > 1, C € 81 (R) une matrice réelle
symétrique définie positive et X = (X(l), ‘e ,X(d)) un vecteur aléatoire réel centré tel que pour tout
1<k <d, X*) e DA, Alors

d d

w(X Nu(0,0)) < |07 1€, |32 S E[(Cli g - (DX, D(-L-1)X 1), )7].
i=1j=1

En particulier, si pour tout 1 < k < d, il existe qi > 1 tel que X*) ¢ g, alors

d d 2
_ 1 .. 1 . .
w(X,Na(0,0) < [ Ol [ 223 F (C[z,g]—q@X(z),Dxmm)
© i=1j=1 j
1 1 d
< e ‘Op||0||gp S° 5 (Cliyj] - B [XO X 0)]) [III.3]
i=1j5=1
+lc chép L Var [(DX®, DX W)y
op
i=17=1 J

On a défini ici pour toute matrice A € M,(R) la norme d’opérateur par [|Al|,, 2 SUp|x|=1 |Ax], oll
| - | désigne la norme canonique sur R?. La ressemblance avec le cas unidimensionnel est remarquable,
tellement qu’on dispose du corollaire suivant : une suite de vecteurs aléatoires vivant dans un produit
de chaos de WIENER d’ordres fixés converge en loi vers une gaussienne centrée multidimensionnelle de
matrice de covariance C' (supposée définie positive) si et seulement si chaque composante converge vers
la gaussienne centrée réelle de variance C[i, 7], ou ¢ est I'indice de la composante. Il s’agit par conséquent
d’un autre résultat qui est relativement surprenant, conséquence du Théoreme du Quatriéeme Moment,
et qui révele des propriétés remarquables sur les chaos de WIENER.

Notons enfin 'apparition, encore, de I’application bilinéaire carré-du-champ :

nx®, x0)y = <DX(i),D(—L_1)X(j)>H.

Nous évoquerons plus en profondeur cet opérateur lors de la sous-section @

Cas Gamma

Comme évoqué dans la section P du chapitre ﬁ, la loi Gamma est souvent la deuxieéme loi dans la
hiérarchie (derriere I'indétronable gaussienne) quand on pratique les chaos de WIENER, principalement
pour son statut incontournable dans les chaos d’ordre 2. C’est tout naturellement qu’apres avoir traité
le cas gaussien, NOURDIN et PECCATI s’intéressent au cas de convergence d’intégrales stochastiques
multiples vers cette loi. Il s’agit du theme de I’article [NP09a]. Notons T'(v) la loi Gamma centrée,
c’est la loi de X, — v, ou X, suit la loi Gamma de parametre v donnée par [ 1. Voici I’énoncé du
Théoréme principal.

Théoréme I11.2.2 : (Théoréme 1.2 de [NP09a]) Soit (X;,)n>1 une suite de variables aléatoires
réelles. Supposons les deux conditions suivantes.

1. Il existe ¢ > 1 tel que pour tout n > 1, X, € $2,4. On note X, = Izq(gn) ;

2. 1l existe v > 0 tel que E[X?2] converge vers 2v lorsque [n — oc].

4 Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

a'(%)

(A) La suite (X,)n>1 converge en loi vers T'(v) ;

A
Notons cqy =
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(B) E[X3] tend vers 8v et E[X 2] tend vers 12v% 448y quand [n — oo| (les troisiéme et quatriéme mo-
ments convergent vers les troisieme et quatriéme moments de la loi Gamma centrée de paramétre
v);

(C) Pour 1 <r <2q—1, avec r # q, gn @r gn tend vers 0 en norme L*(T?C177)) et pour r = ¢,
In®qGn — Cq9n tend vers 0 pour la méme norme quand [n — ool ;

(D) Var [HDXan_l — 4qI2q(gn)} tend vers 0 quand [n — o).

Remarque I11.2.3. 1l existe des conditions supplémentaires dans le Théoréme original, proches de celles
qu’on a écrit ici. On a une version symétrisée de E et une version unifiée de . &

Notons d’abord que ce Théoréme ne s’adresse qu’aux chaos d’ordre pair. En fait, pour les chaos
d’ordre impair, il n’y a aucune chance d’avoir une convergence vers la loi Gamma pour la simple
raison que le moment d’ordre 3 d’une variable dans un chaos impair est toujours nul, contrairement
au moment d’ordre 3 de Gamma.

On constate que les conditions sont similaires, bien que plus complexes a écrire. C’est bien siir di
au fait qu’on manipule des intégrales stochastiques par rapport a des processus isonormaux, donc il
serait bien illusoire de s’attendre & plus simple que le Théoréme du Quatrieme Moment gaussien. On
retrouve néanmoins la condition phare des ces Théorémes : la convergence des moments d’ordre 3 et
4. On retrouve aussi une condition portant sur les contractions, avec une exception dans le cas d’une
contraction d’ordre ¢g. Cette exception provient d’interférences entre les développements en chaos de
X2 et X2 wia la formule produit. Notons enfin I’apparition de la condition sur une convergence de
variance de norme au carré de dérivée de MALLIAVIN, qui apparait dés la premiére formulation du
Théoréme.

Pour la démonstration, les idées sont en fait tres proches de ce qui a été déja fait. Les outils prin-
cipaux sont la formule produit, le théoréeme de PROKHOROV, I'hypercontractivité au sein des chaos
de WIENER et la formule d’intégration par parties. Notons la disparition de 'argument d’analyse sto-
chastique utilisant le théoréeme de DUBINS—SCHWARZ, qui a été simplifié par 'argument de NUALART
et ORTIZ-LATORRE utilisant une intégration par parties pour montrer une convergence de fonctions
caractéristiques.

On dispose aussi d'un résultat en distance de WASSERSTEIN provenant aussi de [NP09b], utilisant
le méme argument de combinaison entre méthode de STEIN et calcul de M ALLIAVIN.

Théoréme I11.2.4 : (Théoréme 3.11 de [NP09Y]) Soient v > 0 et X une variable aléatoire réelle.
On suppose que X € DV2. Alors

dw(X,T(v)) < 2max {1, i} E [[2(X +v) - (D(-L)7'X, DX), ]
< 2max {1, i} (|2v - B[x?)| + E[|2(X + E[X?) - (D(-L) "X, DX), [] ).

Si de plus X € Db,

dw (X, I'(v)) < 2max {1, i} \/IE UQ(X +v) — (D(-L)-1X, DX>H‘2]

< 2max {1, i} (‘21/ ~E[x?| + \/E Uz(x +E[X?]) — (D(-L)"1X, DX}H‘QD . [111.4]

améliorées par DOBBLER et PECCATI qu’on évoque dans la Proposition , et tout au long de la

Remarque I11.2.5. 11 ne s’agit pas tout a fait du Théoreme originel, puisqu’on a inclus les constantes
sous-section @ du Chapitre [[. &

Mentionnons deux résultats issus de [KT12]. Et si on cherchait & développer des Théorémes du
Quatrieme Moment pour d’autres lois encore 7 Les Corollaires 6.8 et 6.12 affirment qu’il est impossible
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que des intégrales multiples convergent en loi vers une loi uniforme ou une loi Béta. Les techniques
de démonstration reposent sur des considérations sur les mesures de diffusion, c¢’est-a-dire les mesures
invariantes de certaines EDS.

Chaos de Markov et sommes homogénes

Le Théoreme du Quatrieme Moment reste encore aujourd’hui surprenant. Il s’agit d’un énoncé
treés simple d’un Théoréme Central Limite dans les chaos de WIENER. L’énoncé lui-méme ne fait pas
intervenir le calcul de MALLIAVIN ou la méthode de STEIN (dans un chaos de WIENER, converger en loi
vers la gaussienne est équivalent & ce que le quatrieme moment converge). Alors, quelles mécanismes
intrinseques & la loi normale et aux chaos de WIENER permettent d’affirmer cette convergence en loi ?

En 2012, dans [Led12], Michel LEDOUX présente le probleéme d’une autre maniére. On a vu dans
la sous-section [L.3, via [NPO9b], que pour une variable F' € §), de variance 1,

d(F,N(0,1)) < Var (|DF|*) = ¢*Var (D(F, F)),

si bien que la convergence en loi se concrétise par le fait que la norme de la dérivée soit proche d’étre
déterministe. Rappelons qu’on a défini

F(F7 G) é <DF7D(_L71)G>7
lorsque cela a un sens. Alors, par formule produit, on a alors
Var(T(F, F)) < C (E[F*] - 3) . [III.5]

Ainsi, le Théoréme du Quatrieme Moment tel qu’exposé ici serait une conséquence de faits combina-
toires liés aux chaos de WIENER.

LEDOUX renverse alors le probleme. Et si cette situation n’était pas spécifique aux chaos de
WIENER ? Plus précisément, si on se donne un opérateur L qui se diagonalise sur L?(p), pour une
certaine probabilité u, existe-t-il une condition générale pour que chaque élément propre de L vérifient
une inégalité du type [] ?

Avant de répondre a la question, définissons plus précisément les objets manipulés. L’objet de
départ est un opérateur L défini sur L?(y), ot 1 est une mesure de probabilité sur (E,.A). On suppose
que L est un opérateur de MARKOV, c’est-a-dire qu’il existe une famille d’opérateurs (P;);>o bornés
sur L2(p) (et & valeurs dans L?(u)) telle que pour tout f € L?(u), '’équation différentielle est vérifiée
(au sens faible) : 0y(P.f) = LPf, avec Pof = f, avec la condition supplémentaire que P;1 = 1, ou
« 1 » désigne ici la fonction constante égale p-presque partout & 1. A partir de L, on peut définir un
opérateur carré-du-champ

O(f,9) 2 § (L(fg) — fLg — gLf).

Remarquons qu’on exprime 'inégalité recherchée en fonction de cet opérateur, et non pas en termes
de dérivée de MALLIAVIN. On cherche en fait a s’abstraire de cet opérateur d’analyse stochastique
pour uniquement se focaliser sur le c6té algébrique, ce que permet I'.

On suppose que L est une diffusion, c’est-a-dire que si f appartient au domaine de L alors pour
toute fonction ¢ : R — R de classe C'*°,

L(e(f)) = @' (s)Lf + " (FT(f. f).

Ces hypotheses sont bien entendues vérifiées par I'opérateur d’ ORNSTEIN-UHLENBECK classique
que nous avons introduit. Par une étude wvia une méthode de STEIN, on montre que si F' est une
fonction propre de L pour une valeur propre A alors pour tout ¢ réelle telle que les intégrales ont un
sens :

Elp(F)] ~ Elp(V (0, D)]| < S2E [(N(F, F) - 37?].
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Le but de l'article est en fait de trouver des conditions pour que ce membre de droite soit petit lorsque
le quatriéeme moment de F' est proche de 3.

Faisons une derniere hypothese : on suppose que le spectre de —L est discret et inclus dans R7 .
On note \g =0 < A1 < -+ < A, < -+ les valeurs propres de —L. On définit les polyndémes suivants.

Pour ¢ > 1, on note
q—1

A
Qq(X) = JT(X =),
k=0
puis Ryy1 de sorte que Qqi1(X) = Q) 11(0)X + X?Ryy1(X) puis enfin Ty11(X) = Rgy1(X + Ag) —
Rgy1(Aq)-
On définit par récurrence la suite des itérées Gamma : I'y = I" et pour k£ > 1
A 1

On dit que F' est une fonction propre chaotique pour Ay si [Qq+1(I')](F, F') = 0 p-presque partout, ot
on a défini application bilinéaire sur L? :

q
é L
EDIEO(
=1

Voici I’énoncé principal qui apporte un début de réponse a la problématique.

Théoréme II1.2.6 : (Corollaire 7 de [Led1%]) Supposons que F soit chaotique pour la valeur
propre Aq. Si
A

Wn € N, (—1)9T, 1, (‘;) <0, [111.6]

alors on a (lorsque F est de variance 1)

Vax(T(F. F) < 3% (GBIFY - 1).

Ainsi, pour une classe de valeurs propres, dites chaotiques, il suffit d’une condition algébrique
[] pour avoir un énoncé type Quatrieme Moment dans le cadre de processus de MARKOV a
diffusion. De plus, cette condition algébrique est vérifiée automatiquement des lors que le spectre
de —L est N tout entier (Théoréme 8). La démonstration repose d’ailleurs que sur des arguments
algébriques, c’est-a-dire des identités principalement vérifiées par I" du type IPP, et des manipulations
de polynomes.

Par conséquent, les deux ingrédients que sont la loi normale et les chaos de WIENER dans le
Théoreme du Quatrieme Moment sont utilisés de la sorte : d’abord la loi normale intervient par
méthode de STEIN et on observe une convergence des que I' se rapproche d’une constante. Ensuite,
par des manipulations de polynoémes et d’intégrations par parties vérifiées par I', on en déduit que
cette proximité provient de conditions algébriques.

A partir de ce moment, on part alors & la recherche & 'universalité du théoréme du Quatriéme
Moment. En 2013, D'article [ACP14] propose une définition moins contraignante de ce qu’est étre
chaotique, qui contient la définition de LEDOUX. On retrouve les résultats avec des preuves toujours
algébriques, et relativement plus simples a écrire. L’objet principal d’étude est alors le polyndome
homogene de degré g. Plutét que d’utiliser des intégrales stochastiques, on s’intéresse aux variables
aléatoires du type Z| al=q Ga [loca Xa, ot Xi,---, X, sont des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi (souvent AV(0,1)).

Dans l'optique d’étudier ces sommes homogenes, 'article de 2014 [Nou+14] arrive & la conclusion

suivante.

Théoréme I11.2.7 : (Théoréme 2.3 de [Nou+14]) Soit X une variable aléatoire réelle admettant
un moment d’ordre 4, telle que X soit centrée réduite, et son moment d’ordre 3 vaut 0.
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Alors si X vérifie E[X?] > 3 (on dit que son quatriéme cumulant est positif), X vérifie le Théoréme
du Quatriéme Moment dans le sens suivant : si ¢ = 1, Xy,---, X, sont des copies indépendantes de
X et si Qx(f) désigne le polynéme homogéne

QX(f)é Z Flirs i) Xe, - Xy,

1<iy, ig<d

ot f:[1,d]? — R est symétrique, s’annule dés que l'un des coefficients d’entrée n’est pas distinct
des autres et E[Qx (f)?] = 1, alors on a limplication suivante

[E[QX(fn)ﬂ B 3} — [Qx(fn) %N(O,l)]

Le Théoreme original nous dit encore plus, mais restons tout de méme sur ce résultat. Il s’agit de voir

que le phénomene de convergence vers la gaussienne n’est pas un fait uniquement du au choix d’un
processus isonormal. Ici, on observe que sous assez peu de conditions sur la loi initiale (pas d’hypothese
d’absolue continuité, des hypotheses de petits moments), on peut trés bien avoir des phénomenes du
type quatrieme moment.

Une version multidimensionnelle du Théoréeme du Quatrieme Moment dans les chaos de MARKOV
(c’est-a-dire les chaos introduits par LEDOUX puis par AZMOODEH, CAMPESE et POLY) est démontré
dans [Cam+16]. Une version de ce Théoreme ou la loi cible est une loi de diffusion est montrée dans
[Bou+19].

Quelques résultats récents autour de cette méthode

On propose dans cette section d’évoquer des résultats de 2023-2024 qui utilisent cette combinaison
entre méthode de STEIN et calcul de MALLIAVIN. Cette section n’est pas utile pour comprendre le
reste de cette these. Elle sert justement a éclairer d’autres aspects qu’on n’apporte pas nécessairement
avec les travaux effectués, et a justifier son intérét dans les recherches actuelles.

Surconvergence dans les chaos de Wiener

Evoquons un résultat de 2023 par Ronan HERRY, Dominique MALICET et Guillaume PoOLY :
larticle [HMP24]. Il s’agit d’un papier plutot dense ou le résultat principal est en fait facile & énoncer
avec toutes les connaissances réunies dans ce chapitre. On note ¢ la densité de la gaussienne standard
sur R.

Théoréme I11.3.1 : (Théorémes 1 et 2 de [HMP2}]) Soit ¢ > 1.

1.  Pour tout entier k > 0, il existe § = §(q, k) > 0 et une constante C = C(q, k) > 0 telles que
pour tout F' € §4, si p désigne la densité de la loi de F' par rapport d la mesure de LEBESGUE alors
on dispose de 'tmplication suivante

an(ENO,1) < 8] = |pe @ o 300 <0
=0

2.  De maniére équivalente, on dispose aussi d’une version séquentielle. Si (X,)n>1 est une suite
appartenant au q-éme chaos de WIENER de densités respectives (pn)n>1 alors (Xy)n>1 converge en loi
vers N'(0,1) si et seulement si

(k)

vk =0, ||py,

SR e

\ _ 2
ot () = \/%e =%/2,

On note dans ce Théoreme dpy la distance de FORTET-MOURIER : il s’agit d’une distance qui
métrise la convergence en loi, et qui se présente sous la forme d’une distance fonctionnelle comme
étudié dans la méthode de STEIN.
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La densité générale d’'une variable dans un chaos de WIENER est un mystere et constitue des
questions encore ouvertes aujourd’hui. Nous savons que cette densité existe, et est définie sur un
intervalle. Un peu mieux, [BKZ1§] (Théoreme 5.7) montre que la densité p d’une variable F' non
constante dans @%:0 $y est dans l'espace de NILKOLSKII-BESOV d’ordre 1/q, c’est-a-dire vérifie qu’il
existe une constante C' > 0 dépendante de p pour laquelle

Vh € R,/ p(x + 1) — p(x)| de < C|h|e.
R

De plus, cette inégalité est atteinte pour certaines variables (I’exemple présenté est X9, avec X ~
N(0,1)). Autrement dit, la régularité des densités dans un chaos peut étre trés basse, et plus on
monte en chaos, moins bonne est cette régularité.

Ce que dit le Théoreme est alors tres fort : si dans un chaos (ou une somme de chaos, c’est aussi
un résultat de cet article, modulo une condition supplémentaire sur le chaos de plus grand ordre), une
suite converge en loi vers la gaussienne, alors on observe un phénomene de régularisation de la densité,
et une convergence des dérivées de tout ordre vers celles de la gaussienne. C’est cela qu’on nomme
surconvergence (superconvergence en anglais).

Intéressons-nous a résumer quelques points de cet article qui contient beaucoup d’informations qui
ont chacune leur intérét. Le phénomene de régularisation provient en fait d’'un lemme de MALLIAVIN
qui nous indique que si une variable F' dans un chaos admet des moments négatifs pour son carré du
champ, alors la régularité de sa densité est élevée. Donc, le Théoreme principal de I’article est en fait
le suivant.

Théoréme II1.3.2 : (Théoréme 3 de [HMPZ2J]) Soit ¢ > 1.
1. Pour toutp > 1, il existe § = §(p,q) > 0 et une constante C = C(p,q) > 0 telles que pour tout
F ey,
1
drm(FLN(0,1) 0| = |E | =—=———| < C].
2. De maniére équivalente, on dispose aussi d’une version séquentielle. Si (X, )n>1 est une suite
appartenant au q-éme chaos de WIENER convergeant en loi vers N'(0,1) alors pour tout p € N

li E 1
i {F(Xn,Xn)P} <o

L’idée de démonstration est la suivante. On procede par récurrence sur l'ordre q. Pour ¢ = 2,
on relie I' a des quantités spectrales liées a la forme quadratique F' en des variables gaussiennes
indépendantes. Plus précisément, on relie I' & un polynéme en les valeurs propres de la hessienne de la
matrice associée & F, noté R,. La convergence en loi de X, vers N'(0,1) implique que R, est minorée
indépendamment de p, ce qui permet de de borner I'espérance de I'(X,,, X,,) 7P

Remarque II1.83.3. Le choix de ’espace de HILBERT sur lequel faire du calcul de MALLIAVIN est plutdt
original ici. D’habitude, on se contente d'un espace relativement connu du type L?(0, 1) et de travailler
avec un mouvement brownien. Ce n’est pas du tout la stratégie utilisée ici. En fait, si (2, F,P) est
I’espace probabilisé ambiant, on travaille alors sur H = L?(2) lui-méme. Plus précisément, mais peut-
étre de maniere moins claire, ’espace probabilisé ambiant est € x 2, muni de P ® P, et 'espace de
HILBERT est simplement L?(€2), muni du processus isonormal suivant : pour ® € L?(Q), et P ® P-
presque tout (w,w’) € Q x Q, W(®?)(w,w’) 2 ®(w). L'intérét de cette manceuvre est de pouvoir
introduire des variables aléatoires indépendantes lorsqu’on dérive. Par exemple, si F' = f(Ny,--- , Ng)
alors dans ce cas

Z aNk N (@) Cr(),

avec Ny, -+, Nk des gaussiennes indépendantes sur €2, G1,--- ,Gg aussi, et indépendantes des Ny.
La dérivée dans ce cas-la est une dérivée dite de BOULEAU, et est introduite par exemple dans [Bou21].
On l'appelle aussi opérateur sharp (diese), car noté §F. s
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La récurrence se poursuit en montrant que si on dispose de la propriété pour les chaos d’ordre
m — 1, c’est aussi le cas pour les chaos d’ordre m. L’idée est alors de dériver les variables pour perdre
un chaos et appliquer 'hypothése de récurrence. Cela nécessite alors de savoir relier le carré du champ
de la dérivée a celui de la variable initiale. Par densité, il suffit de traiter le cas ol F' est un polynoéme
en des variables Ny, --- , Ng gaussiennes indépendantes. Dans ce cas, on peut alors relier le moment
d’ordre —p du carré du champ de F' & un moment négatif d'un polynoéme (le méme que pour ¢ = 2
qu'on a nommé R)) en les valeurs propres de la matrice hessienne de F' (ou on dérive par rapport a
chaque N;). Par un argument de réduction, on peut alors relier ce polynéme a celui en rapport avec la
dérivée de F'. On prouve alors une convergence en loi vers la gaussienne de la dérivée pour appliquer
I’hypothese de récurrence et conclure sur une borne sur les moments négatifs du carré du champ de
F.

Outre le Théoreme lui-méme, un autre résultat intéressant peut étre mis en avant, malgré son co6té
auxiliaire dans 'article. On définit la dérivée itérée k-éme de BOULEAU pour tout F' € R[Ny, -+, Ng]
par

2
thp 2 3 M(Nl’m’NK) Gy, Gi,,

1<y, yig KK

ou (Gy,---,Gk) est gaussien standard indépendant de (Ny,--- , Ni). Cest la dérivée de MALLIAVIN
expliqué dans le cadre de la Remarque .

Proposition I11.3.4 : (Proposition 41 de [HMP2/] Pour toute suite de variables (X,)n>1 dans
un chaos de WIENER fizé $4, on a l'implication

[Xn — N(0, 1)} — [wg €N, X, LN (o, ! (Z))] :

ot (}) =0 si k> q et N(0,0) désigne &, la mesure de DIRAC en 0.

Ce résultat est plus précis que le Théoreme du Quatrieme Moment, puisqu’au lieu d’indiquer que
la norme au carré de la dérivée de MALLIAVIN converge vers ¢, on a directement une convergence en
loi vers une gaussienne centrée de variance ¢ pour la dérivée.

Théoréme de Donsker en distance de Wasserstein

Exposons le résultat de 2020 de Laure COUTIN et Laurent DECREUSEFOND dans [CD20]. Il s’agit
de démontrer le célebre théoréme de DONSKER qui exprime un mouvement brownien comme limite en
loi d’une marche aléatoire normalisée.

Plus précisément, si on se donne (X,,),>1 une suite indépendante et identiquement distribuée de
loi N(0,1), et si on consideére I'interpolation linéaire de la marche aléatoire normalisée suivante :

N 1 [nt]—1

Az X+ (nt = [nt)) (X oty = Xpej1) | [111.7]

Sn(t)
alors au sens de la topologie liée a la convergence uniforme sur tout compact, la suite de processus
(Sn(t),t = 0)p>1 converge en loi lorsque [n — oo] vers W, la mesure de WIENER introduite dans le
Chapitre [l. La démonstration classique, qu’on retrouve par exemple dans [KS98] ou [RY04], provient
du célebre couplage « convergence des lois finies dimensionnelles 4 relative compacité de la suite de
loi implique la convergence en loi du processus ».

On se questionne sur une éventuelle vitesse de convergence. Rappelons qu’on définit une distance,
dite de WASSERSTEIN, pour un espace polonais (métrique, complet et séparable) W, sur I’ensemble
des mesures de probabilités de W par

9

dw(p, v) 2 sup ’/ Hdu—/ H dv
HeLip, (1,W) 1w w
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ou Lip, (1, W) est ensemble des applications H : YW — R qui sont 1-lipschitzienne pour la métrique
de W et bornées. Jusqu'ici, on a toujours travaillé avec R ou R? pour comparer la loi de deux variables.
Nous cherchons ici & comparer la loi de deux processus, il est donc beaucoup moins simple de déterminer
un espace YW ou comparer ces lois. Un choix assez répandu est 'utilisation de topologies dites de
SKOROHOD (les topologies J1, J2, M1 et M2), introduites en 1953 dans [Sko56] sur ’espace des fonctions
continues & droite et limitées a gauche. Néanmoins cette approche est difficile ici, on est obligé de
supposer une plus grande régularité pour les fonctions tests h.

L’article [CD20] propose alors de travailler avec ’espace suivant : pour n > 0, p > 1, on considere
Wi p U'espace de SOBOLEV fractionnaire, c’est-a-dire la complétion des fonctions de classe C sur [0,1]
a valeurs dans R pour la norme suivante :

|p
T /\f |pdt+// |t75|1+np dt ds.

On peut définir cet espace pour n =0 et p = 00 : Wy o est I'espace des fonctions continues sur [0, 1].
Le Théoreme principal est alors le suivant.

Théoréme I11.3.5 : (Théoréme 3.4 de [|[CD2G]) Soient n >0 et p > 1 tels que 0 < n — 5 <1iou

= 0 et p = oo. Considérons la marche aléatoire normalisée Sy, définie par [m] avec (X )n>1 une
suzte de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de méme loi que X € LP(IP)
centrée réduite. Soit B un mouvement brownien standard réel. Alors il existe une constante C > 0

telle que pour n > 1
Inn

1—2n °
n 6

dw, , (Sn. B) < CE[|X[1]'/7

L’idée de démonstration est la suivante. On introduit une deuxiéme approximation, qui sera une
approximation en basse dimension d’un point de vue fonctionnel. Plus précisément, on peut en fait
écrire S,, sous la forme

n—1
= Z Xkﬁk,n(t)
k=0

ol €5, (t) =3 \/ﬁfg Lig/n, (k1) /n) (8) ds. A n fixé, on définit Vj, Despace vectoriel engendré par e,
de dimension n. Si B est un mouvement brownien, alors on note B, son approximation affine par

025 (5 (421) (1))t

k=0

morceaux

de sorte que B,, € V,, presque stirement. Ainsi, une premiere idée de découpage est la suivante : pour
tout H € Lip, (1, Wy ),

Le dernier terme est bien connu, et on peut montrer que la borne supérieure en norme W, et de
l'ordre de 1/ n"=1/2_ Pour le premier terme, on se débrouille de maniére astucieuse : on va en fait
projeter a nouveau sur un sous-espace de dimension plus petite. Dans la suite, on considere N = 27,
et par souci de simplicité de présentation, on va expliquer le résultat pour Sy. On fixe 0 <g<n—1,
on note @ = 2¢ et on réalise le découpage suivant, pour tout H € Lipy, (1, W, ,) :

E[H(Sn)] - E[H(B)] = (E[H(Sx)] — E[H (r(Sn))]) + (E[H (mo(Sx))] — E[H(rq(BN))])
+ (E[H (rq(Bw))] - E[H(B))),

ou mg projette orthogonalement les éléments de Viy sur Vg pour le produit scalaire suivant :

1
(€k,N+ €5,N)N :/0 kN (t)éjnN(t) dt = 6k
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Notons que Vg est un sous-espace de Vi puisque ) = 29 < 2" = N. Notons aussi que dans ce
cas, mQ(Bn) = Bg. On choisit en fait ¢ & la fin, de maniére a optimiser les estimations. Les termes
extrémaux ont déja été étudiés auparavant, c’est ’étude du terme central qui est nouveau ici.
L’intérét de I'approximation de B sur Vi réside dans l'utilisation de la méthode de STEIN sur R¢
qu’on maitrise mieux que sur un espace de dimension infinie non-dénombrable. Pour tout entier n > 1,
By, est connu deés lors qu’on connait tous les incréments de B entre les temps k/n et (k+1)/n. Notons
que, via lidentification V,, ~ R", B,, suit la loi NV,,(0, I,;). On montre ici une autre présentation de la
méthode de STEIN multidimensionnelle que celle donnée dans le chapitre [, puisqu’on écrit en fait

too [OpeHg
E[Ho(Sy)) — ElHo(Bx)) = E[Ho(Sx) ~ ElHo(Bx)ll = - [ E [Ze2(sw)] dt,
ou Hyp = Homg : VN — R et p; est le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK sur R? donné pour
tout f : R — R intégrable pour la mesure gaussienne, et pour tout x € R? par

pf 02 [ (e tx VIm e Ty) e b _dy

J@nd

Ici, on se place dans le cas ou d = ), la dépendance en ) est implicite. On continue a faire I'identifi-
cation RY ~ Vo de maniere isométrique, avec par exemple ey, - €; = (€; g, €j,0)Q, Ol € est le k-éme
vecteur de la base canonique de R¥.

Dans ce cas, il est aisé de calculer le générateur | associé, car il est donné sur R% par If(x) =
Af(x) —x-Vf(x). Sur Vo, cela s’exprime alors de la sorte : pour H : Vg — R dérivable au sens de
MALLIAVIN sur ’espace de dimension finie Vy et ¢ € Vj,

LH($) = —(6.DH(#))g + 3" (D2H(6).6® d)oo.

ou pour ®, ¥ € Vo ® Vg (engendré par la base €, g ® €, pour 0 <i,j < Q — 1),

1 82 2\1,
(@ ¥iaq = //87585 ata(’s)dtds‘

En fait, ce qui est intéressant ici, c’est le fait qu’on n’utilise pas de calcul de MALLIAVIN directement
a la racine  ou l'on définit nos variables aléatoires, mais une couche au-dessus, sur ’espace des
fonctions qui agissent sur les variables.

L’idée pour conclure sur une estimation réside une nouvelle fois sur une optimisation, et sur une
estimation des dérivées secondes de p;Hg. Plus précisément, on introduit un parametre 7 > 0 de sorte
que

BlHo(Sy)] ~ ElHo(Bx)] = (Elp Ho(sw)] - ElHa(sw]) —E [ [ intfy(sw) at).

Chaque terme peut s’estimer (c’est en fait le point technique le plus crucial de cet article, surtout
le terme intégral). On conclut en optimisant en 7. Cette présentation de la méthode de STEIN wvia
Iopérateur d’ORNSTEIN-UHLENBECK s’appelle aussi représentation de STEIN-DIRICHLET, regarder
[Decl5] pour une courte introduction a cette méthode, pour des espaces de dimension quelconque ou
on a besoin de la « vraie » dérivée de MALLIAVIN (ou tout du moins d’un semi-groupe d’ORNSTEIN—
UHLENBECK).

Ergodicité et TCL pour la moyenne spatiale de 1’équation des ondes en
grande dimension

Faisons un dernier panorama sur la méthode de STEIN-MALLIAVIN appliqué cette fois-ci a I’étude
d’'une EDPS dans [Ebi23]. Il s’agit d’'un article poursuivant le travaux de plusieurs auteurs, et qui
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répond aux mémes questions, dans un cadre encore non étudié jusque la. Nous n’allons pas entrer
dans les détails techniques dans la théorie des EDPS ici, puisque nous le ferons dans le Chapitre [V].
L’équation stochastique étudiée est la suivante : pour d > 4, T > 0 et 0 < 8 < 2, on étudie

2
(t,2) € 0,7] < B D01, 0) = AU, 2) + o (U (1, 2) Wl 2)
: [III.8]
U0,z) = 1,8—(](0,3:) =0

ot

ot U : Q x [0,T] x R — R est le processus inconnu, o : R — R est suffisamment réguliere (C?

lipschitzienne suffit) et Wg est un bruit blanc en temps et coloré en espace : pour tous s,t € [0,7] et
presque tout z,y € R?,
. . Ot
E [Ws(s,y)Ws(t,x)| = ——.
s (6. [z —y|?

Regarder le Chapitre @ pour une définition précise de ce que signifie cette EDPS. Dans un premier
temps, EBINA cherche a étudier I’ergodicité de la solution sous une translation spatiale. Cela implique,
qu’a t € [0,T] fixé, on dispose d’une loi des grands nombres qui s’écrit

1 —Pps e
| Ut,2) de =22 BlU (4, 2),
|Br| /BR R—s00

oil By est la boule centrée en 0 de rayon R dans R? et |Bg| est sa mesure de LEBESGUE.
Comme souvent en Probabilités, lorsqu’on dispose d’une loi des grands nombres, se pose la question
d’un Théoreme Central Limite. C’est ’objet du Théoreme suivant qu’on va développer dans la suite.

Théoréme I11.3.6 : (Théoréme 1.2 de [Ebi25]) Pour R > 0, notons or(t) ’écart-type de la
variable [, U(t,x) dz. Alors

a}:@)( BRU(t,x) dx]E[ . Ul(t,z) d$]> E%N(O,l)-

Il s’agit d’un résultat difficile pour de nombreuses raisons, dont la principale est la suivante. La
démonstration repose sur 'utilisation de la méthode de STEIN-MALLIAVIN, et exige des estimations en
norme LP de dérivées de MALLIAVIN de la solution U. Souvent, comme on ’exposera plus précisément
dans le Chapitre , on dispose d’inégalité du type

E[|Ds,U(t,2)[P]'? < CprG(t — s, —y),

ou G est la solution fondamentale de 1’équation des ondes []. Or, en dimension supérieure ou
égale a 3, la solution fondamentale n’est plus une fonction, c’est une distribution sur R?. Bien entendu,
ce type d’inégalité n’a plus aucun sens dans ce cas. L’idée est alors de passer par des approximations
de U qui gardent les mémes propriétés que U en termes de dérivabilité de MALLIAVIN, mais qui admet
une « vraie » solution fondamentale. C’est a cause de ce fait majeur qu’on ne peut conclure en une
vitesse de convergence dans ce Théoréme.

Plus précisément, si on note Fr(t) 2 I, (U(t,2)—1) dz, on effectue deux niveaux d’approximation.
La premiére consiste & tronquer I'intégrale en utilisant une fonction 1z : R — R de classe C™ &
support contenant Bg et contenu dans Br41. On note §r(?) S Jra(U(t,z) — 1)¢r(x) dz, et sp(t) son
écart-type. Dans L?(P), la différence entre fggg et fg((:)) tend vers 0.

Ensuite, on introduit une approximation de I'unité qu’on convole avec la solution fondamentale G
(qui est une distribution pour d > 4) et qu’on note G,. On introduit u,, par itération de PICARD :

pour tous t € [0,T] et x € R, ug(t, x) 2 1et pour tout n > 1,

un-l—l(t?x) = /Ot /]Rd U(un(say))Gn(t_ 5,2 _y) Wﬁ(d57dy)'
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Alors (uy), tend vers U dans L?, est dérivable au sens de MALLIAVIN. On introduit Sn,r(t) 2

Jra(un(t,x) — 1)yr(z) da et s, r(t) son écart-type. Alors pour t € [0,T], on a (quasiment) une

convergence uniforme (par rapport a R) de f"g((:)) vers f}’:((tt)) dans L? quand [n — oc]. Ainsi, on fait

le découpage suivant :

o (20

Fr(t) Sr(t)

or(t) sr(t)

Sr(t)  Snr(d)
SR(t) Ean(t)

Sn,R(t)
o i)

C’est avec la méthode de STEIN-MALLIAVIN qu’on estime le dernier terme. En effet, on peut inter-
préter §y, r(t) comme une intégrale de SKOROHOD par rapport au processus isonormal sur L2([0, 7] x
R9) induit par Wp. Notons §n r(t) = 6(Qn.rt), avec Qnry : Q x [0.T] x RY — R déterminé explici-
tement via des théoremes de FUBINI. Si on applique le Théoréme , on se retrouve avec

+
L2(P)

1/2

dw (S’n,R (t)

1 2
onnl) ,N(0, 1)) <E l(l — <D(*L )5(Qn,R,t)aDSn,R(t)>L2([O’T}XRd)) ]

En faisant des manipulations usuelles du calcul de MALLIAVIN (relation de HEISENBERG qui relie
0D = —L a DJ), on en déduit

gn,R(t) 1
dw (,N(O, 1)) < f‘n,R(t)Q\/Var [(Dgn,R(t)v Qn,R,t>L2([0,T]><Rd)}'

5n,R(t)

On conclut via les estimations de dérivées de MALLIAVIN des approximations w, sur une vitesse de

-8
convergence en R~ 2 pour dw (f"ﬁ((f)) J

N(0, 1)) (ot la constante multiplicative dépend de n).






Deuxieme partie

Etude de fonctionnelles d’équations
aux dérivées partielles stochastiques







CHAPITRE IV

Petit guide des EDPS

IT'S DANGEROUS TO GO
ALOHE! TAKE THIS

The Legend of Zelda, 1987

Ce chapitre n’a pas ’ambition de donner une véritable introduction & la notion d’équation aux
dérivées partielles stochastique (EDPS). On souhaite parcourir les notions suffisantes pour comprendre
les objets qu’on manipulera dans les prochains chapitres.

Par exemple, on essaiera d’expliquer ce que pourrait bien étre une EDP aléatoire, ce que signifie
"dérivée” dans "dérivées partielles” quand le terme aléatoire a trés peu de chance d’étre régulier (sans
se résigner a travailler qu’avec des distributions).

Le domaine de recherche lié¢ aux EDPS est en fait assez récent malgré son caractére naturel dans les
différents domaines des sciences. Cela fait des siecles que nous manipulons des équations différentielles
ordinaires, et aux dérivées partielles. La résolution de I’équation de la chaleur par FOURIER dans sa
Théorie de la chaleur analytique [Fou22] date de 1822, celles des ondes par d’ALEMBERT de 1747
([dA150]), mais pour avoir une premiére notion de solution d’EDPS, il faut attendre les années 1970 et
1980. Par exemple, un ouvrage fondamental date de 1986, écrit par John B. WALSH dans [Wal86]. Une
autre approche est aussi développé par da PRATO et ZABCZYK, dans [PZ92], & partir de générateurs,
c’est-a-dire de voir une EDPS comme une EDS dans un espace de dimension finie. Mentionnons aussi
une approche en 1977 de KrRyLOVv et Rosovskil dans [KR77]. Regarder [Zam21] pour une introduction
historique plus précise au sujet des EDPS.

L’une des difficultés réside dans le fait que certes, on dispose depuis ITO d’une intégrale stochastique
par rapport & un mouvement brownien (que) depuis 1944 (regarder [[t644]). Cette intégrale est bien
entendue décisive pour comprendre les EDS. WALSH propose une intégrale, avec la notion de mesure
de martingale admissible (worthy martingale measure) afin de disposer d’une théorie d’intégration
par rapport a des processus gaussiens indéxés par plusieurs parametres, disposant lui aussi de son
isométrie dans L2.

L’intérét actuel pour ce sujet réside dans des problemes concrets liés a d’autres domaines scien-
tifiques. L’étude de ces équations a permis notamment de décerner une médaille FIELDS en 2014 a
Martin HAIRER. L’exemple phare est I’équation dite KPZ (Kardar—Parisi-Zhang, regarder [KPZ86]),
non linéaire a cause d’une dérivée élevée au carré, et surtout avec un terme supposé infini. Avec la
notion de chemins rugueux et de régularité de structure (regarder le célebre [Hail4]), HAIRER conclut
sur une solution (regarder aussi [Hail3], qui a eu une mise & jour en novembre 2024 sur arXiv).

Cependant, comme déja dit en prélude de ce chapitre, il ne sera pas question ici d’évoquer des
sujets aussi pointus dans ce chapitre. Nous souhaitons donner le bagage nécessaire pour comprendre
les chapitres liés a cette deuxieme partie, tout comme le chapitre . Nous allons expliquer ici de
maniére rapide comment traiter des EDPS linéaires (au sens ou lopérateur qui agit sur 'inconnue
'est), avec des bruits additifs ou multiplicatifs. Les notions introduites ici proviennent principalement
du tres récent papier [DS24] de Robert C. DALANG et Marta SANZ-SOLE, reprenant toutes les sources
classiques_quand on évoque ce domaine ([Dal99] ou encore [DQ11]). Dans certains cas, on va aussi se
référer a [Dal+08].
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Bruits et solution au sens évolutif

Noyau de Green

Considérons 'EDP suivante (déterministe)
Lu(t,z) = f(t,x), [IV.1]

avect >0,z € D CR? f:Ry xR? — R un terme de source et £ un opérateur différentiel linéaire.
Alors, dans les cas qu'on manipulera, il existera une application G : (t,x) — G(t, z) telle que

u(t,z) = Ip(t //Gt—s r —y)f(s,y) dyds,

ou on suppose disposer de la condition initiale u(t = 0,x) = up(z) et Iy résout I’équation homogene
LIy = 0, avec I(t = 0,x) = up(z). La fonction G sera la solution fondamentale de I’équation dif-
férentielle, ou sa fonction de GREEN. Souvent, cette fonction vérifie ’équation suivante au sens des
distributions

LG = o,

qu’on résout par exemple par un passage par la transformée de FOURIER. Notez que G dépend non
seulement de I’équation différentielle, mais aussi des conditions au bord (mais pas des conditions
initiales). Il arrive néanmoins que G ne soit pas une fonction, mais uniquement une distribution,
auquel cas on parlera plus généralement de noyau de GREEN.

Drap brownien

Définition IV.1.1 : Pour d > 1, considérons le processus gaussien indexé par R, x R% noté W,
centré et de fonction de covariance donnée pour tous t,s > 0 et x,y € R% par

E{W(t,x)W(s } (sAt ﬁ (zi Nyi).

Le processus W est nommé drap brownien & 1 + d parameétres. Pour d = 1, on parle simplement de
drap brownien.

On peut réaliser un drap brownien comme une dérivée seconde au sens des distributions d’un
processus isonormal sur L?(R; x R?). Pour cela, donnons-nous un processus 20 indexé sur By (R x RY)
(ensemble des boréliens de R x R? admettant une mesure de LEBESGUE finie). Supposons que 27 soit
un processus gaussien centré dont la fonction de covariance est donnée pour tout A, B € By(R; x R%)
par

E[Q0(A)W(B)] = Leb(AN B).

Un tel processus 20 est appelé bruit blanc sur R x R?. Ce processus donne naissance & un processus
isonormal, donc & une intégrale de WIENER définie sur L2(R, x R%) par

Ww(h) & /R 0 ) (),

Regarder ’ensemble de la section 2 du Chapitre m pour une construction de cette intégrale. On peut
montrer qu’il existe une version de 20 qui soit a valeurs dans S'(R; X Rd), I’ensemble des formes
linéaires continues sur S(R; x R?), 'espace de SCHWARTZ. Autrement dit, il existe un processus
isonormal 285 tel que

Vo € S(Ry x RY), P(W(p) = Wa(y)) = 1
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et il existe un événement universel 2* € F tel que pour tout w € Q*, 'application ¢ — [Wa(p)](w)
est continue pour la norme liée a 'espace de SCHWARTZ. On note tout de méme dans la suite 2 cette
version du processus isonormal. On note alors pour tout ¢ € S(R; x R%), P-presque sirement,

W(p) = (W, p)s,s-

Définissons pour t > 0, et x € R¢

W(t,z) = (0,4 x I(z)),

ou I(z) = I(x1) x -+ x I(xq) et pour a € R, I(a) = [0,a] sia > 0et I(a) = [a,0] si a < 0. Alors, le
processus W est un drap brownien. De plus, on peut montrer que le drap brownien W vérifie pour
tout p € S(Ry x R%)

olt+d

R RS . O A O
(W, p)s.s = (—1) <8t8:v1.-.390dW7S0>5/8.

Autrement dit, un bruit blanc est la dérivée croisée d’un drap brownien (au sens des distributions).
De plus, par définition méme de W et de l'intégrale de WIENER,

Wta) = [ o melt =52~ ) W(ds,dy).
+

On en conclut que dans D'(R, x R?), W = 1g, xra * 2.

Solution au sens évolutif (mild) dans le cas du bruit blanc

Reprenons I’équation différentielle suivante
Lu(t,x) = f(t,x),

avec t >0,z € D C R? et u(t = 0,2) = up(x). On a introduit G sa fonction de GREEN, qui permet
d’obtenir une solution par une convolution entre G et f.

On appelle EDPS linéaire ou EDPS avec bruit additif ’équation différentielle aux dérivées partielles
suivantes :

Lu(t,z,w) = [m(tv x)](w),

ot 2U est le bruit blanc introduit précédemment. On appelle solution au sens évolutif de cette EDPS
le processus stochastique indexé sur R, x R? suivant

u(t,z) = Ip(t,z) + /Ot /D G(t — s,z —y) W(ds,dy),

ou l'intégrale stochastique est prise au sens de WIENER et [y vérifie LIy = 0, avec les mémes conditions
initiales et conditions au bord.

L’équation différentielle peut étre comprise au sens des distributions, si bien qu’on note aussi
parfois cette équation différentielle

ow
Lu(t, z,w) = lM(t’@] (w),

avec W un drap brownien.

Il y a une hypotheése que nous avons caché et qui est en fait vitale pour comprendre cette écriture :
nous avons supposé que la fonction de GREEN G est véritablement une fonction. Or, ce n’est pas
toujours le cas, comme nous le verrons dans I'exemple de I’équation des ondes. Dans le cas général,
G est uniquement une distribution. C’est principalement DALANG qui a résolu cette question dans
[Dal99]. Dans toute la suite de cette these, voici la Définition qu’on adoptera dans le cadre des EDPS
linéaires.
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Définition ITV.1.2 : Soient d > 1, D C R? ouvert connexe non vide. On définit sur R, x R? muni
de sa tribu borélienne un bruit blanc, noté W, qui induit une intégrale de WIENER sur L?(Ry x IR{d)
encore notée W. Soit £ un opérateur différentiel sur Ry x R? (id est un polynéme en les % et
a%i). On suppose que £ induit une véritable fonction de GREEN G : R, x RY — R. On considére
enfin une fonction déterministe uy : RY — R. On appelle solution évolutive d’une équation aux
dérivées partielles stochastiques avec bruit additif blanc en espace et en temps le processus stochastique
u= (u(t,z),t >0,z € D) donné lorsque cela a un sens par

u(t, x) 2 Iy(t,x) + 0dlxD G(t— s,z —y) W(ds,dy),

ou I'intégrale stochastique est prise au sens de WIENER et I résout I’équation différentielle déterministe
LIy =0, avec Ip(t = 0,x) = up(x). On dit que u résout 'EDPS

Lu(t,z) =W (t,z) t>0zcR?
u(t =0,z) = up(x) =€ R™L

Remarque IV.1.3. Puisque G dépend aussi des éventuelles conditions au bord, on ajoute bien sfir ces
conditions quand on énonce 'EDPS. &

Cas non additif (ou non linéaire)

On appelle EDPS non linéaire une équation du type

Lu(t,z) = b(t,z,u(t,z)) + o(t, z,u(t,z))W(t,z),

ol on considére encore ici W un bruit blanc sur R, x R?. Si o(t,z,u) ne dépend que de u, on parle de
bruit multiplicatif. Si de plus, o(u) = u, on parle d’EDPS semi-linéaire. On appelle solution au sens
évolutif de cette EDPS tout processus u = (u(t,z),t > 0,z € D) vérifiant I’équation intégrale

t
ultx) = Iita) + [ [ Glt =52~ sy uls.y) dsdy
0P [1v.2]

+ /Ot /D G(t — s,z —y)o(s,y,u(s,y)) W(ds,dy).

Notez que le terme non-linéaire provient du type de bruit considéré, et non pas de 'opérateur £ qui
est encore linéaire ici. On pourrait bien sir imaginer manipuler des équations non linéaires en les
dérivées de u, mais cela ne rentre pas dans le cas de cette these (cf KPZ évoqué en introduction).

L’intégrale stochastique dans [] est & prendre dans un sens que nous n’avons pas encore
expliqué, puisque cette fois, on intégre un processus stochastique, et non plus une fonction déterministe.
L’idée est la suivante. On se donne (e;);>1 une base hilbertienne de L?(D). Alors le processus isonormal
W issu du bruit blanc se décompose de la sorte (formellement)

+0  toco
W(h) = nz:jl /0

/ h(t,x)en(x) dx} dWi(en), [Iv.3]
D
ott pour ¢ € L?(D) et t > 0, Wy(y) est donné par

Wi(p) 2 /0 t /R o(z) W(ds, dz).

Pour tout ¢ € L?(D) de norme 1, le processus (W;(p),t > 0) est alors un mouvement brownien
standard. Il suit alors qu’on comprend les intégrales dans [] comme des intégrales d’ITO. Ainsi,
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en écrivant formellement

/R.,_XD G(t—s,x —y)o(s,y,u(s,y)) W(ds,dy)
— Jio/o*"o {/D G(t— s,z —y)o(s,y,u(s,y))en(y) dy} AW, (en),

on en déduit qu’il faut comprendre I'intégrale stochastique dans [] comme une somme d’intégrales
d’IT0 lorsque cela a un sens. Regarder [DS24] pour une exposition beaucoup plus rigoureuse de ce fait
(c’est l’objet de 'entiereté du chapitre 2).

Bruit coloré

On se réfere a [Tud22]. Comme nous le verrons dans 1’étude de I’équation de la chaleur, définir une
solution au sens évolutif dans le cadre du bruit blanc est en fait trés contraignant, puisque souvent,
cela nous oblige a considérer des dimensions petites. Pour I’équation de la chaleur, on est restreint a
la dimension 1, et pour I’équation des ondes aux dimensions 1 et 2. Pour s’en sortir, on introduit un
bruit plus régulier, qu’on appellera bruit coloré, en opposition au bruit blanc. Regarder [Dal99].

Nous avons défini le bruit blanc comme un processus gaussien défini sur I’ensemble des boréliens
de Ry x R% de mesure finie, centré et de fonction de covariance donnée par la mesure de I'intersection
des boréliens. A partir de cette définition, on peut construire un processus isonormal via I'intégrale de
WIENER.

Pour construire un bruit coloré, I’observation clé est la suivante : si 20 est un bruit blanc alors

E[20(A)28(B)] = /]R e 2 15)(0) dofa),

ou pour toute fonction ¢, giv)(x) = ¢(—x). Et si on décide d’intégrer par rapport a une autre mesure, a
la place de la mesure de DIRAC §g 7 Si on suppose que la mesure choisie admet une densité f, disons
p(dz) = f(x) dz (avec des conditions sur f), alors on construit un processus gaussien centré 20 sur
Bo(R, x R?) I'ensemble des boréliens de mesure de LEBESGUE finie dont la fonction de covariance est
donnée par

E[mf(A)wf(B)]Z/HMRd 14+ 1p](x) B(dz) //fxf dy dz.

On appelle Q¢ un bruit coloré par f. Un exemple récurrent de bruit est le suivant. Commencons par
I’énoncer en dimension 1.

Définition IV.1.4 : Soit 1/2 < H < 1. On appelle bruit fractionnaire d’ordre H un processus gaussien
Wy = (Wg(A), A € By(R)), ou By(R) est 'ensemble des boréliens de R de mesure de LEBESGUE finie.
Le processus W est centré et sa fonction de covariance est donnée pour tout A, B € By(R) par

E[Wi (AW (B)] = H2H — 1) / /B ’g:_d;fy -

On peut alors associer & Wy un processus gaussien sur R :

wi(z) = W (I(z)),

oul(x) =1[0,z]siz > 0et [z,0] siz < 0. Il s’agit du mouvement brownien fractionnaire bidirectionnel,
dont sa fonction de covariance est donnée par

Efwn (0)wn(y)] = 5 (1# + s — e — ")
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Notez bien qu’on suppose que 1/2 < H < 1, donc qu’on se donne des processus wy aux trajectoires
plus réguliéres qu’'un simple mouvement brownien. En fait, si on souhaite travailler avec des bruits
fractionnaires d’ordre inférieurs, on doit passer par la théorie des chemins rugueux. Regarder, entre
autres, [FH20] pour plus de détails & ce propos.

Dans un cadre multidimensionnel, on peut distinguer deux manieres de définir un tel bruit.

Définition IV.1.5 : Soit d > 1. Pour 1/2 < Hy,--- ,H; < 1, on définit le bruit fractionnaire
anisotropique comme le processus gaussien W& = (W#(A), A € By(R%)) centré et dont sa fonction de
covariance est donnée pour A, B € By(R?) par

Hy,(2H;, — 1)
E[Wg(A) / /B ST dzdy.

En définissant pour x € R? wi; (x) = W (I(x1) x---x I(x4)), on définit en fait un processus gaussien
centré de fonction de covariance

¢ /1
Bl (e)wfs(y)] = TT (50l + 1 — o = ).
k=1

Il s’agit du processus fractionnaire anisotropique d-dimensionnel.

Définition IV.1.6 : Soit d > 1. Pour 1/2 < H < 1, on définit le bruit fractionnaire isotropique
comme le processus gaussien W° = (W°(A), A € By(R?)) centré et dont sa fonction de covariance
est donnée pour A, B € By(R?) par

iso ISO
s = [, T

Le processus gaussien donné par wis*(z) = Wi°(I(x1) x - - - x I(x4)) est centré et sa covariance est

donnée par
: 1
E[wff (@)wif ()] = 5 (| + |y — |2 = y*").

On le nomme drap brownien fractionnaire isotropique d-dimensionnel d’indice de HURST H.

Equation de la chaleur stochastique

Il s’agit de I’équation différentielle suivante :

(5 - 55) ult.) = f(t.0),

pourt > 0et z € RY ol A = 2%21 88% est le laplacien sur R%. Nous allons rapidement expliquer les
k

différentes conditions initiales, les fonctions de GREEN associées, et donner des idées sur la maniére
dont on peut manipuler ce qui jouera le réle de solution.

Cas linéaire, blanc et a domaine libre
Soit W un bruit blanc en temps et en espace sur Ry x R% On s’intéresse & 'EDPS suivante

(& - 34) ult,2) = W(t,2), t>0,2€R!

(IV.4]
u(t=0,z) =0, r € R4,
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Le noyau de GREEN est ici donné pour ¢ > 0 et z € R? par :

1 _ 2
G(t,x) = exp ( 2] ) . [IV.5]
On définit le processus solution au sens évolutif de [] par

u(t, ) é/Ot/RG(t—s,ac—y) W(ds, dy).

Ce processus est bien défini si I'intégrale stochastique ’est, ici au sens de WIENER. Cela est le cas si
et seulement si pour tout ¢t > 0 et x € R?

“+o0o
/ / G(t—s,x—y)Ql[Ot}(s) dyds < 0.
0 R4 '

/m Gt — s,z —y)21 ()dd—/tl/ o (7YY gy 4
; i $,T —y)" Ly (s) dyds = o @rli—s)) o &P PR y ds

bl —ly|?
= dy d
[ exp( DY 4y as

t 1
|
1 t ds
(2ﬁ)d/0 sd/2’

Cette intégrale est finie si et seulement si d/2 < 1, donc si et seulement si d < 2 ¢’est-a-dire d = 1. Dans
le cadre de I’équation de la chaleur stochastique linéaire & bruit blanc, la solution est définie au sens
évolutif si et seulement si d = 1. Dans ce cas, (u(t,z),t > 0,z € R) est un processus gaussien centré,
dont sa fonction de covariance se détermine wvia l'isométrie de l'intégrale stochastique de WIENER.

Cas d’un bruit multiplicatif

Considérons cette fois-ci le cas non linéaire. On se donne un bruit W sur R, x R?, toujours noté W,
dont sa nature sera discuté dans la suite et o : R — R mesurable. L’équation différentielle d’intérét
est la suivante

(% - %A) u(t,z) + o(ult,2))W(t,z) =0, t>0,zeR

[IV.6]
u(t=0,z) =0, r € R%

La fonction de GREEN est donné par le noyau gaussien []. Une solution au sens évolutif vérifie
I’équation intégrale

u(t,z) = /Ot [ Gl = s.0 = y)o(uls,y) W(ds.d).

On voit que dans ce cas, la solution n’est pas donnée de maniere immédiate, mais vérifie une équation
intégrale au sens de WALSH (s'il s’agit d’une intégration par rapport a un drap brownien, sinon il faut
donner sens a cette intégrale dans le cas d’une bruit différent). Plusieurs questions se léevent avec cette
formulation :

1. Est-ce que l'intégrale stochastique est bien définie ?
2. Peut-on trouver un tel u?

3. Quelles sont ses propriétés de régularité ?
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Observez que les questions 1 et 2 doivent étre répondues en méme temps. Pour répondre a ces ques-
tions, on fait une démarche tres usuelle quand on étudie des équations différentielles : on applique un
théoreme de point fixe. Plus précisément, on se donne (ug(t,z),t > 0,z € R?) un certain processus
stochastique, disons ici que ug est le processus nul, et on considére par récurrence la suite de processus
(un(t,z),t = 0,2 € R?) pour tout n € N

Upt1(t,x) = /Ot /]Rd Gt —s,x —y)o(un(s,y)) W(ds,dt).

Le but du jeu est de déterminer les conditions sur le bruit W, la dimension d et le parameétre de
diffusion o pour lesquelles la suite de processus (uy)n>1 converge.

Une réponse est alors donnée par [DQ11], qui devient souvent 'article de référence dés lors qu’on
traite ce genre d’équations. Supposons que le bruit W provienne d’une mesure positive I' dans le sens
ot si ¢, € D(R; x RY) alors

Bl = [ { [ oo ran ) a

oﬁpourt}OetxeRd
o x Py (x) = /Rd e(t,y)(t,y — x) dy.
Supposons que I' (et donc W) induit une mesure p sur R? dite spectrale sur R? via la formule suivante :
pour tout ¢ € S(RY)
[, el (da) = [ 4(©) ).
R4 R4

D’apres le Théoréeme de BOCHNER (regarder [Sch66]), c’est le cas dés lors que I' est définie positive :
pour tout ¢ € D(RY)

/Rd ( L ey — ) dy) I'(dz) >0,

et si [pa % < oo pour un certain r > 0. En particulier, cela s’applique pour le bruit blanc I' = §g

et le bruit fractionnaire pour H > 1/2. Avec cette supposition sur I', les hypotheses principales pour
avoir existence de solutions au sens évolutif sur [0,7] x R? de [] sont les suivantes :

(H1) La diffusion o est lipschitzienne;
(H2) La condition de DALANG suivante est satisfaite

/OT ( R4 Gi(&)? “(d§)> dt < 0.

Or, dans le cas de I’équation [], par un calcul de transformée de FOURIER de la gaussienne, la

condition est équivalente a
/ pde)
re 1+ [¢]2

Il suit dans le cas du bruit blanc, ou I' = §p, on a une solution au sens évolutif si et seulement si d = 1.

Comment traiter les dimensions supérieures ?

Revenons au cas additif donné par [] , avec un bruit non nécessairement blanc, et plagons-nous
en dimension d > 2. Dans ce cas, l'intégrale de WIENER fg Jr2 G(t — s,z —y) W(ds,dy) n’est plus
définie. Comme dans les EDPS déterministes, nous n’avons plus qu'une seule arme en main : résoudre
I’équation différentielle au sens des distributions. Autrement dit, si on consideére une version de W a
valeurs dans D' (R x R?), on fixe w et on cherche une distribution u telle que pour toute fonction test
0 € D(R; x RY)

(w-52000) - A“’“"’“’>>D/,D (@) = (W, @)pr,p(w).
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Dans le méme esprit que le Théoréeme 4 dans [Wil91], on peut alors conclure en l’existence pour
P-presque tout w €  d’une distribution u(w) € D'(R; x R?), donnée par

(u, p)p' p /R+/Rd (t, ) [W(w) * @] (t, ) do dt.

On n’a hélas pas beaucoup mieux pour donner une notion de solution de I’équation de la chaleur
stochastique dans le cas additif a bruit blanc.

Par contre, comme nous 'avons déja expliqué, il est tout a fait envisageable de construire des
solutions au sens évolutives des lors qu’on considere un bruit coloré. Si on prend I’exemple d’un bruit
fractionnaire isotrope en espace, avec un indice de HURST 1/2 < H < 1 et blanc en temps, c¢’est-a-dire
si on se donne un processus gaussien (W (¢, A),t > 0, A € By(R)) centré et admettant la fonction de
covariance suivante, pour s,t > 0 et A, B € By(R?)

dz dy
EW(t AW (s B)] = (t1s) [ [ e R

alors une solution de ’équation de la chaleur

ou

E(t) q;) = Au(t, -’E) + W(tv IB),

avec t > 0 et z € R existe si et seulement si pour tout x € Riett>0

¢ dy dy’
/
/0 /d » G(t—s,z—y)Gt—sxz—y) —‘y /=) ds < oo.

En manipulant le noyau gaussien G, on sait alors montrer que cela est possible lorsque 2H < d <
2H + 2.

Equation des ondes stochastique

On étudie cette fois-ci 'EDPS suivante

0? .
<8t2 - A) u(t,z) = o(u(t,z))W(t,z), (1Iv.7]

ol A est le laplacien sur R? et o : R — R est supposée assez réguliere. La théorie fonctionne & peu
pres de la méme maniere que pour ’équation de la chaleur, & ceci prés qu’on ne dispose plus tout a
fait d’'un noyau de GREEN sous forme de fonction en dimension 3 et plus. En dimension 1, on a pour
t>0etzelR

1
G(t,2) = 51{jz<s)-
Notez que le support de Gy : x — G(t,z) est lintervalle [—t, ], soit encore la boule de rayon ¢. En
dimension 2, on a cette fois pour presque tous ¢ > 0 et z € R?
1

1
o \/ml{lwld}'

Par contre, le drame apparait en dimension 3, puisque cette fois-ci, on a

G(t,z) =

G(t, de) = %at(dx)

oll o est la mesure uniforme de la boule dans R? de rayon t et de masse 47t?. Autrement dit, on a

pour tout mesurable A4 € B(R?)
1

A .
G, 4) = 47Tt/Aﬁ{|w|<t}dx
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Ainsi, le noyau de GREEN G n’est plus une fonction, mais une mesure, qu’on peut aussi interpré-
ter comme une distribution. Dans le cas d’un bruit blanc, il est illusoire de déterminer un processus
(u(t,x),t > 0,2 € R?) pouvant étre solution au sens évolutif de [] . On peut uniquement détermi-
ner un processus a valeurs dans S’(R; x R3) solution au sens des distributions de ’équation, a w € Q
fixé. L’idée de DALANG pour manipuler des solutions d’équations des ondes en dimension grande est
de modifier le bruit, de sorte qu’il soit plus régulier qu'un bruit blanc (penser au bruit fractionnaire).
Regarder [Dal+08] pour une approche compléte a ce sujet.



CHAPITRE V

Théoremes centraux et non-centraux
limite pour le temps de séjour spatial
de I’équation des ondes stochastique

« Heureusement qu'on n'a aucune di-
gnité, parce que sinon on serait bien
dans la merde. »

Dagonet au roi Loth, Kaamelott Livre
1V, 2007

Ce chapitre provient exclusivement de 'article [], paru en 2024 dans Stochastic Processes
and Applications.

RESUME

On considére le temps de séjour spatial de la solution de I’équation des
ondes stochastiques additive avec un bruit blanc en espace et en temps
sur un domaine spatial [—A, A]. On étudie son comportement asymp-
totique en loi lorsque A tend vers oo, et lorsque la variable temporelle
tend elle aussi vers oo sous la relation t = A%, avec a > 0. Pour o < 1,
on montre que la normalisation de ce temps de séjour spatial vérifie
un Théoréme Central Limite, avec de plus une estimation de la vitesse
de convergence en distance de WASSERSTEIN grace aux techniques de
la méthode de NOURDIN-PECCATI. Lorsque 'exposant o dépasse la
valeur critique 1, on montre que la normalisation du temps de séjour
converge en loi vers une loi de RADEMACHER.

L’étude des propriétés géométriques de surfaces aléatoires constituent une direction de recherche
importante dans la théorie des Probabilités. Le lecteur peut consulter 'ouvrage [lm] ou [IIL@] pour
un panorama sur les surfaces aléatoires, et I’'ouvrage [] pour entrevoir la notion d’ensembles de
niveau aléatoires. L’un des problemes ayant recu beaucoup d’attention est le comportement des temps
de séjour (ou le volume des temps d’excursion) de processus et champs stochastiques. Si (X;,t € R%)
est un processus stochastique a plusieurs variables, son ensemble d’excursion dans I C R¢ au-dela d'un
niveau A € R est par définition I'ensemble des t € I pour lesquels X; > A. On s’intéresse a étudier
le comportement d’un tel ensemble lorsque le domaine d’intégration I est de plus en plus grand, par
exemple lorsque I = [—A, A]?, et que A tend vers l'infini. Un cas d’intérét est le cas ott X est gaussien
stationnaire. En effet, on peut dans ce cas relier le comportement du temps séjour aux études de
fonctionnelles non linéaires de processus gaussiens, et d’obtention de Théoremes Centraux Limites.
En ce sens, citons les travaux de BREUER et MAJOR en 1983 dans [], et le célebre Théoreme
associé éponyme, de [] en 1985 évoquant des Théorémes Limites non Centraux a partir des
développements en chaos de WIENER, de CHAMBERS et SLUD en 1989 dans [] avec ’étude de
processus du type f[o,t] f(Xi+s) ds, avec X processus gaussien, et plus récemment en 2012 les travaux
de BULINSKI, SPODAREV et TIMMERMAN dans [@] a propos de temps d’excursion de processus
gaussiens dans un cadre de décroissance rapide de la fonction de covariance ou en 2020 les travaux
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de DEBICKI et al. dans [DLM20], étudiant les temps de sortie d’un processus gaussien dans un niveau
fixé. Des études dans le cas ou le processus est a plusieurs variables ou a valeurs vectorielles sont aussi
faites dans [Arc94] (dans un cadre général), dans [KLO1] en 2000 et dans [BBL11] en 2011, trouvant
une nouvelle approche pour montrer des Théorémes de BREUER-MAJOR via une étude de densité
spectrale. Enfin, une étude sur laquelle nous nous appuierons dans la suite, faisant intervenir une
hypothese de sommabilité de la fonction de covariance du processus gaussien est étudié en 2013 par
Viet-Hung PHAM dans [Phal3], qui étudie méme le cas ot le niveau A dépend de A.

Notre objectif est d’étudier un cas particulier de processus gaussien, a savoir la solution de I’équa-
tion des ondes additive en dimension 1 dirigé par un bruit blanc en temps et en espace. On la note
u= (u(t,x),t > 0,z € R). Son temps de séjour spatial est le processus suivant : pour A > 0, ¢t > 0 et
AeR

Saa(A) = Leb({z € [~ 4, A u(t,z) > A}).

Le processus u est gaussien et stationnaire, et sa fonction de covariance est explicite, et est intégrable.
11 suit d’apres [Phal3] que son temps de séjour, a t fixé, vérifie un Théoréeme Central Limite (TCL
dans la suite) lorsque A tend vers oo. Nous cherchons de notre c6té & comprendre cette convergence
lorsque t n’est plus fixe, mais dépend de A. On va en fait supposer que t = A%, avec a > 0. Le cas
a = 0 est couvert par [Phal3]. Nous allons montrer qu’il existe deux régimes a distinguer selon les
valeurs de a. Lorsque 0 < a < 1 (on parle de temps court), le TCL perdure, et sous normalisation, le
temps de séjour converge vers une loi normale lorsque A tend vers co. De plus, nous dégageons une
vitesse de convergence en distance de WASSERSTEIN. L’étude du temps court se fait avec la méthode
de NOURDIN-PECCATI, & partir du développement en chaos de WIENER de Sy ¢(A). Par contre, pour
a > 1 (temps long), on observe encore un Théoréme Limite, mais cette fois vers une surprenante loi
de RADEMACHER. On prouve ce résultat a partir du caractere 1-similaire du processus en espace et
en temps.

Dans la suite, on introduit dans la section m une définition précise des objets manipulés, a savoir ce
qu’est la solution de I’équation des ondes, son temps de séjour spatial, et surtout ’énoncé de nos deux
Théoréemes principaux, les Théorémes et . Les autres sections structurent la démonstration
de ces Théorémes, et sont détaillées en fin section [l

Résultat principal

Equation des ondes et temps de séjour

On se place en dimension 1. On considére (£2, F,P) un espace probabilisé. Sur Ry xR, on considere
W un bruit blanc en temps et en espace : ¢’est un processus gaussien, centré, noté (W (¢, A),t >0, A €
By (R)), ou By(R) désigne tous les boréliens bornés de R, dont la fonction de covariance est donnée
pour s,t > 0 et A, B € B,(R) par

E[W (¢, AW (s, B)| = (t A s)Leb(AN B).
On considere I’équation des ondes additive suivante, dirigée par W.

Pu(t,x) = T4(t,x) + W(t,z) t>0,z€R

oz
u(t=0,2) =0 z€eR
Gu(t=0,2) =0 z € R.

On considére une solution de cette équation au sens évolutif du terme (regarder @) : ¢’est-a-dire qu’on
considere le processus gaussien u suivant, défini P-presque siirement sur presque tout Ry x R par

u(t, x) é/Ot/RGl(t—s,ac—y) W (dy, ds),

ot G1 est le noyau de GREEN de ’équation des ondes : G1(t,x) = %1{‘x|<t}, pour t >0 et x € R, et
I'intégrale est prise au sens de WIENER par rapport au processus isonormal engendré par W (regarder
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le Chapitre m) Ainsi, le processus u = (u(t,z),t > 0,2 € R) est un processus gaussien centré dont la
fonction de covariance spatiale est donnée pour t > 0 et z,y € R par

1
Elu(t, z)u(t,y)] = qu —y| — 275)21{|z—y\<2t}- [v.1]

On observe en particulier que u est spatialement stationnaire.
Soient A € R un niveau et A > 0 une fenétre d’observation. Pour ¢ > 0, on appelle temps de séjour
spatial de u au niveau A entre —A et A la variable aléatoire suivante

A
S)\7t(A) é Leb({x S [—A,A],u(t,x) = )\}) = /A 1{u(t,m)>)\} dx. [v.2]

D’apres la théorie développée dans [Phal3] par PuaM, a t > 0 fixé, (Sx+(A), A > 0) vérifie un
TCL, avec estimation supplémentaire en distance de WASSERSTEIN :

<SM(A) —E[S):(A)]
VA

C

d
W (In A)1/4°

N0, 1))

Remarque V.1.1. On peut comprendre U'intérét d’étudier ce type de fonctionnelle comme suit. Si on
ne considérait pas de bruit dans I’équation des ondes, c’est-a-dire que W = 0 alors I'unique solution de
cette équation est la fonction nulle. Ainsi, en ce sens, la solution est purement « bruyante ». L’étude
de la géométrie des trajectoires de la solution permet un éclairage nouveau sur leurs aspects. &

Temps de séjour spatial avec temps variable

On fixe A € R. Présentons les deux principaux Théoréemes de ce Chapitre. L’objectif est d’étudier
des Théoremes Limites pour Sy ;(A), non plus a ¢ fixé, mais avec t = A%, ot @ > 0. Commengons par
citer le cas des temps long (o > 1) et modérés (o = 1).

Théoréme V.1.2 : Soient o > 1 et Sy (A) défini par [@]. On suppose que t = A*. Alors

Sxa0(A) —E[Sy a0 (A)] 100 R A 81401
A A—o00 2 )

Pour le temps court (a < 1), le théoréme suivant statue sur un Théoreme Central Limite.

Théoréme V.1.3 : Soient 0 < a < 1 et S\,(A) défini par [@]. On suppose que t = A%, Alors si

. . 2 A 2
on définit o Zq 5 WM( ), on a

Syae(A) —E[Sxa0(A)] 1o
\/W A—o0

De plus, la convergence a aussi lieu en distance de WASSERSTEIN, puisqu’il existe C' > 0 dépendant
de X et « tel que pour tout A > 1

Sxaa(A) —E|Sy 4« (A C
gy [ S2A2(A) [Sx,40(4)] N(0.0%)) < _
Vi (In 4)172
Ces deux Théoremes se résument comme suit : le temps de séjour spatial dans le cas ou le temps

varie polynomialement avec la fenétre d’observation vérifie un TCL si o < 1 et un Théoréme Limite
non-Central pour a > 1.

N(0,0?%).

Remarque V.1.4. Bien entendu, nos résultats généralisent ce que PHAM avait démontré dans un cadre
général, en prenant o = 0. Le TCL est valide a partir de @ = 0 jusqu’a un point critique, ici « = 1. La
variance de Sy ¢(A) croit avec .. En effet, pour 0 < o < 1, nous verrons que la variance se comporte
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comme une constante multipliée par A'T. Ensuite, la variance devient stable & partir de @ = 1,
donnée par une constante multipliée par A%, comme démontré dans la section f. &

Détaillons comment nous allons démontrer ces deux Théoremes. Dans un premier temps, nous
allons développer en chaos de WIENER le processus Sy ¢(A), par rapport au processus isonormal induit
par W. Cela permettra de déterminer quelle normalisation adopter, ce qui n’est pas évident au vu
de I'expression du temps de séjour. C’est ’objet de la section P}. Une fois ce développement effectué,
on sépare les cas temps long et court, en commencant par le plus simple & démontrer, a savoir le
Théoreme . On va utiliser une propriété de mise a ’échelle du processus u en espace et en temps.
C’est 'objet de la section B. On conclut alors ce travail avec I’étude en temps court, ce qui nécessite
le plus de travail. On étudie la convergence d’un développement tronqué en chaos du temps de séjour,
via les outils de la méthode de NOURDIN et PECCATI. En étudiant le reste dans ce développement, on
conclut sur un TCL pour le temps de séjour. C’est 'objet de la derniére section, la section

Décomposition en chaos et normalisations

Les résultats principaux sont donnés dans la Proposition et dans la sous-section @, pour le
lecteur désireux de ne pas lire les calculs qui arrivent dans la suite. Décomposons en chaos de WIENER
le processus Sy:(A), pour A € R, ¢t > 0 et A € R. Cela sera 'occasion d’introduire des notations
utilisées tout au long de ce Chapitre. On consideére le processus isonormal engendré par le bruit blanc
W, défini sur 'espace de HILBERT H = L?(Ry x R), et l'intégrale de WIENER associée. Ainsi, dans
ce cas, u(t,z) = [1(gz), ot grz € L?(R4 x R) est donnée pour presque tout s > 0 et y € R par

Gta(s,y) = Gi(t — s, —y) L (s).

De plus, pour tout [ € R, 1 ;o) se décompose dans L*(N(0,1)), dans la base hilbertienne des
polyndémes d’HERMITE comme

+oo H. (1 I
q=1 : !

ou H,, est le n-éme polynéme d’"HERMITE, donné par (—1)"e mg/Qﬂ [ _mg/ﬂ, @ est la densité de la loi
gaussienne standard, Z suit N'(0,1) et pour ¢ > 1, 41 est donnee par

Vo € Rty (@) £ —=Hyr(2)()
T s 1\r) = —= —1\x)p\T).
q Nz

Puisque o[u(t, z)] = t/2, le Théoreme de conversion d’ITO (Théoreme ) permet de conclure que
dans L?(PP)

&
uarza) = E [Luoysr }+Z< )qq\lﬁS!)Iq () -

En intégrant, on en déduit le développement en chaos de Sy ;+(A).

Proposition V.2.1 : Soient A\ € R, A >0, ¢t >0 avec a > 0 et Sy(A) donné par [@] . Alors dans
L?(P), on a

Sxi(A) —E[S) (A ZBAt /Igtw , [V.3]

. A q
ou By(q) = ﬁ (%) Vg1 (%)
On note dans la suite X(Q) (A) = By+(q) fA I (gt 1) dz 1a projection sur le g-éme chaos de WIENER

de Sy ¢(A). Dans le reste de cette section, on cherche une expression asymptotique de E[X >(\2 (A)?], de

la forme
E[X)(\?Aa (A)2] — Coefficient APremier ordre + 6)\’qﬂ(‘/4)Ap1remler ordre7
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ot le coefficient dépend a priori de ), g, o, mais bien sir pas de A, idem pour 'ordre, idem pour € 4.4
qui est une fonction vérifiant €(A4) — 0 lorsque [A — oo]. Reprenons I'expression [[V.3].

E [X{)(A)?] = Brulg / / (920) 1, (927)] dy a.

Par isométrie de I'intégrale de WIENER

E [Xﬁ?t)(A)Q} =¢'Bx:(q / / (9ts Gty) to dy dz = ¢! Bxy(q / / u(t,y)]? dy dx.

On a noté (-, )72 le produit scalaire usuel sur L%(R; x R). On en déduit que

E | X7 (A)] = Brlg / / u(t,y))? dy dz.

Enfin, d’aprés I'expression de la fonction de covariance spatiale de v donnée par [@], on conclut
que

_ Q'B)\t

s ¢'Byi(g)?
167 / / (lz —yl - 2t) L{jo—yl<2ty dy doz = TJt,q(A)- [V.4]

Pour savoir calculer cette expression, chaque facteur doit étre analysé. Commencons par le premier,
dans le Lemme suivant.

Lemme V.2.2 : Soient A\ € R et ¢ > 1. Alors

¢Bas(g)? 1 2\ Yt + Org (k) siq est impair
T (2t )%‘Z’q ! tro0

A2y 1(0)? . .
164 t ~radrrr— + Oxg (1:211%) si q est pair.

On désigne, de maniere générale, par Oparametres(f(A)) une fonction g satisfaisant g(A4) < C'f(A),
pour A dans un voisinage d’un point précisé au préalable, et C' dépendant des parametres.

Démonstration : Il s’agit d'appliquer la formule de TAYLOR suivante sur ¢,_; en 0
Ga1(2) = g 1(0) + 2y (0) + Oga?).

Or, 14—1 a méme parité que g — 1, donc a parité opposé a celle de g. On en déduit donc que ,_1(0) = 0 pour ¢
pair et ¢y _1(0) = 0 pour g impair. On en déduit que

$g-1(x)? = {% 1(0)? + Og(2?) si ¢ impair

2 g—1(0 )2+ Oy4(xt) i g pair.

En prenant x = % avec t tendant vers 0o, on en déduit I'expression attendue. O

On s’occupe désormais de J; 4(A). Ecrivons autrement cette intégrale.
A rA-z 2
Jt,q(A) = / / (|y| — Zt) 1{|y\<2t} dy dz

—2 2t) %11 dd_z// 1,0 dy de.
/ /Ai (y + {y+2t>0} Ay dT e H% {y>0} dy dx

La présence de la fonction indicatrice nous oblige de savoir ou est la position de 0 par rapport a
[—A — x4 2t,2t], pour tout x € [—A, A]. Or, 0 appartient & cet intervalle si et seulement si 2t < A+ z.
C’est précisément & cet instant qu’on doit dégager les cas t < A, t = A et t > A, ou encore avec
t=A% pour A > 1, dégagerlescasa<1l,a=1et o> 1.

Dans toute la suite de ce chapitre, A > 1.

[V.5]
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Temps long

Supposons que « > 1. On se contente dans ce cas d’'un développement au premier ordre. Dans
ce cas, pour tout z € [—A,A], A+x < 24 < 2A% donc 0 ¢ [-A — x4+ 2A%,2A%], si bien que

RyN[-A—2+2A4%24% = [-A — x4+ 2A%,2A%]. Ainsi, en reprenant [@] ,
A A« 92q+3 A(2¢+1)a+1 Aa—l 1 2q+2
J Ae A:2/ / 0 dy do = 1+ (1—) —1] .
Az q(4) —AJ-A-—gi24e vy 2q+1 2¢+2 Aol

En utilisant le développement asymptotique suivant

1 2¢+1
1 1— 2q+2 1 — O 2
+ (2¢+2)x (( 2 ) om0 2 o(27);

on en déduit que
Jae g(A) = 220+2 g20q+2 | 0, (A3+a(2q—1)) '

A—o0

Par conséquent, d’apres le développement exposé dans le Lemme , on conclut que

22042 g22a+24,. 4 (0)2 A3+a(2¢-1) A20q+2 . .
% AToq + Oxg (W) + Oxg (W) Sl ¢ impair
4Ny (0)2229F2 A22q+2 A3+a(2g-1) A20q+2 . .
. g (W) + Oxgq (W) S1 q pair

B {4A2¢q—1(0)2 + OM (AS—a) + OA,q (ﬁ) si ¢ impair

(X0 ] =

A—o0

22q A2ag+2a

16247 _(0)2 . .
—en— T Oxg (ﬁ) +Oxq (ﬁ) si ¢ pair

{4A2¢q—1(0)2 +Oxgq (A3_a) si ¢ impair

16X%y! _,(0)2 1 ) ]
—e o T Oxg (m) si ¢ pair.

Temps moyen

Traitons le cas d’égalité o = 1. Les termes principaux seront les mémes, mais les restes different.
Pour presque tout x € [-A, A], 0 ¢ [A — x,2A]. Ainsi, Ry N[A — z,2A] = [A — z,2A] et en reprenant
[@], on a cette fois
22q+3A2q+2

A 2A 9
A :2 qd d =
Ja,q(A) /_A/A_xy y dz 50 12

D’apres le développement du Lemme , on en déduit que

22‘”3A2q+21/; _1(0 2 A2a+2 . ) .
{ (2q+2)22q(f42q( " 4 Oxgq (W) si ¢ impair

E {X/(\?Aa (A)Z} A_:>oo 4)\222q+3A2q+2w;71(0)2

A29+2 . .
GorpmaAzate T Oxg (A2Q+4> Sl g pair

%+1
16X%y; 1 (0)?

2
g1(0)F g2 4 Orq(1) si ¢ impair
Azoo | b + Oy (%) si ¢ pair

Temps court

On suppose enfin que o < 1. Pour estimer des distances dans la section H, nous avons besoin
des développements a l'ordre 2. Puisque v < 1, 0 € (—A — z + 2A%,2A%) pour = € [2A% — A, A],
auquel cas Ry N [—A — z 4+ 2A%,2A°] = [0,2A4?]. Sinon, pour = € [—A,2A% — A], on a simplement
RyN[-A—2+2A4%24% = [-A — x4+ 2A%,2A%]. Ainsi,

2A—A p2A¢ A 2A«
Jaa g(A) = 2/ / y2q dy + 2/ / yzq dy.
—A —A—x+2A 2A2—A JO



V.2. Décomposition en chaos et normalisations 77
On calcule ces intégrales, et on obtient I'expression exacte suivante
22q+3 A2aq+a+l 22q+3 A2ag+2c 92q+3 p20q+a+1
Jae g(A) = . = T 40, (A%) . [v.6]
’ 2q+1 (2¢ +1)(2¢ +2) A—»oo 2q+1
On en déduit grace au Lemme que
22443 A2aqtatly, 4 (0)2 A209+2c A2aq+a+1 .. .
(@) ) 22qA2aq(2q+ql)l( Sy Oxgq (W) + Oz 4 (W) si ¢ impair
E |:X)\,AO‘ (A) :| A—:>OO 22q+3A2aq+a+l,4)\2#2(/1_1(0)2 A2aq+2a A2aq+a+l . .
320 A%0a T2 (34 1) + Oxg (W) +Ohgq (W) Sl q pair

En simplifiant, on obtient

8ihg—1(0)? Aot O)\,q (A2a) + O)\,q (Alfa)

2g+1
32X (’1_1(0)
2q+1

si ¢ impair

2
A7 + 0y 4 (A739) + Oy 4 (1) si g pair

Dans les cas pairs et impairs, le premier ordre est connu sans ambiguité (ce sont exactement les

premiers termes écrits ci-dessus).

Résumé de la discussion

On résume sous forme de tableaux les développements asymptotiques qu’on a obtenu. On 1’écrit

sous la forme

E[X\)h (4)?]

A—oo

Coefficient x A% 4 o, , (Aordre) ,

ol 0y 4(A°4r) désigne une fonction g telle qu’il existe €y, : Ry — R vérifiant g(A) = €y 4(A4)ATde
et €x,4(A) tend vers 0 lorsque A tend vers co. Commencons par expliciter les ordres principaux.

‘ Ordre principal ‘
« a<l a=1 a>1
q Temps court | Temps moyen | Temps long
q impair Alfa A? A?
q pair Al-a 1 A2

Il est intéressant de noter que la convergence ne dépend de q qu’a travers sa parité, ¢ n’apparait pas

explicitement dans les expressions des ordres. De plus, constatons que les ordres dans les cas impairs
dominent toujours ceux des ordres pairs. Explicitons désormais les coefficients. Rappelons qu’on a
noté 1,1 = ﬁHq,lgo, ou Hy_q est le (¢ — 1)-éme polynéme d'HERMITE et ¢ est la densité de la
gaussienne standard.

‘ Coefficient ‘
a a<l1 a=1 a>1
q Temps court | Temps moyen | Temps long
. . 8¢q—1(0)? A9pg—1(0)?
g impair 7¢§q—1&-(1) 7%(1 _ﬁf ) 4ahy—1(0)?
. 32)%¢) _1(0)? 16A%4) 1 (0)? \24 9
q pair 2¢+1 q+1 16 ¢q—1(0)

Dans toute la suite, on notera o(q) les coefficients apparaissant dans le cas a < 1 pour ¢ impair :

22 8¢q—1(0)2 _

V.7
2g+1 .l

a(q)



78 V. Temps de séjour des ondes

Cas du temps long : Théoréeme Limite vers une loi de Radema-
cher

On cherche dans cette section a démontrer le Théoréeme . Soit « > 1. Nous venons de montrer
qu’il est pertinent d’utiliser la normalisation %X A4 (A), via le calcul de la variance des projection
sur chaque chaos. L’ingrédient principal repose sur ’auto-similarité suivante du processus u solution
de I’équation des ondes.

Lemme V.3.1 : Le processus u = (u(t,x),t > 0,z € R) est auto-similaire d’indice 1 : pour tout ¢ > 0,
l’égalité suivante est vérifice au sens des lois finies-dimensionnelles

(u(et,cx),t =2 0,z € R) of (cu(t,z),t > 0,z € R).

Démonstration : Puisque les deux processus en question sont gaussiens, pour montrer qu'ils ont mémes lois finies
dimensionnelles, il suffit de montrer que ces processus partagent méme espérance et méme fonction de covariance.
Les deux processus sont centrés. Quand a la fonction de covariance, il s'agit de constater que pour tout ¢ > 0 et
z € R, Gy(ct,cx) = G1(t,x), si bien quesit,s >0et z,y € R

“+o0
E[u(ct,cx)u(cs,cy)] = / / 1j0,ct)n[0,es] (T)G1(ct — T, cx — &) A€ dr
0 R

+oo
= /0 /R]-[O,t]ﬁ[o,s] (T)G1(t — 7,2 = §) dE dr
= E[u(t, z)u(s, y)].

On en déduit que ces deux processus sont bien égaux en loi, au sens fini-dimensionnel. O

On va aussi utiliser le fait suivant, qui est conséquence immédiate du Théoreme de 1’Application
Continue (Continuous Mapping Theorem, CMT dans la suite).

Lemme V.3.2 : Considérons deux processus stochastiques (u(t,z),t > 0,z € R) et (v(t,x),t >
0,z € R). On suppose que u et v admettent mémes lois finies-dimensionnelles. Soit f : R — R une
application continue par morceauz. On suppose que si Dy est l'ensemble des points de discontinuité de
[ alors pour tout t > 0 et x € R, u(t,x) ¢ Dy P-presque sirement. Alors pour tout A >0, et a > 1

A . A
/ F(u(A%,z)) dz 12/ Fo(A%, 2)) da
_A A

I’énoncé est bien entendu rédigé de sorte qu’il soit applicable directement dans notre cas, mais on
aurait pu le rédiger de maniere plus générale.

Démonstration : Par le CMT, puisque par hypothese, u(t,z) et v(t,x) ne sont presque sirement pas point de
discontinuité de f, on a égalité en loi des sommes de RIEMANN associée aux intégrales. Ces sommes convergent
presque slirement vers les intégrales, donc les lois des sommes de RIEMANN convergent vers les lois des intégrales,
ce qui conclut ce Lemme. O

Démontrons le Théoréme .
Démonstration du Théoreme : On suppose que o > 1. On note

Xy, a0 (A) = Sy a0 (A) — E[Sy ae(A)],
comme dans la section précédente. Alors

lXA’Aa(A) - /A Liu(aez)zay dz.
A AJ_4
Par auto-similarité de u (Lemme ) au sens des lois finies-dimensionnelles, on a

(u(A%t,2),t >0,z € R) 2 (Ao‘u (t,%) ,t>0,xeR).
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Ainsi, puisque pour tout t > 0, x € R, la variable u(t, z) est gaussienne (non dégénérée), elle n'appartient P-presque
jamais a I'ensemble de discontinuité de x € R + 17,13, a savoir {\}. Par le Lemme V.3.2, il suit que

%XA,A"‘(A) 2 % L, (1{u(1 P hh(l%bﬁﬂ) de.

Par un changement de variables, on en déduit que

;X)\,AQ(A)E/t (Lot B[l )s ] ) 0o [V.8]

Si o =1, le cas d'un temps dit modéré, alors [@] donne dans ce cas

;XA,Aqu/l (Lo ey ~E [Lfuimsan]) e

Par convergence dominée,
1

1
/ (Lumsa} —E Luaosay)) 92— [ Quowso —E[Luaase]) d

A— oo 1

Or, u est spatialement stationnaire. Plus précisément, pour tout = € R, u(1,x) suit N'(0,1/4), donc, toujours en
utilisant le Lemme V.3.2,

1 .
/1 (Luorz0r = B [Luoz0y]) dz 22 Lizn0) — 1,

ol Z suit N(0,1/4). La variable 2 - 1{750; — 1 suit la loi de RADEMACHER. On en déduit alors que X 4« (A)
converge en loi vers cette méme loi, lorsque o = 1.
Pour o > 1, une convergence dominée appliquée a [@] donne directement

1
/,1 (Matmem)s 2t = B [Muipems 2 ]) 48 500 a0 — 1

Puisque u(1,0) suit N'(0,1/4), cette variable suit toujours la loi de RADEMACHER. On en déduit la convergence en
loi annoncée. ]

Remarque V.3.3. Soit ¢ suivant une loi de RADEMACHER. Il est bien sfir immédiat que E[¢%] = 1. Si
on ne sait pas que la loi limite de %X A (A) est une telle loi, on aurait tout de méme pu calculer cette
espérance. Si € suit la loi limite, alors d’apres la discussion effectuée dans la section précédente, seuls
les chaos d’ordre impairs ont une influence sur la limite. Les chaos d’ordre pair tendent vers 0. Nous
le prouverons dans la section suivante. Ainsi, en utilisant ’expression de chaque premier coefficient
dans le développement asymptotique de IE[X a0 (A)?], on a

2 (-2 _23% 1 (%
> 4 a(0?=4 Y %q, —; > 21 (5 )1 7 Car i\ g )

q impair q impair q impair @ q=0

Cette derniere somme est usuelle. Par exemple, on peut la calculer en interprétant ﬁ comme

fol x%1 dzx, puis avec la formule Z:{i% (Qg)u” = Jll—ﬂ’ pour 0 < u < 1/4, qui se démontre avec

par exemple une équation différentielle. On en déduit donc que E[¢2] = 1. Néanmoins, une telle mé-
thode ne fonctionne pas aussi bien pour le cas a < 1, ot le résultat ne peut hélas que s’exprimer sous
la forme d’une somme de série. )

Remarque V.5.4. Que se passe-t-il si on applique le raisonnement de la démonstration pour o < 17
La normalisation est différente, d’apres les calculs effectués précédemment. Notons 5 = (1 + «)/2 €
(1/2,1). Alors

1 A
Aﬁ —= X 40(A) = ﬁ/ Tiyaez)=ny — E [1{u(Aa,x)>A}D dx

2 [ (i) ~E [aens 2)])

ol 9415 (1{u(1,0)>%&} -k [1{“(1’0)2*‘%}}) '
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La normalisation fait que le terme devant l'intégrale ne s’annule pas. A'=# explose, tandis que la
variable converge P-presque siirement vers une loi de RADEMACHER. &

Temps court : Théoreme Central Limite

On suppose a < 1. On a déterminé la bonne normalisation dans ce cas, et on définit

A 1

Z)\7Aa (A) - QX)\,A”‘ (A)

A+a)/
On cherche a démontrer le Théoreme . On suit la démarche initiée dans [Phal3]. L’idée est la
suivante : on développe Z en chaos de WIENER (c’est ce qu’on a en fait déja fait dans la section [l)), et
on étudie la convergence d’'une somme finie de ces chaos. Observons que les chaos d’ordre pair tendent
vers 0 dans L2, et donc que seuls les termes d’ordre impair contribuent & la limite.

On considére A — M4 envoyant tout réel A > 0 sur un entier M4 positif qu'on suppose croitre
vers +o0o. On choisira en fait une telle application de sorte qu’on dispose d’une vitesse de convergence
vers 0. On considere pour g > 1, la variable

s Baulq) [4
Z&?ﬁxa(!‘l) = WLA I (-g%g,x) da.

Il s’agit de la projection sur le g-eme chaos de Z, d’aprés la Proposition . On considere la
troncature de Z a ’ordre M 4, donnée par

M4
A
23 (A) 23 20 (4),
q=1

et on fait le découpage suivant

dw (Z)\7Aa (A),N (0, 0'2) )

< dw (2o a0(A), 204 (A)) + dw (224 (A), N (0,03, ) ) +aw (N (0,03, ) .V (0.02) ),

ol g? = g impair a(q)?, avec o(q) donné par [B] etoy, = U[Zi\ﬁ‘a (A)] est 'écart-type de Zﬁ\\j{f“a (A).

Le premier terme exprime la différence entre une variable développée en chaos, et une somme
tronquée, elle se majore dans L?, et nécessite donc une étude de E[Zgﬂa (A)?] pour tout ¢ > 1. Le
deuxiéme terme se maitrise grace a la méthode de NOURDIN-PECCATI, et nécessite d’estimer des
variances de carrés de normes de dérivées de MALLIAVIN de ZMA. Enfin, le dernier terme est une
conséquence de la convergence de ojps, vers o. Les prochaines sous-sections développent ces trois
convergences.

Convergence des restes du développement en chaos

Proposition V.4.1 : Soit M > 1 un entier quelconque. Alors il existe C > 0 ne dépendant pas de
A, a, M ou encore A telle que pour tout A > 1,

C 4 C
NS ENGTE

dw (Z)\7Aa (A), Z%Aa (A)) <

Démonstration : Puisque les deux variables sont dans L?(IP), on a immédiatement

e (2 e (A, 28000 () <E[(Zrne) - 200 = || 30 B [20002)
q=M+1
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Or, a g fixé, les calculs effectués dans la section E via [@], montrent que

2
(@) 2] _ 1 (a) o] 1 1 2)
E [ZA?AQ (A4) } = el [X)\?Aa (A) } = it 324 g2aq Va1 <Aa Jae q(A).

On a vu que J4o ¢(A) avait une expression exacte, donnée par [E]. Ainsi,

1 1 2 2 92¢+3 g2aq+a+l 92¢+3 f20q+2a
B[40 (47] - () ( )

At7a 333 4205 Vo1 | o 2q + 1 B (2q +1)(2¢+2)
S (B) - (B
2q+1 =1\ 4e (2¢+ 1)(2¢+2) '\ A ) Al-a

Or, la borne suivante est vérifiée :

¥ = supsup — | H, ¢(@)|e(z —supsup\/q—k 1jabg ()] < o0. [v.9]
q>1w€R\/ﬁ g=1 zeR

Regarder par exemple [Sze39]. Il suit que pour tout ¢ > 1,

W2 1 1
E |29 . (A)?] < 1— .
{/\7 ( )} q(2q+1)< 2q+2A1°‘)

Enfin, grace aux équivalents Zq a1 1/q* ~1/M et Zq V1 1/4® ~ 2/M?, on en déduit qu'il existe une constante
C > 0 ne dépendant d’aucun paramétre pour lequel

> E[A0.0] < &b 5o
q=M+1

Cela conclut la démonstration de cette Proposition. ([l

Convergence des sommes tronquées

On cherche a exprimer dans cette sous-section une approximation par une gaussienne. On applique
pour cela les techniques de la méthode de NOURDIN-PECCATI, qui sont bien adaptées puisqu’on se
place dans une somme finie de chaos de WIENER. Rappelons qu’on a considéré dans la section
un processus isonormal défini a partir du bruit blanc W dirigeant 1’équation des ondes. On a noté
u(t,z) = I1(gt,z). On considere les opérateurs de MALLIAVIN associé & ce processus isonormal, définis
sur H = L?(R; x R). On note ||-||;2 la norme associée, et pour ¢ > 1, on notera |- HL2 la norme

hilbertienne usuelle sur L?(R? x Rq) de sorte que la formule d’isométrie s’écrit pour tous g > 1 et
frg € L§(0,1)4,
E[I4(f)Io(9)] = a/(f. 9)1z

Avant de débuter, énongons un Lemme connu sur les contractions.
Lemme V.4.2 : Soient n,m > 1, f1,g1 € HO" et fo,g2 € HO™. Alors

5 B n|m' nAm
(1 ® fo,01 ® ga)yyenrm) = (n+m) , (J1 ®r g2, 91 ®r f2)yenim—2r).

D’apres le Théoreme du Quatrieme Moment, pour prouver une convergence vers la gaussienne, il
est bon de connaitre la variance du carré de la norme d’une dérivée de MALLIAVIN. C’est ['objet du
Lemme suivant.

Lemme V.4.3 : Soit ¢ > 1 un entier quelconque. Alors pour tout A > 1,

2 2\ 1
Jewarian (2)

Var {HDZ@M (4)| =)
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Démonstration : |l s'agit de calculs classiques, bien que longs, qui utilisent la formule produit. Repartons de
|"expression [@] de la Proposition |V.2.1, donnant
@ 1 e
q
Zy e (A) = WBA,AG (q) /_A I (gAg,ac) dz.

Ainsi, en permutant dérivée et intégrale de LEBESGUE sur un compact

Bya-(q) [*
D.Z;?AQ(A) q\/AT(a)/AgAa’I(‘)I (gf&q 1)) dx.

Ainsi,

2 B)\ A‘l 1
HDZ,\ A”(A)‘LQ = AHQ / / (gae ) gae y)r2dg— 1( Agt )> I (gf&q )> dy dz.

On cherche a calculer la variance de cette variable aléatoire. Développons-la en chaos, grace a la formule produit.

(@) 2
Dz (A)H

By, = ( g—1 D~ ®-1)

=7 A1+a / / (9ae 2 9ae y) L2 {E '( . 12<q - n( S D@, 64 oLy ) dy dz
QB)\,A')‘(q)z = g—1 r+1 ®(qg—1-7) 5 ®(g—1-7)

= 4 Alta ZT! r 12(«1—1—7') M A<9Au,z7gAu, e JAe @G pay dy dz | .

r=0
L'espérance de cette variable se retrouve au terme numéro r = g — 1, si bien que par orthogonalité des chaos, on
retrouve

2

i

Var [HDZ@M (4)

2
B)‘ Aa T 1—7r 1—7r
¢ A2+2a Z ( ) q—l—r H/ / (g 2, Ao )7 +1 gA(Eq )®g®(q ) dy dz
=0 Lo
2(q-1-)
P Z ("] ) (Ga=1-0) [ (e gan )i Gamar g )
: T “, 2 «,x’ ayl)r2
A2+2a - A y/L y'L
<g§§q - ”@ Aﬁq GGl T Gl ”> ] dy' dz’ dy da.
2(g—1—r)
Or, pour —A < z,y, 2",y <Aet0<r<q—2 daprés le Lemme ,
1—r 1-r 1—r 1 T
<gA§q )& A((xq )7gA(q )® ®(q )> ]
L2(q 1—r)
(q_l—T)|2 Qir (q_l—r) ®(g—1—r1) ®(g—1-1) ®(g—1—r) ®@(qg—1-7)
: qg—1-r q—1-r q—1-r qg—1-r
(Z(q— 1—7"))! ‘ y y Ly

(q—1— )2 qzl:r(q—l—r)2< o v
= T 1 JAe xy JAx oz ) [2\GA ys JA> y' ) 12
20-1-n) = k Y Y

<gA(ql1 r— k)® A(gq-1 r— k)’gi)(gc{yflfrfkr)(g A((yq 1—r— /’€)>L2
2(q—1—r—Fk)

—1—r 2
(g—1-1)? ! q—1—r X .
(Q(f] -1- T))! k=0 k (9ae 2, gae 20 )[2(gA0 y, Gaa ) T2

q—1— >q7177‘7k )

{gao o, gae )02 T T (GA0 0, gac )

Ainsi, pour I'expression de la variance, on a

2 B 4 q—2 4 q
4 x4 ( 2(4— 2
L2:| - A2+2o¢ ZT' ( > (@=1-mn)

r=0

Baae (@)t 2 (a—1\?"& fq—1-1\>
=q'(¢—1)" :\4124+2o< Z(q ) Z <q L )Jq,r,k(Aa)a

r=0 k=0

[

—_

|

5

VR
Q

\

> =
\

3

~_
QK‘
3
e
N
S~—

Var {HDZ@W (4)
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ou

Jq,r,k(Aa)

A

—k —k
/[ ]4<gA°‘,z7gA"‘,z’>lz2 <gA“,y7gA°‘7y’>I[€,2 <gAa,z7gAa,y>%2 <gAa,x’7gA°‘,y’>%2 dx dy dml dyl
—AA

Jusqu'ici, les calculs sont tres généraux, et n’exploitent en rien I'expression de g, ... Désormais, on spécialise les calculs
sur notre étude. Rappelons que pour toutt > 0, z,y € R

1 1
(9t,5 9t.y) 12 = Elu(t, z)u(t,y)] = T6(|x -yl - 215) 1ozyi<oty = *Pt(|~’C —yl).

Par conséquent, (remarquez que seul |'aspect stationnaire en espace de la solution est exploité)

Jg.r k(A7)

1 B B
= 162q/[ s pac(lz = ') pac(ly — v/ ) pac(lz — y) I Fpac (|2’ — y'[)?* dz dy da’ dy'.

On effectue le changement de variables 4-dimensionnel suivant

21 r—x 1 0 -1 0 x
2| |y-v¢ 0o 1 0 -1 Yy
zz|l |-y 1 -1 0 0 '
Z4 y' 0o 0 0 1 y'

Notez que le cette matrice admet un déterminant égal a 1, et que

/ /

Py = (o= ) @y - y) = —a

Enfin, ce changement de variables envoie —A < z,y,2",y < A sur —2A < 21,29,23 < 2A et —A < z4 < A (de
maniére non bijective, les espaces qu’on vient de décrire sont plus gros que I'image de la matrice par [~ A, A]*). Ainsi,
c'est a partir d'ici qu'on manipule des inégalités, et on obtient

Jg.r b (A%)

1 A
2 / / pac(lz1) pac(lz2))"paa (|23]) 7 pan (| = 21 + 22 + 23])77F da1 dzp dzs p dz
169 J_4 | J—24,243

N

2A k _
= 1@ / pas(|21))*paa(|22])*pan (|23)T ™ pan (| — 21 + 22 + 23) 77" dz1 dzy dzs.
1629 Ji_o4 243

Or, on a I'inégalité suivante paa(|z|) < 4A2a1{‘z‘<2Aa} (remarquez qu’on utilise seulement qu'a partir d'ici une
propriété réellement inhérente au probléeme étudié, et qu'on a quitté la sphére des calculs généraux pour des processus
stationnaires en espace). On obtient

Jq.re(A%)

2A 2q Adaq

1oz A L{jzi<2a0y 1 {jza1<240 Hlza1<242) L =21 4 2201240} 21 d2p d2g
[—2A4,24)3

N

2 4aqg+1 24 ’ 1 4agq+3a+1
< = Atea 1iiaconey dz | = ——— Adaa+3atl
169 /_2A {lel<240) €2 1641

On peut alors revenir au calcul de la variance.

2 By e 4<I2 NI 1\ 2
4 2 DX A Z q Z q «
L2:| =q (q 1 ' A2+2a < ) < k > Jq{’"vk'(A )

r=

Var {HDZ&?LQ (4)

2 1—r
<q4<q_1)!QB)\’Aa(q A4aq+3“+1qz g—1 2<1Z g—1—r 2
= 1691 A2+H2a k
q4(q - )'2 B)\ A”‘( ) A4o¢q+3a+1

1 qg—1 2 2(q—1—r)
169-1 A2+2a s g—1—7r )

Q %
NJO
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Or, (2([1‘1__11__:)) est le coefficient numéro ¢ — 1 — r dans le développement du polynéme (1 + X)2(@=1=") On dispose

de la majoration (trés peu fine) (Q(qulljf)) < (1 +1)2@=1=7)_ On en déduit

2
2 :| < q4(q — 1)'2 B, A"‘( A4aq+3a+1 [IZ (q > 22 g—1+47)

(q)
Var [HDZ&A“ (A)‘ L2 169-1  A2+2a

7=

4 2 4 g-1
q*(q—1)!1? By a2 (q9)* 44 +3a+1 —147r
< 16q71 A2+2a AT Z 2
o q4(q — 1)!2 1 1 16q 2\ . A4aq+30‘+19q71
= 1691 A2+2a q|2 Adaq q 1 Aa

2 1
1 2
<16-9777¢" g (Aa> Aia

Il s’agit de I'inégalité attendue, cela conclut donc cette démonstration. (I

2

Appliquons la méthode de NOURDIN-PECCATI pour la Proposition suivante.

Proposition V.4.4 : Soit M > 1 un entier quelconque. Il existe une constante universelle C > 0
telle que pour tout A > 1

dw (2340 (4), N (0,03,) ) < A(fang.

Démonstration : D'aprés la méthode de NOURDIN-PECCATI, plus précisément, d'apres le Théoreme , on a

w (24 (AN (0,.0%) ) q/fza [(0—2M—<D< L) 2. (4), DZW<A>>L2)2]1/2

1/2

Par inégalité triangulaire dans L2(P),

dW<Z§V{A0(A) OO'M [ZZVM [< >(A),ngff’>a(A)>L2r/2.

q=1q'=1

Puis, par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans L?(P) ® L*(R; x R)

dw(zivaa(A) OUM \f ZZ Var[

q=1q'=1

5 11/4
L2:| ’

1/4
‘DZ&‘?AQ H 2] Var [

DZ{). (4)]

Enfin, d'apres le Lemme précédent,
_ 1
(ZA 0 (A), N (0,0%) \/722 ~4- 37 g,y (> V' bg 1 (> Aijz—ajz’
q=1q'= 1
D’ou finalement, en majorant 1/ par 1 et en calculant les sommes géométriques,

9M

, 22
dw (ZQ?AQ (A),N (0,0%4)) < \/;3\112141/204 7

ol ¥ est donnée par [@]. Cela conclut la démonstration. ([l
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Convergence des écarts-types

Proposition V.4.5 : Soit M > 1 un entier quelconque. Il existe une constante C > 0 ne dépendant
que de X telle que pour tout A > 1,

dW(N (0’012”) N (0’02)) < Ml/C;AO‘ - Aia + 0242;/2 + %

Démonstration : Les deux lois manipulées sont gaussiennes, on en déduit que

O' )

2 comme la somme des variances limites des chaos

8¢,_1(0)2
2 q
o= 2. 2q+1

q impair

Rappelons qu'on a défini o5; comme I'écart-type de ZM, et o
impairs :

oll, d'aprés les calculs de la section E

81/’(171(0) _ (9) 2
Soir = Am E[Z0. (47,

Cette double limite (dans la somme, et en A) empéche de conclure immédiatement que o; converge vers o lorsque
[M — oo]. Estimons donc la différence entre o2 et o3%,.

8
ol =| - Sn ]

q impair

M M 400 2
8¢g-1(0)° (@) 2 ) (9) 2 8¢)4-1(0)
< ———— —E|Z)",.(A E|Z, (A —_
> (S5 -elaner]) e ]| +| 3 SE
q impair q pair q impair
SA+B+C.

Commencons par estimer A. Pour cela, on utilise |'expression explicite suivante, qu'on a vu dans la Démonstration
de la Proposition , valable pour tout ¢ > 1

@ (42 2) 8 2A\? 1
[0 = g (3) - e () 7

Ainsi,

8¢4-1(0)* @ 8 22\ 2 ) 8 AN\ 1
;Qﬁ -E [Z,\(,]A“ (A)Q] 2q 1 VYg-1 <a> — -1 (0)" | — W¢q_l <Aa) =

Or, 1g_1 Vérifie

1 -1
Vima @) = <o (0= DHy2(2) = ol (@) ) (o) = Sy (0)0(0) = =V (), [v. 10]
si bien que sup,cp [¢,_1(7)| < ¥, avec ¥ donné par [@]. En appliquant le Théoréme des accroissements finis, on
en déduit que
1602 2]\ 82 1
T 20+ 1)y AY g(2q+1)(2g +2) Ao

81)4-1(0)?
ot e [Ane] <

En utilisant I'équivalent Zq 1 q3/2 ~ ﬁ et le fait que Z@l 5 converge, on en déduit qu'il existe C' ne dépendant

d'aucun parametre pour lequel
|A|C C

A< M1/2 A + Al—a’
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86
(@ (A) converge dans L2

Passons désormais au terme B. La normalisation imposée montre que pour g pair, Z, )«
.

vers 0, puisque

B (20 (47) = g (= (X0 (47]).

2./ 2
ol 1—=E {X/(\‘flxa (A)Q} tend vers %"7;11@ lorsque [A — oo]. Montrons que
CvM

Mo
> = B [0 ()] < =5,
=1

ou C ne dépend que de . Pour cela, on fait le découpage suivant

M M 2 1.1 2
1 2 32)‘ wqfl(o)
D B Man(?] - ) —5
g=1 q=1
q pair q pair
M M
8 2\ 8 2\
= A* = —4)\2 0)2)] - S
; 2q +1 (( Y- 1( )) Vil >> ; et D212 1( )
q pair q pair
M 32\ T 2\ 32020 1
< A%, 1 [ Z2) =2 .
> ot [ (G) - 20| T S

q pair

Or, en utilisant le fait que 1/)q 1= Vq+1/q+ 21pg41, et la définition de U donnée par [@],

o 22X , 2)2
A%g da )~ 2Mp_1(0)] < ﬁ\/Q‘F 1v.
On en déduit que
M M 2,0,/ 2
1 2 32)‘ 1/’(1—1(0)
Z AlfaE [X/\vA” (4) ] - Z 20+ 1
q=1 q=1
q pair q pair
64)\2\112 Z \/q+1 32)\2¥ Z 1
g1 A Gome 2a+1)(29+2)
q pair
<o¥YM
A2a”’

~ 2/ M. Ainsi,

ol C ne dépend que de A, via I'équivalent Zq 1 1/2

1 &L
B= > e [X, 40 (A)%]
qg=1
q pair

M M 2 17 2 M 2,1/ 2
1 1 3202y, (0) 1 322241 (0)
< — —— E[Xy 4a(A)?] — BN it DT o7 eV
AZa ;AH X0 (4)7] ; 2q+1 +A2aq; 2q+ 1
q pair q pair q pair

CvM
< ——.
AQ@
Enfin, pour le terme C. Puisque 41 (0) < %, il suit que

+oo
1 C’
o< 3 e S
v (2q+1) M’

ol C ne dépend d'aucun paramétre.
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Démonstration du Théoreme

A Taide des trois derniéres Propositions, nous sommes en capacité de démontrer le Théoréme
Limite pour a < 1.

Démonstration : Comme annoncé en préambule de cette section, on considére A — M 4 une application envoyant
A > 1 sur un entier positif, qu'on suppose croitre vers +00. On la fixera en fin de démonstration. On effectue le
découpage suivant.

dw (ZA7A” (A),N (O, ‘72) )

< aw(Zae (A, 25 () + v (A4, (AN (0,03,) )+ aw (V (0,03,) A (0,67)),

Les Propositions }\/41] }\/44] et }\/45‘ concluent qu'il existe C' > 0 dépendant de \ telle que pour tout A > 1

dw(Z,\,Aa(A),N(O,OQ) )

S VMsy VM4AQ-0)/2 0 Al=a)/2 VMaAe ' Al-e A2 M

. . T . 1/2
Quel que le soit le choix de M 4, tous ces termes tendent vers 0, a 'exception de ﬁ?ﬂ\“ et A}M MA/ , dont la

convergence vers 0 n'est pas toujours vérifiée. Pour s'assurer de la premiére, on doit choisir M4 de sorte que

3Ma 1 -«
mzexp (MAIH?)_ B) IHA) oo 0.

Donc tel que

MsIn3 11—«
IHA( nA 2 >A—>oo oo

Pour cela, il suffit que ; M“‘ soit borné et que

MyIn3 7 11—«
InA 2

<0,

c'est-a-dire que My < 21 5 2 In A. Considérons alors pour A > 1

A
My —maX{O {41 3 lnAJ}

3Ma AT 1

All—a)/2 S AlfTa T AQ—a)/4T

Alors grace a ce choix, on a

On conclut alors sur I'estimation suivante : puisque M4 < C'ln A, avec C dépendant de «, on a alors I'existence
d'une constante C' dépendant de A et «a telle que

dw(Z)\7Aa (A),N (070'2) )
C C C C C CvIn A C

A Vmaat-orz T atan T ypage tare T e Tha

d’oli la distance en —— annoncée. O
VIn A
n







CHAPITRE V1

Estimation du parametre de diffusion
dans I’équation des ondes
multiplicative

« — Travis se trompe. Elisabet es-
sayait de faire en sorte que la vie ait
un futur. Elle se souciait de tout le
monde.

— Je n'en suis pas si stir. Les personnes
exceptionnelles suivent une route de
solitude. Toi et moi le savons mieux
que quiconque. »

Aloy a Sylens, Horizon :Forbidden
West, 2022

RESUME

On considéere 1’équation des ondes stochastique multiplicative, dirigée
par un bruit blanc en temps et en espace, en dimension 1. Avec les
techniques du calcul de MALLIAVIN, on détermine le comportement
asymptotique des variations quadratiques temporelles de la solution.
On discute aussi de I’application de ce résultat en statistiques, a travers
I’étude d’un estimateur du parametre de diffusion.

L’étude des p-variations de processus stochastiques admet une longue histoire. Les p-variations
sont utilisées dans différents domaines des Probabilités et dans les statistiques : dans le cadre des
semi-martingales (regarder par exemple []), des chemins rugueux (regarder ]), ou encore
dans 'estimation de parametres pour différents modeles stochastiques (regarder [Tud13]).

Plus récemment, I’étude des p-variations de solutions d’équations aux dérivées partielles (EDPS
dans la suite) a eu un intérét accru, principalement grace a leurs énormes potentiels pour des appli-
cations a 'inférence statistique. Par exemple, les p-variations (en espace ou en temps) de solutions de
I’équation de la chaleur stochastique a été traité dans [IFTO?i], [ﬁ{pﬂ] (laplacien fractionnaire pour
I’équation additive), tBqu tBTQd], [bHQd] (dans L2(0,7) ou L2(R)), tHT2]J |CD2j (étude d’un
laplacien fractlonnalre dans un cadre multiplicatif),ou encore [GT23] (brmt non gausswn).

A propos de I’équation des ondes stochastique, la littérature est moins riche et les travaux précé-
dents sur les p-variations a propos de cette EDPS ne concernent, & notre connaissance, uniquement
les situations ot le bruit aléatoire est additif. A propos des travaux liés aux p-variations de la solution
de cette équation, regarder [lAGT22h, [bSTZd] ou encore [] Regarder aussi le récent livre []
pour une exposition plus compléte sur le comportement des variations de solutions de plusieurs EDPS
et leur application en statistiques.

Dans ce travail, on souhaite apporter une premiére contribution a I’étude des p-variations de la
solution des ondes multiplicative dirigée par un bruit blanc en temps et en espace. Plus précisément, on
étudie les variations quadratiques (ou 2-variations) temporelles de la solution de I’équation. L’approche
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utilisée dans ce travail n’est pas la méme quand dans le cas de I’équation de la chaleur non linéaire.
En effet, dans ce cas de ’équation de la chaleur non linéaire, ’idée principale de cette étude repose
sur une approximation des incréments de I’équation non linéaire par des incréments de 1’équation
linéaire multiplié par une quantité indépendante fonction de la diffusion (regarder [PT07] ou [GT23]).
Ici, notre approche est différente et utilise entierement les techniques du calcul de MALLIAVIN. On
arrive a identifier une partie dominante de la variation quadratique, ou les incréments du noyau de
GREEN sont présents, et on obtient ainsi une limite pour cette partie dominante. La limite obtenue
est différente du cas de I’équation de la chaleur non linéaire.

Nous allons aussi discuter de conséquences immédiates & propos de ’estimation du parametre de
diffusion dans le systéme étudié, en définissant un estimateur consistant pour ce parametre. Mention-
nons aussi que pour nombre d’EDPS, et en particulier pour ’équation de la chaleur stochastique, la
variation quadratique permet d’estimer le parametre de dérive. Dans notre cas, la méthode usuelle
pour une estimation de la dérive ne fonctionne pas, a cause principalement de la forme complexe de
la limite. Nous commentons ces aspects dans la section

Ce chapitre est divisé comme suit. Nous introduisons dans la section m les résultats liés a la solution
de I’équation des ondes, en démontrant sa dérivabilité. Nous démontrons le résultat principal dans la
section P, a savoir la convergence en probabilité de la variation quadratique temporelle de la solution
vers une limite explicite. Dans la section B, on discute de quelques aspects a propos de ’application
de ce résultat a I'estimation de parametres. On conclut avec des résultats de calcul de MALLIAVIN
connus mais non expliqués au sein du Chapitre |[.

Préliminaire sur I’équation des ondes stochastique
Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. On considére W un bruit blanc sur R x Ry : il s’agit d’un

processus gaussien centré (W (t, A),t > 0, A € By(R)), ou Bp(R) est ensemble des borélien bornés, et
dont la fonction de covariance est donnée pour s,t > 0 et A, B € By,(R) par

E[W (¢, A)W (s, B)| = (A s)Leb(AN B).

A partir de ce bruit, on associe I’équation différentielle suivante.

D (4, x) Pult,x) + o(u(t,x))W(t,z) t>0,zeR

a2
u(t = ):O zeR
Gu(t=0,2)=0 z €R.

On suppose que 0 : R — R est globalement Lipschitzienne, avec o(0) # 0 afin d’éviter de manipuler la
solution constamment égale a zéro. La solution au sens évolutif est par définition solution de I’équation
intégrale suivante

:/t/ Gl(t—s,m—y) U(U(S,y)) W(dS,dy),
0 JR

ou l'intégrale est prise au sens de WALSH. Le noyau de GREEN G est donné pour ¢t > 0 et x € R par
Gi(t,z) = %1{|x‘<t}. De plus, I'estimation uniforme suivante est connue : pour tout 1" > 0, pour tout
p=1,

sup sup E{\u(t,xﬂp} < 0.

0<t<T z€R
Enfin, il est aussi connu que la solution est spatialement stationnaire : pour tous temps ¢ > 0 et
h € R, les processus (u(t,x),t > 0,z € R) et (u(t,x + h),t > 0,z € R) ont les mémes lois finies-
dimensionnelles.

On démontre le résultat de dérivabilité suivant, qu’on n’a étonnement pas trouvé parmi tous

les résultats étudiés sur cette équation. Pour 1T' > 0, on considere W le processus isonormal sur
H = L?([0,T] x R) associé au bruit blanc ambiant. On lui associe les opérateurs de MALLIAVIN,
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et dans toute la suite de ce chapitre, on se place sur (2,G,P), ou G est la tribu engendrée par W.
L’opérateur de divergence sera noté J, et parfois, pour u € Dom(d), on notera

5(u) :/OT/Ru(t,a:) W (t, 61).

Si u est adapté par rapport a la filtration définie pour ¢t > 0 par F; = o(W (s, A),s < t, A € B,(R))
alors bien entendu, d(u) coincide avec l'intégrale de WALSH, regarder le chapitre

Proposition VI.1.1 : Soit T > 0. Pour presque t € [0,T] et x € R, u(t,z) € D12

Démonstration : On suit la démonstration proposée par NUALART dans [Nua06], plus précisément on suit le
Théoréme 2.4.3 et la Proposition 2.4.4. On considére le schéma de PICARD associé a cette équation : il s'agit de la
suite de processus (uy,), suivant. On considére ug = 0 le processus nul, puis pour n € N, pour t > 0 et z € R,

Un+1(t7m) é A ‘/]RCT'I(tL — 5T y) U(un(s7y)) W(dsvdy)

Le plan de démonstration est le suivant.
1. Pour presque tout ¢ € [0,7] et z € R, u,(t,z) converge dans L? vers u(t,z);
2. Pour tout n € N, et presque tout t > 0, x € R, u,(¢,x) € D2, qu'on démontre par récurrence ;
3. On passe a la limite pour montrer que u(t,z) € D2,

e Commencons par montrer le point 1., qui est déja connu. Pour cela, la méthode classique est |a suivante : pour
tout t € [0, 7] et n > 1, on considére

In(t) 515 B [(n1(t:2) = n(t,))]

et on montre que la suite (sup;co, 7] Jn(t), n > 1) est le terme général d'une suite convergente. Pour n > 2, ¢ € [0, 7]
et x € R, I'isométrie de WALSH montre que

E {(unﬂ(t,x) - un(t,ac))ﬂ = /ot/RG(t — s,z —y)°E [{a(un(&y)) - U(un,l(s,y))}ﬂ dy ds.

En utilisant le caracteére lipschitzien de o, on conclut que

B [(unest2) — ualt.2)*] < Il [ ([ G052 =07 ) supB [(an(s:2) — wa-s(5.2))"] .

z€R

D’ou, en calculant I'intégrale de G

2
2 oy !
E [(tnr (t.2) — ua(t,2))°] < Tp/ (t— $)J_1(s) ds.
0
On en déduit I'inégalité récursive suivante : pour tout n > 1 et ¢t € [0, T

2
||U||Lip

2 /0 (t — 8)Jn(s) ds.

Or, Jo(t) = %. On en déduit par récurrence que pour tout ¢ € [0, 77,

0'(0)2 ||O||Lip " 1 2n+2
< e,
Tn(t) < 2 ( 4 (2n + 2)!t

JnJrl (t) <

D’ou finalement

‘7(0)2 (”GHLip)" 1 2n+2
sup J,(t) < T2n+2,
te[0,T) ( ) 2 4 (27’L + 2)'

Cela prouve d'une part que pour ¢,z fixés, la suite (u,(t,7)), est de CAUCHY dans L?(P), donc converge vers
u(t,xz) € L?, avec d'autre part |'estimation

B [(un(t2) — )’ <a<o>2+§(uanmp)k L mee .
sup su Un(t, ) —u(l,x < . )
meg te[o%] 2 = 4 (2k +2)! n—o0



92 VI. Estimation du paramétre de diffusion dans [’équation des ondes multiplicative

e Montrons désormais le point 2.. Montrons par récurrence sur n € N la proposition suivante

vt € [0,T],Vx € R, u,(t,z) € D2

(Pr) : sup sup/ / D(r.e)un(s,y) } d¢ dr < oc.

s€[0,T] yeR
Cela est vrai pour n = 0, puisque ug est le processus nul. On suppose (P,,) pour n € N. Alors on peut écrire
Un+1(t,z) = 8(V,®), ol pour presque tout s € [0,T] et y € R,
A
VTILSJ(&Z/) = 1[0,t] (S)Gl(t — 5T — y) U(Un(s7y))

On va montrer que u,1(t,z) € D2 3 I'aide de la Proposition L\_/I 4ﬂ Commencons par constater que V,\* est
adapté a la filtration (F;,t > 0) d'aprés la Proposition 2.9 de [DQ11], si bien que §(V) coincide avec I'intégrale de
WALSH de V. Montrons que

(a) Pour presque tous s > 0 et y € R, V1:%(s,y) € D12,

(b) Pour presque tous 7 > 0 et £ € R, (D( )Vl (s,y),s € [0,T],y € R) € Dom(é);

(c) L'inégalité suivante est vérifiée

/0+°°/RE [(/;OO/RD(T@)VJ“(S,Q) W(és,éy)f] dr d¢ < oo.

(d) On conclut la récurrence en montrant la condition technique au rang n+1 :
sup sup/ / [D(r.eytin+1(s,y)?] d¢ dr < cc.

s€[0,T) yER

> Pour le point (a), il s'agit de constater que par hypothése de récurrence, pour presque tout s > 0 et y € R,
un(s,y) € DL2. Puisque o est globalement lipschitzienne, o (u(s,y)) € D2 et donc V,/(s,y) € D1 2, avec pour
presque tout 7 > 0 et £ € R,

D(T g)v (8 y) =1 [0 t]( )Gl (t — 5T = y)Z(svy) D(T,g)un(say)v

ol X(s,y) = o' (un(s,y)) définit un processus adapté et borné par la constante de LIPSCHITZ de o.
> Il suit que,

g t,x 2 ||U||Lip
sup sup E [D(T@)Vn’ (s,y) } d¢ dr < 5 sup sup D(T &) un(85,Y) ] d¢ d7 < +o0,
R

s€[0,T]yeR JO s€[0,T] yER

par hypothése de récurrence. De plus, puisque u,(s,y) est Fs-mesurable, c'est aussi le cas de D, ¢)u,(s,y), si bien
que le processus (D(,.¢) Vi (s,y),s = 0,y € R) est adapté par rapport a (F;,t > 0). Il suit que ce processus est
intégrable au sens de WALSH, donc appartient a Dom(4), d’ou le point (b).

> Enfin, pour (c), I'isométrie de WALSH nous conduit a I'égalité suivante

/O+OO/RE (/*m/D(T,g)V$7r(s7y) W(a&(sy))Q] dr de
/+ / (/+OO/ (e Vi (s,y) W (ds, dy)) 1 dr dé

/O+OO/R</+OO/ Do)V (s,9)°] dyds> dr de¢
/0+<><> [ L0.(s $)G1(t — 5,2 —y)> {/OM/RE _{Z(&y)D(T’g)un(s,y)}Q] dr dg} dy ds.

D’ou

u
400 2]
[ = [( [ [peovita wison) | ar a
R
+oo ) +oo
< ol </ / 0.4(8)G1(t — 5,2 —y)* dyds) Gs%pT ?Elg{/ / D(r.6)tn(s,9)?] de{}.
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Cela montre le point (c), grace a I'hypotheése technique de (P,,).
> |l reste a montrer le point (d). En plus de nous fournir le caractére dérivable de w,,41(t,x), la Proposition
nous donne |'expression suivante

D(Tyg)urnﬁkl (t7 l’)

T
= 1g(NGL(t — 7 — E)o(un(r.€)) + / / 10.(8)G1 (t — 5.2 — 4)S(5,1)D(r.eytin(5, ) W(ds, dy).

On en déduit, en utilisant la convexité de la fonction carrée et par isométrie de WALSH

/OT/R]E [D(r.eytn+1(t, z)?] dr d€
< 2/Ot/RG1(t—T,x—£)2E [0 (un(7,€))?] dé dr
+ 2/0t /]R Gi(t — s,z —y)’E {{E(s,y)D(Tﬁg)un(s,y))}z} dy ds.

Or, puisque o est globalement lipschitzienne, et d'aprés la convergence uniforme sur L? de (u,,),, donnée par [] ,
il suit

sup supE [o(un (T, f))Q] < max{[o(0)], loly;, } <1 +supsup sup E [un(t,x)2]> < o0.
r€[0,T] €€R n>1z€eR te[0,T]

On en déduit I'existence de constantes C, ne dépendant que de o, et de T' (puisque la suite (uy,), est bornée dans
L? par des constantes ne dépendant que de ces deux paramétres), telles que

/O ! / E [D(r¢)unt1(t,2)?] dr d¢
< 20T+/ </Gt—sx— dy)zgg{/ / D(r.¢)tn(s,))?] dde} ds
< C( /of,léﬁ{/ / D(Tgunsy))Q] deT} )

Ainsi, si on définit

= sup/ / D(Tg Unp (t x)2] dr d¢,

z€R

St <0 (14 [ 516 0).

Puisque Sy = 0, il suit que I'inégalité suivante est vraie

alors I'inégalité suivante est vérifiée

n k
Su(t) <CY (%) < e, [VI.2]

Ainsi, on en déduit que sup,¢(o 7 Sy (t) est fini, ce qui signifie précisément qu'on vient de démontrer le point (d).

e Concluons cette démonstration en montrant le point 3., c'est-a-dire montrer_que presque tout ¢t € [0,7] et
x € Rn u(t,x) € D2 Il s'agit d'un passage a la limite, on applique la Proposition \V1.4.3. Puisque nous savons déja
que la suite (u,(t,z),n > 1) converge dans L? vers u(t,z), il suffit de montrer que

sup// Tguntm)]d§d7'<oo.
n>1

Pour cela, il suffit de reprendre [], qui donne

sup sup / / D(r.¢)un(t, ) ] d¢ dr < Ce“T,

z€R t€[0,T]

qui ne dépend pas de n, donc a exactement I'inégalité souhaitée. La Proposition nous permet donc de conclure
que u(t,z) € D2, Cela conclut cette démonstration. O
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Variation quadratique temporelle

Il est connu qu'a un lieu x € R fixé, t — wu(t,z) est presque stirement v-HOLDER, pour tout
0 <y < 1/2. Il est donc tout a fait pertinent d’étudier les variations quadratiques temporelles de cette
solution.

Définition VI.2.1 : Pour T > 0, z € R, et D = {tg =0 < t; < --- < typ_1 < typ = T} une
subdivision de [0, T], on appelle variations quadratiques temporelles sur [0,T] en x de u par rapport d
la partition D la suite suivante donnée pour tout n > 1 par

Vp(x) 2 Z (U(ti+1,x) - u(ti,x))Q.

1=0

Remarque VI.2.2. Parfois, on peut appeler variations quadratiques plusieurs objets distincts. Ici, nous
avons choisi de les définir comme la donnée d’une suite. Il est aussi possible de nommer variations
quadratiques la limite de cette suite lorsque le pas de la suite des subdivisions tend vers 0. On ajoute
aussi parfois ’hypotheése de subdivisions emboitées (c’est-a-dire que D,, C D,11). De maniére plus
préoccupante, par exemple dans [FV10], dans la théorie des chemins rugueux, on appelle variations
quadratiques d’un chemin v : [0,7] — R

HD—1 )
sup tian) — () .
D partition ZZ ( ( i+ ) ’Y( z))
de [0,T]

D={0=to<--<typ=T}

Ces deux notions ne coincident pas! En effet, comme montré dans la section 13.9 du chapitre 13 de
[FV1Q], si B est un mouvement brownien standard, alors dans le premier cas (passage a la limite), la
variation quadratique de B vaut T', tandis que sur la deuxiéme (passage au supremum), la variation
quadratique de B est infinie. &

Dans la suite de cette section, on fixe 7' > 0, x € R et (Dp,n > 1) une suite de subdivision de
[0, 7] telle que

A
0p = max (t” — t”) — 0.
" o<i<iD,—1 V) e

On énonce le Théoreme principal de ce chapitre.

Théoréme VI1.2.3 : Pour presque tout x € R,
p 1 (Tt 2 2
Vb, (x) — 1/0 /0 (U(u(t—s,a;—s)) +o(u(t—s,x+s)) ) ds dt,

. P . . ey s
ot — désigne la convergence en probabilité.

Remarque VI.2./. Sion suppose que le bruit est additif, c’est-a-dire que o est la fonction constante
égale a 1, alors cette limite est réduite a iT2, ce qui avait été déja calculé dans [AGT22]. Dans ce cas
précis, il a été montré que la convergence est en fait presque stire dans tous les LP, avec 1 < p < oo.
De plus, un Théoreme Central Limite a de plus été démontré. &

Remarque VI.2.5. Dans le cas de I’équation de la chaleur multiplicative, la limite s’écrit fOT o(u(t,z)) dt,
comme démontré dans [PT07]. L’expression que nous obtenons dans le cas des ondes est plus com-
plexe, ce qui a un impact sur les applications possibles en estimation. Une discussion plus profonde
est expliquée dans la Remarque . &
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Expliquons la démarche de démonstration. On notera dans la suite V,,(z) pour désigner Vp, ().
L’équation intégrale vérifiée par v donne pour V,,(z) 'expression développée suivante

$Dp—1

Vi(x) = ;} </0ti+1 /RGl(t?H — s,z —y) o(u(s,y)) W(ds,dy)

tn 2
— / / Gi(t] — s,z —y) o(u(s,y)) W(ds,dy))
o Jr
4Dn—1

¢n 9
- ; </0 ' /]R (Gl(t?ﬂ —s,x—y)— Gi(t} —s,x — y)) o(u(s,y)) W(d&dy))

#Dp—1

) ; (/Ot? /R <G1(t?+1 —s,x—y)—Gi(t] —s,x — y)) o(u(s,y)) W(ds, dy))

) (/:?H /RG1(t?+1 —s,x —y) o(u(s,y)) W(ds,dy))

t

Ainsi, V;,(x) se présente comme une somme de trois termes. Les deux derniers termes concernent
principalement des données vivant sur l'intervalle temporel [¢}', 7, ], dont la longueur tend vers 0 par
hypothese. Il suit que seul le premier terme donne la convergence attendue. On s’intéresse donc & mon-
trer dans la prochaine sous-section que les termes qu’on vient de supposer petits le sont effectivement,

dans le sens ot les deuxiéme et troisiémes termes tendent vers 0 dans L!(P).

On s’intéresse ensuite au premier terme. Il se présente sous la forme zgfg‘l §(vz4)?. En utilisant
la formule provenant de la Proposition

3(v)* = 6(vd(v)) + (v, Dé(v)),
et Dd(v) = dDv + v provenant de la Proposition , le terme principal est de la forme

D, —1

(5(5(179:,1')7]3:,2‘) + <5(Dovx,i)>vx,i(.)>L2 + ||U:p,z||iz)
=0

Le premier terme est une intégrale stochastique qui s’avere étre une intégrale de WALSH. Par isométrie,
I'espérance du carré de cette intégrale fait intervenir tous les produits scalaires entre v, ; et v, ;. Or,
ces fonctions sont orthogonales dans L2, donc on s’attend & avoir que le premier terme tend vers 0
dans L?. Le deuxiéme terme tend lui aussi vers 0 dans L%, non pas par orthogonalité des Vg, Mais
par leur caractere adapté. Cela aura pour conséquence d’annuler leur dérivée de MALLIAVIN sur un
gros intervalle de temps, assez longtemps pour que le norme L? s’écrase vers 0. Ces deux convergences
vers 0 dans L? font I'objet de la deuxiéme sous-section.

Reste alors a étudier le dernier terme, qui est le plus décisif. La convergence de ce terme provient
fait d’'une sommation de RIEMANN, puisque le support de v, ; est [t}', ¢}, ]. Il s’agit d'une convergence
presque siire. C’est cette convergence qui nous fait conclure sur la convergence plus faible en probabilité
dans I’énoncé du Théoreme. Cette convergence presque siire est ’'objet de la derniére sous-section avant
la démonstration de ce Théoreme.
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Convergence en moyenne des termes avec des petits intervalles temporels

Lemme VI.2.6 : Soit D ={0=1ty < --- <typ_1 < typ =T} une partition de [0,T], de pas 6. Alors
il existe une constante K, > 0, donnée par [-] telle que

$D—1
E { >
=0

(/Oti /R (Gl(ti—H —s,x—y)—Gi(t; — s,z — y)) o(u(s,y)) W(ds,dy))

) (/titwl /RG1(ti+1 —s,z—y) o(u(s,y)) W(ds,dy))H < M\/g
gk

8
Ko
] < —2=T6.
4
Démonstration : Débutons par la deuxieme inégalité. Par isométrie de WALSH

(/tl+1 / Gi(tiz1 — s,z —y) o(u(s,y)) W(ds’dy)f}

ﬁD 1 tit1 9
/ /G1 i+1— 8,7 —Y) E{U(U(Say)) } dy ds.
ti

et

§D—1

(/tw/ Gi(tiy1 — s,z —y) o(u(s,y)) W(ds’dy)>2

$D—1

1>

Es E

Or, puisque ¢ est lipschitzienne et u bornée dans L?,

Ky 2 sup sup E[U(u(&y))ﬂ < 00, [VI.3]
te[0,T]) zeR
si bien que
tD—1 i1 K D1 4y
< "TZ/ /Gl itl — S, T — ) dy ds = Z/ (tix1 — s) ds
ts i=0 “ti
$D-1
Ka'T 2 KO'T
=% tin1 — )2 < =255,

ce qui donne la deuxiéme inégalité. Pour la premiere, I'inégalité triangulaire et I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ
dans L?(P) donnent

B L nD : (/ / (Galtinr = 5,2 —9) = Galti — 5.2~ 1)) o (uls,v)) W(ds,dy))
. (/ " /RGl(t”l ~s,2—y) olu(s,y)) W(ds,dy)) H
3 tiD 1 </t1 / Gi(tiy1 — s,z —y) — Gi(t; — s, @ — y)) o(u(s,y)) W(ds,dy)>2] 1/2

1/2

</t1+1 /RG1 iv1— 8,2 —y) o(u(s,y)) W(ds’dyoj
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Par isométrie de WALSH,

ﬁD 1 (/ / G1 (tiy1 — —y)—Gi(ti — s,z — y))2 ]E|:0'(u(3’y))2j| ds dy) 1/2
(/ st n ot )

tD—1

< Kor Z (/ / Gl (tiy1 — y)—G1(ti—S7$—y))2 dey>l/2

i1 1/2
: (/ / Gi(tiy1 — s,z —y)* dy ds>
ti R

Ainsi, en calculant les intégrales, on a alors

Ko #D—1 ‘s 1/2 tist 1/2
Er < 4’ Z </ (tiy1 —t:) ds) (/ (tiy1 —s) ds)
i=0 0 ti
1D—1 3/251/2
K, 1 1/2 K, 1T°/%6
= 3 Z (ti(tip1 — )2 (tigr — t:) < — =5
i=0
Cela conclut la démonstration de ce Lemme. O

Convergence quadratique provenant de ’orthogonalité

Lemme VI.2.7 : Soit D = {0 =1ty < --- < typ_1 < typ = T} une subdivision de [0,T], de pas 6. Si
on note pour 0 <i <D —1,t€[0,T) ety € R

Va,p,i(t,y) = 10,1 (?) (Gl(ti—H —tx—y)—Gi(ti —t,x— y)) o(u(t,y)), [VI.4]

alors il existe C > 0 dépendant de o et T telle que

2

/ / (/ / Vr,D.i(5:2) (d57d2)> ve,p,i(ty) W(St,dy) | | <CV6.

Remarque VI.2.8. Dans la suite des démonstrations des Lemmes, nous noterons uniquement v, ; au
lieu de vy p ;. &

ﬁDl

Démonstration : Notons E la quantité étudiée. On cherche a utiliser I'isométrie de WALSH. Par une relation de
CHASLES, valable pour une intégrale de ce type

/ /(/ /”“ s,2) W(ds dz)) vei(t,y) W(0t, 6y)
/0 /(/0 /”“ s,2) W(ds dz)) vgi(t, y) W(dt,dy) [VI.5]
+ ;/0 A(l /va,z'(sz) W(ds,dz)> vei(t,y) W(t, 8y).

Remarquer le passage a une intégrale de WALSH pour le premier terme. Pour le deuxieme terme, on applique une
permutation d'intégrales de SKOROHOD comme suit (on doit faire attention au fait que si u € Dom(4), rien n'indique
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que ulpg ) I'est encore, alors que cela est vrai pour l'intégrale de WALSH).

/oT /R </tT /R va.i(s, 2) W(ds, dZ)) vz i(t, y) W(St, dy)

T
/0 / 11079(5)02 (5 2) vai(t, ) W(ds,dz>> W (6t 6y)

A
/OT/R </OT/Rl[t7T](s)vx,i(s,z) Vi (L, Y) W(és,éz)) W (8t, 6y).

On permute les intégrales

/t /va,i(s,z) W(ds,dz)) vg,i(t, y) W(dt, dy)

[
/OT/]R </()T/Rl[075](t)vx_’i(s,z) Uz, (t,y) W(ét,&y)) W (ds,0z)
[/

T
/0 /Rl[oys](t)vm_’i(s,z) U,i(t, y) W(dt,dy)) W(ds,02)

B /OT/R (/OT/Rl[oas](t) ves(t,y) W(dt,dy)) Vg.i(5,2) W(ds,02).

Conclusion : il s'agit de la méme intégrale que celle qui apparait dans le premier terme de []. D'ou

ui—; /OT/R (/()T/va’i(s’z) W(ds,dz)> vg,i(t,y) W(dt, 6y)

$D—1

=2 /OT/R </Ot/er,i(s,z) W(ds,dz)) v,i(t,y) W(dt,dy).

1=0

On peut utiliser I'isométrie de WALSH pour conclure. Cela donne

F— 4E [(ﬁ?—? /0 ' /R ( /O t /R vp.i(5, 2) W(ds,dz)) vei(t,y) W(dt,dy)>2]

4%;1&: </OT/]R (/Ot/RvI,i(s,z) W(d&dZ)) Ve (ty) W(dt,dy)>

. (/OT/R (/Ot/va’j(s’y) W(d57dz)> Vg, (t,y) W(dt,dy))]

4%}1 /OT/RIE {vx7i(t,y)v$7j(t, 2) </Ot/va7i(s,z) W(ds,dz)> (/Ut/R%,j(s,z) W(ds,dz)ﬂ dy dt.

ij=1

Or, pour i # j, on a pour presque tout t € [0,7] et y € R
Uw,i(ta y)vw,j (ta y) =0.

Ainsi, pas mal de termes se simplifient et il reste
$D—1

T t 2
E= 4 Z / /E Vit y)? (/ /vzﬂi(s,z) W(ds,dz)) dy dt.
— Jo Jr o Jr
Puis, en utilisant la définition de v, ;

tD—1

E:4Z /OT/R(Gl(ml—t,a:—y)—Gl(ti—t,ac—y))2

o (u(t,y))? (/Ot/va,i(s,z) W(ds,dz))zl dy dt.

E




VI.2. Variation quadratique temporelle 99

Or, avec

K! 2 sup supE [U(u(t,x))4] ,
’ te[0,T] z€R

I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ nous donne pour t € [0,7] et y € R

E la(u(t,y))Q (/Ot/va,i(s,z) W(ds,dz)>2] <K, VB (/Ot/Rvm(&z) W(ds,dz))j

De plus, par inégalité de BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY, il existe une constante C' > 0 dépendant de T et o telle

que
B la(uwf ([ [ oestsrs W(dsvdz>>2 (f fmstoaras dsﬂ

La constante C' qui apparaitra dans les prochaines lignes changera a chaque fois, mais ne dépend que o et T. En
reprenant la définition de v, ;, on obtient

o (ult,y))’ (/Ot /va,i(S,Z) W(ds,dz))Q]
(/ot/R (Gl(tm —tx—y) -Gt —t,x— y))%(u(s’ O s ds) 2]

Par une inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour I'intégrale double,

o (ult,y))’ (/;/}R%,i(s,z) W(ds,dz)ﬂ

<C (/;/R (Gl(tm —tar—y)— Gt —ta— y))4E [0 (u(s, 2))Y] dz ds)

1/2

/2
1/4
<CK!, /'

E

1/2
< CE

E

1/2

En bornant le moment d'ordre 4 de o(u(s, 2)), on finit avec

t 2 t 1/2
E U(u(t,y))2 (/ / Vi (8, 2) W(ds,dz)) <C (/ (tiv1 —t;) dz ds) = C(tit1 — ti)l/Q.
o JR 0
D’ou
gD—1 T 9 tD—1
E g C Z (ti+1 — ti)1/2/ / (Gl(ti+1 - t,l’ — y) — Gl(tl — t,.’E — y)) dy dt = C Z (ti+1 - ti)3/2.
i=1 0 JR i=1
Dot E < CV6. O

Convergence quadratique provenant de ’adaptabilité

Lemme VI.2.9 : Soit D = {0 =ty < --- < typ = T} une subdivision de [0,T] de pas 6. Pour
0<i<4D—1, on définit vy p; par [] . Alors 1l existe une constante C dépendant de o et T telle
que

#D—1 2

T T
E Z /0 /R</o AD(t,y)vx,D,i(s,z) W(5s,5z)> v pit,y) dy dt <053/2.
i=0

Démonstration : Commengons par constater que v, ; est adapté a la filtration (F;,t > 0), donc que pour presque
tout t > s et y,z € R, Dy yyu(s,y) = 0. De plus, la dérivée de MALLIAVIN de v, ;(s, 2) est donnée par

D (4,4)z,i(5,2) = 1j0.¢,)(5) (Gl(tiJrl —s,x—z)—G(t; —s,x — z))E(s, Y)Druls, z),
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ot (X(s,z),s € [0,T],z € R) est un processus adapté et borné par ||a||Lip. Par conséquent, pour presque tout
€ [0,T] et y € R, le processus (D, u(s,y),s € [0,T],y € R) est adapté, si bien que

/OT/R <ATAD(t’y)U$’i(S’Z) W(5S75Z)> Ua,i(t,y) dy dt
/OT /]R < /OT /R D (1,4 V,i (8, 2) vai(t,y) W(ds,dz)) ay dt.

Développons le carré de cette expression.

$D—1
(Z/ / D(tyvg“ Ug,i(t, y) dydt>

2 4p-1

Z/ // /(// 7y)vmsz)vm(ty)W(ds,dz)>

1,7=0

. </ /D(t/w,)vz,j(s,z) ve (' Y) W(ds,dz)> dy’ dt’ dy dt.
o Jr

tD—1

Et prenons son espérance
Z/ // /dydtdydt

(wzjl/ / (ta) Vi) Vai(t,y) dy dt) 2
E l(/OT/RDMvm(S,z) vea(t,y) W(ds dz) (/ /D(t/ 03 (8, 2) v (E, )W(ds,dz))].

Par isométrie de WALSH, cela donne

(ﬁil/ / (Dt Vi) vailt,y) dy dt)

/ / D(t,9)Ve,i(8,2) Ve,i(t,y)D y)vz,5(s, 2) vm(t y )} dz ds.

On reconnait un produit scalaire de dérivées.

(ﬁDZl/ / (D(t,)Va,i) Vai(t,y) dy dt)

$D—1

= Z / / / / D4,y Va,i» D17y )vx]>L2 v (t,y) vw,j(t’,y’)} dy' dt’ dy dt.

4,7=0

$D—1

Z////dydtdydt

i,j=0

Constatons alors que pour presque tout (¢,y), le support de (s,2) = Dy )vs,i(s, 2) est le méme que celui de v, ,
donc puisque v, (s, 2)vs (s, z) = 0 pour i # j, on en déduit que pour presque tout (t,y),

Vi # j, <D(t’y)v“’vi7D(t/’y/)vz’j>L2 =0

On en est donc réduit a

(uDz:lf / (Di(t)Va,i) vai(t,y) dy dt>

§D—1

= Z/ /// D(t,y)vﬂﬂﬂ"D(t’,y')vx»i>L2 Vit y) vai(t, )| dy' dt’ dy dt.

On applique I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans L?(Q x [0,T] x R)

(wzl/ / (ta) Vi) Vai(t,y) dy dt)

#D—1

< Z / // / D) UwZHszxZ (t,y) } v E [HD(t/,y/)vx,iHizvm(t’,y’)2 i dy’ dt’ dy dt.

2
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Soit encore, en regroupant les intégrales

tD—1 ﬁD 1 1/2 2
(Z / / D(ty)v:cz Ua:z(t y) dy dt) < (/ / HD tyvm'LHL2vxz t y i| dy dt)

On applique de nouveau I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans L?(PP) cette fois-ci

#D—1
(Z / / (Dty)Ve,i) vai(tsy) dy dt)
ﬁD 1 1/4
(/ / ’D(tvy)vf Z||L2] [Urz t y) ] dy dt)

Par I'expression de la dérivée de v, ; donnée en début de démonstration, pour t € [0,T] et y € R, on a

2

t 4
E [HD(t,y)vz,iH;} = /0 /R (Gl(tiJrl —s,x—z)—Gi(t; —s,x — z)) E [2(s,2)*D ) u(s, 2)*] dz ds.

Or, d'apres le Lemme 2.2 de [DNZ20] (qui est aussi le Lemme II1.1.4 du Chapitre @) I'estimée suivante est valable
pour presque tous t,y, s, z, avec C dépendant de T et o :

E [D(t,y)“(sa 2)4] He <CG(t -5,y —2).

On en déduit I'existence de C' dépendant de T et o telle que

4 b 4 4
E [’|D(t,y)vw7iHLz} < C/ / (Gl(ti_H —s,x—z)—Gi(t; —s,x — z)) Gi(t — s,y — 2)* dz ds.
o Jr

On majore G (t — s,y — 2)* par sa borne supérieure, qui est égale a 2% et on calcule l'intégrale des différences des
fonctions de GREEN, ce qui donne

t;
E |:||D(t7y)1)x71"12i| g C/O (tiJrl - tl)ds < C(ti+1 - tl)

On en déduit

(ﬁDzl/ / ty'l)xz vm(ty)dydt>2 <C@Zl(z+1—t (/ / v“ty / dydt)

=0

Enfin, 'expression de v, ;(¢,y) donne

(%:1 / / (D) V2,i) Va,i(tsy) dydt)

$D—1

<C Z (tis1 —t:) </ / G1 (tig1 — —2)—Gy(t; — s,@ —z))l/Z]E {J(U(S,y))z]

=0

1/4 2

dy dt>
L'espérance de o(u(s,y)) est bornée, puisque o est lipschitzienne et u bornée dans L%. On en conclut alors en
calculant I'intégrale des fonctions de GREEN que

#D—1 4D—1
(Z / / (Dt Vi) vailtsy) dy dt) <C D (tiga — )72 < 072,

=0

Cela conclut cette démonstration. O
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Convergence du terme principal

Lemme VI.2.10 : Soit (D, ={0=1t§ <--- <ty, =T}n=>1) une suz'te de subdivisions de [0,T]
de pas 6, convergeant vers 0. Pour 0 < i < ij —1, on définit v, p,, ; par [] (avec t; = t7'). Alors

//vzpmty dydtﬂmps // t—sx—s))2+a(u(t—s,x+s))2)dsdt.

Remarque VI.2.11. Dans cette démonstration, on notera vy ; pour désigner vz p,, ;. &

Démonstration : Notons A4, = ﬁD’ﬁl fo fR vy Z (t,y)? dy dt. En explicitant I'expression de G, voici |'expression
explicite de A,, qu'on étudie

fDp—1 4n
E: 1 2

4 /o /R1“?‘t<‘z—yl<t?ﬂ—t}o(w,y)) dy dt.
i=0

Un changement de variables donne

ﬁDn

Z / /1{S<‘ |<5+At"}0( (tr —s7x—z))2 dy ds,

< 0,,. On fait apparaitre des taux d'accroissement

fiDn—1 o s+AL? )
- Z At?/ A—tn/ o(u(t) —s,x—2))" dz| ds
i=0 0 i Js

N s
At”/( N )cr(u(t?fs,:vfz))2 dz] ds.
7 —(s+At}

gD, —1
i
- E At?/
i=0
Il se passe alors deux phénomeénes de convergence simultanée. D'abord, au sein de la somme,

ol At} =t —t!

0

A 1 s+AL] 9
fon(s) = A / o(ut} — s,z —z2))" dz

et son jumeau fy ,, dans la somme suivante définissent des suites de fonctions qui se rapprochent presque siirement,

2 . 2 o .
lorsque n tend vers oo, vers o (u(t? — s,z — s))~ pour le premier et o (u(t? — s,z + s))” pour le deuxiéme (mais la
présence de tI nous empéche de parler de convergence). Le deuxiéme phénomene est une convergence de somme de
RIEMANN, en observant que

MilAt”/ J+n(s) ds= /OT </Ot J+n(s) ds) dt.

Encore une fois, la présence du n dans fi , empéche de parler de convergence (sans parler de la dépendance en 4
que nous avons caché par souci de simplicité de présentation). La simultanéité de ces phénomeénes nous font deviner
la limite annoncée dans I'énoncé du Lemme.

Pourn > 1et0<i<4D, — 1, notons

A t 1 S+At? 1 —s 9
Fin(t) = o(u(t—s,x—2)) dz+ — / u(t — s,z —z)) dz | ds,
w02 [ [ ol 0otz [ o )

de sorte que A, = Zw A At F; o (t1). Or, pour presque s € [0,T], on a P-presque siirement

< sup  sup o(u(t—s,x — 2))?,
s€[0,T] z€[0,2T]

1 S+At7’7’ 9
INT / o(ut—s,z—2))" dz

si bien que par convergence dominée,

s / (t= 5,0~ 5)" +o(ult 5,0 +5)°) ds 2 G().

n—oo
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De plus,
ﬁDn_l ﬁDn_l

Z APG() i Z At”( () — G(t?)).

Le premier terme est la somme de RIEMANN escomptée, donnant la limite annoncée dans I'énoncé. On s’attend a ce
que le deuxieme terme tende vers 0. |l suffit pour cela de montrer que

sup  sup |F;n(t) — G(t)] —— 0.
0<i<tDn te[0,T] n—00

Pour cela, on se donne € > 0 et une fonction ¢° : [0,7] x [0,27] x & — R de classe C*° telle que P-presque
siirement,
sup sup |[¢°(t,x — z) — o(u(t,z — 2))*| <e.
t€[0,T] z€[0,27)

Une telle fonction existe puisque (¢,2) — o(u(t,z — z))? est continue sur le compact [0, 7] x [0,27] (en convolant
avec une approximation de I'unité par exemple). Avec cette fonction, on introduit les approximations a € prés des
quantités en jeu :

t s+ALY —s
an(t)é/ Lﬂ/ Pt — s, @ — )dz—i—%/ VE(t—s,x—2z)dz | ds
’ o \ At AL - (s+atm)

t
G*(t) :/ (¢E(t—s7m—s)—i—z/f(t—s,:v—i—s)) ds.
0
Ainsi, pour 0 < i < #D, —lett e [0,T)

[Fin(t) = G@)] < [Fin(t) = F, (0] + [F7, (1) = GT@)] + G5 (1) — G(1)]-

Alors, on dispose des inégalités suivantes pour les termes de bord :

et

max {|Fyn(t) = FL, ()], 1G (1) — G(t)| b < 2T,

Etudions finalement le terme central. Pour cela, la formule de TAYLOR-LAGRANGE nous donne pour s € [0,7] et
z €10,27]

1 5+At;l 1 S—‘—At;l
n/ et —s,x —z) dz —°(t — s,z —s)| < sup sup )821# x—z)‘ n/ |z —s| dz
At} J t€[0,T) €[0,27T] At
(At7)?
= sup sup }8 Ve (t, o — ‘ . o
te[0,T] z€[0,2T] ? ) 2Ati

on
< — sup sup ‘821# tx—z)’
2 4e0,1] 2€[0,27T)

ol Ox1)° désigne la dérivée partielle par rapport a la deuxiéme variable. Ainsi,

Fiult) = G50 <T sup  sup |0su"(ty — 2)

te[0,T] z€[0,2T)

0.

On fait le bilan :

Fin(t) = G| 2647 sup  sup |007(6,0 = 2)| - 6u,
t€[0,T] z€[0,2T)
d'ol
sup sup
0<i<Y Dy tE[0,T7]

Fin(t) — G(t)’ <2e+T sup sup ‘agwe(t,x — z)‘ <O
te[0,T] z€[0,2T)

Fixons 77 > 0, et considérons ¢ = 7. Alors, puisque ¢,, tend vers 0, il existe un rang N > 1 a partir duquel pour
n>N,

T sup sup ‘32¢ (t,z — z)‘ On < n
te[0,T] z€[0,2T) 2
Ainsi, pour n > N, on a bien

sup  sup
0<i<tD,, te[0,T]

Funlt) = G(0)] <.
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d'oul la convergence vers 0 souhaitée. On en déduit donc que

fDn—1
1 T P—p.s.
An—= > ARGE)| << sup  sup |Fa(t) — G(t)| —— 0.
4 = 4 0<i<tD,, t€[0,T] n—oo
Cela conclut cette démonstration. O
Démonstration du Théoréme [VI.2.3
Démonstration du Théoréeme VI1.2.3 : Comme expliqué en préambule de cette section, nous avons |'expression

suivante pour V,(z).

D, —1

Valz) = ; (/0 ‘ /R (Gl(t?ﬂ —s,x—y)— G (t] — s,z — y)) J(u(s,y)) W(ds,dy))
_ 2“21 (/0 /]R (Gl(t?+1 —s,x—y) — G (t" — s,z — y)) o(u(s,y)) W(ds,dy))
) (/tj“rl /RGl(t?—H —s,z—y) o(u(s,y)) W(ds,dy))

Rult [t 2

S A+B+C
Or, d’apres le Lemme , les termes B et C vérifient
E[[B|] < C6)/* et E[|C|] < C6,,

ou ici et dans la suite, C' désigne une constante ne dépendant que T et o. Il suit que ces termes tendent vers O dans
L'. Quand au terme A, il s'interpréte comme

an_l

2
A= 3" 6(vap, i)
i=0
avec, rappelons-le

0r0,i(5:4) = Lo () (Gatiey — 5,0 —y) = Ga(t =tz =) ) o (uls.v)-

D'aprés la Proposition , on a alors

ﬁDn71 T T
A= Z / / / / ’Ua:,D,,L,i(Sv Z)W(d87 dZ) Vz,D,, i (t7 y) W(5t7 5/y)
i=0 0 R 0 R
gD, —1 T T
+ Z / / D(t,y) (/ / ’U%Dmi<87 Z)W(dsvdz>> ULD”,Z’(t»y) dy dt
i=0 0 R 0 R
= A+ As.

D'apres le Lemme V1.2.7, on a alors
E [A?] < CV/én.

On en déduit que ce terme tend vers 0 dans L2. Quand 3 A, la Proposition nous donne

§Dp—1 T T
Az = Z / / (/ / D(tﬁl)vx»Dn,i(Sa Z)W(dsvdz)> Ux,Dn,i(ta y) dy dt
— Jo Jr\Jo Jr
an_l T
+ Z / /123,77Dm1v,(t,y)2 dy dt
i=0 70 JR

= Al +AA
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D’apres le Lemme , le terme A} vérifie
2 -
E [Ag } <0832,

On en déduit sa convergence vers 0 dans L2. Quand au terme AA, il s'agit du terme principal traité dans le Lemme
1.2.10, et ce terme vérifie

Fps., / / s,x—s))2+0(u(t—37$+s))2) ds dt.

n—)oo 4

Ainsi, nous avons montré que
Volz) =A1+ AL, +AA+B+C.

Les termes autres que AA convergent dans L' vers 0, et AA converge presque siirement. On en déduit la convergence
en probabilité de V,,(z) vers la limite annoncée. O
Application a I’estimation du parametre de diffusion

Pour v > 0, qu’'on nommera dans la suite paramétre de diffusion, on s’intéresse a 1’équation des
ondes suivantes

0*u., 0*u .

v (t,x) = 522 L(t,x) +yo(uy(t,x))W(t,z) t>0,2z€R
uy(t=0,2) =0 z€R
%t =0,2) =0 zeR

Les hypotheses sur W et o sont les mémes. Nous allons introduire un estimateur de v a partir d’ob-
servations de u,, a des temps discrets, et continiment en espace. On utilise pour cela les variations
quadratiques : pour T' > 0, pour D une subdivision de [0,7] de pas § et = € R fixé

¢D—1

Vp(z) = Z (U'y(ti—i-hl") - U’y(ti>$)>27

1=0

ou D={0=ty <ty <---<tgp_1 < typ = T}. D’apres nos investigations précédentes, c’est-a-dire le
Théoreme m

2 2
Vp(z 5_)0 4/ / o(uy(t — s,z —s)) +U(uw(t—s,m+s)))d3dt.

Nous voyons donc ici 'opportunité de définir un estimateur consistant du parametre v, a partir des
observations (u(t;,x),0 < i < D — 1,z € R). On suppose que la fonction o est connue, seul le
parametre 7y est inconnu. Pour x € R, ¢, s € [0,T], on définit pour s < t

Fla,t,s) = o(uy(t — s,z — S))2 + o (uy(t — s,z + S))2

et pour s > t, f(z,t,5) = 20(0)2. Notez que f est continue puisque u(t = 0,2) = 0. L’idée est la
suivante :

AVp (x)
fOngf(t,s,x) ds dt’
avec T' > 0 et x € R a choisir. On approche l'intégrale double par des sommes discretes pour rendre

cette estimation calculable. Pour D une partition, et ¢ € [0, 7], on note mp(t) ’élément de D inférieur
ou égal a t qui en soit le plus proche. Une approximation classique de RIEMANN donne

’7%

//ftsx ) ds dt =~ ﬂDZIAt/ftz,sx

tD—1 i—1

i=0 Jj=0
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On définit alors 'estimateur suivant

4D—1

4 2
— — Un (tig1, @) — uy(ti, ) ) .
S AL U0 AL f(tis g, @) ; ( ! k )

Ap(z) =

La conséquence majeure du Théoreme est la suivante.

Corollaire VI.3.1 : L’estimateur 4p est consistent : c’est-a-dire que yp converge en probabilité vers
~ lorsque le pas de D tend vers 0.

Remarque VI.3.2. Dans le cas de 1’équation de la chaleur stochastique, les variations quadratiques
permettent aussi une estimation de ce parametre de diffusion. Elles permettent aussi d’estimer un
parametre de dérive : c’est-a-dire le parametre 8 > 0 pour ’équation

8u9 . 82U9
o b0 =050

ou W est le méme, et on suppose u(t = 0,z) = 0. On peut faire de méme en remplagant le laplacien par
un laplacien fractionnaire. Regarder [PT07] ou [GT23]. Hélas, cette idée ne peut pas fonctionner dans
le cas des ondes, de nouvelles idées sont nécessaires pour répondre & cette problématique d’estimation
de parametre de dérive. &

(t,x) + W(t,z),

Quelques résultats liés au calcul de Malliavin

On écrit ici des résultats liés au calcul de MALLIAVIN que nous n’avons pas évoqué dans le Chapitre
m, dans un but d’éviter d’alourdir ce chapitre déja assez complet.
La premiére proposition évoque une condition sur un processus u pour que §(u) soit dérivable.

Proposition VI.4.1 : Soit (V(s,y),s = 0,y € R) un processus stochastique. On suppose les trois
conditions suivantes.

ety €R, V(s,y) € DLH2;

1. Pour presque tous s >0
>0 et & € R, le processus (D7 ¢)V (s,9),s = 0,y € R) est intégrable au sens

2. Pour presque tous T
de SKOROHOD ;

3. L’inégalité suivante est vérifiée

/OJFOO/R]E l(/OJrOO/RD(T,g)V(S,y) W(5s,5y))21 dr d¢ < oo.

Alors [5° [x V(s,y) W(s,8y) € DY2 avec de plus pour presque tous T >0 et £ € R

D,¢ </OOO/RV(s,y) W(&s,éy)) =V(r,§) —|—/OOO/RD(T7§)V(S,y) W (s, dy).

Remarque VI.4.2. Le fait que pour presque tout s > 0 et y € R, V(s,y) € D"? implique directement
que V € Dom(6). Regarder la Proposition 1.3.13 de [Nua06]. )

La deuxiéme Proposition nous donne une condition suffisante pour qu’une suite de D'? convergeant
dans L? admet une limite dans D2,

Proposition VI.4.3 : Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires L? telle que pour toutn > 1,
X, € D2 et X,, converge dans L? vers X. Si

/+OO/IE[(D Xﬂ de d
su - n T < 00,
w |, )
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alors X € D12,
La derniere Proposition exprime ce qu’est I'intégrale de SKOROHOD de F', une variable, multipliée
par u un processus. En particulier, on ne peut pas simplement factoriser par F.

Proposition VI.4.4 : Soit (u(t,z),t > 0,2 € R) un processus stochastique tel que u € Dom(d). Soit
F e DY2. Alors Fu € Dom(d) et

+o0 400 400
F/ /u(t, x) W(dt,ox) :/ / Fu(t,z) W(dt,dx) +/ / Doy F u(t, z) dz dt.
0 R 0 R 0 R

On peut résumer cette formule : Fé(u) = 6(Fu) + (DF,u).
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CHAPITRE V1I

Méthode de Nourdin—Peccati pour les
lois normales unidimensionnelles

« Forgive me, you ignorant fuck, but
sarcasm is all I've fucking got! Sar-
casm, and a room full of you cunts! »

Michael a Trevor, Grand Theft Auto V,
2013

Ce chapitre reprend les éléments principaux développés dans [], publié en 2024.

RESUME

Soient X une variable aléatoire réelle et Y un vecteur aléatoire réel
de RP. On développe une théorie de NOURDIN-PECCATI dite indépen-
dante qui va nous permettre d’évaluer la distance de WASSERSTEIN
entre la loi du couple (X,Y) et N(0,02) ® Loi(Y), avec 02 > 0. On se
concentre en particulier dans le cas ot X et Y sont dans des chaos de
WIENER et on donne une version asymptotique de ce résultat. Dans ce
contexte, on aboutit a des résultats inattendus, et rapides a étudier,
puisqu’on montre que sous une condition de décorrélation asympto-
tique, on aboutit en fait 8 un Théoréme Limite qu’on interprete comme
une indépendance asymptotique.

Comme nous 'avons longuement détaillé en Chapitre @, la méthode de STEIN permet de donner
une estimation entre la loi d’une variable aléatoire réelle et une loi normale. Pour cela, on part d’un
lemme, dit de STEIN, qui donne une caractérisation fonctionnelle de la loi normale. A partir de celle-ci,
on dispose d’une équation différentielle ordinaire, qui ne permet d’exprimer les quantités fonctionnelles
dans la définition des distances en jeu qu’en fonction de la variable d’intérét. Si de plus, on ajoute une
hypothese de dérivabilité, on aboutit aux résultats du chapitre , principalement au Théoreme du
Quatrieme Moment.

Dans ce chapitre, on propose de travailler avec une variante de cette méthode, développée d’abord
par Leandro PIMENTEL dans [] Cette fois-ci, au lieu de considérer une variable aléatoire, on
considére un couple de variables aléatoires réelles (X,Y). Le Lemme de STEIN sous-jacent, qu’on
nommera Lemme de STEIN indépendant, exprime que le couple (X,Y) suit N'(0,1) ® Py, avec Py la
loi de Y sur R si et seulement si pour toute fonction test f : R x R — R, on dispose de la formule
d’intégration par parties

B oe )] =Byl
i
A partir de 14, on pourra donner une équation de STEIN, qui sera une équation aux dérivées partielles,
et étudier les solutions de cette équation afin de donner une borne pour des distances entre (X,Y) et
N(0,1) ® Py. On présentera le résultat pour un second membre Y qui sera un vecteur aléatoire (qu’on
notera alors Y). C’est 'objet du Théoréme .

Dans la suite, on combinera ce résultat avec le calcul de MALLIAVIN afin d’aboutir & des bornes

en termes des opérateurs liés a cette théorie. C’est I'objet du Théoreme . Dans le cadre ou
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les variables appartiennent a des chaos de WIENER, le résultat sera édifiant : si on a convergence
en loi de la premiére marginale vers N(0,1), de la deuxiéme vers la loi d'un vecteur Y et si on
a décorrélation asymptotique, alors on a indépendance asymptotique dans le sens ou au sens des
distances fonctionnelles utilisées, la loi de la suite de couples converge vers N'(0,1) @ Py. C’est l'objet
du Théoreme VIL3.3.

Dans 'entiéreté de ce chapitre, on considere (2, F,P) un espace probabilisé. On notera E I'espé-
rance associée.

Méthode de Stein indépendante

Lemme de Stein indépendant

Lemme VII.1.1 : (Lemme de STEIN indépendant) Soient X une variable aléatoire réelle, Y un
vecteur aléatoire de RP, € R et 0 > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La variable X suit la loi N'(u,0?) et est indépendante de Y ;

(i) Pour toute fonction mesurable f : R x RP — R telle que pour tout'y € RP, x — f(x,y) soit
absolument continue et telle que E[|01 f(X,Y)|] < oo et E[|(X — ) f(X,Y)|] < oo alors

o’E [gf(x, Y)} =E[(X - n)f(X,Y)]. [VII.1]

X

Démonstration : Supposons d'abord (i), c’est-a-dire qu'on suppose que X suit A'(u,0?) et est indépendant de
Y. Soit f: R x RP — R comme précisé dans (ii). En utilisant alors I'intégration par parties du lemme de STEIN
classique et I'indépendance de X et Y, on en déduit que

E {Z(X,Y)] :/RpE Bi(X,y)} Py (dy)

— [ EIX - 0 f(Xy) Py(y)
RP
On en déduit (ii).
Supposons désormais (ii), a savoir qu'on dispose de |'égalité [] pour toute fonction f : R x RP — R
absolument continue par rapport a sa deuxiéme variable telle que les espérances existent. Alors en particulier, pour
tout t € R et s € R?, une fonction dans ce cas est donnée par f(z,y) = e''@e!sY (c'est le cas des fonctions

trigonométriques réelles associées, donc des exponentielles complexes par linéarité). Alors [] donne dans ce
cas

i0tE [e"¥e®Y] = E [(X — p)elXe™Y]. [VII.2]

Or, I'hypothése (ii) appliquée 3 f constamment égale & 1 implique que X € L(PP), si bien que par dérivation sous
I'espérance, le membre de droite de [] s'écrit aussi

X i 0 e
(io’2t + ‘u) E [eltXels-Y] — _ia {E [eltXele] } .
On conclut alors que ¢ := ¢(x y) la fonction caractéristique de (X,Y) vérifie I'équation différentielle

(ot + i)l s) = S0 (1,5).

-

Puisque la condition initiale en ¢ vérifie ©(0,s) = oy (s) pour tout s € RP, il suit que p(t,8) = N (i, 02)(t) - oy (s).
On en déduit (i). O



VII.1. Méthode de Stein indépendante 113

Equation différentielle associée

On considére Y un vecteur aléatoire de RP et Z suivant N(0,0?) indépendant de Y. Soit h :
R x RP — R mesurable telle que pour tout y € RP, E[|h(Z,y)|] < oco. On considere 1'équation
différentielle suivante : of
2

0" (2,y) — af(2,y) = hiz,y) — E[A(Z,)] [VII.3)
L’intérét de cette équation différentielle réside dans I’écriture suivante :
23.)‘"

On résout ’équation différentielle [] dans la Proposition suivante.

Proposition VII.1.2 : Soit h: R x R? — R de classe C' admettant des dérivées partielles bornées.
Alors [] admet une unique solution bornée f, : R x RP — R de classe C' et est explicitement
donnée pour tout t € R ety € RP par

De plus, on dispose des bornes suivantes :
. oh
1. Pour fu : || fnlle < ‘ o

Y
(o)

Ofn
9y,

Oh

9y,

2. Pour ses dérivées H%

o5 || et pour 1 <j<p,

< l\/E
o S0V 2
Démonstration : Commencgons par constater que I'expression donnée dans le membre de droite de [] est

bien solution de []. Par les théoremes classiques, f;, est effectivement de classe C'. Pour cela, il suffit de
constater que par le lemme de STEIN classique,

fu(z,y) =—/O+OO e 'E {g (e*ta:+ V1—e2Z, y)} dt.

En dérivant de plus I'expression [] par rapport a x, et en utilisant la précédente expression pour f;, on obtient

o0

+o0 —t
o? 8fh (z,y) — zfn(z,y) = —/0 e 'R [(216% — x) % (e*tac +vV1—e2t7 y)} dt

— e

=-F [/()+OO % {h (eft;v +vV1—e2Z, y)} dt]
= h(z,y) — E[h(Z,y)].

Ainsi, fy, est bien solution de []. De plus, f3 est bornée, puisqu'alors

—+oo
| fr(z,y)| < / e 'E th e’tx+ V1—e2Z, y)H dt
0

<l

Cela permet de conclure aussi en la borne 1.. De plus, si g est une solution de [] alors par linéarité, pour tout
y € RP, il existe une constante C'(y) € R telle que pour tout = € R,

Oh
ox

oh
or ||,

2

fu(z,y) — g(z,y) = Cly)e-=.

Si on souhaite que g soit aussi bornée, alors C doit étre constamment nul. On en déduit que f, = g, donc a
I'unicité de la solution bornée pour I'équation [VII.3].
Reste a montrer les estimations 2.. Pour la dérivée en z, on utilise I'expression suivante

%(a:,y) — -1 e {Za ( “tr4y1—e"22Z, y)} dt.

Ox o J, J1i—e 2
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On en déduit alors
E[|Z

o2

%( ) @ “+o0 €—2t 2 @
oz YN S oz - 1— -2t oz ||

Enfin, pour les dérivées en y, on dérive directement |'expression [] par rapport a y; pour obtenir

‘(?fh(x )’ < EllZll e et Hah — 1\/? Oh
oy, VNS Ter g Ve Wil oV 210yl
On en déduit la borne 2.. O

Dans la suite de ce chapitre, on notera

1l <1
C, 2 feC'RxR 5 R)| 0uflle < 2y/2
2w ], <33

Bornes en distance de Wasserstein

Rappelons qu’on a défini dans la Définition la distance de WASSERSTEIN sur R? comme la
distance entre deux mesures de probabilité p et v sur R¢ admettant un moment d’ordre 1 donnée par

/hdu /hdz/
R4

Théoréme VII.1.3 : Soient X une variable aléatoire réelle intégrable, Y un vecteur aléatoire intégrable
de RP et o0 > 0. Alors

wlpv) = sup
heLip(1

of
E |o2=1
[G oz

Démonstration : Soit Z ~ N(0,0?) indépendante du vecteur Y. Considérons une fonction i : R x RP — R de
classe C! qui soit 1-lipschitzienne. D'aprés I'équation de STEIN [], on a alors

dw (P(X,Y)aN(OaUZ) ® PY) < sup
fec,

(X,Y) - X f(X. Y)} ’ . [VII.5]

E[h(X,Y)]  E[h(Z,Y)] = E [ 20 v vy - xpx Y)J} ,

ol fj est la solution donnée dans la Proposition . D’aprés cette méme Proposition, pour tout h de classe C'!
et 1-Lipschitzienne, f;, € C,, si bien que pour ces fonctions h :

]E[h(Xv Y)} - ]E[h(Z7 Y)] < sup
et

E [azgi(X,Y) —Xf(X,Y)] ‘

Pour h lipschitzienne non nécessairement de classe C!, on approche uniformément h par h. = h* G, ot G, est
un noyau gaussien de variance € sur R x R? pour € > 0. Plus précisément, pour tout x € R et y € R?,

he(w,y) = E [ (¢ + VEN,y + VaN)],

ol (N, N) suit la loi MVp4+1(0,Ip41). Alors h. converge uniformément vers h quand [¢ — 0] et h. est 1-lipschitzienne
et de classe C''. On conclut alors que

[EIR(X,Y)] ~ E[(Z, Y)]|
< [EIX, Y)] = BB (X, Y))| + IR (X, Y)) = EIR(2, Y))| + |Eh#(2, Y)) - E[h(Z, Y)

< 2[|h = he|| o + sup
fets

E [cr g(X Y) - Xf(X,Y)} ’
Il suffit alors de faire [¢ — 0] pour conclure que pour tout i € Lip(1)

‘E[h(X, Y)] - E[h(Z,Y)]| < sup
rec,

E [UQZ;C(XN) —Xf(X,Y)} ’
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Cela donne alors [] et conclut cette démonstration. O

Ce Théoreme conclut la partie classique liée a la méthode de STEIN. Ce résultat est alors déja
extrémement intéressant en soi, bien qu’on utilisera en pratique les criteres qu’on développe dans la
suite.

Remarque VII.1./. Mentionnons rapidement ce qu’il se passe dans le cas ou on travaille par exemple
avec la distance en variation totale, définie pour deux mesures de probas u et v sur R x RP

drv(pmv) = sup  |u(A) — v(A)].
AEB(RxRP)

Pour cela, au lieu d’utiliser la Proposition , on utilise ’expression suivante provenant d’une
méthode classique de variation de la constante pour la solution de STEIN fy, :

fuley) = e /_xoo ¢ (h(z,y) — EI(Z.y))) dz.

Pour la distance en variation totale, on considére h = 14, avec A € B(R x RP). Pour y € RP, on note
Ay lensemble {z € R, (z,y) € A}. Dans ce cas,

Ofn T L2 [T .2 1y(z,y) —P(Z € Ay)
ox (xay) = EEQU ‘/_Ooe 20 (1A(Z y) P(Z S Ay)) dz + -2 4 .
Ainsi, pour z > 0,
afh 1 ﬁ +oo —22 1 2
ox ( 7y)‘ 9620 . ze 2o ]-A(z7Y) - P(Z € Ay)’ dz + ? = ;

4 1. of,
Idem pour x < 0. On en déduit que Ha—;

< 2.

Par contre, on ne peut rien affirmer sur une dérivabilité de fn par rapport aux variables y;. Si la
dérivabilité par rapport a x provient du fait que fj vérifie une équation différentielle, celle par rapport
a aux y; ne provient exclusivement que du caractere dérivable de h par rapport a ces mémes variables.

Autrement dit, la méthode que nous appliquons ici permet d’estimer des distances qui font inter-
venir des fonctions tests dérivables (au sens absolument continue), autrement dit pour la distance de
WASSERSTEIN principalement. Cela fonctionne aussi pour la distance de FORTER—MOURIER donnée
par

dpn (i, v) £ sup / h(z,y) du(z,y) —/ h(z,y) dv(z,y)|.
RxR4 RxR4

7]l oo <1
1Pllip <t

Rappelons que cette derniere métrise la convergence en loi. &

Etude dans le cas dérivable

On considere (M, (-, )%, [|-|l;) un espace de HILBERT sur lequel on définit un processus isonormal
W : H — L?(P). Dans toute la suite de ce chapitre, on se place sur (£,G,PP), ou G est la tribu
engendrée par W. On introduit 'opérateur de dérivation D, et les opérateurs L et § associés par
rapport a W.

Théoréme VIIL.2.1: Soient X une variable aléatoire réelle centrée, Y = (Y (1),--- ,Y (p)) un vecteur
aléatoire de RP et o > 0. Supposons que X € DV2 et pour tout 1 < j < p, Y(j) € DY2. Alors

W((X,Y),N(O,U2) ®Py)

<3 EEHUQ— (DX, D(~L) ' X)] + [ZE )X, DY (j))u|]. [VIT.6]

oV T
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Si on suppose de plus que X € DY et Y (5) € DY* pour tout 1 < j < p alors

dw ((X,Y), o%) ® Py)

\[\/ — (DX,D(-L)"! \/EZ\/ )X, DY (j))3,]. (VIT.7]

Démonstration : Reprenons la borne de STEIN donnée par []. Il suffit d'en étudier le membre de droite ave
les calculs usuels du calcul de MALLIAVIN. Considérons f € C,. Alors par la relation §D = —L du Théoréme ‘,
par relation de dualité donnée dans la Définition ].3.12, et par régle de la chaine pour la dérivée, on a

O

E oQgi(X,Y) - Xf(X, Y)}
=E ‘;f(X Y) - 6D(-L)"~ 1Xf(X,Y)}
—E : 2gf(X Y) —E[<D(—L)*1X, Df(X,Y)}H}
—E : QZf (X, Y) f]ERD(fL)*lX, Df(X,Y)>H}
= E _ 8f(X Y) Bf(x Y)(D(-L)"'X, DX>H} — iE [gyfj(X,YXD(—L)‘lX, Dij .

Ainsi, puisque f € C,, on conclut par inégalité triangulaire que

‘E [&Zi(x,Y) ~ XX, Y)} ‘ <1 EEHC’Q ~ (DX, D(-L) X[ + 1\/§ZP:EH<D(L)1X, DY) |

o\ m o =
On en déduit I'inégalité []. Pour obtenir [], il suffit d'appliquer CAUCHY-SCHWARZ qui est valable
puisque chaque variable est dans D!, O

Remarque VIIL.2.2. Constatons que cette estimation de distance est décomposée en deux termes. Le
premier, faisant intervenir uniquement la dérivée de X, est en fait le méme que celui qui intervient
dans le Théoreme lorsqu’on cherche & estimer la distance de WASSERSTEIN entre X et NV(0, 02).
Quand au deuxieme, il s’interpréte comme une mesure de la décorrélation entre X et les Y;. Cela
deviendra clair dans la prochaine section, ou toutes les variables seront des intégrales stochastiques
multiples de WIENER. En d’autres termes, on peut lire ce Théoréme comme la décomposition suivante :

Borne de la distance Décorrélation

2
< .
dW((Xv Y)aN(()?U ) ® PY) = entre X et _/\/’(O’O'Q) + entre X et Y

Cas particulier des chaos de Wiener

Pour un chaos fixe

On applique le Théoreme dans le cadre ou chaque variable est dans un chaos de WIENER.

Proposition VII.3.1 : Soient X une variable aléatoire réelle et Y = (Y (1),---,Y(p)) un vecteur
aléatoire de RP tels qu’il existe ¢ > 1 et q(1),--- ,q(p) =1, f € HO, g(1) € HOIWD ... g(p) € HOIP)
tels que X = I,(f) et pour tous 1 < j < p, Y(j) = Iy;)(g(j)). Alors

\/>¢ Zaquf@erH@(?(q )

1 72 qNg; ) ,
U\/gz Z bq’qj?r f®Tg(j)‘|H®(Q+Qj—2r),
j=1 \ r=1

(YN0 @ Py) < 212 |2 = gl +

[VII.S8]
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2 2 2 2
s wofa) (a1 o oefa—1Y\ (4
a‘]yr = T! <T> (T o 1) (2(q - T))' et b‘]vqjvr = T! <T — 1) <7;7> (2(q 4 q] a T))‘

sont des constantes ne dépendant pas de f et g.

Démonstration : On applique directement le Théoréme VI1.2.1, plus précisément |'inégalité [] avec la
manipulation supplémentaire :

\/E[(a2 — (DX, D(fL)*1X>H)2} <|o? —E[x?)| + \/E [(E[X?] — (DX, D(fL)*1X>H)2}.

Par isométrie des intégrales multiples, E[X?] = ¢! f||;;2,, donnant ainsi le premier terme de []. Il s’agit dans
. . . . _ 2 )
toute la suite de cette démonstration de calculer vaillamment les termes E [(]E[Xz] — (DX, DL X)) } (qu'on

notera A dans la suite) et E[(DL*X, DY(j)}%_L} (noté B) grice a des utilisations répétées de la formule produit

pour les intégrales stochastiques.

Pour le terme A, il s'agit du terme correspondant a la borne de la distance entre X et N'(0,02). Il s'agit en fait
d'un terme déja connu. On référe alors & [NP12a], Lemme 5.2.4 pour les détails de ce terme.

Détaillons le terme B. D'aprés la formule produit (Proposition )

(D(—L)1X, DY ()3 = §<Dx, DY ()

=q(j) quZ(j%_l r! (q - 1) <q(j)r— 1> Iaqng()—(r+ 1) (f @rt1 9(4))-

r
r=0

Aprés un changement de variables dans la somme, et une transformation via le coefficient binomial, on écrit la somme
sous la forme

r—1

q/q(d) _ .
oL 0Y@he= 3 A1) (") a0 B a0

r=1

On conclut par orthogonalité des chaos, et par isométrie des intégrales stochastiques que

ang(j) 2 )
B0 xovi3) = X #(721) (") B o 8 06))

r— T
r=1
anqg(j) g—1 2 () 2 )
=3 2 (171) (") anat =S B s oo
r=1
Cela est le troisieme terme dans le membre de droite de [], et conclut cette démonstration. O

Remarque VIL.3.2. Le critere d’USTUNEL et ZAKAI, donné dans [UZ8Y], affirme que deux variables
aléatoires X = I,(f) et Y = I(g) dans des chaos de WIENER sont indépendantes si et seulement si
f ®1 g = 0 presque partout, soit encore (DX, DY )3, = 0 presque siirement et presque partout.

La Proposition permet de retrouver le sens réciproque ce critere dans le cas ou X = I;(f)
avec E[X?] = o, et Y = I,(g), avec ¢ > 1. En effet, si f ®; g = 0, il devient immédiat que (VII.q]
devient simplement dw (P(x y),Px ® Py) = 0, d’olt I'indépendance entre X et Y. &

Cette Proposition, certes explicite sur la borne, cache en fait un Théoréme Limite extrémement
surprenant par sa simplicité, ressemblant au méme type de résultat que le Théoréme du Quatrieme
Moment.

Théoréme VII.3.3 : Soient (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, (Yn)n>1 une suite de
vecteurs aléatoires de RP, ou on note Y,(j) sa j-éme coordonnée, et o > 0. On suppose qu’il existe
q=1letq, - ,q =1 tels que pour tout n > 1, X, € H, et pour tout 1 < j < p, Yu(j) € Hy,- On
suppose les quatre conditions suivantes.

(i) (Xp)n>1 converge en loi vers N'(0,02) ;

(ii) (Y,)n>1 converge en loi vers une probabilité y ;
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(i) Les ordres des composantes de Y,, sont inférieurs a l'ordre de X, : ¢ > maxi<j<pq;;
(iv) Pour tous 1 < j < p, E[X,, Y, (j)] — 0 quand [n — <.
Alors la suite de couples (X, Yn)n>1 converge en loi vers N'(0,0%) ®@ p. De plus, si (Y,)n>1 converge

en distance de WASSERSTEIN wvers u alors la convergence du couple se fait aussi en distance de
WASSERSTEIN, avec pour tout n > 1,

dw ((Xn, Yn), N (0,0?) ® [\/ — (DX,,,D(— L)—an>H)2}
[Z\/ )1X,,, DY, (j ))%hdw(m,u).

[VII.9]

Démonstration : Considérons t € R, s € RP tels que (t,s) ne soit pas le couple nul et h : R x R? — R donnée

pour tout z € R et y € R? par
A 1
h(z,y) =
’ |(t,s)]

Remarquez que h est 1-lipschitzienne. Pour montrer la convergence en loi de (X,,,Y},), vers N(0,02) @ p, il suffit
de montrer que

itz+is-y

E[h(Xn, Y,)] - E[h(Z,Y)] —— 0, [VII.10]

ol (Z,Y) ~N(0,0%) @ . Or, par inégalité triangulaire,
|E[h(XmYn)] - E[h(Z, Y)]'
[E[R(Xn, Yn)] = E[A(Zn, Y0)]| + [E[A(Zn, Y0)] = E[A(Z,Y)]]

N

< dW((XnaYn)aN(070-2) ®IP)Y”) + x (E[h(m>Y’ﬂ)] - ]E[h(x’Y)]) dx

1>

A+ B,

oll G est la densité de NV(0,02) et pour tout n > 1, Z, suit N'(0,02) et est indépendante de Y.
Montrons d'abord que B tend vers 0. Pour cela, on observe que

— [E[H(Y.)] ~E[H(Y)]],

ol pour tout y € RP, H(y fR h(z,y) dz. Cette fonction H est continue et bornée par \(t71s)| Ainsi, par
convergence en loi de Y,, vers Y, on conclut que B tend vers 0 lorsque [n — oo].
Montrons désormais que A tend aussi vers 0. Pour cela, notons pourtoutn >1letl1<j<p

X = L(n) et Yo(5) = I, (90(5))-

D’apres la Proposition |VI1.3.1, on a

1 /2 1 /2 |2
2 2 = 2
J\/; ’U o E[Xn” + oV ; aq,r”@bn@r@bn”H@(z(q—r»

AQGj
1 [1& Fa ~ 12
* aﬁ 2 1 Zl ba.qy.r |60 @rgn ()3 asa;-20 -
Jj= r=

Or, les deux premiers termes du membres tendent vers 0 par convergence de (X,,),>1 vers N(0, 02). Montrons que
pour tout 1 < 5 < p,

qNg;

~ 2
E :bq,q;n’||¢n®rgn(])”H‘X’WHJ‘—%) o 0.
r=1

La troisieme hypothése du Théoreme donne g A g; = g;. Pour comprendre comment influe cette hypothése, on le
laisse sous cette forme pour le moment. Fixons 1 < r < g A g;. Alors

160@r 90 otaras 21 < 16n @r gali)Esetasas -2 = (60 O Gu(i)s b @r g '>>H®<q+w>
<¢n ®q r ¢nagn( ) ®q7,74 gn(j» ®27r ||¢n ®q r an”q_(@zr”gn ®q777“ gn )HH@QT
< ||¢n Qq—r ¢n||7{®2THgn(.7)H'H®‘U'
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Or, (Y.(4)), converge en loi et vit dans un chaos de WIENER fixe, donc est bornée dans L? (voir le Corollaire 6.11
dans [Jan97]). De plus, puisque (X,,),, converge vers N'(0,0?), d'aprés le Théoreme du Quatrieme Moment ,
pour tout 1 <7 < q— 1, [[pn @¢—r dnlly e tend vers 0 lorsque [n — oc]. On en déduit que

(g=1)Ag;
~ 12
Z bq’qj77‘| ¢n®rgn(.7)||7{®(q+qj—2r) m} 0.
r=1

Attention aux bornes de la somme qui ne sont pas celles qu’on espére. En effet, si ¢; < g, alors on conclut que A tend
aussi vers 0 quand [n — oo]. Pour ¢ = ¢;, la somme est alors, par isométrie des intégrales stochastiques multiples

q q—1
= N2 = N2 .
Z ba,q;,r|n@rgn ()3 ata;—2r = Z ba,q;,r[|0n@rgn ()l 3ge e, -2 + E[Xn Y (5)].
r=1 r=1

C'est donc ici que la derniére hypothése intervient, et permet de conclure en la convergence vers 0 de A. Puisqu’on
a montré que A et B tendent vers 0, on conclut sur [[VII.10] pour tout h € Lip(1), donc en la convergence en loi
du couple (X,,, Y,.), vers N(0,0%) @ p.

Supposons désormais que (Y, ),,>1 converge au sens de la distance de WASSERSTEIN vers p. Soit b : RxRP —
R 1-lipschitzienne. Alors I'inégalité suivante reste valable

[E[A(X0, Yo)] = E[1(Z, Y)]| < dw((Xa, o), N (0,0%) @ Py, ) + [E[A(Za, Ya)] ~ E[0(Z, Y)] |
Nous avons déja démontré que le premier terme tend vers 0. Quand au deuxiéme, il s’écrit

b

\E[h(me] ~E[h(2,Y)]| = [E[H(Y.)] - E[H(Y)]

ou encore une fois H(y fR h(z,y) dz. Puisque h est 1-lipschitzienne, c'est aussi le cas de H, si bien que
\E[h(Zn,,Ym ~E[h(2,Y)]| < aw (Yo, ).

Ainsi,
W((Xn,Yn),N(O,UQ) ® U) < dW((Xann)aN(Oaaz) ® PYJ + dW(PYn’M)?

qui tend bien vers 0. On en déduit la convergence du couple au sens de WASSERSTEIN. On en déduit aussi []
via le Théoréme . (I

Remarque VIL3.4. Au vu de ce résultat, on serait tenté d’affirmer que ce Théoréme Limite exprime
I'indépendance asymptotique entre (X,)n et (Y)n>1. On restera vigilent avec ce terme, car il peut
renfermer plusieurs définitions non équivalentes. Regarder I’Annexe @ &

Remarque VIL.3.5. L'hypothese (iii) sur les ordres est nécessaire. Dans la démonstration, si 'un des j
vérifie g; > ¢, alors il n’y aucune raison pour que [|¢,®@qgn(j)l,@w@,-q tende vers 0 lorsque [n — oc],
ce qui empéche de conclure que le terme A tend vers 0.

De plus, on dispose du contre-exemple suivant. Considérons X,, = I,(¢,) une suite de variables
aléatoires dans le chaos d’ordre ¢ convergeant en loi vers Z ~ N'(0,1). Donnons nous Y;, = oy (¢n,®y,).
Alors, par la formule produit

X2 =E[X?]+Y, + S,,

o S, & S9Th r!(g)212(q_r)(gbn®,«gbn). Or, d’aprés le Théoréme du Quatriéme Moment [11.1.1] E[S?]
tend vers 0. On en déduit que (Y;,),, converge en loi vers Z2—1. De plus, pour tout n > 1, E[X,,Y;] = 0
Ainsi, les hypotheses (i), (ii) et (iv) sont vérifiées. Pourtant, pour tout ¢,s € R

’E [ itXy, 1sYn} o) { 1tZels(ZQ—1)”
‘E[ it Xn is(X7— }

{11&21522 1”
<o oot o] gfe] -]

.

‘ { itX, lsyn} _F [eitxneis(xg—l)”
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Le premier terme tend vers 0 par Théoréme Portemanteau, tandis que le deuxieme tend vers 0 par
convergence L? de S, vers 0. On en déduit que (X,,,Y;) converge en loi vers (Z, Z? — 1), qui n’est pas
un couple indépendant (calculer E[Z2(Z2 — 1)] # 0 pour s’en convaincre). s

On dispose du méme type de Théoreme dans le cas d’'un développement en chaos fini pour Y.

Théoréme VII.3.6 : Soient (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, (Y )n>1 une suite de
vecteurs aléatoires de RP, ou on note Y,(j) sa j-éme coordonnée, et o > 0. On suppose qu’il existe
>1etq >1 tels que pour tout n > 1, X, € H4 et pour tout 1 < j < p, Yo(j) € Bf_oHx. On
suppose les quatre conditions suivantes.
(i) (Xn)n>1 converge en loi vers N'(0,02) ;
(ii) (Yn)n>1 converge en loi vers une probabilité p ;
(iii) Les ordres des composantes de Y,, sont inférieurs a lordre de X,, : ¢' < q;
(iv) Pour tous 1 < j < p, E[X,,Y,(j)] = 0 quand [n — oo].
Alors la suite de couples (X, Yy )n>1 converge en loi vers N'(0,02) ® . De plus, si (Yn)n>1 converge

en distance de WASSERSTEIN vers p alors la convergence de (Xp, Yn)n>1 est aussi valable au sens de
WASSERSTEIN et pour tout n > 1 ’inégalité [] est vérifiée.

Démonstration : Il s'agit de la méme démarche qu'avant, mais en plus lourd. Notons X,, = I;(¢,) et Y,(j) =
Zk oIk (gn,k(4)). On note pour 1<k <, Y le vecteur aléatoire de RP dont la j-éme composante est donnée
par I1.(gn k(5))- Ainsi, Y,, = >°7_, Y, . On applique I'inégalité []. Les termes (DX,,, D(—L)~'X,,) ne sont
pas nouveaux, et donne la somme 3977 a, || pn® n||§_[®<2(q,,,.)) apparaissant dans la Proposition VI1.3.1 qui tend
vers 0 par le Théoréme du Quatrieme Moment , puisque (X,,), converge vers N'(0,0?).

Par contre, I'inégalité [] nous fournit alors des calculs de dérivées entre X et Y,,. Plus précisément, on
va montrer que

Z\/E )=1X,,, DY, (j))2,] —— 0.

n—oo

Par inégalité triangulaire,

> VEID(-L) 71X, DY (7))3) < 30 37 \EUD(-L) 7 X, DY, (03

Or, a k fixé, la somme sur j est connue, puisqu’on I'a étudiée dans le cas unichaotique. Plus précisément, on a utilisé
la formule produit, qui donne ici :

<
Il
_
=~
Il
<

gNk

p q p 4
Z Z \/E 1Xn> DYn k Z Z Z bq,k,r||¢n®rgn,k(j)|‘3{®(q+k—2r)-
j=1 k=0

7j=1k=0 r=1

Or, par exactement les mémes arguments que la démonstration du Théoreme (terme B), on en déduit via les
hypotheses (ii), (iii) et (iv) que

Z%E )1 X0, DY (j))2] —— 0,

n—oo

donc 2 la convergence souhaitée de (X,,,Y,,) vers N'(0,0?) ® p. O

Cadre d’un développement en chaos infini

Pour ¢ > 0, on note J, : L*(G) = EB@O Hi — $Hq la projection orthogonale sur le g-eme chaos de
WIENER.

Théoréme VIIL.3.7 : Soient (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, (Y )n>1 une suite
de vecteurs aléatoires réels de RP, ou on note Y,(j) sa j-éme coordonnée et o > 0. On suppose qu’il
existe ¢ > 1 tel que pour tout n > 1, X,, € $, et que pour tout 1 < j <petn>1,Y,(j) € L*(P). On
suppose de plus les conditions suivantes.
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(i) (X2)n>1 converge en loi vers N'(0,0?) ;
(i) (Yrn)n>1 converge dans L* vers un vecteur aléatoire Yoo de loi i ;

(iii) Pour tout 1 < j < p, le reste des développements en chaos de WIENER de (Y, (j))n>1 converge
uniformément vers 0 dans L*(P) :

+oo
w3 EPnOr] oo

(iv) Pour tout 1 < j < p, E[X,Y,(j)] — 0 lorsque [n — o0].

Alors le couple (X, Yy)n converge au sens de WASSERSTEIN vers N'(0,0%) @ p. De plus, si pour
tout 1 <j<petn>1, Y,(5) € DY alors lestimation [] est vérifiée.

Démonstration : La démonstration est différente des précédentes, puisqu’elle n'utilise pas la Proposition .

Notons X,, = I,(¢n), avec ¢, € HO™ et Y,,(j) = ;OO I (gn.q'(4)), avec pour tout ¢’ > 0, gn.q(j) € H®? . Pour

M >1,etn>1o0un=oc0, onnote Y |la somme tronquée a l'ordre M, c'est-a-dire le vecteur aléatoire de R?
dont la j-éme coordonnée est donnée par

M
= Ly (g (7))
q'=0
Soit A : R x R? — R une application 1-lipschitzienne. On effectue alors le découpage suivant
‘E[h(Xn, Y,)] - E[A(Z Yo ‘
[E[A(Xa, Ya)] — E[A(X,, Y2O] | + [E[h(X,, YA —E[n(Z), Y1)
+ ’E[h (ZM, Y] —E[h(ZM,Yg)]‘ v ’E[h(ZM,Ygg)] —E[h(Z, YOO)H
= Apar(h) + By a(h) + Crar(h) 4+ Dag(h).
On a noté Z ~ N(0,0?) indépendant de Y, et pour tout M > 1, ZM ~ N(0,0?) indépendant de Y et

ZM ~ N(0,0?%) indépendant de Y2Z. Traitons chacun des quatre termes.
Pour le terme A, I'inégalité triangulaire, le caractére 1-lipschitzien de h et CAUCHY-SCHWARZ donne

+o0
Anr(h) <E[[Y, - YM[] < IE[|YH—YQ4]2}< Zsup 3 E[Jqun(j)ﬂ.

n>1 d=M+1

On en déduit que supj,cpip(1) SUP,>1 An,a(h) tend vers 0 quand [M — oo] par I'hypothése (iii).

Pour le terme B, il s'agit de comparer la loi de (X,,, YM) a celle de (ZM,YM), qui suit N(0,0?) ® Pyar. Il ne
s'agit pas exactement du cadre du Théoreme , 3 cause du fait que I'ordre maximal du développement en chaos
M de YM peut excéder g. Néanmoins, au lieu d'une convergence en loi, on a une convergence L2. Par le Théoréme
_II.2. ! on a

dw((Xn,Y%),N(o,(f?) ®IP>Y%)

[\/ — (DX,,,D(~L)"! \/>Z\/ )71 X, DY,M(4))3,

*an‘kﬂnM

Le terme «, tend vers 0 lorsque [n — oo, par le Théoréme du Quatriéme Moment . Quand a B, ar, a M fixé,
une inégalité triangulaire dans L?(P) et la formule produit donne

Bt < ZZ VEID(-L)=1 X, DIy (9.0 (7))

M qAg’

~ 2
Z ba,q' 7| Gn@rgn.q (J)”H@(qw’—zr)’
r=1
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ol b?q/,r est défini dans la Proposition . Pour 1 <j<p,0<q¢d <Metl<r<qgAq, montrons que
|0 @rn,q' (3)ll3;@(a+a 2 tend vers 0 quand [n — oc]. Pour 7 < ¢’ < g,

= T 2
||¢n®rgn,q/ (])‘ly@(qﬁ-q’—%) < ||¢n ®qfr (anH@?T Sufl) ”gn’q’ HH®<1’7

n>

qui tend vers 0 quand [n — oc] par Théoréme du Quatrieme Moment. Si r = ¢ = ¢/, alors I'hypothése (iv) donne
(puisque X,, € $,)

- 1 1
H¢n®qgﬂ7Q(j)”3-[®0 = E]E[Xn 'Jan(j)] = —E[XnYn(j)} — 0.

q' n—oo

Supposons désormais que ¢’ > ¢q. Pour r < ¢ < ¢/, c'est encore |'inégalité précédente avec le Théoréme du Quatrieme
Moment qui permet de conclure. Considérons finalement r = ¢ < ¢'. Par convergence L? quand [n — oc] de

Jo Yo () = Iy (gn,q (§)) vers Jy Yoo (4) 2 Iy (goo,q' (7)), et par isométrie des intégrales stochastiques, il suit que

. . 2
9n.q (3) = oo, (3)I3j00r —— 0.

n—oo
Ainsi,

|¢n®qgoo,q’ (j)||H®(q/,q> + qun@q(gn,q’ (.7) — Yoo,q’ (j))||y®(q/—q)
|¢n®qgoo,q’ (j)”w@(q/—q) + SliFl) {||¢n|‘7-[®q} ||gn,q’ (J) — Goo,q’ (j)HH@)q'-
nz

H(bné@qgn,q'(j)”’){@(q’fq) < |
< |
Reste a montrer que pour ¢, ®qGoo,q (J)ll3y0—« tend vers 0 lorsque [n — oo]. On va conclure par troncature
de goo,q (7). Afin de simplifier les notations, on va simplement noter g = goo o/(j) de maniére provisoire. Si (e;);>1
désigne une base hilbertienne de H alors dans H® on ala décomposition suivante

qa qa
9= Z <ga®eik> ®eik'
k=1

iy g 21 Hod k=1

. e A ' '
Soit K > 1. Alors on définit gx = > 1, . <k <97®Z,1 eik> &®i_; €i,, de sorte que
= El 1Yq =X - -

H®a

‘|¢n®qg“7{®(q’—q) < ||¢n®q9K||H®<q’—q> + Sgli ||¢n||7-[®q llg — gKHHq/-
nz

Le deuxiéme terme tend uniformément vers 0 lorsque [K — oo]. Montrons qu'a K fixé, le premier terme tend aussi
vers 0. Soient 1 < iy, -+ ,i; < K. Alors

q q
Pns ® Cio (k) ® Cig(y
k=1

H®a k=q+1

_
1
e @y 3
k=1

JGGq/

!’
q q
1
- Z Pn @1 eio(1>’®eia(k> ® Cig(y

q"
S k=2 H®(a—1) k=q+1
Si bien que
-
< 1
Pn ®q ®eik =X ﬁ § : H¢" @1 €6y HH®(q—1)
k=1 lyew-a 7Sy

< H(bn @g-1 ¢nHH m 0,

par le Théoreme du Quatrieme Moment. On en déduit alors que pour K > 1 fixé, [|¢, ®, gk |30, tend vers 0 quand
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[n — o0]. On conclut alors, en revenant aux notations g = goo,¢/(J), que pour M > g et K > 1 fixé,

~ )
|0 @rGn,q (5) ||y®(q+q'—2r)

P q q’
Br.m < Z Z thm’ﬂ’

j=1¢q'=0 r=1

M q—1

P
~ T
+y > bggr |60 @rgng (o —2n + baq g

i=lq'=q+1 \r=1

= 12
|¢n®qgn7ql (]) ”7—((61’7(1)

/N
O
2 =
~3

o>
LQ
LQ
5
<
S
&
<
X
3
Q
r_
2
)

~
N

=1
P M g—1
~ n2 ~ 12
+ Z Z { bq,q’,r”qsn@rgn,q’ (])”H®<q+q’—2r> + bq,q’,q||¢n®qgoo,q’,K(J)||H<q'—q>
Pl =
1/2
4 . 12 . T
g5 {Inl3ena | (950,050 0) = e () 500 + 19 0) = gwmn,{@q/)}
nz

D M
Br+d Y \/ﬁiKM + B3 + B4

J=lq'=q+1

1>

On a caché les dépendances en j et ¢’ dans la définitions des 3. Nos investigations ont conclu que 33 tend vers 0
lorsque [K — o], et qu'a K et M fixés, B, B2 ;- 1, et Bz tendent vers 0 lorsque [n — oo]. Considérons £ > 0. Alors

P 2
il existe K > 1 tel que 83 < TSI

2 2
Br ko < FCTITER B < e et B < . Il suit que pour ce choix de K, et pour tout n > N = N(M, K, p)

M 2
€
< .
T DD DI
Jj=1q'=q+1

Enfin, puisque «,, tend vers 0, on en déduit que pour n plus grand qu'un rang dépendant de K, M et p que

Pour ce choix de K, il existe un rang N dépendant de M, K et p pour lequel

RS
| ™

sup By v (h) < dw((Xn, Y3'), N(0,0%) @ Pyn) < ap + B < &
heLip(1) :

On en déduit que pour tout M > 1, supj,crip(1) Bn,m(h) tend vers 0 lorsque [n — oo].
Pour le terme C, on a

Cr(h ’E Y] -E[H(Y]],

ol pour tout y € R, H(y) = [, G(2)h(x,y) dz, et G est la densité de N'(0,0?). Puisque h est 1-lipschitzienne,
c'est aussi le cas de H, si bien que

s o) < \Ji [y -] < e [y - va )

On a donc montré que sup ;- Cpn s (h) tend vers 0 lorsque [n — oc].
Pour le terme D. On a de méme

Dar(h) = ‘E[H(Yfg)} —E[H(Yoo)]‘ < \/]EUYgg —Ymﬂ.

On conclut que supj,epip(1y D (h) tend vers 0 lorsque [M — ool.
On peut alors conclure :

[E [A(Xn, Yn)] = E[A(Z, Yool
(

< sup sup Apm(h)+ sup Bpm(h)+ sup sup Cpa(h)+ sup Dp(h).
n>1 heLip(1) RELip(1) heLip(1) M1 h€eLip(1)

Constatons d’abord que le membre de droite de I'inégalité ne dépend plus de h, donc on a

W((Xn,Yn),N(O,U)(X)/,L) sup sup A, m(h)+ sup Bpm(h)+ sup sup Cpm(h)+ sup Da(h)
n2=1 heLip(1) heLip(1) heLip(1l) M>1 heLip(1)
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Soit € > 0. Il existe un entier M pour lequel

sup sup A, am(h)+ sup Dp(h) <
heLip(l) n>1 heLip(1)

| ™

On fixe ce choix de M, et pour ce M fixé, il existe un rang N = N (M, ¢) tel que pour tout n > N,

sup Bn,M(h) + sup sup Cn,M(h’) <
h€Lip(1) he€Lip(1) M>1

N ™

On en déduit enfin que pour tout n > N,
dw((Xn,Yn),N(aa?) ® u) <e.

Cela permet de conclure que (X,,Y,,) converge au sens de WASSERSTEIN lorsque [n — oc] vers N'(0,0?) @ Py__.
Supposons désormais que pour tout n > 1, Y,, € DbY4. Alors une inégalité triangulaire et I'application du

Théoreme permet de conclure sur []. O

Remarque VII.3.8. La condition (iii) du Théoréme, stipulant que

p 00
Z sup Z E{Jq/Yn(j)} — 0
j=1M>L i e

n’est pas étrangere au domaine de la méthode de NOURDIN-PECCATI. En effet, il s’agit déja d’une
condition exprimée par NUALART et HU dans [HNO5] (ou le « sup » est remplacée par I’hypothese
plus faible « limsup ») dans le cadre d’'un Théoréme exprimant la convergence en loi d’'une variable
admettant un développement chaotique infini vers une gaussienne. &

Comparaison avec le résultat de Nualart, Nourdin et Peccati

A propos d’indépendance asymptotique dans les chaos de WIENER, il existait des résultats avant
Pécriture du Théoréme VIL3.3. En 2014, NOURDIN et ROSINSKI donnent dans [NR14] le critére suivant.

Théoréme VII.3.9 : (Théoréme 3.1 de [NR14]) Considérons (Xp)n>1 une suite de vecteurs
aléatoires de R%, dont on note Xn(j) la j-éme coordonnée. On suppose que pour tout 1 < j < d, il
eziste q; > 1 tel que Xn(j) € $4;. On suppose

(i) Les chaos sont ordonnés : q1 > -+ > qq ;
(ii) 1l existe un vecteur aléatoire U de RP tel que (X,)n>1 converge en loi vers U.
Alors U admet des moments a tous ordres et les assertions suivantes sont équivalentes

(a) Les composantes U(1),---,U(d) de U admettent des moments indépendants : pour tous entiers

ki, - ,kg €N
d
E|T[UG)™| = TTE[UG)]:
j=1

j=1

(B) Si on note pour tout n > 1 et 1 < j < d X,(j) L Iqj(¢n(j)) alors pour tout 1 < i # j < d et
I1<r<q¢nNg
H(bn(]) r ¢n(j)H7_[®(qi+qj_27') n—00 0;

(v) Pour tout 1 <i+# j <d,
Cov (X (i)?, Xn(j)?) ——— 0.

n—oo

St de plus la loi de U est déterminée par ses moments alors la condition @ est équivalente a

(6) Les variables U(1),--- ,U(d) sont indépendantes.
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Remarque VIIL.3.10. La condition provient en fait de I’équivalence suivante : si X € H, et Y € Hy
alors X et Y sont indépendantes si et seulement si Cov(X?2,Y?) = 0. Il s’agit d’une reformulation du
critere ’USTUNEL et ZAKAI [UZ89] : si X = I,(f) et Y = I (g) alors X et Y sont indépendantes si
et seulement si f ®; g = 0 presque partout. &

Ce Théoreme a été amélioré par NOURDIN, NUALART et PECCATI en 2016 dans [NNP16], avec les
deux Théorémes suivants.

Théoréme VIL.3.11 : (Théoréme 1.3 de [NNP16]) Soit (X,,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires
de R?, dont on note X,(j) la j-éme coordonnée. On suppose que pour tout 1 < j < d et n > 1,
Xn(j) € $q;- On suppose l'unique condition suivante.

(i) Les chaos sont ordonnés : q1 > -+ = qq.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Pour tout 1 <1i# j <d,
Cov(Xn(i)*, Xn(5)*) 52 0

n—oo

(2) Pour tout1 <i#j<detl<r<gqgAgj,
Hgbn(z) Or ?bn(j)”q_t@(qi-&-qj—%) m 0;

(3) Pour tout Y, -+ ,1q: R — R de classe C*>° admettant des dérivées bornées jusqu’a l'ordre qi,

d d
E|[]%i(Xn()| — [1E[¥(Xn(5)] —— 0.
j=1 Jj=1

n—oo

Le Théoreme [VIL.3.11 nous fournit alors un exemple de critere pour une indépendance asympto-
tique dans les chaos de WIENER. Un Théoreme Limite est aussi exprimé.

Théoréme VII.3.12 : (Théoréme 1.4 de [NNP16]) Soit (X,,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires
de R, dont on note Xn(j) la j-éme coordonnée. On suppose que pour tout 1 < j < d et n > 1,
Xn(j) € Hg;. On suppose les conditions suivantes.

(i) Les chaos sont ordonnés : q1 > -+ = qq.
(i) Pour tout 1 < j < d, X,,(j) converge en loi vers U(j) ;
(iii) Les variables U(1),--- ,U(d) sont indépendantes ;

(iv) On dispose de la condition dans le Théoréme |VIL.3.11 (ou de l'une de ses versions équiva-
lentes).

Alors la suite de vecteurs (Xy)n>1 converge en loi vers le vecteur U = (U(1).---,U(d)).
La principale différence entre le Théoréme [VII.3.12 et le Théoreme provient d’une estima-

tion supplémentaire en distance de WASSERSTEIN, et surtout du fait que la loi cible soit particuliére.
Dans le langage du Théoreme , on suppose dans le Théoréme que U ~ N(0,0%) ® p,
avec g une loi quelconque sur R%~!. Autrement dit, on cherche un Théoréme Limite uniquement sur
un_couple, et non pas directement sur toutes les composantes. Ainsi, la condition du Théoreme
se réduit & : pour tout 2 < j < d, Cov(X,(1)?, X,(5)%) — 0 lorsque [n — oo]. Or, on a
simplement supposé que Cov(X, (1), X,(j)) — 0. Cela est bien stir dii au fait que la loi limite soit
gaussienne.

Dans les chapitres @ et @, on écrit aussi des Théoremes Limites du méme type, ou les lois limites
sont soit T'(v) ® p ou Ny(p,C) @ .

Retenons que les Théoréemes |VII.3.1]J et |VII.3.12| donnent des Théoreémes Limites assez généraux
dans les chaos de WIENER qu’on interpréte comme des indépendances asymptotiques. Nos contribu-
tions consistent & expliciter les hypothéses de décorrélation des carrés des variables d’intérét dans
le cas de lois plus précises, et surtout de donner des estimations de vitesse de convergence de ces
Théoremes Limites en distance de WASSERSTEIN.
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Application au Théoreme de Breuer—Major

Contexte

Le Théoreme Central Limite classique affirme que si on dispose d’une suite de variables indépen-
dantes et identiquement distribuées (Y;,,n > 1) et L? alors sous normalisation, la suite converge en
loi vers la gaussienne standard. Les Théoréemes de BREUER-MAJOR explorent le cas ou Y, = f(X,),
olt (X,,n € Z) est un processus gaussien stationnaire centré et f est une fonction L? par rapport
N(0,1). Si p est la fonction de corrélation de X, c’est-a-dire que p(n) = E[X,, X(], il existe des condi-
tions sur p pour lesquelles on observe une convergence en loi de la renormalisation de %22:1 f(Xk)
vers NV(0,1). Regarder par exemple [NP12a] pour une explication plus précise & ce sujet.

On s’intéresse au cas ou X est donné par des incréments de mouvement brownien fractionnaire.
Pour 0 < H < 1, on considere By un mouvement brownien fractionnaire d’indice de HURST H : il
s’agit d’un processus gaussien réel indexé sur R4 centré et de fonction de covariance donnée pour tout
s,t > 0 par

E[Bu(1)Bu(s)] = 5 (P + 5 — |t — M),
On peut montrer qu’il s’agit d’un processus a accroissements stationnaires mais non-indépendants, a
moins que H = 1/2 auquel cas By /2 est un mouvement brownien standard. On consideére le processus
gaussien suivant, donné pour tout k € N par

Xi = By(k+1) — Bu(k).

Alors la fonction de covariance de X est donnée pour tout k € N par
a1l
2
En particulier, (X)r>0 est un processus stationnaire, car en effet, pour tout k& € N, X}, suit A(0, 1).
On cherche donc a étudier la convergence en loi de la version renormalisée de %ZZ;& f(Xg),ou f €
L*(N(0,1)). Un cas particulier intéressant consiste a prendre f = H, le g-¢me polynéme d’HERMITE
puisque ces polynomes forment une base hilbertienne de L?(A(0,1)).

Notons M,, = %ZZ;& Hy(Br(k + 1) — Br(k)). La suite de variables aléatoires (nM,,n > 1) est
appelée g-variation d’HERMITE de By. Pour tout n > 1, E[M,] = 0 et de plus

pr(k) = 5 (k4127 4 [k — 127 — 2121

n—1ln—1

a[Mp)? = q' > > pu(lk 1)

k=0 1=0

n—1
=q! Z pr (V) 4{(k,1) € [0,n —1]% |k — 1] = v}
v=0

n—1
=q! Z pur(v)?-2(n —v).
v=0

L’étude d’une expression asymptotique de Zz;é(n — k)p(k)? lorsque [n — oo| aboutit & trois compor-
tements distincts, correspondant & trois normalisations possibles de M,,. Le Théoréme suivant résume
cette discussion, dont une démonstration est vue dans [NP12a], ou avec les outils classiques de la
méthode de NOURDIN-PECCATI dans [BNO§].

Théoréme VII.4.1 : (Théoréme 7.4.1 de [NP12a]) Soit ¢ > 1. Considérons pour tout n > 1,

n—1
A > Hy(Bp(k+ 1) — Bu(k)). [VII.11]
k=0
1.5i0< H<1-— 2%, alors
1

yl@) o 0,1
O-q’H\/ﬁ n n—00 N( b )7
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ot Jgﬂ =2¢! 5728 pu (k).
2.5 H=1- Q—Iq alors

1 loi
V@ N(0,1),
0q71_1/2q\/nlnn n—0o0 ( )

ot 0y e, =261 = 1/g)%(1 —1/29)%.
3. Pour 1 — Q—Iq < H <1, alors

1 (q) _loi

(=) Vo Variable d’HERMITE.

Nous ne détaillerons pas plus ce qu’est une variable d’HERMITE, puisqu’on ne l'utilisera pas dans
la suite. Notez seulement qu’il s’agit du processus d’HERMITE pris au temps 1, qui apparait dans
le chaos d’ordre ¢q. La démonstration des deux premiers points se fait avec les outils de la méthode
de NOURDIN-PECCATI, donnant aussi une estimation de la vitesse de convergence en distance en
variation totale, tandis que la démonstration du dernier repose sur une convergence L? d’une copie
d’une suite de variables de méme loi que V,, (donnant aussi lieu & une estimation en variation totale,
due & Pestimation de la vitesse de convergence L?).

Théoréeme Limite indépendant

On cherche a étudier la convergence jointe de deux variations d’HERMITE d’ordre différent. Pour
simplifier, on considére ¢ > 3 quelconque et ¢ = 2. Pour illustrer une éventuelle poursuite d’étude, on
considere un exemple : le cas ou

1 3 3 1
He(0,(l——)Nn|{-1)=(-,1——],
(0r-5)0 ()= (G-a)
de sorte que, sous normalisation, VTEQ) converge vers une gaussienne et Vn(Q) converge vers une loi
d’HERMITE d’ordre 2, c’est-a-dire une loi de ROSENBLATT. BRETON et NOURDIN, dans [BNOg],
donnent des bornes en variations totales griace a la méthode de NOURDIN-PECCATI de la vitesse
de convergence entre n(q) et la gaussienne, et VrSQ) et la loi de ROSENBLATT. On rappelle les résultats

qui nous seront utiles pour la suite.

Proposition VII.4.2 : (Théorémes 1.1 et 1.2 de [BNOS&]) Soient q > 3 et pour tout n > 1, v
et Vn(q) donnés par [] , avec 3/4 < H <1 —1/2q. Alors

]. 2 CH

ot R désigne la loi de ROSENBLATT. On a aussi

2
1 1 2 c
_ - v < — (9) < qi’H
drv (U%H\/ﬁVn ,N(O,l)) <cgn |E (1 qafanHDV” HH <l Wi

Dans le Théoréeme original, tous les résultats sont exprimés en distance en variation totale. Pour la
premiere convergence, le fait qu’on puisse 'affirmer en distance de WASSERSTEIN provient du fait qu’on
montre qu’une copie de Vn(q) converge dans L? vers une variable explicite suivant la loi de ROSENBLATT.
Cette convergence L? implique la convergence au sens de WASSERSTEIN indiquée. On précise de plus
le processus isonormal par rapport auquel on dérive dans la démonstration du Théoreme suivant.

Dans la suite, contrairement a ce qui est présenté dans [Tud23], on se contente de démontrer le
cas ou ¢ = 3. Le cas g > 3 se gere de la méme maniére, les calculs sont simplement tres lourds. Dans
le cas ¢ = 3, la condition sur H se réduit a 3/4 < H < 5/6.



128 VII. Méthode de Nourdin—Peccati pour les lois normales unidimensionnelles

Théoréme VI11.4.3 : Soient ¢ > 3 et pour n > V(Q) et Vn(2) donnés par []. Alors

1 1
(2) (9)
dW <<n2H_1Vn ) Jq,HfV ) ,R@N(O, 1))

1 1 - 3 1
e e T sig<HS1-557

1 1 . 1
1/2+7LH*3/4 S’Ll*m<H<1*

nq(lfH)f

< CHyq [VII.14]

Pour g = 3, I'inégalité se réduit a

1 1 —r + 57 siH=3
dw — V@, )>‘R@%V@)D> i {n1 nfl=3/1 ' i
<<n2H Lo Uq,H\/ﬁ ! n5/2173H + nH13/4 Sl % <H< %

Démonstration : On débute la démonstration avec ¢ quelconque, et quand les calculs deviendront trop lourds, on se
spécialisera dans le cas ¢ = 3. On considére H I'espace de HILBERT décrit comme suit. On considére le sous-espace
vectoriel de L?(R,) engendré par les indicatrices de boréliens bornés. Cet espace est muni du produit scalaire suivant :

pour tout A, B € B(R,) bornés,
(14,1 / / dt ds
A1) [t = s

Constatez en particulier que (1, 1j0,s))% = Ru(t,s), ol Ry désigne la fonction de covariance du mouvement
brownien fractionnaire. On définit { comme le complété de cet espace pour ce produit scalaire. En particulier, pour

f,geH, ona
oo +°° dt ds
fa 9g)H = t _ 5|2(1 H)®

On définit un processus isonormal sur H_par rapport au brownien fractionnaire, si bien qu'on a pour tout ¢t > 0,
By (t) = I;(1j0,)). D'apres le Théoréme M

1 1
W V(2 V(@)
d ((rn2H1 n o a \/ﬁ n ) ’R®N(071))

2
2 T 1 2\ 2

SlE|[1- HDV")H L JE|(DV? DV

T < qaq qn + 2q0 g 2 n2H-1/2 < >H

+d 1742 R)
W (Uq,H\f

On a utilisé le fait que Vn(Q) appartenait au g-eme chaos de WIENER pour simplifier les expressions. Avec les inégalités
[IVII.l:ﬂ] et [NII.lj], on en déduit que

N

1y 1 Cq.H Co.H Cq,H @ @\
dw <(n2H_1 V7£ )v Uq,H\/'ﬁ n )> R®N(O 1)> q(l H)+1/2 + ,nH—3/4 + n2H—1/2 E <DVn ’DVn >'H ’

Il reste alors a traiter ce dernier terme. Pour cela, en développant en chaos, et en constatant que pour k,j € N,
(L k+1)> 1y j+1)m = pa(lk —j]), on a

. _
E|(DV@.DV®) | =alg—Dat > " pullk— KN 20u (K = jpn (k- 7Dou (k= jDou (K - 7')
H 4,k=0j",k'=0

n—1 n-—1

+aq! > Z pr([k =K ok — j))pr (1K — ' Dpu(lj — ')

J,k=0j3"k'=

+(g-1)(g-1) Z Y pullk=kKDT"2pu(lk — i) pu (K = j')*.

Comme détaillé dans [NZ18], il est extrémement pénible de manipuler ces sommes, puisqu'en distinguant les cas
ol les indices sont tous égaux, ou le cas ou trois d’entre eux le sont, ou celui ou deux et deux distincts le sont, ou
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celui ol exactement deux sont égaux, ou le cas ou ils sont tous distincts, cela nous donne plusieurs comportements
possibles lorsque [n — oo]. C'est a partir d'ici qu'on spécialise la démonstration a ¢ = 3, et 3 3/4 < H < 5/6. On
peut néanmoins simplifier un peu le propos, en utilisant I'inégalité

pu (k" =D pu (k= 5'Dou (k= j)pa (K = 5'T)
< %(PH(W —iD?pu (K = 3'D* + pu (K — j1)pu(|k — j'|)2>7

on peut montrer que la premiére somme est inférieure a la troisiéme. Ainsi, voila ce qu'on doit étudier.

n—1 n-—1

2
B (02 Dv), | < e > 3 pall=Kpu(k = oW = Dpn(i =)
J,R=07",R~"=

n—1 n-—1

ter Y Y pulk =k Dpu(lk — i) ?ou (K — 5'1)°

J,k=0j',k'=0
A
=T +Ts.

Commencons par le terme le plus simple, a savoir 5.

n—1 n—1 n—1
Ty=cu Y, pu(k =KD Y pu(k—iD> | | D pu(% —jl)
k,k’=0 7=0 3=0

2

<eun (Z pH<k>> S pu()?
k=0

=0

Or, pour tout v > 0, |pp (v)| < ¢y min{l, 777}, si bien que puisque 3/4 < H < 5/6,ona2(1—H) < 4(1-H) <

1let
"1 2(1—H) "/ 4(1—H)
nean (X)) (S0)

< cpgnn?H-1p2@H=3) _ . 10H—6

Traitons désormais le cas de T;. On décompose la double (double) somme comme suit.

2, fl 2t 2+ 2+ D ZZZ

Jj=j=k'=k j=j'= j=i'=k"  j=k=k' j'=k=k ) =k j= =k’
k' 753 k#j 3'# i#5’ k. ’9 Jl_’f?, i'=k
IFk #j j#j’

ZZZZZZ 2

K =k =k k=K' 3kg K

k ¢J k 7£J k;ég i#i k#y IFEE distincts

A N O N S N L I
Cela fait donc 15 sommes a traiter. Puisque les indices j et j/, et les indices k et k' jouent des roles symétriques,
cela réduit (sauf erreur de compte) a 9 le nombre de sommes distinctes 3 traiter. De plus, pour la derniére somme
Us, on doit distinguer I'ordre sur les indices de sommation, ce qui fait 4! = 24 possibilités supplémentaires, a diviser
par 6 par symétrie de j, 7' et k, k', donc un total de 9 + 4 = 13 termes distincts a traiter.

e Terme j = j' = k = k’/. Dans ce cas, la somme est réduite a

n—1
Z :CHZPH(O)5 = CcHnNn.
j=j'=k=k' 3=0

e Terme j = j' = k, k' # j. Constatons d'abord que c'est la méme somme que j = j' = k', ¥’ # k. Dans ce

cas, on a
n-l 3-2(1—H)
Z :CHZPH ZPH |j—k| cHnZ< > < cyn,
j=0

i=j'=k
K £ K7
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car 6(1—H) > 1.
e Terme j =k =k, j # j. Cest la méme somme que j' =k =k, j # 7.

n—1 2.2(1—H)
> =cu ) p(0) Z pu(li—J'])? CH”Z ( ) = cyn? 7401 — cppiH=2,

j=k=k’ Jj=0 j'=0
J'#3 J'#i
eTerme j =4, k=F, j#k.
n—1n—1 n 2:2(1-H)
S = enpn®" 3 pulh i < eund (5) S eunt 0 <t
j=j’ 7=0 k=0 j=1
k=k' ki
Jj#k
e Terme j=k, 7' =k, j #j. Cest la méme somme que j =k',j' =k,j # 7.
n—1n—1 3-2(1-H)
S =ennn@* L S oni =31 < (5) - <enn
i=7' =0 j'=0
k=Fk' i £
= J'#]
car6(1—H) > 1.
eTerme j =74 k' #j, k#K.
n—1ln—1n—1
Z =cupu(0 ZZ Z pr(lk— k') PH(|k_JDPH(|k —Jl)
=4 3=0 k=0 /=
k£ k#j k' ;ék
KAk
n—1
<cun Y pu(lk—K1)pn(k)pn —CH”ZPH ZPH |k —K')?pr (k')
ke, k'=0 k=
n—1 n—1 1/2 n—1 1/2
<m0 (32 ot~ w) (3 )
k=0 k=0 K'=0

n—1 n—1 1/2 n—1 1/2
() () (Eo)

k=0 k=0 k=0

n o\ 20-M\ [nol g\ 420-H) 12 rpq 1\ 220-H) 1/2
(050 ) (EOT)

k=0
<epn lo(1-H)-L4(1-H) _ cpnH-1,

e Terme j =k, k' # j, j/ # k. Cest laméme somme que j = k', k£ 5,7 £k, =k K #£75,j#Fk,;
J =K k£ Gk

> =cupn(0 Z Z Z (15 =¥ D2pu (5 = 3'Dpu (1K = 4)
i

6H—3
<cgn .

eTerme k=Fk, j#k, j #FkK.

n—1ln—1n-—1

> =cupu(0?Y 3> pullk —iDeu(lk = i'Deu(li — ')

k;lz’ k=0 J;égj =0
J J !
pan J'#5
n—1ln—1
<enny Y pullk = j)pu(k)pm (i)
k=0 j=0

(£ EET)

L eynd—20-H)=40-H) _ ., 6H-3
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e Terme 7,4, k, k' distincts. On ordonne les indices. Faisons le calcul pour 7 < 7/ < k < k'.
Yoo =cw Y, pu(k=K)pullk—i)pu(k =i )pu(li—5')
J<j! <k<k' J<j’ <k<k'

<cy Z ‘]43 _ k‘/|4(1_H)|k‘ _j|2(1—H)|k_/ _j/|2(1—H)|j _J-/|2(1—H)
J<j'<k<k'

<c 1
~ CH — A0—H) L _ i120—H) |k _ 120—H)|; _ /|12(0—H)
MZ,M [k — K-k — j PO} — /A=) — 7]

N

1
CH Z [ A(Q—H) |1 _ i [2(0—H)|; _ +/|41—H)
i T K= F k" — 5| li—J'l

OB GO

< egnl A=) p1/2=20-H) _ ., 6H=9/2

Les autres termes se gerent de la méme maniere.
On a alors conclu que le terme T} vérifiait alors

Ty < e (n+n4H—2 4 pOH-3 +n6H—9/2)
Ainsi,
1/2

E [<DV(3) DV(2)>2 ] <ecn (n1/2 4 p2H-1 | 3H-3/2 4 [ 3H-9/4 | n5H—3) < epnSH—3
n n H ~ B .

D’ou

1 1
dw (<n2H1V752) V,§3>) ,R®N(0, 1))

To3 VN

c c c . 1 1 1
et e n5H3cH< + + )

<
S p7/2-3H T pH-3/4 ' [ 2H-1/2 n7/2-3H " H-3/4 " 5/2-3H

- 1 1
= CH\ [ 5/2—3H + nH—3/1 |

Ce qui conclut dans |la démonstration dans le cas ¢ =3 et 3/4 < H < 5/6. O






CHAPITRE VIII

Théoremes limites de la loi jointe entre

solutions d’EDPS et leurs moyennes
spatiales

« — Comment peux-tu les appeler
ami alors qu'ils nous abandonnent?
— Ils nous abandonnent parce que tu
leur brises le coeur!

— Je ne le fais pas expres.

— Je sais. Tu ne le fais jamais expres.
Clest la seule raison pour laquelle ils
te supportent. »

Sheldon a Amy, The Big Bang Theory,
2019

Ce chapitre est issu de [], toujours en cours de soumission au moment de la rédaction.
RESUME

Soit (u(t,z),t > 0,z € R?) la solution de I’équation des ondes ou de
la chaleur stochastique, avec bruit blanc en temps, et bruit blanc ou
coloré en espace. On consideére la moyenne spatiale de la solution

N 1

MFg(t) —Leb(|x| <R /leRu(t,x) dz.

Il est connu que si Fr(t) est la normalisation de Mg(t), Fr(t) converge
en loi vers une gaussienne lorsque [R — oo]. On va montrer que Fg(t)
est en fait indépendante asymptotiquement de la solution elle-méme
a n’importe quel point de ’espace et a n’importe quel temps, c’est-
a~dire que le vecteur (Fr(t),u(t,z)) converge en loi lorsque [R — o]
vers une gaussienne indépendante de u(t,z). Grace a la méthode de
NOURDIN-PECCATI indépendante, on explicite une borne en distance
de WASSERSTEIN de cette convergence.

Dans la derniére décennie, un grand nombre d’articles analysaient le comportement asymptotique
de solutions de plusieurs équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS dans la suite). Le
contexte est le suivant. On se donne une EDPS générale a bruit multiplicatif de la forme

Lu(t,z) = o(u(t,z))W(t,z), t>0zcR? [VIII.1]

avec condition initiale u(t = 0,2) = 1 pour tout z € R%. On suppose que I'opérateur £ est un opérateur
différentiel du premier ou du deuxieéme ordre avec des coefficients constants, que ¢ : R — R est
globalement lipschitzienne et que W est un bruit blanc en temps, et blanc ou coloré en espace avec
un bruit fractionnaire (défini plus loin, ou regarder le chapitre @) Une solution au sens évolutif
de [] est un processus (u(t,z),t > 0,z € R?) vérifiant presque siirement I’équation intégrale
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suivante

u(t,z) =14+ /Ot /Rd Gt —s,x —y)o(u(s,y)) W(ds,dy), [VIII.Z2]

ou G est le noyau de GREEN associé a L. L’intégrale stochastique est a comprendre au sens de
DALANG-WALSH.

On suppose qu’il existe une unique solution a 1’équation intégrale [] (ce qui est le cas
pour les cas que nous allons traiter). L’objectif est d’étudier le comportement asymptotique lorsque
[R — +o0] de la quantité

A 1
MR(t) - Leb(|x| < R) »/x|<RU(t,x) dz,
ol || désigne la norme euclidienne sur R? et Leb la mesure de LEBESGUE sur RY. La variable aléatoire
MFg(t), fonctionnelle du processus u, est appelé moyenne spatiale au temps t sur [—R, R] de la solution
de 'EDPS []. On s’intéresse en fait plus précisément & la forme centrée réduite de Mp(t),
notée Fr(t), donnée par

o Mg(t) —E[Mp(t)] 1 (u(t,z) — 1) da, [VIII.3]

Fa(t) o [Mp(t)] oR Jia|<Rr

ou op est I'écart-type de Mp(t), donné par

2
0% =E </|:c|<R (u(t,z) — 1) dx)

Dans plusieurs situations, il a été démontré que pour ¢ > 0 fixé, le processus Fg(t) converge en loi
lorsque [R — oo] vers N'(0, 1), avec de plus une estimation en variation totale entre la loi de Fr(t) et
N(0,1). Par exemple, les références suivantes traitent le cas de I’équation de la chaleur (c¢’est-a-dire
L= % — 3A, avec A le laplacien sur R?) :

e [HNV2(0] pour le cas de bruit blanc en espace,
e [Hua+20] dans un cas coloré en espace,
|

NXZ22] pour un bruit coloré, mais avec un bruit défini par un produit de WICK.

Pour le cas de I’équation des ondes, c’est-a-dire lorsque £ = g—; — A,
e [DNZ20] dans le cas coloré fractionnaire en dimension 1,

e [GNZ21] dans le cas 2D coloré avec bruit fractionnaire isotrope (on parle aussi de noyau de
RIESZ)

e [NZ22] dans le cas d’un bruit général vérifiant la condition de DALANG (regarder le chapitre @)

Les résultats sont plus précis que la simple convergence, car ils donnent de plus une vitesse de conver-
gence pour des distuances usuelles a la méthode de STEIN. Nous les exposons dans les Théorémes
|VIII.1.]J et |VIII.1.£4. Ils donnent aussi des résultats fonctionnels qu’on n’exploitera pas ici.

Une grande variété d’autres situations a été considérée dans la littérature. Les cas ou les bruits
temporels ne sont plus blancs sont traités dans [Bal4+22] pour une étude de borne de dérivée de
MALLIAVIN dans LP dans le cadre d’un bruit général vérifiant la condition de DALANG, dans [NXZ22],
dans [NZ20] qui quitte méme le théme des EDPS avec une étude générale de processus gaussiens ou
encore dans [NSZ21] traitant aussi un bruit défini vie un produit de Wick. Le cas de 1'équation de
la chaleur fractionnaire (c’est-a-dire remplacer le laplacien par un laplacien fractionnaire) est vu dans
[Ass+22]. Le cas du bruit indépendant du temps est traité pour I’équation des ondes dans [BY22] avec
o(u) = u, et bruit donné par la condition de DALANG, dans [BY24], ou le bruit est rugueuz au sens ou
on le définit de maniére fractionnaire avec 1/4 < H < 1/2 et dans [BY23] pour ’équation de la chaleur
sous les mémes deux dernieres modalités. Mentionnons enfin le cas de conditions initiales données par
des distributions de DIRAC, étudiées dans [Che+22] pour I’équation de la chaleur en dimension 1 avec
bruits blancs et dans [KNP21)] en dimension d > 1, toujours pour I’équation de la chaleur.
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Dans le travail présenté dans ce chapitre, on cherche a montrer des Théoremes Limites qu’on peut
interpréter comme de l'indépendance asymptotique entre la moyenne spatiale normalisée Fr(t) donnée
par [] et la solution évaluée en (t,7), avec £ > 0 et # € RY fixés. Autrement dit, on montre
que pour tout £ > 0 et € R%, le processus suivant converge en loi :

(Fr(t), u(f, 7)) RL—OJ N(0,1) ® Loi(u(f, Z)).

On linterprete comme de I'indépendance asymptotique. Intuitivement, cela signifie que de grandes
variations (au sens de la variance) pour la solution n’impliquent pas de grandes variations pour la
moyenne spatiale. Les valeurs extrémes de u(t, Z) n’ont pas d’effet sur le comportement de la moyenne
spatiale lorsque le domaine d’intégration devient de plus en plus grand. Pour un travail récent sur le
concept d’indépendance asymptotique, regarder [DN21], et annexe [Al.

Nous traiterons plusieurs situations : le cas des équations de la chaleur et des ondes non linéaires
avec un bruit blanc en espace et en temps, ou alors un bruit blanc en temps et coloré en espace
avec un bruit donné par un noyau de RIESZ. Dans toutes les situations, on va montrer un Théoreme
Limite qu’on interpréte comme de I'indépendance asymptotique entre Fg(t) et u(t,Z) avec de plus
une estimation en distance de WASSERSTEIN entre la loi de ((Fr(t),u(t,z)) et N'(0,1) ® Loi(u(t, T))
lorsque R est assez grand.

Pour démontrer ces résultats, on utilise une variante de la méthode de STEIN, développée dans
[Pim22], et aussi dans le chapitre @ Cette méthode permet de donner des bornes en termes d’opéra-
teurs de MALLIAVIN pour la distance de WASSERSTEIN entre la loi d’un couple de variables aléatoires
(X,Y) (avec des composantes dérivables au sens de MALLIAVIN) et la loi de N'(0,1) ® Loi(Y). On va
en fait faire une légere modification de la méthode développée dans le chapitre , en considérant le
cas ou X est une intégrale au sens de SKOROHOD.

Préliminaires et buts de ce chapitre

Commencons par présenter les équations de la chaleur et des ondes stochastiques, et quelques
propriétés de leurs solutions. Nous allons aussi rappeler un certain nombre de résultats obtenus dans
la littérature a propos du comportement asymptotique de la moyenne spatiale pour ces équations, et
allons décrire les contributions que nous apportons.

Bruit gaussien et intégrale de Walsh

On a introduit avec les mains ces notions dans le chapitre @, on référe le lecteur non averti a ce sujet
a ce chapitre. Expliquons en détail les bruits et les intégrales stochastiques que nous manipulerons.
On consideére (2, F,P) un espace probabilisé. On fixe d > 1. On note By,(R?) I’ensemble des boréliens
bornés de R Pour 0 < o < d, on considére le champ gaussien centré W, = (Wy(t, A),t > 0,A €
Bb(Rd)) blanc en temps et coloré en espace par un bruit de RIESZ. Cela signifie que pour s,t > 0 et
A, B € B,(R?), pour 0 < o < d,

E[Wa(t, A)\Wo (s, B)] = (s A't) /A/B fa(z —y) dz dy,
oil pour tout x € R?, f,(x) = W%' Il s’agit en fait d’une reformulation du bruit fractionnaire

isotropique en espace d’indice 1/2 < H < 1 introduit dans le chapitre @, Définition avec
d—a=2(d— H) (et & constante pres). On considére aussi W, un bruit blanc en temps et en espace,
comme défini dans le Chapitre ﬁ cest-a-dire que W, = (W, (t, A),t = 0, A € Bp(R?)) est gaussien
centré et admet comme fonction de covariance

E[W,(t, AW, (s, B)] = (s At) Leb(AN B).

On définit un espace de HILBERT, noté H, dépendant de o € (0,d) U {b}, en complétant I’ensemble
des fonctions du type 1jgy ® 14, avec t > 0 et A € By, (RY) pour le produit scalaire donné pour s > 0
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et B € By(R?), et pour 0 < a < d par

(1pg® 1100 1p), 2 (A1) /A /B falz — ) dz dy = E[Wa(t, AWa(s, B)].

Pour f,g € H, on a alors

(fs9)u Z/()+OO

Dans le cas du bruit blanc, on a simplement H = L*(R; x R%). Pour a € (0,d) U {b}, le processus
gaussien W, donne naissance a un processus isonormal, qu’on note encore Wy, sur H. Pour ¢ > 0,
on note F; la tribu engendrée par (Wy(s, A),s < t, A € By(R%)). On se place dans la suite sur G, la
tribu engendrée par les négligeables de F et /-, F:. On _considere les opérateurs de MALLIAVIN par
rapport a Wy, notés D, §, L et L™!, regarder le chapitre [I.

Un champ stochastique (X (,y),t > 0,y € R?) & valeurs dans R est intégrable au sens de DALANG—
WALSH par rapport & W, s’il est adapté par rapport a la filtration (F;):>0 et si, lorsque 0 < ao < d

B[IxIE] = [

et lorsque o = b, c’est-a-dire dans le cas blanc,

BIxIE) = [ [ EX G0 4] s <o,

Dans ce cas, son intégrale stochastique au sens de WALSH est notée [, [pa X (s,y) Wa(ds, dy). Cette
intégrale vérifie la formule d’isométrie suivante : pour 0 < a < d,

E [( [ [ ) Wa<ds,dy>)2] = [ LR G X ] fat o) dy af as,

et pour a = b,

/ f(s,9)9(s,9) dy dy’] ds.
R4 JRd

/Rd /Rd X(s,9)] faly —¢) dy dy’] ds < oo,

E[(/(foo RdX(s,y) Wb(ds,dy) ] /+OO/Rd dy ds.

Convergence des moyennes spatiales dans les équations de la chaleur et des
ondes

Nous rappelons dans cette sous-section les résultats connus que nous exploiterons dans la suite, a
propos des équations de la chaleur et des ondes, et des moyennes spatiales associées a leurs solutions.

1.2.1 Equation de la chaleur
On considére PEDPS suivante : pour ¢ > 0 et z € R% :

%(m) _ %Au(t,m) o (ult,2)Wa(t, 7). [VITT.4]

avec condition initiale u(t = 0,2) = 1 pour tout € R, ott W, est le bruit gaussien introduit dans la
sous-section précédente et o : R — R est globalement lipschitzienne. On suppose aussi que o(1) # 0
afin d’éviter de traiter le cas de solution triviale (c’est-a-dire de manipuler le processus constant égal

1). La solution est prise au sens évolutif du terme (regarder le chapitre @), c’est-a-dire que u vérifie
I’équation intégrale suivante : pour tout ¢ > 0, z € R? et P-presque stirement,

t
u(t,z) =1+ / ) G(t—s,x—vy) o(u(s,y)) Wa(ds,dy), [VIII.5]
0 JR
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ou l'intégrale est prise au sens de WALSH comme expliqué dans la sous-section précédente, et G est
le noyau de GREEN donné par []. Lorsque 0 < a < d, un tel u n’existe que si et seulement si
d < 2+a, c’est-a-dire d—2 < a < d. Dans le cas blanc, un tel processus n’existe que si d = 1. Regarder
le chapitre [V]. On se restreint donc & ces choix de dimension d pour tout le reste de ce chapitre. De
plus, G vérifie la propriété de semi-groupe suivante : pour tout s,¢ > 0 et z, 2’ € R?

/ G(t,2' —y)G(s,y —x) dy = G(t + s,z — 2'). [VIII.6]
Rd
Enfin, il est aussi connu que pour tout p > 1 et T' > 0 (regarder [Dal99]) que

sup sup E “u(t, ac)]p} < 00. [VIII.7]
0<t<T zeRd

On note FH(t) la moyenne spatiale normalisée (définie par []) associée a 1’équation de la
chaleur. On peut en fait aussi ’écrire comme l'intégrale de WALSH, donc aussi au sens de SKOROHOD
puisque ces deux notions coincident en cas de processus adaptés (regarder la Proposition , ou
[Nua06]), d'un processus noté vry : Fi(t) = d(vgs), on vry € L?(Ry x R?) est donnée pour presque
tout s > 0 et y € RY par

1
vRt(S,Yy) N </|x<R G(t—s,x—vy) dx) o(u(s,y)) Lpg(s). [VIII.8]

OR

Le Théoréme suivant a été démontré dans [HNV20] et [Hua+20].

Théoréme VIII.1.1 : Soient T' > 0 et v défini par []. Alors pour tout t > 0 et R > 0,
FH(t) € D2, De plus :

1.(Théoréme 1.1 de [HNV2(Q]) Lorsque d =1 et a« = b (le cas ou le bruit est blanc), il existe
une constante C = C(T') > 0 telle que pour tout R >0 et t € [0,T]

C
dry (FR(t),N(0,1)) < \/Var {(DFg(t),vm)Lz(RMRd)] < NI [VIII.9]

ot drvy est la distance en variation totale. De plus, lorsque [R — 00|, il existe C' = C(T) > 0 tel que
or ~ CVR.

2.(Théoréme 1.1 de [Hua+20]) Si max{0,d — 2} < a < d (cas coloré) alors il existe C =
C(a,T) > 0 telle que pour tout R >0 et t € [0,T],

ary (FF(t),N(0,1)) < \/Var [(DFg(t),vRVQH] < Rgﬂ’ [VIII.10]

ot f =d— «a € [0,min{2,d}|. De plus, il existe C = C(T,a) > 0 pour lequel lorsque [R — 0],
op~C Ri-F / 2,

Le dernier résultat utile pour la suite est le Lemme suivant qui permet d’estimer la dérivée de
MALLIAVIN de u(t,x) en termes de la fonction de GREEN. Ces résultats sont aussi démontrés dans
[HNV20] et [Hua+2(0].

Lemme VIIL.1.2 : Soient T > 0,t € (0,7T],0 < a < d ou a = b et x € R Pour tout p > 2,
u(t,z) € DVP et il existe une constante C = C(p, T, a) telle que pour presque tout s € [0,T] et y € R?,

1/p
<

E UDS,yu(t, x)m CG(t—s,x —vy).

1.2.2 Equation des ondes en dimension 1
On se place en dimension 1 et on considere I’équation des ondes sous la forme

2 2
g;(t,x) - g;;(t,x) +o(u(t,2))Walt,z), t>0,1z€R, [VIII.11]
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avec conditions initiales u(t = 0,z) = 1 et %(t = 0,z) = 0 pour tout z € R, ou W, est le bruit
introduit dans la sous-section précédente et o : R — R est globalement lipschitzienne. La solution
est a comprendre au sens évolutif : u est solution de ’équation intégrale suivante

t
u(t,z) =1 +/ / Gi(t— s,z —y) o(u(s,y)) Wa(ds,dy), [VIII.12]
0 JR

ou l'intégrale stochastique est a comprendre au sens de WALSH. Le noyau de GREEN G est donné
pour presque tout t > 0 et z € R par

1
Gi(t,z) 2 51{|I|<t}' [VIII.13]
La borne suivante est connue, regarder [Dal99] :
sup supE Uu(t,x)‘p} < 00. [VIII.14]

0<t<T zeR

On note ici F}gv(t) la moyenne spatiale normalisée associée a I’équation des ondes. On peut le noter
FX(t) = 6(vry) ot

1

vR(S,y) = on (/ n Gi(t —s,x —y) dx) o(u(s,y)) Ljog(s)- [VIII.15]

Le résultat suivant provient de [DNZ20] (écrit dans un langage fractionnaire).
Théoreme VIIL.1.3 : Soient T > 0 et vgp; donné par [].

1.Pour a = b, c’est-a-dire dans le cas du bruit blanc en espace, il existe C = C(p,T) telle que pour
tout t > 0 et pour R assez grand,

C

75

2.Pour 0 < a < 1, il existe C = C(p,T,«) > 0 telle que pour tout t > 0 et pour R assez grand,

arv(ER (0,070,1) < | Var [(DEF (1) o)) <

drv (FY (), N(0,1)) < \/Var [<DF}\%N(t)7UR,t>H} < R(;‘/Q’

ot B =1—a € (0,1). De plus, il existe une autre constante C = C(p,T,a) > 0 pour laquelle on a
Véquivalent suivant lorsque [R — oc] : o ~ CR'“P/2,
Enfin, on dispose d'un lemme similaire au Lemme [VIII.1.2.

Lemme VIIL.1.4 : Soient T > 0,t € [0,T], z €R et 0 < a < 1. Pour tout p > 2, u(t,z) € D' et il
existe une constante C = C(p, T, «) > 0 telle que pour presque tout s € [0,T] ety € R :

E [/Ds,yu(t, x)|p] Hp < CGy(t— s,z —y). [VIII.16]

Résultats

On travaille dans ce chapitre avec la distance de WASSERSTEIN, notée dywy, définie dans la Définition
g

Théoréme VIIL.1.5 : Soient T >0, d > 1, Fii donné par [], un temps arbitraire t € [0,7T)
et un point arbitraire T € RY.

1. Supposons que d =1 et a = b, donc qu’on se place dans le cas d’un bruit blanc en espace. Alors
il existe C = C(T) > 0 telle que pour tout t € [0,T] et pour R > 0,

dw (Loi(FJ (£), u(f, 2)), N'(0,1) @ Loi(u(f, )) ) < [VIII.17]

=°
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2. Lorsque d > 1, avec max{0,d — 2} < a < d, il existe C = C(a,T) > 0 telle que pour tout
t€[0,T] et R> 0

dw (Loi(FE(t),u(t,a_J)),N(O, 1) ® Loi(u(f,i))) < ¢

< Zar [VIII.18]

ou f=d— a.
Un Théoreme similaire est vrai pour ’équation des ondes.

Théoréme VIIL.1.6 : Soient T > 0, F)Y donné par [] , un temps arbitraire t € [0,T] et un
point arbitraire T € R.

1. Supposons que o = b, donc qu’on se place dans le cas d’un bruit blanc en espace. Alors il existe
C=C(T)>0 et Ry = Ro(T,x) tels que pour tout t € [0,T] et pour R > Ry,

dW(Loi(sz(t),u(f, 7)), N(0,1) ®Loi(u(j5c))) < \%. [VIII.19]

2. Lorsque 0 < a < 1, il existe C = C(a, T) > 0 et Ry = Ro(T,z) > 0 tels que pour tout t € [0,T]
et R > Ry,

dw(Loi(F}{V(t),u(t‘,g:«)),/\/(o, 1)® Loi(u(f,oz))) <L

< o [VIII.20]

o f=1-—a.

Remarque VIII.1.7. Notez ici que toutes les constantes notées C' dépendent de T et «, mais pas du
choix de t et Z. Cette dépendance en les évaluations se repérent dans le rang Ry & partir duquel les
inégalités sont valables. Il semblerait qu’on ne puisse pas mieux faire et qu’on ne peut trouver un rang
Ry ne dépendant pas des parameétres ¢ et  dans le cas de 1’équation des ondes, tout en gardant C ne
dépendant que de T. &

Une borne de Stein fondamentale

Nous commencons nos démonstrations en introduisant une nouvelle borne de STEIN pour un couple
de variables aléatoires, en adoptant ce qui est expliqué dans le Chapitre . On se place dans cette
section dans un cadre général, ou les opérateurs de MALLIAVIN sont définis a travers un processus
isonormal W défini sur sur un espace de HILBERT H. On en déduit la Proposition suivante.

Proposition VIIL.2.1 : Soient X = §(v), ot v € Dom(8) C L*(Q x H), et Y = (Y1,---,Y,) un
vecteur aléatoire réel. On note E[X?] = o2. On suppose enfin que X € D', et que pour tout 1 < j < p,
Y; € Db, Alors

dw (Loi(X, Y), N (0,0%) @ Loi(Y)) < \/Z\/\MJr \/;zi: /E [(v,DY;)3].

[VIII.21]

Démonstration : Considérons h : R x R? — R de classe C!, admettant des dérivées partielles toutes bornées par
1. Notons Z ~ N(0,0?) indépendante de Y. Alors d'apres I'équation de STEIN [VII.3] établie dans le Chapitre
, hous avons

)

E[A(X,Y)] ~ E[h(Z,Y)] = E[h(X,Y) — E[1(Z,Y)]|

—E [JZ?ZL(X,Y) th(X,Y)]

_E [02%@@7 Y)] —E [5(0) fu(X, Y)].
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Par relation de dualité [@] et par regle de la chaine, on en déduit que

B Y. V)] - B2, Y] = E |25 (2, v) | - B (0. D500 1)),

:E[%’ZL(XY)( — (1,DX)y ] ;EFZ(XY)@DY}

Encore par relation de dualité [@], on a en fait
E[(v,DX)y] = E[§(v)*] = E[X?] = o°.
Ainsi, par CAUCHY-SCHWARZ et par la Proposition , on obtient

’E[h(X, Y)] - E[n(Z, Y)]j < \/Z\/m + \/;Zp: \/IEKTYD%L

Pour h € Lip(1) générale avec des dérivées bornées par 1, on conclut comme d'habitude avec un argument d'approxi-
mation par convolution gaussienne : pour € > 0, h, = G, * h est C'!, admet des dérivées bornées par 1, donc vérifie
I'inégalité écrite précédemment, en plus de converger uniformément vers h. Il suffit de passer a la limite [e — 0] pour

conclure sur [VIII.2.1]. O

Démonstrations

1l s’agit de démontrer ici les Théorémes |VIII.1.5 et |VIII.1.d. La fagon de procéder sera la méme,
mais les calculs ne se geérent pas de la méme fagon. Dans le cas de la chaleur, on utilise la propriété
de semi-groupe de la fonction de GREEN tandis que le cas des ondes nous fait exploiter le caractére
explicite des calculs d’intégrales avec son noyau de GREEN.

Démonstration du Théoréme [VIII.1.

3.1.1 Cas du bruit blanc

Commencons par traiter le point @ du Théoréme [VIIIL.1.5. Cela signifie que d = 1, et que a = b,
donc qu’on se place dans le cadre ou W), est un bruit blanc en espace et en temps.

Démonstration du point B du Théoréme VIII.1.5 : Fixons ¢t >0, z € R, t € [0,7] et R > 0. Nous avons vu
que FH(t) = 6(vr.t), avec v ; donné par [[V11I.4]. De plus, le Théoreme MII1.1.1 nous affirme que FH(t) € D2,

Nous sommes donc dans le cadre de la Proposition VI11.2.1 qui nous donne

dw (Loi(Fg (1), u(t, 2)),N(0,1) ® Loi(u(f, ;z)))

[VIII.22]
\/E\/Var DF} vRt \/>\/ vRt,Dut_iD}

Le Théoréme VII1.1.1 nous donne une estimation du premier terme :

c
\/Var [(DFE (1), vr1), ] < o

Il ne reste plus qu'a estimer le deuxiéme terme. Par définition du produit scalaire sur  dans le cas blanc, et par un
théoreme de FUBINI

(v, Du(i, 7)), = é _1; { /0 t /R o(u(s, y))G(t — 5,2 — ) Dy yult, 7) dy ds] dz.

On éléeve au carré, et on prend |'espérance de cette expression.

E[<UR¢,DU(£,5:)>;] - 01%/1;/};{/Ot/]R/Ot/RG(t—s,x—y)G(t—s’,x’—y’)

+ E[o(u(s,y))a(u(s’, y'))Ds yu(t, 2)Dy pu(t, a_c)} dy'ds dyds} dz da’.
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On applique deux fois I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ sur le terme lié a I'espérance :
E[o(u(s, y)o(u(s',y'))Ds yulF, 2)Dyryulf, )]

1/4 1/4 — _\41/4 -
E [o(u(s,9)'] " E [o(u(s',y')"] " E [Dayu(t,2)"] " E Dy u(t, 2)"]

Cela permet de factoriser |'intégrale :

1/4

N

E [@Rt,Du(t )ﬂ

< </ {// (t—s,z— )IE[J(u(s,y))4]1/4E[Dgyu(f5)4]1/4dyds} dx>2.

Or, o est supposée globalement lipschitzienne, si bien que si [|o||;;, est sa constante de LIPSCHITZ, alors pour tout
sel0,T]etyeR

sup supE [o(u(s,y))*] < 8|a(0 )|4—|—8||0||Llp sup supE [u(t,z)"], [VIII.23]
te[0,T] yER te[0,T] z€R
ot le membre de droite est fini via [/TI1.7]. De plus, d’aprés le Lemme VI11.1.2, pour tout s € [0,7] et y € R,

1/4

E D, u(t,7)!]" < CG(t - 5,7 — ).

On en déduit que

E[<vRﬁt,Du(ﬂ£)>i} < (/ {/ /Gt—s r—y)G(t—s,7—y) dy ds} dx)z.

Or, par la propriété de semi-groupe [[VIII.€] vérifiée par G, on conclut

E[<vRﬁt,Du(t_,x)>i}<i</ {/Gt+t2s :Ex)ds} dx>2

T2
<= <// t+t25m)dxdt> <9
UR ORr ORr

Or, d'aprés le Théoreme VI11.1.1, 0% est équivalent & C'/R. On en déduit que

E [<UR¢,DU(E, f)ﬁ_[} < %

Il en est donc de méme pour la distance de WASSERSTEIN recherchée, si bien qu'on conclut alors sur [VIII.17]. 0O

3.1.2 Cas du bruit coloré
On montre maintenant le point Q du Théoreme |VIIL.1.5, c’est-a-dire le cas ou max{0,d — 2} <
a <d.

Démonstration du point E du_Théoréme VIII.1.5 : On fixe £ € [0,T], Z € R% L'estimation [[JIII.29] est
toujours valable, et le Théoreme VIII.1.1 nous fournit I'inégalité

C
VVar[(DF (1), vra)y] < 37

ol 8 = d — «. Montrons que

_ C
E [<vR,t,Du(t,f)>§J < ik

Cela conclura la démonstration grace a [VIII.29]. La définition du produit scalaire sur H donne ici

- _ dy dz
VR, Du(t, // / (s,4))G(t — s, — Dszutx }dx.
(oneDut 2y = [ [0 ot DD.ult. ) S




142 VIII. Théorémes limites de la loi jointe entre solutions d’EDPS et leurs moyennes spatiales

On éléve au carré, et on prend |'espérance.

E [<UR,t,Du(f,:E)>i} = 0'1%%/|w|§R~/|7;’|<R {/Ot /Rd /Rd /Ot /Rd ” G(t—s,x—y)Gt—s,2" —vy)

- _ 1 dy’ d2 dy dz
-E "y Ds,. L, Dy o t, ds’
[, )l /)Pl 2D )| s s

ds} dz da’.

Comme dans la démonstration précédente, on applique deux fois I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, puis [VIII.23]
et le Lemme VIII.1.9 pour obtenir

2
- _\\2 C ¢ - _ dy dz
< _ _ _ P S i

E [<UR,t,Du(t,m)>H} < 0},/ (/mg}%/o /]Rd y Gt—s,x—y)G({t—s,z z)‘yi R ds dx) .

On interpréte les intégrales par rapport a y et z comme une espérance de gaussiennes indépendantes. Ainsi,

2

_ C t 1
E [<vR’t,Du( jz)ﬁJ < g /|z<R/o E ‘ 3 dsdz | ,

T — T+t — 8L+ Vt— 57y

oll Z; et Zy sont deux vecteurs gaussiens standards de R¢ indépendants. On fait alors le changement de variables

' = %, on obtient
2
_ CRQd t 1
E [(vgt,Du(t,i»i} << / / E 5| ds da
R |zI<1 /0 ‘Rx—i—f—\/t—szl—i—\/t_—szg‘

C R2(d=F) t 1
S ) - o
i ja1<1 Jo ’ac B N TR %\/f—iszg‘

CR2d-8) rt 2(d—pB)

R dzx CR

< ——— / sup / T ds < ———.
or 0 verd | Jizj<a |7+ 0] Or

Or, d’aprés le Théoreme VI11.1.1, 0% est équivalent a CR?¥=8 sj bien qu'on a donc bien
— _\\2 C
E |:<UR)t7DU(t7$)>,H] < ﬁ’

ce qui conclut la démonstration. O

Démonstration du Théoréme [VIII.1.6

3.2.1 Cas du bruit blanc

On s’intéresse a la démonstration du point B du Théoreme [VIIL.1.6, o a = b, c’est-a-dire qu’on
se place dans le cas d’un bruit blanc.
Démonstration du point E du Théoréme VI11.1.6 : Onavuque FY = 6IUI I , ol vR,; est donné par VIII.15].
_III.2. |

Comme dans le cas de |'équation de la chaleur, en utilisant la Proposition , puis le Théoréme VIII.1.3, il suffit
de montrer que

E {(vRJ,Du(E, :E)>;} < %. [VIII.24]

En utilisant I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ deux fois, puis le Lemme VI11.1.4, on obtient I'inégalité semblable a
ce qu'on a vu pour le cas de la chaleur :

B 9 C R t _ 2
E {<v37t7Du(t,:f)>H] < — (/ / / Gi(t— s,z —y)G1(t — s,z —y) dy ds dx) .
Or \/-RJo JR
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Dans le cas de la chaleur, on a conclu via la propriété de semi-groupe du noyau de GREEN, qui n'est pas vraie dans
le cas des ondes. Néanmoins, (G; est explicite, tout comme les calculs d'intégrales associées. Rappelons que G est

donné par [VII1.19]. Pour s € [0,¢] et z € R,

- _ 1
/ Gl(t — 5T = y)Gl(t 5T = y) dy = Z/ 1{\ac—y|<t—s}1{|;f:7y\<t_fs} dy
R R

1
1/R1{m—(t—s><y<m+(t—s)}1{f—<£—s><y<az+<f—s>} dy

1 _ _
:ZLeb([w—(t—s),x+(t—s)]ﬁ[i—(t—s),s’c—l—(t—s)]).
On utilise la convention [a,b] = @ lorsque a > b. Constatons d'abord que si s > ¢, cette intégrale est nulle.

Supposons dans la suite de notre discussion que s < min{t,¢}. On distingue a ce stade deux cas sur les valeurs de ¢
et t. Supposons pour commencer que t > t. A s fixé, on a par ordre de = croissant

[t —(t—s),z+(t—98)]N[z—(t—5),Z+(t—3s)

%) siz<z—(t+t—2s)
[Z—(t—s),z+({t—9)] siz—(t+t—2s)<z<z—(t—1)
=K F-(t—3s),2+({t—5)] siz—(t—t)<z<T+(t—1) [VIII.25]
[t—(t—s),2+({t—s)] siz+({t—t)<ax<zTH+(t+t—2s)
1% six>T+ (t+1t—2s).

Pour comprendre la discussion [[VIII.25], on propose la représentation suivante, qui va nous guider le long de cette
démonstration, comme le long de la suivante. Il s'agit en fait d’étudier, lorsque x € R varie I'intersection de deux
segments. Premier cas, I'intersection est vide :

T—(t—s) T+ (t—s)
- | |
r—(t—s) z+(t—29)
Deuxiéme cas, on a surligné |'intersection.

Troisiéme cas.

Quatriéme cas.

Cinquieéme et dernier cas.

T—(t—3s) T+ (t—s)
| |
| |

x—(t—s) x+(t—2s)

Notez qu'on a tout dessiné dans le cas ol ¢ > t. Par symétrie, on dispose bien siir de la méme discussion dans le
cas oli t < t, c'est la méme représentation en faisant varier T cette fois. Notez aussi qu'il suffit de traiter les trois
premiers cas pour conclure sur tous les cas, car les quatrieme et cinquieme cas se déduisent des cas précédents en
faisant le changement de variables X donne —X sur toutes les bornes des intervalles.
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Cette étude de cas permet de conclure sur le calcul d'intégrale en cours. En effet,

/Gl(t— s, —y)Gi(t— s,z —y) dy
R

siz<Z—(t+t—2s)
(z+z+(t+t-2s)) siz—(t+t—2s)<ax<z—(t—t)
(t—s) siz—(t—t)<zx<z+(t—1)
(T—a+({+t—2s)) siz+(t—t)<az<T+(t+1t—2s)
siz>T+ (t+1—2s).

O =N R= O

Soit encore

/RGl(t —s,2—y)G1(t—s,7 —y) dy
1 B _ 1,
= 1 (x -+ (t+t— 25))1[27(#{725),17(#5] (z) + §(t - S)l[ff(tff),iJr(tft_)](x)
1, _
+ 1 (ac —T+(t+t- 25))1[i+(t—ﬂ,§t+(t+f—2s)] ().

Reste 3 intégrer le tout pour x € [—R, R] et s € [0,1] (car I'intégrale ci-dessus vaut zéro si s > t). On obtient,
lorsque R > = + T + t, |'estimation suivante

E [<UR¢, Du(f, )},

tt_)
< // a:—x—|—(t—|—t—2s da:ds—|— // ) dx ds
UR (t+1—2s) tt')
T4+ (t+t—2s) B
// x—x—i—(t—l—t—Qs))dmds}
T+ (E—t)
t+t—2s B 1 t pt—t
= // —x+(t+t—25))da:ds+f// (t—s) dr ds
UR t 2 Jo —(t—1%)

(t=1)
// + (t+1t—2s)) do ds| .
(t+i— 25)

Cette intégrale ne dépend pas de R, uniquement de T' (en majorant les s, t, t par T') et pas de Z. On conclut alors
que

_ c _C
E |:<UR,t7Du(tvi')>j_L:| < O'T X Ea
R

via le Théoréme VI111.1.3. On obtient donc [VIII.24], et on a alors conclu la démonstration, pour ¢ > ¢.
Supposons maintenant que ¢ > t. Dans ce cas, pour tout z € R, s € [0,¢], on a

[z —(t—s),z+(t—98)]N[T—(t—5),T+(t—3s)
1) six<T—(t+1t—2s)
Z—(t—s),z+(t—9)] siz—(+t—2s)<z<z—(t—1)
=S [z—(t—s),z+(t—5)] siz—(t—-t)<x<z+(t—1)

[z—(t—s),z2+(t—3)] siz+({t—-t)<z<T+(t+1t—2s)
17 siz>T+ (t+1—2s).
Ainsi,
/fh@—&w—yﬂh@—&i—wdy
R
0 siz<IT—(t+1t—2s)
Tle+z+(t+t-2s)) siz—(t+t—2s)<az<z—(I—t)
=qi(t—s) sit—(t—t)<zx<z+(t—1t)
i@—z+({H+t—2s)) siz+(t—t)<az<T+(t+t—2s)
0 siz>T+ (t+1—2s).
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Soit encore
/ Gi(t— s,z —y)G1(t — 5,7 —y) dy
1]R 1
= Z(x T+ (t41—28) 1z (rii-os)— (-0 (E) + §(t = 8) o (t—t), 24 (—1)) (%)
(x —z+(t+ t— 25))1[x+(t t), 3+ (t4+t— 23)]( ).

En intégrant le tout par rapport a x € [—R, R] et s € [0,t], on a alors, pour R >z +T +t

T—(T—t) T+ (E—t)
// (x—Z+(t+t—2s)) deds+ = // (t—s) dx ds
T—(t+t—2s) T—(t—t)

T4 (t+t—2s) B
// (Z—z+(t+t—2s)) do ds

+(E—t)

//\

E [<UR,t7DU(£7 j»j—t} UR

t4+i—2s B 1 gt it
[// —x—l—(t—l—t—Qs))dxds—i-f// (t—s) dz ds
o 7 2 Jo Jo-0
(i—t)
// + (t+1t—2s)) dxds]
(t+i— 25)

X "9

R
en majorant t et ¢t par T. Comme dans le cas t > ¢, C' ne dépend que de 7. On a montré [[VIII.24] dans les cas
t>tett <t ona donc conclu cette démonstration. O

3.2.2 Cas du bruit coloré

On suppose cette fois-ci 0 < a < 1, c’est-a-dire le cas coloré pour I’équation des ondes. On présente
d’abord un résultat technique sur un calcul d’intégrale, dans le Lemme suivant.

Lemme VIIL.3.1 : Soient 0 < S <1, a <b eta<b. Alors si on définit

a0 e [ [ B,

on dispose de son expression exacte
Fy(a,b,ab)=|b—a* " = p—b"" —Ja—af* " +|a—b".

Démonstration du Lemme : Pour suivre les calculs de cette démonstration, il est recommandé au lecteur
d'avoir prés de lui les représentations données aprés la discussion de cas [] pour comprendre les différentes
situations rencontrées, aveca =x — (t —s),b=x+ (t —s),a=T — (t—s) et b=7 + (t — s).

En observant la formule, on a a priori dix cas a traiter (selon les positions relatives de [a, b] par rapport a [a, b),
ce qui en fait cing, et selon si £ > t ou non, ce qui en fait deux). SiL =b—a et L=0b-a, commencons les
calculs en supposant que L < L. Si L > L, il suffit d’échanger les rdles de a et @ et de b et b, en utilisant le fait que
Fj(a,b,a,b) = Fs(a,b,a,b). A ce stade, on n'a alors plus que cinq cas a traiter selon les positions relatives de [a, D]
par rapport a [a, b].

e Supposons que b < a. Alors dans ce cas

On integre.
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On intégre de nouveau et on obtient

Fs(a,b,a,0) = (b—a)’ " = (6-0)"" ~(@—a)*" + @-v>".

o

e Poura<a<bg

TRE— gt ed - Lﬂa(lb@f?wﬂ>‘w*lﬂb(ﬂyuﬁ%éﬂ>‘”
[ ( /f)) &y

Ql

Premiere intégration.

I
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Ql
<
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Deuxieme intégration.

IN
o

ePoura<a<b

a_mb_m%WA@@:L%LZ;iw>@+[(LH;ZW)@-

Premiere intégration.

Deuxieme intégration.
Fy(a,ba,0) = (b—a) " —(a—a)* "+ (b—0a)" " = (b —0)*"".
e Pour @ < a < b < b. On utilise ce qu'on a déja fait, grace au fait que
Fg(a,b,a,b) = Fz(—b, —a, —b, —a).

Ainsi, on se retrouve dans le cas 2, ou la formule est déja montrée.

e Enfin, pour b < a. De méme qu'avant, en exploitant le premier cas en multipliant cette inégalité par —1, on se
retrouve avec un cas déja traité.

On a alors su traiter tous les cas possibles, on a bien conclu cette démonstration. O

A laide de ce Lemme, on peut conclure sur le cas coloré du Théoréme [VIIL1.4.

Démonstration du point E du Théoréeme VI11.1.6 : Par les mémes arguments que les démonstrations précédentes,
il suffit de montrer que

N

2] ¢ [VIII.26]

E [<UR,t,Du(f,9E)>,H < 75

Or, par les mémes opérations que précédemment, a savoir les deux inégalités de CAUCHY-SCHWARZ, I'utilisation du
Lemme VI11.1.4, on aboutit a

2
N C Rt Gi(t — s,z —y)G1(t — 5,7 — 2)
< — .
E {<v3’t,Du(t7m)>H} <oz </—R/O /]R/]R o — 2] dy dz ds dx
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Or, avec les notations du Lemme VI111.3.1}, on a

E |:<UR}t,DU(E,£‘)>,2H:|
R gt 2
< 0612; (/R/o Fg(x—(t—s),z+(t—s),z—(t—s),z+(t—s)) dsdo:)
_£ Rt L ;o 2-8 - s 2=8 | - 7 2B
=z (/R/o <|x T—(t+t=2s)" "H|z—z+(t+1—2s) |z —z+ (t—t)|

2
—|e—z+ (- f)|276) ds dx) .
Supposons que R > & + 2T". On dispose du découpage suivant :

E |:<UR,t7 DU(E, f)>i]
C t rz—2T ) ~ o i ) s ) ) -
<aR{/ [ (@rusi—2 =) s @tz =) = - -0 —a)
7(557(]57{)71,)275) ds dz
+/t/x+2T(|x—m—(t+f—2s)|2_5+‘x—m+(t+t_—2s)|2_ﬁ—’x_x+(t‘_t)‘2—ﬁ
0 Jxz-2T
—|x—a_:+(t—f)’2_ﬂ> ds dz

t rR _ _ 2-8 _ _ 2-8 ~ B 2—8
+/0/$+2T((x:z:(t+t2s)) +(z—z+(E+t—25)) —(z -7+ (1))

2
—(z—z+ (tft_))%ﬁ) ds dx} .

En effectuant le changement de variables = donne z —  dans la deuxiéme intégrale, on voit que ce terme ne dépend
pas de Z. Il se majore alors uniquement en fonction de 7" et de 5. Quand aux autres intégrales, elles se calculent
explicitement. De plus, les termes de bord ne dépendant pas de R ne dépendent pas non plus de Z. On obtient
I'estimation suivante, avec C' ne dépendant que de T et 5.

E {<UR¢7 Du(t, o_:)ﬁ_t}

< (’;{1+/t((R+i~+(t+t—2s))3‘ﬁ+(R+5c—(t+t—2s))3"3— (R+z—(t—1)"""
UR 0

+(R+z+ (Et))gﬁ) ds

+/t ((R—£+(t+f—25))3—ﬁ+(R_i_(t+£_28))3—ﬁ_ (R—j.'.(t_f))g_ﬁ
0
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On organise les termes qui se ressemblent, en constatant qu'ils sont toujours opposés les uns aux autres.

E [<UR¢, Du(t, a’c))i}

< Cz{l+/t((R+az+(t+525))35 (Rfjﬂ”t—f%))sfﬁ) s
0

ORr

+/Ot((R+x—(t+t—2s))3—B_ (R—f—(t+£_28))3—5) ds

+/t((R+a‘c+(t—t))3_ﬁ—(R—f+(t—t))3_ﬁ) ds

+/ot ((R+i+ (E-1)"" = (R-z+ (f—t))gfﬁ) ds}z-

Les deux derniéres intégrales sont des intégrations par rapport a des constantes. On intégre les deux premiéres, et on
organise de nouveau sous la forme suivante.

E |:<’UR,ta Du(t, i‘)ﬁ-t]

C{ (R-z+@-0)"" = (Rra+(@-0)"")+ (R+a+@+0) = (R-3+@+1)"")
<<
9R

((R+:E—({ft))4fﬁf (Rf:if(tft))475) + ((R—:Ef(t+t))4fﬁf (R+£7(t_+t))4’5)
_|_
B

+t((R+fc+(t—t‘>)3ﬂ—(R—th—f))BB)+t((R+x+(t‘—t>)3ﬁ—(R—H(f—t))”)} .

Supposons alors que R > 2(z + 2T, de sorte que tous les termes de la forme (R + terme)*~” (respectivement
(R + terme)3F) sont majorés par 2277(R + terme)?R?~7 (respectivement 2! A (R + terme) R?~7). Observons de
plus que ﬁ < i. On obtient

E |:<’UR’,5, Du(t, gf)ﬁ_[}

4-23 , o , - . o 2
< C];%{l+i<(R—x+(t‘—t)) —(R+z+(t—1)) )—}-i((R—ﬁ—x—k(t—kt)) —(R—z+(t+1)) )
+i((R+§:—(5—t))2—(R—:i—(f—t))g)+i((R—§:—(E+t))2—(R+§:—(E+t))2)

+t((R+:c—(t‘—t))—(R—x—(t‘—t)))+t((R+x+(E—t))—(R—x+(£—t)))}2.

En développant, on constate que tout ce qui trouve entre accolade vaut 1, il y a compensation de tous les termes
polynomiaux. Ainsi, on a bien déterminé C ne dépendant que de T et 3 (et donc pas de ) tel que

- CR?* 8
E |:<'UR7t,D'U/(t,i')>,2Hi| < ?

Puisque le Théoréme V111.1.3 nous fournit I'équivalent 0% ~ CR2~2%, on conclut bien que

- C
E [<UR,t,Du(t,i‘)>i] < ik

Cela conclut la démonstration. O

Perspectives

Nous exposons dans cette courte section des poursuites envisageables apres les résultats démontrés
dans les Théorémes VIIT.1.5 et VTIL1.6.
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Convergence avec un nombre fini d’évaluations

Nous avons montré jusqu’ici le Théoréme Limite suivant :

(Fr(t), u(f, 7)) —2— N(0,1) ® Loi(u(f, 7)).
R—o0
La technique utilisée est une adaptation des résultats provenant du Chapitre , a propos de la mé-
thode de NOURDIN-PECCATI indépendante. Il est envisageable qu’on puisse aussi disposer du Théo-
réme Limite suivant. Si on se donne n > 1, t1,--- ,t, € [0,T], Z1, -+ ,Tp € Roet t1, -+ , &, > 0 des
points ou évaluer u alors pour tout ¢t € [0, 7]

- - loi T - -
((FR(tl); e )FR(tn))a (U(tl, :El)a e ,U(tn, :L‘n))) ﬁ Nn(07 In) ® LOI(U(tla ZL'l), e 7u(tn7 l’n)))
La démonstration de ce fait reposerait sur la version multidimensionnelle de la méthode de NOURDIN—
PEccATI indépendante, qu’on développe dans le Chapitre @

Convergence des processus sur un ensemble fixe

On peut franchir une étape supplémentaire, et au lieu de considérer un nombre fini d’évaluations,
on peut s’en donner un ensemble infini sous la forme de processus. Plus précisément, si on considere
A un sous-ensemble de R? et B un sous-ensemble de [0, 7], a-t-on le Théoréme limite suivant : pour
tout ¢t € [0, 7]

(Fr(t), (u(f,Z),f € B,Z € A)) R;—OJ N(0,1) ® Loi((u(f, %), € B,z € A)),

ou la convergence en loi serait prise dans I’espace des fonctions continues. Pour cela, on appliquerait le
célebre adage « convergence des lois finies-dimensionnelles et tension ». La convergence des lois finies
dimensionnelles serait conséquence de la sous-section précédente, et la tension fonctionnerait dans le
cadre ou A et B sont des compacts bornés, via le critere de KOLMOGOROV, et des résultats connus
sur une continuité LP de (t,x) — u(t, ).

Si on interprete ce résultat comme de 'indépendance asymptotique, cela signifierait qu’un sous-
ensemble borné de points d’évaluation influe de moins en moins sur la répartition des moyennes
spatiales de la solution lorsque la fenétre d’observation R devient de plus en plus grande.

Convergence des processus sur un ensemble dépendant de la variable d’ob-
servation

Les étapes ultimes pour I'étude de ces Théoremes Limites consisteraient en la convergence de

processus du type
((Fr(t),t € [0,7]), (u(F, 2),Z € [0,T],2 € A(R))) EIZ;? Loi(Fao(t),t € [0,T]) ® p,

ou F est un processus limite pour Fg. Plus précisément, il a été démontré dans [HNV2(] ou en-
core [Hua+20] des convergences de processus de Fg en loi sur C(]0,77). De plus, ici A(R) serait un
ensemble du type [—R%, R%], avec 0 < v < 1. Enfin, u serait une loi limite possible, peut-étre la loi
du processus u en entier. Il pourrait étre tres intéressant d’étudier les convergences possibles ou non
en fonction de « et aboutir & une étude du type transition de phase. Cela signifie qu’on essaierait
de déterminer un seuil ag tel que pour a@ < ag, on dispose du Théoreme Limite qu’on interprete
comme de I'indépendance asymptotique, et un autre comportement pour o > «g, probablement pas
de I'indépendance asymptotique.

L’interprétation serait la suivante : si on dispose de données (u(t,z),t € [0,T],Z € [-R*, R*]) de
taille trop petite par rapport a R, alors les valeurs de ces données ne vont pas trop influer sur les
valeurs possibles.
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Pour parvenir a de tels résultats, la convergence des lois finies dimensionnelles fonctionneraient
certainement sans soucis. Il resterait par contre a étudier la tension, c’est-a-dire établir des inégalités
du type

E[|(Fr(t)u®.)), (Fr(s),u(s.9)|] <O (It =sl* +1F =5+ |z - gI°) .

Sauf que, certes on dispose d’inégalités du type tension pour Fgr et u, mais en fait, 'inégalité
E{lu(t,z) - u(s,y)!) < C (|t = s/ + |2 — yP/*)

n’est valable que pour ¢,s € [0,7] et z,y dans un compact. La constante C' dépend de T, et du
compact choisi. Si on souhaite travailler avec x € [—-R%, R*], on ne pourra pas exploiter directement
cette inégalité, puisque la « constante » dépendra de R. On aura alors besoin d’une étude plus fine de
la dépendance de C' par rapport au compact de référence pour x et y. Il s’agit d’un travail certainement
ambitieux, nécessitant plusieurs mois de calculs pour aboutir a un résultat exploitable.



CHAPITRE IX

Méthode de Nourdin—Peccati pour les
lois normales multidimensionnelles

« — Tu viens de perdre la Piston Cup,
tu le sais?

— Comme ’a dit un jour un ami cou-
reur particuliérement grincheux, ce
n’est qu'une coupe vide. »

Le King a Flash, Cars, 2006

Ce chapitre est complétement issu de []

RESUME

On développe une méthode de NOURDIN-PECCATI, dite indépendante,
afin d’évaluer la distance de WASSERSTEIN entre la loi d’un vecteur
aléatoire (X,Y) de taille d + p, avec des composantes assez régulieres
au sens du calcul de MALLIAVIN, et la loi du vecteur (Z,Y), ou Z est
une Gaussienne d-dimensionnelle indépendante de Y. Nous appliquons
cette théorie pour quantifier une notion d’indépendance asymptotique
pour des suites de vecteurs aléatoires. On traite différents exemples
a propos de matrices aléatoires et d’estimateurs de parametres pour
I’équation des ondes stochastique.

Ce chapitre rentre dans le cadre d’une liste de travaux présentés dans les Chapitres et @,
développant une méthode que nous nommons méthode de NOURDIN-PECCATI indépendante. Dans ces
derniers, nous avons développé une méthode de STEIN afin d’évaluer la distance de WASSERSTEIN
entre un couple (X,Y), avec X une variable aléatoire réelle et Y un vecteur aléatoire par rapport a
N(0,1) ® Loi(Y) ou par rapport a I'(v) ® Loi(Y), en termes d’opérateurs de MALLIAVIN. Nous avons
su en particulier donner un Théoréme Limite qu’on interprete comme de 'indépendance asymptotique
des lors qu’on se donne des variables dans des chaos de WIENER.

L’objectif est de proposer une approche similaire lorsque la loi cible de la premiére composante est
une loi gaussienne multidimensionnelle. Plus précisément, on veut étudier le casou X = (X(1),--- , X(d))
et Y = (Y(1),---,Y(p)) sont deux vecteurs aléatoires, avec p > 1 et d > 1, dérivables au sens de
MALLIAVIN. Pour C' = (Cli, j])1<ij<d € Sjﬂ]R) (réelle symétrique définie positive de taille d), on
note Ny(0,C) la loi gaussienne d-dimensionnelle centrée de matrice de covariance C. Le Théoréme
principal de ce travail est le Théoreme , qui estime la distance de WASSERSTEIN entre (X,Y) et
Ny(0,C) ® Loi(Y), lorsqu’on se place dans le cadre dérivable, c’est-a-dire si on suppose que X et Y
sont L?, mesurables par rapport & un processus isonormal ambiant, et dérivables par rapport auxdits
processus. 1l s’agit de la borne []. On observe que cette estimation se divise en deux, comme ce
qu’on a montré dans les précédents travaux, avec un terme exclusivement lié a ’approximation de la
premiére marginale vers la gaussienne, et le deuxiéme terme mesurant la décorrélation entre X et Y.

Nous présentons deux applications de cette estimation, et nous croyons que cette estimation pour-
rait s’appliquer dans beaucoup de cas possibles. Regarder par exemple le Chapitre . Les appli-
cations qu’on donne sont liés a des Théorémes Limites ou aux statistiques. La premiere étudie des
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comportements de matrices de WISHART tandis que la deuxieme étudie un estimateur du parametre
de dérive dans I’équation des ondes stochastiques.

Bien que ces applications traitent des sujets distincts, ils peuvent étre inclus dans un cadre général
de quantification de l'indépendance asymptotique. Regarder I’Annexe @, ou [DN21] pour plus de
détails a ce propos.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous débutons par étudier I’équation de STEIN associée a
la loi NVy(0,C) ® i, avec pu une probabilité sur RP. La solution de cette équation sera étudiée, et
nous permettra de conclure sur la borne de STEIN donnée dans la Proposition . Nous combi-
nons ensuite ce résultat avec la relation de dualité (regarder 1’équation dans le Chapitre [|) pour
conclure sur le Théoreme . Nous en déduisons des Théoréemes Limites, d’abord dans des chaos
de WIENER (Théoréme ), et ensuite plus généraux dans le cadre d’un développement en chaos
infini (Théoréme ) Les deux dernieres sections sont quand a elles dédiées aux applications dans
le cadre de matrices aléatoires et d’estimation de parameétres pour I’équation des ondes stochastique
que nous avons évoqué précédemment.

Dans l'entiéreté de chapitre, on considere (£2, F,P) un espace probabilisé. On notera E 1’espérance
associée. Si U est un vecteur aléatoire, on notera Loi(U) ou Py sa loi.

Méthode de Stein indépendante pour la loi normale multidi-
mensionnelle

Lemme de Stein indépendant

Sim>1let f:R™ — R est deux fois dérivable, alors pour tout x € R™, on note Hess(f)(x) la
matrice Hessienne de f évaluée en x. C’est la matrice de ses dérivées partielles secondes. De plus, si
fiRIXRP — R, avec p > 1 et d > 1 alors pour x € RP et y € R%, on notera Hess, .(f)(x,y) la
matrice des dérivées partielles par rapport aux d premiéres coordonnées évaluée en (x,y) :

0 f
Hessy o = ‘
€SSy, (f) (8{1]261'] > 1<i,j<d

On note de méme V, f(x) € R? le gradient de f par rapport aux d premiéres coordonnées évalué
en x € R Enfin, si A, B sont deux matrices carrées de méme taille, on note (-, -)gg la norme de
HILBERT-SCHMIDT associée : ¢’est le produit scalaire euclidien sur R"* lorsqu’on identifie une matrice
comme un vecteur de taille n2. Pour tout m > 1, on note | - | la norme euclidienne sur R™, et x - y le
produit scalaire euclidien de x € R™ et y € R™.

Lemme IX.1.1 : Soient d > 1, p > 1, p € R? et C € STT(R). On considére de plus X =
(X(1),---,X(d) et Y = (Y(1),---,Y(p)) deux vecteurs aléatoires de R? et RP.

1.5i X et Y sont indépendants et X suit Ny(p, C) alors pour toute application f : R x RP — R
de classe C? admettant des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 bornées par rapport auzx d premiéres
coordonnées

E[(X = p) - Vaf (X, Y)| = E[(C, Hessy o ()(X, V)5 [IX.1]

2. Soit Z un vecteur aléatoire suivant Ny(p, C). Pour h : R* x RP — R de classe C? admettant

des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 bornées, on considére ’équation de STEIN suivante, d’inconnue
f:R% x RP — R, vérifiée par tout x € R? ety € RP

<HeSSx’z(f)(X, y)v C>Hs o (X - l") ’ vmf(xv y) = h(Xv y) - E[h(za }’)] : [IX.2]

Alors une solution de [] est donnée par f = Uh : R* x RP — R pour tout x € R% et y € RP par

Uh(x,y) 2 /0+O° {(E[nZ,y)] -Eh (n+e(x—p) + VI—e2(Z—p),y) |} at.  [1x.3]
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De plus, Uh est de classe C?, et admet des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 par rapport auz d premicres
variables qui sont de plus bornées.

3. Supposons que pour tout f : RExRP — R de classe C? admettant des dérivées partielles d’ordre
1 et 2 bornées, ’équation [] soit vérifice. Alors X suit Ng(p,C) et est indépendant de Y.

Remarque IX.1.2. Constatez la différence entre les lemmes de STEIN usuels (Lemmes , ,
et cet énoncé. On expose ici directement le lemme et I’équation de STEIN, et de fait la solution
[[X.3] qu'on manipulera dans la suite. Cette exposition permet de faciliter une démonstration de ce
Lemme. En fait, on évite d’évoquer les questions d’unicité pour les solutions de I’équation différentielle,
qui n’est de toutes fagons pas nécessaire pour conclure sur la suite des opérations. Le lecteur averti
aura bien str noté la ressemblance avec 'article [NPR10] de NOURDIN, PECCATI et REVEILLAC. &

Démonstration : Commencons par montrer le point B Puisque X et Y sont indépendantes,

B[(x - p) Vs )| = [

s E{(X — ) - fo(X,Y)} Py (dy).

D’apres le Lemme de STEIN pour la Gaussienne multidimensionnelle (Lemme ) nous avons alors

B[(X ~ ) V. (X, Y)] = | B[(CHessoo (1)(X,9) s Pr(dy)

RP

Et donc, on obtient, encore par indépendance, la relation [].
Montrons @ Fixons y € RP, et pour tout x € R4, considérons

hy(x) = h(x,y).

Alors d'apres la Proposition , la fonction Uyh : R? — R donnée pour tout x € R¢ par

“+o0
2 _ —t(y _ o2 _
Uyh(x)_/o {E[hy(Z)] E[hy (,u+6 (x—p) +V1—e 2(Z u))”dt
résout |'équation différentielle d'inconnue f : R — R

(Hess(£)(x), C)ys — (x = 1) - VF(x) = hy (x) — E[hy (2)].

Ainsi, en définissant Uh : (x,y) —s Uhy(x), Uh résout bien [[[X.d]. De plus, Uh admet des dérivées partielles
d’ordre 2 continues par rapport aux coordonnées de x, donc est de classe C2. On va montrer dans la Proposition
que les dérivées sont de plus bornées.

Montrons finalement , c'est-a-dire la réciproque de E Considérons pour cela Z suivant V(s C) et indépendant
de Y, et supposons que [[IX.1]] est vérifié pour tout f de classe C'? avec des dérivées partielles bornées. Montrons
que (X,Y) a la méme loi que (Z,Y). Il suffit pour cela de montrer qu'elles ont méme fonction caractéristique. Or,
pour toute fonction h : R? x RP — R de classe C? aux dérivées partielles bornées, d'aprés I'équation de STEIN

[], on a

E[h(X,Y)] — E[h(Z,Y)] = E[(C, Hessz,m(Uh)(X,Y)>HS] - E[(X —p) - szh(X,Y)} ‘

Or, par le point E Uh est de classe C? avec des dérivées partielles bornées par rapport a x, si bien que par [],
il suit que

JERC, Hessw,z(Uh)(X,Y)>Hs} - E[(X —p) - Vth(X,Y)} —0,

montrant que E[h(X,Y)] = E[h(Z,Y)] pour toute fonction h : R? x R? — R de classe C? aux dérivées partielles
bornées. En particulier, pour tout t € R et s € RP, avec
h(X7 Y) = eiX'tein,

on conclut que (X,Y) a méme fonction caractéristique que (Z,Y). Cela conclut cette démonstration. O



154 IX. Méthode de Nourdin—Peccati pour les lois normales multidimensionnelles

Etude de la solution de I’équation de Stein

Pour f : R? x RP — R admettant des dérivées partielles d’ordre 2 dans toutes les directions,
on note Hess, ,,(f) la matrice des dérivées croisées en z et y. Plus précisément, pour tout x € R? et
y € RP, on définit

a0
Hesszy (f)(x,y) = <3$iéfyj (x, y)> 1<i<d

1<y<p

Pour n > 1, m >1et A € Mypm(R), on note [|A|,, la norme d’opérateur de A.

Proposition IX.1.3 : Soientd > 1, p > 1, h: R* x RP — R de classe C? admettant des dérivées
partielles bornées d’ordre 1 et 2. Considérons Uh donnée par [] . Alors Uh est de classe C?, admet
des dérivées partielles bornées par rapport auxr d premiéres composantes, et des dérivées partielles
croisées bornées. Plus précisément, on a

sup |[[Hess, oUh(x,y)|lyg < [ € H ICX2 IR [IX.4]
(x,y)ERI X RP

et

7T _
sup [Hessy y, Uh(x,y) || gs < EHC H ||CH1/2 17| - [IX.5]
(x,y)EREXRP

Démonstration : Pour montrer que Uh est de classe C?, il suffit d’appliquer le théoréme de dérivations successives
sous l'intégrale, sachant que h admet des dérivées partielles bornées. Montrons les estimations [] et [].

Pour [ on note comme dans la précédente démonstration hy (x) = h(x,y) et Uyh(x) = Uh(x,y). D'apres
la Proposition |1.3.4, on a pour tout y € RP

sup [HessUyh(x)||ys < ||C~ 1” ||C||l/2 1Pyl ip-

xeR

Or, pour tout y € RP,

Iyl = lhy(x) = hy (x')| < h(xy) —h(x' ¥y _ 15|
yllLip = SUP | _ /‘ = sup 712 n Lip*
x,x'eR? X—X x,x’€R? \/|X —X ‘ + ‘y - |
x#x y,y' ERP
(x,y)#"y")

Ainsi, on conclut que pour tout y € RP,
1/2
sup [|HessUyh(x) s < ||, I1C 1557 Iy
xcRd

donc a l'inégalité [-]

Etudions désormais [-] Commencons par le cas ot = 0 et C = 1. On utilise I'égalité suivante, vérifiée
pour toute matrice M € Mg, (R) :

[{(A, M)ns|
[M|lgg =  sup T
Aema,® N Allas

A£0

Considérons une matrice quelconque A € Mg, (R). Il suffit de montrer que pour tout x € R% et y € RP

(Hess, , U(x,¥), Ay < ZCTHLICIL 11l Allis

HS\

pour conclure. Pour 1 <t <detl1<j<p ona

92Uh x.y) :/"‘Ooe_t]E{ 0%h (e_t(x+ﬂ)+ /1—6_2tZ,y)} dt
0

(9£E1' 8yj &rz 8yj

On applique désormais le lemme de STEIN unidimensionnel pour la gaussienne Z(i), i-eme composante de Z, suivant

N(0,1).

2 +oo —t
OUh (4= ¢ __E [Z(i)g: (e_t(x )+ V1 e—2tz,y)] dt.
J

00y, 0 1—e2t
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Ainsi, en sommant ces égalités, on aboutit a

400 —t D oh d '
(Hess, yUh(x,y), A) g = ; Jliﬁ a— ( x+p)+V1- e—QtZ,y) ZALJ’Z(Z) dt.

On applique I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans RP.

<Hessw,yUh(x, y), A>HS

+00 et d 2
. \/ﬁﬂ‘: Z 8 ( —t X + [J/) + 1 — e—2tY y) Z (Z ALJZ(Z)) dt.

Jj=1

Puisque h est lipschitzienne, on en déduit que

2
+o0 et d )
(Hessy y Uh(x,y), A) g < I 2llLsp i ——E| | (ZAMZ(Z) dt

L—e =1 \i=1

P d 2
= g”h”LipE Z <Z Ai,jZ(i)>

j=1 \i=1

On applique I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans L?(P) cette fois-ci.

2

p d
<Hessw,yUh(X’ Y>7A>Hs < thHLip E Z (Z AiLiZ(i))
i=1

Enfin, puisque les Z; sont indépendants et suivent N'(0, 1), on obtient

(Hessy yUh(x,y), A) g < ||hHL1p

Z ZA = IhHLlpHAHHs

=1 j=1

Cela démontre alors [] dans le cas ou o = 0 et C' = I;. Pour p et C' généraux, on se raméne au cas standard
par un changement de variables. Plus précisément, si on considére ¥ € S(}H'(R) une matrice telle que X2 = C, alors

VA YYZ — p) suit Ny(0, ;). On note U° I'opérateur associé a Z° : pour tout g : R? x R — R lipschitzienne

Uog(x,y)é " E|g(Z°,y)| —E|g (e 'x+ V1 —e2Z°y dt
/ v

Nous venons de montrer que pour ces fonctions g,

Y
sup [[Hessy , Ug(%,¥)llug < 5 llolluip- [1X.6]
(x,y) EREXRP

Notons ¢, »(x,y) = (¥x + p,y). Alors, on dispose du lien suivante entre solution de I'équation de STEIN pour la
normale standard et la normale d'espérance u et de matrice de covariance C' :

Uh=U° (h o tuyg) o t,:,lz:
Si bien que pour tout x € R% et y € R?
Hess, ,(Uh)(x,y) = (Hessw,y(Uo(h oty x))o t;}z(x, y)) -y
On en déduit alors que pour tout x € R? et y € R

[Hess,y (UR)(X,¥) s = H (HGSSI’y(UO(h oty s))o t;’lz(x, y)) -yl HHS.
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En utilisant I'inégalité [|[MM'| s < min{|[M|| ,[[M|gs, [[M|lgsl|M'],,}. valable pour toutes matrices M €
Mg, a4, (R) et M' € Mgy, q4,(R), avec dy,dz,ds > 1, alors on obtient

[ Hlessy. (UR) (%, ¥) s < |[Hossay (U (hotus)) ot (x,¥)|

Bl
1=,

HS

Alors on peut faire |'estimation suivante, d'apres []

[Hess,,y (UR)(X,¥) s = HHessw,y(Uo(h otys))o t;}z(x,y)HHS HZ_lHop

< osup |[Hessyy (U°(hotus)(x,9)llys 1271,
(x,y) ERE X RP

< th o t}L,E”LipHE_lHOp

Or, pour tout x,x’ € R? et y,y’ € RP,

hotys(x,y) —hotys(x, y’)‘ < llgip|tu s (%,Y) = tus (X, y’)‘
= [Pl | (Bxy) = (2X,Y)
< PllLiphZllopl (e y) = (¥

On conclut alors que

Hess, ,(Uh S7H 2R
(x,y)set%gwl\ essyy (Uh) (X, ¥)|lgg < H IIOPI lop I AllLip-

Enfin, puisque C' = X2, avec ¥ symétrique, la norme d'opérateur de C' est donnée par son rayon spectral, si bien
qu'on conclut que [|C|,, = ||E||zp. De méme avec C 1. Cela montre bien [] dans le cas général. O

Borne de Stein

La distance de WASSERSTEIN est définie dans le Chapitre @, Définition .

Proposition IX.1.4 : Soient d > 1, p > 1, p € R? et C € SfT(R). Considérons X un vecteur
aléatoire de R% et Y un vecteur aléatoire de RP, tous les deux admettant une espérance. Alors

w((X,Y),Na(p,C) @ Py) < sup [E[(Hess, . f)(X,Y),C>HS — (X =) Vo f(X,Y)]|, [1x.7]

feFe

ol
1/2
Fe=<f ECQ(Rd x RP), SUP(x,y)eR xRP [Hesse y Uh(x,y)|lg < zllc- 1“ / ’CHUZ
SUD(x,y)cRdx RP |[Hessz 2 Uh(X,¥)|l g < HC 1” ]CHl/Z

Démonstration : Soit h : R? x RP — R de classe C? admettant des dérivées d'ordre 1 et 2 bornées, avec
Ihlli;, < 1. Notons Z un vecteur aléatoire suivant Ny(u,C) indépendant de Y. D’aprés I'équation de STEIN

[Lx. 21,
E[A(X,Y)] - EA(Z,Y)] = E[(Hess, .(UR)(X,Y), C>HS — (X ) V. (UR)(X,Y)].
D'aprés la Proposition , Uh € F¢, si bien qu'on a immédiatement

[EIL(X,Y)] - E[h(Z, Y)]| < sup
feFc

]E[<Hessmg(f)(X, Y), C>HS — (X —p) - Vo f(X, Y)} ‘

Pour avoir [], il faut montrer la précédente inégalité pour tout h 1-lipschitzienne. Pour cela, on applique
I"argument usuel de convolution gaussienne. Pour £ > 0, on considére
A ;1( _ 2 J— 2)
he(x,y) = Je? ="y =y’ dy’ dx’.

mwlgw [ ey
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Puisque h est lipschitzienne, h est uniformément continue, si bien que h® converge uniformément vers h lorsque [¢ —
0], en plus d'étre de classe C*° et d’admettre des dérivées d'ordre 1 et 2 bornées, et de vérifier que ||h€||Lip < ||h||Lip.
On en déduit avec un découpage que

Er(X,Y)] —E[R(Z,Y)]| < 2||h— h®|| + sup
feFe

E [<Hessm,z(f)(x, Y), C> — (X —p) - Vo f(X, Y)} ‘

HS

En faisant tendre ¢ vers 0, on conclut bien sur []. O

Application au cas dérivable

Soit H un espace de HILBERT réel séparable. On considere W un processus isonormal sur H.
On se place désormais sur (2,G,P), ou G est la tribu (augmentée) engendrée par W. On note D la
dérivée de MALLIAVIN par rapport au processus W, L 'opérateur d’ORNSTEIN-UHLENBECK associé
et 0 Popérateur de divergence (regarder le Chapitre [I).

Théoréme IX.2.1 : Soient d > 1 et p > 1. On considére p = (u(1),--- ,u(d)) € R, C € SFTH(R),
X = (X(1),---,X(d)) un vecteur aléatoire de R? et Y = (Y (1),---,Y(p)) un vecteur aléatoire de RP.
On suppose que

(i) Pour tout 1 <i < d, X (i) € D'* et pour tout 1 < j < p, Y(j) € DI4;
(i) B[X] =

Alors

d
(X Y), N, ) 0 By) < [t ZZE[ ~ (DX (1), D(~L) " X (j))2)°]

=1 j=1

[IX.8]

CTle e 33 By e

i=17=1

Démonstration : Reprenons I'inégalité []. Considérons f € F¢. Alors on a plus explicitement
]EKHessx (XY, C>HS (X —p) me(X,Y)}

d
= 3B Gt X 0] - S - o) g %,V

i=1 j=1

Or, d'aprés le Théoreme , on a

Ainsi, par relation de dualité [@]

E[<Hessm LH(X,Y), C>HS (X —p)- sz(X,Y)]

d

S aleuatho]-Sal(on s o) |

i=1 j=1 i=1
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Puis, par regle de la chaine

E|(Hess, o (£)(X.Y).C) = (X—p) - Vaf(X.Y)]

d 9 d d 9
ZE [Ci,jaz(;;j(xx)] - Z Y E [aj a";j (X,Y) (D(=L)"" X (i),DX(j)),,

d 32f
ZE [(Ci,j — (D(-L)"'X(i),DX(4)),,) e, (X7Y)]

ZE {aigy] (X,Y) <D(—L)—1X(i),DY(j)>H} ,

Par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans L?(IP), et puisque f € F¢, on conclut sur []. O

Remarque 1X.2.2. Supposons que Y soit un vecteur gaussien et, par simplicité de I’explication, que
X et Y soient centrés. Notons C’ la matrice de covariance de Y. Dans ce cas, la loi Ny(0,C) @ Py est
la loi Ng4+,(0,T'), ou I' est la matrice par blocs

cC 0
r=(§ o) s

Ainsi, estimer la distance de WASSERSTEIN entre (X,Y) et cette loi normale peut se faire via la borne
classique donnée par NOURDIN, PECCATI et REVEILLAC dans [NPR10], regarder le Théoréme [[11.2.1].
Cela donne ici

d
w((X, Y).Na(0,0) @ Py) < |07 T |32 ST E[(Cry — (DX (). D(-L)71X (7))’]

i=1j=1

d p
+ ZZE[ L)_IX(j»%{] . [IX.9]

i=17=1

On constate qu'entre [[[X.8] et [[IX.d], seule les constantes different. Il n’y a priori aucune raison
pour que 'une des approches soient plus fine que I’autre. Constatons seulement que dans [], la
matrice de covariance de Y est impliquée dans cette constante. &

Remarque 1X.2.3. Comme observé dans les Chapitres et @, on constate une estimation qu’on
interprete comme suit :

Approximation de X Décorrélation entre

<
dw (X, Y), Na(0,C) ® Py) < par la gaussienne XetY

Théorémes Limites associés

Le Théoreme permet d’écrire des Théorémes Limites lorsque le vecteur X est dans un
produit de chaos de WIENER, et Y est simplement supposé L?. Nous allons d’abord décrire le cas ot
Y est dans un produit fini de chaos, puisque cela donne un critere déja assez clair sur la convergence
d’un couple (X,,,Y,) vers Nyg(0,C) ® p, ou p est une probabilité sur RP. Sous des hypotheses plus
fortes, on en déduira le Théoréeme .
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Chaos de Wiener

On suppose pour commencer que Y, vit dans un produit fixe de chaos de WIENER. Pour cela,
nous avons besoin d’expliciter la borne donnée par [] via la formule produit. C’est 'objet de la
Proposition suivante.

Proposition IX.3.1 : Soient d > 1, p > 1, X = (X(1),--- ,X(d)) et Y = (Y(1),---,Y(p)) deux
vecteurs aléatoires réels. On suppose :

(i) Pour tout 1 < d, il existe q(i) > 1 et ¢(i) € HOUD tels que X (i) = Ty (#(3)) ;
(ii) Pour tout 1 < j < p, il eziste ¢'(j) =1 et g(j) € HOTU) tels que Y (j) = 7 (9())-
Alors si C € S§T(R)

dw ((X,Y),N;4(0,C) ® Py)

< Jle, hens? ii(a,j—mxwmm)z

N //\

i=17=1
L d d q(i)ng(j) _ ) [IX.10]
+ HC H 1Cl6 2y a)rl19() @ 9 e @ +at)—20
i=1j=1 r=1
. s d p q(i)Ag' () B )
+ EHCH H ||CH / Z b r”(z)( ) )y g(j)HH(@(Q(in’(j)*?T)?

i=1j=1 r=1

ot pour q(i) 7 ¢(j)

A\ 2 . 2
oty 21 (“”) (q“) - 1) (2(a) A g()) = 1)!

r r

. 2, ., N\ 2
but o = 71 (%”_‘f) (" ‘”) (2(a(i) A (7)) ~1)!

r

et pour q(i) = q(j) = 7, aq(s),q(i),qti) = O définissent des constantes ne dépendant pas des ¢(i) ou des
9(4)-

Démonstration : Il s'agit de manipuler la formule produit sur I'inégalité []. Par inégalité triangulaire, a partir

de [], ona

d d
w((X,Y), Na(w, Q) @ Py) < [lC7H|, O||1/2JZZE[(OME[X(i)X(j)})Q]

i=1 j=1

d
+lle, ||0||”2J >SS E[EX()X()] - (DX (@), D-1) 1 X())’]

d p
slol e ”2JZZEUDY(j),D(—L)—lX(i»%
D

Pour 1 <4, j < d, le développement en chaos de (DX (i), D(—L)~"1 X (5))% se déroule comme dans la démonstration
de la Proposition . De plus,

E[X(1)X(j)] = E[(DX (i), D(~L) "' X (j))n] -
On en déduit le développement suivant :
(D)Aa(4) N i .
OxODC0 Xk = 3 (") (M) g (60800,

r—1

r=1
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Lorsque (i) # q(j), E[X (i) X (j)] = 0, si bien que

a(i)ra(4) -
Ox0DL X - EEOX@] = 3 (") (") B - 660)2,000)

r—
r=1

Par contre, lorsque q(i) = q(j), E[X (i) X (j)] est égal au terme r = ¢(i), ce qui donne dans ce cas

q(i)—1 .
. o N q(i) — 1Y (q(i) N
OX (DL X~ EXOXG] = 3 (") (1)t (602,000).
r=1
On conclut par isométrie de l'intégrale de WIENER et par orthogonalité des chaos pour obtenir le deuxieme terme
[], impliquant les a,(;,q(j),-- Quand au dernier terme, il provient du développement en chaos du_terme en
dérivées croisées (DY (j),D(—L)"1X(i))%, se déroulant comme dans la démonstration de la Proposition m O

Nous pouvons en déduire le Théoreme Limite suivant, interprétable comme une forme d’indépen-
dance asymptotique.

Théoréme IX.3.2 : Soient d > 1, p > 1, C € S;T(R). On considére deuz suites de vecteurs
aléatoires (X, )n>1 de RY et une suite (Yn)n>1 de RP, ot on note X, (i) la i-éme composante de X,
et Y, (7) la j-éme composante de Y,,. On suppose que ces vecteurs appartiennent aux espaces suivants

(a) il existe des entiers q(1),---,q(d) > 1 tels que pour tout n > 1 et pour tout 1 < i < d,
XTL(Z) € f)q(z) ’
(b) il existe des entiers ¢'(1),---,¢'(p) = 1 tels que pour tout n > 1 et pour tout 1 < j < p,

Ya(j) € Ny ()
On fait les hypothéses suivantes.
(i) Le vecteur (X,,)n>1 converge en loi vers Ng(0,C) ;
(i) Le vecteur aléatoire (Yy)n>1 converge en loi vers une mesure de probabilité sur RP qu’on note
b
(iii) Les ordres de Y,, sont tous inférieurs ou égaux aux ordres de X,
max ¢'(j) < min q(0);
(iv) On a décorrélation asymptotique : pour tout 1 < i < d et pour tout 1 < j < p, E[X,,(1)Yn(5)] = 0
lorsque [n — 0.
Alors la suite de couples (X, Yy )n>1 converge en loi vers Ng(0,C) @ p. Si de plus (Y,,)n>1 converge

en distance de WASSERSTEIN wvers p alors la convergence de (X, Yy )n>1 est aussi valable en distance
de WASSERSTEIN avec pour tout n > 1

(X Yol NaO.CYop) < 7] I |3 S B~ (DX,(0 D) X
i=1j=1
d p
+gH07 H HC”W ZZERDYn(j),D(—L)—an(i)ﬁ{}[IX.ll]
i=1j=1
+dW(Ymp)'

Démonstration : Considérons t € R?, s € R? tels que |(t,s)| > 0 et notons
1
|(t,8)]

Remarquons qu’on a fait en sorte que h soit bien 1-lipschitzienne. Pour montrer que (X,,, Y,,), converge en loi vers
N4(0,C) @ p, il suffit de montrer que

it-x is-y

h =h(t,s): (x,y) —

€

E[h(Xn, Y,)] —— E[W(Z,Y)], [1X.12]

n—oo
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ol (Z,Y) suit Ng(0,C) ® p. Par inégalité triangulaire, si on note Z, un vecteur aléatoire suivant Ny(0,C) et
indépendant de Y,,, on a

’E[h(XmYn)] —E[h(Z,Y)]‘
< [E[a(Xn, Y0)] = E[4(Zn, Y0)] | + [E[1(Z0, Y2)] ~ E[(Z, Y)) |

W((Xna Yn)aNd((), O) & ]P)Yn) + ’E[H(Yn) - H(Y)] ‘

> /A

A+ B.

On a défini pour tout y € RP
H) 2 [ @bt y) dx,
R
ol G est la densité de la gaussienne N;(0,C). Montrons que A et B convergent vers 0 lorsque [n — oo].

Commencons par le terme B. Pour cela, il suffit de constater que H est continue bornée par |(tls)‘, si bien que

par convergence en loi de (Y,,),, vers Y, on a la convergence de B vers 0.

Montrons désormais la convergence vers 0 du terme A. Pour tout n > 1, et 1 < ¢ < d, on note X, (i) =
Loy (& (i) et pour 1 < j < p, Yu(j) = Iy¢;)(g(j)). Pour montrer la convergence de A vers O, d’aprés la Proposition
, il suffit de montrer les différentes convergences suivantes lorsque [n — o] :

1. E[X,()X,(5)] = Ci;;
2. Pour 1 <7 < q(i) Aq(5), 16n(1)@rdn (i)l yewmrac—2m — 0;
3. Pour 1 <7 < q(i) A (5), |6n(0)@rgn ()|l ocacir+air—2m — 0.

Les points 1. et 2. sont conséquences de la convergence en loi de (X,),, vers Ng(0,C), via le Théoréme du Quatriéme
Moment pour les lois gaussiennes multidimensionnelles. Par conséquent, il ne nous reste plus qu'a montrer le point

3.
D’aprés I hypothese , A ¢ (j) = ¢'(j). Supposons pour commencer que 1 < 7 < ¢'(j) — 1. Dans ce cas,

||¢n(i)®r9n(j)Hi@(qqu’u)—m |fn (1) @7 gn(J )||§.L®<q<i>+q'<j>—2r)

<¢n(’) ®q( )—r ¢n( ) (]) ®q/(j)—r gn(j)>7-1®<2"'>

H n( ) gn(]) Qg (j)—r gn(j)Hq.[@(Zv-)
[6n (i) @

. (12
—r (bn(l)”q.[@(zr) sup Hgn(J)||7-[<1’(j)~
n>1

¢ —r Gl HH®(27')

NN

n’L

Rappelons que puisque (Y;,(j))n>1 converge en loi dans un chaos fixé, il s'agit d'une suite bornée dans L? (regarder
le Corollaire 6.11 de [Jan97]). De plus, par convergence de (X,, (7)), vers une gaussienne, le Théoréme du Quatrieme
Moment conclut que ¢y, (i)®q(;)—r¢n (i) tend vers 0, donc

||¢n(i)®r9n(j)||H®<q(z'>+q'<j)—2r> m 0.

Supposons désormais que 7 = ¢'(j). Alors, nous devons isoler deux cas : celui ot ¢'(5) < ¢(i) et celui ot ¢'(j) = q(7).
Si ¢'(j§) < q(i), I'inégalité

Hd)n ®q (7 gn )Hiwqm—q’m) H‘ﬁn Qq(i)—q' (5) Pn( )HH@(zq'(m i‘g”%(i)”iq’(i)

reste valable, donc on a encore bien convergence vers 0. Enfin, si r = ¢/(j) = ¢(i), alors cette fois, on a

H(/l)n ®q (@) gn )H’?-L@)O = <¢n( ) ( ))7—[@‘1 @ = ﬁE[X”(z)Yn(])]

D’apres I'hypothese @ cela tend encore vers 0. On a alors bien montré le point 3., donc a bien montrer que le
terme A tend vers 0. On en déduit la convergence en loi annoncée.

Reste a montrer [M] Soit h : R xRP — R 1-lipschitzienne. Alors, de méme qu'en début de démonstration,
avec les mémes notations :

’E[h(Xn,Yn)] fE[h(Z,Y)]’
< |E[n(Xn, Yo)] = E[0(Z0, Y0)] | + [E[3(Z0, Y.0)] ~ E[R(Z,Y)] |
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Puisque H est 1-lipschitzienne, on en déduit que
[E[2(X0, Yo)] = E[0(Z, )] | < dw((Xn, Ya), Na(0,€) @ Py, ) + dw (Yo, ).

On conclut alors avec le Théoreme sur l'inégalité []. La convergence en distance de WASSERSTEIN de
(Y,)n vers p, et I'étude du terme A permettent par ailleurs de conclure que la convergence du couple a bien lieu
aussi au sens de WASSERSTEIN. O

Somme finie de chaos

On s’intéresse ici au cas ou Y_est dans une somme finie fixe de chaos. Cela est une étape supplémen-
taire pour aboutir au Théoreme . On écrit uniquement ces résultats sous la forme de Propositions
puisqu’elles ne sont pas d’importance aussi cruciale que le cas unichaotique (la démonstration est tres
proche) ni que dans le cas d'un développement infini.

3.2.1 Sous I’hypotheése de convergence en loi

Nous commencgons par présenter un cas qui étend le Théoreme pour une hypothese de
convergence en loi de Y, qui impose encore cette condition d’ordre sur les chaos entre X et Y. Cette
Proposition n’est pas utile pour démontrer le cas du développement infini, elle est présente a titre
informatif.

Proposition IX.3.3 : Soient d > 1 et p > 1. On considére (Xy,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires
de R? dont on note X, (i) la i-éme composante et (Y,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires de RP dont
on note Y,(j) la j-éme composante. Soit C € S;T(R). On suppose que les variables sont dans les
espaces suivants.

(a) Pour tout 1 <i < d, il existe q(i) tel que pour tout n > 1, Xp(i) € $H4) 5

(b) Il existe ¢ > 1 tel que pour tout 1 < j<petn>=1,Y,(J )G@k 09k
On fait les hypothéses suivantes.

(i) (X,)n>1 converge en loi vers Ng(0,C) ;

(ii) (Y,)n>1 converge en loi vers une probabilité p ;

(iii) Les ordres des composantes de Y, sont tous inférieurs a ceux de Xy, 1 ¢ < miny<icqq(i) ;
(iv) On a décorrélation asymptotique : pour tout 1 < i < d et 1 < j <p, E[X,,(4)Yn(j)] = 0 lorsque
[n — oo].

Alors (X, Yn)n>1 converge en loi vers Ny(0,C)®@p. Si (Yy)n converge en distance de WASSERSTEIN
vers p alors la convergence du couple (X, Yp)n>1 a aussi lieu dans ce sens, et on a de plus l'inégalité

[frx. 141

Démonstration : La démonstration est la méme que précédemment. Pour n > 1 et 1 < j < p, notons

/

q

Yn(]) = ZYn,k(.])

k=0

la décomposition en chaos de Y;,(j). On utilise encore I'inégalité []. Par inégalité triangulaire

q d

3 I (CIEIRSATRAEIEA IS ol 99 o (R SRE SNSRIV

i=1 j=1 k=0 \ i=1 j=1

Le reste se déroule comme avant, formule produit pour avoir une expression avec les coefficients by () ¢/(;),» €t en
déduire qu'il suffit de montrer que ||y (4)®pgn .k (J)ll3j0(asr—2r tend vers 0 (avec des notations semblables a la
démonstration précédente). O
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3.2.2 Sous ’hypothése de convergence quadratique

Nous présentons cette fois-ci la forme de la Proposition précédente avec cette fois-ci une hypothese
plus forte de convergence L? de Y. Cela permet de s’abstraire des hypotheéses d’ordre sur les chaos.
Cette Proposition sera incontournable pour démontrer le Théoreme .

Proposition IX.3.4 : Soient d > 1 et p > 1. On considére (X,,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires
de R dont on note X, (i) la i-¢me composante et (Y,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires de RP dont
on note Y, (j) la j-éme composante. Soit C' € SjﬂR). On suppose que les variables sont dans les
espaces suivants.

(a) Pour tout 1 <i < d, il existe q(i) tel que pour tout n =1, Xy, (i) € $43) ;
(b) 1l existe M > 1 tel que pour tout 1 < j<petn>1,Y,(j) € @q —09q-
On fait les hypothéses suivantes.
(i) (X,)n>1 converge en loi vers Ng(0,C) ;
(i) (Y)n>1 converge dans L* vers un vecteur Yoo admettant une loi notée p ;

(iii) On a décorrélation asymptotique : pour tout 1 <1 < d et 1 < j < p, E[X,(1)Yn(j)] — 0 lorsque
[n — oo].

Alors (X, Yn)n>1 converge au sens de WASSERSTEIN vers Ny(0,C) ® p, et inégalité [] est
vérifice.

Démonstration : Par inégalité triangulaire, pour tout n > 1,
dW((XnaYn)de(Ov C) ® p) < dW((Xna Yn)aNd<0a C) ® IP)Yn) + dw (an p) [IX.13]

Par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

dw (Y, p) < \/E Yo - Yo' —0.

n—oo

Notons le développement en chaos de Y, par

M
Y, =) Y
q’'=0
D’aprés le Théoreme , on a I'estimation suivante
d
dw (X, Y0). Na(0.C) 9 Py, ) < [ ICIEE D™ S E[(Ciy = (DX (i), D(-L) X (1))
i=1 j=1
1/2 LI I
#SICIIC1 200 3 £ 03 (). D1 X3

<.

i=1 j=1¢q
D’apres le Théoreme du Quatrieme Moment multidimensionnel, le premier terme tend vers 0. Notons pour n > 1

d

ézi Z (DY (), D(-L) 7 X, (0))3,.

i=1 j=1¢’=0

Il suffit de montrer que A,, tend vers 0 lorsque [n — oo] pour conclure en la convergence pour la distance de
WASSERSTEIN. On fixe deux indices 1 <i<detl1<j<petunordre0< ¢ < M. On note

. A L _ .
Anlisjod') = E[(DY,F (7),D(-1) 7 X0 (0))3,).
D’apres la formule produit, ceci se développe de la sorte

. ’
q(i)N\q 9

Bulied) = D7 bairar|[n(DE09 ()
r=1

&) +a’ —2r)’
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ol les constantes by(;) o sont définies dans la Proposition , et oll on a défini X,,(i) = Iy (gbn(z)) et
Y, () = Iy (g;{(j)). Pour 1 < r < ¢(i) A ¢/, on note

.. A
An(la]7ql)r = ‘

on(0)©rgs (7) HH®<qu>+q’—2r>’

qu’on transforme immédiatement en A, on cache les dépendances en tous les entiers en jeu. Pour conclure que A,
tend vers 0, il suffit de montrer que pour tous entiers 7, j,¢" et v, A tend vers 0. Cela est déja démontré dans la
Proposition lorsque q(i) > ¢, la convergence en loi de Y, est suffisante, sans avoir besoin de décorrélation
asymptotique. Reste & montrer le cas ol ¢’ > ¢(i). Pour ¢’ = ¢q(4), le résultat est aussi démontré lorsque r < ¢’ dans
la Proposition . Enfin, pour r = ¢/, puisque X, (i) € $,(;), I'orthogonalité des chaos permet d'écrire

qui tend vers 0 par hypothése de décorrélation (iii).
Supposons désormais que ¢’ > ¢(i). Pour r < ¢(i) < ¢’, on a encore I'inégalité suivante, qu'on utilise déja dans
la démonstration de la Proposition |X.3

, 2
"
1

2 < ||6n(0) @q(i)—r En ()| 00 sup ’

qui tend vers 0 par Théoréeme du Quatrieme Moment. Considérons enfin le cas ol r = ¢(i) < ¢’. Montrons que la
convergence L? de Y,, permet de conclure que A tend vers 0 dans ce cas précis. La convergence L2 de Y, vers Y,
implique la convergence L? de tous les Yn , pour 0 < ¢’ < M vers Y et donc on a par isométrie de I'intégrale de
WIENER,

gL =g, —=0 [IX. 14]

H®d n—oo

Ainsi, par inégalités triangulaires

. _ ql .
®q(l g°° Hy®<q/—q<i>> ’¢”()®q< ( (j) goo(j))qu(q'—qu))
. ] q/ S\ q’ .
) @00 9%, poru s + R N90 Dl 07 (1) = 9% D),

D’apres [], le deuxieme terme vers (. Reste a montrer que

N

On allége les notations en notant uniquement g = g2 (). Si (e;);>1 désigne une base hilbertienne de # alors dans

bn (1) ®q(i) gg;(])H o —0.

H®(@' —a(i) n—oo

/ 7 -y .
H®4 | on a la décomposition suivante

’ ’
q q
9= E <g7®elk> ®eik~
i, iy >l \ k=1 Hed k=1
q/
&) €i,., de sorte que

. P A '
Soit K > 1. Alors on définit g = 37, . <k <g,®z_1 eik> .
<X k) 1Yq X - H q/

||¢n(i)®q(i)9”H@(q'—qu)) < H%(i)@q(i)gi’(||H®<q’—qu>> + Z‘;Ii [l (2)

Le deuxieme terme tend uniformément vers 0 lorsque [K — oo]. Montrons qu'a K fixé, le premier terme tend aussi
vers 0. Soient 1 <4y, iy < K. Alors

q(i) q

ey :
MO S R (UK - PN~ S
k=1

Toed,, H®a() k=q(i)+1

(7) q
1 ‘ p
= J Z <¢n(1) ®1 eio(1>v®eia<k)> ® Cig(r)
O'EGq/ k=2

O -1 k=q(i)+1
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Si bien que
q/
n(4) @q(i) ®eik < /; Z |’¢" @1 €i 1) ||H®<q<> 1)
k=1 1O —a) oeS q’
< || D (i) ®q(iy—1 ¢n(2>HH —0

par le Théoréeme du Quatrieme Moment. On en déduit alors que pour K > 1 fixé, ||¢n ®q(d) gKHH@q(i) tend vers 0
quand [n — oo]. Ainsi, pour tout K > 1,

< ||¢”(Z) Bq(i) gKHH@(q gy T H¢H ®q(i) (9 gK)HH@(q (i)
< H(bn(l) q(i) gKH%@(quq(i)) + Slil; H¢n||y®q<i> lg — 9K||H®q’-
nz

Soit € > 0. Par convergence dans H® de gk vers g, on peut fixer K de sorte que

| ™

[fnllggea 19 — 9K [lyea <

Pour ce choix de K, il existe un rang N = N(e, K) a partir duquel, pour tout n > N,

€
||¢n ®q (i) gKH%@(q gty S H¢n ®q )9K|‘H®<q aty S 9

Ainsi, pour n > N, A’ < g, donc A’ tend vers 0. C'est donc aussi le cas de A. On conclut donc bien que A,, tend
vers 0, donc a partir de [MJ, on en déduit la convergence en distance de WASSERSTEIN annoncée, avec de plus

I'estimation []. O
Cas général

On présente cette fois-ci le cas d’un développement en chaos possiblement infini pour Y. Attention,
comme dans la _deuxiéme Proposition & propos de convergence sur des sommes finies de chaos fixes
(Proposition , on suppose une convergence plus forte sur Y, & savoir une convergence L? au lieu
d’une convergence en loi. Cela permet de mettre de coté les problemes d’hypotheéses liées aux ordres
inférieurs de X.

Pour ¢ > 0, on note J, EBk>O i — Hq la projection orthogonale sur §,.

Théoréme IX.3.5 : Soient d > 1 et p > 1. On considére une suite de vecteurs aléatoires (X,,)n>1 de
R?, dont on note X, (i) la i-éme composante et (Y,,)n>1 une autre suite de vecteurs aléatoires de RP
dont on note Yy, (j) la j-éme composante. Soit C € S;(R). La suite de vecteurs (Xpn)n>1 €t (Yn)n>1
appartiennent aur espaces suivants.

(a) Pour tout 1 <i < d, il eviste q(i) > 1 tel que pour tout n > 1, X,,(7) € H4)
(b) Pour tout 1 < j < p et pour tout n > 1, Y,,(j) € L*(P).
On fait les hypothéses suivantes.
(i) (X,,)n>1 converge en loi vers Ng(0,C) ;
(i) (Y,)n>1 converge dans L? vers un vecteur aléatoire Yo, de loi p ;
(iii) Pour tout 1 < j < p, le reste des développements en chaos de WIENER de (Yy,(j))n>1 converge

uniformément vers 0 :

E — 0.
o % ) e

(iv) On a décorrélation asymptotique : pour tout 1 <i < d et 1 < j < p, E[X,(1)Y,(j)] — 0 lorsque
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Alors le couple (X, Yn)n>1 converge pour la distance de WASSERSTEIN wvers Ny(0,C) ® p lorsque
[n — oc]. De plus, si pour tout 1 < j < p etn > 1, Y,(j) € DY, alors Uestimation [] est
vérifice.

Démonstration : Notons Z suit Ny(0,C) et est indépendant de Y,. Pour M > letn > 1 oun = oo, on
considére les développements tronqués jusqu'a I'ordre M de Y, : pour tout 1 < j < p

YV M(j Z JoYa(
Soit h : RY x RP — R une application 1-lipschitzienne. On fait le découpage suivant

[E[h(X., Y2)] ~ E[(Z, Yo0)) |

N

[E[h(Xn, Yo)] = E[h(Xo, YAN)]| + [E[A(X00, YAT)] — E[n(2, YY)

oo

[IX.15]
+ ‘E[h(zM,Yfg)] —E[h(Z,YOO)]‘

= Anar(h) + Boar(h) + Car(h),

ot ZM suit Ny(0,C) et est indépendant de Y2£.
Commencons par traiter le terme A. Par inégalité triangulaire, en utilisant le caractére 1-Lipschitz de h,

An i (h) < E[|0(Xp, Yo) = M(Xn, YOI <E[[Y. = Y]

En appliquant de nouveau I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans L?(IP), et par orthogonalité des chaos

+
Apar < \/IE [|Yn —Y,A/ﬂ = |E Xp: f JoYu(5)
j=1¢q'=M+1
Ainsi, on conclut que
A0 < S 3 EBOR 5
Pour le terme B. Pour M > 1,etn>1, on a
sup Boar () < dw (X Y2), Nu(0.0) @ p™),

heLip(1)

ot pM est la loi de Y. Notons que pour tout M > 1, (YM),>1 converge dans L? vers Y, puisque
E[[YY - YYI’] SE[IYa - Yol?] —0.
n—oo

De plus, X,, et Y sont aussi asymptotiquement décorrélés puisque par orthogonalité des chaos, pour tout 1 < i < d
et1<j<p

E[Xn ()Y, (7)] = E[Xa(0)Yn ()] 1 ar20))-
Les trois hypothéses de la Proposition sont donc vérifiées, on peut donc conclure que (X,,, YA), converge

en loi vers Ny(0,C) ® pM. Mieux encore, cette méme Proposition nous affirme que cela se passe en distance de
WASSERSTEIN. On en déduit alors que pour tout M > 1,

sup Bpa(h) < dw<(Xn,Y,]LV1),Nd(0,C) ®pM) — 0.

h€eLip(1) n—00

Pour le terme C. Notons G la densité de N4(0,C) et pour tout y € R?

H(y) = g G(x)h(x,y) dy.
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Puisque h est 1-lipschitzienne, c'est aussi de le cas H. Ainsi, pour tout M > 1, on a par inégalité de CAUCHY-
SCHWARZ dans L?(P)

Cr(h) = [BIH (YM)] ~ E[H(Yo0)]| < \/]E [Ivar—v.[’].

D’ou

sup Cu(h) < \/E UY% —Yooﬂ — 0.
heLip(1) M—o0

Récapitulons. Reprenons I'inégalité []. Nous avons montré que

’E[h(XmYn)]*E[h(Z,Ym)Hé sup sup An, p(h) + sup By am(h)+ sup Cum(h).
heLip(1) n>1 heLip(1) heLip(1)

Le membre de droite ne dépend pas de h, donc on a en fait

dw<(Xn,Yn),(Z,Yoo)>< sup sup A, am(h)+ sup By am(h)+ sup Cu(h).
heLip(1) n>1 heLip(1) heLip(1)

Soit € > 0. Par les investigations faites sur A et C, il existe M > 1 pour lequel

sup sup Ap am(h)+ sup CM(h)gf.
heLip(1) n>1 heLip(1) 2

Fixons alors un tel M. Pour ce choix de M, on sait que supjcpp(1) Bn,a(h) tend vers 0 lorsque [n — oo]. Il suit
qu'il existe N = N (e, M) tel que pour tout n > N, B, as < 5. En conclusion, nous avons montré que pour n > N,

dw ((Xn, Y0), (2, Yoo)) <.

Cela permet de conclure sur la convergence au sens de WASSERSTEIN. Enfin, si on suppose de plus que pour tout

1<j<petn>1,Y,(j) € D" I'inégalité [[IX.11] est montrée comme toutes les autres démonstrations a partir
d'une inégalité triangulaire et du Théoreme . O

Application au Théoreme de Breuer—Major

Contexte

Le Théoreme Central Limite classique affirme que si on dispose d’une suite de variables indépen-
dantes et identiquement distribuées (Y;,,n > 1) et L? alors sous normalisation, la suite converge en
loi vers la gaussienne standard. Les Théorémes de BREUER-MAJOR explorent le cas ou Y, = f(X,,),
oil (X,,,n € Z) est un processus gaussien stationnaire centré et f est une fonction L? par rapport &
N(0,1). Si p est la fonction de corrélation de X, c’est-a-dire que p(n) = E[X,, X(], il existe des condi-
tions sur p pour lesquelles on observe une convergence en loi de la renormalisation de %Zzzl f(Xk)
vers N (0,1). Regarder par exemple [NP12a] pour une explication plus précise a ce sujet.

On s’intéresse au cas ou X est donné par des incréments de mouvement brownien fractionnaire.
Pour 0 < H < 1, on considere By un mouvement brownien fractionnaire d’indice de HURST H : il
s’agit d’un processus gaussien réel indexé sur R, centré et de fonction de covariance donnée pour tout
s,t = 0 par

E[By (t) By (s)] = % (24 4 521 — |t = 5[27).
On peut montrer qu’il s’agit d’un processus a accroissements stationnaires mais non-indépendants, a
moins que H = 1/2 auquel cas B; /2 est un mouvement brownien standard. On considere le processus
gaussien suivant, donné pour tout k£ € N par

Xi £ By(k+1) — Bu(k).

Alors la fonction de covariance de X est donnée pour tout k € N par

1
pr (k) = 5 ((k +1)2H 4k — 12— 2k2H) .
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En particulier, (Xg)r>0 est un processus stationnaire, de loi commune AN(0,1). On cherche donc a
étudier la convergence en loi de la version normalisée de 1 S2070 f(Xy), ot f € L2(N(0,1)). Un cas
particulier intéressant consiste a prendre f = H, le g-¢me polynéme d’HERMITE puisque ces polynomes
forment une base hilbertienne de L?(N(0,1)).

Notons M,, = %Z’,;‘;é Hy(Br(k+ 1) — Br(k)). La suite de variables aléatoires (nMy,,n > 1) est
appelée g-variation d’HERMITE de By. Pour tout n > 1, E[M,] = 0 et de plus

n—1
o[M,)* = ¢! Z pr(v)?-2(n —v).
v=0

L’étude d’une expression asymptotique de >-7—3(n — k)p(k)? lorsque [n — oc] aboutit & trois compor-
tements distincts, correspondant a trois normalisations possibles de M,,. Le Théoréme suivant résume
cette discussion, dont une démonstration est vue dans [NP12a], ou avec les outils classiques de la
méthode de NOURDIN-PECCATI dans [BNO§].

Théoréme IX.4.1 : (Théoréme 7.4.1 de [NP12a]) Considérons pour q > 2 et pour tout n > 1,

V@ = anq(BH@ +1) — By (k).

k=0
1. SiO<H<172iq, alors
1 loi
V(@) 1
ogHN " o N(O.1),
ot UE,H = 2¢! 57128 pu (k).
2. Sz’Hzl—% alors
q . .
Vi® —2 N(0,1),

n
O41-1/2¢Vn 10N n—00

0t 01 e, =26 (1 = 1/q)%(1 —1/29)7.
3. Pourl-— 2—1q < H <1, alors

nlfqilf ) V(@ nfoo Variable d’HERMITE.

Nous ne détaillerons pas plus ce qu’est une variable d’HERMITE, puisqu’on ne l'utilisera pas dans
la suite. Notez seulement qu’il s’agit du processus d’HERMITE pris au temps 1, qui apparait dans
le chaos d’ordre ¢q. La démonstration des deux premiers points se fait avec les outils de la méthode
de NOURDIN-PECCATI, donnant aussi une estimation de la vitesse de convergence en distance en
variation totale, tandis que la démonstration du dernier repose sur une convergence L? d’une copie
d’une suite de variables de méme loi que Vn@ (donnant aussi lieu & une estimation en variation totale,
due & Pestimation de la vitesse de convergence L?).

On s’intéresse dans la suite uniquement au cas ou 0 < H < 1—1/2q. Une étape suivante apres avoir
montré un TCL est de montrer un TCL fonctionnel. Dans notre cas, il s’agit d’étudier une marche
aléatoire de pas de plus en plus petit suivant les variables normalisées. En I'occurrence, dans le cas de

qu)7 on étudie pour tout ¢ > 0, P-presque stirement S%Q) (0)=0sit=0et pourt>0

s@(t) & vggj + (nt — |nt])Hy(Br(|nt| + 1) — Bg(|nt))). [IX.16]

Il s’agit d’une approximation affine par morceaux de la marche aléatoire discrete de hauteur donné
par la suite (Hy(Xj), k € N) et de pas 1/n. Dans [NPR10], le Théoreme suivant est démontré a I’aide
de la méthode de NOURDIN—PECCATI pour la loi normale multidimensionnelle.

Théoréme 1X.4.2 : (Théoréme 4.1 de |[NPR10]) Pour tout n > 1, on considére le processus
stochastique (sﬁ,,q) (t),t = 0) donné par []. Alors, au sens des lois finie-dimensionnelles, la suite
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de processus | - S7(1 ), > 1) converge vers un mouvement brownien standard, o4 i est défini dans
le Théoreme . De plus, pour q = 3, pour tout d > 1 et 0 =ty < t1 < --- < tg, il existe une
constante C = C’(q, Hty, - ,tq) telle que

((S%@(t,)sglq)(t, 1)> n‘(ll/zH) si0<H<1/2

dw Z = 7Nd(07fd)> <Cqn 7 sil/2<H<1-— (q 2

og Nt —ti—1) 1<i<d nl/2—a(-H) g1 _ i < el 7.
q

Théoreme Limite indépendant multidimensionnel

Soit ¢ > 3. On considere de plus le cas ¢ = 2, donné par (Vn( ), > 1) définie par
n—1
2 £ %" Hy(Bu(k + 1) — By (k).
k=0

D’apres le Théoreme , point @, lorsque % < H <1, #Vém converge en loi lorsque [n — oo]
vers une dilatation de la loi dite de ROSENBLATT, c’est-a-dire la loi ’HERMITE pour ¢ = 2 multipliée
par une constante (qui dépend de H). De plus, d’aprés la convergence L? d’une copie de U,, vers une
variable de ROSENBLATT, vue dans la Proposition 3.1 de [BNOg],

C

dw ( SH— 1V( ) Rosenblatt dllatee> <

On g’intéresse au comportement asymptotique du couple composé de 8512) (t"), avec t' > 0 et du pro-

cessus donné par les accroissements de S%Q) , pour H € (3/4,1) N (0,1 — 1/2q). Puisqu’on se contente
de constantes pouvant dépendre des choix des temps d’évaluation, on considere uniquement une éva-

(2)

luation en ¢’ = 1 du processus Sy, donnant s,(f)(l) = 752) . C’est 'objet du Théoréeme suivant.

Théoréme I1X.4.3 : Soient ¢ > 4, 3/4 < H < 1—1/2q, Sn) donné par [m:l et Vn défini

précédemment. Pour d > 1 et 0 =ty < t; < --- < tg, il existe C = C(q,H,t1, -+ ,tq) telle que pour
toutn > 1

(@) (@)

t;) — Sy (ti— 1
dw < L n(l) n(l 1) 2H1 Nd(O [d)®R
g HVN(ti —tiz1) L<icd n
1 1
colmmtamn s <logn
nq(l}H)+l + nH}3/4 sil—g5—5<H<I1- %7

ou R est la loi limite de % TEZ).

Remarque IX.4.4. On considere ¢ > 4 afin d’éviter les cas d’égalité dans les différentes estimations et
de simplifier la présentation, mais le résultat reste vrai (modulo les inégalités a gérer) pour ¢ = 3. &

Démonstration : Soit H I'espace de HILBERT suivant, sur lequel on définit les opérateurs de MALLIAVIN. On
considére le sous-espace vectoriel de L?(IR ) engendré par les fonctions indicatrices du type 14, avec A un borélien
borné de R;. On munit cet espace du produit scalaire suivant : pour tout A, B € B(R,) bornés

dt ds
(1a,1p)n = H 2H+1//|t—s|21 )

Notez en particulier que (1194, 1j0,s])% = Ru(t,s), ou Ry est la fonction de covariance du mouvement brownien
fractionnaire By. On définit alors H comme le complété dans L?(R.) de ce sous-espace pour ce produit scalaire.

Pour tout f,g € H, on a alors
+oo +°° ds dt
f} 7‘[ - t _ S|2(1 H)
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On note plus succinctement

(9) (9)
Sy’ (t;) — Sy (t;—
. ( (t) = Si( n) ot = L@,
Ogq,H n(ti — tifl) 1<i<d n

Appliquons le Théoréme .

dW((Sn,Un),Nd(O, Id) & R)

d d
<3 Y E [(315 = (D(=L)~1,(0), Dsa (1)) ] + > E [(Dun, D(=L)~15,(0))3,| + dw (v, R).

La démonstration du Théoréme 4.1 de [NPR1Q] nous fournit I'inégalité suivante

d .
D E [(&,y - <D(—L)—1sn(i),Dsn(j)%{)ﬂ <c {nllHl si 3/4 < f[ S P

H 1

i,j=1 (¢—2)

Le troisieme terme est donné quand a lui par []. Enfin, le deuxieme terme a été évalué dans la démonstration
du Théoreme (on I'a fait dans le cas ¢ = 3 et 3/4 < H < 5/6, regarder [[Tud23] pour une démonstration
compléte). On obtient dans ce cas

1 ¢ 3 1
= siy<H<1-
E [(Dun,D(—L)—lsn(i)m Scqm ™) AT 0G0
sr=mar Sl =gy <H <1 -5,

On constate alors que le terme qui exprime la convergence de s,, vers la loi normale est du méme ordre que celui
exprimant la décorrélation entre s,, et u,,. Cela permet de conclure sur [[[X.1d]. |

Application a un probléeme de matrices aléatoires

Contexte

On considere un espace de HILBERT H réel séparable dans lequel on introduit l'intégrale de
WIENER, tout comme les opérateurs de MALLIAVIN. Dans I’entiéreté de cette section, on désignera des
matrices par lettres sans serif (par exemple X), et des variables aléatoires par des lettres majuscules
latines. Pour d > 1 et n > 1, on considére une matrice aléatoire X € M,, 4(R) a n lignes et d colonnes
dont le coefficient situé a la ligne i (1 < i < n) et colonne j (1 < j < d) est donné par

o q; = 1et f(i,7) € HO%. Autrement dit, toutes les colonnes sont composées de variables aléatoires
appartenant au méme chaos de WIENER. De plus, on suppose que la famille des coefficients (X(z, 5),1 <
i < n,1 < j < d) constitue une famille indépendante de variables aléatoires, avec deuxiéme moment
égal a 1 et quatriéeme moment égal a 3 : pour tout 1 <i<netl<j<d,

E[X(i,5)%] =1 et E[X(i,5)*] = 3.

On définit a partir de la matrice aléatoire X la matrice de WISHART associée, notée W}L 4 donnée

1
n

asymptotique de orsque n e endent vers co. On s’intéresse donc plus précisément & la matrice
ymptotiq dW}Ldl q t d tendent On s’inté d plus précisé tal tri

par W;, ;, = XXt o on note X! la transposée de la matrice X. On cherche & étudier le comportement

aléatoire centrée réduite associée a W}l 4- On la note W,, 4, ou parfois plus simplement W, et est donnée
par

W, = Vd Clxxt — |n> , [IX.19]
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ou l, € M, (R) désigne la matrice identité dans le long de cette section. Le coefficient situé a la ligne
i (1 <i<mn)etalacolonne j (1 <j < n)deW,q est noté W, 4(i,j) ou parfois plus simplement
W(i, 7). Il est donné pour i # j par

d
. 1
Wn,d(laj) = ﬁ Z XZ'JCijka
k=1

et pour ¢ = j par
W, q(i,4) = Z( )

La convergence de telles matrices a été étudiée dans [BDT21]. Rappelons le Théoréme principal
de cet article, le Théoréeme 1. On appelle Ensemble Gaussien Orthogonal (abrégé sous la traduction
anglaise GOE) I’ensemble des matrices aléatoires carrées, notées Z € M, (R), avec n > 1 telles que

e La famille de variables aléatoires (Z(7,7),1 < i < j < n) est indépendante ;

e Pour tout 1 < i < n, Z(i,4) suit N'(0,2);

e Pour tout 1 <i < j < n, Z(i,7) suit N(0,1) et P-presque stirement, Z(j,7) = Z(i,j) .

Puisque toutes les matrices de taille n qui sont dans GOE ont méme loi, on identifie cet ensemble avec
la probabilité sur M, (R) définie précédemment.

Théoréme IX.5.1 : (Théoréme 1 de [BDT21]) On considére pour tout n > 1 et d > 1 la matrice
aléatoire Wy, 4 donnée par EMJ On suppose qu’il existe ¢* > 1 tel que tous les coefficients X, 4(1, 5)
de la matrice X, q appartiennent d un chaos de WIENER d’ordre inférieur a ¢*. Alors pour toutn > 1,
(Wpd4,d > 1) converge en loi vers la loi du GOE en dimension n. De plus, il existe C > 0 dépendant
de q* tel que pour n,d > 1,

n

2
dW(Wn,dv GOE(”)) < C\J Z E [<<D(L)1Wn,d(17])v DWn,d(av b)>7-l - O-n((ivj)’ (av b))) ]

i:jzavbzl
n3 [IX.20]
g C j)
ot o((4,7), (a,b)) = E[Z,(i, j)Zn(a,b)], lorsque Z, suit une loi GOE de taille n, définit la matrice de
covariance d’une matrice GOE vue comme vecteur gaussien de taille n’.
. . 3 .

Cela signifie que si, lorsque d et n tendent vers oo, 5 tend vers 0, alors W est proche, en distance
de WASSERSTEIN, d’une matrice GOE.

Les matrices de WISHART sont des matrices dites de covariance, c’est-a-dire que ses coefficients
contiennent tous les estimateurs de covariance des coefficients X(i, 7). On s’intéresse a 'influence des
données empiriques provenant de la matrice initiale sur la matrice de WISHART associée lorsque les
tailles de matrice d et n sont grands. Plus précisément, si on consideére un vecteur aléatoire Y, 4, de
dimension dépendant de d ou (non exclusif) de n, contenant des coefficients X(i,5), et analyser ce
qu’on peut interpréter comme de 'indépendance asymptotique entre Y,, 4 et W.

Influence des données sur la matrice de Wishart

Pour n > 1 et d > 1, on introduit X et W comme dans la sous-section précédente. On considere J,
un sous-ensemble de [1,n] et K; un sous-ensemble de [1,d]. On considére le vecteur aléatoire suivant

Yo = (X(a,b),a € Jn,b € Ky). [1X.21]

Il s’agit d’un vecteur a valeurs dans un produit de chaos ne dépendant pas de n ni de d. On cherche
a étudier le comportement asymptotique en loi du couple (W, 4, Y, q) lorsque d et n tendent vers
0o. Une application directe du Théoreme n’est pas possible ici, pour deux raisons simples. La
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premieére consiste a constater qu’aucun de ces deux vecteurs aléatoires ne converge en loi, on dispose
uniquement d’une estimation en distance de WASSERSTEIN entre W et GOE. La deuxiéme consiste a
remarquer que les tailles des vecteurs considérés dépendent des tailles n et d.

Rappelons d’abord le célebre Théoréme d’USTUNEL et ZAKAI sur Iindépendance dans un chaos
de WIENER, rédigé sous forme de Lemme.

Lemme IX.5.2 : (USTUNEL et ZAKAI, 1989) Pour q,q' > 1, on considére f € HO et g € HOT.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Les variables F' = 1,(f) et G = I1y(g) sont indépendantes ;
(i) Presque partout sur H®t7=2)  f o g =0.

Dans ce cas, P-presque sirement, (DF,DG)y = (D(=L)"1F,DG)3 = 0.
Enoncons et démontrons le Théoreme a propos du comportement asymptotique recherché.

Théoréme IX.5.3 : Pour tousn > 1 et d > 1, on considére W,, 4 défini par [] et Y, q donné
par []. On suppose qu’il existe ¢* > 1 tel que tous les coefficients X, q(7,7) de la matrice X,, q
appartiennent ¢ un chaos de WIENER d’ordre inférieur a ¢*. Il existe une constante C > 0 (dépendant
de q*) et un rang N > 1 tels que pour tout n > N et d > N,

3
aw ((Wo,a, Y.0), GOE(n) ® Loi(Y,4)) < C ,/% + ,/% : [1X.22]

Avant de débuter la démonstration, qui utilise bien entendu le Théoreme , analysons rapi-
dement la matrice de covariance d’une matrice GOE Z,,, disons de taille n = 2 pour débuter. Cette
étude est importante, puisqu’on a besoin de la norme d’opérateur de cette matrice pour estimer la
distance de WASSERSTEIN, tout comme celle de son inverse. Pour n = 2, la matrice de covariance (de
taille 22) a la forme suivante

2.0 0 0
01 10
G2=10 11 0
00 0 2

On constate que cette matrice n’est en fait pas inversible. On aurait pu le constater immédiatement
pour tout n > 2, puisque les colonnes distinctes suivantes sont égales : pour 1 < a < b < n,

(B[zati.0)Zat@ b)) = (B[2u6.5)20(b.a))])

1<i,j<n 1<i,j<n

Il est donc impossible d’appliquer le Théoréme dans ces conditions. Le défaut d’inversibilité de
C), provient du fait que Z,,(7,j) = Z,(j, ) presque siirement, pour tous les indices i et j. Ainsi, il suffit
d’éliminer I'une des deux variables pour avoir une matrice inversible. Nous suivons 'idée de NOURDIN
et ZHENG dans [NZ18§].
Si M € S, (R) est une matrice symétrique (aléatoire ou non), on note Mbalf € RM+1/2 gon yecteur
réduit, donnée par
MPIE 2 (M (i, 5),1 < i < j < n).

Notons C’, la matrice de covariance de ZP!f, 11 s’agit d’une matrice symétrique réelle de taille w

Mieux encore, il s’agit d’une matrice diagonale. En effet, par indépendance de la famille (Z,,(7,7),1 <
1< j<n),sii<jeta<bvérifient (i,7) # (a,b), on a alors

E[Zn(i,§)Zn(a,b)] = B[Z4(i, §)]E[Zn(a, b)] = 0.
Sur la diagonale, on rencontre alors les termes suivants :

E[Z(i,5)*] =1-(1 =6 ;) + 26; .
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On en déduit alors immédiatement que la norme d’opérateur, donnée par le plus grand module des
valeurs propres dans le cas d’une matrice symétrique.

Lemme IX.5.4 : Soit n > 1. On note C!, la matrice de covariance de Z2, ou Z,, est une matrice
du GOE de taille n. Alors

=1.

-1
IChllop =2 et | C, .

Dans [NZ18], la borne suivante est démontrée : pour toutes matrices aléatoires X et Y symétriques,
dW(X7 Y) < \/§dW (Xhalf7 Yhalf)'
On montre une version un peu différente dans le Lemme suivant, plus adapté a notre probleme d’étude

de loi d’un couple, ou 'une des marginales est une matrice aléatoire.

Lemme IX.5.5 : Soient n,p > 1, X, Y deux matrices aléatoires symétriques réelles de taillen et U, V
deuz vecteurs aléatoires réels de taille p. Alors

dW((Xv U)v (Yv V)) < ﬁdw((xhalfv U)7 (Yhalfv V))

Démonstration du Lemme . : On adapte la démonstration du Lemme 2.2 de [NZ18]. On se donne h :
M, (R) x R? — R 1-lipschitzienne (on munit le premier de la norme de HILBERT-SCHMIDT, qui est la norme
canonique sur R™"). L'application M € S, (R) — Mhalf ¢ Rn(n+1)/2 et bijective, on note son inverse x —s My.
On définit I'application

h:(x,y) € RMHD/2 5 RP s h(My,y).

Montrons que I'application & est lipschitzienne. Considérons x,x’ € R™"+1)/2 ot y y' € RP.

hx.y) = hix'. )

= |h(Ms,y) = h(Mx,y)|

Or, h est 1-lipschitzienne, donc

7 2 2
i, y) = B y)| < (M= M,y = 9] = IMa = Mo+ 1y = 3712 = IMsw s + |y — /P2

Or, pour tout v € R(n+1)/2

n

IMylfis =2 > v(i)?+ D v(ii)?<2 Y v(i,j)? =2v[

1<i<j<n i=1 1<i<i<n

C'est cette inégalité qui explique le facteur v/2 dans I'énoncé du Lemme. On en déduit finalement que

‘h(x y) — \/IIM My llfis + 1y = ¥'1> = V2Ix = xP + |y -y < \/5‘(X7y) - (x,y)]-

Il suit que h est /2-lipschitzienne. On conclut donc de la sorte.
[E[1(X, 0)] ~ E[R(Y, V)]| = [E[& (X", 0)] ~ E [} (Y, V)]
1
_ Xhalf U :| E |:
- e[ o] -2
<2 dw( (Xhalf7 U) 7 (Yhalf7 V) )

h (P!, V)] ‘

Cette derniére inégalité étant valable pour tout h 1-lipschitzienne, on en déduit I'inégalité souhaitée. ([l
Remarque 1X.5.6. L’encadrement suivant est vérifié
dw (X", 0), (YM, V) < aw (X, U), (Y, V) < V2dw (X", 0), (Y, V).

Nous n’avons bien siir besoin que de la deuxieme inégalité dans la suite. &
On peut enfin conclure sur la démonstration du Théoréme .
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Démonstration du Théoréeme : Soientn > 1 et d > 1. On note Z, 4 une matrice aléatoire du GOE de
taille n et indépendante de Y, 4. D'aprés le Lemme ,

dw ((Wn,dv Yn,d)a GOE(”) ® LOi(Yn,d)> < \@dw <(W?Lilifa Yn,d)v ( ?L?cllf7 Yn,d))'

. . . . . 1 ; . . s art
La loi du vecteur Zh2lf est une loi gaussienne de dimension % centrée et dont la matrice de covariance C, vérifie

SR TIY / ) N s L L0 . . n(n+1)
les inégalités du Lemme . D'apres le Théoréme , appliqué aux vecteurs réduits de dimension ———, on
a alors

dw ((wn,d, Y,.q), GOE(n) ® Loi(Yn,d))

<2 | 3 E[(CulG4) (a,b) — (D(-L)~IW(i, j),DW(a, b)), )°]

1<i<j<n
1<a<b<n [1X.23]

L S S ot e e

1<i<jsn a€Jy
beEKy

Le premier terme est I'objet du Théoreme , dont I'inégalité [] donne la borne en \/%3. Reste a traiter

le deuxieme terme. On fixe a € J,, et b € Ky, et 1 < i < j < n. Supposons dans un premier temps que i < j. Dans
ce cas,

1 . R . o1 . .
W) = == > X(i, k)X (5. k) = 7 ;1 (PG, (PG R) = =it (I; fG k) ® £(4, k)) ,

en utilisant la formule produit, et en exploitant le fait que puisque tous les X(i,j) sont indépendants, le critere
d'USTUNEL et ZAKAI donné dans le Lemme nous donne que toutes les contractions d'ordre r > 1 sont nulles.
On en déduit que

ST Wi, ) = i) = y i j j i
D-L) W) = - -DW(i.j) = ﬁ(qﬁ%);{m,k>Dx<y,k>+xo,k>DX<Js)}.

Ainsi,

d
LS X, R)DX( k), DX, ) + X, kDX, ), DX(a, b)) )

(D(=L) Wi, ), DX(a,B))y, = 2=
? 17 k=1

Or, la famille (X(i,5),1 < i < n,1 < j < d) est indépendante, donc par le critere d'USTUNEL et ZAKAI (Lemme

Ix.5.9),

On en déduit que

(DX(4, k), DX(a, b))3 = || DX(a, b)||5,0 a0k b-

1

(D(-L) Wi, ), DX(a,b))yy = 2=

IDX(a, )13, (X(6: D)0 + XU D)o )
Il suit alors que, pour i < j

B [(D(-L)7W(i.1). DX(a.0))},] = g (308 [IDX(@. D I3X(0. 7] + .4 [IDX (@ XG0 )

d(qi + q;
Or, par hypercontrativité dans les chaos de WIENER,

1/2

E [IDX(a.0) |4 (:.0)2] < E [IDX(a. 53] E [X(. 8] = V3E [[DX(a. b))

< cla)B [IDX(@ D)2 = ela) ZEX(a, b)) = efaa),

ol ¢(q,) désigne a chaque une constante strictement positive dépendant que de ¢,. Nous avons donc montré que
pour i < 7,
Y 5 -
E {<D(—L)’1W(i,j),DX(a,b)m < Vot Jg)C(qz,q]). [1X.24]
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Supposons désormais que ¢ = j. Dans ce cas, on a

—1

W(i,i) = % Z {X(z’,k;)2 - 1} = \}3%2: r!(cf)QIQ(qir (g:lf i, k)@, f(i k‘))

k=1 r=0
On a alors
D(—L)"'W(i, i), DX(a, b LN quDI - k)&, f(i.k) | DI, b
< (7 ) (Z’Z)v (av )>'H* ﬁ ; 2(%_7‘)(74) < 2(qi—) <’;f(la )®rf(7'7 ))7 qq,(f(a7 ))>H

Or, par critére d'indépendance,

<D12(¢Ii*?”) (f(Z, k)®rf(za k)) ’D]‘Za (f(a7 b))>g.[ = 5i,a5k,b <D12(qifr) (f(aa b)®rf(a7 b)) ’ DLM (f((l, b))>7.[
Ainsi,

QL_l

(D(~L)""W(i. ), DX(a,b)) ( ) (DIygy 1y (£(a, D)@, f(@.)) . DL, (f(a.5))),,

Par formule produit de nouveau, on obtient

(D(=L)"*W(i,4), DX(a, b))%

5 qi—1 -l 0 2 (2(qi—7))Agi—1 20qi—r)—1\ (¢ — 1 - -
B \/6% =0 m (7"1) Z 5!( Z > < l s )I3q7'—2(r+s+1) ((f(a,b)®Tf(a,b))®sf(a,b)) ’

S
s=0

On en déduit, puisque la décomposition ne fait intervenir que des chaos d’ordre distincts que

qi—1
57/(1

- r? g\ (2(qi_§wi_ls,2 20g; —7) — 1\ (q; — 1\
d A(q; —r)2 \r pord ' s s

r=0

E [(D(~L)~'W(i,i), DX(a,b))%,] =

“(3qi —2(r+s+1)) H( a,b) ®r (a b))®sf a,b) HH®<3q7—2(v+s+1>)
Or,

|(£(a,0)®, f(a,b) ®s F(a,0) 3600 —s0resm)
| £(a,0)&, £ (a,b) || 302000 -0 || (@ D) |30
|(f(a7 b)®rf(a7 b)) ®s fl(a, b)’|§.¢®(3qa—2<v-+s+1>>

|f(a,5) ®; (@032t 11£ (a,0) 30

1 3 1
||f(a,b)||'?_£®rm = mE[X(a’ab)Q] = ﬁ'

H (f(a, b)@,.f(a, b))®sf(aa b) |‘i®(3qa—2(r+3+l))

INCININ N

N

Il existe donc une constante ¢(g;) telle que

6i,ac(Qi)

y] [IX.25]

E [(D(~L) Wi, i), DX(a,b)3] <

On en déduit d’aprés [[IX.24] et [[[X.25] que

Y Y E L)~'W(i, j), DX(a, b))3,] < ‘“""’q” NN Y Gt i)

ac€J, beKg 1<i<j<n ac€J, beKy g 1<i<j<n
_ nfJniKq
_C(Q1a"'7qn) d .
Puisque tous les ¢, - - - , g5, sont inférieurs ou égaux a ¢*, on en déduit qu'on peut prendre une constante ne dépendant

que de ¢*. Au vu de [], on a alors montré [], donc conclu cette démonstration. O

Remarque 1X.5.7. On constate que l'inégalité [] se décompose en deux termes. Le premier
mesure la distance entre W et la loi du GOE tandis que le deuxiéme mesure la corrélation entre W et
Y. Selon différents choix de Y, 'un des deux termes peut prévaloir sur l'autre. &
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Remarque 1X.5.8. Distinguons deux cas de figure.
1. Soit 1 < jo < d. Supposons que J,, = [1,n] et que Ky = {jo}, c’est-a-dire que Y contient tous
les éléments d’une seule colonne entiere parmi les données de X. Dans ce cas, la borne est réduite a

o (o cont st < [y 2 [2) ol

Cela signifie dans ce cas que des lors que W est proche de la loi GOE, I'indépendance asymptotique
par rapport & Y est automatique (au sens de la distance de WASSERSTEIN).

2. Soit 1 < ip < n. Supposons cette fois-ci que J, = {igp}, c’est-a-dire qu’on dispose pour Y que
de données provenant d’une unique ligne de X. Cette fois-ci, on obtient

dw((Wn d> Yn.d), GOE(n) ® Loi(Y,, \/ﬁ nled

Alors dans ce cas, si $K; < n?, la vitesse de convergence dans la décorrélation entre W et Y prévaut
sur la vitesse de décroissance entre W et la loi GOE. &

Remarque IX.5.9. Supposons que d = d,, = n>1¢, avec ¢ > 0, de sorte que la distance de WASSERSTEIN
entre W et la loi GOE tende vers 0. Supposons de plus que #.J,, ~ n? et que $Ky ~ d? lorsque ces deux
parametres tendent vers oo. Alors, on obtient cette fois-ci

1 n+B+e) 1/2
aw (Wa.a. Y1.0), GOE(n) © Loi (Yoa) ) < O | 5 + ( e )
Le terme de droite tend vers 0 si et seulement si € > 361__# Le cas extréme ou § = 1, c’est-a-dire
que Y couvre toutes les colonnes, n’implique alors pas nécessairement d’indépendance asymptotique
(au sens de WASSERSTEIN). Cela signifie que Y possede trop de données pour avoir indépendance
asymptotique par rapport a W. Sinon, pour tout 0 < v < 1et 0 < 8 < 1, il existe un seuil g9 pour
lequel pour tout € > g¢, 'indépendance asymptotique au sens de WASSERSTEIN est automatique entre
Y et W. &

m Application a l’estimation de parametres dans 1’équation des
ondes stochastique

Contexte

On considere 'équation des ondes stochastiques additive en dimension 1, avec un bruit blanc
(regarder le Chapitre [V]), paramétrée par 6§ > 0 comme suit.

Puo (t,0) = 021 (t,2) + W(t,z), x€R,t>0
’U,g(t:O,x):()? reR
Lutetzo’w):(L T € R.

On peut interpréter 6 = —; comme l'inverse du carré d’une vitesse de propagation ¢ de la solution. On
considere la solution au sens évolutif, c’est-a-dire que ug est un processus gaussien donné pour tout
rz€e€Rett>0 par

ug(t, x) / / G1 Vot —s),z y) W (ds,dy),
ou l'intégrale est au sens de WIENER, et (G est le noyau de GREEN associé, donné par

1
Gi(t,) = 5 i<y
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On définit un estimateur pour 6 a partir des variations quadratiques temporelle de ug. On définit
les variations quadratiques uniformes temporelles de ug sur [0, 1], pris au point € R comme la suite
de variables aléatoires notée V(x) = (Vn(z), N > 1) donnée pour tout N > 1 par

N-1 . . 2
A t+1 1
Vn(x) = ug | ——,x ) —ug | =, . IX.26
02 (o (4) () o

Ces variations quadratiques capturent le comportement (1/2)"—Hélder des trajectoires de ¢ — wug(t, x).
L’étude des variations quadratiques se fait a travers la connaissance du processus des incréments
temporels (ug(t,x) — up(s,x),s < t). Il s’agit d’un processus gaussien centré, dont la fonction de
covariance est déterminée par

_ 2] _ VY (2 2
E {(ue(t,x) up(s,x)) } = (t s ),
etpour 0<a<b<s<t
E [(ug(a,z) — up(b,x)) (ug(t,z) — ug(s,x))] = 0.
La Proposition suivante a été démontrée dans [AGT22].

Proposition IX.6.1 : Soient x € R et pour tout N > 1, Vy(z) défini par []. Alors P-presque
sirement et dans L*(P), (Vi (z), N > 1) converge vers %\/@

Cette convergence L? et presque siire permet de définir un estimateur 0 () 2 16V (z)? fortement
consistent pour le parametre #, a partir d’observations (ug(47,),0 < ¢ < NN). Dans ce méme article,
les auteurs démontrent la normalité asymptotique de Vy(z).

Proposition IX.6.2 : Soient z € R et pour tout N > 1 la variable Vy(z) donnée par [] . Alors
il existe 0% > 0 dépendant de 0 telle que

Un(z) 2 JL\; <VN($) - {f) N!LOJ N(0,1). [IX.27]

Influence du nombre de données

On cherche a étudier I'influence de la donnée des accroissements de t — wug(t,z) sur l'estimateur
On(x). Pour cela, on consideére Jy un sous-ensemble de [0, N — 1], et pour x € R fixé, on considere le
vecteur aléatoire suivant

4+ 1 ,+ 1
Y n(z) = (ue (lj\_],x) — ug <Zj\;,x> 1€ JN) )

On cherche & estimer, selon la taille de Jy, si le couple (A (z), Yy(z)) est proche en distance de
WASSERSTEIN de la loi du couple s’il était indépendant. C’est ’objet du Théoréme suivant.

Théoréme IX.6.3 : Pour z € R et N > 1, on considére O (x) et Y (x) définis précédemment. On
définit une normalisation de On avec

On(z) 2 ,/647]\;2 (On(z) - 0).

Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant pas de x tel que pour tout N > 1

dw (Loi(@N(x),YN(:c)),Loi(@N(x)) ® LOi(YN((E))) <C (]if + m> : [IX.28]
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oum~(N)=minJy et m"(N) = max Jy.
Pour démontrer ce Théoreme, on s’intéresse d’abord a 1’étude de 'indépendance asymptotique
entre Yy (z) et Uy(x), au sens de WASSERSTEIN.

Proposition IX.6.4 : Soient t € R et N > 1. Alors

1/2
) i ) 7 (2mT(N)+1 1
dwﬁmam@mYN@»Lm@ww»®Lmﬁm@w)<;—éEj@fIIN5§:2q+l
En particulier, il existe une constante C > 0 ne dépendant pas de x tel que pour N > 1
) ) ) m*t(N)*Jy

Démonstration de la Proposition : Par simplicité de notation, on ne note plus les dépendances en x des
éléments aléatoires. On applique le Théoreme |X.2.1], en constatant que Y  est un vecteur gaussien de dimension
f#J,, dont la matrice de covariance est diagonale, dont les coefficients diagonaux sont donnés pour i,j € Jy par

[ (58] o () (o (5) )] - 2258

Il suit que si C est la matrice de covariance du vecteur Y, alors

Vo2t (N)+1
4 N2

N2
fm( )+1

Soit H = L? (R« R+). On considére un processus isonormal associé bruit blanc W, et les opérateurs de MALLIAVIN
associés. D'aprés le Théoréme |X.2.1), nous avons

ICN Loy et [|[Cx',,

dw (L Yy (2)), Loi(Un(z)) ® Loi(YN(x))>
s m 2 [IX.30]
S 11 > 2 [(ovp (o () 0 (:9)) )7

Pour tout ¢t > 0 et © € R, le choix du processus isonormal implique que

ug(t, ) = I1(gt.x),
ou pour s > 0etyeR,
guo(5,9) = G1 (VO = 8),2 — ) Lo (s):

De plus,
N—-1 5 N-1
V=3 h(9gs,—95.) =2 hih)
i=0 1=0

ol h; = gitt o~ Gi o Notez que les supports des h; sont disjoints, donc que les h; sont orthogonaux. Il suit que
DV =23V " hidy (hy) puis que
DU, =4/ — DVN_2,/ Zh[l
On en déduit que pour g € Jy,
_ 1 q + 1 _ g ) 2 _ >2
E KDUN,D( L) <u9 ( - x) g (N,x ) >H —E <DUN,D11(hq) y
2
(Z Iy (hi) (hiy h) >

_ANJlS, 42+ 1)

o2 02N>
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Ainsi, en reprenant [], on obtient les inégalités []. O
mT(N)*Jn
m~—(N)N®
vers 0. On ne peut pas conclure sur de I'indépendance asymptotique au sens de WASSERSTEIN dans
ce cas.

Remarque IX.6.5. Considérons le cas extréme ou Jy = [1, N]. Alors = 1 ne converge pas

5/2
Dans le cas ou §Jy ~ N7, avec 0 < v < 1, alors la borne est équivalente a (% LN“’j) , qui tend
vers 0. Dans ce cas, on a bien indépendance asymptotique du vecteur Yy et de la variable Uy. &

Remarque 1X.6.6. Dans la démonstration, nous avons privilégié le fait que Y soit gaussien pour écrire
la borne. Et si on utilisait plutét Uy, qui est asymptotiquement gaussien? On utilise dans ce cas la
théorie développée dans le cas unidimensionnel (Chapitre ), qui donne

dW((UN7YN)7N(O7 1) ® Loi(YN)) <C (E [(1 — (DU, D(—L)_IUN>%{)T/2

S s (en o (s () (1))

q€JN

| m+ (N34T
<
SOV

Sur les cas traités dans la Remarque précédente, on voit que cette borne est moins bonne. &
On peut alors conclure notre étude avec la démonstration du Théoréme .
Démonstration du Théoréme : Par définition de Uy, on a

UN_\/E(ZLVN—\/é)_ 1({3\;2( éN—\@).

D’apres le Théoreme 3 de [AGT22],

Uy (z) = ,/64% (6w —0) + An(x) = Ox(x) + An (o),

ol Ay (x) est un terme de reste tel qu'il existe C' > 0 tel que pour tout N > 1,

C
E||A < —.
sup [[An ()] N

Par inégalité triangulaire,
dw (O, Y), Loi(On) @ Loi(Y ) ) < dw (O, Y ), (Un, Y) ) + dw ((Un, Y), Loi(Un) @ Loi(Y ) )
+ dw (Loi(UN) ® Loi(Y ), Loi(Oy) ® Loi(YN)>

< 2supE[|An(2)]] + dw((UN,YN),Loi(UN) ® Loi(YN)).

On en déduit la borne [] grace a la Proposition et la borne vérifiée par Ay . O






CHAPITRE X

Méthode de Nourdin—Peccati
indépendante pour la loi Gamma

« Les Nornes disent de moi que je
cherche une rédemption que j'estime
ne pas mériter. Qu'est-ce que cela fait
de moi? Un Dieu des imbéciles. Un
Dieu de I'Espoir. »

Kratos a lui-méme, God of War
Ragnarék : Valhalla, 2023

Ce chapitre est issu de [TZ24a], paru en 2024 dans le journal ALEA.

RESUME

Nous développons une variante multidimensionnelle de la méthode
de STEIN pour une approximation de la loi Gamma centrée T'(v)
de parametre v > 0 qui permet d’obtenir des bornes en distance
de WASSERSTEIN entre la loi d’un vecteur aléatoire arbitraire (X,Y)
dans R x R? et la loi T'(v) ® Py. Dans le cas de vecteurs aléatoires
ayant des composantes dans des chaos de WIENER, ces bornes meénent
a des conditions intéressantes pour la convergence jointe de la suite
(X0, Yn),n > 1) vers I'(v) ® Py en supposant que (X,,n > 1)
converge en loi vers T'(v) et (Y,,n > 1) converge vers un vecteur aléa-
toire arbitraire Y. On illustre ce critere par deux exemples concrets.

Dans ce chapitre, on cherche a donner une méthode de NOURDIN-PECCATI pour estimer des
distances entre une loi quelconque d’un couple (X,Y) ou X est une variable aléatoire réelle et Y
un vecteur aléatoire réel de RP et la loi produit T'(v) ® L(Y), c’est-a-dire la loi du couple (Z,,Y)
avec Z, suivant T'(v) et étant indépendante de Y. Pour cela, on s’inspire du chapitre @ et de la
caractérisation de STEIN de la loi Gamma donnée dans le Chapitre [l

Le cheminement est le suivant. On énonce d’abord un lemme de STEIN indépendant pour la loi
Gamma. Ensuite, on étudie les solutions intéressantes de ’équation de STEIN associée dans le cadre
de la distance de WASSERSTEIN. On en déduira une borne de STEIN générale pour cette distance entre
une probabilité p sur R x RP et T'(v) @ p1, ot g1 est une marginale sur R? de p.

Avec le calcul de MALLIAVIN, avec une hypotheése supplémentaire de dérivabilité, on pourra en
déduire une nouvelle borne en termes des opérateurs de dérivation. On étudiera le cas ou les variables
vivent dans un chaos de WIENER fixe, et on en déduira un théoréme de convergence vers la loi
produit relativement simple. Plus précisément, si on se donne (X,,n > 1) convergeant vers une loi
Gamma centrée, (Y,,n > 1) convergeant vers une loi u1 sur RP, en supposant que X,, et toutes les
composantes de Y, sont dans des chaos de WIENER fixes, alors (sous quelques conditions sur les chaos)
si on dispose d’une forme de décorrélation asymptotique entre X, et les composantes de Y,,, alors on
a aussi indépendance asymptotique dans le sens ou le couple (X,,,Y,) converge en loi quand [n — o]
vers la loi produit T'(v) @ p;.

Dans la suite de ce chapitre, (€2, F,P) désigne ’espace probabilisé ambiant, ot on note E Iespé-
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rance. Pour v > 0, on appelle loi Gamma centrée de paramétre v la mesure de probabilité notée T'(v)
admettant une densité par rapport a la mesure de LEBESGUE donnée pour tout z € R par

A

() (w4 v)/ > e 3@ 1 ().

2v/2T (v /2)

Pour voir l'intérét de cette loi, regarder la section E du Chapitre @ Notez que p, vérifie I’équation
différentielle suivante : pour tout z > —v

2(x +v)py(x) = — /w upy(u) du. [X.1]

bt 4

Avec cette convention, par rapport a celle adoptée dans la section E du Chapitre @, si Z ~T(v) alors
L2~ T(v/2).

Lemme de Stein indépendant pour la loi Gamma

Lemme X.1.1 : (STEIN indépendant pour la loi Gamma) Soient v > 0, Z € L*(P) et Y €
LY(2 — RP), avec p = 1, un vecteur aléatoire réel. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La variable Z suit T'(v) et est indépendante de Y ;

(ii) Pour toute fonction f : R x RP — R telle que pour tout'y € RP, x € R +— f(x,y) est
%(Z, Y)H et E[|Z||f(Z,Y)|] soient finies alors

absolument continue et telle que E [(Z +v)

E [Q(ZH)gi(z,Y)} _E[Z/(2,Y)]. [x.2]

Remarque X.1.2. La dérivée partielle % désigne 'un des représentants de la classe de fonctions de
L . (R) pour laquelle f(b,y) — f(a,y) = fb %(:c,y) dx, pour tout a,b € Ret y € RP, &

a

Démonstration : Supposons d'abord (i), c’est-a-dire que (Z,Y) suive T'(v) ® Py. Considérons f : R x RP — R
lipschitzienne par rapport a sa premiére variable telle que E[(Z +v)|0,f(Z,Y)|] < oo et E[|Z]|f(Z,Y)]|] < cc. Alors
par indépendance de Z et Y

JE[Q(Z—}—V)gic(Z,Y)} :APE[Q(Z+V)Z£(Z7y) Py (dy).

Par le lemme de STEIN pour la loi Gamma centrée |1.2.2 (appliqué 3 Zt* suivant I'(v/2))

B|2Z+ gl 2 )| = [ Bl2i(Zy)] Pelay) = EIZAZY))

On obtient donc [@].
Réciproquement, supposons (ii). Pour t € R et s € RP, (x,y) — €'/@e!SY vérifie les hypothéses du point (ii),
puisque Z € L(P). Ainsi,
2AtE [(Z + v)eZeS Y] = E[Ze7 e Y.
Notons ¢ la fonction caractéristique du couple (Z,Y). Puisque Z € L*(P), ¢ est dérivable par rapport a sa premiére
variable, et on obtient

10p 10p
2it - —(t 2it t = -—(¢,9).
its 57 (t8) + 2itve(t,s) = - o (ts)
D’ou I'équation différentielle suivante vérifiée par ¢ :

(2it — 1)%:@7 s) — 2tvp(t,s) = 0.

—

On conclut que p(t,s) = T'(v)(t) - ¢y (s), donc que (Z,Y) suit T'(v) ® Py. O
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Equation de Stein associée

Dans cette section, et pour le reste de ce chapitre, on fixe v > 0 et on note Z, une variable
aléatoire réelle suivant la loi I'(v). Pour A : R x RP — R mesurable telle que pour tout y € RP,
E[|h(Z,,y)|] < o0, on considere ’équation différentielle d’inconnue f: R x R? — R

0
Proposition X.2.1 : Soit h: R x RP — R continue. Alors toute solution de [B] est de la forme
1
— ([ +
2(z +v)py(x) (

+ W (C’ + /m“ q(u,y) (h(u,y) — E[h(Z,,,y)D du) 1o )(@) [X.4]

+ %(h(—% y) —E[h(Z,, y)})l{—u}(ff)’

T

fla) = po(:3) (00:3) ~ E[B(Z,)]) ) 1))

ot C,C" € R sont des constantes arbitraires et

1
2v/2T (v /2)

1>

-1
a() (=@ 4w Plez Ty

On note fr, la solution [@] pour C = C" = 0. 1l s’agit de 'unique solution bornée. Si h est de plus
de classe Ct, alors fy admet des dérivées partielles par rapport  x et aux variables y; sur R x RP
vérifiant

0 1 oh
sup fh(x,y)‘ <2max{1,} sup (m,y)‘ [X.5]
(zy)eRxRr | OF V) (zy)erxre |0
et
Ofn 2 1 oh
max sup “—(7,y)| <max{ —, — sup —(z,y)|, [X.6]
LGP (2,y)eRxRe | OYj =) {V f;; upy (u) d“} (z,y)ERXRP 8%( )

ou x, est la médiane de T'(v).

Démonstration : Pour h continue, et y € RP, notons fy : x — f(z,y), ou f est une solution de [E]. Alors f,
vérifie I'équation différentielle [], ou en tous cas une version translatée :

2(z + u)f;,(x) —afy(x) = hy(z) — Elhy(Z,)].

Par la Proposition , il suit que toutes les solutions de cette équation différentielle sont de la forme translatée de
[], ce qui permet de conclure sur [@].

Supposons de plus que & soit de classe C''. Alors la version translatée de la Proposition nous affirme que
x — fr(x,y) est dérivable sur (—oo, —v) et (—v,4+00), de dérivées bornées de sorte que pour tout y € R?

afh(x,y)‘ < Qmax{l, 1}sup

sup
ox V) zeR

z€R

oh
)|

Si bien que
oh

afh (:CaY)‘ :

1
(x,y)‘<2max{l,} sup
(

sup 7
x V) (z,y)eRxRp

(z,y)ERXRP Oz

On a donc obtenu [EJ. Analysons désormais les dérivées de f}, par rapport aux variables y;. Pour cela, constatons
qu’en dérivant par rapport aux y; |'équation de STEIN [E], on a en fait

Ofn _ ¢
8yj W

Montrons que pour toute fonction ¢ : R x RP — R mesurable bornée,

2 1
sup [fp(z,y)| Smaxq -, ——— sup  [@(z,y)]. [X.7]
(z,y) ERXRP v fwu up, (u) du | (z,y)eRxRe
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D’abord pour x > —v, on dispose de deux expressions de f :

1 x
Fo@¥) = sy | 000y~ El(Ze v ) du
-1 +oo
— s | 6y~ By du
On en déduit que
sup |fo(z,y)l

(z,y)€(—v,+00) xRP
< 2||9]l sup min{1 /uL py(u) du __ /+Oop (u) du}
h o (z,y)E€(—v,+00)XRP 2(33 + V)pV(x) —v Y ’ 2('73 + V)p,/(JC) T Y
A .
= 2||¢[l sup min {A(z), B(z)} .
(z,y)€(—v,+00) xRP

Etudions A et B. La relation [@] permet d'avoir

1 T
Aw) = /| pt)du

Notez que [* wup,(u) du < 0. Alors en appliquant la régle de I'HOPITAL (cf [Tay52]), on en déduit que A tend vers
0 en 0. De plus, A tend vers +00 en 4+o00. Enfin, A est strictement croissante car en effet sa dérivée est donnée par

(o) = 1 B — u) du 1 SN mu u) du | =
=3 (“ i el IRk ) 72 (” T L, ) .

On montre de méme que B est strictement décroissante, tend vers 0 en 400 et vers +oo en 0. |l suit qu'il existe un
unique point xg pour lequel

sup min {A(z), B(z)} = A(z¢) = B(xg).
(z,y)€(—v,+00) xRP

Or, A(zo) = B(wo) si et seulement si [*° p, (u) du = f;goo pv(u) du, donc si et seulement si g est la médiane de

I'(v), notée x,,. On conclut que

2|9l ol
sup | fo(z,y)| < > = = :
(z,y)€(—v,+00) xRP ¢ 4z, + v)py () fzt upy (u) du

Pour < —v, on dispose que d'une unique expression pour fy :

fole¥) = ooy [ )(0lny) ~ E[0(Z,5)) du
avec aussi .
2z +v)q(x) = / ugqy, (u) du < 0. [x.8]
Puisque

7/ uqy(u) du > l// qv(u) du > 0,

on conclut avec [[K.d] que
2[|o
sup [Fotay)| < Al
(z,y)€(—o00,—v) xRP v

Ainsi, on a bien montré [@] pour toute fonction ¢ : R x R? — R mesurable bornée. On en déduit alors que
oh

@(x’y)

afn 2 1
== (2, y)| <max{ =, ——————  sup
dy; v fwu upy(u) du | (2,y)cRxRp

c'est-a-dire exactement [@]. Cela conclut cette démonstration. O

max sup
1SISP (z,y)ERXRP

)
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Corollaire X.2.2 : On note C, l’ensemble des fonctions f : R x RP — R admettant des dérivées
partielles par rapport d toutes ses variables vérifiant

of 1
- < —
8x(x’Y)‘ < 2max{1, V}

sup
(z,y) ERXRP
et
f( )| < 2 1
max  sup T,y max< —, .
1I<P (o,y)eRxRr | OYj v [ up,(u) du

Alors si X € LY(P) et Y € LY(Q — RP), on a

((X Y) ( )®PY) < sup E|:2(X+I/>gf

fecCy

(X,Y) - Xf(X, Y)} ’ . [X.9]

Démonstration : La Proposition ainsi que I'équation de STEIN [@] nous fournit I'estimation suivante :
pour tout A : R x R? — R de classe C! et 1-lipschitzienne,

‘E[h(X,Y)}E[h(ZU,Y)H—‘ {(X+ v) Z‘(X7Y)th(X,Y)”
< sup |E {Q(X—Fu)gf(X,Y) —Xf(X,Y)] ,
fec. xz

oll Z,, suit T'(v) et est indépendante de Y.

Pour h : R x R? — R 1-lipschitzienne, mais non nécessairement de classe C!, on introduit pour tout n > 1 la
suite de fonctions suivantes :

ho(2,y) = E [h <x + %N,y + \}ENH ,

ot (N, N) suit NV;11(0, I41). Il s'agit de la convolution de h par le noyau gaussien G /,, donné pour tout £ > 0 par

Cola,y) & — 1 (2l +1y1?)

PESR =

(2me) =

Ainsi h,, converge uniformément vers h. De plus, h,, est aussi 1-lipschitzienne et est de classe C*°. On en déduit que
pour tout n > 1,

[E[h(X, )] ~E[0(Z, V)] < [B[AX,Y)] = E[h(X, )] | + [E[hn(X, V)] ~ E[hn(Z,, V)|
+ |E[hn(Z, )] - E[1(Z,, Y)) |

of

< 2||h = Ayl + sup o5

fecy

E {Q(X + )2 (X,Y) = Xf(X, Y)] ‘ .

On conclut alors en passant a la limite lorsque [n — oo] que pour tout h : R x R? — R 1-lipschitzienne

\E[h(X,Yﬂ —E[n(Z,,Y)]| < sup |E {Q(X”)gi

fec,

(X,Y) - Xf(X, Y)] ’ .

Le terme de droite ne dépend pas de h, on conclut alors sur [@]. (I

Bornes dans le cas dérivable

On considere W un processus isonormal sur un espace de HILBERT réel séparable H. On note G la
tribu engendrée par W. Dans toute la suite de ce chapitre, on se place sur (2,G,P), et on définit les
opérateurs de MALLIAVIN par rapport a W.
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Théoréme X.3.1 : Considérons X € L?(IP) une variable aléatoire centrée et Y = (Y (1),---,Y (p)) €
L?(2 — RP) un vecteur aléatoire centrée. On suppose que X € DV2 et que pour tout 1 < j < p,
Y (j) € DY2. Alors

w((X,Y),T(v) ® Py) < 2max {1, i} E HQ(X +v)— (D(-L)"'X, DX}HH

2 [X.10]

= E )"1X, DY

+max{y, ;;ooupl, }Z H ()>
Si de plus X € DY et Y (5) € DY* pour tout 1 < j < p alors
_ 1 2
w((X,Y),I'(r) ® Py) < 2max {1, } \/E [(2(X +v) — (D(-L)" X, DX}H) }
v

[X.11]

+ max { . e } 3 \/ [(D(-L)=1X, DY (j))3,]-

Démonstration : Le Corollaire nous fournit |'estimation suivante :

of

dw((X,Y),f(V) ®Py) < sup .

E[ (X +v) 2L

Or, puisque X est centrée, et est dans DY2, on a
X =0D(-L)"*X.
Ainsi, pour f €C,

of

E-(X—i-u)a

(x¥) - X/ Y)||
=|E -2(X + u)a—i(x, Y) - 0D(-L) ' X f(X, Y)} ’
=|E _2(X + u)%(x, Y)] —E[6D(-L) ' X f(X,Y)] ’
of
)

=|E _2(X +v) ax (X, Y)] —E[(D(-L)"'X,Df(X, Y))H]‘

—|E :{2(X+1/)—<DX,D(—L)_1X>H}gf (X Y} zp: [ D(_L)_lx’DYU»”} '

0y;

Puisque f € C,, on conclut par inégalité triangulaire 3 []. Si X € DY et Y(j) € DY, alors les espérances
dans [] sont bien définies et on conclut sur cette inégalité en appliquant I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ a

partir de []. O

Remarque X.3.2. Dans ce cas, si E[X?] = 2v (le moment d’ordre 2 de T'(v)), alors tout comme dans
le Théoréme , la distance se coupe en deux termes qu’on peut interpréter de la sorte :

Borne de la distance Décorrélation entre

w((X,Y), T(v) @ Py)) < entre X et T'(v) T entre X et Y

Cas particulier des chaos de Wiener

Dans cette section, on explicite la borne [] dans le cadre de variables dans un chaos de
WIENER. La formule produit nous donne la Proposition suivante.
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Proposition X.4.1 : Soient X une variable aléatoire réelle, Y = (Y (1),---,Y (p)) un vecteur aléatoire
réel, g =1, q1,  ,qp =0, ¢ € HO%, g(1) € HON, .-+ g(p) € HO% tels que X = I5,(¢) et pour tout
1<j<p, Y () = Ig;(9(5)). Alors

aw ((X,Y),T(v) ® Py)

2q—1

]. ~ 2 - 2
< Jov - o8l +2max{1,y} A6 — cq 9B 220+ 3 g lOErd|Ze a2
r=1 [X.12]
r#q
9 1 P (29)Ag; )
+ max < —, bog.a. rl|l0Rrg (7 o,
{V ;;OO upy(u) du}; 1;1 24,45, ’¢ g(ﬂ)”fﬂ‘@(?fl-&-qj 2r)

2 4(2q)!, ¢4 2 q!(2q71)2 et

(N
0u ¢, —1

4 2 2
2¢—1 29 — 1 4
Qg,r 2 4¢%(r — 1)1? ( rq ) ) (4g — 27)! et bag g, r SRNE ( rq_ 1 ) (Cij) (2((2¢) A gj — )

Démonstration : |l s'agit de calculer avec la formule produit les termes apparaissant dans [] :
2
E {(2()( +v) = (D(-L)'X, DX)H) } etE [(D(fL)*lX, DY(j)>iJ .

Le deuxieme a été déja traité dans la Proposition , et donnait déja le terme byy 4, - Quand au premier, il a
été étudié dans [NPO9L], Proposition 3.13. Pas de grands mystéres, seule I'utilisation de la formule produit conclut
en cette estimation. O

Remarque X.4.2. Cette estimation respecte le critére d’indépendance d’USTUNEL et ZAKAI dans le
cas suivant. Si X = Ir(f ® f) alors X suit la loi f(HfH?_[) Dans ce cas, avec ¢ = f @ f et ¢ =1, on a

1
=2 = 02
Al — 1 6&10ll3ee + > a1,]|6@,dl3e@-—2r = 0.
1
Ainsi, si Y = Iy(g) avec ¢ ®1 g = 0 presque partout, on retrouve que dw((X,Y),Px @ Py) =0. &
On peut alors déduire de la Proposition un Théoreme Limite sur les chaos de WIENER.

Théoréme X.4.3 : Soient (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, (Yy)n>1 une suite de
vecteur aléatoires de RP, on note Yy, (j) la j-éme composante de Y,, pourn > 1 et 1 < j < p. Supposons
qu’il existe ¢ > 1 et q1,--- ,q, = 0 tels que (Xp)p>1 C H2g et (Yyp)nz1 C H§:1 $q;- On suppose les
hypotheéses suivantes.
(i) (X,)n converge en loi vers T(v);
(ii) (Y,)n>1 converge en loi vers une probabilité p sur RP ;
(iii) Les chaos sont ordonnés : 2q > maxi<j<pqj ;

(iv) On dispose d’une décorrélation asymptotique : pour tout 1 < j < p, E[X,,)Y,,(j)] — 0 lorsque
[n — ool ;

(v) Si X = Ing(6n) et Yu(j) = Ip;(9a()) alors 6 ®q gul)llyye0, — O lorsque [n — o).

Alors le couple (X, Yn)n>1 converge en loi vers T'(v) @ u. De plus, si (Yn)n>1 converge au
sens de WASSERSTEIN wvers i alors la convergence du couple (Xp, Yn)n>1 Se fait aussi au sens de
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WASSERSTEIN, avec de plus l’estimation suivante

W((Xn; Yn)uf(y) ® :u)

< 2max {1, i} \/E {(2<Xn +v) = (D(=L)71X,, DX”>H>2]

+max{2 f—i-oo up }Z\/ Xn’DY ( )>i¢} +dW(YnaN)'

[X.13]

Démonstration : Montrons d'abord la convergence en loi annoncée. Pour cela, considérons ¢t € R, s € RP et on
définit h : R x R? — R définie pour tout z € R et y € RP par

A 1
"eY) = )

Pour montrer la convergence en loi du couple, il suffit alors de montrer que

ite+is-y

E[h(Xn, Y0)] —— E[h(Z,, Yo0)], [X.14]

oll Z, suit T'(v) et est indépendante de Y, qui suit u. Pour cela, on fait le découpage suivant :

< dw ((Xn, Y,), T(v) ® Py, ) + [E[A(Z]. Y )] — E[A(Z,. Yoo )] |
= A+ B,

oll Z,, suit T(v) et est indépendante de Y.
Montrons d'abord que B tend vers 0. On constate pour cela que

= [E[H (Y] - E[H(Y)]].
ol pour touty € RP, H(y) = 0+°° pu(x)h(z,y) dz. Cette fonction H est continue et bornée par o)l
la convergence en loi de (Y,,), vers u implique alors la convergence de B vers 0.
Montrons que A tend vers 0. Utilisons la Proposition . L'inégalité [-] nous permet d'affirmer qu'il suffit
de montrer que lorsque [n — o0
1. (2‘1)!”¢n”7—¢®2q — 2v;
2. [[pn — cqPn®qdnllya2y — 0;
3. Pour tout 1 <7 < 2¢—1, avec 7 # ¢, ||¢n®r&nllye@a—2n — 0;
4. Pour tout 1 <7 < (29) A gj(= ), 10n@r9n(5) 30 ata; -2 — 0.

Or, le point 1. est assuré par la convergence de (X,,), vers T'(v). De plus, cette méme convergence implique aussi
2. et 3. d'aprés le Théoreme des Troisieme et Quatrieme Moments Gamma, c’est-a-dire le Théoreme |11.2.2. Il ne
reste plus qu'a montrer 4..

Soit 1 <7 < gj — 1. Alors

ts)‘ si bien que

~ ) ) . .
||¢n®rgn(])||9-[®<2‘1+‘1j—2r) ||¢n Qr gn(J)Hq.i@’(?ﬁqr?T) = <¢n ®2g—r ¢nvgn(3) Rgy—r gn(])>7.[®2r
|

<
(12
< | bn @2g—r ¢7LHH®(2'r') 51;? Hgn(j)HH@qj'
nz

Or, sup,,>1 1gx (j)||H®q] < 00 car (Y, (j))n>1 est une suite de $),, qui converge en loi, donc est bornée dans L?
(regarder [Jan97] Corollaire 6.11). De plus, puisque 2g — r > 1, ®2¢—r Pnllyyoey — 0 lorsque [n — oo], a
moins que 2g — r = ¢, c'est-a-dire que = ¢. Dans ce cas, on a directement par hypothése (v) que

||¢n®q9n(j)”ﬂ®<qﬂj> < H(bn Qq gn(j)||7.¢®<‘1+qj> m 0.

Reste a traiter le cas r = g;. Si g; < 2q, le raisonnement précédent permet de conclure une fois de plus que
|60 @rgn(7)]l 3@ 20+a;-20) — 0. Supposons enfin que ¢; = 2¢. Dans ce cas, grace a I'hypothése (iv)

‘|¢n®2qgn(j)||§.[®o < ||¢n R2q gn(])”i{@o = <¢nagn(j)>%{®2q
1 .
= gt 0l 20
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On a donc bien montré le point 4.. Cela permet de conclure en [], donc en la convergence en loi de (X,,,Y,)
vers T'(v) @ p.

Supposons désormais que la convergence en loi de (Y, )n>1 vers y se passe au sens de WASSERSTEIN. Soit
h: R x R? — R une fonction 1-lipschitzienne. Alors I'inégalité suivante est encore vérifiée

|E[A(Xn, Y0)] —E[h(Z, Yoo)]| < |E[M( X0, Y0)] —E[(Z,,Y0)]| + [E[A(Z), Y0)] = E[R(Z). Yoo)]|
<dw (X0, Y0), T(v) @ Py, ) + |[E[(Z},Y0)] = E[h(Z, Yoo)]| - [x.15]

Le premier terme tend vers 0, nous I'avons déja démontré. Quand au deuxiéme, il s'écrit

’E[h(Z[},Yn)] - E[h(Z,,,YOO)]’ - ‘]E[H(Yn)] —E[H(Ys)]

b

ol encore une fois H(y) = OJFOO pu(x)h(z,y) dz. Puisque h est 1-lipschitzienne, c'est aussi le cas de H, si bien
qu'en fait

‘E[h(zg,Yn)} - E[h(Zu,Yoo)]’ < dw(Yn, p),
qui tend vers 0 par hypothése. D'aprés [], il suit que

Ainsi, on a bien convergence au sens de WASSERSTEIN du couple. On en déduit de plus [] grace au Théoréme

k3 0

Remarque X.4.4. Comme dans le cadre du Théoreme , le caractere ordonné des chaos est
nécessaire, sinon le Théoreme est mis en défaut. Pour cela, considérons pour ¢ > 1 les variables
X, = Iy (1) et on suppose que (X,,),, converge en loi vers I'(1). Considérons alors Y, = L, (1, @y,).
La formule produit nous donne

2g—1 2 2
2q ~ 2q 5
X2=E[X+Y,+ > 7! ( ) ) Iy(2g—r) (¥n@rtfn) + q! ( . ) Log(¥n®qtfn),
r=1
T#q
si bien que
2
1 2
Y, = X2 - E[X?] - q!( q) X, + 5],
C2q q
avec _— 9 2
q— 2q _ 1 2q ~
S;l = Z 7! ( . 12(211—1") (Vn@rthn) + ;q! q (Cql2q(Pn@qhn) — T2q(¢n)) -
r=1 q
r#q

Par isométrie des intégrales stochastiques, et par Théoreme du Quatrieme Moment Gamma ,
il suit que S/ converge vers 0 dans L? lorsque [n — oo], si bien que Y, converge en loi vers la
variable Z2 — 2 — q!(zqq)QZl, avec Z; suivant I'(1). Par le méme type de raisonnement que dans
la Remarque , on en déduit que (X,,Y,) converge en loi lorsque [n — oc] vers le couple
(74, Z12 — éq!(%}q) Z1 — 2), dont sa loi n’est pas la loi produit de chacune de ses marginales (calculer
E[Z%(Z? — éq!(Qqq) Zy — 2)] # 0 pour s’en convaincre), donc I'indépendance asymptotique n’est pas
vérifiée dans ce cas. &

Remarque X.4.5. 1l y a une nouvelle hypothese par rapport au théoreme lié au cas gaussien, le
Théoréme , il s’agit de ’hypothese (v). Elle est nécessaire pour le Théoréme . En effet,
placons-nous sur % = L?(R). On considére pour 0 < p < 1 les deux fonctions h; = 1(,2-1,p/2) €t
ha = 1(_,21-p/2)- On a [|h1|lp2 = ||h2lp2 = 1 et (h1,h2)r2 = p. Si on considére X = I (h$?) et
Y = I1(h2) alors X suit la loi T'(1), Y suit N(0,1), avec E[XY] = 0. Les hypotheses (i), (ii), (iii)
et (iv) sont vérifiées, seule ’hypothése (v) est mise en défaut, puisque Hh?2 ®1 h2HL2 = p. Dans ce
cas précis, on a précisément h?Q ®1 ho = phi, donc le critere d’USTUNEL et ZAKAI nous indique
directement que X et Y ne sont pas indépendantes. &
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Deux illustrations du Théoréme [X.4.3

Comme dans 'entiéreté de ce chapitre, on considere H un espace de HILBERT réel séparable et W
un processus isonormal associé, avec lequel on définit les opérateurs de MALLIAVIN.

Moyenne asymptotique d’un produit tensoriel

Soit (e;)i>1 une famille orthonormée de H. Pour n > 2, on considere

Unéﬁ " Dleide)) = Lgn).

1<i#j<n

Remarque X.5.1. La normalisation semble surprenante, puisqu’il y a n(n — 1) termes dans la somme.
Pour la justifier, on constate que chaque terme n’est pas décorrélé des autres. Regarder en fait I’équa-
tion [ ] dans la démonstration qui suit pour comprendre cette normalisation. &

La Proposition suivante provient de [[Arr+19]. On propose une démonstration a I’aide du Théoréme
des Troisiéme et Quatrieme Moments Gamma.

Proposition X.5.2 : La suite (Uy)n>1 converge en loi vers T'(1). De plus, pour tout € > 0, il existe
un rang N = N(g) pour lequel pour tout n > N,

- 22 +
dw (Un, T(1)) < *(/ﬁg [X.16]

Démonstration : Appliquons le Théoréme du Troisiéme et Quatrieme Moments Gamma (Théoréme ) Il suffit
de montrer que

E [(Q(Un +1) = (D(=L) "', DU,L>H)2] — 0 [X.17]

n— o0
Or, d'apres le Théoréeme
1
DU, = —— Z eill(ej) + €j11(€i).
O I<i#ign
Ainsi,
(D(-L)"'U,, DU, )%
1 1
= <2(n ) Z eili(ej) +ejli(eq), 1 Z eil1(e;) + €j11(€¢)>

1<i#j<n 1<i#i<n "

Z Z <€iI1(6j) +€j11(61'),6i111(6j/) +6j111(61'/)>7_l

1<17$j<n 1<i'#5'<n

s Y > {Il(ej)ll(ej’)5i,i' + Ii(e;j) I (eir)dijr + Th(ei) I (ej0) 650 + fl(ei)fl(ei’)5j,j'}

1<17£]<n 1</ #5'<n

Z Z I (6j)]1(6j/)5i71'/

1<7,7£]<n 1<i'#5'<n

ol 4.. désigne le symbole de KRONECKER. Or,

DD SRS 35 35 SE

1<iAj<n 1</ £/ <n i=1j
J

Ainsi, en utilisant la formule produit,

(D(=L)~'Un, DUpn)3 =
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On en déduit que

n

2

2(U, +1) — (D(~L)"*U,,, DU, )% —t—

2(ej ®ej) — U,.

Puisque U,, et tous les I>(e; @ ;) sont deux a deux décorrélés (car les noyaux de chaque intégrale stochastique sont
orthogonaux), on conclut que

_ 2 8n 4 4
E {(Q(Un +1) = (D(=L)""U,,, DUL),) } = T e T e 1)2E[U;f],
ou
2
E[UEL] =K L 1 Z 12(6i®€j) = Z Z 2 <6i®€j,€y®6j/>ﬂ®2 .
" Cign 1<z7éj<n1<7,’7$]’<n

En utilisant la définition du symétrisé, et du produit scalaire sur H®2, on en déduit que

]E[U.,ﬂ = Z Z {51',1'/53',]‘/ + 05,4005 5+ 05 505 + 5]‘7]'/5,'7,‘/}

1<7.7£]<n 1<i'#5'<n

Z Z {5i,i’5j,j/ + 5j,i’5i,j'}

l<z7éj<n 1<i'#5'<n

=D B 9) S ET25 35 SEFS SR D St N B oL ¥
i=14'=1 Jj=1j'=1 j=1 j'=1
751 ]/;éz J?éz j/;éi/
RCES) zZ > a +Z -
Jj=1j'=1
JF Gt
On en déduit alors que
2
E[U?] = —— ——2. [X. 18]
n—1 noc
De plus, cela signifie que
8n 4 4 2n 8n 12n — 4
E|: 2 Un 1 - D _L _1Un’DUn 2:| = — ,
(2(Un +1) = (D(-1) E70 Rl o vl ra s Al ey Y i Sl o Vol o

ce qui est équivalent a % lorsque [n — o0]. On en déduit alors [], donc a la convergence en loi de U, vers
T(1), et a I'estimation en distance de WASSERSTEIN [[£.16] via [[[I1.4]. O

Dans la suite de cette sous-section, on s’intéresse d’abord a I'indépendance asymptotique entre U,

et une variable réelle ne dépendant pas de n, provenant d’un des termes de la somme définissant Uy :
pour k # 1

G = Lerbey),

Proposition X.5.3 : La convergence en distance de WASSERSTEIN suivante est vérifiée : il existe
une constante C' ne dépendant pas de k et | telle que pour n > 1
C

W((Un,G)af(l) ®]P>G) < % m 0.

Démonstration : On applique directement le Théoréme limite . Il suffit de vérifier les hypothéses (iv) et (v),
c'est-a-dire montrer que
1. Les variables sont asymptotiquement décorrélées : E[U,, G| — 0 lorsque [n — oo ;

2. On dispose aussi de la condition technique ||¢, ®1 (ex®e)|| — 0.

H®2
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Commencgons par montrer 1..

E[U,G] = — Z E[I2(e;®€;) 12 (erGe)] = — Z <ei®ej,ek®el>ﬂ®2
I<i#jsn I<i#jsn
1 1
=1 2 flenemuleenn=_—7 =0
I<i#j<n
Donc 1. est bien vérifié.
Montrons 2..
~ 1 - -
On @1 (€k®6l):n_1 Z (6i®€j)®1 (6k®el)
I<i#j<n
1 1
= m Z (€i®€j) 1 (ek®el) +m Z (ej®ei) ®1 (€k®€l)
1<z¢g<n 1<i#j<n
:mZeijel—i— Zel®ek
£k 17“

Ainsi, par orthogonalité des e, ® e, dans H®2, on en déduit que

~ —1 1
|60 @1 (er & el)”i@? - 2(2 —12 2mn-1)

Ainsi, 2. est bien vérifié, et on en déduit que (U,,, G) converge en loi vers T'(1) ® Pg.
Pour la distance de WASSERSTEIN, la Proposition nous indique que

E{<D(_L)_1Un7DG>i} =ba21||¢n @1 (e @ 61)”3{@ + b2 2 2E[U,G].

Ainsi, on en déduit avec [], et aussi avec la Proposition que la distance de WASSERSTEIN est bien d'ordre

de grandeur ﬁ O

Concluons ce premier exemple avec le cas de figure suivant. On vient de montrer que (U,,G)
vérifie un Théoreme Limite qu’on interpréte comme de l'indépendance asymptotique. La variable
G ne considere qu’'un seul élément de la somme dans U,, et il semble effectivement naturel qu’en
considérant un petit nombre de termes, la connaissance de G n’influe en rien sur la connaissance de
U,. La question est la suivante : combien de vecteurs e; peut-on considérer de sorte qu’on garde cette
propriété ? C’est 'objet de la Proposition suivante, qui donne une condition suffisante sur la taille du
nombre de vecteurs a prélever pour garder l'indépendance asymptotique. Pour n > 1, on considere
K,, un sous-ensemble de [1,n], et on considére le vecteur aléatoire suivant de taille £,

G, 2 (Ig(ek®el), k1€ Ky k # z).

Proposition X.5.4 : Pour tout € > 0, il existe un rang N = N () a partir duquel pour tout n > N

\/§+s+ 4 1K,
Vn :;tooupl(u) du /1

dw((Un,Gn)T(l) ®Pen) < [X.19]

Démonstration : Appliquons le Théoreme général , qui nous indique que

W((Un, G,),T(1) @Pgn) < 2\/1E [(Q(Un r1) - <D(—L)_1UnaDUn>H)2}

T up1 JeEK,
k#1
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On a noté G, (k,l) = Ix(ex®e;). Le premier terme a été traité dans la Proposition . Le produit scalaire des
dérivées de U, et G,,(k,l) a été étudié dans la Proposition , puisqu'en effet

)
E{(D(—L)*lUmDG(k,mi} = by21[|6n @1 (e & €1)||5,00 + b222E[Un Gk, D))
< 8]6n ®1 (e @ 1) ||3gen +4EULG(K, )]
8 16
< —.
n—1 n
On en déduit alors la distance de WASSERSTEIN []. O

Remarque X.5.5. La réponse a la question posée avant cette Proposition est alors la suivante : si
ﬁﬁKn — 0, alors la distance entre la loi de (U,,G,) et T'(1) ® Pg, tend vers 0. On interpréte
encore ce fait comme de I'indépendance asymptotique. Consultez tout de méme ’annexe @ pour bien
distinguer les notions d’indépendance asymptotique qu’on dégage ici. &

Remarque X.5.6. Revenons sur article de [NNP16], plus précisément sur le Théoréme .
Comme nous 'avions déja mentionné, ce Théoreéme fournit un critére pour une convergence qu’on in-
terpréte comme de I'indépendance asymptotique dans les chaos de WIENER. Il s’applique en particulier
dans le cadre de la Proposition , et reprend les calculs qu’on a aussi utilisé dans la démonstration
de cette Proposition. Il ne donne pas par contre pas d’estimation en distance.

Par contre, en 1’état, il n’est pas applicable pour montrer des convergences comme dans la Pro-
position , qui n’est pas un Théoreme Limite a _cause de la dépendance en n de la probabilité
T'(v) ® Pg,. En effet, comme dans notre Théoréme , le nombre de composantes pour le vecteur
Y est fixe, et ne dépend pas de n. Si on souhaite écrire un Théoreme Limite général qui permet cette
dépendance en n (lorsque le nombre de parameétres explose), il faudrait non plus se placer sur un brave
espace de dimension finie R x RP, mais certainement sur un espace du type RY, de dimension infinie,
qui exige aussi de connaitre une topologie associée. )

Orthogonalité asymptotique en moyenne

On se place sur le cas particulier ot H = L?(0,00). Sur H, on considére le processus isonormal
construit a partir d’'un mouvement brownien (By)i>0. On considére sur H la famille orthonormée

. A o s . .\ R .
suivante : pour tout n > 0, e, = 125, 2,41- On définit U,, de la méme maniére qu’a la sous-section
précédente :

—+o00
—— Y DLe®e)=—— > / /ez®e] (t,s) dB, dB; £ I(¢n)

1<'L;é]<n 1<z;£j<n
el )ej(s) dBs dB;
2(71, l<z;é]<n
2i4-1 2i+1
- / / dB, dB, = / / dB, dB,
2(n 1<275J<n 2 (0:411[25,2j+1] 2(n - 1) 1<j<'L<n 2i [0,t]n[25,25+1]

1 2i+1
= m Z / B2]+1 BQJ) dB; = m Z (BQj—f—l - BQj)(BQH_l — B2i)-

1<g<isn 1<g<isn

Pour n > 1, on considére g, = 1[ > avec a > 0. Il s’agit aussi d’'une famille orthogonale

2n—1+1+ 2n+
de H, avec de plus

1
(Gn. em>L2(0,oo) = ﬁén,m'

On considere alors

Vo =

~ A
> D(g:i®g;) = I2(¢n)
1<i#j<n

1
ECEp (Bais s = Baicst) (Bm;a - BQJ'—H}) '

1<i<j<n

n —
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Proposition X.5.7 : La suite de variables aléatoires (Vy,), converge en loi vers T'(1). De plus, pour
tout € > 0, il existe un rang N = N(g) tel que pour tout n > N,

(1)) < V2 +e

Démonstration : La démonstration de cette Proposition est trés proche de celle de la Proposition , puisqu'il

s'agit de montrer que
1
E [(Z(V,L +1) — <D(—L)*1vn,Dvn>H)2} = % +o0 <) .

n

On donne les étapes de calcul. D'abord, par le méme type de calcul que pour E[U2], on a

E[V?] = n_12zz< —) (1—&—;—1):2—%0(;),

=1 j=1
J#i

d'apreés la distinction de cas suivante

~Inn sia>1

“ /1 1 ,
Z(.a—‘) =0 sia=1
J J nl—

j=1 ~5— sia<l
Puis,
(D(-L)~'V,,,DV,,) :MV +LZI (9;®9;) +E[VZ] + R
ns n/H n—1 n = 2\Yj 7 3
avec R, = (n_21)2 Zl<“/<nz 1¢<{7,<n} (fa — %) 12(93®93 ) est un terme interprété comme un reste. On conclut
i¢{j,j
alors que
_ 2 4
E [(2(Vn +2) —(D(-L)"'V;,,DV,,)..) } = (ni Z lg; ® g5ll302 + WE[VnQ]
j=1

+ (E[v?] - 2) + Reste .

On montre que l'ordre le plus petit provient du premier terme, puisqu'il est en 1/n (en développant ||g; ®gj||it®2,
on retombe bien sur 8 comme facteur principal). O

Proposition X.5.8 : Le couple (Uy,,Vy) converge en loi vers T'(1) ® T(1). De plus, il existe C > 0
tel que pour tout n > 1

dw((Un,Vn),f(l) ®f(1)) <C ﬁ sia>1/2

. [X.20]
L sia<1/2

3

Démonstration : D’aprés le Théoréme , il suffit de montrer que
1. E[U,V,] — 0 lorsque [n — ool ;
2. ||¢n @1 %n|lye2 — 0 lorsque [n — oc].
Pour 1., on a

E[UnVn] Z Z ez®ejvgk®gl>7.[®2

1<z;£j<n 1<k#I<n

= 1)2 Z Z <ei®€j+€j®ei,gk®gl+gl®gk>ﬂ®g
1<i#j<n 1<k#AI<n

— > > Aengdnle g

1<z;£j<n 1<k#ILn

n

2 1 2 1 ?
BCENEP IR e <Z>

1<i#j<n i=1
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Or, Zl 1 Zla converge si a > 1, est équivalent a Inn si a = 1 et équivalent a Tanlfa si a < 1. On conclut bien sur

la convergence vers 0.
Pour 2., désormais. Rappelons qu'on a noté ¢,, et v, les noyaux de U, et V,.

¢n ®1 wn
— > Y (@)@ (adg))
1<L;£]<n 1<k#IKn
= >, > ( €is Gk)ej ® g+ (€5, gr)aes ® gu + (i, gi)we; @ gr + (€5, gi)nei ®9k)
1<1;£]<n 1<k#I<n
Z Z (eis gr)me; © g
1<z7é]<n 1<k£I<n
— = Y Y hueoa
1<z;£g<n 1<k#I<n
1 n n n 1
:(nfl)zzz Z La €j @ gi-
j=11=1 | k=1
k¢ {51}

Par orthogonalité de la famille (e; ® gi);x dans H®?, on a alors

n
2 1 2
||¢7L ®1 1)an’]-[fX)? - 422 Z ﬁ H€j®gl|"}{®2
j=11=1 k=1
kg{j,l}
2
= il 14 - - =
=D M D N (RN
j=11=1 k=1
kg {51}
2

20?2 "1
<ot (S) < (Zk> ’

ou la constante 32 provient de l'inégalité -+ < 2. Ainsi, nous avons montré les convergences vers 0 demandées en
1. et 2.. De plus, I'ordre de convergence en distance de WASSERSTEIN, d'aprés le Théoréme , sera

W((Un7 Vo), (1) ® I‘(l)) <C <\/ﬁ + ; l«l) .

On conclut alors sur [-] avec le fait que "' | -& converge si a > 1, est équivalent 3 Inn si a = 1 et équivalent

1 l—a
aan sia < 1. O
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ANNEXE A

Sur la notion d’indépendance
asymptotique

On se propose dans ce chapitre de proposer des pistes pour définir ce que pourrait étre 'indépen-
dance asymptotique dans le cadre de variables ou de vecteurs aléatoires réels. On utilise principalement
l'article [DN21] de Youri DAVYDOV et Svyatoslav NOVIKOV pour étayer nos propos.

Les définitions qu’on propose sont en fait des versions asymptotiques des différentes caractérisations
de 'indépendance. Nous en distinguerons trois. La premiére consiste & écrire une version asymptotique
du fait que deux variables aléatoires X et ¥ sont indépendantes si et seulement si Py y) =Px @ Py.

Définition A.1 : Soient (X,,)n>1 et (Y;,)n>1 une suite de variables aléatoires. On dit que ces deux
suites sont asymptotiquement indépendantes au sens 1 si

drM (P(men),lpxn & ]P)Yn) m 0.

On rappelle que dpy est la distance de FORTET-MOURIER donnée pour deux probabilités u et v
sur R x R par

A
dpm(p,v) = sup
h:RxR—R
7]l <1
Al <1

| k) dutey) = [ hlay) dvia,y).
RxR

RxR

Cette distance métrise la convergence en loi. Le choix spécifique de cette distance n’est pas importante,
tant qu’elle métrise la convergence en loi. La deuxiéme définition exploite la caractérisation suivante :
X et Y sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions ¢, : R — R continues bornées

E[p(X)y(Y)] = E[¢(X)E[¢(Y)].

Définition A.2 : Soient (X,)n>1 et (Y,)n>1 deux suites de variables aléatoires réelles. On dit
que (Xp)n>1 et (Yn)n>1 sont asymptotiquement indépendantes au sens 2 si pour toutes fonctions
¢,1% : R — R continues bornées,

On donne enfin une derniere définition possible, proposant que la probabilité de l'intersection et
le produit des probabilités soient asymptotiquement proches.

Définition A.3 : Soient (X, )n>1 et (Yn)n>1 deux suites de variables aléatoires réelles. On dit que
(Xn)n=1 et (Yn)n>1 sont asymptotiquement indépendantes au sens 3 si pour tout borélien A, B € B(R),

P(X, €AY, € B)-P(X, € A)P(Y, € B)—— 0.

n—oo
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FIGURE A.1 — Une illustration du Théoréme @

On pourrait imaginer d’autres définitions exploitant différentes classes de fonctions tests h sur
lesquels vérifier la convergence E[h(X,,, Yy,)| — E[h(Z,, Yo)], ot (Z,,)n>1 a méme loi que (X,,),>1 et est
indépendante de (Y},)n>1.

Nous allons montrer que ces trois définitions ne sont pas équivalentes, donc que la notion d’indé-
pendance asymptotique est trop vague pour étre simplement présentée comme telle dans un théoreme.

Théoréme A.4 : Soient (X,)n>1 et (Yn)n>1 deux suites de variables aléatoires réelles.

A. Si ces deux suites sont asymptotiquement indépendantes au sens 1 et si ((X,,Yn),n = 1) et
((Zn,Yn),n > 1) avec (Zy)n ayant la méme loi que (X,,)y et indépendante de (Yy,),, alors elles
le sont au sens 2.

Il existe (Xp)n>1 et (Yn)n>1 convergeant au sens 1 mais pas au sens 3.
Il existe (Xp,)n>1 et (Yn)n>1 convergeant au sens 2 mais pas au sens 1.
Il existe (Xp)n>1 et (Yn)n>1 convergeant au sens 2 mais pas au sens 3.

Il existe (Xpn)n>1 €t (Yn)n>1 convergeant au sens 3 mais pas au sens 1.

mmB AW

(
Si (Xn)n>1 et (Yn)n>1 sont asymptotiquement indépendantes au sens 3 alors elles le sont au sens
2.

L’énoncé du Théoréme @ est résumé dans la figure @

Démonstration : A. On suppose que
drm (P(Xn,Yn); Px, ® PY,,,) — 0.
n—oo

Soient ¢,1) : R — R continues bornées. On cherche a montrer que

E[p(Xn)(Yn)] = E[p(Xn)|E[¢(Yy)] —— 0.

n—oo

Supposons d’'abord que ces deux fonctions soient de classe C'>° a support compact. Elles sont en particulier lipschit-
ziennes, et donc puisque

16 @ PllLip < 1DllLipll Pl + 1¥llLipllell oo

on en déduit que

Supposons désormais que ¢ et 1) sont uniquement continues bornées. On cherche 2 les approcher par des fonctions
C° a support compact. Pour cela, I'hypothése continue bornée n’est pas suffisante, car on cherche en effet une
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approximation par des convolutions avec des approximations de |'unité, qui ne sont valables pour la norme uniforme
que pour des fonctions uniformément continues. Ainsi, on va premiérement approcher ¢ et v par des fonctions
continues a support compact, de sorte que ces fonctions approchantes soient uniformément continues. Soit R > 0.
On considére xr : R? — R une fonction plateau, qui vaut 1 sur [-R, R]? et 0 en dehors de [—(R + 1), R + 1]2.
Pour tout R > 0, la fonction (¢ ® 1) xr est continue bornée. Soit ¢ > 0. Il existe Z¢ g : R? — R de classe C*° et
a support compact pour laquelle

(¢ ©¢)xr —Ee.r|| <e.

Faisons la décomposition suivante

60 = (606~ (99v)xa) + ((6©¢)xr — Zcn) +Eon.

Ainsi, si on note (Z,,),>1 une suite de variable admettant la méme loi que (X,,),>1 et indépendante de (Y},)n>1
alors

(0w - E[sZ0etn)]| < 1ollll 2 = E[xa(Xa, Ya)]| ~ E[xa(Za, Ya)] | + 22
+ ’E[E&R(XH,YH)} —E[Z. p(Z0, 0] ’ .
Or, puisque les suites ((X,,Yy),n > 1) et ((Z,,Ys),n > 1) sont tendues,

sup]P’((Xn, Y,) € R2\[-R, R]2) — .

n>1 R—o0

Idem pour (Z,,,Y,). Sin > 0, il existe R > 0 pour lequel

‘2 - ]E{XR(XW Yn)} - E[XR(Zm Yn)] '

< supP((Xn, Y,) € R2\[-R, R]?) n Sup]P’((Zn,Yn) € R?\[R, R]2>

n>1 n=1
n
< —.
= 3lelle vl

On fixe ¢ = g. Par convergence au sens 1, pour ce choix de R et ¢, il existe un rang N = N (e, R) tel que pour tout
n > N,

E[Eer(Xn, Ya)| ~ E[Ear(Zn Vo) || < -

Ainsi, on a montré que pour n > N,

B[o(xa )] — E[o(Z)vr)]| <n.

D’ou I'indépendance asymptotique au sens 1.

B. et D. Considérons X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi %50 + %51. Pourn > 1, on
considére X,, = X + %Y et Y, =Y. Alors (X,,,Y,)n>1 sont asymptotiquement indépendantes au sens 1 et 2 mais
pas au sens 3. On note (Z,),>1 une copie de (X,,),>1 indépendante de (Y},),>1. Les lois des couples (X,,,Y,),
(Zn,Yyn) et (X,Y) sont données par

Xn 1 1 Zn 1 1 X
v, o | & |1 1+a]ly 0| & 1t 1+i|y 0| 1
0 /4] 0 | 1/4| 0 0 1/8 [1/8 [ 1/8 | 1/8 0 1/4 | 1/4
1 0 |1/4] 0 | 1/4 1 1/8 [1/8 ] 1/8 | 1/8 1 1/4 | 1/4

Ainsi, si h: R x R — R est continue bornée, on observe que

E[h(X,, Y,)] = i{h(&o) +h (7111) (L0 +h 1+ 1,1)}

n

h(0,1) + h <:Lo> FR(L) 4B (1 ;o>}

E[h(X,Y)] = i{h(o, 0) +A(1,0) +5(0,1) + h(1,1)}.

(
E[h(Z, Y,)] = é {h(0,0) +h (1, 1) +R(1,0) 4+ A (1 T 1)
+
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Avec h(z,y) = ¢(x)¥(y), ¢ et 1 continues bornées, on en déduit que (X,), et (Y,), sont asymptotiquement
indépendantes au sens 2. Pour h bornée par 1 et 1-lipschitzienne, on en déduit aussi que

drm (P(Xn,Yn)aPXn ®PYH) < %7
n
donc ces deux suites sont aussi asymptotiquement indépendantes au sens 1.
Neanmoms avec A = {0} et B = {1}, on constate que pour tout n > 1, P(X,, =0,Y, =1) =0et P(Z, =
0,Y,=1) = 8. Cela conclut que (X,,), et (Y,,), ne sont pas asymptothuement indépendantes au sens 3.
C. et E. Pour n > 1, on considére un entier Y,, suivant la loi uniforme sur [0,2™ — 1]. Le développement de Y,
en base 2 s'écrit

n—1
Yo =) x(i,Y,)2,
i=0
avec x(i,4) € {0,1}. Notons Y,, définie par
A 2n—1 ) 2n—1 ~ )
Y, =Y, +2" (2" - Y,) = Z i,Y,)2 + Z (1= x(i—nY,))2 = > x(i, V)2
i=0 =0

Notons qu'il y a exactement n coefficients x(i,Y;,) égaux a 1 (et donc aussi n coefficients nuls). On tire un indice
parmi les coefficients non nuls selon une loi uniforme, qu'on note X,,. Plus précisément, la loi de X,, sachant Y,, est
donnée pour i € [0,2n — 1] par

x(i, Yn)

P(X, = ilY) = 2=

On peut alors montrer que X, suit une loi uniforme sur [0,2n — 1]. De plus, la loi du couple (X,,,Y;,) est donnée
pour 0 <1<2n—1et0<j<2" -1 par

x(4,5)

si0<i<n—1
P(Xy = i,Yy = ) = 4 "2, cie
(n n ]) {w sin<i<2n—1.

Montrons que le couple (X,,Y,), est asymptotiquement indépendant au sens 2. Considérons ¢ et ¢ deux
fonctions continues bornées sur R. Alors

E[¢(Xn)9(Yn)] = E[o(Xn)E[¢(Va)]

n—12"-1 2n—12"—1
= 2 S @) — D) + s YD @l n,d) — D).
=0 j=0 i=n j=0

Notons s(3, j) = 2x(i,7) —1 € {£1}. Alors d'aprés le Lemme @

[Elo(Xa)0(¥a)) - E[é(Xn)]lE[w(Yn)]\

NNt D9G) | 19laclVlloe | K= N~ s o S@06)
S nanit ZE H¢II |t | & 25 " ol ol
e
S 2= T

Cela conclut en I'indépendance asymptotique au sens 2.

Montrons que (X,,), et (Y;,), ne sont pas asymptotiquement indépendantes au sens 1. Pour cela, on considére
une fonction h : R? — R telle que h(i,7) = x(i,) pour tout 0 < i < n—1et 0 < j < 2" — 1, qui soit
continue bornée par 1, et 1-lipschitzienne. On peut alors imaginer h comme une fonction tentes (au pluriel), avec un
campement en chaque (4, j) pour lequel x(,7) = 1. Plus précisément, si on considére la fonction tente suivante :

A
u(z,y) = max{0,1 —4(|z[ + [y])},
qui est a support dans le carré [—1/4,1/4]?, on considére h pour tout z,y € R de la forme

+o0 00

h(z,y) = 1ZZXZJ (x — i,y — j)-

=0 j=0
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Le facteur % permet de s'assurer du caractére 1-lipschitzien. Ainsi, puisque h(i,j) = x(i,7) = x(4,)?, on a

n—12"-1 2n—12"—1

BH(X, Vo)l = oo 30 30 (i) + g S0 O (1= xi = m )X )

1=0 j5=0 i=n j=0

Or, dans la deuxiéme somme, x(i, ) = 0. En effet, si j se développe que jusqu'a I'ordre n — 1, les coefficients d'ordre
n,---,2n — 1 sont nuls. On a alors I'expression suivante

n—12"-1

E[h(Xn, Y,)] = % Z Z X (4, 7).

De plus, on a aussi (Z,, suit la méme loi que X, et est indépendante de Y},)

n—12"-1
Yo = e 3 3 26
=0 35=0
Ainsi,
n—12"—-1

E[h(X,, Yn)] — E[h(Z,,Y,)]

2n+1 ZX
0 7=0

1=

Or, E; 0 ' x(4,7) = 2"~ (parmi les entiers entre 0 et 2" — 1, la moitié d’entre eux ont 0 comme coefficients d’ordre
i dans leur développement en base 2 tandis que I'autre moitié ont 1). On conclut alors que

1

17

qui ne converge donc pas vers 0. On conclut alors que (X,,),, et (Y},), ne sont pas asymptotiquement indépendantes

au sens 1.
Enfin, pourtout 0 <t <n—1et0<j<<2" -1,

E[h(Xn, Y,)] — Elh(Z,, Yn)] =

) . ) . 1 1
Ainsi, (X,)n et (Y,,), sont asymptotiquement indépendantes au sens 3.
F. Supposons que (X,,), et (Y,,), sont asymptotiquement indépendantes au sens 3. Soient ¢ et ¢ continues

bornées sur R. Montrons que
Elp(X,)(Yn)] — E[¢(Xn)E[¢ (V)] — 0.

n—r oo

Pour cela, on utilise un argument d'approximation par des indicatrices de la maniére suivante. Pour M > 1, considé-

rons |'approximation étagée de ¢ ® 1 sur des carrés de c6té 53 donnée par
9= 2 gwgn (agr<ociit) @ Ustreuetith
J,

Notons d'abord que puisque ¢ et 1) sont bornées, les sommes sont en fait finies. Plus précisément,
i k

=) 2 gwan o<ttt} @ Ughravetit)
IS [2M 18]l oo |41 [RI<[2M [19]] o | +1
Alors pour tout z,y € R,
j k
191<[2M 19l o | +1 ’ ’ ’ :
k1< [2M 9]l | +1
Ou encore |[gy — o @ Y|, < W On en déduit que pour tout M > 1
[E6(Xa)u(Ya)] — Elo(Xo)[E[p(Ya)]|
j ok J j+1 k kE+1
<2llgn — @Yl + Z QMQM‘[P> (2M < 9(Xn) < o0 9Af <YP(Yn) < oA

lil<[2M ]l |+
k<] 2M (|9l oo | +1
j j+1 k k+1
-P (2M < o(Xn) < 2M) P <2M <P(Yn) < oM
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Soit € > 0. On fixe M de sorte que 2|[gas — ¢ ® ¢||, < 5. Par hypothése d'indépendance asymptotique au sens 3,
pour tout [j| < [2M |||, | + 1 et |k| < [2M |4l | + 1, il existe un rang N = N(j, k, M) a partir duquel

J j+1 k kE+1
‘P(2M<¢(Xn)<2M72M<¢(Yn)<2M

j j+1 k k+1 £ 1 1
- (s <ot < 52 )2 (g <900 < 52 )| < S s

Il suit que pour tout n > max; i N(j, k, M) (ol le maximum est pris sur les indices de la somme),
[Elo(Xa) 0 (¥a)] - Elo(Xa)E[(Y)]| <e.
On en déduit I'indépendance asymptotique au sens 2. (|

Lemme A.5 : Soit n > 1. Pour j € [0,2" — 1], on note son développement en base de 2 : j =
" x(3,5)2% Pour 0 <i<n—1et0<j<2"—1, on note

s(i,j) = 2x(i,j) — 1 € {*1}.

Alors pour tous réels ¢g, -+, dan—1 €t Yo, - ,an_1 dans [—1,1], on a
n—12"—1
Yo duys(isg)| < 2"n. [A.1]
i=0 j=0

Démonstration du Lemme @ : Notons

0: [—1,1)" x [-1,1]*" — R
’ (¢0) o a(bnfla ¢0) e ’wQ"*l) — Z?:_Ol Z?:El ¢les(7”j) '
A b, bn1,%0, - ,Yan_y fixés dans [—1,1], ¢g — |Q(¢o,-- ,%an_1)| est convexe car valeur absolue

d'une fonction linéaire. Il suit que cette application atteint son maximum au bord, donc pour ¢y € {£1}. Notons
€0 € {£1} cette valeur de ¢y.

Maintenant, a ¢, ,1han_1 fixés dans [—1, 1],
G2 — |Q(e0, P2, -+ han_1)|
est convexe, donc admet son maximum en €; € {£1}. Par récurrence finie, on introduit €, -+ ,€e,-1 € {£1} puis

Mo, ,Man—1 € {£1} pour lesquels

n—12"—1 2" -1 |n—1
1< ma}; <1 Q(¢Oa 7(1)71713'1[)03"' 711)2”71)’ g E § einjﬁ(ivj) < E E Eiﬁ(ivj) .
—1xP0y "y Pn—-1x N - . .
—1<o, - yhan 1K1 =0 j=0 j=0 |i=0

L'application j — (s(,7))o<i<n—1 est surjective sur {£1}". Ainsi, (Zgzolﬁ(i,j),o < j € 2" — 1) compile tous les
résultats possibles de somme a n termes de 1 et —1. C'est aussi le cas de (Z?':_Ol €:5(4,7),0 < j < 2™ — 1), puisque
I'application (a;)ocicn—1 € {£1}" — (€:ai)o<icn—1 € {£1}" est une bijection (d'inverse elle-méme). Il suit que

n
ECZ'.

i=1

1<6 ma}é <1 Q(¢07 a¢n—17¢07"' >¢2"—1)‘ < E
—AIXP0, s Pn—-1x
—1<tho,++ han 1 <1 ey en€{E1}

. \ / . . . / .0 )
On interpreéte alors cette somme comme une espérance. Si Ey,--- , E, sont des variables indépendantes de loi %

alors

‘Q((ﬁo, -1, %0, ,1/12"71)‘ <2"E < 2", | Var = /n2™.

> n
i=1

n
max E FEy
—1<¢0,+ ;pn—1<1 P
=140, Ppon 1 <1 =

On a alors montré [@]. O



ANNEXE B

Une preuve combinatoire de la formule

de linéarisation des polynomes
d’Hermite

« Ce qui est génial avec MJ, clest
quand on la regarde dans les yeux, et
qu'elle t'envoie ton regard, les choses
ne semblent plus tout a fait normales.
Parce qu'on se sent plus fort et plus
faible, tout ¢a en méme temps. On
éprouve du plaisir et on se sent en
méme temps totalement terrifié. A
vrai dire, on ne sait méme plus com-
ment on se sent, on sait seulement
quel genre d'homme on voudrait étre.
Clest comme si on venait d'accéder a
I'inaccessible sans y étre préparé. »

Peter 2 MJ, Spider-Man, 2002

Pour cette derniére annexe, on se propose de sortir du cadre de cette these. Il s’agit d’une col-
laboration avec mon camarade de bureau et ami Frangois BACHER. Durant ma premiére année de
these, alors que je marchais doucement dans la jungle du calcul de MALLIAVIN & travers les références
absolues que sont [|Nua0d] et [|NP12a|], la formule produit m’est apparue. Il s’agit de la Proposition
. Pour le bien du lecteur qui tomberait dans cette annexe, donnons la formule dans le cadre
plus simple des polynémes d’HERMITE. Si (H,)n>0 désigne la suite des polyndémes d’HERMITE, avec

Ho=1et Hy(z) = (—1)"6332/2% {67;};2/2} alors pour tout p > 0et j >0

p .
P\ (p+
HpHp1j = ZT!< ) < ]>H2(p—r)+j' [B.1]

= \r r

Les démonstrations de ce fait étaient a ’époque pour moi toutes relativement calculatoires (ou parfois
carrément obscures) et ne rendaient pas justice au fait que les coefficients apparaissant dans cette
formule soient entiers. Or, il me semblait évident, et c’est toujours le cas au moment ou je rédige ces
mots, quune formule faisant intervenir des entiers doit s’interpréter en termes combinatoires, que cela
soit avec les incontournables urnes, ou des boules, voire mémes des boules dans des urnes. Pourquoi
diable lorsqu’on multiplie deux polynémes d’HERMITE ensemble, on obtient une combinaison linéaire
entiére de polynémes d’HERMITE de méme parité que la somme des ordres ?

J’étais nouveau dans ce bureau, méme si cela faisait quelques semaines que je venais, et a part Julie
GAMAIN, je ne connaissais pas trop les personnes du laboratoire. A D’époque, on était a trois dans ce
bureau, et je n’avais jamais encore eu ’occasion de discuter avec le doctorant qui était au fond dans
le coin sombre, caché derriere 'armée d’ordinateurs. C’est avec timidité que j'osai lui demander si par
hasard, il n’aurait pas quelques notions de combinatoires et une idée derriére ces coefficients. Je vis
ses yeux s’illuminer, et ce fut la premiére de nos nombreuses discussions tout au long des mois qu’on a
vécu dans notre bureau. Apres cette discussion, je partis du bureau un peu tot, et laissai Francois seul,
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alors qu’il commencait déja a rédiger sa these. Le lendemain, lorsque j'ouvris la porte dudit bureau,
le grand tableau noir qui trénait au milieu de la piece était rempli, entre formules et diagrammes un
peu dans tous les sens. Francois avait pris sa soirée pour dégoter la solution que je vous expose dans
cette annexe.

Cette discussion a été fondamentale dans toute ma vie de laboratoire durant mes années de thése,
puisqu’elle m’a permis d’avoir beaucoup de discussions avec lui, et d’encourager les nouveaux arrivants
de faire de méme entre nous. On a ainsi créé un séminaire local, le dénommé 1236 (douze cent trente
six), qui nous a permis a tous d’exposer des problémes plus ou moins éloignés de nos domaines de
recherche, et de s’oxygéner 'esprit mathématique. Il est donc évident désormais que cette annexe est
une dédicace pour mes amies et amis Francois, Julie, Emma, Antonin, Ivan, Théo, Matthew, Paul et
bien siir Jérome sans qui ma these n’aurait pas du tout eu ce visage.

Appariement dans le graphe complet

Définition B.1 : Soit S un ensemble non vide et A un sous-ensemble de {{z,y},z,y € S,z # y}.

e La paire G = (5, A) est appelé graphe. Tout élément {z,y} de A est appelé aréte et tout point
de S un sommet.

e Pour n > 1, on appelle graphe complet a n élément le graphe K, = (Vn 2 [1,n], An), ou A, est
lensemble de tous les sous-ensembles a deux éléments de [1,n].

e Un sous-ensemble v de A, est appelé appariement du graphe complet si tous les sommets de
K, appartiennent au plus a une aréte de 7. On note |y| le nombre d’arétes définissant 7 et
fix(7y) le nombre de sommets qui n’appartiennent & aucune aréte de v. On note I',, 'ensemble
des appariements du graphe complet.

A titre d’exemple, considérons le cas n = 4. On définit sur K, les deux ensembles d’arétes 7 et
72 suivants

Dans le cas de 71, représenté en foncé, on a || = 1 et deux sommets ne sont pas atteints par 71, donc
fix(y1) = 2. Quand a 2, on a |y2| = 2 et fix(y2) = 0.

Lemme B.2 : Soientn > 1 et v € I'y,. Alors

— fix(y)

n
Iy = 5 [B.2]

Démonstration : Six € V,,, alors il y a deux possibilités. Soit = est atteint par une aréte de =, soit il ne I'est pas.
Autrement dit,
V= {x eV, y eV, {z,y} C 'y} L {x eV, Vy €V, {z,yt Ny = @}.

Ce deuxiéme ensemble est par définition I'ensemble des sommets fixes par v. On en déduit que

n — fix(y) = Z ﬁ{x S an{xvy} - 7}'

yeEVn,
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Or,

Iyl =t{{z,y} € An {2y} o} = %ﬂ{(x,y) eVid{x,yy Cv}= % > t{ze Vi {zy} cv}.
YyEVR

Cela permet de conclure sur [E]. O

Remarque B.3. Ce lemme permet d’affirmer que si on connait la valeur de ||, alors on connait aussi

fix (). L

Lemme B.4 : Soientn>1 et 0<k<n/2. Alors

|
#{y € T, 17l = k} = #{7 € D, fix(y) = n — 2k} = n [B.3]

(n —.Qk)!k:!.

Démonstration : |l s'agit de compter le nombre d'appariements vy avec n — 2k points fixes. Voici comment faire.
1. Parmi les n points de V,,, on en choisit n — 2k qui seront fixes. On a ainsi choisi 2k sommets impliqués dans
le processus d’appariement. Il y a alors () possibilités.

2. Parmi les 2k points choisis, on fait k liens a sommets distincts entre eux. On choisit d'abord les points (z1,y1)
qu'on relie entre eux, puis parmi les autres points, on choisit (2, y2), et on répéte jusqu'a obtenir (xg, yx). Cela
donne une liste ordonnée de couples eux aussi ordonnés ((x1,y1),- -+, (zk,yx)). Cela fait (2k)! possibilités.

3. On désordonne le lien global : cela fait k! choix possibles de permutations de tous les couples (on affirme que
si {(z,y), (z,w)} C 7 alors {(z,w), (z,y)} C 7).
4. On désordonne les couples, cela fait 2* nouvelles possibilités (on affirme que si {z,y} C 7 alors {y,z} C 7).

Bilan des courses : pour déterminer complétement +y, il suffit de suivre ces quatre étapes, qui donnent alors le calcul

suivant :
n\ (2k)! n!
2k ) K12k (n — 2k)\kI2k"

#{y € Ty, fix(y) =n—2k} = <

Cela conclut la démonstration de ce lemme. O
Lien entre appariement et polynémes d’Hermite

Proposition B.5 : Soit n > 1. Alors le n-éme polynéme d’HERMITE vérifie

Hy(z) = Y (=1)Ma™0), [B.4]

vel'n

D’apres [EJ , on peut d’ailleurs en déduire un développement de H,, dans la base canonique des
Nk
polynomes : H,(X) = Y gcorn W%%X”_%. On propose deux démonstrations de cette Proposi-

tion, I'une plus laborieuse que 'autre mais plus pédestre.

Démonstration en comptant des chemins

Démonstration : Nous avons défini le n-eme polynéme d'HERMITE comme une dérivée n-eme :

n
Ho(z) = (~1)mer*/2. 9" [e==*r2].
dz™
Pendant le processus de calcul des dérivées itérées, on aura a dériver des termes du type « polyndme fois la gaus-
sienne ». Par linéarité, on calcule en fait des dérivées du type 2"e~%"/2 En tant que dérivée d'un produit, on additionne
la dérivée du mondéme fois I'exponentielle et x fois le mondme fois I'exponentielle. On représente ces informations
sous la forme de chemins qui représentent tout le processus de dérivation itérée
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Sur I'axe des abscisses, on indique le nombre de dérivations (et donc on obtient tous les monémes impliqués dans H,,).
Sur I'axe des ordonnées, on indique le degré du mondme en face du terme exponentiel. Pour n = 4, on représente
tout le processus de dérivation avec le diagramme suivant.

Degré
4

0 1 2 3 4 Ordre n

Ce que nous dit ce diagramme jusqu’alors est que H, ne contient que les mondmes z*, 2 et 1. La question désormais

est de savoir comment connaitre les coefficients de chaque mondme. Durant le processus de dérivation, si on dérive
I'exponentielle, on augmente le degré du monéme par 1 en multipliant le tout par —x. Par contre, si on dérive le
mondme, on se retrouve avec nz™~ ! fois I'exponentielle. Ainsi, pour connaitre le coefficient sur le terme en z* de
H,,, pour tout chemin venant de (0,0) et arrivant en (n, k), on doit compter « x(—1) » lorsqu'on monte et « Xm »
lorsqu’on descend a partir du m-éme niveau. On le résume sous la formule suivante :

Coeff(a®) = Y (~1)nmbdemontées TT  Degrel.

Chemins Descentes
(0,0)—(n,k)

Notez que si on descend deux fois a la suite, cela compte comme deux descentes. Notez aussi que si on choisit (n, k)
comme point de chute du chemin, alors le nombre de descentes est fixé. En effet, les nombres de montées et de
descentes vérifient

Nb de montées + Nb de descentes = n

Nb de montées — Nb de descentes = k

On conclut en particulier que n — k est égal a 2 fois le nombre de descentes, nous permettant de conclure que k doit
avoir méme parité que n, donc que H,, a méme parité que n. Ainsi, le coefficient s'écrit alors

Coeff(z*) = (—1)% Z H Degré',
Chemins  Descentes
(0,0)=(n,k)

ou encore, de maniere plus élégante

Coeff(z"~2F) = (—1)* Z H Degré!.
Chemins Descentes
(0,0)—=(n,n—2k)

Prenons |'exemple de n = 4, pour connattre le coefficient de 22 dans H,. Les chemins possibles sont :

o

— avec 1 descente au niveau 3, donc dans ce cas, le produit des degrés lors de la descente vaut 3;

o

— avec 1 descente au niveau 2;

o~

— avec 1 descente au niveau 1.
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Ainsi, le coefficient pour 22 est =3 —2 — 1 = —6.

Pour conclure en cette Proposition, nous allons expliciter une bijection entre les chemins que nous venons de
créer et I'ensemble des appariements. Constatons d'abord que si v € T',, la formule précédente s'écrit en fait, en
utilisant [@]

Coeff(zM)) = (—1)1 > [] Deeré. [B.5]
Chemins Descentes
(0,0)=(n,fix(v))
Pour avoir une bijection, on doit en fait ajouter une donnée supplémentaire aux chemins, qu'on appellera chemins
étiquetés. La bijection enverra alors tout chemin étiqueté sur un appariement. Expliquons comment étiqueter les
chemins. Fonctionnons sur |'exemple suivant.

4

1 2 3 4 ) 6 7

Une descente correspond a une dérivation par rapport au mondme. Si la descente intervient entre les ordres k et
k +1, qu'on note k N\, k + 1, cela signifie qu'on dérive 27, oli d est le niveau atteint a I'ordre k. Plus précisément,
si on voit 2% comme z x --- x x, la descente signifie qu'on fait disparaitre I'un des x. Lequel ? C'est I'étiquette qui
nous l'indique. Cette étiquette est choisie entre 1 et d (donc entre 1 et k) et nous dit quel terme x est concerné par
la dérivation.

Plus formellement, pour une descente k \, k + 1 du chemin, on lui associe une étiquette ¢, un entier tel que

o 1 </l k;

e [/ vit sur une montée : £ —1 "{;

e / n'est étiqueté a aucune descente précédente.

Sur I'exemple qu’on propose, les descentes sont 2 N\, 3, 5 \, 6 et 6 \, 7. Un étiquetage possible de ces descentes
se fait de la sorte : pour la premiére descente 2 Y\, 3, les phases de montée précédentes sont 0 1 et 1 7 2. On
choisit alors une étiquette parmi 1 et 2. Disons ici qu'on choisit 1. On passe a la deuxiéme descente 5 N\, 6. Les
montées précédentes non associées a la descente précédente sont 1 2,3 "4 et 4 7 5. Encore une fois, on choisit
une étiquette parmi ces choix (2, 4 ou 5). Disons qu'on choisit 2. Idem pour la derniére descente 6 \, 7, ou les
montées possibles sont 3 4 et 4 5. Disons qu'on choisit 5. Ainsi, nous avons étiqueté le chemin de la sorte :

4

1 2 3 4 ) 6 7

Dans ce cas, il faut comprendre le processus de dérivations successives comme suit :

x
S x-x

N 1-z-1

S l-x-1-x

S lox-l-xz-x

N2 1-1-1-2z-2z-1
N\’ 1-1-1-2-1-1-1
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A ce chemin étiqueté, on lui associe I'appariement qui envoie ¢ sur k + 1. Ainsi, dans notre exemple, 1 est associé a
3,2a6etbHav.

Nous venons de décrire comment passer d'un chemin étiqueté a un appariement. Construisons désormais a partir
d'un appariement un chemin étiqueté. On prend |'exemple suivant

)

Pour construire le chemin étiqueté associé, on applique I'algorithme suivant. A I'étape k = 1, on monte (cela crée la
montée 0 7 1). Puis, pour k parcourant 2 a n :

e Sik estrelié a l >k, on monte a I'étape k, créant la montée k — 1 " k;
e Si k n'est relié a personne, on monte a I'étape k, créant la montée k —1 " k;

e Sik est relié a £ < k alors on descend a I'étape k, et on associe a cette nouvelle descente |'étiquette £, créant
la descente k — 1 \/ k.

Dans le cas de I'exemple proposé, on obtient le chemin étiqueté suivant.

1 2 3 4 5 6 7

Les deux applications que nous venons de créer sont alors inverses d'une de |'autre, créant ainsi une bijection
entre chemins étiquetés et appariements. Pour le démontrer, notons ® I'application envoyant les appariements sur
les chemins étiquetés et W celle qui envoie les chemins étiquetés sur les appariements.

— Si on fixe un appariement +y, dont ses liens sont ky <> ¢1,--- , k, <> £, avec k; > ¢; alors ®(v) est un chemin
étiqueté, dont ses descentes sont données par les k; — 1 \ % k;. Il suit que W(®(7)) est I'appariement reliant
les k; avec les ¢;, si bien que ¥ (P (7)) = .

— Réciproquement, si on fixe un chemin étiqueté X, dont ses descentes sont données par k; — 1 \,* k; alors
U(X) est I'appariement reliant les k; aux ¢;. Donc on conclut que ®(¥ (X)) = X.

Cette bijection permet alors de conclure sur le calcul des coefficients de H,. En effet, a partir de [@], on
observe en fait que le terme [ [p.ccentes DegréT est exactement le nombre de chemins étiquetés représentant le méme
chemin. En effet, a chaque descente, le degré du mondme qu'on dérive représente en fait le nombre d'étiquettes
possibles a lui attribuer. Ainsi, a partir de la partition suivante

{Chemins étiquetés} = |_| {Chemins étiquetés associés a X},

X chemin

on a en fait, en reprenant [@]
Coeff (xﬁxm) = (~1)1"14{Chemins étiquetés (0,0) — (n, fix(7))}.
Or, par la bijection qu'on a construit, on a en fait pour tout 0 < k < n/2

{Chemins étiquetés (0,0) — (n,n —2k)} ~ {y €Ty, |7| = k},
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puisque de tels chemins comportent k descentes. Ainsi,

Coeff (xﬁx('Y)) = (—Uhlﬁ{?? €Ty, Inl =}

En conclusion, on a alors

[n/2] [n/2]

H,(x) = Z Coeff(arnf%)alcnfwC = Z (—l)kﬁ{v el v = k}x”f%
k=0 k=0
[n/2]

=3 3 (—p)hlgixe

k=0 ~v€el,
[v|=k

— Z M fix(y

vely,

Cela permet de conclure cette démonstration. ([

Démonstration via les espéces combinatoires

On se propose une deuxieme démonstration de la Proposition @, en n’utilisant pas la notion de
chemins étiquetés, mais de manieére plus astucieuse avec la notion d’espece combinatoire.

Définition B.6 : Soit (E,), une suite d’ensembles finis. On appelle espéce combinatoire associée a
(Ep)n la série exponentielle suivante

Enn
z’i -

On peut interpréter certaines opérations sur les especes comme une nouvelle espece.

Lemme B.7 : Soient (Ey,)n>1 €t (Gn)n>1 deux suites d’ensembles finis, et on note A, B leurs espéces
combinatoires respectives.

(i) Le produit A(x)B(x) est l’espéce combinatoire associée a

|_| Eﬂ[ X GWC ;
IC[1,n] n>1

A(x)

(i) L’exponentielle e est l’espece associée a

Ll ITEs|

II partition J€II
de [1,n] n>1

(iii) La dérivée A'(x) est lespéce associée a (Eni1)n>1

Démonstration : |l suffit de développer les séries entiéres qui résultent des opérations décrites. On note a,, = {F,,
et b, = 1G,.
(i) Pour le produit A(z)B(x), on a

+oo [ n n " +o0o "

A@)B@) =Y [Z (k) akbn_k] Tt L B G| L
n=0 Lk=0 n=0 | IC[1,n]

(ii) Pour I'exponentielle, on écrit

" +<>01 +ooai ] k
e(”)zzld(Zi!x’) .

k=0 =0
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On développe, on utilise la partition
+oo
NE = | | {(ir,-+- in) €NFiy 4o+ i = n}
n=0

et on utilise la relation suivante lorsque 41 + --- 4+ i =n :

pour conclure que
n

400 [+oo k ; i
1 n—(iy+--i;_1) x
A(z) _ § |I 1 Jj—1 .
€ a k! / ] ( ¥ )alj n!’

L

Or, &4 H§:1 (”7(1'1?“”‘1)) compte le nombre de partitions de [1,n] de taille iy, - - , iy, si bien qu'on en déduit que
. J

+00 e
A=Yt | | S
n=0 IT partition J€Il ’
de [1,n]

(i) La dérivée de A est directement donnée par

+oo n
p T
Al(z) = E On+1 -
ne0 n.

Nous pouvons alors conclure sur [@].

- .y . - 7 1 \ . - 7 2 1 -
Démonstration de la Proposition E : Considérons I'espece combinatoire donnée par A°(z) = %-. Il s'agit de

I'espéce combinatoire associée a la suite (E),>1 définie par EY = @ pour n # 2 et E5 = {7y € T'y,|y| = 1}, avec
gES = 1. Il s’agit du graphe complet a deux éléments, c'est-a-dire un segment.

Son exponentielle Ab(:c) = eA4°(®) est I'espéce combinatoire qui compte le nombre de partitions de [1,n] dont
chaque élément de la partition soit exactement de cardinal 2. En particulier, les coefficients impairs dans le dévelop-
pement de A” sont nuls. On peut alors interpréter le n-éme coefficient comme le nombre d'appariements v € T,
admettant exactement zéro point fixe.

Ainsi, la dérivée k-eme de A”, qu'on note By, est I'espéce dont le n-&éme coefficient compte le nombre d’appa-
riements v € [',,11 a zéro point fixe. Si on note

T . L =X oan(k)
Hk(x):e /2@ |:€ /2:| :Z T;/' X,
n=0 ’

alors on dispose de la relation ~
By(x) = A°(z)Hy(z).

Or, on peut décomposer 'ensemble des appariements dans le graphe complet a n + k éléments avec zéro point fixe
comme tel (ol k est I'ordre du polynéme d’HERMITE considéré et n le degré du coefficient d'intérét, si bien que
n < k). Considérons un tel ~. Il se représente sous la forme suivante

l‘,,,]‘.

Rect,, \

Rect;.
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Chaque point représente un sommet, et est numéroté (on I'a masqué dans la représentation par souci de lisibilité).
Les n premiers sommets sont dans le cadre de gauche (nommé Rect,,), tandis que les k derniers sont le cadre de
droite (Rectg). Il y a des liens internes entre sommets de chaque rectangle, et des liens transversaux, qu’on a mis en
avant avec le surlignage. Avec cette représentation, on peut en fait voir qu'on peut voir v € ', avec zéro point
fixe comme la donnée de deux rectangles contenant n et k points, de deux appariements a zéro point fixe, vus dans
chaque rectangle, et la donnée de liens transversaux. Notons p le nombre d'arétes transversales. L'idée pour nous est

la suivante :

r/a +k

I'np ‘\‘

/

'

Dans le rectangle Rect,,, nous avons isolé les points transversaux, et I'avons donc subdivisé en un appariement de
taille n — p a zéro point fixe (on a appelé p le nombre de liens transversaux) et p points isolés et numérotés. Quand
au rectangle Recty, les points concernés par les liens transversaux sont isolés, et forment des points fixes pour un

appariement de I';. On vient alors de montrer que

{’Y € lptks ﬁX(rY) = 0}

n

|_| {n — p sommets a relier} x {y € T';,_p, fix(y) = 0} x {p sommets numérotés} x {v € I'y,fix(y) = p}.

p=0

De maniere plus élégante, en notant en indice courant I I'ensemble des n — p sommets a relier, on a

{v € Thyr, fix(y) =0} = |_| {v € Tyse, fix(y) = 0} x {#I sommets numérotés} x {v € Ty, fix(y) = #I}.
IC[1,n]

Cela signifie qu’on peut interpréter ceci comme une espéce produit. La premiére espéce est donnée pour n > 1 par
{y € T, fix(y) = 0}, dont la série exponentielle est donnée par A”(x). La deuxiéme est associée a &,, x {vy €
Tk, fix(y) = n}. On note G}, sa série exponentielle associée. On a alors montré qu'on a la relation entre séries

exponentielles

By(z) = A’(2)Gx().

Puisqu’on a vu précédemment que By, = A”Hj,, on en déduit que Hy = Gy, c'est-a-dire

- = an(k) L, <
Hy(x) = Z p " = Z g{y € T, fix(y) = n}z"
' n=0

n=0

Lk/2) 2] |
= Sy el fixty) =njam = S S 2
n=0 i
fix(y)=n

_ Z 20X

YETE
Il reste plus qu'a conclure en observant que Hy(x) = (—i)*Hj(iz) pour obtenir

Hk;(il?) = (—1)kﬁk(1x) = (_i)k Z iﬁx("/)xﬁx(’)’)_
RIS

On conclut avec I'égalité k = 2|vy| + fix(y) prouvée dans le Lemme @ et on obtient [@].
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Démonstration de la formule produit

Gréace a linterprétation des polynémes d’HERMITE wvia les appariements du graphe complet, on
conclut sur la formule produit [@].

Démonstration : On fixe p,j > 0. D'apres la Proposition E on a

Yil+ vzl o fix(y1) Hix(y
Hp( p+j E E | 1l +lye] pfix(y1) (r2)
y1€l, ’Y2EFP+J

Rappelons que dans le graphe complet Kg,,;, on a nommé aréte transversale toute aréte reliant un sommet situé

dans A = [1,p] & un sommet dans B 2 [p+1,2p + j]. Notons T I'ensemble de ces arétes.

1ﬂ21>+‘/

r, -\

./‘
\ -4

r/)ﬂ

Dans cet exemple, nous avons surligné les arétes transversales de 7. Notons dans la suite I'(A) (respectivement
I'(B)) I'ensemble des appariements sur A = [1, p] (respectivement sur B = [p + 1,p + j]). Ainsi, on dispose de la
formulation suivante pour H,Hp, 4 ;

HP( ) ;D+j Z Z |’YlU’Yz\ ﬁx(wll_lfm)_

Y1€T(A) v2€(B)
On dispose alors de la bijection suivante
I'A) xT'(B)~{yeT(AUB),yNT = &},

via (71,7v2) — 1 U2, donnant I'expression suivante

Hy(@)Hpay(e) = 3 (~1)1a™0),
Y€T(AUB)
YNT=2

Afin de faire intervenir les polynomes d'HERMITE, on doit faire apparaitre des termes provenant d'appariements
admettant des arétes transversales. Un tel appariement est connu dés lors qu'on connait ses arétes transversales et
internes.

Notons T I'ensemble des appariements n'admettant que des arétes transversales, ou |'appariement vide. Pour
0 € T, on note Supp(d) I'ensemble des points de ALIB dans I'une des arétes de 6. On note R(d) son complémentaire.
Soit v € (AU B) avec v N'T # &. Alors les deux ensembles suivants sont en bijection

ser, 2 Vilser 9C7 L [8.6]
|0] pair |0] impair
En effet, siv € yN T, alors
6 Cy 6Cy
{567, |§|C37ir }: s€T, |8 pair ULseT, |5 pair
P veEd vé¢d

Via les applications § — ¢\{v} pour le premier ensemble et § — é L {v} pour le deuxieme, on en déduit

5c dCr dCry
{5€T, 1] :ilr }z 0 €T, |0] impair pU< €T, |§] impair
P véo veEd
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D'ou [@]. Autrement dit, pour 0 < r < p, si on note 7, I'ensemble des § € T tels que |§| = r alors pour tout

veT(AUB) tels que yNT # &,
P

S-){seT by} =0.

r=0

Ainsi, nous avons |'égalité suivante pour Hp,Hp ;

Hy(2)Hpyj(x) = Y (=)™ 4 3" (Z( 1)" {56T|5C7}>( 1)1 gfx().

v€T'(AUB) vyel'(AUB)
YNT=9 YNTAD

Pour vy e T(AUB) tel que yNT =&, §{J € T,.|0 C v} = 0 sauf si » = 0 ou cela vaut 1 (seul I'appariement vide
est a considérer), si bien que la formule précédente se simplifie

Hy(z)Hpyj(z) = > (Z(—l)’”ﬁ{é eT.l6cC 7}) (—1)Pfx() = Z ST Y (cnhlee,
r=0 r=0

~el'(AUB) 0T, GF(AI_IB)
6Cy
Or, les deux ensembles suivants sont en bijection

veT(AUB) seT.
(7,6) 0eT, = {(TN)‘ n € T(R(4)) }

0Cy
via I'application (v, d) — (v\6, ) de réciproque (n,d) — (n U 4,d). Ainsi,
H@ ) = 1Y S (e,
r=0

S€T, neT(R(9))

Or, pour 6 € 7, et n € I'(R(9)),
si on note

= |n|+r. De plus, pour les points fixes, pour E un ensemble fini et v € T'(F)

fixp(y) = H{z € E,Vv € v,z ¢ v},
la somme sous-entend que I'exposant en x dans la formule précédente est fix4,,5(n U ¢). Or,
fixaup(nU6) = fixg(s) (1) + fixsupp(s) (0) = fixr(s)(n)-

Or, #R(6) = 2(p —r) + j, si bien que I'(R(d)) est en bijection avec I'y(,_y4;. Il suit, en reprenant des notations
implicites pour les points fixes, que

H,(z)Hpyj(x Z Z Z (—1)lmlgfix(m)

r=006€T7, T]EFz(p )+

7 =n(")(7)
r r)’

puisque ¢ € T, est déterminé par r points dans A de cardinal p, r points dans B de cardinal p + j et de la maniére
de les relier, donnant une permutation de &,.. On conclut alors que

Hy(a)Hyes (1) = () ("5 taryss o0

r=0

Or,

On a démontré la formule [@]. O

Remarque B.8. Je remercie le docteur Francois BACHER pour sa contribution pour la démonstration
de ce dernier fait, en s’inspirant d’'une démonstration combinatoire de la formule du crible. &
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