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RESUME : 
 
               La thèse est consacrée au développement de la théorie quantique de l’intrication et de la statistique non 
classique des champs optiques multimodaux dans les interactions paramétriques. Nous étudions également des 
applications de ce type de champs dans les schémas de l’information quantique. 
              Nous considérons deux types d’interactions paramétriques, appelées concurrents et consécutifs, entre cinq 
modes du champ électromagnétique avec des fréquences différentes.  Le premier type d’interaction est le 
processus de conversion de fréquence connu comme « parametric down-conversion » accompagné par 
« parametric up-conversion » : 
ω p = ω1 + ω2, 2ω p = ω2 + ω3, ω p +ω1 = ω3.Nous démontrons que ces deux processus concurrent 

produisent une intrication de trois modes du champ électromagnétique avec les trois fréquences différentes. Nous 
trouvons les conditions optimales pour la création de ce type d’intrication. 
          Le deuxième processus considéré dans la thèse est celle du « parametric down-conversion » accompagné par 
deux « parametric up-conversion » : ω p = ω1 + ω2,  ω p + ω1 = ω3, ω p + ω2 = ω4.  Nous avons trouvé 

l’intrication entres les deux modes de basses fréquences ω1et ω 2et les deux modes de hautes fréquences ω3 et 

ω 4 . En appliquant le critère basé sur les valeurs symplectiques nous avons quantifié ce type d’intrication. 

              Nous avons étudié des propriétés de champs avec plusieurs modes spatiaux dans les deux configurations 
de l’imagerie quantiques : le champ proche et le champ lointain. Dans les deux cas nous avons calculé le rapport 
signal à bruits et étudié son comportement en fonction des paramètres physiques. 
             Nous avons également proposé et étudié un schéma pour téléportation des images optiques classiques et 
non classiques (intriquées). Nous avons évalué la fidélité de téléportation en fonction des paramètres de notre 
système tels que la taille de pixel dans la caméra de détection et la longueur de cohérence de l’émission 
paramétrique. 
 



ABSTRACT : 
 

The main goal of the thesis is to elaborate the quantum properties, such as entanglement and quantum 
statistics, of multi-frequency fields, both spatial single-mode and multimode, generated in coupled parametric 
wave interactions and consider some applications of these fields in quantum information schemes. 

In the thesis two coupled (also named as concurrent or consecutive) parametric interactions involving 
modes of five frequencies are considered. The first interactions are two parametric down-conversion processes 
accompanied by the up-conversion process: ω p = ω1 + ω2, 2ω p = ω2 + ω3, ω p +ω1 = ω3.  It has been 

shown that the resulting three-frequency optical field is in a three mode entangled state. We formulate the 
optimal conditions for creation of such type of entanglement. 

The other coupled interactions comprise one parametric down-conversion process with two up-
conversion ones: ω p = ω1 + ω2,  ω p + ω1 = ω3, ω p + ω2 = ω4.  The entanglement analysis, carried out for 

these interactions, suggests that the modes with frequencies ω1 and ω 2 (low-frequency modes) along with 

modes with frequencies ω3 and ω 4 (high-frequency modes) exhibit two-mode entanglement. Moreover, the 

symplectic eigenvalue criterion has shown the presence of block entanglement between low-frequency and high-
frequency modes.  

The properties of the spatially multimode fields, generated in the second type of interaction, were 
investigated for two configurations of quantum imaging schemes: the near-field and the far-field. For both 
configurations the signal-to-noise ratio and entanglement properties of the generated images have been studied in 
detail. 

The schemes for teleportation of entangled spatial single-mode states and entangled images using 
auxiliary quantum states obtained in the second interactions are proposed and thoroughly analyzed. The 
teleportation quality in dependence on the amount of entanglement in auxiliary fields and the states to be 
teleported has been studied. For the images teleportation scheme the influence of the detectors pixel size on the 
quality of teleportation has been analyzed. 
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Введение

Актуальность темы
Нелинейно-оптические взаимодействия, такие как трех- и четырехчастот-

ные параметрические процессы и процессы самовоздействия, играют важную
роль в квантовой оптике. Оптические параметрические взаимодействия слу-
жат основными источниками сжатого света и световых полей в перепутанном
состоянии. К настоящему времени в основе источников перепутанных кван-
товых состояний лежат трехчастотное параметрическое взаимодействие, в
котором фотоны интенсивной волны накачки распадаются на пары фотонов,
проявляющих корреляции, которые нельзя объяснить в рамках классической
теории.

Перепутанные квантовые состояния света играют ключевую роль во мно-
гих областях квантовой информации: квантовой коммуникации, квантовых
вычислениях и квантовой обработки данных. Свойство квантовой перепутан-
ности находит применение также в экспериментах по обоснованию квантовой
механики. В связи с этим разработка и исследование новых источников пе-
репутанных квантовых состояний света является в настоящее время важной
фундаментальной и прикладной проблемой.

В квантовой оптике существует два типа квантовых систем: системы с
дискретными переменными, в которых имеют дело с одиночными фотонами,
и системы с непрерывными переменными (квадратурные компоненты поля),
в которых наблюдаемые обладают непрерывным спектром. Оба типа кван-
товых систем обладают как общими свойствами, так и присущими только
конкретному типу системы особенностями. Например, в схемах квантовой
информации, в основе которых лежат непрерывные переменные, квантовые
состояния сравнительно легко можно получать и преобразовывать. Это об-
стоятельство является причиной того, что квантовая информация с непре-
рывными переменными в последнее время вызывает повышенный интерес
исследователей.

К настоящему времени можно выделить две группы методов получения
перепутанных многомодовых состояний непрерывных переменных. Первую
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группу составляют методы получения перепутанных состояний с помощью
генерации сжатых световых полей с последующим их преобразованием на
светоделителях; при этом свет в сжатом состоянии формируется в вырожден-
ном трехчастотном оптическом параметрическом процессе. Вторая группа
способов генерации перепутанных многомодовых состояний света использует
так называемые связанные параметрические взаимодействия, протекающие
в одном нелинейно-оптическом кристалле, расположенном вне или внутри
резонатора. Для эффективной реализации одновременно нескольких пара-
метрических процессов в одном нелинейном кристалле необходимо создание
условий фазового синхронизма для этих процессов. В однородных нелинейно-
оптических кристаллах это можно осуществить только в некоторых частных
случаях. В связи с этим для реализации нескольких нелинейно-оптических
взаимодействий интерес вызывают неоднородные нелинейные кристаллы, в
которых фазовые расстройки можно компенсировать векторами обратной
нелинейной решетки. В многоволновых связанных параметрических взаимо-
действиях возможность одновременной реализации процессов смешения оп-
тических частот, наряду с параметрическими процессами преобразования ча-
стоты вниз, позволяет переносить квантовые свойства световых полей с од-
них частот на другие частоты. Методы второй группы позволяют создать
компактные источники многочастотных перепутанных состояний.

В последнее десятилетие интенсивные исследования ведутся в новой об-
ласти квантовой оптики, основанной на использовании пространственных
квантовых свойств света и получившей название квантовое изображение.
Предметом исследований квантового изображения является изучение преоб-
разования оптического изображения в различных нелинейно-оптических схе-
мах с использованием квантовых особенностей световых полей. Использова-
ние оптических изображений в схемах квантовой информации позволяет не
только увеличить объемы квантовых данных, обрабатываемых параллельно,
но также предложить новые методы обработки изображений. Хотя в некото-
рых схемах квантового изображения применения перепутанности не является
необходимым, использование в них перепутанных состояний улучшает их шу-
мовые характеристики.
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Цель диссертационной работы
Основной целью диссертационной работы является исследование кван-

товых свойств многочастотных полей, одномодовых и многомодовых в про-
странстве, формируемых в связанных параметрических взаимодействиях,
и их применение в квантовой телепортации.

В работе решаются следующие задачи.

1. Исследование квантовых свойств двух пятичастотных связанных опти-
ческих параметрических взаимодействий:
1) взаимодействий, состоящих из двух параметрических процессов пре-
образования частоты вниз и одного процесса преобразования частоты
вверх, протекающих в полей двух волн накачки, и
2) взаимодействий, протекающих в поле одной волны накачки и состоя-
щих из одного параметрического процесса преобразования частоты вниз
и двух процессов преобразования частоты вверх.

2. Анализ возможности применения четырехчастотных перепутанных со-
стояний, генерируемых в связанных параметрических взаимодействиях,
в схеме телепортации двухчастотных пространственно-одномодовых пе-
репутанных состояний непрерывных переменных.

3. Изучение формирования перепутанных двухчастотных оптических изоб-
ражений и анализ их квантовых свойств в процессе параметрического
усиления при низкочастотной накачке.

4. Исследование возможности применения перепутанных пространственно-
многомодовых полей, формируемых в пятичастотных связанных пара-
метрических взаимодействиях, для телепортации перепутанных оптиче-
ских изображений и анализ качества телепортации.

Научная новизна

1. Детально исследованы квантовые корреляции фотонов и квадратурных
компонент двух пятичастотных связанных параметрических взаимодей-
ствий. Обнаружено влияние процессов смешения частот на двухчастот-
ную перепутанность.
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2. Впервые показано, что в связанном параметрическом процессе преоб-
разования частоты вниз и двух процессах смешения частот квантовая
перепутанность, формируемая на частотах ниже частоты накачки, пре-
образуется на частоты выше частоты накачки.

3. Предложена и исследована схема телепортации перепутанных простран-
ственно-одномодовых двухчастотных состояний. Показано, что в этой
схеме перепутанные состояния можно телепортировать с большой точ-
ностью.

4. Исследованы квантовые характеристики усиленных и преобразованных
по частоте изображений в связанных параметрических взаимодействи-
ях для конфигураций с близко и далеко расположенным объектом на
несущих частотах ниже и выше частоты накачки.

5. Впервые исследована телепортация перепутанных оптических изобра-
жений с использованием пространственно-многомодовых четырехчастот-
ных полей, генерируемых в связанном параметрическом взаимодействии.
Проанализирована точность телепортации оптических изображений в
зависимости от соотношений ширин пространственных спектров теле-
портируемых изображений и вспомогательных четырехчастотных по-
лей.

6. Для схемы телепортации перепутанных двухчастотных оптических изоб-
ражений детально исследовано влияние размеров пикселей регистриру-
ющих устройств на качество телепортации.

Защищаемые положения

1. В связанном пятичастотном оптическом параметрическом процессе, со-
стоящем из двух процессов преобразования частоты вниз и одного про-
цесса преобразования частоты вверх, формируются трехчастотные пере-
путанные состояния. Наличие процесса смешения частот уменьшает шу-
мовое влияние одного процесса преобразования частоты вниз на другой.
При равных коэффициентах нелинейной связи, отвечающих за процесс
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смешения частот и процесс, шумовое воздействие которого необходимо
уменьшить, достигается максимальное уменьшение шума.

2. В связанном параметрическом процессе, протекающем в поле одной
волны накачки, состоящем из одного процесса преобразования часто-
ты вниз и двух процессов преобразования частоты вверх формируются
два двухмодовых перепутанных состояния: на частотах ниже и выше
частоты накачки, а пары мод образуют перепутанные блоки.

3. Отношение сигнал/шум усиливаемых и преобразуемых по частоте изоб-
ражений в связанных одном преобразовании частоты вниз и двух пре-
образованиях частоты вверх, протекающих в поле монохроматической
плоской волны накачки, в конфигурациях с близким и далеким располо-
жением объекта стремится с ростом длины взаимодействия к предель-
ному значению 1

4 .

4. Повышение перепутанности передаваемых состояний как одномодовых,
так и многомодовых в пространстве, ведет к снижению, а увеличение пе-
репутанности вспомогательных состояний, генерируемых в связанных
одном преобразовании частоты вниз и двух преобразованиях частоты
вверх, приводит к увеличению качества телепортации. Согласование
ширин пространственных спектров телепортируемых изображений и
вспомогательных пространственно-многомодовых полей в схеме теле-
портации перепутанных изображений повышает качество телепортации.

5. Увеличение размера пикселей детекторов в схеме телепортации перепу-
танных изображений с использованием вспомогательных полей, генери-
руемых в связанных одном преобразовании частоты вниз и двух пре-
образованиях частоты вверх, уменьшает вклад высоких пространствен-
ных частот квантового шума в качество телепортации. При генерации
телепортируемых изображений и вспомогательных полей в монохрома-
тических плоских волнах накачек точность телепортации перепутанных
изображений стремится к предельному значению быстрее, чем точность
телепортации неперепутанных изображений.
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Практическая значимость

1. Применение связанных оптических параметрических взаимодействий
позволяет решить задачу миниатюризации источников многомодовых
перепутанных квантовых состояний.

2. В связанном процессе, состоящем из одного параметрического процес-
са преобразования частоты вниз и двух процессов преобразования ча-
стоты вверх, формируются двухчастотные перепутанные состояния на
частотах ниже и выше частоты накачки. Это обстоятельство можно
использовать для генерации двухчастотных перепутанных состояний
в ультрафиолетовом диапазоне, когда с помощью традиционного пара-
метрического преобразования частоты вниз этого осуществить не удает-
ся из-за попадания частоты накачки в область поглощения нелинейного
кристалла.

3. Перепутанность между блоками мод, формируемая в исследованном
связанном параметрическом процессе, может представлять интерес для
передачи информации в квантовой сети.

4. Двухчастотная перепутанность, как одномодовая, так и многомодовая
в пространстве, формируемая в связанных параметрических процессах,
может быть применена в схемах передачи двухчастотных перепутанных
состояний и оптических изображений.

Структура и объем работы
Диссертация состоит из Введения, пяти глав, Заключения и списка ци-

тируемой литературы. Полный объем работы: 163 страниц, включая 85 ри-
сунков. Библиография содержит 133 наименований, в том числе 8 авторских
публикаций.

Содержание работы
Во Введении кратко обоснована актуальность выбранной темы, опреде-

лены цели диссертационной работы, изложены основные защищаемые поло-
жения и приведены ее структура и краткое содержание.
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В Главе 1 дан обзор литературы, касающейся изучаемых в диссертаци-
онной работе вопросов. Рассмотрены широко используемые методы создания
перепутанных световых состояний с непрерывными переменными, включая
как методы, основанные на использовании сжатых состояний, так и методы,
в основе которых лежат связанные параметрические нелинейно-оптические
взаимодействия. Приведен обзор работ по получению и применению перепу-
танных состояний.

Глава 2 посвящена исследованию двух связанных пятичастотных опти-
ческих параметрических взаимодействий. Одно взаимодействие состоит из
двух параметрических процессов преобразования частоты вниз и одного про-
цесса смешения частот, протекающих в поле двух волн накачек с кратными
частотами. Другое связанное взаимодействие включает в себя один процесс
преобразования частоты вниз и два процесса смешения частот, протекающих
в поле одной и той же волны накачки. Детально исследованы их квантовые
свойства: корреляции чисел фотонов, корреляции квадратурных компонент.
Установлено, что в рассмотренных процессах формируются трех- и четырех-
частотные перепутанные состояния. Анализ перепутанности состояний, полу-
чаемых в связанном взаимодействии, протекающем в поле двух волн накачек,
показал, что процесс генерации суммарной частоты может полностью пода-
вить действие одного из параметрических процессов преобразования частоты
вниз. Показано, что в связанном процессе, протекающем в поле одной волны
накачки, формируются две пары двухчастотных перепутанных состояний: на
частотах ниже частоты накачки и на частотах выше частоты накачки, кото-
рые проявляют также блочное перепутывание между собой.

В Главе 3 рассматривается схема телепортации двухчастотных перепу-
танных состояний в основе которой лежат перепутанные состояния, генери-
руемые в связанном процессе, протекающем в поле одной волны накачки.
Детально исследуется качество телепортации: точность телепортации и со-
хранение квантовых корреляций. Показано, что в этой схеме можно теле-
портировать перепутанные двухчастотные состояния с малым добавлением
шума.

Глава 4 посвящена детальному исследованию пространственно-многомо-
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довых полей, генерируемых в связанном нелинейно-оптическом взаимодей-
ствии, состоящем из одного процесса преобразования частоты вниз и двух
процессов смешения частот. Анализируются две схемы формирования кванто-
вых изображений: схема с близко расположенным объектом и схема с далеко
расположенным объектом. Изучено пространственное перепутывание изобра-
жений, формируемых в этих схемах. Показано, что на выходе обеих схем
формируются перепутанные оптические изображения.

В Главе 5 рассматривается голографическая телепортация перепутанных
оптических изображений, в которой в качестве вспомогательных перепутан-
ных состояний используются пространственно-многомодовые поля, генери-
руемые в связанном процессе, исследованном в Главе 4. Установлено, что
успешно телепортировать все моды перепутанных изображений удается лишь
при согласовании ширин пространственных спектров телепортируемых изоб-
ражений и вспомогательных перепутанных пространственно-многомодовых
полей. Детально исследовано влияние размеров пикселей регистрирующих
устройств на точность телепортации.

В Заключении перечислены основные результаты работы.
Апробация работы
Результаты диссертационной работы опубликованы в журналах:

Acta Physica Hungarica B, 2006; Современные проблемы статистической фи-
зики, 2006; Journal of Russian Laser Research, 2007, 2008; Physica Scripta, 2009;
ЖЭТФ, 2010; Proceedings of SPIE, 2010; Оптика и спектроскопия, 2011;
и докладывались на следующих конференциях:

• Фундаментальные проблемы оптики-2006, 2008 (Санкт-Петербург, Рос-
сия, 2006, 2008).

• 13th, 15th, 16th, 17th Central European Workshop on Quantum Optics
(Vienna, Austria, 2006; Belgrade, Serbia, 2008; Turku, Finland, 2009;
St.-Andrews, Scotland, UK, 2010).

• X Международные Чтения по Квантовой Оптике (Самара, Россия, 2007).

• 5-й и 6-й семинары памяти Д.Н. Клышко (Москва, Россия, 2007, 2009).

12



• The International Conference on Coherent and Nonliner Optics-2007 (Минск,
Белоруссия, 2007).

• 10th, 11th International Conference on Squeezed States and Uncertainty
Relations (Bradford, UK, 2007; Olomouc, Czech Republic, 2009).

• Всероссийская научная школа-семинар «Волны-2008» (Московская об-
ласть, Красновидово, Россия, 2008).

• 12th Intertational Conference on Quantum Optics and Quantum Information
(Vilnius, Lithuania, 2008).

• Устные выпуски журнала «Лазерные исследования в России» (Москва,
Россия, 2009, 2010).

• Российско-Франко-Германский симпозиум по лазерной физике-2009
(Нижний Новгород, Россия, 2009).

• The International Conference on Coherent and Nonliner Optics-2010
(Казань, Россия, 2010).

• Заседание совета РАН по спектроскопии атомов и молекул (Москва,
Россия, 2010).

• Межвузовский семинар по квантовой оптике (Санкт-Петербург, Россия,
2011).
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Глава 1

Методы получения перепутанных состояний

света и их применения; обзор литературы

В последние два десятилетия созданы источники неклассического света,
представляющие интерес для ряда областей физики. Свойства такого света
адекватно описываются только квантовой теорией. К настоящему времени
получены свет с уменьшенными флуктуациями числа фотонов (свет с суб-
пуассоновской статистикой фотонов), излучение с подавленными флуктуаци-
ями одной из квадратурных компонент (квадратурно-сжатый свет), свет с по-
давленными квантовыми флуктуациями в некоторых стоксовых параметрах
(поляризационно-сжатый свет). Особенно большое внимание исследователей
в последнее время привлекает другое свойство неклассического света — пере-
путанность состояний. Перепутанные квантовые состояния являются основой
для многих схем квантовой информации, таких как квантовая телепортация,
сверхплотное кодирование, квантовоя криптография. Помимо этого, перепу-
танные состояния находят применение в экспериментах по обоснованию его
квантовой природы. Интерес к перепутанным состояниям в последние годы
стимулируется также прецизионными оптико-физическими экспериментами.

1.1. Перепутанность световых полей

Определение перепутанности дается по-разному для чистых и смешан-
ных квантовых состояний. Для чистого состояния составной квантовой си-
стемы Q = A + B + . . . перепутанным называют такое состояние, для кото-
рого полный вектор состояния |ψQ⟩ нельзя представить в виде произведения
парциальных векторов состояния:

|ψQ⟩ ̸= |ψA⟩|ψB⟩ . . . . (1.1)

Если вектор состояния составной системы представим в виде произведения
векторов состояний парциальных подсистем, то между этими подсистемами
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нет никаких корреляций, поскольку усреднение любых операторов по данно-
му состоянию производится независимо для каждой из подсистем.

Для смешанных состояний, описываемых матрицами плотности, опре-
деление перепутанности формулируется иначе. Для смешанного состояния
составной квантовой системы Q = A+B+ . . . перепутанным называют такое
состояние, для которого полную матрицу плотности ρ̂Q нельзя представить
в виде:

ρ̂Q ̸=
∑
i

piρ̂
(i)
A ⊗ ρ̂

(i)
B ⊗ . . . , (1.2)

где ρ̂(i)l — матрица плотности l-го состояния (l = A,B, . . .), pi — термодинами-
ческие вероятности i-го случая (

∑
i pi = 1). Следует заметить, что в общем

случае для смешанных состояний могут иметь место корреляции, обусловлен-
ные лишь смешанностью состояния, так называемые классические корреля-
ции.

Состояния квантовой системы, которые можно представить в виде (1.1)
или (1.2), называют также сепарабельными. Иначе говоря, несепарабельные
состояния являются перепутанными.

Перепутанные состояния принято классифицировать по числу подсистем
в рассматриваемой квантовой системе: перепутанные состояния, состоящие
из N парциальных подсистем, называют N -частичными (компонентными)
перепутанными состояниями, причем состояния с N > 2 получили назва-
ние многочастичных перепутанных состояний. Следует заметить также, что
парциальные подсистемы могут сами состоять из нескольких подсистем: A =

A1+A2+ . . ., B = B1+B2+ . . .. В таком случае принято говорить о перепуты-
вании между блоками, т.е. перепутывании между составными подсистемами.
Увеличение числа частей, составляющих квантовую систему, ведет к росту
числа возможных типов перепутанности, которыми может обладать данная
квантовая система. Так, например, в случае уже трех подсистем, состояние
всей квантовой системы может принадлежать одному из пяти классов состо-
яний [1]: от класса полностью сепарабельных состояний до класса истинно
перепутанных состояний.

Работы в области многочастичного перепутывания свидетельствуют, что
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перепутанность в целом всей квантовой многочастичной системы не обяза-
тельно влечет перепутанность между частями какой-то её посистемы. Такие
состояния, в которых наблюдается только перепутанность самого высокого
порядка называются истинными перепутанными состояниями. Одним из при-
меров таких состояний служит так называемое ГХЦ-состояние [2] (состояние
Гринбергера-Хорна-Цайлингера):

|GHZ⟩ = 1√
2
(|000⟩+ |111⟩), (1.3)

которое обладает трехчастичными квантовыми корреляциями, но в то же
время не проявляет двухчастичных корреляций, являясь, следовательно, ис-
тинным трехчастичным перепутанным состоянием. Здесь |0⟩ и |1⟩ — базисные
состояния квантовой системы размерностью 2 (кубит).

В квантовой физике существуют различные виды перепутывания. Это
многочастотное перепутывание — перепутанность между подсистемами с раз-
личными частотами, многомодовое перепутывание — перепутывание между
различными модами, многокомпонентное перепутывание и другие. Следует
отметить, что термины «многочастичное» и «многокомпонентное» являются
наиболее общими, то есть применяются для систем независимо от того идет
ли речь о перепутанности света либо о перепутанности состояний атомов.
Термины «многомодовое» и «многочастотное» применяется, в основном, для
световых перепутанных состояний.

1.2. Квантовая информация с непрерывными

переменными

К настоящему времени работы в области квантовой информации ведут-
ся в двух направлениях. В первом направлении исследователи имеют дело с
системами обладающими дискретным спектром — квантовая информация с
дискретными переменными [3–5]. В качестве систем с дискретными перемен-
ными можно привести кубиты (qubits) — квантовые системы с двумя стаци-
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онарными состояниями:

|ψqubit⟩ = α|0⟩+ β|1⟩, |α|2 + |β|2 = 1,

где |0⟩, |1⟩ — стационарные состояния, α, β — коэффициенты, характеризую-
щие кубит (в общем случае комплексные), и кудиты (qudits) — квантовые
системы с d стационарными состояниями [6–8]:

|ψqudit⟩ =
d∑

k=1

ck|k⟩,
d∑

k=1

|ck|2 = 1,

где |k⟩ — стационарные состояния кудита (k = 1, . . . , d), ck — коэффициен-
ты, описывающие кудит. Физические реализации систем с дискретным спек-
тром — атомы и ионы в ловушках, поляризованные фотоны.

Объектом исследований второй области квантовой информации являют-
ся системы с непрерывным спектром — это так называемая квантовая инфор-
мация с непрерывными переменными. Непрерывными переменными в этом
случае служат квадратурные компоненты электромагнитного поля

x̂ =
â+ â†√

2
, ŷ =

â− â†

i
√
2
, (1.4)

которые являются аналогами координаты и импульса осциллятора кванто-
ванного поля [9–13]:

Ê(t, r) =

√
2π~ω
V

(âei(ωt−kr) + â†e−i(ωt−kr)) =

= 2

√
π~ω
V

(x̂ cos(ωt− kr) + ŷ sin(ωt− kr)),

(1.5)

здесь â и â† — оператор уничтожения и рождения фотонов данной моды поля,
ω и k — частота и волновой вектор рассматриваемой моды поля, V — объем
квантования поля, ~ = 1, 05× 10−27эрг · с — постоянная Планка.

В настоящее время интенсивно исследуются протоколы квантовой ин-
формации, основанные на использовании непрерывных переменны [14–16].
Это связано с тем, что в квантовой оптике состояния с непрерывными пе-
ременными удается сравнительно легко получить в параметрических нели-
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нейно-оптических взаимодействиях, которые хорошо исследованы к настоя-
щему времени [17–19]. В частности, основным источником перепутанных со-
стояний в протоколах, основанных на использовании непрерывных перемен-
ных, является параметрический процесс распада фотонов накачки. Кванто-
вые состояния, генерируемые в таких взаимодействиях, обладают свойством
гауссовости — распределение вероятностей на фазовой плоскости квадратур-
ных компонент имеет гауссов вид, что является дополнительным преимуще-
ством использования этих состояний, так как преобразования таких состоя-
ний линейно-оптическими элементами, например, светоделителями не меняет
их характер статистики. Исследования свидетельствуют, что гауссовы состо-
яния более устойчивы к воздействию на них шумов [20].

Как известно, гауссовы состояния допускают простое теоретическое опи-
сание с привлечением только средних и дисперсий рассматриваемых вели-
чин [21]. Для описания многокомпонентного гауссова состояния достаточно
ковариационной матрицы квадратурных компонент:

σjk =
1

2
(⟨ξ̂j ξ̂k + ξ̂kξ̂j⟩)− ⟨ξ̂j⟩⟨ξ̂k⟩, (j, k = 1 . . . N), (1.6)

и средних значений квадратур поля ⟨ξ̂k⟩, где

ξ̂j =

{
x̂m, при j = 2m− 1,

ŷm, при j = 2m.
(m = 1 . . . N) (1.7)

N — число мод в рассматриваемой системе. Данное обстоятельство являет-
ся существенным преимуществом использования непрерывных переменных в
протоколах обработки и передачи квантовой информации.

1.3. Двухмодовые перепутанные состояния

Как отмечалось выше, традиционным источником двухчастичной пере-
путанности в квантовой оптике как дискретных (см., например, [4, 6–8, 22]),
так и непрерывных переменных (см. книги [14, 15] и обзор [16]) служит па-
раметрический процесс преобразования частоты вниз, когда в нелинейном
кристалле фотоны интенсивной волны накачки с частотой ωp распадаются

18



на пары фотонов с частотами ω1 и ω2, называемыми сигнальными и холо-
стыми. Частоты взаимодействующих волн подчиняются закону сохранения
энергии [11, 17]:

ωp = ω1 + ω2. (1.8)

Несмотря на то, что рождающиеся в процессе (1.8) волны могут иметь
широкий пространственно-временной спектр, при рассмотрении многих задач
можно пользоваться приближением, в котором взаимодействующие волны яв-
ляются плоскими и монохроматическими. В таком случае, гамильтониан вза-
имодействия для параметрического преобразования частоты вниз (1.8) имеет
вид [11]:

Ĥint = i~β(â†1â
†
2 − â1â2), (1.9)

где β — нелинейный коэффициент, âj, â†j — операторы уничтожения и рожде-
ния фотонов на частоте ωj. Гамильтониан такого вида получается в предполо-
жении интенсивной плоской монохроматической волны накачки. Амплитуда
волны накачки Ap и значение эффективной нелинейности deff содержатся в
коэффициенте β [17]: β ∝ Apdeff.

При малых длинах взаимодействия z эффективность нелинейного преоб-
разования мала: βz ≪ 1. В этом случае реализуется режим, в котором генери-
руются отдельные пары коррелированных сигнального и холостого фотонов.
Состояние поля на выходе кристалла можно получить с помощью разложе-
ния оператора эволюции (унитарного оператора) в ряд Тейлора с удержанием
только членов первого порядка:

|ψout⟩ = e−
i
~Ĥintz|0⟩1|0⟩2 ≈ |0⟩1|0⟩2 + βz|1⟩1|1⟩2, (1.10)

здесь |0⟩1|0⟩2 — вакуумное состояние поля на соответствующих модах, |1⟩1|1⟩2
— состояние пары коррелированных фотонов. Это состояние является перепу-
танным, причем в случае βz = 1 состояние на выходе кристалла оказывается
максимально перепутанным:

|ψout⟩ =
1√
2
(|0⟩1|0⟩2 + |1⟩1|1⟩2). (1.11)

При больших длинах взаимодействия генерируются моды с большим ко-
личеством фотонов — это так называемые яркие световые пучки. В этом
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случае для состояния на выходе кристалла имеем [16]:

|ψout⟩ = e−
i
~Ĥintz|0⟩1|0⟩2 =

√
1− λ

∞∑
m=0

λm/2|m⟩1|m⟩2, (1.12)

где λ = th2(βz). Выражение (1.12) свидетельствует о том, что в ярких пучках
фотоны на сигнальной и холостой частотах коррелированны между собой:
при детектировании числа фотонов в одной из мод, такое же число фотонов
будет зарегистрировано в другой моде.

Корреляции между модами сигнальной и холостой волн в случае ярких
пучков могут быть выявлены при рассмотрении дисперсий [16, 23]:

Var(x̂1 + x̂est1 ) = Var(x̂1 + gxx̂2),

Var(ŷ1 − ŷest1 ) = Var(ŷ1 − gyŷ2),
(1.13)

где x̂est1 = gxx̂1 и ŷest1 = gyŷ1 — косвенные оценки квадратур x̂1 и ŷ1, основан-
ные на результатах измерений квадратур x̂2 и ŷ2. Параметры gx и gy могут
быть выбраны оптимальным образом, чтобы получить наименьшее значение
дисперсий (1.13), то есть наиболее точную оценку квадратур моды с частотой
ω1. Оптимальные значения параметров gx и gy имеют вид:

goptx = −⟨∆x̂1∆x̂2⟩
V (x̂2)

, gopty =
⟨∆ŷ1∆ŷ2⟩
V (ŷ2)

(1.14)

а соответствующие дисперсии:

V cond
12,x = Var(x̂1)

(
1− ⟨∆x̂1∆x̂2⟩2

Var(x̂1)Var(x̂2)

)
,

V cond
12,y = Var(ŷ1)

(
1− ⟨∆ŷ1∆ŷ2⟩2

Var(ŷ1)Var(ŷ2)

)
.

(1.15)

Условие перепутанности в терминах дисперсий (1.15) принимает следующий
вид:

V cond
12,x V

cond
12,y <

1

4
. (1.16)

Для процесса (1.8) дисперсии (1.15) при оптимальных параметрах (1.14)
принимают вид:

V cond
12,x = V cond

12,y =
1

2 ch(2βz)

z→∞−→ 0, (1.17)
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что свидетельствует об увеличении степени перепутанности между сигналь-
ной и холостой волной с ростом длины взаимодействия.

Следует заметить, что в тех ситуациях, когда Var(x̂1) = Var(x̂2) и Var(ŷ1) =
Var(ŷ2) перепутанность между модами можно выявить если рассматривать
дисперсии (1.13) при значениях gx = −gy = 1 [10].

Для получения двухмодовой перепутанности между непрерывными пе-
ременными, помимо невырожденного преобразования частоты вниз, исполь-
зуют также сжатые состояния [24]. Сжатые состояния получают в вырожден-
ном трехчастотном параметрическом процессе, в котором генерируется одна
волна с частотой, равной половине частоты накачки:

ωp = 2ω. (1.18)

Гамильтониан взаимодействия для невырожденного взаимодействия имеет
такой вид

Ĥint = i~
β

2

(
(â†)2 − â2

)
,

где â, â† — оператор уничтожения и рождения фотонов генерируемой моды
поля. Для дисперсий квадратур генерируемой волны имеем [10]:

Var(x̂) =
1

2
exp(−2βz), Var(ŷ) =

1

2
exp(2βz). (1.19)

Сжатие квантовых флуктуаций в одной из квадратур сопровождается уси-
лением квантовых флуктуаций в другой квадратуре так, что соотношение
неопределенностей Гейзенберга выполняется:

Var(x̂)Var(ŷ) ≥ 1/4.

Для получения двухмодовых перепутанных состояний из двух вырож-
денных процессов (1.18) генерируют поля с флуктуациями подавленными в
различных квадратурах, например, в квадратуре x̂1 для одной моды, и в
квадратуре ŷ2 — для второй моды. Затем полученные поля подают на вход
светоделителя. В результате на выходе светоделителя формируются перепу-
танные состояния.
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1.4. Многомодовые перепутанные состояния

В последнее десятилетие появился большой интерес к исследованию мно-
гочастичной/многомодовой перепутанности, то есть перепутанности между
тремя и более квантовыми подсистемами. На сегодняшний день предложе-
ны схемы квантовых вычислений [67], квантовых сетей с повышенной сек-
ретностью передачи информации [15, 25], управления плотным кодировани-
ем [62, 63] основанных на многомодовой перепутанности.

Можно выделить две группы методов получения многомодовых перепу-
танных состояний. В первую группу входят методы, основанные на использо-
вании сжатых состояний и светоделителей. Подобно получению двухмодовых
перепутанных состояний с использованием двух сжатых мод и светоделителя,
многомодовое перепутанное состояние может быть получено с использовани-
ем нескольких сжатых состояний и светоделителей [25]. По нашему мнению, с
практической точки зрения эти методы обладают рядом недостатков. Извест-
но, что для устойчивой работы квантового алгоритма, основанного на свой-
ствах перепутанности, необходимо обладать источником сильной перепутан-
ности. В схемах квантовой коммуникации и криптографии это существенно
влияет на пропускную способность и секретность передачи данных кванто-
вых каналов связи. В схемах, на которые налагаются требования масштаби-
руемости, таких как квантовые вычисления, увеличения числа элементов ве-
дет к росту чувствительности схем к ошибкам, связанным с неидеальностью
квантовых корреляций. В свою очередь, генерация даже малого количества
состояний с хорошим сжатием для приготовления многочастичной перепутан-
ности на практике представляется довольно сложной задачей. Следует так-
же добавить, что юстировка и синхронизация этих устройств усложняется с
увеличением их числа. Отметим, что недавно появилось предложение исполь-
зовать для формирования многочастичного перепутывания одно устройства,
генерирующее последовательность сжатых импульсов [26].

Вторая группа методов основана на связанных или одновременных пара-
метрических взаимодействиях, протекающих в одном нелинейно-оптическом
кристалле. При этом взаимодействующие волны должны иметь, по крайней
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мере, одну общую моду. Как известно, для реализации нескольких парамет-
рических процессов одновременно в одном кристалле необходимо компенсиро-
вать фазовые расстройки ∆km для всех процессов, вовлеченных в связанные
взаимодействия. В однородных нелинейных кристаллах это сделать не удает-
ся по причине частотной дисперсии. Для преодоления этой проблемы приме-
няют кристаллы с модулированной в пространстве нелинейностью. В таких
структурах фазовые расстройки ∆km компенсируются векторами обратной
нелинейной решетки кристалла gm:

∆km = gm.

Нелинейные структуры с перидической модуляцией знака нелинейности, ина-
че нелинейные фотонные кристаллы (НФК) (их называют также кристал-
лами с регулярной доменной структурой или периодически поляризованны-
ми кристаллами), позволяют осуществить связанные взаимодействия, состо-
ящие только из двух трехчастотных процессов [27, 28]. В очень редких случа-
ях в НФК удается реализовать три трехчастотных параметрических процес-
са [18, 29]. При этом набор таких связанных взаимодействий невелик. В этой
связи особый интерес вызывают нелинейные структуры с апериодической мо-
дуляцией знака нелинейности, так называемые апериодические нелинейные
фотонные кристаллы (АНФК) [38].

В неоднородных нелинейных кристаллах зависимость квадратичной нели-
нейности можно представить в виде:

χ(2)(z) = g(z)deff,

где deff — значение эффективной нелинейности для данного однородного кри-
сталла и типа нелинейного взаимодействия волн, g(z) — в общем случае апе-
риодическая функция модуляции нелинейности, которая принимает значения
«–1» и «+1». К настоящему времени разработаны методы дизайна апериоди-
ческих нелинейных структур, обладающих заданным набором обратных век-
торов решетки, что позволяет реализовать протекание одновременно несколь-
ких параметрических процессов в одном нелинейном кристалле, поскольку
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позволяют использовать более широкое множество векторов обратной нели-
нейной решетки.

Существует несколько способов создания апериодических структур. На-
пример, фазоинвертированные решетки [30], состоящие из нескольких участ-
ков с регулярной структурой [31], и чирпированные решетки [32–34]. Одной из
широко распространенных в последнее время апериодических структур явля-
ются решетки Фибоначчи [35–37]. Одним из перспективных методов констру-
ирования апериодических нелинейных является метод суперпозиции модуля-
ции знака нелинейности, который, в частности, позволяет управлять нели-
нейными коэффициентами на этапе создания нелинейной структуры [38–40].
На наш взгляд, этот метод на настоящий момент является наиболее универ-
сальным с точки зрения создания нелинейных структур с заданными нели-
нейными свойствами. Содержание метода модуляции знака нелинейной вос-
приимчивости затронуто в Приложении к Главе 2. Стоит заметить, что неко-
торые типы связанных взаимодействий можно осуществить в однородных
нелинейно-оптических кристаллах в неколлинеарной геометрии [42–44].

Для проведения анализа на перепутанность многомодовых квантовых
гауссовых состояний непосредственное использование определение перепутан-
ных состояний (1.1), (1.2) представляется весьма сложной задачей, поэтому
на сегодняшний день разработан целый ряд критериев перепутанности, осно-
ванных на исследовании поведения дисперсий и корреляций квадратурных
компонент поля [47–53]. Поскольку в многомодовой квантовой системе мо-
жет иметь место перепутанность разного вида (см. выше), общепринятого
критерия, использование которого может выявить все типы перепутанности,
на сегодняшний день не существует. Разработка новых критериев перепутан-
ности интенсивно ведется и по сей день.

В случае плоских монохроматических волн гамильтониан взаимодействия
для связанных процессов, состоящих из N взаимодействующих мод, можно
записать в общем виде так

Ĥint = i~

[
N∑

m>n=1

βmn(â
†
mâ

†
n − âmân) +

N∑
m>n=1

γmn(âmâ
†
n − â†mân)

]
, (1.20)
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где первая сумма описывает параметрические процессы преобразования ча-
стоты вниз с нелинейными коэффициентами связи βmn, характеризующими
взаимодействие между модами m и n, а вторая сумма описывает процессы
смешения частот, с нелинейными коэффициентами связи γmn между модами
m и n.

Следует заметить, что в процессах смешения частот не формируется
перепутанных состояний, а они лишь преобразуют перепутанность на дру-
гие частоты. Источниками квантовых корреляций (перепутанности), как уже
упоминалось, являются параметрические процессы преобразования частоты
вниз.

1.5. Применение перепутанных состояний

Перепутанные состояния играют важнейшую роль в квантовой информа-
ции [3–5]. Использование перепутанных состояний в спектроскопии позволяет
проводить прецизионные измерения [54–58]. Схемы квантовой коммуникации,
основанные на перепутанных состояний, позволяют увеличить пропускную
способность канала связи [59–63] и секретность передачи данных [64–66]. Мно-
гочастичные перепутанные состояния составляют основу однонаправленных
квантовых вычислений [67, 68].

В большинстве схем квантовой коммуникации данные передаются с по-
мощью вспомогательных перепутанных состояний. Для этого передаваемое
состояние и часть вспомогательного перепутанного состояния комбинируют
друг с другом и над полученной смешанной системой проводятся измере-
ния, результаты которых используются для преобразования оставшейся ча-
сти вспомогательного перепутанного состояния — это так называемые локаль-
ные операции и классическая связь. Передача неизвестного квантового состо-
яния из одного места в другое без непосредственного участия физического
носителя этого состояния называется квантовой телепортацией (см. Главы 3
и 5).

Квантовая телепортация была впервые предложена для дискретных пе-
ременных [69]. Затем протокол был обобщен на все квантовые состояния [70].
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Экспериментальная схема для телепортации когерентного состояния с исполь-
зованием перепутывания, полученного с помощью сжатых состояний предло-
жена в [71]. На сегодняшний день осуществлены эксперименты по телепор-
тации состояний одиночных фотонов [72–76], атомов [77–79] и непрерывных
переменных [80–82].

Алгоритм квантовой телепортации играет большое значение в квантовой
информации и неразрывно связан с перепутанными состояниями, для кото-
рых «сила» перепутанности играет решающее значение. В работах [86, 87]
показано, что телепортация квантового состояния может быть использова-
на в квантовых вычислениях. В предложенной в работах [67, 68] парадигме
однонаправленных квантовых вычислений обработка входной квантовой ин-
формации, представляющей входные данные, осуществляется посредством
локальных измерений и классической коммуникации над многочастичным
перепутанным состоянием — кластерным состоянием. В [93] алгоритм одно-
направленных вычислений обобщается на область непрерывных значений,
причем в [94, 95] авторы предлагают использовать так называемые оптиче-
ские гребенки для генерации перепутанных кластерных состояний.

В схемах квантового плотного кодирования передаваемая классическая
информация кодируется в квантовое состояние [59, 60], которое в самой про-
стой схеме представляет собой одну часть двухмодового перепутанного состо-
яния. При идеальном перепутывании этого квантового состояния возможно
достичь увеличения пропускной способности канала связи в два раза по срав-
нению со схемами, использующими только классическую связь. Использова-
ние трехчастотных перепутанных состояния в схеме плотного кодирования
рассматривается в [61–63].

В последнее время получило широкое развитие область квантовой опти-
ки, имеющая дело с неклассическими свойствами изображений — квантовое
изображение [98, 105, 106]. Объектом исследований квантовых изображений
являются пространственно-многомодовые поля, использование которых в схе-
мах квантовой информации позволяет существенно повысить объем кванто-
вых данных, обрабатываемых и передавамых параллельно [107, 108]. Кро-
ме этого, оптическое изображение предлагает новые методы обработки дан-
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ных. К таким схемам относятся привлекающие большое внимание исследо-
вателей схемы по визуализации объекта без непосредственного измерения в
пучке, проходящем через этот объект, так называемом фантомном изображе-
нии [109–111]. Хотя после опубликования первых работ по фантомным изоб-
ражениям было установлено, что фантомные изображения можно получать
в классически коррелированных пучках [112, 113], использование простран-
ственно-многомодовой перепутанности в этих схемах позволяет увеличить от-
ношение сигнал к шуму измеряемых сигналов [113].

Началом исследований, относящихся к квантовой обработке изображе-
ний, явились работы [98, 114–116], которые показали возможность подавле-
ния квантовых флуктуаций в пространстве в традиционном процессе опти-
ческого параметрического усиления (ОПУ). Авторы работ [114, 115] исполь-
зовали подход, впервые развитый в работах [117, 118]. К настоящему вре-
мени теоретические и экспериментальные исследования пространственного
перепутывания изображений выполнены при усилении в поле высокочастот-
ной [119, 120], и низкочастотной [121–125] накачки. Применение перепутан-
ных пространственно-многомодовых полей в телепортации и клонировании
когерентных оптических изображений приведены работах [126, 127] и [128]
соответственно. В [129] генерация перепутанных оптических изображений в
средах с кубической нелинейностью.

Приведенный обзор литературы свидетельствует, что применение мно-
гокомпонентных перепутанных квантовых состояний в схемах квантовой ин-
формации открывает доступ к новым методам обработки и передачи инфор-
мации. Связанные нелинейно-оптические процессы интересны с точки зрения
создания компактных источников многомодовых перепутанных квантовых
состояний света, при этом протекание нескольких связанных трехчастотных
процессов в одном кристалле позволяет обойти проблему синхронизации этих
процессов друг с другом. Таким образом, изучение квантовых свойств свя-
занных оптических параметрических процессов и разработка их применений
представляется перспективной как с физической точки зрения, так и для
различных применений.

Приведенный в настоящей главе обзор литературы демонстрирует, таким
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образом, наличие нарастающего интереса к многочастотным перепутанным
состояниям.
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Глава 2

Связанные пятичастотные параметрические

взаимодействия световых волн и их квантовые

свойства

Как подчеркивалось в Главе 1, многочастичные перепутанные квантовые
состояния световых полей играют большую роль в алгоритмах квантовой ин-
формации, поэтому в настоящее время разработка методов получения много-
частотных/многомодовых световых состояний привлекает большое внимание
исследователей. Методы получения многокомпонентного перепутывания, ос-
нованные на использовании независимых трехчастотных нелинейно-оптиче-
ских процессов, представляется весьма затратным при необходимости гене-
рации многомодовой перепутанности, состоящей из нескольких частот/мод.
В этой связи использование нескольких трехчастотных параметрических про-
цессов, протекающих одновременно в одном нелинейном кристалле, представ-
ляет собой компактный способ получения многочастотных/многомодовых пе-
репутанных состояний.

Для эффективного энергообмена между взаимодействующими волнами
необходимо одновременно удовлетворить условиям квазисинхронизма для всех
трехчастотных взаимодействий, вовлеченных в связанное взаимодействие. В
однородном кристалле эта задача представляет сложную проблему. В перио-
дических нелинейных фотонных кристаллах (НФК) можно реализовать одно-
временно несколько (как правило, два) традиционных трехчастотных квази-
синхронных нелинейно-оптических процессов путем подбора периода модуля-
ции и порядка квазисинхронизма [18, 27, 28]. Однако в этом случае порядок
квазисинхронизма сильно влияет на эффективность нелинейного взаимодей-
ствия, поскольку коэффициент нелинейной связи волн оказывается обратно
пропорционален порядку квазисинхронизма.

В связи с ограниченностью возможностей периодических НФК сегодня
интенсивно ведутся исследования НФК с апериодической модуляцией знака
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нелинейности. К настоящему времени разработаны методы конструирования
АНФК с заданными свойствами — это, например, методы создания чирпи-
рованных кристаллов и, получивший развитие недавно, метод суперпозиции
модуляции знака нелинейности [38–41]. Метод суперпозиции модуляции знака
нелинейности позволяет конструировать АНФК с нелинейными коэффициен-
тами связи, заданными на этапе их изготовления. Кроме этого, в АНФК,
созданном этим методом, каждое трехволновое взаимодействие эффективно
протекает на всей длине взаимодействия, что позволяет задействовать всю
длину кристалла для реализации заданного связанного взаимодействия.

Квантовые состояния волн, формируемых в связанных взаимодействиях,
в общем случае отличаются от состояний, полученных путем смешения сжа-
тых состояний на светоделителях, поэтому исследование квантовых свойств
состояний, генерируемых в связанных взаимодействиях, представляет боль-
шой интерес. В данной Главе рассматриваются два пятичастотных связанных
нелинейно-оптических взаимодействия: 1) взаимодействие, состоящее из двух
параметрических процессов преобразования частоты вниз и одного процесса
смешения частот (раздел 2.1) и 2) взаимодействие, состоящее из одного пара-
метрического процесса преобразования частоты вниз и двух процессов преоб-
разования частоты вверх (раздел 2.4). Исследуются неклассические свойства
этих процессов: статистика и корреляции чисел фотонов, корреляции квад-
ратурных компонент и перепутанность генерируемых полей.
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2.1. Трехмодовые перепутанные состояния,

генерируемые в связанных параметрических

процессах; гамильтониан взаимодействия,

квантовые уравнения

2.1.1. Классические уравнения

Рассмотрим три связанных трехчастотных параметрических процесса
взаимодействия световых волн с частотами ω1, ω2 и ω3:

ωp = ω1 + ω2,

ω2p = 2ωp = ω2 + ω3,

ω1 + ωp = ω3,

(2.1)

одновременно протекающие в поле двух волн накачки с частотой ωp и удво-
енной частотой 2ωp. Взаимодействия (2.1) включают два процесса парамет-
рического усиления при высокочастотной накачке (первые два процесса) и
процесс смешения частот. Как уже отмечалось выше, для реализации мно-
гочастотных параметрических взаимодействий можно использовать аперио-
дические нелинейные фотонные кристаллы (см. также Приложение к Главе
2).

Будем считать, что взаимодействующие плоские монохроматические вол-
ны распространяются вдоль оси z (коллинеарное взаимодействие). В этом
случае поле в нелинейном кристалле можно записать в следующем виде:

E(t, z) =
1

2

3∑
j=1

Aj(z)e
−i(ωjt−kjz)+

1

2
Ap(z)e

−i(ωpt−kpz)+
1

2
A2p(z)e

−i(ω2pt−k2pz)+к.с.

Динамика комплексных классических амплитуд описывается системой
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связанных укороченных уравнений [39]:

dAp

dz
= iγ(1)p g(z)A1A2e

−i∆k1z + iγ(3)p g(z)A∗
1A3e

−i∆k3z,

dA2p

dz
= iγ

(2)
2p g(z)A2A3e

−i∆k2z,

dA1

dz
= iγ

(1)
1 g(z)ApA

∗
2e
i∆k1z + iγ

(3)
1 g(z)A∗

pA3e
−i∆k3z,

dA2

dz
= iγ

(1)
2 g(z)ApA

∗
1e
i∆k1z + iγ

(2)
2 g(z)A2pA

∗
3e
i∆k2z,

dA3

dz
= iγ

(2)
3 g(z)A2pA

∗
2e
i∆k2z + iγ

(3)
3 g(z)ApA1e

i∆k3z,

(2.2)

Здесь γ(m)
j — коэффициент нелинейной связи волн:

γ
(m)
j =

2πω2
j

c2kj
d
(m)
eff , (2.3)

верхний индекс m соответствует номеру процесса (m = 1, 2, 3), а коэффи-
циент d(m)

eff связан с тензором квадратичной нелинейной восприимчивости и
учитывает геометрию волнового взаимодействия и дисперсию кристалла (??),
g(z) — функция модуляции знака нелинейности апериодического нелинейно-
го фотонного кристалла, kj — волновое число на частоте ωj, ∆km — волновая
(фазовая) расстройка:

∆k1 = kp − k1 − k2,

∆k2 = k2p − k2 − k3,

∆k3 = k2p + k1 − k3.

(2.4)

Дальнейшее рассмотрение связанных процессов будем проводить в рам-
ках следующих приближений. Во-первых, будем полагать интенсивные вол-
ны накачек заданными: Ap(z) = const, A2p(z) = const. В этом приближении
укороченные уравнения для амплитуд накачек в (2.2) можно отбросить. Во-
вторых, считаем, что характерная длина нелинейного взаимодействия

Lnl = max

(
1

γ|Ap|
,

1

γ|A2p|

)
≫ max (Λ1,Λ2,Λ3) , (2.5)

(коэффициент γ = max(γ
(m)
j )), где Λm — период модуляции нелинейности для

m-го процесса. Как показано в [40], это приближение позволяет заменить
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в уравнениях явно зависящие от z произведение функций g(z)ei∆km на его
среднее значение по длине кристалла L:

g(∆km) =
1

L

L∫
0

g(z)ei∆kmzdz −→ gm. (2.6)

В результате принятых упрощений получаем такие уравнения

dA1

dz
= iγ

(1)
1 g1ApA

∗
2 + iγ

(3)
1 g3A

∗
pA3,

dA2

dz
= iγ

(1)
2 g1ApA

∗
1 + iγ

(2)
2 g2A2pA

∗
3,

dA3

dz
= iγ

(2)
3 g2A2pA

∗
2 + iγ

(3)
3 g3ApA1,

(2.7)

описывающих динамику классических амплитуд процессов (2.1).
Методы конструирования апериодических нелинейных структур позво-

ляют создавать апериодические нелинейные фотонные кристаллы по заранее
заданным значениям gm. Это обстоятельство позволяет управлять эффектив-
ными нелинейностями на этапе изготовления апериодических нелинейных фо-
тонных кристаллов.

Для анализа квантовых свойств рассматриваемых процессов перейдем
от классических уравнений (2.7) к квантовым уравнениям для операторов
поля.

2.1.2. Гамильтониан взаимодействия; квантовые уравнения

Чтобы перейти от классических уравнений для медленно-меняющихся
амплитуд к квантовым уравнениям для операторов взаимодействующих мод
поля проведем сначала формальную замену амплитуд на бозе-операторы [13]:

Aj →
√

2π~ωj
n2jV

âj, A∗
j →

√
2π~ωj
n2jV

â†j, (2.8)

где (âj)â
†
j — оператор уничтожения (рождения) фотонов на частоте ωj, nj —

показатель преломления кристалла для волны на соответствующей частоте,
V — объем квантования, ~ — постоянная Планка.
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Квантовые уравнения, соответствующие процессам (2.1), имеют вид

dâ1
dz

= −β1â†2 + γâ3,

dâ†2
dz

= −β1â1 − β2â3,

dâ3
dz

= −γâ1 − β2â
†
2,

(2.9)

где коэффициенты нелинейной связи:

β1 =
2π

√
ω1ω2

nc
d
(1)
eff g1|Ap|ei(φp−π/2),

β2 =
2π

√
ω2ω3

nc
d
(2)
eff g2|A2p|ei(φ2p+π/2),

γ =
2π

√
ω1ω3

nc
d
(3)
eff g3|Ap|ei(φp−π/2),

(2.10)

здесь φp и φ2p фазы волн амплитуд Ap и A2p соответственно. Далее будем
полагать φp = π/2, φ2p = −π/2 так, что коэффициенты β1, β2 и γ будут
действительными.

Уравнения (2.9) можно получить также при использовании гамильтони-
ана взаимодействия следующего вида:

Ĥint = i~
n

c

(
β1(â

†
1â

†
2 − â1â2) + β2(â

†
2â

†
3 − â2â3) + γ(â1â

†
3 − â†1â3)

)
. (2.11)

Для этого необходимо гамильтониан (2.11) подставить в уравнения эволюции
Гейзенберга:

i~
dâj
dt

= [âj, Ĥint], (j = 1, 2, 3), (2.12)

и учесть, что динамика во времени эквивалентна эволюции в пространстве,
если перейти от временной переменной к пространственной с помощью заме-
ны: t = −nz/c. Таким образом показывается, что переход от классических
уравнений к квантовым является корректным. Отметим, что при последо-
вательном выводе квантовых уравнений (2.9) нужно исходить из оператора
импульса поля (см. Главу 4).
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2.1.3. Решение квантовых уравнений

Решения уравнений (2.9) представим в матричном виде:

â(z) = Q(z)â0. (2.13)

Здесь â(z) = (â1(z), â
†
2(z), â3(z))

T — столбец, составленный из операторов ге-
нерируемых мод на выходе кристалла, â0 = â(z = 0) — столбец операторов
на входе кристалла, Q(z) — 3× 3 матрица, с передаточными коэффициента-
ми Qmn, связывающими оператор с частотой ωm на выходе из кристалла с
оператором на частоте ωn на его входе:

Q(z) =


Q11(z) Q12(z) Q13(z)

Q21(z) Q22(z) Q23(z)

Q31(z) Q32(z) Q33(z)

 . (2.14)

Передаточные коэффициенты имеют вид:

Q11(z) =
(β2

1 − γ2) ch(Γz) + β2
2

Γ2
,

Q12(z) =
β2γ(1− ch(Γz))

Γ2
− β1 sh(Γz)

Γ
,

Q13(z) =
β1β2(ch(Γz)− 1)

Γ2
+
γ sh(Γz)

Γ
,

Q21(z) =
β2γ(ch(Γz)− 1)

Γ2
− β1 sh(Γz)

Γ
,

Q22(z) =
(β2

1 + β2
2) ch(Γz)− γ2

Γ2
,

Q23(z) =
β1γ(1− ch(Γz))

Γ2
− β2 sh(Γz)

Γ
,

Q31(z) =
β1β2(ch(Γz)− 1)

Γ2
− γ sh(Γz)

Γ
,

Q32(z) =
β1γ(ch(Γz)− 1)

Γ2
− β2 sh(Γz)

Γ
,

Q33(z) =
(β2

2 − γ2) ch(Γz) + β2
1

Γ2
.

(2.15)

Здесь Γ =
√
β2
1 + β2

2 − γ2 — инкремент, характеризующий темп нелинейного
взаимодействия. Наибольший интерес с точки зрения эффективного энерго-
обмена между взаимодействующими волнами представляют действительные
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значения инкремента, так как в этом случае реализуется режим экспонен-
циального роста взаимодействующих волн поэтому мы будем рассматривать
только действительные значения инкремента, что возможно при выполнении
неравенства:

β2
1 + β2

2 > γ2.

Заметим, что в случае мнимого инкремента большой интенсивности взаимо-
действущих волн получить не удается; при этом решения получаются с по-
мощью замены гиперболических функций в передаточных коэффициентах
(2.15) на тригонометрические.

Поскольку бозе-операторы подчиняются коммутационным соотношени-
ям: [âm, â†n] = δmn, то это обстоятельство накладывает связи на коэффициен-
ты (2.15):

3∑
j=1

(−1)m+jQmjQnj = δmn, (m,n = 1, 2, 3). (2.16)

Соотношения (2.16) позволяют существенно сократить расчеты, а про-
верка их выполнения является одним из критериев правильности расчетов.

Для дальнейшего анализа квантовых свойств вместо коэффициентов β1,
β2, γ, и длины взаимодействия z удобно ввести нормированные параметры:
ξd = β2/β1, ξu = γ/β1, η = β1z. Параметры ξd и ξu характеризуют эффектив-
ность процесса преобразования частоты вниз, протекающего в поле удвоенной
волны накачки 2ωp и процесса сложения частот относительно эффективности
процесса преобразования частоты вниз в поле волны накачки с частотой ωp

(см. (2.1)). Таким образом, в новых переменных фактор усиления принимает
вид

Γz = η
√

1 + ξ2d − ξ2u. (2.17)
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2.2. Перепутанность трехмодовых состояний;

корреляции чисел фотонов,

анализ информационных характеристик

2.2.1. Статистика и корреляции чисел фотонов

Для определения средних наблюдаемых (измеряемых параметров) в ис-
пользуемом гейзенберговском представлении необходимо провести усредне-
ние по состоянию полей на входе нелинейного кристалла. Будем полагать,
что состояние поля на входе кристалла на частотах генерируемых мод ваку-
умное, т.е. вектор состояния |Ψ0⟩ = |0⟩1|0⟩2|0⟩3, где нижние индексы отно-
сятся к частотам. Среднее значение некоторого оператора наблюдаемой Ô на
выходе из кристалла равно ⟨Ô(z)⟩ = ⟨Ψ0|Ô(z)|Ψ0⟩.

Для средних чисел фотонов ⟨â†jâj⟩ на генерируемых частотах в соответ-
ствии с (2.13) и (2.15) имеем:

⟨n̂1(z)⟩ = Q2
12(z), ⟨n̂2(z)⟩ = Q2

22(z)− 1, ⟨n̂3(z)⟩ = Q2
32(z). (2.18)

Из (2.18) и (2.16) следует, что

⟨n̂2(z)⟩ = ⟨n̂1(z)⟩+ ⟨n̂3(z)⟩. (2.19)

Это соотношение есть следствие того, что фотоны на частоте ω2 рождаются
в двух параметрических процессах преобразования частоты вниз.

Для анализа статистических свойств полей воспользуемся параметром,
называемым фактором Фано:

Fj =
σ2j
⟨n̂j⟩

, (j = 1, 2, 3). (2.20)

Здесь σ2j = ⟨n̂2j⟩−⟨n̂j⟩2 = ⟨â†jâjâ
†
jâj⟩−⟨â†jâj⟩2 — дисперсия чисел фотонов

на соответствующей частоте. Значение Fj = 1 отвечает пуассоновской стати-
стике, F < 1 — субпуассоновской и F > 1 — суперпуассоновской статистике.

Для дисперсий чисел фотонов получаем:

σ2j (z) = ⟨n̂j⟩(1 + ⟨n̂j⟩), (j = 1, 2, 3) (2.21)
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Подставляя (2.18) и (2.21) в (2.20), имеем:

Fj(z) = 1 + ⟨n̂j⟩, (j = 1, 2, 3). (2.22)

Из (2.22) видно, что статистика фотонов на отдельных генерируемых ча-
стотах суперпуассоновская, а поле каждой отдельной частоты имеет характер
теплового поля.

Для исследования корреляций между фотонами обратимся к корреля-
ционным функциям Глаубера. Определим нормированную корреляционную
функцию фотонов 2-го порядка:

G
(2)
jk =

⟨: n̂jn̂k :⟩
⟨n̂j⟩⟨n̂k⟩

=
⟨â†jâ

†
kâjâk⟩

⟨â†jâj⟩⟨â
†
kâk⟩

, (j, k = 1, 2, 3) (2.23)

характеризующую корреляции фотонов между j-ой и k-ой модой, и нормиро-
ванную корреляционную функцию 3-го порядка:

G
(3)
123 =

⟨: n̂1n̂2n̂3 :⟩
⟨n̂1⟩⟨n̂2⟩⟨n̂3⟩

=
⟨â†1â

†
2â

†
3â1â2â3⟩

⟨â†1â1⟩⟨â
†
2â2⟩⟨â

†
3â3⟩

, (2.24)

описывающую корреляции между фотонами на трех генерируемых частотах.
Здесь двоеточие означает, что при усреднении по состоянию полей операторы
надо брать в нормально-упорядоченном виде.

Подставив решения для операторов генерируемых полей (2.15) в (2.23)
и (2.24) и учитывая также соотношения (2.16), приходим к следующим выра-
жениям для G(2):

G
(2)
12 (z) = G

(2)
23 (z) = 2! +K(z),

G
(2)
13 (z) = 2!,

(2.25)

и для G(3):
G

(3)
123(z) = 3! + 4K(z), (2.26)

где введено обозначение K(z) = 1/(Q2
22(z) − 1). Из полученных выражений

видно, что корреляционные свойства фотонов в рассматриваемом связанном
взаимодействии зависят только от функции K(z).
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Известно, что в случае коррелированных классических полей с гауссовой
статистикой корреляционная функция интенсивностей m-го порядка равна
[21]:

G(m) =
I1I2...Im

I1I2 · Im
= m! (2.27)

где Ij — интенсивность j-ой моды поля. Превышение корреляций фотонов над
значением (2.27) свидетельствует о квантовом характере корреляций. Таким
образом, величина K в (2.25) и (2.26) описывает добавку к корреляциям,
обусловленную неклассичностью рассматриваемых полей.

Примечательно, что корреляционные функции фотонов при больших
длинах взаимодействия стремятся к своим классическим пределам: 2! для
корреляционных функций 2-го порядка и 3! = 6 для корреляционных функ-
ций 3-го порядка. Заметим также, что корреляции между фотонами на ча-
стотах ω1 и ω3 имеют постоянное значение равное 2!, то есть неклассические
корреляции в числах фотонов между модами этих частот отсутствуют.

На рис. 2.1 представлены графики зависимостей функции K от норми-
рованной длины взаимодействия η. Пары близкорасположенных кривых от-
вечают одному значения нормированного коэффициента ξd, различающихся
значениями ξu. Нижние кривые каждой из пар соответствуют коэффициенту
ξu = 0, верхние кривые — ξu = ξd. Из графиков видно, что с ростом длины
взаимодействия величина K стремиться к нулю, что отвечает значениям кор-
реляций для классических полей (2.27). Вследствие этого при нарастании ин-
тенсивностей взаимодействующих волн неклассичность корреляций фотонов
падает. Рис. 2.1 также показывает, что эффективность процесса смешения
частот слабо влияет на корреляции между фотонами, тогда как процессы па-
раметрического преобразования частоты вниз оказывают существенное вли-
яние на корреляции между фотонами. Это объясняется тем, что в процессе
смешения частот не рождается новых фотонов, и он не вносит вклад в интен-
сивность, тогда как процессы преобразования частоты вниз служат источни-
ками фотонов и дают основной вклад в интенсивность взаимодействующих
волн. Таким образом, увеличение эффективности процессов преобразования
частоты вниз способствует увеличению скорости нарастания интенсивности
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Рис. 2.1. Зависимость функции K от нормированной длины взаимодействия η при раз-
личных значениях коэффициентов ξd и ξu. Пары близкорасположенных кривых отвечают
одному значения нормированного коэффициента ξd, различающихся значениями ξu: ниж-
ние кривые каждой пары соответствуют ξu = 0, верхние кривые — ξu = ξd

волн в рассматриваемом процессе, что приводит, в свою очередь, к уменьше-
нию неклассичности корреляций фотонов.

Сказанное подтверждает зависимость функции K от длины взаимодей-
ствия и нелинейного коэффициента ξd, представленная на рис. 2.2.

2.2.2. Информационный анализ перепутанности

Обратимся к анализу квантовых корреляций в процессе (2.1) с точки
зрения квантово-информационных величин.

Одной из основных информационных характеристик в квантовой инфор-
мации является фон неймановская энтропия, определение которой для состо-
яния ρ̂ дается следующим образом [3]:

S(ρ̂) = −Tr(ρ̂ log2 ρ̂). (2.28)

Здесь Tr обозначает взятие следа по всему состоянию ρ̂, log2 ρ̂ — логарифм
от оператора плотности данного состояния. Фон неймановская энтропия яв-
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Рис. 2.2. Зависимость K от нормированной длины взаимодействия η и нелинейного коэф-
фициента ξd при ξu = 1

ляется неотрицательной величиной для любого физического состояния ρ̂:

S(ρ̂) ≥ 0, ∀ρ̂

Можно показать, что если квантовая система находится в чистом состо-
янии, то ее фон неймановская энтропия тождественно равна нулю:

S(|ψ⟩⟨ψ|) = 0. (2.29)

Если чистую квантовую систему можно разбить на 2 подсистемы: A+B,
т.е. система является, по крайней мере, двухчастичной, то фон неймановскую
энтропию можно непосредственно использовать в качестве меры перепутанно-
сти между двумя частями чистой системы. При этом для энтропий подсистем
справедливо:

S(ρ̂A) = S(ρ̂B). (2.30)

Одночастичная энтропия S(ρ̂j) может являться такой мерой перепутанности.
Для случая многочастичных состояний непосредственное использование

фон неймановской энтропии позволяет раскрыть лишь наличие перепутанно-
сти между двумя блоками частей системы, при этом квантовые корреляции
между частями, составляющими многочастичную систему, остаются нерас-
крытыми. Для анализа корреляций между двумя частями многочастичной
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системы применяются другие характеристики, которые используют в своем
определении фон неймановскую энтропию.

Для анализа корреляций между частями квантового состояния пользу-
ются величиной

I(ρ̂jl) = S(ρ̂j) + S(ρ̂l)− S(ρ̂jl), (j, l = 1, 2, 3) (2.31)

называемой взаимной информацией, где ρ̂jl — оператор плотности, описы-
вающий состояние частей j и l, ρ̂l — оператор плотности, описывающий со-
стояние части l. Взаимная информация между двумя системами служит ме-
рой информации, которой одновременно обладают как одна, так и другая
системы одновременно. Как отмечалось в главе 1, корреляции между кванто-
выми системами могут быть чисто классическими. В этом случае взаимная
информация, однако, не может служить мерой квантовых корреляций меж-
ду подсистемами, поскольку помимо квантовых, учитывает и классические
корреляции.

Другой информационной величиной, которая может раскрывать нали-
чие квантовых корреляций между рассматриваемыми системами, является
условная информация:

S(ρ̂j|ρ̂l) = S(ρ̂jl)− S(ρ̂l). (2.32)

При этом ее отрицательные значения свидетельствуют о перепутанности меж-
ду рассматриваемыми системами. Условие отрицательности условной энтро-
пии является необходимым и достаточным условием перепутанности для чи-
стого составного состояния ρ̂jl, т.к. в этом случае S(ρ̂jl) = 0 и всегда спра-
ведливо: S(ρ̂j|ρ̂l) = −S(ρ̂l) ≤ 0. Если состояние ρ̂jl смешанное, то отрицатель-
ность условной энтропии является достаточным условием перепутанности и,
таким образом, ее положительные значения ничего не говорят о перепутан-
ности.

Возвращаясь к рассматриваемому процессу, легко заметить, что состоя-
ние, получаемое в этом процессе является чистым. Это следует из того, что
трехмодовое чистое состояние на входе кристалла |ψin⟩ = |0⟩1|0⟩2|0⟩3 преоб-
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разуется унитарным оператором эволюции:

Û(z) = exp

(
− i

~
Ĥintz

)
(2.33)

в чистое состояние на выходе кристалла:

|ψout⟩ = Û(z)|ψin⟩, (2.34)

где Ĥint — гамильтониан взаимодействия (2.11), описывающий эволюцию со-
стояния в кристалле.

Таким образом, принимая во внимание (2.29), получаем:

S(ρ̂123) = 0, (2.35)

а учитывая (2.30), приходим к следующим соотношениям для фон нейманов-
ских энтропий:

S(ρ̂jl) = S(ρ̂k), (j ̸= l ̸= k) (2.36)

Данный результат является общим для всех трехчастичных чистых со-
стояний. Он позволяет рассчитать информационные характеристики кванто-
вой системы на основе только знания одночастичных операторов плотности.
Пользуясь этим результатом, взаимную информацию и условную энтропию
можно записать в виде:

I(ρ̂jl) = S(ρ̂j) + S(ρ̂l)− S(ρ̂k), (2.37)

S(ρ̂j|ρ̂l) = S(ρ̂k)− S(ρ̂l) (j ̸= l ̸= k). (2.38)

Из (2.38) следует выражение

S(ρ̂j|ρ̂l) = −S(ρ̂j|ρ̂k) (j ̸= l ̸= k), (2.39)

которое будет также использовано в дальнейшем информационном анализе.

2.2.3. Вектор состояния и парциальные матрицы плотности

Как показано выше, для расчета информационных характеристик рас-
сматриваемого связанного процесса необходимо знать матрицы плотности
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отдельных мод генерируемых полей. Для получения одномодовой матрицы
плотности необходимо усреднить трехчастичную матрицу плотности ρ̂123 =

|ψ123⟩⟨ψ123| по состояниям остальных двух мод:

ρ̂j = Trlk(ρ̂123), (j ̸= l ̸= k).

Вектор состояния для трех мод генерируемых полей можно найти, ис-
пользуя оператор эволюции (2.33) и уравнение (2.34). Однако, расчет дей-
ствия оператора эволюции на начальное состояние не может быть проведен
без предварительного преобразования этого оператора. Можно убедиться,
что операторы

σ̂d1 = â†1â
†
2 − â1â2, σ̂d2 = â†2â

†
3 − â2â3, σ̂u = â1â

†
3 − â†1â3 (2.40)

образуют замкнутое множество операторов относительно коммутации:

[σ̂d1, σ̂u] = σ̂d2, [σ̂u, σ̂d2] = σ̂d1, [σ̂d1, σ̂d2] = σ̂u. (2.41)

Это означает, что оператор эволюции может быть записан в двух эквивалент-
ных формах:

Û(z) = exp
[nz
c
(σ̂d1 + ξdσ̂d2 + ξuσ̂u)

]
=

= exp[α1(z)σ̂d1] exp[α2(z)σ̂u] exp[α3(z)σ̂d2]
(2.42)

где неизвестные параметры αj(z) (j = 1, 2, 3) могут быть вычислены с помо-
щью, например, метода дифференцирования по параметру. Здесь мы следуем
методу расчета, изложенному в работе [45], поэтому детали расчета опускаем.

Вектор состояния рассматриваемого процесса в базисе фоковских состо-
яний имеет следующий вид (ср. с [45]):

|ψ123⟩ =
√
A

∞∑
m,n=0

(thα1)
m

(
−thα2

chα1

)n√
(m+ n)!

m!n!
|m⟩1|m+ n⟩2|n⟩3 (2.43)

где A = 1/(ch2 α1 ch
2 α2). Параметры αj = αj(z) определяются из соотноше-

ний:

sh2 α1(z) =
Q2

22(z)

1 +Q2
32(z)

, ch2 α1(z) =
Q2

12(z)

1 +Q2
32(z)

, sh2 α2(z) = Q2
32(z).

(2.44)
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Одночастичные матрицы имеют вид

ρ̂1 = B
∞∑
m=0

[
sh2 α1

ch2 α1 − th2 α2

]m
|m⟩⟨m|,

ρ̂2 = A
∞∑
m=0

[
th2 α1 +

th2 α2

ch2 α1

]m
|m⟩⟨m|,

ρ̂3 = C
∞∑
m=0

[
th2 α2

]m |m⟩⟨m|,

(2.45)

где B = 1/(ch2 α2(ch
2 α1 − th2 α2)), C = 1/(ch2 α2).

Учитывая (2.18), приходим к известному результату

ρ̂j =
1

1 + ⟨n̂j⟩

+∞∑
m=0

(
⟨n̂j⟩

1 + ⟨n̂j⟩

)m
|m⟩⟨m|, (j = 1, 2, 3). (2.46)

для матрицы плотности теплового состояния [13].
Принимая во внимание, что для операторов, записaнных в диагональном

виде:

ρ̂ =
∞∑
m=0

ρmm|m⟩⟨m|,

справедливо

f(ρ̂) =
∞∑
m=0

f(ρmm)|m⟩⟨m|,

и учитывая также выражения для коэффициентов A, B и C и соотношения
(2.44), приходим к выражениям для одночастичных энтропий:

S(ρ̂1) = log2(1 +Q2
12)−Q2

12 log2

(
Q2

12

1 +Q2
12

)
,

S(ρ̂2) = log2(1 +Q2
12 +Q2

32)− (Q2
12 +Q2

32) log2

(
Q2

12 +Q2
32

1 +Q2
12 +Q2

32

)
,

S(ρ̂3) = log2(1 +Q2
32)−Q2

32 log2

(
Q2

32

1 +Q2
32

)
,

(2.47)

Принимая во внимание (2.46), имеем

S(ρ̂j) = (1 + ⟨n̂j⟩) log2(1 + ⟨n̂j⟩)− ⟨n̂j⟩ log2⟨n̂j⟩. (2.48)
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Рис. 2.3. Зависимость энтропий Sj = S(ρ̂j) от нормированной длины взаимодействия η для
различных значений параметров ξd и ξu: a) ξd = 0.5, ξu = 0, b) ξd = 0.5, ξu = 0.5, c) ξd = 0.5

и ξu = 1.0, d) ξd = 1.0, ξu = 1.0

На рис.2.3 представлены графики зависимостей фон неймановских эн-
тропий для состояний на генерируемых частотах. Как следует из рис.2.3,
при отсутствии процесса смешения частот (ξu = 0) одночастичные энтропии
монотонно растут с увеличением длины взаимодействия (рис.2.3 a). При этом
справедливы следующие неравенства:

S(ρ̂2) > S(ρ̂1) ≥ S(ρ̂3). (2.49)

Наличие процесса смешения между частотами ω1 и ω3 приводит к значитель-
ному уменьшению энтропии для моды на частоте ω3 (рис. 2.3 b,c,d), что сви-
детельствует об уменьшении перепутанности между этой модой и модами на
частотах ω1 и ω2. При этом, когда эффективность процесса смешения частот
равна эффективности процесса преобразования частоты вниз, протекающе-
го в поле основной волны накачки, и в два раза превышает эффективность
второго процесса преобразования частоты вниз (Рис. 2.3 c), на длине взаи-
модействия η ≈ 1 наблюдается распутывание моды на частоте ω3 от мод на
частотах ω1 и ω2.
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На рис. 2.4 представлены графики зависимостей взаимных информаций
от нормированной длины взаимодействия при различных значениях парамет-
ров ξd и ξu. Из Рис. 2.4 следует, что наибольшими взаимными корреляциями
обладают моды на частотах ω1 и ω2, что находится в согласии с (2.49). Из
этих графиков также видно, что наличие процесса смешения частот приво-
дит к усилению корреляций между модами на частотах ω1 и ω2 и ослаблению
корреляций между модами с частотами ω2 и ω3.

На Рис. 2.5 представлены графики зависимостей условных энтропий
S(ρ̂1|ρ̂2) и S(ρ̂3|ρ̂2) от нормированной длины взаимодействия при различных
значениях параметров ξd и ξu. Рис. 2.5a отвечает ситуации, когда в связан-
ном взаимодействии процесс смешения частот отсутствует. Как следует из
Рис. 2.5a, величины S(ρ̂1|ρ̂2) и S(ρ̂3|ρ̂2) принимают отрицательное значение и
с ростом длины взаимодействия монотонно стремятся к своим асимптотиче-
ских значениям. Данное обстоятельство свидетельствует о наличии перепу-
танности между модами с частотами ω1 и ω2 и между модами с частотами
ω2 и ω3. Подобная ситуация наблюдается и для Рис. 2.5с, который соответ-
ствует случаю ξu = 2ξd = 1.0. Условные энтропии с ростом длины взаимодей-
ствия также стремятся к своим асимпотическим значениям, но в этом случае
S(ρ̂1|ρ̂2) принимает минимальное значение при η ≈ 1.5.

Ситуация, когда ξd = ξu, представлена на Рис. 2.5b и Рис. 2.5d для
ξd = 0.5 и ξd = 1.0 соответственно. Из этих рисунков видно, что S(ρ̂1|ρ̂2)
принимает отрицательные значения, абсолютная величина которых возрас-
тает с ростом длины взаимодействия, тогда как S(ρ̂3|ρ̂2) стремиться к нулю.
Данное обстоятельство свидетельствует о том, что при ξd = ξu степень пе-
репутанности между модами с частотами ω1 и ω2 растет, а между модами с
частотами ω2 и ω3 стремиться к нулю. Заметим, что из (2.39) следуют соотно-
шения: S(ρ̂1|ρ̂3) = −S(ρ̂1|ρ̂2), S(ρ̂3|ρ̂1) = −S(ρ̂3|ρ̂2), которые (2.49) принимают
положительные значения, и, таким образом, ничего нельзя сказать о перепу-
танности между модами с частотами ω1 и ω3.
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Рис. 2.4. Зависимость взаимной информации I(ρ̂jl) от нормированной длины взаимодей-
ствия η для различных значений параметров ξd и ξu: a) ξd = 0.5, ξu = 0, b) ξd = ξu = 0.5,
c) ξd = 0.5, ξu = 1.0, d) ξd = ξu = 1.0

Рис. 2.5. Зависимость условных энтропий S(1|2) = S(ρ̂1|ρ̂2) и S(3|2) = S(ρ̂3|ρ̂2) от нормиро-
ванной длины взаимодействия η для различных значений параметров ξd и ξu: a) ξd = 0.5,
ξu = 0, b) ξd = ξu = 0.5, c) ξd = 0.5, ξu = 1.0, d) ξd = ξu = 1.0
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2.3. Корреляции квадратурных компонент в

трехмодовых состояниях

Обратимся теперь к изучению ЭПР-корреляций, то есть парных кван-
товых корреляций между модами рассматриваемого связанного процесса в
терминах квадратурных компонент.

Определим квадратурные компоненты как:

x̂j =
âj + â†j√

2
, ŷj =

âj − â†j

i
√
2
, (2.50)

где нижний индекс относится к соответствующей несущей частоте. Для квад-
ратур квантованного электромагнитного поля справедливы коммутационные
соотношения:

[x̂m, ŷn] = iδmn. (2.51)

Для анализа парных квантовых корреляций между квадратурами поля
обратимся к следующим дисперсиям:

Vjl,x = Var(x̂j + x̂estj ), Vjl,y = Var(ŷj − ŷestj ), (2.52)

где x̂estj = gxx̂l, ŷestj = gyŷl — «оценочные» (предполагаемые) значения квад-
ратур поля на частоте ωj, полученные на основе знания квадратур поля на
частоте ωl, а в выборе параметров gx и gy существует произвол. В нашем
рассмотрении мы будем полагать

gx = −⟨∆x̂j∆x̂l⟩
V (x̂l)

, gy =
⟨∆ŷj∆ŷl⟩
V (ŷl)

, (2.53)

которые, как легко убедиться, минимизируют дисперсии (2.52). В работе [23]
показано, что в этом случае дисперсии (2.52) определяют ошибку в оценке
квадратур одной моды на основе знания квадратура другой. Дисперсия ошиб-
ки при этом равна:

V cond
jl,x = Var(x̂j)

(
1− ⟨∆x̂j∆x̂l⟩2

Var(x̂j)Var(x̂l)

)
,

V cond
jl,y = Var(ŷj)

(
1− ⟨∆ŷj∆ŷl⟩2

Var(ŷj)Var(ŷl)

)
.

(2.54)
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Условие перепутанности записывается в следующем виде:

V cond
jl,x V cond

jl,y <
1

4
, (2.55)

причем при идеальной перепутанности выражение в левой части неравенства
(2.55) равно нулю, то есть в этом случае можно узнать значение квадратур од-
ной моды по квадратурам другой моды без ошибки. В дальнейшем дисперсии
(2.54) будем называть условными дисперсиями.

Следует заметить, что в случае Var(x̂j) = Var(x̂l) = Vj,x и Var(ŷj) =

Var(ŷl) = Vl,y для исследования на перепутанность оправдано также использо-
вать дисперсии (2.52) при значениях параметров gx = gy = 1. Действительно,
в такой ситуации условные дисперсии

V cond
jl,x = Vj,x

(
1−

(
⟨∆x̂j∆x̂l⟩

Vj,x

)2
)
, V cond

jl,y = Vj,y

(
1−

(
⟨∆ŷj∆ŷl⟩
Vj,y

)2
)

и дисперсии (2.52) при gx = gy = 1:

Vjl,x = 2Vj,x

(
1− ⟨∆x̂j∆x̂l⟩

Vl,x

)
подобно описывают корреляции квадратурных компонент.

Будем полагать, что на вход нелинейного кристалла подаются только
волны накачки, а состояние входного поля на остальных частотах — вакуум-
ное:

âj0 = v̂j, ⟨v̂†j v̂j⟩ = 0, (j = 1, 2, 3),

тогда, пользуясь передаточными коэффициентами (2.15), соотношениями (2.16)
и (2.18), получим такие выражения для условных дисперсий:

V cond
12 = V cond

12,x = V cond
12,y =

1

2

(
1− ⟨n̂1⟩

⟨n̂2⟩+ 1/2

)
≤ 1

2
,

V cond
32 = V cond

32,x = V cond
32,y =

1

2

(
1− ⟨n̂3⟩

⟨n̂2⟩+ 1/2

)
≤ 1

2
,

V cond
13 = V cond

13,x = V cond
13,y =

1

2

(
1 +

⟨n̂1⟩
⟨n̂3⟩+ 1/2

)
≥ 1

2
,

V cond
31 = V cond

31,x = V cond
31,y =

1

2

(
1 +

⟨n̂3⟩
⟨n̂1⟩+ 1/2

)
≥ 1

2
.

(2.56)

50



Из (2.56) видно, что между модами на частотах ω1 и ω2 и между модами
на частотах ω1 и ω2 может проявляться перепутанность, тогда как между
модами с частотами ω1 и ω3 перепутанность не проявляется при любых пара-
метрах ξd, ξu и η.

При отсутствии процесса смешения частот (ξu = 0) приходим к следую-
щим выражениям для (2.56):

V cond
12 =

1/ ch(2η
√

1 + ξ2d) + ξ2d
2(1 + ξ2d)

η→∞−→ ξ2d
2(1 + ξ2d)

,

V cond
32 =

ξ2d/ ch(2η
√

1 + ξ2d) + 1

2(1 + ξ2d)

η→∞−→ 1

2(1 + ξ2d)

(2.57)

Из (2.57) следует, что два связанных процесса преобразования частоты вниз
оказывают влияние друг на друга: с ростом длины взаимодействия степень
перепутанности между парами мод, связанными параметрическими процес-
сами преобразования частоты вниз, монотонно увеличивается и стремиться
к пределу, определяемому коэффициентом ξd.

На Рис. 2.6 представлены графики зависимостей условной дисперсии
V cond
12 в зависимости от приведенной длины взаимодействия η и нормирован-

ного коэффициента связи ξu при различных значениях нелинейного коэф-
фициента ξd. Из Рис. 2.6 видно, что с точки зрения перепутанности между
состояниями мод с частотами ω1 и ω2, случай наибольшей перепутанности
(наименьшего значения V cond

12 ) реализуется при ξu = ξd = ξ. В этом случае
функция V cond

12 стремиться к нулю с ростом длины взаимодействия, что сви-
детельствует об усилении перепутанности.

Таким образом, результаты анализа ЭПР-корреляций квадратурных ком-
понент поля находятся в соответствии с результатами, полученными при рас-
смотрении информационных характеристик. Можно сделать вывод, что нали-
чие процесса смешения частот между модами с частотами ω1 и ω3 приводит
к подавлению шума, внесенного параметрическим процессом преобразования
частоты вниз, протекающего в поле удвоенной волны накачки.

На Рис. 2.7 представлены графики зависимости дисперсии V cond
32 от дли-

ны взаимодействия η и нелинейного коэффициента ξu для различных зна-
чениях нелинейного коэффициента ξd. Из Рис. 2.7 видно, что в отличие от
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Рис. 2.6. Условная дисперсия V cond
12 в зависимости от приведенной длины взаимодействия

η и нормированного коэффициента связи ξu при a) ξd = 1.0, b) ξd = 0.5

Рис. 2.7. Условная дисперсия V cond
32 в зависимости от приведенной длины взаимодействия

η и нормированного коэффициента связи ξu при a) ξd = 1.0, b) ξd = 0.5
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дисперсии V cond
12 дисперсия V cond

32 оказывается больше при данных значениях
параметров, что свидетельствует о малой перепутанности между модами с
частотами ω2 и ω3. Видно также, что с ростом эффективности процесса сме-
шения частот перепутанность между модами на частотах ω2 и ω3 пропадает
полностью.

2.4. Четырехмодовые перепутанные состояния,

генерируемые в связанных параметрических

процессах; квантовые уравнения, гамильтониан

взаимодействия

2.4.1. Квантовые уравнения, гамильтониан взаимодействия

В этом разделе мы будем изучать три связанных невырожденных па-
раметрических процесса, состоящих из одного процесса преобразования ча-
стоты вниз и двух процессов преобразования частоты вверх, одновременно
протекающих в поле одной волны накачки с частотой ωp. Речь будет идти о
взаимодействии волн с частотами ω1, ω2, ω3 и ω4 такими, что

ωp = ω1 + ω2,

ω1 + ωp = ω3,

ω2 + ωp = ω4,

(2.58)

В работах [39, 40, 46] показано, что в кристаллах с апериодической модуляци-
ей знака нелинейности для рассматриваемых связанных процессов возможно
скомпенсировать фазовые расстройки:

∆k1 = kp − k1 − k2,

∆k2 = kp + k1 − k3,

∆k3 = kp + k2 − k4.

(2.59)

Таким образом, полагая условия квазисинхронизма выполненными, а также,
что все взаимодействующие волны плоские и монохроматические мы можем
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записать укороченные уравнения для комплексных амплитуд взаимодейству-
ющих волн. Далее, пользуясь процедурой, изложенной в разделе 2.1.2, можно
перейти к квантовому описанию процесса. Гамильтониан взаимодействия для
рассматриваемых связанных процессов (2.58) имеет вид

Ĥint = i~
n

c

[
β(â†1â

†
2 − â1â2) + γ1(â1â

†
3 − â†1â3) + γ2(â2â

†
4 − â†2â4)

]
. (2.60)

Уравнения Гейзенберга, соответствующие гамильтониану (2.60),

dâ1
dz

= −βâ†2 + γ1â3,

dâ†2
dz

= −βâ1 + γ2â
†
4,

dâ3
dz

= −γ1â1,

dâ†4
dz

= −γ2â†2,

(2.61)

где нелинейные коэффициенты связи

β =
2π

√
ω1ω2

cn
g1d

(1)
eff |Ap|ei(φp−π/2),

γ1 =
2π

√
ω1ω3

cn
g2d

(2)
eff |Ap|ei(φp−π/2),

γ2 =
2π

√
ω2ω4

cn
g3d

(3)
eff |Ap|ei(φp−π/2),

(2.62)

здесь n — показатель преломления для генерируемых мод, |Ap|, φp — ампли-
туда и фаза волны накачки, gm — амплитуда фурье-компоненты апериоди-
ческой структуры для соответствующего процесса. Здесь мы также, как и в
разд. 2.1.2, пренебрегли в нелинейных коэффициентах различием показате-
лей преломления на частотах взаимодейтсвующих волн: nj = n (j = 1 . . . 4).

2.4.2. Решение уравнений

Решение уравнений (2.61) представим в матричном виде:

â(z) = Q(z)â0,

где â(z) = (â1(z), â
†
2(z), â3(z), â

†
3(z))

T — столбец, составленный из операторов
генерируемых мод на выходе кристалла длиной z, â0 = â(z = 0) — столбец,
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соответствующий входным значениям операторов, Q(z) — 4 × 4 матрица, с
передаточными коэффициентами Qmn, связывающими оператор на частоте
ωm на выходе кристалла с оператором на частоте ωn на входе кристалла:

Q(z) =


Q11(z) Q12(z) Q13(z) Q14(z)

Q21(z) Q22(z) Q23(z) Q24(z)

Q31(z) Q32(z) Q33(z) Q34(z)

Q41(z) Q42(z) Q43(z) Q44(z)

 . (2.63)

Передаточные коэффициенты имеют следующий вид:

Q11(z) =
(
(Γ2

1 + γ22) ch(Γ1z)− (Γ2
2 + γ22) ch(Γ2z)

)
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q12(z) = β(Γ2 sh(Γ2z)− Γ1 sh(Γ1z))/(Γ
2
1 − Γ2

2),

Q13(z) = γ1

(
Γ2
1 + γ22
Γ1

sh(Γ1z)−
Γ2
2 + γ22
Γ2

sh(Γ2z)

)
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q14(z) = βγ2(ch(Γ2z)− ch(Γ1z))/(Γ
2
1 − Γ2

2),

Q22(z) = ((Γ2
1 + γ21) ch(Γ1z)− (Γ2

2 + γ21) ch(Γ2z))/(Γ
2
1 − Γ2

2),

Q23(z) = βγ1(ch(Γ2z)− ch(Γ1z))/(Γ
2
1 − Γ2

2),

Q24(z) = γ2

(
Γ2
1 + γ21
Γ1

sh(Γ1z)−
Γ2
2 + γ21
Γ2

sh(Γ2z)

)
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q33(z) = γ21

(
Γ2
2 + γ22
Γ2
2

ch(Γ2z)−
Γ2
1 + γ22
Γ2
1

ch(Γ1z)

)
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q34(z) = βγ1γ2

(
sh(Γ1z)

Γ1
− sh(Γ2z)

Γ2

)
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q44(z) = γ22

(
Γ2
2 + γ21
Γ2
2

ch(Γ2z)−
Γ2
1 + γ21
Γ2
1

ch(Γ1z)

)
/(Γ2

1 − Γ2
2),

(2.64)

где инкременты:

Γ1,2 =
1√
2

[
β2 − γ21 − γ22 ±

√
(β2 − γ21 − γ22)

2 − 4γ21γ
2
2

]1/2
=

=
1

2

[√
β2 − (γ1 − γ2)2 ±

√
β2 − (γ1 + γ2)2

]
.

(2.65)

Для остальных передаточных функций справедливы соотношения:

Q21(z) = Q12(z), Q31(z) = −Q13(z), Q32(z) = −Q23(z),

Q41(z) = −Q14(z), Q42(z) = −Q24(z), Q43(z) = Q34(z).
(2.66)
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Из коммутационных соотношения для бозе-операторов поля: [âm, â†n] =
δmn, вытекают соотношения, связывающие передаточные коэффициенты:

4∑
j=1

(−1)m+jQmjQnj = δmn, (m,n = 1 . . . 4). (2.67)

Как было сказано Разд. 2.1.3, с точки зрения получения интенсивных по-
лей интерес представляют такие значения коэффициентов нелинейной связи,
при которых инкременты действительные. Условие действительности инкре-
ментов (2.65) требует, чтобы нелинейные коэффициенты связи удовлетворяли
неравенству:

β ≥ (γ1 + γ2), (2.68)

или, иначе, чтобы суммарная эффективность преобразования частот вверх не
превосходила эффективности процесса преобразования частоты вниз. В слу-
чае, когда нелинейные коэффициенты не удовлетворяют неравенству (2.68),
гиперболические функции в передаточных коэффициентах заменяются на
тригонометрические. Если же нелинейные коэффициенты связи таковы, что
выполняется равенство β = γ1 + γ2 , то эволюция всех параметрических про-
цессов протекает с одним фактором усиления:

Γ =
√
γ1γ2. (2.69)

Вместо коэффициентов β, γ1, γ2 и длины взаимодействия z введем нор-
мированные коэффициенты: ξ1 = γ1/β, ξ2 = γ2/β, которые характеризуют
эффективность процессов смешения частот по отношению к процессу преоб-
разования частоты вниз, и нормированную длину взаимодействия: η = βz.
Таким образом, для аргументов гиперболических функций имеем:

Γ1,2z =
1

2

[√
1− (ξ1 − ξ2)2 ±

√
1− (ξ1 + ξ2)2

]
η. (2.70)

Из (2.70) легко видеть, что разность ξ1 − ξ2 уменьшает инкременты для
связанных параметрических процессов (2.58). Таким образом, с точки зрения
интенсивности генерируемых полей случай равных эффективностей процес-
сов смешения частот (ξ1 = ξ2 = ξ) является оптимальным. В режиме рав-
ных эффективностей процессов смешения частот уравнения (2.61) обладают
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дополнительной симметрией, которая проявляется в равенствах следующих
передаточных функций:

Q11(z) = Q22(z), Q33(z) = Q44(z), Q13(z) = Q24(z). (2.71)

Далее мы проведём квантовый статистический анализ расматриваемо-
го связанного процесса во многом аналогичный таковому, выполненному в
разделе 2.3.

2.4.3. Корреляции квадратурных компонент

Обратимся теперь к исследованию парных корреляций с точки зрения
квадратурных компонент поля. Как уже было сказано, случай ξ1 = ξ2 = ξ

является оптимальным с точки зрения получения интенсивных квантовых
полей. Исследуем сначало ЭПР-корреляции между модами с частотами ни-
же частоты накачки (частоты ω1 и ω2) и между модами с частотами выше
частоты накачки (частоты ω3 и ω4). Для дальнейших расчетов нам понадо-
бятся корреляции квадратурных компонент для различных пар мод поля.
Пользуясь (2.64), приходим к следующим выражениям для корреляций:

⟨x̂jx̂l⟩ = (−1)j+l⟨ŷj ŷl⟩ =
1

2

4∑
k=1

QjkQkl (2.72)

Расчитаем дисперсии (2.52) при gx = gy = 1. Используя (2.72), приходим
к следующим выражениям для дисперсий

Vd =V (x̂1 + x̂2) = V (ŷ1 − ŷ2) =

=
e−η

1− 4ξ2

[
ch(
√

1− 4ξ2η)−
√

1− 4ξ2 sh(
√
1− 4ξ2η)− 4ξ2

]
,

Vu =V (x̂3 + x̂4) = V (ŷ3 − ŷ4) =

=
e−η

1− 4ξ2

[
ch(
√

1− 4ξ2η) +
√

1− 4ξ2 sh(
√

1− 4ξ2η)− 4ξ2
]
.

(2.73)

На рис. 2.8 представлены зависимости дисперсий (2.73) для пар мод с ча-
стотами ниже частоты накачки (a) и с частотами выше частоты накачки (b).
Нетрудно видеть, что увеличение эффективности преобразования частоты
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Рис. 2.8. Зависимость дисперсий (2.73) для различных пар мод от длины взаимодействия
и нормированного нелинейного коэффициента ξ = ξ1 = ξ2 для различных пар мод: a) V12,
b) V34

вверх (увеличение ξ) ведет к снижению перепутанности между модами (ро-
сту дисперсий) с частотами ниже частоты накачки. В то же время увеличение
ξ приводит к усилению квантовых корреляций между модами с частотами вы-
ше частоты накачки. Это можно объяснить таким образом. В параметриче-
ском процессе распада фотонов накачки происходит генерация перепутанных
световых полей являются источниками перепутанности для мод на частотах
выше частоты накачки. Процессы смешения частот при этом играют роль по-
терь для этих мод. С другой стороны, процессы смешения частот являются
источниками перепутанности для мод на частотах выше частоты накачки.

Как следует из рис. 2.8, максимальная перепутанность между модами с
частотами ω3 и ω4 достигается при отношении нелинейных коэффициентов
ξ = 1/2. Исследуемые дисперсии в таком случае даются формулами:

V opt
d =

1

2
e−η(η2 − 2η + 2),

V opt
u =

1

2
e−η(η2 + 2η + 2).

(2.74)

Обратимся к ЭПР-корреляциям между остальными парами мод. Диспер-
сии квадратур на частотах ниже и выше частоты накачки отличны друг от
друга, поэтому для выявления квантовых корреляций будем пользоваться
условными дисперсиями (2.54). Громоздкость выражений для V cond

31 и V cond
41

не позволяет записать их в наглядном виде подобно (2.73). На Рис. 2.9 пред-
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Рис. 2.9. Зависимость условных дисперсий V cond
31 = V cond

31,x = V cond
31,y и V cond

41 = V cond
41,x = V cond

41,y

от длины взаимодействия η и коэффициента ξ = ξ1 = ξ2

ставлены графики зависимостей дисперсий V cond
31 и V cond

41 от длины взаимодей-
ствия η и нелинейного коэффициента ξ = ξ1 = ξ2. Из Рис. 2.9 видно, что при
рассматриваемых параметрах условные дисперсии V cond

31 ≥ 1/2, V cond
41 ≥ 1/2,

что свидетельствует об отсутствии ЭПР-корреляций между модами с часто-
тами ниже и выше частоты накачки. Из Рис. 2.9 также видно, что в отличие
от дисперсий V12 и V34, изученных выше, при ξ = 1/2 дисперсии V cond

31 и V cond
41

принимают максимальные значения, которые даются выражениями:

V cond
31 =

2 + 4η2 + η4 + 2 ch(2η)

4 (2η sh η + (2 + η2) ch η)
,

V cond
41 =

1 + 2η2 + 2 ch(2η)

4 (2η sh η + (2 + η2) ch η)

(2.75)

2.5. Блочное перепутывание

В предыдущих разделах с помощью анализа парной перепутанности по-
казано, что в связанном нелинейно-оптическом взаимодействии, состоящем
из одного параметрического процесса преобразования частоты вниз и двух
процессов смешения частот, формируются две пары перепутанных мод: пе-
репутанные моды с частотами ω1 и ω2 и перепутанные моды с частотами
ω3 и ω4. В настоящем разделе мы будем исследовать перепутывание меж-
ду двумя парами мод, то есть будет исследоваться блочное перепутывание.
Для анализа перепутанности между блоками будем пользоваться критерием,
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основанным на рассмотрении симплектических собственных значений корре-
ляционной матрицы квадратурных компонент. Детальное изложение этого
критерия перепутанности можно найти в работе [53].

Согласно этому критерию для анализа на перепутание N -модовой систе-
мы необходимо рассчитать матрицу σ̃, которая получается из корреляцион-
ной матрицы квадратурных компонент поля σ с помощью частичного преоб-
разования квадратурных компонент поля. Частичное преобразование квад-
ратур зависит от типа исследуемой перепутанности. Так, например, при ис-
следовании перепутанности между двумя подсистемами для получения мат-
рицы σ̃ следует изменить знаки квадратур ŷl, отвечающим модам одной из
этих подсистем. Дальнейший анализ перепутанности строится на расчете соб-
ственных значений νi (i = 1 . . . N) матрицы iΩσ̃, где Ω — симплектическая
матрица, имеющая вид:

Ω = ω⊕N , ω =

(
0 1

−1 0

)
.

Мерой перепутанности является величина

N(σ̃) =


∏
l

ν−1
l , если ∃l : νl <

1

2
,

0, если νl ≥
1

2
∀l.

(2.76)

Рассчитаем элементы корреляционной матрицы квадратурных компо-
нент (2.50). Пользуясь (2.63), имеем следующие выражения для корреляций:

σxjxl = ⟨x̂jx̂l⟩ = (−1)j+l⟨ŷj ŷl⟩ =
4∑

k=1

Qjk(z)Qlk(z),

σxjyl = ⟨x̂j ŷl⟩ = 0, (j, l = 1 . . . 4).

(2.77)

В нашем случае мы исследуем перепутанность между двумя подсистема-
ми — блоком мод с частотами ниже частоты накачки и блоком мод с часто-
тами выше частоты накачки, поэтому воспользуемся преобразованием квад-
ратур ŷ1 → −ŷ1, ŷ2 → −ŷ2, либо ŷ3 → −ŷ3, ŷ4 → −ŷ4.
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В результате всех преобразований имеем два четырехкратно вырожден-
ных собственных значения матрицы |iΩσ̃|:

ν± =

√
A±

√
A2 − 1/4

2
, (2.78)

где
A =

1

4µ12
+

1

4µ34
− 2(σ2x1x3 − σ2x1x4). (2.79)

Здесь

µ12 = Tr(ρ̂212) =
1√

det(2σ12)
, µ34 = Tr(ρ̂234) =

1√
det(2σ34)

(2.80)

— величины, характеризующие степень чистоты состояния блока мод на ча-
стотах ниже частоты накачки и блока мод на частотах выше частоты накачки
соответственно, обладающие свойствами: 0 ≤ µ ≤ 1, причем µ = 1 отвечает
чистому квантовому состояния. ρ̂12, ρ̂34 и σ12, σ34 — операторы плотности и
корреляционные матрицы квадратур для исследуемых блоков мод поля.

При µ12 = µ34 = 1 мы имеем блоки мод, соответствующие чистым состо-
яниям. Таким образом в этой ситуации блоки мод не связаны друг с другом,
и, следовательно ν− = ν+ = 1

2 . Заметим, что в случае неперепутанных блоков
квадратурные корреляции между ними отсутствуют: σx1x3 = σx1x4 = 0.

На Рис. 2.10 представлен график зависимостей собственного значения
ν− от нормированной длины взаимодействия η и приведенного нелинейного
коэффициента ξ. Из Рис. 2.10 видно, что с ростом длины взаимодействия
величина ν− стремится к нулю, что свидетельствует об увеличении перепу-
танности между блоком мод с частотами ω1 и ω2 и блоком мод с частотами
ω3 и ω4. Видно также, что с увеличением ξ, то есть с ростом темпа взаимодей-
ствия между блоками мод, перепутанность между частотами ниже и выше
частоты накачки растет.

2.5.1. Проявление блочного перепутывания

В Разд. 2.4.3 показано, что моды поля на частотах ниже частоты накачки
и моды поля на частотах выше частоты накачки, формируемые в связанном
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процессе, проявляют ЭПР-корреляции, тогда как корреляции между осталь-
ными парами мод отсутствуют. Как отмечалось во Введении, двухмодовые
перепутанные состояния (операторы âj и âl) непрерывных переменных могут
быть получены с помощью смешения на светоделителе двух сжатых состоя-
ний; пусть они описываются операторами b̂j и b̂l. Однако можно показать, что
смешение полученных таким образом перепутанных полей âj, âl на другом
светоделителе приводит к их распутыванию:

b̂j =
âj + âl√

2
, b̂l =

âj − âl√
2

. (2.81)

Для состояний âj, âl, полученных в традиционном параметрическом процессе
преобразования частоты вниз, квантовые флуктуации сжатых состояний b̂j,
b̂l некоррелированны. Покажем, что в нашем случае квантовые флуктуации
сжатых состояний, создаваемых с помощью преобразования (2.81) мод â1,
â2 и мод â3, â4, сформированных в связанном процессе (2.58) коррелирован-
ны между собой, что является проявлением перепутанности между блоками,
состоящих из этих мод.

На Рис. 2.11 изображена схема, в которой генерируются сжатые состо-
яния с коррелированными квантовыми флуктуациями. В этой схеме моды
полей âl (l = 1 . . . 4), полученные в АНФК, преобразуются на светоделите-
лях BS1 и BS2. Заметим, что при этом должно быть ω1 = ω2 и ω3 = ω4,
но моды с одинаковыми частотами имеют разную поляризацию, а светодели-
тели поляризационные. Таким образом, преобразования (2.81) всегда можно
осуществить.

Рассчитаем дисперсии квадратур преобразованных мод (2.81). Имеем
следующие соотношения:

V (x̂b1 − x̂b3) = V (ŷb2 − ŷb4) = V (x̂b1) + V (x̂b3)− 2⟨x̂b1x̂b3⟩ =

= (V (x̂b1) + V (x̂b3))K,
(2.82)

где

K = 1− 2⟨x̂b1x̂b3⟩
V (x̂b1) + V (x̂b3)

= 1− 4(σx1x3 + σx1x4)

V (x̂1 + x̂2) + V (x̂3 + x̂4)
(2.83)

— величина, характеризующая ЭПР-корреляции между блоками мод. При
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Рис. 2.10. Зависимость собственного значения ν− от нормированной длины взаимодействия
η и нелинейного коэффициента ξ = ξ1 = ξ2

Рис. 2.11. Схема получения сжатых состояний с коррелированными флуктуациями. По-
давленные флуктуации квадратур коррелируют между модами b̂1 и b̂3, а b̂2 с b̂4

63



Рис. 2.12. Корреляция между блоками мод с частотами выше и ниже частоты накачки

отсутствии корреляций между блоками σx1x3 = σx1x4 = 0 величина K = 1.0,
перепутанности между блоками нет. При σx1x3 > 0, σx1x4 > 0 имеем K < 1,
что свидетельствует о наличии перепутанности между блоками.

На Рис. 2.12 представлен график зависимости параметра K от нормиро-
ванной длины взаимодействия η и приведенного нелинейного коэффициента
ξ. Из сравнения Рис. 2.12 с Рис. 2.11 видно, что характер зависимости пара-
метраK совпадает с характером зависимости симплектического собственного
значения ν− (2.78).
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2.6. Приложение к Главе 1.

Возможность реализации связанных трехчастотных

квазисинхронных оптических взаимодействий в АНФК

и оценки нелинейных длин

Как упоминалось ранее, несколько трехчастотных параметрических про-
цессов удается одновременно реализовать в апериодических нелинейных фо-
тонных кристаллах (АНФК). Структура таких кристаллов, определяемая
функцией модуляции знака нелинейности g(z), может быть сравнительно
просто рассчитана с помощью метода суперпозиции модуляции нелинейной
восприимчивости. Подробное исследование этого метода можно найти в [38].
Согласно этому методу, функция g(z) нелинейной структуры кристалла, в
котором могут эффективно протекать N связанных трехчастотных парамет-
рических процессов дается выражением:

g(z) = sign

[
N∑
j=1

aj sin

(
2π

Λj
z + φj

)]
, (2.84)

где sign(x) — знакопеременная функция sign(x) = 1 при x > 0, sign(x) = −1

при x < 0 и sign(x) = 0 при x = 0, aj, φj — амплитуда и фаза модулирующих
гармоник, Λj = 2π/|∆kj| — период нелинейной структуры для реализации
j-го процесса с волновой расстройкой ∆kj.

Амплитуды aj определяют темп нелинейного взаимодействия j-го про-
цесса, то есть нелинейный коэффициент связи волн в этом процессе. Таким
образом, при создании АНФК рассматриваемым методом имеется возмож-
ность изменять эффективность процессов, задействованных в связанных вза-
имодействиях. Отметим, что динамически менять aj не представляется воз-
можным, эти коэффициенты выбираются на этапе создания кристалла. Как
показано в [38], изменение значений фаз φj не отражается на эффективности
нелинейного преобразования, хотя оно может влиять на динамику процесса,
так как эквивалентно изменению начальных фаз волн, участвующих в свя-
занном процессе. В работе [40] показано, что можно получить аналитические
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зависимости gm(a1, . . . , aN), что позволяет находить необходимые простран-
ственные амплитуды aj по заданным коэффициентам нелинейной связи.

Оценим реальные длины кристаллов, которые соответствуют приведен-
ным длинам взаимодействия, рассмотренным в настоящей главе.

В общем случае эффективные нелинейные коэффициенты связи d
(m)
eff в

нелинейных коэффициентах (2.3) зависят от дисперсии кристалла и геомет-
рии волнового взаимодействия. Для связанного процесса, состоящего из двух
параметрических преобразования частоты вниз и одного процесса смешения
частот (2.1) имеем эффективные нелинейности [18]:

d
(1)
eff = e1(χ

(2)(ω1 = ωp − ω2) : epe2) =

= e2(χ
(2)(ω2 = ωp − ω1) : epe1) = ep(χ

(2)(ωp = ω1 + ω2) : e1e2)
(2.85)

d
(2)
eff = e2(χ

(2)(ω2 = ω2p − ω3) : e2pe3) =

= e3(χ
(2)(ω3 = ω2p − ω2) : e2pe2) = e2p(χ

(2)(ω2p = ω2 + ω3) : e2e3),
(2.86)

d
(3)
eff = e1(χ

(2)(ω1 = ω3 − ωp) : e3ep) =

= e3(χ
(2)(ω3 = ωp + ω1) : e1ep) = ep(χ

(2)(ωp = ω3 − ω1) : e1e3),
(2.87)

где χ(2) — тензор квадратичной нелинейности кристалла, em — вектор поля-
ризации моды на m-ой частоте (m = 1, 2, 3, p, 2p).

В качестве нелинейного среды рассмотрим кристалл ниобата лития, при-
надлежащий к группе симметрии 3m. Как известно, тензор нелинейной вос-
приимчивости всегда симметричен относительно перестановки двух послед-
них индексов χijk = χikj, и традиционно тензор представляется матрицей dil
(i = 1, 2, 3, l = 1, 2, . . . 6, χijk = 2dil). Для LiNbO3 отличны от нуля восемь ком-
понент: d22 = −d16 = −d21 = 2, 46 пм/В, d31 = d15 = d24 = d32 = −4, 64 пм/В,
d33 = −41, 46 пм/В. Формулы эффективных нелинейностей для различных
типов трехчастотных взаимодействий следующие:

ee− e : χ(2) = −(3d15 cos
2 θ sin θ + d33 sin

3 θ + d22 cos
3 θ sin 3φ),

oo− e : χ(2) = d15 sin θ − 2d22 cos θ sin 3φ,

oo− o : χ(2) = −d22 cosφ(2 cos 2φ− 1),

ee− o : χ(2) = −d22 cos2 θ cosφ(2 cos 2φ− 1).

(2.88)
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Здесь углы θ и φ в сферических координатах определяют направление рас-
пространения волны накачки, dil — компоненты тензора нелинейной воспри-
имчивости (см. рис. 2.13). Символ o соответствует волне с обыкновенной по-
ляризацией, e — с необыкновенной поляризацией.

Как видно из формул (2.88), наибольшую нелинейность (d33) удается
задействовать, когда все взаимодействующие волны имеют необыкновенную
поляризацию. Будем считать, что направление распространения волн пер-
пундикулярно оптической оси, то есть θ = π/2. В этом случае χ(2) = −d33,
то есть коэффициент нелинейной связи волн максимально возможный и нет
зависимости от угла φ.

Проведем оценки нелинейных длин для кристалла LiNbO3. Считаем, что
амплитуда вектора обратной решетки gm = 2/π, который компенсирует фа-
зовую расстройку 1. Пользуясь (2.10) и учитывая выражение для интенсив-
ности волны накачки:

Ip =
c

n

|Ap|2

8π

имеем следующее выражение для так называемой нелинейной длины взаимо-
действия:

Lnl =
1

β
=

1

4π2deff

√
cλ1λ2
8πnIp

. (2.89)

Здесь λ1 и λ2 — длины взаимодействующих волн. Для оценки положим λ1 =

λ2 = λ. Как уже говорилось, для кристала LiNbO3 наибольшая эффективная
нелинейность может быть задействована когда взаимодействующие волны
имеют необыкновенную поляризацию. Этот тип взаимодействия может быть
реализован для обоих рассмотренных связанных процессов (2.1) и (2.58). Для
такого случая при Ip = 100 МВт/см2 и λ = 1.064 мкм нелинейная длина Lnl ≈
0.1 см. Однако, как видно из (2.88), в связанном процессе (2.58) волны имеют
разную поляризацию при типе взаимодействия oo-e: ωop = ωo1 + ωe2, ωop + ωo1 =

ωe3, ωop+ωe1 = ωo3. Хотя в этой ситуации задействована меньшая эффективная
нелинейность, чем в ee-e взаимодействии, вырождение волн по поляризации
позволяет реализовать связанные взаимодействия с частотами ω1 = ω2, ω3 =

ω4, что позволяет упростить преобразование и регистрацию квантовых полей,
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Рис. 2.13

генерируемых в связанном взаимодействии. В этой ситуации при параметрах,
указанных выше, оценки дают значение Lnl ≈ 1.0 см.

2.7. Выводы

В настоящей Главе детально исследованы квантовые корреляции двух
пятичастотных связанных параметрических взаимодействия: 1) взаимодей-
ствия, состоящего из двух параметрических процессов преобразования часто-
ты вниз и одного процесса смешения частот, протекающего в поле двух волн
накачек с кратными частотами, и 2) взаимодействия, протекающего в поле од-
ной волны накачки, состоящего из одного процесса преобразования частоты
вниз и двух процессов смешения частот.

Исследования перепутанности в первом связанном взаимодействии, про-
веденные с помощью рассмотрения корреляций квадратурных компонент по-
ля и информационных характеристик, показали что в нем формируются трех-
модовые перепутанные состояния. Показано, что процессы преобразования
частоты вниз оказывают шумовое влияние друг на друга: с увеличением эф-
фективности одного процесса преобразования частоты вниз перепутанность,
формируемая в другом процессе преобразования частоты вниз уменьшает-
ся. Показано также, что процесс смешения частот может уменьшить шумо-
вое влияние одного параметрического процесса преобразования частоты вниз
на другой. Причем оптимальное уменьшение шумового влияния достигается
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когда эффективность процесса смешения частот равна эффективности про-
цесса преобразования частоты вниз, шумовое действие которого необходимо
уменьшить. Это свойство связанного процесса может быть использовано, на-
пример, в схемах управляемого сверхплотного кодирования (см., например,
[62, 63]).

Исследования перепутанности в связанном взаимодействии, состоящем
из одного параметрического процесса преобразования частоты вниз и двух
процессов смешения частот, показали, что в нем формируются два двухмо-
довых перепутанных состояния. Показано, что оптимальный случай с точки
зрения величины перепутанности реализуется, когда эффективности процес-
сов смешения частот равны друг другу. Этот процесс может служить ис-
точником перепутанных состояний между высокочастотными модами, когда
перепутанность между ними нельзя получить в традиционном параметриче-
ском процессе из-за поглощения накачки в нелинейном кристалле.

Показано также, что в связанном процессе, протекающем в поле одной
волны накачки, блоки мод на частотах ниже (частоты ω1 и ω2) и выше (часто-
ты ω3 и ω4) частоты накачки перепутанны между собой. Этот тип перепутан-
ности может быть использован, например, в секретных протоколах передачи
информации, в которых для передачи и получения сообщения необходимы
действия двух действующих лиц, как с отправляющей, так и с получающей
сторон.
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Глава 3

Телепортация перепутанных двухчастотных

пространственно-одномодовых состояний

Телепортация — передача квантового состояния из одного места в дру-
гое без непосредственного участия в этой передаче носителя квантового со-
стояния, играет важную роль в квантовой информации. Основное свойство
квантовой телепортации — передача неизвестного квантового состояния без
нарушения его состояния, находит широкое применение в схемах квантовой
информации как для передачи состояния квантовых систем между отдельны-
ми частями квантового компьютера, так и непосредственно для выполнения
квантовых вычислений [86, 87]. Использование телепортации в квантовой ком-
муникации позволяет увеличить пропускную способность канала связи, что
находит применения в схемах сверхплотного кодирования [60].

Алгоритм телепортации был впервые предложен в работах [69, 70]. На
сегодняшний день осуществлены эксперименты по телепортации состояний
одиночных фотонов [72–76], атомов [77–79] и непрерывных переменных [80,
81, 81, 82]. Теоретические исследования телепортации рассмотрены в рабо-
тах [83, 84, 90].

В настоящей Главе исследуется схема телепортации перепутанных двух-
модовых состояний, в которой в качестве вспомогательного квантового пе-
репутанного состояния используется четырехчастотное поле, генерируемое в
связанном параметрическом взаимодействии.

3.1. Схема телепортации

3.1.1. Алгоритм телепортации квантовых состояний

Рассмотрим сначало, не вдаваясь в детали, алгоритм телепортации кван-
тового состояния [69]. На рис. 3.1 представлены основные шаги алгоритма
телепортации. В схеме телепортации перепутанного состояния два действу-
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Рис. 3.1. Схема алгоритма телепортации квантового состояния.

ющих лица: отправитель состояния, традиционно называемый в литературе
Алисой, и получатель состояния, называемый Бобом. Алиса обладает неиз-
вестным ей состоянием |ψin⟩1, носителем которого является квантовая систе-
ма 1. Алиса хочет передать квантовое состояние |ψin⟩1 Бобу. Для этой цели
между Алисой и Бобом устанавливается квантовый канал связи (рис. 3.1a),
которым служит вспомогательное состояние |ψaux⟩23 двух перепутанных кван-
товых систем: система 2, принадлежащая Алисе, и система 3, принадлежа-
щая Бобу. Затем Алиса комбинирует телепортируемое состояние |ψin⟩1 со
своей частью перепутанного вспомогательного состояния |ψaux⟩23, после чего
проводит измерения над комбинированным состоянием |ψmeas⟩12 (рис. 3.1b).
Результаты своих измерений Алиса посылает Бобу, который, в свою очередь,
проводит унитарное преобразование U своей части вспомогательного состоя-
ния в соответствии с результатами измерений Алисы. В конечном итоге Боб
получает состояние |ψout⟩3 (рис. 3.1c).

Для описания соответствия телепортированного состояния |ψout⟩3 изна-
чальному состоянию |ψin⟩1 пользуются величиной, называемой точностью.
Для чистых состояний точность определяется как

F = |⟨ψin|ψout⟩|2, 0 ≤ F ≤ 1, (3.1)

и при идеальной телепортации принимает максимальное значение F = 1. За-
метим, что в англоязычной литературе параметр F называется fidelity. Уста-
новившегося его перевода на русский язык пока нет. Иногда его называет
верностью или достовеностью, нам же представляется более адеквантый пе-
ревод как точность.

В общем случае, однако, телепортируемое состояние не является чистым
и описывается оператором плотности ρ̂out. В таком случае пользуются пара-
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метром точности, который определяется следующим образом:

F = ⟨ψin|ρ̂out|ψin⟩. (3.2)

Для успешной передачи перепутанного состояния необходимо передать
квантовые корреляции между модами. Поэтому одного параметра точности
для описания качества передачи состояния может быть недостаточно. Таким
образом, для описание свойств перепутанности между частями телепорти-
руемого состояния, помимо параметра точности, следует воспользоваться и
другими характеристиками, описывающей квантовые корреляции. Такой ха-
рактеристикой может служить любая величина, с помощью которой можно
сравнить перепутанность посылаемого состояния с перепутанностью получен-
ного. Например, в случае телепортации двухмодового состояния можно срав-
нивать ЭПР-корреляции телепортированного состояния с ЭПР-корреляция-
ми исходного перепутанного состояния.

3.1.2. Схема телепортации двухмодовых перепутанных состояний

На рис. 3.2a представлена схема телепортации двухмодовых перепутан-
ных состояний. Перепутанное двухмодовое состояние генерируется в тради-
ционном параметрическом процессе преобразования частоты вниз:

ω′
p = ωs + ωi, (3.3)

где ωs, ωi — частота сигнальной и холостой волны соответственно, ω′
p — часто-

та накачки. Состояние поля, генерируемое в параметрическом процессе (3.3)
передается Алисе. Обозначим через âs, âi бозе-операторы для сигнальной и
холостой волны.

Между Алисой и Бобом устанавливается квантовый канал связи. Для
этого используются состояния, генерируемые в связанных процессах (2.58):
ωp = ω1 + ω2, ω1 + ωp = ω3, ω2 + ωp = ω4. На рис. 3.2a операторы поля,
формируемого в связанных взаимодействиях обозначены через âj, где ин-
декс j соответствует генерируемой частоте ωj (j = 1 . . . 4). Состояние поля
на несущих частотах ω1 и ω4 посылается Алисе, а состояние поля на часто-
тах ω2 и ω3 — Бобу. Как было сказано в предыдущем разделе, на следующем
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этапе телепортации необходимо провести измерения над комбинированным
состоянием перепутанного состояния Алисы и ее частью вспомогательного
состояния. В нашем случае необходимо произвести измерения квадратурных
компонент поля. С точки зрения простоты измерения квадратур комбиниро-
ванного состояния поля наилучший случай реализуется, когда частоты ω1 и
ω4 совпадают с несущими частотами телепортируемого состояния ωs и ωi:

ω1 = ωs, ω4 = ωi. (3.4)

На рис.3.2b представлена возможная схема реализации алгоритма те-
лепортации с установкой, использующей один задающей генератор. В этой
схеме задающий генератор — лазер — генерирует когерентное интенсивное
излучение на частоте ωp. Затем это излучение делится светоделительной пла-
стинкой на 2 части. Одна часть подается на апериодический нелинейный фо-
тонный кристалл (АНФК), в котором генерируются рассматриваемые свя-
занные взаимодействия, а другая часть подается на генератор второй гармо-
ника (ГВГ). Излучение на удвоенной частоте 2ωp подается на нелинейный
кристалл (таким кристаллом может быть НФК), в котором происходит ге-
нерация перепутанного состояния на частотах ωs и ωi. Легко заметить, что
при данных частотах накачек условие равенства частот (3.4) удается реализо-
вать. Чтобы убедиться в этом, достаточно сложить первое и третье равенство
из частотных соотношений (2.58): ωp + ω2 + ωp = ω1 + ω2 + ω4, откуда сразу
следует: 2ωp = ω1+ω4. Таким образом, в этой схеме ω′

p = 2ωp. Задающий гене-
ратор может давать излучение, например, с длиной волны λp = 1.06 мкм, при
этом длины волн для генерируемых волн: λ1 = λs = 2.0 мкм, λ2 = 2.26 мкм,
λ3 = 0.69 мкм, λ4 = λi = 0.72 мкм.

3.2. Измерения и преобразования квантовых полей

3.2.1. Измерение, проводимые Алисой

На следующем этапе протокола квантовой телепортации Алиса сбивает
на светоделителях BS1, BS2 перепутанное состояние, которое она хочет пере-
дать Бобу, с модами поля â1 â4, полученными из связанных взаимодействий.
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Рис. 3.2. a) Схема телепортации перепутанного состояния с использованием связанных
процессов (предполагается выполнение следующих соотношений для частот: ω1 = ωs, ω4 =

ωi), b) Возможная схема телепортации с использованиме одного задающего генератора —
лазера
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Без ограничения общности будем полагать все светоделители полностью сим-
метричными по пропусканию/отражению. Для преобразования операторов
поля светоделителями имеем для BS1:

b̂s1 =
âs + â1√

2
, b̂s2 =

âs − â1√
2

, (3.5)

и для BS2:
b̂i1 =

âi + â4√
2

, b̂i2 =
âi − â4√

2
, (3.6)

Здесь b̂sm, b̂im операторы, связанные с преобразованными полями на выходе
светоделителей BS1 и BS2 соответственно, индекс m соответствует определен-
ному выходному порту светоделителя (m = 1, 2).

После этого Алиса проводит измерения квадратурных компонент. Тра-
диционной методикой измерения квадратурных компонент поля на сегодняш-
ний день является техника балансного гомодинного детектирования, которая
представлена на рис. 3.3. В этой схеме измеряемое поле, описываемое бозе-
оператором â, смешивается с интенсивным полем гомодина на светоделителе
BS, несущая частота которого совпадает с несущей частотой измеряемого
поля. Интенсивное поле гомодина позволяет описывать его классической ам-
плитудой поля A = |A|eiφ. На выходе BS имеем поля с операторами

b̂1 =
â+ A√

2
, b̂2 =

â− A√
2
. (3.7)

Проводятся измерения фотонов поля b̂1 и b̂2; их среднее число

⟨n̂1⟩ = ⟨b̂†1b̂1⟩ =
1

2
(|A|2 + ⟨â†â⟩+ Aâ† + A∗â),

⟨n̂2⟩ = ⟨b̂†2b̂2⟩ =
1

2
(|A|2 − ⟨â†â⟩ − Aâ† − A∗â).

(3.8)

Сигналы, полученные с детекторов , вычитаются:

⟨n̂1⟩ − ⟨n̂2⟩ =
√
2|A|⟨x̂(φ)⟩, (3.9)

где x̂(φ) = (âeiφ+ â†e−iφ)/
√
2 — измеряемая квадратурная компонента поля â.

Из (3.9) видно, что измеряемая квадратура зависит от фазы φ поля гомодина,
при этом x̂(0) = x̂, x̂(π/2) = ŷ.
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Рис. 3.3. Схема балансного гомодинного измерения квадратурных компонент поля.

Для поля на выходе светоделителя с произвольной степенью точности
возможно провести лишь такие измерения квадратур, в которых в измеряется
либо квадратура x̂, либо квадратура ŷ (см. ниже). Таким образом для одного
светоделителя имеем два варианта измерений. В нашем случае 2-х светоде-
лителей имеем 4 варианта возможных измерений. Один из таких вариантов
измеряемых комбинаций для сигнального плеча (светоделитель BS1):

X̂s1 =
x̂s + x̂1√

2
, Ŷs2 =

ŷs − ŷ1√
2

(3.10)

и для холостого плеча (светоделитель BS1):

X̂i1 =
x̂i + x̂4√

2
, Ŷi2 =

ŷi − ŷ4√
2

. (3.11)

Непосредственной подстановкой легко убедиться, что коммутаторы[
X̂s1, Ŷs2

]
= 0,

[
X̂i1, Ŷi2

]
= 0, что свидетельствует о возможности одновре-

менного измерения квадратур X̂(s,i)m, Ŷ(s,i)m.
Проведя измерения, Алиса посылает результаты своих измерений Xs1,

Ys2, Xi1, Yi2 Бобу по классическому каналу связи.

3.2.2. Преобразование Боба

После получения сообщения от Алисы с результатами ее измерений Боб
выполняет следующий этап алгоритма квантовой телепортации. Заметим,

76



что Боб знает заранее какие измерения проводила Алиса. Боб проделывает
преобразования его части вспомогательного перепутанного состояния (моды
â2 и â3). Эти преобразования имеют следующий вид для квадратур моды â2:

x̂outs = x̂2 +
√
2X̂s1 = x̂s + x̂1 + x̂2,

ŷouts = ŷ2 +
√
2Ŷs2 = ŷs − ŷ1 + ŷ2

(3.12)

и для моды â3:

x̂outi = x̂3 +
√
2X̂i1 = x̂i + x̂3 + x̂4,

ŷouti = ŷ3 +
√
2Ŷi2 = ŷi − ŷ3 + ŷ4.

(3.13)

На рис. 3.4 представлена схема с помощью которой можно выполнять сме-
щения (3.12), (3.13). В этой схеме поле â, которое необходимо преобразовать,
подается на светоделитель BS с коэффициентом пропускания t≪ 1. На дру-
гой входной порт светоделителя подается интенсивное поле с амплитудой A.
В результате в одном выходном порте BS имеем

b̂ =
√
1− t2â+ tA ≈ â+ tA. (3.14)

Таким образом смещением можно управлять с помощью измерения ампли-

Рис. 3.4. Схема смещения.

туды A.
Учитывая (3.10), (3.11), преобразования (3.12), (3.13) можно представить

в следующем виде:

âouts = âs + f̂1,

âouti = âi + f̂2,
(3.15)
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где

f̂1 = â†1 + â2,

f̂2 = â3 + â†4
(3.16)

вклады вспомогательных состояний, формируемых в связанных взаимодей-
ствиях. Из (3.15) следует, что при f̂j = 0 (j = 1, 2) Боб получает точную
копию состояния, которое имела Алиса до измерений. Другими словами, в
этом случае реализуется идеальная телепортация. Пользуясь (3.16), можно
показать, что вклады f̂j являются коммутирующими:

[f̂j, f̂
†
m] = 0, (j,m = 1, 2). (3.17)

Таким образом, операторы f̂j, в отличие от остальных операторов, могут рас-
сматриваться как классические величины. Так как вспомогательное состоя-
ние генерируется независимо от телепортируемого состояния, операторы f̂j

коммутируют с операторами телепортируемого состояния:

[âm, f̂j] = 0, (m = s, i; j = 1, 2). (3.18)

3.3. Характеристики телепортированного состояния

3.3.1. Ковариационные матрицы квадратурных компонент

Выше упоминалось, что рассматриваемые квантовые состояния являют-
ся гауссовыми, которые полностью описываются средними значениями, дис-
персиями и корреляциями квадратурных компонент поля [21].

Пользуясь (3.12), (3.13) и условием независимости вклада вспомогатель-
ного состояния от вклада телепортируемых состояний (3.18), приходим к сле-
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дующим выражениям для корреляций квадратурных компонент поля:

V (x̂outs ) = V (x̂s) + V (x̂1 + x̂2),

V (ŷouts ) = V (ŷs) + V (ŷ1 − ŷ2),

V (x̂outi ) = V (x̂i) + V (x̂3 + x̂4),

V (ŷouti ) = V (ŷi) + V (ŷ3 − ŷ4),

⟨x̂outs x̂outi ⟩ = ⟨x̂sx̂i⟩+ ⟨(x̂1 + x̂2)(x̂3 + x̂4)⟩,

⟨ŷouts ŷouti ⟩ = ⟨ŷsŷi⟩+ ⟨(ŷ1 − ŷ2)(ŷ3 − ŷ4)⟩,

⟨x̂outs ŷouts ⟩ = ⟨x̂outi ŷouti ⟩ = ⟨x̂outs ŷouti ⟩ = ⟨x̂outi ŷouts ⟩ = 0,

(3.19)

где V (Â) = ⟨Â2⟩ − ⟨Â⟩2 — дисперсия.
Записывая формулы (3.19) в матричном виде, для корреляционной мат-

рицы телепортированного состояния имеем:

σout = σin + σN , (3.20)

где

σin =


V (x̂s) 0 ⟨x̂sx̂i⟩ 0

0 V (ŷs) 0 ⟨ŷsŷi⟩
⟨x̂sx̂i⟩ 0 V (x̂i) 0

0 ⟨ŷsŷi⟩ 0 V (ŷi)

 (3.21)

— корреляционная матрица квадратурных компонент состояния Алисы,

σN =


Vd 0 C 0

0 Vd 0 C

C 0 Vu 0

0 C 0 Vu

 (3.22)

— шумовая корреляционная матрица, где Vd = V (x̂1 + x̂2) = V (ŷ1 − ŷ2) —
дисперсии суммы и разности квадратурных компонент между модами на ча-
стотах ниже частоты накачки, Vu = V (x̂3 + x̂4) = V (ŷ3 − ŷ4) — дисперсии
суммы и разности квадратурных компонент между модами на частотах выше
частоты накачки, C = ⟨(x̂1+ x̂2)(x̂3+ x̂4)⟩ = ⟨(ŷ1− ŷ2)(ŷ3− ŷ4)⟩ — ковариация
между комбинациями квадратурных компонент.
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Будем полагать, что на вход кристалла, в котором происходит генерация
телепортируемых перепутанных состояний подается только волна накачки.
Таким образом, формирование перепутанных состояний начинается от ваку-
умных флуктуаций: |ψ⟩si0 = |0⟩s0|0⟩i0. Для нахождения элементов корреляци-
онной матрицы квадратурных компонент исходного состояния (состояние, ко-
торым обладает Алиса) воспользуемся решением уравнений Гейзенберга (1.9)
для гамильтониана параметрического преобразования частоты вниз (3.3):

âs = âs0 ch ζ + â†i0 sh ζ, â†i = âs0 sh ζ + â†i0 ch ζ, (3.23)

где ζ — нормированная длина взаимодействия для процесса (3.3).
Пользуясь решением (3.23), для корреляционной матрицы входного со-

стояния имеем

σin =
1

2


ch 2ζ 0 sh 2ζ 0

0 ch 2ζ 0 − sh 2ζ

sh 2ζ 0 ch 2ζ 0

0 − sh 2ζ 0 ch 2ζ

 (3.24)

Рассчитаем элементы шумовой корреляционной матрицы σN . Из (3.22)
видно, что связанные процессы добавляют дополнительный шум к корреля-
циям телепортируемого состояния. Диагональные элементы этой матрицы
соответствуют ЭПР-корреляциям между модами на соответствующих часто-
тах. Недиагональные элементы шумовой матрицы соответствуют добавлен-
ному шуму в корреляции между квадратурами телепортируемого состояния.
Выражения для диагональных элементов этой матрицы (ЭПР-корреляции)
были найдены в Главе 2 (см. формулы (2.73)). Для нахождения оставшихся
элементов воспользуемся (2.63) и (2.64):

⟨x̂1x̂3⟩ = ⟨ŷ1ŷ3⟩ = ⟨x̂2x̂4⟩ = ⟨ŷ2ŷ4⟩ = Q13(z)(Q33(z)−Q11(z)),

⟨x̂1x̂4⟩ = −⟨ŷ1ŷ4⟩ = ⟨x̂2x̂3⟩ = −⟨ŷ2ŷ3⟩ = Q13(z)Q34(z)−Q11(z)Q14(z).
(3.25)

Здесь Qmn(η) — элементы передаточной матрицы, описывающей решение
уравнений Гейзенберга для связанного процесса.
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Для недиагональных элементов шумовой матрицы имеем следующие вы-
ражения:

⟨(x̂1 + x̂2)(x̂3 + x̂4)⟩ = ⟨(ŷ1 − ŷ2)(ŷ3 − ŷ4)⟩ = 2(σx1x3 − σx1x4). (3.26)

3.3.2. Точность телепортации

Обратимся к расчету точности телепортации. Определим точность теле-
портации как перекрытие вигнеровских функций распределения в фазовом
пространстве (x1, y1, x2, y2):

F = (2π)2
∫
Win(ξ)Wout(ξ)dξ, (3.27)

где Win,Wout — функции Вигнера для входного, телепортируемого состояния
и телепортированного состояния соответственно, ξ = (x1, y1, x2, y2) — вектор
в фазовом пространстве двух мод.

Известно, что для состояний с гауссовой функцией распределения функ-
ции Вигнера можно рассчитать с помощью корреляционной матрицы квад-
ратурных компонент (см., например, [12]). Функции Вигнера для входного и
выходного состояний имеют следующий вид:

Win(ξ) =
1

2π
√

det(σin)
exp

(
−1

2
ξσ−1

in ξ
T

)
(3.28)

Wout(ξ) =
1

2π
√
det(σout)

exp

(
−1

2
ξσ−1

outξ
T

)
(3.29)

где верхний индекс «−1»означает обратную матрицу, а «T»— транспониро-
вание. Вигнеровские функции (3.28), (3.29) нормированны:∫

W 2
in(ξ)dξ = 1,

∫
W 2

out(ξ)dξ = 1 (3.30)

Подставляя (3.28) и (3.29) в (3.27) и производя интегрирование по «двух-
модовой» фазовой плоскости, приходим к следующему выражению для точ-
ности телепортации:

F =
1√

det(σout + σin)
=

1√
det(2σin + σN)

. (3.31)

81



Из (3.31) видно, что, когда «шумовая» матрица σN является нулевой, для
точности имеем выражение:

F =
1√

det(2σin)
. (3.32)

В нашем случае двухмодовое перепутанное состояние является чистым, по-
этому выражение(3.32) в согласии с (3.30) тождественно равно единице, что
соответствует идеальной телепортации с точки зрения параметра точности.
При η = 0 и ζ = 0, то есть при отсутствии нелинейного взаимодействия,
корреляционные матрицы принимают следующий вид:

σvacin =
1

2
I4, σvacout = I4, (3.33)

где I4 — диагональная единичная 4×4 матрица. Выражения для корреляцион-
ных матриц (3.33) для вакуумных состояний совпадают с выражениями для
корреляционным матриц неперепутанных когерентных входных состояний:

|ψ⟩si = |αs⟩s|αi⟩i,

âs|αs⟩s = αs|αs⟩s, âi|αi⟩i = αi|αi⟩i,

где αm — среднее значение амплитуды m-го когерентного состояния (m =

s, i). В таком случае для параметра точности имеем:

Fvac =
1√

det(2I4)
=

1

4
. (3.34)

Этот результат совпадает с классической границей для параметра точности
при телепортации двух независимых одномодовых когерентных состояний,
для которых этот параметр не может принимать меньшие значения [16].

На рис. 3.5 представлен график зависимости параметра точности теле-
портации перепутанных состояний от длины взаимодействия η для связанных
процессов (2.58), в которых получено вспомогательное состояние, и от длины
взаимодействия ζ для процесса (3.3), в котором формируются телепортируе-
мые перепутанные состояния. Из рис. 3.5 видно, что при увеличении длины
взаимодействия ζ точность телепортации падает, тогда как увеличение длины
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η ведет к ее росту. Таким образом, повышение перепутанности телепортиру-
емого состояния, при прочих неизменных параметрах, ведет к снижению па-
раметра точности телепортации. Сплошная кривая на рис. 3.5 соответствует
значению классического предела для телепортации когерентных состояний,
равному 1/4. Заметим, что значение параметра точности может принимать
значения ниже, чем классический предел для телепортации когерентных со-
стояний. Это объясняется тем, что каждая мода телепортируемого перепутан-
ного состояния не является когерентной, а находится в тепловом состоянии.

Рис. 3.5. Зависимость точности телепортиции от нормированных длин взаимодействия η

и ζ при ξ = 0.5
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3.3.3. Перепутанность телепортированного состояния

Обратимся к анализу качества телепортации с точки зрения соответ-
ствия степени перепутанности телепортированного состояния начальному, ко-
торым обладала Алиса. Для этого рассмотрим дисперсии ЭПР-комбинаций
квадратурных компонент для состояния Боба. Используя выражения для
квадратур телепортированного состояния (3.12) и (3.13), имеем

V (x̂outs + x̂outi ) = V (x̂s + x̂i + x̂1 + x̂2 + x̂3 + x̂4),

V (ŷouts − ŷouti ) = V (ŷs − ŷi − (ŷ1 − ŷ2)− (ŷ3 − ŷ4)).
(3.35)

Далее запишем выражения (3.35) в следующем виде:

V (x̂s + x̂i+x̂1 + x̂2 + x̂3 + x̂4) =

= V (x̂s + x̂i) + V (x̂1 + x̂2) + V (x̂3 + x̂4) + 2⟨(x̂1 + x̂2)(x̂3 + x̂4)⟩,

V (ŷs − ŷi−(ŷ1 − ŷ2)− (ŷ3 − ŷ4)) =

= V (ŷs − ŷi) + V (ŷ1 − ŷ2) + V (ŷ3 − ŷ4) + 2⟨(ŷ1 − ŷ2)(ŷ3 − ŷ4)⟩,
(3.36)

где использовано условие независимости генерации вспомогательного состоя-
ния и телепортируемых состояний (3.18).

Из (3.35) и (3.36) находим:

V (x̂outs + x̂outi ) = V (x̂s + x̂i) + ∆V,

V (ŷouts − ŷouti ) = V (ŷs − ŷi) + ∆V.
(3.37)

где ∆V — вклад связанных процессов в дисперсию квадратурных компонент
телепортированных состояний. Шумовой вклад ∆V в (3.37) выражается че-
рез элементы шумовой матрицы (3.22):

∆V = Vd + Vu + 2C. (3.38)

Из (3.38) видно, что корреляционный член C = ⟨(x̂1 + x̂2)(x̂3 + x̂4)⟩ увеличи-
вает шумовой вклад в добавленную дисперсию квадратур, когда он является
положительной величиной и уменьшает его, если отрицательный.

На рис. 3.6 представлен график зависимости корреляционного коэффи-
циента C (формула (3.26)) от длины взаимодействия η и нелинейного коэф-
фициента ξ. Как видно из рис. 3.6, корреляции между ЭПР-комбинациями
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являются положительной величиной. Таким образом, член C увеличивает
шумовой вклад в ∆V .

На практике возможно изменить знак C на противоположный. Это мож-
но сделать, если поместить полуволновую пластинку на пути мод либо с ча-
стотами ниже частоты накачки, либо на пути мод с частотами выше частоты
накачки. В результате такой операции за счет изменения фазы на π мод â1 и
â2 или мод â3 и â4 знак C изменится на противоположный.

Пользуясь выражениями для ЭПР-корреляций (??), для корреляционно-
го члена (3.26) и передаточных коэффициентов (2.64) получаем следующие
выражения для ∆V :

∆V =
2e−η

1∓ 2ξ

(
ch(
√

1− 4ξ2η)∓ 2ξ
)
, (3.39)

где верхний знак соответствует случаю с неизмененным знаком корреляцион-
ного члена C, а нижний — измененному знаку корреляционного члена C.

Рассмотрим случай, когда эффективность процессов смешения частот
максимально возможная для режима экспоненциального нарастания взаимо-
действующих волн, то есть ξ = 0.5. Выполняя предельный переход ξ → 0.5 в
(3.39), для случая со сменой знака C имеем такое выражение для шумового
вклада:

∆V = 2e−η. (3.40)

В случае без измерения знака C шумовой вклад:

∆V = 2e−η(1 + η2). (3.41)

Сравнивая (3.40) с (3.39), приходим к выводу, что режим максимальной эф-
фективности процессов смешения частот является наиболее оптимальным,
так как в этом случае величина шумового вклада в ЭПР-корреляции мини-
мальна. Действительно, пользуясь свойством chx ≥ 1 приходим к неравен-
ству:

2e−η

1∓ 2ξ

(
ch(
√

1− 4ξ2η)∓ 2ξ
)
> 2e−η = ∆Vopt, при η > 0. (3.42)

Идеальная телепортация перепутанного состояния, с точки зрения передачи
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Рис. 3.6. Зависимость корреляции C во вкладе ∆V от нормированной длины взаимодей-
ствия η и нелинейного коэффициента ξ

перепутанности этого состояния, реализуется при ∆V = 0. На практике это
неосуществимо, так как требует бесконечно большой длины взаимодействия.
С другой стороны, в ситуации, когда ∆V ≥ 1 телепортация не может счи-
таться удачной, так как перепутанность между частями телепортированного
состояния в таком случае отсутствует. Оценка длин взаимодействия, при ко-
торых возможна телепортация с сохранением перепутанности (∆Vopt < 1)
начального состояния для оптимальных параметров, согласно (3.40) должна
превосходить значение η0:

η0 = ln 2. (3.43)

Запишем корреляцию состояния Боба как

V out
si = Vsi(1 + ε), (3.44)

где введен параметр

ε =
∆V

Vsi
. (3.45)

Перепутанное состояние от Алисы к Бобу передается с минимальным разру-
шением перепутанности при ε≪ 1.

Пользуясь дисперсиями и корреляциями квадратур из (3.24), для дис-
персий суммы и разности квадратур сигнальной и холостой моды телепорти-
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Рис. 3.7. Зависимость оптимального значения параметра ε от длин взаимодействия η и ζ

руемого состояния имеем:

Vsi = V (x̂s + x̂i) = V (ŷs − ŷi) = e−2ζ . (3.46)

Подставляя (3.46) и (3.40) в (3.45), приходим к выражению для «оптималь-
ного» параметра ε для случая ξ = 0.5:

εopt = 2e−(η−2ζ). (3.47)

На рис. 3.7 изображена зависимость εopt от длин взаимодействия η и ζ.
Как видно, в обсуждаемой схеме возможно телепортировать перепутанное
состояние с малым добавлением шума.

Заметим, что в работе [92] авторы предложили иную схему для телепор-
тации перепутанных двухчастотных состояний. В этой схеме вспомогатель-
ные перепутанные состояния получаются с помощью двух параметрических
процессов преобразования частоты вниз и двух светоделителей. По нашему
мнению схема, предложенная в [92], не является в полной мере схемой теле-
портации, в которой можно передать перепутанность без искажений. Так, в
этой схеме в случае телепортируемых когерентных состояниях (телепортиру-
емое состояние сепарабельное) Боб может получить перепутанное состояние.
В добавок к этому, в такой схеме максимальная точность телепортации не
превосходит значения 0.38.
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3.4. Выводы

В настоящей Главе рассмотрена схема телепортации перепутанных невы-
рожденных по частоте состояний, в которой используются квантовые состо-
яния, полученные в связанном параметрическом процессе в однопроходной
конфигурации, протекающем в кристалле в поле одной волны накачки и со-
стоящем из одного параметрического процесса преобразования частоты вниз
и двух параметрических процессов смешения частот. Передаваемые перепу-
танные состояния приготовляются в традиционном параметрическом процес-
се при высокочастотной накачке.

Получены аналитические выражения для параметра точности телепорта-
ции и для добавленного шума в дисперсии ЭПР-комбинаций, вносимого свя-
занными процессами. Расчет параметра точности телепортации и добавлен-
ного шума в квантовые корреляции телепортированных состояний показал,
что в рассмотренной схеме удается достичь высокого качества телепортации
при умеренных длинах взаимодействия.

В работе предложена возможная экспериментальная схема для реализа-
ции телепортации перепутанных состояний, в которой как передаваемое, так
и вспомогательное состояние генерируется с использованием излучения от од-
ного задающего генератора. Использование схемы для телепортации частот-
но невырожденных перепутанных состояний с общим задающим лазером для
приготовления телепортируемых состояний и для накачки связанных про-
цессов позволяет обойти проблему синхронизации генератора перепутанных
состояний и генератора вспомогательного состояний. Использование связан-
ных процессов, протекающих в одном АНФК, является компактным способом
для передачи квантовой информации в схемах квантовой информации.
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Глава 4

Одновременная параметрическая генерация и

преобразование частот вверх перепутанных

оптических изображений в связанных

параметрических взаимодействиях

В предыдущих главах связанные параметрические взаимодействия рас-
сматривались в приближении плоских монохроматических волн, то есть все
квантовые поля, генерируемые в этих взаимодействиях, считались одномо-
довыми. Вместе с тем в последнее десятилетие интенсивно развивается об-
ласть исследований, в которой используют квантовые особенности простран-
ственно-многомодовых полей — оптических изображений. Использование оп-
тических изображений в схемах квантовой информации обладает преимуще-
ствами по сравнению с пространственно-одномодовыми полями: оперирова-
ние изображениями позволяет обрабатывать большие объемы квантовых дан-
ных за один подход. Следует отметить, что первые исследования применения
нелинейно-оптических методов для преобразования оптических изображений
проводились в конце 1960-х годов. Эти исследования были стимулированы со-
зданием новых типов ИК-приемников, основанных на нелинейном взаимодей-
ствии интенсивной волны накачки со слабым ИК-сигналом [99–102]. В 1970-х
годах были подробно исследованы различные характеристики нелинейных
ИК-приемников, такие как чувствительность, пространственное разрешение,
шумы, корреляционные свойства и т.п. [103, 104].

Началом исследований, относящихся к квантовой обработке изображе-
ний, явились работы [114–116] (см. также обзор [98]), которые показали воз-
можность подавления квантовых флуктуаций в пространстве в традицион-
ном процессе оптического параметрического усиления (ОПУ). Авторы ра-
бот [114–116] использовали подход, впервые развитый в работах Ахманова
с соавторами [117, 118], для описания генерации сжатых состояний при па-
раметрическом взаимодействии дифрагирующих световых пучков. К насто-
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ящему времени теоретические и экспериментальные исследования простран-
ственно перепутанных оптических изображений выполнены в подавляющем
большинстве работ при параметрческом усилении в поле высокочастотной на-
качки [105]. Генерация перепутанных оптических изображений при четырех-
частотных взаимодействиях в средах с кубической нелинейностью изучена
в [129]. Квантовые расчеты связанных параметрического процесса преобра-
зования частоты вниз и процесса смешения частот выполнены в [122, 123], а
об экспериментальном наблюдении оптических изображений в таких взаимо-
действиях сообщается в [42].

Как показано в Главе 2, в связанном параметрическом процессе, состоя-
щем из одного параметрического преобразования частоты вниз и двух пара-
метрических процессов смешения частот, формируются две пары перепутан-
ных двухмодовых состояний: на частотах ниже и на частотах выше частоты
накачки. Рассмотрение было выполнено для случая взаимодействия плоских
волн. В настоящей Главе для этих процессов разрабатывается квантовая тео-
рия генерации, преобразования и усиления оптических изображений с конеч-
ным пространственным спектром. Уравнения, описывающие взаимодействие
изображений в связанных процессах, учитывают дифракционные эффекты.
Рассмотрены две схемы формирования перепутанных четырёхчастотных оп-
тических изображений: схема с близко расположенным объектом и схема с
далеко расположенным объектом. Исследуются квантовые характеристики
оптических изображений и проводится сравнение этих схем.

4.1. Классические и квантовые связанные

параметрические уравнения с учетом дифракции

Обратимся снова к связанным параметрическим процессам (2.58):

ωp = ω1 + ω2, ω1 + ωp = ω3, ω2 + ωp = ω4 (4.1)

В предыдущих двух главах процесс (4.1) рассмотрен в приближении плоских
монохроматических волн. В общем случае оптические поля, формируемые
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Рис. 4.1. Векторная диаграмма для волновых векторов взаимодействующих волн. Здесь
gm — вектора обратной решетки АНФК (m = 1, 2, 3)

при параметрических процессах, таковыми не являются, а имеют определен-
ные пространственный и частотный спектр некоторой ширины. Для этой си-
туации на рис. 4.1 представлена векторная диаграмма для волновых векторов
взаимодействующих волн.

Считая, что волна накачки является плоской и монохроматической, мож-
но записать продольные волновые расстройки для процессов (4.1):

∆k1z = kp − k1z(q,Ω)− k2z(−q,−Ω),

∆k2z = k3z(q,Ω)− k1z(q,Ω)− kp,

∆k3z = k4z(−q,−Ω)− k2z(−q,−Ω)− kp.

(4.2)

Здесь q — поперечная компонента волнового вектора, Ω — отстройка от несу-
щей частоты. В дальнейшем полагаем, что фазовые расстройки (4.2) компен-
сируются векторами обратной решетки АНФК для волн с q = 0, Ω = 0 (см.
разд. 2.4.1).

В первом приближении теории дисперсии с учетом явления дифракции
эволюция классических комплексных амплитуд взаимодействующих волн опи-
сывается следующими параболическими уравнениями (ср. с (2.61)):

(
∂

∂z
+

1

u1

∂

∂t
− i

2k1
∆⊥

)
A1(ρ, t; z) = iβA∗

2(ρ, t; z) + iγ1A3(ρ, t; z),(
∂

∂z
+

1

u2

∂

∂t
− i

2k2
∆⊥

)
A2(ρ, t; z) = iβA∗

1(ρ, t; z) + iγ2A4(ρ, t; z),(
∂

∂z
+

1

u3

∂

∂t
− i

2k3
∆⊥

)
A3(ρ, t; z) = iγ1A1(ρ, t; z),(

∂

∂z
+

1

u4

∂

∂t
− i

2k4
∆⊥

)
A4(ρ, t; z) = iγ2A2(ρ, t; z),

(4.3)
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где Aj(ρ, t; z) — медленно-меняющаяся амплитуда поля на несущей частотой
ωj (здесь ρ = (x, y) — радиус-вектор в поперечной плоскости), β, γ1,2 —
нелинейные коэффициенты связи, которые имеют такой же вид, как и для
случая монохроматических волн (2.62), uj — групповая скорость волны на
несущей частоте ωj, kj = n(ωj)ωj/c — волновое число для частоты ωj (j =

1 . . . 4), ∆⊥ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 — поперечный лапласиан.
Для получения квантовых уравнений, описывающих эволюцию бозе-опе-

раторов поля, произведем замену классических амплитуд Aj(ρ, t; z) на со-
ответствующие операторы Âj(ρ, t; z) (см. выше разд. 2.1.2). При этом ком-
плексно-сопряженным амплитудам A∗

j(ρ, t; z) соответствуют эрмитово-сопря-
женные операторы Â†

j(ρ, t; z). Операторы Âj(ρ, t; z) подчиняются коммутаци-
онным соотношениям:

[Âm(ρ
′, t′; z), Â†

n(ρ
′′, t′′; z)] = δ(ρ′ − ρ′′)δ(t′ − t′′)δmn, (m,n = 1 . . . 4), (4.4)

где δ(x) — дельта-функция Дирака, δmn — символ Кронекера. Таким образом,
уравнения для операторов Âj будут иметь такой же вид, как уравнения для
амплитуд Aj.

4.1.1. Оператор импульса поля

Уравнения для медленно-меняющихся операторов (4.3) взаимодействую-
щих волн можно получить также из уравнений эволюции Гейзенберга

i~
∂Âj(ρ, t; z)

∂z
= [Ĝint, Âj(ρ, t; z)], (j = 1 . . . 4), (4.5)

которые получаются из оператора импульса поля. Оператор импульса поля,
включающий рассматриваемые нелинейные процессы, дифракцию и частот-
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ную дисперсию среды, имеет вид:

Ĝint =~
∫∫ [

βÂ†
1(ρ, τ ; z)Â

†
2(ρ, τ ; z) + γ1Â1(ρ, τ ; z)Â

†
3(ρ, τ ; z)+

+γ2Â2(ρ, τ ; z)Â
†
4(ρ, τ ; z)

]
dρdτ + э.с.+

+
4∑
j=1

∫∫ [
~
2uj

(
iÂ†

j(ρ, τ ; z)
∂Âj(ρ, τ ; z)

∂τ
+ э.с.

)
−

− ~
2kj

∂Â†
j(ρ, τ ; z)

∂ρ

∂Âj(ρ, τ ; z)

∂ρ

]
dρdτ.

(4.6)

Первые три слагаемых в правой части (4.6) ответственны за нелинейные вза-
имодействия волн (4.1), первое слагаемое под знаком суммы учитывает рас-
пространение волн с групповой скоростью, а второе — явление дифракции.

4.2. Решение уравнений

Для решения системы уравнений (4.3) для получающихся при указанной
замене операторов воспользуемся пространственно-временным преобразова-
нием Фурье:

Âj(ρ, t; z) =

+∞∫
−∞

âj(q,Ω; z)e
i(qρ−Ωt)dqdΩ,

âj(q,Ω; z) =
1

(2π)3

+∞∫
−∞

Âj(ρ, t; z)e
−i(qρ−Ωt)dρdt.

(4.7)

Здесь оператор â†j(−q,−Ω; z)(âj(q,Ω; z)) имеют смысл оператора рождения
(уничтожения) фотона с частотой ωj + Ω (ωj − Ω) и поперечным волновым
вектором q (−q).
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Уравнения для фурье-компонент операторов принимают простой вид:

dâ1
dz

= −iϵ1â1 + iβâ†2 + iγ1â3,

dâ†2
dz

= −iβâ1 + iϵ2â
†
2 − iγ2â

†
4,

dâ3
dz

= iγ1â1 − iϵ3â3,

dâ†4
dz

= −iγ2â†2 + iϵ4â
†
4.

(4.8)

где z — длина взаимодействия,

ϵj =

(
q2

2kj
− Ω

uj

)
(4.9)

— фазовый набег на единичной длине для фурье-компоненты, обусловленный
дифракцией и отличием частоты от несущей.

Формально решение системы (4.8) можно представить в матричной фор-
ме:

â(q,Ω; z) = Q(1)(q,Ω; z)â0(q,Ω) (4.10)

где â = (â1, â
†
2, â3, â

†
4)
T — столбец операторов рождения и уничтожения на

соответствующих частотах (с отстройками от несущих и поперечными волно-
выми векторами) на выходе кристалла, â0 = â(z = 0) — столбец операторов
на входе кристалла, Q(1) — 4× 4-матрица, состоящая из передаточных функ-
цийQmn(q,Ω; z) (см. ниже разд. 4.2.2). Символ T означает транспонирование.
Передаточные функции Qmn(q,Ω; z) имеют следующий физический смысл.
В случае m = n элементы Qmn связаны с самопреобразованием и описывают
изменение оператора на частоте ωm. При m ̸= n функция Qmn описывает
преобразование с несущей частоты ωn на частоту ωm.

Из коммутационных соотношений (4.4) получаем коммутационные соот-
ношения для фурье-компонент:

[âm(q
′,Ω′; z), â†n(−q′,−Ω′; z)] = δmnδ(q

′ + q′′)δ(Ω′ + Ω′′)/(2π)3, (4.11)

из которых следуют соотношения, которым должны удовлетворять элементы
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матрицы Q (ср. с формулой (2.67)):

4∑
j=1

(−1)m+jQmj(q,Ω; z)Q
∗
nj(−q,−Ω; z) = δmn, (m,n = 1, . . . , 4). (4.12)

4.2.1. Используемые упрощения

Как и в предыдущих двух главах, будем рассматривать процесс (4.1)
с одинаковыми эффективностями процессов смешения частот. Как уже от-
мечалось выше, это всегда можно сделать при конструировании нелинейных
структур, в которых могут протекать связанные взаимодействия, то есть мож-
но создать неоднородные нелинейные структуры с нелинейными коэффици-
ентами γ1 = γ2 = γ.

Система уравнения (4.8) является системой 4-го порядка. Как известно,
для нахождения собственных значений системы дифференциальных уравне-
ний, определяющих инкременты задачи, необходимо решить характеристи-
ческое уравнение. В нашем случае, характеристическое уравнение является
алгебраическим уравнением 4-го порядка. Аналитический вид решений это-
го уравнения является довольно громоздким, поэтому в дальшейшем будем
пользоваться следующими физически разумные упрощения. Будем полагать,
что разность несущих частот ω1 и ω2 мала по сравнению с самими частотами.
Это же справедливо для частот ω3 и ω4. При этих допущениях разность фазо-
вых ∆φ набегов на единичной длине, например, между волнами на частотах
ниже частоты накачки, равна

∆φ/z = ∆ϵ12 = ϵ1 − ϵ2 =
(k2 − k1)q

2

2k1k2
+ Ω

(
1

u2
− 1

u1

)
, (4.13)

В рамках используемых квазиоптических приближений (квазиплоских пуч-
ков) и первого приближения теории дисперсии величина ∆ϵ12 гораздо меньше
единицы (∆ϵ12 ≪ 1): первое слагаемое в правой части (4.13) будет меньше,
чем величина q2/2k1, которая имеет значение около 0.2 для k1 ≈ 6 · 104 см−1,
q = 0.5 · 103 см−1 (см.ниже). Второе слагаемое в (4.13) можно оценить как
10−2 при Ω = 1010 Гц для групповой расстройки (1/u2 − 1/u1) ≈ 10−11 с/см.
Подобные оценки справедливы и для частот, превышающих частоту накачки.
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Таким образом, мы можем пренебречь различием дифракционных эффектов
и групповых скоростей для волн с частотами, лежащими ниже частоты на-
качки, и для волн с частотами, лежащими выше частоты накачки. Поэтому
далее полагаем

ϵ1 = ϵ2 = ϵd, ϵ3 = ϵ4 = ϵu.

При этом считаем волновые числа kd = (k1 + k2)/2, ku = (k3 + k4)/2 и груп-
повые скорости ud = (u1+u2)/2, uu = (u3+u4)/2 для волн с частотами ниже
(индекс d) и выше (индекс u) частоты накачки соответственно.

4.2.2. Передаточные функции

Передаточная матрица Q(1) в общем случае состоит из 16 передаточных
функций. Однако соотношения (4.12), вытекающие из коммутационных со-
отношений, для фурье-компонент (4.11), и выражения, следующие из сим-
метрии задачи, сокращают число независимых функций Qmn. Для рассмат-
риваемого связанного процесса при одинаковых эффективностях процессов
смешения частот шесть передаточных функций полностью описывают реше-
ние системы связанных уравнений:

Q11(q,Ω) =
[
(Γ2

1 + γ2 + ϵ2d − β2)C2 − (Γ2
2 + γ2 + ϵ2d − β2)C1+

+ i(ϵdΓ
2
2 + 2ϵdγ

2 + ϵuγ
2 + ϵ3d − ϵdβ

2)
S1

Γ1
−

− i(ϵdΓ
2
1 + 2ϵdγ

2 + ϵuγ
2 + ϵ3d − ϵdβ

2)
S2

Γ2

]
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q12(q,Ω) =iβ

[
(Γ2

1 + 2γ2 + ϵ2d − β2)
S2

Γ2
− (Γ2

2 + 2γ2 + ϵ2d − β2)
S1

Γ1

]
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q13(q,Ω) =γ

[
(ϵd + ϵu)(C1 − C2) + i(Γ2

1 + γ2 + ϵ2u + ϵdϵu + ϵ2d − β2)
S2

Γ2
−

− i(Γ2
2 + γ2 + ϵ2u + ϵdϵu + ϵ2d − β2)

S1

Γ1

]
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q14(q,Ω) =βγ

[
(C1 − C2) + iϵu

(
S1

Γ1
− S2

Γ2

)]
/(Γ2

1 − Γ2
2),
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Q33(q,Ω) =
[
(Γ2

1 + γ2 + ϵ2u)C2 − (Γ2
2 + γ2 + ϵ2u)C1+

+ i(ϵuΓ
2
2 + γ2ϵd + 2γ2ϵu + ϵ3u)

S1

Γ1
−

− i(ϵuΓ
2
1 + γ2ϵd + 2γ2ϵu + ϵ3u)

S2

Γ2

]
/(Γ2

1 − Γ2
2),

Q34(q,Ω) =iβγ
2

(
S1

Γ1
− S1

Γ1

)
/(Γ2

1 − Γ2
2).

(4.14)

Здесь

Γ1,2 =
1

2

[(
(β2 − 2γ2 − ϵ2d − ϵ2u) +

√
(γ2 − ϵdϵu)2 − ϵ2u

)1/2
±

±
(
(β2 − 2γ2 − ϵ2d − ϵ2u)−

√
(γ2 − ϵdϵu)2 − ϵ2u

)1/2] (4.15)

— инкременты, Cj = ch(Γjz), Sj = sh(Γjz) (j = 1, 2). Заметим, что из-за акси-
альной симметрии задачи в выражениях для передаточных коэффициентов
вместо поперечных волновых векторов фигурируют волновые числа.

Для остальных передаточных функций справедливы соотношения:

Q22(q,Ω) = Q∗
11(q,Ω), Q44(q,Ω) = Q∗

33(q,Ω),

Q21(q,Ω) = Q∗
12(q,Ω), Q43(q,Ω) = Q∗

34(q,Ω),

Q13(q,Ω) = Q31(q,Ω) = Q∗
24(q,Ω) = Q∗

42(q,Ω),

Q14(q,Ω) = −Q41(q,Ω) = Q∗
23(q,Ω) = −Q∗

32(q,Ω).

(4.16)

В выражениях для инкрементов (4.15) входят дифракционные коэффи-
циенты ϵd,u. Легко видеть, что величины ϵd,u уменьшают значение фактора
усиления. На рис. 4.2 представлены модули передаточных коэффициентов
Qmn в зависимости от нормированной длины взаимодействия η = βz и попе-
речной компоненты волнового вектора q. Из рис. 4.2 видно, что при рассмат-
риваемых условиях области пространственного спектра, в которых возможны
эффективное усиление и преобразование изображений, составляют порядка
q0 = 250 см−1. Эти области отвечают действительным значениям инкремен-
тов (4.15), тогда как области, в которых не происходит эффективное усиление
и преобразование, соответствуют мнимым значениям инкрементов.
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Рис. 4.2. Модули коэффициентов передачи Qmn в зависимости от нормированной длины
взаимодействия η = βz и поперечной компоненты волнового вектора q для ξ = γ/β = 0.4,
Ω = 0. Расчеты выполнены для длин волн λp = 1.06 мкм, λ1 = 2.0 мкм, λ2 = 2.26 мкм,
λ3 = 0.69 мкм, λ4 = 0.72 мкм
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4.3. Схема с близко расположенным объектом

В схеме для генерации перепутанных оптических изображений в слу-
чае близко расположенного объекта на вход нелинейного кристалла непосред-
ственно подается изображение, которое необходимо преобразовать и усилить.
Рассматриваемая схема представлена на рис. 4.3. Объект, формирующий ис-
ходное изображение, расположен в объектной плоскости P1. Изображение от
объекта проецируется на АНФК с помощью двух линз L1 и L2. В АНФК про-
исходит усиление и генерация изображения на новых частотах в связанных
нелинейно-оптических процессах (4.1). Затем изображение с выхода кристал-
ла проецируется на плоскость изображений линзами L3 и L4. Расстояния
между объектной плоскостью и линзой L1, между линзой L2 и плоскостью
P2, между плоскостью P3 и линзой L3, а также между линзой L4 и плоско-
стью изображений P4 равны фокусному расстоянию f этих линз. Расстояние
между линзами L1 и L2, а также между L3 и L4 равно двум фокусным рас-
стояниям.

Обозначим бозе-операторы в объектной плоскости и плоскости изобра-
жений соответственно как Â(obj)

j (ρ, t) и Â(im)
j (ρ, t), а на выходе и входе нели-

нейного кристалла — как Â
(in)
j (ρ, t) и Â

(out)
j (ρ, t; z), где ρ — радиус-вектор

в плоскости, перпендикулярной направлению распространения z, а нижний
индекс относится к несущей частоте.

Для рассматриваемой оптической системы (рис. 4.3) справедливы следу-
ющие соотношения:

Â
(in)
j (ρ, t) = Â

(obj)
j (−ρ, t), (4.17)

Â
(im)
j (ρ, t; z) = Â

(out)
j (−ρ, t; z). (4.18)

В аргументах операторов мы пренебрегаем временным запаздыванием, кото-
рое несущественно для изучаемых далее вопросов.

Величина ⟨n̂j(ρ, t; z)⟩ = ⟨Â†
j(ρ, t; z)Âj(ρ, t; z)⟩ определяет среднюю плот-

ность потока фотонов в сечении среды z.
Пусть в плоскости объекта P1 расположен объект, подсвечиваемый коге-

рентной волной. Возможны два случая: объект, формирующий входное изоб-
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Рис. 4.3. Схема параметрической генерации и преобразования частоты вверх перепутан-
ных оптических изображения для случая близко расположенного объекта

ражение, может подсвечиваться волной на центральной частоте, лежащей
ниже частоты накачки (ω1 или ω2), с другой стороны, изображение на вход
схемы может подаваться на частоте, лежащей выше частоты накачки (ω3 или
ω4).

При входном изображении с центральной частотой ω1

Â
(obj)
1 (ρ,Ω)|α10(ρ,Ω)⟩ = α10(ρ,Ω)|α10(ρ,Ω)⟩. (4.19)

Полагая эту волну монохроматической, имеем

α10(ρ,Ω) = δ(Ω)α10(ρ), (4.20)

Â
(obj)
1 (ρ)|α10(ρ)⟩ = α10(ρ)|α10(ρ)⟩, (4.21)

где α10(ρ) имеет смысл амплитуды изображения в плоскости объекта, в точке
с поперечным радиус-вектором ρ.

В случае входного изображения на частоте ω3 имеем:

Â
(obj)
3 (ρ)|α30(ρ)⟩ = α30(ρ)|α30(ρ)⟩, (4.22)

Помимо изображения, на вход кристалла подается плоская интенсивная вол-
на накачки с частотой ωp, рассматриваемая классически. Остальные моды на
входе кристалла находятся в вакуумном состоянии.

Из-за наличия вакуумных флуктуаций мод пространственно-временной
спектр флуктуаций изображений на выходе АНФК определяется усилива-
емыми полосами частотного и пространственного спектров. Для уменьше-
ния влияния усиленного шума необходимо использовать частотные фильтры.
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Обозначим через Fj(Ω) функцию пропускания фильтра с центральной часто-
той пропускания ωj. Для простоты можно считать все функции пропускания
фильтров одинаковыми: Fj(Ω) = F (Ω). Тогда после прохождения фильтров
для фурье-компонент операторов поля справедливы соотношения:

b̂j(q,Ω; z) = F (Ω)â
(im)
j (q,Ω; z), (4.23)

а соответствующие выражения для операторов амплитуд имеют вид

B̂j(ρ, t; z) =

+∞∫∫
−∞

b̂j(q,Ω; z)e
i(qρ−Ωt)dqdΩ. (4.24)

Средние значения операторов величин, измеряемых фотодетекторами,
определяются выражением

⟨N̂j(ρ, t)⟩ =
t+T/2∫
t−T/2

dt′
∫
Sp

dρ′⟨B̂†
j(ρ

′, t′)B̂j(ρ
′, t′)⟩, (4.25)

где интегрирование производится по площади пиксела Sp в окрестности точки
ρ и по времени регистрации детектора T в окрестности момента времени t (де-
текторы считаем идеальными). В дальнейшем будем считать, что простран-
ственные полосы коэффициентов передачи шире пространственного спектра
входного изображения:

q0 > qim. (4.26)

Следовательно, передаточные функции можно считать почти постоянными в
пределах пространственного спектра входного изображения. Например, для
параметров, представленных на рис. 4.2, ширина пространственного спектра
входного изображения не должна превышать величины ≈ 200 см−1 или, пе-
реходя к размерам зерна изображения, зерно изображения не должно быть
меньше δr ≈ 300 мкм. В этом случае для средней плотности потока фото-
нов ⟨n̂j(ρ, t)⟩ = ⟨N̂j(ρ, t)⟩/SpT на выходе оптической системы (в плоскости
изображений P4) на рассматриваемых частотах получаем:

⟨n̂j(ρ)⟩ = ⟨n̂(s)j (ρ)⟩+ ⟨n̂(b)j ⟩, (4.27)

101



где ⟨n̂(s)j (ρ)⟩ — плотность фотонов усиленного (или преобразованного) изобра-
жения, ⟨n̂(b)j (ρ)⟩ — плотность шумовых фотонов на соответствующей частоте.
Для сигнального слагаемого при входном изображении на частоте ω1 имеем:

⟨n̂(s)j (ρ)⟩ = N
(d)
j ⟨n̂10(ρ)⟩, (4.28)

где N(d)
j = |Q1j(0, 0; z)|2 — коэффициент усиления (j = 1) или преобразования

(j ̸= 1). Для сигнального слагаемого при входном изображении на частоте
ω3:

⟨n̂(s)j (ρ)⟩ = N
(u)
j ⟨n̂30(ρ)⟩, (4.29)

где N
(u)
j = |Qj1(0, 0; z)|2.

Соответствующие шумовые слагаемые имеют вид:

⟨n̂(b)j (ρ)⟩ = 1

(2π)3

∫ ∫
|F (Ω)|2Wd(q,Ω; z)dqdΩ при j = 1, 2,

⟨n̂(b)j (ρ)⟩ = 1

(2π)3

∫ ∫
|F (Ω)|2Wu(q,Ω; z)dqdΩ при j = 3, 4.

(4.30)

Здесь

Wd(q,Ω; z) = |Q12(q,Ω; z)|2 + |Q14(q,Ω; z)|2,

Wu(q,Ω; z) = |Q14(q,Ω; z)|2 + |Q34(q,Ω; z)|2
(4.31)

— спектральные компоненты шумовых вкладов, обусловленных вакуумными
флуктуациями, которые существуют в отсутствии когерентного сигнального
изображения.

Расчет дисперсии плотности числа фотонов σ2j (ρ) = ⟨n̂2j(ρ)⟩ − ⟨n̂j(ρ)⟩2

приводит к структуре выражений аналогичной (4.27):

σ2j (ρ) = σ
(s)2
j (ρ) + σ

(b)2
j (ρ). (4.32)

Для полезных компонент дисперсий, связанных с когерентным изображени-
ем, имеем следующие выражения в случае входного изображения на частоте
ω1:

σ
(s)2
j (ρ) = ⟨n̂(s)j (ρ)⟩+ 2|Q1j(0, 0; z)|2Wd(0, 0; z)⟨n̂10(ρ)⟩, при j = 1, 2,

σ
(s)2
j (ρ) = ⟨n̂(s)j (ρ)⟩+ 2|Q1j(0, 0; z)|2Wu(0, 0; z)⟨n̂10(ρ)⟩, при j = 3, 4.

(4.33)
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Для входного изображения на частоте ω3:

σ
(s)2
j (ρ) = ⟨n̂(s)j (ρ)⟩+ 2|Qj3(0, 0; z)|2Wd(0, 0; z)⟨n̂10(ρ)⟩, при j = 1, 2,

σ
(s)2
j (ρ) = ⟨n̂(s)j (ρ)⟩+ 2|Qj3(0, 0; z)|2Wu(0, 0; z)⟨n̂10(ρ)⟩, при j = 3, 4.

(4.34)

Шумовые вклады совпадают между собой для обоих случаев:

σ
(b)2
j (ρ) = ⟨n̂(b)j (ρ)⟩+ 1

(2π)3

∫∫
|F (Ω)|4Wd(q,Ω; z)

2dqdΩ, при j = 1, 2,

σ
(b)2
j (ρ) = ⟨n̂(b)j (ρ)⟩+ 1

(2π)3

∫∫
|F (Ω)|4Wu(q,Ω; z)

2dqdΩ, при j = 3, 4,

(4.35)

что является следствием независимости некогерентного шума от сигнально-
го изображения. Величины ⟨n̂(b)j (ρ)⟩ и σ(b)2j (ρ) можно измерить до поступле-
ния изображения на нелинейный кристалл. После чего при наличии входного
изображения вычесть измеренный шумовой фон, получив таким образом по-
лезные величины средних и дисперсий фотонов.

Из (4.28), (4.29), (4.33) и (4.34) следует, что в рамках сделанного пред-
положения (4.26) полезные вклады ⟨n̂(s)j (ρ)⟩ совпадают с вкладами, которые
можно получить, рассчитывая их в приближении плоских волн, так как пере-
даточные функции Qmn(q,Ω; z) для q = 0, Ω = 0 совпадают с передаточными
функциями для случая плоских волн.

4.3.1. Отношение сигнал/шум

В теории квантового изображения отношение сигнала к шуму определя-
ют следующим образом: (

S

N

)(out)

j

=
⟨n̂(s)j (ρ)⟩2

σ
(s)2
j (ρ)

. (4.36)

Для входного когерентного изображения αj0(ρ) (j = 1, 3) отношение
сигнал/шум равно: (

S

N

)(in)

j

= |αj0(ρ)|2 = ⟨n̂j0(ρ)⟩. (4.37)
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Для случая входного изображения на частоте ω1, используя (4.28), (4.29),
(4.33) и (4.34), получаем такие выражения для отношения сигнал/шум на
выходе: (

S

N

)(out)

1

=
|Q11(0, 0; z)|2

1 + 2Wd(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

1

,(
S

N

)(out)

2

=
|Q12(0, 0; z)|2

1 + 2Wd(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

1

,(
S

N

)(out)

3

=
|Q13(0, 0; z)|2

1 + 2Wu(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

1

,(
S

N

)(out)

4

=
|Q14(0, 0; z)|2

1 + 2Wu(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

1

.

(4.38)

В случае же входного изображения на частоте ω3 расчеты приводят к
следующим выражениям:(

S

N

)(out)

1

=
|Q13(0, 0; z)|2

1 + 2Wd(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

3

,(
S

N

)(out)

2

=
|Q14(0, 0; z)|2

1 + 2Wd(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

3

,(
S

N

)(out)

3

=
|Q33(0, 0; z)|2

1 + 2Wu(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

3

,(
S

N

)(out)

4

=
|Q34(0, 0; z)|2

1 + 2Wu(0, 0; z)

(
S

N

)(in)

3

.

(4.39)

На рис. 4.4 представлены графики зависимостей нормированного отно-
шения сигнал/шум(

S

N

)
j

=

(
S

N

)(out)

j

/

(
S

N

)(in)

1

, (j = 1, 2, 3, 4; )

для входного оптического изображения на частоте ω1 от приведенной дли-
ны взаимодействия η = βz и нормированного нелинейного коэффициента
ξ = γ/β. Из рис. 4.4 видно, что при усилении входного изображения отно-
шение сигнал/шум для него уменьшается, тогда как для изображений на ге-
нерируемых частотах, наряду с ростом среднего числа фотонов, имеет место
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Рис. 4.4. Зависимость приведенного отношения сигнал/шум на частотах ω1 (a), ω2 (b), ω3

(c), ω4 (d) от приведенной длины взаимодействия η = βz и нормированного нелинейного
коэффициента ξ = γ/β при входном изображении на частоте ω1. Зависимости построена
для таких же длин волн, что и на рис. 4.2
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рост отношения сигнал/шум. Из графиков также видно, что отношение сиг-
нал/шум для изображений на частотах ниже частоты накачки слабо зависит
от нелинейного коэффициента ξ (рис. 4.4 a,b), тогда как для изображений с
частотами выше частоты накачки отношение сигнал/шум зависит существен-
но от ξ (рис. 4.4 c,d).

На рис. 4.5 представлены зависимости нормированного отношения сиг-
нал/шум в случае, когда входное изображение имеет частоту ω3. Из рис. 4.5
следует, что с увеличением длины взаимодействия отношение сигнал/шум
для генерируемого изображения на частоте ω3 падает (рис. 4.5c). Это объ-
ясняется тем, что процесс генерации и усиления добавляет шум в исходное
изображение. Отношение сигнал/шум для изображения на частоте ω3 при
определенных параметрах может принимать значение равное нулю. Это со-
ответствует нулевому передаточному коэффициенту Q33. В этом случае изоб-
ражение на выходе кристалла на частоте ω3 отсутствует. Далее отношение
сигнал/шум для изображения на частоте ω3 растет. Отношения сигнал/шум
для изображений на частотах ω1, ω2 и ω4 увеличивается с ростом η и ξ. Следу-
ет заметить, что эти отношения растут не так быстро, как в случае исходного
изображения на частоте ниже частоты накачки. Это следует из неравенств:

|Q11| ≥ |Q33|, |Q12| ≥ |Q34|. (4.40)

Неравенства (4.40) являются следствием того факта, что в рассматриваемом
связанном процессе наличие фотонов в модах на частотах выше частоты на-
качки (частоты ω3 и ω4) не может иметь место без наличия таковых для мод
на частотах ниже частоты накачки (частоты ω1 и ω2).

Можно показать, что при больших длинах взаимодействия отношение
сигнал к шуму для каждого изображения стремиться к 1/4. Рассмотрим,
например, отношение сигнал/шум для изображения на частоте ω1 для случая
исходного изображения на этой же частоте. Учитывая, что Qmn → ∞ при
z → ∞ имеем:

|Q11|2

1 + 2(|Q12|2 + |Q14|2)
=

|Q11|2

1 + 2(|Q11|2 + |Q12|2 − 1)
−→ 1

2(1 + |Q13|2/|Q11|2)
.

(4.41)
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Рис. 4.5. Зависимость приведенного отношения сигнал/шум на частотах ω1 (a), ω2 (b), ω3

(c), ω4 (d) от приведенной длины взаимодействия η = βz и нормированного нелинейного
коэффициента ξ = γ/β при входном изображении на частоте ω3. Зависимости построены
для таких же длин волн, что и на рис. 4.2

107



Далее, из выражений для передаточных коэффициентов (4.14) следует:
|Q13|2/|Q11|2 → 1, отсюда получаем:

lim
z→∞

(
S

N

)(out)

1

/

(
S

N

)(in)

1

=
1

4
. (4.42)

4.3.2. Корреляции и перепутанность изображений

Рассматриваемый связанный процесс в приближении плоских волн изу-
чен в Главе 2, где в терминах квадратурных компонент показано, что пере-
путанными оказываются квадратуры не только на частотах ω1 и ω2, но и на
частотах ω3 и ω4. В настоящей главе мы имеем дело с числом фотонов —
величинами, которые не зависят от фазы моды поля.

Будем характеризовать связь между изображениями на различных ча-
стотах нормированной дисперсией разности чисел фотонов [132, 133]:

Kjk =
⟨(n̂j − n̂k)

2⟩ − ⟨(n̂j − n̂k)⟩2

⟨n̂j⟩+ ⟨n̂k⟩
=
σ2j + σ2k − 2Rjk

⟨n̂j⟩+ ⟨n̂k⟩
, (4.43)

где Rjk — коэффициент корреляции чисел фотонов:

Rjk = ⟨n̂jn̂k⟩ − ⟨n̂j⟩⟨n̂k⟩. (4.44)

В соответствии с (4.43) для независимых классических полей σ2j ≥ ⟨n̂j⟩,
следовательно Kjk ≥ 1. Для независимых когерентных полей Kjk = 1, так
как Rjk = 0, σ2j = ⟨n̂j⟩. Для коррелированных полей Rjk > 0 и, следова-
тельно Kjk < 1, причем для полностью коррелированных полей Kjk = 0.
Если Kjk < 1, то статистика разности чисел фотонов (n̂j − n̂k) субпуассонов-
ская и флуктуации ниже уровня стандартного квантового предела, равного
⟨n̂j⟩ + ⟨n̂k⟩. Субпуассоновская статистика разности чисел фотонов, в свою
очередь, свидетельствует о квантовой перепутанности состояний.

Для неклассических полей удобно ввести параметр:

Ejk = 1−Kjk, (4.45)

характеризующий степень перепутанности полей на частотах ωj и ωk. В слу-
чае коррелированных квантовых полей: 0 < Ejk ≤ 1, при этом для полностью
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коррелированных полей Ejk = 1. Для некоррелированных классических по-
лей Ejk ≤ 0.

Для анализа параметра Kjk в рассматриваемой нами ситуации необходи-
мо знать величины Rjk (4.43). Их расчеты приводят к следующим выраже-
ниям:

R12(ρ) = (2|Q11|2|Q12|2 +Q11Q12Q
∗
13Q

∗
14 +Q∗

11Q
∗
12Q13Q14)⟨n̂10(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q11(q,Ω; z)Q12(q,Ω; z) +Q13(q,Ω; z)Q14(q,Ω; z)|2dqdΩ,

R34(ρ) = (2|Q13|2|Q14|2 +Q14Q33Q34Q
∗
13 +Q∗

14Q
∗
33Q

∗
34Q13)⟨n̂10(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q13(q,Ω; z)Q

∗
14(q,Ω; z) +Q33(q,Ω; z)Q34(q,Ω; z)|2dqdΩ,

R13(ρ) = (Q11Q
∗
13Q

∗
14(Q34 −Q∗

12) +Q∗
11Q13Q14(Q

∗
34 −Q12))⟨n̂10(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q13(q,Ω; z)Q

∗
14(q,Ω; z) +Q33(q,Ω; z)Q34(q,Ω; z)|2dqdΩ,

R14(ρ) = (2|Q11|2|Q14|2 −Q11Q14Q
∗
13Q

∗
34 −Q∗

11Q
∗
14Q13Q34)⟨n̂10(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q11(q,Ω; z)Q14(q,Ω; z)−Q13(q,Ω; z)Q34(q,Ω; z)|2dqdΩ

(4.46)

В выражениях (4.46) для упрощения записи опущены аргументы функ-
ций Qmn для множителей перед ⟨n̂10(ρ)⟩. В этих множителях q = 0, Ω = 0.

Интегральные выражения в (4.46), как и в (4.28), (4.29), (4.33) и (4.34),
определяют фоновое значение корреляций фотонов K

(b)
jk в отсутствие вход-

ного изображения. Полезные корреляции K
(s)
jk связаны со средним числом

фотонов входного изображения ⟨n̂10(ρ)⟩.
На рис. 4.6 представлены параметры неклассичности для различных пар

частот изображения в зависимости от длины взаимодействия η и нелинейно-
го коэффициента ξ = γ/β, рассчитанные при подстановке в (4.43) и (4.45)
значений ⟨n̂(s)j (ρ)⟩, σ(s)2j (ρ) и R(s)

jk (ρ). Из рис. 4.5 следует, что между изобра-
жениями на частотах ω1 и ω2 и изображениями на частотах ω3 и ω4 имеются
квантовые корреляции (E12 > 0, E34 > 0), т.е. изображения на этих парах
частот оказываются перепутанными. Перепутанность между изображениями
на остальных парах частот отсутствует (E13 < 0, E14 < 0). При этом с увели-
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Рис. 4.6. Зависимость параметра неклассичности Ejk между изображениями на частотах
ωj и ωk от нормированной длины взаимодействия η = βz и приведенного нелинейного
коэффициента ξ = γ/β при входном изображении на частоте ω1. Зависимости построены
для таких же длин волн, что и на рис. 4.2
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Рис. 4.7. Зависимость параметра неклассичности Ejk для изображений между изображени-
ями на частотах ωj и ωk от нормированной длины взаимодействия η = βz и приведенного
нелинейного коэффициента ξ = γ/β при входном изображении на частоте ω3. Зависимости
построена для таких же длин волн, что и на рис. 4.2

чением длины взаимодействия η перепутанность растет. Увеличения эффек-
тивности процессов смешения частот (нелинейный коэффициент ξ) ведет к
увеличению неклассичности между изображениями на частотах ω3 и ω4, су-
щественно не уменьшая неклассичность между изображениями на частотах
ω1 и ω2. Этот вывод совпадает с результатами раздела 2.4.3 , полученными
для квадратурных компонент.

Корреляции чисел фотонов для случая входного изображения на частоте
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ω3 имеют следующий вид:

R12(ρ) = (2|Q13|2|Q14|2 +Q11Q12Q
∗
13Q

∗
14 +Q∗

11Q
∗
12Q13Q14)⟨n̂30(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q11(q,Ω; z)Q12(q,Ω; z) +Q13(q,Ω; z)Q14(q,Ω; z)|2dqdΩ,

R34(ρ) = (2|Q33|2|Q34|2 +Q13Q34Q
∗
14Q

∗
33 +Q∗

13Q
∗
34Q14Q33)⟨n̂30(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q13(q,Ω; z)Q

∗
14(q,Ω; z) +Q33(q,Ω; z)Q

∗
34(q,Ω; z)|2dqdΩ,

R13(ρ) = (2|Q13|2|Q33|+Q11Q33Q
∗2
13 +Q∗

11Q
∗
33Q13)

2⟨n̂30(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q11(q,Ω; z)Q

∗
13(q,Ω; z) +Q13(q,Ω; z)Q

∗
33(q,Ω; z)|2dqdΩ,

R14(ρ) = (2|Q13|2|Q34|2 +Q11Q34Q
∗
13Q

∗
14 +Q∗

11Q
∗
34Q13Q14)⟨n̂30(ρ)⟩+

+
1

(2π)6

∫∫
|F (Ω)|4|Q11(q,Ω; z)Q

∗
14(q,Ω; z) +Q13(q,Ω; z)Q

∗
34(q,Ω; z)|2dqdΩ

(4.47)

На рис.4.7 представлены графики зависимостей параметра неклассично-
сти для изображений на частотах ниже (E12) и выше (E34) частоты накачки.
Из рис. 4.7a видно, что с увеличением длины взаимодействия и эффективно-
сти преобразования частоты вверх перепутанность между изображениями на
частотах ниже частоты накачки монотонно растет. Зависимость неклассично-
сти изображений на частотах выше частоты накачки (см. рис. 4.7b) сложнее.
Рис. 4.7b свидетельствует, что на начальном этапе эволюции полей в нели-
нейном взаимодействии статистика разности числа фотонов для изображе-
ний на частотах ω3 и ω4 суперпуассоновская (E34 < 0). Однако при больших
длинах взаимодействия статистика разности чисел фотонов становится суб-
пуассоновской (E34 > 0), что свидетельствует о проявлении неклассичности
между изображениями.

4.4. Схема с далеко расположенным объектом

Оптическая схема с далеко расположенным объектом представлена на
рис. 4.8. Оптическое изображение, расположенное в плоскости P1 (рис. 4.8),
проецируется на АНФК с помощью линзы L1. В АНФК происходит усиле-
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Рис. 4.8. Схема параметрической генерации и преобразования частоты вверх перепутан-
ных оптических изображения для случая далеко расположенного объекта

ние и генерация оптического изображения на новых частотах в связанных
нелинейно-оптических процессах (4.1). Затем изображение с выхода кристал-
ла проецируется на плоскость изображений P4 линзой L2. Расстояния между
объектной плоскостью P1 и линзой L1, между линзой L1 и входной плоско-
стью кристалла P2, выходной плоскостью кристалла P3 и линзой L2, а также
линзой L2 и плоскостью изображений P4 равны фокусному расстоянию этих
линз f .

Бозе-операторы медленно-меняющихся амплитуд поля Â(obj)
j (ρ, t),

Â
(in)
j (ρ, t), Â(out)

j (ρ, t), Â(im)
j (ρ, t) связаны между собой фурье-преобразовани-

ем, выполняемым линзой L1 (ср. с (4.17) и (4.18)):

Â
(in)
j (ρ, t) =

1

iλjf

+∞∫
−∞

Â
(obj)
j (ρ′, t) exp

(
−ikj

f
ρρ′
)
dρ′, (4.48)

и линзой L2:

Â
(im)
j (ρ, t) =

1

iλjf

+∞∫
−∞

Â
(out)
j (ρ′, t)P (ρ′) exp

(
−ikj

f
ρρ′
)
dρ′. (4.49)

Здесь P (ρ) — функция пропускания диафрагмы, располагаемой на выходе
АНФК. Как и выше, в аргументах операторов мы пренебрегаем временным
запаздыванием.

Учитывая преобразования линз (4.48) и (4.49), для фурье-компонент
изображений на взаимодействующих частотах получим:

Â(im)(ρ,Ω; z) = Q(2)(ρ,Ω; z)Â(obj)(ρ,Ω) (4.50)
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где

Â(obj)(ρ,Ω) =


Â

(obj)
1 (ρ,Ω)

Â
(obj)†
2 (−ρ,−Ω)

Â
(obj)
3 (ρ,Ω)

Â
(obj)†
4 (−ρ,−Ω)

 , (4.51)

и

Â(im)(ρ,Ω; z) =


Â

(im)
1 (ρ,Ω; z)

Â
(im)†
2 (−ρ,−Ω; z)

Â
(im)
3 (ρ,Ω; z)

Â
(im)†
4 (−ρ,−Ω; z)

 , (4.52)

— столбцы операторов рождения и уничтожения фотонов с соответствующи-
ми частотами и поперечными координатами. Элементы матрицы Q(2)(ρ,Ω; z)

получаются из элементов матрицы Q(1)(q,Ω; z) для схемы с близко располо-
женным объектом заменой: q −→ k

f ρ, причем в рамках приближения, исполь-
зованного в разделе 4.2.1, считаем k = kd для Â

(im)
1,2 и k = ku для Â

(im)
3,4 . Из

(4.51) и (4.52) следует, что изображения, генерируемые на частотах ниже ча-
стоты накачки, как и изображения на частотах выше частоты накачки будут
перевернутыми относительно друг друга.

Из (4.50) и вида передаточных функций (см. рис. 4.2) следует, что без
искажений усиливаться и преобразовываться будут только такие изображе-
ния, размер которых не превосходит масштаба разрешения. В нашем случае
оно равно радиусу ρ0, который определяется поперечно-волновой полосой ∆q

параметрического усиления:

ρ0 =
f

k
∆q. (4.53)

В соответствии с (4.53) в рассматриваемой схеме есть два характерных мас-
штаба ρ0: для волн с частотами ниже частоты накачки (k = kd) и для волн с
частотами выше частоты накачки (k = ku).

На рис. 4.8 показана диафрагма (функция зрачка P (ρ)), расположенная
на выходе кристалла и которая ограничивает полосу шума. Вычисления Â(im)

с учетом диафрагмы приводят к свертке ее фурье-образа P̃ (q) и выходных
операторов â(out)(q). Естественно полагать, что пространственный спектр диа-
фрагмы P̃ (q) гораздо уже пространственной полосы усиления, что позволяет
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полагать ее размер достаточно большим. Влияние диафрагмы на разрешаю-
щую способность схемы можно оценить по размеру дифракционного пятна, в
которое расплывается точка начального изображения: для излучения с дли-
ной волны λ точка входного изображения преобразуется в пятно площадью
Sd = (fλ)2/Sp в выходном изображении (Sp — площадь диафрагмы).

Далее полагаем, что диафрагма выбрана таким образом, что справедли-
вы следующие неравенства: √

Sd ≪ ρel < ρ0, (4.54)

где ρel — характерный размер элементов входного изображения, которые
необходимо преобразовать без искажений. В (4.54) левое неравенство требу-
ет, чтобы дифракционное расплывание на апертуре диафрагмы не «смазыва-
ло» элементы изображения. Правое неравенство в (4.54) налагает очевидное
ограничение на размер минимального элемента изображения — в области эф-
фективного преобразования и усиления (радиусом ρ0) должен «помещаться»
хотя бы один элемент. Помимо этого, будем полагать, что размер пикселей
детекторов ∆ не превосходит характерного размера элементов изображения:
∆ ≤ ρel.

4.4.1. Статистические характеристики изображений

Как и при рассмотрении схемы с близко распложенным объектом, рас-
смотрим случай, когда на вход схемы с далеко расположенным объектом по-
дается входное когерентное изображение на частоте ниже и выше частоты
накачки. Как и прежде, входное изображение считаем монохроматическим
(см. выражения (4.21) и (4.22)).

Для входного изображения на частоте ω1 выражения для плотности по-
тока фотонов на выходе оптической системы (плоскость P4 на рис. 4.7) имеют
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следующий вид:

⟨n̂1(ρ)⟩ =
∣∣∣∣Q11

(
kd
f
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(4.55)

Здесь S
(d,u)
d = S−1

p (2πf/kd,u)
2 — площадь дифракционного пятна для волн

с частотами ниже (d) и выше (u) частоты накачки, Wd,u — функции, опи-
сывающие шумовой вклад (4.31), F (Ω) — функция пропускания фильтров,
использующихся в рассматриваемой схеме.

Расчет дисперсии плотности потока фотонов приводит к выражениям
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(4.56)
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Выражения (4.55), (4.56) по форме похожи на соответствующие выраже-
ния для схемы с близко расположенным объектом. В отличие от конфигура-
ции с близким оптическим изображением в выражениях для далеко распо-
ложенного изображения передаточные функции Qmn зависят от поперечной
координаты в плоскости изображений.

Рис. 4.9. Нормированное отношение сигнал/шум при входном изображении на частоте
ω1 для изображений на длинах волн λ1 (1), λ2 (2), λ3 (4), λ4 (4) в зависимости от ρ/f в
плоскости изображения для приведенных длин взаимодействия η = βz: a) 1.0, b) 2.0, c)
5.0. Кривые построена для таких же длин волн, что и на рис. 4.2 для ξ = 0.5

Выражения для плотностей потоков фотонов и дисперсий в случае вход-
ного изображения на частоте ω3 получаются из (4.55) и (4.56) с помощью
замены передаточных коэффициентов в полезных вкладах (множители пе-
ред ⟨n̂10(ρ)⟩):

Q11 → Q13, Q12 → Q14, Q13 → Q33, Q14 → Q34, (4.57)
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и замены ⟨n̂10(ρ)⟩ → ⟨n̂30(ρ)⟩.
Для описания шумовых свойств генерируемых изображений рассмотрим

отношение сигнал к шуму (4.36), которое будем определять по полезным вели-
чинам ⟨n̂(s)j (ρ)⟩, ⟨σ2(s)j (ρ)⟩. Пользуясь (4.55) и (4.56), приходим к следующим
выражениям для случай входного изображения на частоте ω1:
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(4.58)

Зависимости (4.58) представлены на рис. 4.9. Как следует из рис. 4.9, на
начальном этапе взаимодействия изображение на исходной частоте ω1 облада-
ет большим отношением сигнал к шума, тогда как изображения на остальных
частотах только начинают формироваться. При этом наиболее быстро фор-
мируется изображение на частоте ω2, так как между модами этой частоты
и частоты исходного изображеня имеется непосредованная связь — эти ча-
стоты связаны общим процессов деления частоты накачки, которые служит
источником фотонов для всего процесса. Далее формируется изображение
на частоте ω3 и медленнее всех генерируется изображение на частоте ω4.
Рис. 4.9c иллюстрирует случай сформировавшихся изображений. Видно, что
отношение (S/N) для изображений на суммарных частотах ω3 и ω4 область
эффективной генерации шире таковой для изображений на частотах ω1 и ω2.
Для параметров, представленных на рис. 4.9, оценки для масштабов эффек-
тивной генерации и преобразования для частот ω1 и ω2: ρ

(d)
0 /f ≈ 0.2, для

частот ω3 и ω4: ρ
(u)
0 /f ≈ 0.5. Установившееся отношение сигнал/шум для
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изображений на генерируемых частотах имеет значение ≈ 0.4.

Рис. 4.10. Зависимость нормированного отношения сигнал/шум при входном изображении
на частоте ω3 от приведенной поперечной координаты ρ/f в плоскости изображения. Но-
мер кривой связан с соответствующей длиной волны. Зависимости построена для таких
же длин волн, что и на рис. 4.2 для ξ = 0.5

Пользуясь (4.57), приходим к выражениям для отношения сигнал/шум
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в случае входного изображения на частоте ω3:(
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(4.59)

На рис. 4.10 представлены зависимости (4.59) нормированного отноше-
ния сигнал/шум от приведенной поперечной координаты ρ/f . Сравнение за-
висимостей, представленных на рис. 4.10, с зависимостями для отношения
сигнал/шум в случае входного изображения на частоте, лежащей ниже ча-
стоты накачки (4.5), показывает, что отношения сигнал/шум для входного
изображения на частоте, лежащей выше частоты накачки, стремиться к пре-
дельному значению 1/4 медленнее, чем для первого случая.

Заметим, что на рис. 4.9 и рис. 4.10 в периферийных областях нормиро-
ванное отношение сигнал/шум для усиливаемого изображения ≈ 1, в то вре-
мя как отношения сигнал/шум для генерируемых изображений очень малы.
Это свидетельствует о том, что генерация и усиление в периферийных обла-
стях пространства практически отсутствует и, таким образом, моды входного
изображения проходят через кристалл без изменений.

4.4.2. Корреляции и перепутанность оптических изображений

Рассмотрим квантовые корреляции оптических изображений, генерируе-
мых в схеме с далеко расположенным объектом. В схеме с близко расположен-
ным объектом для изучения квантовых корреляций исследовалось поведение
дисперсии разности чисел фотонов. Для этого использовался параметр Kjk
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(4.43), который характеризовал статистику разности чисел фотонов на часто-
тах ωj и ωk. При этом если Kjk < 1, то статистика разности чисел фотонов
субпуассоновская, что свидетельствует о перепутанности состояний. Для ис-
следования перепутанности между изображениями в рассматриваемой схеме
также будем использовать параметр Ejk (4.45).

Рассмотрим параметры неклассичности Ejk в исследуемой схеме: E12 —
для изображений на частотах ω1 и ω2, и E34 — для изображений на частотах
ω3 и ω4. Выражения для этих величин получаются из (4.46), (4.47) с помощью
подстановки:

Qmn(0, 0; z) → Qmn

(
k

f
ρ, 0; z

)
для передаточных функций, стоящими перед сигнальными плотностями фо-
тонов ⟨n̂10(ρ)⟩ и ⟨n̂30(ρ)⟩, и замены

Qmn(q,Ω; z) → Qmn

(
k

f
ρ,Ω; z

)
в передаточных функциях, стоящих под знаком интеграла (k = kd для m =

1, 2, k = ku для m = 3, 4). При этом в выражениях, представляющих шумо-
вые вклады в измеряемые величины, интегрирование проводится только по
временной частоте Ω.

На рис. 4.11 представлены зависимости параметра Ejk для пар изображе-
ний с частотами ниже и выше частоты накачки. Из рис. 4.11 следует, что для
указанных пар частот имеет место перепутанность оптических изображений:
E12,E34 > 0. На малых длинах взаимодействия перепутанность изображе-
ний на высоких частотах значительно меньше, чем перепутанность на низ-
ких частотах. С увеличением длины взаимодействия степень перепутанности
рассмотренных пар изображений растет. При этом на больших длинах вза-
имодействия как степень перепутанности, так и пространственный масштаб
эффективного перепутывания Ejk ≈ 1 становятся почти одинаковыми.

Параметры неклассичности для случая, когда на вход схемы с далеко
расположенным объектом подается изображение на частоте, лежащей выше
частоты накачки изображены на рис. 4.12, из которого видно, что при малых
длинах взаимодействия параметр неклассичности E12 > 0, тогда как E34 < 0
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Рис. 4.11. Зависимость параметра неклассичности для изображений на частотах ниже ча-
стоты накачки (E12) и на частотах выше частоты накачки (E34) от приведенной поперечной
координаты ρ/f при входном изображении на несущей частоте ω1. Зависимости построена
для таких же длин волн, что и на рис. 4.2 для ξ = 0.5
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Рис. 4.12. Зависимость параметра неклассичности для изображений на частотах выше ча-
стоты накачки (E12) и на частотах выше частоты накачки (E34) от приведенной поперечной
координаты ρ/f при входном изображении на несущей частоте ω3. Зависимости построена
для таких же длин волн, что и на рис. 4.2 для ξ = 0.5
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(рис. 4.12a,b). При больших длинах взаимодействия параметр E34 становится
положительным. Таким образом, изображения, генерируемые на частотах ω3

и ω4 становятся перепутанными. Сравнение зависимостей на рис. 4.11 с за-
висимостями на рис. 4.12 показывает, что установление перепутанности меж-
ду усиливаемыми и преобразовываемыми изображениями в случае входного
изображения на частоте, лежащей выше частоты накачки происходит мед-
леннее, чем для входного изображения на частоте, лежащей выше частоты
накачки.

4.5. Выводы

В настоящей Главе рассмотрены две схемы для усиления и преобразо-
вания оптического изображения: схема с близко расположенным объектом
и схема с далеко расположенным объектом. В рассмотренных схемах усили-
ваемые и преобразовываемые изображения формируются в связанном нели-
нейно-оптическом процессе (4.1). Изучены квантовые характеристики полей
в обеих схемах как для случая входного изображения на частоте, лежащей
ниже частоты накачки, так и для случая входного изображения с частотой
выше частоты накачки. Подробно изучены отношение сигнал/шум для гене-
рируемых в этих схемах изображений. Показано, что асимптотические зна-
чения нормированного отношения сигнал/шум в обеих схемах для выходных
изображениях как для низкочастотного, так и высокочастотного входного
изображения равны 1/4.

Детально исследован пространственное перепутывание генерируемых оп-
тических изображений для обеих схем. Анализ пространственной перепутан-
ности изображений в терминах чисел фотонов показал, что на выходе из
обеих схем формируются две пары перепутанных оптических изображений:
на частотах, лежащих ниже частоты накачки, и на частотах, лежащих выше
частоты накачки.

В схеме с близко расположенным объектом конечная полоса простран-
ственного захвата параметрических процессов, протекающих в АНФК, опре-
деляет минимальный размер элемента изображений, которые могут усили-
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ваться и преобразовываться без искажений. В приближении плоской волны
накачки размер изображений, которые может усиливать и преобразовывать
конфигурация с близко расположенным объектом, неограничена. В действи-
тельности же максимальный размер изображения определяется поперечным
размером накачки.

В схеме с далеко расположенным объектом параметрическая полоса за-
хвата определяет размер изображений, которые могут без искажений фор-
мироваться в этой схеме, тогда как минимальный размер этих изображений
определяется дифракционными эффектами на апертурах элементов, состав-
ляющих эту схему (диафрагмы, линзы). Установлено, что в обеих схемах
перепутывание между изображениями имеет место во всей области эффек-
тивного усиления и преобразования изображений. С увеличением длины вза-
имодействия происходит уменьшение области эффективного перепутывания
для всех генерируемых изображений.
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Глава 5

Голографическая телепортация перепутанных

оптических изображений

В Главе 3 рассматривалась схема телепортации одномодовых перепутан-
ных состояний, в которой вспомогательное состояние генерируется в связан-
ном параметрическом процессе, состоящем из одного параметрического про-
цесса преобразования частоты вниз и двух процессов смешения частот (2.58).
Было показано, что в такой схеме возможно осуществить телепортацию пере-
путанных пространственно-одномодовых состояний с большой точностью и с
малым добавлением шума в перепутанность этих состояний.

Вместе с тем, как упоминалось в Главе 1, к настоящему времени полу-
чила развитие и интенсивно исследуется область квантовой оптики — кван-
товое изображение, которая имеет дело с пространственно-многомодовыми
полями. Использование изображений в алгоритмах квантовой информации
позволяет обрабатывать большие объемы квантовых данных за один подход
квантового алгоритма. Впервые детальное исследование телепортации изоб-
ражений проводилось в работе [127], где рассматривалась телепортация коге-
рентного изображения с помощью пространственно-многомодовых полей, ге-
нерируемых в традиционном параметрическом процессе преобразования ча-
стоты вниз. В настоящей Главе детально исследуется голографическая те-
лепортация перепутанных оптических изображений в схеме, использующей
связанный процесс (2.58) для получения вспомогательных перепутанных про-
странственно-многомодовых полей. Анализируется влияние различия ширин
пространственных спектров телепортируемых изображений и вспомогатель-
ных квантовых полей на качество телепортации. В практических реализаци-
ях квантовых алгоритмов измерения проводятся детекторами, представляю-
щими собой массивы пикселей. В связи с этим изучается влияние размера
пикселя на качество телепортации.
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5.1. Генерация перепутанных двухчастотных

изображений

При телепортации одномодовых перепутанных состояний мы полагали,
что перепутанные состояния формируются в параметрическом процессе пре-
образования частоты вниз:

ω′
p = 2ωp = ωs + ωi, (5.1)

где ωs, ωi — несущие частоты сигнального и холостого изображений, ω′
p =

2ωp — частота волны накачки, являющяяся второй гармоникой излучения за-
дающего лазера. Будем полагать, что телепортируемые перепутанные изоб-
ражения генерируются в процессе (5.1). При этом интенсивную волну накач-
ки будем считать плоской и монохроматической. В таком случае решение
уравнений, описывающих взаимодействие в нелинейном кристалле, для фу-
рье-компонент можно записать в виде [98, 105]:

âs(q; z) = Us(q; z)âs0(q) + Vs(q; z)â
†
i0(−q),

â†i(−q; z) = Ui(q; z)âs0(q) + Vi(q; z)â
†
i0(−q),

(5.2)

где âs0(q), âi0(q) — бозе-операторы уничтожения фотонов с поперечным вол-
новым вектором q на сигнальной и холостой частоте соответственно на входе
нелинейного кристалла, âs(q; z), âi(q; z) — операторы на выходе, Us,i(q; z),
Vs,i(q; z) — передаточные коэффициенты, связывающие операторы на входе
нелинейного кристалла с операторами на выходе кристалла длиной z. За-
метим, что, вообще говоря, функции Us,i,Vs,i зависят от отстройки частоты
Ω от несущей, но в нашем случае мы полагаем ее равной нулю, что соответ-
ствует времени измерения детекторов гораздо больше времени когерентности
поля. Передаточные функции могут быть найдены также как частный слу-
чай передаточных функций (4.14) при γ1 = γ2 = 0: Q11(q, 0; z) → Us(q; z),
Q12(q, 0; z) → Vs(q; z), Q21(q, 0; z) → Ui(q; z), Q22(q, 0; z) → Vi(q; z).

Фактор усиления для процесса (5.1) равен (ср. с (4.15)):

G =

√
β2 −

(
ϵs + ϵi

2

)2

, (5.3)
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где

ϵj =
q2

2kj
, (j = s, i) (5.4)

— коэффициенты, учитывающие отклонение фурье-компонент от коллинеар-
ного распространения, kj — волновой вектор.

Из коммутационных соотношения для фурье-компонент полей сигналь-
ного и холостого изображений

[âs(q
′; z), â†s(−q′′; z)] =[âi(q

′; z), â†i(−q′′; z)] =
1

(2π)2
δ(q′ + q′′),

[âs(q
′; z), âi(q

′′; z)] = 0.

(5.5)

следуют соотношения, которым удовлетворяют передаточные коэффициенты

|Us(q; z)|2 − |Vs(q; z)|2 = 1, (5.6)

|Ui(q; z)|2 − |Vi(q; z)|2 = −1, (5.7)

Us(q; z)U
∗
i (q; z) = Vs(q; z)V

∗
i (q; z). (5.8)

5.1.1. Перепутанность телепортируемых изображений

Рассмотрим ЭПР-корреляции между фурье-компонентами сигнального
âs(q; z) и холостого âi(q; z) изображений, следуя [127]. Пользуясь (5.8), запи-
шем (5.2) в виде:

âs(q; z) = eiθ(q;z)(|Us(q; z)|eiψ(q;z)âs0(q) + |Vs(q; z)|e−iψ(q;z)â†i0(−q)),

â†i(−q; z) = eiθ(q;z)(|Ui(q; z)|eiψ(q;z)âs0(q) + |Vi(q; z)|e−iψ(q;z)â†i0(−q)),
(5.9)

где

θ(q; z) =
1

2
(Us(q; z)Vs(q; z)), ψ(q; z) =

1

2
(Us(q; z)V

∗
s(q; z)) (5.10)

— фазы, обусловленные отклонением распространения мод от направления
коллинеарного синхронизма (или квазисинхронизма).

Для исследования на перепутанность генерируемых двухчастотных изоб-
ражений обратимся к квадратурным компонентам:

x̂
(ϕ)
j =

âje
iϕ + â†je

−iϕ
√
2

, ŷ
(ϕ)
j =

âje
iϕ − â†je

−iϕ

i
√
2

, (5.11)
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где фаза ϕ определяет поворот базиса (x̂
(ϕ)
j , ŷ

(ϕ)
j ) в фазовом пространстве.

Рассмотрим дисперсии разности и суммы квадратур (5.11) фурье-компонент
телепортируемых изображений:

Var(x̂(ϕ)s (q)− x̂
(ϕ)
i (−q)) =

= ⟨(x̂(ϕ)s (q)− x̂
(ϕ)
i (−q))2⟩ − ⟨(x̂(ϕ)s (q)− x̂

(ϕ)
i (−q))⟩2,

Var(ŷ(ϕ)s (q) + ŷ
(ϕ)
i (−q)) =

= ⟨(ŷ(ϕ)s (q) + ŷ
(ϕ)
i (−q))2⟩ − ⟨(ŷ(ϕ)s (q) + ŷ

(ϕ)
i (−q))⟩2,

(5.12)

которые зависят от корреляций между квадратурами фурье-компонент сиг-
нального изображения с поперечным волновым вектором q и холостого изоб-
ражения с поперечным волновым вектором −q. Здесь и в последующем для
упрощения записи зависимость от длины кристалла z в операторах опущена.

Для анализа степени квантовых корреляций между квадратурами мод
сигнального и холостого изображений будем пользоваться следующей вели-
чиной [52]:

I(q) = Var(x̂(ϕ)s (q)− x̂
(ϕ)
i (−q))Var(ŷ(ϕ)s (q) + ŷ

(ϕ)
i (−q)). (5.13)

Если I(q) < 1, то моды перепутанны, причем чем меньше величина I(q), тем
квантовые корреляции сильнее. Случай I(q) = 0 соответствует идеальным
квантовым корреляциям.

Значение величины (5.13) зависит от выбора величины угла ϕ. При од-
них значениях ϕ величина I(q) может не выявлять квантовых корреляций
(I(q) > 1), тогда как при другом выборе угла ϕ квантовые корреляции мо-
гут проявиться (I(q) < 1), что является свидетельством наличия таковых
между полями в целом. Таким образом, необходимо найти такие значения ϕ,
которые минимизируют величину I(q). В нашем случае поля описываются
выражениями (5.9) и квантовые корреляции проявляются при

ϕ = θ(q; z). (5.14)

Пусть на вход нелинейного кристалла, в котором происходит генерация
перепутанных изображений, подается когерентное изображение |α(q)⟩s с сиг-
нальной частотой:

âs0(q)|α(q)⟩s = α(q)|α(q)⟩s,
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а входное состояние поля на холостой частоте — вакуумное:

âi0(q)|0⟩i = 0.

Тогда, используя (5.9) и (5.14), приходим к следующим выражениям для дис-
персий (5.12):

Var(x̂s(q)− x̂i(−q)) = Var(ŷs(q) + ŷi(−q)) = (|Vs(q; z)| − |Vi(q; z)|)2. (5.15)

На рис. 5.1 представлены графики зависимостей параметра I(q) для
фурье-компонент полей, генерируемых в процессе пребразования частоты
вниз (5.1). Из рис. 5.1 следует, что в центральных областях квантовые кор-
реляции наиболее сильны. Легко убедиться, что при q = 0 передаточные
коэффициенты Vs,i(q; z) переходят в передаточные коэффициенты для слу-
чая параметрического преобразования частоты вниз в приближении плоских
волн:

Us(0; z) → ch(βz), Vs(0; z) → sh(βz),

Ui(0; z) → sh(βz), Vi(0; z) → ch(βz).

Таким образом, для q = 0 имеем I(q = 0) = e−4ζ , в согласии с результатом
(3.46).

На рис. 5.1 центральные области отвечают экспоненциальному росту ин-
тенсивности взаимодействующих волн. Боковые области соответствуют ос-
цилляторному режиму, что связано с мнимым значением фактора усиления.
С точки зрения эффективности генерации и формирования перепутанности
боковые области не представляют практического интереса. В этой связи бу-
дем считать, что пространственный спектр начального сигнального изобра-
жения α(q) лежит в пределах полосы параметрического захвата (усиления)
шириной q0.

Определим значение q0 как пространственную частоту, при которой па-
раметр I(q) в зависимости от q первый раз принимает значение, равное 1.
В этом случае гиперболические функции ch и sh, входящие в передаточные
коэффициенты Vs,i, Us,i, имеют значения 1 и 0. Это достигается при

Gz = iπ. (5.16)
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Рис. 5.1. Зависимость параметра I(q) между модами сигнального и холостого изображений
для различных длин взаимодействия z: a) z = 1.0 b) z = 2.0 (β = 1, λ′p = λp/2 = 0.53 мкм,
λs = 2.0 мкм, λi = 0.72 мкм).

Подставляя в (5.16) выражения (5.3) и (5.4), получаем

q0 = 2

√
kski
ks + ki

(
β2 +

π2

z2

)1/4

. (5.17)

Из зависимостей I(q), представленных на рис. 5.1 следует, что ширина
параметрической полосы захвата q0 = 550 см−1 для рис. 5.1a, и q0 = 400

см−1 для рис. 5.1b. В дальнейшем для параметра I(q) мы будем употреблять
также термин ЭПР-корреляции.

5.2. Генерация вспомогательных перепутанных

четырехчастотных полей

В предыдущей главе показано, что в связанном пятичастотном парамет-
рическом процессе (2.58) генерируются две пары перепутанных изображений.
Для выявления перепутанности использовались корреляции чисел фотонов
на различных частота. При голографической телепортации, которую мы рас-
сматриваем здесь, будем иметь дело, однако, с квадратурными компонентами
поля, поэтому в настоящей главе для описания перепутанности вспомогатель-
ных пространственно-многомодовых полей воспользуемся анализом ЭПР-кор-
реляций.

В Главе 4 было найдено решение для параболических уравнений (4.3),
описывающих динамику взаимодействия волн в АНФК. Для фурье-амплитуд
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взаимодействующих полей решение уравнений (в матричном виде) дается
(4.10) с передаточными коэффициентами (4.14).

5.2.1. Перепутанность вспомогательных полей

В Главе 3 было показано, что наличие квантовых ЭПР-корреляций меж-
ду Алисой и Бобом позволяет осуществить квантовую телепортацию перепу-
танного состояния. При этом шумовую матрицу (3.22) и добавочный шум
(3.38) полностью описывают три величины: дисперсия суммы и разности
квадратур между модами с частотами ниже частоты накачки (Vd), диспер-
сия суммы и разности квадратур между модами с частотами выше частоты
накачки (Vu) и корреляции между комбинациями квадратур на низких и вы-
соких частотах (C). Соответствующее обобщение указанных характеристик
на пространственно-многомодовый случай имеет такой вид:

Vd(q) = Var(x̂1(q)− x̂2(−q)) = Var(ŷ1(q) + ŷ2(−q)) =

= ⟨(x̂1(q)− x̂2(−q))2⟩ − ⟨(x̂1(q)− x̂2(−q))⟩2,

Vu(q) = Var(x̂3(q)− x̂4(−q)) = Var(ŷ3(q) + ŷ4(−q)) =

= ⟨(x̂3(q)− x̂4(−q))2⟩ − ⟨(x̂3(q)− x̂4(−q))⟩2,

C(q) = ⟨(x̂1(q)− x̂2(−q))(x̂3(q)− x̂4(−q))⟩ =

= ⟨(ŷ1(q) + ŷ2(−q))(ŷ3(q) + ŷ4(−q))⟩.
(5.18)

Величины Vd(q), Vu(q) и C(q) имеют смысл корреляций между модами
с поперечным волновым вектором q и модами с сопряженным вектором −q.
Подобно тому, как это делалось в предыдущем параграфе, при описании пе-
репутанности телепортируемых изображений, для квадратурных корреляций
вспомогательных полей полагаем, что корреляции определяются в оптималь-
ном базисе. Это соответствует выражениям для корреляций, содержащим
только значения передаточных функций, взятых по модулю. В таком случае
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выражения (5.18) преобразуются к виду:

Vd(q) = (|Q11(q; z)| − |Q12(q; z)|)2 + (|Q13(q; z)| − |Q14(q; z)|)2 ,

Vu(q) = (|Q13(q; z)| − |Q14(q; z)|)2 + (|Q33(q; z)| − |Q34(q; z)|)2 ,

C(q) = (|Q13(q; z)| − |Q14(q; z)|)×

× (|Q11(q; z)|+ |Q33(q; z)| − |Q12(q; z)| − |Q34(q; z)|) .

(5.19)

Можно показать, что в полосе параметрического захвата для связанных про-
цессов имеем

Vd(q)
z→∞−→ 0, Vu(q)

z→∞−→ 0, C(q)
z→∞−→ 0.

В дальнейшем этим свойством воспользуемся при исследовании качества те-
лепортации.

5.3. Схема телепортации

На рис. 5.2 изображена схема для голографической телепортации перепу-
танных оптических изображений. Её можно расматривать как синтез схемы
рис. 3.2 и схемы, приведённой в работе [127]. В ней отправитель — Алиса,
обладает перепутанными изображениями âs(q) и âi(q), которые она хочет
передать получателю — Бобу. Изображения âs(q) и âi(q) генерируются в па-
раметрическом процессе преобразования частоты вниз.

В связанном параметрическом процессе (4.1) (блок АНФК) генерируют-
ся вспомогательные четырехчастотные пространственно-многомодовые поля,
описываемые операторами фурье-компонент поля âj(q) (j = 1 . . . 4). В общем
случае ширина пространственного спектра полей, генерируемых в связанном
взаимодействии (4.1), не совпадает с шириной телепортируемых оптических
изображений, поэтому в схеме используется устройство, которое согласовы-
вает ширину пространственного спектра вспомогательных полей с шириной
спектра телепортируемых изображений. Для этого полагаем, что простран-
ственный фурье-спектр вспомогательного поля âj(q) подвергается трансфор-
мации в согласователе. Такое действие описывается преобразованием:

âj(q) −→
1

s
âj(q/s), (j = 1 . . . 4). (5.20)
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Здесь s имеет смысл параметра расширения спектра при s > 1 или его сжатия
при s < 1. В (5.20) множитель 1/s перед оператором введен для того, чтобы
преобразование масштаба сохраняло число фотонов.

В результате преобразования (5.20) имеем соотношения

V (x̂j(q)− x̂k(−q)) −→ 1

s2
V (x̂j(q/s)− x̂k(−q/s)),

V (ŷj(q) + ŷk(−q)) −→ 1

s2
V (ŷj(q/s) + ŷk(−q/s)).

(5.21)

Из (5.21) видно, что условие перепутанности I(q) < 1 в результате преоб-
разования (5.20) переходит в условие I(q) < 1/s4, что равносильно сдвигу
границы перепутанности с 1 до 1/s4. Для корректного сравнения диспер-
сий входных изображений с корреляциями телепортированных изображений
необходимо провести их перенормировку полей на выходе согласователя. Для
этого достаточно формально считать, что преобразование согласователя име-
ет такой вид:

âj(q) −→ âj(q/s), (j = 1 . . . 4). (5.22)

На следующем этапе моды â2(q/s) и â3(q/s) посылаются Алисе, а моды
â1(q/s) и â4(q/s) поступают Бобу. Полагаем частоты ω2 и ω3 совпадающими
с несущими частотами перепутанных изображений ωs и ωi.

Рис. 5.2. Схема телепортации перепутанных оптических изображений.

Затем Алиса смешивает телепортируемые изображения âs(q), âi(q) с мо-
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дами â2(q/s), â3(q/s) на светоделителях BS1 и BS2. Считая светоделители
симметричными по отражению/пропусканию и не вносящих потерь, запишем
операторы для преобразованных полей Алисы:

b̂s1(q) =
âs(q) + â1(q/s)√

2
, b̂s2(q) =

âs(q)− â1(q/s)√
2

,

b̂i1(q) =
âi(q) + â4(q/s)√

2
, b̂i2(q) =

âi(q)− â4(q/s)√
2

.

(5.23)

Здесь индекс m соответствует выходному порту светоделителя (m = 1, 2).
После этого поля b̂sm(q), b̂im(q) поступают в устройства, проводящие из-

мерения квадратурных компонент поля. В Главе 3 при исследовании телепор-
тации пространственно-одномодовых полей отмечалось, что квадратурные
компоненты измеряют методом гомодинного детектирования (см. рис. 3.3).
В нашем случае мы имеем дело с пространственно-многомодовыми полями,
которые также можно измерять с помощью гомодинного детектирования. Од-
нако при детектировании пространственно-многомодовых полей используют
массивы детекторов, например, CCD-камеры [105]. Заметим, что хотя CCD-
камера измеряет потоки падающих на них фотонов, при гомодинном детекти-
ровании измеряют квадратуры — величины, линейные по полю (3.9). Вслед-
ствие этого статистические характеристики измеряемых величин полностью
описываются корреляциями измеряемых квадратурных компонент.

На данном этапе анализа схемы телепортации считаем, что Алиса способ-
на измерять квадратурные компоненты всех мод полей b̂sm, b̂im. Это можно
сделать, например, проводя измерения в дальней зоне дифракции CCD-каме-
рами с малыми размерами пикселей. Выберем следующие измеряемые квад-
ратуры поля: x̂s1(q), ŷs2(q), x̂i1(q), ŷi2(q).

Результаты своих измерений, которые содержат величины квадратур
для всех мод поля, лежащих в пределах пространственного спектра телепор-
тируемых изображений, Алиса посылает Бобу по классическому каналу свя-
зи. Получив сообщение от Алисы, Боб проводит преобразование своей части
вспомогательных состояний (см. разд. 3.2.2) и в результате получает телепор-
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тированные изображения:

âouts (q) = âins (q) + f̂1(q),

âouti (q) = âini (q) + f̂2(q),
(5.24)

где
f̂1(q) = â1(q)− â†2(−q), f̂2(q) = â3(q)− â†4(−q)

— шумовые вклады, обусловленные неидеальными квантовыми корреляция-
ми вспомогательных полей.

5.4. Качество телепортации

5.4.1. Перепутанность телепортированных изображений

Обратимся к анализу качества телепортации перепутанных изображе-
ний. Рассмотрим ЭПР-корреляции телепортированных изображний (5.24).
Повторяя выкладки, аналогичные проделанным в Главе 3 при исследовании
телепортации одномодовых состояний, приходим к следующему выражению
для дисперсий суммы и разности квадратурных компонент телепортирован-
ных изображений (ср. с (3.37)):

Vout(q) = Vin(q) + ∆V (q) (5.25)

где
∆V (q) = Vd(q/s) + Vu(q/s)− 2C(q/s)

— шумовой вклад, обусловленный неидеальностью корреляций вспомогатель-
ных квантовых полей.

На рис. 5.3 представлены графики зависимостей дисперсий комбинаций
квадратурных компонент телепортированных изображений от отношения q/q0
для различных значений длин взаимодействия. Из рис. 5.3 видно, что когда
согласование ширин пространственных спектров телепортируемых изображе-
ний и вспомогательных полей не производится удается передать только цен-
тральную часть перепутанности пространственного спектра изображений (об-
ласть q/q0 < 1), тогда как перепутанность боковых частей спектра передать
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Рис. 5.3. Зависимость дисперсий суммы и разности квадратурных компонент изображе-
ний от отношения q/q0 для различных значений нормированных длин взаимодействия: a)
ζ = 1, η = 5, b) ζ = 1, η = 8, c) ζ = 2, η = 5, d) ζ = 2, η = 8 (λp = 1.06мкм, λ1 = 2.0мкм,
λ2 = 2.26мкм, λ3 = 0.69мкм, λ4 = 0.72мкм, ξ = 0.5). Штриховые кривые соответствуют
несогласованным ширинам пространственных спектров (s = 1), сплошные кривые — со-
гласованным ширинам спектров, при этом для рисунков a) и b) s = 2.4, а для графиков
c) и d) — s = 2.0.
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не удается. Когда же ширины пространственных спектров входных изображе-
ний и вспомогательных полей согласованы между собой, то перепутанность
имеет место во всей области пространственного спектра телепортируемых
изображений, что свидетельствует об успешной передаче квантовой перепу-
танности от телепортируемых к телепортированным изображениям.

5.4.2. Точность телепортации

Рассмотрим еще одну важную характеристику — точность телепортации.
После выкладок, подобным проделанным в Главе 3, приходим к выражению
для точности телепортации фурье-компонент изображений:

F =
1√

det(σin(q) + σout(q))
=

1√
det(2σin(q) + σ(N)(q))

, (5.26)

где

σin(q) =
1/2 + ν(q) 0

√
ν(q)(1 + ν(q)) 0

0 1/2 + ν(q) 0 −
√
ν(q)(1 + ν(q))√

ν(q)(1 + ν(q)) 0 1/2 + ν(q) 0

0 −
√
ν(q)(1 + ν(q)) 0 1/2 + ν(q)


(5.27)

— корреляционная матрица фурье-компонент квадратур входных изображе-
ний, ν(q) = |Vs(q; z)|2,

σ(N)(q) =


Vd(q) 0 C(q) 0

0 Vd(q) 0 C(q)

C(q) 0 Vu(q) 0

0 C(q) 0 Vu(q)

 (5.28)

— шумовая корреляционная матрица, обусловленная неидеальностью кван-
товых корреляций вспомогательных состояний, а Vd(q), Vu(q) и C(q) опреде-
ляются выражениями (5.18). Корреляционная матрица телепортированного
состояния равна

σout(q) = σin(q) + σ(N)(q). (5.29)
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Отметим, что в матрице (5.27) вклады 1/2 в диагональных элементах
соответствуют вакуумным или когерентным состояниям на входе кристалла.
Корреляционную матрицу (5.27), следовательно, можно записать как

σin(q) = σcoh + δσent(q), (5.30)

где δσent(q) — матрица, описывающая перепутанность между модами теле-
портируемых изображений, σcoh — корреляционная матрица когерентных по-
лей с диагональными элементами, равными 1/2, и с недиагональными нуле-
выми элементами,.

В случае идеальной телепортации σ(N)(q) = 0 и точность телепортации
совпадает со степенью чистоты состояния для фурье-компонент изображе-
ний [12]:

µ(q) = Tr(ρ̂2(q)) =
1√

det(2σin(q))
≡ 1. (5.31)

Выражение (5.31) является следствие того факта, что состояние каждой пары
фурье-компонент сигнального и холостого изображений является чистым.

На рис. 5.4 представлены графики зависимостей точности телепортации
от отношения q/q0 для различных значений длин взаимодействия. Штрихо-
вые кривые соответствуют случаю несогласованных ширин спектров, сплош-
ные кривые — случаю согласованных. Значения параметра s такие же, как
для графиков на рис. 5.3. Из рис. 5.3 видно, что при телепортации изображе-
ний без согласования ширин пространственных спектров высокие простран-
ственные частоты изображений передать не удается, тогда как при согласо-
вании ширин спектров можно добиться телепортации всех пространственных
мод перепутанных изображений. Из рис. 5.4 также следует, что увеличение
длины взаимодействия ζ, а вместе с ней и перепутанности телепортируемых
изображений, ведет к уменьшению точности телепортации. Увеличение дли-
ны взаимодействия η, то есть увеличение квантовых корреляций вспомога-
тельных пространственных полей, напротив, сопровождается ростом точно-
сти телепортации.
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Рис. 5.4. Зависимость точности телепортации от отношения q/q0. Параметры такие же,
как для рис. 5.3.

5.5. Регистрация оптических изображений устройствами

с конечными размерами пикселей; влияние размера

пикселя на качество телепортации

До сих пор анализ телепортации проводился при условии, что каждая
фурье-компонента пространственно-многомодовых полей может быть изме-
рена и преобразована независимо. Однако на практике измерения квадратур-
ных компонент поля проводятся с помощью устройств, представляющих со-
бой массивы детекторов, называемых пикселями. Для учета влияния размера
пикселей на качество телепортации необходимо рассматривать усредненные
по пикселю поля.

В нашей схеме измерения квадратур проводятся с использованием 4-х
детекторов. Пусть детекторы состоят из K пикселей с идеальной квантовой
эффективностью и площадью пикселя S = ∆2. Усреднение квадратурных
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компонент по площади пикселя с центром в радиус-векторе ρm дает:

x̂j(m) =
1√
S

∫
ρm

X̂j(ρ
′)dρ′, ŷj(m) =

1√
S

∫
ρm

Ŷj(ρ
′)dρ′. (5.32)

Здесь X̂j(ρ), Ŷj(ρ) — операторы квадратур на несущей частоте ωj поля в точ-
ке с радиус-вектором ρ, индекс m — номер пикселя (m = 1 . . . K). Заметим,
что при выбранной нормировке на 1/

√
S усредненные квадратуры подчиня-

ются стандартным коммутационным соотношениям:[
X̂j(m), Ŷl(n)

]
= iδjlδmn. (5.33)

Для усредненных полей (5.32) можно провести выкладки, аналогичные
проделанным для фурье-компонент полей, когда влияние размера пикселя не
учитывалось. Для описания качества телепортации теперь необходимо рас-
считать корреляции между усредненными квадратурными компонентами по-
ля (5.32):

⟨x̂j(m)x̂l(n)⟩ =
1

S

∫
ρm

∫
ρn

⟨X̂j(ρ
′)X̂l(ρ

′′)⟩dρ′dρ′′,

⟨ŷj(m)ŷl(n)⟩ =
1

S

∫
ρm

∫
ρn

⟨Ŷj(ρ′)Ŷl(ρ
′′)⟩dρ′dρ′′,

⟨x̂j(m)ŷl(n)⟩ =
1

S

∫
ρm

∫
ρn

⟨X̂j(ρ
′)Ŷl(ρ

′′)⟩dρ′dρ′′,

(5.34)

Разлагая квадратуры поля, стоящие в (5.34) под знаком интеграла, в инте-
грал Фурье

X̂j(ρ) =

∫
x̂j(q)e

iqρdq,

и интегрирую по площади пикселя приходим к следующим выражениям для
корреляций:

⟨x̂j(m)x̂l(n)⟩ =
∫ ∫

B∆(q)⟨x̂j(q)x̂l(q)⟩ cos(q(ρm − ρn))dq, (5.35)

⟨ŷj(m)ŷl(n)⟩ = (−1)j+l⟨x̂j(m)x̂l(n)⟩, (5.36)
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⟨x̂j(m)ŷl(n)⟩ = 0, (5.37)

где

B∆(q) =
∆2

4π2
sinc2

(
qx∆

2

)
sinc2

(
qy∆

2

)
(5.38)

— функция, появляющаяся в результате усреднения по пикселям. Функция
B∆(q) обладает следующими свойствами. При больших размерах пикселей
B∆(q) играет роль фильтра, вырезающего узкую часть пространственного
спектра. В пределе бесконечно большого размера пикселя

B∆(q)
∆→∞−→ δ(q), (5.39)

и корреляции квадратур поля совпадают с корреляциями одномодовых состо-
яний (3.24), (3.22). Множитель cos(q(ρm−ρn)) в (5.35) описывает зависимость
корреляций между пикселями от расстояния между ними.

В рассматриваемой ситуации корреляционные матрицы определяются
выражением:

σlK =

∫
B∆(q)

(
σl(q)⊗ P (q)

)
dq, (l = in, out,N). (5.40)

Здесь σl(q) — корреляционная матрица квадратур фурье-компонент поля
(матрицы (5.27), (5.28) и (5.29)), P (q) — K ×K матрица, учитывающая рас-
положение пикселей в детекторах, с элементами Pmn(q) = cos(q(ρm − ρn)),
⊗ означает тензорное произведение.

В результате процедуры усреднения поля по пикселям получаем корреля-
ционную матрицу размерности 4K×4K. Усреднение поля по пространству не
меняет характер его статистики. Поэтому состояние поля, определенное на
пикселях, полностью описывается его корреляционной матрицей. Точность
телепортации как перекрытие функций Вигнера входных и выходных изоб-
ражений определим следующим образом (ср. с (3.27)):

FK =

[
(2π)2K

∫
Win(ξ)Wout(ξ)dξ

] 1
K

(5.41)

где ξ = ({xsm, ysm}, {xim, yim}) — вектор, составленный из усредненных квад-
ратур поля (m = 1 . . . K). Отметим, что в работе [126] используется другое
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определение точности. В дальнейшем такой выбор параметра точности будет
объяснен подробнее. Используя (5.41), получим выражение для точности:

FK =

 1√
det(2σinK + σ

(N)
K )


1
K

. (5.42)

На рис. 5.5 представлены графики зависимостей точности телепортации для
одного, двух и четырех пикселей от отношения размера пикселя к минималь-
ному элементу изображения. Рис. 5.5a соответствует случаю телепортации
двух неперепутанных когерентных изображений, рис. 5.5b — телепортации
перепутанных изображений, полученных в параметрическом процессе преоб-
разовании частоты вниз. Как видно из рис. 5.5a, параметр точности телепор-
тации для двух когерентных изображений не зависит от числа пикселей в
изображении. В то же время в случае перепутанных изображений точность
их телепортации зависит от количества пикселей и их размещения в изобра-
жениях. Из графиков также видно, что согласование ширин пространствен-
ных спектров телепортируемых изображений и вспомогательных перепутан-
ных полей существенно улучшает качество телепортации. Рис. 5.5 свидетель-
ствует, что для перепутанных изображений точность телепортации с ростом
размера пикселей растет медленнее, чем точность для случая неперепутан-
ных когерентных изображений. Таким образом, перепутанные изображения
телепортируются с меньшей точностью. Однако, как было показано выше,
качество телепортации может быть повышено увеличением перепутанности
вспомогательных перепутанных полей.

Результаты зависимости точности телепортации от размера пикселей
можно объяснить следующим образом. При уменьшении размера пикселей
ширина функции B∆(q) увеличивается, и вместе с ним вклад вакуумных
(флуктуационных) мод возрастает, становясь в пределе ∆ → 0 определяю-
щим:

FK = Fcoh =
1

4
. (5.43)

Значение (5.43) совпадает с нижним пределом точности телепортации двух
когерентных состояний. Противоположная ситуация возникает, когда ∆/x0 ≫
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Рис. 5.5. Зависимость точности телепортации от отношения ∆/xel для одного, двух и
четырех пикселей в изображении при a) когерентных изображениях (ζ = 0) и b) перепу-
танных изображениях (ζ = 1). Штриховые кривые соответствуют несогласованным шири-
нам пространственных спектров, сплошные кривые — согласованным ширинам спектров.
Графики приведены для длин волн λp = 1.06 мкм, λ1 = 2.0 мкм, λ2 = λs = 2.26 мкм,
λ3 = λi = 0.69 мкм, λ4 = 0.72 мкм и для коэффициента ξ = 0.5.
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1. В выражение для точности в этом случае основной вклад вносят корре-
ляции, относящиеся к почти коллинеарным модам. В пределе ∆/x0 → ∞
справедливо (5.39) и

FK → F, (5.44)

где F — достоверность телепортации пространственно-одномодовых состоя-
ний (см. рис. 3.5). Таким образом, предельные значения параметра точности,
определенного формулой (5.41), не зависят от количества пикселей в изобра-
жениях. Обратим внимание на следующее обстоятельство. При определении
точности без возведения в степень 1/K предельные значения зависят от ко-
личества пикселей в изображениях, и не описывают, по нашему мнению, ка-
чество телепортации корректно. Действительно, при телепортации в которой
каждый пиксель изображений передается с большой точностью: F1 = 1 − ε,
где ε ≪ 1, имеет смысл говорить об очень хорошем качестве передаче изоб-
ражений в целом. Однако для предельного значения точности телепортации
изображений в этом случае имеем FK −→ (F1)

K K→∞−→ 0.
Как было показано выше, для достижения высокого качества телепор-

тации необходимо использовать детекторы с большим размером пикселей. С
другой стороны, размер пикселей не может быть слишком большим по двум
причинам. Во-первых, увеличение размера пикселей приводит к огрублению
изображения. Это, однако, не представляет принципиальной трудности, так
как масштаб изображения можно изменять. Во-вторых, размер телепортиру-
емых изображений, который ограничивает размер пикселей, не может, оче-
видно, превышать размера накачки волны для вспомогательных связанных
процессов.

5.6. Выводы

В настоящей Главе исследована голографическая телепортация перепу-
танных оптических изображений. Показано, что схема для телепортации пе-
репутанных изображений, в которой в качестве вспомогательных перепутан-
ных состояний используются пространственно-многомодовые поля, генери-
руемые в связанных параметрических взаимодействиях, может телепорти-
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ровать изображения с точностью, превышающей классический предел для
когерентных полей.

Анализ качества телепортации показал, что увеличение перепутанности
между телепортируемыми изображениями ведет к снижению точности теле-
портации вплоть до значений меньших, чем классический предел для телепор-
тации когерентных полей. Вместе с тем точность телепортации может быть
увеличена путем увеличения перепутанности вспомогательных полей. Это мо-
жет быть достигнуто, например, за счет увеличения длины взаимодействия
в АНФК или повышения интенсивности накачки.

Учет влияния размера пикселей измеряющих детекторов показал, что
при размере пикселей много меньше минимального элемента телепортируе-
мых изображений (радиуса когерентности) определяющий вклад в точность
вносят вакуумные (шумовые) моды. Значение точности телепортации в таком
случае имеет значение 1/4. В противоположной ситуации больших размеров
пикселей предельное значение точности определяется перепутанностью вспо-
могательных полей и телепортируемых изображений и совпадает со значени-
ями точности при телепортации пространственно-одномодовых полей.
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы могут быть сформулиро-
ванны следующим образом.

• Детально исследованы квантовые свойства двух пятичастотных связан-
ных оптических параметрических взаимодействий: 1) взаимодействия,
состоящего из двух процессов преобразования частоты вниз и одного
процесса смешения частот, протекающих в поле двух волн накачки, и
2) взаимодействия, протекающего в поле одной волны накачки и состоя-
щего из одного процесса преобразования частоты вниз и двух процессов
смешения частот.

• Установлено, что в связанном пятичастотном параметрическом взаи-
модействии, протекающем в поле двух волн накачек, наличие процесса
смешения частот уменьшает шумовое влияние одного процесса преобра-
зования частоты вниз на другой. Найдены условия оптимального умень-
шения шумового воздействия.

• Показано, что в связанном параметрическом пятичастотном взаимодей-
ствии, протекающем в поле одной волны накачки, формируются два
двухчастотных перепутанных состояния: на частотах, лежащих ниже
частоты накачки и на частотах, лежащих выше частоты накачки. При
этом обнаружено, что блоки мод на частотах ниже и выше частоты
накачки перепутанны между собой.

• Проанализирована возможность использования перепутанных четырех-
частотных состояний, формируемых в связанных параметрических вза-
имодействиях, протекающих в поле одной волны накачки, для передачи
(телепортации) двухчастотных пространственно-одномодовых перепу-
танных состояний. Подробно исследовано качество этой передачи. Уста-
новлено, что с помощью названного пятичастотного параметрического
взаимодействия возможно телепортировать перепутанное состояние с
большой точностью.
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• Развита квантовая теория параметрического усиления и преобразова-
ния оптических изображений в поле одной волны накачки в связанном
пятичастотном взаимодействии. Исследованы шумовые характеристи-
ки и перепутанность изображений в схемах для конфигураций с близко
и далеко расположенным объектом для случаев входных изображений
на несущих частотах ниже и выше частоты накачки.

• Предложена и детально исследована схема для телепортации перепутан-
ных двухчастотных оптических изображений. Определены факторы,
влияющие на качество телепортации. В частности, точность телепор-
тации зависит от соотношения ширин пространственных спектров теле-
портируемых изображений и вспомогательных пространственно-много-
модовых полей.

• Проанализировано влияние размера пикселей регистрирующего устрой-
ства на качество телепортации оптических изображений. Показано, что
с увеличением размера пикселей вклад квантового шума в точность те-
лепортации уменьшается.
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