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Résumé

Cette thèse concerne l’étude des propriétés linéaires des fibres optiques à bandes
interdites photoniques et à cœur solide et l’utilisation de leurs caractéristiques sin-
gulières en optique non-linéaire guidée.

La partie I est consacrée au calcul des bandes interdites photoniques que présente
la gaine microstructurée. Nous avons mis en place un outil numérique de calcul
de bandes par la méthode de décomposition en ondes planes en tenant compte de
la dispersion des matériaux. Cet outil a été utilisé pour concevoir une fibre per-
mettant la photo-inscription d’un réseau de Bragg. La méthode des perturbations
stationnaires est ensuite appliquée pour déterminer les indices effectifs des modes
autorisés aux grandes longueurs d’onde et identifier les modes linéairement pola-
risés vers lesquels ils évoluent.

Dans la partie II, l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée est établie.
Dans le cas d’une fibre effilée, il apparaît un terme supplémentaire permettant
la conservation du nombre de photons. L’expression analytique usuelle du taux
d’auto-décalage Raman est étendue au cas des solitons de courte durée jouant un
rôle majeur dans le processus de génération de supercontinuum.

La partie III est consacrée aux résultats obtenus en régime non-linéaire dans les
fibres à bandes interdites photoniques à cœur solide. Nous montrons théorique-
ment que la forte valeur de la dispersion du troisième ordre est à l’origine de la
suppression de l’auto-décalage Raman juste avant le bord de bande et sans pertes
significatives. Cette suppression est ensuite utilisée pour limiter l’étendue spectrale
et augmenter la stabilité tir-à-tir d’un supercontinuum.
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Abstract

Theoretical study of linear and nonlinear optical properties
of solid-core photonic bandgap fibers

This thesis concerns the linear properties of solid-core photonic bandgap fibers and
the use of their specific properties for guided non-linear optics.

Part I focuses on optical properties of the core mode whose guidance mechanism
is related to the photonic bandgaps of the microstructured cladding. A numerical
tool is developed for bandgap calculation using the plane wave expansion method
with the dispersion taken into account. This tool was used for the design of a fiber
which allows the photo-writing of a Bragg grating. Then, the stationary perturba-
tion method is applied to the determination of the effective index of the allowed
modes at long wavelengths and to the identification of linearly polarized modes
towards which they evolve.

In part II, the generalized non-linear Schrödinger equation is established. In the
case of a tapered fiber, an extra-term appears in the equation allowing the exact
conservation of the photons number. Then, the principles of the soliton red-shift
and supercontinuum generation are recalled. The usual analytical expression of
soliton self-frequency shift rate is extended to the case of short-duration solitons
which play an important part in the dynamics of supercontinuum generation.

Part III focuses on results obtained in nonlinear regime in solid-core photonic
bandgap fibers. We show that the strong value of the third order dispersion term
is the cause of the soliton self-frequency shift suppression near the bandgap edge
without significant energy loss. Then, this suppression was used to tailor the spec-
tral extent of the supercontinuum and to reduce pulse-to-pulse fluctuations.
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Introduction générale

Les fibres optiques permettent de guider la lumière, c’est-à-dire de la contraindre
à emprunter le trajet décrit par la fibre. Depuis leur invention dans les années 1960,
elles ont trouvé de nombreuses applications engendrant un impact fort dans la vie
quotidienne en particulier dans le domaine des télécommunications. En effet, la
majorité des informations du réseau internet ou des communications téléphoniques
intercontinentales transite par les centaines de milliers de kilomètres de fibres op-
tiques disposés sous la surface des océans depuis 1988. Les fibres optiques peuvent
également être utilisées dans des capteurs de température ou de contrainte notam-
ment grâce à l’inscription de réseaux de Bragg. Elles sont également employées
dans certains gyroscopes exploitant l’effet Sagnac et en médecine (fibroscopie et
endoscopie). Des lasers fibrés de forte puissance peuvent aussi être réalisés en do-
pant le cœur de la fibre avec des ions de terres rares.
Une fibre optique conventionnelle est constituée d’un cœur entouré d’une gaine
optique puis d’une gaine de protection. Afin de permettre le guidage de la lumière
dans le cœur de la fibre, celui-ci doit posséder un indice de réfraction plus élevé
que celui de la gaine optique. En se limitant à l’approximation de l’optique géo-
métrique, cette différence d’indice permet la réflexion totale des rayons lumineux
à l’interface cœur/gaine si l’angle d’incidence est suffisamment grand. Les rayons
lumineux restent donc confinés dans le cœur puisque leur propagation est interdite
dans la gaine, le guidage est alors assuré par réflexion totale interne (RTI).

Un autre moyen permettant d’interdire la propagation de la lumière dans un milieu
a été proposé par Yablonovitch en 1987 [1]. Par analogie avec les semi-conducteurs
dans lesquels la périodicité du potentiel électrique crée des bandes interdites pour
les électrons, Yablonovitch a émis l’idée qu’une périodicité de la permittivité di-
électrique peut engendrer des bandes interdites pour les photons : les bandes in-
terdites photoniques (BIP). Il faut noter que les BIP sont présentes dans la nature
[2] et qu’elles permettent d’expliquer les irisations de certaines plantes ou insectes.
L’exemple le plus connu est celui du papillon Morpho Retenor représenté sur la
figure 1. Un agrandissement des écailles de ses ailes montre une microstructuration
à l’échelle de la longueur d’onde (figure 1b) et explique la couleur bleue.
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Figure 1 – (a) Irisation du papillon Morpho Retenor. (b) Image obtenue par
microscopie électronique en transmission de la section d’une écaille de l’aile de ce
papillon. Ces images sont issues de la référence [2].

(a) (b)

Figure 2 – Cristaux photoniques présentant une BIP. (a) Cristal 2D de la référence
[7] (b) Cristal 3D de la référence [9].

Après quelques difficultés (voir notamment les références [3] et [4]), la méthode
de décomposition par ondes planes bien connue en physique des matériaux [5] a
permis de prédire une BIP dans une structure de type diamant en 1990 [6]. La
première mise en évidence expérimentale d’une BIP dans le domaine optique a été
réalisée en 1996 dans le proche infrarouge à l’aide d’un cristal en deux dimensions
[7] représenté sur la figure 2a. Peu de temps après, des cristaux tridimensionnels
présentant des BIP comme celui représenté sur la figure 2b ont été conçus [8, 9].

En 1995, Birks et al. ont émis l’idée d’une fibre optique possédant une gaine micro-
structurée permettant la formation de BIP [10]. Dans ce type de fibres, la gaine est
un cristal photonique en trois dimensions possédant une invariance par translation
suivant l’axe longitudinal (Oz) de la fibre. Pour certaines fréquences et certaines
valeurs de la composante longitudinale du vecteur d’onde, la propagation n’est pas
possible dans ce cristal. La propagation étant interdite dans la gaine, la lumière
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est donc guidée dans le cœur qui est créé en insérant un défaut dans le cristal
photonique. La première fibre à cristal photonique représentée sur la figure 3a fut
réalisée par la même équipe en 1996 [11, 12]. La gaine de cette fibre est constituée
d’un réseau triangulaire de trous d’air dans la silice possédant un pas de l’ordre de
la longueur d’onde. L’absence d’un trou d’air au centre du réseau permet d’obtenir
le cœur de la fibre. Bien que ce type de fibres possède de nombreuses propriétés
originales par rapport aux fibres conventionnelles, le guidage n’est pas dû à la pré-
sence de BIP mais au fait que l’indice de réfraction moyen de la gaine est inférieur
à celui du cœur ce qui, par analogie avec les fibres conventionnelles, est appelé le
guidage par réflexion totale interne modifiée (RTIM).
Les premières fibres guidant par BIP furent des fibres constituées de silice et de
trous d’air en réseau en nid d’abeille [13] puis triangulaire [14]. La première fibre
à cœur creux est représentée sur la figure 3b et fût réalisée en 1999 [14]. Dans ce
type de fibres, l’indice moyen de la gaine est nécessairement plus élevé que celui
du cœur et le guidage est assuré par la présence de BIP dans le réseau constituant
la gaine. La première fibre BIP à cœur solide fut réalisée en 2004 [15]. Cette fibre
est représentée sur la figure 4a. Elle est constituée d’un verre LLF1 possédant un
indice de réfraction d’environ 1,54. Les inclusions sont constituées de verre SF6
d’indice de réfraction plus élevé environ égal à 1,79 de couleur blanche sur cette
figure. Le réseau d’inclusions de haut indice interdit le guidage par RTIM tout en
conservant la possibilité d’un guidage par BIP. Les plupart des fibres BIP à cœur
solide sont maintenant constituées de silice pour le cœur et de silice dopée pour
les inclusions de haut indice comme pour la fibre représentée sur la figure 4b. Le
contraste d’indice introduit par les inclusions est faible (de l’ordre de 0,03) mais
il est prouvé qu’une faible différence d’indice entre le cœur et les inclusions peut
permettre le guidage par BIP [16].

(a) (b)

Figure 3 – (a) Première fibre à cristal photonique présentée dans les références
[11] et [12]. (b) Première fibre BIP à cœur creux présentée dans la référence [14].
Les zones grises correspondent à la silice et les zones noires aux trous d’air.
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(b)(a)

Figure 4 – (a) Fibre de la référence [15]. Les zones grises sont constituées de verre
LLF1 et les inclusions blanches de verre SF6. (b) Exemple de fibre BIP à cœur
solide présentée dans la référence [17]. Les zones grises correspondent à la silice et
le zones blanches à la silice dopée à l’oxyde de germanium.

La méthode la plus employée pour la réalisation des fibres microstructurée est la
technique dite d’empilement et étirage 1 [11]. Il s’agit d’une technique relativement
simple permettant beaucoup de latitude pour les paramètres optogéométriques de
la fibre fabriquée. Un schéma de cette technique est représenté sur la figure 5. La
première étape consiste à créer un empilement de capillaires et de barreaux. Les
barreaux peuvent être constitués de silice ou de silice dopée possédant un profil
d’indice de réfraction quelconque. La structure obtenue est ensuite insérée dans
un capillaire possédant un diamètre de l’ordre du centimètre. Les interstices sont
éventuellement comblés à l’aide de barreaux de silice de faible diamètre afin de
stabiliser la structure. L’ensemble est ensuite étiré une première fois pour engen-
drer une réduction homothétique et atteindre un diamètre de quelques millimètres.
Après un deuxième manchonnage permettant un meilleur ajustement du diamètre
de la fibre, la préforme est de nouveau étirée pour obtenir la fibre finale.

Les fibres BIP possèdent de nombreuses propriétés originales :
– la possibilité d’obtenir une dispersion nulle pour une grande gamme de lon-

gueurs d’onde en faisant varier les paramètres optogéométriques de la fibre,
– la présence de zones de transmission entre lesquelles se situent des zones de

fortes pertes,
– la possibilité d’obtenir de grandes aires effectives pour diminuer les effets

non-linéaires ou au contraire de la diminuer pour augmenter l’efficacité de la
non-linéarité,

– la possibilité d’obtenir une forte biréfringence en modifiant la forme du cœur

1. stack and draw
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Figure 5 – Schéma de la technique d’empilement et étirage permettant la réa-
lisation de fibres à cristal photonique. Cette illustration provient de la référence
[18].

ou de certaines inclusions.
Les fibres à cœur creux possèdent de nombreux avantages comme la possibilité
d’obtenir une non-linéarité très faible ou un seuil de dommage plus élevé puisque
la majeure partie de l’énergie électromagnétique se situe dans l’air. Elles présentent
néanmoins des inconvénients comme la présence de pertes supplémentaires dues
à la rugosité aux interfaces air/silice [19], au couplage du mode de cœur avec les
modes de surface [20] et des difficultés lors des épissures. Les fibres BIP à cœur
solide sont particulièrement intéressantes car elles possèdent toutes les propriétés
spécifiques à un guidage par BIP sans présenter les inconvénients majeurs des fibres
à cœur creux. Elles sont également plus faciles à fabriquer en règle générale. De
plus, la silice contenue dans le cœur et les inclusions peut être dopée afin de per-
mettre l’inscription d’un réseau de Bragg à pas long [21] ou à pas court [22, 23, 24].
Un dopage avec des ions de terres rares peut également permettre la réalisation
d’amplificateurs [25] ou de lasers [26, 27].
Bien que les propriétés linéaires de ces fibres aient fait l’objet de nombreuses études,
la propagation non-linéaire d’une impulsion dans ces fibres était encore peu étu-
diée au début de cette thèse (fin 2008). Nos travaux ont donc porté à la fois sur
les propriétés linéaires des fibres BIP à cœur solide dans le but de comprendre
la formation des BIP et sur la propagation non-linéaire d’une impulsion afin de
mettre en évidence et de comprendre les phénomènes dûs aux propriétés originales
de ces fibres.

La première partie de cette thèse est donc consacrée à la détermination des pro-

16



priétés linéaires des fibres à cristal photonique avec, en premier lieu, la description
des deux types de guidage possibles : guidage par RTIM et guidage par BIP. La
conception des fibres BIP nécessite au préalable un calcul permettant de déter-
miner la position des BIP. Ce calcul peut être effectué à l’aide de nombreuses
méthodes numériques. La méthode de décomposition en ondes planes a été choisie
pour cette étude car elle permet de déterminer rapidement la position des BIP
pour des inclusions de forme et de profil d’indice quelconques. Le logiciel MPB
[28, 29] était préférentiellement utilisé au laboratoire pour la détermination des
BIP à l’aide de cette méthode. Ce logiciel est très performant mais possède ce-
pendant un inconvénient majeur : il ne permet pas la prise en compte facile de la
dispersion des matériaux. Ce point est particulièrement important lors d’une étude
sur une partie étendue du spectre. Bien qu’il soit possible d’utiliser la méthode de
décomposition par ondes planes tout en tenant compte de la dispersion en résolvant
une équation différente [30, 31], aucun logiciel le permettant n’est disponible. Le
deuxième chapitre détaille donc le principe et l’implémentation de cette méthode
ainsi que la méthode de la supercellule permettant la détermination des modes de
cœur. Dans le cas où les différences d’indices de réfraction restent faibles, l’approxi-
mation scalaire permet de diminuer les temps calculs. Cette approximation permet
également l’application de la théorie des perturbations stationnaires qui fournit une
explication qualitative de la formation des BIP et qui prévoit rapidement les modes
autorisés aux grandes longueurs d’onde. Le diagramme de bandes calculé à partir
de la méthode de décomposition en ondes planes peut ensuite être utilisé pour
déterminer la densité d’états qui permet une meilleure visualisation et une analyse
plus fine des bandes autorisées. Finalement deux méthodes semi-analytiques per-
mettant la détermination approximative de la position des BIP sont décrites. Dans
le chapitre 3, l’utilisation d’un programme basé sur la méthode de décomposition
en ondes planes permet de trouver un design pour une fibre permettant de réaliser
un réseau de Bragg dans le cœur uniquement. Le diagramme de densité d’états
permet ensuite d’expliquer la position des résonances secondaires présentes dans
le spectre en transmission de la fibre après la photo-inscription du réseau de Bragg.

La deuxième partie de notre travail a porté sur la compréhension théorique des
effets non-linéaires mis en jeu lors de la propagation d’une impulsion dans une fibre
BIP à cœur solide notamment à l’approche du bord de bande où la dépendance
spectrale des propriétés du mode de cœur est particulièrement élevée. L’implé-
mentation d’une méthode numérique permettant la résolution de l’équation de
Schrödinger généralisée (GNLSE) [32] régissant la propagation non-linéaire d’une
impulsion fût un préalable pour cette étude. La deuxième partie de cette thèse
est donc consacrée à l’établissement de la GNLSE afin de bien comprendre toutes
les limites de cette équation. L’implémentation utilisée pour résoudre cette équa-
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tion fait l’objet du chapitre 5. Il s’agit d’une méthode de Runge-Kutta d’ordre
4 à pas adaptatif. Les transformées de Fourier rapides sont calculées sur les pro-
cesseurs présents sur les cartes graphiques afin de réduire le temps de calcul. Le
chapitre suivant est consacré au soliton temporel qui est une solution particulière
de l’équation de Schrödinger non-linéaire. Le soliton fondamental est une solu-
tion particulièrement stable et donc très importante en propagation non-linéaire.
Son décalage fréquentiel dû au caractère non-instantané de la polarisation non-
linéaire est étudié de manière approfondie et les formules usuelles permettant de
déterminer le taux de décalage sont étendues au cas d’un soliton de courte durée.
Les solitons fondamentaux possèdent une grande importance dans la dynamique
conduisant à la formation d’un supercontinuum. Le chapitre 7 est donc consacré
à l’explication de la formation d’un supercontinuum en régime d’impulsion courte
ou longue. Le dernier chapitre de cette partie concerne la propagation dans une
fibre effilée, c’est-à-dire une fibre dont le rayon varie avec la coordonnée longi-
tudinale. L’établissement de la GNLSE pour ce type de fibres fait apparaître un
terme supplémentaire correspondant à des pertes ou à un gain assurant la conser-
vation exacte du nombre de photons lorsque les pertes par confinement sont nulles.

L’étude de la génération de supercontinua dans la BIP d’une fibre à cœur solide est
l’objet de la dernière partie. Les simulations numériques et modèles analytiques
présents dans ce manuscrit ont contribué à la compréhension des phénomènes ob-
servés expérimentalement. Le premier chapitre de cette partie expose les propriétés
des fibres étudiées ainsi que les propriétés du mode de cœur fondamental de la pre-
mière BIP utilisé pour les manipulations et simulations. Le chapitre suivant pro-
pose une explication au phénomène de suppression de l’auto-décalage Raman d’un
soliton s’approchant d’un bord de bande. Après avoir vérifié que les simulations
permettent de reproduire ce phénomène, l’influence de chacun des paramètres sur
cet effet est étudié. L’utilisation d’un modèle analytique permet ensuite de détermi-
ner le paramètre responsable de cette suppression. L’auto-décalage Raman jouant
un rôle très important dans l’élargissement spectral d’une impulsion menant à un
supercontinuum, l’étude précédente permet d’expliquer comment les fibres BIP à
cœur solide permettent de contrôler l’étendue spectrale et d’augmenter la stabilité
tir-à-tir d’un supercontinuum.
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Première partie

Méthodes de détermination des
propriétés linéaires des fibres à
bandes interdites photoniques
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Introduction

La modélisation revêt un rôle important pour les fibres BIP. En effet, ces fibres
possèdent des propriétés originales par rapport aux fibres conventionnelles mais la
résolution exacte des équations de Maxwell permettant de décrire la propagation
d’une impulsion en l’absence de non-linéarité n’est pas possible. Il existe toute-
fois des modèles analytiques plus ou moins élaborés permettant la détermination
approximative des BIP ou de l’indice effectif du mode de cœur. En revanche, cer-
taines propriétés des modes de cœur utilisées lors des simulations de propagation
non-linéaire comme la dispersion de vitesse de groupe (DVG), l’aire effective ou
les pertes par confinement ne peuvent être déterminées que numériquement (ou
expérimentalement).

Les fibres à cristal photonique peuvent être classées en deux catégories en fonction
du type de guidage qu’elles permettent. Celui-ci dépend de l’indice équivalent de
la gaine nFSM (défini dans la partie 1.2) variant en fonction de la structure de la
gaine et de la longueur d’onde. Les fibres à haut indice de cœur possèdent un cœur
d’indice plus élevé que nFSM et autorisent le guidage par réflexion totale interne
modifiée (RTIM). Dans le cas contraire des fibres à bas indice de cœur, seul le
guidage par BIP est possible. Après la description du principe de guidage dans
une fibre à saut d’indice, le premier chapitre de cette partie sera donc consacré
aux deux types de guidage rencontrés dans les fibres à cristal photonique. Dans les
deux cas, quelques propriétés originales les distinguant des fibres conventionnelles
seront mises en valeur. Quelques exemples d’applications des fibres BIP à cœur
solide spécialement étudiées dans ce manuscrit seront ensuite décrits.
Afin de déterminer la position des BIP dans le cas de la structure infinie consti-
tuant la gaine d’une fibre microstructurée en tenant compte de la dispersion, la
mise au point d’un programme utilisant la méthode numérique de décomposition
en ondes planes fût nécessaire. Le deuxième chapitre sera donc consacré à cette
méthode. Dans un premier temps, l’équation à résoudre et sa formulation matri-
cielle seront rappelées. Après la description de l’implémentation choisie pour cette
méthode, le concept de la supercellule sera ensuite introduit. Cette approxima-
tion permet de déterminer les modes de cœur malgré la périodicité imposée par
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la méthode utilisée. L’utilisation de l’approximation scalaire permet de réduire le
coût numérique lorsque les matériaux utilisés possèdent des indices de réfraction
suffisamment proches. La théorie des perturbations utilisée dans le cadre de cette
approximation permettra de déterminer les modes autorisés aux grandes longueurs
d’onde ainsi que leur évolution aux courtes longueurs d’onde grâce aux propriétés
de symétrie. La section suivante sera consacrée à la densité d’états et à la méthode
permettant de la calculer à partir d’un digramme de bandes. Enfin, deux modèles
semi-analytiques permettant la détermination approximative des BIP seront dé-
crits.
Le dernier chapitre de cette partie sera consacré à l’étude d’une fibre permettant
l’inscription efficace d’un réseau de Bragg dans le cœur. Les inclusions utilisées
sont constituées de silice dopée au phosphore et possèdent un profil d’indice très
particulier. L’application de la méthode décrite dans le chapitre précédent per-
mettra de trouver les paramètres optogéométriques permettant l’obtention d’une
BIP centrée sur 1550 nm. Le diagramme de densité d’états sera ensuite exploité
pour déterminer la position des résonances secondaires dues au couplage avec les
modes de gaine dans le spectre en transmission après photo-inscription du réseau
de Bragg.
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Chapitre 1

Principes de guidage dans les fibres
microstructurées

1.1 Fibre à saut d’indice
Une fibre à saut d’indice est constituée d’un cœur de rayon a possédant un in-

dice de réfraction nc entouré d’une gaine supposée infinie d’indice de réfraction ng.
Les permittivités relatives des matériaux seront notées εc = n2

c et εg = n2
g. L’évo-

lution de l’indice de réfraction en fonction de l’une des coordonnées transverses (x
ou y) est représentée sur la figure 1.1a.

Condition de guidage dans l’approximation de l’optique géométrique

Pour que la lumière soit guidée dans le cœur de la fibre, l’indice du cœur doit
être plus élevé que celui de la gaine : nc > ng. Le guidage est alors assuré par
réflexion totale interne (RTI) : l’onde est propagative dans le cœur et évanescente
dans la gaine et subit des réflexions à l’interface cœur/gaine. Ceci est représenté
schématiquement sur la figure 1.1b. L’utilisation de rayons lumineux pour schéma-
tiser la propagation dans la fibre n’est pas en toute rigueur valable puisque le rayon
du cœur est de l’ordre de la longueur d’onde (le déplacement de Goos-Hänchen a
également été négligé dans cette représentation). Elle permet néanmoins de visua-
liser facilement les phénomènes mis en jeu lors d’un guidage par RTI.

Notion de modes

La résolution des équations de Maxwell montre que la condition nc > ng est
nécessaire mais non suffisante. En effet, il est possible de démontrer l’existence de
modes discrets [33] : à longueur d’onde donnée, le guidage n’est possible que pour
certaines valeurs de la constante de propagation β. Cette dernière correspond à la
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(a) (b)

Figure 1.1 – (a) Evolution de l’indice de réfraction d’une fibre à saut d’indice en
fonction de l’une des coordonnées transverses. (b) Représentation schématique du
guidage par RTI. Les hachures rouges symbolisent les ondes évanescentes.

composante longitudinale du vecteur d’onde représenté sur la figure 1.1b :

~k = ~k⊥ + β~ez (1.1)

Il est souvent commode d’utiliser l’indice effectif d’un mode défini par la relation :

neff =
β

k0

(1.2)

où k0 = 2π
λ

est le vecteur d’onde dans le vide.
Les modes guidés dans la fibre sont nommés HE, EH, TE ou TM suivant les valeurs
des composantes longitudinales Ez et Hz des champs [33]. Leur existence dépend
de la valeur de la fréquence normalisée V de la fibre définie par :

V = a
ω

c

√
n2
c − n2

g (1.3)

D’après sa définition, l’indice effectif d’un mode est nécessairement plus faible que
l’indice du cœur (puisque β < k). De plus, l’onde étant évanescente dans la gaine,
cet indice effectif sera également plus élevé que celui de la gaine : ng < neff < nc.
A titre d’exemple, la figure 1.2 représente les indices effectifs des 16 premiers modes
d’une fibre à saut d’indice dont le cœur de rayon a = 0, 15 µm possède un indice
nc = 1, 45 alors que la gaine possède un indice ng = 1. A grande longueur d’onde
(λ > 4, 12 µm dans le cas de l’exemple), seul le mode fondamental HE11 dont le
profil est représenté sur cette figure peut se propager. Lorsque la longueur d’onde
diminue, d’autres modes apparaissent pour certaines longueurs d’onde appelées
longueurs d’onde de coupure 1. Une fibre est multimode si sa fréquence normalisée
V est supérieure à 2,405 [33]. La diminution de la longueur d’onde entraîne égale-
ment un plus grand confinement de l’énergie électromagnétique dans les zones de
haut indice, c’est-à-dire le cœur. L’indice effectif d’un mode tend donc vers l’indice
du cœur lorsque la longueur d’onde tend vers zéro.

1. A sa longueur d’onde de coupure, l’indice effectif d’un mode est égal à l’indice de la gaine
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Figure 1.2 – Evolution en fonction de la longueur d’onde de l’indice effectif des 16
premiers modes d’une fibre à saut d’indice de paramètres a = 0, 15 µm, nc = 145
et ng = 1. Le profil représenté en gris est celui du mode HE11.

Guidage faible

Dans le cas d’un guidage faible (nc− ng � nc), les composantes longitudinales
des champs sont négligeables devant leur composante transverse. Le champ est
alors quasiment transverse et linéairement polarisé ce qui rend possible l’utilisation
de l’approximation scalaire. Certains modes présentent alors une dégénérescence
et forment des modes nommés LP. La correspondance entre les modes présents en
guidage fort et les modes LP ainsi que la valeur de la fréquence normalisée à la
coupure dans le cas d’un guidage faible sont rappelées dans le tableau 1.3.

Modes en guidage fort Modes en guidage faible Coupure en guidage faible
HE11 LP01 V = 0

TE01 TM01 HE21 LP11 V = 2, 405
EH11 HE31 LP21 V = 3, 83

HE12 LP02 V = 3, 83
EH21 HE41 LP31 V = 5, 14

Figure 1.3 – Correspondance entre les modes en guidage fort et les modes LP
en guidage faible et valeur des fréquences normalisées de coupure pour un guidage
faible.
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1.2 Fibres microstructurées à cœur de haut indice

1.2.1 Guidage par réflexion totale interne modifiée

Définition de nFSM

Comme pour la fibre à saut d’indice classique, l’onde se propageant dans la
gaine d’une fibre à haut indice de cœur est évanescente si l’indice de réfraction du
cœur est supérieur à "l’indice de la gaine". La gaine microstructurée présente des
variations périodiques d’indice de réfraction ce qui entraîne la nécessité de définir
un indice équivalent.
Dans le milieu périodique et infini constituant la gaine, seuls certains modes
peuvent se propager avec des indices effectifs pouvant être déterminés numérique-
ment (cela sera l’objet du chapitre suivant). L’indice effectif du mode fondamental,
c’est-à-dire du mode présentant le minimum de variations transverses du champ,
est appelé nFSM 2. Cet indice dépend à la fois de la structure de la gaine et de la
longueur d’onde. A titre d’exemple, la figure 1.4 représente les variations de nFSM
en fonction de la longueur d’onde normalisée au pas Λ du réseau dans le cas d’un
réseau de trous d’air dans la silice non dispersive d’indice 1, 45. La courbe bleue
correspond à un réseau carré de trous d’air de diamètre D = 0, 5Λ et la courbe
rouge à un réseau triangulaire des mêmes trous. Dans tous les cas, nFSM diminue
lorsque la longueur d’onde augmente.
Comme cela est représenté schématiquement sur la figure 1.5, une fibre à haut
indice de cœur se comporte en première approximation comme une fibre à saut
d’indice possédant une gaine d’indice nFSM(λ) [34]. Ainsi, nFSM correspond à l’in-
dice équivalent de la gaine : la lumière peut être confinée dans le cœur si l’indice
du cœur est supérieur à nFSM .

Valeur de nFSM aux extrémités du spectre

Il est possible de déterminer approximativement les valeurs de nFSM aux ex-
trémités du spectre. La relation entre le déplacement électrique ~D et le champ
électrique ~E dans le cas de milieux isotropes est tout d’abord rappelée :

~D(~r) = ε0ε(~r) ~E(~r) (1.4)

Si la longueur d’onde est très inférieure au pas Λ du réseau, le champ électrique se
concentre dans les zones de haut indice. La relation entre ~D et ~E ne met donc en
jeu que la permittivité la plus élevée et nFSM tend donc vers l’indice le plus élevé
de la gaine.
Lorsque la longueur d’onde est très grande devant Λ, le champ électromagnétique

2. FSM : Fundamental Space-filling Mode
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Figure 1.4 – Variations de nFSM en fonction de la longueur d’onde normalisée
au pas Λ du réseau dans le cas de trous d’air de diamètre D = 0, 5Λ organisés en
réseau carré (en bleu) ou triangulaire (en rouge) dans la silice non dispersive.

Figure 1.5 – Profil d’indice selon une coordonnée transverse d’une fibre à haut
indice de cœur. La courbe noire correspond au profil réel alors que la courbe rouge
correspond au profil de la fibre à saut d’indice équivalente.

n’est pas affecté par la microstructuration et peut être considéré comme statique.
La composante du champ électrique normale aux interfaces des diélectriques consti-
tuant la gaine subit toutefois les discontinuités imposées par les changements de
milieu. La permittivité effective du mode fondamental εFSM = n2

FSM est alors défi-
nie comme le rapport entre le déplacement électrique moyen et le champ électrique
moyen :

〈 ~D(~r)〉 = ε0εFSM〈 ~E(~r)〉 (1.5)

Cette permittivité effective possède une valeur comprise entre ε� et ε⊥ définies
ainsi [28, 35] :

– Si le champ électrique ne possède pas de composante normale, le champ
électrique présentant le minimum de variations transverses est le champ uni-
forme. Le moyennage de l’équation 1.4 donne 〈 ~D(~r)〉 = ε0〈ε(~r)〉 ~E. L’identi-
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fication de cette expression avec l’équation 1.5 permet d’obtenir :

εFSM = ε� = 〈ε〉 (1.6)

– Si le champ électrique ne possède pas de composante tangentielle, le champ
électrique présentant le minimum de variations transverse est celui corres-
pondant à un déplacement électrique uniforme. En divisant l’équation 1.4 par
ε et en effectuant ensuite la moyenne, cette équation devient ~D〈ε−1(~r)〉 =

ε0〈 ~E(~r)〉. La permittivité effective est donc :

εFSM = ε⊥ = 〈ε−1〉−1 (1.7)

Des formules moins approximatives peuvent être déduites de la théorie du milieu
effectif mais elles dépendent du type d’inclusions [36, 37]. Par exemple, dans le cas
d’inclusions circulaires de permittivité relative ε1 organisées en réseau triangulaire
dans un milieu de permittivité relative ε2, l’indice effectif aux grandes longueurs
d’onde est égal à [34] :

εFSM = ε2
ε2 + ε1 − f (ε2 − ε1)

ε2 + ε1 + f (ε2 − ε1)
(1.8)

où f est la fraction de surface occupée par les inclusions.
Dans le cadre de l’approximation de faible guidage, cette discontinuité peut être
négligée et ε⊥ ≈ ε�. A grande longueur d’onde, nFSM tend donc vers l’indice
quadratique moyen ng de la gaine défini par :

ng =

√
1

Sg

∫∫
Sg

n2(x, y)dxdy (1.9)

où Sg désigne la section transverse de la gaine.

A titre d’exemple, la fibre de la référence [12] représentée sur la figure 3a sera
étudiée. Cette fibre possède une gaine constituée d’un réseau triangulaire de pas
Λ = 2, 3 µm de trous d’air de diamètre D = 0, 15Λ dans la silice. Toute dis-
persion sera négligée et l’indice de la silice est fixé à n2 = 1, 45 et celui de l’air
à n1 = 1. A basse longueur d’onde, l’énergie est concentrée dans la silice donc
nFSM = n2 = 1, 45. La fraction d’air dans le cristal photonique étant f = πD2

2
√

3Λ2 ,
la formule 1.8 aboutit à la valeur nFSM = 1, 440 à grande longueur d’onde. La
courbe verte sur le graphique 1.6 représente l’évolution de nFSM en fonction de la
longueur d’onde. Cette évolution confirme les valeurs aux extrémités du spectre
trouvées précédemment.
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Figure 1.6 – Evolution de nFSM (courbe verte, échelle de gauche) et de la fré-
quence normalisée V (courbe bleue, échelle de droite) en fonction de la longueur
d’onde pour la fibre de la référence [12].

1.2.2 Quelques propriétés originales

Possibilité d’un caractère infiniment monomode

Lorsque le diamètre des inclusions est inférieur à 0, 406Λ [38], ce type de fibres
est infiniment monomode : à toute longueur d’onde, seul le mode fondamental peut
être guidé. Par analogie avec les fibres à saut d’indice, la fréquence normalisée d’une
fibre à haut indice de cœur est définie par :

V = 2π
aeq
λ

√
n2
S − n2

FSM(λ) (1.10)

où aeq est le rayon équivalent du cœur. Pour un réseau triangulaire, aeq a été évalué
numériquement à 0, 64Λ grâce à la méthode des éléments finis [39].
L’évolution de la fréquence normalisée en fonction de la longueur d’onde pour la
fibre de la référence [12] est représentée en bleue sur la figure 1.6. Ce graphique
permet de vérifier que cette fibre est infiniment monomode puisque la fréquence
normalisée reste inférieure à 2, 405 pour toute longueur d’onde. Cette propriété est
due au fait que nFSM se rapproche de l’indice du cœur quand la longueur d’onde
diminue alors que la différence d’indice cœur/gaine reste constante pour une fibre
à saut d’indice (la dispersion étant négligée).
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Possibilité de contrôle de la dispersion de vitesse de groupe

La vitesse de groupe vg c’est-à-dire la vitesse à laquelle se déplace l’énergie est
reliée à la dérivée de la constante de propagation par rapport à la pulsation :

β1 =
dβ

dω
=

1

vg
(1.11)

Les différentes radiations composant une impulsion se propagent à des vitesses
de groupe différentes. La dispersion chromatique de vitesse de groupe 3, notée
D, caractérise la façon dont la vitesse de groupe dépend de la longueur d’onde.
La DVG est responsable de l’étalement temporelle de l’impulsion au cours de sa
propagation et limite les interactions non-linéaires entre les radiations. La DVG
est définie par :

β2 =
d2β

dω2
= − λ2

2πc
D (1.12)

L’originalité de ces fibres tient au fait que la position du zéro de DVG peut être
contrôlée à l’aide des paramètres optogéométriques de la fibre et peut notamment
être située dans le visible ce qui permet la génération de supercontinua visibles [40].
A titre d’illustration, la dispersion du mode fondamental pour différentes valeurs

3. la dispersion chromatique de vitesse de groupe sera ensuite appelée dispersion ou DVG par
souci de lisibilité
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Figure 1.7 – Evolution de la dispersion en fonction de la longueur d’onde pour
des fibres à haut indice de cœur dont la gaine est constituée d’un réseau de trous
d’air de diamètre D et de pas Λ = 2 µm.
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du diamètre des trous d’air est représentée sur la figure 1.7. Le zéro de DVG se
décale vers les courtes longueurs d’onde lorsque le diamètre des trous augmente et
le zéro de DVG se situe dans le domaine visible au-delà de D = 0, 7Λ. Une DVG
quasiment constante peut également être obtenue sur des domaines relativement
larges de longueurs d’onde [41].

Contrôle de l’aire effective

L’aire effective d’un mode est définie par :

Aeff =
(
∫
S

ΠzdS)2∫
S

Π2
zdS

(1.13)

où S est la section transverse de la fibre et Πz la composante longitudinale du
vecteur de Poynting.
A puissance constante, l’intensité moyenne d’une impulsion et donc l’efficacité des
effets non-linéaires sont inversement proportionnelles à l’aire effective. Pour les
fibres à cristal photonique, il est possible d’influer fortement sur l’aire effective (de
1 µm2 [42] à 2000 µm2 [43]). En modifiant les paramètres optogéométriques de la
fibre, il est ainsi possible d’exacerber les effets non-linéaires ou au contraire de les
minimiser en fonction des applications recherchées.
La fibre représentée sur la figure 1.8a est un exemple de fibre présentant une faible
aire effective grâce à l’augmentation du diamètre des trous d’air. Au contraire la
fibre de la figure 1.8b permet une grande aire effective grâce à un cœur obtenu par
l’absence de plusieurs trous d’air [43, 44]. L’accroissement de l’aire effective peut
également être obtenue par l’utilisation de trous de faible diamètre [45].

(a) (b)

Figure 1.8 – (a) Fibre à faible aire effective réalisée au sein de l’IRCICA. (b)
Fibre à grande aire effective de la référence [43].
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(a) (b)

Figure 1.9 – Fibre (a) à grande ouverture numérique et (b) fortement biréfringente
réalisées au sein de l’IRCICA.

Autres propriétés

– Ces fibres permettent également d’obtenir une grande ouverture numérique.
Celle-ci peut atteindre 0,9 [46, 47] alors qu’une fibre standard est générale-
ment limitée à une ouverture numérique de 0,4. Un exemple de fibre à grande
ouverture numérique est représenté sur la figure 1.9a.

– Il est également possible d’obtenir une forte biréfringence en modifiant la
forme du cœur [48], en utilisant des trous d’air elliptiques [49] ou en modi-
fiant le diamètre de certains trous d’air [50]. Un exemple de fibre fortement
biréfringente est représenté sur la figure 1.9b.

Les fibres à haut indice de cœur possèdent de nombreuses propriétés intéressantes
mais le guidage par RTIM n’utilise pas la présence de BIP pour le cristal photo-
nique constituant la gaine. Bien que le guidage par BIP soit théoriquement pos-
sible dans ces fibres, les modes ainsi guidés présentent de nombreuses oscillations
du champ ce qui est incompatible avec une injection classique. Un guidage par
BIP expérimentalement exploitable nécessite l’utilisation de fibres à bas indice de
cœur.

1.3 Fibres microstructurées à cœur de bas indice

1.3.1 Guidage par BIP

Formation des BIP

Dans un milieu homogène d’indice n, la propagation est possible pour toute
longueur d’onde et pour toute valeur de l’indice effectif comprise entre 0 et n. Les
modes autorisés sont alors les ondes planes se propageant suivant l’axe Oz qui
constituent un continuum de modes qui est représenté en bleu sur la figure 1.10a.
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Figure 1.10 – Diagramme représentant les continua de modes autorisés dans les
cas (a) d’un matériau homogène d’indice n et (b) du même matériau avec ajout
périodique d’inclusions de haut indice. Les modes autorisés sont présents dans
les zones bleues uniquement alors que les zone blanches caractérisent l’absence de
modes autorisés.

L’ajout d’une perturbation périodique (inclusion d’un autre matériau ou trou d’air)
va entraîner un effet caractéristique sur le spectre des modes autorisés. A longueur
d’onde fixée, il apparaîtra des continua de modes appelés bandes autorisées qui
peuvent ou non se superposer. Entre ces bandes autorisées représentées en bleu sur
la figure 1.10b, il existe des zones dans lesquelles aucun mode ne peut se propager :
ce sont les bandes interdites photoniques (équivalent des gaps en mécanique du
solide). Les points situés à l’interface située entre une bande autorisée et une bande
interdite constituent un bord de bande.

Diagramme de densité d’états

Les bandes autorisées étant des continua de modes, il est possible de définir
une densité d’états correspondant au nombre de modes autorisés par unité d’indice
effectif à longueur d’onde fixée. Le diagramme de densité d’états représente les va-
riations de la densité d’états dans le plan (λ, neff ). Dans le cas où la dispersion
des matériaux est négligée, ce diagramme présente une invariance d’échelle et la
longueur d’onde normalisée au pas Λ du réseau peut être utilisée (la preuve fait
l’objet de la partie 2.2). Les BIP sont alors les zones du graphique possédant une
densité d’états nulle puisqu’il n’existe aucun mode autorisé pour la gaine dans ces
zones.
A titre d’exemple, la figure 1.11 représente la densité d’états de la structure infi-
nie constituée d’un réseau triangulaire d’inclusions de silice dopée au germanium
dans la silice supposée non dispersive (nS = 1, 450). Les inclusions possèdent un
diamètre D = 0, 5Λ et présentent un profil parabolique d’indice de réfraction, le
contraste maximal par rapport à la silice étant ∆n = 32×10−3. Une partie du profil
d’indice du cristal photonique est représentée dans l’encart de la figure. La courbe
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Figure 1.11 – Densité d’états d’un réseau triangulaire infini d’inclusions de silice
dopée au germanium dans la silice. L’indice de la silice est nS = 1, 450 et les
inclusions possèdent un profil parabolique d’indice avec un contraste maximal de
32× 10−3 par rapport à la silice. La droite rouge représente l’indice de la silice et
la courbe bleue nFSM . L’encart représente une partie du profil d’indice du réseau.

rouge représente l’indice de la silice et la courbe bleue nFSM c’est-à-dire l’indice
le plus élevé de la première bande autorisée. A faible longueur d’onde, l’énergie
électromagnétique se concentre dans les zones de haut indice et l’indice effectif des
modes autorisés tend donc vers nS + ∆n = 1, 482. Aux grandes longueurs d’onde,
le champ n’est pas affecté par la présence des inclusions ce qui donne lieu à un
continuum de modes entre 0 et ng = 1, 454. Aux longueurs d’ondes intermédiaires,
des bandes autorisées apparaissent et s’élargissent lorsque la longueur d’onde aug-
mente. Les BIP sont situées entre les bandes autorisées et sont représentées en
blanc (hachuré ou non).

Conditions de guidage par BIP

Pour obtenir une fibre optique à cristal photonique, au moins une inclusion
doit être retirée. Ce défaut joue alors le rôle de cœur qui est donc constitué de
silice. Pour que le guidage soit possible dans le cœur, il faut que

1. la propagation soit interdite dans la gaine ce qui n’est possible que dans les
BIP ou pour un indice effectif supérieur à nFSM ,

2. la propagation soit autorisée dans le cœur ce qui n’est possible que si l’indice
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effectif est inférieur à l’indice de la silice représenté par un trait rouge sur la
figure 1.11.

Dans une fibre à bas indice de cœur, l’indice du cœur est inférieur à nFSM . Le gui-
dage n’est donc possible qu’à l’intérieur des BIP et pour un indice effectif inférieur
à l’indice du cœur c’est-à-dire dans les zones hachurées en cyan de la figure 1.11.

1.3.2 Quelques propriétés originales

Evolution typique des propriétés d’un mode de cœur

La figure 1.12 représente schématiquement les propriétés d’un mode confiné
dans le cœur à l’intérieur d’une BIP centrée sur la longueur d’onde λ0. La DVG
(en rouge) est obtenue à partir de l’indice effectif (en vert) à l’aide de la formule
1.12. Elle possède une forme typique de S : elle est nulle à proximité du centre de la
BIP et possède des valeurs très élevées à proximité des bords de bande représentés
en pointillés. La dispersion est normale (D < 0) aux faibles longueurs d’onde
et anormale (D > 0) aux grandes longueurs d’onde. Les pertes par confinement
(couleur or) et l’aire effective (en bleu) augmentent également très rapidement à
proximité des bords de bande. En effet, plus le mode de cœur se rapproche des
bandes autorisées, plus la proportion d’énergie présente dans les inclusions et donc
dans la gaine est élevée.

0

Dispersion

neff

Aeff

Pertes par confinementB
or

d 
de

 b
an

de

B
ord de bande

Figure 1.12 – Représentation de l’allure typique de la dépendance spectrale de
l’indice effectif, de la DVG, des pertes par confinement et de l’aire effective pour un
mode confiné dans le cœur à l’intérieur d’une BIP centrée sur la longueur d’onde
λ0. Les traits en pointillés représentent les bords de bande.
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Figure 1.13 – (a) Fibre étudiée dans la référence [51]. Les zones grises corres-
pondent à la silice et les zones blanches à la silice dopée au germanium. (b) Spectre
en transmission expérimental de cette fibre.

Transmission sélective en longueur d’onde

Les pertes par confinement atteignant des valeurs très élevées dans les bandes
autorisées, le spectre en transmission présentera une alternance de zones à faibles
pertes (les BIP) et de zones à fortes pertes (les bandes autorisées). Pour illustrer
cette propriété, le spectre en transmission de la fibre étudiée dans la référence [51]
(figure 1.13a) est reproduit sur la figure 1.13b. Cette fibre est constituée de silice
(en gris sur la photo) et les inclusions de haut indice de silice dopée au germanium
(en blanc sur la photo) organisées en réseau triangulaire de pas Λ = 15, 2 µm.
Les inclusions de diamètre D = 0, 683Λ possèdent un profil parabolique d’indice
de réfraction avec un contraste maximal par rapport à la silice ∆n = 3 × 10−2.
Le spectre en transmission présente des zones de faibles pertes (donc de forte
puissance transmise) qui correspondent aux BIP 3 à 7. Entre ces BIP, la puissance
transmise est quasiment nulle car l’énergie fuit dans la gaine au niveau des bandes
autorisées.

Contrôle de la dispersion chromatique

La position des BIP pouvant être modifiée par changement du pas du réseau
ou du diamètre des inclusions, les fibres à bas indice de cœur permettent d’obtenir
un zéro de dispersion pour une très grande gamme de longueurs d’onde [52]. Une
variation du nombre de couronnes ne modifie pas la position du zéro de dispersion
mais modifie la valeur de la DVG à proximité des bords de bandes [53].
Dans le cas de fibre à cœur creux, il est également possible de modifier la forme de
la courbe de dispersion en modifiant la forme du cœur ou de l’une des premières
couronnes de trous d’air [54, 55]. La figure 1.14 représentent trois designs proposés
pour obtenir une dispersion plus plate.
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(a) (b) (c)

Figure 1.14 – Designs permettant de modifier la forme de la courbe de dispersion.
Les designs (a) et (b) ont été proposés dans la référence [54] et le design (c) dans
la référence [55].

Figure 1.15 – Fibre à cœur creux air-silice de la référence [58] présentant une
forte biréfringence.

Autres propriétés

Comme pour les fibres à haut indice de cœur, l’aire effective varie en fonction
de la taille et de la forme du cœur [17, 53]. La modification de la forme du cœur
peut également entraîner une biréfringence [56, 57, 58]. Un exemple de fibre à cœur
creux hautement biréfringente est représenté sur la figure 1.15.

Notre étude étant consacrée aux fibres BIP à cœur solide, la partie suivante expo-
sera quelques applications de ce type de fibres.

1.4 Quelques utilisations des fibres BIP à cœur so-
lide

Les zones de fortes pertes présentes dans le spectre en transmission d’une fibre
BIP à cœur solide se situent dans des intervalles de longueurs d’onde qui peuvent
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être modifiés en faisant varier les paramètres optogéométriques de la fibre. Cette
propriété peut être utilisée pour réaliser des filtres accordables [59] ou minimiser
le gain Raman [60].
Cette propriété peut également être combinée à un dopage avec des ions terres
rares afin de réaliser des lasers à des longueurs d’onde inhabituelles [26, 27]. Dans
ces références, les zones de fortes pertes servent à éliminer une transition afin d’en
favoriser une autre permettant la génération d’une longueur d’onde se situant dans
une BIP. Un laser à fibre dopée aux ions néodyme émettant à 907 nm [27] et un
laser à fibre dopée aux ions ytterbium à 980 nm [26] ont ainsi pu être conçus.
Le dopage en ions ytterbium a également permis la fabrication d’un amplificateur
dans la gamme 1150-1200 nm [25], l’utilisation de la fibre à cœur solide permettant
alors de supprimer l’émission spontanée amplifiée à 1030 nm [61].
La possibilité de pouvoir modifier la position des BIP et donc des zones de disper-
sion normale et anormale a également permis la conception d’un laser à fibre dopée
aux ions ytterbium émettant à 1035 nm à l’aide d’une fibre BIP à cœur solide [62].
Cette fibre a permis d’effectuer simultanément une amplification grâce au dopage
en ions ytterbium et une compensation de la dispersion normale introduite par
la cavité grâce à la zone de dispersion anormale présente dans une partie de la
BIP utilisée. Cette compensation de dispersion peut aussi être effectuée grâce à
d’autres éléments comme des réseaux de diffraction, mais l’utilisation de la fibre
permet d’obtenir un système plus robuste.
La photo-inscription d’un réseau de Bragg peut également être réalisée dans ce
type de fibres. Malheureusement, les inclusions de haut indice sont généralement
constituées de silice dopée au germanium qui absorbe la lumière ultraviolette ce
qui entraîne une inscription du réseau dans les inclusions plutôt que dans le cœur
de la fibre [22, 23]. Toutefois, comme cela sera décrit au chapitre 3, l’utilisation
d’un autre type de dopage pour la silice contenue dans les inclusions peut résoudre
ce problème [24].

La connaissance de la position des BIP étant primordiale pour les applications ex-
posées, la partie suivante sera consacrée à la technique de décomposition en ondes
planes qui permet de calculer numériquement le diagramme de densité d’états.
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Chapitre 2

La méthode de décomposition en
ondes planes

De nombreuses méthodes numériques permettent de calculer les propriétés
des fibres à cristal photonique. Les plus connues sont la méthode multipolaire
[63, 64, 65], les différences finies [66, 67], l’utilisation d’éléments finis [68] et la
décomposition par ondes planes [28, 69, 70]. Cette dernière est très utilisée car
elle permet notamment de calculer le diagramme de bandes pour des inclusions
de forme et de profil d’indice quelconques avec un coût numérique contenu. Elle
permet également de déterminer l’indice effectif et le profil des modes de cœur à
l’aide de la méthode de la "supercellule" même si cela requiert un long temps de
calcul.
Au début de cette étude, le logiciel MPB développé au MIT [28, 29] était très
utilisé au laboratoire. Ce logiciel est disponible librement et permet de modéliser
tous les types de cristaux photoniques (2D et 3D) grâce à l’utilisation d’un lan-
gage de script. Il utilise la méthode de décomposition en ondes planes qui revient à
formuler le problème à résoudre sous la forme d’une équation aux valeurs propres :

~∇∧
(

1

ε(~r)
~∇∧ ~H(~r)

)
=
(ω
c

)2
~H(~r) (2.1)

La résolution de cette équation permet de calculer la longueur d’onde des modes
autorisés lorsque la constante de propagation β est fixée. Cette méthode permet
l’utilisation d’algorithmes performants car la matrice à diagonaliser est hermi-
tienne mais elle est aussi à l’origine d’une limitation majeure du logiciel MPB :
la non prise en compte de la dispersion des matériaux. Il est toutefois possible de
procéder à un calcul itératif permettant de pallier à cet inconvénient [29], mais
cela nécessite un temps de calcul important et la convergence n’est pas toujours
assurée. L’utilisation d’un développement perturbatif peut aussi permettre le cal-
cul du diagramme de bandes dans le cas d’une fibre contenant un seul matériau
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faiblement dispersif [71].
La décomposition par ondes planes peut néanmoins être utilisée dans le cas de ma-
tériaux dispersifs en résolvant une équation différente de celle résolue par MPB.
Bien que le principe soit décrit dans les références [30, 31], aucun logiciel libre
ou commercial utilisant cette méthode n’est disponible. La conception d’un pro-
gramme basé sur cette méthode fût donc un préalable à l’étude de la formation des
BIP dans les fibres mircrostructurées. Ce chapitre sera donc consacré à la méthode
de décomposition en ondes planes et à la compréhension de la formation des BIP.

2.1 Equation à résoudre
Hypothèse : Le milieu constituant la gaine de la fibre à cristal photonique est

supposé infini, non magnétique, linéaire et ne contient ni charges libres ni courants.

L’indice de réfraction de ce milieu est périodique dans le plan transverse de la
fibre Oxy et il est invariant suivant l’axe longitudinal Oz. Les inclusions peuvent
être organisées en réseau carré ou triangulaire 1 dont le pas sera noté Λ et les vec-
teurs de base ~a1 et ~a2. Ces deux types de réseaux sont représentés sur la figure 2.1.
Pour chaque réseau, la maille de Wigner-Seitz 2 est représentée en bleu. Sur cette
figure, une seule inclusion est présente par maille élémentaire mais il est possible
d’avoir en moyenne plus d’inclusions dans une seule maille.
Puisque le but de cette partie est l’étude de la propagation dans une fibre d’axe
Oz, nous supposerons un champ électromagnétique se propageant suivant cet axe.
L’invariance suivant Oz permet d’écrire le champ magnétique sous la forme :

~H (~r, t) = ~h (x, y) .ei(βz−ck0t) (2.2)

où k0 = 2π
λ

est la norme du vecteur d’onde dans le vide.
De plus, en notant ε(x, y) la permittivité relative, les équations de Maxwell s’écrivent :

~∇∧
−→
E = −µ0

∂
−→
H
∂t

~∇.
(
ε
−→
E
)

= 0

~∇.
−→
H = 0

~∇∧
−→
H = ε0ε

∂
−→
E
∂t

(2.3)

1. Il existe d’autres réseaux de Bravais possibles, mais il ne sont pas réalisables expérimenta-
lement ou très difficilement

2. Maille élémentaire contenant les points plus proches du nœud central que des autres nœuds
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Figure 2.1 – Exemple de réseau (a) triangulaire et (b) carré. Les vecteurs ~a1 et
~a2 sont les vecteurs de base du réseau. La maille de Wigner-Seitz est représentée
en bleu.

Le rotationnel de l’équation de Maxwell-Ampère permet d’obtenir l’équation sui-
vante :

−∆
−→
H = ε0

~∇∧

(
ε
∂
−→
E

∂t

)
(2.4)

Après utilisation des équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampère, cette
équation devient :

−∆
−→
H = ~∇ (ln (ε)) ∧

(
~∇∧
−→
H
)
− ε

c2

∂2−→H
∂2t

(2.5)

En utilisant la forme du champ magnétique donnée par l’équation 2.2 et en proje-
tant sur le plan transverse, l’équation suivante pour la composante transverse ~ht
du vecteur ~h est obtenue :(

~∇2
t + k2

0ε
)
~ht +

(
~∇t ln(ε)

)
∧
(
~∇t ∧ ~ht

)
= β2 ~ht (2.6)

où ~∇t est la composante transverse de l’opérateur ~∇.

A l’inverse de l’équation 2.1, la résolution de cette équation permet de déterminer
les indices effectifs des modes autorisés à longueur d’onde donnée. Si les matériaux
sont dispersifs, il suffit de faire varier la valeur de la permittivité relative avec la
longueur d’onde. Avant d’introduire la décomposition par ondes planes permettant
de résoudre numériquement cette équation, l’invariance d’échelle vérifiée par cette
équation sera mise en évidence.
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2.2 Invariance d’échelle
Dans le cas de milieux non-dispersifs, l’équation 2.6 présente une invariance

d’échelle [28]. En effet, lorsque le profil d’indice est dilaté d’un facteur s dans les
directions transverses, la permittivité ε(x, y) devient ε′(x, y) = ε(x/s, y/s). En
posant x′ = xs, y′ = ys et donc ~∇′t = ~∇t/s, l’équation 2.6 devient :(

s2 ~∇′
2

t + k2
0ε(x

′/s, y′/s)
)
~ht(x

′/s, y′/s)

+ s2
(
~∇′t ln(ε(x′/s, y′/s))

)
∧
(
~∇′t ∧ ~ht(x′/s, y′/s)

)
= β2 ~ht(x

′/s, y′/s)
(2.7)

c’est-à-dire :(
~∇′

2

t +
k2

0

s2
ε′(x′, y′)

)
~ht(x

′/s, y′/s) +
(
~∇′t ln(ε′(x′, y′))

)
∧
(
~∇′t ∧ ~ht(x′/s, y′/s)

)
=
β2

s2
~ht(x

′/s, y′/s)

(2.8)

L’équation à résoudre pour le milieu dilaté pour une longueur d’onde λ′ = sλ est
donc identique à celle du milieu initial à la longueur d’onde λ. A la longueur d’onde
λ′, l’indice effectif pour le milieu dilaté sera donc égal à celui du milieu initial à la
longueur d’onde λ et le champ sera simplement dilaté : ~h′t(x′, y′) = ~ht(x

′/s, y′/s).
Cette loi permet d’effectuer un seul calcul de diagramme de bandes lorsque les
différents réseaux étudiés sont homothétiques et constitué de matériaux non dis-
persifs.

2.3 Formulation de l’équation sous une forme ma-
tricielle

Le milieu de propagation étant périodique, le théorème de Bloch [28] peut être
utilisé. Ce théorème couramment employé en physique des matériaux [72] permet
d’écrire le vecteur ~ht (x, y) sous la forme d’une fonction de Bloch :

~ht (x, y) = exp
(
i~kt.~r

)
~u (x, y) (2.9)

Ces fonctions sont le produit d’une onde plane de vecteur d’onde transverse ~kt
quelconque avec une fonction ~u (x, y) possédant la périodicité du réseau. Le vecteur
~kt est relié à la différence de phase entre les mailles du réseau. La fonction ~u (x, y)
peut être écrite à l’aide d’une série de Fourier :

~ht (x, y) = exp
(
i~kt.~r

)∑
~G

~u
(
~G
)

exp
(
i ~G.~r

)
(2.10)
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Figure 2.2 – Réseau réciproque du réseau (a) triangulaire et (b) carré. Les vec-
teurs ~b1 et ~b2 sont les vecteurs de base du réseau réciproque. Les coordonnées des
points de plus haute symétrie sont données dans le repère (Oxy). Les zones oranges
sont les zones de Brillouin et les zones vertes les zones de Brillouin irréductibles.

où ~G est une combinaison linéaire des vecteurs de base~b1 et~b2 du réseau réciproque
c’est-à-dire ~G = q1

~b1 + q2
~b2 avec (q1, q2) ∈ Z2. Ces vecteurs de base sont définis

par :
~ai.~bj = 2πδij (2.11)

Les réseaux réciproques des réseaux triangulaire et carré sont représentés sur le
figure 2.2. La première zone de Brillouin 3 est représentée en orange dans les deux
cas. Même si le vecteur ~kt peut être quelconque, la résolution du problème peut
se restreindre aux vecteurs contenus dans la première zone de Brillouin. En ef-
fet, la somme sur les vecteurs ~G de la formule 2.10 revient à effectuer toutes les
translations possibles d’une maille à l’autre et permet ainsi de couvrir tout l’es-
pace réciproque. De plus, si le contenu de la maille élémentaire possède la même
symétrie que la maille elle-même (ce qui est le cas pour une seule inclusion circu-
laire au centre de la maille), le calcul peut se limiter aux vecteurs ~kt de la zone
de Brillouin irréductible représentée en vert sur la figure 2.2. Il est généralement
admis [72] que la résolution pour les vecteurs ~kt décrivant le bord des zones de
Brillouin irréductibles (circuit ΓMKΓ pour le réseau triangulaire ou ΓXMΓ pour
le réseau carré) suffit pour déterminer la position des bords de bande.
La structure de la gaine étant périodique, ε et ln (ε) possèdent la même périodicité
et peuvent donc être décomposés en série de Fourier :

ε (~r) =
∑
~G

ε̃
(
~G
)

exp
(
i ~G.~r

)
(2.12)

3. Maille de Wigner-Seitz du réseau réciproque
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et
ln (ε (~r)) =

∑
~G

η
(
~G
)

exp
(
i ~G.~r

)
(2.13)

Après projection de l’équation 2.6 sur les fonctions exp
(
i
(−→
G +

−→
kt

)
.−→r
)
, l’équa-

tion suivante est obtenue :

−
∥∥∥−→kt +

−→
G
∥∥∥2−→u

(−→
G
)

+ k2
0

∑
−→
G′

ε̃
(−→
G −

−→
G′
)
.−→u
(−→
G′
)

−
∑
−→
G′

η
(−→
G −

−→
G′
)
.
(−→
G −

−→
G′
)
∧
[(−→
kt +

−→
G′
)
∧ −→u

(−→
G′
)]

= β2−→u
(−→
G
) (2.14)

Par définition, le vecteur −→u ne possède que des composantes transverses donc

−→u
(−→
G
)

=

 u
x,
−→
G

u
y,
−→
G

0

 et l’équation précédente peut donc s’écrire sous la forme

d’une équation aux valeurs propres :

∑
−→
G′

(
M

1,
−→
G,
−→
G′

M
2,
−→
G,
−→
G′

M
3,
−→
G,
−→
G′

M
4,
−→
G,
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G′

)(
u
x,
−→
G′

u
y,
−→
G′

)
= β2

(
u
x,
−→
G

u
y,
−→
G

)
(2.15)

avec

M
1,
−→
G,
−→
G′

= k2
0 ε̃
(−→
G −

−→
G′
)
− δ−→

G,
−→
G′

∥∥∥−→kt +
−→
G
∥∥∥2

+η
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G −
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G′
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y
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)
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= −η
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)
y
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)
x
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0 ε̃
(−→
G −
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)
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G,
−→
G′

∥∥∥−→kt +
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G
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+η
(−→
G −

−→
G′
)(−→

G −
−→
G′
)
x

(−→
kt +

−→
G′
)
x

2.4 Implémentation

2.4.1 Choix des vecteurs ~G

L’espace des vecteurs
−→
G possibles possède une infinité d’éléments. Pour ef-

fectuer un calcul numérique, cet espace doit d’abord être tronqué de sorte que
le problème se ramène au calcul des valeurs propres d’une matrice de dimension
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finie :

M
1,
−→
G1,
−→
G1

M
1,
−→
G1,
−→
G2
· · · M

2,
−→
G1,
−→
G1

M
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−→
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−→
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· · ·

M
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−→
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−→
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M
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−→
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· · · M

2,
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−→
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M
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· · ·
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... . . .
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u
x,
−→
G1

u
x,
−→
G2

...
u
y,
−→
G1

u
y,
−→
G2

...


= β2



u
x,
−→
G1

u
x,
−→
G2

...
u
y,
−→
G1

u
y,
−→
G2

...


(2.16)

Ainsi, pour calculer le diagramme de bandes, il suffit de fixer la longueur d’onde et
de résoudre l’équation matricielle aux valeurs propres 2.16 pour obtenir les valeurs
possibles de β2. Il faut néanmoins remarquer que cette matrice ne possède aucune
propriété particulière. Elle n’est en particulier pas hermitienne ce qui entraîne que
ses valeurs propres ne seront pas nécessairement toutes réelles. Il conviendra donc
de ne conserver que les valeurs propres réelles et positives qui sont les seules à
posséder une signification physique.
Pour résoudre l’équation 2.16, un ensemble de vecteurs ~G doit être choisi. Il
convient de choisir les vecteurs possédant la norme la plus faible puisqu’ils vont
donner lieu aux oscillations de plus grande période et donc aux indices effectifs
les plus élevés. Pour des raisons de symétrie, l’ensemble de vecteurs choisi sera
caractérisé par un nombre entier NG et contiendra (2NG + 1)2 vecteurs (de sorte à
former une maille symétrique autour du nœud central dans le réseau réciproque).
Bien entendu, plus le nombre de vecteurs ~G choisi sera élevé, plus le résultat donné
par cette méthode sera précis.
Afin que ce nombre soit correctement estimé, il est possible d’adopter une mé-
thode adaptative : le calcul est effectué avec une certaine valeur de NG puis avec
la valeur NG + 1 et le calcul est recommencé en incrémentant NG si la précision
sur les indices effectifs estimée à partir des calculs précédents n’est pas suffisante.

2.4.2 Calcul des valeurs propres

Le calcul des valeurs propres est effectué à l’aide de la bibliothèque ARPACK
[73]. Les fonctions disponibles dans cette bibliothèque utilisent la méthode de Ar-
noldi pour déterminer seulement quelques valeurs propres (valeurs propres inté-
rieures) et les vecteurs propres correspondants. En effet, seules les valeurs propres
des premiers modes c’est-à-dire celles donnant lieu à un indice effectif élevé sont
généralement intéressantes. Un autre intérêt de cette bibliothèque réside dans la
possibilité de permettre le calcul des valeurs propres sans stockage de la matrice en
mémoire. En effet, dans le cas du calcul du mode de cœur (utilisation d’une super-
cellule), le nombre de vecteurs ~G nécessaires pour une précision correcte peut être
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élevé. La dimension de la matrice est égale à 2(2NG + 1)2 et chaque composante
nécessite 16 octets de mémoire (variable du type complex<double>). Si NG = 60,
la matrice nécessite 12,8 Go pour être stockée en mémoire ce qui dépasse parfois
la capacité mémoire de la machine utilisée.

2.4.3 Convergence

La précision de la méthode utilisée pour déterminer les valeurs propres (biblio-
thèque ARPACK) est égale à la précision de la machine et engendre une erreur
très inférieure à celle introduite par le nombre restreint d’ondes planes. L’impré-
cision sur les termes ε̃

(
~G
)

et η
(
~G
)

présents dans la matrice à diagonaliser est
également source d’erreur. Ils sont estimés à l’aide de transformées de Fourier ra-
pides nécessitant théoriquement une discrétisation de la maille de Wigner-Seitz
avec un nombre de points égal à (4NG + 1)2. En pratique, il convient de les calcu-
ler avec un nombre de points plus élevé afin d’augmenter la précision [70] même
si le phénomène de Gibbs [74] persiste lorsque l’indice de réfraction présente des
discontinuités. Le choix d’un nombre de points égal à une puissance de 2 a été
effectué afin d’augmenter la rapidité de l’algorithme de transformée de Fourier ra-
pide. Le nombre de points utilisés pour réaliser le maillage suivant une direction
sera noté 2NFFT .
Afin d’étudier la convergence de cette méthode, l’exemple de la référence [31] sera
utilisé : la structure est constituée de trous d’air (n = 1) organisés en réseau tri-
angulaire de pas Λ, de diamètre D = 0, 9Λ et insérés dans un milieu non dispersif
d’indice 1,45. Le calcul se limitera aux indices effectifs des deux premiers modes
au point Γ (chacun de ces modes étant dégénéré deux fois) de la zone de Brillouin
à la longueur d’onde λ = 0, 2πΛ. Les valeurs de ces indices effectifs présents dans
la référence [31] sont neff = 1, 22654 et neff = 1, 10734.
Dans un premier temps, le nombre de points utilisés pour le calcul des transformées
de Fourier est fixé en choisissant NFFT = 10. L’influence du nombre d’ondes planes
employées a été étudiée en faisant varier NG. Le résultat pour les deux modes est
représenté sur la figure 2.3. Dans les deux cas, les variations de l’indice effectif avec
NG diminuent lorsque le nombre d’ondes planes utilisées augmente. Pour NG = 40,
la différence relative d’indice effectif avec la référence [31] est de 0,1% pour le pre-
mier mode et de 0,25% pour le deuxième. Ces différences sont acceptables et sont
du même ordre de grandeur que les différences entre les méthodes présentées dans
la référence [31].
Dans un deuxième temps, le nombre d’ondes planes est fixé en choisissant NG = 20.
L’influence du nombre de points permettant de calculer les transformées de Fourier
a été étudiée par l’intermédiaire des variations de NFFT . L’évolution de l’indice
effectif pour les deux premiers modes en fonction de NFFT est représentée sur la
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Figure 2.3 – Evolution de l’indice effectif (a) du premier mode et (b) du deuxième
mode en fonction de NG lorsque NFFT = 10.

figure 2.4. A partir de NFFT = 9, l’augmentation du nombre de points engendre
un effet négligeable sur les valeurs des indices effectifs.
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Figure 2.4 – Evolution de l’indice effectif (a) du premier mode et (b) du deuxième
mode en fonction de NFFT lorsque NG = 20.

2.4.4 Détermination des champs

Une fois le calcul des vecteurs propres et valeurs propres effectué, le calcul des
champs peut être effectué à l’aide de l’équation 2.10. Pour un vecteur ~kt donné,
les composantes transverses du champ magnétique vérifient :

hx(~r) =
∑
~G

ux, ~G exp
(
i(~kt + ~G).~r

)
hy(~r) =

∑
~G

uy, ~G exp
(
i(~kt + ~G).~r

) (2.17)

La composante longitudinale du champ magnétique est ensuite déterminée à l’aide
de ~∇. ~B = 0 et le champ électrique grâce à ~∇∧

−→
H = ε0ε

∂
−→
E
∂t

.
Les champs étant définis à un facteur de phase près, ils seront représentés avec une
phase nulle en moyenne.
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Figure 2.5 – Amplitude de la composante longitudinale Πz du vecteur de Poynting
(a) du premier mode (neff = 1, 22654) et (b) du deuxième mode (neff = 1, 10734).

A titre d’exemple, la figure 2.5 représente l’amplitude de la composante longitudi-
nale du vecteur de Poynting ~Π = ~E∧ ~H pour les deux modes étudiés précédemment.
Nous pouvons remarquer que la majeure partie de l’énergie est transportée dans
les zones de haut indice entourant les trous d’air ce qui était prévisible puisque la
longueur d’onde choisie est inférieure au pas du réseau.

2.5 Détermination des modes de cœur

2.5.1 Principe

La méthode de décomposition en ondes planes nécessitant un milieu périodique,
il est a priori impossible de calculer les propriétés des modes de cœur. Il existe
toutefois une astuce permettant de le faire : une maille plus grande contenant la
fibre et le défaut constituant le cœur est reproduite périodiquement. Un exemple
de supercellule est représenté sur la figure 2.6. Elle contient 48 inclusions ainsi
que le cœur situé en son centre et sera répétée à l’identique avec un pas de 7Λ, Λ
étant le pas du réseau formé par les inclusions. Le mode de cœur étant par défini-
tion localisé dans le défaut situé au centre de la supercellule, les interactions entre
les modes de cœur de deux supercellules voisines seront négligeables si le nombre
d’inclusions par supercellule est suffisamment élevé. Les caractéristiques du mode
de cœur ne seront alors pas affectées par la périodicité factice introduite par cette
méthode.
La pas du réseau de supercellules étant plus élevé que celui du réseau d’inclusions,
la zone de Brillouin utilisée dans le cas d’une supercellule possédera une aire plus
faible que celle du réseau d’inclusions. Par exemple, la zone de Brillouin irréduc-
tible (ΓM’K’) du réseau de supercellules de la figure 2.6 est représentée en bleu
sur la figure 2.7 avec les vecteurs de base ~b′1 et ~b′2 du réseau réciproque corres-
pondant. La zone de Brillouin irréductible du réseau d’inclusions en l’absence de
défaut (ΓMK) est représentée en pointillés noirs. Les vecteur de base ~b′1 et ~b′2
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Figure 2.6 – Exemple d’un réseau permettant le calcul du mode de cœur. La
supercellule représentée en blanc possède une taille égale à 7Λ.

Figure 2.7 – Zone de Brillouin irréductible du réseau de supercellules (ΓM’K’ en
bleu) et du réseau d’inclusions (ΓMK en pointillés) dans le cas du réseau représenté
sur la figure 2.6. Les vecteurs ~b′1 et ~b′2 sont les vecteurs de base du réseau réciproque
du réseau de supercellules.

possèdent une norme 7 fois plus petite que les vecteurs de base ~b1 et ~b2 du réseau
réciproque du réseau d’inclusions. Il faudra donc augmenter le nombre d’ondes
planes en multipliant NG par 7 pour conserver la même précision sur les bandes
ce qui augmente fortement le temps de calcul. Néanmoins, le calcul ne doit être
effectué qu’en un seul point de la zone de Brillouin irréductible. Ce point peut
théoriquement être choisi arbitrairement puisqu’il n’influe que sur les différences
de phase entre les supercellules. Cette méthode étant basée sur le fait que les in-
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teractions entre les supercellules sont négligeables lorsque le mode est confiné dans
le cœur, leurs différences de phase ne modifient pas l’indice effectif du mode de
cœur.

A titre d’exemple, nous avons déterminé l’indice effectif du mode de cœur se pro-
pageant dans la fibre dont le diagramme de densité d’états de la structure infinie
constituant la gaine est représenté sur la figure 1.11. Le diagramme de bandes de
cette structure est également représenté en gris sur la figure 2.8. La gaine est consti-
tuée d’inclusions de silice dopée au germanium de diamètre D = 0, 5Λ possédant
un profil parabolique d’indice de réfraction avec un maximum de différence d’indice
par rapport à la silice ∆n = 32× 10−3. Une inclusion a été enlevée afin d’obtenir
le cœur de la fibre qui est donc constitué de silice ici supposée non dispersive. Le
profil d’indice de la supercellule utilisée est celui de la figure 2.6. Le diagramme
de bandes contenant les 200 premiers modes calculés au point Γ est représenté
en rouge sur la figure 2.8. La plupart des modes calculés avec la supercellule se
superposent quasiment aux modes autorisés dans le cristal photonique représentés
en gris. Cela est dû au fait que le calcul au point Γ pour la supercellule revient

0,1 0,60,50,40,30,2
1,40

1,48

1,46

1,44

1,42

1,45

Bandes
autorisée BIP

Mode de 
coeur

Figure 2.8 – En couleur : diagramme de bandes calculé à l’aide de la supercellule
de la figure 2.9a. Le mode représenté en bleu est le mode guidé dans le cœur. En
gris : diagramme de bandes de la structure infinie dont est constituée la gaine et
qui a permis de calculer la densité d’états représentée sur la figure 1.11.
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Figure 2.9 – Variations transverses de la coordonnée longitudinale du vecteur
de Poynting dans une supercellule pour le mode de cœur à la longueur d’onde
λ = 0.3Λ.

à calculer les modes pour d’autres points de la zone de Brillouin irréductible du
cristal photonique à cause des translations par les vecteurs ~b′1 et ~b′2. Le calcul est
donc effectué au point Γ et aux sept points représentés en vert sur la figure 2.7. Les
indices effectifs calculés avec la supercellule sont toutefois légèrement plus faibles
du fait de l’absence d’une inclusion de haut indice. Il existe également un mode
traversant la BIP et représenté en bleu sur la figure 2.8. Ce mode est autorisé dans
la structure possédant un défaut alors qu’il ne l’est pas dans la structure parfaite
et infinie, il s’agit donc d’un mode guidé dans le cœur de la fibre. Les variations
transverses de la composante longitudinale Πz du vecteur de Ponyting sont repré-
sentées sur la figure 2.9. Comme attendu, la majorité de l’énergie est concentrée
dans le défaut constituant le cœur. De plus, les inclusions les plus éloignées du
cœur ne transportent quasiment aucune énergie électromagnétique ce qui conforte
l’approximation effectuée par l’utilisation d’une supercellule.

2.5.2 Précision de la méthode

La précision de la méthode de la supercellule a été étudiée en calculant l’indice
effectif du mode fondamental de la première BIP de la fibre de la figure 1.11. Ce
mode est représenté en bleu sur la figure 2.8.

Le résultat de la méthode de la supercellule ne dépend théoriquement pas du
point de la zone de Brillouin choisi pour effectuer le calcul. Néanmoins, le champ
au bord de la supercellule n’étant pas rigoureusement nul (puisque la supercellule
ne possède pas un nombre infini d’inclusions), il peut exister de faibles couplages
entre les différents modes de cœur de chaque supercellule. Laegsgaard et al. ont
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(a) (b)

Figure 2.10 – Variations de l’indice effectif du mode fondamental de la BIP 1.
Les courbes correspondent aux valeurs trouvées à l’aide de la décomposition en
ondes planes au point Γ (en trait plein) et au point (3/8, 1/8) (en pointillés) avec
une supercellule de taille 5×5 (bleu), 7×7 (rouge) et 9×9 (vert). Les zones grises
correspondent aux bandes autorisées. La figure (b) est un agrandissement de la
figure (a) à proximité du bord de bande.

cependant montré qu’il existe un point de la zone de Brillouin qui permet de mi-
nimiser le couplage entre une supercellule et ses voisines directes [71]. Le calcul en
ce point permettra donc une meilleure précision. Pour le réseau triangulaire, ses
coordonnées sont (3/8, 1/8) dans la base

(
~b′1, ~b′2

)
.

De plus les modes de gaine ne sont pas tous calculés par cette méthode puisque le
calcul n’est effectué que pour quelques points de la zone de Brillouin irréductible
du réseau d’inclusions (points verts de la figure 2.7 dans le cas d’une supercellule
7×7). Certains couplages entre les modes de gaines et le mode de cœur pouvant
apparaître à proximité des bords de bande ne seront donc pas pris en compte.
L’augmentation de la taille de la supercellule permet de minimiser cet effet au
prix d’une augmentation du coût numérique.
Le graphique 2.10(a) représente les résultats donnés par la méthode de la super-
cellule aux points Γ (en trait plein) et au point (3/8, 1/8) (en pointillés) avec une
supercellule de taille 5×5 (bleu), 7×7 (rouge) et 9×9 (vert). Les courbes noires
représentent les bords de bande et les zones grises sont les bandes autorisées. Les
différents calculs effectués mènent à des résultats quasiment identiques au centre
la BIP mais l’agrandissement de la figure 2.10b montre des différences sensibles à
proximité du bord de bande pour les calculs effectués au point Γ. L’utilisation du
point (3/8, 1/8) permet néanmoins une convergence en fonction de la taille de la
supercellule beaucoup plus rapide.

Afin de vérifier la précision de cette méthode, elle est comparée à une méthode
d’éléments finis. Sur la figure 2.11, les courbes en pointillés correspondent toujours
aux résultats de la méthode de la supercellule au point (3/8, 1/8) avec le même
code couleur que précédemment. Les courbes en trait plein sont les résultats obte-
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Figure 2.11 – Variations de l’indice effectif du mode fondamental de la BIP 1.
Les courbes en pointillés correspondent aux valeurs trouvées à l’aide de la décom-
position en ondes planes au point (3/8, 1/8) avec une supercellule de taille 5×5
(bleu), 7×7 (rouge) et 9×9 (vert). Les courbes en traits pleins correspondent aux
résultats trouvés par éléments finis avec 4 (en rouge), 5 (en bleu) et 6 couronnes
(en vert). Les zones grises correspondent aux bandes autorisées. La figure (b) est
un agrandissement de la figure (a) à proximité du bord de bande.

nus par une méthode d’éléments finis avec 4 (en rouge), 5 (en bleu) et 6 couronnes
(en vert). La méthode d’éléments finis donne des résultats différents en fonction
du nombre de couronnes à proximité des bords de bande [53]. Ce résultat provient
du fait que le nombre de modes de gaine dépend du nombre d’inclusions. Le mode
de cœur interagissant fortement avec ces derniers lorsqu’ils sont situés à sa proxi-
mité dans le diagramme de bandes, son indice effectif va donc varier en fonction
du nombre d’inclusions près des bords de bande. Les deux méthodes aboutissent
néanmoins à des résultats très proches même à proximité du bord de bande. En
effet, pour λ = 0, 4Λ, la différence relative sur l’indice effectif du mode de cœur
entre l’utilisation d’une supercellule 9×9 et une méthode d’éléments finis avec 6
couronnes est inférieure à 0,01%.

2.6 Calcul du diagramme de bandes dans l’approxi-
mation scalaire

Lorsque la différence d’indice entre les milieux constituant la fibre reste faible
(∆n/n � 1), les composantes longitudinales des champs deviennent négligeable
devant leur composante transverse. Dans ce cas, nous pouvons donc supposer Ez =

0 et Hz = 0. D’après l’équation de Maxwell-Ampère, ~rot
(
~H
)
.~ez = 0, c’est-à-dire

~∇t ∧ ~ht = ~0. L’équation 2.6 se simplifie fortement pour devenir :(
~∇2
t + k2

0ε
)
~ht = β2 ~ht (2.18)
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Figure 2.12 – Diagramme de bandes d’un réseau triangulaire d’inclusions circu-
laires de diamètre D = Λ/2 et d’indice 1,47 dans un milieu d’indice 1,45 déterminé
à l’aide (a) d’un calcul vectoriel et (b) de l’approximation scalaire. Les encarts sont
des agrandissements de la deuxième bande autorisée.

L’intérêt de cette approximation réside dans le fait que la matrice pour laquelle
il faut déterminer les valeurs propres (équation 2.15 et 2.16) est hermitienne (ε
étant réel, ε̃(~G) = ε̃∗(−~G)). Cette propriété permet de réduire fortement le temps
de calcul du diagramme de bandes grâce à l’utilisation d’algorithmes spécifiques à
ce type de matrices.
La figure 2.12 représente le diagramme de bandes d’un milieu périodique infini
constitué d’un réseau triangulaire d’inclusions circulaires de diamètre D = Λ/2 et
d’indice 1,47 plongées dans un milieu d’indice 1,45. L’inclusion étant parfaitement
symétrique, le calcul des modes autorisés des points de plus haute symétrie de la
zone de Brillouin irréductible (Γ, M et K) suffit pour délimiter les BIP [75]. La fi-
gure 2.12a a été calculée grâce à une méthode vectorielle (équation 2.6) et la figure
2.12b à l’aide d’une méthode scalaire (équation 2.18). Les BIP présentes dans ces
deux diagrammes de bandes sont quasiment identiques. Les agrandissements de
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Figure 2.13 – Diagramme de bandes d’un réseau triangulaire d’inclusions circu-
laires de diamètre D = Λ/2 et d’indice 1,45 dans un milieu d’indice 1,00 déterminé
à l’aide (a) d’un calcul vectoriel et (b) de l’approximation scalaire.

la deuxième bande autorisée situés dans les encarts de ces figures permettent de
vérifier que la prise en compte de l’aspect vectoriel du champ entraîne une levée de
dégénérescence des modes autorisés comme dans le cas d’une fibre à saut d’indice.

La figure 2.13 représente les mêmes graphiques que la figure 2.12 mais avec des in-
clusions d’indice 1,45 plongées dans un milieu d’indice 1. Le diagramme de bandes
obtenu avec le calcul vectoriel (graphique 2.13a) est naturellement très différent
de celui obtenu à l’aide de l’approximation scalaire (graphique 2.13b). La dégé-
nérescence des modes due à l’approximation scalaire entraîne l’apparition de BIP
beaucoup plus larges et beaucoup plus profondes que dans le cas réel où le champ
est vectoriel.

Cette étude montre que l’approximation scalaire peut-être utilisée pour déter-
miner la position des BIP des fibres entièrement solides et permet alors une dia-
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gonalisation plus rapide du fait de l’hermiticité de la matrice. En revanche, cette
approximation n’est plus du tout valide dans le cas d’un fort contraste d’indice
comme dans le cas d’une fibre BIP à cœur creux.

2.7 Identification des modes de Bloch et de leurs
symétries par la théorie des perturbations

Dans cette partie, la théorie des perturbations stationnaires utilisée habituel-
lement en mécanique quantique [76] est mise en œuvre dans le but d’expliquer
qualitativement l’ouverture des BIP dans le diagramme de bandes et de détermi-
ner les indices effectifs des bandes autorisées aux grandes longueurs d’onde. Afin
d’illustrer son principe, cette théorie est appliquée dans le cadre de l’approxima-
tion scalaire au réseau triangulaire d’inclusions circulaires de diamètre D = Λ/2
d’indice ni = 1, 47 plongées dans un milieu d’indice nb = 1, 45 décrit dans la
section précédente. Le diagramme de bandes de cette stucture (figure 2.12) met
en évidence le fait que la deuxième BIP est délimitée par des modes autorisés au
point Γ. L’étude sera donc restreinte à ce point particulier de la zone de Brillouin
irréductible tout en sachant qu’il est possible de tenir le même raisonnement pour
tous les autres points.
L’équation permettant de calculer les modes autorisés dans l’approximation sca-
laire est l’équation 2.18 : (

1

k2
0

~∇2
t + ε(~r)

)
~ht = n2

eff
~ht (2.19)

L’opérateur 1
k20
~∇2
t + ε(~r) est hermitien ce qui permet d’utiliser les mêmes raison-

nements qu’en mécanique quantique avec l’hamiltonien. Le terme n2
eff est donc

l’analogue de l’énergie en mécanique quantique.

2.7.1 Milieu homogène

En l’absence d’inclusion, ε(~r) = εb = n2
b et l’opérateur non-perturbé est donc

1
k20
~∇2
t + εb. Afin de conserver les propriétés de symétrie du milieu avec inclusions,

la périodicité du réseau sera artificiellement maintenue. Les solutions sont alors les
ondes planes périodisées de la forme : A exp

(
i~kt.~r + i ~G.~r

)
~ex avec ~G = q1

~b1 +q2
~b2,

~ex la direction de polarisation et A une constante (cela traduit le fait que la matrice
de l’équation 2.15 est diagonale). Les valeurs propres associées sont n2

eff = εb −
1
k20
‖~kt + q1

~b1 + q2
~b2‖2.

Puisque l’étude est effectuée au point Γ, le vecteur ~kt est le vecteur nul. Le réseau
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d’inclusions étant triangulaire, les vecteurs de base du réseau réciproque sont ~b1 =
2π
Λ

(
~ex − 1√

3
~ey

)
et ~b2 = 4π√

3Λ
~ey (voir figure 2.2a). Les indices effectif des modes

autorisés au point Γ vérifient donc :

n2
eff = εb −

λ2

Λ2

(
q2

1 +
1

3
(2q2 − q1)2

)
(2.20)

Les plupart des modes propres sont dégénérés car des couples (q1, q2) différents
peuvent engendrer des indices effectifs identiques. Les fonctions propres de la bande
i (associée à une valeur propre) seront nommées fi,j, j variant de 1 à ni où ni est le
degré de dégénérescence de la bande i. L’indice effectif de la bande i en l’absence
de d’inclusions sera noté neff,i.
Les couples (q1, q2) et les indices effectifs des trois premières bandes autorisées sont
donnés à titre d’exemple :

1. (0, 0) : neff,1(λ) =
√
εb

2. (1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1), (−1,−1) et (1, 1) : neff,2(λ) =
√
εb − 4

3
λ2

Λ2

3. (1, 2), (−1,−2), (2, 1), (−2,−1), (−1, 1) et (1,−1) : neff,3(λ) =
√
εb − 4 λ

2

Λ2

La figure 2.14 représente le diagramme de bandes au point Γ uniquement. Les
modes représentés en rouge sont issus d’un calcul numérique utilisant la décompo-
sition en ondes planes dans l’approximation scalaire pour la structure périodique
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Figure 2.14 – Diagramme de bandes pour le point Γ. Les courbes rouges sont
les 37 premiers modes autorisés calculés numériquement à l’aide de la méthode de
décomposition en ondes planes dans l’approximation scalaire. Les courbes bleues
correspondent aux modes autorisés dans le milieu homogène périodique (équation
2.20).
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contenant les inclusions. Les courbes représentées en bleu correspondent aux modes
autorisés dans le milieu homogène périodisé dont les indices effectifs sont donnés
par l’équation 2.20. Naturellement, les modes autorisés dans le milieu avec inclu-
sions possèdent des indices effectifs plus élevés que les modes autorisés en l’absence
d’inclusion puisqu’il s’agit d’inclusions de haut indice. De plus, la présence des in-
clusions lève la dégénérescence des modes autorisés tout comme une perturbation
peut lever la dégénérescence des états d’énergie en mécanique quantique.
La deuxième BIP étant délimitée par les modes de la deuxième bande autorisée
du milieu homogène, la méthode de perturbation sera appliquée à ces modes uni-
quement.

2.7.2 Corrections au premier ordre

La deuxième bande autorisée du milieu homogène est dégénérée six fois. En
notation réelle, les fonctions propres de cette bande associée à la valeur propre
n2
eff,2(λ) = εb − 4

3
λ2

Λ2 sont :

– f2,1(~r) = cos
(
~b1.~r

)
,

– f2,2(~r) = sin
(
~b1.~r

)
,

– f2,3(~r) = cos
(
~b2.~r

)
,

– f2,4(~r) = sin
(
~b2.~r

)
,

– f2,5(~r) = cos
(

(~b1 +~b2).~r
)
,

– f2,6(~r) = sin
(

(~b1 +~b2).~r
)
.

Le réseau étant périodique, le produit scalaire est défini par :

〈f |g〉 =

∫∫
WS

f(~r)g(~r)dxdy (2.21)

où WS symbolise la maille de Wigner-Seitz du réseau direct.
Afin de pouvoir appliquer la théorie des perturbations, les distributions modales
doivent être normalisées :

fi,j(~r) =
fi,j(~r)√
〈fi,j|fi,j〉

En supposant que l’inclusion est positionnée au centre de la maille de Wigner-
Seitz, la perturbation à l’opérateur 1

k20
~∇2
t + εb apportée par l’ajout de l’inclusion

est :
V (~r) = θ(D/2− r)(εi − εb) (2.22)

où θ est la fonction de Heaviside.
Les corrections à l’énergie (c’est-à-dire à n2

eff,2) au premier ordre de perturbations
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∆(1)n2
eff,2 Dégénérescence fonction(s) propre(s)

+0,0356376 1 Ψ1

+0,0187219 2 Ψ2,1 et ψ2,2

+0,0029614 2 Ψ3,1 et ψ3,2

+0,0004403 1 Ψ4

Figure 2.15 – Corrections au premier ordre de n2
eff,2 obtenues par diagonalisation

de la matrice de perturbation V .
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Figure 2.16 – Diagramme de bandes pour le point Γ. Les courbes rouges repré-
sentent les six modes de la deuxième bande autorisée calculés numériquement à
l’aide de la méthode de décomposition en ondes planes dans l’approximation sca-
laire. Les courbes en pointillés bleus correspondent aux indices effectifs calculés au
premier ordre en perturbations (corrections données dans le tableau 2.15).

sont déterminées en diagonalisant la matrice de perturbation dans l’espace formé
par les modes dégénérés. Pour la deuxième bande autorisée, cette matrice est de
dimension 6 et ses composantes sont :

Vj,k = 〈f2,j|V |f2,k〉 = (εi − εb)
∫∫
C
f2,j(~r)f2,k(~r)dxdy (2.23)

où C est le disque défini par l’inclusion de diamètre D centrée sur le centre de la
maille de Wigner-Seitz.
Cette matrice étant réelle et symétrique, ses valeurs propres sont réelles. De plus,
les coefficients Vj,k étant indépendants de la longueur d’onde, la correction au pre-
mier ordre de n2

eff,2 sera également indépendante de la longueur d’onde.
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Ψ1 =
√

3/3 (f2,1 + f2,2 + f2,5) Ψ2,1 =
√

2/2 (f2,3 + f2,6)

Ψ2,2 =
√

6/6 (−f2,3 + 2f2,4 + f2,6) Ψ3,1 =
√

2/2 (f2,1 − f2,5)

Ψ3,2 =
√

6/6 (f2,1 − 2f2,2 + f2,5) Ψ4 =
√

3/3 (f2,3 + f2,4 − f2,6)

Figure 2.17 – Profils des modes permettant de diagonaliser la matrice de pertur-
bation dans la deuxième bande autorisée.

Après avoir calculé les coefficients de la matrice de perturbation, cette dernière est
diagonalisée pour déterminer les corrections au premier ordre ∆(1)n2

eff,2. Ces der-
nières sont rassemblées dans le tableau de la figure 2.15 avec les fonctions propres Ψ
correspondantes. Les profils des fonctions Ψ et leur définition à partir des fonctions
f2,i sont situés dans le tableau de la figure 2.17. La levée partielle de dégénéres-
cence observée correspond à celle déterminée numériquement par la méthode de
décomposition en ondes planes. Les indices effectifs des modes correspondants à ce
calcul de perturbations sont représentés par les courbes bleues sur la figure 2.16.
Les courbes rouges correspondent toujours au calcul numérique de décomposition
par ondes planes.
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Bien que la correction au premier ordre permette d’expliquer la levée de dégé-
nérescence ainsi que l’évolution de l’indice effectif des modes autorisés à grande
longueur d’onde, elle ne permet pas de prévoir l’ouverture des BIP. En effet, la cor-
rection apportée est indépendante de la longueur d’onde et les modes ne peuvent
donc pas se croiser comme cela est visible sur la figure 2.16.

2.7.3 Corrections au deuxième ordre

Par analogie avec la mécanique quantique, les corrections au deuxième ordre
pour n2

eff,2 sont données par :

∆(2)n2
eff (λ) =

∑
i 6=2

ni∑
j=1

|〈Ψ|V |fi,j〉|2

n2
eff,2(λ)− n2

eff,i(λ)
(2.24)

où Ψ est une fonction propre de la matrice de perturbation et donc une combinai-
son linéaire des fonctions f2,j (voir tableau 2.15 et 2.17).
D’après la formule précédente, un mode sera donc repoussé par les modes possé-
dant une intégrale de recouvrement sur l’inclusion non nulle avec ce mode. Cette
répulsion sera d’autant plus marquée que la différence d’indice effectif entre les
modes est faible.
Le diagramme de bandes calculé à l’aide de cette correction du deuxième ordre est
représenté en bleu sur la figure 2.18, les courbes rouges représentant toujours le
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Figure 2.18 – Diagramme de bandes pour le point Γ. Les courbes rouges repré-
sentent les six modes de la deuxième bande autorisée calculés numériquement à
l’aide de la méthode de décomposition par ondes planes dans l’approximation sca-
laire. Les courbes en pointillés bleus correspondent aux indices effectifs calculés au
deuxième ordre en perturbations.
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résultat numérique obtenu par décomposition en ondes planes. Aux grandes lon-
gueurs d’onde, le résultat est très satisfaisant et naturellement meilleur qu’avec la
correction au premier seule (figure 2.16). Ce calcul permet également de prévoir
la formation de la deuxième BIP : le mode qui possède l’indice effectif le plus
élevé à grande longueur d’onde croise celui situé en-dessous lorsque la longueur
d’onde diminue. Néanmoins, la position et la largeur des BIP ne peuvent pas être
prédites de cette façon. En effet, la théorie des perturbations stationnaires n’est
valide que lorsque les éléments de la matrice de perturbation sont petits devant les
différences entre les niveaux d’énergie. Dans notre cas, les éléments de la matrice
de perturbation sont de l’ordre de f (εi − εb) = 1, 32 × 10−2 et la différence de
valeur de n2

eff entre les bandes est de l’ordre de λ2/Λ2. Cette théorie n’est donc
plus valide pour des longueurs d’onde de l’ordre du dixième du pas du réseau,
c’est-à-dire pour les longueurs d’onde auxquelles les BIP apparaissent. Dans le cas
des courtes longueurs d’onde, la matrice de perturbation devra être diagonalisée
non plus dans les sous-espaces propres de l’opérateur non perturbé mais sur la
totalité de l’espace de ses fonctions propres ce qui revient à appliquer la méthode
de décomposition en ondes planes.

Le devenir des fonctions Ψ diagonalisant l’opérateur de perturbation V peut néan-
moins être prédit grâce aux symétries qu’elles présentent. En effet, ces fonctions
possèdent les mêmes propriétés de symétrie que certains modes LP. A basse lon-
gueur d’onde, le mode de fonction Ψ ira donc rejoindre le mode LP possédant
la même symétrie. Les modes LP possédant la même symétrie que les fonctions
Ψ sont rassemblés dans le tableau de la figure 2.19. La figure 2.20 représente le
diagramme de bandes aux points de plus haute symétrie de la zone de Brillouin
irréductible. Les courbes rouges représentent les indices effectifs des modes cor-
respondant aux fonctions Ψ à grande longueur d’onde. Ce graphique permet de
vérifier que les fonctions Ψ évoluent pour se transformer en modes LP de même
symétrie lorsque la longueur d’onde diminue.

Grande longueur d’onde Ψ1 Ψ2,1 et Ψ2,2 Ψ3,1 et Ψ3,2 Ψ4

Courte longueur d’onde LP0,2 LP1,1 LP2,1 LP3,1

Figure 2.19 – Correspondance des modes à grande et basse longueur d’onde de
la deuxième bande autorisée.
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Figure 2.20 – Diagramme de bandes pour les points Γ, M et K de zone de Brillouin
irréductible. Les courbes représentées en rouge correspondent aux modes de la
deuxième bande autorisée au point Γ.

2.8 Densité d’états
Comme cela est indiqué dans la section 1.3.1, le diagramme de densité d’états

permet la représentation visuelle de la position des BIP. Ce diagramme contient
plus d’informations qu’un diagramme de bandes car il permet de connaître la
position des zones de haute densité d’états. En effet, lorsque le mode de cœur
est situé dans l’une de ces zones, la probabilité d’un couplage avec un mode de
gaine de même symétrie est importante ce qui accroît la possibilité d’une forte
augmentation des pertes par confinement.

2.8.1 Définition et détermination numérique

La densité d’états est définie par [30] :

ρ(λ, neff ) =
1

ABZ

∫∫
BZ

∑
i

δ
(
neff − neff,i(λ,~kt)

)
d2~kt (2.25)

où BZ désigne la première zone de Brillouin d’aire ABZ , i le numéro du mode
discret du diagramme de bandes déterminé numériquement et δ la distribution de
Dirac.
Le calcul de la densité d’états nécessite un maillage symétrique de la première
zone de Brillouin (ou de la zone de Brillouin irréductible si les inclusions sont suf-
fisamment symétriques). Pour cela, les points choisis doivent former des triangles
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Figure 2.21 – Maillage de la zone irréductible de Brillouin d’un réseau triangulaire
permettant le calcul de la densité d’états.

semblables à la zone de Brillouin irréductible [77] comme cela est représenté sur la
figure 2.21 dans le cas d’un réseau triangulaire. Ce maillage doit être effectué avec
un grand nombre de points afin d’obtenir une densité d’états numérique la plus
proche possible de la densité d’états réelle.
Les points du diagramme de bandes calculé numériquement sont d’abord inter-
polés linéairement afin de limiter la présence d’artefacts. La densité d’états est
ensuite déterminée en comptant le nombre de courbes neff = f(λ) dans un certain
intervalle d’indice effectif à longueur d’onde donnée [30] :

ρ(λ, neff ) =

jmax∑
j=1

wj
∑
i

f (neff − neff,i,j(λ)) (2.26)

où j représente l’indice du vecteur ~kt dans la zone de Brillouin. Les poids wj sont
normalisés de sorte que

∑
j wj = 1. La présence de ces poids est due au fait que

certains points peuvent appartenir à plusieurs zones de Brillouin. Par exemple,
dans le cas de la figure 2.21, le point Γ appartient à douze zones de Brillouin ir-
réductibles alors que le point M appartient seulement à quatre de ces zones. Le
poids du point M doit donc être trois fois plus élevé que celui du point Γ. La fonc-
tion f est une fonction triangle d’aire unité qui tend vers la distribution de Dirac
lorsque sa largeur tend vers zéro. La largeur à mi-hauteur de cette fonction devra
être suffisamment grande pour obtenir une densité d’états lisse mais suffisamment
faible pour qu’elle ne soit pas floue. Il faudra donc tester plusieurs valeurs et choisir
celle qui permet la meilleure convergence du calcul. Une augmentation du nombre
de points permettant le maillage de la zone de Brillouin permettra de diminuer la
largeur à mi-hauteur de la fonction f et donc d’augmenter la précision du calcul
de densité d’états.
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2.8.2 Normalisation

La densité d’états peut être normalisée par rapport à celle d’un matériau massif
d’indice de réfraction n [30].
Dans ce cas, le terme

∫∫
BZ

∑
i δ
(
neff − neff,i(λ,~kt)

)
d2~kt présent dans l’équation

2.25 devient une intégrale sur tout l’espace réciproque (les solutions sont les ondes
planes de vecteur d’onde transverse ~k⊥ = ~kt + q1

~b1 + q2
~b2 et Λ tend vers l’in-

fini) : 2
∫∫

δ
(
neff − neff (~k⊥)

)
d2~k⊥ où le facteur 2 provient des deux états de

polarisation possibles (Ox et Oy). Le milieu massif ne présentant aucune symétrie
particulière, la densité d’états ne dépend pas de la direction de propagation et elle
est donc définie par :

ρ0(λ, neff ) =
2

ABZ

∫ +∞

0

δ (neff − neff (k⊥)) 2πk⊥dk⊥ (2.27)

Puisque k2 = k2
⊥ + β2, la fonction neff − neff (k⊥) ne présente qu’un seul pôle (k⊥

étant positif) en k⊥,0 = k0

√
n2 − n2

eff et sa dérivée est k⊥
k20neff

. La densité d’états
dans le milieu massif devient alors :

ρ0(λ, neff ) =
2

ABZ

∫ +∞

0

δ (k⊥ − k⊥,0))
k2

0neff
k⊥,0

2πk⊥dk⊥ =
16π3neff
ABZλ2

(2.28)

L’aire de la zone de Brillouin est facilement calculable et la densité d’états pour
un matériau massif est donc égale à :

– ρ0(λ, neff ) =
2π
√

3neffΛ2

λ2
pour un réseau triangulaire

– ρ0(λ, neff ) =
4πneffΛ2

λ2
pour un réseau carré.

Ces expressions ne sont toutefois valides qu’à la condition que l’indice effectif
soit inférieur à l’indice du matériau. Dans le cas contraire, la densité d’états est
théoriquement nulle. Ces expressions seront néanmoins utilisées pour toutes valeurs
de l’indice effectif afin d’éviter la divergence de la densité d’états normalisée.

2.9 Modèles semi-analytiques
La méthode de décomposition en ondes planes permet de connaître avec préci-

sion les caractéristiques des BIP d’un milieu infini et périodique. Néanmoins, elle
ne permet pas de prévoir rapidement l’évolution qualitative de ces BIP lorsqu’un
des paramètres optogéométriques du milieu est modifié. Cette section décrira donc
deux modèles semi-analytiques. Le premier est le modèle de l’ARROW 4 qui permet

4. Anti-Resonant Reflecting Optical Waveguide
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de déterminer simplement les zones de fortes pertes dans le spectre en transmission
d’une fibre BIP entièrement solide. Le second a été développé par Birks et al. [78]
et permet de déterminer approximativement les bords de bande pour le même type
de fibres. Afin d’illustrer le principe de ces deux modèles, ils seront appliqués à la
structure utilisée dans la partie 2.7 (réseau triangulaire d’inclusions circulaires de
diamètre D = Λ/2 d’indice ni = 1, 47 plongées dans un milieu d’indice nb = 1, 45)
dans l’approximation scalaire.

2.9.1 Modèle de l’ARROW

Ce modèle a d’abord été développé pour les structures planaires [79] et fût
ensuite appliqué aux guides à deux dimensions [80, 81, 82]. Une inclusion de haut
indice entourée du milieu de bas indice est considérée comme un résonateur de
Perot-Fabry qui peut entrer en résonance pour certaines valeurs de la composante
transverse du vecteur d’onde. En supposant que l’indice effectif du mode de cœur
est très proche de l’indice de réfraction du milieu de bas indice (ce qui revient à
supposer un angle rasant dans un guide planaire), il est possible de montrer que la
condition de résonance est équivalente à la condition permettant de déterminer les
longueurs d’onde de coupure des modes pouvant se propager dans une inclusion
isolée. Aux longueurs d’onde de coupure, les inclusions entrent en résonance et
sont transparentes au champ se propageant dans le cœur ce qui engendre de fortes
pertes. Avec ce modèle, il est possible de prédire que les zones de forte transmission
sont comprises entre les fréquences de coupure des modes LP d’une inclusion isolée.

La figure 2.22 représente le diagramme de bandes calculé avec une supercellule
7×7 dans laquelle un défaut a été créé en retirant une inclusion. Les courbes
vertes représentent les modes de cœur et les droites verticales bleues permettent
de repérer les fréquences de coupure des modes LP d’une inclusion isolée. Lorsque
l’indice effectif est égal à l’indice de réfraction de la silice, les fréquences de coupure
correspondent approximativement aux centres des bandes autorisées où les pertes
sont très élevées. Elles correspondent également aux extrémités des intervalles de
longueurs d’onde dans lesquels un mode de cœur existe et au centre desquels les
pertes sont faibles.
Le modèle de l’ARROW permet donc de prédire approximativement les zones de
forte transmission mais il possède néanmoins plusieurs limites :

– la fréquence de coupure du mode LP01 étant nulle, il n’est pas possible de
déterminer le bord de la première zone de transmission situé aux grandes
longueurs d’onde.

– la taille des zones de bas indice situées entre les inclusions n’est pas prise en
compte ce qui empêche de prédire la façon dont vont évoluer les BIP lors
de la modification du pas du réseau lorsque le diamètre des inclusions reste
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Figure 2.22 – Diagramme de bandes calculé avec une supercellule 7×7 dont l’in-
clusion au centre a été omise. Les courbes vertes correspondent aux modes de
cœur. Les droites verticales bleues correspondent aux fréquences de coupure des
modes LP d’une inclusion isolée.

constant.
Le modèle suivant permet d’étendre le modèle de l’ARROW en tenant compte du
couplage entre les inclusions.

2.9.2 Modèle approximatif pour la détermination des bords
de bande

Aux très faibles longueurs d’onde, les inclusions se comportent comme si elles
étaient isolées puisque le champ électrique se confine dans les zones de haut in-
dice. Le supermode constituant le mode autorisé est en première approximation
la superposition des modes LP d’une inclusion isolée. Lorsque la longueur d’onde
augmente, les modes présents dans les inclusions vont se coupler pour former les
supermodes qui constituent les bandes autorisées du cristal photonique. Par ana-
logie avec la physique du solide ou la théorie des orbitales moléculaires, Birks et al.
ont supposé que les bords de bande sont constitués par les supermodes "liants" et
"anti-liants" vérifiant respectivement dE/ds = 0 et E = 0 sur le bord de la maille
de Wigner-Seitz, où s est la coordonnée normale au bord de la maille.

– Les supermodes "liants" sont symétriques par rapport aux bords de la maille
de Wigner-Seitz. Ils possèdent le minimum de variations transverses donc
l’indice effectif le plus élevé et constituent les bords supérieurs des bandes
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autorisées.
– Les supermodes "anti-liants" sont antisymétriques par rapport aux bords de

la maille de Wigner-Seitz. Ils possèdent le maximum de variations transverses
et constituent les bords inférieurs des bandes autorisées.

Le calcul des bords de bande nécessite la résolution de l’équation de propagation
scalaire 2.18 dans la maille de Wigner-Seitz présentant les conditions de bords
données précédemment. Ce calcul ne peut se faire analytiquement car le bord de
la maille ne possède pas la symétrie circulaire de l’inclusion. Afin de contourner
ce problème, la maille hexagonale peut être approximée par une maille circulaire
comme cela est représenté sur la figure 2.23. Pour cette approximation :

– le rayon de l’inclusion est inchangé afin de ne pas modifier les indices effectifs
des modes LP aux faibles longueurs d’onde

– le facteur de remplissage f reste constant afin de ne pas modifier les indices
effectifs aux grandes longueurs d’onde

Pour satisfaire ces deux conditions le rayon R′ de la maille approximative doit être
égal à

(√
3/2π

)1/2
Λ.

La figure 2.24 permet de comparer ce modèle avec la méthode de décomposi-
tion en ondes planes. Les zones grises correspondent aux zones de densité d’états
non nulle déterminées à l’aide de la décomposition en ondes planes. Les courbes
vertes représentent les indices effectifs des modes LP, les courbes rouges les indices
effectifs des supermodes "liants" et les courbes bleues les indices effectifs des su-
permodes "anti-liants". Ce graphique permet de vérifier immédiatement que les
résultats obtenus à l’aide de ce modèle sont très proches de ceux donnés par la
méthode de décomposition en ondes planes sauf pour la première BIP dont l’éten-

Figure 2.23 – (a) Maille de Wigner-Seitz. (b) Approximation utilisée pour la
maille de Wigner-Seitz.
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Figure 2.24 – Modèle de Birks et al. : les zones grises correspondent aux bandes
autorisées déterminées par la méthode de décomposition en onde planes, les
courbes vertes correspondent aux indices effectifs des modes LP, les courbes rouges
correspondent aux supermodes "liants" du modèle et les courbes bleues aux su-
permodes "anti-liants".

due est nettement sous-estimée.

Ce modèle permet donc de prévoir très rapidement les bords de bandes mais pos-
sède plusieurs limites :

– l’approximation de la maille de Wigner-Seitz circulaire n’est plus valide
lorsque le diamètre des inclusions est proche du pas du réseau car les in-
clusions sont alors fortement couplées

– pour déterminer les bords de bande, il faut résoudre analytiquement l’équa-
tion scalaire ce qui n’est pas possible pour une inclusion de forme ou de profil
d’indice quelconque.

L’indice effectif du mode de cœur peut également être prévu de façon approxi-
mative avec ce modèle en supposant qu’il s’agit du mode LP01 d’une fibre à saut
d’indice avec un cœur d’indice de réfraction égal à l’indice bas de la structure et
une gaine possédant un indice égal à l’indice effectif du bord de bande inférieur
[83].

68



Chapitre 3

Photo-inscription d’un réseau de
Bragg

3.1 Motivations et design utilisé
La photo-inscription d’un réseau de Bragg dans le cœur d’une fibre est généra-

lement peu efficace dans le cas des fibres BIP à haut indice de cœur. En effet, la
silice dopée au germanium habituellement utilisée pour les inclusions de haut in-
dice absorbe les longueurs d’onde UV utilisées pour la photo-inscription (193 nm,
244 nm et 248 nm) alors que le cœur de bas indice (habituellement en silice) n’est
pas photosensible. Par conséquent, une grande partie de l’énergie du faisceau per-
mettant la photo-inscription est absorbée par les inclusions. Ce phénomène limite
la puissance disponible dans le cœur et engendre l’inscription du réseau de Bragg
dans les inclusions plutôt que dans le cœur [22, 23]. De plus, l’augmentation de
l’indice des inclusions lors de l’inscription modifie le spectre en transmission de la
fibre [22].
Pour contourner ce problème, les expérimentateurs de l’équipe ont mis au point
une fibre dont les inclusions sont constituées de silice dopée au phosphore, le cœur
étant constitué de silice dopée au germanium et au fluor [24]. Le choix d’un dopage
au phosphore a été effectué car :

– la silice dopée au phosphore absorbe peu à 240 nm [84] et il devient donc
possible d’utiliser un faisceau à 244 nm pour inscrire efficacement le réseau
de Bragg dans le cœur uniquement,

– l’indice de réfraction de la silice dopée au phosophore est supérieur à celui
du cœur, ce qui permet d’obtenir un guidage par BIP.

Les profils d’indice des préformes utilisées pour les inclusions de haut indice et le
cœur sont représentés sur la figure 3.1a.
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Figure 3.1 – (a) Profils d’indice des préformes utilisées pour les inclusions de
haut indice (en bleu) et pour le cœur (en rouge). (b) Image de la fibre obtenue au
microscope optique.

Les profils d’indice des préformes étant très particuliers à cause des contraintes de
fabrication, plusieurs diagrammes de bandes ont été calculés avec des paramètres
optogéométriques différents en tenant compte du profil d’indice réel des inclusions.
La dispersion de la silice a également été prise en compte à l’aide de la relation
de Sellmeier [85] mais la différence d’indice entre la silice dopée et la silice a été
supposée indépendante de la longueur d’onde. Ces calculs ont permis de trouver un
design permettant d’obtenir une BIP centrée sur la longueur d’onde de 1550 nm
généralement utilisée dans les télécommunications. La densité d’états du design
retenu est représentée sur la figure 3.2. La courbe rouge représente l’indice de la
silice c’est-à-dire approximativement l’indice du cœur avant la photo-inscription
du réseau. Dans les fibres BIP classiques, la BIP 3 est généralement utilisée car
elle présente un bon compromis entre les pertes par confinement et les pertes par
courbure. Néanmoins, le diagramme de densité d’états met en évidence le fait que
cette BIP se referme avant d’atteindre l’indice du cœur. En conséquence, la photo-
inscription a dû être réalisée dans la BIP 2.
Une image optique de la fibre réalisée avec les paramètres optogéométriques adé-
quats est reproduite sur la figure 3.1b. Cette fibre possède un pas Λ = 13, 1 µm.
Le diamètre des inclusions de haut indice est d’environ D = 8, 9 µm et celui de la
zone photosensible du cœur d’environ d = 7, 6 µm.

3.2 Spectre en transmission avant photo-inscription
Le diagramme de densité d’états (figure 3.2) permet de visualiser les sept pre-

mières BIP. Les indices effectifs des modes de cœur pouvant se propager dans ces
BIP sont représentés en bleu. Ces modes ont été calculés à l’aide d’un supercellule
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Figure 3.2 – Densité d’états du cristal photonique constituant la gaine de la
fibre de la référence [24]. Les indices effectifs des modes de cœur de la fibre sont
représentés en bleu et l’indice de la silice en rouge. L’encart représente l’amplitude
de la composante longitudinale Πz du vecteur de Poynting pour le mode guidé
dans la deuxième BIP à 1550 nm.

contenant 48 inclusions et un défaut présentant le profil d’indice représenté en
rouge sur la figure 3.1. L’encart de cette figure représente les variations de la com-
posante longitudinale du vecteur de Poynting pour le mode guidé dans la deuxième
BIP à 1550 nm.
Le spectre en transmission expérimental est représenté sur la figure 3.3. Ce spectre
permet de vérifier l’absence de pic de transmission au niveau de la BIP 3 comme
cela est prévu par le diagramme de densité d’états. L’absence de transmission pour
la BIP 5 peut être expliquée par le fait que celle-ci est très peu étendue et que
le mode de cœur est situé à proximité de zones de grandes densité d’états ce qui
engendre des pertes par confinement élevées. Les longueurs d’onde centrales des
autres BIP sont en accord avec le diagramme de densité d’états mais l’étendue de
la BIP 2 est néanmoins beaucoup plus faible qu’en théorie. Cela est certainement
dû au fait que les inclusions possèdent des formes relativement éloignées d’un cercle
ce qui entraîne des couplages différents. L’image optique du mode guidé situé dans
la BIP 2 à 1550 nm est représentée dans l’encart de la figure 3.3. Ce profil est en
accord avec celui obtenu numériquement (encart de la figure 3.2).
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Figure 3.3 – Spectre en transmission expérimental pour une fibre de longueur
1,5 m. L’encart représente une image optique du mode guidé dans la deuxième
BIP à 1550 nm.

3.3 Spectre en transmission après photo-inscription
La photo-inscription du réseau de Bragg a été réalisée aux longueurs d’onde

de 1437 nm et 1526 nm avec le banc expérimental disponible au laboratoire par
Laurent Bigot. La technique employée est celle du miroir de Lloyd. Les spectres en
transmission et en réflexion après gravure du réseau sont représentés sur la figure
3.4a. La longueur d’onde centrale est de 1526 nm. La figure 3.4b représente les
spectres en transmission après et avant gravure du réseau à la longueur d’onde de
1437 nm et permet de vérifier que la photo-inscription n’a pas modifié l’indice des
inclusions puisque les bords de bandes sont similaires.
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Figure 3.4 – (a) Spectre en transmission et en réflexion après photo-inscription
d’un réseau de Brag à 1526 nm environ. (b) Spectre en transmission avant (en
rouge) et après (en noir) photo-inscription d’un réseau de Brag à 1437 nm environ.
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Sur la figure 3.4a, la résonance principale R1 est due au mode de cœur puisqu’elle
est observée en transmission et en réflexion. La modulation d’indice photo-induite
dans le cœur est également à l’origine de couplages supplémentaires avec des modes
de gaine donnant naissance aux résonances R2, R3 et R4.
L’identification de ces modes n’est pas triviale. Néanmoins, la relation suivante
permet de relier leur indice effectif au pas du réseau [23] :

ΛFBG =
λ

neff,1 + neff,2
(3.1)

où ΛFBG est la période spatiale du réseau de Bragg qui a été évaluée expérimen-
talement à 526,36 nm pour le réseau inscrit à 1526 nm. Pour la résonance R1,
neff,1 = neff,2 car seuls le mode de cœur et le mode de cœur contrapropagatif
se couplent. L’identification des modes de gaine se fera en fixant neff,1 à l’indice
effectif du mode de cœur et en déterminant neff,2 qui correspond alors à l’indice
effectif du mode de gaine contrapropagatif.
La figure 3.5a représente un agrandissement de la densité d’états pour la bande
autorisée délimitant le bord inférieur de la BIP 2. Les quatre premières zones de
haute densité d’états contenant les modes de gaine pouvant être responsables des
résonances R2 à R4 sont entourées en rouge. La relation d’accord de phase définie
par l’équation 3.1 est représentée sur la figure 3.5b pour le réseau inscrit à 1526 nm.
La courbe noire correspond au couplage entre le mode de cœur et le mode de cœur
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Figure 3.5 – (a) Agrandissement de la densité d’états de la figure 3.2. Les zones
de haute densité d’états sont entourées en rouges. (b) Représentation de l’accord
de phase défini par l’équation 3.1 pour le réseau inscrit à 1526 nm. La courbe
noire correspond au couplage entre le mode de cœur et le mode de cœur contra-
propagatif donnant lieu à la résonance R1. Les courbes rouge, bleue, verte et jaune
correspondent au couplage entre le mode de cœur et les modes de gaine présents
dans les zones de haute densité d’états respectivement 1, 2, 3 et 4.
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contrapropagatif donnant lieu à la résonance R1. Les courbes rouge, bleue, verte
et jaune correspondent au couplage entre le mode de cœur et les modes de gaine
présents dans les zones de haute densité d’états respectivement 1, 2, 3 et 4. Ces
courbes ont été tracées en tenant compte de la dispersion déterminée à partir de
la figure 3.5a. Les longueurs d’onde des résonances correspondantes sont alors les
abscisses des points d’intersection de ces courbes avec la droite horizontale repré-
sentant la valeur de ΛFBG (526,36 nm). La comparaison des figures 3.5b et 3.4a
permet de vérifier que le couplage entre le mode de cœur et les modes de gaine
contrapropagatifs contenus dans les zones de hautes densité d’états sont bien à
l’origine des résonances R2 à R4.
Il existe également une zone de haute densité d’états située dans la bande autorisée
délimitant le bord supérieur de la BIP 2. L’asymétrie de la résonance R1 observée
sur la figure 3.4a peut s’expliquer par le couplage entre le mode de cœur et les
modes de gaine situés dans cette zone.
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Conclusion

L’une des propriétés intéressantes du guidage par BIP est la possibilité de
contrôler la position des zones de transmission dans le spectre. Dans ces zones, les
propriétés du mode de cœur (DVG, pertes par confinement et aire effective) pré-
sentent la particularité de dépendre fortement de la longueur d’onde à proximité
du bord de bande ce qui peut se révéler intéressant lors de la propagation non-
linéaire d’une impulsion. Afin d’étudier la formation des BIP et de déterminer leur
position en tenant compte de la dispersion des matériaux, la méthode de décom-
position en ondes planes a été utilisée. L’utilisation d’une supercellule a permis de
calculer l’indice effectif des modes de cœur avec des résultats très proches de ceux
obtenus par une méthode d’éléments finis. L’approximation scalaire a permis de
calculer plus rapidement le diagramme de bandes lorsque les indices de réfraction
des matériaux utilisés sont proches. Elle a également permis l’application de la
méthode des perturbations stationnaires dans le but de déterminer rapidement les
indices effectifs et les symétries des modes autorisés aux grandes longueurs d’onde.
Cette méthode a été utilisée dans le but de trouver un design permettant d’obte-
nir une BIP centrée sur 1550 nm avec des inclusions constituée de silice dopée au
phosphore. Ce type de dopage permet d’éviter l’absorption du faisceau UV utilisé
pour la photo-inscription d’un réseau de Bragg par les inclusions. Le diagramme
de densité d’états a ensuite permis d’expliquer la position des résonances secon-
daires présentes dans le spectre en transmission et dues au couplage entre le mode
de cœur et les modes de gaine contrapropagatifs présents dans les zones de haute
densité d’états.
Un programme basé sur la méthode de décomposition en ondes planes a été dé-
veloppé dans le cadre de cette thèse. Il dispose d’une interface graphique relative-
ment simple (voir annexe C) et sera disponible librement sur le site du laboratoire.

La partie suivante sera consacrée à la théorie de la propagation non-linéaire d’une
impulsion dans une fibre optique qui sera ensuite appliquée aux fibres BIP à cœur
solide dans la dernière partie de cette thèse.
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Deuxième partie

Théorie de la propagation
non-linéaire d’impulsions courtes

dans les fibres optiques
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Introduction

Cette deuxième partie sera consacrée à la propagation d’impulsions courtes
(durée de l’ordre de la dizaine de femtosecondes) dans une fibre optique en tenant
compte de la non-linéarité et de la dispersion. Le cœur des fibres utilisées dans ce
manuscrit étant constitué de silice c’est-à-dire d’un milieu centrosymétrique, les
effets non-linéaires d’ordre pair sont nuls. Cette étude sera donc limitée aux ef-
fets non-linéaires du troisième ordre, les effets d’ordre supérieur étant négligeables
pour les intensités utilisées ici. Cette non-linéarité correspond à la réponse du mi-
lieu de propagation au champ électrique. Cette réponse peut être instantanée et
ainsi donner naissance à l’effet Kerr, mais elle peut aussi être retardée comme
dans le cas de la diffusion Raman ou de la diffusion Brillouin (cette dernière étant
négligeable lors de la propagation d’impulsions courtes). La résolution numérique
directe des équations de Maxwell étant très coûteuse en temps de calcul, l’utili-
sation d’une équation plus simple appelée équation de Schrödinger non-linéaire
généralisée (GNLSE) est très répandue. Bien que son établissement à partir des
équations de Maxwell requiert un nombre important d’approximations, cette équa-
tion donne des résultats acceptables dans la plupart des cas étudiés. Cette équation
présente également l’avantage d’une interprétation simple de chaque terme (dis-
persion, automodulation de phase, modulation de phase croisée ou effet Raman)
et permet une étude analytique dans certains cas.

Lorsque la dispersion et le coefficient non-linéaire sont indépendants de la fré-
quence et en l’absence d’effet Raman, la GNLSE possède des solutions analytiques
connues. En zone de dispersion anormale, il existe une solution particulièrement
importante dont l’enveloppe possède la forme d’une sécante hyperbolique : le so-
liton fondamental. Ce soliton possède la propriété d’être particulièrement stable
vis-à-vis des perturbations. En effet, en présence d’effet Raman, l’enveloppe du soli-
ton conservera sa forme mais sa longueur d’onde centrale se décalera vers le rouge :
on parle alors d’auto-décalage Raman. En revanche tout autre type d’impulsion
courte se propageant en zone de dispersion anormale et subissant des perturbations
(dépendance spectrale de la dispersion ou effet Raman) se transformera pour don-
ner naissance à plusieurs solitons fondamentaux par un mécanisme appelé fission.
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Le phénomène d’auto-décalage Raman est très important dans le mécanisme per-
mettant la génération d’un supercontinuum c’est-à-dire d’un fort élargissement du
spectre d’une impulsion lors de sa propagation. En effet, l’impulsion injectée dans
une fibre en zone de dispersion anormale donne naissance à plusieurs solitons fon-
damentaux grâce au phénomène de fission dans le cas d’une impulsion courte ou
grâce à l’instabilité de modulation dans le cas d’une impulsion longue. Les solitons
créés subissent ensuite l’auto-décalage Raman et contribuent ainsi à l’élargisse-
ment du spectre vers le rouge. Ces solitons peuvent également donner naissance à
des ondes dispersives en zone de dispersion normale ce qui peut dans certains cas
permettre l’élargissement du spectre vers le bleu.

Dans la première partie de ce chapitre, l’établissement de la GNLSE permettant
de simuler la propagation d’une impulsion dans une fibre uniforme et monomode
sera effectué en utilisant un nombre minimal d’approximations afin de mettre en
évidence les limites de ce modèle. L’implémentation choisie pour la résolution nu-
mérique de cette équation sera également détaillée. Le code numérique sera ensuite
utilisé pour illustrer deux phénomènes : l’auto-décalage Raman d’un soliton fonda-
mental et la génération d’un supercontinuum. Le taux d’auto-décalage Raman peut
aussi être déterminé grâce à des formules analytiques qui seront établies pour des
solitons de durée quelconque. Le dernier chapitre sera consacré à la GNLSE dans
le cas d’une fibre effilée, c’est-à-dire une fibre dont le diamètre varie en fonction
de la coordonnée longitudinale.
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Chapitre 4

Equation de Schrödinger
non-linéaire généralisée

Les équations permettant de simuler la propagation d’une onde électromagné-
tique avec un nombre minimal d’approximations sont naturellement les équations
de Maxwell. La première méthode numérique utilisée pour résoudre ces équations
fut la FDTD (finite-difference time-domain) dans les années 1960 pour des milieux
linéaires [86]. Cette méthode a ensuite été adaptée aux milieux non-linéaires dans
les années 1990 [87, 88, 89]. D’autres méthodes ont été développées pour diminuer
le temps de calcul. Citons la méthode PSTD (pseudospectral time domain) [90]
qui utilise la transformée de Fourier rapide pour calculer les dérivées spatiales et la
méthode PSSD (pseudospectral spatial domain) [91] qui inverse les rôles du temps
et de l’espace par rapport à la méthode PSTD. Toutes ces méthodes nécessitent un
temps de calcul très long souvent rédhibitoire pour une propagation sur une dis-
tance supérieure au mètre. En effet le pas spatial doit être inférieur à la longueur
d’onde et le pas temporel inférieur à la durée d’un cycle optique. La résolution
directe des équations de Maxwell ne peut donc pas être utilisée pour simuler la
propagation d’une impulsion dans une fibre de plusieurs mètres voire kilomètres.

Afin de simplifier la résolution numérique de ces équations, une version simpli-
fiée dite directionnelle des équations de Maxwell a été établie récemment [92, 93,
94]. Dans cette version le champ électromagnétique est décomposé en un champ
se propageant dans le sens des z croissants et un autre champ se propageant dans
le sens inverse. Le champ contrapropagatif est généralement nul à l’état initial et
il est ensuite généré par les termes de non-linéarité. Son amplitude reste donc gé-
néralement faible ce qui permet de négliger son existence [95] et ainsi de simplifier
fortement le calcul numérique. Ces équations prennent en compte l’aspect vectoriel
du champ et décrivent correctement tous les effets de la polarisation non-linéaire
(modulation de phase croisée et triplage de fréquence).

L’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée (GNLSE) reste néanmoins
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l’équation la plus utilisée car elle est facilement intégrable numériquement et per-
met de rendre compte de la majorité des phénomènes mis en jeu lors de la pro-
pagation d’une onde dans une fibre optique. Cette équation a d’abord été établie
par Blow et Wood [96] ainsi que par Mamyshev et Chernikov [97] dans le domaine
temporel et par François dans le domaine spectral [98]. Son établissement néces-
site plusieurs approximations : un champ scalaire et unidirectionnel, un terme de
triplage de fréquence négligeable et le moyennage des variations longitudinales du
champ par l’intermédiaire de l’aire effective. Malgré ces approximations, les résul-
tats donnés lors de sa résolution sont en général très proches de ceux obtenus par
la résolution directe des équations de Maxwell [99]. Cette équation étant la plus
utilisée, elle a fait l’objet de divers raffinements afin de prendre en compte des phé-
nomènes supplémentaires comme la dispersion de l’aire effective [32], l’existence
de plusieurs modes [100] ou le génération du troisième harmonique [101].

Cette partie sera consacrée à l’établissement de la GNLSE dans le cas d’une
fibre uniforme et monomode.

4.1 Equation vérifiée par le champ électrique
La démonstration de la GNLSE débute par l’écriture des équations de Max-

well dans le domaine de pulsations. La convention utilisée pour la transformée de
Fourier est rappelée dans l’annexe A de ce manuscrit.

Hypothèses : Le milieu de propagation est non-magnétique, isotrope et invariant
suivant la coordonnée longitudinale z. Il y a absence de charges libres et de cou-
rants.

Dans ce cas, les équations de Maxwell s’écrivent :

~∇∧ ~̃E(x, y, z, ω) = iω ~̃B(x, y, z, ω) (4.1)

~∇. ~̃E(x, y, z, ω) = − 1

ε0

~∇. ~̃P (x, y, z, ω) (4.2)

~∇. ~̃B(x, y, z, ω) = 0 (4.3)

~∇∧ ~̃B(x, y, z, ω) = −iωε0µ0
~̃E(x, y, z, ω)− iωµ0

~̃P (x, y, z, ω) (4.4)

Dans ces équations, ~P représente le vecteur polarisation qui peut être décomposé
en une partie linéaire ~PL et une partie non-linéaire ~PNL.

Hypothèse : La réponse de la matière au champ électrique est locale mais non
instantanée.
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La polarisation linéaire peut alors s’écrire en fonction de la susceptibilité du pre-
mier ordre χ(1) qui est une grandeur sans dimension :

~PL(x, y, z, t) = ε0

∫ ∞
−∞

χ(1)(x, y, τ). ~E(x, y, z, t− τ)dτ (4.5)

soit
~̃PL(x, y, z, ω) = ε0χ̃

(1)(x, y, ω) ~̃E(x, y, z, ω) (4.6)

où χ̃(1)(ω) est la transformée de Fourier de χ(1)(t). Cette transformée de Fourier
est une fonction complexe dont la partie réelle est reliée à la partie imaginaire par
les relations de Kramers-Kronig qui sont une conséquence du principe de causalité
(voir annexe A).

En prenant le rotationnel de l’équation 4.1 et en utilisant l’équation 4.4 ainsi
que la relation c2 = 1

ε0µ0
, le champ électrique vérifie l’équation :

−~∇
(
~∇. ~̃E

)
+ ∆ ~̃E +

ω2

c2
~̃E = −µ0ω

2 ~̃P (4.7)

La permittivité relative peut ensuite être introduite :

εr(x, y, ω) = 1 + χ̃(1)(x, y, ω) (4.8)

A l’aide des équations 4.2 et 4.8, l’équation 4.7 devient :

~∇
(

1

εrε0

~∇. ~̃PNL + ~̃E.~∇ (ln(εr))

)
+ ∆ ~̃E +

ω2εr
c2

~̃E = −µ0ω
2 ~̃PNL (4.9)

Hypothèse : La fibre est monomode. Si ce n’est pas le cas, nous supposerons que
seul le mode fondamental est excité et que les interactions avec les autres modes
existants sont négligeables.

La propagation ayant lieu suivant l’axe Oz, le champ peut être écrit sous la forme
d’une somme d’ondes de différentes fréquences en effectuant une séparation de
variables :

~E(x, y, z, t) =
N

2π

∫ ∞
−∞

~Fω(x, y)Ã(z, ω)e−iωtdω (4.10)

où N est un facteur de normalisation qui sera défini dans la partie suivante.
La transformée de Fourier du champ électrique est alors :

~̃E(x, y, z, ω) = N ~Fω(x, y)Ã(z, ω) (4.11)
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La fonction Ã est une fonction complexe et la fonction ~Fω est la distribution modale
normée du mode se propageant dans la fibre. Cette distribution modale normée
s’écrit en fonction de la distribution modale ~F ′ω :

~Fω(x, y) =
~F ′ω(x, y)√∫∫
| ~F ′ω(x, y)|2dxdy

(4.12)

La distribution modale étant une fonction réelle et sans dimension, la distribution
modale normée est également réelle et possède la dimension de l’inverse d’une
longueur. Le champ électrique étant une fonction réelle, les fonctions ~Fω et Ã
vérifient :

~Fω(x, y) = ~F−ω(x, y)

Ã(z, ω) = Ã∗(z,−ω)
(4.13)

Approximation : La distribution modale du champ sera supposée ne pas être affec-
tée par la non-linéarité. Ceci revient à supposer que l’intensité du champ électrique
est suffisamment faible pour ne pas augmenter de façon significative l’indice de ré-
fraction du milieu de propagation par effet Kerr et ne pas permettre l’apparition
de solitons spatiaux [102].

En l’absence de polarisation non-linéaire, la fonction Ã est du type Ã(z, ω) =
Ã0(ω) exp(iβ(ω)z) (équivalent à l’équation 2.2). D’après l’équation 4.9 dans le cas
~PNL = ~0, la distribution modale normée vérifie donc l’équation :

~∇
(
~Fω.~∇ (ln(εr))

)
+ iβ~ez

(
~Fω.~∇ (ln(εr))

)
+ ∆~Fω − β2 ~Fω +

ω2εr
c2

~Fω = ~0 (4.14)

La projection de cette équation sur le plan transverse conduit à l’obtention de
l’analogue de l’équation 2.6 pour le champ électrique.
Ici, la composante longitudinale β du vecteur d’onde est complexe car, dans le cas
général, elle comprend aussi les pertes par confinement :

β(ω) = β(ω) + i
α(ω)

2
=
ω

c
neff (ω) + i

α(ω)

2
(4.15)

où neff et α sont des fonctions réelles et positives représentant respectivement
l’indice effectif et les pertes par confinement. Pour déterminer l’équation vérifiée
par la fonction Ã, il suffit alors d’utiliser l’équation 4.14 pour simplifier l’équation
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4.9 : (
~Fω.~∇ (ln(εr))

)(∂Ã
∂z
− iβÃ

)
~ez + β2Ã ~Fω +

∂2Ã

∂z2
~Fω

= −µ0ω
2

N
~̃PNL −

1

N
~∇
(

1

εrε0

~∇. ~̃PNL
) (4.16)

Approximation : L’approximation scalaire sera maintenant utilisée. En effet, les
variations d’indice de réfraction dans une fibre à cristal photonique entièrement
solide sont faibles et la composante longitudinale du champ est alors négligeable
devant la composante transverse. L’onde sera également supposée linéairement po-
larisée.

Le premier terme de l’équation précédente peut donc être négligé puisqu’il est
dirigé suivant ~ez. De plus, il s’agit d’un terme perturbatif puisqu’il est nul dans le
cas de la propagation dans un milieu linéaire.
Dans cette approximation, ~̃PNL ne possède pas de composante longitudinale. De
plus, la composante transverse du vecteur d’onde est généralement faible devant
sa composante longitudinale ce qui permet de négliger le terme ~∇

(
1

εrε0
~∇. ~̃PNL

)
.

Cette approximation donne généralement de très bons résultats sauf dans des cas
très spécifiques concernant l’auto-focalisation de faisceaux très focalisés [92, 103]
ou la diffraction non-linéaire [104].
En multipliant scalairement l’équation 4.16 par Fω(x, y) et en intégrant sur les
coordonnées transverses x et y, il reste :

∂2Ã

∂z2
+ β2Ã = −µ0ω

2

N

∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy (4.17)

En effectuant une transformée de Fourier par rapport à la variable z : ˜̃A(kz, ω) =∫
Ã(z, ω)e−ikzzdz soit A(t) = 1

4π2

∫∫ ˜̃A(kz, ω)ei(kzz−ωt)dkzdω, cette équation de-
vient :

˜̃A = − µ0ω
2

N
(
β2 − k2

z

) ∫∫ P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy (4.18)

c’est-à-dire :

˜̃A =
µ0ω

2

2Nβ

(
1

kz − β
− 1

kz + β

)∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy (4.19)

Il est alors possible de décomposer le champ électrique en une onde se propageant
suivant les z croissants et une onde contrapropagative [105] : ˜̃A = ˜̃A+ + ˜̃A−. Ces
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deux ondes vérifient les équations :

˜̃A+ =
µ0ω

2

2Nβ

1

kz − β

∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy

˜̃A− = −µ0ω
2

2Nβ

1

kz + β

∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy

(4.20)

Soit en prenant la transformée de Fourier inverse par rapport à z :

∂Ã+

∂z
− iβÃ+ =

iµ0ω
2

2Nβ

∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy

∂Ã−

∂z
+ iβÃ− = −iµ0ω

2

2Nβ

∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy

(4.21)

Approximation : L’existence de l’onde contrapropagative sera négligée dans la suite
de la démonstration. En effet, cette onde est nulle à l’instant initial et n’apparait
que grâce à la polarisation non linéaire. Son amplitude reste donc faible face à celle
de l’onde propagative [95].

En omettant le symbole +, la composante propagative vérifie donc l’équation :

∂Ã

∂z
= iβÃ+

iµ0ω
2

2Nβ

∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy (4.22)

La résolution de cette équation permet de connaitre l’évolution du champ électrique
au cours de la propagation. Toutefois, pour utiliser cette équation, la taille de la
fenêtre spectrale doit être supérieure au double de la pulsation maximale du champ
électrique ce qui limite les performances des méthodes numériques utilisables. La
partie suivante introduira le concept de partie analytique dans le but de réduire la
taille de la fenêtre spectrale nécessaire.

4.2 Partie analytique du champ
Le champ électrique étant une fonction réelle du temps, sa transformée de

Fourier est hermitienne : Ẽ(x, y, z, ω) = Ẽ∗(x, y, z,−ω). La connaissance de la
partie positive de son spectre est donc suffisante pour décrire le champ électrique.
Cette propriété est généralement exploitée afin de limiter la taille de la fenêtre
spectrale et donc le temps de calcul lors des simulations (la complexité de la FFT
étant O (nlog2(n)), cette réduction de la fenêtre spectrale permet de diviser le
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temps de calcul nécessaire pour les FFT par un peu plus de 2). A cette fin, il est
possible d’utiliser la partie analytique du champ plutôt que le champ lui-même.
La définition et les propriétés utiles de la partie analytique et de la transformée
de Hilbert sont présentes dans l’annexe A. La définition de la partie analytique du
champ E est toutefois rappelée :

E(x, y, z, t) = E(x, y, z, t) + iHE(x, y, z, t) (4.23)

Les relations entre le champ et sa partie analytique sont :

E(x, y, z, t) =
1

2
(E(x, y, z, t) + E∗(x, y, z, t)) = Re (E(x, y, z, t))

Ẽ(x, y, z, ω) =
1

2

(
Ẽ(x, y, z, ω) + Ẽ∗(x, y, z,−ω)

) (4.24)

La partie analytique A de la fonction A sera également utilisée :

Ã(z, ω) = 2θ(ω)Ã(z, ω)

Ẽ(x, y, z, ω) = NFω(x, y)Ã(z, ω)
(4.25)

Le cas simple où le champ ne dépend que de la coordonnée longitudinale (la dis-
tribution modale F est donc la fonction unité) permet de comprendre ce que
représente la fonction A. L’impulsion est supposée centrée sur une pulsation ω0 :

E(z, t) = B(z, t) cos(ω0t+ Φ(z, t)) =
1

2

(
B(z, t)e−iω0t +B∗(z, t)eiω0t)

)
(4.26)

La fonction B est l’enveloppe du champ électrique et B son enveloppe complexe
(c’est-à-dire B(z, t) = B(z, t)e−iΦ(z,t).
En effectuant la transformée de Fourier, cette équation devient :

Ẽ(z, ω) =
1

2

(
B̃(z, ω − ω0) + B̃

∗
(z,−ω − ω0)

)
(4.27)

Si la largeur spectrale de l’enveloppe est faible devant la pulsation optique (ou
plus précisément lorsque le module de la transformée de Fourier de l’enveloppe est
négligeable pour une fréquence inférieure à −ω0), B̃

∗
(z,−ω − ω0) et B̃(z, ω − ω0)

ne possèdent de valeurs significatives que lorsque la pulsation est respectivement
négative et positive. Ce cas est représenté sur la figure 4.1. Ã(z, ω) peut donc être
identifié à B̃(z, ω−ω0). Dans le domaine de pulsations, la transformée de Fourier de
la partie analytique de la fonction A correspond donc à la transformée de Fourier
de l’enveloppe décalée de la pulsation centrale ω0 du champ électrique. Dans le
domaine temporel, A et l’enveloppe complexe B possèdent le même module et
sont reliées par la relation :

A(z, t) = B(z, t)e−iω0t (4.28)
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Figure 4.1 – Relation entre le champ E, son enveloppe B et sa partie analytique
A dans le cas où l’enveloppe contient plusieurs cycles optiques.

La multiplication de l’équation 4.22 par 2θ(ω) conduit à l’équation vérifiée par la
partie analytique du champ :

∂Ã
∂z

= iβÃ+
iµ0ω

2

2Nβ

∫∫
P̃NL(x, y, z, ω)Fω(x, y)dxdy (4.29)

où PNL est la partie analytique de la polarisation non-linéaire PNL.
L’utilisation de la partie analytique a donc permis de diviser la fenêtre spec-

trale d’un facteur 2. Il reste maintenant à expliciter les expressions du facteur
de normalisation N et de la polarisation non-linéaire pour pouvoir utiliser cette
équation.

4.3 Intensité et puissance de l’impulsion
Dans la partie précédente, le champ électrique était supposé quasiment trans-

verse et linéairement polarisé. Dans cette section, le champ électrique est supposé
être dirigé suivant l’axe Ox et l’influence de la non-linéarité est négligée :

~E(x, y, z, t) =
N

2π

∫ ∞
−∞

Fω(x, y)Ã0(ω)ei(β(ω)z−ωt)dω~ex (4.30)

86



En utilisant l’équation 4.1, le champ magnétique peut être obtenu en supposant
que sa composante longitudinale est également négligeable :

~B(x, y, z, t) =
N

2π

∫ ∞
−∞

β(ω)

ω
Fω(x, y)Ã0(ω)ei(β(ω)z−ωt)dω~ey (4.31)

L’intensité de l’onde est égale à la composante longitudinale du vecteur de Poynting
~Π = ~E ∧ ~H (qui est dirigé suivant ~ez) :

I(x, y, z, t) = ~Π(x, y, z, t).~ez =
E(x, y, z, t)B(x, y, z, t)

µ0

(4.32)

L’utilisation de la relation β(−ω) = −β(ω) et de l’équation 1.2 permet de dé-
terminer l’énergie par unité de surface en intégrant la relation précédente sur le
temps :

dE

dS
(x, y, z) =

∫ ∞
−∞

I(x, y, z, t)dt =
ε0cN

2

2π

∫ ∞
−∞

neff (ω)F 2
ω(x, y)|Ã(z, ω)|2dω

(4.33)
Pour obtenir l’énergie totale transportée par l’impulsion, l’équation précédente doit
être intégrée sur les composantes transverses. En utilisant le fait que la distribution
modale est normée, l’énergie s’écrit :

E (z) =
ε0cN

2

2π

∫ ∞
−∞

neff (ω)|Ã(z, ω)|2dω (4.34)

Le facteur de normalisation est ensuite choisi de sorte à obtenir une expression
simple de l’énergie [32] :

N =

√
2

ε0cn0

(4.35)

où n0 est un indice de réfraction arbitraire qui est généralement pris égal à l’indice
de réfraction de la silice à la longueur d’onde à laquelle la mesure de la susceptibilité
d’ordre 3 a été effectuée.
Avec cette normalisation, l’énergie totale transportée par l’impulsion peut s’écrire
simplement en fonction de Ã ou de sa partie analytique :

E (z) =
1

π

∫ ∞
−∞

neff (ω)

n0

|Ã(z, ω)|2dω =
1

2π

∫ ∞
0

neff (ω)

n0

|Ã(z, ω)|2dω (4.36)

La puissance spectrale est donc directement proportionnelle au carré du module
de la fonction Ã :

P (z, ω) =
1

2π

neff (ω)

n0

|Ã(z, ω)|2 (4.37)

87



La plupart du temps, l’indice effectif est pratiquement constant sur la largeur
spectrale de l’impulsion qui est centrée sur une certaine pulsation ω0 et cet indice
effectif est en général très proche de l’indice de la silice n0 donc :

P (z, ω) ≈ 1

2π
|Ã(z, ω)|2 (4.38)

Le théorème de Plancherel permet ensuite la détermination de l’énergie totale :

E (z) =
1

2π

∫ ∞
0

|Ã(z, ω)|2dω =

∫ ∞
−∞
|A(z, t)|2dt (4.39)

La puissance de l’onde est donc proportionnelle au carré de la transformée de
Fourier inverse de la fonction Ã lorsque les variations de l’indice effectif sont né-
gligeables :

P (z, t) ≈ |A(z, t)|2 (4.40)

D’après l’équation 4.28, la normalisation choisie a permis d’obtenir une enveloppe
B dont le carré du module est directement égal à la puissance :

P (z, t) ≈ |B(z, t)|2 (4.41)

4.4 La polarisation non-linéaire
Dans cette étude le cœur des fibres étudiées est constitué de silice pure ou

dopée. Dans les deux cas, il s’agit d’un milieu centrosymétrique et les susceptibi-
lités d’ordre pair sont en conséquence nulles. Les susceptibilités d’ordre supérieur
à 3 peuvent être négligées. En effet, la susceptibilité d’ordre 5 de la silice est
négligeable devant la susceptibilité d’ordre 3 lorsque l’intensité de rayonnement
électromagnétique est inférieure à 90 GW/cm2 [106] ce qui est supérieur aux in-
tensités propagées habituellement dans les fibres optiques. Cette étude se limitera
donc à la susceptibilité d’ordre 3 en supposant toujours une réponse locale mais
non instantanée du milieu de propagation :

PNL(x, y, z, t) = ε0

∫∫∫
χ(3)(x, y, τ1, τ2, τ3)E(x, y, z, t− τ1)E(x, y, z, t− τ2)

×E(x, y, z, t− τ3)dτ1dτ2dτ3

(4.42)

Dans cette équation, χ(3) est la susceptibilité d’ordre 3 dont l’unité est m2.V−2

et qui dépend des coordonnées transverses puisque sa valeur dépend du matériau
dans lequel l’onde se propage. Les impulsions étudiées étant très courtes (durée
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très inférieure à 1 ns), la diffusion Brillouin stimulée peut être négligée [107] et la
susceptibilité peut alors se mettre sous la forme [96, 107] :

χ(3)(τ1, τ2, τ3) = χ(3)(x, y)R(τ1)δ(τ1 − τ2)δ(τ3) (4.43)

La fonction R(t) désigne la réponse de la silice et peut se décomposer en deux par-
ties : la première est instantanée et correspond à l’effet Kerr et la deuxième décrit
l’effet Raman stimulé c’est-à-dire l’interaction entre l’onde électromagnétique et la
matière par l’intermédiaire de phonons optiques [96, 108]. L’effet Raman étant un
processus inélastique, il ne permet pas la conservation de l’énergie mais conserve en
revanche le nombre de photons contenus dans l’impulsion. La fonction R décrivant
ces deux effets peut s’écrire [93, 109] :

R(t) = (1− fR)δ(t) + fRhR(t) (4.44)

La constante fR caractérise la fraction de la polarisation non-linéaire due à l’ef-
fet Raman stimulé. Dans la silice (pure ou faiblement dopée), la valeur de cette
constante a été estimée à partir de mesures expérimentales du gain Raman [110] :
fR = 0, 18. Quant à la fonction hR, elle est normée à 1 (R étant nécessairement
une fonction normée d’après la relation 4.43) et correspond à la réponse de la
silice décrivant cet effet Raman stimulé. Cette fonction peut être déterminée ex-
périmentalement. En effet, la partie imaginaire de sa transformée de Fourier est
directement reliée au gain Raman mesurable expérimentalement et la partie réelle
peut être déduite de la partie imaginaire à l’aide des relations de Kramers-Kronig
(voir annexe A) grâce au principe de causalité (hR(t) = 0 si t < 0). La partie réelle
et la partie imaginaire de la transformée de Fourier de la réponse Raman hR déter-
minée expérimentalement sont représentées en rouge sur les figures respectivement
4.2a et 4.2b. Cette fonction étant réelle, la partie réelle de sa transformée de Fou-
rier est une fonction paire alors que sa partie imaginaire est une fonction impaire.
De plus, puisqu’il s’agit d’une fonction normée, la partie réelle de sa transformée
de Fourier est égale à 1 pour une fréquence nulle.
La polarisation non-linéaire peut être séparée en deux parties :

PNL(x, y, z, t) = PKerr
NL (x, y, z, t) + PRaman

NL (x, y, z, t)

PKerr
NL (x, y, z, t) = ε0χ

(3)(x, y)(1− fR)E3(x, y, z, t)

PRaman
NL (x, y, z, t) = ε0χ

(3)(x, y)fRE(x, y, z, t)

∫ ∞
−∞

hR(τ)E2(x, y, z, t− τ)dτ

(4.45)

Lorsqu’il s’agit de simuler la propagation d’une impulsion, il est néanmoins plus
commode d’utiliser des fonctions analytiques approchées pour la réponse Raman.
Pour les simulations et modèles analytiques présents dans ce document, deux fonc-
tions analytiques pour h̃R(ω) sont utilisées :
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Figure 4.2 – Partie réelle (a) et partie imaginaire (b) de la réponse Raman.
Trois réponses sont représentées : la réponse expérimentale (rouge), un modéle
analytique [109] (bleu) et l’approximation linéaire du gain Raman [107] (vert)

– Une approximation simple, représentée en vert sur la figure 4.2, pour la-
quelle la partie imaginaire de la réponse Raman est linéaire et correspond
à la tangente à fréquence nulle [107] : h̃R,linaire(ω) = 1 + iTR

fr
ω avec TR =

fR
d(Im(h̃R)

dω
≈ 3fs. Cette approximation est valide pour une impulsion suffi-

samment large temporellement (largeur à mi-hauteur supérieure à 70 fs dans
le cas d’un soliton) et permet d’interpréter plus facilement le comportement
de l’impulsion lors de sa propagation.

– Une fonction beaucoup plus complexe [109] très proche de la fonction ex-
périmentale, représentée en bleu sur la figure 4.2. Tout comme la réponse
expérimentale, la partie imaginaire de cette fonction présente un maximum
à une fréquence d’environ 13 THz. Cette fonction permettra la réalisation de
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simulations de propagation beaucoup plus réalistes que la précédente.

Partie instantanée de la polarisation non-linéaire

La partie de la polarisation non-linéaire due à l’effet Kerr peut être exprimée
en fonction de la partie analytique du champ :

PKerr
NL (t) = ε0χ

(3)(1− fR)E(t)3 =
ε0χ

(3)(1− fR)

8

[
E(t)3 + 3E(t)2E∗(t) + 3E(t)E∗(t)2

+ E∗(t)3
]

(4.46)

Lorsqu’il n’existe qu’une seule fréquence dans le spectre, le seul terme à conserver
pour la partie analytique de la polarisation non-linéaire est le deuxième puisque
c’est le seul à osciller à cette même fréquence. Dans le cas d’un spectre étendu,
certaines approximations sont nécessaires. En effet :

P̃Kerr
NL (ω) =

ε0χ
(3)(1− fR)

8(2π)2

∫∫ +∞

−∞

(
Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ(ω − ω1 − ω2)

+ 3Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2) + 3Ẽ∗(−ω1)Ẽ∗(−ω2)Ẽ(ω − ω1 − ω2)

+Ẽ∗(−ω1)Ẽ∗(−ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2)
)
dω1dω2

(4.47)

La partie analytique de la polarisation non-linéaire s’écrit donc :

P̃KerrNL (ω) =
ε0χ

(3)(1− fR)

4(2π)2
θ(ω)

∫∫ +∞

−∞

(
Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ(ω − ω1 − ω2)

+ 3Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2) + 3Ẽ∗(−ω1)Ẽ∗(−ω2)Ẽ(ω − ω1 − ω2)

+Ẽ∗(−ω1)Ẽ∗(−ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2)
)
dω1dω2

(4.48)

Un terme contenu dans la polarisation non-linéaire n’aura une influence significa-
tive qu’à la condition qu’il y ait accord de phase c’est-à-dire que ce terme décrive
les mêmes oscillations que le champ électrique au cours de la propagation (oscilla-
tions dues à la dépendance du type eiβz du champ). Si ce n’est pas le cas, l’effet de
ce terme est nul en moyenne et peut être négligé. En général, le premier terme de
l’intégrale précédente (qui permet en particulier la génération de l’harmonique 3)
ne présente pas cet accord de phase : β(ω) 6= β(ω1) + β(ω2) + β(ω − ω1 − ω2). Ce
terme est donc négligeable tout comme les deux derniers termes de cette intégrale.
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Seul le deuxième terme est donc généralement pris en compte :

P̃KerrNL (ω) =
3ε0χ

(3)(1− fR)θ(ω)

4(2π)2

∫∫
(<+)2

Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2)dω1dω2

(4.49)
Dans le cas où l’impulsion est centrée sur ωm (pouvant évoluer au cours de la
propagation), les pulsations seront supposées comprises entre ωm − Ω et ωm + Ω
pour la partie positive du spectre. La partie analytique E du champ contenant
une fonction de Heaviside, les pulsations ω1, ω2 et ω + ω1 + ω2 sont comprises
entre ωm − Ω et ωm + Ω et la pulsation ω de la polarisation non-linéaire est donc
comprise entre ωm − 3Ω et ωm + 3Ω. La fonction θ(ω) contenue dans la partie
analytique de la polarisation non-linéaire peut donc être omise si Ω < ωm

3
. De

plus, si cette condition n’est pas vérifiée, il y a génération d’une polarisation non-
linéaire possédant des fréquences négatives et donc d’une onde contrapropagative
[96] qui a été négligée pour établir l’équation 4.22. Avec cette condition, la partie
analytique de la polarisation non-linéaire instantanée peut s’écrire :

P̃KerrNL (ω) =
3ε0χ

(3)(1− fR)

4(2π)2

∫∫
(<+)2

Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2)dω1dω2 (4.50)

Partie retardée de la polarisation non-linéaire

La partie de la polarisation non-linéaire contenant la réponse Raman est :

PRaman
NL (t) =

ε0χ
(3)fR
8

(E(t) + E∗(t))

×
∫ ∞
−∞

hR(τ) (E(t− τ)E(t− τ) + 2E(t− τ)E∗(t− τ) + E∗(t− τ)E∗(t− τ)) dτ

(4.51)

Avec la même condition que pour l’effet Kerr (Ω < ωm/3), il reste uniquement
pour la partie analytique de la polarisation non-linéaire :

PRamanNL (t) =
ε0χ

(3)fR
4

(
2E(t)

∫ ∞
−∞

hR(τ)E(t− τ)E∗(t− τ)dτ

+E∗(t)
∫ ∞
−∞

hR(τ)E(t− τ)E(t− τ)dτ

) (4.52)

Pour un champ oscillant aux fréquences optiques, le deuxième terme est nul puisque
E2 oscille à la fréquence double pour laquelle la transformée de la réponse Raman
est quasiment nulle. Il reste donc :

P̃RamanNL (ω) =
ε0χ

(3)fR
2(2π)2

∫∫
(<+)2

h̃R(ω − ω1)Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2)dω1dω2

(4.53)
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Polarisation non-linéaire totale

Approximation : La largeur du spectre sera maintenant supposée inférieure au
tiers de la fréquence centrale : Ω < ωm/3

En regroupant la partie instantanée et la partie retardée, la partie analytique
de la polarisation non linéaire totale s’écrit :

P̃NL(ω) =
3ε0χ

(3)

4(2π)2

∫∫
(<+)2

R̃′(ω − ω1)Ẽ(ω1)Ẽ(ω2)Ẽ∗(−ω + ω1 + ω2)dω1dω2

PNL(t) =
3ε0χ

(3)

4
E(t)

∫ ∞
−∞

R′(τ)E(t− τ)E∗(t− τ)dτ

(4.54)
avec

R′(t) = (1− fR)δ(t) +
2

3
fRhR(t) (4.55)

Bien que le facteur 2
3
soit présent dans certaines publications (citons par exemple

les références [96] et [111]), il est le plus souvent absent (références [107], [112],
[113] et [114]). Son omission permet de retrouver l’expression habituelle de la
polarisation non-linéaire Kerr à partir de l’équation 4.54 lorsque la réponse de la
silice est instantanée alors qu’en fait, il suffit de ne pas négliger le deuxième terme
de l’équation 4.52 pour retrouver l’expression voulue en conservant ce facteur 2

3
.

En réalité, les deux conventions sont équivalentes à condition de choisir les couples
(n2, fR) convenablement [115] :

– avec la convention R′(t) = (1 − fR)δ(t) + 2
3
fRhR(t), le couple (n2, fR) est

constitué des valeurs réelles puisque cette convention a été établie rigoureu-
sement à partir des équations de Maxwell,

– avec la convention R′(t) = (1− f̃R)δ(t)+ f̃RhR(t), le couple
(
ñ2, f̃R

)
contient

les valeurs généralement données dans les publications car il s’agit de la
convention adoptée par les expérimentateurs. Ces valeurs sont reliées à celles
de la première convention par : ñ2 = n2

(
1− fR

3

)
et f̃R = 2fR

3−fR
.

Dans la suite de notre étude, la convention usuelle R′(t) = (1− f̃R)δ(t) + f̃RhR(t)
sera utilisée. R′, f̃R et ñ2 seront abusivement nommés respectivement R, fR et n2

sauf lorsque cela est spécifié explicitement (dans la partie 5.2)

4.5 Equation vérifiée par l’enveloppe
L’expression de la partie analytique de la polarisation non-linéaire (équation4.54)

étant maintenant établie, elle peut être insérée dans l’équation 4.29 avec l’expres-
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sion du facteur de normalisation (équation 4.35) :

∂Ã
∂z

(z, ω) = iβÃ(z, ω)

+
3iω2

4βc3ε0n0(2π)2

∫∫
R̃(ω − ω1)Ã∗(z,−ω + ω1 + ω2)Ã(z, ω1)Ã(z, ω2)

×
∫∫

χ(3)(x, y)Fω1(x, y)Fω2(x, y)Fω1+ω2−ω(x, y)Fω(x, y)dxdydω1dω2

(4.56)

Approximation : Pour la silice et pour une longueur d’onde de 1 µm, β = <(β) est
de l’ordre de 107 m−1. Les pertes par confinement α = 2=(β) sont nécessairement
beaucoup plus faibles que cette valeur pour permettre une propagation sur des dis-
tances supérieures au mètre. La partie imaginaire de β sera négligée dans le terme
situé devant la polarisation non-linéaire.

En négligeant les pertes par confinement dans le terme non-linéaire, l’équation
4.56 devient :

∂Ã
∂z

(z, ω) = iβÃ(z, ω)− α

2
Ã(z, ω)

+
3iω2

4βc3ε0n0(2π)2

∫∫
R̃(ω − ω1)Ã∗(z,−ω + ω1 + ω2)Ã(z, ω1)Ã(z, ω2)

×
∫∫

χ(3)(x, y)Fω1(x, y)Fω2(x, y)Fω1+ω2−ω(x, y)Fω(x, y)dxdydω1dω2

(4.57)

Si l’impulsion initiale est centrée sur la pulsation ω0, les pulsations pour lesquelles
la fonction Ã possède une valeur significative après propagation dans la fibre res-
tent proches de ω0. Cela permet d’écrire A sous la forme Ae−iω0t et de retrouver
l’enveloppe d’après l’équation 4.28. Ce changement de variable permet d’éviter les
oscillations de pulsation ω0 dans le domaine temporel et de choisir une fenêtre
spectrale plus étroite. En posant Ω = ω − ω0, l’équation vérifiée par Ã devient :

∂Ã
∂z

(z,Ω) = iβÃ(z,Ω)− α

2
Ã(z, ω)

+
3iω2

4βc3ε0n0(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)

×
∫∫

χ(3)(x, y)Fω1(x, y)Fω2(x, y)Fω1+ω2−ω(x, y)Fω(x, y)dxdydΩ1dΩ2

(4.58)
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De même, A peut être écrit sous la forme Aeiβ(ω0)z afin de limiter les variations
de phase lors de la propagation. Le changement de variable t = t − dβ

dω
(ω0)z est

ensuite effectué afin de limiter la taille de la fenêtre temporelle en ne regardant que
le décalage temporel par rapport au temps de propagation de l’impulsion si elle
possédait une vitesse de groupe constante et égale à celle de la pulsation centrale
initiale. L’équation précédente devient alors :

∂Ã
∂z

(z,Ω) = iβÃ(z,Ω)− α

2
Ã(z, ω)

+
3iω2

4βc3ε0n0(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)

×
∫∫

χ(3)(x, y)Fω1(x, y)Fω2(x, y)Fω1+ω2−ω(x, y)Fω(x, y)dxdydΩ1dΩ2

(4.59)

où
β(ω) = β(ω)− β(ω0)− (ω − ω0)

dβ

dω
(ω0) (4.60)

L’intégrale sur les coordonnées transverses est très coûteuse en temps de calcul. En
effet, son estimation nécessite d’effectuer numériquement la double intégration sur
x et y pour toutes les pulsations présentes dans la fenêtre spectrale utilisée. Des
formules approchées permettant d’évaluer cette intégrale à l’aide de l’aire effective
pourront alors être utilisées afin de réduire le coût numérique des simulations. Deux
approximations seront présentées ici. La première conduit à la GNLSE [96, 97] et
la seconde à la GNLSE modifiée ou M-GNLSE [32].

Obtention de la GNLSE

Pour trouver cette équation, la distribution modale est supposée constante et
égale à Fω dans l’intégrale sur les coordonnées transverses :

∂Ã
∂z

(z,Ω) = iβÃ(z,Ω)− α

2
Ã(z, ω) +

3iω2

4βc3ε0n0(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)

× Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)

∫∫
χ(3)(x, y)F 4

ω(x, y)dxdydΩ1dΩ2

(4.61)

Il est ensuite possible d’introduire :
– χ(3) correspondant à la moyenne de χ(3)(x, y) sur le profil du mode :

χ(3)(ω) =

∫∫
χ(3)(x, y)F 4

ω(x, y)dxdy∫∫
F 4
ω(x, y)dxdy

(4.62)
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– l’indice non-linéaire (dont l’unité est m2/W [116]) qui peut également être
moyenné sur le profil du mode :

n2(x, y) =
3χ(3)(x, y)

4n2
0ε0c

n2(ω) =
3χ(3)(ω)

4n2
0ε0c

(4.63)

– l’aire effective (équivalent à la définition 1.13 lorsque le champ est scalaire) :

Aeff (ω) =
1∫∫

F 4
ω(x, y)dxdy

=

(∫∫
F ′2ω(x, y)dxdy

)2∫∫
F ′4ωdxdy

(4.64)

– le coefficient non linéaire γ (dont l’unité est m−1W−1) :

γ(ω) =
ω2n0n2

β(ω)c2Aeff (ω)
≈ ωn2

cAeff (ω)
(4.65)

Ces définitions mènent alors à la GNLSE :

∂Ã
∂z

(z,Ω) = iβ(ω)Ã(z,Ω)− α(ω)

2
Ã(z,Ω)

+
iγ(ω)

(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)dΩ1dΩ2

(4.66)

Obtention de la M-GNLSE

Si la distribution modale varie avec la fréquence, il est possible de faire l’ap-
proximation suivante [32] :∫∫

χ(3)(x, y)Fω(x, y)Fω1+ω2−ω(x, y)Fω1(x, y)Fω2(x, y)dxdy

≈ χ(3)(ω)Aeff (ω)−1/4Aeff (−ω + ω1 + ω2)−1/4Aeff (ω1)−1/4Aeff (ω2)−1/4

(4.67)

Une équation du type GNLSE peut être retrouvée en introduisant l’enveloppe
renormalisée :

Ã(z, ω) = Ã(z, ω)

(
Aeff (ω0)

Aeff (ω)

)1/4

(4.68)

ainsi que le coefficient non-linéaire renormalisé :

γ(ω) = γ(ω)

(
Aeff (ω)

Aeff (ω0)

)1/2

(4.69)
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Ces définitions mènent alors à la M-GNLSE :

∂Ã(z,Ω)

∂z
= iβ(ω)Ã(z,Ω)− α(ω)

2
Ã(z,Ω)

+
iγ(ω)

(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã

∗
(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)dΩ1dΩ2

(4.70)
La partie suivante sera consacrée à l’établissement de l’expression d’une grandeur
conservée par ces deux équations de propagation en l’absence de pertes. Cette loi
de conservation possède deux intérêts : le premier est s’assurer de la cohérence
physique de ces équations en vérifiant qu’elles conservent le nombre de photons, le
second est de permettre la vérification de la bonne convergence de la méthode uti-
lisée lors des résolutions numériques par utilisation de la constance de la grandeur
conservée.

4.6 Lois de conservation
L’énergie transportée par l’impulsion est définie par l’équation 4.36 rappelée

ici :
E (z) =

1

2π

∫ ∞
0

neff (ω)

n0

|Ã(z, ω)|2dω (4.71)

Le nombre de photons contenus dans l’impulsion sera donc défini par :

N (z) =
1

2π

∫ ∞
0

neff (ω)

n0

|Ã(z, ω)|2

ω
dω (4.72)

4.6.1 Cas de la GNLSE

En multipliant la GNLSE (équation 4.66) par Ã∗ et en ajoutant le complexe
conjugué de l’équation trouvée, la relation suivante est obtenue :

∂Ã(z,Ω)

∂z
Ã∗(z,Ω) +

∂Ã∗(z,Ω)

∂z
Ã(z,Ω) = −α(ω)|Ã(z,Ω)|2

+
iγ(ω)

(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)Ã∗(z,Ω)dΩ1dΩ2

− iγ(ω)

(2π)2

∫∫
R̃∗(Ω− Ω1)Ã(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã∗(z,Ω1)Ã∗(z,Ω2)Ã(z,Ω)dΩ1dΩ2

(4.73)
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En divisant par γ(ω) puis en intégrant sur Ω et en utilisant le fait que R̃′ est
hermitienne puisque R′(t) est une fonction réelle, cette équation devient :

d
∫ |Ã(z,Ω)|2

γ(ω0+Ω)
dΩ

dz
= −

∫
α(ω0 + Ω)

|Ã(z,Ω)|2

γ(ω0 + Ω)
dΩ

+
i

(2π)2

∫∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)Ã∗(z,Ω)dΩ1dΩ2dΩ

− i

(2π)2

∫∫∫
R̃(Ω1 − Ω)Ã(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã∗(z,Ω1)Ã∗(z,Ω2)Ã(z,Ω)dΩ1dΩ2dΩ

(4.74)

Les deux intégrales de cette dernière équation sont en fait égales : il suffit d’inter-
vertir les rôles de Ω et de Ω1 puis d’effectuer le changement de variable Ω2 −→
Ω2 − Ω + Ω1 dans la deuxième intégrale pour retrouver la première. Cela mène
finalement à :

d
∫ |Ã(z,ω)|2

γ(ω)
dω

dz
= −

∫
α(ω)

|Ã(z, ω)|2

γ(ω)
dω (4.75)

En l’absence de pertes et en utilisant la définition exacte de γ (équation 4.65),
cette equation devient :

d
∫ Aeff (ω)neff (ω)|Ã(z,ω)|2

ω
dω

dz
= 0 (4.76)

La GNLSE conserve donc le nombre de photons uniquement lorsque l’aire effective
est supposée indépendante de la fréquence.

4.6.2 Cas de la M-GNLSE

Le même raisonnement appliqué à la M-GNLSE mène à :

d
∫ |Ã(z,ω)|2

γ(ω)
dω

dz
= −

∫
α(ω)

|Ã(z, ω)|2

γ(ω)
dω (4.77)

En l’absence de pertes et en utilisant les définitions de Ã (équation 4.68) et de γ
(équation 4.69), cette équation devient :

dN

dz
= 0 (4.78)

Le nombre de photons est donc conservé par la M-GNLSE lorsque l’aire effective
varie en fonction de la fréquence.
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La M-GNLSE assure la conservation du nombre de photons dans le cas le plus
général où l’aire effective varie avec la fréquence et ne demande pas plus de puis-
sance de calcul que la GNLSE. Il sera donc préférable d’utiliser cette équation
en particulier lorsque le spectre de l’impulsion s’étale fortement au cours de la
propagation ou dans le cas d’une forte dispersion de l’aire effective.
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Chapitre 5

Implémentation

La GNLSE (équation 4.66) ou la M-GNLSE (équation 4.70) peuvent être réso-
lues directement dans le domaine fréquentiel ou alors dans le domaine temporel en
effectuant la transformée de Fourier de ces équations. Lors de la résolution dans
le domaine temporel, un développement de Taylor de β est effectué autour de la
pulsation centrale ω0 de l’impulsion initiale [107] :

β(ω) =
+∞∑
n=0

(ω − ω0) βn(ω0) (5.1)

avec
βn =

dnβ

dωn
(5.2)

Ce développement revient à remplacer β par l’opérateur
∑+∞

n=2 βn(ω0)
(
i ∂
∂t

)n dans
le domaine temporel.
Les fibres sur lesquelles ont porté nos travaux possédant des BIP, leurs paramètres
linéaires peuvent dépendre fortement de la fréquence et en particulier à proximité
des bords de bande. Cette forte dépendance spectrale de β rend impossible la
réalisation d’un développement de Taylor. En effet, celui-ci nécessite un très grand
nombre de termes ce qui empêche une convergence correcte lors de l’ajustement
des coefficients βn(ω0). La GNLSE et la M-GNLSE seront donc résolues dans le
domaine fréquentiel afin de ne pas avoir à réaliser ce développement de Taylor.

La méthode de résolution utilisée dans le programme développé en C++ sera
d’abord détaillée. La validité de l’approximation effectuée sur la polarisation non-
linéaire sera ensuite vérifiée en résolvant numériquement une équation comportant
la réponse non-linéaire exacte de la silice.
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5.1 Implémentation numérique

5.1.1 Méthode de résolution numérique

Pour les simulations présentes dans ce manuscrit, la résolution numérique de
la GNLSE est effectuée dans le domaine fréquentiel à l’aide d’une méthode de
Runge-Kutta d’ordre 4 [117] avec un pas adaptatif [118]. Cette méthode permet
une convergence plus rapide que la méthode "split-step Fourier" [107].
Pour simplifier la résolution numérique, la GNLSE est écrite sous la forme :

∂Ã(z, ω)

∂z
= D̂(ω)× Ã(z, ω) + N̂(ω)× Ã(z, ω) (5.3)

avec
– D̂ opérateur linéaire tel que
D̂(ω)× Ã(z, ω) =

(
i (β(ω)− β0 − β1 (ω − ω0))− α(ω)

2

)
Ã(z, ω)

– N̂ opérateur non-linéaire tel que
N̂(ω)× Ã(z, ω) = iγ(ω)TF

(
A(z, t)

∫∞
0
R(t′)|A(z, t− t′)|2dt′

)
L’algorithme permettant alors de calculer Ã(z + h, ω) connaissant Ã(z, ω) est :

ÃI = exp

(
h

2
D(ω)

)
× Ã(z, ω)

k1 = exp

(
h

2
D(ω)

)
×
(
hN̂(ω)× Ã(z, ω)

)
k2 = hN̂(ω)×

(
AI +

k1

2

)
k3 = hN̂(ω)×

(
AI +

k2

2

)
k4 = hN̂(ω)×

(
exp

(
h

2
D(ω)

)
×
(
AI +

k2

2

))
Ã(z + h, ω) = exp

(
h

2
D(ω)

)
×
(
AI +

k1

6
+
k2

3
+
k3

3

)
+
k4

6

(5.4)

Dans le domaine fréquentiel, la mise en œuvre de cet algorithme est fortement
simplifiée car l’opérateur linéaire D̂ est une simple multiplication par un scalaire.
L’erreur δ commise lors d’un pas est estimée en effectuant le calcul pour un pas h
donnant le résultat Ã1(z+ h, ω) et deux calculs avec un pas égal à h/2 donnant le
résultat Ã2(z + h, ω) :

δ =

√∫
|Ã2(z + h, ω)− Ã1(z + h, ω)|2dω∫

|Ã2(z + h, ω)|2dω
(5.5)
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Si l’erreur commise est supérieure à l’erreur voulue (typiquement de l’ordre de
10−7), le calcul est recommencé avec un pas plus petit.
Les paramètres de la fibre peuvent être rentrés dans le programme réalisé en uti-
lisant un développement de Taylor autour de la pulsation centrale de l’impulsion
initiale ou en utilisant directement des fichiers contenant les valeurs des différents
paramètres pour certaines pulsations. Dans ce dernier cas, l’aire effective, les pertes
et la dérivée seconde de β sont interpolées à l’aide de splines cubiques et la fonction
β est ensuite déterminée par intégrations successives de sa dérivée seconde.
Le produit de convolution dans l’opérateur non-linéaire N̂ étant calculé à l’aide
de transformées de Fourier, 16 calculs de transformées de Fourier sont nécessaires
pour effectuer un pas avec la méthode utilisée. Ces calculs, effectués à l’aide de
l’algorithme FFT 1 constituent donc le facteur limitant pour le temps de calcul.
L’optimisation la plus simple à réaliser consiste à choisir une fenêtre spectrale pos-
sédant un nombre de points égal à une puissance de 2 car l’algorithme FFT est
plus performant avec ce type de nombres.

5.1.2 Utilisation de GPU

La machine sur laquelle ont été effectuées les simulations contient deux proces-
seurs ou CPU 2 (Intel Xeon W5590) et deux cartes graphiques possédant chacune
un processeur graphique ou GPU 3 (une GTX285 et une tesla C1060) qui per-
mettent habituellement d’assurer les calculs nécessaires à l’affichage sur l’écran. Un
GPU devant être capable de traiter les transformations géométriques d’un grand
nombre de pixels ou de polygones simultanément possède une architecture haute-
ment parallèle. En effet, un CPU possède entre 1 et 16 unités de calcul (ou core)
alors qu’un GPU peut en posséder jusqu’à 512. Deux langages permettent d’utiliser
facilement les GPU : CUDA [119] (développé en 2007) et OpenCL [120] (développé
en 2008). Bien que OpenCL soit un standard ouvert, le choix de l’utilisation de
CUDA a été effectué car il est développé par le fabricant des cartes graphiques
que possède le laboratoire et surtout parce qu’il existe une bibliothèque nommée
CUFFT permettant le calcul simple des FFT. L’utilisation des GPU a permis de
réduire le temps de calcul nécessaire aux simulations d’autant plus que le calcul
effectué pour un pas h et celui utilisant le pas moitié peuvent être effectués en
parallèle sur des GPU différents.
La comparaison des performances des CPU et des GPU sera effectuée en simulant
la génération supercontinuum présentée sur la figure 3 de la référence [121]. Dans
une première simulation, une fenêtre temporelle de largeur 100 fs et possédant 217

points a été choisie. L’évolution temporelle et spectrale de l’impulsion en fonction

1. FFT : Fast Fourier Transform
2. CPU : Central Processing Unit
3. GPU : Graphics Processing Unit
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Figure 5.1 – Résultat de la simulation reproduisant la génération supercontinuum
de la figure 3 de la référence [121]
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Figure 5.2 – Temps de calcul (échelle de gauche) nécessaire pour simuler le super-
continuum de la figure 5.1 en utilisant les CPU (courbe bleue) ou les GPU (courbe
rouge). Le gain apporté par l’utilisation des GPU est représenté par la courbe en
pointillés verts (échelle de droite).

de la distance de propagation est représentée sur la figure 5.1. Ce résultat est bien
entendu en accord avec le résultat présent dans la référence [121].
Le nombre de points a ensuite été modifié en conservant une largeur de fenêtre
spectrale identique c’est-à-dire que la taille de la fenêtre temporelle varie pro-
portionnellement au nombre de points. La figure 5.2 indique le temps de calcul
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nécessaire pour réaliser la simulation en fonction de la puissance de 2 du nombre
de points utilisé. La courbe bleue correspond au programme utilisant les GPU et
la courbe rouge au programme utilisant les CPU. La courbe en pointillés verts
représente le rapport entre ces deux temps. Ce graphique permet de mettre en
évidence l’efficacité des GPU pour ce type de calcul : leur utilisation permet de
diviser le temps de calcul par 4 pour 215 points et jusqu’à 12 pour 222 points. Le
nombre de points utilisés étant toutefois rarement supérieur à 220, le gain observé
est généralement compris entre 4 et 6 suivant le type de simulation et la quantité
de données à stocker sur le disque dur durant la simulation.

5.2 Vérification de la validité de l’approximation
effectuée sur la polarisation non-linéaire

Afin de vérifier la validité des approximations effectuées pour la partie analy-
tique de la polarisation non-linéaire lors de l’établissement de la GNLSE, l’équation
4.22 a été résolue numériquement dans le cas de la génération d’un superconti-
nuum possédant un spectre relativement large. Pour cela, la distribution modale
sera supposée indépendante de la fréquence et l’équation 4.22 s’écrit alors :

∂Ã(z, ω)

∂z
= iβ(ω)Ã(z, ω)− α(ω)

2
Ã(z, ω)

+ i
4

3
γ(ω)TF

(
A(z, t)

∫ ∞
0

R(t′)A2(z, t− t′)dt′
) (5.6)

Dans cette équation, la fonction R(t) est la réponse Raman avec les valeurs réelles
de n2 et fR (voir fin de la partie 4.4). La fonction A étant ici réelle, les fréquences
peuvent prendre des valeurs positives ou négatives ce qui rend impossible le chan-
gement de variable A −→ Aei(β(ω0)z−iω0t) utilisé dans la GNLSE. Les changements
de phase avec la distance seront en conséquence très rapide et le pas de la mé-
thode de résolution sera nécessairement plus petit que la période de l’enveloppe de
l’onde générée par le terme de triplage de fréquence : 2π

|3β(ω0)−β(3ω0)| . En revanche le
changement de variable t = t− dβ

dω
(ω0)z peut être utilisé puisque dβ

dω
(ω0) = dβ

dω
(−ω0)

ce qui permet de réduire l’étendue de la fenêtre temporelle. L’équation à résoudre
devient alors :

∂Ã(z, ω)

∂z
= i

(
β(ω)− ωdβ

dω
(ω0)

)
Ã(z, ω)− α(ω)

2
Ã(z, ω)

+ i
4

3
γ(ω)TF

(
A(z, t)

∫ ∞
0

R(t′)A2(z, t− t′)dt′
) (5.7)
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Deux simulations de propagation ont été effectuées avec une impulsion de pompe de
type sécante hyperbolique de largeur T0 = 40 fs, de puissance crête P0 = 40 kW et
de longueur d’onde centrale λ0 = 1150 nm dans une fibre possédant les propriétés
représentées sur la figure 5.3 et pour laquelle le zéro de dispersion est situé à
1056 nm :

– une première simulation correspondant à la résolution de la GNLSE en uti-
lisant R′(t) = (1− f̃R)δ(t) + f̃RhR(t) et l’indice non-linéaire ñ2 (figure 5.4a)

– une deuxième simulation correspondant à la résolution de l’équation 5.7 en
utilisant R(t) = (1 − fR)δ(t) + fRhR(t) et l’indice non-linéaire n2 (figure
5.4b et 5.6) et permettant de simuler la propagation sans approximation sur
l’expression de la polarisation non-linéaire.

Les évolutions temporelles et spectrales en fonction de la distance de propagation
sont représentées respectivement sur les figures 5.4a et 5.4b. L’aspect pointilliste de
l’évolution temporelle de la figure 5.4b provient du fait que la fonction A contient
la partie oscillante du champ ce qui engendre fluctuations dans |A|2. La figure 5.5
rassemble les spectres après 25 cm de propagation pour ces deux simulations : la
première simulation correspond à la courbe verte et la seconde à la courbe rouge.
Ces trois figures permettent de vérifier que les termes de la polarisation non-linéaire
négligés lors de l’établissement de la GNLSE n’ont quasiment aucun impact sur le
spectre du supercontinuum généré. En particulier, la longueur d’onde centrale du
premier soliton éjecté est de 1, 49 µm après 25 cm de propagation dans les deux
cas.
La figure 5.5 permet toutefois de mettre en évidence l’apparition de puissance aux
alentours de 400 nm lors de la résolution de l’équation 5.7 (courbe rouge). Cela est

-300

-200

-100

0

100

1.61.41.21.00.80.60.4
Longueur d'onde (µm)

35

30

25

20

15

10

5

Figure 5.3 – Propriétés (β2 en rouge avec échelle à gauche et le coefficient non-
linéaire γ en bleu avec échelle à droite) de la fibre utilisée pour les simulations
présentées sur les figures 5.4, 5.5 et 5.6. Les pertes sont supposées nulles.
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dû à la présence du terme donnant naissance au triplage de fréquence qui est né-
gligé dans la GNLSE. La présence de l’harmonique 3 centré sur 1150/3 = 383 nm
peut être observée sur les figures 5.6a et 5.6b. La longueur d’onde de cet harmo-
nique étant très éloignée de celle de l’impulsion initiale, sa vitesse de groupe est
différente c’est pourquoi il s’éloigne temporellement de l’impulsion de pompe sur
la figure 5.6a. La figure 5.6c permet d’observer la naissance de cet harmonique sur
les premiers micromètres de propagation. L’accord de phase n’étant pas réalisé, la
puissance de l’harmonique 3 reste faible (−80 dB) et la périodicité spatiale de cette
onde est égale à 2π

|3β(ω0)−β(3ω0)| (β n’étant pas constant sur la largeur de l’impulsion
initiale, la périodicité spatiale varie avec la fréquence, c’est pourquoi les "motifs"
formés par l’harmonique 3 sont inclinés).

Les approximations sur la polarisation non-linéaire effectuées lors de l’établisse-
ment de la GNLSE ne modifie donc le spectre du supercontinuum qu’au faibles
longueurs d’onde. L’accord de phase n’étant généralement pas réalisé, la puissance
de l’harmonique 3 reste très faible et il est donc bien légitime d’utiliser la GNLSE.
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Chapitre 6

Propagation non-linéaire d’un
soliton fondamental

Le soliton temporel est une solution particulière de l’équation de Schrödinger
non-linéaire pure. Cette équation est un cas particulier de la GNLSE lorsque :

– les pertes α sont nulles,
– le coefficient non-linéaire γ est indépendant de la fréquence,
– la réponse du milieu est instantanée : fR = 0,
– les termes de dispersion d’ordre supérieur à 2 sont nuls : βn = 0 pour tout
n > 2.

Cette solution a été prédite en 1973 [122] et observée expérimentalement au début
des années 1980 [123, 124].

Les solitons sont caractérisés par un entier N défini au paragraphe 6.3 et appelé
ordre du soliton. Les solitons d’ordre 1, aussi appelés solitons fondamentaux, sont
particulièrement importants car ils sont très stables aux perturbations (variations
de α, β2 et γ avec la longueur d’onde ou effet Raman). En revanche, les solitons
d’ordre supérieur et les autres types d’impulsions sont peu stables et se scindent
rapidement en plusieurs solitons fondamentaux au cours de leur propagation en cas
de perturbations dans un régime anormal [125, 126, 127, 128]. Nos travaux ayant
été effectués sur des fibres dans lesquelles les variations des paramètres linéaires
avec la longueur d’onde sont particulièrement importantes, cette partie se limitera
à l’étude du soliton fondamental puisque les autres solutions ne sont pas stables.
Ce chapitre débutera par un rappel des effets de la dispersion de vitesse de groupe
(DVG) et de l’auto-modulation de phase (AMP) sur une impulsion. Le soliton
fondamental, solution particulière de l’équation de Schrödinger non-linéaire, sera
ensuite introduit. La dernière section sera consacrée à l’auto-décalage Raman qui
est la conséquence de la réponse Raman sur la propagation d’un soliton fonda-
mental. Ce décalage Raman sera étudié analytiquement et numériquement avec
des paramètres de fibre constants puis variant avec la longueur d’onde. Le cas
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particulier d’un soliton de courte durée sera abordé en dernier lieu.

6.1 La dispersion de vitesse de groupe
Bien que la dispersion de vitesse de groupe (DVG) définie par l’équation 1.12

soit un phénomène linéaire, son influence sur les phénomènes non-linéaires est
critique. En effet, les interactions non-linéaires ne pouvant avoir lieu que lorsque
les radiations mises en jeu se recouvrent temporellement, la présence de la DVG
va limiter ces interactions. La longueur caractéristique de l’impact de la DVG sur
une impulsion de durée T0 est :

LD =
T 2

0

|β2|
(6.1)

En l’absence de non-linéarité (γ = 0), l’équation de propagation s’écrit :

∂A
∂z

= −iβ2

2

∂2A
∂t2

(6.2)

Après transformation de Fourier, cette équation devient dans le domaine fréquen-
tiel :

∂Ã
∂z

= i
β2

2
Ω2Ã (6.3)

Cette équation permet de remarquer que le spectre de l’impulsion n’est pas modifié,
mais qu’il apparaît un déphasage spectral φ = β2

2
Ω2z au cours de la propagation.

Ce déphasage est responsable d’un retard (chirp 1 spectral) défini par :

τ(Ω) =
dφ

dΩ
= sgn(β2)ΩT 2

0

z

LD
(6.4)

où sgn désigne la fonction signe.
Dans le cas d’une dispersion normale (β2 > 0), les grandes longueurs d’onde se
situeront sur le front montant de l’impulsion (t < 0) alors que les courtes longueurs
d’ondes se situeront sur le front descendant, et inversement en cas de dispersion
anormale.
La figure 6.1 représente l’évolution d’une impulsion gaussienne de durée initiale
T0 = 100 fs et centrée sur λ0 = 800 nm se propageant dans une fibre ne pos-
sédant aucune non-linéarité (γ = 0) et possédant une dispersion anormale β2 =
−10−26 s2/m ce qui correspond à une longueur de dispersion LD = 1 m. Le gra-
phique du haut représentant le profil temporel de l’impulsion pour différentes dis-
tances de propagation met en évidence que l’impulsion s’élargit temporellement

1. Chirp : mot d’origine anglaise dont la traduction est "gazouillis".
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Figure 6.1 – Profil temporel (en haut) et représentations de Wigner-Ville (en
bas) d’une impulsion gaussienne de durée initiale T0 = 100 fs se propageant dans
un matériau linéaire et dispersif tel que β2 = −10−26 s2/m (LD = 1 m). Les traits
en pointillés blancs permettent de vérifier la valeur du chirp en z = 5 m à 805 nm.

au cours de sa propagation (le profil spectral n’est pas représenté puisqu’il est in-
changé au cours de la propagation). Les représentations de Wigner-Ville présentes
dans le bas de cette figure permettent de visualiser les variations du retard avec
la fréquence à l’entrée de la fibre (z = 0 m) et après 5 m de propagation (voir
annexe B pour le choix de la représentation spectro-temporelle adoptée ici). Ce
dernier cas permet de vérifier l’apparition d’un chirp linéaire traduisant le fait que
les courtes longueurs d’onde se propagent plus rapidement que les grandes. Après
5 m de propagation et pour une longueur d’onde égale à 805 nm (c’est-à-dire
Ω = −1, 46 × 1013 rad/s), le chirp spectral déterminé à l’aide des traits en poin-
tillés blanc correspond bien à τ = sgn(β2)ΩT 2

0
z
LD

= 1, 46.1013× (100.10−15)2× 5 =
0, 73 ps.
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6.2 L’automodulation de phase
L’automodulation (AMP) de phase est un phénomène non-linéaire lié à l’effet

Kerr, c’est-à-dire au fait que l’indice de réfraction d’un milieu dépende de la puis-
sance de l’onde s’y propageant. La longueur caractéristique de l’impact de l’AMP
sur une impulsion de puissance P0 est :

LNL =
1

γP0

(6.5)

En l’absence de dispersion (β2 = 0), l’équation de Schrödinger non-linéaire s’écrit :

∂A
∂z

= iγ|A|2A (6.6)

Dans ce cas, la forme temporelle de l’impulsion est conservée alors que la forme
spectrale évolue au cours de la propagation. En effet, il apparaît une phase tempo-
relle Φ(t) = γ|A(0, t)|2z qui donne lieu à un décalage de fréquence (chirp temporel)
défini par :

δω = −dΦ

dt
= −γ ∂|A(0, t)|2

∂t
z (6.7)

Le front montant de l’impulsion va donc voir sa longueur d’onde augmenter alors
que le front descendant va voir sa longueur d’onde diminuer.
Afin d’illustrer ce phénomène, une simulation de propagation a été effectuée avec
une impulsion de pompe gaussienne, de durée initiale T0 = 100 fs, de puissance
crête P0 = 1000 W et centrée sur 800 nm dans un milieu non-dispersif mais non-
linéaire tel que γ = 10−3 W−1.m−1 ce qui correspond à une longueur non-linéaire
LNL = 1 m. Le résultat de la simulation est présenté sur la figure 6.2. La figure du
haut représente l’évolution du spectre au cours de la propagation (le profil tem-
porel n’est pas représenté puisqu’il ne varie pas). Au cours de la propagation, le
spectre s’élargit à cause de la création de nouvelles fréquences. La figure du bas est
constituée des représentations de Wigner-Ville à l’entrée de la fibre (z = 0 m) et
après 5 m de propagation. Cette représentation permet de visualiser qualitative-
ment l’apparition du chirp temporel (la représentation de Wigner-Ville ne donne
une représentation exacte du chirp que lorsque celui-ci est linéaire, les zones en
bleu foncé correspondent à des valeurs négatives). Au centre de l’impulsion, la
longueur d’onde n’est pas modifiée puisque l’intensité est maximale donc δω = 0.
Sur le front montant (t < 0) l’intensité augmente avec le temps donc δω < 0 et la
longueur d’onde augmente.
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Figure 6.2 – Profil spectral (en haut) et représentation de Wigner-Ville (en bas)
d’une impulsion gaussienne de puissance crête 1000 W, centrée sur 800 nm et de
durée 100 fs se propageant dans un matériau non-dispersif et non-linéaire tel que
γ = 10−3 W−1.m−1 (LNL = 1 m).

6.3 Le soliton fondamental
Dans le cas où les deux phénomènes précédents sont mis en jeu, il est a priori

possible de compenser les effets d’une dispersion anormale par l’AMP si la forme de
l’impulsion est judicieusement choisie. En effet, la dispersion anormale décale les
faibles longueurs d’onde vers le front montant de l’impulsion et l’AMP augmente
la fréquence de ce même front montant. Il y aura donc à la fois conservation de la
forme spectrale et de la forme temporelle : il s’agit d’un soliton fondamental. Pour
que les deux effets se compensent, leur longueur caractéristique doivent vérifier :
LD = LNL. Dans le cas d’un soliton fondamental, l’ordre N du soliton est égal à
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1. En effet, l’ordre d’un soliton est défini par :

N2 =
LD
LNL

=
γP0T

2
0

|β2|
(6.8)

Le soliton fondamental est donc une solution particulière de l’équation de Schrö-
dinger non-linéaire pure en régime anormal (β2 < 0) :

i
∂A
∂z

+
|β2|
2

∂2A
∂t2

+ γA|A|2 = 0 (6.9)

Il est possible de montrer que la solution de type soliton fondamental de cette
équation est :

A(z, t) =
√
P0sech

(
T

T0

)
exp

(
i
z|β2|
2T 2

0

)
(6.10)

avec P0 puissance crête du soliton et T0 sa durée. La largeur à mi-hauteur (en
puissance) du soliton est donc TFWHM = 2Argcosh(

√
2)T0 ≈ 1, 76T0.

La transformée de Fourier de la fonction sécante hyperbolique étant également une
fonction sécante hyperbolique, l’enveloppe du soliton dans le domaine fréquentiel
est :

Ã(z,Ω) = π
√
P0T0sech

(
T0πΩ

2

)
exp

(
i
z|β2|
2T 2

0

)
(6.11)

L’énergie transportée par le soliton est donc :

E =
1

2π

∫
|Ã(z, ω)|2dω =

∫
|A(z, t)|2dt = 2P0T0 (6.12)

Cette énergie est indépendante de la distance de propagation z. En effet, d’après
l’équation 4.75 dans le cas où le coefficient non-linéaire γ est constant et en l’ab-
sence de pertes, d

dz

∫
|Ã(z, ω)|2dω = 0 c’est-à-dire dE

dz
= 0.

Le soliton temporel est une solution exacte de l’équation de Schrödinger non-
linéaire pure. La partie suivante sera consacrée à la conséquence de l’introduction
de la non-instantanéité de la polarisation non-linéaire, c’est-à-dire de l’effet Raman
dans cette équation sur la propagation d’un soliton fondamental.

6.4 Auto-décalage Raman d’un soliton
Lors de sa propagation, un soliton subit un décalage vers les grandes longueurs

d’onde à cause de l’effet Raman. En effet, la partie imaginaire du spectre de la
réponse Raman représentée sur la figure 4.2b est une fonction impaire de la fré-
quence. Elle prend des valeurs positives pour les fréquences positives ce qui donne
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lieu à des pertes pour les fréquences supérieures à la fréquence centrale du soliton.
Inversement, la réponse Raman se traduit par un gain pour les fréquences infé-
rieures à la fréquence centrale.
Dans la suite, l’ajout de l’effet Raman sera considéré comme une faible pertur-
bation à l’équation de Schrödinger non-linéaire pure et l’impulsion sera supposée
conserver une forme de soliton fondamental durant sa propagation [129] : l’ordre
N est donc toujours égal à 1 même si la puissance crête et la largeur temporelle
évoluent. Le soliton initialement centré sur la pulsation relative Ω = 0, se décale
au cours de la propagation et sa pulsation centrale Ωp(z) est définie par :

Ωp(z) =< Ω >=

∫
Ω|Ã(z,Ω)|2dΩ∫
|Ã(z,Ω)|2dΩ

(6.13)

L’effet de la réponse Raman sur le soliton peut être quantifié à l’aide du taux de
décalage dΩp

dz
. Il sera d’abord déterminé dans le cas simple pour lequel les pertes

sont inexistantes et les paramètres β2 et γ constants puis dans le cas plus général
où ces trois paramètres varient avec la fréquence.
Dans cette partie, les expressions seront établies avec la GNLSE. Ces résultats
peuvent néanmoins être transposés au cas de la M-GNLSE en remplaçant γ par

γ, Ã par Ã et donc P par P = P
(
Aeff (ω0)

Aeff (ω)

)1/2

.

6.4.1 Cas où β2 et γ sont constants et en l’absence de pertes

Formule analytique

Lorsque les pertes sont nulles, la quantité
∫ |Ã(z,ω)|2

γ(ω)
dω est conservée au cours

de la propagation (équation 4.75). Le coefficient non-linéaire γ étant constant,
la quantité

∫
|Ã(z, ω)|2dω est constante également. La vérification de cette loi de

conservation et de la conditionN2 = 1 aboutissent à la conservation de la puissance
crête et la durée du soliton au cours de la propagation qui restent donc égale à
leur valeurs initiales P0 et T0. L’enveloppe du champ peut alors se mettre sous la
forme :

Ã(z,Ω) = π
√
P0T0sech

(
T0π(Ω− Ωp(z))

2

)
exp (iΦ(z)) (6.14)

115



En multipliant la GNLSE (équation 4.66) par ΩÃ∗ et en additionnant le complexe
conjugué, la formule suivante est obtenue :

d
∫

Ω|Ã(Ω)|2dΩ

dz
= i

γ

(2π)2

∫∫∫
ΩR̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)

×Ã∗(z,Ω)dΩdΩ1dΩ2

−i γ

(2π)2

∫∫∫
ΩR̃∗(Ω− Ω1)Ã(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã∗(z,Ω1)Ã∗(z,Ω2)

×Ã(z,Ω)dΩdΩ1dΩ2

(6.15)

Ã peut ensuite être remplacé par son expression (équation 6.14). La réponse de la
silice R étant réelle, sa transformée de Fourier R̃ est une fonction hermitienne ce
qui aboutit à :

d
∫

Ω|Ã(Ω)|2dΩ

dz
= −γπ

2P 2
0 T

4
0

2

∫∫∫
Ω=

(
R̃(Ω− Ω1)

)
sech

(
T0π(−Ω + Ω1 + Ω2)

2

)
×sech

(
T0πΩ1

2

)
sech

(
T0πΩ2

2

)
sech

(
T0πΩ

2

)
dΩdΩ1dΩ2

(6.16)

c’est-à-dire :

dΩp

dz
= −γπP0T

3
0

8

∫∫∫
Ω=

(
R̃(Ω1)

)
sech

(
T0π(Ω2 − Ω1)

2

)
sech

(
T0π(Ω− Ω1)

2

)
×sech

(
T0πΩ2

2

)
sech

(
T0πΩ

2

)
dΩdΩ1dΩ2

(6.17)

Après intégrations par rapport à Ω et Ω2 (voir annexe A pour les expressions des
intégrales), il reste :

dΩp

dz
= −γπP0T

3
0

4

∫
=
(
R̃(Ω)

) Ω3

sinh2(T0πΩ
2

)
dΩ (6.18)

En utilisant N2 = 1 ainsi que l’expression de R̃(ω) (équation 4.55, le facteur 2
3

étant omis), le taux de décalage Raman peut s’écrire [129] :

dΩp

dz
= −πfR|β2|T0

4

∫
=
(
h̃R(Ω)

) Ω3

sinh2(T0πΩ
2

)
dΩ (6.19)
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Dans le cas de l’approximation linéaire du gain Raman, =
(
h̃R(Ω)

)
= TR

fR
Ω et,

après intégration, ce taux devient :

dΩp

dz
= −8TR|β2|

15T 4
0

(6.20)

Comparaison avec la résolution numérique de la GNLSE

Afin de vérifier que ces formules analytiques donnent des résultats proches
de ceux observés lors de la résolution numérique de la GNLSE, la propagation
d’un soliton fondamental de durée T0 = 100 fs a été étudié dans le cas où β2 =
−10−26 s2.m−1 et γ = 0, 1 W−1.m−1. La puissance crête de ce soliton est alors
P0 = 10 W (les longueurs linéaires et non-linéaires étant égales à 1 m). La figure
6.3 représente le résultat de la simulation dans le domaine de pulsations dans le cas
de la réponse Raman réaliste représentée en bleu sur la figure 4.2. Comme attendu
d’après l’équation 6.20, le décalage fréquentiel est proportionnel à la distance par-
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Figure 6.3 – Propagation d’un soliton fondamental dans le cas β2 =
−10−26 s2.m−1, γ = 0, 1 W−1.m−1 et T0 = 100 fs. Le tableau contient la pente
de l’auto-décalage Raman déterminée par résolution numérique de la GNLSE et
par les formules analytiques 6.19 et 6.20.
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dΩp

dz
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largeur temporelle T0 du soliton. La courbe déterminée à partir de la formule 6.19
dans le cas d’une réponse Raman réaliste est représentée en bleu alors que celle
calculée à l’aide de la formule 6.20 dans l’approximation du gain Raman linéaire
est représentée en vert. La courbe rouge (échelle de droite) représente l’écart entre
les deux valeurs calculées.

courue. Le tableau de la figure 6.3 donne la pente de l’auto-décalage Raman pour
cette simulation ainsi que celles données par les formules analytiques 6.19 et 6.20.
La pente donnée par la formule 6.19 avec le gain Raman réaliste surestime la pente
du décalage Raman d’un peu moins de 4%. Cela est dû au fait que le soliton est
déstabilisé par l’effet Raman et qu’une faible partie de son énergie reste à la fré-
quence initiale comme on peut le voir sur la figure 6.3 (ce phénomène sera expliqué
plus en détail dans la partie suivante). La formule 6.20 donne un résultat un peu
plus éloigné car la partie imaginaire de la réponse Raman n’est pas parfaitement
linéaire sur tout le spectre de l’impulsion comme le suppose l’approximation utili-
sée pour cette formule.
La différence entre ces deux formules analytiques reste faible pour les solitons de
durée suffisamment grande. Afin de quantifier cette différence, la grandeur 1

|β2|
dΩp

dz

a été calculée pour des solitons de différentes durées. Cette grandeur est totalement
indépendante des propriétés de la fibre et ne dépend que de la durée du soliton
et de la réponse Raman choisie. Le résultat du calcul est représenté sur la figure
6.4 : la courbe bleue représente l’évolution de la grandeur 1

|β2|
dΩp

dz
en fonction de la

largeur temporelle T0 du soliton déterminée à partir de l’équation 6.19 alors que
la courbe verte représente l’évolution de cette même grandeur dans le cadre de
l’approximation linéaire du gain Raman, c’est-à-dire avec utilisation de l’équation

118



6.20. Le fait d’utiliser l’approximation linéaire du gain Raman surestime la valeur
de cette grandeur donc la pente de l’auto-décalage Raman. La courbe rouge re-
présente l’écart (sur l’échelle de droite) entre les deux valeurs calculées. Cet écart
augmente lorsque la durée du soliton diminue mais il reste inférieur à 10% lorsque
la durée est supérieure à 67 fs. L’utilisation de l’approximation du gain Raman
linéaire est donc justifiée pour des solitons de durée supérieure à 70 fs.

6.4.2 Cas où β2 et γ varient avec la longueur d’onde et en
présence de pertes

Formule analytique

Dans ce cas, les perturbations par rapport à l’équation de Schrödinger non-
linéaire pure seront toujours considérées comme faibles et l’impulsion sera toujours
supposée conserver une forme de soliton fondamental, c’est-à-dire que l’ordre N
reste constant et égal à 1. En revanche, la durée T du soliton et sa puissance crête
P varieront avec la distance de propagation. De plus, les variations de γ et de α
seront supposées négligeables sur la largeur spectrale du soliton afin de simplifier
l’équation de conservation 4.75. En appelant β2(z), γ(z) et α(z) les valeurs des
coefficients β2, γ et α à la longueur d’onde centrale du soliton après une distance
de propagation z, l’équation de conservation 4.75 s’écrit :

dP (z)T (z)
γ(z)

dz
= −α(z)

P (z)T (z)

γ(z)
(6.21)

Ce qui donne après intégration :

P (z)T (z)

γ(z)
=
P (0)T (0)

γ(0)
e−

∫ z
0 α(z)dz (6.22)

En combinant cette équation avec la conservation de l’ordre N du soliton, la puis-
sance et la durée du soliton vérifient :

T (z) = T (0)

(
γ(0)

γ(z)

)2
β2(z)

β2(0)
e
∫ z
0 α(z)dz

P (z) = P (0)

(
γ(z)

γ(0)

)3
β2(0)

β2(z)
e−2

∫ z
0 α(z)dz

(6.23)

En reprenant le raisonnement du cas précédent, l’équation 6.19 devient :

dΩp

dz
= −πfR|β2(z)|T (z)

4

∫
=
(
h̃R(Ω)

) Ω3

sinh2(T (z)πΩ
2

)
dΩ (6.24)
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Dans le cas de l’approximation linéaire du gain Raman, l’équation 6.20 devient :

dΩp

dz
= − 8TR|β2|

15T (z)4
(6.25)

Comparaison avec la résolution numérique de la GNLSE

Afin de vérifier que ce modèle donne toujours des résultats satisfaisants malgré
les approximations supplémentaires, la propagation du soliton fondamental étudiée
dans le cas précédent sera simulée en ajoutant une dispersion du troisième ordre
β3 = 1 × 10−40 s3.m−1, des pertes α = 1 × 10−3 m−1 et une variation linéaire du
coefficient non-linéaire avec la fréquence dγ

dΩ
= 5 × 10−17 s.W−1.m−1. Le résultat

de la simulation est présenté sur la figure 6.5. Cette fois, le décalage ne varie pas
linéairement avec la pulsation. En effet, la vitesse de décalage diminue au cours de
la propagation car la pulsation centrale Ωp du soliton devient de plus en plus néga-
tive ce qui augmente |β2(z)| et diminue γ(z). La variation de ces deux paramètres
et la présence de pertes tendent à augmenter la durée du soliton comme le prévoit
l’équation 6.23. Cette augmentation de durée se traduit par une diminution du
taux d’auto-décalage Raman comme l’indique la formule approchée 6.25.

La figure 6.6 représente les variations du décalage fréquentiel Ωp (échelle de gauche)
et de la durée T (échelle de droite) du soliton en fonction de la distance de pro-
pagation. Les courbes bleues ont été déterminées par résolution numérique de la
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Figure 6.5 – Propagation d’un soliton fondamental dans le cas β2 =
−10−26 s2.m−1, β3 = 10−40 s3.m−1, γ(Ω0) = 0, 1 W−1.m−1, dγ
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= 5 ×
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Figure 6.6 – Décalage spectral (échelle de gauche) et évolution de la largeur tem-
porelle (échelle de droite) du soliton de la figure 6.5. Les courbes bleues sont issues
de la résolution numérique de la GNLSE, les courbes rouges ont été déterminées
à l’aide des formules analytiques 6.23 et 6.24.

GNLSE alors que les courbes rouges ont été calculées par itérations successives
des formules analytiques 6.23 et 6.24. Au bout de 500 m de propagation, l’écart
entre les deux décalages ou entre les deux largeurs temporelles est inférieur à 1%
ce qui permet d’affirmer que les formules analytiques restent valides lorsque les
paramètres de la fibre varient avec la longueur d’onde. Les variations doivent tou-
tefois rester suffisamment faibles pour pouvoir considérer que les paramètres sont
constants sur la largeur spectrale du soliton.

6.5 Cas des solitons de courte durée
Dans la GNLSE, une partie de la polarisation non-linéaire constitue l’effet Kerr

avec une fraction 1 − fR, l’autre partie constitue l’effet Raman avec une fraction
fR (équation 4.45). Dans le cas d’un soliton de grande durée, la réponse Raman
hR(t) peut être approximée par la distribution de Dirac. Le terme d’effet Raman
s’additionne donc au terme d’effet Kerr ce qui permet de retrouver alors l’équation
de Schrödinger non-linéaire pure. Lorsque la largeur temporelle du soliton est faible
(c’est-à-dire inférieure à 100 fs), la réponse Raman ne peut plus être considérée
comme instantanée. La condition permettant à la GVD de compenser l’AMP et
la réponse Raman (N2 = 1) n’est donc plus la même. Dans le cas extrême d’une
impulsion de durée infiniment faible, le terme Raman est négligeable devant le
terme d’auto-modulation de phase et la condition permettant la compensation de
la dispersion devient (1 − fR)N2 = 1. Pour les cas intermédiaires, aucune de ces
deux conditions n’est satisfaisante. Ce problème a été signalé dans la référence
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[130] mais aucune étude sur le sujet n’a été publiée.

6.5.1 Mise en évidence du problème

La figure 6.7 représente la variation de la largeur temporelle d’un soliton en
fonction de la distance de propagation normalisée à la longueur de dispersion
lorsque les paramètres γ et β2 sont constants et les pertes nulles. Ces courbes ont
été déterminées par résolution numérique de la GNLSE avec une réponse Raman
réaliste (courbes bleues de la figure 4.2) dans le cas d’un soliton possédant une
durée initiale T0 = 10 fs (représenté en bleu) et dans le cas T0 = 20 fs (représenté en
rouge). Pour ces deux durées, la puissance crête initiale du soliton a été déterminée
grâce à la condition N2 = 1 c’est-à-dire P0 = |β2|

γT 2
0
(courbes en trait plein) ou grâce

à la condition (1 − fR)N2 = 1 c’est-à-dire P0 = |β2|
(1−fR)γT 2

0
(courbes en pointillés).

Aucune de ces deux conditions n’est réellement satisfaisante puisque la durée de
l’impulsion évolue fortement au cours de la propagation. En supposant que toute
l’énergie reste contenue dans l’impulsion, le produit PT reste constant et N2 est
proportionnel à la durée T de l’impulsion. Pour T0 = 20 fs avec la condition N2 = 1
(trait plein rouge), la durée et donc N2 augmentent au cours de la propagation ce
qui signifie que la puissance initiale de l’impulsion n’était pas suffisamment élevée.
Au contraire, avec la condition (1 − fR)N2 = 1, la durée diminue, c’est donc que
la puissance initiale était trop grande. Le même raisonnement effectué pour une
largeur initiale de T0 = 10 fs permet d’affirmer que la puissance initiale est trop
faible quelle que soit la condition utilisée pour la déterminer.
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Figure 6.7 – Evolution de la durée d’un soliton de durée initiale T0 = 10 fs
(en bleu) et T0 = 20 fs (en rouge) dans le cas où N2 = 1 (traits pleins) ou
(1−fR)N2 = 1 (en pointillés) en fonction de la distance de propagation normalisée
à la longueur de dispersion. Pour ces simulations, β2 et γ sont supposés constants
et les pertes nulles.
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6.5.2 Condition permettant d’obtenir une solution de type
soliton

Afin de trouver la condition qui permet de compenser au mieux la GVD à l’aide
de l’AMP et de la réponse Raman, réécrivons tout d’abord la GNLSE lorsque β2

et γ sont constants et en l’absence de pertes :

i
∂Ã(z,Ω)

∂z
− |β2|

2
Ω2Ã(z,Ω)

+
γ

(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)dΩ1dΩ2 = 0

(6.26)

Lors de sa propagation, l’impulsion se déforme mais conserve une forme proche de
celle d’un soliton. Nous supposerons donc une impulsion de la forme Ã(z,Ω) =
π
√
PT sech

(
πTΩ

2

)
eiφ(z).

Seule la partie réelle de l’intégrale de l’équation 6.26 peut compenser la dispersion
(la partie imaginaire donnant lieu au décalage Raman). Après intégration, cette
partie réelle peut se mettre sous la forme :

<
(

γ

(2π)2

∫∫
R̃(Ω− Ω1)Ã∗(z,−Ω + Ω1 + Ω2)Ã(z,Ω1)Ã(z,Ω2)dΩ1dΩ2

)
=

γ(1− fR)
(
1 + T 2Ω2

) P
2
Ã(z,Ω)

+ γfR
PT 2

2

∫
Re
(
h̃R(Ω2)

) Ω2

sinh
(
πT
2

Ω2

)Ã(z,Ω + Ω2)dΩ2

(6.27)

Si fR = 0, la dispersion est compensée par cette partie réelle si |β2| = γPT 2 c’est-
à-dire N2 = 1. Si fR 6= 0, l’impulsion conservant quasiment une forme de sécante
hyperbolique, nous supposerons que l’intégrale présente dans l’équation précédente
possède la même forme que le terme dû à l’effet Kerr. Il est alors possible d’effectuer
un ajustement de cette intégrale :∫

Re
(
h̃R(Ω2)

) Ω2

sinh
(
πT
2

Ω2

)Ã(z,Ω + Ω2)dΩ2 ≈
(
K1(T ) +K2(T )Ω2

)
Ã(z,Ω)

(6.28)
Le terme contenant K1(T ) ne donne lieu qu’à une phase globale pour l’impulsion
et laisse donc sa forme inchangée. En revanche, le terme contenant K2(T ) permet
de compenser une partie de la GVD et la nouvelle condition est donc :

(1− fR + fRK2(T ))N2 = 1 (6.29)
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Figure 6.8 – Evolution du coefficient K2 défini dans l’équation 6.28 en fonction de
la durée du soliton dans le cas de la silice en utilisant une réponse Raman réaliste
[109]

Le graphique 6.8 représente l’évolution des coefficients K2 (échelle de gauche) et
(1− fR + fRK2) (échelle de droite) en fonction de la durée de l’impulsion dans le
cas de la silice possédant la réponse Raman réaliste décrite par Hollenbeck et al.
[109] et fR = 0, 18. Il permet de vérifier qu’il est nécessaire de multiplier N2 par
un coefficient inférieur à 1 − fR pour une impulsion de 10 fs et par un coefficient
compris entre 1 − fR et 1 pour une impulsion de 20 fs comme le prévoyait le
graphique 6.7.

6.5.3 Vérification numérique

La figure 6.9 représente l’évolution de la durée des impulsions de durée initiale
T0 = 10, 20 et 30 fs avec les conditions N2 = 1 (pointillés), (1 − fR)N2 = 1 (en
pointillés et points) et (1− fR + fRK2(T0))N2 = 1 (traits pleins). Elle permet de
vérifier que cette dernière condition est bien celle qui permet d’obtenir les variations
de durée de plus faible amplitude et de stabiliser la valeur de la durée à une valeur
proche de sa valeur initiale. Les oscillations encore présentes sont inévitables car
le soliton change de forme durant la propagation et ne conserve pas exactement
une forme de sécante hyperbolique. Les deux autres conditions conduisent en fait
au phénomène de fission de soliton décrit dans la partie 7.1. En remplaçant N par√

1− fR +K2(Tk)fRN dans la formule 7.2, il est possible de déterminer la valeur
à laquelle se stabilisera la largeur temporelle.
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Figure 6.9 – Evolution de la durée d’un soliton de durée initiale T0 = 10 fs (en
bleu), T0 = 20 fs (en rouge) et T0 = 30 fs (en vert) dans les cas N2 = 1 (pointillés),
(1 − fR)N2 = 1 (en pointillés et points) et (1− fR + fRK2(T0))N2 = 1 (traits
pleins) en fonction de la distance normalisée à la longueur de dispersion. Pour ces
simulations, β2 et γ sont supposés constants et les pertes nulles.

6.5.4 Conséquence sur le taux de décalage Raman

La condition N2 = 1 n’étant plus valable pour les solitons temporellement
court, le taux de décalage Raman calculé dans les parties précédentes doit égale-
ment être modifié. L’équation 6.24 devient :

dΩp

dz
= − πfR|β2(z)|T (z)

4 [1− fR +K2 (T (z)) fR]

∫
=
(
h̃R(Ω)

) Ω3

sinh2(T (z)πΩ
2

)
dΩ (6.30)

et l’équation 6.25 se transforme en :

dΩp

dz
= − 8TR|β2|

15T (z)4 [1− fR +K2 (T (z)) fR]
(6.31)

Ceci permet par exemple d’expliquer la différence entre les modèles analytiques et
la résolution de la GNLSE sur la figure 6.3. En effet pour T0 = 100 fs, 1 − fR +
K2(T0)fR = 0, 99 ce qui donne naissance après fission à un soliton de largeur 101
fs par application de la formule 7.2. En appliquant l’équation 6.30, la pente du
décalage Raman est égale à −1, 49×1011 rad.s−1m−1 ce qui correspond à la valeur
trouvée lors de la résolution numérique de la GNLSE.
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Il est bien connu que les solitons sont au cœur du phénomène appelé superconti-
nuum dans les fibres. L’auto-décalage Raman est en grande partie responsable de
l’élargissement spectral du supercontinuum vers le rouge et peut être déterminé
par la formule 6.30 pour un soliton de durée quelconque. La partie suivante décrira
les effets non-linéaires mis en jeu lors de la formation d’un supercontinuum.
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Chapitre 7

Génération supercontinuum

Un supercontinuum correspond à un élargissement spectral signicatif d’une im-
pulsion lumineuse dans un milieu non-linéaire. Les premiers supercontinua ont été
observés dans les années 1970 dans des verres borosilicates massifs [131] et dans
des fibres optiques à partir de 1976 [132]. Les générations de supercontinua dans
les fibres à cristal photonique furent effectuées pour la première fois en 2000 [133].
Elles sont encore aujourd’hui l’objet de nombreuses études du fait de la grande
liberté sur les paramètres linéaires et non-linéaires de ce type de fibres qui permet
un contrôle sur les diverses propriétés du supercontinuum généré.
La génération d’un supercontinuum débute par la formation de solitons fonda-
mentaux. Le mécanisme permettant la génération de ces solitons dépend de la
largeur temporelle de l’impulsion. Lorsque la largeur temporelle T de l’impulsion
est inférieure à la période des oscillations dues à l’instabilité de modulation

TMI = 2π

√
|β2|

2γP0

(7.1)

ou du même ordre de grandeur, l’impulsion est dite courte et les solitons sont is-
sus du mécanisme de fission décrit dans la première partie. Dans le cas contraire
(T � TMI), l’impulsion est dite longue et les solitons sont générés à partir de
l’instabilité de modulation décrite dans la deuxième partie. Une fois les solitons
générés, les mécanismes mis en jeu sont communs aux deux types de régimes :
les solitons subissent l’auto-décalage Raman, effectuent des collisions [134], mais
ils peuvent aussi émettre des ondes dispersives décrites dans la troisième partie
et subir la modulation de phase croisée détaillée dans la quatrième partie. Les
ondes dispersives générées peuvent également être piégées comme cela sera décrit
dans la cinquième partie et ainsi contribuer à l’élargissement du spectre aux faibles
longueurs d’onde. Tous ces mécanismes permettent d’expliquer la génération d’un
supercontinuum dont un exemple sera donné dans la dernière partie pour chacun
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des deux régimes.
Afin de mettre en évidence ces divers phénomènes, des simulations ont été effec-
tuées dans les fibres supposées sans pertes avec une réponse Raman réaliste [109]
et dont les paramètres non nuls sont présentés dans le tableau de la figure 7.1

Fibre β2 (s2.m−1) β3 (s3.m−1) γ (W−1.m−1) fR
1 −10−26 0 10−3 0.18
2 −10−26 0 10−3 0
3 −10−26 2.10−40 10−3 0
4 −10−26 2.10−40 10−3 0.18
5 −10−27 0 10−3 0

Figure 7.1 – Paramètres des fibres utilisées dans le chapitre 7

7.1 Fission de soliton
Les solitons sont des solutions exactes de l’équation de Schrödinger non-linéaire

pure, mais il n’existe pas de solution analytique pour la GNLSE. Au contraire des
solitons d’ordre supérieur, les solitons fondamentaux sont extrêmement stables
vis-à-vis de perturbations telles que les termes de dispersion d’ordre supérieur
ou la réponse Raman. Lorsqu’une impulsion autre qu’un soliton fondamental se
propage dans une fibre présentant des perturbations par rapport à l’équation de
Schrödinger non-linéaire pure, elle se transforme spontanément en un ou plusieurs
solitons fondamentaux [125, 126, 127, 128]. Une impulsion possédant un ordre

N =
√

γP0T 2
0

|β2| va se scinder en Ñ solitons fondamentaux, Ñ étant l’entier le plus
proche deN . Le soliton numéro k, k étant un entier compris entre 1 et Ñ , possédera
une durée Tk et une puissance crête Pk telles que [135] :

Tk =
T0

2N + 1− 2k

Pk =

(
2N + 1− 2k

N

)2

P0

(7.2)

La figure 7.2 présente la fission d’une impulsion de type sécante hyperbolique pos-
sédant une durée T0 = 80 fs et une puissance crête P0 = 16 kW. Cette impulsion
est propagée dans la fibre n̊ 1 (figure 7.1) de sorte que son ordre N est égal à
3, 2. D’après la règle précédente, cette impulsion doit se fissionner en trois solitons
ce qui est bien observé lors de la simulation. Cette fission a lieu après une dis-
tance de propagation de l’ordre de LD/N [136, 114] soit 0,2 m pour la simulation
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Figure 7.2 – Propagation d’une impulsion de type sécante hyperbolique de largeur
temporelle 80 fs d’ordre N = 3, 2 dans la fibre n̊ 1 (figure 7.1). Cette impulsion se
fissionne en trois solitons fondamentaux numérotés de 1 à 3.

présentée. D’après les expressions de N (formule 6.8) et de la longueur de disper-
sion LD (formule 6.1), la longueur de fission Lfission = LD/N est proportionnelle
à la largeur temporelle de l’impulsion. En régime d’impulsion longue, la longueur
de fission devient très grande ce qui permet à l’instabilité de modulation décrite
dans le paragraphe suivant de devenir le phénomène prépondérant en début de
propagation.

7.2 Mélange à quatre ondes et instabilité de mo-
dulation

Tout comme l’AMP, le mélange à quatre ondes est dû au terme γ|E|2E présent
dans la polarisation non-linéaire. Le mélange à quatre ondes peut être décrit comme
une absorption de deux ondes de pulsations ω1 et ω2 par le nuage électronique
du milieu de propagation. Ce nuage électronique se trouve alors dans un état
excité virtuel et émet deux autres ondes de pulsations ω3 et ω4 pour revenir à
son état fondamental. L’énergie est donc conservée au cours de ce phénomène :
ω1 + ω2 = ω3 + ω4. Dans le cas d’une génération supercontinuum, le mélange à
quatre ondes dégénéré pour lequel il n’existe qu’une seule pompe de pulsation
ωp = ω1 = ω2 est le phénomène prépondérant. Il y a alors génération de deux
ondes : une onde Stokes de pulsation ωs inférieure à la pulsation de pompe et une
onde anti-Stokes de pulsation ωa supérieure à la pulsation de pompe. La relation
entre ces trois pulsations est alors : ωa + ωs = 2ωp. En considérant que ces trois
ondes sont quasi-continues (c’est-à-dire qu’il n’est pas nécessaire de tenir compte
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de la DVG) et que la puissance des ondes Stokes et anti-Stokes est négligeable
devant la puissance de l’onde de pompe (la puissance de pompe est donc supposée
constante), le système d’équations différentielles suivant peut être obtenu :

dAp
dz

= iγ|Ap|2Ap
dAa
dz

= iγ
(
2|Ap|2Aa +A2

pA∗sei(2β(ωp)−β(ωa)−β(ωs))z
)

dAs
dz

= iγ
(
2|Ap|2As +A2

pA∗aei(2β(ωp)−β(ωa)−β(ωs))z
) (7.3)

Après intégration [107], le calcul aboutit au fait que les ondes Stokes et anti-Stokes
sont amplifiées avec le gain en amplitude suivant :

g =
√
γ2P 2

0 − (κ/2)2 (7.4)

avec P0 la puissance de pompe et κ = 2β(ωp)− β(ωa)− β(ωs)− 2γP0 l’accord de
phase effectif.
Le gain maximal vaut donc γP0 et il est atteint lorsque κ = 0. Comme tout effet
non-linéaire, il faut que les trois ondes mises en jeu se recouvrent temporellement
pour avoir amplification des ondes Stokes et anti-Stokes. Cet effet est donc limité
par la dispersion de vitesse de groupe et ne sera donc efficace que sur des distances
de l’ordre de la longueur de séparation temporelle : Lcoh = 2π

|2β1(ωp)−β1(ωa)−β1(ωs)| .

Ce phénomène de mélange à quatre ondes est également responsable de l’instabilité
de modulation dans le cas d’une onde quasi-continue. L’onde pompe de pulsation
ω0 peut donner naissance à une onde Stokes de pulsation ω0 − Ω et à une onde
anti-Stockes de pulsation ω0 + Ω. En l’absence de terme de dispersion d’ordre su-
périeur, l’accord de phase effectif s’écrit κ = − (β2Ω2 + 2γP0) et le gain peut être
réel en régime de dispersion anormale uniquement : g(Ω) = |β2Ω|

2

√
4γP0

|β2| − Ω2. Il va
donc y avoir amplification dans deux lobes situés de part et d’autre de la pulsation
de pompe et le gain maximal est atteint pour la pulsation Ωmax =

√
2γP0

|β2| . Sur la
figure 7.3, le gain en amplitude est représenté en fonction de la pulsation pour la
fibre n̊ 2 (figure 7.1) et P0 = 100 W. Lors de la propagation, l’onde pompe ampli-
fiera le bruit aux pulsations proches de ±Ωmax ce qui se traduira dans le domaine
temporel par une modulation d’amplitude de période TMI = 2π

Ωmax
. L’instabilité

de modulation permet donc de transformer une onde quasi-continue en un train
d’impulsions. La figure 7.4 représente l’évolution d’une impulsion gaussienne de
largeur à mi-hauteur 166,5 ps (T0 = 100 ps) et de puissance crête P0 = 100 W
dans la fibre n̊ 2. Afin de simuler le bruit quantique, un photon de phase aléatoire
a été ajouté par pulsation présente dans la fenêtre spectrale utilisée [121]. Pour
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Figure 7.4 – Evolution du profil temporel (a) et du profil spectral (b) d’une
impulsion gaussienne de largeur à mi-hauteur 166,5 ps et de puissance crête 100 W
lorsqu’elle se propage dans la fibre n̊ 2 (figure 7.1). L’encart de la figure (a) présente
un agrandissement sur 30 ps.

l’impulsion utilisée, la longueur de fission est d’environ 1 km. L’instabilité de mo-
dulation a donc le temps de s’exprimer avant la fission comme le montre la figure
7.4. En effet après 150 m de propagation (courbes bleues), le spectre (figure b)
présente un maximum de puissance aux alentours de fmax = 1

2π

√
2γP0

|β2| = 0, 71 THz
ce qui correspond aux oscillations de période TMI = 1, 4 ps visibles dans l’encart
de la figure a.
L’instabilité de modulation a donc transformé l’impulsion longue initiale en un
train d’impulsions courtes et de fortes puissances qui évolueront spontanément
vers la solution stable c’est-à-dire le soliton fondamental.
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7.3 Génération d’ondes dispersives
Lorsque qu’un soliton se situe à proximité d’un zéro de dispersion, une partie

de son énergie peut permettre la création d’une onde dispersive. Pour qu’une telle
onde puisse être générée efficacement par un soliton de puissance crête P0 et de
pulsation ωs, il faut que les deux conditions suivantes soient respectées [137] :

1. le spectre du soliton doit recouvrir la zone de dispersion normale
2. la pulsation ωd de l’onde dispersive doit vérifier la condition d’accord de

phase :
∞∑
m=2

(ωd − ωs)m

m!

dβ

dω
(ω = ωs) =

1

2
γP0 (7.5)

Dans cette relation le membre de droite correspond à la phase non-linéaire
supplémentaire du soliton visible dans l’équation 6.10.

La figure 7.5 représente l’évolution d’un soliton de puissance crête 25 kW (soit
une largeur temporelle de 20 fs) dans la fibre n̊ 3 (figure 7.1) dont le zéro de
dispersion de situe à la pulsation relative Ωzdw = 5 × 1013 rad/s. Dans de telles
conditions, l’équation 7.5 prévoit la génération d’une onde dispersive à la pulsation
Ωd = ωd−ωs = 1, 64×1014 rad/s. Sur la figure 7.5a, les spectres en z = 0, 5 m et z =
1 m (respectivement les courbes bleue et verte) permettent de remarquer que l’onde
dispersive possède une pulsation un peu plus élevée. Cela est dû au phénomène de
recul spectral [138] qui est visible sur la figure du bas : le soliton se décale vers les
basses pulsations alors que l’onde dispersive qui est émise à la pulsation prévue par
l’équation 7.5 se décale dans le sens opposé. Ce phénomène est expliqué par le fait
que la GNLSE conserve à la fois l’énergie

∫
|(Ã(z,Ω)|2dΩ (puisque le coefficient

non-linéaire est constant) et la pulsation moyenne
∫

Ω|(Ã(z,Ω)|2dΩ (puisque que
la réponse Raman est supposée nulle). Puisqu’une partie de l’énergie du soliton se
déplace vers les grandes pulsations pour former l’onde dispersive, le soliton doit se
décaler vers les faibles pulsations afin que la pulsation moyenne reste constante.
L’amplitude du phénomène de recul spectral diminue jusqu’à s’annuler au cours
de la propagation puisque le soliton s’éloigne du zéro de dispersion et n’émet plus
d’onde dispersive lorsqu’il s’en est suffisamment éloigné.
L’équation 7.5 peut se simplifier lorsque les termes de dispersion d’ordre supérieur
à 3 sont nuls. Dans ce cas, le soliton étant centré sur la pulsation relative Ω = 0,
l’onde dispersive est centrée sur la pulsation relative Ωd telle que :

Ω2
d

(
β2 +

β3

3
Ωd

)
= γP0 (7.6)

β2 étant nécessairement négatif puisque le soliton se propage en zone de dispersion
anormale, Ωd sera positif si β3 est positif ce qui est le cas dans la simulation
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Figure 7.5 – Propagation d’un soliton de puissance 25 kW (20 fs) dans la fibre
n̊ 3 (figure 7.1). (a) spectres au début de la propagation (rouge), après 0, 5 m de
propagation (bleu) et après 1 m de propagation (vert), la courbe orange représente
le terme de dispersion β2. (b) évolution du spectre en fonction de la distance de
propagation.

précédente.
Lorsque β3 est positif, l’onde dispersive est émise dans le bleu alors qu’elle est
émise dans le rouge quand β3 est négatif. Dans ce dernier cas le phénomène de
recul spectral tend à repousser le soliton vers les courtes longueurs d’onde et peut
compenser l’auto-décalage-Raman [139, 140].

7.4 Modulation de phase croisée
Comme l’AMP, la modulation de phase croisée est due à la variation de l’in-

dice sous l’effet du champ électrique par effet Kerr. La différence entre ces deux
phénomènes est que la variation de l’indice est due à l’impulsion étudiée dans le
cas de l’AMP alors qu’elle est due à une impulsion de fréquence différente dans le
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Figure 7.6 – Spectre d’une impulsion gaussienne de largeur 100 fs, de puissance
1000 W et centrée sur 800 nm se propageant dans la fibre n̊ 5 (figure 7.1). (a)
l’impulsion se propage seule ; (b) l’impulsion se propage avec une autre impulsion
possédant les mêmes caractéristiques mais centrée sur 700 nm.

cas de la modulation de phase croisée.
Pour une onde composée de deux impulsions de fréquences différentesA = A1+A2,
l’effet Kerr se traduira par un terme du type γ|A|2A. En ne conservant que les
termes de même fréquence que A1, ce terme devient γ|A1|2A1 +2γ|A2|2A1. La mo-
dulation de phase croisée donne donc lieu à un terme deux fois plus grand que celui
de l’AMP mais son effet est atténué par la différence de vitesse de groupe entre les
deux fréquences présentes. La figure 7.6a représente le résultat de la propagation
d’une impulsion gaussienne de largeur 100 fs, de puissance 1000 W et centrée sur
800 nm dans la fibre n̊ 5 (figure 7.1). Les distances caractéristiques de la propa-
gation sont LD = 10 m et LNL = 1 m. Le résultat de la figure 7.6a est différent
de celui de la figure 6.2 à cause de la dispersion de vitesse de groupe qui élargit
temporellement l’impulsion au cours de la propagation. La figure 7.6b représente
la propagation dans la même fibre de la même impulsion mais accompagnée cette
fois-ci d’une autre impulsion centrée sur 700 nm (non représentée sur la figure)
possédant initialement la même durée et la même puissance que la première. La
différence entre les deux spectres de la figure 7.6 est donc due à la modulation de
phase croisée entre les deux impulsions présentes dans le deuxième cas. Les spectres
obtenus sont très différents et la modulation de phase croisée donne naissance à
une dissymétrie dans le spectre. Cet effet peut également conduire au piégeage
d’ondes dispersives décrit dans la partie suivante.

7.5 Piégeage d’une onde dispersive
Lorsque la non-instantanéité de la réponse du matériau est prise en compte, le

soliton peut simultanément créer une onde dispersive et se décaler vers les grandes

134



longueurs d’onde à cause de l’effet Raman. Si β3 est positif (comme dans la simula-
tion précédente), l’onde dispersive se situe dans le bleu et possède initialement une
vitesse de groupe plus faible que celle du soliton. En effet, β1(Ωd) = β1+β2Ωd+

β3
2

Ω2
d

ce qui donne, en utilisant l’équation 7.6, β1(Ωd) = β1 + γP0

Ωd
+ β3

6
Ω2
d. Or Ωd et β3 sont

positifs donc β1(Ωd) > β1 : la vitesse de groupe de l’onde dispersive (1/β1(Ωd)) est
plus faible que la vitesse de groupe initiale du soliton (1/β1).
Ce phénomène est illustré sur la figure 7.7 dans le cas de la fibre n̊ 4 (figure 7.1) et
pour un soliton de durée 10 fs centré sur λ0 = 800 nm. La courbe rouge représente
les variations de la quantité β1(λ)− β1(λ0) en fonction de la longueur d’onde. La
formule 7.6 prévoit une onde dispersive située à 740 nm ce qui permet à la vitesse
de groupe de l’onde dispersive (représentée par la croix verte) d’être initialement
plus faible que celle du soliton (représenté par la croix bleue). Le soliton subissant
l’auto-décalage Raman, il se décale vers les grandes longueurs d’onde alors que
l’onde dispersive ne subit quasiment pas d’effet non-linéaire à cause de sa faible
puissance et reste donc à la même longueur d’onde. La pulsation et donc la vitesse
de groupe du soliton diminuent au cours de sa propagation à cause de son décalage
de fréquence [141]. Après une certaine distance de propagation, le soliton et l’onde
dispersive subissent une collision, ils se recouvrent temporellement et peuvent alors
interagir par modulation de phase croisée : le soliton change l’indice de réfraction
du milieu de propagation et donc la phase de l’onde dispersive par effet Kerr. Le
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Figure 7.7 – Principe du piégeage d’une onde dispersive. La courbe rouge repré-
sente les variations de la quantité β1(λ) − β1(λ0) avec la longueur d’onde dans le
cas de la fibre n̊ 4 (figure 7.1). La croix bleue représente le soliton qui possède
initialement une durée de 10 fs et une longueur d’onde centrale de 800 nm. La
croix verte représente l’onde dispersive générée par ce soliton.
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n̊ 4 (figure 7.1). La figure de gauche représente l’évolution dans le domaine tem-
porel et la figure de droite dans le domaine spectral en fonction de la distance de
propagation.
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Figure 7.9 – Spectrogrammes de la simulation de la figure 7.8. Les courbes en
pointillés rose représentent la longueur d’onde en fonction de la différence de temps
de groupe

soliton piège alors l’onde dispersive et la contraint à se déplacer à la même vitesse
de groupe que lui ce qui a pour effet de décaler l’onde dispersive vers le bleu.
[141, 142].
Le résultat de la simulation de propagation de ce soliton est représenté sur la fi-
gure 7.8. La collision a lieu après environ 2 m de propagation et l’onde dispersive
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commence alors à se décaler vers le bleu.
Ce phénomène peut également être visualisé sur les spectrogrammes représentés
sur la fig 7.9. La courbe rose sur les spectrogrammes représente la différence entre
le temps de groupe à la longueur d’onde λ et le temps de groupe à la longueur
d’onde centrale initiale (c’est-à-dire la courbe t = z (β1(λ)− β1(λ0))). Une onde
n’ayant subit aucune interaction non-linéaire donnant lieu à un changement de
fréquence se situe nécessairement sur cette courbe. Pour z = 1 m, le soliton est en
dehors de la courbe représentant le temps de groupe puisqu’il subit l’effet Raman
qui le décale en fréquence alors que l’onde dispersive se situe sur cette courbe puis-
qu’elle n’a subit aucune interaction non-linéaire. Après 3 m de propagation, l’onde
dispersive commence à s’éloigner de cette courbe car elle subit la modulation de
phase croisée avec le soliton qui la recouvre alors temporellement. Après cette col-
lision, l’onde dispersive continue à se propager à la même vitesse de groupe que
le soliton et s’éloigne donc de plus en plus de la courbe de différence de temps de
groupe.

7.6 Exemples de génération supercontinuum

7.6.1 Cas d’une impulsion de pompe courte

Lorsque l’impulsion de pompe est courte, elle subit en premier lieu le phéno-
mène de fission ce qui engendre la création de plusieurs solitons accompagnés de
leur onde dispersive si la longueur d’onde initiale est proche du zéro de dispersion
(ce qui est généralement le cas car pour générer beaucoup de solitons, il faut N
grand soit |β2| faible). Ces solitons sont ensuite décalés vers les grandes longueurs
d’onde et les ondes dispersives peuvent se décaler vers les faibles longueurs d’onde
s’il y a piégeage. Les solitons éjectés possédant des durées différentes d’après la
formule 7.2, leur décalages différeront également. Si le nombre de solitons éjectés
est suffisamment grand, une puissance non nulle peut être obtenue sur un large
intervalle de longueurs d’onde et ainsi former un supercontinuum.
La figure 7.10 illustre une génération supercontinuum dans la fibre n̊ 4 (figure
7.1). L’impulsion initiale centrée sur 800 nm est une sécante hyperbolique de du-
rée 200 fs et de puissance crête 50 kW soit N = 14, 1. L’impulsion de pompe est
courte puisque sa durée est de l’ordre de TMI = 63 fs. Dans les premiers centi-
mètres de propagation, l’élargissement spectral est dû à l’AMP. Le phénomène de
fission donne ensuite naissance à des solitons fondamentaux qui peuvent être ac-
compagnés d’une onde dispersive. Certaines de ces ondes dispersives sont piégées
par les solitons les plus puissants (qui subissent donc un décalage plus important)
et se décalent vers les courtes longueurs d’onde. Les collisions entre les solitons et
les ondes dispersives sont visible sur le graphique d’évolution temporelle situé à
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de la distance de propagation d’une impulsion sécante hyperbolique de largeur
200 fs, de puissance crête 50 kW, de longueur d’onde centrale 800 nm et se propa-
geant dans la fibre n̊ 4 (figure 7.1)
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Figure 7.11 – Spectrogrammes de la simulation de la figure 7.10. Les courbes roses
représentent la longueur d’onde en fonction de la différence de temps de groupe.

gauche. Les ondes dispersives se déplacent ensuite à la même vitesse de groupe que
le soliton et se décalent vers le bleu comme cela peut être vérifié sur le graphique
d’évolution spectrale (situé à droite). Deux spectrogrammes issus de cette simula-
tion sont représentés sur la figure 7.11. Le spectrogramme effectué pour z = 0, 5 m
permet de visualiser la naissance du premier soliton accompagné de son onde dis-
persive. Le recouvrement temporel des ondes dispersives avec les solitons est visible
sur le spectrogramme réalisé à z = 1, 9 m. Ce spectrogramme permet également
de vérifier que les ondes dispersives se situent en dehors de la courbe représentant
la différence de temps de groupe puisqu’elles subissent le phénomène non-linéaire
de piégeage.

7.6.2 Cas d’une impulsion de pompe longue

Dans le cas d’une onde initiale quasi-continue, l’impulsion de pompe subit l’in-
stabilité de modulation : le bruit est amplifié et transforme l’onde quasi-continue
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en un train d’impulsions solitoniques. Ces impulsions peuvent ensuite générer un
supercontinuum suivant le principe décrit dans la partie précédente en régime d’im-
pulsion courte.
La figure 7.12 représente l’évolution spectrale au cours de la propagation obtenue
lors de la simulation d’une génération supercontinuum en régime quasi-continu :
l’impulsion de pompe est une gaussienne de largeur à mi-hauteur 30 ps, de puis-
sance crête 2 kW, de longueur d’onde centrale 800 nm et se propageant dans la fibre
n̊ 4 (figure 7.1). Il s’agit bien d’une impulsion longue puisque sa largeur temporelle
est très grande devant TMI = 0, 31 ps. Dans cette simulation, le bruit quantique
a été modélisé en ajoutant un photon possédant une phase aléatoire pour chaque
fréquence du spectre discret utilisé [121] (si le but est de reproduire un spectre ex-
périmental, il faudra effectuer la moyenne de plusieurs simulations avec des bruits
différents ce qui correspond au moyennage effectué par les appareils de mesure).
Sur cette figure, l’impulsion de pompe n’est pas visible car sa largeur spectrale
est très faible et correspond à moins d’un pixel. Au bout d’environ 2 m de propa-
gation, il apparaît deux bandes spectrales symétriques par rapport à la longueur
d’onde initiale : il s’agit du spectre caractéristique de l’instabilité de modulation.
La modulation temporelle introduite est visible sur le spectrogramme de gauche de
la figure 7.13 où des impulsions solitoniques sont apparues au centre de l’impulsion
de pompe. Après 8 m de propagation, les solitons formés commencent à se décaler
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crête 2 kW, de longueur d’onde centrale 800 nm et se propageant dans la fibre n̊ 4
(figure 7.1)
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pour élargir le spectre vers les grandes longueurs d’onde et les ondes dispersives
piégées élargissent le spectre vers le bleu. Les interactions entre les solitons et les
ondes dispersives qu’ils ont piégées sont représentées par les flèches blanches sur
le spectrogramme de droite de la figure 7.13. Celui-ci permet également de mettre
en évidence le fait que le nombre de solitons générés en régime d’impulsion longue
est beaucoup plus élevé qu’en régime d’impulsion courte. Le supercontinuum peut
alors être décrit comme un gaz de solitons [143].
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Chapitre 8

Propagation dans une fibre effilée

Une fibre effilée possède un diamètre variant avec la coordonnée longitudinale
z. Ses propriétés linéaires et non-linéaires varient donc avec la distance de propaga-
tion. Ce type de fibres permet notamment la compression d’impulsions [144, 145],
la suppression de l’auto-décalage Raman d’un soliton [146] et la possibilité d’ob-
tenir un supercontinuum dont le spectre s’étend sur le visible et l’ultraviolet [147].
Pour simuler la propagation non-linéaire d’une impulsion dans ce type de fibres,
la GNLSE est généralement utilisée en remplaçant directement les paramètres α,
β et γ par α(z), β(z) et γ(z) [113, 148]. Pourtant l’équation obtenue ne permet
pas la conservation de l’énergie ou du nombre de photons [148]. Dans cette par-
tie, la démonstration de la GNLSE sera reprise en tenant compte des variations
longitudinales des paramètres de la fibre afin de trouver une équation conservant
exactement le nombre de photons dans le cas de pertes nulles.

8.1 Etablissement de l’équation vérifiée par l’enve-
loppe du champ

Afin d’établir cette équation de propagation, les variations de la constante
de propagation et de la distribution modale normées seront supposées faibles à
l’échelle de la longueur d’onde c’est-à-dire :

1

β

∂β

∂z
� β (8.1)

et [∫∫ (
∂Fω(x, y, z)

∂z

)2

dxdy

]1/2

� β (8.2)

Ces deux termes sont d’ordre 1 par rapport à β et les termes d’ordre supérieur
seront négligés.
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La démonstration pour les fibres uniformes est reprise à partir de l’équation 4.9
en se plaçant immédiatement dans l’approximation scalaire :

∆Ẽ +
ω2εr
c2

Ẽ = −µ0ω
2P̃NL (8.3)

La transformée de Fourier du champ électrique s’écrit (équation 4.11) :

Ẽ(x, y, z, ω) = NFω(x, y, z)Ã(z, ω) (8.4)

La distribution normale normée étant déterminée pour une fibre uniforme, elle
vérifie l’équation suivante (équation 4.14) :(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Fω(x, y, z)− β2(z, ω)Fω(x, y, z) +

ω2εr(x, y, z, ω)

c2
Fω(x, y, z) = 0

(8.5)
En injectant les équation 8.5 et 8.4 dans l’équation 8.3, celle-ci devient :

∂2Fω(x, y, z)Ã(z, ω)

∂z2
+ β2(z, ω)Fω(x, y, z)Ã(z, ω) = −µ0ω

2

N
P̃NL (8.6)

c’est-à-dire :

Fω
∂2Ã

∂z2
+ Ã

∂2Fω
∂z2

+ 2
∂Fω
∂z

∂Ã

∂z
+ β2FωÃ = −µ0ω

2

N
P̃NL (8.7)

Après multiplication par la distribution modale normée et intégration sur les va-
riables transverses, cette équation devient :

∂2Ã

∂z2
+Ã

∫∫
Fω
∂2Fω
∂z2

dxdy+2

∫∫
Fω
∂Fω
∂z

dxdy
∂Ã

∂z
+β2Ã = −µ0ω

2

N

∫∫
P̃NLFωdxdy

(8.8)
En utilisant le fait que Fω ∂Fω

∂z
= 1

2
∂F 2

ω

∂z
et que Fω ∂

2Fω

∂z2
= 1

2
∂2F 2

ω

∂z2
−
(
∂Fω

∂z

)2, il reste :

∂2Ã

∂z2
− Ã

∫∫ (
∂Fω
∂z

)2

dxdy + β2Ã = −µ0ω
2

N

∫∫
P̃NLFωdxdy (8.9)

Le deuxième terme du membre de gauche étant du deuxième ordre, il sera négligé
et l’équation précédente devient :

∂2Ã

∂z2
+ β2Ã = −µ0ω

2

N

∫∫
FωP̃NLdxdy (8.10)

Cette équation est identique à l’équation 4.17 bien que la distribution modale varie
avec la coordonnée longitudinale. Le champ peut ensuite être décomposé en une
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onde propagative et une onde contrapropagative mais il faut tenir compte du fait
que β varie avec la coordonnée longitudinale z. En négligeant toujours les termes
du deuxième ordre, l’équation 8.10 devient :(

∂

∂z
+ iβ − 1

2β

∂β

∂z

)(
∂

∂z
− iβ +

1

2β

∂β

∂z

)
Ã = −µ0ω

2

N

∫∫
P̃NLFωdxdy (8.11)

Comme lors de l’établissement de la GNLSE, seule la composante propagative du
champ électrique se retenue. Celle-ci vérifie donc l’équation :

2iβ(z, ω)

(
∂

∂z
− iβ +

1

2β

∂β

∂z

)
Ã = −µ0ω

2

N

∫∫
P̃NLFωdxdy (8.12)

En reprenant les approximations effectuées lors de la M-GNLSE (et en particulier
α� β), cette équation devient :

∂Ã
∂z

= iβÃ − 1

2

(
α +

1

neff

∂neff
∂z

)
Ã

+ i
γ′

(2π)2

∫∫
R(ω − ω1)Ã′∗(−ω + ω1 + ω2)Ã′(ω1)Ã′(ω2)dω1dω2

(8.13)

avec
γ′(z, ω) =

n2n0ω

cneff (z, ω)A
1/4
eff (z, ω)

et
A′(z, ω) =

A(z, ω)

A
1/4
eff (z, ω)

La réécriture de Ã sous la forme Ãei
∫
β0(z)dz−iω0t puis le changement de variable

t −→ t−
∫
β1(z)dz permettent d’aboutir à :

∂Ã
∂z

= i (β(z, ω)− β0(z)− β1(z)(ω − ω0)) Ã − 1

2

(
α(z, ω) +

1

neff

∂neff
∂z

)
Ã

+ i
γ′(z, ω)

(2π)2

∫∫
R(ω − ω1)Ã′∗(−ω + ω1 + ω2)Ã′(ω1)Ã′(ω2)dω1dω2

(8.14)
Finalement, dans une fibre effilée l’équation de propagation est identique à celle
d’une fibre uniforme : il suffit d’ajouter la dépendance en z des différents para-
mètres de la fibre. Un terme supplémentaire est toutefois apparu dans cette équa-
tion : − 1

neff

∂neff

∂z
Ã
2
. Ce terme peut être positif ou négatif et il correspond donc à

des pertes ou à un gain. Il permet la conservation exacte du nombre de photons lors
de la propagation en l’absence de pertes par confinement. En effet, en multipliant
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l’équation précédente par Ã′ et en reprenant la méthode de la démonstration de
l’équation 4.75, nous obtenons lorsque α = 0 :∫

1

A
1/4
eff (z, ω)γ′(z, ω)

∂|Ã(z, ω)|2

∂z
dω

= −
∫

1

neff (z, ω)

∂neff (z, ω)

∂z

|Ã(z, ω)|2

A
1/4
eff (z, ω)γ′(z, ω)

dω

(8.15)

Soit en remplaçant γ′ par son expression :∫
neff (z, ω)

ω

∂|Ã(z, ω)|2

∂z
dω = −

∫
∂neff (z, ω)

∂z

|Ã(z, ω)|2

ω
dω (8.16)

Ce qui aboutit bien à la conservation du nombre de photons :

∂N (z)

∂z
=

∂

∂z

(∫
neff (z, ω)|Ã(z, ω)|2

ω
dω

)
= 0 (8.17)

8.2 Conséquence sur l’auto-décalage Raman
Afin de mettre en évidence l’effet de ce terme supplémentaire, la propagation

d’un soliton fondamental dans une fibre air-silice a été étudiée. Pour ce type de
fibre, la DVG peut être approximée à l’aide du modèle simple d’un barreau de
silice dans l’air [40]. L’aire effective sera approximée à l’aide du même modèle et
les pertes par confinement seront considérées nulles. Les différents paramètres de
la fibre ont ainsi pu être calculés à chaque pas et à chaque longueur d’onde de
la fenêtre spectrale en utilisant la solution des équations de Maxwell dans le cas
d’une fibre à saut d’indice [33]. Le modèle choisi ayant pour seul but de permettre
un calcul simple des différents paramètres du mode de cœur à chaque pas, tout
effet vectoriel [149, 150] sera négligé. L’utilisation d’une définition plus adaptée de
l’aire effective n’augmentant pas le coût numérique de la simulation sera toutefois
utilisée. Cette définition tient compte du fait que :

– la différence d’indice entre l’air et la silice n’est pas négligeable ce qui n’est
pas compatible avec l’approximation scalaire

– la valeur de la susceptibilité d’ordre 3 est négligeable dans l’air
Dans ces conditions, l’aire effective est définie par [151, 152] :

Aeff =
(
∫
St

ΠzdS)2∫
SNL

Π2
zdS

(8.18)

où St est la surface totale de la fibre (dans notre cas le plan Oxy) et SNL la section
du barreau de silice.
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Deux simulations ont été effectuées dans une fibre possédant un cœur en silice de
rayon initial 1 µm dans l’air et dont le diamètre diminue de 0,05 µm par mètre
de fibre. L’impulsion initiale est une sécante hyperbolique de durée T0 = 40 fs
et de longueur d’onde centrale 1300 nm. La propagation de cette impulsion a été
simulée sur 5,7 m afin d’éviter la génération d’une onde dispersive à l’approche du
deuxième zéro de dispersion. Le nombre de photons et le décalage fréquentiel du
soliton sont représentés en bleu sur la figure 8.1 pour une simulation ne prenant
pas en compte le terme de pertes supplémentaire et en rouge pour une simulation
en tenant compte. Ce graphique permet de constater que la présence du terme

1
neff

∂neff

∂z
(courbes rouges) évite la perte de 5% des photons lors de la propagation

du soliton. De plus ce terme étant négatif le cas étudié, l’énergie du soliton décroît
moins rapidement lorsqu’il est présent ce qui permet un décalage fréquentiel plus
rapide. En effet, la présence de ce terme donne lieu à un auto-décalage Raman 6%
plus élevé qu’en son absence.
Même si ce terme supplémentaire correspond à un gain ou des pertes relativement
élevés (jusqu’à 60 dB/km les simulations réalisées), son effet reste plutôt faible car
la distance de propagation ne peut pas être très grande lorsque le diamètre varie
de façon monotone. Dans le cas d’un profil oscillant, les distances de propagation
peuvent être élevées, mais le signe de ce terme supplémentaire est alterné et son
effet est donc nul en moyenne. Ce terme permet néanmoins la conservation exacte
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du nombre de photons ce qui est théoriquement plus satisfaisant.
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Conclusion

Avant de procéder aux simulations de propagation non-linéaire d’une impul-
sion dans une fibre optique, la démonstration de l’équation utilisée (GNLSE ou
M-GNLSE) a été étudiée afin de bien connaître toutes les approximations effec-
tuées et de veiller à ne pas l’utiliser pour des cas inadaptés. Cette démonstration
a ensuite été reprise dans le cas d’une fibre effilée ce qui a permis de montrer
l’existence d’un terme supplémentaire. Ce terme provient du fait que la constante
de propagation β varie avec la distance de propagation et n’apparaît pas dans
les publications étudiant numériquement ce type de fibres. Ce terme correspond à
un gain ou à des pertes et permet la conservation exacte du nombre de photons
lorsque les pertes par confinement sont nulles.
Aucun programme permettant ce type de simulations n’étant disponible dans
l’équipe photonique, un code numérique a été développé pour permettre la résolu-
tion de la GNLSE ou de la M-GNLSE dans le domaine fréquentiel ce qui permet
la prise en compte de variations quelconques des paramètres de la fibre. Cela est
particulièrement utile pour la propagation d’une impulsion dans une BIP car la
forte dépendance spectrale de la DVG à proximité des bords de bandes ne permet
pas l’utilisation d’un développement de Taylor. Le programme est basé sur une
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 à pas adaptatif et utilise les GPU disponibles
sur la machine afin de diminuer fortement le temps de calcul des transformées de
Fourier rapides.
Ce programme a ensuite été utilisé afin de vérifier la validité des formules analy-
tiques permettant de prévoir le taux de décalage Raman d’un soliton. Les formules
usuelles ont été étendues au cas de solitons temporellement courts pour lesquels la
condition N2 = 1 n’est plus valide à cause de la non-instantanéité de la réponse
du milieu de propagation au champ électrique.
Dans un dernier temps, les phénomènes mis en jeu dans la génération d’un super-
continuum ont été décrits. Cela permettra d’expliquer les propriétés des supercon-
tinua générés à l’intérieur d’une bande interdite d’une fibre BIP à cœur solide et
étudiés dans la partie suivante.
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Troisième partie

Propagation solitonique et
génération de supercontinua dans

les fibres BIP à cœur solide
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Introduction

Dans les BIP, la DVG, le coefficient non-linéaire et les pertes dépendent forte-
ment de la longueur d’onde en particulier à proximité des bords de bande [51, 153,
154] ce qui peut entraîner des effets particulier lors de la propagation d’une im-
pulsion. L’étude de la propagation non-linéaire dans les BIP a débuté récemment
et peu d’études sur ce sujet avaient été publiées au début de cette thèse. Citons
une étude expérimentale et théorique [155] de la génération d’ondes dispersives
décrite dans la partie 7.3. Il a d’ailleurs était montré numériquement qu’un soliton
se propageant dans une BIP peut donner naissance à une onde dispersive située
dans une autre BIP [156]. D’autres interactions non-linéaires entre des radiations
se propageant dans des BIP différentes ont été étudiées numériquement. C’est le
cas du mélange à quatre ondes dégénéré étudié dans la partie 7.2 [157]. Des études
numériques prévoient la possibilité de réaliser un accord de phase permettant le
doublage ou le triplage de fréquence menant à la génération d’un harmonique se
situant dans une BIP différente de celle dans laquelle se propage le fondamental
[158].
Afin d’approfondir les conséquences des propriétés spécifiques aux fibres BIP à
cœur solide sur les effets non-linéaires, les propriétés d’un supercontinuum généré
dans une BIP seront étudiées. Les propriétés des fibres utilisées dans ce manuscrit
et au design desquelles nous avons participé en collaboration avec les expérimen-
tateurs seront détaillées. Comme cela est rappelé dans le chapitre précédent, un
supercontinuum est constitué d’un nombre important de solitons qui se décalent
vers le rouge sous l’effet Raman. Le deuxième chapitre sera donc consacré à la
propagation d’un seul soliton fondamental. Les résultats des expériences menées
par les expérimentateurs du groupe seront tout d’abord présentés. Ces résultats
ont permis l’observation de l’arrêt du décalage d’un soliton. Ce phénomène sera
d’abord reproduit grâce à des simulations résolvant la M-GNLSE et une étude ana-
lytique permettra ensuite de déterminer la cause de cet arrêt. Le dernier chapitre
de cette partie concernera les conséquences de cette stabilisation en fréquence des
solitons. La première conséquence est la possibilité d’obtenir un supercontinuum
borné par le bord de bande et la seconde est la stabilité temporelle accrue du
supercontinuum aux grandes longueurs d’onde.
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Chapitre 9

Propriétés linéaires des fibres
étudiées

9.1 Utilisation d’une fibre hybride
Afin de générer le plus efficacement possible un supercontinuum, les fibres utili-

sées doivent posséder un coefficient non-linéaire γ le plus élevé possible. Ces fibres
doivent donc posséder un pas le plus faible possible afin de minimiser l’aire effective
et ainsi maximiser le coefficient non-linéaire (équation 4.65). La diminution du pas
engendrant un décalage des BIP vers les faibles longueurs d’onde, un pompage aux
alentours 1 µm nécessitera de travailler dans la première BIP. De plus, la première
BIP est la plus large ce qui permettra d’obtenir un supercontinuum possédant la

Figure 9.1 – Photographie issue d’un microscope électronique à balayage de la
fibre n̊ 1. La silice est en gris foncé, les inclusions de silice dopée au germanium en
gris clair et les trous d’air en noir.
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plus grande étendue spectrale possible.
Les pertes par confinement diminuant lorsque l’ordre de la BIP augmente, la pre-
mière BIP présente des pertes élevées. Afin de réduire les pertes, les expérimen-
tateurs de l’équipe ont conçu des fibres hybrides constituées d’inclusions d’air et
de silice dopée au germanium. Une photographie de ce type de fibre issue d’un
microscope électronique à balayage est représentée sur la figure 9.1. Les inclusions
de silice dopée au germanium (en gris clair sur la photographie) de diamètre dGe
forment un réseau en nid d’abeille dans la silice (en gris foncé). Ces inclusions de
haut indice possèdent un profil parabolique d’indice de réfraction dont le contraste
maximal par rapport à la silice est ∆n = 32×10−3. Au centre de chaque hexagone
de ce réseau, un trou d’air de diamètre dair (en noir) a été inséré. Le pas du réseau
est défini ici comme la distance minimale entre deux inclusions et sera noté Λ. Le
cœur de la fibre correspond à un défaut (trou d’air manquant) dans la structure
périodique ainsi constituée.

9.2 Possibilité du guidage par BIP
Afin de vérifier que ce type de fibres permet le guidage par BIP, la densité

d’états pour la structure périodique (supposée infinie) constituant la gaine a été
calculée pour l’une de ces fibres (fibre n̊ 1 du tableau 9.3). Le résultat du calcul
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Figure 9.2 – Densité d’états de la structure périodique constituant la gaine de la
fibre n̊ 1 du tableau 9.3. Un guidage par BIP est possible dans les zones bleues.
Dans la zone hachurée, un guidage par RTIM est possible.
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est présenté sur la figure 9.2. La courbe rouge représente l’indice de réfraction
de la silice déterminé à partir de la relation de Sellmeier [85]. Les zones bleues
représentent les zones où le guidage par BIP est possible. L’étude sera effectuée
dans la première BIP qui est bien la plus large. Comme pour les autres fibres
hybrides [75, 159, 160], le guidage peut également être assuré par RTIM dans
la zone hachurée de la figure. En effet, si l’apparition de BIP est due au réseau
d’inclusions de haut indice, la présence de trous d’air permet en revanche d’obtenir
un indice quadratique moyen pour la gaine inférieur à l’indice de la silice et donc
la possibilité d’un guidage par RTIM. Dans notre cas, l’ajout de trous d’air n’a
pas été effectué dans ce but mais pour augmenter le confinement des modes guidés
par BIP et ainsi diminuer les pertes lors de la propagation.

9.3 Paramètres des fibres utilisées
Toutes les fibres utilisées sont basées sur la structure décrite mais possèdent

des caractéristiques géométriques légèrement différentes qui sont résumées dans le
tableau de la figure 9.3
La figure 9.4 représente le spectre expérimental en transmission pour 2 m de la
fibre n̊ 1. Les BIP sont représentées par les bandes blanches et s’étendent de 740
à 1535 nm pour la première et de 510 à 650 nm pour la seconde. Les bandes
grises représentent les zones de fortes pertes situées entre les BIP. La courbe rouge
(échelle de droite) représente les pertes par confinement calculées numériquement
par éléments finis pour la première BIP uniquement. Ces pertes sont en deçà de
1 dB/km dans la majorité de cette BIP mais augmentent fortement à proximité
du bord de bande jusqu’à atteindre plus de 1 dB/m. La figure 9.5 représente
l’évolution de la DVG (en noir, échelle de gauche) et du coefficient non-linéaire dé-
terminé par la formule approchée 4.65 (en rouge, échelle de droite) en fonction de
la longueur d’onde. Les courbes en trait plein ont été déterminées numériquement
par éléments finis. En revanche, les points correspondent à des mesures expéri-
mentales de la DVG et sont en accord avec les prévisions numériques. Comme les
pertes par confinement, la DVG et le coefficient non-linéaire varient très fortement

Fibre dGe (µm) dair (µm) Λ (µm) Zéro de DVG (nm) Bord de BIP (nm)
1 2,19 2,33 3,09 905 1535
2 2,20 2,25 3,25 915 1580
3 2,22 2,27 3,28 921 1590

Figure 9.3 – Paramètres des fibres utilisées pour les expériences et les simulations
de la partie 3 de ce document
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Figure 9.4 – Spectre expérimental en transmission (courbe noire, échelle de
gauche) et pertes par confinement calculées numériquement (courbe rouge, échelle
de droite) de la fibre n̊ 1. Les bandes grisées représentent les bandes autorisées.
Les images sont les profils des modes en champ proche.
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Figure 9.5 – DVG (en noir, échelle de gauche) et coefficient non-linéaire (en rouge,
échelle de droite) de la fibre n̊ 1. Les courbes en trait plein ont été calculées par
éléments finis alors que les points correspondent aux mesures expérimentales.

à proximité du bord de bande. En effet, la DVG vaut 106 ps/nm/km à 1200 nm
alors qu’elle a été mesurée expérimentalement à 4760 ps/nm/km à 1535 nm (ce
qui n’est pas représenté sur la figure 9.5 par souci de lisibilité). Cette variation
de DVG correspond à β3 de l’ordre 10−37 s3/m dans la zone située juste avant le
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bord de bande. De même le coefficient non-linéaire vaut 6 W−1.km−1 à 1200 nm
et diminue fortement juste avant le bord de bande pour tomber à 1,3 W−1.km−1

à 1535 nm.
Ces brusques variations spectrales des paramètres sont caractéristiques des fibres
BIP à cœur solide et donneront nécessairement lieu à une modification du com-
portement d’un soliton lorsqu’il s’approchera du bord de bande. La partie suivante
sera donc consacrée à l’étude de la propagation d’un soliton dans ce type de fibres.
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Chapitre 10

Suppression de l’auto-décalage
Raman

Lors de sa propagation dans la fibre BIP, le soliton se décale vers les grandes
longueurs d’onde à cause de l’effet Raman. Le soliton se rapproche donc inexora-
blement du bord de bande au cours de sa propagation et rencontre la zone de fortes
variations des paramètres de la fibre. Des expériences réalisées par les expérimen-
tateurs du groupe ont permis d’observer un arrêt de l’auto-décalage Raman du
soliton lorsque celui-ci est suffisamment proche du bord de bande. Ce phénomène
peut se révéler intéressant lors de la génération d’un supercontinuum comme cela
sera étudié dans la partie suivante.
L’annulation de l’auto-décalage Raman peut également être obtenue par des mé-
thodes actives comme une amplification à largeur de bande limitée [161, 162] ou
la modulation de phase croisée avec une autre impulsion [163], mais ces méthodes
requièrent des dispositifs expérimentaux parfois compliqués à mettre en œuvre. Il
existe aussi d’autres méthodes passives exploitant certaines propriétés des fibres ou
des matériaux employés comme l’utilisation d’un dopage avec des ions terres rares
donnant un gain dépendant de la fréquence [164], de fibres à dispersion décrois-
sante [146] ou, plus récemment, de fibres possédant deux zéros de dispersion [140].
Cette dernière méthode exploite le phénomène de recul spectral lors de l’émission
d’une onde dispersive pour compenser l’autodécalage Raman [139].
Dans un premier temps, les résultats issus de manipulations effectuées par les ex-
périmentateurs de l’équipe seront présentés. Ces résultats seront ensuite reproduits
numériquement par résolution numérique de la M-GNLSE. Enfin, le modèle ana-
lytique permettant de connaître la cause de l’arrêt de l’auto-décalage Raman sera
détaillé.
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10.1 Résultats expérimentaux
Lors des expériences, une impulsion gaussienne de largeur à mi-hauteur 270 fs

et centrée sur 1200 nm a été injectée dans 5 m de la fibre n̊ 1 avec un taux de
répétition de 1 kHz. La longueur d’onde a été choisie de sorte à satisfaire les deux
conditions suivantes :

1. l’impulsion initiale ne doit pas être trop proche du bord de bande (situé à
1535 nm) afin d’observer un décalage Raman bien visible. En effet, à proxi-
mité du bord de bande, le coefficient non-linéaire est faible ce qui diminue
l’efficacité de l’effet Raman.

2. l’impulsion initiale doit être suffisamment éloignée du zéro de dispersion (si-
tué à 905 nm). En effet, le processus de fission est exploité pour produire
un soliton ce qui nécessite une impulsion se situant en zone de dispersion
anormale. Néanmoins, si elle est trop proche du zéro de dispersion, |β2| est
faible et l’ordre N de l’impulsion est grand (formule 6.8) ce qui entraîne la
formation d’un grand nombre de solitons par le processus de fission. De plus,
dans le cas d’une trop grande proximité du zéro de dispersion, il peut y avoir
formation d’ondes dispersives par les solitons générés. Ces deux phénomènes
conduisent à la formation d’un supercontinuum et ne permettent donc pas
d’étudier convenablement la propagation d’un seul soliton.

La puissance crête estimée de cette impulsion est comprise entre 10 kW et 20 kW
ce qui correspond à une valeur de N de l’ordre de 5. L’évolution du spectre a
été suivie par une méthode de troncatures successives avec un enregistrement du
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Figure 10.1 – Evolution expérimentale du spectre lors de la propagation d’une
impulsion gaussienne de largeur à mi-hauteur 270 fs centrée sur 1200 nm dans la
fibre n̊ 1. Le trait en pointillés blancs représente le bord de bande.
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spectre tous les 20 cm pour une distance de propagation comprise entre 0,4 et
5 m. Le résultat de la manipulation est présenté sur la figure 10.1 sur laquelle la
ligne en pointillés blancs représente le bord de bande. La distance de fission étant
inférieure à 10 cm, le mécanisme de fission conduit à l’éjection de deux solitons
nommés S1 et S2. Ces deux solitons subissent l’effet Raman et se décalent vers
le rouge au cours de leur propagation. Le soliton S1 se décale plus rapidement
puisque le premier soliton éjecté est le plus puissant (formule 7.2). Après 2,5 m de
propagation, le soliton S1 s’approche du bord de bande et voit sa longueur d’onde
se stabiliser à 1510 nm. La présence du bord de bande a donc pour effet de stopper
l’auto-décalage Raman du soliton S1.
Des mesures plus quantitatives pour le soliton S1 sont représentées sur la figure
10.2. La courbe bleue (échelle de droite) et la courbe noire (échelle de gauche)
représentent respectivement l’évolution de la longueur d’onde centrale et de la
largeur spectrale à mi-hauteur du soliton S1 en fonction de la distance de propa-
gation. Une fois de plus, le soliton se décale vers les grandes longueurs d’onde au
cours de sa propagation mais le décalage subit un très fort ralentissement juste
avant le bord de bande (représenté en rose sur la figure). De plus, l’augmentation
de la longueur d’onde centrale de S1 s’accompagne d’une compression spectrale et
la largeur spectrale à mi-hauteur se stabilise à environ 15 nm lorsque le soliton est
stabilisé en fréquence.
Dans la suite, ce phénomène sera reproduit numériquement ce qui permettra de
faire varier les paramètres de la fibre indépendamment les uns des autres afin de
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comprendre la cause de l’arrêt du décalage du soliton.

10.2 Simulations numériques
Pour les simulations numériques, il a été choisi de résoudre la M-GNLSE (équa-

tion 4.70) plutôt que la GNLSE car les variations de l’aire effective avec la longueur
d’onde sont grandes en particulier à proximité du bord de bande où le soliton se
stabilise en fréquence. Les variations de la DVG avec la longueur d’onde augmen-
tant brusquement avant le bord de bande, β2 n’a pu être écrit sous la forme d’un
polynôme en fonction de la pulsation relative Ω. Les valeurs de β2 calculées par
éléments finis ont donc été interpolés à l’aide de splines cubiques et le même type
d’interpolation a été appliquée à l’aire effective et aux pertes par confinement.
La figure 10.3 représente l’évolution du spectre en fonction de la distance de pro-
pagation pour une impulsion initiale semblable à celle utilisée expérimentalement
c’est-à-dire une gaussienne de largeur à mi-hauteur 270 fs et de puissance crête
15 kW. Dans cette simulation, tous les paramètres (β2, Aeff et α) ont été pris en
compte avec leur dépendance spectrale. Comme lors des expériences, deux solitons
S1 et S2 sont éjectés grâce au mécanisme de fission lors des premiers centimètres
de propagation. Après avoir parcouru 2 mètres environ, le soliton S1 est stoppé
juste avant le bord de la bande.
Les évolutions de la largeur spectrale à mi-hauteur (en rouge) et de la longueur
d’onde centrale (en noir) du soliton S1 sont représentées sur la figure 10.4. Les ré-
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Figure 10.3 – Evolution du spectre lors de la simulation de la propagation d’une
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alors que les points correspondent aux résultats expérimentaux. Les courbes dans
l’encart représentent l’évolution de la puissance crête du soliton (en bleu, échelle
de gauche) et du nombre de photons (en vert, échelle de droite) en fonction de la
distance de propagation.

sultats de la simulation sont représentés en trait plein alors que les résultats expé-
rimentaux de la partie précédente sont représentés à l’aide de points. La puissance
crête de l’impulsion initiale n’est pas connue avec précision pour les expériences,
néanmoins les résultats de la simulation sont en accord qualitatif avec les mesures
expérimentales : le soliton se stabilise en fréquence aux alentours de 1510 nm et
subit une compression spectrale au cours de sa propagation. La courbe en pointillés
verts dans l’encart de cette figure représente l’évolution du nombre de photons au
cours de la simulation. Toutes les fréquences possédant une amplitude significative
étant éloignées du bord de bande au début de la propagation, les pertes sont très
faibles et la GNLSE modifiée conserve alors le nombre de photons (équation 4.75).
Lorsque le soliton S1 est stabilisé en fréquence, le nombre de photons diminue à
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cause des pertes par confinement, mais la variation est inférieure à 1,5% après 5 m
de propagation. Le décalage du soliton S1 est donc stoppé sans atténuation signi-
ficative. Cette quasi-absence de pertes est a priori inattendue puisque le soliton
est très proche du bord de bande donc très proche de la zone de fortes pertes.
L’auto-décalage du soliton est donc supprimé sans pertes (ce qui n’est pas le cas
des fibres possédant deux zéros de dispersion puisque le soliton émet des ondes
dispersives [140]) et à une longueur d’onde facilement ajustable par modification
des paramètres optogéometriques de la fibre. Nous nous attacherons donc mainte-
nant à comprendre la cause de ce phénomène.
La suppression de l’auto-décalage Raman a trois origines possibles. En effet, d’après
les équations 6.23 et 6.24, le décalage d’un soliton diminue lorsque :

1. les pertes augmentent : la puissance transportée par le soliton diminue ce qui
diminue l’efficacité des effets non-linéaires dont fait partie l’effet Raman

2. |β2| augmente : le soliton subit la dispersion, sa largeur temporelle augmente
et sa puissance diminue

3. γ diminue : le terme rendant compte de l’effet Raman étant proportionnel à
γ, son effet devient plus faible

Ces trois conditions étant vérifiées dans les fibres étudiées, plusieurs simulations
seront réalisées afin de connaître la cause principale du fort ralentissement du
décalage Raman.

10.2.1 Influence des pertes par confinement

Les premières simulations permettront de vérifier que les pertes par confinement
ne sont pas à l’origine du fort ralentissement du décalage puisque ce phénomène a
lieu sans atténuation significative.
Deux simulations de propagation d’un soliton semblable au soliton S1 ont été réa-
lisées. Ce soliton possède initialement une largeur à mi-hauteur TFWHM = 21 fs
(soit T0 = 11, 9 fs), une puissance crête P0 = 100 kW (enfin de vérifier N2 = 1)
et une longueur d’onde centrale de 1200 nm. L’évolution de la longueur d’onde
centrale du soliton en fonction de la distance de propagation est représentée sur
la figure 10.5 pour les deux simulations effectuées. La courbe rouge correspond à
la première simulation pour laquelle tous les paramètres ont été pris en compte
avec leur dépendance spectrale. La courbe bleue correspond à la seconde simula-
tion qui a été a été effectuée avec des pertes nulles, les autres paramètres étant
inchangés par rapport à la première simulation. L’agrandissement présent dans
l’encart de cette figure permet de constater que la présence des pertes ne diminue
le décalage du soliton que de 1 nm environ pour 10 m de propagation. Dans le cas
étudié, la présence de pertes a donc un effet négligeable sur l’auto-décalage Raman
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Figure 10.5 – Evolution de la longueur d’onde centrale d’un soliton semblable
au soliton S1 dans le cas où tous les paramètres sont pris en compte avec leur
dépendance spectrale (en rouge) et dans le cas où les pertes sont supposées nulles
(en bleu). L’encart présente un agrandissement des deux derniers mètres de pro-
pagation.

et les pertes pourront être considérées comme nulles dans les études analytiques
ultérieures.

10.2.2 Influence de β2 et de γ

Afin de déterminer si la diminution de la vitesse de décalage du soliton est pré-
férentiellement due à l’augmentation de |β2| ou à la diminution de γ, deux autres
simulations ont été réalisées
La figure 10.6 représente l’évolution de la longueur d’onde centrale (en trait plein)
et de la largeur spectrale à mi-hauteur (en pointillés) du soliton S1 en fonction
de la distance de propagation. Les courbes rouges correspondent toujours à la si-
mulation prenant tous les paramètres en compte avec leur dépendance spectrale.
Les courbes bleues correspondent à une simulation pour laquelle β2 a été choisi
constant afin de visualiser l’effet de la diminution de γ. Les courbes vertes corres-
pondent au cas où γ est constant ce qui permet de visualiser l’effet de la variation
de β2. Pour ces deux dernières simulations, une compression spectrale du soliton
et un fort ralentissement de l’auto-décalage Raman juste avant le bord de bande
peuvent être observés. Bien sûr, dans le cas où tous les paramètres varient avec la
longueur d’onde (en rouge), le ralentissement est plus important puisque les varia-
tions de γ et de β2 contribuent conjointement à diminuer la vitesse de décalage. Le
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Figure 10.6 – Evolution de la longueur d’onde centrale (en trait plein) et de
largeur spectrale à mi-hauteur (en pointillés) d’un soliton semblable au soliton
S1 dans le cas où tous les paramètres sont pris en compte avec leur dépendance
spectrale (en rouge), dans le cas où β2 est supposé constant (en bleu) et dans le
cas où γ est supposé constant (en vert). La ligne en pointillés noirs représente le
bord de bande.

ralentissement du décalage est néanmoins plus important en début de propagation
lorsque β2 est constant (courbe bleue) que lorsque γ est constant (courbe verte).
Cela signifie qu’au début de la propagation, la variation de γ est prépondérante
sur la variation de β2. En revanche, la situation s’inverse à la fin de la propagation
et la variation de β2 est prépondérante sur la variation de γ à l’approche du bord
de bande.
Afin d’étayer ce résultat et de quantifier les effets des variations spectrales de β2

et de γ sur l’auto-décalage Raman, une étude analytique de ce phénomène sera
menée dans la section suivante.

10.3 Etude analytique

10.3.1 Vérification de la validité des modèles analytiques

Enfin de prévoir le décalage Raman du soliton S1, les formules analytiques de
la partie 2.3 seront utilisées. La M-GNLSE (équation 4.70) ayant été utilisée pour
les simulations à cause de la forte dépendance spectrale de l’aire effective, il est
nécessaire de remplacer le coefficient non-linéaire γ par γ (défini par l’équation

4.69) et la puissance crête P par P = P
(
Aeff (ω0)

Aeff (ω)

)1/2

dans toutes les formules

162



analytiques comme cela a été signalé dans la partie 6.4. L’ordre du soliton est
toujours défini par la formule 6.8 :

N2 =
γPT 2

|β2|
=
γPT 2

|β2|
(10.1)

La formule 6.23 concernant la largeur de l’impulsion devient :

T (z) =

(
γ(0)

γ(z)

)2
β2(z)

β2(0)
e
∫ z
0 α(z)dzT (0) (10.2)

La durée de S1 étant faible, la condition N2 = 1 n’est plus valide (voir partie 6.5)
ce qui nécessite l’utilisation de la formule 6.30 pour calculer la vitesse de décalage
du soliton lors de l’utilisation d’une fonction Raman réaliste ou de la formule 6.31
dans le cadre de l’approximation linéaire du gain Raman.
L’impulsion initiale va d’abord subir une fission puisqu’elle vérifie la condition
N2 = 1. Pour déterminer la durée du soliton éjecté, il suffit d’utiliser la formule
7.2 pour k = 1 et en remplaçant N par

(√
1− fR +K2(Tk)fR

)
N comme cela est

signalé dans la partie 6.5 :

T (0) =
TFWHM

2Argcosh
(√

2
) (

2
√

1− fR +K2(T )fR − 1
) = 14, 6 fs (10.3)

Il suffit ensuite d’utiliser alternativement les formules 10.2 et 6.30 pour obtenir pas
à pas l’évolution de la longueur d’onde centrale du soliton en fonction de la distance
de propagation. Le résultat de cette méthode est représentée en trait plein rouge sur
la figure 10.7. Au début de la propagation, cette méthode reproduit correctement
le comportement obtenu par résolution numérique de la M-GNLSE dont le résultat
est représenté par la courbe noire. Après 2 m de propagation, le soliton s’approche
du bord de bande et ces deux courbes ne se superposent plus. Cela est dû au fait
que les valeurs des différents paramètres (β2, γ et α) dans le modèle analytique
sont les valeurs à la longueur d’onde centrale du soliton. En effet, ces paramètres
possèdent une forte dépendance spectrale à proximité du bord de bande et ne
peuvent plus être considérés constants sur la largeur spectrale du soliton. Afin
de se rapprocher du comportement donné par la résolution numérique de la M-
GNLSE, les paramètres peuvent être moyennés avec une densité de probabilité
proportionnelle à la puissance spectrale de l’impulsion, c’est-à-dire en remplaçant
une grandeur x (x désignant β2, γ ou α) par sa valeur moyenne 〈x〉 définie par :

〈x〉(z) =

∫
x(ω)|Ã(z, ω)|2dω∫
|Ã(z, ω)|2dω

(10.4)
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Figure 10.7 – Evolution de la longueur d’onde centrale du soliton S1 en fonc-
tion de la distance de propagation. La courbe noire est le résultat de la résolution
numérique de la M-GNLSE. Les courbes en rouge sont le résultat des formules
analytiques en tenant compte du fait que le soliton S1 est de courte durée (équa-
tions 10.2 et 6.30). La courbe en trait plein a été obtenue en utilisant les valeurs
de β2, γ et α à la longueur d’onde centrale du soliton alors que celle en poin-
tillés a été obtenue en utilisant les valeurs moyennes de ces paramètres (équation
10.4). La courbe bleue correspond à l’utilisation directe des formules analytiques
en l’absence de pertes sans prendre en compte le fait que le soliton est de courte
durée (équations 10.5 et 6.24). La courbe verte correspond au cas précédent avec
l’approximation linéaire du gain Raman (équations 10.5 et 6.25).

Le comportement obtenu en effectuant cette substitution est représenté par la
courbe en pointillés rouges de la figure 10.7. Cette courbe se superpose quasiment
à la courbe obtenue grâce à la M-GNLSE (en noir) et valide ainsi le modèle ana-
lytique utilisé.
Même si les résultats analytiques précédents sont très satisfaisants, ils ne per-
mettent pas de déterminer la cause principale du fort ralentissement du décalage
du soliton. Pour cela, les formules analytiques peuvent encore être simplifiées :

1. les valeurs des différents paramètres seront déterminées à la longueur d’onde
centrale du soliton afin d’éviter le calcul des valeurs moyennes.

2. les pertes seront négligées puisque la partie précédente a mis en évidence que
leur influence est minime. Cette approximation permet permet d’éliminer
l’intégrale dans l’équation 10.2 qui devient alors :

T (z) =

(
γ(0)

γ(z)

)2
β2(z)

β2(0)
T (0) (10.5)
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3. la correction effectuée pour un soliton de courte durée sera négligée ce qui
revient à prendre K2(T ) constant et égal à 1. Dans ce cas le phénomène de
fission n’a pas lieu et T (0) = 11, 9 fs. L’équation permettant de déterminer la
vitesse de décalage est la formule 6.24 dans le d’une réponse Raman réaliste
ou la formule 6.25 dans le cadre de l’approximation linéaire du gain Raman.

Le résultat obtenu avec ces trois simplifications est représenté sur la figure 10.7
par la courbe bleue dans le cas d’une réponse Raman réaliste identique à celle
utilisée pour la résolution de la M-GNLSE et par la courbe verte dans le cas de
l’approximation linéaire du gain Raman. Dans les deux cas, le comportement est
semblable à celui observé lors de la résolution de la M-GNLSE : la vitesse de
décalage du soliton diminue et s’annule quasiment juste avant le bord de bande.
De plus, ces deux modèles prévoient un décalage fréquentiel proche de celui obtenu
numériquement. En effet, le décalage obtenu avec ces modèles est supérieur à celui
obtenu grâce à la M-GNLSE, mais la différence est inférieure à 3% après 1 m de
propagation.
Ces approximations permettant d’obtenir des résultats satisfaisants, ce modèle
approximatif peut être utilisé pour déterminer si la suppression de l’auto-décalage
Raman est due aux variations spectrales de β2 ou de γ.

10.3.2 Détermination du paramètre prépondérant dans la
diminution de la vitesse du décalage Raman

La relation 6.24 permettant de déterminer la vitesse de décalage avec les ap-
proximations effectuées et en régime anormal (|β2| = −β2) est rappelée ci-dessous :

dΩp

dz
=
πfRβ2(z)T (z)

4
I(z) (10.6)

avec
I(z) =

∫
=
(
R̃(Ω)

) Ω3

sinh2(T (z)πΩ
2

)
dΩ (10.7)

L’utilisation de l’équation 10.5 permet de déterminer la variation du taux de dé-
calage Raman :

d2Ωp

dz2
=
πfR

4

[
2T (z)I(z)

dβ2

dz
− 2

β2(z)

γ(z)
T (z)I(z)

dγ

dz
+ β2(z)T (z)

dI

dz

]
(10.8)

En effectuant une intégration par partie dans l’intégrale dI
dz
, cette équation devient :

d2Ωp

dz2
=
fRT (z)πI(z)

4

[
2β2(z)

γ(z)
(4−K(z))

dγ

dz
− (3−K(z))

dβ2

dz

]
(10.9)
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où

K(z) =
1

I(z)

∫ =(h̃R(Ω′)
)
−

d=
(
h̃R

)
dΩ


Ω′

Ω′

 Ω′3

sinh2(T (z)πΩ′

2
)
dΩ′ (10.10)

Ce taux dépend bien des variations spectrales de β2 et de γ et peut se mettre sous
la forme :

d2Ωp

dz2
= A

dγ

dz
+B

dβ2

dz
(10.11)

Afin de déterminer le rapport des effets des variations β2 avec les effets des va-
riations de γ sur la vitesse de décalage, le rapport R défini ci-dessous peut être
introduit :

R =
A

B

dγ/dz

dβ2/dz
(10.12)

Les variations de β2 et de γ avec z étant dues à leur évolution spectrale lorsque le
soliton se décale, ce rapport s’écrit :

R = −
(

1−K(z)/4

1−K(z)/3

)
8β2

3γ

dγ/dω

dβ2/dω
(10.13)

Dans le cas de l’approximation linéaire du gain Raman (durée supérieure à 70 fs),
le facteur K est nul et l’expression de R se simplifie et ne dépend plus de la largeur
temporelle du soliton :

Rlin = −8β2

3γ

dγ/dω

dβ2/dω
(10.14)

Ainsi, lorsque R est supérieur à 1, l’évolution du décalage Raman est majoritai-
rement due à la dépendance spectrale du coefficient non-linéaire. En revanche,
lorsque R est inférieur à 1, elle est majoritairement due aux variations spectrales
de β2, c’est-à-dire à β3.

Les variations du coefficient R lors de la propagation du soliton S1 prévues par ce
modèle analytique sont représentées sur la figure 10.8a dans le cas de la réponse
Raman réaliste utilisée pour la résolution de la GNLSE (en bleu) et dans le cas
de l’approximation linéaire du gain Raman (en vert). Ces deux courbes se super-
posent quasiment à partir de 1400 nm. En effet, même si la largeur temporelle
du soliton reste faible et de l’ordre de 35 fs à cette longueur d’onde, le coefficient
K (représenté sur la figure 10.8b) reste en valeur absolue inférieur à 0,25 ce qui
donne lieu à une différence inférieure à 2% entre le modèle utilisant une réponse
Raman réaliste (équation 10.13) et le modèle utilisant l’approximation linéaire du
gain Raman (équation 10.14).
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Figure 10.8 – (a) évolution du facteur R défini par l’équation 10.13 lors de la
propagation du soliton S1 prévue par le modèle analytique dans le cas d’un réponse
Raman réaliste (en bleu) et dans le cas de l’approximation linéaire du gain Raman
(en vert). (b) évolution du facteur K défini par l’équation 10.10 en fonction de la
durée du soliton.

Au début de la propagation, lorsque le soliton est proche de la pompe, le coeffi-
cient R est d’environ 1,2. Les dépendances spectrales de β2 et de γ ont donc des
effets quasiment équivalents sur l’évolution du décalage du soliton. En revanche, à
l’approche du bord de bande, le coefficient R diminue fortement jusqu’à atteindre
une valeur de l’ordre de 0,2. Le ralentissement du décalage du soliton juste avant
le bord de bande est donc principalement dû à la dépendance spectrale de β2,
c’est-à-dire à la dispersion du troisième ordre β3.

10.4 Conclusion
Les expériences ont permis d’observer l’arrêt du décalage Raman d’un soliton

à proximité du bord de bande. Cet arrêt peut être reproduit en simulation grâce à
la résolution numérique de la M-GNLSE. Les simulation permettent de faire varier
librement chacun des paramètres de la fibre et ont montré que les pertes n’étaient
pas à l’origine de la suppression de l’auto-décalage Raman. Afin de déterminer si
la forte diminution de la vitesse du soliton était principalement due aux variations
spectrales de la DVG ou du coefficient non-linéaire, le modèle analytique décrit
dans le chapitre 6 a été exploité. Ce modèle permet également de reproduire les
observations expérimentales mais il a surtout permis de montrer que le paramètre
prépondérant dans l’arrêt du décalage Raman est la forte variation spectrale de la
DVG c’est-à-dire la dispersion du troisième ordre β3.
Il faut noter que, d’après l’équation 10.6, la vitesse de décalage du soliton n’est
jamais rigoureusement nulle. Le décalage du soliton n’est donc pas stoppé mais très
fortement décéléré. Cependant, le comportement obtenu en simulation et surtout
expérimentalement permet de considérer que le soliton est stabilisé en fréquence
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pour des longueurs de fibre suffisamment grandes pour que le soliton atteigne le
bord de bande.
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Chapitre 11

Impact sur la génération de
supercontinua

Comme cela a été rappelé au chapitre 8, un supercontinuum est constitué d’un
grand nombre de solitons générés par instabilité de modulation en régime d’im-
pulsion longue ou par fission en régime d’impulsion courte. La longueur d’onde la
plus élevée de son spectre est donc celle du soliton subissant le plus grand décalage
Raman. La forte dépendance spectrale des propriétés des fibres BIP permet l’arrêt
de l’auto-décalage Raman juste avant le bord de bande. Ce phénomène suggère
la possibilité de réaliser des sources supercontinuum dont la largeur spectrale est
volontairement limitée afin de conserver la puissance disponible dans la gamme
spectrale souhaitée.

11.1 Limitation de l’étendue spectrale
Les expériences de génération supercontinuum ont été réalisées dans la fibre

n̊ 2 de la figure 9.3 dont le bord de bande est situé à 1580 nm. L’impulsion injectée
dans la fibre est une gaussienne de largeur à mi-hauteur 0,6 ns et centrée sur
1064 nm.

11.1.1 Résultats expérimentaux

La première manipulation a consisté en une expérience de troncatures succes-
sives avec une impulsion de puissance crête 2,3 kW (cette valeur tient compte du
taux de couplage estimé à 50%). L’évolution du spectre en fonction de la longueur
de fibre avec une mesure tous les 0,5 m est représentée sur la figure 11.1. Cette
figure met en évidence une stabilisation de l’étendue spectrale du supercontinuum
généré pour une longueur de fibre supérieure à 4 m.
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Figure 11.1 – Evolution expérimentale du spectre en fonction de la distance de
propagation dans la fibre n̊ 2, la puissance de pompe étant égale à 2,3 kW. Le trait
en pointillés blancs représente le bord de bande.

Une deuxième expérience a ensuite été réalisée en faisant varier la puissance crête
de l’impulsion de pompe. Le spectre après 10 m de propagation a été enregistré
pour des puissances injectées variant de 0,2 à 2,6 kW par pas de 0,2 kW. Le résul-
tat est présenté sur la figure 11.2 qui permet d’observer l’élargissement du spectre
entre 0,2 et 1,8 kW suivi d’une stabilisation de l’étendue spectrale pour les puis-
sances supérieures.
la figure 11.3a représente la longueur d’onde maximale du supercontinuum après
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Figure 11.2 – Evolution expérimentale du spectre en fonction la puissance crête
injectée après la propagation dans 10 m de la fibre n̊ 2. Le trait en pointillés blancs
représente le bord de bande.
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Figure 11.3 – (a) longueur d’onde maximale du supercontinuum en fonction de la
puissance crête injectée après 10 m de propagation de la fibre n̊ 2. La partie grisée
correspond à la zone se situant en dehors de la BIP. (b) : puissance moyennée
sur tout le spectre (carrés rouges) et avec un filtrage permettant de supprimer
la pompe résiduelle (carrés bleus). Les droites en pointillés correspondent aux
régressions linaires des mesures. La partie verte correspond à la zone pour laquelle
le supercontinuum ne s’élargit plus (puissance supérieure à 1,8 kW).

10 m de propagation en fonction de la puissance crête de la pompe. Comme sur la
figure précédente, le supercontinuum subit une augmentation de sa longueur maxi-
male puis une stabilisation pour les puissances supérieures à 1,8 kW. La figure 11.3b
représente la puissance moyenne en sortie de la fibre en fonction de la puissance
injectée. Les mesures représentées en rouge correspondent à une moyenne sur le
spectre total du supercontinuum alors que la pompe résiduelle a été supprimée
par filtrage pour les mesures représentées en bleu. Les points correspondent aux
mesures expérimentales pour lesquelles une régression linéaire (en trait plein) a été
effectuée. Dans les deux cas (avec ou sans filtrage), il existe une relation linéaire
entre la puissance de la pompe et la puissance moyenne du supercontinuum généré
même lorsque que l’étendue spectrale du supercontinuum est stabilisée (zone verte
de la figure).

11.1.2 Discussion

Sur la figure 11.1, les deux lobes caractéristiques de l’instabilité de modulation
peuvent être distingués après 1 m de propagation. Dans le domaine temporel, cela
se traduit par la génération d’un train d’impulsions donnant naissance aux soli-
tons. Ces solitons sont ensuite décalés par effet Raman avec une efficacité différente
en fonction de leur puissance. La vitesse de décalage Raman étant fortement atté-
nuée à l’approche du bord de bande, les solitons viennent s’accumuler à 1550 nm
juste avant ce bord de bande. A puissance de pompe constante, l’arrêt du décalage
Raman permet donc la limitation de l’étendue spectrale du supercontinuum aux
grandes longueurs d’onde lorsque la longueur de fibre est suffisamment élevée.
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La stabilisation de l’étendue spectrale du supercontinuum est également mis en
évidence sur les figures 11.2 et 11.3a. En effet, lorsque la puissance crête de l’im-
pulsion de pompe augmente, la puissance des solitons éjectés croît. Les solitons les
plus puissants se décalent plus rapidement ce qui augmente l’étendue spectrale et
donc de la longueur maximale du supercontinuum entre 0,2 et 1,8 kW. Lorsque la
puissance de la pompe est supérieure à 1,8 kW, les solitons les plus puissants sont
stoppés juste avant le bord de bande quelle que soit leur puissance et ne peuvent
donc plus élargir le spectre du supercontinnum. A longueur de fibre constante,
l’étendue spectrale du supercontinuum et sa longueur d’onde maximale sont donc
stabilisées lorsque la puissance de l’impulsion de pompe est suffisamment élevée.
La figure 11.3b met en évidence la variation linéaire entre la puissance de pompe
et la puissance moyenne du supercontinuum. En effet, les solitons éjectés par une
impulsion de pompe de puissance faible (inférieure à 1,8 kW) restent à proximité de
la longueur d’onde de pompe puisque leur décalage est faible du fait de leur faible
puissance. Puisque ces solitons restent éloignés du bord de bande, ils ne subissent
quasiment aucune perte c’est pourquoi la puissance du supercontinuum est pro-
portionnelle à la puissance de pompe. Pour des puissances de pompe supérieures,
les solitons atteignent le bord de bande. Néanmoins, l’étude de la partie précé-
dente a permis de montrer que l’arrêt des solitons avait lieu juste avant la zone de
fortes pertes. Cela permet de conserver une relation linéaire entre la puissance de
pompe et la puissance moyenne du supercontinnum même lorsque celui-ci a atteint
son étendue maximale. La limitation de l’étendue spectrale du supercontinuum a
donc lieu sans pertes supplémentaires et n’est donc pas équivalente à un filtrage
linéaire qui causerait une importante perte d’énergie. Cette limitation permet de
concentrer l’énergie dans une zone spectrale qu’il est possible d’adapter en faisant
varier les paramètres optogéométriques de la fibre.
Ainsi, l’ajustement des propriétés linéaires des fibres BIP à cœur solide permet la
mise au point de sources supercontinuum infra-rouges, dont la largeur spectrale et
la densité spectrale de puissance peuvent être adaptées suivant les besoins, pour
des applications en microscopie CARS 1 [165, 166], ou en tomographie à cohé-
rence optique [167]. Dans de telles expériences, les fluctuations d’énergie entre les
impulsions du supercontinuum peuvent cependant poser d’importants problèmes,
surtout lorsque les temps d’intégration des détecteurs sont de l’ordre de grandeur
(ou inférieurs) au taux de répétition du laser de pompe. L’objet de la section sui-
vante est donc d’étudier l’impact des propriétés linéaires des fibres BIP à cœur
solide sur la stabilité du train d’impulsions du supercontinuum.

1. Coherent Anti-Stokes Raman Scattering
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11.2 Stabilité temporelle
Afin d’étudier la stabilité tir-à-tir, les expériences ont été menées en générant

un supercontinuum dans la fibre n̊ 3 (figure 9.3). L’impulsion de pompe utilisée est
une gaussienne de largeur à mi-hauteur 600 ps, de puissance crête 3 kW et centrée
sur 1064 nm.

11.2.1 Résultats expérimentaux

L’évolution du spectre en fonction de la longueur d’onde est représentée sur la
figure 11.4a et les spectres aux distances de 2,5 m, 3 m et 7 m sont représentés
sur la figure 11.4b. Sur ces deux figures, un pic de puissance à 1550 nm peut être
observé pour des longueurs de fibre supérieures à 3 m. Ce pic traduit la présence
d’une accumulation de solitons dont le décalage est stoppé avant le bord de bande
situé à 1590 nm.
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Figure 11.4 – (a) évolution expérimentale du spectre en fonction de la longueur
de fibre n̊ 3. La droite en pointillés blancs correspond au bord de bande. (b) spectre
en sortie de la fibre pour trois longueurs de fibre. (c) Exemples d’amplitude du
signal mesurés par la photodiode à 1550 nm. (d) Taux de variation σ en fonction
de la longueur de fibre à 1550 nm. (e) Distribution statistique des mesures effectués
à 1550 nm sur 10000 impulsions.
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L’étude des fluctuations temporelles a ensuite été réalisée en utilisant un filtre
centré sur 1550 nm et de largeur 10 nm. Les fluctuations ont été mesurées suivant
la méthode de la référence [168] et le taux de variation entre les impulsions a été
évalué en utilisant la formule :

σ = 100
Vmax − Vmin
Vmax + Vmin

(11.1)

où Vmin et Vmax sont respectivement le minimum et le maximum de l’amplitude du
signal mesuré par la photodiode pour au moins 10 impulsions sur 10000. La figure
11.4c représente quelques mesures de cette amplitude à 1550 nm pour des distances
de propagation égales à 2,5 m, 3 m et 7 m. Cette amplitude a été normalisée par
rapport à l’amplitude moyenne sur les 10000 impulsions. Après 2,5 m de propaga-
tion, les fluctuations d’amplitude semblent plus grandes qu’après 7 m. Cela peut
être vérifié quantitativement sur la figure 11.4d représentant le taux de variation
σ en fonction de la longueur d’onde pour différentes distances. A 1550 nm, ce taux
de variation est égal à environ 80% et il diminue ensuite pour atteindre 40% à 3 m
et moins de 10% après 7 m de propagation. La figure 11.4e représente la distri-
bution statistique des amplitudes mesurées pour les trois distances choisies. Cette
distribution change de forme au cours de la propagation : elle possède une forte
asymétrie et une "forme de L" à 2,5 m alors qu’elle ressemble à une gaussienne
après 7 m de propagation.

11.2.2 Résultats numériques

Afin de comprendre plus en détail ces résultats, ils ont été reproduits en ré-
solvant numériquement la M-GNLSE. Une seule modification par rapport aux
conditions expérimentales a été effectuée : la durée de l’impulsion de pompe a été
réduite à 50 ps afin de diminuer la taille de la fenêtre temporelle et donc la durée
des calculs tout en restant dans un régime d’impulsion longue. 200 simulations ont
été réalisées avec des bruits différents en ajoutant un photon de phase aléatoire
par mode [121]. Afin d’effectuer une comparaison avec les résultats expérimentaux,
la moyenne des spectres issus des 200 simulations a été effectuée. L’évolution du
spectre moyen en fonction de la distance de propagation est représentée sur la
figure 11.5a et les spectres moyens à 2,5 m, 3 m et 7 m sont représentés sur la fi-
gure 11.5b. Comme pour les résultats expérimentaux, il existe un pic de puissance
dû à l’accumulation de solitons après 3 m de propagation. Ce pic est centré sur
1562 nm en simulation alors qu’il était expérimentalement positionné à 1550 nm.
Le spectre a donc été filtré à cette longueur d’onde à l’aide d’une gaussienne de
largeur 10 nm. La puissance moyenne du spectre ainsi filtré a ensuite été calcu-
lée pour chaque simulation. La figure 11.5c représente cette puissance moyenne
pour quelques simulations et la figure 11.5d représente le taux de variation σ en
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Figure 11.5 – (a) Evolution moyenne sur 200 simulations du spectre en fonction
de la distance de propagation dans la fibre n̊ 3. La droite en pointillés blancs
correspond au bord de bande. (b) Spectre moyen en sortie de la fibre pour trois
longueurs de fibre. (c) Exemples de puissances normalisées à 1562 nm déterminées
lors des simulations. (d) Taux de variation σ en fonction de la longueur d’onde.
L’encart représente l’évolution de ce taux en fonction de la longueur de fibre à
1562 nm. (e) Distribution statistique des mesures effectuées sur les 200 simulations
à 1562 nm.

fonction de la longueur d’onde. Le nombre de simulations étant très inférieur au
nombre de relevés expérimentaux, les grandeurs Vmin et Vmax utilisées pour calculer
σ (équation 11.1) pour les simulations sont la puissance moyenne respectivement
minimale et maximale relevée pour une seule simulation. Ces résultats numériques
permettent de reproduire correctement le comportement expérimental. En effet, le
taux de variation représenté sur la figure 11.5c diminue très fortement aux grandes
longueurs d’onde après 3 m de propagation. Il est en effet proche de 100% pour
2,5 m de propagation et évolue jusqu’à atteindre moins de 20% pour z = 7 m.
L’évolution du taux de variation à 1562 nm en fonction de la distance de propa-
gation est représentée dans l’encart de cette figure et permet de visualiser cette
forte diminution. La figure 11.5e permet de remarquer que les distributions statis-
tiques prévues numériquement possèdent des formes très proches de celles obtenues
expérimentalement : une "forme de L" pour 2,5 m de propagation et une forme
beaucoup plus symétrique ressemblant à une gaussienne pour 7 m de propagation.
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11.2.3 Discussion
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Figure 11.6 – Spectrogrammes d’une des 200 simulations effectuées pour une
distance de propagation de (a) 1 m, (b) 2,5 m, (c) 5 m et (d) 7,5 m. La bande
grise représente la partie du spectre se situant en dehors de la BIP.

La stabilité temporelle d’un supercontinuum dépend principalement de deux
types d’événement possibles :

1. le bruit amplifié par l’instabilité de modulation peut parfois générer des
solitons de forte puissance qui se décalent donc plus rapidement que les autres
par effet Raman [169, 170]. Ce type de solitons relativement rares diminuera
la stabilité temporelle du supercontinuum aux grandes longueurs d’onde car
leur longueur d’onde centrale est plus élevée que les autres à longueur de
fibre constante.

2. des solitons se propageant à des vitesses de groupe différentes peuvent subir
une collision ce qui donne naissance à un pic de puissance [171, 172, 173, 174]

Ces deux types d’événements permettent d’expliquer la "forme de L" généralement
observée pour la distribution statistique [173, 175]. D’ailleurs, lorsque les solitons
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n’ont pas atteint le bord de bande, cette forme spécifique est observée comme sur
les figures 11.4e et 11.5e pour 2,5 m de propagation.
Pour permettre une meilleure compréhension du changement de statistique aux
plus grandes longueurs de fibres, il est possible d’utiliser des représentations spectro-
temporelles calculées numériquement puisque les simulations reproduisent cor-
rectement les observations expérimentales. La figure 11.6 représente les spectro-
grammes de l’une des 200 simulations effectuées pour quatre longueurs de fibre
différentes. Le spectrogramme 11.6a calculé pour une distance de 1 m permet
d’observer la création des solitons par l’instabilité de modulation. Le décalage de
ces solitons après 2,5 m de propagation peut être visualisé sur la figure 11.6b. A
partir de 5 m de propagation (figure 11.6c), les solitons les plus puissants ont déjà
stoppé leur décalage à cause de la proximité du bord de bande. Sur la figure 11.6d,
les solitons continuent de s’accumuler à une longueur d’onde de 1560 nm environ.
La stabilité du supercontinuum aux grandes longueurs d’onde est donc due à la
présence du bord de bande qui permet un arrêt du décalage Raman pour tous les
solitons y compris les plus puissants. Même s’il peut se produire un événement
rare donnant naissance à un soliton de forte puissance, ce soliton ne pourra pas se
décaler à une longueur d’onde supérieure à 1560 nm. De plus, juste avant le bord
de bande, les solitons possèdent tous la même longueur d’onde centrale et donc la
même vitesse de groupe. Les solitons ne peuvent donc pas subir de collisions ce qui
augmente encore la stabilité du supercontinuum aux grandes longueurs d’onde.
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Conclusion

Afin de générer efficacement un supercontinuum dans une BIP, l’équipe pho-
tonique a mis au point une fibre hybride constituée d’un réseau d’inclusions de
silice dopée à l’oxyde de germanium et de trous d’air. Les outils numériques dé-
veloppés dans le cadre de cette thèse ont permis l’élaboration du design de cette
fibre notamment pour les calculs de diagrammes de bandes ou de densités d’états
afin de déterminer les paramètres optogéométriques permettant d’obtenir une BIP
dans la gamme de longueurs d’onde souhaitée. La présence des trous d’air permet
d’augmenter le confinement des modes guidés dans les BIP et de diminuer ainsi
les pertes. Le supercontinuum est généré dans la première BIP car le mode guidé
dans celle-ci possède l’aire effective la plus faible donc le coefficient non-linéaire le
plus élevé. Comme pour les autres fibres BIP, la DVG, le coefficient non-linéaire
et les pertes possèdent une très forte dépendance spectrale juste avant le bord de
bande.

Après avoir réalisé cette fibre, les expérimentateurs de l’équipe ont mis en évi-
dence l’arrêt de l’auto-décalage Raman d’un soliton lorsque celui-ci se rapproche
du bord de bande. Ce phénomène a pu être reproduit numériquement en résolvant
le M-GNLSE. Les simulations numériques permettent de faire varier librement les
paramètres et montrent que les pertes ne sont pas à l’origine de la suppression du
décalage Raman. De plus, le soliton se stabilise en fréquence juste avant le bord
de bande et continue à se propager sans pertes significatives.
Un modèle analytique a ensuite été exploité pour déterminer la cause du fort ra-
lentissement du décalage du soliton. Malgré les approximations effectuées pour son
établissement, ce modèle analytique permet de reproduire correctement le compor-
tement du soliton prévu par la résolution numérique de la M-GNLSE. Il a égale-
ment permis d’introduire un coefficient R permettant de déterminer si l’évolution
de la vitesse de décalage Raman est principalement due aux variations spectrales
de la DVG ou du coefficient non-linéaire. Dans notre cas, le fort ralentissement
du soliton à l’approche du bord de bande est la conséquence de la dépendance
spectrale de la DVG, c’est-à-dire du terme de dispersion du troisième ordre β3.
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L’arrêt de l’auto-décalage du soliton juste avant le bord de bande a des consé-
quences sur le supercontinuum généré. La première est la limitation de l’étendue
spectrale du supercontinuum. En effet, l’apparition de grandes longueurs d’onde
dans le spectre est due au décalage Raman des solitons générés par l’instabilité
de modulation. Ce décalage étant borné par le bord de bande, la longueur d’onde
maximale contenue dans le spectre du supercontinuum ne pourra pas se situer
au-delà de cette limite. La longueur d’onde à laquelle se situe le bord de bande
pouvant être ajustée par variations des paramètres optogéométriques de la fibre,
il devient donc possible de mettre au point des sources supercontinuum dont la
largeur spectrale et la densité spectrale de puissance sont adaptables aux besoins.
La stabilité temporelle d’un supercontinuum peut être affectée par les collisions
entre solitons ou par la présence de solitons de forte puissance issus de l’instabilité
de modulation avec des conditions initiales de bruit particulières . Dans le cas étu-
dié, tous les solitons y compris les plus puissants sont stoppés par le bord de bande.
De plus, tous les solitons stoppés possèdent une vitesse de groupe identique ce qui
supprime la possibilité de collisions. La seconde conséquence de l’arrêt du déca-
lage Raman est donc l’augmentation de la stabilité tir-à-tir du supercontinuum
aux grandes longueurs d’onde.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, les propriétés linéaires et non-linéaires de fibres à bandes
interdites photoniques (BIP) à cœur solide ont été étudiées. La gaine de ce type
de fibres contient des inclusions organisées en réseau périodique dans une matrice
de plus bas indice de réfraction générant ainsi une périodicité de la permittivité
diélectrique à l’origine de la formation des BIP. Ces fibres ont été développées ré-
cemment (2004) et possèdent de nombreuses propriétés originales. En particulier,
les propriétés du mode confiné dans le cœur dépendent très fortement de la lon-
gueur d’onde à proximité des bords de bande.
L’objectif de ce mémoire était d’étudier l’impact de ces propriétés singulières sur la
propagation non-linéaire d’une impulsion. Il débute donc par l’étude des propriétés
linéaires de ces fibres qui sont ensuite utilisées dans les méthodes numériques et
analytiques permettant de décrire la propagation non-linéaire d’une impulsion. Ce
travail aboutit à l’explication des phénomènes observés lors de la génération d’un
supercontinuum dans une BIP.

La première partie de cette thèse est consacrée aux différents types de guidage pos-
sibles dans les fibres microstructurées et à la méthode de décomposition en ondes
planes permettant de déterminer la position des BIP pour des inclusions de formes
quelconques tout en tenant compte de la dispersion des matériaux. Cette méthode
permet également le calcul de l’indice effectif du mode de cœur en utilisant une su-
percellule. Dans le cas des fibres BIP entièrement solides, l’approximation scalaire
permet de déterminer approximativement mais plus rapidement la position des
BIP. Cette approximation a également servi de base à l’application de la méthode
des perturbations stationnaires. Celle-ci ne permet pas de prévoir la position des
BIP, mais permet néanmoins de déterminer les indices effectifs des modes autorisés
aux grandes longueurs d’onde ainsi que les modes LP d’une inclusion isolée vers
lesquels ils évoluent. Le calcul de diagramme de densité d’états a ensuite permis
de trouver un design pour une fibre contenant des inclusions constituées de silice
dopée au phosphore présentant un profil d’indice inhabituel. Ce dopage permet
d’éviter l’absorption du faisceau utilisé pour l’inscription du réseau de Bragg dans
le cœur de la fibre.
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Dans la deuxième partie de ce manuscrit, la propagation non-linéaire d’une impul-
sion dans une fibre optique est étudiée de manière détaillée. L’équation permet-
tant de la décrire est l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée (GNLSE).
L’étude débute par un rappel de toutes les approximations nécessaires à l’établisse-
ment de cette équation et décrit ensuite la propagation d’un soliton fondamental et
en particulier son décalage fréquentiel dû à l’effet Raman. Le taux de décalage peut
être prévu analytiquement dans le cas d’un soliton de grande durée (T > 70 fs)
et les formules analytiques usuelles ont été étendues au cas d’un soliton de courte
durée. L’établissement de la GNLSE dans le cas d’une fibre effilée montre l’appari-
tion d’un terme supplémentaire par rapport au cas d’une fibre uniforme. Ce terme
correspond à un gain ou à des pertes et permet la conservation exacte du nombre
de photons lors de la propagation en l’absence de pertes par confinement.

Les modèles analytiques et codes numériques développés dans la partie précé-
dente ont permis d’expliquer les propriétés des supercontinua générés dans une
BIP. En particulier, il a été prouvé que la suppression de l’auto-décalage Raman
à l’approche du bord de bande est la conséquence de la valeur élevée du terme
de dispersion du troisième ordre. Cette suppression s’effectue sans perte d’éner-
gie significative car elle a lieu juste avant la zone de fortes pertes. Ce phénomène
engendre des propriétés particulières du supercontinuum. L’élargissement spectral
de l’impulsion de pompe étant dû au décalage spectral des solitons émis par fission
ou par instabilité de modulation, la suppression de l’auto-décalage Raman impose
que le bord de bande constitue la borne supérieure du spectre du supercontinuum.
L’étendue du supercontinuum peut donc facilement être contrôlée par l’intermé-
diaire des paramètres optogéométriques de la fibre. Le décalage d’un soliton étant
stoppé indépendamment de sa puissance, les solitons vont venir s’accumuler juste
avant le bord de bande ce qui va augmenter considérablement la stabilité tir-à-tir
aux grandes longueurs d’onde du supercontinuum généré.

En termes de perspectives à ce travail, l’utilisation de fibres hybrides peut théori-
quement permettre le doublage ou triplage de fréquence accordé en phase [158] :
la fréquence fondamentale est portée par un mode guidé par RTIM alors que le
deuxième ou troisième harmonique est un mode guidé par BIP. Des simulations
permettant de prendre en compte le terme de polarisation non-linéaire respon-
sable de la génération de l’harmonique deux ou trois devront être réalisées afin de
déterminer l’efficacité de conversion de ces processus. La méthode présentée dans
la partie 5.2 ou l’équation d’enveloppe non-linéaire généralisée [101] permettent
de réaliser de telles simulations même si le coût numérique est élevé du fait de
la grande largeur requise pour la fenêtre spectrale. Par ailleurs, la propagation
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non-linéaire d’impulsions courtes pourra être étudiée dans des fibres possédant
des propriétés linéaires variant le long de l’axe de propagation (fibres à dispersion
croissante, décroissante, oscillante ou autre). La théorie générale de propagation
non-linéaire dans ce type de fibres a d’ores et déjà été établie au chapitre 8, et un
système permettant la fabrication de fibres microstructurées dont le diamètre varie
de façon contrôlée au cours du fibrage a récemment été développé au laboratoire.
Ces deux outils (l’un théorique et l’autre expérimental) ont permis d’initier des
études concernant notamment l’instabilité modulationnelle dans les fibres à profil
de dispersion périodique (thèse de Maxime Droques débutée en novembre 2010)
ou encore le contrôle de la propagation non-linéaire de solitons temporels (thèse
d’Abdelkrim Bendhamane, qui débutera en novembre 2011).
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Annexe A

Annexes mathématiques

A.1 Transformée de Fourier
Soit f une fonction intégrable du temps. La convention adoptée dans ce ma-

nuscrit pour la transformée de Fourier de cette fonction est :

f̃(ω) = TF (f)(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)eiωtdt (A.1)

La transformée de Fourier inverse est donc définie par :

f(t) = TF−1(f̃)(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̃(ω)e−iωtdω (A.2)

Avec la convention choisie, le théorème de Parseval s’écrit :∫ +∞

−∞
f(t)g∗(t)dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
f̃(ω)g̃∗(ω)dω (A.3)

f et g étant des fonctions de carré sommable et le symbole ∗ désignant la conju-
gaison complexe. En choisissant f = g, le théorème de Plancherel est obtenu :∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
|f̃(ω)|2dω (A.4)

La définition du produit de convolution est également rappelée :

(f ⊗ g)(t) =

∫ +∞

−∞
f(t− t′)g(t′)dt′ =

∫ +∞

−∞
f(t′)g(t− t′)dt′ (A.5)

Avec la convention adoptée, la transformée de Fourier du produit de convolution
est :

TF (f ⊗ g)(ω) = f̃(ω).g̃(ω) (A.6)
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Le tableau ci-dessous rassemble les transformées de Fourier des fonctions utilisées
dans ce manuscrit :

Fonction f(t) Transformée de Fourier f̃(ω)
1 2πδ(ω)
dnf
dtn

(−iω)nf̃(ω)
Fonction signe : sgn(t) 2i

ω

Fonction de Heaviside : θ(t) π
(
δ(ω) + i

πω

)
e−at

2 √
π
a
e−

ω2

4a

sech(at) π
a
sech

(
π
2a
ω
)

A.2 Transformée de Hilbert et partie analytique
Soit un champ électrique E(t) réel dont la transformée de Fourier est Ẽ(ω) :

Ẽ(ω) =

∫ ∞
−∞

E(t)eiωtdt

E(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Ẽ(ω)e−iωtdω

(A.7)

La partie analytique du champ électrique est définie par :

E(t) = E(t) + iHE(t) (A.8)

où H désigne la transformée de Hilbert c’est-à-dire, avec la convention choisie pour
la transformée de Fourier, la valeur principale de Cauchy du produit de convolution
du champ électrique avec la fonction h(t) = − 1

πt
:

HE(t) = −
∫ +∞

−∞
− E(τ)

π(t− τ)
dτ (A.9)

La transformée de Fourier de la fonction h(t) étant h̃(ω) = −i.sgn(ω), la transfor-
mée de la partie analytique du champ est donc :

Ẽ(ω) = Ẽ(ω) + sgn(ω)Ẽ(ω) = 2θ(ω)Ẽ(ω) (A.10)

où θ désigne la fonction de Heaviside.
De la même façon, le champ électrique et sa transformée de Fourier sont reliés à
la partie analytique du champ par les relations :

E(t) =
1

2
(E(t) + E∗(t)) = Re (E(t))

Ẽ(ω) =
1

2

(
Ẽ(ω) + Ẽ∗(−ω)

) (A.11)

199



La partie analytique permet donc de réduire la fenêtre spectrale nécessaire aux
simulations numériques d’un facteur 2 puisque seule la partie positive du spectre
est nécessaire pour caractériser le champ électrique. Les relations entre le champ
E et sa partie analytique E sont résumées sur la figure A.1.

Figure A.1 – Principe de l’utilisation de la partie analytique E du champ élec-
trique E

A.3 Relations de Kramers-Kronig
Les relations de Kramers-Kronig permettent de déterminer la partie imaginaire

de la transformée de Fourier d’une fonction causale à partir de sa partie réelle et
inversement. Ces relations sont particulièrement utilisées en optique pour la sus-
ceptibilité électrique qui vérifie nécessairement le principe de causalité (puisqu’elle
correspond à la réponse du milieu au champ électrique). Les relations de Kramers-
Kronig peuvent être prouvées en utilisant le fait que la transformée de Fourier
d’une fonction causale est un signal analytique. Soit χ(t) = 2θ(t)f(t) une fonction
réelle et causale, sa transformée de Fourier (en utilisant les conventions de la partie
précédente) est :

χ̃(ω) =
1

2π
2θ̃⊗ f̃(ω) = f̃(ω)−−

∫ +∞

−∞

i

π(ω − ω′)
f̃(ω′)dω′ = f̃(ω) + iHf̃(ω) (A.12)
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Afin de trouver les relations de Kramers-Kronig, la fonction f(t) doit être choisie
correctement. Les deux fonctions utilisées sont f1(t) = 1

2
(χ(t) + χ(−t)) et f2(t) =

1
2

(χ(t)− χ(−t)).
– La fonction f1 étant paire, sa transformée de Fourier est réelle et vaut f̃1(ω) =
< (χ̃(ω)).

– La fonction f2 étant impaire, sa transformée de Fourier est imaginaire pure
et vaut f̃2(ω) = i= (χ̃(ω)).

Ces fonctions vérifient également χ(t) = f1(t)+f2(t) et donc χ̃(ω) = f̃1(ω)+ f̃2(ω).

– En choisissant f(t) = f1(t), f̃(ω) = f̃1(ω) donc Hf̃(ω) = = (χ̃(ω)) et en
utilisant la définition de la transformée de Hilbert, la première relation de
Kramers-Kronig est obtenue :

= (χ̃(ω)) = − 1

π
−
∫ +∞

−∞

< (χ̃(ω′))

ω′ − ω
dω′ (A.13)

– En choisissant f(t) = f2(t), f̃(ω) = f̃2(ω) donc Hf̃(ω) = −i< (χ̃(ω)) et en
utilisant la définition de la transformée de Hilbert, la deuxième relation de
Kramers-Kronig est obtenue :

< (χ̃(ω)) =
1

π
−
∫ +∞

−∞

= (χ̃(ω′))

ω′ − ω
dω′ (A.14)

χ étant une fonction réelle, χ̃(ω) est hermitienne et les relations de Kramers-Kronig
peuvent s’écrire :

< (χ̃(ω)) =
2

π
−
∫ +∞

0

ω= (χ̃(ω′))

ω′2 − ω2
dω′

= (χ̃(ω)) = −2ω

π
−
∫ +∞

0

< (χ̃(ω′))

ω′2 − ω2
dω′

(A.15)

Ces relations peuvent également être établies en utilisant directement le théorème
du résidu [116] en sachant que χ̃(ω) est une fonction holomorphe sur le demi-plan
supérieur puisque ∀t < 0, χ(t) =

∫∞
−∞ χ̃(ω)e−iωtdω = 0.

A.4 Intégrales utiles

∫ +∞

−∞
sech2(x)dx = 2 (A.16)
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∫ +∞

−∞
sech(x− a).sech(x)dx =

2a

sinh(a)
(A.17)∫ +∞

−∞
x.sech(x− a).sech(x)dx =

a2

sinh(a)
(A.18)∫ +∞

−∞

x4

sinh2(x)
dx =

π4

15
(A.19)∫ +∞

−∞

x.sech(x− a)

sinh(x)
dx =

π2 + 4a2

4
sech(a) (A.20)
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Annexe B

Représentations spectro-temporelles

Les méthodes numériques permettant de simuler la propagation non-linéaire
d’une impulsion permettent d’obtenir l’évolution des profils spectral et temporel
de cette impulsion. Ces profils ne permettent néanmoins pas de déterminer la lo-
calisation d’une radiation d’une longueur d’onde donnée dans le profil temporel,
de déterminer facilement le chirp d’une impulsion ou de visualiser des phénomènes
tels que la collision de solitons. Les représentations spectro-temporelles sont alors
nécessaires pour la compréhension des phénomènes mis en jeu lors de la propaga-
tion.
Cette annexe est consacrée aux deux types de représentations spectro-temporelles
utilisées dans ce document : le spectrogramme et la représentation de Wigner-Ville.
Il existe d’autres représentations qui ne seront pas exposées dans cette annexe
comme le scalogramme basé sur la transformée par ondelettes.

B.1 Spectrogramme
Le spectrogramme d’un champ E(t) à caractériser est défini par :

SE,g(τ, ω) =

∣∣∣∣ ∫ +∞

−∞
E(t)g∗(t− τ)eiωtdt

∣∣∣∣2 =
1

(2π)2

∣∣∣∣ ∫ +∞

−∞
Ẽ(ω′)g̃∗(ω′−ω)e−iω

′τdω′
∣∣∣∣2

(B.1)
ou g est appelée une fonction porte retardée d’un temps τ par rapport au champ E.
Les spectrogrammes ont d’abord été développés expérimentalement et sont alors
appelés FROG 1 [178, 179] si la fonction g est une fonction de champ E lui-même
ou XFROG [180] dans le cas contraire. Il est notamment possible de reconstruire
le champ E(t) à partir de son spectrogramme [181]. Dans ce manuscrit, les spec-
trogrammes sont calculés avec une fonction porte gaussienne de largeur notée Tg :

1. Fequency-Resolved Optical Gating
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g(t) = exp
(
− t2

2T 2
g

)
.

Le principal inconvénient du spectrogramme est le fait qu’il impose un compromis
entre résolution en temps et en fréquence. En effet plus la porte sera fine spectra-
lement, plus elle sera large spectralement. De plus, même si la présence d’un chirp
engendre une rotation de l’impulsion dans le spectrogramme, l’angle de rotation
dépend de la largeur de la porte.
Afin de mettre en évidence ces limites du spectrogramme, l’exemple utilisé sera
celui d’une impulsion gaussienne présentant un chirp temporel :

E(t) = exp

[
−(1 + iC)

2

t2

T 2
0

]
(B.2)

où C est une constante sans dimension.
Le chirp de cette impulsion est linéaire : δω = −dΦ

dt
= Ct

T 2
0
.

La figure B.1 représente les spectrogrammes d’une impulsion de largeur T0 =
120 fs (c’est-à-dire une largeur à mi-hauteur de 200 fs) présentant un chirp tel
que C = −10 (cas a), C = 0 (cas b) et C = +10 (cas c). Les spectrogrammes
numérotés 1 ont été calculés avec un porte de largeur temporelle plus faible que
celle de l’impulsion : Tg = 50 fs. Ceux numérotés 2 ont été calculés avec une porte
temporellement plus large que l’impulsion : Tg = 200 fs.

0 0,2 0,4-0,2-0,4
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0 0,2 0,4-0,2-0,4 0 0,2 0,4-0,2-0,4
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-1
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1

2

-2

-1

0

1

2
1-a 1-b 1-c

2-a 2-b 2-c

Figure B.1 – Spectrogrammes d’une impulsion gaussienne de largeur 120 fs calculé
à l’aide d’une porte de largeur (1) Tg = 50 fs et (2) Tp = 200 fs lorsque (a) C = −10,
(b) C = 0 et (c) C = +10.
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Ces spectrogrammes permettent de vérifier que la largeur temporelle de l’impulsion
représentée augmente et que sa largeur spectrale diminue lorsque la largeur de la
porte utilisée augmente. Même si l’inclinaison de l’impulsion permet de déterminer
le signe du chirp, la détermination de sa valeur n’est pas simple puisque l’angle
d’inclinaison dépend de la largeur de fenêtre utilisée.

B.2 Représentation de Wigner-Ville
La représentation de Wigner-Ville d’un champ E(t) est définie par :

WE(τ, ω) =

∫ +∞

−∞
E(τ+

t

2
)E∗(τ− t

2
)eiωtdt =

1

2π

∫ +∞

−∞
Ẽ(ω+

ω′

2
)Ẽ∗(ω−ω

′

2
)e−iω

′τdω′

(B.3)
Cette représentation possède de nombreuses propriétés intéressantes. Elle permet
en particulier d’optimiser les résolutions spatiale et temporelle. En effet, le spec-
trogramme correspond à un lissage temporel et spectral de la représentation de
Wigner-Ville :

SE,g(τ, ω) = 2π

∫∫ +∞

−∞
WE(t, ω′)Wg(t− τ, ω′ − ω)dtdω′ (B.4)

La figure B.2 correspond aux représentations de Wigner-Ville de l’impulsion utili-
sée pour les spectrogrammes de la figure B.1. Nous pouvons vérifier sur la figure B.3
que la représentation de Wigner-Ville (en couleur) possède à la fois une meilleure
résolution temporelle et une meilleure résolution spatiale qu’un spectrogramme (en
gris). En effet, cette représentation donne une impulsion de même largeur tempo-
relle que le spectrogramme calculé avec une porte de faible largeur temporelle
(Tg = 50 fs) et de même largeur spectrale que le spectrogramme calculé avec une

0 0,2 0,4-0,2-0,4
Temps (ps)

0 0,2 0,4-0,2-0,4 0 0,2 0,4-0,2-0,4

Temps (ps) Temps (ps)

-2

-1

0

1

2

a b c

Figure B.2 – Représentation de Wigner-Ville d’une impulsion gaussienne de lar-
geur 120 fs lorsque (a) C = −10, (b) C = 0 et (c) C = +10.
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Wigner-Ville

Figure B.3 – Comparaison des spectrogrammes et de la représentation de Wigner-
Ville en l’absence de chirp. Les impulsions en niveaux de gris sont les spectro-
grammes calculés à la figure B.1 et l’impulsion en couleur est celle de la représen-
tation de Wigner-Ville.

porte de grande largeur temporelle (Tg = 200 fs).
La représentation de Wigner-Ville permet également de retrouver très facilement
les densités spectrale et temporelle de puissance :∫ +∞

−∞
WE(τ, ω)dω = 2π|E(τ)|2∫ +∞

−∞
WE(τ, ω)dτ = |Ẽ(ω)|2

(B.5)

Un autre avantage est l’évaluation très rapide du chirp d’une impulsion lorsque

celui-ci est linéaire. En effet, si E ′(t) = E(t)e
−iC t2

2T2
0 alors :

WE′(τ, ω) = WE(τ, ω − C t

T 2
0

) = WE(τ, ω − δω) (B.6)
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Figure B.4 – Superposition des représentations de Wigner-Ville des cas C = 0 et
C = 10. Pour t = 0, 2 ps, le chirp est δω = 1, 39× 1014 rad/s.
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Figure B.5 – (a) Spectrogramme et (b) représentation de Wigner-ville de la
somme de deux impulsions gaussienne sans chirp de même pulsation centrale mais
décalées temporellement de 1 ps.

Les représentations de Wigner-Ville de l’impulsion dans les cas C = 0 et C = 10
sont superposées sur la figure B.4. Pour un temps t = 0, 2 ps, le chirp est positif
et sa valeur est bien égale à δω = C t

T 2
0

= 10 0,2×10−12

(120×10−15)2
= 1, 39× 1014 rad/s.

Néanmoins, la représentation de Wigner-ville présente un inconvénient majeur
par rapport au spectrogramme : les valeurs présentes dans la représentation de
Wigner-Ville peuvent être négatives. De plus, en présence de plusieurs impulsions
décalées temporellement ou spectralement, des zones d’interférences apparaissent
dans cette représentation. La figure B.5 représentent deux impulsions gaussiennes
de même fréquence centrale mais décalées temporellement : la première est centrée
sur t1 = −0, 5 ps et la seconde sur t2 = 0, 5 ps. La figure B.5a est un spec-
trogramme calculé avec une porte de largeur Tg = 50 fs et la figure B.5b est la
représentation de Wigner-Ville. Le spectrogramme permet de décrire correctement
les deux impulsions. La représentation de Wigner-Ville permet une meilleure ré-
solution spectrale mais au prix d’un artefact. En effet, nous pouvons observer des
interférences centrées sur (t1 + t2)/2 = 0 et de période 2π/|t1− t2| avec des valeurs
alternativement négatives et positives (la somme des valeurs à t fixé donnant un
résultat nul d’après l’équation B.5).

En conclusion, la représentation de Wigner-Ville est avantageuse sur le spectro-
grammme lorsqu’il n’y a qu’une seule impulsion car elle permet une meilleure
résolution spatiale et temporelle ainsi qu’une détermination aisée du chirp. En re-
vanche, lorsque plusieurs impulsions sont présentes (par exemple lors d’une fission
de solitons ou d’une génération supercontinuum), le spectrogramme devra être
utilisé afin d’éviter les artefacts dûs au phénomène d’interférences.

207



Annexe C

Logiciel permettant de déterminer la
position des BIP

Cette annexe présentera le logiciel développé pour le calcul de diagramme de
bandes. Les captures d’écran seront basées sur l’exemple du calcul de la densité
d’états du cristal photonique constituant la gaine de la fibre de la référence [51]
représentée sur la figure 1.13a. Les inclusions circulaires sont organisées en réseau
triangulaire et possèdent un profil parabolique d’indice avec un contraste maximal
∆n = 3× 10−2 par rapport à la silice.

La figure C.1 représente la fenêtre permettant de réaliser le design du cristal pho-
tonique. La dispersion des milieux utilisés peut être prise en compte grâce à la
relation de Sellmeier. Des inclusions rectangulaires ou elliptiques peuvent être su-
perposées pour permettre la réalisation d’un grand nombre de formes. Dans le
cas d’une inclusion circulaire, l’indice de réfraction peut varier avec la distance au
centre. Cette fonction est particulièrement utile pour les inclusions en silice dopée
au germanium qui présentent généralement un profil parabolique d’indice comme
dans le cas étudié.

Après avoir choisi un maillage pour la zone de Brillouin irréductible et précisé
le pas du réseau (15,2 µm), le diagramme de bandes peut être calculé. La figure
C.2 correspond à la fenêtre permettant ce calcul. Le nombre de points pour les
transformées de Fourier peut être ajusté (NFFT = 10 sur la capture d’écran). Le
nombre d’ondes planes peut soit être fixe, soit être ajusté par une méthode adapta-
tive afin d’obtenir la précision désirée sur l’intervalle d’indice effectif indiqué (NG

est fixé à 10 sur la capture d’écran). Les vecteurs propres peuvent être stockés
pour permette ensuite le calcul des champs. Le but étant de calculer une densité
d’états, la zone de Brillouin irréductible a été maillée finement (91 points) et le sto-
ckage des vecteurs propres est inutile. Les couleurs présentes sur le diagramme de
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Figure C.1 – Capture d’écran de la fenêtre permettant le fixer le design du cristal
photonique.

bandes correspondent aux différents points de la zone de Brillouin. Le diagramme
de bandes peut ensuite être sauvegardé sous la forme d’un fichier texte ou d’une
image.

Le diagramme de bandes doit ensuite être traité pour déterminer la densité d’états
comme cela est détaillé dans la partie 2.8. La figure C.3 représente la fenêtre per-
mettant ce traitement. Les nombres de points en longueur d’onde et en indice
effectif permettant l’interpolation des courbes doivent d’abord être indiqués. La
largeur à mi-hauteur de la fonction f de l’équation 2.26 doit également être indi-
quée (2× 10−4 sur la capture d’écran). Dans le cas étudié, la densité d’états a été
normalisée.
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Figure C.2 – Capture d’écran de la fenêtre permettant le calcul du diagramme
de bandes.

Figure C.3 – Capture d’écran de la fenêtre permettant le calcul de la densité
d’états.
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