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Introduction

Les fibres microstructurées, introduites dans les années 1990[1, 2], ont modifié
radicalement le paysage des fibres optiques en permettant une plus grande flexibi-
lité de design et en offrant de nouveaux mécanismes de guidage comme le guidage
par bande interdite photonique. Ces avancements ont entre autres permis d’ob-
tenir des guides très petits à haut contraste d’indice, particulièrement adaptés à
la génération d’effets non-linéaires. Cette plateforme technologique est donc toute
indiquée pour l’exploitation des effets non-linéaires dans un but de conversion de
longueur d’onde. Plusieurs parties du spectre ont été peuplées ainsi par des sources
fibrées, mais la bande des ultraviolets 1 reste élusive, la génération de lumière dans
cette bande étant exigeante au niveau des designs, peu efficace et souvent limitée
aux environs de 350 nm. Plus récemment, de nouveaux développements, faits entre
autres au PhLAM à l’IRCICA, sur les designs de fibre, comme les fibres hybrides[3],
ont permis d’ouvrir davantage l’espace de paramètres en permettant notamment
des combinaisons de différents régimes de guidage ; ces nouveaux développements
permettent entre autres d’envisager maintenant de nouvelles solutions facilitant la
conversion d’énergie d’une pompe dans le visible vers l’ultraviolet. Parallèlement,
d’autres équipes ont récemment exploité les effets non-linéaires dans les fibres mi-
crostructurées pour générer des UV avec succès dans des modes d’ordre supérieur[4,
5].

Bien qu’il existe des sources fournissant une radiation dans l’UV à plusieurs
longueurs d’onde discrètes et fixes (comme les lasers Ar+, les excimers, les lasers
à l’état solide, etc.), elles sont toutes des sources en espace libre et ne permettent
pas vraiment d’ajustement sur la longueur d’onde si cela était désiré. De même,
à part les lasers à l’état solide, les autres sources occupent un espace conséquent
et rendent ainsi difficile d’envisager des solutions compactes, voire mobiles, pour
des applications qui nécessiteraient ces propriétés. Or, les fibres présentent une
solution toute indiquée pour ce genre d’application, en plus d’offrir une robustesse
(mécanique et électrique, entre autres) difficile à obtenir avec les autres solutions. De
plus, certaines applications de spectroscopie ou d’imagerie non-linéaire, notamment
pour des applications d’imagerie in-situ, pourraient grandement bénéficier d’avoir
des sources fibrées, en particulier si elles sont à grande qualité de faisceau, dans
le but d’exciter plus efficacement certains tissus ou molécules et ainsi nécessiter
encore moins de puissance pour un meilleur contraste par exemple. Il en va des
mêmes arguments pour les applications à caractère industriel.

En se penchant sur la fibre comme source d’UV, deux grandes familles d’appli-
cations sont à considérer, soit les sources à spectre très large (pour des applications
de spectroscopie par exemple), ou les sources cohérentes, à spectre fins. Pour arri-
ver à produire ces deux familles à l’aide de fibres optiques, l’exploitation des effets

1. Nous entendons ici par ultraviolets, tout rayonnement lumineux sous la barre des 400 nm en

longueur d’onde mais supérieure à 100 nm
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non-linéaire est très prometteuse car elle permet entre autres de générer des super-
continuum allant même du proche infrarouge jusqu’à environ 350 nm[6, 7, 8, 9, 10]
(et même en-dessous[11]) via différents mécanismes de pompage comme le mélange à
quatre ondes en cascade[12], le pompage dans l’UV[13] ou la modification longitudi-
nale des propriétés non-linéaires. La génération de longueurs d’ondes discrètes dans
la bande UV cependant semble être plus élusive, la recherche étant plutôt récente
et présentant diverses approches comme la génération d’ondes dispersives par pom-
page femtoseconde dans des fibres à cœur creux contenant des gaz sous pression
(produisant des longueurs d’onde dans les environs de 150 nm[14]) ou l’exploita-
tion d’accords de phase dans des modes d’ordre élevés d’une fibre air-silice à grand
trous[4, 5] par pompage à 532 nm (produisant un signal allant jusqu’à 347 nm). Bien
que d’autres études aient été réalisées, utilisant du mélange à quatre ondes dans
différentes configurations de pompage, dégénéré en longueur d’onde des pompes ou
non[15, 16, 17, 18, 19], dans le visible ou l’infra-rouge (ou les deux[20, 21]), aucun
de ces concepts n’a su produire de lumière sous la barre des 400 nm[5]. De plus, des
calculs d’accord de phase intramodal dans le mode fondamental (meilleure qualité
de faisceau) illustrent que des cœurs de taille inférieure au micron en diamètre se-
raient nécessaire, ce qui pose problème car la fluence élevée ainsi obtenue risquerait
d’endommager le matériau[22]. Le triplage de fréquences de sources dans le proche
infra-rouge serait également une possibilité, mais les réalisations de ce type d’effet
ont généralement de très faibles efficacités ou sont très délicats à réaliser, les rendant
plus ou moins intéressants[23, 24, 25].

Or, l’utilisation d’une fibre plutôt conventionnelle et de sources simples (comme
un laser à 532 nm par exemple) présente un intérêt certain pour plusieurs applica-
tions, ce que ne peuvent vraiment satisfaire les fibres à cœur creux sous pression
étant donné l’infrastructure et les sources nécessaires pour produire l’effet désiré.
De la même manière, une source dans le mode fondamental serait souhaitable pour
relâcher les contraintes sur les optiques et optimiser au maximum l’efficacité de
focalisation (i.e. la résolution).

Différentes stratégies de mélange à quatre ondes dans les fibres ont été explorées
au laboratoire pour générer des UV en pompant à 532 nm, basées surtout sur l’in-
génierie de la dispersion, entre autres dans des fibres hybrides présentant souvent
des inclusions inférieures au micron[3]. Certaines caractérisations ont été effectuées,
mais le processus de génération d’UV par accord de phase n’a pas donné de bon ré-
sultat et nous avons alors voulu développer un modèle de calcul de gain prenant en
compte les fluctuations stochastiques et qui ont montré une dégradation du gain en
présence de fluctuations, mais également la présence de certains points insensibles
aux fluctuations, suggérant qu’un gain important pourrait être obtenu très loin de
la pompe[26]. La conception d’une fibre air-silice standard nous a également permis
de constater la présence d’un accord de phase intéressant générant des UV dans le
mode fondamental en distribuant la pompe sur deux modes[15, 13]. Ces sujets sont
abordés aux chapitres 2 et 3. En parallèle, une méthode utilisant des quasi-accords
de phases dans une fibre à dispersion oscillante avec un pas très court (de l’ordre
du millimètre) et en particulier une méthode de fabrication desdites modulations
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est également proposée.
Finalement, l’utilisation de fibres multimode nécessite de développer des mé-

thodes de caractérisation de contenu modal permettant de connaître, entres autres,
la distribution de puissance entre les modes. Plusieurs méthodes ont déjà été pu-
bliées dans la littérature[27, 28, 29, 30, 31, 32, 33] (explicitées au chapitre 4) qui
cependant nécessitent de connaître à l’avance la structure modale de la fibre ou
présentent un certain côté arbitraire dans le traitement des données. C’est dans
cette optique que nous avons développé une nouvelle méthode d’analyse puissante,
basée sur l’analyse statistique multivariée, pour extraire l’information sur le contenu
modal dans les fibres multimodes.





Chapitre 1

Fondamentaux des fibres
optiques et du mélange à quatre

ondes
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1.1 Principes de base des fibres optiques

Dans le but d’aborder les divers sujets de cette thèse, il importe tout d’abord de
définir les différents concepts physiques en optique linéaire et non-linéaire qui seront
réutilisés tout au long de ce manuscrit. Dans un premier temps, nous allons aborder
les notions de modes et de dispersion. Dans un second temps, nous présenterons
une brève exploration des différents types de fibres ainsi que leurs mécanismes de
guidage propre. Dans un troisième temps seront introduites les notions d’optique
non-linéaire qui jetteront les bases du travail présenté sur la conversion de longueur
d’onde.

1.1.1 Optique géométrique et réflexion totale interne

Pour introduire le principe de l’optique guidée ainsi que quelques notions fonda-
mentales de façon plus intuitive, un exemple simple de guide d’onde à saut d’indice
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Figure 1.1 – Illustration d’une fibre dans l’approximation de l’optique géométrique.

en optique géométrique est tout indiqué. Un exemple de ce genre de guide, s’ap-
puyant sur la réflexion totale interne (RTI), est illustré à la figure 1.1.

A partir de cet exemple très simple, on peut déduire plusieurs caractéristiques
importantes ayant trait aux conditions de guidage. On peut visualiser la fibre comme
une superposition de couches diélectriques, en l’occurrence un cœur d’indice nco

et une gaine d’indice ncl < nco. Pour un rayon se propageant dans le cœur, la
condition de réflexion totale interne s’écrit (dans l’approximation des petits angles)
ncoθr ≈ ncl. En rapportant cette condition à l’angle d’incidence θi du faisceau dans
la fibre par la loi de la réfraction, on peut définir un angle critique d’injection, θc,
lié à l’ouverture numérique (ON) de la fibre et donné par :

ON =
√
n2

co − n2
cl ≈ θc (1.1)

On constate alors que tout faisceau arrivant avec un angle supérieur à θc sera réfracté
dans la gaine (faisceau en rouge sur la figure 1.1) ; autrement, le faisceau est guidé
par réflexion totale interne (faisceau noir, figure 1.1). Un faisceau ainsi guidé peut
être caractérisé par la projection de son vecteur quantité de mouvement selon l’axe
z de la fibre, soit

β = k • ẑ (1.2)

En considérant que l’angle d’incidence d’un faisceau guidé est compris entre
zéro et θc, on constate que β peut prendre n’importe quelle valeur dans l’intervalle
kncl < β < knco, avec k = 2π/λ la quantité de mouvement de la lumière dans le
vide et λ sa longueur d’onde. Dans l’approximation de l’optique géométrique, on
considère essentiellement la longueur d’onde comme étant infiniment plus courte
que toutes les dimensions caractéristiques du système (i.e., λ≪ Rco). Cependant,
si la dimension du cœur devient comparable à la longueur d’onde, l’optique géo-
métrique est insuffisante pour décrire correctement le comportement du système et
on doit voir la lumière comme une onde ; une conséquence de ceci est que pour que
celle-ci soit guidée, il doit y avoir interférence constructive dans la direction trans-
verse de sorte à ce que la solution soit invariante dans la direction de propagation ;
ceci implique ainsi une discrétisation des k⊥ et, conséquemment, des β. Ce sont
justement ces conditions qui introduisent la notion de modes.
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Bien que cette dernière nous ait déjà fourni beaucoup d’information intuitive
sur le guidage par RTI, nous laisserons maintenant de côté l’optique géométrique
pour nous concentrer sur les équations de propagation de la lumière en optique
ondulatoire.

1.1.2 Guidage et optique ondulatoire

Si l’on considère un milieu diélectrique parfait, on peut dériver, à partir des
équations de Maxwell, l’équation différentielle donnant la propagation des champs
électriques E et magnétiques H[34]. Mais pour ce faire de façon adéquate, il faut
tout d’abord passer dans l’espace de Fourier sur la variable du temps. En effet,
la réponse linéaire de la polarisation du matériau PL intervenant dans le vecteur
déplacement électrique D s’exprime temporellement comme une convolution :

PL = ε0

ˆ ∞

−∞
χ(t− τ)E(τ)dτ (1.3)

qui, dans l’espace de Fourier, se traduit par un simple produit ε0χ̃(ω)Ẽ(ω). Le
vecteur déplacement électrique s’écrit ainsi D̃(ω) = ε0[1 + χ̃(ω)]Ẽ(ω) où le fac-
teur [1 + χ̃(ω)] représente la permittivité relative du matériau ε̃r(ω) = ñ2(ω) avec
ñ(ω) l’indice de réfraction. On note que la réponse temporelle de la polarisation
du matériau engendre une dépendance en fréquence de l’indice de réfraction, c’est
ce que l’on identifie à la dispersion chromatique du matériau. Pour faciliter la lec-
ture, nous supposerons des solutions monochromatiques de la forme E(x, y, z, t) =
e(x, y, z) exp(−iωt) (et de façon analogue, H(x, y, z, t) = h(x, y, z) exp(−iωt)) et
nous omettrons le tilde de la transformée de Fourier sur l’indice de réfraction, dé-
notant simplement qu’il est fonction de la pulsation optique ω et de l’espace.

Dans ces conditions, on peut calculer, à partir des équations de Maxwell, la
quantité ∇ ∧ (∇ ∧ E), ce qui nous donne l’équation d’onde générale pour le champ
électrique 1 : [

∇2 + k2n2(ω)
]

e(x, y, z) = −∇
[
e • ∇ ln(n2)

]
(1.4)

et, par un développement analogue, on obtient pour le champ magnétique :
[
∇2 + k2n2(ω)

]
h(x, y, z) = −(∇ ∧ h) ∧ ∇ ln(n2) (1.5)

où ∇ dénote l’opérateur gradient et ∇2 dénote l’opérateur laplacien vectoriel. Pour
simplifier davantage le problème, nous allons tirer profit de la géométrie cylindrique
de la fibre pour chercher des solutions invariantes en z si ce n’est d’un terme de
phase dû à la propagation, en posant e(x, y, z) = F(x, y) exp(iβz) (idem pour le
champ h) ; c’est ce type de solution que nous appelons les modes de la fibre. En
utilisant la définition du laplacien en coordonnées cylindrique, on trouve facilement

1. On considère ici un matériau parfaitement isolant, sans charge de volume, conductivité ou

absorption. Ceci a pour effet de rendre la densité de courant J apparaissant dans les équations de

Maxwell identiquement nulle.
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la forme usuelle des équations donnant les enveloppes de champ électromagnétique
dans un guide d’onde en coordonnées cylindriques :

[
∇2

⊥ + (k2n2 − β2)
]

F(x, y) = −(∇⊥ + iβẑ)
[
F • ∇⊥ ln(n2)

]
(1.6)

[
∇2

⊥ + (k2n2 − β2)
]

G(x, y) = −[(∇⊥ + iβẑ) ∧ G] ∧ ∇⊥ ln(n2) (1.7)

où le symbole « ⊥ » l’attribution au plan transverse (x, y) 2.
Ces équations sont très générales et peuvent s’appliquer à tous les cas de figure.

Le facteur ∇ ln(n2) est lié aux conditions de continuité des champs et entraîne un
couplage entre les composantes des champs e et h (ainsi que l’apparition de compo-
santes des champs non-nulles dans la direction de propagation) et n’a d’impact que
lorsque les différences d’indice de réfraction sont importantes (par exemple, pour
un barreau de silice dans l’air). Dans les cas où la différence d’indice est relative-
ment faible, ce terme peut être négligé et les deux champs sont alors décrits par
une unique équation différentielle, l’équation de Helmholtz :

[
∇2

⊥ + k2n2 − β2
]

F(x, y) = 0 (1.8)

Cette formulation a plusieurs conséquences :
— Le champ a une polarisation linéaire et peut s’exprimer comme le pro-

duit d’un profil transverse (scalaire) d’amplitude de champ et d’un vec-
teur unitaire p̂ indiquant la direction de la polarisation dans le plan (x, y) :
F(x, y) = F (x, y)p̂ (les six premiers modes scalaires sont illustrés pour un
guide avec ∆n = 4.5 × 10−3 à la figure 1.2) ;

— Les champs électrique et magnétique sont proportionnels et forment un tri-
èdre droit avec la direction de propagation comme pour une onde plane ;

— Le champ et ses dérivées doivent être continus en particulier aux interfaces.
La dernière condition engendrera une discrétisation des solutions et on aura

donc un nombre de modes guidés discret avec des constantes de propagation dans
l’intervalle kncl < β < knco dans le cas d’un guidage conventionnel par RTI. On
pourra donc associer au mode un indice effectif neff = β/k qui, incidemment, se
trouvera entre l’indice de cœur et l’indice de gaine pour un mode guidé. A titre
d’exemple, la figure 1.3 illustre les solutions vectorielles de quelques modes guidés
pour une fibre classique à fort contraste d’indice.

Pour une fibre à saut d’indice, on peut également définir une fréquence norma-

lisée qui la caractérise et s’écrit :

V = kRcoON =
2πRco

λ

√
n2

co − n2
cl (1.9)

Cette quantité permet entre autre de déterminer le nombre de modes guidés ; en
effet, plus V est élevé, plus grand sera le nombre de modes guidés. On note ainsi
que, à longueur d’onde fixe, l’augmentation du contraste d’indice entre le cœur et
la gaine et/ou un rayon de cœur plus gros contribueront à accroître le nombre de

2. Par exemple, le laplacien en coordonnées cylindriques s’écrit alternativement ∇
2 = ∇

2
⊥ + ∂2

∂z2 .



1.1. Principes de base des fibres optiques 9

LP01 LP11 (pair) LP11 (impair)

LP21 (pair) LP21 (impair) LP02

Figure 1.2 – Six premiers modes scalaires d’une fibre multimode ayant ∆n =
4.5 × 10−3. Sur les images, la couleur de fond indique une champ nul, la couleur
bleu indiquant le minimum et rouge le maximum. L’origine des angles est prise sur
l’axe horizontal, d’où l’on tire la nomenclature quant à la parité du mode.

modes. Aussi, en gardant constants le saut d’indice et le rayon, une réduction de la
longueur d’onde fera apparaître de nouveaux modes.

Bien qu’il ne soit pas toujours possible de définir un analogue à V pour tous
types de designs de fibre, la tendance d’augmentation du nombre de mode pour :

— de plus grands contrastes d’indice ;
— de plus grandes dimensions (comme Rco) ;
— de plus courtes longueurs d’onde,

reste vérifiée. Nous présenterons une discussion plus détaillée concernant les diffé-
rents types de guidage dans les fibres microstructurées à la section §1.2.

1.1.3 Relation de dispersion

A ω fixe, ce sont les conditions de continuité des champs aux interfaces qui
vont ultimement déterminer la valeur de β ; ainsi, β est dépendant de la géométrie
du guide, ce qui engendrera une contribution additionnelle à la dispersion, soit
la dispersion du guide d’onde. La relation de dispersion β(ω) compte alors une
contribution de la dispersion chromatique du matériau et du guide d’onde. En
conséquence, on peut imaginer pouvoir modifier les propriétés de dispersion du mode
en modifiant le guide d’onde. Un moyen pratique d’écrire la dispersion consiste à
utiliser un développement de Taylor autour d’une pulsation ω0 :

β(ω) =
∞∑

m=0

1
m!
βm · (ω − ω0)m (1.10)
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Figure 1.3 – Exemples de modes (vectoriels) guidés dans une fibre à saut d’in-
dice (∆n = 16 × 10−3), classés par familles de modes. Le fond coloré représente la
distribution d’intensité lumineuse et les traits jaunes illustrent les lignes de champ
électrique.
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avec les coefficients donnés par :

βm =
∂mβ

∂ωm

∣∣∣∣
ω=ω0

(1.11)

En pratique, le développement est tronqué à un ordre en particulier, selon les be-
soins, mais évidemment, plus l’écart en fréquence ω − ω0 est important, plus on
doit conserver de termes. Dans les cas que nous aborderons plus loin, il est souvent
nécessaire d’aller jusqu’à m = 6, voire plus, pour avoir une représentation de la
dispersion réaliste. Pour étudier les effets non-linéaires comme le mélange à quatre
ondes (MQO), on peut aller à l’ordre 4 pour déjà comprendre une bonne partie de
la dynamique des accords de phase, sujet sur lequel nous reviendrons à la section
§1.3.

Les deux premières dérivées de la série ont un sens physique précis. En particu-
lier, β1 est associé à la vitesse de groupe :

β1(ω) =
∂β

∂ω
=

1
c

[
neff + ω

∂neff

∂ω

]
=
ng

c
=

1
vg

(1.12)

où c est la vitesse de la lumière, ng est l’indice de groupe et vg représente la vitesse de
groupe. En calculant la dérivée seconde β2 on obtient alors la dispersion chromatique

des vitesses de groupe responsable entre autre de l’élargissement des impulsions dans
les transmissions longues distances. Le signe de β2 a aussi une grande importance
en optique non-linéaire[35] ; en effet, lorsque β2 < 0, on est en régime anormal et
la dispersion peut compenser l’auto-modulation de phase et donner naissance à des
solutions invariantes temporellement, les solitons. Autrement (β2 > 0) la dispersion
est dite normale. Dans ce régime, on peut générer des longueurs d’onde très éloignées
par MQO, ce qui est d’intérêt pour nous et nous y reviendrons à la §1.3.

1.2 Fibres microstructurées

Dans les sections suivantes, nous explorerons brièvement différents types de
design de fibre microstructurées qui nous seront utiles pour la suite. Les propriétés
de ces structures périodiques sont tirées à partir de celle d’un réseau bidimensionnel
périodique infini idéal constitué de zones d’indice élevé nh et d’indice bas nb (illustré
à la figure 1.4) dans lequel on vient placer un défaut. Les différents cas de figure
donneront lieu à deux mécanismes de guidage distincts que nous détaillerons dans les
sections suivantes. Notons de suite que l’indice effectif le plus élevé dans la structure
périodique sans défaut représente le mode partout en phase dans cette dernière et
remplissant tout l’espace avec la distribution de champ la plus uniforme possible (se
rapprochant ainsi le plus de l’onde place), d’où son appellation de « fundamental

space-filling mode » dont l’indice effectif est dénoté nFSM. Notons que nFSM est
toujours strictement inférieur à l’indice élevé nh de la structure infinie périodique
associée
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Figure 1.4 – Illustration des zones de transmission par propagation permises et
interdites dans des structures périodiques infinies servant à représenter la gaine
dans les fibres microstructurées. On note que, pour les milieux ayant de petites
inclusions (i.e. petit d/Λ), la propagation est permise dans le milieu pour tous les
indices sous nFSM. Or, dans le cas de grosses inclusions, on remarque l’ouverture de
bandes interdites photoniques sous la barre des nFSM.

1.2.1 Fibres en régime de réflexion totale inter modifiée (RTIM)

La première classe de fibres microstructurées que nous aborderons ici présente
un indice de cœur supérieur à l’indice moyen de la gaine. Un exemple de ce type de
fibre est illustré à la figure 1.5. Ce type de fibre est caractérisé par un indice élevé nh

du matériau de base (ici, la silice), un indice bas nb des inclusions dans la structure
(ici, de l’air), un diamètre des inclusions d ainsi qu’un pas de structure Λ. La maille
utilisée ici est une maille hexagonale très simple à fabriquer par empilement de
capillaires et de barreaux de même diamètre (méthode « stack and draw »[2, 36]).

La figure 1.6 montre la densité d’état[37] des modes pouvant se propager dans la
structure périodique considérée infinie. La figure 1.7 représente schématiquement les
zones où la lumière est propagative dans cette structure. Si on utilise cette structure
comme gaine pour un défaut de silice (dans lequel la lumière peut avoir un indice
effectif allant jusqu’à la valeur de l’indice de la silice), la lumière sera guidée si
celle-ci a un indice effectif compris entre nFSM et l’indice de la silice (zone en bleu
sur la figure pour laquelle la propagation est permise dans le cœur mais interdite
dans la gaine).

Si on imagine maintenant un mode dans un guide à saut d’indice standard dont
l’indice effectif passerait sous l’indice de gaine ; dans ce cas, le mode deviendrait
propagatif dans la gaine et ne serait alors plus guidé. Il en serait de même avec de
la lumière se propageant dans un défaut d’indice nh, si son indice effectif passe sous
nFSM, elle pourra alors se propager dans la gaine, rendant nFSM alors tout à fait
analogue à un indice de gaine dans une structure à saut d’indice.

Ainsi, on peut faire une analogie entre ce type de structure et un guide conven-
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Figure 1.5 – Fibre microstructurée à trous d’air et cœur solide. Le fond gris repré-
sente de la silice et les cercles blancs représentent des trous d’air. L’indice moyen de
la gaine est donc inférieur à celui du cœur et cette fibre opérera donc principalement
en mode RTIM. La fibre présente ici un pas de Λ = 1 µm et un diamètre de trou
normalisé d/Λ = 0.7.

tionnel ; en effet, en considérant un indice de gaine ncl = nFSM, un indice de cœur
nco et un rayon équivalent de cœur Rco = Λ/

√
3, on peut alors représenter le dé-

faut (le cœur) comme un guide cylindrique à saut d’indice. Or il est important de
noter ici que nFSM change avec la longueur d’onde ; ainsi, une sélection adéquate
du diamètre des trous (d/Λ ≈ 0.4) permet d’obtenir un guide d’onde opérant dans
le mode fondamental sur toute la plage de transmission de la silice.

Ce type de fibre est notamment utilisé pour la génération d’effets non-linéaires,
en particulier les supercontinuums qui peuvent alors opérer dans le mode fonda-
mental sur de très grandes plages spectrales. Par ailleurs, ce type de fibre à cœur de
haut indice avec de grands rapports d/Λ (nFSM ≈ nair) permet d’atteindre un cas
de guidage s’apparentant à un barreau de silice dans l’air permettant d’effectuer des
accords de phase avec de très grands espacements spectraux grâce au fort contraste
d’indice.

Également, dans le cas de structures à grands trous, on constate l’apparition
de bandes interdites photoniques (ou BIP) visibles comme des zones en noir sur
la figure 1.7, mais celles-ci ne guident efficacement la lumière que lorsque l’indice
de cœur descend sous celui des trous d’air (comme pour les fibres à cœur creux[1,
38]). Ce mécanisme de guidage est tout à fait analogue à celui des fibres BIP toutes
solides que nous aborderons à la section suivante.

1.2.2 Fibres à bandes interdites photoniques

Les fibres BIP ont un principe de fonctionnement différent de celui des fibres
opérant en mode RTIM. En effet, l’indice du cœur étant dans ce cas inférieur à
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Figure 1.6 – Densité d’état des modes de structure pour la fibre présentée à la
figure 1.5. On considère un indice haut nh = nSiO2

= 1.45 (en omettant la dispersion
du matériau) et un indice bas nb = nAir = 1. Les zones grises indiquent la densité
d’état des modes de structure et les zones en noir indiquant que la propagation
est interdite dans la structure. Les bandes interdites sont indiquées en rouge mais
présentent généralement beaucoup de pertes dans ce genre de structure. La zone
d’intérêt ici pour le guidage dans le cœur de silice est située entre nFSM et l’indice
de la silice où les modes peuvent être guidés par réflexion totale interne modifiée
(RTIM). On note aussi que nFSM varie avec la longueur d’onde.
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Figure 1.7 – Illustration d’une coupe de la densité d’état des modes de structure
à une longueur d’onde de 750 nm. Les zones colorées représentent la présence de
modes de structure et les zones en noir dénotent les régions où la propagation à
travers la structure est interdite. En introduisant un défaut, un mode injecté dans
le défaut avec un indice effectif dans la zone noir sera guidé, ne pouvant s’échapper.
La zone en noir au-dessus des modes de structure opère comme un guide d’onde
standard dont le saut d’indice irait de nFSM à l’indice de la silice. On note aussi
la présence de bandes interdites, mais celles-ci ne guident pas efficacement dans ce
type de fibre, le mode RTIM étant dominant pour la transmission.
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nFSM, le mécanisme de guidage ne peut être expliqué par la RTIM. Dans ce cas
de figure, la structure périodique dans la gaine agit en quelque sorte comme un
réflecteur sélectif en longueur d’onde, un peu à la manière d’un Pérot-Fabry ou un
réseau de Bragg. Il existe donc des longueurs d’onde pour lesquelles les multiples
réflexions dans le réseau sont « en phase », confinant la lumière dans le cœur, et
d’autres pour lesquelles il y a transmission à travers la structure.

Fixons d’abord les idées en prenant une véritable structure présentée à la fi-
gure 1.8. Le fond gris dans cette figure représente de la silice, les zones en bleu
représentent des plots de silice dopée germanium avec un profil à gradient d’indice
dont la différence d’indice au maximum est de 32 × 10−3. La structure hexagonale
formée par les plots a un pas de 1 µm et les plots ont un diamètre normalisé de
d/Λ = 0.7.

Pour connaître la position des bandes de transmission en longueur d’onde, on
calcule la densité d’état de la structure périodique infinie représentant la gaine et
on constate l’apparition de zones (sous nFSM) où il n’y a aucun mode propagatif : ce
sont les BIP (voir figure 1.9 de la densité d’état des modes propagatifs). En intro-
duisant un défaut d’indice inférieur à nFSM (un défaut tout en silice par exemple),
si on y injecte de la lumière dont l’indice effectif se situe dans la BIP, celle-ci ne
pourra se propager dans la gaine et demeurera confinée dans le défaut. Si on effectue
une coupe de la densité d’état pour cette fibre à une longueur d’onde de 400 nm, on
constate l’apparition d’une bande où n’existe aucun mode propagatif (en noir sur la
figure 1.10.) Il y aura donc guidage dans le défaut, à cette longueur d’onde, avec un
indice effectif compris dans cette BIP. Cependant, la structure étant de taille finie,
les modes de BIP auront généralement des pertes par confinement devenant de plus
en plus importantes au fur et à mesure que l’indice effectif se rapproche des bords
de la BIP 3. On peut également noter la présence d’un zéro de dispersion pour les
modes propres à chaque BIP, ce qui présente un aspect intéressant au niveau de
l’ingénierie de la dispersion pour les effets non-linéaires par exemple. Finalement,
on note que, à courte longueur d’onde, les modes guidés dans la BIP s’appuient
asymptotiquement sur les courbes de dispersion des modes des plots de haut indice.

Ce type de fibre à faible contraste d’indice a été démontré pour la première
fois par l’Université de Bath[39] et la première réalisation avec faible pertes a été
produite au PhLAM à l’IRCICA[40]. Une des applications de cette famille de fibre
est la fabrication de fibres à grande aires effectives opérant en régime monomode
pour les lasers à fibre[41].

1.2.3 Guidage en régime hybride

La fibre hybride que nous allons introduire ici exploite à la fois le guidage en
régime RTIM ainsi que l’effet de bande interdite photonique. La structure de cette

3. On note que les fibres guidant par RTIM présentent aussi des pertes par confinement dépen-

dant du nombre de couches, l’indice du milieu à l’extérieur de la structure étant souvent le même

que celui du cœur ; or, celles-ci sont souvent relativement faible en comparaison avec la transmission

par BIP.
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Figure 1.8 – Fibre microstructurée toute solide guidant par BIP. La zone grise
représente la silice et les zones bleues représentent des plots d’indice élevé (dopés Ge)
à profil parabolique ayant une différence d’indice maximale au centre de 32 × 10−3.
La structure présente un défaut en son centre d’indice inférieur à l’indice moyen de
la gaine ; c’est pourquoi le mécanisme de guidage s’effectue à travers les BIP. Le pas
de structure ici est Λ = 1 µm et le diamètre normalisé des inclusions est dΛ = 0.7.

Figure 1.9 – Densité d’état des modes de la structure périodique infinie associée à la
gaine de la fibre toute solide à bande interdite photonique décrite à la figure 1.8. Les
modes de propagation dans le défaut sont illustrés par les courbes vertes pleines.
Le tireté vert indique la dispersion du matériau (considérée constante pour fins
d’illustration). La zone du cœur en bleutée indique la première BIP.
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Figure 1.10 – Illustration d’une coupe de la densité d’état à une longueur d’onde
de 400 nm. La zone en bleu identifie la première BIP et on constate que celle-ci
représente effectivement une bande d’indice effectif permis pour le guidage ; pour des
indices effectifs en-dehors de la bande, les modes sont propagatifs dans la structure
périodique infinie.
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Figure 1.11 – Fibre hybride telle que définie dans l’article Ould-Agha et al.[3]
avec un rapport dAir/Λ = 0.7 pour les trous (en blanc) et un rapport dGe/Λ = 0.7
pour les plots dopés germanium (en bleu). Les plots dopés ont des profils parabo-
liques en gradient d’indice avec un saut d’indice nmax − nSiO2

= 0.032.

fibre est illustrée à la figure 1.11. Cette structure peut être vue comme une fibre à
trous d’air ayant un défaut de 7 cellules dans laquelle on insère la première couronne
d’une fibre BIP ayant un défaut unique en son centre (cœur de silice). À courte lon-
gueur d’onde, la lumière injectée verra la structure de plots d’indice élevé et suivra
asymptotiquement le comportement du mode de BIP associé (voir figure 1.12). En
progressant vers les plus hautes longueurs d’onde, la courbe d’indice effectif effec-
tuera une transition vers la dispersion du mode correspondant 4 en RTIM de la
structure de trous.

Ce régime hybride est très intéressant car il permet à la fois d’ajuster la disper-
sion à courtes longueurs d’onde et à haute longueur d’onde de façon indépendante.
En effet, on peut modifier les propriétés de la dispersion en jouant sur les plots de
silice dopée germanium ou sur la taille des trous, permettant par exemple d’ajuster
simultanément la position du zéro de dispersion. Également, ce type de structure
permet d’avoir de très grandes plages de guidage, ce qui peut s’avérer utile pour gé-
nérer des accords de phase très éloignés spectralement en MQO. Un design détaillé
de cette fibre est présenté dans [3].

1.3 Contexte et état de l’art, mélange à quatre ondes

Comme nous avons pu le voir dans l’introduction, il existe diverses méthodes
pour générer de la lumière bleue ou des ultraviolets (UV) dans les fibres optiques.
Entre autres furent mentionnés la génération de troisième harmonique (GTH[25]),
la génération par ondes dispersives dans les fibres à cœurs creux en régime pulsé

4. On parle ici du mode ayant la même géométrie.
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Figure 1.12 – Dispersion de la fibre hybride présentée à la figure 1.2.3 (extrait de
[3]). Le mode fondamental de la première quasi-BIP continue d’exister bien au-delà
des limites de bandes habituelles illustrées par la zone hachurée en rouge. On trouve
également un mode en régime RTIM pour le défaut de 7 de la structure de trous
d’air. Le mode de la seconde BIP existe également et un accord de phase entre une
pompe dans la première BIP, le signal dans le seconde BIP et l’idler dans le mode
RTIM est envisageable pour compenser la dispersion du matériau. Les dispersions
en vert sont associées aux supermodes de la structure à six plots de haut indice.
Les modes de BIP et RTIM sont illustrés par des figures d’intensité montrant la
différence de leur géométrie.
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femtoseconde[14], ainsi que la génération de supercontinuum s’étendant jusqu’aux
environs de ∼350 nm[13] (le cas du supercontinuum générant des spectres très larges,
nous nous attarderons plutôt ici aux méthodes donnant des spectres fins). Or, la
GTH est généralement peu efficace, nécessite des structure extrêmement fines (des
fibres effilées de diamètre inférieur au micron par exemple) et conduisent à des ac-
cords de phase à courte longueur d’onde dans des modes d’ordre élevé. La génération
d’UV dans les fibres à cœur creux sous atmosphère de gaz inertes fonctionnent sur
la base d’impulsions à puissance crête très élevée et exigent des assemblages rela-
tivement complexes pour maintenir l’atmosphère dans la structure de la fibre sous
pression ; ainsi, les très courtes longueurs d’onde atteintes (∼150 nm) au prix d’un
système relativement complexe et coûteux (laser de pompe). Il reste alors comme
alternative prometteuse d’utiliser le mélange à quatre ondes (MQO) dans les fibres
comme plate-forme de conversion de longueur d’onde.

Les sections suivantes auront pour but, non pas de rentrer dans le détail des
mécanismes qui seront traités dans les chapitres suivants, mais de rappeler les no-
tions de bases de MQO et la problématique liée à la génération d’ondes UV via
notamment un état de l’art.

1.3.1 Première présentation concise du mélange à quatre ondes

Le mélange à quatre ondes, comme son nom l’indique, est un effet non-linéaire
qui régit l’interaction de quatre champs E1, E2, E3 et E4, chacun oscillant à sa pul-
sation respective ω1, ω2, ω3 et ω4 et ayant une quantité de mouvement ou constante
de propagation propre β1(ω1), β2(ω2), β3(ω3) et β4(ω4). On attribue généralement
aux champs 1 et 2 le rôle de pompe, c’est à dire des champs intenses qui seront à la
source des effets non-linéaires qui convertiront alors de l’énergie de ces pompes vers
les ondes 3 et 4, que l’on nomme communément signal et idler. Nous couvrirons en
détail plus loin les équations régissant le transfert d’énergie entre les quatre ondes,
mais nous pouvons tout de même ici glisser un aperçu des tenants et aboutissants
de la technique et identifier les points importants à considérer.

Le processus général de génération d’onde par mélange à quatre ondes de deux
pompes intenses peux s’illustrer simplement comme l’annihilation d’un photon de
chaque pompe pour générer un photon de signal et un autre d’idler. A partir de
cette hypothèse, on doit conserver l’énergie ainsi que la quantité de mouvement,
soit, pour l’énergie :

ω1 + ω2 = ω3 + ω4 (1.13)

et
β1(ω1) + β2(ω2) = β3(ω3) + β4(ω4) (1.14)

pour la quantité de mouvement, s’exprimant comme βi = 2πneff(ωi)ωi/c =
2πneff/λ

5 ; c’est également une condition que l’on nomme accord de phase. On
constate donc que le seul élément sur lequel on peut travailler pour arriver aux

5. On note ici que neff(ωi), c et λ représentent respectivement l’indice effectif du mode, la vitesse

de la lumière dans le vide et la longueur d’onde dans le vide.
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accords de phases que l’on souhaite est la dispersion à travers les indices effectifs
neff. Or, cette formulation très simple permet déjà de constater qu’il existe de mul-
tiples possibilités permettant de satisfaire ces deux équations ; en effet, pour une
longueur d’onde signal recherchée par exemple, on peut ajuster les deux longueurs
d’onde de pompe (fixant automatiquement la longueur d’onde de l’idler) et avoir
des dispersion différentes βi(ωi) pour les quatre ondes dans le but de conserver la
quantité de mouvement. De façon générale, on parle d’accord de phase lorsque la
quantité suivante s’annule :

∆k = β3 + β4 − (β1 + β2) (1.15)

il n’y a que dans les environs de ∆k = 0 qu’on observe un échange d’énergie des
pompes vers les signaux et idler ; on parle alors de gain. Toutefois, le gain maximum
obtenu par MQO ne se produit pas exactement à ∆k = 0 à cause de la contribution
non-linéaire (auto-modulation de phase et modulation de phase croisée) qui contri-
bue à modifier la phase de chacune des ondes. Ainsi, on sépare habituellement le
désaccord de phase effectif en trois composantes, en comptant la contribution non-
linéaires[35] :

κ = ∆kM + ∆kG + ∆kNL (1.16)

où les trois termes ∆kM , ∆kG et ∆kNL représentent respectivement les contributions
de la dispersion du matériau, de la dispersion du guide d’onde et la contribution
non-linéaire (fréquemment représentée par le terme 2γPp où γ est le coefficient
non-linéaire de la fibre et Pp la puissance de pompe). Lorsqu’on travaille à courtes
longueurs d’onde dans la silice (dans le visible pour la pompe) et qu’on tente d’ob-
tenir de très grands désaccords de phase (> 200 THz), la variation importante de
la dispersion du matériau pose un réel problème et on doit faire appel à différentes
stratégies, qui seront discutées dans les différentes sous-parties. Notons de suite que
∆kNL est ci-après négligé, le terme linéaire l’emportant largement dans l’expression
de l’accord de phase dans les cas qui seront étudiés.

1.3.2 Choix de la pompe

Précisions aussi que s’il existe une variété de sources très communes à 1064 nm
(lasers fibrés, semi-conducteur ou à l’état solide) assez puissante pour être utilisées
comme pompe dans des applications non-linéaires, la limite physique du processus
de MQO est la seconde harmonique dans le cas d’une pompe unique (i.e. ω1 = ω2 =
ωp et ω3 ≈ 2ωp). Ainsi, il est impossible de descendre sous la barre des 532 nm à
l’aide d’une telle source

Une autre technique envisageable pour la génération de courte longueurs d’ondes
consiste à utiliser deux pompes de longueurs d’ondes différentes dans le but de
d’écarter davantage les longueurs d’ondes de signal et d’idler produites[20, 21].
Les sources utilisées pour ce faire sont par exemple une pompe à 1064 nm et une
autre à 532 nm. On utilise par exemple un multiplexeur ou une conversion partielle
de seconde harmonique d’un laser de base à 1064 nm à l’aide d’un doubleur de
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fréquence, certains étant particulièrement efficace à cette longueur d’onde, comme
le niobate de lithium pôlé périodiquement (NLPP, [42, 43]). Les deux montages
décrits ici pour effectuer ce type de MQO sont illustrés à la figure 1.13(a) et (b)
respectivement. Pour ce cas de figure, l’énergie totale de pompe est équivalente à
celle de trois photons à 1064 nm, fixant ainsi la limite inférieure absolue du signal
à environ 355 nm. Or, pour les mêmes raisons évoquées à la section précédente, les
limitations quant à la longueur d’onde de l’idler et à la dispersion font en sorte
qu’il est généralement impossible de descendre sous la barre des 400 nm en utilisant
cette technique. L’utilisation d’un tel schéma de pompage peut entre autres avoir
comme avantage d’être versatile (comme on peut le voir d’ailleurs sur les accords
de phase présentés à la figure 1.14) et d’amoindrir l’effet de la dispersion en faisant
en sorte que la quantité de mouvement effective de la pompe soit à mi-chemin entre
celle de chacune des pompes, ce qui peut relaxer la contrainte sur la dispersion
de la fibre. On peut d’ailleurs voir un exemple de spectres générés pour trois fibres
différentes avec un pompage mixte à la figure 1.15. Néanmoins, ce montage demeure
assez complexe et n’est pas en mesure de produire des longueurs d’ondes discrètes
dans l’UV pour une fibre de silice. Aussi, le couplage de deux longueurs d’onde
simultanément dans la fibre et ce, dans le même mode et de manière efficace, n’est
pas une tâche aisée.

Ces constatations nous ont amené à sélectionner une unique pompe à 532 nm
pour effectuer la conversion vers les courtes longueurs d’onde par MQO.

1.3.3 Accord de phase intramodal

Afin de fixer les idées, prenons l’exemple classique de MQO intramodal (toutes
les ondes sont dans un seul mode et on utilise une seule pompe) de l’équation (1.10).
Pour faciliter l’écriture, nous allons considérer le développement autour de la pompe
et écrire l’espacement spectral ωs − ωp = −(ωi − ωp) = Ω. Dans ces conditions, on
a :

βp = β0 (1.17)

βs = β0 + β1Ω +
β2

2
Ω2 +

β3

6
Ω3 +

β4

24
Ω4 + . . . (1.18)

βi = β0 − β1Ω +
β2

2
Ω2 − β3

6
Ω3 +

β4

24
Ω4 + . . . (1.19)

Ainsi, en calculant le désaccord de phase, les termes de degré impair s’annulent et
on peut approximativement écrire :

∆k ≈ β2

2
Ω2 +

β4

24
Ω4 (1.20)

Si on s’attarde ici à la condition d’accord de phase (∆k = 0), on notera qu’il existe
une racine double en Ω = 0 et une autre paire de racines données par :

Ω = ±
√

−12β2

β4
(1.21)
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Figure 1.13 – Illustration de montage de conversion de longueur d’onde par pom-
page non-dégénéré en longueur d’onde. Ici, deux pompes à différentes longueurs
d’onde sont utilisées dans le but de générer un signal à longueur d’onde plus courte ;
(a) Montage utilisant deux lasers et un système de multiplexage ; (b) Montage uti-
lisant un cristal doubleur pour convertir une partie de la pompe à 1064 nm en une
seconde pompe à 532 nm subséquemment couplées ensemble dans la fibre.
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Figure 1.14 – Désaccord de phase en fonction de la longueur d’onde signal d’une
fibre microstructurée air-silice pour un pas Λ allant de 1.3 µm à 1.5 µm par pas de
0.02 µm. Le rapport de diamètre des trous au pas d/Λ est de 0.74 et les pompes
sont à λ1 = 532 nm et λ2 = 2λ1 = 1064 nm (tiré de[20])

Ce résultat nous indique que, pour avoir des solutions d’accord de phase linéaire
(autre qu’autour de la pompe en prenant en compte le déphasage non-linéaire), ont
doit avoir une dispersion au moins d’ordre 4 et, pour que la solution soit réelle, β2

et β4 doivent être de signes opposés. Généralement, dans les fibres, β4 est négatif
et ces accords de phase apparaissent alors en régime de dispersion normale. La
conséquence principale de cela est de permettre de générer des spectres discrets
de signal et d’idler loin de la pompe, ce qui est particulièrement intéressant dans
un contexte de conversion de longueurs d’onde. Cependant, l’utilisation de ce type
d’accord de phase dans des fibres microstructurées est parfois problématique. En
effet, Chen, Wadsworth et Birks[5] ont démontré par calcul, comme on peut le
voir sur la figure 1.16(a), qu’un tel accord de phase dans une fibre microstructurée
air-silice nécessiterait des cœurs de dimension inférieure au micron et aussi que la
courbe d’accord de phase est relativement évasée, ne permettant pas un pompage
profondément en zone de dispersion normale. Or, la fabrication de fibres avec de
si petites dimensions, en particulier en regard à leur uniformité, est problématique,
sans compter que les intensités importantes dans de si petits guides sont susceptibles
d’endommager le matériau par absorption de plusieurs photons[44, 22]. Néanmoins,
la modélisation de la fibre comme un barreau de silice dans l’air a permis de montrer,
dans la même référence, qu’il est possible de générer des ultraviolets dans la zone
de dispersion normale d’un mode d’ordre supérieur, et ce, pour un cœur de taille
raisonnable avoisinant les 2 µm de diamètre, limitant ainsi les problèmes évoqués ci-
dessus pour un accord dans le mode fondamental. Une longueur d’onde aussi basse
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Figure 1.15 – Spectres obtenus par pompage non-dégénéré 532 nm/1064 nm pour
différentes fibres en (a), (b) et (c) ayant respectivement des pas de 1.37 µm, 1.45 µm
et 1.35 µm, des d/Λ de 0.67, 0.74 et 0.74 ainsi que des longueurs de 1.5 m, 1 m et
1 m (tiré de[20]).
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que 347 nm a ainsi été obtenue dans le mode LP02, en régime intramodal (i.e. toutes
les ondes étant dans ce mode). Cette avenue est cependant problématique sur deux
fronts : tout d’abord, elle implique un mode d’ordre supérieur ayant une qualité de
faisceau moindre que le mode fondamental (LP02 étant un mode peu brillant) et
ensuite, elle nécessite l’utilisation d’un convertisseur de mode[4] dont la fabrication
est complexe, nécessitant un contrôle adéquat de l’ouverture des trous d’air d’une
fibre microstructurée en plusieurs étapes.

1.3.4 Accord de phase intermodal

Une technique alternative se présentant dans le cas de fibres multimodes pour
assouplir les conditions d’accord de phase consiste à opérer en régime multimode
(cas où les quatre ondes peuvent être dans des modes différents) rapporté entre
autres par Stolen, Bjorkholm et Ashkin[16]. Le principe de base consiste à
profiter de la dispersion intermodale du guide (comprise dans ∆kG) pour compenser
la dispersion du matériau ∆kM . 6

Nous décrivons ci-dessous trois configurations possibles de MQO intermodal :
pompage dégénéré, pompage mixte en polarisation et pompage mixte en modes
spatiaux.

1.3.4.1 Pompage dégénéré

Le cas le plus simple correspond à celui du pompage dégénéré pour lequel les
deux photons de pompe appartiennent au même mode alors que les ondes signal
et idler sont générées dans au moins un autre mode. Un exemple particulier cor-
respondant à l’une des premières observations historiques en 1974 par Stolen,
Bjorkholm et Ashkin[16] est illustré en détail aux figures 1.17(a) et (b) où l’on
peut voir l’évolution des indices effectifs et de ∆k en fonction de la fréquence (et
de la longueur d’onde) une pompe et l’idler dans le mode fondamental LP01 et le
signal (à courte longueur d’onde) dans le mode d’ordre supérieur LP02. Un résumé
sur une courbe en fréquence normalisée V est également illustrée à la figure 1.18.
On constate, en particulier sur la figure 1.17(b), que la dispersion chromatique est
importante sur la plage considérée, même plus importante que la différence d’indice
effectif en les modes. L’utilisation d’un mode d’ordre supérieur à courte longueur
d’onde a permis ici de compenser la forte dispersion du matériau ∆kM par la dis-
persion intermodale du guide (comprise dans ∆kG), permettant ainsi l’accord de
phase.

Les fibres air-silice à fort contraste d’indice de réfraction permettent d’obtenir
des différences d’indice entre modes bien plus importantes (pouvant atteindre 10−2)
que dans les fibres conventionnelles et sont donc des bonnes candidates pour la géné-
ration de grand décalage de fréquence par MQO. Ainsi des décalages ≈ 250 THz[18])

6. Précisons que bien que le recouvrement entre certains modes est a priori mauvais (ce qui pour-

rait présager d’un faible gain du MQO) il a été démontré expérimentalement que si l’espacement

en longueur d’onde est suffisamment grand (la forme du mode étant dépendante de la fréquence) il

est possible d’atteindre dans de telles configurations des efficacités pouvant aller jusqu’à 20 %[19].
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Figure 1.16 – Simulations indiquant la position de l’accord de phase pour plusieurs
pas de microstructure Λ en fonction de la longueur d’onde de pompe pour un accord
de phase intermodal dans le mode fondamental (a) et dans le mode LP02 (b), les
courbes en noir indiquant respectivement des diamètres de cœur équivalents de
0.952 µm et 2.86 µm. Dans le premier cas, le pas de structure est inférieur au micron,
posant problème tant au niveau de la fabrication que de l’utilisation (tiré de [5])
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Figure 1.17 – Illustration d’un accord de phase intermodal pour une fibre mul-
timode ; (a) évolution des indices effectifs et de l’accord de phase linéaire ∆k en
fonction de la pulsation ; (b) évolution des indices effectifs et de l’accord de phase
linéaire ∆k en fonction de la longueur d’onde signal et idler pour une pompe fixée
à 532 nm. On constate en (b) que la dispersion du chromatique occupe une grande
place ici, le changement de mode pour le signal étant un moyen de compenser son
effet. L’espacement en fréquence optique obtenu, soit ∆ν = Ω/(2π) est d’environ
67 THz. Les indices s, p et i font référence respectivement au signal, à la pompe et
à l’idler.
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Figure 1.18 – Représentation de l’accord de phase en fréquence normalisée, tel que
rapportée dans [16].
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Figure 1.19 – (a) Indices effectif nr + ini des deux premiers modes de la fibre en
encart (LMA-10 de Crystal Fiber, Λ = 6.6 µm et d/Λ = 0.47 [ndlr]). (b) Coefficient
de dispersion D des deux premiers modes. Les encarts (2) et (3) représentent res-
pectivement les modes simulés de pompe et de signal (respectivement à 808 nm et
586 nm) et les champs proches observés pour ces mêmes modes sont illustrés aux
encarts (4) et (5) (tiré de [18]).

ont pu être obtenus (cf. figures 1.19 et 1.20). Bien que l’exploitation des modes
d’ordre supérieur pour aider à accommoder la condition d’accord de phase soit en
théorie prometteuse et largement étudiée, cette dernière produit souvent les courtes
longueurs d’onde dans les modes d’ordre supérieur (le sens naturel tendant à com-
penser la dispersion chromatique[12]) et n’ont pas su produire jusqu’à maintenant de
longueurs d’onde sous la barre des 400 nm pour des pompes visibles (λp ≈ 532 nm).

Afin d’élargir encore les possibilités d’obtention d’accord de phase, il est inté-
ressant de considérer des solutions alternatives pour modifier la dispersion : c’est
là qu’intervient le pompage en superposition de modes. Deux techniques princi-
pales nous donnent ainsi accès à de nouvelles familles d’accords de phase, soit le
pompage sur deux polarisations ou sur deux modes spatiaux, voire même les deux
simultanément. Nous allons maintenant détailler le mécanisme derrière chacune de
ces approches.

1.3.4.2 Pompage mixte en polarisation

Un cas classique de pompage en régime mixte modalement consiste à envoyer
une pompe dans une fibre biréfringente avec une polarisation à 45◦ des axes propres.



1.3. Contexte et état de l’art, mélange à quatre ondes 31

Figure 1.20 – Transmission mesurée pour différentes puissances de pompe. En vert,
on observe le spectre de la pompe et le champ proche correspondant dans l’encart
(1). L’encart (2) illustre le champ lointain du signal (tiré de [18]).

La pompe est alors partagée entre deux courbes de dispersion, celles des axes lent
et rapide, faisant en sorte qu’il existe alors quatre possibilité d’accord de phase qui
sont illustrées à la figure 1.21. Une nouvelle famille d’accords de phase fait alors son
apparition, soit celles pour lesquelles un photon de pompe selon chaque polarisation
est pris pour générer le signal et l’idler séparément sur les polarisations lentes et
rapides. Les deux types d’accord de phase pour ce type d’injection peuvent s’écrire
comme suit :

βpx + βpy = βsx + βiy (1.22)

βpx + βpy = βsy + βix (1.23)

où p, s et i font respectivement référence à la pompe, au signal et à l’idler, et
les indices x et y aux axes propres de la fibre. Dans le cas illustré ici, la pompe
est dégénérée en longueur d’onde, mais on pourrait également ajouter à cela des
pompes à différentes longueurs d’onde, chacune selon leur axe de biréfringence par
exemple.

Lorsqu’on s’attarde au MQO mettant en jeu une seule polarisation pour toutes
les ondes (par exemple, toutes selon l’axe x), on parle d’instabilité de modulation

scalaire, ou SMI. Lorsqu’on parle des autres familles de courbes où un photon de
pompe est pris sur chaque polarisation et les signaux et idlers sont générés dans des
polarisations différentes, on réfère aux accords de phase obtenus comme étant de
l’instabilité de modulation en polarisation croisée, ou XPMI 7[49, 50]. Ces courbes

7. Il existe également un autre type de MQO en polarisation, soit la modulation d’instabilité
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Figure 1.21 – Illustration du pompage mixte en polarisation. On pompe ici à 45◦

des axes propres d’une fibre ayant une biréfringence B. On obtient alors quatre com-
binaisons possible d’accords de phase dont deux relèvent de l’instabilité de modula-
tion scalaire (SMI) et deux de l’instabilité de modulation en polarisations croisées
(XPMI) qui donne accès à une nouvelle famille d’accords de phase.

d’accord de phase présentent généralement un pic de gain à proximité de la pompe
et un autre près de la branche extérieure de l’accord de phase SMI (en dispersion
normale). La différence entre la SMI et la XPMI est généralement d’autant plus
important que l’écart entre la dispersion des deux axes de polarisation est élevée,
ce qui est traduit dans ce cas par la biréfringence B = nx − ny où x est ici orienté
selon l’axe lent. Dans les fibres biréfringentes, B est habituellement de l’ordre de
quelques 10−4, faisant en sorte que l’impact est relativement faible pour des accords
de phase ayant lieu très loin de la pompe. Les différentes familles de courbes d’accord
de phase en régime biréfringent sont illustrées à la figure 1.22.

1.3.4.3 Pompage mixte en mode spatiaux

Comme nous l’avons vu à la section précédente, la distribution de la pompe sur
différents modes en polarisation dans une fibre biréfringente permet de créer de nou-
velles conditions d’accord de phase dont les positions dépendent de la biréfringence.
Or, dans les fibres air-silice, la différence d’indice entre modes spatiaux peut at-
teindre 10−2, dépassant généralement très largement la biréfringence, ce qui permet
d’imaginer toute une panoplie de nouveaux accords de phase impliquant différents
modes de pompe et offrant plusieurs possibilités d’atteindre certaines longueurs
d’ondes (idéalement dans l’UV) dans un mode donné (idéalement le mode fonda-
mental). Ce type d’accord de phase est connu depuis plus de 40 ans (figure 1.23)
et a permis récemment de générer des UV dans le mode fondamental (figure 1.24).
Toutefois les décalages en fréquence rapportés sont faibles[15, 13, 17], typiquement
quelques THz et sont donc très éloignés de ce que l’on cherche à obtenir. 8

Nous verrons toutefois dans le chapitre 3 qu’il est possible à l’aide d’un choix

en polarisation (PMI) [45, 46, 47, 48], pour laquelle le signal et l’idler sortent orthogonaux à la

pompe. Or, cette forme de MQO n’est généralement visible que dans les fibres très faiblement

biréfringentes et parce qu’il possède un seuil de puissance pour être visible. Nous n’allons donc pas

l’élaborer ici.
8. Le décalage est de 205 THz entre une pompe à 532 nm et un signal à 390 nm.
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Figure 1.22 – Illustration de courbes d’accord de phase pour la modulation d’insta-
bilité scalaire (SMI) et d’instabilité de modulation en polarisations croisées (XPMI)
pour une fibre biréfringente.

judicieux de structure d’obtenir des décalages supérieurs à 200 THz en pompant à
532 nm selon 2 modes spatiaux et de générer le signal basse longueur d’onde dans
le mode fondamental recherché tout en ayant un cœur de dimensions raisonnables

Figure 1.23 – Exemples d’accords de phases en régime multimode (tirés de[35],
adapté de[15]). En particulier, on note que le pompage dégénéré modalement
(graphe (b)) peut produire des accords de phase ayant des espacements spectraux
très grands alors que le pompage mixte modalement est souvent associé à de petits
écartements spectraux, comme on peut le voir en (a).
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Figure 1.24 – Exemple d’observation d’accord de phase en pompage mixte ; une
pompe est distribuée sur un ensemble de modes dont les modes LP01 et LP11 et en-
gendre l’apparition d’un signal à courte longueur d’onde dans le mode fondamental
et de l’idler dans le mode d’ordre supérieur. Le décalage en fréquence ici est très
petit, de l’ordre de 7 THz (tiré de[13]).

1.4 Conclusion

Nous avons revu plusieurs techniques d’accord de phase ici mais aucune n’a pu
démontrer une conversion vers l’ultraviolet d’une pompe à 532 nm dans le mode
fondamental d’une fibre à cœur solide, entre autres car les designs envisagés le per-
mettant en théorie sont problématiques en pratique, tant au niveau de la fabrication
que du risque d’endommager le matériau. Dans les chapitres suivants, nous explore-
rons donc diverses stratégies développées au laboratoire pour tenter de contourner
ces problèmes, entre autres par des schémas d’accord de phase novateurs, comme
le pompage mixte modalement dans une fibre air-silice, l’utilisation de fibres hy-
brides ou encore l’étude de points de stabilité de l’accord de phase avec fluctuations
d’échelle de la structurante guidante.
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2.1 Contexte et motivation

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, la conversion de longueurs d’onde
nécessite des caractéristiques de dispersion particulière et la conception de la fibre
pouvant générer les signaux et idlers désirés, dans les modes souhaités pour une
pompe particulière n’est pas du tout triviale. Nous avons également survolé une
panoplie de stratégies employées jusqu’à maintenant pour la génération de courtes
longueurs d’onde mais aucune d’entre elles n’a su générer des ultraviolets dans le
mode fondamental.

Pour approfondir notre étude et développer les outils de calcul dont nous aurons
besoin tout au long du chapitre 3, nous allons d’abord déterminer l’expression des
coefficients d’interaction entre les modes, dénotés fmk et fijkℓ, que nous calculerons
dans l’approximation des modes scalaires, puis pour le cas général vectoriel qui
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nous sera utile pour les structures réelles air-silice, et ce en particulier lorsque la
nature des modes est très différente 1, ce qui sera le cas pour le pompage mixte
modalement.

Finalement, nous présenterons un modèle stochastique détaillé servant à mo-
déliser l’impact des fluctuations des paramètres opto-géométriques de la fibre sur
l’espérance du gain des processus de mélange à quatre ondes. Ce modèle servira de
base à la fois pour interpréter des données expérimentales décrites au chapitre 3
ainsi que pour proposer de nouveaux designs, plus robustes aux perturbations sto-
chastiques.

2.2 Théorie du mélange à quatre ondes

La mélange à quatre ondes, comme nous l’avons brièvement mentionné à la
section précédente, est une conséquence des effets non-linéaires (d’ordre trois) qui
engendrent un couplage entre quatre champs à travers la polarisation non-linéaire
du matériau. Pour mieux comprendre son fonctionnement, revenons un instant aux
équations dans le but de décrire en détail les différentes équations nécessaires à
la description du phénomène et établir les différents coefficients dont nous aurons
besoin par la suite et dont les expressions ne sont pas toujours données clairement
dans la littérature voire pas du tout dans le cas du pompage mixte spatialement.

2.2.1 Non-linéarité et équations du mélange à quatre ondes

Le mélange à quatre ondes est une conséquence de la polarisation non-linéaire
du matériau. Dans les fibres de silice (ou faites à partir de matériau centro-
symétriques), c’est effectivement le premier terme important de la polarisation
non-linéaire, les effets de second ordre étant à toutes fins pratiques absents. Pour
expliquer le lien entre ces effets et le MQO, observons attentivement le terme de po-
larisation non-linéaire dans le cadre d’une réponse non-linéaire locale et instantanée
[51, 35] :

PNL,i(x, y, z, t) = ε0

∑

j

∑

k

∑

ℓ

χ
(3)
ijkℓEj(x, y, z, t)Ek(x, y, z, t)Eℓ(x, y, z, t) (2.1)

où χ
(3)
ijkℓ est le tenseur de susceptibilité électrique d’ordre 3, Em dénote les com-

posantes du champ électrique avec i, j, k et ℓ prenant les valeurs de l’ensemble
{x, y, z}. Les propriétés de symétrie du matériau font en sorte que, des 81 coeffi-
cients du tenseur de susceptibilité, seul 21 sont non-nuls et ces derniers peuvent être
exprimés à l’aide d’une seule constante, que nous noterons χ3[51]. Ainsi, l’expression
de l’intégralité du tenseur peut s’effectuer à l’aide du Delta de Kronecker :

χ
(3)
ijkℓ =

χ3

3
(δijδkℓ + δikδjℓ + δiℓδjk) (2.2)

1. Par exemple, lorsqu’on considère un mode linéairement polarisé et un mode transverse élec-

trique
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avec δij = 1 si i = j et zéro autrement. Cette formulation permet d’exprimer
simplement la polarisation non-linéaire qui, après simplification, s’écrit :

PNL = ε0χ3(E • E)E. (2.3)

Pour la suite du développement, nous allons nous placer, comme au chapitre précé-
dent, dans le cas d’ondes monochromatiques et nous allons exprimer le champ total
comme la somme de quatre champs :

E =
1
2




4∑

j=1

Ej exp(−iωjt) + conjugué complexe


 = Re




4∑

j=1

Ej exp(−iωjt)


 (2.4)

En ajoutant à l’équation d’onde la contribution non-linéaire à la polarisation, (en
négligeant le gradient de la polarisation non-linéaire, étant beaucoup plus faible
que l’effet du guide), puis en passant dans le domaine de Fourier sur le temps,
la transformée de Fourier s’exprime alors comme une convolution du produit des
champs :

P̃NL =
¨

R2

Re




4∑

j=1

Ejδ(ω − ω′ − ω′′ − ωj)


 · Re

[
4∑

k=1

Ekδ(ω
′ − ωk)

]
(2.5)

· Re

[
4∑

ℓ=1

Eℓδ(ω
′′ − ωℓ)

]
dω′dω′′

avec δ(ω) la distribution de Dirac. Ainsi, pour qu’une onde située en δ(ω−ωm) soit
affectée par la polarisation non-linéaire, on doit avoir :

ωm ± ωj ± ωk ± ωℓ = 0 (2.6)

où les signes dépendent de la nature de la contribution du terme de somme corres-
pondant (négatif pour le terme direct, positif pour le conjugué). Cette relation nous
donne donc que seuls les termes qui conservent l’énergie pour nos quatre ondes
peuvent interagir. Ainsi, on peut grouper les termes de polarisation non-linéaire
également par fréquences (correspondant aux fréquences de nos quatre champs),
telle que :

PNL =
1
2




4∑

j=1

Pj exp(−iωjt) + c. c.


 = Re




4∑

j=1

Pj exp(−iωjt)


 (2.7)

Dans le cas où deux des champs sont à la même fréquence (i.e. les deux photons
de pompe, ω1 = ω2 = ωp), la conservation d’énergie s’écrit 2ωp = ωs +ωi, les indices
s et i référant respectivement au signal et à l’idler et on peut facilement identifier
la combinaison de termes oscillant aux différentes fréquences pour la polarisation
non-linéaire. Nous reviendrons sur la nature de leur expressions dans les sections
suivantes pour la cas en approximation scalaire et le cas général vectoriel.
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d’onde

Si on laisse maintenant varier l’amplitude du champ le long de la fibre, on peut
modifier les solutions de l’équation d’onde, par exemple pour le signal :

Es = As(z)Fs(x, y) exp[i(βsz − ωst)] (2.8)

Nous considérerons cependant que la variation de l’amplitude est bien plus lente
que l’oscillation du champ, c’est-à-dire que ∂zA(z) ≪ β et ∂2

zA ≪ β2. Prenant tout
cela en compte, on peut écrire pour le champ électrique :
({[

∇2
⊥ + (k2n2 − β2

s )
]

Fs(x, y) + (∇⊥ + iβsẑ)
[
Fs • ∇⊥ ln(n2)

]}
As + 2iβs

∂As

∂z
Fs

)

(2.9)

× exp(iβsz) = −µ0ω
2
sPs

où la partie entre accolade est précisément l’équation différentielle homogène s’an-
nulant pour les modes Fs. On peut alors réécrire l’équation ainsi :

∂As

∂z
Fs ≈ iµ0ωsc

2n
Ps exp(−iβsz) (2.10)

Pour compléter le travail, nous allons faire intervenir deux relations ayant trait à
l’énergie d’un mode, soit la quantité d’énergie emmagasinée dans le champ électro-
magnétique W et la puissance moyenne traversant la surface transverse au guide
P . Tout d’abord, définissons le vecteur de Poynting moyen Sj[34] :

Sj =
1
2

Re (E ∧ H∗) . (2.11)

On peut également calculer la puissance moyenne traversant le plan transverse
à en intégrant le flux du vecteur de Poynting à travers le plan transverse :

Pj =
¨

A⊥

Sj • ẑdA⊥ (2.12)

Pour un seul mode, L’énergie totale emmagasinée par unité de volume est donnée
par la somme des énergies emmagasinées dans le champ électrique (indice e) et
magnétique (indice h) :

Wj = Wej + Whj =
˚

V

ε0

4
n2|Fj |2 +

µ0

4
|Gj |2dV (2.13)

avec |Fj| = Fj • F∗
j et, en considérant le guide invariant en z, on peut exprimer

cette quantité en énergie par unité de longueur :

Wj = Wej + Whj =
¨

A⊥

ε0

4
n2|Fj |2 +

µ0

4
|Gj |2dA⊥ (2.14)

En supposant les correctement normalisés, c’est-à-dire que

1
2

¨

A⊥

Re(Fj ∧ G∗
j) • ẑdA⊥ = 1 (2.15)
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on peut montrer à l’aide du théorème de réciprocité que Wej = Whj. Or, il existe
un lien entre Pj et Wj à travers la vitesse de groupe, soit :

vg =
c

ng
=

Pj

Wj
(2.16)

et on peut alors écrire

1
2

¨

A⊥

Re(Fj ∧ G∗
j ) • ẑdA⊥ =

1
2ngZ0

¨

A⊥

n2|Fj|2dA⊥ (2.17)

avec Z0 =
√
µ0/ε0 l’impédance caractéristique du vide. Ainsi, en effectuant le pro-

duit scalaire par F∗
s et en multipliant des deux côtés par n2 l’équation (2.10), puis

en intégrant sur la surface transverse, on trouve finalement :

∂As

∂z
=

exp(−iβsz)
Z0

¨

A⊥

iµ0ωsc

4
(Ps • F∗

s)dA⊥ (2.18)

en considérant n ≈ ng, ce qui est valable pour un mode confiné dans le cœur.
On peut répéter la même opération pour toutes les ondes et ainsi obtenir quatre
équations différentielles couplées distinctes. Le développement de la polarisation
non-linéaire fait apparaître différents termes proportionnels aux amplitudes des dif-
férentes ondes (ou de leur conjuguée complexe) et on peut les regrouper en trois
catégories :

— le terme d’interaction d’une onde avec elle-même, c’est l’auto-modulation de

phase (proportionnel à fmm)
— les termes d’interaction des autres ondes sur elle-même via leurs intensités,

c’est la modulation de phase croisée (proportionnel à fmk)
— le terme d’interaction entre les quatre ondes et faisant intervenir l’accord de

phase, c’est le terme de mélange à quatre ondes (proportionnel à fijkℓ).
La séparation des différentes contributions selon ces termes donne des équations
classiques pour le MQO dont celle pour le signal est donnée par[35] :

∂As

∂z
=
iωs

c




fss|As|2 + 2

∑

k 6=s

fsk|Ak|2

As + 2f12siA1A2A

∗
i exp(i∆kz)


 (2.19)

où ∆k = βs +βi −β1 −β2 est le désaccord de phase et les fk...ℓ sont des coefficients
provenant du produit Ps • F∗

s et qui seront explicités dans les sections suivantes 2.
Notons que nous considérerons toujours les pompes à la même fréquence mais que
celles-ci peuvent être dans deux champs différents (ici, les champs dénotés 1 et 2).

2.2.2 Mélange à quatre ondes en approximation scalaire

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, lorsqu’on est en approximation de
guidage faible, on peut utiliser la base des modes linéairement polarisés (ou LP) pour

2. Ces coefficients sont explicités dans d’autres cas de figure autre part[52]. Nous allons donc

les développer pour nos applications avec une notation harmonisée.
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décrire le champ dans la fibre. Cette approximation est aussi appelée approximation
scalaire car, à un vecteur d’orientation de la polarisation près p̂, toutes les équations
sont essentiellement scalaires. Dans ce cas, le produit (E•E)E ≈ E3p̂. Pour le reste
du développement dans cette section, nous allons donc laisser tomber l’orientation
de la polarisation et passer en mode scalaire.

Pour expliciter les coefficients, on procède tout d’abord par regrouper les termes
oscillant à la fréquence de l’onde qui nous intéresse. On a alors, pour le coefficient
d’auto-modulation de phase :

fmm =
¨

A⊥

3χ3

4Z0
|Fm|4dA⊥ =

¨

A⊥

3χ3

4nZ
|Fm|4dA⊥ (2.20)

où Z = Z0/n est l’impédance du matériau. On notera au passage que l’indice non-
linéaire du matériau (en intensité) tel que n = nlin + n2I est défini par :

n2 =
3χ3Z

4n
(2.21)

On peut alors, en regroupant les constantes, écrire :

fmm =
¨

A⊥

n2

Z2
|Fm|4dA⊥ (2.22)

Cet effet traduit la perturbation de phase de l’onde sur elle-même. Dans ces équa-
tions et suivant la normalisation que nous avons utilisé, une analyse dimensionnelle
révèle que les unités d’amplitude A sont des [A] = W1/2 et donc |A|2 donnent
directement une puissance.

Le coefficient de modulation de phase croisée, traduisant la perturbation de
phase d’une onde m sur une onde k (et inversement) est donné par :

fmk =
¨

A⊥

n2

Z2
|Fm|2|Fk|2dA⊥ (2.23)

Finalement, le coefficient de mélange à quatre ondes est simplement donné par :

fijkℓ =
¨

A⊥

n2

Z2
FiFjF

∗
kF

∗
ℓ dA⊥ (2.24)

Un problème survient cependant dans le cas où les deux pompes sont à la même
longueur d’onde. En effet, la dégénérescence en longueur d’onde entraînera l’appari-
tion éventuelle de termes additionnels dans l’équation différentielle pour les pompes,
entraînant un couplage entre celles-ci si elles ne sont pas dans le même mode. Nous
adresserons cette question délicate dans la section sur le pompage distribué moda-
lement.

2.2.3 Mélange à quatre ondes vectoriel

Dans le cas où nous ne pouvons utiliser l’approximation scalaire, en particulier
quand il y a levée de dégénérescence comme pour un guide à très fort contraste
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d’indice, on doit conserver les solutions générales pour les modes et effectuer le
calcul de la polarisation non-linéaire à partir de l’équation vectorielle. Dans ce cas de
figure on peut exprimer les coefficients d’auto-modulation de phase, de modulation
de phase croisée et de mélange à quatre ondes comme suit :

fmm =
1
3

¨

A⊥

n2

Z2

[
(Fm • Fm)(F∗

m • F∗
m) + 2|Fm|4

]
dA⊥ (2.25)

fmk =
1
3

¨

A⊥

n2

Z2
[(Fm • Fk)(F∗

m • F∗
k) + (F∗

m • Fk)(Fm • F∗
k) (2.26)

+|Fm|2|Fk|2
]

dA⊥

fijkℓ =
1
3

¨

A⊥

n2

Z2
[(F∗

ℓ • Fi)(Fj • Fk∗) + (F∗
ℓ • Fj∗)(Fi • Fk∗) (2.27)

+(Fi • Fj)(F∗
ℓ • Fk)] dA⊥

Ces expressions étant plus complexes, on peut néanmoins noter que, pour des
modes linéairement polarisés (ou scalaire), ces coefficients retombent sur les coef-
ficients scalaires détaillés à la section précédente. De la même façon, des termes
additionnels feront surface lorsque la fréquence des pompes est dégénérée, ce qui
sera étudié plus loin.

2.2.4 Mélange à quatre ondes en pompage dégénéré modalement
et spectralement

Lorsque la fréquence de pompe est dégénérée et que cette dernière est injectée
dans un seul mode, le mélange à quatre ondes est en fait basé sur trois ondes, la
pompe participant à l’interaction exclusivement sous forme quadratique puisqu’elle
y implique deux photons. Pour simplifier le calcul, nous allons également considérer
que la pompe est intense et les signaux et idlers faibles en comparaison. On peut
alors écrire l’équation différentielle pour la pompe qui ne subit alors que l’auto-
modulation de phase :

∂Ap

∂z
=
iωp

c
fpp|Ap|2Ap (2.28)

qui a simplement pour solution

Ap(z) = Ap0 exp(iγpPpz) (2.29)

où γp = ωpfpp/c. En substituant dans les équations pour le signal et l’idler, on
trouve :

∂As

∂z
=

2iPpωs

c
[fpsAs + fppsiA

∗
i exp(−iκz)] (2.30)

∂Ai

∂z
=

2iPpωi

c
[fpiAi + fppisA

∗
s exp(−iκz)] (2.31)

avec κ = βs +βi −2βp −2γpPp. Ce sont les deux équations différentielles couplées qui
seront utilisées pour le MQO intramodal. Il est également à noter que ces équations
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sont parfaitement valables pour tout autre accord de phase possible lorsque la pompe

est dans un seul mode. C’est ce cas de figure qui serait traité en détail, lors du
développement du modèle incluant les perturbations stochastiques des paramètres
optomécaniques de la fibre lors de la propagation.

2.2.5 Mélange à quatre ondes inter-modal mixte

La point délicat ici est la condition de dégénérescence spectrale pour la pompe
(i.e. la même longueur d’onde) qui est maintenant distribuée sur deux modes diffé-
rents F1 et F2 tels que pour des raisons de symétrie (en particulier sur le plan des
parties azimutales) :

¨

A⊥
F1 • F∗

2dA⊥ = 0 (2.32)

Dans ce cas, on doit garder deux équations différentielles pour les pompes, qui
s’écrivent alors :

∂A1

∂z
=
iωp

c

[
(f11|A1|2 + 2f12|A2|2)A1 + f2211A

2
2A

∗
1 exp [2i(β2 − β1)z]

]
(2.33)

∂A2

∂z
=
iωp

c

[
(f22|A2|2 + 2f21|A1|2)A2 + f1122A

2
1A

∗
2 exp [2i(β1 − β2)z]

]
(2.34)

Le dernier terme de ces équations provient de la dégénérescence spectrale des
deux pompes et suggère qu’il serait possible d’échanger de l’énergie entre les deux
ondes. Or, pour que ce processus s’effectue de manière efficace, il faudrait que les
ondes soient en phase, ce qui impliquerait que la contribution non-linéaire (≈ γPp)
soit de taille à rivaliser avec la fréquence de l’exponentielle complexe 2(β2 −β1) qui
est très grande pour deux modes différents en comparaison avec des valeurs réalistes
de γPp. On peut alors négliger ces termes dans l’intégration des équations. On se
retrouve alors avec un système d’équation très simple :

∂A1

∂z
=
iωp

c

[
(f11|A1|2 + 2f12|A2|2)A1

]
(2.35)

∂A2

∂z
=
iωp

c

[
(f22|A2|2 + 2f21|A1|2)A2

]
(2.36)

On peut montrer facilement à partir de ces équations que

∂|A1|2
∂z

=
∂|A2|2
∂z

= 0 (2.37)

et qu’ainsi on a conservation de la puissance dans chaque pompe et, incidemment,
de la puissance totale de pompe |A1|2 + |A2|2 = Pp. On peut alors combiner les
équations différentielles pour les amplitudes A1 et A2 en une seule 3 :

∂ ln(A1A2)
∂z

= i
[
(γp + 2γ12)Pp + ∆12(|A1|2 − |A2|2)

]
(2.38)

3. On note que ∂zA/A = ∂z ln(A)
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avec

γp =
ωp

2c
(f11 + f22) (2.39)

γ12 =
ωp

c
f12 (2.40)

∆12 =
ωp

2c
(f11 − f22) (2.41)

Dans le cas qui nous intéresse ici, on pompe avec une répartition de puissance égale
à l’entrée de la fibre (incidemment on a |A1|2 − |A2|2 qui est petit devant Pp) et le
rapport

∆12

(γp + 2γ12)
≈ 20 % (2.42)

pour le mode fondamental et le mode TE01 en calcul vectoriel pour un barreau de
silice dans l’air (avec Rco = 1.05 µm) à λp = 532 nm. On peut donc considérer que
le second terme du membre de droite de l’équation (2.38) est négligeable et on peut
alors solutionner directement l’équation pour obtenir le produit A1A2 :

A1A2 = [A1(0)A2(0)] exp
[
i(γp + 2γ12)Ppz

]
(2.43)

Nous considèrerons également que le signal est dans le même mode que la pompe
1 (fondamental) et que l’idler est dans le mode de la pompe 2 (mode TE01). Les
équations différentielles pour le signal et l’idler s’écrivent alors :

∂As

∂z
≈ (2γs1|A1| + 2γs2|A2|)As + γF W MA1(0)A2(0)A∗

i exp(−iκz) (2.44)

∂Ai

∂z
≈ (2γs1|A1| + 2γs2|A2|)Ai + γF W MA1(0)A2(0)A∗

s exp(−iκz) (2.45)

(2.46)

où κ = βs + βi − 2βp − (γp + 2γ12)Pp avec la quantité de mouvement moyenne de
la pompe :

βp =
β1 + β2

2
. (2.47)

L’accord de phase se comporte donc comme si la pompe était un autre mode dont la
courbe de dispersion serait situé entre celles des deux modes sur lesquels la pompe
est envoyée. La figure 2.1 illustre les différents coefficients et on constate que ce
sont les coefficients de modulation de phase croisée entre les pompes et l’onde de
même mode qui sont maximum. On note également que l’amplitude du terme de
mélange à quatre ondes est maximale (pour une puissance de pompe fixée) lorsque
le produit A1(0)A2(0) est lui-même maximal, c’est-à-dire lorsque les deux pompes

ont la même amplitude, soit A1(0) = A2(0) =
√
Pp/2. Cette configuration offre donc

une nouvelle opportunité pour la génération d’un signal dans le mode fondamental
et sera étudiée au chapitre 3.

Nous avons également eu besoin, dans le cadre de ce travail, de développer des
outils pour estimer l’impact des perturbations des paramètres optogéométriques de
la fibre sur le gain du mélange à quatre ondes. Pour ce faire, nous avons généralisé
le modèle proposé par Karlsson[53], travail faisant l’objet de la section suivante.
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Figure 2.1 – Coefficients f des équations de mélange à quatre ondes avec pompage
distribué sur deux modes et les signaux et idlers sur les mêmes modes que la pompe.
On constate que ce sont les coefficients de modulation de phase croisée entre le signal
ou l’idler et la pompe du même mode qui dominent, quoique tous les coefficients
soient du même ordre de grandeur.

2.3 Perturbations stochastiques et espérance de gain

Les processus non-linéaires dans les fibres sont souvent très sensibles aux ac-
cords de phase entre les différentes ondes mises en jeu, que ce soit dans le cadre
du mélange à quatre ondes ou de la génération d’harmoniques. Bien que le fait
d’utiliser des fibres est avantageux au niveau du gain puisque les ondes sont spa-
tialement en interaction sur une grande longueur, les fluctuations des propriétés de
la fibre peuvent avoir des conséquences néfastes sur le gain. Or, ces perturbations
ont un certain caractère aléatoire et, pour estimer correctement l’impact attendu
(l’espérance) sur le gain, on doit considérer les distributions de probabilité des per-
turbations ainsi que leurs dynamiques. On appelle généralement une évolution de
ce type «processus stochastique» (PS). C’est à l’aide de ce type de processus que
nous parviendrons à modéliser les fluctuations de propriétés de la fibre et détermi-
ner l’impact sur le gain. Il convient donc de prendre un instant pour développer
davantage les PS avant de passer aux applications.

2.3.1 Processus stochastiques

Un processus stochastique, ou processus aléatoire, peut être défini comme un en-
semble de variables aléatoires caractérisant l’évolution d’un système de valeurs aléa-
toires au cours du temps[54]. Autrement dit, un processus aléatoire est l’équivalent
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probabiliste d’un système d’équations différentielles déterministes. De façon tout-à-
fait analogue d’ailleurs, un processus stochastique peut souvent être formulé comme
une équation différentielle stochastique (EDS)[55]. Des exemples bien connus de PS
en physique sont, la chaîne de Markov [56], un PS discret, et le processus de Weiner,
un PS continu comme celui qui sera utilisé ici, qui permet entre autre d’expliquer
le mouvement brownien[57]. Le PS particulier auquel nous nous attarderons ici est
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (PO-U) qui représente une relaxation bruité[58].
Le choix de ce processus pour représenter les fluctuations de paramètres de fabri-
cation de la fibre est plutôt approprié car ceux-ci dépendent souvent de contrôleurs
en boucle fermées qui ont des comportements analogues à des relaxations vers une
valeur cible, en particulier en ce qui concerne le contrôle des dimensions de la fibre.
Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck peut être modélisé par la variable aléatoire X(t)
via l’EDS suivante :

∂X(t)
∂t

= θ[µ−X(t)] + σ
∂W (t)
∂t

(2.48)

où W (t) représente le processus de Weiner[59]. On note dans cette équation la
présence d’un terme tendant à ramener la valeur de X(t) vers une valeur moyenne
µ avec une constante de rappel θ ainsi qu’une composante aléatoire donnée par
W (t). En effet, on note que, dans le cas déterministe où il n’y a pas de fluctuations
aléatoires (i.e. σ = 0), on a bien une relaxation :

x(t) − µ = x0 exp(−θt); (2.49)

le rôle de W (t) ici est de modéliser la fluctuation aléatoire de X en tout instant.
Deux propriétés importantes du processus de Weiner sous-jacent seront à prendre en
compte pour définir le PO-U, soit l’écart-type de la distribution gaussienne associée,
σW , liée à l’amplitude des perturbations, et la longueur de corrélation Lc traduisant
la longueur après laquelle le processus n’est plus corrélé à lui-même. Autrement dit,
si on a une distribution X(z) en un point z le long de la fibre, la perturbation
X(z + Lc) est indépendante de la perturbation en X(z). Plus formellement, ces
deux concepts sont liés à la fonction d’autocorrélation, R(ζ), définie comme suit :

R(ζ) = 〈[X(z) − µ][X(z + ζ) − µ]〉 =
ˆ +∞

−∞
[X(z) − µ][X(z + ζ) − µ]dz (2.50)

On remarque évidemment par la définition que :

R(0) = 〈[X(z) − µ]2〉 = σ2
W (2.51)

On peut donc, à partir de ces définitions, intégrer ce processus stochastique au sein
des équations différentielles de mélange à quatre ondes dans le but d’étudier l’effet
de la fluctuation sur le gain final, par exemple. Pour ce faire, nous allons donc nous
pencher sur le cas du mélange à quatre ondes intramodal.

2.3.2 Perturbations stochastiques appliquées au MQO

Nous avons vu aux équations (2.30) et (2.31) que les équations différentielles
du MQO intramodal, dans l’approximation de la pompe non-déplétée, s’expriment
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essentiellement comme un système de deux équations différentielles couplées, celle
de la pompe se résolvant exactement. On peut, sans perte de généralité, ajouter
une perturbation longitudinale sur l’accord de phase, ∆kvar(z), en remplaçant le
désaccord de phase composé par l’expression :

κ′ = κ+ ∆kvar(z) (2.52)

et, en posant le changement de variable suivant :

Bs = As exp
(
i

2

[ˆ z

0
κ′(ζ)dζ

])
(2.53)

on peut reformuler les équations différentielles (2.30) et (2.31) de la façon suivante :

i
∂Bs

∂z
=
κ′

sp

2
Bs − ksfsippPpB

∗
i (2.54)

i
∂B∗

i

∂z
= −

κ′∗
ip

2
B∗

i + kif
∗
isppPpBs (2.55)

où

κ′
sp = 2(kpfpp − 2ksfsp)Pp − ∆kmoy − ∆kvar(z) (2.56)

κ′
ip = 2(kpfpp − 2kifip)Pp − ∆kmoy − ∆kvar(z) (2.57)

avec ∆kmoy = βs + βi − 2βp, Pp = |Ap|2 la puissance de pompe et km = ωm/c.
En regroupant les termes constants, on peut écrire κ′

mp = ∆mp +W (z), où ∆mp =
(2(kpfpp −2kmfmp)Pp −∆kmoy)/2 et W (z) = ∆kvar(z)/2, pour finalement exprimer
le système d’équations différentielles sous forme matricielle de la manière suivante :

∂B

∂z
= [G + HW (z)]B (2.58)

où l’on définit les matrices B, G and H par les expressions suivantes :

B =

[
Bs

B∗
i

]
, G =

[
−i∆sp iksfsippPp

−ikif
∗
isppPp i∆∗

ip

]
, H =

[
−i 0
0 i

]
. (2.59)

Or, puisque W (z) est une variable stochastique, l’équation (2.58) doit maintenant
être considérée comme une EDS [55], et sa solution doit incidemment être un proces-
sus stochastique. L’expression des équations présentée ici est en quelque sorte une
généralisation du développement effectué par Karlsson [53] de par le fait qu’elle
conserve l’expression générale des intégrales d’interaction f . . . et peut également
sans problème intégrer les termes de pertes dans le désaccord de phase (sous la
forme d’une partie imaginaire aux β des différentes ondes et donc de ∆mn), termes
qui peuvent avoir une incidence sur le gain global. En effet, ce cas plus général est
plus approprié pour les cas d’accord de phase très loin de la pompe où la forme
de mode et les aires effectives (via les coefficients f . . .) ne sont pas constantes en
fonction de la fréquence optique.
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Une question très intéressante qui se pose maintenant concerne la nature de
la variable stochastique W (z). En effet, on peut considérer que la perturbation de
l’accord de phase provient d’abord et avant tout de la perturbation de la disper-
sion qui peut être due à plusieurs facteurs. On peut penser, par exemple, à des
fluctuations d’échelle (dues aux fluctuations du diamètre de la fibre pendant le ti-
rage par exemple), de la fluctuation de l’indice ou du diamètre des trous (dans le
cas d’une fibre PCF) ou de la fluctuation de la tension de tirage qui aura un effet
sur l’indice transverse vu par les modes lors de la propagation [60]. Si ces diffé-
rentes fluctuations peuvent être considérées comme indépendantes, la fluctuation
totale sera donnée par la somme de toutes les fluctuations, ainsi, l’écart-type de la
distribution de la variable W (z) sera donnée par :

σ2
W =

N∑

i=1

(
1
2
∂∆k
∂Xi

∣∣∣∣
Xi=Xi,0

)2

σ2
Xi

(2.60)

où les Xi représentent les diverses contributions à la variation de la dispersion (et
les Xi,0 représentent leurs valeurs moyennes respectives) ou plus simplement, de
l’accord de phase linéaire ∆k. Pour fixer les idées, nous présenterons un exemple
d’application de cette méthode d’analyse en prenant comme unique perturbation
la fluctuation d’échelle le long de la fibre. Dans le cas d’une fibre microstructurée,
le pas de la structure Λ sera considéré pour la fluctuation d’échelle. Dans ce cas de
figure, la fluctuation σW de la variable W (z) s’exprime simplement par :

σ2
W =

(
1
2
∂∆k
∂Λ

∣∣∣∣
Λ=Λ0

)2

σ2
Λ (2.61)

L’intégration de l’équation (2.58) peut s’effectuer simplement à l’aide du calcul
stochastique en employant l’intégrale de Stratonovitch[55] pour obtenir le résultat
suivant :

B(z) = exp (Gz + HJ(z)) B(0) (2.62)

où

J(z) =
ˆ z

0
W (ζ)dζ (2.63)

et B(0) représente les valeurs initiales de B(z). Or, puisque W (z) a une distri-
bution gaussienne de moyenne nulle, J(z) a aussi une distribution gaussienne de
même moyenne. Si nous voulons calculer l’espérance de l’amplitude, 〈B(z)〉, on doit
développer l’exponentielle en série :

∞∑

k=0

Hk

k!
〈Jk(z)〉 (2.64)

et, sachant que tous les moments impairs d’une gaussienne sont nuls et que les
moments pairs sont donnés par[61] :

〈J2k(z)〉 =
(2k)!
2kk!

σ2k
J (2.65)
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la série se réduit à
∞∑

k=0

Hk

k!
〈Jk(z)〉 =

∞∑

k=0

H2k

2kk!
〈J2k(z)〉 (2.66)

et on peut réécrire l’espérance de l’amplitude comme :

〈B(z)〉 = exp

(
Gz +

H2

2
f(z)

)
B(0) (2.67)

où f(z) peut être calculée en utilisant des relations de transformée de Laplace, pour
finalement obtenir :

f(z) = 2L2
cσ

2
W

[
exp

(
− z

Lc

)
− 1 +

z

Lc

]
(2.68)

On peut calculer exactement la matrice résultante de l’exponentielle de matrice
dans la mesure où son argument est diagonalisable (ce qui est le cas ici). Pour
fixer les idées sur l’effet de la partie stochastique, prenons l’exemple d’une onde
se propageant dans un guide avec une fluctuation de sa constante de propagation
suivant un processus W (z). L’équation différentielle dans ce cas est :

∂A

∂z
= iW (z)A, (2.69)

en intégrant cette équation puis en calculant l’espérance, on obtient :

〈A(z)〉 = A0 exp
[
−f(z)

2

]
(2.70)

Si on examine ce résultat, on se rend compte que l’espérance de l’amplitude tend
vers zéro pour de grandes valeurs de z (car f(z) croit avec z). Bien que ceci semble
étrange à première vue, ce résultat reflète le fait qu’après une certaine longueur de
fibre parcourue, la phase est complètement incertaine ; ainsi l’espérance tend vers
la valeur moyenne, qui est nulle pour l’amplitude. Autrement dit, on ne peut tirer
d’information sur le gain en puissance à partir de ces équations. Pour arriver aux
expressions exprimant l’évolution de la puissance portée par le signal et l’idler, on
doit développer le système de quatre équations différentielles couplées à partir des
expressions de la puissance et non des amplitudes, soit Ps = |Bs|2 et Pi = |Bi|2. Le
systèmes d’équations peut être représenté encore une fois sous forme matricielles à
partir du vecteur P = [Ps, Pi, 2Re(BsBi), 2Im(BsBi)]T et les matrices G et H sont
maintenant de dimension 4×4 ayant comme expression pour G :

G =




2Im(∆sp) 0 0 ωshPp

0 2Im(∆ip) 0 ωihPp

0 0 Im(∆sp + ∆ip) Re(∆sp + ∆ip)
2ωihPp 2ωshPp −Re(∆sp + ∆ip) Im(∆sp + ∆ip)


 (2.71)

et H n’a que deux éléments non-nuls, soient H34 = −H43 = 2. On peut évidemment
intégrer cette équation tel que vu précédemment pour obtenir la solution :

P (z) = exp (Gz + HJ(z)) P(0), (2.72)
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dont l’espérance est donnée par :

〈P(z)〉 = exp

(
Gz +

H2

2
f(z)

)
P(0). (2.73)

Cette solution est complexe et on ne peut généralement pas obtenir de forme analy-
tique pour le gain, sauf dans certains cas particuliers. Par exemple, si l’on considère
le cas sans perte, les ∆mp sont réels, ainsi tous les éléments diagonaux de G sont
nuls ; on note aussi au passage que les fmnpp sont également réels. De plus, si on se
place au cas d’accord de phase nominal, on a ∆sp + ∆ip = 0. Dans ce cas précis, on
peut effectivement diagonaliser l’argument de l’exponentielle de façon analytique
et trouver, par le fait même, la forme explicite de l’exponentielle matricielle. En
cherchant l’espérance du gain petit signal, 〈G〉 = 〈Ps(z)〉/Ps(0), on pose comme
condition initiale P(0) = [Ps0, 0, 0, 0]T et on trouve alors l’expression[53] :

〈G〉 =
1
2

(
1 +

{
cosh[g(z)] +

f(z)
g(z)

sinh[g(z)]
}

exp[−f(z)]
)

(2.74)

où g(z) =
[
kski(2fmnppPpz)2 + f2(z)

]1/2. On peut montrer que cette fonction est
maximale pour f(z) = 0, comme on peut le voir sur la figure 2.2, ce qui survient
lorsque σW = 0 ou dans la limite où Lc tend vers zéro. Une longueur de corrélation
nulle représente le cas où l’on a un bruit blanc avec un contenu en fréquences
donc infini, ce qui a peu de sens au sein d’une application physique, mais nous
reviendrons plus tard au cas limite des faibles longueur de corrélation. Le cas de
figure σW = 0 peut cependant survenir dans le cas où σΛ = 0 (ce qui représente
une fibre parfaitement uniforme, cas peu réaliste) ou que :

∂∆k
∂Λ

= 0. (2.75)

Comme on pouvait si attendre, si on trouve un point où l’accord de phase est
invariant en fonction des fluctuations d’échelles, on peut espérer obtenir un gain
maximum et on peut, à l’aide de la théorie développée ici, calculer ce gain. Il sera
donc intéressant d’examiner l’existence de ces points de stabilité de l’accord de phase
dans le but de voir si on peut exploiter cette propriété pour faciliter la conception
de fibres optimisées pour les effets non-linéaires. Nous allons également examiner
à l’annexe A quels sont, d’un point de vue théorique, les conditions permettant de
vérifier la stabilité d’une transformation arbitraire de la dispersion.

2.3.3 Exemple de stabilité d’une dispersion simple pour une fluc-
tuation d’échelle

La nature de W (z) est intimement liée à celle du processus selon lequel l’accord
de phase varie, processus qui, à son tour, est lié à la variation des dimensions. Pour
nous aider dans l’analyse, développons l’accord de phase autour du désaccord de
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Figure 2.2 – Illustration de l’évolution du gain moyen en fonction de la variable
f(z). Pour fins d’illustration, nous avons pris la valeur g(z) =

√
1 + f(z)2.
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Figure 2.3 – Processus d’Ornstein-Uhlenbeck appliqué au facteur d’échelle de la
structure de la fibre, ici le pas du réseau Λ. Deux processus ayant la même distri-
bution de probabilité gaussienne avec un écart-type σΛ mais ayant des longueurs
de corrélation différentes sont illustrés.



2.3. Perturbations stochastiques et espérance de gain 51

fréquence Ω0 = (ωp − ωs) tel que ∆k(Ω0) = 0. Si on exprime l’accord de phase en
fonction du désaccord de fréquence par rapport à la pompe, on a :

∆k ≈ β2Ω2 +
β4

12
Ω4 (2.76)

avec les βi évalués à la longueur d’onde de pompe, on trouve :

Ω0 = ±
√

−12β2

β4
(2.77)

qui n’a de racines réelles que si β2 et β4 ne sont pas de même signe. Dérivons
maintenant ∆k par rapport à Ω et évaluons autour de Ω0 :

∂∆k
∂Ω

∣∣∣∣
Ω0

= 2Ω0(β2 +
β4

6
Ω2

0) = −2β2Ω0 (2.78)

d’où on écrit :
∆k ≈ −2β2Ω0(Ω − Ω0) (2.79)

Si on exprime maintenant ∆k comme un développement limité autour d’une lon-
gueur d’onde de pompe moyenne λp en considérant bien Ω fixe (i.e. ∂Ω/∂λp = 0),
en se plaçant à Ω = Ω0, on trouve :

∆k ≈ −2πc

λp
2 β3Ω2

0(λp − λp) (2.80)

Or, puisque les courbes de dispersion demeurent inchangées si le rapport des di-
mensions et de la longueur d’onde demeure le même (à la dispersion du matériau
près) on peut écrire :

λp − λp

λp
=
R−R0

R0
(2.81)

où R est une dimension caractéristique de la fibre (comme le rayon de cœur par
exemple) et R0 est sa valeur moyenne. Ainsi, on peut faire le lien entre la variation
des dimensions et la variation de l’accord de phase :

∆k ≈ − 2πc
λp0R0

β3Ω2
0(R −R0) (2.82)

Ceci nous permet ainsi de faire le lien entre le processus stochastique de dimension
R(z) et le W (z) qui est en fait ∆k/2 et donc ce processus stochastique a essen-
tiellement comme propriété d’avoir une fonction d’autocorrélation RW (ζ) et une
variance telle que :

RW (0) ≡ L−2
d = σ2

W = σ2
R

(
πc

λp0R0
β3Ω2

0

)2

(2.83)

Tout le reste de l’analyse présentée dans [53] à partir de l’équation (8) moyennant
la substitution pour RW (ζ) (et ses conséquences) devrait donc demeurer valide
autour de Ω0. Il est donc théoriquement possible de solutionner l’espérance du gain
en fonction des paramètres de fluctuation des dimensions de la fibre en suivant la
même méthode.
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d’onde

2.3.4 Discussion théorique sur le point de stabilité - double zéro
de dispersion

Cette section vise à avancer une explication sur le fonctionnement du phénomène
de stabilisation en fonction des paramètres de dispersion. Nous supposons ici que la
dispersion est d’abord une mise à l’échelle (pour fins de vérification) mais le concept
peut être généralisé, ce qui sera également discuté.

Supposons que la constante de propagation β(ω) puisse s’écrire comme une dé-
veloppement en polynôme de degré quatre autour de la longueur d’onde de pompe,
soit :

β(ω) = β0 + β1(ω − ωp) +
β2

2
(ω − ωp)2 +

β3

6
(ω − ωp)3 +

β4

24
(ω − ωp)4 (2.84)

Dans ces conditions, le désaccord de phase peut s’écrire (avec Ω = ω − ωp) :

∆k(ω) = β2(ωp)Ω2 +
β4

12
Ω4 (2.85)

Supposons maintenant que la forme est exacte, ne nécessitant pas d’ordres supé-
rieurs de dispersion, (i.e. β4 est constant) et que β2 est tel qu’il existe deux zéros
de dispersion, ω01 et ω02. On peut alors développer β2(ωp) comme suit :

β2(ωp) =
β4

2
(ωp − ω01)(ωp − ω02) (2.86)

Ainsi, le désaccord de phase devient

∆k =
β4Ω2

2

[
(ωp − ω01)(ωp − ω02) − 1

6
Ω2
]

(2.87)

Dans ce cas de figure, il est clair que l’accord de phase survient en :

Ω = ± [−6(ωp − ω01)(ωp − ω02)] (2.88)

qui a des solutions réelles pour ωp ∈ [ω01, ω02] en supposant les ω0i classés en ordre
croissant. Si on étudie maintenant la variation du désaccord de phase en fonction
d’un paramètre (peu importe lequel) qui fait varier légèrement la dispersion, on
obtient :

∂∆k
∂X = ∂β4

∂X
Ω2

2

[
(ωp − ω01)(ωp − ω02) − 1

6Ω2
]

−β4Ω2

2

[
∂ω01

∂X (ωp − ω02) + ∂ω02

∂X (ωp − ω01)
] (2.89)

En considérant maintenant qu’on se place dans une condition d’accord de phase,
Ω = Ω0 telle que ∆k = 0, le premier terme s’annule et seul le deuxième demeure.
Si on prend comme exemple que la dispersion varie comme un facteur d’échelle, ou
suivant l’invariant de Maxwell,

λ

Λ
=
λ0

Λ0
⇒ Λω = Λ0ω0 (2.90)



2.3. Perturbations stochastiques et espérance de gain 53

On peut mettre la dispersion à l’échelle en effectuant la transformation suivante :

βi(Λ) = βi(Λ0)
(

Λ
Λ0

)i

(2.91)

et, du même coup, calculer les dérivées des pulsations qui seront proportionnelles
auxdites pulsations via l’invariance ci-dessus,

∂ω

∂Λ
= −ω

Λ
(2.92)

d’où
∂∆k
∂Λ

(Ω = Ω0) =
β4Ω2

0

2Λ
[ω01(ωp − ω02) + ω02(ωp − ω01)] (2.93)

La variation de désaccord de phase nulle survient donc quand :

ωp = ωp,S =
ω01ω02

ω0
(2.94)

et l’accord de phase aura lieu en :

ΩS =

√
3ω01ω02

2

(
ω02 − ω01

ω0

)
(2.95)

avec

ω0 =
ω01 + ω02

2
(2.96)

La condition de stabilité est illustrée pour un cas fictif à la figure 2.4. On peut noter
effectivement que, en appliquant une variation de ±1 % sur le facteur d’échelle Λ,
toutes les courbes se croisent au point où l’accord de phase est invariant à la fluctua-
tion de Λ. Nous avons également calculé la variation de l’accord de phase en fonction
du pas autour de l’accord nominal à l’équation (2.93), d’où nous pouvons tirer σW

puis estimer le gain nominal à partir de l’équation (2.74). Le résultat est illustré à
la figure 2.5, où l’on constate clairement l’intérêt d’avoir un point d’invariance de
l’accord de phase ; en effet, on constate une décroissance du gain en général lorsque
Ω augmente, sauf autour du point d’invariance où l’on observe tout de même un
gain maximal. Nous avons donc, pour un cas très simple (∆k = f(β2, β4) seule-
ment), qu’il existe, pour une dispersion ayant deux zéros, un point d’invariance de
l’accord de phase nul en fonction des fluctuations d’échelle. Nous avons également
montré que le gain est effectivement maximal dans ces conditions, ce qui justifie
d’envisager des designs de fibre exploitant cette propriété pour exalter le gain à un
accord de phase en particulier, ce qui fera l’objet du prochain chapitre. Or, la ques-
tion demeure à savoir s’il existe un principe général pour déterminer quels sont les
conditions à imposer sur les variations de la dispersion pour déterminer l’existence
d’un point de stabilité. La réponse à cette question est en fait relativement simple,
et fera l’objet de l’annexe A.
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Figure 2.4 – Illustration de la stabilité pour deux zéros de dispersion en considérant
β4 = −1, ω01 = 1 et ω02 = 2.
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Figure 2.5 – Illustration de l’évolution du gain moyen le long de la courbe d’accord
de phase de la figure 2.4. On note bien ici l’intérêt du point de stabilité. La partie
stochastique ajoutée a été choisie arbitrairement pour fins d’illustration.
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2.3.5 Impact de la longueur de corrélation

L’impact de la longueur de corrélation (Lc) des processus stochastiques sur la
dégradation du gain dans le MQO a déjà été rapporté dans plusieurs publications[53,
62] ; on note en particulier qu’il est généralement connu pour être pire pour de
grandes longueurs de corrélation. Pour illustrer cet effet, on peut s’attarder aux
limites de f(z), donnée à l’équation (2.68) en fonction du rapport Lc. Dans la limite
où l’on considère le rapport z/Lc très grand (c’est-à-dire, Lc courte par rapport à
z), on aura f(z) ≈ 2zLcσ

2
W . Dans le cas inverse, soit pour Lc ≫ z, on obtient

f(z) ≈ (zσW )2, tel qu’illustré dans[53]. Pour être tout à fait rigoureux, on peut
démontrer que la fonction f(z) est monotone croissante en Lc en montrant que sa
dérivée est strictement positive. Pour ce faire, calculons cette dérivée :

∂f(z)
∂Lc

= 2σ2
W

{
2Lc

[
exp

(
− z

Lc

)
− 1

]
+ z

[
exp

(
− z

Lc

)
+ 1

]}
(2.97)

On note que le premier terme, que nous noterons A :

A = 2Lc

[
exp

(
− z

Lc

)
− 1

]
(2.98)

est strictement négatif (z et Lc étant définies positives) et compris dans l’intervalle
[−2Lc, 0]. De manière analogue, le second terme, que nous noterons B :

B = z

[
exp

(
− z

Lc

)
+ 1

]
(2.99)

est strictement positif et compris entre dans l’intervalle [z, 2z]. Or, puisque ces deux
quantités n’ont pas le même signe, il est difficile de juger directement du signe final
de la dérivée. Un peu de travail peut cependant nous permettre de rapidement
montrer que le terme positif l’emporte toujours sur le terme négatif. En effet, pour
que le résultat de la somme A + B des deux termes soit toujours positif, on doit
nécessairement avoir que : ∣∣∣∣

B

A

∣∣∣∣ ≥ 1 (2.100)

On peut montrer simplement que :
∣∣∣∣
B

A

∣∣∣∣ =
x

tanh x
, x =

z

2Lc
(2.101)

qui, comme on peut le voir à la figure 2.6, est en effet toujours supérieure ou
égale à 1. Ainsi, ∂f/∂Lc est strictement positive, indiquant que f est monotone
croissante avec Lc. Puisque nous avons vu que le gain est maximum pour f = 0,
il en va de soi que le gain décroit de façon monotone en fonction de Lc. Bien que
toute cette discussion soit théorique à la base, cette conclusion a été démontrée
expérimentalement en découpant une fibre en petits segments qui furent ensuite
soudés dans un ordre aléatoire[62]. Cette opération a pour conséquence de réduire
directement la longueur de corrélation et une amélioration des performances a été
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Figure 2.6 – Illustration de la fonction y = x · tanh−1(x) pour x défini positif.

constatée. Bien que ceci ne soit pas possible à faire dans la plupart des cas pratiques,
cette expérience confirme néanmoins la tendance obtenue par calcul. Un résumé de
l’évolution de la fonction f(Lc, z) ainsi que les formes asymptotiques est présenté à
la figure 2.7.

2.4 Discussion et perspectives

Nous avons développé dans ce chapitre les outils théoriques sur le MQO dont
nous aurons besoin dans les chapitres suivants. En particulier, la nature exacte des
coefficients d’interaction non-linéaire fmn et fijkℓ ainsi que le modèle stochastique
de calcul de gain nous seront utiles à l’analyse des différents designs envisagés pour
générer des UV dans les fibres.
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(z ≫ Lc et Lc ≫ z, tiretés rouges).
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3.1 Contexte et motivation

Nous avons déjà mentionné précédemment tout l’intérêt technologique pouvant
motiver le développement de source fibrées dans l’ultraviolet. Or, bien qu’en théorie
il serait possible de générer des UV grâce à la génération de seconde harmonique
(impossible dans la silice à cause de la symétrie d’inversion du matériau) ou de
troisième harmonique, ces systèmes sont généralement plus complexes, nécessitant
de cascader des systèmes de doublage de fréquence, ou sont très peu efficaces dû à la
sensibilité de l’accord de phase qui, comme nous l’avons vu, dégrade rapidement le
gain à cause des perturbations de la dispersion induites entre autres par le procédé
de fabrication de la fibre optique. Reste alors le mélange à quatre ondes comme
solution de génération de fréquences. Le mélange à quatre ondes, permet de générer
des sources très larges (des supercontinua) pouvant couvrir tout le spectre de l’in-
frarouge aux UV, mais on peut également, en se plaçant par exemple en régime de
dispersion normale et en exploitant la dispersion d’ordre élevée, générer des bandes
de gain fines et très loin de la pompe. Nous allons nous attarder ici à ce deuxième
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Figure 3.1 – Rappel de design de la fibre hybride H1 pour génération d’UV. Les
zones en blanc dénote les trous d’air, les plots à gradient d’indice dopés germanium
sont identifiés en bleu et la surface grise représente la silice. Le pas de la structure
est environ Λ = 1 µm, le diamètre normalisé des trous d’air est dAir/Λ = 0.7 et celle
des plots dopés est de dGe/Λ = 0.7.

cas de figure dans le but de générer des UV à partir d’une pompe à 532 nm ; ces
pompes étant elles-mêmes le fruit d’un processus de génération de seconde harmo-
nique basé sur des cristaux de niobate de lithium pôlés périodiquement (PPNL) sont
maintenant si efficaces qu’on peut essentiellement les considérer comme sources de
premier plan puisqu’elle sont maintenant répandues et abordables. Dans ce chapitre
nous allons tout d’abord aborder le cas original de l’accord de phase inter-bande
dans une fibre hybride, puis l’étude de designs présentant un point de stabilité (ie
une sensibilité réduite aux fluctuations stochastiques), une approche basée sur une
modulation périodique de la dispersion de la fibre et enfin le cas d’une fibre air-
silice permettant de générer une onde UV dans le mode fondamental à l’aide d’un
pompage mixte en modes spatiaux.

3.2 Accord de phase inter-bande

Tout d’abord, rappelons le design de la fibre hybride présenté au chapitre 1 (et
décrit dans[3]) à la figure 3.1. Nous allons, pour la suite de ce travail, référer à ce
type de fibre par la dénomination H1.

Le design original de la fibre H1 avait pour but de générer de courtes longueurs
d’onde par un accord de phase impliquant trois modes : une pompe dans le mode
fondamental de la première BIP à 532 nm devant générer un idler dans le mode fon-
damental RTIM et un signal à courte longueur d’onde dans le mode fondamental
de la seconde BIP. Cette approche avait été choisie pour principalement deux rai-
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Figure 3.2 – Dispersions calculées par la méthode des éléments finis (COMSOL)
pour le design de fibre hybride présenté dans[3] avec différents paramètres de struc-
ture normalisés. On constate que l’impact des plots de germanium n’est considérable
qu’à courte longueur d’onde.

sons. Tout d’abord elle permettait d’obtenir des accords de phase avec des décalages
spectraux importants tout en couplant entre eux des modes de types fondamentaux
(et donc potentiellement avec des gains plus forts qu’en couplant des modes d’ordre
supérieur et fondamentaux). Un second avantage est la possibilité, comme indiqué
au chapitre 1, de contrôler séparément les dispersions aux courtes et grandes lon-
gueurs d’onde. Plusieurs simulations ont été effectuées pour modéliser la dispersion
des différents modes pour différents paramètres normalisés de structure (i.e. d/Λ
des trous d’air allant de 0.5 à 0.9 par pas de 0.1 et d/Λ des inclusions de germanium
allant de 0.7 à 0.9). On suppose que les inclusions de germanium ont un profil d’in-
dice parabolique avec un saut d’indice au centre de ∆n = 32 × 10−3. Les dispersions
des trois modes pour cet espace de paramètres sont illustrées à la figure 3.2.

En supposant un pas de 1 µm puis en ajoutant la dispersion du matériau de
manière perturbative, on peut calculer les courbes d’accord de phase linéaire pour
le régime de pompage intramodal sur la BIP 1 et le régime intermodal avec le
signal, la pompe et l’idler dans la seconde BIP, la première BIP et le régime RTIM
respectivement. Les résultats de ce calcul sont illustrés à la figure 3.3. On constate
l’existence de solutions pour le régime intermodal seulement pour de grandes valeurs
de dair/Λ ; en effet, pour des trous trop petits, le mode de la seconde BIP n’existe
que sur une très courte plage de longueur d’onde et ne permet pas d’accord de
phase.

Une fibre de type H1 a été réalisée et une image par microscope électronique
à balayage (MEB) de la structure obtenue est représentée à la figure 3.4. Pour
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Figure 3.3 – Accords de phase linéaires pour la fibre hybride en régime intra et
intermodal. Le domaine d’existence de solutions pour le mélange intermodal est
surtout limité par le mode de la seconde BIP, d’une part par le point où son indice
effectif passe sous celui de la silice et d’autre part par sa coupure due au nFSM des
trous d’air. Les courbes sont tracées pour dGe/Λ = 0.7.
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Paramètre Valeur

Temps d’impulsion 550 ps
Taux de répétition 7 kHz
Puissance crête 11 kW

Table 3.1 – Paramètres du laser microchip Teem Photonics SNG-05E

Figure 3.4 – Image MEB de la fibre H1 fabriquée au laboratoire. Cette fibre a un
pas Λ = 0.93 µm, un diamètre de trous (zones noires) dair/Λ = 0.75 et d’inclusions
dopées (zones claires) de dGe/Λ = 0.74. Le fond gris représente la silice.

caractériser cette fibre, nous avons injecté la pompe, un microchip dont les détails
techniques sont colligés au tableau 3.1, pour constater que le seul accord de phase
visible était l’accord de phase intra-BIP1, comme on peut le voit à la figure 3.5. En
effet, en filtrant la pompe, on constate principalement la présence de trois pics sur
le spectre : la raie Stokes Raman (identifiée par SR sur la figure) et deux pics de
mélange à quatre ondes à ±30 THz de la pompe (identifiés par « s » et « i » sur la
figure). L’observation du champ lointain de ces pics nous montre clairement qu’on
a affaire au MQO intramodal. Une acquisition sur un spectre très large (en encart)
nous permet également de constater qu’il n’y a aucun autres pics alors qu’on se
serait attendu à observer l’accord de phase inter-bande à de plus grandes valeurs
de décalage spectral.

Ainsi, malgré le fait que le design devrait normalement supporter les deux ré-
gimes, soit MQO intra et intermodal, malheureusement, seul le MQO intramodal
se manifeste. A ce moment, des simulations numériques de propagation (utilisant
l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée modifiée[63, 64, 65]) incluant une
petite variation sinusoïdale de diamètre ont montré que de telles perturbations anni-
hilaient complètement le gain de mélange à quatre ondes intermodal. Cette consta-
tation constitue la motivation principale au développement du modèle de calcul de
gain incluant les perturbations stochastiques de l’accord de phase présenté au cha-
pitre précédent. Nous avons donc appliqué ce modèle à nos différentes simulations de



64
Chapitre 3. Approches de designs pour génération d’UV et

réalisations

−60 −40 −20 0 20 40 60
−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

450 500 550 600 650 700 750

−90

−85

−80

−75

−70

−65

−60

−55

−50

−45

−40

300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

Wavelength (nm)

P
o

w
e

r 
(d

B
/m

)

Figure 3.5 – Mesure de spectre de transmission au bout d’environ 1 m de fibre
H1. On constate la présence de MQO intramodal dans le mode fondamental de la
première BIP (dont on peut voir les champs lointains résolus en longueur d’onde)
et la raie Stokes provenant de l’effet Raman. La pompe a été filtrée pour éviter la
saturation du système de détection. Une acquisition très large spectralement, visible
en encart, montre qu’aucun autre effet n’est visible en-dehors de la plage illustrée.



3.3. Exploitation du point de stabilité 65

design en utilisant l’équation (2.74). Pour effectuer le calcul de f(z), nous avons uti-
lisé z = 50 cm, Lc = 1 mm, σΛ = 1 % du pas nominal et σW = |∂∆k/∂Λ|σΛ/

√
2 où

la dérivée de l’accord de phase par rapport au pas est calculée pour chaque point de
la courbe d’accord de phase. La puissance de pompe utilisée est Pp = 500 W. Nous
avons également considéré le coefficient de mélange à quatre ondes fppsi constant
en fonction de la longueur d’onde, mais celui-ci a été estimé à l’aide des véritables
profils de champs des modes impliqués (seul le champ du mode de BIP 1 pour le
mélange intramodal et les trois champs pour le régime intermodal). Les valeurs des
coefficients fppsi pour les deux régimes étant du même ordre, c’est véritablement
σW qui déterminera le comportement du système.

En appliquant ce modèle aux deux types d’accord de phase pour la fibre H1,
nous avons pu constater une différence majeure entre les deux régimes de MQO
quant à leur gain. En effet, comme nous l’illustre la figure 3.6, le gain du mélange
à quatre ondes intermodal est largement inférieur au gain du MQO intramodal par
une rapport d’environ 450 dB (au point où les deux régimes se croisent). Le régime
de phase intramodal semble donc plus intéressant a priori pour avoir un gain plus
important et plus robuste aux imperfections liées au procédé de fabrication. On
constate par contre ici que le gain a tendance à diminuer au fur et à mesure que
l’on augmente l’espacement spectral Ω. Or, l’analyse des autres designs nous a
permis de remarquer la présence de points ayant un gain maximal, et ce, même très
loin de la pompe comme le montre la figure 3.7. Nous avons donc décidé d’étudier
ce point de stabilité pour tenter d’en tirer profit et générer des longueurs d’onde
très loin de la pompe tout en ayant un gain élevé. Nous allons maintenant présenter
cette étude dans la section suivante.

3.3 Exploitation du point de stabilité

Nous avons noté au chapitre théorique sur le MQO (ce qui est également mon-
tré dans un cas plus spécifique dans l’article de Karlsson de 1998), que le gain
attendu diminue généralement au fur et à mesure que l’écartement des fréquences
Ω est grand. Dans le cas de la génération d’UV à partir de lumière visible, l’écar-
tement est généralement supérieur à 100 THz, ce qui peut devenir problématique.
Or, comme nous l’avons démontré au chapitre 2, il existe parfois certaines condi-
tions qui permettent d’obtenir une remonté du gain provenant de l’insensibilité de
l’accord de phase à certaines perturbations. Dans le cas présent, une des perturba-
tions les plus communes du processus de tirage sont liées à l’instabilité du facteur
d’échelle de la structure dues aux fluctuations de vitesse et de température pendant
le processus de tirage. Mais il existe cependant d’autres fluctuations de la disper-
sion que nous parcourrons également ici comme les fluctuations de tension de tirage
(ou de contraintes normales axiales σz) et également une variabilité au niveau de la
taille des trous. Nous considérerons également que toutes ces perturbations peuvent
être modélisées comme des processus d’Ornstein-Uhlenbeck, et donc la théorie don-
nant l’espérance du gain pour les processus stochastiques considérés indépendants
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Figure 3.6 – Comparaison du gain entre les régimes d’accord de phase intra et
intermodal pour la fibre H1 dair/Λ = 0.7. Pour le calcul, nous avons utilisé σΛ = 1 %,
z = 50 cm, Lc = 1 mm et Pp = 500 W. En observant le point corrGBoù les deux
régimes produisent la même longueur d’onde (en dispersion normale pour le mode
de BIP 1), on constate que le gain est bien supérieur pour le régime intra-bande
par une différence d’environ 450 dB.
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Figure 3.7 – Exemple de gain stable pour un design ayant dair/Λ = 0.6. Les
paramètres de calculs sont les mêmes que ceux utilisés pour la figure 3.6.
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que nous avons développée, pourra être utilisée. Pour commencer, nous allons nous
attarder aux fluctuations d’échelles.

3.3.1 Perturbations d’échelle et stabilité

Comme nous avons pu le voir au chapitre 2, l’écart-type de la variable stochas-
tique W (z) peut s’exprimer par l’équivalent du théorème de Perceval, soit que son
carré est donné par la somme des carrés des écarts-types des différents processus
sous-jacents, pourvu que ceux-ci ne soient pas corrélés ou, autrement dit, qu’ils
soient indépendants. Pour simplifier l’analyse et bien comprendre la nature des dif-
férentes perturbations sur l’accord de phase, ceux-ci seront traités les uns après les
autres. Nous allons débuter par l’analyse de l’impact des perturbations d’échelle
dans deux cas de figure ; dans un premier temps, l’accord de phase original derrière
le design de la fibre hybride sera étudié dans le cas de, soit l’accord intermodal où
la pompe est injectée dans le premier mode de BIP, le signal (UV) est généré dans
le mode fondamental de la deuxième BIP et l’idler (IR) est généré dans le mode
RTI. Dans un deuxième temps, l’accord de phase intramodal de la première BIP
sera également étudié, et cette étude sera ensuite étendue à une fibre PCF standard
air-silice à un défaut.

Rappelons d’abord la définition de l’écart-type de la variable aléatoire W (z)
pour une fluctuation d’échelle, définition qui sera utilisée subséquemment dans les
calculs :

σ2
W =

(
1
2
∂∆k
∂Λ

)2

σ2
Λ (3.1)

La condition de stabilité correspond ainsi à

∂∆k
∂Λ

= 0 (3.2)

3.3.1.1 Accord de phase intra-BIP 1

Lorsqu’on regarde l’accord de phase intra-BIP 1, on utilise donc la même courbe
de dispersion pour la pompe, le signal et l’idler, ce qui nous ramène au cas dégénéré
en fréquence et modalement homogène du chapitre 2. On peut alors calculer l’accord
de phase, ∆k, et sa dérivée par rapport au pas de la structure, ∂Λ∆k. On peut
ensuite tracer pour différents pas les courbes λs = f(λp) satisfaisant l’accord de
phase (∆k = 0) et les courbes ∂Λ∆k = 0 associées. S’il existe un point d’intersection
entre ces deux courbes, ce point est alors stable et on devrait y observer un gain
maximal ; la démarche en question est illustrée à la figure 3.8.

Il y a au total quatre paramètres à parcourir pour étudier le comportement du
point de stabilité, soit dGe/Λ, le diamètre des zones dopées germanium sur le pas de
la structure, dair/Λ, le diamètre des trous normalisé au pas de la structure, Λ, le pas
de la structure lui-même et la longueur d’onde de pompe. Si on trace la position du
point de stabilité dans cet espace, on obtient les courbes de la figure 3.9. Par soucis
de simplicité, la variation d’indice est appliquée de manière perturbative pour la
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Figure 3.8 – Exemple d’algorithme permettant de retrouver les coordonnées du
point de stabilité à partir des intersections des courbes où l’accord de phase ∆k et
sa dérivée par rapport à la perturbation, ∂Λ∆k, s’annulent. Les résultats affichés
sont ceux de la fibre H1, les cercles indiquant les points d’intersection de l’accord
de phase et de sa dérivée par rapport au pas ; la courbe en vert définit ainsi la
trajectoire de la longueur d’onde du signal (ou de l’idler) au point de stabilité en
fonction de la longueur d’onde de pompe et du pas.

variation de pas, c’est à dire que, en partant d’un pas Λ pour obtenir la dispersion
à un pas Λ′, on utilise l’équation suivante :

β(β′ − β) = k2
0n(n′ − n) (3.3)

On remarque immédiatement, on observant la figure 3.9, que l’impact relatif
d’une variation de diamètre normalisé de germanium sur la position de l’accord de
phase (correspondant aux différents types de traits) est bien moins important que
celui de la même fluctuation appliquée aux trous (associée aux différentes couleurs).
Ceci n’est pas étonnant car le saut d’indice des trous (environ égal à nSiO2

−1 ≈ 0.45)
est bien plus important que celui des plots de germanium (de l’ordre de 32×10−3).
Nous allons alors reprendre la même analyse, cette fois avec un pas plus fin en
terme de diamètre normalisé des trous et en omettant les variations des plots de
germanium, tel qu’illustré à la figure 3.10.

On peut noter un certain nombre de caractéristiques importantes à partir de ce
graphe (et de ses projections 2D) qui seront exploitables pour comprendre la façon
dont le point de stabilité est mis à l’échelle. Un premier constat (à partir de la
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Figure 3.9 – Coordonnées du point de stabilité pour différents designs.
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Figure 3.10 – Cartographie du point de stabilité en fonction des différents para-
mètres de design. La variation des plots de germanium a été négligée et un pas plus
fin en diamètre normalisé des trous a été utilisé.
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Figure 3.11 – Accords de phases et point stable pour trois designs différents. Les
paramètres de la fibre sont dAir/Λ = 0.6 et dGe/Λ = 0.7. Les croix indiquent la
position des zéros de dispersion et les cercles identifient la position du point de
stabilité.

projection dans le plan (λs, λp)) est qu’un plus gros diamètre de trou a pour effet
d’éloigner davantage le point de stabilité de la pompe, c’est à dire que, plus d/Λ
est important, plus le l’espacement spectral Ω au point de stabilité sera important.
En soit, cela n’est pas étonnant car de plus gros trous repoussent le second zéro de
dispersion du mode est, ainsi, ouvrent au maximum la courbe d’accord de phase ; le
point de stabilité étant sur la branche extérieure pour un accord intramodal, celui-ci
se retrouvera alors plus loin.

La projection dans le plan (Λ, λp) montre que la relation entre la longueur d’onde
de pompe de stabilité et le pas de la structure est à toute fin pratique linéaire.
Compte tenu de l’invariance des propriétés de dispersion modale en fonction du
rapport λ/Λ (à la dispersion matérielle près), cela n’est pas étonnant. Or, malgré
cela, cette relation est néanmoins très intéressante à exploiter comme outil de design.

Un autre point intéressant à noter dans le plan (λs, λp) concerne la faible varia-
tion de la longueur d’onde signal en fonction de la longueur d’onde de pompe pour
des longueurs d’onde de pompe relativement grandes. Ceci est très intéressant ; en
effet, cela implique que, pour de grands trous d’air, la longueur d’onde signal au
point de stabilité est relativement indépendante du pas, comme on peut le constater
sur les projections dans les espaces (λs, λp) et (λs,Λ) de la figure 3.10 ainsi que sur
la figure 3.11 ; la longueur d’onde signal au point stable sera ainsi principalement
fonction de la taille des trous. Cette propriété présente un intérêt au niveau de la
fabrication car par exemple, pour générer une longueur d’onde signal donnée pour
une pompe donnée, on peut réaliser une longue fibre effilée et choisir le segment
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Figure 3.12 – Illustration de la courbe d’accord de phase pour le design de fibre
hybride H1 présenté à la figure 3.1. La courbe en gras représente l’accord de phase
pour un pas nominal de λ0 = 1.03 µm et les courbes en trait fin sont associées aux
pas Λ = Λ0 ± 1 %. On constate que les trois courbes se croisent au point précis
(identifié par des cercles) où la courbe d’accord de phase croise celle représentant
la condition ∂Λ∆k = 0 ; c’est le point de stabilité.

ayant le bon pas pour obtenir la longueur d’onde désirée avec le plus grand gain. On
note d’ailleurs ce phénomène de longueur d’onde signal constante pour les grands
pas à la figure 3.11 (courbes bleue et rouge).

3.3.1.2 Impact de la longueur de corrélation Lc

A l’aide des relations du chapitre 2 développées pour les accords de phase intra-
modaux, on peut étudier l’influence de divers paramètres sur la fluctuation du gain
au point de stabilité en cas de fluctuations d’échelles (notons que ces remarques
s’appliqueront également aux autres perturbations). De toute évidence, via la dé-
finition de f(z) (c.f. Eq. (2.68), chapitre 2), la dégradation du gain sera toujours
proportionnelle à la fluctuation de la variable stochastique W (z), mais l’autre pa-
ramètre ayant une influence est la longueur de corrélation Lc. Examinons tout
d’abord son effet sur le gain pour un cas où deux accords de phase sont présents,
dont un, celui le plus loin de la pompe, est au point de stabilité. Pour ce faire,
nous allons nous placer dans le cas de figure de la fibre hybride H1 ayant un pas
nominal de 1.03 µm, un dAir/Λ = 0.6 pour les trous et un dGe/Λ = 0.7 pour les
plots de germanium. La courbe d’accord de phase et le point de stabilité sont illus-
trés à la figure 3.12. On note que le point de stabilité a comme longueur d’onde
de pompe stable λ̃p = 602.6 nm et des longueurs d’onde générées λs = 400.2 nm et
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λi = 1219.8 nm. On note aussi la présence d’un autre accord de phase, plus près de
la pompe et n’étant pas à un point de stabilité. Les longueurs d’onde signal et idler
de ce second accord de phase sont respectivement λs = 451.2 nm et λi = 906.7 nm.

On doit également, pour bien évaluer le gain,

〈G〉 =
1
2

(
1 +

{
cosh[g(z)] +

f(z)
g(z)

sinh[g(z)]
}

exp[−f(z)]
)

(3.4)

où g(z) =
[
kski(2fmnppPpz)2 + f2(z)

]1/2, prendre en compte la variation des inté-
grales fpp, fpm et fppmn. Ici, les indices m et n (mais m 6= n) peuvent prendre les
valeurs s ou i, désignant le signal et l’idler respectivement. Comme pour le cas des
équations simplifiées, où γPp joue un rôle important sur le gain, ici les différents fac-
teurs auront aussi une influence. Les équations développées au chapitre 2 prennent
bien entendu en compte ces effets. Le calcul exact des intégrales a été effectué et les
résultats sont illustrés à la figure 3.13. On note que ces courbes convergent toutes
vers la même valeur à la longueur d’onde de pompe, ce qui justifie l’utilisation clas-
sique d’un unique γ = n2fppωp/c dans les équations de mélange à quatre ondes où
les longueurs d’onde d’accord de phase considérées sont très proches de la pompe,
ce qui n’est pas valable ici étant donné le grand espacement en fréquence. En effet,
comme on peut voir, les valeurs des coefficients sont significativement différentes
aux longueurs d’onde d’accord de phase, les points en questions étant indiqués par
des cercles à la figure 3.13. De plus, le terme g(z) de l’équation (2.74) du chapitre 2
nous montre aussi que le gain doit être proportionnel à la moyenne géométrique des
fréquences du signal et de l’idler, soit

√
ωsωi qui sera d’autant plus petit (à ωp fixe)

que l’espacement entre les fréquences Ω = ωs −ωp = ωp −ωi sera grand car, en effet,
ωiωs = ω2

p − Ω2 ≤ ω2
p. Tous ces facteurs contribueront à une diminution du gain en

fonction de l’écartement en fréquence, cependant l’impact est relativement faible,
les coefficients demeurant dans le même ordre de grandeur sur toute la plage.

En utilisant le modèle de mélange à quatre ondes développé au chapitre 2, on
peut tracer le gain spectral, défini comme :

〈G〉 =
〈Ps(z)〉
Ps(0)

(3.5)

pour différentes longueurs de corrélation Lc allant de 0 m (cas du bruit blanc (si
σΛ 6= 0) ou d’une fibre parfaitement uniforme (si σΛ = 0)) à 10 m. Les résultats de
ces simulations sont illustrés à la figure 3.14. Pour effectuer ce calcul, on utilise un
bruit d’un photon par longueur d’onde (ce qui équivaut à un bruit d’amplitude pro-
portionnel à

√
ℏω) et une phase aléatoire en fonction de la fréquence comme condi-

tion initiale P(0). Évidemment, comme on peut s’en attendre, le comportement du
gain aux deux accords de phase est très différent étant donné que l’un d’entre eux
(celui le plus loin de la pompe) est invariant aux fluctuations (∂∆k/∂Λ = 0). On
note sur la fibre ayant Lc = 0 que l’accord de phase intérieur présente un gain
supérieur à l’accord de phase extérieur, ce qui n’est pas étonnant étant donné tous
ce que nous avons mentionné plus haut qui contribue à dégrader le gain en fonc-
tion de l’espacement spectral. Or, lorsqu’on augmente la longueur de corrélation à
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1 mm, on s’aperçoit que l’accord de phase intérieur voit son gain diminuer et s’élar-
gir, comparativement au gain à l’accord de phase extérieur qui ne subit à toutes
fins pratiques aucune dégradation. A partir de Lc = 10 cm, l’espérance du gain sur
l’accord de phase interne est déjà nulle, mais l’accord de phase externe est toujours
bien présent. En poussant la longueur de corrélation jusqu’à 10 m, on note en fait
une diminution de l’espérance du gain d’à peine 15 %.

Pour terminer la discussion sur les courbes obtenues à l’aide du modèle stochas-
tique, on peut noter un fait étrange observable sur les mesures à grandes longueurs
de corrélation (Lc > 10 cm). En effet, de très larges lobes de gain semblent appa-
raître à des endroits où il n’y est pas sensé normalement y avoir accord de phase. La
raison derrière ceci est simplement due au fait que, pour de faibles retards de phase,
il existe une probabilité que l’intégrale de la perturbation de l’accord de phase sur
la longueur de fibre compense le désaccord de phase, donnant ainsi lieu à un ac-
cord de phase effectif nul et, ainsi, à un peu de gain. Or, ces valeurs de gain sont
très faibles et concentrées autour de la pompe. Une étude plus approfondie serait
nécessaire pour déterminer si cette propriété pourrait être exploitable en pratique.
Le bruit autour de la longueur d’onde de pompe, quant à lui, est attribuable à des
erreurs numériques dans le calcul de l’exponentielle complexe puisque, le désaccord
de phase autour de la pompe étant quasi-nulle, la matrice dans l’exponentielle est
quasi-singulière et le calcul est numériquement instable (ce qui est confirmé par le
fait que l’amplitude de ces « lobes » est indépendant de la puissance de pompe, voir
figure 3.16).

Pour valider que le modèle stochastique est en accord avec des méthodes de
modélisation plus robustes (quoique bien plus gourmandes en moyens de calcul),
des simulations numériques utilisant l’équation de Schrödinger non-linéaire géné-
ralisée modifiée[63, 64, 65] effectuées par Olivier Vanvincq à partir de profil de
pas bruités obtenus d’un modèle numérique du processus stochastique d’O-U. Elles
nous ont également permis de constater cette tendance, comme on peut le voir
à la figure 3.15. Il n’est généralement pas conseillé de simuler des processus sto-
chastiques à l’aide d’équations différentielles déterministes pour plusieurs raisons
(comme le problème d’intégrer numériquement des variations discontinues des pa-
ramètres opto-géométriques de la fibre), et entres autres parce que cela implique
qu’on doit effectuer une moyenne sur plusieurs résultats pour plusieurs profils lon-
gitudinaux de pas ayant la même longueur de corrélation, ce qui représente une
tâche colossale de simulation. Dans le cas ici, nous nous sommes limités à 10 simu-
lations pour Lc = 1 mm et 30 simulations pour Lc = 10 cm. Bien que les résultats
soient quantitativement différents entre le modèle stochastique et les simulations
MGNLSE, la tendance qualitative est néanmoins clairement vérifiée, autant au point
de stabilité (qui a toujours un gain fort, indépendamment de Lc) qu’à l’accord de
phase interne, qui lui voit son gain moyen diminuer et s’élargir.

On remarque donc, pour conclure, qu’en plus des amplitudes de fluctuations,
la longueur de corrélation de celles-ci joue un rôle crucial dans la dégradation du
gain et que généralement, plus la longueur de corrélation est grande, pires sont les
effets. Bien que certaines valeurs aient été suggérées dans la littérature (allant du
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Figure 3.13 – Courbes des différentes intégrales fpm et fppmn en fonction de la
longueur d’onde pour le design de fibre H1 présenté à la figure 3.1. Les courbes se
croisent en fpm = fppmn = fpp à la longueur d’onde de pompe (λp = 602.6 nm). Des
cercles indiquent les valeurs des intégrales de recouvrement aux longueurs d’onde
d’accord de phase.

mètre au kilomètre[53]), aucune mesure expérimentale de la longueur de corrélation
des fluctuations d’échelle n’est disponible pour comparer les résultats de simulation
avec la réalité. Notons que Lc doit dépendre des conditions de tirage, notamment
des vitesses utilisées et de la tension de fibrage appliquée.

3.3.1.3 Impact de la puissance de pompe Pp

La puissance de pompe a évidemment un rôle à jouer dans le gain que l’on
peut s’attendre à obtenir par mélange à quatre ondes. En effet, de façon générale,
le gain est d’autant plus important que la puissance de pompe est importante[35].
Egalement, la longueur d’onde d’accord de phase a tendance à bouger en fonction de
la puissance de pompe car les lobes de gain sont ancrés du côté des faibles décalages
sur l’accord de phase linéaire alors que le maximum (côté grands décalages) quant
à lui se déplace au fur et à mesure que le gain augmente et que la courbe de gain
s’élargit[35]. Or, en présence de fluctuations, on peut se demander quelle sera la
performance du système en fonction de la puissance de pompe et quelles seront les
conséquences de la présence de fluctuations. Afin de répondre à ces questions, nous
avons réalisé quatre simulations pour des puissances de pompe allant de 100 W à
5 kW (voir figure 3.16).

On peut tout d’abord noter sur les courbes que, à faibles puissance (100 W), l’ac-
cord de phase interne n’est à toutes fins pratiques pas présent dû aux fluctuations.
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Figure 3.14 – Influence de la longueur de corrélation sur le gain dans le cas de
la fibre H1. La puissance de pompe utilisée pour les simulations est Pp = 1 kW, la
variation relative d’échelle est σΛ/Λ = 0.5% et la longueur de fibre est z = 20 cm
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Figure 3.15 – Simulation numérique de propagation non-linéaire pour des pas
bruités avec différentes longueurs de corrélation dans le cas de la fibre H1.
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Figure 3.16 – Influence de la puissance de pompe sur le gain. Ces calculs ont été
réalisés avec z = 20 cm, Lc = 5 mm et σΛ/Λ = 5 % dans le cas de la fibre H1.

Or, le fait d’augmenter la puissance a plusieurs effets. Premièrement, la gain de l’ac-
cord de phase interne augmente avec la puissance de pompe, indiquant que cette
augmentation permet en quelque sorte de compenser la dégradation du gain due
aux fluctuations. Deuxièmement, le gain s’élargit progressivement lorsque la puis-
sance de pompe augmente, et ce, pour les deux accords de phase. Troisièmement, la
position du maximum de gain de l’accord de phase intérieur s’éloigne davantage de
la longueur d’onde de pompe alors que le contraire se produit pour l’accord de phase
au point stable. De plus, on note que ce déplacement est beaucoup plus important
pour l’accord de phase interne. Ceci s’explique par le fait que, classiquement, la
contribution non-linéaire à l’accord de phase diminue par rapport à la contribution
linéaire lorsque l’écartement spectral Ω augmente. Cette explication est confirmée
par l’étude de l’évolution des courbes d’accord de phase pour plusieurs puissances
de pompe présentée à la figure 3.17. On peut également noter que les erreurs nu-
mériques autour de la pompe (figure 3.16) ne dépendent effectivement pas de la
puissance de pompe.

Globalement, et comme on pouvait s’y attendre, on peut donc voir l’influence
des fluctuations d’échelle comme une perte d’efficacité de conversion de puissance
entre les longueurs d’onde, ici de l’accord de phase interne, puisque le gain est tout
de même présent, mais des puissances beaucoup plus élevées sont nécessaires pour
le faire apparaître.
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Figure 3.17 – Dépendance de l’accord de phase à la puissance de pompe Pp pour
le cas de la fibre H1.

3.3.1.4 Impact de la longueur d’onde de pompe λp

Un autre point important à connaître en ce qui concerne le point de stabilité
est l’étendue de l’amélioration du gain autour de celui-ci en fonction de la longueur
d’onde de pompe (ou du pas nominal Λ0). En effet, cette information est impor-
tante pour déterminer les tolérances du design de point stable en fonction de ces
deux paramètres. Pour illustrer ce point, nous avons déterminé le gain de MQO
pour plusieurs longueurs d’onde de pompe en dispersion normale et en présence de
fluctuations. Les résultats de ces calculs sont illustrés à la figure 3.18.

En examinant le graphe, on note que, sauf autour du point de stabilité, le
gain diminue au fur et à mesure que les longueurs d’onde générées sont loin de
la pompe, ce qui est dû au fait que la dérivée ∂∆k/∂Λ est d’abord croissante avec
l’espacement en fréquences. Or, à proximité du point de stabilité, la dérivée diminue
progressivement et on note une augmentation du gain qui passe par un maximum au
point de stabilité. La pleine largeur à mi-hauteur de la zone d’augmentation du gain
autour du point de stabilité est ∆λp = 6 nm. Compte tenu de la longueur d’onde de
la pompe au point de stabilité, ceci équivaut à une tolérance d’environ un pourcent.
Or, puisque les courbes de dispersion sont à peu près invariantes avec le rapport
λ/Λ (à la dispersion de la silice près, ce qui a peu d’effet sur de très petites plages),
on aura donc également ∆Λ/Λ ≈ 1 %. Ainsi, pour bien arriver au point de stabilité
avec ce design de fibre (ou un design similaire), on doit s’attendre à devoir obtenir
en fabrication le pas nominal c’est-à-dire la valeur moyenne du pas au pourcent près
les fluctuations autour de cette valeur, elles, pouvant être supérieures, le gain étant
maximum au point de stabilité. Cette technique demeure néanmoins avantageuse en
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Figure 3.18 – Impact de la longueur d’onde de pompe sur le gain 〈G〉 pour la fibre
H1. Le point de stabilité est illustré par des fléches. Les paramètres de calcul sont
σΛ = 5 %, z = 0.2 m, Pp = 1 kW et Lc = 5 mm.

comparaison avec l’utilisation d’un accord de phase « standard » (comme l’accord de
phase intérieur) aux mêmes longueurs d’onde comme nous le montre la figure 3.19.

3.3.2 Fluctuations des trous

La fluctuation du diamètre des trous est un autre point extrêmement important
lié au procédé. Comment nous l’avons vu dans le chapitre sur la théorie des fibres
et, en particulier, des fibres microstructurées, plusieurs types de phénomènes sont
à prendre en compte pour les propriétés des trous, en particulier le phénomène
d’ondelettes de surfaces[66]. Dans le cas étudié ici, c’est surtout à grande longueur
d’onde que l’effet se fera sentir, la taille des trous ayant un impact sur l’indice
« moyen » de gaine vu par le mode. Pour entrer plus loin dans les détails, nous
allons effectuer le développement de l’analyse de la variation des trous plutôt à
travers la fraction de surface φ représentée par ceux-ci dans la gaine. L’expression
de cette valeur est fonction du diamètre des trous et du pas de la structure, tel
qu’on peut le voir par la relation suivante :

φ = π(d/Λ)2/(2
√

3) (3.6)

d’où l’on peut tirer l’indice moyen de la gaine à suffisamment grande longueur
d’onde :

n̄cl ≈
√
φ+ (1 − φ)n2

SiO2
. (3.7)
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Figure 3.19 – Accord de phase pour deux fibres ayant les mêmes longueurs d’ondes
signal et idler à une pompe de 603 nm. L’accord de phase présentant le point de sta-
bilité est celui de la fibre H1, l’autre étant celui d’une PCF à un défaut ayant un d/Λ
de 0.8 et opérée dans le mode LP02. Les fluctuations relatives du pas représentées
par les courbes en trait fin sont de 1 %

La fréquence normalisée effective Veff du guide RTI peut alors s’exprimer de la façon
suivante (en prenant comme rayon de cœur Req =

√
2Λ[67]) :

Veff =
2πReq

λ

√
n̄2

co − n̄2
cl =

2
√

2πΛ

λ

√
n̄2

co − n̄2
cl (3.8)

où le rayon de cœur équivalent a été développé en utilisant un modèle de fibre
microstructurée ayant un défaut de 7 inclusions, ce qui est assez représentatif étant
donné la faible différence d’indice plot-silice en comparaison avec la différence entre
la silice et les trous d’air. Au final, cela revient à dire que l’on considère l’indice
moyen du cœur comme étant égal à celui de la silice (nco ≈ nSiO2

)

Un autre fait important à mentionner et que la conservation de la quantité
de matière lors du tirage aura tendance à faire en sorte qu’une variation de la
taille des trous sera accompagnée d’une déformation de la structure ou du pas
local. C’est pourquoi, dans ces conditions, il vaut mieux raisonner en termes de
fraction de surface occupée par l’air que sur le diamètre des trous directement. De
la même manière, le diamètre effectif du cœur changera peu avec la déformation de
la structure des trous, on considérera alors qu’il n’est pas fonction de la fraction d’air
dans la gaine, ou autrement dit, que Req 6= f(φ). En prenant tout cela en compte,
on peut ainsi exprimer simplement la fluctuation des constantes de propagation en
fonction d’un modèle à saut d’indice (c.f. chapitre 1 section 1.1.2). Le calcul nous
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donne l’expression suivante :

δβ

β
=

(
U

βReq

)2 [(
1 − V

U

∂U

∂V

)
δReq

Req
− 1

2

(
V

U

∂U

∂V

)
δφ

φ

]
. (3.9)

Cette expression nous montre que la variation de constante de propagation est maxi-
male aux environs de la coupure, là où U ≈ V et la dérivée ∂U/∂V est maximale. De
la même façon, on constate que la variation de l’accord de phase sera donc d’autant
plus importante que l’espacement spectral Ω sera grand, une des ondes se rappro-
chant nécessairement de la coupure. La variation de l’accord de phase avec φ sera
donc, à toutes fins pratique, une fonction monotone croissante de Ω et on n’a donc

pas de point de stabilité pour cette perturbation. Des simulations numériques ont
également confirmé cette tendance pour des pompes loin de la coupure (ce qui est
le cas ici), les écarts à ce constat se passant là où la pompe approche de la coupure.
En appliquant le calcul développé ici à l’accord de phase intramodal discuté ici, on
obtient la figure 3.20. La variation relative de diamètre des trous a été fixée à 1 %,
ce qui équivaut à une variation relative de la fraction de surface de 2 %. Comme on
peut le voir sur les courbes, l’impact de la perturbation est effectivement d’autant
plus grand que l’espacement spectral est grand, l’effet à petit écartement étant plu-
tôt assimilable à une fluctuation de la position du zéro de dispersion (tel qu’étudiée
dans[53]).

La question se pose maintenant à savoir, entre les perturbations d’échelle et de
fraction d’air, est-ce que le point de stabilité aux fluctuations d’échelle aura tou-
jours son intérêt pour améliorer le gain du MQO ? A priori, si les deux processus
sont indépendants, ce sera toujours un avantage d’opérer au point de stabilité car
les contributions des perturbations sont additives. Cependant, qu’en est-il de leurs
amplitudes ? En supposant des fluctuations relatives du pas Λ et de la fraction d’air
φ de 1 %, on obtient le graphe de la figure 3.21 qui explicite les différentes contribu-
tions à σW ainsi que sa valeur globale. On constate que la fluctuation d’échelle est
globalement dominante sauf aux environs du point de stabilité. Des cercles noirs ont
également été ajoutés sur la figure pour illustrer la position des accords de phase
auxquels nous nous attardons ici. Comme on peut le constater, à amplitude relative
de variation égale, le σW résultant est tout de même deux fois plus important à
l’accord de phase interne qu’il ne l’est au point de stabilité de fluctuation d’échelle,
ce qui suggère qu’il est envisageable d’utiliser un tel design même en présence de
fluctuation des trous, il suffit de trouver les paramètres de procédé pouvant assu-
rer des fluctuations telles que l’on peut espérer avoir une meilleure performance au
point de stabilité. Bien entendu, les longueurs de corrélation des deux paramètres
peuvent différer, ce qui aura un impact supplémentaire au final, mais raisonner
sur la base des amplitudes de fluctuation nous donne déjà une première idée de la
faisabilité.

Nous avons mentionné auparavant les ondelettes de surface, d’origine thermo-
dynamique, apparaissant à l’interface air-silice. Ces ondelettes ont été largement
étudiées autre part[66] et on a montré, entre autre, que leur contenu en fréquence
n’est pas compatible avec un procédé d’O-U, la fonction d’auto-corrélation n’étant
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Figure 3.20 – Impact de la variation de la fraction d’air φ sur l’accord de phase.

pas de la forme attendue. Ainsi, leur effet est difficile à estimer, mais on peut s’at-
tendre à trois phénomènes :

— Une perturbation de la phase au cours de la propagation ;
— Des pertes additionnelles par diffusion.

Bien que tous ces phénomènes sont probablement présents à une certaine échelle,
leur importance dans une fibre comme celle qui est décrite ici n’est pas claire, leur
impact étant plus important dans des fibres où le champ est contact considérable
avec les interfaces, comme dans le cas des fibres à cœur creux par exemple, où le
couplage vers les modes de surface, entres autres, peut devenir problématique[68].
On peut cependant s’attendre à ce que les pertes et la perturbation de phase puissent
dégrader le gain, or il nous est impossible de le quantifier et un autre modèle devrait
être développer pour en prédire les effets.

3.3.3 Fluctuations de la tension de fibrage

Un autre point important du procédé pouvant être source de variabilité au
niveau des propriétés de la fibre concerne la tension de fibrage. En effet, la tension
de fibrage peut évoluer au cours d’une fabrication, à cause de fluctuations soit de
vitesse de tirage (auquel cas elle pourrait s’avérer être corrélée à la fluctuation
d’échelle), soit de température comme le traduit l’équation suivante donnant la
tension de fibrage en fonction de ces paramètres[69] :

τ = −6η(T )
vfR

2
f

R3(z)

dR(z)

dz
(3.10)

où on suppose une vitesse de préforme constante. Ici, vf représente la vitesse de
tirage de la fibre, R(z) est le rayon de la forme de l’écoulement, et Rf est le rayon
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Figure 3.21 – Fluctuations globales de l’accord de phase comprenant les fluctua-
tions d’échelle et de fraction d’air des trous.

final de la fibre.
Or, ces variations temporelles de la tension de fibrage peuvent entraîner des va-

riations longitudinales de l’indice[60] et donc une modification des courbes d’accord
de phase. La variation de l’indice de réfraction, n⊥, dans le plan transverse de la
fibre associée aux contraintes résiduelles liées à la tension de fibrage peut s’exprimer
sous la forme [60] :

∆n⊥ = n⊥ − nSiO2
= −

(
n3

SiO2
p12

2

)
χrel(Tfictive)

3
τ = C ′τ (3.11)

où p12 est un des deux coefficients d’anisotropie optique due aux déformations, τ
est la contrainte axiale de tirage (approximativement donné par la tension de fi-
brage divisé par la surface totale de verre dans la section transverse de la fibre) et
χrel(Tfictive) = 0.0568 GPa−1 [70] est la composante de relaxation de la compressi-
bilité de la silice à la température de vitrification. Il a été démontré également que
le coefficient élasto-optique C de la silice suit les mêmes lois de normalisation en
fonction de la longueur d’onde que la biréfringence du quartz[71, 72]. Ce coefficient
est défini par :

C =
n3

SiO2

2

(
1 + ν

E

)
(p12 − p11). (3.12)

avec ν le coefficient de Poisson de la silice, E son module d’Young, puis p11 et p12 les
coefficients d’anisotropie optique due aux déformations. Si on suppose que n3

SiO2
p11

et n3
SiO2

p12 suivent individuellement les mêmes lois de normalisation que C, ce qui
est raisonnable étant donné la linéarité entre la biréfringence et les contraintes[73],
on peut déduire que C ′ suit également la même loi de normalisation. Ainsi, on a,
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Figure 3.22 – Impact de la tension du tirage sur l’accord de phase dans le cas de
la fibre H1.

pour le proche infra-rouge (λ0 ≈ 1 µm), p12 = 0.27[74] et nSiO2
(λ0) ≈ 1.45, on

trouve C ′(λ0) = −7.8 × 10−6 MPa−1, et on peut calculer sa dispersion à l’aide de
la relation suivante :

C ′(λ) = C ′(λ0)

[
nSiO2

(λ0)

nSiO2
(λ)

(
λ2

λ2
0

)(
λ2

0 − λ2
1

λ2 − λ2
1

)(
λ2 − λ2

2

λ2
0 − λ2

2

)]
(3.13)

où λ1 = 0.1215 µm et λ2 = 6.900 µm[75]. Si on suppose une tension de tirage de 3 N

pour une fibre ayant un diamètre de 125 µm, en négligeant la surface des trous d’air
de la structure, on trouve une contrainte axiale de tirage τ0 ≈ 240 MPa. Ainsi, en
combinant les équations (3.11) et (3.13), on peut calculer la perturbation d’indice
et tracer les nouvelles courbes d’accord de phase pour τ0 et τ = τ0 ± 10 %, tel
qu’illustré à la figure 3.22.

On note sur la figure que l’introduction des contraintes dans le calcul ne fait
que légèrement translater la courbe d’accord de phase vers les courtes longueurs
d’onde et que ce décalage est faible. De la même façon, une fluctuation de ±10 %

est à toutes fins pratiques non-significative et n’aura pas de grand effet sur le gain
comparativement aux deux autres contributions étudiées jusqu’ici.

3.3.4 Discussion sur le design et l’aspect expérimental

Nous venons d’examiner dans cette section l’impact sur le gain de mélange à
quatre ondes de plusieurs éléments clés du procédé de fabrication. Nous avons isolé,
entre autres, que la dimension des trous (ou, plus précisément, la fraction d’air φ)
et la fluctuation d’échelle sont les deux principaux facteurs contribuant à la dégra-
dation du gain d’un point de vue stochastique. Bien que cela puisse expliquer la
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Paramètre Valeur

Temps d’impulsion 10 ns

Taux de répétition 100 Hz

Energie de pulse (max) 2 mJ

Table 3.2 – Paramètres du l’OPO Opolette de Opotek

Composant Fournisseur Référence

Expanseur de faisceau Thorlabs BE02R/M
Polariseur large bande Thorlabs WP25M-UB
Rotateur de polarisation Newport PR-550
Objectif achromatique Thorlabs (Nikon) N40X-PF
Spectromètre Ocean Optics USB2000 + XR1-ES
Caméra Basler ACA130060GMNIR

Table 3.3 – Références du matériel clé pour le montage de caractérisation

dégradation de gain dans une fibre hybride avec un pas inférieur au micron comme
celle de la figure 3.1, le design que nous avions en main, originalement optimisé
pour un accord de phase intermodal, n’a jamais produit les résultats escomptés,
même en accord de phase intramodal, en particulier parce que le gain semblait tou-
jours se dégrader assez rapidement après l’injection, sans que nous n’ayons toutefois
d’explications sur la dynamique sous-jacente.

Dans le but d’enlever des incertitudes au niveau des plots de germanium et de
limiter les instabilités de fabrication, tant au niveau des trous que de la structure,
nous avons réalisé un design PCF air-silice à un défaut avec un pas cible raisonnable
de Λ0 = 1.9 µm et de grand trous (d/Λ = 0.8) nous permettant d’avoir un point
de stabilité à 532 nm (en régime intramodal sur le mode HE12) tout en étant plus
confortable sur le plan de la fabrication à travers la réduction (du moins en théorie)
des amplitudes relatives de fluctuation pour une dispersion somme toute similaire.
En parallèle, plusieurs améliorations ont été effectuées au montage de caractéri-
sation dans le but d’améliorer la stabilité d’injection et l’acquisition de données.
Le montage final utilisé pour toutes les expériences est illustré à la figure 3.23.
Ce montage permet en l’occurrence de contrôler précisément la position du spot
d’injection sur la face de la fibre d’entrée, la puissance injectée (via le polariseur)
et l’orientation de la polarisation à l’aide de rotateur de polarisation large-bande.
Les sources utilisées sont un microchip à 532 nm (dont la spécification est donnée
au tableau 3.1) ou un oscillateur paramétrique optique (OPO) accordable dans le
visible dont la description est donnée au tableau 3.2. Une des difficultés de ce mon-
tage et que la majorité des optiques doivent être achromatiques sur une très grande
plage, surtout à l’injection, pour assurer que celle-ci demeure le plus possible in-
changée même lors d’un balayage de la longueur d’onde d’injection (avec l’OPO
par exemple). Les caractéristiques des pièces entrant dans le montage ansi que leur
numéros sont colligées au tableau 3.3.
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Figure 3.23 – Schéma du montage expérimental de caractérisation de transmission
non-linéaire.

Or, malgré l’utilisation d’un expanseur de faisceau, la qualité de faisceau de
l’OPO laisse beaucoup à désirer de sorte à ce que l’excitation du mode HE12 à
l’aide de cette source de façon suffisamment efficace pour observer les effets de
MQO dans ce mode fut à toutes fins pratiques impossible. De plus, l’intensité crête
très importante de cette source limitait la puissance moyenne injectée (nécessaire
à la visualisation) en atteignant rapidement le seuil de dommage de l’interface air-
silice au point d’injection. Le problème était en fait tel que même l’utilisation d’une
fibre à très grande aire effective avec un MFD de 40 µm (aire effective d’environ
1260 µm2)[76] et une lentille de 30 cm de focale pour effectuer un filtrage spatial
directement en sortie de l’OPO s’avérait impossible, cette fibre claquant également
avent d’être à pleine puissance, comme le montre l’image de la figre 3.24. La seule
solution disponible pour l’instant en terme de filtrage spatial est alors d’utiliser une
fibre grande aire effective à puissance réduite ou un système de filtrage spatial en
espace libre conventionnel, mais placé sous vide, comme on en voit souvent pour
des lasers ayant des très fortes puissances crête. Ceci pourrait être une amélioration
éventuelle à apporter au montage.

Nonobstant les difficultés à injecter dans le mode HE12 (mode d’ordre supérieur
requis pour observer l’accord de phase recherché) à l’aide de l’OPO dues à la qualité
de faisceau, cet accord de phase était bien visible lors de l’injection à l’aide du
microchip, celui-ci ayant une bien meilleure qualité de faisceau. De plus, quoique
l’injection fut améliorée, le gain semblait toujours se dégrader dans le temps, ce
qu’on ne s’expliquait toujours pas. De plus, le point de stabilité n’était pas visible,
sans doute à cause du fait qu’un des paramètres de fibre n’était pas tout à fait à
la valeur nominale. Un balayage de l’injection en fonction de la longueur d’onde
de pompe nous aurait donc éventuellement permis d’observer un éventuel point de
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(a)

(b)

Figure 3.24 – Fibre à grande aire effective détruite par claquage via l’OPO. (a)
Vue de la surface en réflexion ; (b) vue en transmission. On note bien la présence des
inclusions dopées germanium (points lumineux associés à la fibre de Bragg pixélisé
utilisée[76]) et du trou causé par l’OPO, bien circulaire et centré dans la structure.
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stabilité, pourvu qu’on ait pu injecter dans le bon mode. Cependant, ce balayage
de l’injection en fonction de la longueur d’onde de pompe nous a permis d’observer
une accord de phase de phase pour un pompage non-dégénéré modalement, tel que
celui décrit au chapitre 2 et permettant de générer la courte longueur d’onde dans
le mode fondamental. Etant bien plus avantageux en terme de qualité de faisceau,
une investigation expérimentale de ce MQO a été entreprise et les résultats nous ont
indiqué qu’il serait possible de générer des ultraviolets dans le mode fondamental
à partir de ce schéma de pompage à 532 nm, comme nous pourrons le voir vers la
fin de ce chapitre. Dans l’intervalle, nous allons présenter une autre méthode pour
générer des accords de phase loin des pompes et qui consiste à utiliser des fibres à
dispersion oscillante.

3.4 Fibre à dispersion oscillante et réseaux à long pas
en régime non-linéaire

Toujours à la recherche de méthodes pour générer des ultraviolets dans les fibres
à partir d’une pompe à 532 nm, une autre technologie très bien maîtrisée au labora-
toire et qui offre un degré de liberté supplémentaire pour la génération de longueurs
d’onde consiste à faire varier les propriétés de dispersion des fibres de manière pério-
dique, d’où le terme fibres à dispersion oscillante. Dans ce type de fibre, la dispersion
est modélisée comme étant :

β2 = β2 + βA
2 sin

(
2π

Z0
z

)
(3.14)

où Z0 est le pas de l’oscillation, β2 est la valeur moyenne de β2 et βA
2 est l’amplitude

de modulation de β2. En effet, lorsqu’on introduit ce type de variation dans les équa-
tions différentielles de MQO dégénéré pour une fibre monomode, le terme d’accord
de phase contient alors, après linéarisation des équations, un développement discret
de quasi-accords de phase provenant du formalisme des ondes de Bloch (solutions
périodiques) ; ainsi, le terme d’accord de phase pour ce type de fibre s’écrit :

βs + βi = 2βp + βréseau (3.15)

qui, en développant autour de la valeur moyenne de β2 et en incluant le terme de
phase non-linéaire, nous donne la nouvelle relation :

∆k = β2Ω2 + 2γPp − 2kπ

Z0
(3.16)

Qui nous donne finalement, pour l’entier k,

Ωk =

√√√√
2πk
Z0

− 2γPp

β2

. (3.17)

Ainsi, pour générer des longueurs d’ondes très éloignées de la pompe (i.e. Ωk très
grand), on a le choix d’utiliser un ordre élevé du développement (une grande valeur
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de k) ou alors un petit pas de modulation Z0. Bien que l’apparition des quasi-
accords de phase soit indépendante de la forme de la modulation, pourvu que celle-
ci soit périodique, l’amplitude des divers pics de gain sera fonction de l’enveloppe
de modulation. Or, c’est généralement le premier ordre (i.e. k = 1) qui offre la gain
maximum ; il est donc plus avantageux, pour générer des longueurs d’onde loin de
la pompe, d’utiliser le pas le plus petit possible.

La méthodologie actuelle utilisée pour induire des modifications périodique de la
dispersion consiste à faire évoluer le diamètre (ou le facteur d’échelle) de la structure
de façon périodique. La technique utilisée pour arriver à ce résultat est basée sur
la conservation de matière dans un écoulement (quasi-)incompressible. Dans ces
conditions, le flux de matière par unité de temps à travers une surface transverse à
l’écoulement du verre est constant tout le long du tirage ; en particulier, ces quantités
sont conservées au niveau de la préforme et de la fibre, de sorte que l’on a :

vfR
2
f = vpR

2
p (3.18)

où les indices f et p indiquent la fibre et la préforme respectivement. Si on isole le
rayon de fibre et qu’on considère la vitesse d’injection de la préforme et son rayon
comme constants, on se rend compte qu’une modulation de la vitesse de tirage de
la fibre donnera une variation de rayon donnée par :

Rf (t) =

√
vpR2

p

vf (t)
(3.19)

Et ainsi, si l’on veut un évolution particulière du rayon, on obtient la fonction
d’évolution de la vitesse par la même relation :

vf (t) = vp

(
Rp

Rf (t)

)2

. (3.20)

Or, ce procédé est limité dynamiquement d’une part par la rhéologie du verre
fondu (qui a un comportement viscoélastique[60]) et d’autre part par le temps de
réponse du cabestan servant à contrôler la vitesse de tirage de la fibre. Tout cela a
pour effet de limiter en fréquence (et donc en fréquence spatiale) la modulation qui
peut être appliquée. Jusqu’à maintenant, on peut appliquer des modulations ayant
des pas aussi faibles qu’une dizaine de centimètre. Or, pour attendre de grand
espacement en fréquence, on a besoin de pas beaucoup plus faibles, se rapprochant
des pas typiques de réseaux à long pas (LPG) utilisés en régime linéaire pour la
conversion de modes, soit de quelques centaines de microns. Or, une technique de
réalisation de LPG dans les PCF consiste à utiliser un laser CO2 pour refermer
localement les trous de façon périodique, changeant ainsi la dispersion de manière
périodique.

Une idée est alors apparue au fil de discussion qu’il serait peut-être envisageable
d’installer un laser CO2 directement sur la tour pour effectuer cette modulation
pendant le tirage de la fibre. La présente constitue l’étude de faisabilité effectuée
pour démontrer qu’il serait possible d’utiliser une telle technique pour atteindre
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des pas de l’ordre du millimètre, augmentant ainsi de deux ordres de grandeur la
résolution spatiale atteignable par le système. Cette approche, étant encore en état
préliminaire de développement, a tout de même fait l’objet d’une étude de cas qui
a été colligée à l’annexe B. Son implémentation est en cours et actuellement en
attente de résultats.

Pour terminer, la dernière technique que nous allons étudier consiste en un
pompage non-dégénéré modalement et permettant de générer de courtes longueurs
d’onde dans le mode fondamental. Le détail de l’approche et une caractérisation
détaillée sont présentées aux sections suivantes.

3.5 Mélange à quatre ondes non-dégénéré modalement

Comme nous l’avons mentionné dans la section sur le point de stabilité, le design
final adopté pour faciliter la fabrication et, idéalement, minimiser les incertitudes
au niveau du dopage et les fluctuations relatives des propriétés, consiste en une fibre
PCF standard air-silice à un défaut (voir figure 3.25). Les fibres ont été fabriquées
par l’auteur, suivant son design, par la méthode « stack-and-draw ». Des tubes de
verre de haute pureté ayant le bon rapport des diamètres extérieur et intérieur (de
l’ordre de 0.8) ont d’abord été étirés en capillaires d’environ 2 mm de diamètre,
puis assemblés en structures hexagonale compacte. Une tige de verre de très haute
pureté a été utilisée pour le cœur de la fibre et les capillaires aux coins de la structure
ont été retirés avant l’insertion de l’assemblage dans un tube. Une fois inséré, des
barreaux de verre de petit diamètre ont été insérés pour remplir l’espace dans les
coins et assurer une bonne stabilité mécanique. La structure a été soudé dans le
tube puis tirée en cannes d’environ 2.7 mm de diamètre. Ces cannes ont ensuite été
introduite dans un assemblage de deux tubes de verre (double manchonnage) et
étirée en fibre de différents diamètres (globalement autour de 140 µm), entre autres
ceux ayant produit les fibres A et B. Lors de l’excitation de cette fibre dans le but
d’observer l’accord de phase intramodal du mode HE12, c’est en fait un autre accord
de phase qui est apparu avec beaucoup de gain. Après observation du processus,
il est devenu clair que l’accord est en fait causé par la distribution de la pompe
sur deux modes différents (suivant donc la théorie présentée au chapitre 2, §2.2.5).
Les sections suivantes présenteront donc les designs qui ont été étudiés ainsi que le
résultats des simulations de dispersion que nous avons effectuées. Aussi, les résultats
expérimentaux seront présentés, suivis d’une discussion.

3.5.1 Simulations

Dans le but d’atteindre des accords de phase très éloignés de la pompe, nous
avons choisi une fibre avec de grands trous d’air, nous approchant ainsi du cas d’un
barreau de silice dans l’air, utile pour la modélisation préliminaire rapide, mais qui
nous permet également d’élargir les courbes d’accord de phase en repoussant la
coupure des modes d’ordre supérieurs le plus loin possible en longueur d’onde. Un
autre effet notable de ce choix de design est qu’on observe une levée de dégénéres-
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A B

Figure 3.25 – Images par microscope électronique à balayage des deux fibres étu-
diées pour la génération d’ultraviolets par pompage non-dégénéré modalement.

cence des modes vectoriels, ce qui s’avérera d’ailleurs être un avantage significatif.
Les projections du vecteur de Poynting le long de la fibre ainsi que les lignes de
champ électrique pour les premiers modes d’intérêt sont illustrés à la figure 3.26 et
identifiés selon leurs familles. Les indices effectifs correspondants sont illustrés à la
figure 3.27.

Quelques détails intéressants sont à noter sur les modes calculés, en particu-
lier au niveau de l’excitation de la fibre avec le montage expérimental de la fi-
gure 3.23. En effet, une source linéairement polarisée va se coupler nécessairement
dans une combinaison linéaire des modes HE21 (l’une ou l’autre des polarités), TE01

et TM01[34]. La proportion de puissance dans les modes dépendra évidemment des
conditions de focalisation (i.e. de la taille du spot) mais aussi de l’orientation de
la polarisation. Ainsi, à l’aide du polariseur et du rotateur de polarisation, on peut
contrôler quels modes sont excités. Par exemple, si l’on décale le spot par rapport
au centre du cœur dans une direction x, une polarisation parallèle à la direction
de translation excitera uniquement la combinaison de modes comportant TM01 et
un des deux modes HE21, alors qu’ une polarisation orthogonale par rapport à la
direction du décentrement excitera uniquement la combinaison HE21 avec le mode
TE01. Ceci est très utile, comme nous le verrons plus loin, pour exciter sélectivement
l’un ou l’autre de ces modes.

Deux simulations ont été effectuées, basées sur le pas nominal visé pour les deux
fibres (2 µm pour la fibre A et 1.85 µm pour la fibre B). Les pas mesurés pour les
fibres A et B sont respectivement 2.1 µm et 1.88 µm (donnant des diamètres de
cœur équivalents respectifs de 2.42 µm et 2.17 µm). Ces pas ont été utilisés, en com-
binaison avec les pas visés et les courbes de dispersion calculées numériquement,
pour ajuster de manière perturbative (voir chapitre 3 équation (3.3)) les accords
de phase théoriques obtenus par pompage distribué. Pour fixer les idées de façon
préliminaire, nous avons utilisé les coefficients développés au chapitre 2 §2.2.5 (en
supposant les champs correctement normalisés) pour le calcul du terme de phase
non-linéaire 1 et une puissance de 1 kW, ce qui s’avère bien représentatif de la puis-

1. La valeur de ces coefficients est relativement peu importante pour calculer la position de

l’accord de phase car celle-ci est peu sensible au terme non-linéaire
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Figure 3.26 – Premiers modes d’intérêt dans les fibres présentées à la figure 3.25.
L’image couleur correspond à l’amplitude du vecteur de Poynting selon l’axe de la
fibre et les lignes de champ (en jaune) suivent l’orientation du champ électrique. Le
calcul a été effectué par la méthode des éléments finis à l’aide du logiciel COMSOL.
Les caractéristiques nominales utilisées pour la simulation sont un d/Λ = 0.85 et un
pas Λ = 1.85 µm. La dispersion de la silice a été prise en compte via les équations
de Sellmeier pour la silice[77, 78].
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Figure 3.27 – Indices effectifs des modes d’intérêt présentés à la figure 3.26 avec
leur identification.

sance estimée couplée dans le mélange de mode d’intérêt. Les accords de phase
théoriques calculés sont illustrés par les courbes en bleu (pour le pompage distri-
bué) et noir (pour l’accord de phase intramodal HE12) aux figures 3.28 et 3.29 pour
les fibres A et B respectivement. On note bien deux courbes différentes pour les ré-
gimes de pompage TE01+HE11 et TM01+HE11, ce qui est attribuable à la levée de
dégénérescence entre les modes. On remarque également que les courbes de régime
de pompage distribué se replient sur elle-même, donnant théoriquement une paire
d’accord de phase. Egalement, on note que, pour la fibre A, on est en dispersion
normale pour le mode HE12 à λp = 532 nm, alors que pour la fibre B, on est en
dispersion anormale à la même longueur d’onde de pompe étant donné que le zéro
de dispersion de ce mode est situé autour de 526 nm pour cette fibre. On remarque
aussi que, pour la fibre B, il n’y a que la combinaison TE01+HE11 qui présente un
accord de phase, la courbe pour l’accord de phase impliquant TM01 rebroussant
chemin à des longueurs d’onde inférieures à 532 nm. Pour la fibre B, il n’y aura
donc qu’un seul accord de phase possible.

Nous avons voulu valider que le gain du processus d’accord de phase que nous
cherchons ensuite à observer serait dominant. Pour notre système d’injection, une
injection optimale mais réaliste serait représentée par une superposition de deux
modes linéairement polarisés LP01 et LP11 en parts égales (ce qui correspond à
une injection décentrée avec un spot de taille idéale pour avoir le bon mélange).
Or, dans une telle fibre, le mode LP11 est en fait une combinaison linéaire d’un
mode hybride HE21 et d’un mode transverse (soit TE ou TM, selon la direction
de la polarisation). Pour effectuer les simulations, nous nous sommes placés dans
le cas de la fibre B avec la moitié de la puissance dans le mode fondamental et
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Figure 3.28 – Accords de phase théoriques et expérimentaux obtenus pour la fibre
A. Les courbes en bleu illustrent les accords de phase théoriques pour la pompe
distribuée sur une combinaison TE01+HE11 (trait plein) ou TM01+HE11 (trait ti-
reté). La courbe en noir représente l’accord de phase intramodal du mode HE12. Les
points expérimentaux sont illustrés par des cercles noirs pour le régime de pompage
mixte et par une croix noire pour l’accord de phase HE12 à 532 nm.
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Figure 3.29 – Accords de phase théoriques et expérimentaux obtenus pour la fibre
B. Les courbes en bleu illustrent les accords de phase théoriques pour la pompe
distribuée sur une combinaison TE01+HE11 (trait plein) ou TM01+HE11 (trait ti-
reté). La courbe en noir représente l’accord de phase intramodal du mode HE12. Les
points expérimentaux sont illustrés par des cercles noirs pour le régime de pompage
mixte.
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le reste réparti également sur le mode TE01 et HE21. Des simulations de propa-
gations via l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée modifiée multimode
(MMGNLSE, [79]) 2 en utilisant ces trois modes ainsi que le mode HE12 ont été
réalisées dans le but d’observer le couplage éventuel de la puissance de pompe vers
ce dernier (voir figure 3.30). Ainsi, nous avons considéré comme conditions initiales
une pompe de 200 ps à 532 nm ayant une puissance crête de 1 kW distribuée sur les
modes HE11, TE01, HE21 et HE12 ayant respectivement 500 W, 250 W, 250 W et
0 W. La propagation a été effectuée sur une longueur de 34 cm. En parallèle, cette
simulation nous permet d’observer le gain relatif des autres processus non-linéaires
comme l’effet Raman. On note en particulier que le gain le plus élevé est celui que
nous cherchons à observer (i.e. la conversion vers le mode fondamental dans l’ul-
traviolet). De la même façon, même si le mode HE21 est excité, son gain par MQO
est d’environ 60 dB inférieur au MQO dans les modes HE11 et TE01. En parallèle,
on note l’apparition de gain Raman dans le mode HE12 même pour une puissance
nulle à l’injection.

Rappelons qu’à partir des profils de modes, on peut également estimer le facteur
M2 du faisceau résultant [80, 81] qui nous donne une excellente idée de l’efficacité de
focalisation que l’on puisse atteindre. En particulier, le mode HE12 (qui était jusqu’à
maintenant l’état de l’art en terme de sources d’ultraviolets par MQO [5]), a un M2

d’environ 3, tandis que le mode fondamental a un M2 de 1.09. A divergence égale,
le rapport des étranglements de faisceaux et des surfaces effectives de faisceaux sont
alors donnés par :

wHE12

wHE11

=
M2

HE12

M2
HE11

,⇒
A

(eff)
HE12

A
(eff)
HE11

=

(
M2

HE12

M2
HE11

)2

(3.21)

Ainsi, à puissance égale, le flux de photons obtenu en passant au mode fonda-
mental est augmenté d’environ un ordre de grandeur tandis que la résolution est
améliorée d’un facteur 3, ce qui est très intéressant pour une panoplie d’applica-
tions. C et accord de phase par pompage distribué sur les modes TE, TM et sur
le mode fondamental s’avère donc être une excellente base de travail dans le but
de développer de nouvelles sources UV pour des applications industrielles et bio-
médicales (chirurgie ou imagerie non-linéaire). Les résultats expérimentaux obtenus
pour les deux fibres réalisées sont présentés à la prochaine section.

3.5.2 Caractérisations expérimentales

Dans un premier temps, nous avons voulu vérifier les courbes d’accord de phase
prédites numériquement en balayant la longueur d’onde de notre OPO injecté dans
50 cm de fibre sous test. L’OPO est un Opolette de la société Opotek émettant un
train d’impulsion de 10 ns avec un taux de répétition de 100 Hz et d’énergie allant

2. La méthode MMGNLSE généralise l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée mono-

mode (GNLSE) au cas de figure multimode, permettant de considérer les effets de polarisation,

la dispersion d’ordre élevée, les non-linéarités Kerr et Raman, le « self-steepening » ainsi que les

coefficients non-linéaires et de couplage dépendants en longueur d’onde.
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jusqu’à 2 mJ. Les résultats sont colligées sur les figures 3.28 et 3.29 par des cercles
noirs. On constate un très bon accord avec la théorie à la fois pour les deux fibres
et pour les levées de dégénérescence.

Un microchip à 532 nm de la société Teem Photonics (modèle SNG-05E) et
émettant des impulsions d’une durée de ∼550 ns et de 11 kW en puissance crête à
un taux de répétition de 7 kHz a également été utilisé pour faire l’acquisition des
spectres et des images en champ proche en sortie de fibre, que l’on peut voir à la
figure 3.31. Des filtres passe-bas et passe-bande en longueur d’onde on été utilisés
pour isoler les pics dans le but de résoudre le champ proche pour les pics d’intérêt.
L’alignement de l’injection a été effectué en maximisant le gain en sortie.

Dans le cas de la fibre A (figure 3.31(a)), on note bien la présence des accords
de phase de la pompe distribuée TE01+HE11 ainsi que l’accord de phase intra-
modal HE12. L’accord de phase correspondant au pompage distribué se produit aux
longueurs d’onde de 425.1 nm et 712.2 nm pour le signal et l’idler respectivement.
L’accord de phase intramodal conduit quant à lui à un signal à 399 nm et l’idler, à
797.8 nm. Les pics correspondant au pompage distribué sont plus fins que les pics
de MQO en HE12, mais on constate bien la nature des modes lorsqu’on observe le
champ proche correspondant.

Dans le cas de la fibre B (figure 3.31(b)), tel que prévu, un seul accord de
phase est visible dans le régime de pompage distribué et correspond à un signal
dans le mode fondamental à 390.5 nm et un idler dans le mode TE01 à 833.1 nm.
C’est, à notre connaissance, la plus basse longueur d’onde obtenu dans le mode
fondamental pour un MQO à 532 nm dans une fibre de silice. Ces résultats ont
d’ailleurs fait l’objet de d’une publication[82] et d’un oral en conférence.

3.5.3 Discussion

Nous avons vu dans cette section qu’il est possible, à l’aide d’un pompage dis-
tribué sur deux modes, d’obtenir des ultraviolets dans le mode fondamental. On
a également noté que le gain théorique de ce processus est largement supérieur
aux autres effets non-linéaires indésirables, en particulier ici l’effet Raman. B ien
que les efficacité de conversion de processus comparables de MQO aient été rap-
portés comme étant de l’ordre de 6% pour le HE12[5], le fait de passer dans le
mode fondamental augmente d’environ un ordre de grandeur l’intensité atteignable
à puissance égale et augmente la résolution spatiale d’un facteur 3, ce qui est très
prometteur sur le plan des applications, sans compter le fait qu’il est envisageable
de produire un composant fibré pour injecter exactement le bon mélange de mode
et ainsi grandement augmenter l’efficacité globale du système.

Toutefois, l’exposition prolongée d’une fibre à une radiation intense peut en-
gendrer le même type de dommage au matériau que ce qui est observé dans le
photodarkening (ou photo-noircissement) pour les fibres actives, lié au bris de cer-
taines liaisons moléculaires qui, en retour, créent des bandes d’absorption ayant des
spectres très particuliers[22]. En effet, il a été démontré que la génération d’un su-
percontinuum dans une PCF en pompant à 1060 nm produit une bande d’absorption
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Figure 3.30 – Intégration numérique de l’équation de Schrödinger non-linéaire
généralisée modifiée en régime multimode (MMGNLSE) en considérant l’injection
optimale d’une source linéairement polarisée dans la fibre B. On constate que le
processus de mélange à quatre ondes ayant le gain dominant est bien celui que l’on
cherche à observer. On note également que le couplage de puissance vers le mode
HE12 (qui est pour nous l’équivalent d’une perte) est très faible.
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Figure 3.31 – Spectres obtenus lors du pompage à 532 nm pour par les fibres A
(haut) et B (bas) ainsi que les champs proches pour les différents pics observés. Pour
la fibre A, seul l’accord de phase impliquant le mode TE a été excité pour faciliter
le filtrage spectral du champ proche. Pour la fibre A, les deux types d’accords de
phase sont visible simultanément (intermodal en TE01 et HE11 et intramodal en
HE12) tandis que seul l’accord de phase intermodal est visible en sortie de la fibre
B, ce qui est en accord avec les prédictions théoriques.
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dans le visible autour de 630 nm (correspondant également à la bande d’absorption
générée par photodarkening) qui est due à une forte absorption dans les quelques
premiers centimètres du segment de fibre. Or, les bandes d’absorption de la silice
réputée pour causer le genre de défaut mis en cause ici (comme les défauts de bris
de lien Si–O et les centres E′, soit de volume ou de surface[83, 84]) sont situés dans
l’ultraviolet, aux alentours de 213 nm (les spectres d’absorption étant relativement
larges). Le mécanisme suggéré pouvant être responsable de cette dégradation par
pompage à 1060 nm serait l’absorption multi-photon. Si tel est le cas, un pompage
à 532 nm serait encore plus néfaste, le nombre de photons nécessaires pour passer
la bande d’énergie d’absorption étant diminué d’un facteur deux. Aussi, cet effet
pourrait grandement être exacerbé par la présence de germanium, ce qui pourrait
expliquer la chute rapide de gain observée dans la fibre hybride. De manière ana-
logue, mais moins marquée, cette perte de gain a également été observée dans la
PCF air-silice. Également, l’utilisation prolongée d’une segment tendait à voir le
gain chuter progressivement ; la seule façon de le récupérer ensuite était de cliver
un petit bout de fibre du côté de l’injection ou carrément de changer de segment
de fibre. Ceci a fait en sorte que les mesures ont été très difficiles à réaliser.

Pour vérifier si le pompage endommageait la fibre, nous avons réalisé une pre-
mière expérience simple à savoir la comparaison des spectres de transmission avant
et après l’injection pendant 60 heures de source microchip à 532 nm avec une puis-
sance crête injectée estimée à 3 kW. La mesure du spectre de transmission a été
effectuée à l’aide d’une source supercontinuum allant jusque dans les environs de
350 nm et d’un analyseur de spectre optique. Le résultat obtenu est présenté à la
figure 3.32. Bien que cette mesure ne soit que qualitative, l’injection pouvant avoir
évolué pendant la mesure nous empêchant ainsi de pouvoir lier les pertes à une
échelle temporelle avec assurance, on note clairement une augmentation des pertes
à basse longueur d’onde et la présence du fameux pic d’absorption à 630 nm, pic
qui confirme la présence de liens Si-O rompus dans la matrice de silice, tout comme
on le voit dans le cas du photo-noircissement et du pompage à 1060 nm. On note
également la présence de pics de pertes correspondant au MQO dans la fibre A mais
le mécanisme sous-jacent à leur apparition nous reste inconnu. En résumé, il appa-
raît donc clair qu’une stratégie doit être établie sur le plan matériaux pour faire en
sorte de diminuer cet effet si l’on veut espérer avoir une génération efficace d’UV
dans les fibres. Cette stratégie doit passer par une caractérisation du phénomène,
une exploration de sa réversabilité ainsi qu’un recensement des types de silice dis-
ponibles et étant potentiellement plus susceptibles de résister aux dommages causés
par la pompe.

3.6 Conclusion et perspective

Dans ce chapitre, nous avons abordé différentes stratégies pour la génération
d’ultraviolets dans les fibres de silice par pompage à 532 nm. Nous avons égale-
ment, en parallèle, étudié la sensibilité du MQO à plusieurs aspects du procédé de
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Figure 3.32 – Pertes induites par pompage à 532 nm dans la fibre A exposée durant
60 heures à une puissance crête estimée à 3 kW. Les deux courbes (verte et bleue)
représentent deux mesures distinctes (pour assurer la répétabilité de la mesure) et
la courbe en rouge représente l’évolution de la source supercontinuum (qui n’a à
toutes fins pratiques pas bougé). On note clairement une augmentation de pertes
à courte longueur d’onde ainsi que la présence d’un pic caractéristique de défauts
dans la silice à 630 nm. Bien que la mesure ait été faite sur un segment de deux
mètres, le dommage induit est situé dans les quelques centimètres au début de la
fibre[22].
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fabrication, comme la fluctuation du diamètre (i.e. du facteur d’échelle), de la frac-
tion d’air dans la gaine (via la grosseur des trous) ainsi que de la tension de fibrage.
Nous avons noté, en résumé, que la fluctuation d’échelle est très néfaste au niveau
de la diminution du gain de MQO mais qu’elle offre des points de stabilité (tels que
discutés au chapitre 2) qui permettent d’obtenir un gain maximum malgré la pré-
sence de fluctuations, ce qui a été démontré par une étude détaillée de l’impact des
processus de fluctuation. Également, nous avons pu noter que l’effet de la fraction
d’air dans la gaine est d’autant plus néfaste que l’espacement spectral est grand et
que celui-ci est généralement monotone. Finalement, nous avons également constaté
que la fluctuation de tension de tirage n’est pas très significative comparativement
aux autres et ne devrait pas contribuer à la perte de gain.

Nous avons aussi introduit une étude de faisabilité pour l’utilisation d’un laser
CO2 dans le but d’effectuer des perturbations périodiques de la dispersion avec
de très petites périodes permettant d’améliorer la résolution spatiale possible du
système de fibre de 1 à 2 ordres de grandeur. Ce système, installé sur la tour,
peut également être utilisé pour fabriquer des réseaux long pas directement sur
la fibre pendant le tirage. Bien que ce procédé soit encore en phase préliminaire,
quelques essaies ont permis d’obtenir des changements mesurables de structure avec
des petites périodes, ce qui est encourageant pour la suite.

Finalement, nous avons présenté une troisième méthode pour la génération d’ul-
traviolets qui consiste à envoyer la pompe dans une combinaison de modes. Une
étude numérique et expérimentale font écho dans cette étude à la théorie déve-
loppée au chapitre 2. Des ultraviolets à 390 nm ont ainsi été générés avec succès.
De plus, cette technique offre l’avantage majeur de produire les ultraviolets dans le
mode fondamental, permettant ainsi d’avoir une efficacité de focalisation environ un
ordre de grandeur plus importante que celle obtenue avec les plus récentes sources
fibrées de même type[5] et une résolution trois fois supérieure. Tout ceci rend cette
plateforme très intéressante pour le développement d’applications.

Bien que nous ayons effectivement généré dans ultraviolets dans une fibre mi-
crostructurée à base de silice, le problème principal que nous avons rapporté est
que le pompage endommage la silice de manière analogue au photo-noircissement
dans les lasers et amplificateurs. Il n’est pas clair quelle serait la meilleure stratégie
à l’heure actuelle pour améliorer la performance du matériau mais certains autres
types de silices pourraient éventuellement être utilisées. Une étude de matériaux
devrait cependant être effectuée pour étudier en détail la dynamique de dégrada-
tion.
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4.1 Contexte et motivation

L’utilisation de fibres optiques dites monomodes s’est imposée très tôt comme
la norme dans presque tous les secteurs d’industries basées sur cette technologie.
En effet, autant dans le secteur des télécommunications, où la course au débit ren-
dait toute dispersion gênante, que dans le secteur des sources lumineuses, comme,
par exemple, les lasers à fibre pour lesquels la qualité de faisceau est un para-
mètre crucial, choisir une fibre monomode permet d’éliminer plusieurs problèmes à
la source. Nonobstant le caractère pratique des fibres monomodes, les applications
ont, au cours des 15 dernières années, poussé les designs de fibres à leurs limites,
de sorte que, par choix dans certains cas et par nécessité dans d’autres, le pas-
sage aux fibres multimodes s’est avéré obligatoire. Deux exemples très pertinents
de ce cas de figure portent sur les même secteurs d’activités mentionnés plus haut :
en télécommunications, l’augmentation de la densité d’information portée par une
fibre est problématique et une solution envisagée pour dissoudre le problème est
de passer au multiplexage spatial (ou modal) car les canaux sont maintenant sa-
turés ; de la même façon, la montée en puissance crête des lasers à fibre pulsés
requiert d’augmenter les aires effectives dans le but de minimiser les non-linéarités.
Or, cette augmentation d’aire effective tout en gardant la fibre strictement mono-
mode présente souvent des problèmes pratiques (fibres trop sensibles en courbure
par exemple) ou technologiques (le degré de contrôle du profil d’indice requis est
bien supérieur aux capacités des technologies de fabrication). De la même façon, la
continuelle extension des bandes spectrales d’opération des fibres à cristaux photo-
nique à base de silice exige, comme nous avons pu le voir (ref à section), d’opérer
en régime multimode pour avoir accès à des dispersions intéressantes.

Or, l’utilisation de fibres multimodes implique souvent d’être en mesure de ca-
ractériser le contenu modal de cette fibre, et ce sous plusieurs aspects : la géométrie

des modes, leurs dispersion d’indice de groupe ainsi que la distribution de puis-

sance entre les différents modes. Diverses techniques, souvent interférométriques,
permettent de caractériser l’un ou l’autre de ces aspects mais très peu de techniques
sont en mesure de caractériser tous les aspects, celle offrant la caractérisation la
plus complète jusqu’à maintenant est la méthode d’imagerie résolue spectralement

et spatialement, aussi connue sous le nom de méthode S2 [27, 85]. Introduite en
2008, elle permet de caractériser de manière très simple la géométrie des champs,
la différence des indices de groupe entre les modes et la distribution de puissance
entre les différents modes. Cependant, son utilité est limitée par deux facteurs : un
mode doit clairement dominer les autres (sa puissance relative doit être supérieure
à 90 % de la puissance totale) et les différences d’indice de groupes de ce mode avec
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les autres ne doivent comporter aucune dégénérescence, auquel cas l’information
sur ces deux modes est confondue et indissociable. Bien que les fibres à large aire
effective conventionnelles utilisées dans les lasers à fibre répondent souvent à ces
deux conditions car elles comportent généralement peu de modes et sont opérées
principalement dans le mode fondamental, l’application de la technique à des cas
de figures où, par exemple, plusieurs modes sont excités avec des puissances com-
parables ou que le nombre de modes est grand et que certaines différences d’indice
de groupe sont dégénérées, les prémisses de base s’effondrent et la technique est
inutilisable et d’autre techniques, beaucoup plus complexes d’utilisation, doivent
être employées. Il serait donc intéressant de voir s’il existe un moyen d’utiliser les
données d’une simple mesure S2 standard et d’étendre les capacités de l’analyse
pour extraire les informations additionnelles que nous cherchons à obtenir et qui
sont noyées dans la mesure. Nous proposons donc une nouvelle méthode d’ana-
lyse, l’imagerie S2 avancée [86, 87], qui permet de combler ces lacunes et qui sera
explicitée à partir la section 4.3.

Dans le but de fixer les idées et d’exposer le processus dans le détail, un tour
d’horizon des méthodes interférométriques actuelles sera d’abord effectué, puis la
méthode S2 avancée proprement dite sera élaborée en détail. L’attention sera parti-
culièrement portée sur la formulation des termes de l’interféromètre. Une introduc-
tion graduelle des outils mathématiques (c.f. analyse par composantes principales

et analyse par composantes indépendantes) nécessaires à la séparation des compo-
santes de ces différents termes sera faite, avec comme support un jeu de données
expérimental violant les prémisses de base du S2 standard.

4.2 Revue des méthodes actuelles d’analyse de contenu
modal

Comme il fut mentionné plus haut, plusieurs méthodes existent pour caracté-
riser au moins partiellement l’information sur les modes d’une fibre en supportant
plusieurs ; un exemple simple à visualiser consiste à observer la trace obtenue en
utilisant un réflectomètre sur une fibre multimode. En effet, les modes ayant des
temps de groupe différents, un choix judicieux des paramètres d’impulsions nous
permet de voir plusieurs pics au réflectomètre pour un seul événement sur la ligne
(une clive par exemple). Bien que cela ne nous donne a priori aucune information
sur la nature des modes en jeu, elle permet dans une certaine mesure de visualiser
le nombre de modes ayant des indices de groupe différents. Or, pour une fibre ar-
bitraire par exemple, on peut être intéressé à connaître la distribution du champ
pour chaque mode (spatial) ce qui est fastidieux, à moins que l’on sache exciter
un seul mode à la fois, auquel cas cela implique que l’on soit déjà bien renseigné
sur la nature des modes et que le problème ait déjà été élucidé. Donc, en pratique,
dans tous les cas autres que ceux d’une fibre monomode, il y aura de l’énergie
dans quelques modes qui interférerons au cours de leur propagation, laissant en
sortie une image en champ proche correspondant à la somme cohérente de tous les
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modes excités. De toute évidence, cette interférence sera résolue spatialement (via
la forme des modes) et spectralement ( via les différentes dispersions de chaque
modes). Il apparaît donc ainsi que l’utilisation d’une technique interférométrique
résolue spatialement et spectralement permettrait de reconstruire l’information sur
la distribution des champs ainsi que sur leur dispersion. Quatre méthodes se sont
particulièrement illustrées dans les dernières années pour reconstruire l’information
(totale ou partielle) sur le contenu modal dans une fibre, chacune avec ses avan-
tages et ses inconvénients, soit la méthode des filtres de corrélation, la famille de
méthodes d’analyse par distribution d’intensité, l’imagerie d’inter-corrélation (où
C2), et le S2, qui seront maintenant présentées succinctement.

4.2.1 Méthode des filtres de corrélation

Au-delà de la caractérisation pure et simple du contenu modal, il est parfois
souhaitable de connaître en temps réel la distribution de puissance dans les modes.
Les méthodes purement interférométriques impliquent généralement un balayage
en longueur d’onde ou en délai, ce qui demande un certain temps d’acquisition,
et nécessite souvent un traitement post-acquisition pour reconstruire l’information
recherchée. Bien que la méthode de filtres par corrélation nécessite une composante
interférométrique pour reconstruire la phase des modes (nous y reviendrons plus
loin), le principe de base repose sur l’interférence du faisceau à la sortie de la fibre
avec un hologramme généré par ordinateur (HGO, tels qu’illustrés à la figure 4.2) qui
a été spécialement encodé pour que les ordres de diffraction de chaque modes soient
spatialement délocalisées par exemple. Or, le calcul de cet hologramme nécessite de
connaître par avance la forme des enveloppes de champ, ce qui implique qu’on les
ait calculées ou mesurées autre part. Ainsi, en effectuant la diffraction du faisceau
successivement par les hologrammes propres à chaque mode, on obtient des figures
d’intensités distinctes (dont le résumé est illustré à la figure 4.3). Un exemple de
montage type de mesure de contenu modal par filtre de corrélation, tel que décrit
dans[29, 88], est illustré à la figure 4.1.

En appliquant la méthode, on se retrouve donc avec un ensemble de figures
d’intensité des modes imagées qui, dans la limite de l’efficacité de diffraction du
modulateur, permet de calculer la puissance portée par chaque mode en prenant
l’intensité du point central de la surmodulation (croix jaunes sur la figure 4.3).
La limitation principale de cette méthode réside dans la qualité de l’hologramme
généré ; en effet, le choix des fonctions de modulations et du facteur d’échelle
requiert une connaissance préalable de la géométrie des modes et des propriétés du
système optique entre la fibre et le modulateur spatial de lumière (MSL) servant
à créer l’hologramme. La résolution du MSL est également à prendre en compte
dans les limitations du système. Un exemple de faisceau test (à gauche) et sa
reconstruction obtenue par la méthode des filtres de corrélation (à droite) est
illustré sur la figure 4.4.

Ce type de mesure s’avère être très performant expérimentalement[29] mais il
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Figure 4.1 – Montage typique de mesure de contenu modale par filtre de corréla-
tion. Le faisceau de sortie est imagé intégralement et les modes sont décomposés à
l’aide d’un hologramme généré par ordinateur puis imagés simultanément sur une
seconde caméra pour visualiser le champ proche.

0

Figure 4.2 – Exemples d’hologrammes en phase générés pour les six premiers
modes guidés d’une fibre à saut d’indice. La surmodulation a pour but de déporter
la figure de diffraction pour permettre la mesure de puissance portée par ce mode.
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Figure 4.3 – Illustration simultanée des figures de diffractions d’un faisceau mul-
timodes décomposé à l’aide des hologrammes présentés à la figure 4.2. Les croix
jaunes illustrent la position du point où la mesure de puissance est effectuée (un
pixel de caméra par exemple). L’ordre central, situé à l’intérieur du cercle tireté, a
été filtré pour plus de clarté.

Figure 4.4 – Exemple de faisceau reconstruit par la méthode des filtres de corréla-
tion. Le faisceau test (à gauche) est décomposé à l’aide de chacun des hologrammes
de la figure 4.2, puis reconstruit (à droite) à l’aide des intensités et phases aux centres
des figures de diffraction propres à chaque modes (croix jaunes de la figure 4.3).
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a été montré qu’il peut être avantageux de l’utiliser en complément d’une autre
méthode d’analyse de contenu modal[88], d’autant plus que, utilisée seule, cette
méthode ne fournit aucune information sur la dispersion modale. Or, en faisant
interférer les modes en sortie de système avec un mode de référence, on peut addi-
tionnellement déterminer la phase relative entre le mode de référence et les différents
modes et ainsi récupérer l’information sur la dispersion.

4.2.2 Famille de méthodes d’analyse par distribution d’intensité

Il existe une série de méthode de quantification du contenu modal qui repose
sur l’analyse de la figure d’intensité en champ proche, avec comme particularité que
ces méthodes sont généralement appliquées aux cas de sources incohérentes. Ces
méthodes utilisent différentes approches comme la régression[31, 32], l’analyse de
Fourier[32], l’analyse par facteur d’images[30] et d’autres encore[33]. En résumé, la
plupart de ces méthodes reviennent à minimiser une fonction d’erreur en optimisant
des coefficients pour exprimer la figure d’intensité comme une somme de contribu-
tions individuelles de chaque « mode » et ainsi minimiser le résidu, les modes utilisés
pour ce faire étant aussi pour cette méthode des solutions obtenues autre part (par
exemple, en solutionnant l’équation d’onde pour une profil d’indice mesuré ou es-
timé). Bien que certaines de ces analyses puissent également être utilisées dans le
cas où l’interférence est tout de même prise en compte (en ajoutant la phase comme
paramètre de régression), le nombre de termes à utiliser devient important et la so-
lution n’est a priori pas unique. Or, la prise en compte de l’interférence, même si
elle augmenterait considérablement la dimensionnalité du système, permettrait de
donner accès à l’information sur la dispersion.

Le point problématique de ces méthodes réside d’une part dans le fait que la
structure modale de la fibre doit être estimée séparément pour faire l’analyse et
d’autre part parce qu’elle impose des contraintes sur la source à utiliser pour s’as-
surer d’être en régime incohérent, ce qui nécessite soit une vérification expérimentale
qu’il n’y a bien pas d’interférence ou d’avoir une connaissance de la dispersion des
modes. En bref, bien que ces méthodes soient très pratiques, rapides et relative-
ment précises, elles ne sont utiles que dans les cas où la fibre est relativement bien
caractérisée car beaucoup d’information doivent être connues a priori pour avoir
des résultats de qualité.

4.2.3 Imagerie d’inter-corrélation C2

Comme nous l’avons mentionné en introduction, une mesure en réflectométrie
sur une fibre multimode permet, si les paramètres sont bien choisis, de noter la
présence de différents modes par l’apparition d’une multitude de pics de contraste
pour un seul événement (une clive droite, par exemple). Si on étend ce concept
pour prendre en compte la distribution spatiale de ces courbes de contraste, on
obtiendra directement, en fonction du délai, des images de contraste maximum qui
correspondront au produit des amplitudes de champ du mode de la fibre avec le
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mode du bras de référence. Pour mieux illustrer le principe, le montage expérimental
typique est illustré à la figure 4.5[28, 89].
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Figure 4.5 – Montage typique de la méthode de mesure de contenu modal par inter-
corrélation (C2). Un interféromètre de Mach-Zehnder a dans son bras de référence
(en bleu) une fibre monomode à compensation de dispersion et dans son autre
bras (en rouge), la fibre multimode à tester (de longueur comparable à la fibre de
référence). Une platine de translation permet de faire varier la différence de marche
entre les deux bras.

Un étage de translation sur le bras de référence permet de faire varier la dif-
férence de marche. Lorsqu’on utilise une source large-bande et qu’on mesure le
contraste de l’interférence (en chaque point de la caméra) en fonction de la dif-
férence de marche, on peut noter que le contraste sera maximum à différence de
marche nulle et que la résolution du pic de contraste maximum sera, en théorie, in-
versement proportionnelle à la largeur de bande de la source. Or, la dispersion de la
fibre peut limiter la résolution si elle est importante. Un autre facteur important à
prendre en compte est la taille relative des modes ; en effet, si le mode de la fibre de
référence est trop petit, les figures d’interférence seront rognées là où l’intensité du
mode fondamental de la fibre monomode est faible, gênant ainsi la reconstruction
des amplitudes de champ.

Dans les faits, cette méthode est l’analogue temporel de la mesure S2 qui revêt un
caractère spectral ; mathématiquement, les jeux de données obtenus par ces deux
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méthodes sont analogues. L’avantage principal de cette méthode est de pouvoir
comparer la fibre à tester avec une fibre dont la dispersion peut être connue. Aussi,
les interférences entre modes d’ordre supérieur n’apparaissent pas dans ces mesures
si la fibre de référence est monomode, ce qui peut simplifier l’analyse. Cependant,
le montage est plus complexe que celui de la méthode S2 qui nécessite uniquement
d’utiliser la fibre à tester, ce qui simplifie grandement les contraintes pratiques de
stabilité de l’interféromètre, entre autres choses.

4.2.4 S2 standard

La technique S2 consiste à mesurer le spectre transmis par une fibre multimode
en fonction de la position transverse en champ proche (voir figure 4.6). En effet,
puisque les modes ont des temps de propagation différents et que ceux-ci ont une
géométrie bien précise, on obtiendra, pour une source large, des spectres cannelés
qui varieront selon la position en champ proche en fonction de l’enveloppe de champ
des modes et dans la différence de temps de groupe entre ceux-ci. Comme il a été
mentionné plus haut, cette technique et la technique dite C2 sont réciproques car
elles sont reliées par une transformée de Fourier. La première version introduite en
2008 de la méthode S2[27, 85] utilise une fibre monomode et un analyseur de spectre
pour recueillir les données sur une image agrandie du champ proche en sortie de
fibre. On forme ainsi un cube de données, avec un spectre pour chaque position
transverse du champ proche (voir figure 4.7). Or, il existe une technique beaucoup
plus simple du point de vue expérimental introduite par Nguyen et al.[90] et dont
le montage est illustré à la figure 4.8. En effet, très peu de matériel est requis
dans ce cas de figure pour effectuer l’acquisition des données, soit la fibre à tester,
un laser accordable fibré, un système d’imagerie en champ proche, une caméra et
un système d’enregistrement automatique. C’est d’ailleurs la simplicité de cette
méthode, par rapport aux autres détaillées jusqu’ici, qui lui donne un caractère
pratique. Aussi, un avantage de la méthode S2 sur le C2 consiste en la conservation
de l’intégralité de l’information spectrale autrement détruite par la perte de visibilité
de l’interférence dans la mesure C2. La conservation de cette information permet
également de récupérer l’information sur la dispersion des vitesses de groupe des
modes en traitant les données en spectrogramme [91].

La technique d’analyse traditionnelle consiste simplement à effectuer la trans-
formée de Fourier sur les fréquences optiques, nous laissant donc avec la même
information que pour la méthode de mesure précédente, soit la visibilité des interfé-
rence en fonction des délais de groupe, et partageant donc les mêmes inconvénients.
En effet, si certains modes partagent les mêmes différences de délai de groupe, leurs
figures de battement seront superposées et a priori indissociables. Dans son cadre
normal, comme il fut mentionné, cette technique devrait s’utiliser dans le cas où l’on
veut mesurer la « pollution modale » dans un système où l’on souhaite opérer idéale-
ment dans un seul mode[85]. En effet, si l’excitation des modes devient importante,
des interférences entre modes d’ordre supérieurs apparaîtrons et gêneront le traite-
ment habituel des données, entre autres en polluant l’image de l’intensité moyenne
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Figure 4.6 – Montage expérimental de la méthode S2 originale. Une source large
bande est couplée à la fibre multimode à tester et une fibre monomode est utilisée
pour recueillir le spectre en chaque position transverse du champ proche en sortie
de fibre. Le polariseur illustré dans ce montage est typiquement inclus dans la litté-
rature et peut être utilisé, par exemple, pour effectuer des mesures de biréfringence
mais n’est pas obligatoire.

Figure 4.7 – Illustration en coupe du cube de données enregistré lors d’une acqui-
sition de type S2. Des images en champ proche dans l’espace (x, y) sont concaténées
en fonction de la longueur d’onde qui est ensuite transformée en axe de pulsation
ω. Ce cube a été généré à partir de véritable données expérimentales qui seront
traitées tout au long de cette section. Seul l’axe des fréquences a été tronqué pour
permettre de visualiser les battements.
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Figure 4.8 – Seconde version de la méthode S2. Le montage consiste à utiliser une
source accordable couplée à une fibre monomode qui est ensuite soudée à la fibre à
tester. L’image en champ proche est ensuite enregistrée sur la caméra pour chaque
longueur d’onde de la plage de mesure pour reconstituer le cube de données.

qui est habituellement assimilée à l’intensité du mode fondamental. Bien que cela
puisse être évité par l’utilisation d’une fibre de référence monomode en C2, la com-
plexité additionnelle du montage suggère de chercher des solutions pour rendre la
méthode d’analyse plus souple dans le but de contourner les différents problèmes,
tout en conservant la simplicité du montage S2. Les sections suivantes détailleront
le développement de cette technique ayant fait l’objet de publications[87, 86] tout
en présentant un exemple de son application. Il est à noter que le montage expéri-
mental employé pour tout le travail présenté plus ici est celui décrit à la figure 4.8.

4.3 L’interféromètre multi-onde

Plusieurs des méthodes étudiées dans la section précédente, dont la méthode
S2, sont basées sur l’interférence entre les différents modes se propageant dans la
fibre. Pour bien expliquer toute les notions mises en jeu dans l’analyse, il est tout
d’abord nécessaire de formuler l’expression de l’interféromètre multi-onde constitué
par l’ensemble des modes dans une fibre. Ensuite, un soin particulier sera apporté à
la formulation des équations dans le but de faciliter la compréhension des concepts
à la base des méthodes développées ici sans toutefois alourdir la lecture. Pour fixer
les idées, nous utiliserons un calcul scalaire (applicable aux modes linéairement po-
larisés, ou LP) et nous supposerons qu’il n’y a aucun couplage entre les modes. Dans
ces conditions, le champ proche en sortie de fibre à la pulsation ω peut s’exprimer
comme suit :

E =
M∑

k=1

√
PkFk(x, y)

(
ei(βkL−ωt) + conjugué complexe

)
(4.1)
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où Pk représente la puissance dans le k-ième mode, Fk(x, y) est son profil transverse
de champ, βk = 2πneff,k/λ sa constante de propagation 1 et M est le nombre total
de modes supportés par la fibre. Or, la quantité mesurée est l’intensité, que l’on
peut calculer à partir du carré du champ 2 :

I ∝
M∑

k=1

PkF
2
k (x, y) +

M−1∑

k=1

M∑

ℓ=k+1

2
√
PkPℓFk(x, y)Fℓ(x, y) cos(∆βkℓL) (4.2)

où ∆βkℓ = βk − βℓ est la différence des constantes de propagation des deux modes
considérés. Dans un cadre interférométrique, on peut caractériser l’interférence en
changeant la longueur L, qui est ici fixe (c’est la longueur de fibre) ou la fréquence
optique (via la longueur d’onde). En effet, si on effectue un développement limité
en fréquence au premier ordre de la dispersion :

β(ω) ≈ β0(ω0) + β1(ω0) × (ω − ω0) (4.3)

où

β1(ω0) =
∂β

∂ω

∣∣∣∣
ω=ω0

(4.4)

Ainsi, ∆βkℓ peut s’exprimer ainsi :

∆βkℓ ≈ (β1,k − β1,ℓ)ω + [β0,k − β0,ℓ − (β1,k − β1,ℓ)ω0] (4.5)

= (β1,k − β1,ℓ)ω +
φkℓ

L
(4.6)

On connaît que le premier terme du développement de la dispersion β(ω) re-
présente l’inverse de la vitesse de groupe vg. Ainsi, β1 = ng/c où ng est l’indice de
groupe. On peut donc écrire :

β1,k − β1,ℓ =
ng,k − ng,ℓ

c
=

∆ng,kℓ

c
(4.7)

En substituant dans l’équation (4.2) et en notant que ngL/c est le délai de groupe

τ , on peut écrire

I ∝
M∑

k=1

PkF
2
k (x, y) +

M−1∑

k=1

M∑

ℓ=k+1

2
√
PkPℓFk(x, y)Fℓ(x, y) cos(τkℓω + φkℓ) (4.8)

avec

τkℓ = τk − τℓ =
∆ng,kℓL

c
(4.9)

1. F (x, y) et β sont réels pour les modes guidés dans une structure non-absorbante
2. On rappelle que, en scalaire, les champs normalisés F (x, y) sont définis tels que

1

2ngZ0

˜

A∞

n2(x, y)F 2(x, y)dA⊥ = 1, avec Z0 l’impédance du vide et ng l’indice de groupe du

mode.
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Il est maintenant utile de noter que l’expression (4.8) peut se découper en diffé-
rentes parties de façon assez intuitive. Prenons par exemple la première somme
dans l’expression, soit :

I(x, y) ∝
M∑

k=1

PkF
2
k (x, y) (4.10)

qui équivaut à prendre la moyenne sur les pulsations ω. On note que ce terme
ne dépend pas de la pulsation optique ω et représente l’intensité moyenne sur la
plage de mesure. Les autres termes de (4.8) contiennent des fonctions oscillantes de
moyenne nulle. Notons également que tous ces autres termes peuvent être représen-
tés comme le produit d’une fonction ne dépendant que de l’espace, soit le produit
des enveloppes de champ Fk(x, y)Fℓ(x, y) et d’une fonction ne dépendant que de
la pulsation optique, cos(τkℓω + φkℓ). Cette propriété s’avérera fort utile pour la
formulation du système en aval. Pour le moment, contentons-nous d’examiner les
propriétés à la base de la méthode standard du S2 (puis du C2) avant de pousser
l’analyse plus loin.

4.3.1 Analyse de l’interféromètre

Une façon de visualiser le concept derrière la mesure est de partir des équations
de l’interféromètre telles que décrites en (4.8) et de considérer une plage de longueur
d’onde infinie (λmax − λmin → ∞) et une dispersion des vitesses de groupe nulle
(ce qui revient à dire que les τkℓ sont indépendants de ω). Sous cette hypothèse,
effectuons la transformée de Fourier 3 de l’interféromètre :

Î ∝ Iδ(τ) +
M−1∑

k=1

M∑

ℓ=k+1

√
PkPℓFk(x, y)Fℓ(x, y)[δ(τ − τkℓ) + δ(τ + τkℓ)] (4.11)

Dans cet espace, on trouve que les interférences sont localisées à certains temps
particuliers τkℓ et que, en ces temps, le profil spatial est précisément donné par
les enveloppes de battement Fk(x, y)Fℓ(x, y) des deux modes qui interférent. De
la même façon, à fréquence nulle, on trouve le terme d’intensité moyenne I(x, y).
Comme nous l’avons vu plus haut, cette formulation est à la base de la mesure de
type C2 qui effectue directement la mesure des figures de battement dans l’espace
temporel. La figure 4.9 fournit un exemple de ce genre de mesure pour une fibre
bimode (i.e. LP01 et LP11) excitée majoritairement dans le mode fondamental ; on
trouve en effet la figure d’intensité moyenne au délai nul (τ = 0) et un pic à la
différence de délai de groupe entre les deux modes, soit τ01−11, le pic n’étant pas
infiniment étroit dû à la taille finie de la fenêtre de données dans cet exemple.

Bien qu’en réalité les deux hypothèses ne sont pas respectées, on en demeure
néanmoins assez proche de sorte que, si l’on effectue la transformée de Fourier du
signal en intensité selon les fréquences optiques d’une acquisition, on obtient bien

3. On notera ici que la définition de la transformée de Fourier employée est δ(τ ) =

(2π)−1
´

∞

−∞
exp(−iωτ )dω.
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Figure 4.9 – Illustration des données traitées selon la méthode S2 standard à partir
de données simulant une fibre bimode. Le trait bleu représente la somme des ampli-
tudes spectrales sur chaque pixel. On note bien l’apparition de la figure d’intensité
moyenne à fréquence nulle (correspondant approximativement à l’intensité du mode
fondamental dans le cas d’une excitation quasi-monomode) et la présence d’un pic
de battement correspondant à l’interférence des deux premiers modes. La figure de
battement des deux modes, obtenue sur la tranche (x, y) du jeu de données à la
position du délai τ01−11 est également illustrée en amplitude et en phase ; on note
en effet bien l’inversion de signe présente dans le profil de phase.
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une série de pics sur chaque pixels. Généralement, pour faire l’analyse telle qu’illus-
trée à la figure 4.9, les spectres sont calculés pour chaque pixels et leur amplitudes
sommées de sorte à ce que toutes les contributions spectrales se cumulent, ce qui
permet de voir tous les pics simultanément. La méthode standard prévoit également
qu’un mode, souvent le mode fondamental, est largement dominant sur les autres,
c’est à dire qu’il porte plus de 90 % de la puissance totale. Dans ce cas de figure,
tous les termes de l’interféromètre faisant apparaître des produits d’amplitudes de
modes d’ordre supérieurs deviennent négligeables par rapport aux termes faisant
intervenir le mode fondamental. Ainsi, l’interféromètre prend la forme simplifiée
suivante :

I ≈ P01F
2
01 + 2

√
P01F01

M∑

k=2

√
PkFk(x, y) cos(τ01−kω + φ01−k) (4.12)

Cette forme simplifiée a un avantage certain sur le cas plus général car elle permet
directement d’extraire beaucoup d’information, en particulier sur le mode fonda-
mental. Prenons par exemple le terme moyen (ou apparaissant à délai nul après
transformée de Fourier), son amplitude sommée sur tous les pixels donnera direc-
tement sa puissance P01 et la distribution spatiale du pic à fréquence nulle donnera
sa distribution d’intensité F 2

01, d’où l’on tire l’amplitude simplement en prenant la
racine carrée. Dans le cas idéal, tous les autres pics seront proportionnels au produit
du mode fondamental (dont l’enveloppe est maintenant connue), de son amplitude
(aussi connue) et des puissances et enveloppes des autres modes présents dans la
fibre. Dans le cas où les pics étaient infiniment fins, l’enveloppe des modes d’ordre
supérieurs et leur puissance pourraient être obtenues en divisant la figure de batte-
ment par l’enveloppe du mode fondamental et la puissance obtenue par intégration
dans l’espace (x, y). Cette version simplifiée est donc exactement équivalente à la
méthode C2 où le bras de référence serait le mode fondamental de la fibre elle-même.

En pratique, la dispersion des vitesses de groupe (i.e. β2), la distribution spec-
trale d’intensité de la source ainsi que la distribution longitudinale de la dispersion
de la fibre provoqueront un élargissement supplémentaire des pics 4, faisant en sorte
que le calcul de la puissance nécessite une intégration aussi dans le domaine tempo-
rel. La façon habituelle de traiter ce problème est de définir un « filtre de Fourier »
(en gris sur la figure 4.9) qu’on utilise comme intervalle pour intégrer sous le pic.
Or, cette définition présente un certain côté arbitraire, ce qui n’est pas pleinement
satisfaisant. De plus, dans le cas général d’une excitation fortement multimode, les
dégénérescences et pics d’interférence entre modes d’ordre supérieurs rendent ardue
la tâche d’interpréter les figures de battement intégrées sur les pics.

Pour démontrer le genre de difficultés que présente l’analyse standard du S2,
nous avons effectué une mesure avec injection fortement multimode à l’aide du
montage présenté à la figure 4.8. La fibre caractérisée supporte six modes LP et
son profil d’indice (mesuré sur préforme) est illustré à la figure 4.10. Les résultats

4. Notons que d’autres effets comme le couplage distribué peuvent provoquer l’élargissement

des pics et provoquer l’apparition de pics supplémentaires dans le cas de couplage localisé.
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Figure 4.10 – Profil d’indice de mesuré sur préforme de la fibre caractérisée, l’abs-
cisse ayant été ici redimensionnées pour refléter la géométrie de la fibre.

de la mesure sont présentés à la figure 4.11. On peut constater que l’injection est
multimode par l’allure de l’intensité associée au pic à ∆ng = 0 et que l’interpréta-
tion des figures de battements intégrées sur les filtres de Fourier est parfois difficile.
En particulier, l’allure des distributions en champ proche pour chaque point de la
courbe dans l’intervalle du filtre de Fourier est très variée et suggère parfois des
mélanges de modes de nature différentes (voir figure 4.11 (b)). On peut donc se
poser la question à savoir si on peut espérer tirer des informations quantitatives, ou
même qualitatives, quant au contenu modal de cette fibre à partir de cette mesure.
En effet, il semble a priori y avoir un manque d’information pour arriver à séparer
les différentes composantes présentes dans les interférences. Dans les faits, le jeu de
donné contient beaucoup plus d’information que nécessaire pour séparer toutes les
interactions que nous cherchons. Pour arriver à tirer profit au maximum des don-
nées, il est important d’introduire des concepts d’analyse statistiques multivariées,
ce qui sera facilité par une reformulation des équations de l’interféromètre faisant
l’objet de la section suivante.

4.3.2 Reformulation de l’interféromètre : un isomorphisme

L’équation (4.8) fait apparaître clairement que chaque interférence est fonction
d’une paire de modes, soit les modes k et ℓ ayant une différence de délai de groupe τkℓ

propre. Un isomorphisme est alors suggéré par cette constatation où l’on pourrait
numéroter chaque paire de modes séparément, ce qui revient à identifier chaque
battement de façon unique avec un seul indice tout en conservant la correspondance
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Figure 4.11 – Analyse S2 standard pour la mesure de la fibre présentée en fi-
gure 4.10 ; (a) somme des amplitudes de spectre (trait bleu), filtres de Fourier (zone
grises) et intégrale du champ proche sur le filtre (illustrées au-dessus de la figure).
On note aussi que l’excitation est fortement multimode par la figure d’intensité
moyenne (en ∆ng = 0). (b) illustration de différentes figures en transverse à dif-
férents points du premier filtre de Fourier (∆ng ≈ 1, 2 × 10−3). On constante que
les figures en chaque point sont très différentes et parfois difficiles à interpréter,
tout comme la figure résultante intégrée sur le pic. La figure d’intensité moyenne
I(x, y) ainsi que le système d’axe défini par rapport à son orientation sont illustrés
en encart.
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de ce nouvel indice avec le couple de modes « kℓ » sous-jacent :

kℓ ↔ µ (4.13)

Nous allons également en profiter pour simplifier l’écriture de l’équation de l’inter-
féromètre en reformulant les parties spatiales et spectro-temporelles en suivant cet
isomorphisme :

Fk(x, y)Fℓ(x, y) ↔ vµ(x, y) (4.14)

cos(τkℓω + φkℓ) ↔ uµ(τµ, ω) (4.15)

En utilisant cette notation, l’équation de l’interféromètre peut s’écrire ainsi :

I(x, y, ω) = I(x, y) +
N∑

µ=1

Πµvµ(x, y)uµ(τµ, ω) (4.16)

où Πµ = 2
√
PkPℓ est un coefficient d’amplitude et le nombre total de battements est

exprimé par N = M(M−1)/2. Bien que cette reformulation soit plus abstraite, son
caractère simple sera un atout dans le cadre de certains calculs et, en particulier,
dans l’expression de la méthode de traitement du jeu de données. Pour le moment,
abordons les méthodes d’analyse statistiques multivariées appliquées au S2.

4.4 Première étape : analyse par composantes princi-
pales (ACP)

Afin de poursuivre l’analyse, appuyons-nous sur l’analogie entre le S2 et un
autre problème de mélange de signaux. En effet, les données récoltées à l’aide de
cette méthode ne sont ni plus ni moins qu’un mélange de signaux qu’on voudrait
idéalement parvenir à séparer. Un analogue connu de ceci est le fameux « cocktail

party problem » : un groupe de personnes discutent lors d’un apéritif et l’on uti-
lise plusieurs micros disposés un peu partout dans la salle pour les enregistrer. De
cette façon, chaque microphone recevra un signal légèrement différent (le délai et
le volume des conversations n’étant pas le même en fonction des distances des gens
aux microphones, etc.) Chaque signal ainsi obtenu pourra s’exprimer comme un
mélange unique des signaux que l’on cherche à séparer. Toute la problématique de
« comment séparer les signaux de base à l’aide des signaux mélangés » a donné lieu
à toute une science nommée séparation des sources à l’aveugle, ou « blind source

separation », qui regroupe différentes techniques faisant intervenir différentes mé-
thodes d’analyse statistiques multivariées. Dans le cas des enregistrements audio
de conversations, on se rend compte que, dimensionnellement parlant, on a besoin
d’autant d’enregistrements qu’il y a de sources à séparer. Or, dans le cas du S2,
si on considère chaque pixel comme étant l’équivalent d’un microphone, le nombre
de pixels utiles (i.e. qui reçoivent de l’intensité lors de la mesure) est généralement
beaucoup plus grand que le nombre de battements que l’on cherche à isoler. On a
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donc possiblement accès à largement plus d’informations que nécessaire pour solu-
tionner le système. Dans ce cas précis, l’idée de départ est d’observer la corrélation,
spectrale et spatiale, des signaux obtenus sur chaque pixels, pourvu que ceux-ci aient
un signal moyen supérieur au niveau de bruit. Pour voir ce que cela peut apporter,
effectuons d’abord quelques calculs. La corrélation du signal interférométrique dans
l’espace des fréquences optiques, s’écrit de la manière suivante :

C(x, y, x′, y′) =
1

∆ω

ˆ

[I(x, y, ω) − I(x, y)][I(x′, y′, ω) − I(x′, y′)]dω (4.17)

=
1

∆ω

N∑

µ=1

N∑

η=1

ΠµΠηvµ(x, y)vη(x′, y′)

ˆ

uµ(τµ, ω)uη(τη, ω)dω (4.18)

où ∆ω = ωmax−ωmin représente la largeur de l’intervalle de mesure (ou d’intégration
dans le cas d’un sous-échantillonage d’un ensemble de données plus grand) et la
corrélation est prise ici entre les points (x, y) et (x′, y′). D’après l’isomorphisme que
l’on a défini à l’équation (4.15), on peut réécrire l’intégrale de l’équation précédente
de la façon suivante :

1

∆ω

ˆ

uµ(τµ, ω)uη(τη, ω)dω =
1

∆ω

ˆ

cos(τµω + φµ) cos(τηω + φη)dω (4.19)

Si l’intervalle d’intégration comprend plusieurs périodes d’oscillation des cosinus,
c’est-à-dire, si ∆ω ≫ 2π/τ , l’intégrale prend une forme très simple :

1

∆ω

ˆ

uµ(τµ, ω)uη(τη, ω)dω ≈
{

1
2 cos(φµ − φη) si τµ = τη

0 ailleurs
(4.20)

Comme dans beaucoup de cas où des équations avec une multitude de sommes
surviennent, il est souvent beaucoup plus léger d’utiliser une écriture matricielle
pour les représenter et cela s’avérera particulièrement utile ici. En prenant un peu
de recul, on se rend compte que, en pratique, C est une quantité à deux dimensions
(i.e. deux points du même domaine (x, y)). Si on linéarise l’image, tel qu’illustré
à la figure 4.12 par exemple, la quantité C peut être calculée entre le pixel i de
coordonnées (xi, yi) et le pixel j de coordonnées (xj , yj). On peut donc voir la
corrélation C entre ces deux points de l’espace comme une matrice, C ou Cij que
l’on peut exprimer très facilement et qui rend très visuelle l’expression (4.18). Pour
ce faire, définissons d’abord la matrice V ayant pour colonnes les fonctions spatiales
vµ(x, y) :

V =




v1(x1, y1) . . . vµ(x1, y1) . . . vN (x1, y1)
...

...
...

v1(xi, yi) . . . vµ(xi, yi) . . . vN (xi, yi)
...

...
...

v1(xN, yN) . . . vµ(xN, yN) . . . vN (xN, yN)




(4.21)

avec N le nombre total de points spatiaux, ou pixels, considérés et N représente le
nombre de battements. Nous aurons également besoin de la matrice de coefficients
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ÙÚÛÜÝe 2D "(xi,yi)" projeté sur
l'indice linéaire "i"

1 2 3 ... ...m
m+ 1 2 3 ... ...m

2m+ 1 2 3 ... ...m...
...
...

...

...

(n-1)m+ 1 2 3 ... ...m

x

y 1
2
3...

i...
nxm

i

Figure 4.12 – Illustration de la convertion d’une image en vecteur ; on attribue à
chaque pixel un indice i pour établir la correspondance entre l’espace (xi, yi) et le
i-ème élément du vecteur correspondant.

donnée par le produit des facteurs d’amplitude Πµ avec les intégrale de corrélation
données par (4.20), soit :

B = Bµη =

{
∆ωΠµΠη

2 cos(φµ − φη) si τµ = τη

0 ailleurs
(4.22)

qui est symétrique. Ainsi, la matrice de corrélation C, représentant donc la corré-
lation entre les pixels i et j du signal interférométrique, est donnée par :

C =
1

∆ω
VBVT (4.23)

où « T » dénote la transposition de matrice. Cette expression très simple présente
plusieurs avantages desquels on peut tirer profit et sur lesquels est basée l’analyse

par composantes principales (ACP). Un survol de ces propriétés sera fait dans un
premier temps (§4.4.1) puis le raccordement de ce qui a été développé jusqu’ici avec
la théorie de l’ACP sera formellement effectué (§4.4.3).

Mentionnons pour terminer que B est le fruit de l’intégration d’une variable
continue. Or, dans un cadre expérimental, l’échantillonnage se fait à des pulsations
ωi discrètes. Dans ce cas, on peut exprimer approximativement B comme :

B ≈ B =
N∑

i=1

cos(τµωi − φµ) cos(τηωi − φη)δω ≈
{

N δω
2 cos(φµ − φη) si τµ = τη,

0 ailleurs
(4.24)

avec ∆ω = N δω, N est le nombre de points de pulsation et δω représente le pas
en pulsation, présumé constant, ce qui est le cas ici car les données sont, après
acquisition, interpolées sur un domaine en pulsation d’espacement constant δω.

4.4.1 Propriétés de la corrélation spectrale

Certaines propriétés de la matrice de corrélation que nous avons développée à
la section précédente sont très utiles et ont plusieurs conséquences d’intérêt qui
faciliteront le raccordement entre le principe de l’interféromètre qui est étudié ici
et l’ACP abordée mathématiquement comme un outil d’analyse statistique. Pour
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débuter, il faut noter que, pour une matrice symétrique, comme B par exemple, on
a B = BT ; en effet, dans le cas de B, permuter µ et η ne change en rien le résultat.
En utilisant cette propriété, on peut également montrer que C est symétrique :

CT =
1

N
(VBVT )T (4.25)

=
1

N
(VT )T BT VT (4.26)

=
1

N
VBVT (4.27)

= C (4.28)

Or, les matrices symétriques ont comme propriété d’être diagonalisable avec des
valeurs propres réelles par une matrice orthogonale ; autrement dit, une matrice
symétrique a un ensemble de vecteurs orthogonaux en guise de base de vecteurs
propres. Bien que cette propriété ne semble pas avoir de conséquences immédiates,
elle interviendra plus tard dans la compréhension de certains phénomènes qui se-
ront mis en évidence par l’analyse des données expérimentales. Mais d’abord, il
convient d’expliquer comment on peut former la matrice C à partir des données
expérimentales.

4.4.2 Obtention de C à partir des données expérimentales

A la base, l’ACP tourne autour de l’étude des corrélations qui ont été déve-
loppées jusqu’ici. Le point de départ de l’idée, tel que mentionné, est d’utiliser la
corrélation entre pixels des spectres obtenus en chaque pixels pour extraire davan-
tage d’information à partir du jeu de donné puisque, a priori, celui-ci est surdimen-
sionné (i.e. il y a beaucoup plus de pixels éclairés que de battements recherchés).
C’est exactement ce qui est fait à l’équation (4.17) et ce qui sera appliqué au jeu
de données proprement formaté.

Pour commencer, les images doivent être linéarisées (voir figure 4.12) de sorte à
former des vecteurs lignes pour chaque fréquence optique. La concaténation de ces
vecteurs formera alors une matrice signal, que nous nommerons X, comme celle-ci :

X =




I(x1, y1, ω1) . . . I(xi, yi, ω1) . . . I(xN, yN, ω1)
...

...
...

I(x1, y1, ωj) . . . I(xi, yi, ωj) . . . I(xN, yN, ωj)
...

...
...

I(x1, y1, ωN ) . . . I(xi, yi, ωN ) . . . I(xN, yN, ωN )




(4.29)

où N est le nombre de point en fréquences et N le nombre de pixels 5. On peut

5. Bien entendu, ici l’utilisation de l’intensité I(xi, yi) est un abus de langage. En effet, il s’agit

plutôt d’une puissance correspondant à l’intégration de l’intensité sur la surface d’un pixel centré

en (xi, yi), soit
˜

Apix,i
I(x, y)dApix,i qui, pour de petits pixels, est essentiellement proportion-

nelle à l’intensité sur ce pixel : I(xi, yi) ≈ Apix,i[I(x, y)]x=xi,y=yi
. Il en va également de même

pour les produits de champs, c’est à dire qu’on sous-entend vµ(xi, yi) = Fk(xi, yi)Fℓ(xi, yi) ≈

Apix,i[Fk(x, y)Fℓ(x, y)]x=xi,y=yi
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également retrancher à chaque colonne sa valeur moyenne pour obtenir l’équivalent
de I − I que nous nommerons X. La corrélation sur les fréquences dans ce cas
apparaît donc comme le produit scalaire de deux colonnes ; ainsi, si xa est la colonne
de X représentant le signal au pixel a, alors l’expression de l’équation (4.17) devient :

C(xa, ya, xb, yb) =
1

N
xT

a xb (4.30)

=
1

∆ω

N∑

i=1

[I(xa, ya, ωi) − I(xa, ya)][I(xb, yb, ωi) − I(xb, yb)]δω

(4.31)

et, par extension, la matrice de corrélation entière peut être formée de la même
façon :

C =
1

N
X

T
X (4.32)

qui est une matrice N × N et qui est bien symétrique car :

CT =
1

N
(X

T
X)T (4.33)

=
1

N
X

T
(X

T
)T (4.34)

=
1

N
X

T
X (4.35)

= C (4.36)

4.4.3 Application de l’ACP

La matrice de corrélation que nous venons de calculer à partir des données S2

constitue la base de l’application de l’ACP[92]. Or, la dernière étape, qui consiste à
diagonaliser la matrice pour obtenir lesdites composantes principales, mérite d’être
expliquée plus en détail. Pour ce faire, repartons des équations (4.22) et (4.23).
Supposons pour commencer que toutes les différences de délai de groupe τµ sont
distinctes. Ceci a automatiquement pour conséquence de rendre la matrice B dia-
gonale car cela revient à dire τµ = τη si et seulement si µ = η. Or, la formulation
de la diagonalisation d’une matrice s’exprime généralement ainsi :

A = PDP−1 (4.37)

alors que l’équation (4.23) fait intervenir la transposée de V et non pas son inverse.
Cela pose à priori un problème : comment pourrait-on parler de l’inverse de V qui
n’est pas une matrice carrée ? En effet, V est une matrice N × N et pour pouvoir
l’inverser, nous allons la compléter par une base quelconque du complément ortho-
gonal de l’espace formé par les vecteurs de V, auxquels nous associerons des valeurs
propres arbitrairement petites mais non-nulles pour étendre B. Cette opération,
équivalente à l’intégration de bruit représenté par le complément orthogonal de V,
assure que le rang de la matrice corresponde à la dimension des vecteurs v. Ceci est
tout à fait en accord avec ce qui se produit expérimentalement, la matrice C n’étant
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presque jamais singulière 6[93]. On peut maintenant dire que, à peu de choses près,
(4.23) est une forme diagonale mais, comme nous l’avons mentionnée, une matrice
symétrique est diagonalisable par un ensemble de vecteurs propres orthonormaux.
Nous allons donc introduire un facteur de normalisation qui nous sera utile pour la
suite :

Skℓ =

¨

[Fk(x, y)Fℓ(x, y)]2dxdy (4.38)

(4.39)

et redéfinir les battements v :

v̂µ(x, y) =
Fk(x, y)Fℓ(x, y)√

Skℓ
=
vµ(x, y)√

Skℓ
(4.40)

et, si l’on travaille en espace discret, les vecteurs de la matrice V :

Skℓ =
N∑

i=1

[Fk(xi, yi)Fℓ(xi, yi)]
2 (4.41)

=
N∑

i=1

v2
µ(xi, yi) (4.42)

= vµ • vµ (4.43)

v̂µ =
v√
Skℓ

(4.44)

Pour fixer les idées, supposons également que nous sommes dans un cas tel que
les vµ sont orthogonaux (i.e. les figures de battements sont spatialement orthogo-
nales), c’est-à-dire :

¨

v̂µ(x, y)v̂η(x, y)dxdy = δµη (4.45)

avec δ le delta de Kronecker ou, en version matricielle :

VT V = IN (4.46)

avec IN la matrice identité de dimension N. Pour conserver l’égalité en (4.23), il
faut maintenant faire passer le facteur de normalisation sur les valeurs diagonales
de B et on a alors véritablement une forme diagonale avec P = V et D = (∆ω)−1B,
l’expression des vecteurs propres et valeurs propres étant :

v̂µ(x, y) =
Fk(x, y)Fℓ(x, y)√

Skℓ
(4.47)

Λµ =
SkℓΠ

2
µ

2
= 2SkℓPkPℓ (4.48)

En résumé, pour retrouver les figures de battement et les amplitudes de ceux-ci,
il suffit simplement diagonaliser la matrice C que l’on peut facilement construire

6. Par exemple, une matrice carrée formée de nombre aléatoires n’est presque jamais singulière.
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à partir des données S2. Laissons de côté un instant les équations pour essayer
de comprendre plus intuitivement ce qui vient de se passer. L’analyse par com-
posantes principales a pour but d’exprimer un mélange de variables aléatoires en
composantes complètement décorrélées les unes des autres, ce qu’on appelle les com-

posantes principales. En effet, on peut voir dans le cas présenté ici l’analogie entre
l’orthogonalité et l’absence de corrélation. On est donc parvenu, en observant la
corrélation des spectres entre chaque pixel, à isoler les figures de battement cor-
respondantes. Tout le processus est très simple et passe par la construction de la
matrice de corrélation suivi d’une simple diagonalisation. Autrement dit, si chaque
terme de l’équation de l’interféromètre n’est corrélé à aucun autre ni spectralement,

ni spatialement, on peut effectivement les séparer par ACP. Pour aller encore plus
loin, on peut penser effectuer exactement la même analyse en observant les corréla-
tions spatiales des champs proches entre différentes fréquences ω, ce que nous allons
faire à la section suivante.

4.4.4 Matrice de corrélation spatiale C′ et composantes principales
spectrales

De la même façon que nous avons su exploiter l’orthogonalité des battements
dans le domaine spectral pour récupérer les composantes principales spatiales, nous
allons voir qu’il est également possible de récupérer les composantes principales
spectrales en exploitant les corrélations spatiales. Pour ce faire, posons l’équation
de la corrélation spatiale de l’interféromètre 7 :

C ′(ω, ω′) =
1

∆ω

¨

[I(x, y, ω) − I(x, y)][I(x, y, ω′) − I(x, y)]dxdy (4.49)

=
1

∆ω

N∑

µ=1

N∑

η=1

ΠµΠηuµ(ω)uη(ω′)

¨

vµ(x, y)vη(x, y)dxdy (4.50)

puis, définissons la matrice U, ayant pour colonnes les différents battements :

U =




u1(ω1) . . . uµ(ω1) . . . uN (ω1)
...

...
...

u1(ωi) . . . uµ(ωi) . . . uN (ωi)

...
...

...
u1(ωN ) . . . uµ(ωN ) . . . uN (ωN )




(4.51)

On peut aussi définir la matrice de coefficients B′ dont les éléments sont les

7. Ici, le facteur (∆ω)−1 est choisi pour faire en sorte que C′ partage les mêmes valeurs propres

que C.
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intégrales du produit de figures de battement :

B′
µη =

¨

ΠµΠηvµ(x, y)vη(x, y)dxdy (4.52)

=

¨

4
√
PkPℓPmPnFk(x, y)Fℓ(x, y)Fm(x, y)Fn(x, y)dxdy (4.53)

ce qui nous permet d’exprimer la corrélation spatiale sous forme matricielle :

C′ =
1

∆ω
UB′UT (4.54)

qui s’obtient facilement à partir des données expérimentales par :

C′ =
1

N
XXT (4.55)

Si on se place dans un cas où les figures de battement sont orthogonales comme
dans le cas de l’équation (4.45), la matrice B′ devient diagonale et on peut effec-
tuer exactement les mêmes raisonnements et traitements effectués dans la section
précédente pour la corrélation spectrale. De plus, si toutes les différences de temps
de groupe sont distinctes, on se retrouve dans la situation où la matrice U est déjà
orthogonale (voir équation (4.20) et le carré de la norme des vecteurs de battement
est :

ˆ

u2
µ(τmu, ω)dω =

∆ω

2
(4.56)

En normalisant les vecteurs et en distribuant la norme sur la diagonale de B′,
on obtient comme vecteurs propres et valeurs propres :

ûµ(ω) =

√
2

∆ω
cos(τkℓω + φkℓ) (4.57)

Λµ = 2SkℓPkPℓ (4.58)

On constate alors que les deux matrices de corrélation partagent les mêmes valeurs

propres et que les vecteurs propres sont cette fois les battements eux-mêmes ! Ainsi,
par simple diagonalisation des matrices C et C′, on peut reconstruire tous les termes
de l’interféromètre, pourvu que ceux-ci sont non-corrélés à la fois dans l’espace et

dans le spectre 8. Comme nous l’avons mentionné, dans plusieurs cas de figure, en
particulier dans le cas de S2 standard où un mode domine largement les autres,
cette condition est vérifiée et l’application de l’ACP permettra de séparer tous les
battements d’un seul trait. Pour valider le développement fait ici, la méthode sera
appliquée ci-dessous à la mesure présentée à la section §4.3.1.

4.4.5 Résultats expérimentaux et discussion

Comme nous avons pu le constater à la figure 4.11, il n’est pas aisé de faire
l’analyse d’une mesure S2 pour une excitation arbitraire et on souhaite tirer profit

8. Notons que cette hypothèse sera levée à partir de la section 4.5.
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de l’analyse par composantes principales pour tenter d’extraire plus d’information
et, ultimement, de séparer les différents termes de l’interféromètre. Dans un premier
temps, illustrons les résultats bruts obtenus par diagonalisation des matrices C et C′

(voir équations (4.23) et (4.54)), et qui sont illustrés respectivement aux figures 4.13
et 4.14. Comme nous avons vu, les deux matrices de corrélation partagent les mêmes
valeurs propres (i.e. équations (4.48) et (4.58)) qui sont illustrées à la figure 4.15.
Notons immédiatement que les images du jeu de données ont été normalisées avant le
traitement, c’est à dire que la somme de chaque ligne de X est normalisée à 1 (ou que
la somme de chaque ligne de X est nulle). Bien que ceci permet de nous affranchir
de la variation de la puissance de la source avec ω, les variations importantes du
niveau de bruit pourrait causer des perturbations qui se répercuteraient dans les
données d’intérêt à cause de la normalisation, il faut donc examiner la stabilité du
niveau de bruit (le « zéro » des figures de battements) pour vérifier qu’il ne présente
pas de variations importantes le long de la mesure (ce qui n’est pas le cas ici).

En observant les figures de battements qui devraient correspondre aux v̂µ(x, y)

et les spectres qui devraient correspondre aux transformées de Fourier des signaux
ûµ(ω), on constate que l’identification directe à partir des résultats de l’ACP ne
semble pas si simple. En effet, certains battements présentent bien un seul pic im-
portant (les figures 2, 4, 5, 7 et 8 par exemple) auxquelles ont peut rattacher des
figures de battements correspondant à des modes précis, mais plusieurs spectres
montrent plus d’un pic, ce qui ne devrait pas se produire selon les équations car
chaque battement a bien une seule et unique différence de délai de groupe τkℓ, et
certaines figures de battement ne paraissent pas si simple à interpréter (par exemple,
les première et troisième). La figure 4.16 résume la situation en séparant les batte-
ments déjà bien isolés par l’ACP de ceux qui semblent toujours être un mélange.
On peut tout de même ici noter qu’il a déjà été possible d’extraire plus d’informa-
tion du jeu de donné qu’avec la méthode S2 standard ; en effet, on arrive à séparer

les figures de battements et leurs spectres individuels, ce qui était impossible avec
l’analyse standard, et ce, de manière automatique, sans intervention arbitraire de
l’expérimentateur. En particulier, en présence de dégénérescences spectrales, l’at-
tribution d’un pic à un battement donné (cas du pic près de ∆ng = 1.2 × 10−3

de la figure 4.11), entraînerait une erreur. Aussi, nous le verrons plus loin, les va-
leurs propres permettrons directement d’extraire la distribution de puissance sans
définition de filtre de Fourier ni d’intégration.

On constate également que les figures montrant plusieurs pics importants sont
également celles pour lesquelles les figures de battement sont difficiles à interpréter.
On peut donc s’interroger sur la validité des hypothèses que nous avons formulées
en développant les équations.

Pour démarrer cette analyse, il est plus intuitif d’examiner la formulation de
C′. On a noté que les coefficients de la matrice B′ sont données par l’intégrale
du produit des quatre champs des modes mis en jeu dans les deux battements,
pondérée par le produit des coefficients d’amplitude Πµ et Πη des deux battements,
soit l’équation (4.53). Or, si on considère que tous les modes sont excités avec des
puissances comparables, pour une fibre à 6 modes comportant 15 battements, on
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se rend rapidement compte, à partir des modes théoriques, que plusieurs de ces

intégrales croisées sont non-nulles, comme nous l’illustre la figure 4.17. Ainsi, B′

contiendra alors plusieurs éléments hors-diagonale non-nuls qui donneront lieu au
mélange des composantes spectrales lors de la diagonalisation. Pour rendre ceci
transparent, posons cette situation en termes d’équations. On sait que la matrice
B′ est symétrique car elle n’est pas modifiée sous la permutation des indices µ et η.
Si elle n’est pas déjà diagonale, on peut donc la diagonaliser et l’exprimer comme
suit :

B′ = PDPT (4.59)

où P est une matrice de transformation unitaire, qui nous donne, en substituant
dans (4.54) :

C′ =
1

∆ω
U(PDPT )UT (4.60)

=
1

∆ω
(UP)D(UP)T . (4.61)

Ainsi, on obtient que la nouvelle matrice de vecteurs propres de C′ sera U′ = UP

et sera alors formée de combinaisons linéaires des composantes oscillantes ûµ(τµ, ω) ;
ainsi, l’apparition de spectres mélangés tels que ceux illustrés à la figure 4.16(c) im-
plique la présence de battements dont la corrélation spatiale est non-nulle. Il est
également simple de constater ceci en raisonnant directement à partir du jeu de
données : si on admet deux battements partageant des zones spatiales éclairées
communes (i.e. ils sont linéairement dépendants, ou corrélés spatialement) mais
ayant des différences de délai de groupe distinctes, alors la seule façon de les ex-
primer comme des composantes décorrélées sera de les orthogonaliser, et ainsi de
les exprimer comme deux combinaisons linéaires orthogonales des deux battements
recherchés. Donc, si l’on cherche à exprimer tout le jeu de données à partir de ces
combinaisons orthogonales, nous devons également prendre en compte le mélange
dans les expressions des oscillations qui leurs sont associées puisque chaque combi-
naison linéaire mettra en jeu les deux battements qui ont des différences de délai
de groupe distinctes ! Ainsi, on aurait par exemple :

v̂′
µ =

v̂µ + v̂η√
2

(4.62)

v̂′
η =

v̂µ − v̂η√
2

(4.63)

û′
µ =

ûµ + ûη√
2

(4.64)

û′
η =

ûµ − ûη√
2

(4.65)

Ainsi, les deux nouveaux vecteurs propres spectraux présenteraient tous les deux des
spectres très similaires mettant en jeu les deux fréquences τµ et τη. Mais comment
faire alors pour retrouver U à partir des vecteurs propres donnés par UP ? D’après
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Figure 4.13 – Figures de battements bruts obtenus par ACP. La lecture s’effec-
tue de gauche à droite puis de haut en bas, les résultats étant ordonnés en ordre
décroissant de valeurs propres.

ce que l’on vient de dire, les spectres mélangés devraient présenter le même en-
semble de pics et ainsi, on pourrait les regrouper par similarité spectrale. Une autre
propriété statistique des signaux, soit l’indépendance, sera également très utile pour
développer une technique visant à retrouver U sans a priori avoir quelques infor-
mations que ce soit sur l’allure du contenu modal (et donc, sur la corrélation entre
les figures de battement). Cette analyse fera l’objet de la prochaine section.

4.5 Deuxième étape : analyse par composantes indé-
pendantes (ACI)

L’application de l’ACP au jeu de données nous a permis déjà de tirer beaucoup
plus d’information des données, le tout automatiquement. Or, il reste un certain
nombre de solutions qui ne s’expriment pas selon le modèle que l’on cherche à re-
produire, c’est à dire celui de l’interféromètre. En effet, on devrait normalement ob-
server un seul pic en ∆ng pour chaque battement, et pourtant certains en montrent
au moins deux, ce qui indique que les figures de battement associées sont corrélées
spatialement. Il nous faudra donc effectuer une analyse plus poussée pour espérer
parvenir à séparer les composantes qui demeurent mélangées. Pour fixer les idées,
rappelons un peu ce que fait l’ACP.

Lorsqu’on applique l’ACP à un jeu de données, par construction les composantes
principales selon les deux dimensions (c’est-à-dire spectralement et spatialement)
doivent être orthogonales vu la symétrie des matrices C et C′. Pour visualiser cela,
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Figure 4.14 – Spectres principaux bruts obtenus par ACP. La lecture s’effectue de
gauche à droite puis de haut en bas, les résultats étant ordonnés en ordre décroissant
de valeurs propres.

utilisons des cartes à jouer. La figure 4.18 nous montre le type de solutions que l’ACP
parvient à séparer. Lorsqu’on a un jeu de données comme celui à gauche, on peut voir
que les cartes que l’on cherche à récupérer n’ont pas la même distribution spatiale
des symboles (caratère spatial) et leur enseigne ou couleur (caractère spectral) et
peuvent donc sans problème être récupérées par l’ACP. Or, certaines solutions ne
peuvent être séparées par l’ACP et doivent être exprimée comme une combinaison
linéaire car leur corrélation spatiale est trop forte. Un exemple est illustrée à la
figure 4.19, où l’on voit clairement que les deux cartes pourraient être triées sur
la base de leur couleurs, mais la superposition presque intégrale des symboles rend
leur séparation impossible par l’ACP qui exige des solutions non-corrélées. Or, il
existe un outil de prédilection qui permet de séparer des spectres mélangés, soit
l’analyse par composantes indépendantes (ACI).

4.5.1 Notion d’indépendance

Pour bien comprendre l’essentiel de la méthode, il est important de commencer
par expliquer la notion d’indépendance. En effet, cette notion est assez intuitive
dans la vie de tous les jours : l’indépendance entre deux événements se résume à
dire que l’occurrence ou non d’un événement n’a aucune influence sur l’autre et
inversement. Pour expliquer en détail le phénomène, commençons par définir la
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Figure 4.15 – Valeurs propres obtenues par ACP. La ligne rouge indique le seuil en-
deçà duquel on considérera que les composantes principales correspondent au bruit.
En termes de rapports de carrés des amplitudes de la première et de la douzième
composantes principales, on obtient une différence de plus de 60 dB, ce qui rivalise
de précision avec la méthode S2 standard sans toutefois être limité par les mêmes
hypothèses.
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Figure 4.16 – Résumé des résultats d’ACP ; (a) On rappelle le résultat de la somme
des amplitudes de battement sur tous les pixels pour identifier les positions prin-
cipales de pics qui seront reportées sur les autres figures ; (b) Les composantes
principales des battements présentant un seul pic important ; (c) Les composantes
principales mélangées difficiles à interpréter.

Figure 4.17 – Illustration de la forme quadratique que représente la matrice de cor-
rélation spatiale C′ dans le cas d’une excitation fortement multimode. On constate
en effet la présence de plusieurs coefficients hors-diagonale non-nuls dans la matrice
des coefficients donnée par les intégrales de recouvrement des figures de battement.
Il y a donc corrélation spatiale de figures de battement.
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Figure 4.18 – Illustration du principe de fonctionnement de l’ACP. Les cartes de
gauche sont le mélange des cartes de droite qui peuvent bien être récupérées car la
distribution de leurs symboles (spatiale) et de leurs couleurs (spectrale) ne sont pas
corrélées.

Figure 4.19 – Illustration de mélanges non-corrélés obtenues par ACP qui, malgré
le fait qu’elle pourrait facilement être séparées selon la couleur, demeurent mélan-
gées dû à leur forte corrélation spatiale (la position des symboles). L’analyse par
composante indépendantes permettra d’effectuer la séparation.

densité de probabilité conjointe de deux variables aléatoires X et Y :

fX,Y (x, y) ≡ fX|Y (x|y)fY (y) = fY |X(y|x)fX(x) (4.66)

où fX|Y (x|y) désigne la densité de probabilité de la variable X sachant la variable
Y (et inversement pour fY |X(y|x)). Bien entendu, si on considère l’indépendance,
la valeur que prendra X n’a aucun impact sur la valeur que peut prendre Y et
inversement, et ainsi :

fX|Y (x|y) = fX(x) (4.67)

fY |X(y|x) = fY (y) (4.68)

et donc :
fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) (4.69)

On peut alors facilement montrer que la condition d’indépendance implique l’ab-
sence de corrélation. En considérant les valeurs moyennes µX et µY des variables
aléatoires X et Y respectivement, on a :
¨

(x− µX)(y − µY )fX,Y (x, y)dxdy =

ˆ

(x− µX)fX(x)dx

ˆ

(y − µY )fX(y)dy

= 0
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Bien que cette définition formelle d’indépendance soit d’une importance capi-
tale pour l’ACI, la notion d’information mutuelle minimale joue également un rôle
essentiel ici. En effet, considérons un certain nombre de signaux indépendants, que
l’on mélangerait en effectuant des combinaisons linéaires, ce qui est tout à fait ana-
logue aux équations (4.62) à (4.65). On constate immédiatement que les nouveaux
vecteurs obtenus par ce mélange qui peut s’écrire comme

U′ = UP, (4.70)

où P joue ici le rôle de matrice de mélange, partagent plus d’information mutuelle
que les signaux d’origine puisqu’ils en sont des mélanges, et ce, même si leur co-
variance est nulle. Aussi, si l’on considère que les signaux indépendants ont des
distributions de probabilité similaire, ce qui est le cas dans une certaine mesure car
les ûµ(τµ, ω) sont tous de moyenne nulle et de variance unitaire (

´

û2
µdω = 1), on

peut se reposer sur le théorème central limite qui nous dit que la distribution d’une
somme de variables indépendantes de même distribution tend vers une distribution
gaussienne. Ainsi, chaque signal indépendant pris séparément aura une distribution
moins gaussienne que les combinaisons linéaires qui le constituent. L’information
mutuelle minimale et le caractère non-gaussien sont donc des notions équivalentes
dans ce contexte et définissent deux stratégies de recherche de solutions[94]. Les
algorithmes étant essentiellement tous des méthodes numériques d’optimisation,
c’est la fonction de mérite qui changera de forme selon la stratégie employée[94,
95]. L’algorithme qui sera utilisé ici est celui du FastICA[95] qui est basé sur l’opti-
misation du caractère non-gaussien des signaux à rechercher. Une fois l’optimisation
effectuée, le résultat obtenu peut être décrit par :

U = U′W (4.71)

où W = P−1 est aussi fourni par l’algorithme.
L’application de l’ACI peut s’avérer délicate et plusieurs facteurs doivent être

pris en considération pour assurer son bon fonctionnement. Un certain conditionne-
ment des données peut s’avérer nécessaire et mérite d’être expliqué plus en détail.

4.5.2 Pré-conditionnement des signaux

La méthode d’ACI, pour être utilisée à bon escient, doit être appliquée dans
le bon contexte et il est parfois utile d’appliquer d’autres techniques de manière
complémentaire (comme le filtrage spectral par exemple[94],) pour arriver au ré-
sultat souhaité. Bien que cela semble impliquer un caractère arbitraire que nous
cherchons à éviter, dans les faits, la plupart des processus se font avec un minimum
de supervision se limitant souvent à valider les conditions de tri des solutions (une
forme de « supervised learning ».) Nous verrons donc ici l’essentiel des méthodes de
pré-conditionnement qui devront être appliquées aux données pour maximiser les
chances de séparer adéquatement les battements recherchés.

Le premier point à soulever concernant le postulat d’indépendance des signaux
est que celui-ci implique l’absence de corrélation entre ceux-ci. Or, cette condition
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est déjà vérifiée par l’ACP, mais nous avons tout de même toujours des problèmes
avec certaines solutions. Que se passerait-il alors si l’on donnait à l’algorithme l’inté-
gralité des solutions de l’ACP à traiter ? Imaginons qu’on puisse trouver un nouveau
vecteur solution û′

µ, s’exprimant nécessairement comme une combinaison linéaire
des solutions de l’ACP, mais répondant mieux aux critères de l’ACI (non-gaussien,
etc.). Ce nouveau vecteur peut s’exprimer comme une rotation appliquée à la solu-
tion originale et, par soucis de non-corrélation, l’orthogonalisation des autres solu-
tions aura l’effet d’une rotation sur tout le reste de l’espace. Globalement, d’itération
en itération, le nouveau jeu de solutions s’exprimera généralement comme une ro-
tation de l’ensemble original de solutions. Or, cela pose plusieurs problèmes dont,
en particulier, le fait que certaines solutions que nous avons trouvées sont déjà sous
la forme que nous souhaitons obtenir (voir figure 4.16(b)) et qu’un changement sur
une des autres solutions pourrait détruire la première. Or, cette affirmation juste-
ment suggère de grouper les solutions dans le but de traiter ensemble celles qui sont
similaires sur le plan spectral sans altérer les autres, ce qui revient à faire la rota-
tion d’un sous-espace autour de son complément orthogonal (les nouvelles solutions
étant nécessairement des combinaisons linéaires des anciennes), ce qui assure que
les nouvelles solutions demeurent orthogonales à toutes les autres. On parle ici de
partitionnement ou de regroupement des données (en anglais « clustering »)[96].

Globalement parlant, le partitionnement des données consiste à définir une « dis-
tance » entre des éléments que l’on cherche à isoler puis de les grouper en fonction
de cette distance. Dans notre cas de figure, c’est la similarité spectrale que l’on
utilisera et qui peut s’écrire :

dµη = norm(|F{û′
µ(ω)}| − |F{û′

η(ω)}|)M (4.72)

où F désigne la transformée de Fourier sur les fréquences ω et M désigne la mé-
trique utilisée pour définir la norme[97]. On peut ensuite tracer un diagramme des
distances entre les éléments, appelé dendrogramme, qui permet de visualiser les dis-
tances entre les différents éléments et, incidemment, comment ceux-ci sont groupés
en fonction du nombre de groupes. La figure 4.20 illustre le dendrogramme obtenu
pour les spectres obtenus par ACP (figure 4.14).

Le seul côté quelque peu arbitraire ici est de définir le nombre de groupes se-
lon lequel les données doivent être classées, quoique celui-ci peut être estimé di-
rectement à partir du dendrogramme. Un autre point à considérer, pas vraiment
arbitraire celui-là, est le choix de la métrique à utiliser pour calculer la distance
et qui est le plus souvent une simple considération de maximiser la discrimination
entre les différents éléments. Pour la plupart des jeux de données destinés à être re-
groupés, la métrique de Manhattan[97] (voir figure 4.21) offre souvent de meilleurs
résultats en exacerbant la distance entre les éléments, assurant ainsi une meilleure
discrimination ; c’est donc celle-là qui sera utilisée pour le regroupement.

Une fois les groupes formés, l’ACI sera appliquée à l’intérieur de chaque groupe

individuellement. Le résultat ainsi obtenu pour le premier groupe constitué des so-
lutions 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9 et 10 de l’ACP est colligé à la figure 4.23. On remarque
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Figure 4.20 – Dendrogramme des amplitudes spectrales |F{û′
µ(ω)}|. Les chiffres

en abscisse identifient le numéro des solutions trouvées à la figure 4.14 et chaque
symbole « ⊓ » lie les éléments entre eux, le haut du symbole indiquant, en ordonnés,
la distance entre les éléments sous-jacents. Le partage en groupe s’effectue en ob-
servant le nombre de bras verticaux des « ⊓ » traversés par une droite horizontale à
une certaine distance ; tous les éléments connectés à chacune de ces lignes verticales
formeront alors un groupe distinct. Ici en particulier, nous avons gardé les solutions
correspondant au bruit (12 à 16) que nous voulons garder à part, on choisira donc
de séparer les données en 4 groupes, correspondant à une distance d’environ 1200
indiquée par le trait rouge tireté sur le graphe.

Figure 4.21 – Illustration de la métrique eulérienne et dite « de Manhattan » dans
un espace à deux dimensions.
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Figure 4.22 – Illustration du caractère non-gaussien des signaux indépendants ; à
gauche (en bleu), les points (û′

1(ωi), û
′
3(ωi)) des signaux des première et troisième

composantes de l’ACP puis les distributions correspondantes (quasi-gaussiennes) et
à droite (en rouge) les signaux indépendants correspondants obtenus par ACI et
ayant des distributions non-gaussiennes.

ainsi que les solutions qui contenaient préalablement plusieurs pics ont bien été sé-
parées et que chacune des nouvelles solutions contient bien un seul pic. La présence
de plusieurs spectres présentant les mêmes pics n’est pas gênante puisque ceux-ci
correspondent aux deux composantes en quadrature ayant la même différence de
délai de groupe (i.e. cela correspond à φµ − φη = ±π/2 dans l’équation (4.20)).
Pour fins d’illustration du caractère non-gaussien des signaux indépendants obte-
nus par ACI, la figure 4.22 montre les signaux 1 et 3 avant et après traitement ainsi
que la distribution des points selon les deux axes ; on constate effectivement que le
mélange montre une caractéristique gaussienne alors que les signaux indépendants
récupérés ont des distributions très différentes. Une fois l’opération effectuée pour
tous les groupes de modes, tous les battements devraient normalement être isolés
du moins spectralement. Or, on aimerait bien pouvoir exploiter cette séparation
également dans le domaine spatial puisque, comme nous l’avons vu, le mélange des
signaux est une conséquence de l’orthogonalisation de la corrélation entre les fi-
gures de battement recherchées et qui donnent des figures de battements également
mélangées (voir figure 4.16(c)). Or, il est possible d’utiliser les spectres que nous
venons d’obtenir pour démêler les figures de battements en les utilisant en combi-
naison avec le jeu de données, ce qui est résumé à la figure 4.24. C’est ce que nous
allons maintenant voir.

4.5.3 Récupération des figures de battement

Après l’application de l’ACI, les différents spectres indépendants ont été isolés
avec succès mais l’information sur les figures de battement correspondantes n’a
pas été traitée simultanément. On pourrait penser reconstruire la matrice P de
l’équation (4.59) que l’on pourrait récupérer par morceaux à partir des matrices
de mélanges W de chaque groupe ou, plus simplement, directement à partir du
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Figure 4.23 – Spectres des signaux en sortie d’ACI pour le premier groupe constitué
des solutions 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9 et 10 de l’ACP. On note en observant les spectre qu’on
a effectivement bien un seul pic par spectre et que plusieurs spectres sont dégénérés
en ∆ng ce qui n’est pas du tout gênant, indiquant simplement deux composantes
en quadrature.

jeu de données. Pour fixer les idées, imaginons dans un premier temps que nous
sommes dans une situation où tous les battements uµ(τµ, ω) sont non-corrélés (ou
orthogonaux) entre eux (c.-à-d. par exemple que τµ 6= τη ∀µ 6= η) et qu’il en va
de même pour les figures de battement vµ(x, y). On sait aussi qu’ainsi, les vecteurs
normalisés v̂µ et ûµ sont vecteurs propres de C et C′ respectivement. On peut alors
écrire :

Cv̂µ =
1

N
X

T
Xv̂µ (4.73)

= Λµv̂µ (4.74)

En multipliant à gauche par X, on obtient :

Λµ(Xv̂µ) =
1

N
XX

T
(Xv̂µ) (4.75)

= C′(Xv̂µ) (4.76)

à partir de quoi il est clair de voir que (Xv̂µ) est un vecteur propre de C′ et,
puisque ceux-ci partagent les mêmes valeurs propres que leur homologue v̂µ, il
vient automatiquement que :

Xv̂µ ∝ ûµ. (4.77)

On peut démontrer de façon tout à fait analogue que

X
T

ûµ ∝ v̂µ. (4.78)
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Bien que ce résultat semble n’être qu’une conséquence mathématique, il a en fait un
sens physique bien précis. En effet, prenons l’exemple ici de nos spectres. Si on effec-
tue la corrélation d’un spectre précis uµ(τµ, ω) avec chaque pixel, nous obtiendront
en chaque point de l’espace une valeur proportionnelle à l’amplitude du battement
ayant la fréquence τµ en ce pixel, ce qui correspond précisément à l’amplitude de
la figure de battement vµ(x, y) en ce point. Autrement dit, corréler l’ensemble des
données avec un signal uµ revient à filtrer spectralement l’ensemble des données.
De manière analogue, on peut filtrer dans le domaine spatial à partir des figures
de battement vµ pour obtenir une distribution spectrale correspondante. C’est un
peu ce que l’on fait, de façon plus rudimentaire, lorsqu’on observe point-par-point
le champ transverse dans le spectre en S2 standard.

Si on considère maintenant qu’on ne peut compter sur l’orthogonalité des fi-
gures de battement dans notre modèle, comme nous avons pu le constater après
l’application de l’ACP, on peut tout de même appliquer la même technique que
l’on vient de développer, au moins pour obtenir les profils spatiaux associées aux
spectres que nous avons isolés par ACI. Pour récupérer les distributions spatiales
correspondantes, il suffit donc de corréler les résultats uµ de l’ACI avec le jeu de
données :

v′
µ ∝ X

T
uµ (4.79)

ce qui donne, pour le premier groupe de solutions, les résultats illustrés à la fi-
gure 4.25. De façon analogue, on peut récupérer le signal correspondant à une
certaine distribution spatiale en se basant sur l’équation (4.77) :

u′
µ ∝ Xvµ (4.80)

Comme nous l’avons vu, cette relation est stable seulement si les vµ et uµ sont
respectivement des vecteurs propres de C et C′ ; autrement, l’utilisation de la tech-
nique utilisée pour récupérer les figures de battement associées aux spectres risque
de faire ressortir les corrélations entre battements. En particulier, on le constate à
la figure 4.25 où les figures de battement 3 et 7 récupérées à partir des spectres
semblent s’exprimer comme des combinaisons linéaires des figures de battement
entre les modes LP01-LP11a et LP01-LP11b qui ne sont pas orthogonales. Or, elles le
sont bien spectralement (en quadrature). Ceci n’est pas nécessairement embêtant
étant donné que ce qui est véritablement important est d’avoir suffisamment d’indé-
pendance linéaire entre les différents vecteurs spatiaux ainsi obtenus pour pouvoir
reconstruire le bon nombre de battements. En termes plus concrets, il est possible
que les deux interférences entre le mode LP01 et les deux LP11 ne soient pas en
quadrature, mais le fait de les orthogonaliser (un résultat de l’ACI) aura pour effet
de mixer les figures de battement obtenues ensuite par l’équation 4.79. L’important
est alors ici de prioriser si on privilégie l’orthogonalité spectrale ou spatiale. Par
soucis de se rattacher à la base orthogonale habituelle des modes, l’orthogonalité
spatiale sera priorisée pour la suite des travaux. Aussi, un système d’axes sera défini
en fonction des orientations propres de la figure d’intensité moyenne (voir l’encart
de la figure 4.11) que nous utiliserons aussi pour aligner les composantes paires et
impaires des battements impliquant des modes LPℓm ayant ℓ 6= 0.
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Pour procéder à cette opération, on doit d’abord regrouper les battements et
leurs figures correspondantes par différence de délai de groupe (ou d’indice de
groupe). Pour ce faire, on pourrait procéder à un deuxième partitionnement des
données à l’aide des outils présentés plus haut ou procéder manuellement si le
nombre de battements à traiter est raisonnable. Dans certains cas, les figures de
battements extraites de l’ACP ont déjà la bonne orientation, alors nous allons les
conserver. Dans les autres cas, on procède à la réorientation. Par exemple, en pre-
nant les solutions 3 et 7 de la figure 4.25, on peut trouver la combinaison de spectres
donnant une orientation proche de l’image moyenne par une méthode de moindres
carrés à deux coefficients a et b en minimisant la fonction suivante :

f(a, b) =
N∑

i=1

{[
X

T
(aû3 + bû7)

]2
i

− Ii

}2

(4.81)

ce qui implique que le spectre correspondant est û01−11a = (aû3 + bû7)/
√
a2 + b2

et on récupère la nouvelle figure de battement simplement par v01−11a = X(aû3 +

bû7) que l’on normalise par la suite. De manière analogue, on trouve la figure de
battement orthogonale par orthogonalisation par exemple :

v01−11b = v3 − (v3 • v̂01−11a)v̂01−11a (4.82)

On récupère ensuite les nouveaux spectres correspondants à l’aide de l’équa-
tion (4.77), soit u′

01−11b = Xv̂01−11b, qui peut ne pas être orthogonal à û01−11a

et présenter éventuellement plusieurs pics dans le cas où v̂01−11b serait corrélée à
d’autres figures de battement (ce qui est le cas ici). Pour terminer, on orthogonalise
les spectres du groupe (dans notre cas, l’interférence LP01-LP11a,b) par rapport à
tous les autres groupes :

u01−11b = u′
01−11b −

∑

τµ 6=τ01−11

(u′
01−11b • ûµ)ûµ (4.83)

que l’on normalise par la suite et qui laisse un seul pic présent dans le spectre.
On peut noter au passage ici que û01−11a et û01−11b ne sont pas orthogonaux, mais
qu’en revanche v̂01−11a ⊥ v̂01−11b par construction. La figure 4.24 illustre bien le
processus terminé sur les deux solutions de la figure 4.16(c). On peut également
faire une contre-vérification en testant le spectre obtenu avec l’équation (4.79) pour
vérifier qu’on récupère bien la bonne figure de battement. Une fois cette étape
complétée, on se retrouve avec un ensemble de battements qui sont bien séparés
spatialement et spectralement et alignés selon le système d’axe que nous avons
défini (figure 4.26). Il est possible cependant que certaines figures de battement
manquent toujours à l’appel, comme les interférences LP02-LP21 par exemple. Cela
peut s’expliquer par exemple par la trop faible amplitude de certains battements
qui font en sorte que ceux-ci ne ressortent pas bien de l’ACP en comparaison au
bruit. Qu’à cela ne tienne, il demeure à notre disposition un certain nombre d’outils
qui nous permettront de récupérer ces informations, en particulier à partir de la
reconstruction des modes que nous verrons à l’instant.
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Figure 4.24 – Illustration de la séparation des solutions de la figure 4.16(c) par
ACI.
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Figure 4.25 – Distributions spatiales correspondant aux battements isolés par ACI
pour le premier groupe de solutions.
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Figure 4.26 – Résumé des battements obtenus après ACI (l’ordre de lecture est du
haut vers le bas).
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4.6 Troisième étape : détermination des profils trans-
verses de champ Fk(x, y)

Cette section présentera les différentes alternatives, disponibles dans la littéra-
ture et développées dans le cadre de ce travail, permettant de récupérer les profils
transverses de mode Fk(x, y) à partir des figures de battement.

4.6.1 Principe général

Comme nous l’avons vu à la section §4.3.1, lorsqu’on est dans une configuration
largement dominée par le mode fondamental, il est relativement facile de récupérer
l’information sur la forme des champs car on a déjà la forme du mode fondamental
à partir de la figure d’intensité moyenne. Or, lorsque l’excitation de la fibre est
fortement multimode, comme c’est le cas ici, on ne peut se reposer sur la figure
d’intensité moyenne en la considérant à toutes fins pratiques comme la distribution
d’intensité du mode fondamental. Cela n’est pas nécessairement un problème ce-
pendant car, malgré tout, comme le montre un article de Otto et al. dans lequel les
auteurs expliquent qu’il suffit d’avoir trois figures de battements entre trois modes
pour extraire tous les champs impliqués[98]. En effet, imaginons que l’on ait les
figures de battement entre les modes k et ℓ, m et ℓ puis finalement k et m. Il est
alors facile de constater que :

Fk(x, y) =

√
[Fk(x, y)Fm(x, y)] · [Fk(x, y)Fℓ(x, y)]

Fm(x, y)Fℓ(x, y)
(4.84)

Et, une fois Fk(x, y) récupéré, il devient facile de récupérer Fℓ(x, y) et Fm(x, y)

par simple division. Or, en pratique, cela n’est pas si simple car tous les modes
d’ordre supérieur présentent des zéros dans leurs distributions, ce qui va poser
problème lorsqu’on prend le rapport.

Il existe toutefois une méthode qui, en théorie, devrait permettre de récupérer
la distribution d’intensité de n’importe quel mode en utilisant la figure d’intensité
moyenne et tous les battements impliquant ce mode[98]. Pour l’expliquer, on doit
d’abord exprimer le terme d’intensité moyenne en mettant en évidence un mode
particulier ℓ par exemple :

I = PℓF
2
ℓ (x, y) +

M∑

i,i6=ℓ

PiF
2
i (x, y). (4.85)

En multipliant de part et d’autre de l’équation par Iℓ = Pℓ|Fℓ(x, y)|2, on peut
écrire :

I2
ℓ +




M∑

i,i6=ℓ

PℓPi[Fℓ(x, y)Fi(x, y)]2


− IℓI = 0 (4.86)

où, dans notre formalisme plus général, le terme entre parenthèses s’écrit :

M∑

i,i6=ℓ

PℓPi[Fℓ(x, y)Fi(x, y)]2 =
M∑

i,i6=ℓ

Λiℓ

2
v̂2

iℓ(x, y). (4.87)
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On remarque que (4.86) est une équation quadratique en Iℓ ; on peut alors écrire :

Iℓ =
1

2


I ±


I2 − 2

M∑

i,i6=ℓ

Λiℓv̂
2
iℓ(x, y)




1
2


 (4.88)

Bien que cette méthode soit très attirante par sa simplicité, celle-ci s’applique
relativement mal à certains modes lorsque la fibre est très fortement excitée dans les
modes d’ordre supérieurs. En effet, tous les battements d’un mode avec les autres ne
sont pas toujours disponibles pour effectuer le calcul si celui-ci n’est pas dominant en
puissance. De plus, l’erreur accumulée, due entre autres au bruit ainsi qu’à l’erreur
sur les vecteur propres v̂µ et celle sur les valeurs propres Λµ dans la somme entre
parenthèses, fait en sorte que l’on obtient parfois des racines de nombres négatifs
par endroit rendant le calcul difficile à interpréter, voire inutilisable.

Néanmoins il suffit d’arriver à récupérer qu’une seule distribution de champ à
partir d’une où l’autre des méthodes pour rapidement déduire toutes les autres en
cascade. Un peu plus de travail sera nécessaire cependant si le mode fondamental
n’est pas dominant à cause des zéros présents dans toutes les figures de battement.
Bien entendu, on peut rogner les données problématiques de façon automatisée
(en calculant le laplacien de l’image et en imposant un critère par exemple) puis,
subséquemment, « raccommoder » les zones ainsi rognées par interpolation, mais
il est toujours mieux d’avoir le moins de zones de zéros lorsqu’on fait la division
d’une figure de battement par l’enveloppe d’un mode pour en déduire l’autre. Or,
nous avons développé une méthode (décrite ci-après) pour minimiser le nombre de
zéros présents dans beaucoup de cas de figures, et même dans certains cas, nous
permettant directement d’obtenir certaines formes de champ.

4.6.2 Méthode de reconstruction modale des « anneaux » et as-
pects vectoriels

Pour une fibre où l’on peut résoudre les modes comme un produit de fonctions
radiales et azimutales (cas largement répandu), respectivement ψ(r) et Φν(φ), on
peut écrire le champ comme Fν(r, φ) = ψ(r)Φν(φ), les fonctions angulaires s’expri-
mant sous la forme (voir chapitre 1) :

Φν(φ) =

{
cos(νφ)

sin(νφ)
(4.89)

Si on a accès aux figures de battement des deux composantes de LP11 avec le mode
LP01 par exemple, on peut effectuer la somme quadratique des deux figures de
battements (qui sont normalisées) pour obtenir :

F 2
01F

2
11p + F 2

01F
2
11i = ψ2

0(r)ψ2
1(r)

[
cos(φ)2 + sin(φ)2

]
= ψ2

0(r)ψ2
1(r) (4.90)

où les indices p et i indiquent les solutions paires et impaires, et ainsi de suite
pour LP21 avec LP01 pour obtenir ψ2

0(r)ψ2
2(r) etc. Il s’avère également intéressant
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ici d’introduire des éléments relatifs à la nature vectorielle des modes. En effet,
on peut noter quelque chose de surprenant dans les figures de battement que nous
avons obtenues par ACP, en particulier les solutions 7 et 8 de la figure 4.13. En ef-
fet, si l’on était dans un cas de figure purement scalaire, on s’attendrait à observer
dans l’interféromètre une seule figure de battement pour l’interférence éventuelle
LP21p-LP21i qui serait proportionnelle à cos(2φ) sin(2φ) ∝ sin(4φ). Or, on observe
en fait que les solutions 7 et 8 sont deux composantes en quadrature de ce qu’on s’at-
tendrait à retrouver comme une seule et même figure de battement. La figure 4.27
présente les figures de battements théoriques d’une fibre supportant les modes jus-
qu’à ν = 1 (le nombre de mode ayant été limité pour avoir un nombre de battements
raisonnable.) On peut y constater que les figures de battements mettant en jeu les
combinaisons de modes TE01, TM01 et HE21 (pair et impair) montrent justement
les deux orientations angulaires, chacune dégénérées deux fois. C’est la nature vec-
torielle des modes qui fait en sorte que ces figures de battement apparaissent dans
nos résultats d’analyses car, même si elles sont spectralement dégénérées, elles sont
spatialement orthogonales. Pour expliquer cela, considérons les battements entre
modes ayant ν = 2 (solutions 7 et 8 de la figure 4.13), qui sont constitués des HE31

et EH11 pairs et impairs s’exprimant comme suit pour les composantes du champ
électrique transverse et[34] :

et {HE31} =

{
[x̂ cos(2φ) − ŷ sin(2φ)]ψ2(r)

[x̂ sin(2φ) + ŷ cos(2φ)]ψ2(r)
(4.91)

et {EH11} =

{
[x̂ cos(2φ) + ŷ sin(2φ)]ψ2(r)

[x̂ sin(2φ) − ŷ cos(2φ)]ψ2(r)
(4.92)

puis, pour le champ magnétique transverse ht :

ht {HE31} =

√
ε0

µ0

(
β

k

){
[x̂ sin(2φ) + ŷ cos(2φ)]ψ2(r)

− [x̂ cos(2φ) − ŷ sin(2φ)]ψ2(r)
(4.93)

ht {EH11} =

√
ε0

µ0

(
β

k

){ − [x̂ sin(2φ) − ŷ cos(2φ)]ψ2(r)

[x̂ cos(2φ) + ŷ sin(2φ)]ψ2(r)
(4.94)

Si on considère les modes vectoriels, l’interféromètre s’exprimera comme la compo-
sante en longitudinale du vecteur de Poynting, 〈Sz〉 = 1

2Re(E ∧ H∗) • ẑ dont les
composants croisés entre les modes k et ℓ seront donnés, en amplitude, par[34] :

vkℓ(x, y) = (et,k ∧ ht,ℓ) • ẑ ∝ (ex,khy,ℓ − ey,khx,ℓ) (4.95)

Ainsi, si on observe ce résultat pour le battement entre HE31p et les deux EH11, on
obtient :

et {HE31p} ∧ ht {EH11p} =
[
cos2(2φ) − sin2(2φ)

]
ψ2

2(r) = ψ2
2(r) cos(4φ) (4.96)

et {HE31p} ∧ ht {EH11i} = [2 cos(2φ) sin(2φ)]ψ2
2(r) = ψ2

2(r) sin(4φ) (4.97)
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Ces deux figures correspondent donc exactement à ce que l’on observe aux solutions
7 et 8 de l’ACP. Ainsi, on peut écrire :

v2
7 + v2

8 ∝ ψ4
2(r)

[
cos2(4φ) + sin2(4φ)

]
= ψ4

2(r) (4.98)

⇒ ψ2
2(r) ∝

√
v2

7 + v2
8 (4.99)

On a donc récupéré directement la distribution radiale de l’amplitude du champ
des modes ayant le nombre azimutal ℓ = 2, soit ψ2(r).

4.6.3 Détermination d’enveloppes additionnelles

Comme explicité à la section §4.6.1, une fois un profil de battement déter-
miné, nous pouvons retrouver les autres profils via les figures de battement. A
titre d’exemple, on peut récupérer le produit ψ0(r)ψ2(r) en utilisant les solutions 4
et 5 de l’ACP :

v2
4 + v2

5 ∝ ψ2
0(r)ψ2

2(r)
[
cos2(2φ) + sin2(2φ)

]
= ψ2

0(r)ψ2
2(r) (4.100)

Ainsi, on peut récupérer la distribution du mode fondamental, F01(r) = ψ0(r)

facilement à partir des équations (4.99) et (4.100) :

F01(r) ∝

√
v2

4 + v2
5

(
v2

7 + v2
8

)1/4
=
ψ0(r)ψ2(r)

ψ2(r)
= ψ0(r) (4.101)

L’avantage de cette méthode est d’éliminer complètement les zéros dans la di-
rection angulaires, permettant ainsi une meilleure reconstruction modale en élimi-
nant plusieurs points proches du bruit qui poseraient problème au dénominateur
de l’équation (4.84). Bien entendu il demeure un zéro au centre, mais on peut dé-
finir un critère de rognage en fonction de l’amplitude pour éliminer certains points
aberrants au centre de la reconstruction de F01 pour les remplacer par une inter-
polation sur le reste des données du mode ou de données récupérées par d’autres
reconstructions telles que celles qui ont été mentionnées plus haut[98].

La figure 4.28 illustre l’ensemble des champs reconstruits pour les données étu-
diées ici. Il demeure encore un peu de travail à faire pour trouver les battements
manquants dans l’éventualité où ceux-ci seraient nécessaires pour récupérer plus
d’information sur la dispersion (par exemple, pour faire des recoupements de diffé-
rences d’indice de groupe dans le but d’identifier les modes). Ces opérations, lorsque
nécessaires, constitueront la dernière étape de l’analyse qui permettra de déterminer
le maximum d’information sur le mélange modal contenu dans la fibre.

4.7 Facultatif : battements manquants et amplitudes

Jusqu’à maintenant, notre reconstruction nous a fourni une grande quantité
d’information sur les différents termes de battement entre les modes, mais certains
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Figure 4.27 – Figures de battements théoriques pour les modes vectoriels d’une
fibre à saut d’indice supportant les modes jusqu’à ℓ = 1. Les figures de battements
sont obtenues par Pz ≈ et ∧ ht. On remarque que plusieurs figures de battement
sont dégénérées et, également, on constate la présence des deux composantes en
quadrature des figures de battements entre modes correspondants à ℓ = 1 alors
qu’en théorie scalaire, une seule devrait être visible.

Figure 4.28 – Modes résolus à partir des données expérimentales.
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de ces termes manquent toujours à l’appel, comme cela fut mentionné à la section
§4.5.3, le plus souvent parce qu’ils ont des amplitudes de battement se rapprochant
du niveau de bruit. Cependant, cela ne nous a pas empêché de reconstruire la formes
des enveloppes des champs (ni de retrouver leur puissance, comme nous le verrons
ci-après) car, le nombre de battements étant beaucoup plus grand que le nombre
de modes recherchés, il nous a été facile d’isoler au moins un facteur Fk(x, y) puis,
en cascade, de récupérer tous les autres. Ayant en main tous ces modes, il nous est
maintenant facile, dans l’esprit de vouloir être exhaustif, de synthétiser les figures de

battements manquantes et de les utiliser, en conjonction avec le jeu de données, pour
récupérer les spectres associées et, itérativement, la véritable figure de battement
associée à partir du jeu de données.

Les champs en main, il est facile de construire une figure de battement par simple
multiplication des champs des modes impliqués. Pour récupérer le spectre associé,
il suffit ensuite simplement d’obtenir le spectre à partir de la relation (4.77). On
orthogonalise ensuite ce spectre par rapport à tous les autres déjà amassés à l’aide
d’un algorithme de Gram-Schmidt[99], puis on génère une nouvelle figure de batte-
ment à partir de l’équation (4.79). La raison principale pour laquelle on génère une
seconde fois la figure de battement mais cette fois à partir du spectre s’inscrit dans
un souci de rester le plus proche possible du jeu de données initial. En effet, toutes
les opérations que nous effectuons ici peuvent être vues de manière analogue à un
algorithme de compression de données[92] ; en effet, on décompose ici un énorme
jeu de données en un nombre beaucoup plus petit d’éléments constituants qui nous
permettent d’approximer le jeu de données avec une certaine précision. Cette préci-
sion dépend ultimement de la quantité d’éléments choisis pour représenter le jeu de
données. De plus, la reconstruction modale ajoute souvent des imprécisions, soit via
la correction de données aberrantes, soit tout simplement par la combinaison des
erreurs sur les figures de battement qui la constituent. En effet, prenons l’exemple
de l’erreur relative sur une enveloppe de champ obtenue par l’équation (4.84) et au
minimum donnée par 9 :

∆Fk(x, y)

Fk(x, y)
=

1

2

(∣∣∣∣
∆vkℓ

vkℓ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∆vkm

vkm

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∆vℓm

vℓm

∣∣∣∣
)

=
3

2
ε (4.102)

où ε dénote l’erreur relative moyenne des trois figures de battement mises en jeu
dans le calcul de Fk(x, y). Donc, dès le départ, l’erreur relative sur l’enveloppe de
champ est supérieure à la moyenne de celles des figures de battements utilisées pour
le calculer. Le processus de normalisation de Fk(x, y) ajoutera également des impré-
cisions. D’éventuelles figures de battements synthétisées à partir des enveloppes de
champs pourraient donc avoir des corrélations non-nulles avec d’autres éléments de
notre représentation réduite et, dans le but de trouver une solution stable, nous de-
vrons procéder de manière itérative. Plus précisément, ce que nous entendons ici par
solution stable est que l’application consécutive des opérations de l’équation (4.77),

9. On suppose ici que l’erreur provient principalement du bruit de la mesure et donc, celle-ci

devrait normalement être indépendante pour chaque battement, ce qui explique les valeurs absolues

dans l’expression qui sera alors maximale.
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suivi d’une orthogonalisation avec les spectres des autres groupes de battements,
suivi de l’utilisation de la relation (4.79) nous redonne la même figure de batte-
ment que nous avions au départ. En pratique, une seule itération est généralement
nécessaire pour que la solution soit déjà stable.

Un autre point important sur les battements manquants concerne les fortes
dégénérescences entre certaines figures d’interférence mettant en jeu des modes
de nature différents, comme on a pu le voir à la figure 4.27. En particulier,
les figures de battement impliquant le mode fondamental et les modes HE31 et
EH11 (à la base de LP21) ont une corrélation quasi-unitaire avec les figures de
battements entre modes composant le LP11 (TE01, TM01 et les HE21). Or, les
différences d’indice de groupe entre les deux groupes donnant les mêmes figures
sont importantes, la première étant liée à la différence de délai de groupe entre
le mode fondamental et des modes d’ordre supérieurs (grands τkℓ), alors que
l’autre est la conséquence d’une levée de dégénérescence (petits τkℓ). Ainsi, les pics
correspondants peuvent être facilement séparés par filtrage spectral (passe-haut,
passe-bas) et la vérification de la justesse des figures de battement effectuée grâce à
l’équation (4.79). Notons au passage que, comme dans le cas des interférences entre
les modes vectoriels composant les LP21a et LP21b donnant lieu à deux figures de
battement orthogonales de même géométrie alors qu’on en attendrait normalement
une seule, les interférences entre les modes TE01, TM01 et les HE21 font également
naître deux figures de battements orthogonales, les spectres des interférences HE31

et EH11 montrant tous deux des pics près de ∆ng ≈ 0. Ceci suggère l’interférence
des composantes vectorielles à la base des modes LP11. La figure 4.29 représente
l’intégralité des battements obtenues à l’aide de toutes les méthodes décrites
jusqu’ici. La toute première représente le cas qui vient tout juste d’être abordé
et les deux suivantes, absentes des résultats jusqu’ici (LP02 avec LP21a et LP21b),
ont été obtenues à partir de figures de battements synthétisées sur la base des
amplitudes de champ récupérées précédemment, puis stabilisées par la suite.

4.8 Dernière étape : détermination de la distribution
modale de puissance

Une fois les spectres, figures de battements et enveloppes de champ extraites du
jeu de données, nous avons maintenant les informations nécessaires pour récupérer
les coefficients d’amplitude de battements. Deux situations peuvent se présenter à
nous : soit on a réussi à séparer toutes les informations directement à partir de
l’ACP, auquel cas les valeurs propres contiennent déjà toute l’information néces-
saire, ou alors nous avons dû avoir recours à l’ACI pour obtenir notre groupe de
solutions. Dans les deux cas cependant, le facteur Skℓ que nous avons vu à l’équa-
tion (4.38), doit être déterminé pour pouvoir isoler les puissances Pk et Pℓ. Pour
effectuer ce calcul, on doit utiliser les enveloppes de champ et s’assurer qu’elles sont
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Figure 4.29 – L’intégralité de tous les battements obtenues après l’application de
toutes les techniques décrites jusqu’ici.
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bien normalisées, c’est à dire que :
¨

F 2
k (x, y)dxdy = 1, ∀k ∈ [1,M ] (4.103)

Si l’ACP a été suffisante pour isoler toutes les solutions, les valeurs propres sont
alors données par l’équation (4.48) et on peut extraire la puissance dans un mode
de manière similaire aux enveloppes de champ :

Pk =

√(
ΛkℓΛkm

2Λℓm

)(
Sℓm

SkℓSkm

)
(4.104)

et ensuite, en déduire les autres directement à partir des valeurs propres :

Pℓ =
Λkℓ

2PkSkℓ
(4.105)

Dans le cas où l’ACP s’est avérée insuffisante pour séparer toutes les compo-
santes du signal, la procédure est un peu plus délicate. Pour démarrer la discussion,
observons l’intégrale suivante :

Iµ =

√
2

∆ωSkℓ

˚

v̂µ(x, y)
[
I − I

]
ûµ(τµ, ω)dxdydω (4.106)

=

√
2

N Skℓ
ûT

µ Xv̂µ (4.107)

On sait par construction que l’intégrale sur ω sera nulle pour tous les termes dont
la différence de délai de groupe est différente de τµ. Autrement dit, l’intégration
a pour effet d’isoler les termes ayant τ = τµ. Si, à l’intérieur de la zone spectrale
toutes les figures de battement sont orthogonales, c’est à dire que :

v̂µ(x, y) ⊥ v̂η(x, y) et τµ = τη, µ 6= η (4.108)

alors l’intégrale en (4.106) est effectivement non-nulle pour un seul terme de l’inter-

féromètre, celui du battement d’indice µ (ou, par bijection, le double-indice associé
kℓ). Ainsi, l’intégrale se résume à :

Iµ = Πµ

¨

v̂2
µ(x, y)dxdy

ˆ

û2
µ(τµ, ω)dω (4.109)

= Πµ · 1 · 1 (4.110)

= Πkℓ = 2
√
PkPℓ (4.111)

résultat à partir duquel il devient très simple d’extraire la puissance dans un mode
en particulier :

Pk =
IkℓIkm

2Iℓm
(4.112)

Par analogie avec les enveloppes de champ, on peut traiter les modes un peu
dans n’importe quel ordre et cela ne devrait avoir aucune importance. Cependant,
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Figure 4.30 – Distribution de puissance dans les modes. En encart, on voit (à
gauche) la figure d’intensité moyenne extraite de la mesure puis (à droite) une
reconstruction à partir des profils de mode théorique de la fibre pondérés par la
distribution de puissance mesurée. On constate que la reconstruction est très fi-
dèle aux données expérimentales et que, comme prévu, la puissance est largement
distribuée sur tous les modes ; il n’y a donc pas de mode nettement dominant.

il est parfois souhaitable d’isoler les modes faisant partie des battements de plus
forte amplitude dans le but de minimiser l’incertitude grâce à leur meilleur rapport
signal sur bruit, l’erreur se propageant autrement à tous les autres modes.

Puisque nous avons maintenant l’information sur tous les modes et tous les
battements dans notre mesure, on peut désormais appliquer l’équation (4.112) pour
récupérer tous les coefficients de puissance. La figure 4.30 montre la répartition de
puissance entre les modes ainsi obtenue à partir des battements de la figure 4.29 ;
on peut constater que le plus excité est le LP11p (avec un peu plus de 35 % de la
puissance totale) et que la puissance distribuée dans les quatre modes suivants varie
entre 5 et 15 % environ. Le mode le moins excité est le mode LP02 avec moins de
1 % de la puissance. En encart de la figure, on peut également voir l’image du terme
d’intensité moyenne expérimental, I(x, y) (à gauche), puis une reconstruction de ce
terme d’intensité à partir de la distribution de puissance extraite des données et des
solutions analytique des champs (à droite). On note que la reconstruction est très
fidèle à l’image moyenne expérimentale. De même, il est important de mentionner
que, malgré le fait que nous nous sommes mis expressément dans un cas où aucun
mode n’est fortement dominant (i.e. Pk < 90%, ∀k) et que nous l’avons démontré
expérimentalement par la mesure de la distribution de puissance, notre analyse a
tout de même permis d’isoler toutes les informations de l’interféromètre avec succès
tout en mettant en évidence le caractère vectoriel de certains battements.
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û′
µ

Récupération
des enveloppes
de champ Fk

Enveloppes
Fk(x, y)

Calcul des Skℓ

Calcul des Pk
Puissances
de mode Pk

Récupération
des battements

manquants
Fin

oui
non

Figure 4.31 – Algorithme de résolution des battements par la méthode présentée
dans ce chapitre.
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4.9 Discussion et perspectives

Dans les sections qui ont précédé, nous avons systématiquement séparé toutes les
composantes de tous les battements d’une fibre supportant 12 modes (en incluant les
polarisations) dans le cas d’excitation le plus général possible. Une représentation
graphique de l’algorithme de la méthode est d’ailleurs illustré à la figure 4.31. La
question se pose maintenant à savoir quelles sont les caractéristiques du jeu de
données qui peuvent permettre de reconstruire l’entièreté des informations sur le
contenu modal de la fibre ainsi que les informations sur les différents battements.
De façon très générale, on peut représenter les termes de battements dans un espace
tel que celui illustré à la figure 4.32. Les termes qui sont décorrélés spatialement
et spectralement à tous les autres (et donc, séparables par ACP) sont dans la zone
en blanc ; les zones vertes regroupent, de façon mutuellement exclusive, les termes
corrélés spatialement ou spectralement à au moins un autre terme et la zone en
rouge indiquent les termes qui sont corrélés spatialement et spectralement à au
moins un autre terme.

On peut expliquer assez simplement les conditions nécessaires pour pouvoir
séparer tous les termes de l’interféromètre à partir de ce diagramme et en se ba-
sant sur la méthode décrite récupérer les coefficients d’amplitude de battement à
l’équation (4.106). Prenons pour commencer les solutions qui sont dans l’espace
«extérieur»de la figure 4.32 : celles-ci sont orthogonales spectralement et spatiale-
ment à toutes les autres ; elles sont ainsi séparées dès l’application de l’ACP. Tous
les autres termes se retrouvent soit dans une zone verte, soit dans une zone rouge.
Les solutions de la zone verte sont celles que l’on obtient après application de l’ACI
et sont corrélées exclusivement spectralement ou spatialement avec au moins un
autre terme. Or, que cela signifie-t-il sur le plan de l’équation (4.106) ? La question
qu’on se pose vraiment ici est « quel est le critère qui me permette de déterminer
l’amplitude d’un terme de battement de façon unique » ? La réponse est simple : si
un terme est corrélé spectralement avec un autre, il doit absolument être orthogo-
nal spatialement avec lui et inversement. Par exemple, les deux interférences LP01

LP11 sont corrélées spectralement (pratiquement dégénérées en différence de délai
de groupe) mais sont orthogonales spatialement. Or, ces mêmes battements sont
corrélées spatialement avec les interférences LP11 LP21 par exemple, mais dans ce
cas-là, elles sont décorrélées spectralement (différents τkℓ). Ainsi, la projection du
jeu de données sur le spectre correspondant au battement LP11p évacuera tous les
autres termes ayant des τkℓ, retirant des termes restants tous ceux qui sont spatiale-
ment corrélés à la figure de battement LP01 LP11p, laissant ultimement uniquement
deux termes dans l’expression, soit celui que l’on cherche à isoler (LP01 LP11p) et
celui qui est spectralement dégénéré LP01 LP11i. Or, si on projette maintenant ces
deux termes sur la figure de battement LP01 LP11p, le terme impair sera orthogonal
et on aura avec succès récupéré un coefficient d’amplitude unique. Toutefois, si on
imagine que les termes restants étaient corrélés spatialement, la projection spatiale
demeurerait une combinaison linéaire de deux coefficients d’amplitude. Pour arri-
ver à les séparer, on devrait fournir au système de l’information additionnelle nous
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permettant d’inverser l’orthogonalisation effectuées par nos techniques de recons-
truction. En effet, une orthogonalisation est par définition irréversible (le retrait
de la projection d’un vecteur sur l’autre engendrant une perte d’information sur
leur colinéarité initiale) et le seule moyen d’inverser le processus est de connaître la
projection par un autre moyen.

Ce critère très stricte d’orthogonalité « douce 10 » entre les termes (soit spectrale
ou spatiale mais au moins une des deux) s’applique seulement à la détermination
unique des coefficients d’amplitude des termes de battement. Dans les faits, ce
critère est très strict et le système est en fait bien plus tolérant car, comme nous
l’avons vu, le nombre de battements est bien plus important que le nombre de
modes que nous cherchons à isoler. De plus, un fait intéressant à remarquer est que la
corrélation spatiale entre figures de battement est en fait un indicateur, si l’accord de
phase existe, qu’il est possible d’effectuer du mélange à quatre ondes entre les modes
mis en jeu. En effet, la corrélation spatiale entre figures de battements implique que
l’équation (4.53) est non-nulle, et le facteur de mélange à quatre ondes fijkl est
précisément proportionnel à cette intégrale. Il est aussi important de noter que
les équations développées ici sont générales et n’ont comme seule prémisses que les
battements doivent démontrer une orthogonalité soit spectrale ou spatiale avec tous
les autres. Par exemple, le couplage ou les fluctuations de dispersion qui pourraient
donner spectralement des distributions plutôt que des pics distincts n’empêcherait
pas d’extraire les différents battements à condition que ceux-ci soient orthogonaux
aux autres termes dans au moins un des deux espaces.

Pour résumer, nous avons développé une méthode d’analyse des données S2 qui
permet d’isoler les battements individuellement spectralement et spatialement, et
ce de façon automatique, et dans des cas généraux d’injection. En effet, l’hypothèse
sous-jacente du S2 standard quant à l’opération quasi-monomode n’est absolument
plus nécessaire pour ce type d’analyse. Aussi, l’extraction des figures de battements
et spectres de battement permet d’échapper au côté arbitraire de la définition des
filtres de Fourier pour déterminer l’amplitude des pics (et pouvant conduire à des
interprétations erronées). De plus, la méthode proposée permet de séparer des bat-
tements dégénérés, même spectralement, ce qui est impossible à faire avec l’analyse
habituelle. Enfin, la quantité d’information qui puisse être extraite des jeux de don-
nées est souvent largement supérieure à la quantité d’information que l’on cherche à
isoler ; alors même dans les cas où l’on est en présence de dégénérescences, il est bien
souvent possible d’extraire les enveloppes de champ et la distribution de puissance
dans chaque modes, les seuls cas problématiques étant ceux qui sont trop fortement
dégénérés (cas des fibres multimodes fortement couplées par exemple).

Les méthodes employées ici pour la séparation aveugle des sources sont générale-
ment employées dans la construction automatique de modèles et on pourrait penser
qu’avec un minimum de règles d’analyse et de regroupement, il serait possible d’im-
plémenter un algorithme permettant de reconstruire automatiquement la dispersion

10. On entend ici que l’orthogonalité doit être spectrale ou spatiale, sans toutefois l’être sur les

deux plans simultanément.
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Figure 4.32 – Représentation en ensembles des différents termes de battement d’un
interféromètre, classés par orthogonalité avec les autres solutions. Dans la zone en
blanc, les termes ne sont corrélés ni spectralement ni spatialement avec aucun des
autres termes. Dans les ensembles en vert, les termes sont corrélés à d’autres soit
exclusivement spatialement ou spectralement. La zone en rouge regroupe les termes
qui sont à la fois corrélés spectralement et spatialement à d’autres termes.

d’une fibre arbitraire sans aucune connaissance préalable de ses propriétés.





Chapitre 5

Conclusion et perspective

Dans le cadre de ce travail de thèse, nous avons travaillé sur la génération
d’UV dans les fibres hybrides et microstructurées ainsi que sur une méthode de
caractérisation de contenu modal dans les fibres multimodes.

En premier lieu, nous avons étudié la génération d’UV dans une fibre hybride
microstructurée et l’absence de gain notable nous a poussés à nous pencher sur l’im-
pact des fluctuations des propriétés de dispersion sur le gain. En particulier, nous
avons développé une théorie très générale permettant de prendre en compte les fluc-
tuations stochastiques de plusieurs paramètres, comme la fluctuation de l’échelle, la
taille des trous ainsi que la variation de la tension de fibrage le long de la fibre pour
déterminer l’espérance du gain en fonction des caractéristiques de ces fluctuations.
Cette étude nous a permis de vérifier que les points d’invariance de l’accord de
phase par rapport aux fluctuations d’échelle présentent le potentiel d’offrir un gain
maximum, même à très grand espacement en fréquence entre les composants du
mélange à quatre ondes. Des fibres ont été fabriquées pour vérifier cette propriété,
cependant ces points n’ont pas été observés, soit parce que le pas de la structure
était mal ajusté ou alors parce que d’autres fluctuations de la dispersion présentes
étaient dominantes par rapport à celles de l’échelle globale, annulant ainsi l’avantage
de l’invariance.

Cependant, ces fibres nous ont permis de constater la présence d’un autre type
d’accord de phase pour une pompe distribuée sur deux modes dont le signal dans
l’UV est dans le mode fondamental et l’idler dans le mode d’ordre supérieur pour
une pompe à 532 nm. Une nouvelle fibre a alors été tirée pour pousser la longueur
d’onde générée dans le mode fondamental à 390.5 nm, plus basse longueur d’onde
discrète générée dans ce mode pour du mélange à quatre ondes à 532 nm, et ce, avec
des tailles de cœurs comparables à celles des fibres les plus récentes produisant de
l’UV dans un mode d’ordre supérieur. En complément, le fait d’opérer dans le mode
fondamental augmente d’environ un ordre de grandeur l’efficacité de focalisation et
d’un facteur trois la résolution optimale que l’on peut espérer obtenir par rapport
à l’état de l’art. Nous avons également proposé une méthode de fabrication de
fibres à dispersion oscillante avec des pas millimétriques susceptibles de générer
des quasi-accords de phases très loin de la pompe, des essais de fabrication étant
en cours de réalisation. Rappelons toutefois que le verrou technologique majeur
que nous avons rencontré concerne le dommage du matériau, probablement dû à
l’absorption multi-photon au niveau de la pompe, causant des problèmes similaires
au photo-noircissement et causant une diminution du gain. Une étude approfondie
est cependant nécessaire pour bien identifier les mécanismes mis en jeu dans le but
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de les éliminer. Une piste possible serait déjà d’évaluer l’utilisation de verres ayant
des compositions différentes permettant d’inhiber la création desdits défauts.

Une méthode a également été élaborée permettant de caractériser le contenu
modal, applicable à n’importe quelle fibre multimode, sans contraintes sur l’excita-
tion et sans hypothèses ou informations supplémentaires quant au contenu modal
de la fibre. Cette méthode puissante, basée sur l’analyse statistique multivariée,
surpasse toutes les méthodes d’analyse rapportées jusqu’à maintenant et pourrait
permettre de caractériser des fibres inconnues, de façon quasi-automatique, sans au-
cune information préalable ou mode particulièrement dominant, le tout en utilisant
un montage très simple. Cette méthode pourrait en particulier être utilisée pour
caractériser des effets non-linéaires (comme le mélange à quatre ondes), le couplage
entre modes, la dispersion des indices de groupe ainsi que la levée de dégénérescence
des modes vectoriels près des coupures.

Pour terminer, rappelons l’importance d’explorer les possibilités de la généra-
tion d’UV dans les fibres de silice. L’utilisation de systèmes fibrés, compacts et
robustes dans les applications industrielles et biomédicales serait certainement un
atout pour le développement de systèmes plus performants. La technologie présen-
tée ici est prometteuse car elle permettrait éventuellement d’élaborer une solution
toute fibrée pour générer des UV avec une qualité de faisceau exceptionnelle ainsi
qu’une efficacité comparable aux designs de fibres de l’état de l’art opérant sur les
mêmes phénomènes physiques, le tout à coût modeste étant donné la simplicité du
design. Cette nouvelle vision de la génération d’UV, présentée dans le cadre de ce
travail de thèse, constitue certainement une plateforme de développement et un
levier très intéressant pour l’expansion de l’utilisation des fibres dans la génération
de sources cohérentes UV.



Annexe A

Point de stabilité

Nous développerons ici certains détails ayant trait au point de stabilité, sur le
plan général.

A.1 Condition générale de stabilité

Une formulation permettant d’analyser les accords de phase ainsi que l’impact
de perturbations à la dispersion est de travailler dans un espace vectoriel, en ob-
servant la relation entre deux vecteurs, soit B = [β2, β4/12, β6/360, ..., 2βn/n!]T et
W = [1,Ω2,Ω4, ...,Ωn−2]T . Dans ces conditions, l’accord de phase s’écrit comme un
produit scalaire :

∆k = B • W. (A.1)

Il convient de normaliser ces vecteurs pour faciliter le travail ou la visualisation.
Egalement, exprimer les fréquences dans une échelle appropriée permet de suppri-
mer le décalage entre les ordres de grandeur des βi et rend le processus plus stable
numériquement. On note que la condition d’accord de phase survient lorsque B

et W sont orthogonaux. Ainsi, si on définit un espace vectoriel Ω définit par une
droite orientée selon le vecteur W, alors il y a accord de phase si la dispersion B

se trouve dans le complément orthogonal de Ω, noté Ω⊥. Observons maintenant ce
qui se produit si on applique une perturbation à B :

∆k =

(
B +

∂B

∂X

∣∣∣∣
X0

∆X

)
• W (A.2)

Si on se place à l’accord de phase, B•W = 0. Aussi, si on considère la perturbation
non-nulle (∆X 6= 0) et qu’on cherche le point où l’on est toujours à l’accord de
phase, il faut que soit ∂B/∂X = 0 en X = X0 ou alors que :

∂B

∂X
• W = 0. (A.3)

Autrement dit, il faut que la condition ∂B/∂X ∈ Ω⊥ soit remplie. Il est difficile de
trouver le cas général de stabilité, mais on peut le trouver en fonction de l’ordre
maximal de dispersion que l’on veut considérer. Dans le cas qui nous intéresse,
il est suffisant que de garder jusquà l’ordre 6 de dispersion, ce qui fait que tout
le problème est à trois dimensions et qu’on peut le visualiser, tel qu’illustré à la
figure A.1.



162 Annexe A. Point de stabilité

Figure A.1 – Illustration de la dispersion (rouge) et de la surface donnée par
[1,Ω2,Ω4]T (bleu) ; (a) Le vecteur vert indique le vecteur de la dispersion à la
pompe, les vecteurs cyan et rouge indiquent les deux racines et le vecteur bleu
indique la direction de la dérivée de la dispersion à la pompe par rapport au pas ;
(b) Illustration de l’orthogonalité de la transformation de la dispersion avec l’accord
de phase au point stable (cyan).
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Ainsi, dans un problème qui serait limité à deux dimensions, la seule trans-
formation permettant d’avoir un point de stabilité est une mise à l’échelle de la
dispersion, c’est à dire :

∂B

∂X
= aB (A.4)

où a est un scalaire. Dans le cas d’un problème à trois dimensions (i.e. jusqu’à
β6), on peut avoir une combinaison d’une mise à l’échelle et d’une rotation autour
de la solution W, ce qui assurera que la variation de la dispersion (et donc, la
nouvelle dispersion) demeurera dans le complément orthogonal de W. De façon
générale, pour une transformation quelconque de la dispersion T (B) = B

′ pour
laquelle on peut définir une variation infinitésimale autour de la dispersion initiale,
~δT (B) = T (B) − B, tant que cette variation est orthogonale à la solution W, cet
accord de phase sera invariant à la transformation T :

~δT (B) • W = 0 (A.5)

Ainsi, toutes perturbations peuvent être modélisées de manière différentielle
pour déterminer s’il existe ou non une condition de stabilité en observant si la
transformation demeure dans le complément orthogonal de la solution B • W = 0.
Bien que cette forme générale ne sera pas exploitée ici, le résultat est néanmoins in-
téressant, en particulier pour des perturbations complexes, comme des cisaillements
de la section transverse de la fibre par exemple.





Annexe B

Réseaux long pas en régime
non-linéaire par chauffage CO2

B.1 Modélisation du chauffage

Selon l’équation de la chaleur[100] :

∂T (r, φ, z, t)

∂t
= D∇2T (r, φ, z, t) +

P (r, φ, z, t)

ρCp
(B.1)

où D est la diffusivité thermique dans le matériau (que nous considérerons
constante), et étant donné la condition de transfert de chaleur à la frontière
dans le plan transverse, nous chercherons une solution de la forme T (r, φ, z, t) =

F (r, φ)Θ(z, t). Nous allons également effectuer une transformation de Laplace sur le
temps t et de Fourier sur z. On peut également noter que la composante transverse
du laplacien nous donne l’équation de Bessel et nous obtenons que (les fonctions
en cosinus seulement étant considérées pour simplifier, ce qu’on considère possible
pour des raisons de symétrie) :

F (r, φ) =
∞∑

µ=0

∞∑

ν=1

aµνJµ(bµνr) cos(µφ) (B.2)

où les Jµ(x) sont les fonctions de Bessel de première espèce d’ordre µ. Les coefficients
bµν peuvent être trouvés à l’aide de la condition de transfert de chaleur à l’interface,
qui donne :

ρCpDbµνJ
′
µ(bµνRf ) + hJµ(bµνRf ) = 0 (B.3)

où ρ, Cp, Rf et h sont respectivement la densité, la chaleur massique, le rayon de la
fibre et le coefficient de transfert thermique. En substituant dans l’équation (B.1)
et, notant que les fonctions Jµ(x) sont des fonctions propres de l’opérateur ∇2, on
obtient :

s ̂̃Θ(κ, s) − Θ̃(κ, 0) = −D(b2
µν + κ2) ̂̃Θ(κ, s) +

̂̃P (r, φ, κ, s)

ρCp
(B.4)

le tilde « ·̃ » indiquant la transformation de Fourier sur z (dont la variable conjuguée
est κ) et l’accent circonflexe « ·̂ » dénotant la transformation de Laplace sur le
temps. La condition initiale Θ̃(κ, 0) est considérée nulle. On peut donc solutionner
dans le temps aisément pour trouver :

Θ̃(κ, t) =

∞
ˆ

0

exp[−D(b2
µν + κ2)(t − τ)]

P̃ (r, φ, κ, τ)

ρCp
dτ (B.5)
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Par la transformée de Fourier inverse, on trouve :

Θ(z, t) =

∞
ˆ

0

1

2
√
πD(t − τ)

exp

[
−
(

z2

4D(t − τ)
+Db2

µν(t − τ)

)]
∗ P (r, φ, z, τ)

ρCp
dτ

(B.6)
où « ∗ » dénote le produit de convolution. Si on prend comme distribution de
température initiale la chaleur générée par un faisceau gaussien de waist w beaucoup
plus grand que le diamètre de la fibre, (i.e. w ≫ 2Rf ), on peut exprimer la source
de chaleur par :

P (r, φ, z, t) = αI0Π(r, φ) exp

(
−2(z − vf t)

2

w2

)
(B.7)

où vf est la vitesse de tirage de la fibre (en considérant le faisceau fixe), α est le
coefficient d’absorption, Π(r, φ) est le profil transverse (par rapport à l’axe de la
fibre) d’intensité normalisée du laser dans le matériau et I0 est l’intensité maximale.
On peut donc écrire la solution complète :

Θ(z, t) =
´∞

0

{
αI0

√
w2/2

ρCp

√
4D(t−τ)+w2/2

× exp
[
−
(

(z−vf τ)2

4D(t−τ)+w2/2 +Db2
µν(t − τ)

)]}
dτ

(B.8)

Les coefficients de la série de Fourier-Bessel sont donnés par :

aµν =

(
2

πR2
f

)
´ 2π

0

´ Rf

0 Π(r, φ)Jµ(bµνr) cos(µφ)rdrdφ

J2
µ(bµνr) − Jµ+1(bµνr)Jµ−1(bµνr)

(B.9)

et I0 est donné par :

I0 =
4PCO2

πw2
(B.10)

B.2 Cas d’une fibre de silice

Dans le cas d’une fibre de silice de 125 microns de diamètre, les différentes
constantes physiques du problème peuvent être trouvées dans le tableau B.1. Nous
allons aussi considérer une géométrie particulière du problème, dont les paramètres
sont colligés au tableau B.2. Nous considérerons que la fibre défile à faible vitesse et
que le laser est opéré par un obturateur laissant passer le faiseau pensant une temps
τp, devenant ainsi la borne supérieure de l’intégrale de convolution sur le temps.

On peut calculer le nombre de Biot du système, Bi = 2hRf/4ρCpD = 2.5 ×
10−6 ≪ 0.1 nous indiquant ainsi que les gradients thermiques devraient pouvoir
être négligés sur la section transverse, ce que nous vérifierons dans la prochaine
section.
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Figure B.1 – Exemple de profil transverse de source de chaleur volumique Π(r, φ)

pour le laser CO2.

Paramètre Valeur Unités

α 4π × 105 m−1

ρ 2200 kg·m−3

Cp 730 J·(kg·K)−1

D 1.5567×10−5 m2·s−1

h 300 W·(m2·K)−1

Table B.1 – Constantes physiques utiles de la silice

Paramètre Valeur Unités

w 600 µm
PCO2

3.5 W
Rf 62.5 µm
τp 0.12 s
vf 0.1 m/s

Table B.2 – Paramètres de géométrie du problème
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µ ↓, ν → 1 2 3 4 5

0 0.23952 2.4464e-05 7.2982e-06 3.4707e-06 2.0235e-06
1 0.0001059 1.2637e-05 4.9296e-06 2.6214e-06 1.626e-06
2 3.8497e-05 7.9873e-06 3.6142e-06 2.0709e-06 1.3442e-06
3 2.0349e-05 5.5913e-06 2.7904e-06 1.6885e-06 1.1352e-06
4 1.2702e-05 4.169e-06 2.2335e-06 1.4095e-06 9.7484e-07

Table B.3 – Exemple de temps caractéristiques τµν (en secondes) pour les diffé-
rentes fonctions de Bessel pour une fibre ayant les propriétés et la géométrie données
aux tableaux B.1 et B.2

B.3 Dynamique de chauffe

Les temps caractéristiques de thermalisation de la fibre doivent être étudiés
pour comprendre les mécanismes dominants et les différentes échelles de temps en
jeux. Pour ce faire, notons les deux mécanismes de thermalisation principaux : la
dissipation thermique le long de la fibre par diffusion et le refroidissement à travers
la surface de contact air-verre par convection. En ce qui concerne la dissipation
thermique par diffusion le long de la fibre, on peut définir le temps caractéristique
associé par le temps pris pour que l’écart-type de la gaussienne de température
augmente d’un facteur

√
2 :

τz =
w2

4D
(B.11)

qui, dans notre cas, donne τz = 23.1 ms. En ce qui concerne les temps caractéris-
tiques sur la section transverse, ils sont donnés par τµν = (Db2

µν)−1 et sont colligés
au tableau B.3. En observant bien les valeurs, on se rend compte que le temps le
plus lent est τ01, qui est environ un ordre de grandeur supérieur à τz qui lui-même
est au moins supérieur de deux ordres de grandeur à τ11, le second plus grand temps
du tableau B.3. Tous les autres temps sont très courts, soit trois ordres de gran-
deur ou plus sous τz. Ces relations nous indiquent quels parties de l’équation (B.8)
dominera dans l’intégrale. En particulier, si τp > τz, on peut poser l’approximation
suivante :

exp[−Db2
µν(t − τ)] ≈ τµνδ(t − τ), µ, ν 6= 0, 1 (B.12)

Ainsi, en intégrant l’équation (B.8) et en supposant un pulse centré (vf = 0), on
trouve que pour toutes les solutions µ, ν 6= 0, 1, on a :

Θ(z, t) =

{ (
τµναI0

ρCp

)
exp

(
−2z2

w2

)
, t ≤ τp

0 , ailleurs
(B.13)

Ceci nous indique que les mécanismes qui domineront donc le processus de thermali-
sation sont liés aux temps caractéristiques τz et τ01 uniquement, puisque la quantité
d’énergie emmagasinable dans les hautes fréquences spatiales est au maximum pro-
portionnelle à son temps caractéristique et deviendra vite négligeable par rapport
au premier terme, comme nous le montre la figure B.2. On constate également que,
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Figure B.2 – Dynamique de chauffe en fonction du temps sur une grande plage de
temps pour les paramètres présentés aux tableaux B.1 et B.2. On note la disparition
rapide des fréquences spatiales élevées, le problème devenant essentiellement ainsi
un problème à une dimension. Ici, 〈T 〉 représente la température moyenne sur la
section transverse, Tco représente la température au centre de la section transverse,
Tmax représente la température du point le plus chaud de cette même section et T∞

représente la température du bain thermique (milieu extérieur).

sous ces conditions, le mécanisme est aussi essentiellement dominé par la convection
au centre de la zone, comme nous le montre la figure B.3.

B.4 Résultats expérimentaux préliminaires

Des tests préliminaires ont été faits après installation du laser CO2 est des
optiques sur la tour de fibrage. La fibre était tirée en régime continu à une vitesse
de 2.15 m s−1, la puissance du laser utilisée était 10 W et la durée des crénaux
τp de 29 ms. On peut effectivement remarquer une modification au niveau de la
microstructure, comme le montre la figure B.4.
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Figure B.3 – Dynamique principale de chauffe illustrant le caractère dominant de
la convection comme mécanisme de refroidissement au centre de la zone irradiée.
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Figure B.4 – Irradiation périodique d’une fibre de diamètre externe φ = 250 µm

par laser CO2 pour obtenir des crénaux de 1 mm. L’irradiation ici a permis de
changer la dimension des trous d’une valeur allant jusqu’à 10 % et la taille globale
de la structure d’environ 5 %.
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Résumé : L’objectif de cette thèse est, dans un premier temps, d’étudier la
génération d’ultraviolets dans les fibres microstructurées par mélange à quatre
ondes d’une pompe à 532 nm, en particulier en fonction des fluctuations des
propriétés de dispersion dues au procédé de fabrication et en explorant différents
régimes de pompage ; puis, dans un second temps, le développement d’une méthode
versatile de caractérisation du contenu modal.
Nous utiliserons le calcul différentiel stochastique pour représenter l’espérance du
gain qu’on peut obtenir par mélange à quatre ondes en fonction du procédé de
fabrication. Ensuite, de nouveaux schémas de pompages sont étudiés pour générer
des UV avec une grand qualité de faisceau.
Dans le cadre de l’étude des perturbations du procédé de fabrication, nous avons
confirmé que l’invariance de l’accord de phase en fonction des fluctuations d’échelle
permet d’obtenir un gain maximum en ces points, et ce même si les fréquences
générées sont situées très loin de la pompe.
En ce qui concerne la génération d’UV proprement dite, nous avons isolé un
schéma de pompage qui consiste à distribuer la pompe sur deux modes d’une
fibre microstructurée et d’exploiter l’accord de phase obtenu pour la dispersion de
pompe moyenne entre les deux modes. Ce processus permet, comme nous l’avons
confirmé expérimentalement, de générer des UV dans le mode fondamental.
Enfin, le développement d’une méthode avancée d’analyse statistique multivariée
de l’interférence entre les modes a permis de séparer, de façon quasi-automatique,
tous les battements inter-modaux et de reconstruire les envelopes de champ et la
distribution modale de puissance, et ce, sans faire appel à aucune des hypothèses
propres aux méthodes existantes.

Mots clés : Mélange à quatre ondes, génération d’ultraviolets, contenu
modal, fibres microstructurées.



Photonic crystal fibers and ultraviolet generation through
four-wave mixing

Abstract : The main objective of this thesis is, firstly, to study the generation of
ultraviolet light in photonic crystal fibers through four-wave mixing of a 532 nm

pump, in particular in the presence of dispersion fluctuations due to the fabrication
process and by exploring different pumping schemes ; secondly, the aim was to
develop a versatile analysis method of the modal content of multimode fibers.
We used stochastic calculus to model the expected gain value of four-wave mixing
as a function of the fluctuations of the fiber drawing process. Furthermore,
alternative pumping schemes were studied to aim at producing high-quality UV
beams.
While studying the impact of stochastic fluctuations of the fiber drawing process,
we confirmed that phase-matching points showing an invariance with respect to
scale fluctuations should indeed provide maximum gain at that point, even for very
large frequency detunings with respect to the pump.
Concerning the generation of UV light with very high beam quality, we have
isolated a pumping scheme in which the pump is split across two spatial modes of
a photonic crystal fiber and take advantage of the phase-matching condition of the
averaged pump dispersion of the two pump modes. We have shown experimentally
that this process can produce ultraviolet light in the fundamental mode.
Finally, the elaboration of an advanced multivariate statistical analysis method
applied to inter-modal interference allowed one to separate, in a semi-automatic
fashion, all the interferences and reconstruct the mode envelopes and modal power
distribution without any of the hypotheses required by other methods.

Keywords : Four-wave mixing, ultraviolet light generation, modal content,
photonic crystal fibers.
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