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Introduction

Chaque ligne signifie quelque chose.

J.-M. Basquiat

L’introduction de désordre dans des systèmes quantiques a fait l’objet de nombreuses
études, tant théoriquement qu’expérimentalement. En matière condensée, un cristal

est dans un premier temps décrit comme un réseau parfaitement périodique, où les élec-
trons peuvent sauter de site en site de manière indépendant. En ce sens, il est prédit que
les fonctions d’ondes électroniques associées sont alors délocalisées, ce qui se traduit par
un transport balistique des électrons au sein du cristal.

Cependant, de nombreuses conclusions expérimentales contredisent ce type d’approche,
qui vient principalement du fait que le système précédemment décrit correspond à un
cristal parfait. En réalité, les cristaux réels comportent des impuretés, brisant la pério-
dicité spatial du réseau. De ce fait, en 1958, P. W. Anderson propose de considérer
l’effet du désordre, qu’il manifeste par la distribution aléatoire des énergies sur site du
réseau cristallin [1]. Les conclusions de son papier sont particulièrement étonnantes et en
contradictions totales avec les modèles idéaux décrit plus tôt : au lieu d’un mouvement
libre et de fonction d’onde étendue, on a plutôt à faire à un arrêt net de la dynamique, et
une fonction d’onde localisée. Ce résultat est une des briques fondamentales de la com-
préhension de la matière et de ses propriétés macroscopiques, de sa nature isolante ou
conductrice.

Débattue jusque dans les années 70, puis admise et étudiée théoriquement et surtout nu-
mériquement, de nouveaux phénomènes de la physique d’Anderson sont mis en lumière.
En particulier, il est montré qu’en 3D, le modèle d’Anderson présente une transition de
phase, permettant à un système d’être tantôt localisé, tantôt diffusif, plus connu sous
le nom de transition d’Anderson [2]. Par la suite, ce modèle est mis en lien avec les
transitions du second ordre, permettant une description du problème grâce au groupe de
renormalisation. L’une des avancées des plus fructueuses, basée sur les idées de Thouless
et Landauer [3, 4], joint aux travaux de Wegner [5], est la fameuse théorie d’échelle à un
paramètre de la localisation [6]. En particulier, cette théorie repose sur l’hypothèse que,
proche de la transition, il suffit d’un unique paramètre d’échelle pour décrire la phase
critique.

1



Introduction

D’autre part, la théorie d’échelle à un paramètre permet d’expliquer l’influence de la
taille et la dimensionnalité du système sur la physique d’Anderson, et indique que la
transition d’Anderson n’est observable que pour des dimensions supérieures à deux. Plus
particulièrement, elle prédit qu’en dimension deux, qu’importe le degré de désordre du
système, la fonction d’onde d’une particule à temps infiniment long sera localisée mais
dont la longueur de localisation exponentiellement grande dans la limite de faible désordre.
Dans le cas de la troisième dimension qui nous intéresse ici, en dessous d’un seuil critique
de désordre, la localisation laisse place à un comportement diffusif, correspondant à un
métal. En suivant l’analogie avec les transitions de phase du second ordre, la longueur de
localisation dans le régime critique est supposée diverger suivant une loi de puissance :

l ∼ (W −Wc)−ν , (1)

où ν est un exposant critique universel, W est l’amplitude du désordre et Wc est l’am-
plitude critique du désordre. En ayant recourt à des techniques de finite-size scaling, la
théorie d’échelle a pu être validée numériquement dans les années 80 [7, 8], en décrivant
la longueur de localisation comme une fonction d’échelle à un paramètre. L’exposant cri-
tique trouvé par ces méthodes est ν ' 1.57 [9, 10], loin du résultat ν = 1 des approches
auto-cohérentes [11].

La localisation à N-corps

La description précédente ne prend pas en compte la présence d’interactions, chose non
négligeable dans les systèmes réels. L’effet de ces dernières doit donc être pris en compte,
et nous mener à savoir si un système désordonné en interaction finira par thermaliser (ou
se délocaliser dit autrement), ou atteindre une autre phase de la matière. D’ores et déjà,
des physiciens se sont intéressés aux effets des interactions dans le cas de point quantique
en dimension 0 [12], mais aussi pour des systèmes à plus hautes dimensionnalités pour
des interactions locales [13, 14]. Pour ces exemples, il a été montré des caractéristiques
d’isolant parfait, même à des températures non nulles, et donc une robustesse de la lo-
calisation d’Anderson face aux interactions, empêchant la thermalisation traduit par une
brisure de l’ergodicité du système. Les systèmes présentant ces caractéristiques font partie
d’une nouvelle classe de système dit many-body localized (MBL). De ces études primaires
sont sorties des intuitions quant aux paramètres de désordre et d’interaction pour lesquels
la MBL apparaît. Il a été montré plus tard, de manière rigoureuse, que la MBL existe
pour des faibles interactions, et des forces de désordre élevées [15].

Les caractéristiques d’une telle phase de la matière se démarquent très nettement des
systèmes sujets à la thermalisation. Tout d’abord, les états propres d’un système dans
la phase MBL dénotent d’un très faible degré d’intrication, en particulier l’entropie d’in-
trication d’un sous-système obéit cette fois-ci non pas à une loi de volume, mais à une
loi des aires (ce qui est typique des systèmes isolants [16, 17]), et ceci même pour des
températures élevées [18, 19]. Il a été montré par la suite que ce faible degré d’intrication
des états propres des systèmes MBL implique une forme de quasi-localité des Hamilto-
niens. On peut alors utiliser cette quasi-localité pour relier les degrés de liberté de ces
sous-secteurs quasi-locaux sur des intégrales du mouvement quasi-locales. L’émergence de
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cette intégrabilité explique bien pourquoi l’ergodicité est brisée : les intégrales du mou-
vements quasi-locales contiennent l’information locale de l’état initial dans leur propre
valeurs initiales. D’autre part, la phase MBL, du fait de cette quasi-localité des intégrales
du mouvement, est extrêmement robuste à des perturbations, ce qui en fait une phase
de la matière à part entière. Le même type de mécanisme explique la brisure d’ergodicité
dans des systèmes périodiquement perturbés [20, 21].

La physique des atomes froids

L’engouement dût aux premiers résultats obtenus et décrit succinctement ci-dessus ont
poussé les physiciens à tester ces théories sur des vraies systèmes. Cependant, la localisa-
tion d’Anderson s’explique notamment par des effets d’interférence quantique, extrême-
ment sensibles aux sources de décohérences, ainsi qu’aux interactions entre les électrons
du système. À noter aussi que, quand bien même étant née dans le domaine de la ma-
tière condensée, la localisation d’Anderson dépasse largement les frontières de la physique
du solide et a su progressivement s’étendre à d’autres domaines comme le rayonnement
électromagnétique [22-25], les ondes acoustiques [26], la biologie [27, 28], mais aussi la
cosmologie [29].

Un autre domaine ayant connu un essor remarquable est le refroidissement par laser des
atomes. Le développement de la physique atomique et de l’optique quantique ont permis
de créer des expériences où le refroidissement et le piégeage d’atomes, d’ions ou encore
de molécules ont permis d’atteindre des températures proches du zéro absolu, à quelques
nanoKelvin près. Ces techniques de piègeage, couplées aux techniques de refroidissement
évaporatif ont permis l’observation de la fameuse condensation de Bose-Einstein (prédite
presque un siècle plus tôt !) en 1995. De plus, les interactions au sein d’un nuage d’atomes
froids peuvent être maîtrisées via les résonances de Feshbach. La dimensionnalité effec-
tive de l’espace au sein duquel les atomes évoluent peut également être réglée avec des
potentiels optiques. Ainsi, les atomes froids cochent un nombre non-négligeable de points
du cahier des charges visant à l’observation de phénomènes quantiques, et peuvent être
utilisés comme simulateurs quantiques en mesure de traiter une multitude de problèmes
de la matière condensée [30, 31]. C’est finalement en 2008 que la localisation d’Anderson
1D a pu être observée pour la première fois au travers d’un condensat sujet à un potentiel
lumineux désordonné [32]. L’observation pour les cas en deuxième et troisième dimen-
sions a également été réalisée plus récemment [33, 34]. Enfin, de nombreuses mises en
évidence expérimentales de la phase MBL ont été possibles grâce à ce type d’expériences,
notamment pour des fermions en dimension 1 [35], des ions [36], ou encore des bosons en
dimension 2 [37].

Chaos quantique

Dans le cadre de ce manuscrit, nous allons nous intéresser à un système également consti-
tué d’atomes froids, mais qui n’est pas désordonné. Ce système, appelé le rotateur frappé
quantique (qu’on nommera “Quantum Kicked Rotor” par la suite) est un paradigme du
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chaos quantique, en ce sens que sa dynamique classique est chaotique. Les systèmes dont
la dynamique classique est chaotique ont fait l’objet d’études théoriques à partir des an-
nées 80. C’est en 1979 qu’est décrit pour la première fois la version classique du Kicked
Rotor [38], dont l’Hamiltonien s’écrit :

H = p2

2 +K cos θ
∑
n

δ(t− n), (2)

où p est le moment angulaire du rotateur, θ sa position, t le temps et K l’amplitude des
kicks assénés au rotateur. C’est en substance le système le plus simple imaginable, de
part le fait qu’il ne présente qu’un degré de liberté et dénote d’une extrême sensibilité
aux conditions initiales (qui est la caractéristique principale des systèmes chaotiques). Au
delà d’une valeur critique de K, une particule classique présente un comportement diffusif
lié au chaos : la densité de probabilité des impulsions auxquelles elle a accès est une gaus-
sienne, qui s’étend indéfiniment avec le temps. La version quantique quant à elle, dénote
totalement de son homologue classique. En effet, à temps court, l’on pourrait croire qu’ils
sont semblables : la particule quantique présente une diffusion, sa probabilité de présence
s’étend linéairement avec le temps. Pourtant, à temps longs, la nature quantique reprend
ses droits. Les tumultueuses interférences quantiques brisent alors la diffusion, forçant la
particule quantique, au delà d’un certain temps, à s’immobiliser dans l’espace des impul-
sions ; c’est la localisation dynamique qui s’opère. De ce constat, il est possible et légitime
de vouloir connaître la mesure dans laquelle la localisation dynamique en impulsion est
en correspondance avec la localisation d’Anderson. C’est en 1984 qu’est fait ce parallèle,
où le Kicked Rotor quantique correspond à un modèle d’états désordonnés dans l’espace
des impulsions, menant à la localisation dynamique.

Du point de vue expérimental, le Kicked Rotor est également relativement simple à réa-
liser. En effet le potentiel de kick sinusoïdal est réalisable à l’aide de deux lasers contra-
propageants, créant une onde stationnaire qui sera perçue comme un potentiel par les
atomes piégés. La simplicité de réalisation de ce modèle a conduit à l’observation de la
localisation dynamique en 1995, ce qui en fait la première observation de la localisation
d’Anderson à l’aide des ondes de matière [39].

Dimensionnalité effective et quasi-périodicité

D’autre part, ce type de système simple comporte un autre avantage : sa dimensionnalité
effective peut être réglée de façon simple. Ainsi, il suffit seulement de considérer un modèle
quasi-périodique à trois fréquences du Kicked Rotor qui se présente comme il suit :

Hqp = p2

2 +K cos θ[1 + ε cos(ω1t) cos(ω2t)]
∑
n

δ(t− n), (3)

où ω1 et ω2 sont des fréquences de modulation temporelle des kicks, qui ont la parti-
cularité de vérifier une condition d’incommensurabilité comme suggérée dans les études
numériques et théoriques [40], qui ont rapporté la présence d’une transition métal-isolant
du même type que celle d’Anderson 3D. Cependant, quand bien même la réalisation ex-
périmentale reste relativement simple par l’ajout de fréquence dans le potentiel de kick,
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il n’en reste pas moins de difficultés d’extraire la physique du modèle. En effet, les temps
pour lesquels la transition s’opère sont extrêmement longs, et bien au-delà des limites
expérimentales, qui sont entre autres causées par des décohérences de phase. Ces limi-
tations à temps fini empêchent ainsi l’observation directe de la transition, qui s’identifie
par analogie avec la vraie transition d’Anderson, i.e. par la divergence de la longueur de
localisation à la transition en loi de puissance :

l ∼ |Kc −K|−ν , (4)

où Kc est la valeur critique de l’amplitude des kicks K, et dont l’exposant critique ν
est le même que pour le modèle d’Anderson 3D (1). Dans ce régime, la théorie de la
renormalisation montre l’existence d’une loi d’échelle, qui sont à un paramètre dans le
cas de la transition d’Anderson. Une première étude numérique est parvenue à montrer
l’équivalence entre le modèle de Kicked Rotor quasi-périodique et celui de la transition
d’Anderson, mais pour des temps courts et des faibles désordres [41], ce qui n’est pas une
démonstration assez forte pour clamer l’équivalence entre les deux modèles. Plus tard, des
études rigoureuses tant numériquement qu’expérimentalement montrerons que ces deux
modèles sont de la même classe d’universalité, et donc que les exposants critiques sont les
mêmes, i.e. ν ' 1.57 [42, 43].

Plan de thèse

Il vient alors une question naturelle : qu’advient-il de la localisation dynamique du Kicked
Rotor quantique en présence d’interactions ? Quid de la transition et de la localisation
dans la phase localisée pour le Kicked Rotor quasi-périodique ? Nous avons vu que pour un
système désordonné d’Anderson, une nouvelle phase de la matière, la MBL, fait son appa-
rition. Une phase de la matière, possiblement localisé dynamiquement à N-corps (many-
body dynamically localized notée MBDL), peut-elle aussi faire surface dans un modèle de
Kicked Rotor avec interaction ? En quoi se démarquerait-elle d’une phase MBL? D’ores
et déjà, des physiciens ont contribué à répondre à cette question au travers de modèle de
champ moyen et modèles-jouet divers et variés, dont nous présenterons succinctement les
tenants et les aboutissants ainsi que les limites.

Ce manuscrit rapporte le travail de thèse effectué pour tenter de répondre à ces ques-
tions délicates. Pour ce faire, nous nous sommes penchés sur la physique d’un gaz uni-
dimensionnel d’atomes froids dont les interactions sont portées à l’infini, appelé gaz de
Tonks, que nous avons soumis à des kicks. Ce régime d’interaction est extrêmement utile,
notamment car il offre une dynamique intégrable et une résolution numérique exacte, loin
de toute approximation, ainsi qu’une caractérisation des corrélations, et de l’impact des
interactions sur la dynamique à temps longs du Kicked Rotor.

Au chapitre 1, nous faisons un retour sur le système paradigmatique du chaos quantique :
le Kicked-Rotor uni-dimensionnel. Une rapide discussion sur le système classique permet-
tra de mettre en lumière l’apparition du chaos, et de sa mise en lien avec la localisation
dynamique observée dans sa version quantique. Le lien entre ce système et le modèle d’An-
derson 1D sera rappelé au travers d’une démonstration formelle de leur équivalence. En
particulier, cela nous permettra de décrire le Kicked Rotor comme un système désordonné
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de Floquet dans lequel la localisation d’Anderson apparaît dans l’espace des impulsions.
Enfin, nous présenterons la version 3D effective du Kicked Rotor, et son équivalence, cette
fois-ci, avec un modèle d’Anderson 3D, et notamment leur appartenance à la même classe
d’universalité.

Le chapitre 2 comporte une partie sur l’introduction des interactions dans la physique des
atomes froids. Pour ce faire, nous proposons une description au travers d’un Hamiltonien
de Lieb-Liniger, qui décrit la physique de bosons uni-dimensionnel soumis à un potentiel
en présence d’interactions de contact. En particulier, nous présenterons un régime d’inter-
action fortes, connu sous le nom de gaz de Tonks-Girardeau. Nous montrerons comment
la physique de fermions libre et de bosons en interactions infinies devient équivalente et
dans quelle mesure, ce qui est fondamental pour la suite du manuscrit et le calcul numé-
rique des observables du système, comme la matrice densité réduite et la distribution en
impulsion.

Un troisième chapitre est un intermezzo entre le chapitre 2 et 4 fera le point de l’état
de l’art de la recherche des effets des interactions sur la localisation dynamique. Nous
présenterons quelques modèles-jouet, et notamment les approches de champ-moyen qui
ont été développées dans un premier temps. Dans un second temps, nous présenterons les
approches allant au-delà de ces types de modèle, notamment dans le cas uni-dimensionnel
où l’approche de champ moyen ne permet pas de capturer toute la phénoménologie des
systèmes à basse dimensionnalité. Ceci justifie notre intérêt de chercher une approche
exacte en dimension 1 au travers du régime d’interaction de Tonks-Girardeau.

Le chapitre 4 est la contribution majeure du travail de thèse effectuée. Ce chapitre est
consacré à l’étude d’un gaz de Tonks kické, dont nous présenterons les principales caracté-
ristiques. En particulier, on montrera ses points communs et ses différences avec une phase
MBL, et surtout l’évidence de l’existence d’une phase MBDL. D’autre part, on montrera
l’émergence d’une thermalisation effective, qui nous permettra une description quantita-
tive des observables dans la phase MBDL. Nous montrerons numériquement comment il
est possible de justifier l’existence de cette thermalisation au sein de cette phase, en mon-
trant l’appartenance du système de gaz de Tonks kické à l’ensemble de Gibbs Généralisé.
Une discussion sur les limites de cette description sera également faite.

Le chapitre 5 est consacré au modèle du Kicked Rotor quasi-périodique dans le régime de
Tonks. Nous nous intéresserons à décrire chaque régime de ce système (localisé, délocalisé
et critique). En particulier, chaque phase en dehors de la transition sera décrite comme
une phase thermique effective. Enfin, nous montrerons que la transition n’est pas impactée
par la présence des interactions, et même que la multifractalité reste présente à temps
longs.

Une conclusion clôturera ce manuscrit. Des perspectives y seront données pour de futures
recherches numériques, théoriques ou expérimentales.
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Chapitre 1
Le Kicked Rotor

Je vous le dis : il faut porter encore en soi un chaos,
pour pouvoir mettre au monde une étoile dansante.

Je vous le dis : vous portez en vous un chaos.

Friedrich W. Nietzsche

L’observation de la localisation d’Anderson dans des systèmes réels désordonnés n’est
pas chose aisée, mais a tout de même conduit à une panoplie d’observations expéri-

mentales du phénomène grâce aux améliorations techniques notables et le développement
des techniques de piègeages d’atomes froids. Quand bien même, il n’en reste pas moins
difficile de générer des vrais désordres, dans le sens où il subsiste des corrélations au sein
de ce désordre le rendant déterministe, ce qui a un impact non-négligeable sur le phéno-
mène de localisation.

Pour outrepasser ces limitations, nous nous intéressons au système qui a conduit à la
première observation de la localisation d’Anderson [39] avec des ondes de matière, qui
est le fameux Kicked Rotor périodique. En effet, la présence de chaos au sein de ce sys-
tème est analogue à un désordre pseudo-aléatoire, dont les corrélations à très courtes
portées permettent d’établir une analogie plus large entre la physique d’Anderson et celle
du Kicked Rotor. D’autre part, l’étude théorique de ce système présente également un
intérêt pour les expérimentateurs par sa remarquable simplicité de réalisation via une
expérience d’atomes froids. Nous montrerons également dans quelle mesure le variant
quasi-périodique du Kicked Rotor a permit de caractériser la transition d’Anderson [42,
44].

Nous introduisons d’abord la version classique et unidimensionnelle du Kicked Rotor.
Celle-ci a été introduite par Chirikov en 1979 [38], ce qui depuis n’a jamais cessé d’éveiller
l’intérêt des physiciens, jusqu’à conférer le statut de paradigme au Kicked Rotor vis-à-vis
des systèmes chaotiques.
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Chapitre 1. Le Kicked Rotor

Unités réduites et Application Standard
Le modèle originel du Kicked Rotor est celui d’une masselotte tournant autour d’un
point fixe, frappée périodiquement, dont la force dépend de la position azimutale de
la masselotte. Une version “dépliée”, qui permet une description unidimensionnelle du
modèle du Kicked Rotor, est une formulation équivalente du modèle de la masselotte, et
qui revient à étudier le mouvement d’une particule de masse m selon un axe, soumise à
un potentiel sinusoïdal de période spatiale Λ, dont les kicks s’espacent d’une période T .
L’Hamiltonien associé s’écrit :

H1(X,P, t′) = P 2

2m + V0 cos
(2πX

Λ

)∑
n

δ( t
′

T
− n). (1.1)

Dans la suite de ce manuscrit, nous utilisons des unités adimensionnées suivantes :

x = 2π
Λ X,

p = 2πT
mΛ P,

t = t′

T
,

ce qui permet, en définissant H(x, p, t) = 4π2T 2

mΛ2 H1(X,P, t′) et K = 4π2T 2

mΛ2 V0 le paramètre
de stochasticité, d’écrire l’Hamiltonien en unité adimensionnées du Kicked Rotor :

H = p2

2 +K cosx
∑
n

δ(t− n), (1.2)

À partir des équations différentielles d’Hamilton du mouvement nous pouvons passer à
une application discrète, qui relie les valeurs au n-ième pas de temps du couple (xn, pn)
aux valeurs au n+ 1-ième pas de temps :

pn+1 = pn +K sin xn
xn+1 = xn + pn+1.

(1.3)

Cette application, dénommée l’Application Standard, est l’un des fondements de l’étude
des systèmes dynamiques présentant du chaos [38, 45]. Cette dernière est périodique mo-
dulo 2π en x, et également en p. En effet, injecter une valeur de pn+1 à plus ou moins 2π
renverra une même valeur de xn+1, puisque périodique modulo 2π. Ainsi, il est possible
de se restreindre à un espace des phases où (x, p) ∈ [0, 2π[2.

Lorsque K = 0, le système possède un degré de liberté et une constante du mouvement,
l’énergie cinétique. A contrario, dès lors que K 6= 0, la conservation de l’énergie cinétique
est brisée, le système rentre alors dans une catégorie de système dit non-intégrable.

La figure 1.1 présente l’Application Standard pour différentes valeurs de K. Dans le
cas où il n’y a pas de kicks, le système présente des trajectoires stables. Dès lors que
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Figure 1.1 – Application standard pour différentes valeurs de K.
L’évolution est faite pendant 1000 kicks pour 50 conditions initiales.
La périodicité de l’Application Standard modulo 2π nous permet
de nous restreindre à un modèle replié où (x, p) ∈ [0, 2π[2.

les kicks entrent en jeux, comme l’explique le puissant théorème Kolmogorov-Arnold-
Moser (KAM), si ceux-ci sont suffisamment faibles, les trajectoires deviennent alors quasi-
périodiques. En augmentant encore la force des kicks, l’espace des phases devient un mé-
lange de trajectoires quasi-périodiques et de trajectoires dont la périodicité est brisée : le
chaos commence à apparaître (K & 0.97). Dans la limite des grands K, le système fini
par être totalement chaotique. L’espace des phases est alors peuplé de manière uniforme
par les trajectoires, on dit alors que le système est ergodique (K & 5).

Diffusion chaotique
La dynamique du Kicked-Rotor est donc chaotique pour de grandes amplitudes de kick
(on dit aussi que nous sommes dans un régime stochastique). Une particularité des sys-
tèmes chaotiques est leur sensibilité aux conditions initiales, illustrée sur la figure 1.2, où
nous voyons que pour deux conditions initiales proches, la dynamique est drastiquement
différente.

La dynamique du Kicked Rotor peut être assimilée à celle d’une marche aléatoire dans
l’espace des impulsions. Dans cette situation, le système voit alors son énergie croître de
manière linéaire dans le temps, avec une proportionnalité liée à un coefficient de diffusion.
Pour voir cela, nous pouvons exprimer la dépendance temporelle de l’impulsions p comme :

(pn − p0)2 = K2
n−1∑
j,m=0

sin xj sin xm. (1.4)

Or, du fait de l’ergodicité du système, nous pouvons considérer que les xi sont uniformé-
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Figure 1.2 – Simulation numérique de deux conditions initiales
en impulsion soumises à la dynamique du Kicked Rotor. Ici K =
100, la première conditions initiales est (x0, p0) = (π, 1) (bleu), la
seconde est (x0, p0) = (π, 1 + 10−16) (orange).

ment répartis sur la plage [0, 2π[. D’autre part, le Kicked Rotor est connu pour être un
système à mémoire courte, en ce sens que dans le régime ergodique (K � 1), les phases
peuvent être considérées indépendantes. Ainsi, l’équation (1.4), une fois moyennée sur les
conditions initiales, ne compte que les termes j = m et il ne reste plus qu’à calculer :

〈p2
n〉 =

〈
K2

n−1∑
j=0

sin2 xj

〉
, (1.5)

qui donne K2/2 pour tout j, et la moyenne des impulsions aux carrés, reliée à l’énergie
cinétique du système par Ec = 〈p2〉 /2 est :

〈p2〉 (t) ' K2

2 t, (1.6)

où t est compté en nombre de kicks n. Cette croissance linéaire de l’énergie du système est
visible sur la figure 1.3. Enfin, la figure 1.4 représente la densité de probabilité des impul-
sions visitées par une particule soumise à la physique du Kicked Rotor. Cette dernière est
très bien approximée par une fonction gaussienne (en rouge), et est caractéristique d’un
transport diffusif.
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Figure 1.3 – Évolution temporelle de l’énergie cinétique en fonc-
tion du nombre de kicks n, moyennée sur 20000 conditions initiales
d’impulsions et position, K = 10000. Sa croissance linéaire met en
lumière le comportement diffusif du Kicked Rotor classique.
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Figure 1.4 – Densité de probabilité des impulsions du Kicked Ro-
tor classique. Associée à la dynamique diffusive, on retrouve bien la
forme gaussienne (courbe rouge) de la distribution des impulsions.
Ici, nous avons moyenné sur 20000 conditions initiales pour 1000
kicks et K = 10.
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1.1 Dynamique quantique périodique unidimension-
nelle

La version quantique du Kicked Rotor est celle qui nous intéresse plus particulièrement
dans ce manuscrit. Pour comprendre les effets quantiques sur la diffusion classique chao-
tique, nous reprenons l’Hamiltonien (1.2) dans sa version quantique, dont l’équation de
Schrödinger associée est :

ik̄
∂ψ

∂t
= −k̄

2

2
∂2ψ

∂x2 +K cos x̂
∑
n

δ(t− n)ψ. (1.7)

où k̄ est une constante de Planck réduite, définit par [x̂, p̂] = ik̄, où k̄ = 4πT
mΛ2~. Cette

quantité est reliée à la période des kicks et peut donc être réglée à volonté dans les
expériences d’atomes froids du Kicked Rotor. Nous pouvons formuler la dynamique de
manière analogue à ce qui a été présentée pour son pendant classique, c’est-à-dire de
manière stroboscopique. En considérant les états |ψ(t)〉 au temps t, le temps t+1 s’obtient
en appliquant l’opérateur évolution sur une période :

|ψ(t+ 1)〉 = Û |ψ(t)〉 , (1.8)

où Û peut s’écrire comme le produit de deux opérateurs unitaires dans la limite des kicks
infiniment fins :

Û = ÛpropÛkick = e−i
p̂2
2k̄ e−i

K
k̄

cos x̂. (1.9)

1.1.1 Simulation numérique
Les formes respectives des opérateurs de kick et de propagation libre permettent une
simulation numérique simple de la dynamique quantique du Kicked Rotor. D’une part,
l’opérateur de kicks Ûkick est diagonal dans l’espace des positions x, tandis que l’opérateur
de propagation Ûprop est diagonal dans l’espace des impulsions p. Nous pouvons montrer
que le couplage des états d’impulsions par les kicks se fait comme il suit :

〈p|Ûkick|p′〉 =
∑
m

imJm(K
k̄

)δ(p′ − p = k̄m). (1.10)

On voit ici que l’opérateur Ûkick couple les états d’impulsions séparés d’une quantité k̄k,
où k ∈ Z. D’autre part, en prenant l’évolution temporelle d’une onde plane |qk̄〉 avec
q ∈ [0, 1), la quantité qk̄, appelée la quasi-impulsion, sera alors conservée, ce qui n’est
autre que l’application du théorème de Bloch dans l’espace des impulsions. Enfin, la pré-
sence de la fonction de Bessel de première espèce indique un couplage à courte portée des
états d’impulsion du fait de sa décroissance exponentielle caractéristique.

L’approximation faite dans le cadre de la dynamique quantique du Kicked Rotor est la
discrétisation des valeurs de x ∈ [−π, π[, où xk = 2π

Ns
k, où les k sont cette fois compris

dans l’intervalle [−Ns/2, Ns/2[, et où Ns est le nombre (pair) de sites en impulsion que
nous autorisons. Les simulations ont été réalisées dans la mesure où elles ne dépendent
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pas de la taille du système (ici Ns), régime dans lequel l’approximation est bonne.

Pour procéder à la simulation numérique, nous réalisons l’évolution temporelle des états
en impulsion 〈k̄(k + q)|ψ(t)〉, où la fonction d’onde initiale est |ψ(t = 0)〉 = |p = qk̄〉.
Ceci permet de réaliser une moyenne sur les quasi-impulsions, en prenant pour chaque
réalisation de la dynamique q choisie aléatoirement avec une probabilité uniforme de
tirer une quasi-impulsion dans l’intervalle [0, 1[. De plus, comme l’illustre la relation de
commutation reliant les opérateurs p̂ et x̂, l’espace des impulsions et des positions sont
des espaces conjugués dont le passage entre ces derniers se fait numériquement par des
Transformées de Fourier rapide. On peut alors faire la simulation de la dynamique d’un
nuage d’atomes froids kickés au sein d’un piège magnéto-optique comme le montre la
figure 1.5 1.

1.1.2 Localisation dynamique
Ainsi, tel qu’il est présenté sur la figure 1.5, le pendant quantique du Kicked Rotor se
démarque nettement de sa version classique, notamment par l’observation d’une diffusion
chaotique sur des temps inférieurs à un temps caractéristique qu’on appelle “temps de
localisation" tloc après quoi, la dynamique se gèle et laisse place à une localisation dy-
namique en référence au fait qu’elle a lieu dans l’espace des impulsions. Dans ce cas, la
variance du paquet d’onde dans l’espace des impulsions tend vers une constante lorsque
t� tloc :

〈k2〉 = 2k2
loc (1.11)

où kloc est la “longueur de localisation” associée à la décroissance exponentielle du paquet
d’onde

|ψ(k)|2 = 1
kloc

e−2|k|/kloc . (1.12)

1.1.3 Équivalence avec le modèle d’Anderson
La dynamique que nous appliquons comme décrite plus tôt est équivalente à modifier
légèrement l’Hamiltonien (1.2), en remplaçant p par p+ qk̄ :

Hq = (p̂+ qk̄)2

2 +K cos x̂
∑
n

δ(t− n) (1.13)

qui est l’Hamiltonien avec lequel nous travaillons par la suite. On note son opérateur
d’évolution associé Ûq. Cet opérateur est en fait équivalent à celui d’un modèle d’An-
derson unitaire [46-48] en présence de désordre pseudo-aléatoire, qui a été lui-même
montré localisé [48]. En particulier, l’opérateur Ûq peut s’écrire comme une matrice
unitaire dans la base des impulsions |p = k̄k〉, dont les élements extra-diagonaux sont

1. Nous exposerons tout ce qui attrait aux quantités dans l’espace des impulsions en fonction de la
quantité k au lieu de la quantité p = (k + q)k̄
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Figure 1.5 – Dynamique du Kicked Rotor à temps longs (t �
tloc) pour K = 10, t = 1000, moyennée sur 3000 valeurs de quasi-
impulsion. L’énergie cinétique à gauche a d’abord une dynamique
diffusive (courbe rouge), puis sature (tirets noirs horizontaux) au
delà du temps de localisation tloc (tirets noirs verticaux). À droite
est représentée la fonction d’onde au bout de 1000 kicks en échelle
semi-log, qui est exponentiellement localisée.

(
ik
′−kJk′−k(K/k̄)

)
, et dont la diagonal comporte un terme multiplicatif de phase pseudo-

aléatoire
(
e−ik̄(k+q)2/2δk,k′

)
. 2 En particulier, la partie

(
ik
′−kJk′−k(K/k̄)

)
comporte une

structure de bande particulière ([48]), marqué par la décroissance extrêmement rapide de
la fonction de Bessel en fonction des distances relatives κ = |k′ − k| dans la limite où κ
est grand devant K/k̄ :

Jκ(K/k̄) = 1
(κ+ 1)!(K/k̄)κ+1, (1.14)

ce qui implique un couplage à très courte portée des états d’impulsion. Dans cette même
limite desK/k̄ grands, les phases de la partie

(
e−ik̄(k+q)2/2δk,k′

)
sont distribuées de manière

quasi-aléatoire [49, 50].

1.1.4 Localisation des états de Floquet
L’Hamiltonien (1.13) est symétrique par translation temporelle. Ainsi, le théorème de
Floquet nous autorise à écrire l’opérateur évolution sur une période comme il suit :

Ûq |Ψω〉 = e−iω |Ψω〉 , (1.15)

2. l’équivalent de la distribution aléatoire des énergies pour le vrai modèle d’Anderson
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1.1. Dynamique quantique périodique unidimensionnelle

où ω sont les quasi-énergies associés à chaques états de Floquet |Ψω〉, et sont distribuées
sur [0, 2π]. Il a été montré que les états de Floquet sont exponentiellement localisés dans
l’espace des impulsions [51], et nous illustrons cela sur la figure 1.6, où nous montrons
l’exemple de deux états de Floquet dont la longueur de localisation est similaire.

−400 −200 0 200 400
k
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ln
(|Ψ

ω
(k

)|2
)

Figure 1.6 – Exemple de deux états propres de l’opérateur de Flo-
quet (1.15) en échelle semi-log pour K = 15, k̄ = 2.85. La décrois-
sance exponentielle avec des longueurs de localisation similaires est
mise en évidence.

Nous montrons à présent que l’opérateur de Floquet simule la même physique qu’un
système pseudo-désordonné, menant à la localisation de ses états propres. Dans un premier
temps, on écrit le terme de kick comme :

e−i
K
k̄

cos x̂ = 1− it̂
1 + it̂

(1.16)

où on a posé t̂ = tan(K cos x̂/2k̄). C’est une fonction périodique en x̂, qui peut donc être
décomposée en série de Fourier :

t̂ =
∑
k

tke
ikx. (1.17)

De même, nous réecrivons l’opérateur de propagation libre :
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Chapitre 1. Le Kicked Rotor

e−i[
(p̂−k̄q)2

2k̄ −ω] = 1− ε̂
1 + ε̂

(1.18)

où ε̂ = {εk} est diagonal dans l’espace des impulsions, en particulier εk = tan
(

1
2 [ω − k̄(k+q)2

2 ]
)
.

En décomposant les états de Floquet dans la base des impulsions (1 + it̂)−1 |Ψω〉 =∑
k ck |k〉, l’équation des états propres (1.15) peut ainsi se réécrire :

εkck +
∑
k′ 6=0

tkck′−k = −t0ck. (1.19)

Cette dernière équation n’est autre que celle d’un modèle de liaisons fortes avec désordre
pseudo-aléatoire. “Pseudo”, car malgré qu’elles soient a priori distribuées de manière
quasi-aléatoire, cela n’en reste pas moins déterministe puisqu’elles sont distribuées selon
une distribution lorentzienne, démontrant également des corrélations à courtes portées
entre ces dernières (voir encart figure 1.7). Nous pouvons voir également que pour chaque
valeur de quasi-impulsion q et ω correspond une réalisation du désordre, comme le montre
la figure 1.7.
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Figure 1.7 – Répartition des quasi-énergies εk en fonction de k
pour les cas q = 0 (bleu) et q = 0.5 (orange). Dans chaque cas,
ω = 1.3. L’encart représente la densité de probabilité des énergies
εk (croix noirs), fait sur 20000 tirages, que nous avons fittée par
une lorentzienne de largeur à mi-hauteur Γ = 1 (trait plein bleu).
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1.1. Dynamique quantique périodique unidimensionnelle

D’autre part, les termes tk de saut entre les différents sites ne se limitent pas aux plus
proches voisins, mais décroissent exponentiellement avec les impulsions k. Le caractère
pseudo-aléatoire et la décroissance exponentielle des termes de saut entre sites sont des
conditions suffisantes pour observer le phénomène de localisation [49, 50].

1.1.5 Lien entre la localisation dynamique et la localisation des
états de Floquet

Nous avons montré précédemment que la dynamique quantique du Kicked Rotor se dé-
marque totalement de sa version classique par un gel de la dynamique au-delà du temps de
localisation tloc. Nous avons également montré que l’opérateur évolution lui étant associé
reproduit la physique d’un système désordonné analogue à la physique d’Anderson grâce
au formalisme de Floquet. Étant donné que les états propres du système sont les états de
Floquet de Ûq, nous pouvons exprimer la fonction d’onde initiale |ψ(t = 0)〉 dans la base
des états de Floquet |Ψω〉 :

|ψ(t = 0)〉 =
∑
i

ci |Ψωi〉 . (1.20)

Or, la dynamique de ψ étant gouvernée par l’opérateur Ûq, nous pouvons calculer l’évo-
lution temporelle de celle-ci comme il suit :

|ψ(t)〉 = Û t
q |ψ(t = 0)〉 =

∑
i

cie
−iωit |Ψωi〉 . (1.21)

En projetant cette équation dans l’espace des impulsions, i.e. φ(k, t) ≡ 〈k|ψ(t)〉, nous
pouvons calculer la densité de probabilité dans l’espace des impulsions :

|φ(k, t)|2 =
∑
i,j

cic
∗
je
−i(ωi−ωj)t 〈Ψωi |k〉 〈k|Ψωj〉 . (1.22)

Ainsi, la dynamique peut se voir comme l’accumulation de terme de phase relative e−i(ωi−ωj)t,
dont l’argument (ωi− ωj)t, à partir d’un certain temps fini tloc, fini par dépasser π. C’est
à partir de ce temps pour lequel les états de Floquet, dont ωi 6= ωj, cessent de contribuer
à la dynamique. Ainsi, pour t� τ :

|φ(k, t� τ)|2 =
∑
i

|ci|2 〈Ψωi |k〉 〈k|Ψωi〉 =
∑
i

|ci|2|Ψωi(k)|2. (1.23)

Or, nous avons montré plus tôt avec la figure 1.6, que les états de Floquet sont tous
localisés autour d’un état d’impulsions ki avec une longueur de localisation similaire `,
|Ψωi(k)|2 ∝ exp(−|k − ki|/`). Ainsi, la distribution en impulsion à temps longs est une
somme d’états exponentiellement localisés sur une même plage d’états d’impulsions (fixé
par t0, qui dépend des paramètres K et k̄). La contribution de chaque état de Floquet est
encodée dans les termes d’expansion ci = 〈Ψωi |ψ(t = 0)〉 et donc par la condition initiale
implémentée. De ce fait, si cette dernière est moins large que la longueur de localisation
`, l’état à un temps supérieur à tloc se décomposera dans la base de Floquet, dont la
contribution formera un état de largeur de l’ordre `, qui n’est autre que kloc présenté sur
la figure 1.5.
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Chapitre 1. Le Kicked Rotor

1.2 Dynamique quantique du Kicked Rotor quasi-
périodique

L’observation de la transition d’Anderson n’est possible qu’à des dimensions d > 2. Cette
contrainte implique notamment que son observation au sein d’un système tridimension-
nel désordonné n’a été rapportée qu’en 2012 dans une expérience d’atomes froids [33].
Avant cela, les expériences dans les cristaux réels sont rudes : les interactions avec les
phonons cassent les effets de localisation, et empêchent une claire observation de la tran-
sition d’Anderson (et par extension, la détermination de l’exposant critique). De plus, il
n’est pas possible de mesurer directement le degré de localisation de la fonction d’onde
électronique dans ce type de système, c’est pourquoi on se réfère à des grandeurs macrosco-
piques comme la conductivité ou la susceptibilité diélectrique. Les premières expériences
sont réalisées dans des semi-conducteurs [52-55] et ont permis de réaliser les premières
observations et mise en évidence d’une transition. Cependant, l’exposant critique ν reste
une quantité à déterminer, car ces expériences ne permettent pas une détermination non
ambigüe de ce dernier, tantôt donnant des exposants proches de 0.5 [52, 53], tantôt égal à
1 [54] ou plutôt de 2 [55]. Une autre expérience, avec de l’étain, a permis une observation
claire de la transition, sans conclusion sur l’exposant critique [56]. Bien plus tard dans les
années 2010, se basant sur la correspondance entre un modèle quasi-périodique du Kicked
Rotor et un modèle d’Anderson 3D, les équipes atomes froids du laboratoire PhLAM de
Lille et du LKB sont parvenues à réaliser la première observation expérimentale de la
transition d’Anderson ainsi que la mesure de l’exposant critique ν de la transition [42],
en ayant également montré l’appartenance à la même classe d’universalité de ces deux
systèmes [43], portant leur équivalence du statut de conjecture à correspondance stricte.
Nous présentons dans cette section cette version du Kicked Rotor, en donnant les moti-
vations et les enjeux de son étude.

1.2.1 La transition d’Anderson et théorie d’échelle
La transition d’Anderson est le passage d’états étendus caractéristiques d’une phase mé-
tallique composée d’onde de Bloch, à des états localisés correspondant cette fois-ci à une
phase isolante. Cette transition fait partie de la classe des transitions de phases continues,
qui, du fait qu’elle ne soit pas due à des fluctuations thermiques, mais des fluctuations
quantiques, sont aussi appelées transitions de phases quantiques. Dans cette catégorie de
transition existe des sous-familles dont les transitions sont d’origine électronique, comme
les transitions de Mott liées aux corrélations entre électrons et les transitions d’Anderson
qui, comme nous l’avons discuté plus tôt, sont liées au désordre au sein d’un système
électronique.

L’introduction d’une théorie générale étant en mesure de décrire les propriétés des ma-
tériaux à l’échelle macroscopique à partir des propriétés microscopiques a été proposée
par Thouless en 1974 [2]. L’idée est de construire un hypercube de volume (2L)d (d est la
dimension du système, L est la taille du système en nombre de sites) à partir de cubes de
taille Ld. Son hypothèse est alors assez basique, et consiste à dire que ce qui dicte la nature
des états propres du solides de taille (2L)d, sont ceux des petits cubes de taille Ld : les
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1.2. Dynamique quantique du Kicked Rotor quasi-périodique

états localisés dans les petits cubes construirons un isolant à l’échelle de l’hypercube, les
états délocalisés se recouvrerons et bâtirons un conducteur. C’est en 1979 que Abrahams,
Anderson, Licciardello et Ramakrishnan [6] introduisent la fameuse théorie d’échelle à un
paramètre de la localisation. Cette dernière a permis la prédiction théorique d’une tran-
sition de phase uniquement pour les dimensions strictement supérieures à 2. L’hypothèse
forte de cette théorie est que, proche de la transition, il suffit d’un paramètre d’ordre qui
permet la description complète du comportement critique de la conductivité côté métal-
lique et de la localisation côté isolant. Dans le cas d’un système électronique, les auteurs
ont introduit la conductance adimensionnée (aussi appelée “nombre de Thouless”) :

g(L) = 2~
e2 G(L), (1.24)

où e est la charge de l’électron, G est la conductance réelle du système, mesurable expéri-
mentalement. Ce paramètre peut également être perçu comme une description microsco-
pique du désordre W inverse g ∼ 1/W , ce qui en fait un paramètre pertinent pour une
description du système, puisqu’il sera petit pour un grand désordre, ce qui conduit à la
localisation, et grand pour un faible désordre, correspondant à la diffusion. D’autre part,
basée sur les travaux de Callan et Symanzik [57] en théorie des champs quantiques, les
auteurs introduisent également la dérivée logarithmique β :

β(g) = d ln g
d lnL = L

g

dg

dL
, (1.25)

supposée croissante et continue. Cette équation nous indique une loi d’échelle g ∼ eL
β ,

mais aussi que β peut être exprimé uniquement en fonction de g, ce qui en fait par
extension un invariant d’échelle. Dans les limites asymptotiques de fort et faible désordre, il
est possible d’obtenir une représentation de la fonction β comme présenté sur la figure 1.8,
où nous représentons l’évolution de la fonction β en fonction de ln g pour les dimensions
d = 1, 2 et 3. Deux cas sont alors à distinguer :
— β(g) < 0, au quel cas les états sont localisés, i.e. g ∼ exp

(
−L

ξ

)
avec ξ la longueur

de corrélation, et la conductance diminue avec L.
— β(g) > 0, où cette fois-ci, les états sont délocalisés, i.e. g ∼ Ld−2 [6], et la conduc-

tance augmente avec L.
Ces deux cas ne sont présents en même temps que pour d = 3 où la fonction β change de
signe dès lors que g = gc. C’est la fameuse transition métal-isolant.

1.2.2 Exposant critique
Les transitions du second ordre sont caractérisées par certaines quantités physiques qui
se comportent en loi de puissance, auxquelles on associe un exposant critique. Pour la
transition d’Anderson, deux quantités pertinentes caractérisent les phases de par et d’autre
de la phase critique :
— le facteur de diffusion côté phase conductrice D ∼ (Wc − W )s, avec s l’exposant

associé à la diffusion,
— la longueur de localisation côté phase isolante ` ∼ (W −Wc)−ν , avec ν l’exposant

associé à la localisation.
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Figure 1.8 – Fonction d’échelle β(g) pour d = 1, 2, 3 qui permet
la prédiction d’une transition métal-isolant pour d = 3.

En particulier, ces deux exposants satisfont la loi de Wegner [5] s = (d − 2)ν, qui nous
indique que, dans le cas de la transition d’Anderson 3D, s et ν sont égaux. Un paramètre
physique afin de réunir ces deux aspects est la longueur de corrélation ξ, connue pour
diverger au point de la transition de phase (typique des transitions d’ordre 2, comme la
transition superfluide ou la condensation de Bose Einstein dont nous parlerons dans les
chapitres suivants). Côté isolant, la longueur caractéristique ξ ∼ `, côté conducteur elle
sera là inversement proportionnelle à la conductivité, où ξ ∼ 1/σ. Ce comportement peut
se décrire ainsi :

ξ ∼ |W −Wc|−ν . (1.26)

Le comportement du système au voisinage de la transition est donc gouverné par l’ex-
posant ν. Un enjeu crucial a été dans un premier temps d’être en mesure de détermi-
ner cet exposant de manière théorique. Pour ce faire, des méthodes diagrammatiques
auto-consistantes ont été utilisées [5, 58-60], qui ont aboutis à ν = 1. Ces outils res-
tent néanmoins des approches, qui, lorsqu’on leur incluent la diffusion anormale prédite
à la transition par la théorie d’échelle à un paramètre [61], donnent finalement ν = 1.5.
Quand bien même, cette valeur théorique est toujours en deçà des prédictions numériques
qui ont aboutis à un exposant critique ν = 1.59 ± 0.01 [10, 43], qui est la valeur que
nous retiendrons par la suite. Ces différences sont notamment associées à la présence de
multifractalité (qui se traduit par l’existence de relations d’auto-similitudes à différentes
échelles) des fonctions d’ondes à la transition [62, 63].
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1.2.3 Le Kicked Rotor quasi-périodique et lien avec la transition
d’Anderson

Au vu de la correspondance que nous avons établie dans le cas unidimensionnel entre le
Kicked Rotor et le modèle d’Anderson, il serait naturel de trouver une version du Kicked
Rotor qui reproduise la physique des modèles d’Anderson de dimension supérieure. C’est
en ce sens qu’a été introduit le modèle du Kicked Rotor quasi-périodique à modulation
d’amplitude par D. Shepelyansky, avec un modèle à deux fréquences [64], et par la suite
par Casati, Guarnieri et Shepelyansky avec un modèle à trois fréquences [40]. En fait,
l’addition de fréquences dans le terme de forçage permet l’augmentation de la dimension-
nalité effective du système, qui correspondra au nombre de fréquences ajoutées.

Une première manière naturelle de généraliser le modèle du Kicked Rotor périodique est
un modèle en dimension d comme il suit :

H =
d∑
i=1

ωi
p̂2
i

2 +K cos x̂i
∑
n

δ(t− n). (1.27)

Formellement, ce modèle est équivalent à un modèle d’Anderson en dimension d :

εkck +
∑

k’ 6=0
tk’ck-k’ = −t0ck (1.28)

où k représentent les coordonnées de sites d’un réseau cristallin de dimension d, en lien
avec les impulsions via p = k̄k. Les énergies sur sites sont alors modifiées par rapport au
cas 1D :

εk = tan
[

1
2

(
ω − k̄

2

d∑
i=1

ωik
2
i

)]
, (1.29)

également distribuées de manière pseudo-aléatoire avec une densité de probabilité lo-
rentzienne. D’autre part, on remarque que la conditions d’incommensurabilité entre les
quasi-énergies et avec π/k̄ apparaît immédiatement pour garantir l’absence de périodicité
dans le terme εk. Le terme de couplage tk’ est également modifié, car il est non plus
restreint au premier voisin, mais décroît exponentiellement vite avec |k′|. Entre autre, ce
couplage est dépendant essentiellement du rapport K/k̄ qui joue alors le rôle de paramètre
de contrôle du désordre.

Ce modèle s’est révélé tout à fait pertinent pour l’étude des propriétés de transport quan-
tiques en dimension d, notamment car il a été en mesure de redonner des résultats com-
formes avec les prédictions de la théorie de la localisation. En l’occurrence, en dimension
2, la localisation a lieu qu’importe l’amplitude de forçage K, et la longueur de localisation
croît exponentiellement avec le rapport K/k̄ [65]. En dimension 3, le système comporte
une transition de phase métal-isolant de type Anderson en deçà d’une valeur critique Kc

[66]. Un marqueur de la phase critique est une diffusion dite anormale avec un exposant
2/3, i.e. 〈k2〉 ∼ t2/3, comme prédit par la théorie d’échelle à un paramètre.

Cependant, ce modèle comporte son lot de désavantages, notamment pour sa simulation
numérique. De par sa tridimensionnalité, l’étude numérique est très largement limitée par
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des effets de taille finie. Ceci ne permet pas une étude fine des propriétés de transport dans
les différentes phases, ainsi que la démonstration de l’universalité des propriétés critiques
de la transition. Du point de vue des expériences, il n’a jamais été rapporté la réalisation
d’une version du Kicked Rotor au-delà de la dimension 1, ce qui ne permet donc pas de
confirmer les prédictions numériques déjà limitées. Ces contraintes nous poussent donc à
considérer une version unidimensionnelle de ce modèle, qui comporte trois fréquences de
modulation. Cela a pour avantage une simplicité de réalisation expérimentale, modifiant
de manière raisonnable le dispositif discuté plus tôt.

Le système que nous considérons à présent est un modèle à trois fréquences du Kicked
Rotor périodique [40, 67] :

Hqp = p̂2

2 +K(t) cos x̂
∑
n

δ(t− n), (1.30)

obtenu en rajoutant une modulation de l’amplitude des kicks avec deux fréquences ω1,2
de modulation :

K(t) = K[1 + ε cos(ω1t) cos(ω2t)]. (1.31)
En particulier, on peut montrer que la dynamique de l’Hamiltonien (1.30) est totalement
identique à un modèle de Kicked Rotor 3D suivant [44] :

H3D = p2
1

2 + ω1p2 + ω2p3 +K cosx1[1 + ε cosx2 cosx3], (1.32)

dont la condition initiale est une source place :

Ψ(x, t = 0) = ψ(x1, t = 0)δ(x2 − ϕ2)δ(x3 − ϕ3), (1.33)
où ψ(x1, t = 0) est une condition initiale quelconque pour le Kicked Rotor quasi-périodique
(1.30). On peut à nouveau montrer que l’Hamiltonien (1.32) peut être reformulé en terme
de modèle d’Anderson 3D analogue à celui présenté en (1.28), où cette fois-ci les énergies
sur site εk sont :

εk = tan
[

1
2

(
ω − k̄ k

2
1

2 + ω1k2 + ω2k3

)]
, (1.34)

et les amplitudes de saut tk’ sont les coefficients d’expansion en triple série de Fourier de
la fonction :

t(x1, x2, x3) = tan[K cosx1(1 + ε cosx2 cosx3/2k̄)]. (1.35)
Ainsi, l’équation (1.34), dans la mesure où le quadruplet (k̄, ω1, ω2, π) est incommensu-
rable, les énergies sur site sont pseudo-désordonnées du fait de la dispersion non linéaire
selon la direction k2

1 [40, 68]. D’autre part, on constate également que le Kicked Rotor
quasi-périodique ne comporte pas de contrôle du désordre sur site. En revanche, l’équa-
tion (1.35) nous indique que le couplage des sites à leur plus proches voisins est gouverné
par le couple (K, ε). Autrement dit, le modèle du Kicked Rotor 3D correspond à un
modèle d’Anderson 3D où l’amplitude du désordre est fixe, mais les amplitudes de saut
sont contrôlées par le paramètre de forçage K ou l’amplitude de modulation ε. À faible
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(K, ε), on s’attend donc à une correspondance avec un fort désordre et donc un régime
localisé, tandis que les grandes valeurs de (K, ε) correspondent à des valeurs de désordre
plus faibles, engendrant une diffusion. C’est ce que nous montrons de manière synthétique
sur la figure 1.9, et plus en détail sur la figure 1.10 où nous voyons un changement de
dynamique en fonction du couple (K, ε).

Figure 1.9 – Représentation schématique du diagramme de phase
du Kicked Rotor quasi-périodique pour k̄ = 2.89. La région localisée
(isolant) est en bleue, la région diffusive (métal) est en rouge. La
région violette correspond au régime critique à temps fini. À noter
qu’à temps infini, cette région doit être infiniment fine du fait que
la transition est d’ordre 2.

Nous avons montré que le modèle du Kicked Rotor quasi-périodique est tout à fait en
mesure de reproduire, dans l’espace des impulsions, la physique d’un modèle d’Anderson
3D 3. Ceci présente de gros avantages, en premier venant de la dimensionnalité effective.
Pour les expérimentateurs, simuler la physique d’Anderson à l’aide des atomes froids s’est
vu grandement simplifié, menant à la caractérisation de cette dernière de manière poin-
tilleuse [42-44]. D’autre part, pour les physiciens numériciens, résoudre un problème 1D
reste toujours plus simple que dans le cas 3D et plus. Un autre avantage cette fois-ci plus
subtil, est que dans le cadre de l’étude des systèmes désordonnés, les états propres d’un
hamiltonien se répartissent de part et d’autre d’un seuil de mobilité Ec (plus connu sous
le nom mobility edge) en fonction de leur énergie E, tantôt étendues, tantôt localisés pour
une réalisation du désordre. Ainsi, dans ce type de système, ils coexistent des états isolants
et conducteurs qui rendent plus compliqué l’observation de la transition en 3 dimensions
[33, 72]. Or, dans notre modèle l’énergie E est fixée à t0 qui est une constante, impliquant

3. Pour être vraiment précis, il est analogue à un modèle d’Anderson 3D anisotrope [69-71].
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que la transition est “propre” : les états de Floquet sont soit tous localisés, soit tous
délocalisés. Enfin, la dernière pierre apportée à l’édifice en faveur d’une correspondance
stricte entre ces deux modèles est la démonstration de leur appartenance à la même
classe d’universalité. Le modèle d’Anderson 3D comporte une symétrie fondamentale :
l’invariance par renversement du temps. Nous pouvons alors le classer dans l’ensemble
Gaussien orthogonal avec les autres systèmes invariants par renversement du temps, dont
l’exposant critique ν prédit pour cette classe d’universalité vaut 1.59 ± 0.01 [10]. Or, la
correspondance stricte n’a pu être proclamée que très récemment par une analyse fine
du flot de renormalisation du Kicked Rotor quasi-périodique [43], nous permettant en
l’occurrence d’affirmer que ces deux systèmes sont de la même classe d’universalité, ont le
même exposant critique ν, et donc que le Kicked Rotor quasi-périodique exhibe les mêmes
phénomènes critiques que la transition d’Anderson 3D.
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Figure 1.10 – Dynamique du Kicked Rotor quasi-périodique dans
la phase conductrice et isolante pour k̄ = 2.89, ω1 = 2π

√
5, ω2 =

2π
√

13. À gauche en rouge : (K = 8, ε = 0.8) et nous constatons
un comportement diffusif, illustré par une croissance linéaire de
l’énergie cinétique, et une forme gaussienne de |Ψ(k)|2 À droite en
bleu : (K = 4, ε = 0.1) et nous pouvons constater une localisation
dynamique à temps longs, illustrée cette fois-ci par la saturation de
l’énergie cinétique et la décroissance exponentielle de |Ψ(k)|2.

1.2.4 Théorie d’échelle en temps
Des études numériques préliminaires ont déjà été menées sur le Kicked Rotor quasi-
périodique [40, 68] rapportant d’ores et déjà l’existence d’une transition de type Anderson
séparant une phase localisée pour des amplitudes de kick K < Kc et une phase diffusive
pour K > Kc (voir figure 1.10). Pour mener ces études numériques à notre tour, nous
utilisons l’opérateur évolution sur une période suivant :

Ûqp = e−i
p̂2
2k̄ e−i

K
k̄

cos x̂[1+ε cos(ω1t) cos(ω2t)], (1.36)
où nous fixons pour la suite ω1 = 2π

√
5, ω2 = 2π

√
13 et k̄ = 2.89 sauf mention contraire.

L’étude de la transition en soit n’est pas une sinécure. Numériquement, les temps né-
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1.2. Dynamique quantique du Kicked Rotor quasi-périodique

cessaires pour observer la transition sont autour de t & 105 kicks 4, ce qui implique des
longs temps de simulation, étant donné qu’elles comportent également des moyennes sur
les quasi-impulsions. Pourtant, si nous n’accédons pas à ces temps, la transition, censée
être du second ordre et donc marquée d’une discontinuité, ne sera pas observable. Quand
bien même cela ait été fait, la question reste entière quant à l’observation expérimentale.
En effet, les simulations numériques sont idéales, dépourvues de source décohérence.

Pour ce faire, nous présentons brièvement la théorie d’échelle appliquée au Kicked Rotor
quasi-périodique [44]. L’hypothèse forte faite dans le cadre de cette théorie est l’introduc-
tion d’une fonction d’échelle F qu’on relie à l’évolution temporelle de 〈k2(t)〉 la variance
du paquet d’onde comme il suit :

〈k2(t)〉 = tm1F [(K −Kc)tm2 ] . (1.37)

En nous plaçant dans chaque phase, nous pourrons déduire les exposants m1,2. Pour K <
Kc, les fonctions d’ondes étant localisées, on atteint alors un état stationnaire marqueur
de la localisation dynamique, et dans ce cas 〈k2〉 ∼ 2k2

loc. Or, dans la phase localisée,
proche de la transition kloc ∼ (Kc −K)−ν , d’où :

〈k2(t)〉 ∼ (Kc −K)−2ν . (1.38)

Dans ce cas, si l’argument de la fonction d’échelle x → −∞, F(x) → (−x)−2ν . En
combinant ces conditions :

〈k2(t)〉 = tm1−2νm2(Kc −K)−2ν , (1.39)

qui nous mène à la condition m1 − 2νm2 = 0. De même du côté diffusif pour K > Kc,
le coefficient de diffusion évolue comme D ∼ (K − Kc)s, ce qui implique que 〈k2(t)〉 ∼
(K −Kc)2t. Cette fois, pour x→∞, F(x)→ xs et ainsi :

〈k2(t)〉 = tm1+sm2(K −Kc)s, (1.40)

qui mène à la condition m1 + sm2 = 0. Ainsi, on peut écrire les exposants critiques en
fonction de m1,2 :

m1 = 2ν
s+ 2ν , m2 = 1

s+ 2ν . (1.41)

L’utilisation de la loi de Wegner [5] qui impose s = ν en dimension trois nous donne alors
m1 = 2

3 et m2 = 1
3ν , ce qui nous permet d’écrire finalement :

〈k2(t)〉 = t2/3F
[
(K −Kc)t1/3ν

]
. (1.42)

Nous avons alors une expression qui unifie les deux comportements du Kicked Rotor quasi-
périodique, qui nous permet de faire des prédictions sur la phase critique. En particulier,
pourK = Kc, la fonction d’échelle est une constante F(0), ce qui implique immédiatement
que 〈k2(t)〉 ∼ t2/3, qui correspond à une diffusion dite anormale au point de transition.
D’autre part, il est commode d’introduire la fonction Λ(K, t) = 〈k2(t)〉 t−2/3, qui est alors

4. Ceci est en analogie avec la vraie transition d’Anderson, où la théorie d’échelle porte sur la taille
de l’échantillon considéré.
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Chapitre 1. Le Kicked Rotor

égale à F et sera donc de pente nulle dès lors qu’on sera au point K = Kc. Si nous
réitérons le raisonnement de chaque côté de la transition, une quantité va alors ressortir
d’elle-même, qui n’est autre que la longueur de corrélation ξ(K) = |K −Kc|−ν . En effet,
dans la phase localisée, F(x→ −∞) = (−x)−2ν nous mène à :

Λ(K, t) = (Kc −K)−2νt−2/3 =
(
ξ(K)t−1/3

)2
. (1.43)

Du côté diffusif, F(x→∞) = xν renvoie :

Λ(K, t) = (K −Kc)νt1/3 =
(
ξ(K)t−1/3

)−1
. (1.44)

D’une part, remarquons que la théorie d’échelle à un paramètre nous permet, comme
attendu, de trouver une quantité qui permet de caractériser le comportement du système
au seuil critique. Elle permet entre autre la divergence de la longueur de corrélation
ξ(K) au point K = Kc, en analogie totale avec le comportement de la longueur de
corrélation pour un vrai système désordonné tridimensionnel. D’autre part, les limites
asymptotiques exposées ci-dessus nous pousse naturellement à vouloir écrire Λ comme
une fonction d’échelle dont l’argument est ξ(K)t−1/3 :

Λ(K, t) = f
(
ξ(K)t−1/3

)
. (1.45)

L’aboutissement de la théorie d’échelle appliquée au Kicked Rotor quasi-périodique est le
développement de technique de finite-time scaling (analogue du finite-size scaling dans les
systèmes désordonnés). Nous n’emploierons pas ces techniques, mais nous invitons avec
vigueur un lecteur curieux à s’intéresser à la référence [44], où la procédure y est décrit
par Gabriel Lemarié et Dominique Delande, à l’origine de l’élaboration de cette technique
et des premiers algorithmes pour effectuer la “mise à l’échelle” de Λ(K, t), important pour
une détermination fine de l’exposant critique ν et son caractère universel.

Pour notre part, nous allons exploiter les comportements de Λ(K, t) attendus dans les
différentes phases. En effet, nous pouvons relier la longueur de corrélation aux quantités
pertinentes de chaque phase. Dans la phase localisée, cette quantité est la longueur de
localisation kloc, en particulier :

Λ(K, t) = f
(
ξ(K)t−1/3

)
= 2k2

loct
−2/3, (1.46)

qui, par identification avec l’équation (1.43) mène à ξ ∼ kloc. Du côté diffusif, on a cette
fois :

Λ(K, t) = f
(
ξ(K)t−1/3

)
= Dt1/3, (1.47)

qui donne cette fois ξ(K) ∼ 1/D(K) en comparant à l’équation (1.44). Notons d’une part
que cela est consistant avec ceux à quoi on s’attend : du côté localisée, à mesure que l’on
s’approche de la transition, la longueur de localisation va augmenter avec K, tandis que
du côté diffusif, le facteur de diffusion D tendra vers 0 à mesure qu’on se rapproche de
Kc, ce qui est en outre en accord avec une divergence de ξ au point critique. Ces quantités
peuvent facilement être extraites par la variance du paquet d’onde pour la longueur de la
localisation, et par la pente de l’énergie pour le facteur de diffusion.
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1.2. Dynamique quantique du Kicked Rotor quasi-périodique

1.2.5 Comportement asymptotique de la fonction d’onde au seuil
critique - Théorie auto-cohérente

Au point critique de la transition d’Anderson, nous l’avons montré, la fonction d’onde
n’est ni sujette à la localisation, ni à la diffusion, mais plutôt à un régime intermédiaire
qui est la diffusion anormale. Les propriétés de la fonction d’onde sont non triviales à
ce point précis par bien des aspects, comme l’invariance d’échelle ou la multi-fractalité,
et ont fait l’objet d’un intérêt particulier aussi bien théoriquement [62] qu’expérimenta-
lement [73]. D’autre part, nous avons montré que le Kicked Rotor quasi-périodique est
en mesure de nous offrir la possibilité d’observer la fonction d’onde directement par la
mesure, et son caractère uni-dimensionnel simplifie grandement la simulation numérique.

La théorie d’échelle précédemment exposée est extrêmement utile, car elle relie l’expo-
sant critique du système aux propriétés d’une fonction d’échelle qui ne dépend que d’un
paramètre. Pour autant, il subsiste une faiblesse de cette théorie qui réside dans le fait
qu’elle n’apporte aucune prédiction quant aux fluctuations du système au seuil critique,
ce qui est pourtant nécessaire pour capturer toutes les subtilités de la phase critique du
système. La théorie auto-cohérente de Vollhart et Wölfe [60] a pour volonté d’être une
extension de cette théorie d’échelle, et peut-être vue comme une théorie des champs pour
la localisation d’Anderson. Nous en donnons quelques éléments dans cette partie, avant
d’aboutir à la forme de la fonction d’onde du Kicked Rotor quasi-périodique à la transition.

Revenons tout d’abord aux propriétés de transport du Kicked Rotor 3D anisotrope au
régime critique, qui nous permettra par la suite de déduire les propriétés de la dynamique
au seuil critique du Kicked Rotor quasi-périodique.

La théorie auto-cohérente permet de capturer les propriétés de la transition d’Anderson.
Elle décrit entre autre la probabilité de diffusion quantique P(k, t) aux temps longs et aux
grandes distances. Pour un désordre faible, i.e. K/k̄ � 1, il est prédit que la dynamique
est diffusive et que la transformée de Fourier de P par rapport à k et au temps comporte
un pôle diffusif :

P(ϕ, ω) = 1
−iω +Dϕ2 , (1.48)

où D est la constante de diffusion classique chaotique telle que 〈k2(t)〉 = 2dDt, avec d = 3.
Nous savons aussi qu’en augmentant le désordre, des effets interférentiels quantiques vont
restreindre le transport diffusif, ce qui conduit à la localisation d’Anderson qu’on appelle
également localisation forte. En particulier, on peut trouver une constante de diffusion
D(ω). Ceci est décrit par une constante de diffusion dépendant de la fréquence D(ω) et
vérifiant l’équation auto-cohérente qui suit :

D(ω) = D − 2D(ω)
∫ d3Ψ

(2π)3
1

−iω +D(ω)Ψ2 . (1.49)

Cette équation capture tous les aspects des propriétés dynamiques d’un système sujet à la
transition d’Anderson, la localisation comme la diffusion à temps longs, i.e. quand ω → 0,
mais aussi la façon dont le D(ω) converge vers ces asymptotes. Cela justifie également
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la nécessité d’atteindre les temps longs pour s’assurer que nous sommes bien au seuil
de transition, car proche de ce seuil à temps longs, l’on peut toujours tomber dans une
phase localisée ou soit diffusive à mesure que la largeur de la transition s’amenuise pour
des temps infinis. D’autre part, il a été montré qu’au seuil de transition d’Anderson, la
constante de diffusion D(ω) donnée par (1.49) vérifie la loi d’échelle suivante [74] :

D(ω) ∼ ω1/3G(ωξ3), (1.50)

où ξ est la longueur de corrélation dans le régime diffusif ou assimilée à la longueur de
localisation dans la phase localisée. En particulier, la fonction d’échelle G vérifie l’équa-
tion :

G(z) = ±z−1/3 + π
√

3G(z)−1/2. (1.51)

C’est là l’aboutissement de la théorie auto-cohérente : elle permet de faire une description
complète de la constante de diffusion D(ω), plus particulièrement au seuil critique, et
donne en plus une forme explicite de la fonction d’échelle G qui nous permet d’ailleurs de
donner ses asymptotes.

Non seulement nous sommes en mesure de retrouver les prédictions faites par la théorie
d’échelle, mais elle nous permet également de prédire la forme de la fonction d’onde au
seuil critique. Entre autre, il est possible de montrer que la probabilité P(k, t) = |Ψ(k, t)|2
revêt un pôle diffusif comme il suit :

P(k, t) =
∫ dω

2π e
−iωt

∫ dϕ

2π e
iϕk 1
−iω +D(ω)ϕ2 . (1.52)

Qui n’est autre que la transformée de Fourier dans la direction de ϕ et ω de l’équation
(1.48). En utilisant le théorème des résidus et des changements de variables, on peut
montrer que la fonction P s’écrit comme une fonction de Airy sous sa forme intégrale :

P(k, t) = 3
2
(
3ρ3/2t

)−1/3
Ai
[(

3ρ3/2t
)−1/3

|k|
]

(1.53)

où nous voyons que la probabilité P ne dépend plus que d’un paramètre ρ, dépendant du
cut-off ultraviolet de la théorie, qui est dépendant du modèle.

1.2.6 Dynamique au seuil critique et déviation à la théorie auto-
cohérente : la multi-fractalité

Un paquet d’onde au seuil critique verra sa dynamique marquée par une diffusion anor-
male, i.e. 〈k2(t)〉 ∼ t2/3. De manière plus explicite, on peut relier la variance de ce paquet
d’onde au paramètre ρ évoqué dans (1.53) :

〈k2(t)〉 = 3ρ
Γ(2

3)t
2/3. (1.54)

Nous avons montré que la théorie d’échelle est également en mesure de capturer cette
dynamique par le biais de la fonction Λ via 〈k2(t)〉 = Λct

2/3. Ainsi, on obtient une relation
portant sur ρ et Λc comme il suit :
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ρ =
Γ(2

3)
3 Λc. (1.55)

De plus, l’équation de la fonction d’onde critique (1.53) nous permet également de déduire
le comportement de la probabilité de retour à l’origine, assimilable à la probabilité de
présence d’une particule quantique dans l’état k = 0 à un t donné, i.e. Π0(t) = P(0, t),
qui donne immédiatement :

Π0(t) ∼ t−1/3. (1.56)
En joignant toutes les propriétés de la fonction d’onde critique déduites de la théorie
auto-cohérente, cette dernière devrait vérifier la loi d’échelle :

t1/3P(k, t) = G(kt−1/3), (1.57)
où la fonction d’échelle G est donnée par :

G(x) = 3
2
(
3ρ3/2

)−1/3
Ai
[(

3ρ3/2
)−1/3

|x|
]
. (1.58)

La figure 1.11 est le résultat de la simulation numérique de la fonction d’onde au seuil
critique (Kc, εc) = (6.36, 0.43), où les paramètres sont fixés à k̄ = 2.85, ω1 = 2π

√
5 et

ω2 = 2π
√

13, pour une plage temporelle t ∈ [1000, 50000]. Afin de vérifier que les don-
nées présentées sur la figure 1.11 obéissent bien la loi d’échelle prédite par la théorie
auto-cohérente (1.57), nous effectuons une mise à l’échelle en traçant la fonction d’onde
renormalisée t1/3|Ψ(kt−1/3, t)|2 en fonction de la quantité kt−1/3, qui est l’objet de la figure
1.12. Nous voyons alors que l’évolution temporelle de la fonction d’onde critique y est fi-
gée, mais plus que ça, nous voyons une superposition des données aux différents temps t,
qui est un premier argument en faveur de la loi d’échelle.

Pour autant, rien n’indique à cet instant que la fonction d’échelle visible en figure 1.12
est celle prédite par la théorie auto-cohérente G. Pour cela, nous ajustons la fonction G
prédite aux données une fois mises à l’échelle. Comme nous l’avons montré plus tôt, la
fonction P comme la fonction G ne dépendent que d’un paramètre noté ρ : c’est sur ce
paramètre que se joue l’ajustage de G aux données. En particulier, nous procédons à cette
ajustage sur le ln[t1/3P(kt−1/3, t)] : la théorie auto-cohérente est valide dans le régime
diffusif kϕ, ω � 1, qui, pour nous, correspond aux temps longs et aux grandes impul-
sions k, d’où l’importance de donner du poids aux données aux grands k via le logarithme.

La figure 1.13 est le résultat de la procédure d’ajustement. Comme on peut le voir, pour
de grandes valeurs de kt−1/3, le modèle théorique correspond aux données numériques.
Cependant, à temps longs, le comportement à basses impulsions est modifié par des cor-
rections multi-fractale, qui ne sont pas capturées par la théorie auto-cohérente.

Les études numériques de la transition d’Anderson ont montrées que la distribution de la
conductance est universelle, invariant d’échelle et large, ce qui est une manifestation des
grandes fluctuations au point critique. Ces fluctuations sont également visibles dans les
états propres critiques, qui sont fortement multi-fractales, se traduisant par des régions où
le module carré de ces états propres sont soit successivement grands, ou petits, toujours de
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Figure 1.11 – Évolution temporelle de la fonction d’onde au seuil
critique (Kc, εc) = (6.36, 0.43), entre t = 1000 et t = 50000, en
échelle linéaire (à gauche) et échelle semi-log (à droite). Ici, k̄ =
2.85, ω1 = 2π

√
5 et ω2 = 2π

√
13.

manière inattendue. Cette propriété est bien décrite par le ratio de participation inverse
généralisé :

Pq =
∫
Ld

ddr|ψ(r)|2q, (1.59)

où q est un nombre réel, et L est la taille du système. Les analyses multi-fractales consistent
en l’étude de Pq en moyenne, sur les états propres ou les réalisations du désordre. Il en
résulte que si la moyenne de Pq évolue comme L−τq , on a alors accès à l’exposant multi-
fractal τq, tel que dq = τq/(q− 1), où dq est la dimension multi-fractale. Dans le cas d’une
fonction d’onde délocalisée sur un ensemble de dimensions D (fractales ou ordinaires),
nous aurons dq = D pour tout q. Dans la situation d’un état multi-fractal, dq est alors
une fonction continue de q, où pour q > 0 correspond les régions où |ψ|2 � 1, tandis que
pour q < 0 correspond les régions où |ψ|2 � 1.

À l’aide du Kicked Rotor quasi-périodique dans la phase critique à temps longs, nous
savons que la fonction d’onde s’étale, mais il est également possible de voir qu’un pic se
développe proche de la condition initiale (dans notre cas kt−1/3 = 0), et peut nous donner
accès aux propriétés multifractales du paquet d’onde au seuil critique, en particulier la
dimension multifractale d2. Il est possible de montrer que la singularité au centre de la
fonction d’onde rescalée obéit à la loi :

t1/3|ψ(k, t)|2 = α− β|kt−1/3|d2−1, (1.60)
avec α, β > 0. En faisant le fit du pic central, il a été trouvé une dimension multi-fractale
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Figure 1.12 – Fonction d’onde au seuil critique (Kc, εc) =
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est un argument en faveur de la loi d’échelle (1.57) prédite par la
théorie auto-cohérente. Ici, k̄ = 2.85, ω1 = 2π

√
5 et ω2 = 2π

√
13.

d2 ' 1.24 [63], qui correspond à celle trouvée pour le vrai modèle tridimensionnel d’An-
derson. Ces corrections multi-fractales n’engendre pas une brisure du scaling en kt−1/3 de
la fonction d’onde. Néanmoins, ces corrections ne se stabilisent qu’à des temps longs, de
l’ordre de la dizaine de millions de kicks. Pour des temps plus courts, il reste possible d’ex-
traire une dimension multifractale effective d2,eff (t) dépendante du temps. La transition
de la forme de la fonction d’onde, d’une fonction de Airy au comportement multi-fractale,
est donnée par la distance moyenne parcourue dans l’espace des impulsions par une par-
ticule pendant un temps t, Lt = l(t/τ)1/3, avec l le libre parcours-moyen et τ le temps de
parcours-moyen [63, 75].

Ainsi, le Kicked Rotor périodique dans sa version quantique est un système idéal pour
étudier les systèmes désordonnés de type Anderson. Nous avons montré que les états de
Floquet, états propres de l’Hamiltonien (1.2), nous permettent de construire l’analogie
entre le Kicked Rotor périodique et un modèle de liaisons fortes désordonnés, amenant à
la localisation d’Anderson. En d’autres termes, le Kicked Rotor peut être vu comme un
système désordonné d’états de Floquet, où la localisation d’Anderson se manifeste dans
l’espace des impulsions. Dans sa version quasi-périodique, le Kicked Rotor reproduit la
physique d’un système désordonné tridimensionnel où une transition entre régime localisé
et diffusif s’opère, avec un régime critique où la multi-fractalité du système se manifeste.
Avec l’appui des expériences d’atomes froids, il est possible de caractériser le système au
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Figure 1.13 – Fonction d’échelle G (tirets noirs) une fois ajus-
tée aux données pour t = 50000, en échelle linéaire (à gauche) et
en échelle semi-log (à droite). La valeur optimale de ρ, paramètre
d’ajustage, est telle que ln(3ρ/Γ(2/3)) ' 1.62 ' ln Λc = 1.60±0.04,
en accord avec la détermination de ln Λc issue de [44]. Ici, k̄ = 2.85,
ω1 = 2π

√
5 et ω2 = 2π

√
13.

travers de sa fonction d’onde. Dans le prochain chapitre, nous introduisons la physique
des atomes froids, et plus particulièrement celle des gaz de Bose en dimension 1, qui vont
nous permettre d’inclure les interactions qui étaient jusqu’ici négligées.
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Chapitre 2
Gaz de Bose unidimensionnel

Si une idée ne semble pas bizarre, il n’y a rien à espérer d’elle.

Niels Bohr

La physique des atomes froids, système de prédilection pour simuler la physique du
Kicked Rotor périodique et quasi-périodique, est en voie de développement depuis

les années 90 jusqu’à nos jours, innovant toujours plus pour reproduire la physique de la
matière condensée. Nous consacrons ce second chapitre à la présentation de la mise en
œuvre expérimentale et la physique liée aux condensats de Bose-Einstein, qui sont des
nuages d’atomes tridimensionnelles refroidis à des températures ultra-basses. Rapidement,
nous présenterons la physique unidimensionnelle des atomes ultra-froids, dimensionnalité
d’intérêt dans ce manuscrit, ainsi que la prise en compte des interactions, notamment dans
le fameux régime des interactions fortes, dit de Tonks-Girardeau, qui offre théoriquement
une solution exacte, une simplicité (relative) d’implémentation numérique, mais aussi une
possibilité d’être réalisé expérimentalement.

Condensat de Bose-Einstein
En 1925, après l’introduction d’une nouvelle statistique quantique par Bose portant sur
les photons (qui a ouvert la voie vers les lasers), Einstein généralise son approche aux
atomes [76], et découvre que pour un système de N bosons sans interaction, en deçà
d’une température proche du zéro Kelvin, une transition de phase se produit. Sous cette
température de transition, les particules bosoniques identiques peuvent alors se retrouver
dans le même état fondamental. Cela se traduit par une occupation de l’état fondamen-
tal N0 devenant macroscopique. En particulier, il est possible de calculer cette fraction
théoriquement [77, 78] :

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)3/2
, (2.1)

où T est la température, Tc la température de transition, et N le nombre total de parti-
cules.

33



Chapitre 2. Gaz de Bose unidimensionnel

Cet état de la matière, appelé condensat de Bose-Einstein, a à cette époque laissé dubitatif
la communauté scientifique, couplé à la méfiance globale à l’égard de la physique quantique
de la part d’Einstein, qui l’a poussé à douter longtemps de la pertinence physique d’une
telle phase de la matière. Il faudra attendre 1938, année où les travaux de Kapitsa, Allen
et Misener ont montré la superfluidité de l’Hélium 4 pour des températures inférieures à
2.17 K, propriété qui a très vite été reliée à la condensation d’une fraction de l’hélium 4
comme l’a suggéré London, pour que les physiciens commencent à croire à la plausibilité de
l’existence des condensats. Ce n’est que près de 60 ans plus tard, en 1995, que les progrès
techniques permettant de descendre à des températures de l’ordre du nanoKelvin, ont
su mener à l’observation d’un nuage d’atome froid condensé [79, 80], en joignant aux
techniques de refroidissement laser et de piège magnéto-optique la fameuse technique
de refroidissement par évaporation. Depuis, naquit un engouement au sujet des atomes
froids, notamment pour leur “maléabilité”, qui fait qu’il est possible de les manipuler via
des champs magnétiques ou des lasers annexes. De nombreuses thématiques en découlent :
l’étude des vortex au sein des condensats, instabilités témoignant du caractère superfluide
de ces derniers [81-83], mais aussi la mise en évidence de la transition de Mott [84]. Bien
d’autres domaines sont en voie de développement actuellement, comme les condensats
dipolaires [85], la transition BEC-BCS du côté des fermions [31] ainsi que l’élaboration de
champ magnétique artificiel [86]. Pour décrire la physique des atomes froids en présence
d’interactions, de nombreux modèles ont été développés. Le modèle de Gross-Pitaevskii,
qui peut être compris comme un modèle de champ moyen, a été par exemple en mesure de
capturer la physique des nuages d’atomes froids tridimensionnels. Nous donnons l’équation
de Gross-Pitaevskii qui s’écrit comme il suit :

i~∂tφ(r) =
[
− ~2

2m∇
2
r + V (r)

]
φ(r) + g3DN |φ(r)|2φ(r), (2.2)

ici φ est définie telle que Ψ̂(r) =
√
Nφ(r) + Ψ̂′(r), où Ψ̂ est un opérateur de champ,

décrit par la présente équation comme un champ scalaire φ appelé paramètre d’ordre et
ses fluctuations Ψ′ . Dans cette procédure de champ-moyen, celle-ci suggère que les atomes
condensés sont en mesure d’être décris par une unique fonction d’onde macroscopique φ.
D’autre part, l’équation (2.2) suppose également que nous sommes dans le régime dilué et
de faibles interactions, mais aussi sous la température critique de condensation, au quel
cas les fluctuations de l’opérateur de champ Ψ̂′ sont négligeables. Les interactions sont ici
prises en compte au travers d’un terme non-linéaire g3DN |φ(r)|2.

Réalisation expérimentale de piège unidimensionnel

La physique précédemment décrite se place dans un cadre tridimensionnel, et a valu
le prix Nobel aux créateurs du piège magneto-optique Claude Cohen-Tannoudji, Steven
Chu et William D. Phillips en 1997, ainsi que Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle et Carl
E. Wieman en 2001 pour la réalisation et l’étude des condensats. La situation que nous
allons considérer est quant à elle unidimensionnelle, ce qui demande encore un peu plus de
travail. Deux scénarios sont possibles et utilisés pour la réalisations de piège à géométries
1D :
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— Piéger les atomes sur une micro-puce. Dans ce cas, les atomes sont piégés par la
présence d’un champ magnétique produit par le courant passant dans la micro-puce
[87, 88], illustré par la figure 2.1.

— Autrement, il est possible de piéger les atomes dans un réseau optique bidimen-
sionnel [89-92]. Dans ce cas, les atomes sont piégés dans le minimum d’un potentiel
optique, qui appliqué dans deux directions de l’espace perpendiculaire, divise le
condensat en milliers de tubes (de taille finie) unidimensionnels, comme illustré par
la figure 2.2.

Figure 2.1 – Représentation schématique du montage expérimen-
tal pour piéger des atomes sur une micro-puce dédiée, issue de [87].

Figure 2.2 – Représentation schématique de la réalisation d’un
réseau optique 2D, issue de [90]. Le potentiel optique est réalisé par
l’interférence d’une paire de lasers perpendiculaires rétro-réfléchis.
Cela a pour effet de diviser le condensat en un réseau de tubes
unidimensionnels.

Le premier montage expérimental, réalisé sur une puce, rend l’étude des effets des inter-
actions dans les gaz d’atomes froids possible. Pour la limite des fortes interactions qui
nous intéresse, nous exposons l’option du réseau optique 2D décrit plus tôt, en lien avec
l’expérience d’atomes froids de Lille.
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Chapitre 2. Gaz de Bose unidimensionnel

Le contrôle des interactions : vers le gaz de Tonks-Girardeau

Pour atteindre le régime des fortes interactions, deux routes peuvent être empruntées, qui
ont été explorées par Paredes et al. [93] et Kinoshita et al. [91] respectivement.

La première, réalisée par Paredes et al., consiste a tendre vers le régime des fortes inter-
actions d’un modèle de Bose Hubbard en s’assurant que le système est incommensurable
avec le potentiel du réseau (en imposant que le nombre moyen de particules par site n0
soit inférieur à 1). En présence d’un piège longitudinal harmonique, et en contrôlant avec
attention ce potentiel piégant (sans quoi le centre du nuage peut devenir un isolant au
sens de Mott), Paredes et al. sont parvenus à entrer dans le régime des interactions fortes
marqué par la fermionisation du système initialement bosonique. La compréhension théo-
rique de ce type d’approche du régime de Tonks Girardeau a été proposée plus tard par
Pollet et al. [94], et Wessel et al. [95].

La seconde, suivit par Kinoshita et son équipe, a pour première étape de placer les atomes
froids dans un piège 2D profond. Un paramètre sans dimension utilisé pour le contrôle
des interactions est γ ∼ g/ρ0, où g est la constante d’interaction, et ρ0 est la densité
moyenne du système. Dans ce cas, nous avons deux options s’offrant à nous : diminuer ρ0,
ce qui dans une certaine mesure (moins de 10 atomes par tubes) pose des problèmes de
détection, ou en augmentant la constante d’interaction g1D qui dépend entre autre de la
longueur de diffusion des atomes, mais aussi de la largeur d’un piège transverse appliqué
aux atomes. La première manière est de faire un piège transverse étroit [91, 96], ou bien
de contrôler la longueur de diffusion des atomes via les résonances de Feshbach [97].

Afin de décrire la physique d’un nuage d’atomes froids unidimensionnel, nous pouvons
utiliser un potentiel de confinement harmonique transverse V⊥ = 1

2mω⊥(y2 + z2), où y
et z sont les directions transverses et ω⊥ la fréquence de confinement, ce qui aura pour
effet de confiner le nuage d’atomes froids dans la direction des x. Dans ce cas, si la
fréquence de piégage est bien plus grande que la température et le potentiel chimique,
le champ quantique Ψ̂(r) dans les directions transverses est très bien approché par l’état
fondamental φ0 du piège Ψ̂(r) = Ψ̂(x)φ0(y)φ0(z)[98, 99], où, dans la limite de champ
moyen et à basse température, Ψ̂(x) =

√
Nφ(x) et il est possible d’écrire l’équation de

Gross-Pitaevskii unidimensionnelle pour φ(x) :

i~∂tφ(x) =
[
− ~2

2m∇
2
x + V (x)

]
φ(x) + g1DN |φ(x)|2φ(x). (2.3)

Cependant, en dimension 1, les approches champs moyen ne sont plus utilisables du
fait que les fluctuations quantiques deviennent non négligeables [100]. Dans la limite du
continu, atteignable expérimentalement par l’application d’un piège transverse très fort
dans les directions (y, z) pour que la physique opère dans la direction des x, nous pouvons
utiliser le modèle de Lieb-Liniger [101, 102], décrivant la physique de bosons en interaction
dans le continuum unidimensionnel. C’est la limite qui nous intéresse dans ce manuscrit,
et que nous décrivons en détail dans ce chapitre.
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2.1. Le modèle de Lieb-Liniger

2.1 Le modèle de Lieb-Liniger
En physique quantique, nous disposons d’une variété d’hamiltonien infinie, dont découle
tout autant d’équations de Schrödinger associées à ces derniers. Pour autant, il est connu
que nous disposons rarement d’une solution exacte sans avoir recours à des approxi-
mations, sauf dans des cas particuliers simples. La recherche de solutions approximées
toujours plus précises est un domaine de recherche à part entière, et a permis au travers
des années de décrire certain modèle de manière quasi-exacte dans une certaine mesure. Il
reste néanmoins des modèles exactement solubles, dont un des exemples les plus probant
en dimension 1 est le modèle de Lieb-Liniger décrit pour la première fois en 1963 pour
comprendre la physique des bosons en interactions de contact [101, 102].

2.1.1 Hamiltonien et ansatz de Bethe
L’hamiltonien le plus simple afin de décrire un système de N particules en présence
d’interactions de contact peut être écrit comme il suit :

HLL =
N∑
i=1

p2
i

2 + g1D

N∑
i<j=1

δ(xi − xj), (2.4)

où g1D est la force d’interaction. L’équation de SchrödingerHLLΨB = EΨB qui en découle
se résout par l’explicitation de la forme de ΨB. La symétrie bosonique de la fonction
d’onde requiert qu’elle soit symétrique sous une permutation de deux particules, celle-ci
est complètement définie dans le domaine des positions telles que 0 ≤ x1 ≤ x2 . . . xN ≤ L,
où L est la taille totale du système. Dans cette région, on cherche alors une solution de
la même forme que celle proposé par H. A. Bethe en 1931 [103] :

ΨB(x1, . . . , xN) =
∑
P
a(P) exp(i

N∑
j=1

kP(j)xj) (2.5)

où P décrit toutes les permutations possibles des impulsions {k1, . . . , kN}, tandis que les
coefficients a(P) sont déterminés par les collisions à deux corps possibles, dépendant des
kPj . C’est par ailleurs en 1993 que T. Dorlas montre que toutes les fonctions propres de
l’hamiltonien HLL sont de la forme de l’ansatz de Bethe [104]. La détermination précise
de ΨB dépend essentiellement des impulsions k, qui sont elles même déterminées par les
conditions périodiques que nous imposons au système. Cela nous mène à N équations de
la forme :

Lkj = 2πIj − 2
N∑
i=1

arctan
(

2(kj − ki)
g1D

)
(2.6)

où I1 ≤ I2 ≤ . . . ≤ IN sont des entiers quand N est impair, et prennent des valeurs demi-
entières lorsque N est pair, tel que Ii = ±2i−1

2 . D’autre part, dans l’état fondamental, les
nombres I respectent l’équation :

Ij+1 − Ij = 1, (2.7)

pour j ∈ [1, N [, et I1 = −IN .
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Chapitre 2. Gaz de Bose unidimensionnel

Il existe également dans ce système deux types d’excitations élémentaires décrites par
E. Lieb [102]. L’excitation de type I revient à choisir un ensemble I1, . . . , IN−1 comme
auparavant, et d’augmenter IN d’une quantité n > 0 (ou de manière équivalente diminuer
I1 de la même quantité n). Dans ce cas, les impulsions dans ces états excités sont p =
2πn/L. L’excitation de type II elle revient à choisir un nombre n entre 0 et N/2, et
d’accroître tous les Ii de 1 pour i ≤ n. Les impulsions de ces états excités sont p =
π − 2πn/L, et sont limitées par |p| ≤ π. En particulier, ces deux types d’excitations
peuvent être combinées, et sont de nature bosonique. En notant E0 l’énergie de l’état
fondamental, l’énergie des excitations relativement à l’état fondamental sont donnés par
ε1,2 = E1,2(p)− E0, où E1,2(p) sont les énergies des états excités.

2.1.2 Limite thermodynamique
La limite thermodynamique d’un système de particules s’obtient en prenant N,L → ∞,
en maintenant le rapport ρ = N/L constant. Dans ce cas, la résolution dans l’espace des
impulsions est fine, et on s’attend à ce que les kj soient proches les uns des autres. De ce
fait, les sommes discrètes que nous avons fait plus tôt sont remplacées :

∑
k

(. . .) = L
∫ κ

−κ
f(k)dk, (2.8)

où Lf(k)dk est le nombre de kj entre k et k+dk, et ±κ représente la région des impulsions
où la distribution f(k) des solutions (2.6) est non nulle. La limite dans le continuum de
l’équation (2.6) s’écrit ainsi :

kL = 2πI + L
∫ κ

−κ
arctan

(
2(k − k′)

g

)
f(k′)dk′ (2.9)

En dérivant la précédente équation, et en utilisant le fait que dI
dk

= Lf(k) et que nous
voulons une densité fixe dans la limite thermodynamique, la fonction f respecte donc les
deux équations suivantes :

g
∫ κ

−κ

f(k′)
g2

4 + (k − k′)2
dk′ = 2πf(k)− 1,∫ κ

−κ
f(k)dk = ρ.

(2.10)

Ces deux équations conjointement donnent une solution unique et positive, et l’énergie
du système est déterminée par f via l’équation suivante :

e = 1
ρ3

∫ κ

−κ
k2f(k)dk. (2.11)

Dans ce cas, l’énergie de l’état fondamental rescalée notée e = E0/Nρ
2 est une fonction

continue de γ = mgL/(~2N), qui est le paramètre adimensionné que nous avons évoqué
plus tôt, et qui décrit la force d’interaction entre les particules. Pour γ = 0, l’énergie
de l’état fondamental est celui d’un gaz de bosons libres, tandis que pour γ → ∞, on
retrouve l’énergie d’un gaz de Tonks-Girardeau. Entre ces deux limites qui nous donnent
un résultat simple, il est nécessaire de calculer E0 qui est la seule inconnue qui détermine
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l’énergie e(γ) du système.

Figure 2.3 – Évolution de l’énergie de l’état fondamental rescalée
e(γ) en fonction du paramètre d’interaction γ venant de [101]. Le
résultat exact est comparé aux résultats des analyses perturbatives
à l’ordre 0 et de Bogoliubov dans la limite des γ petits. La théorie
perturbative de Bogoliubov donne une bonne approximation de e(γ)
jusqu’à γ ' 2. Les tirets à la valeur π2/3 donnent la valeur de e(γ)
dans le régime de Tonks-Girardeau. Les auteurs précisent que pour
arriver aux voisinages de ce régime, il faut aller au minimum à
γ = 37, les valeurs en deçà correspondant à un régime d’interaction
intermédiaire.

La figure 2.3 représente l’évolution de e(γ), obtenue numériquement à partir des équations
précédentes. À noter que pour γ = 0 existe une non-analycité dans la fonction e(γ), ce
qui implique entre autre que les théories perturbatives ne peuvent au mieux être valides
qu’au voisinage des γ faibles. Cela signifie en outre qu’un système en présence d’une force
d’interaction d’intensité quelconque est fondamentalement différent de sa version sans
interaction. La figure 2.4 quant à elle représente les excitations du modèle de Lieb-Liniger
dans le régime des faibles interactions. Nous voyons en particulier que les excitations de
type I, dites élémentaires, sont très bien décrites par la théorie perturbative de Bogoliubov
dans ce régime. À l’opposé, les excitations de type II, n’a pas d’équivalent via une analyse
de type Bogoliubov. Elles peuvent néanmoins être identifiée à l’apparition d’un état de
soliton sombre, comme montré dans [105].

2.1.3 Absence de condensation de Bose-Einstein
Il existe deux manières équivalentes de caractériser la phase condensée d’un nuage d’atomes
froids [106] :
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Chapitre 2. Gaz de Bose unidimensionnel

Figure 2.4 – États excités de type I et II, venant de [102]. Les
énergies des excitations ε1,2 sont données en fonction des impulsions
p par unité de ρ pour γ = 0.787. Les tirets représentent le résultat
de la théorie de Bogoliubov.

— La matrice densité à un corps ρ(x) ∼ 〈Ψ†(x)Ψ(x′)〉 tend vers une valeur non nulle
en fonction de la distance relative r = |x− x′| et en particulier quand r →∞.

— La matrice densité à un corps a une valeur propre de l’ordre du nombre total de
particules N , ce qui indique qu’il y a un nombre macroscopique de particules dans
la phase condensée N0 ∼ N .

Le premier point traduit la présence de corrélation à longue portée, tandis que le second
traduit la présence d’un nombre d’occupation macroscopique d’un seul état quantique, ce
qui caractérise en effet une phase de condensat de Bose-Einstein comme décrit plus tôt.
En dimension 1 cependant, il est nécessaire de revisiter ces caractéristiques au vu de la
réduction de dimension. En particulier, deux inégalités fondamentales ont été dérivées,
qui assure qu’il n’y a pas de vrai ordre à longue portée en 1D, et ainsi que la condensation
n’opère pas en dimension 1. À température T > 0, l’inégalité de Schwarz dans une forme
dite de Bogoliubov, utilisée pour fixer une borne inférieure aux fluctuations d’un opérateur
quantique donné, a été employée par Wagner et Mermin [107] ainsi que Hohenberg [108]
pour étudier la divergence dans le domaine infrarouge de la distribution en impulsions nk.
Il en découle l’inégalité suivante :

nk ≥
mkBT

k2
N0

N
− 1

2 . (2.12)

Dans ce cas, nous avons besoin de N0 = 0, en particulier du fait de la divergence infrarouge
en 1/k2 en k = 0 lorsqu’on intègre sur les impulsions k. Autrement, le nombre de particules
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condensées N0 et non-condensées du fait de la dimensionnalité seraient toutes deux des
nombres macroscopiques, ce qui est en contradiction. L’interprétation physique de ce
résultat est que les fluctuations thermiques sont responsables de l’absence d’une phase
condensée. À température nulle, seules les fluctuations quantiques sont en mesure d’avoir
un impact, et l’approche précédente doit donc être généralisée. En partant à nouveau
de l’inégalité de Schwartz, Pitaevskii et Stringari ont établi une manière de connecter la
distribution en impulsion et le facteur de structure statique S(k) [109] via une inégalité
comme il suit :

nk ≥
1

2S(k)
N0

N
− 1

2 . (2.13)

En sachant que S(k) ≤ ~k/(2mvs), où vs est la vitesse du son, une divergence infrarouge
cette fois-ci linéaire se produit dans la distribution nk. Encore une fois, la fraction conden-
sée et non condensée seraient macroscopiques, sauf si N0 = 0. Ainsi, un gaz atomique
homogène ne présente donc pas de condensation de Bose-Einstein, même à température
nulle en 1D.

Il reste tout de même à noter que la dispersion, semblable à celle des phonons, qui ca-
ractérise le système, assure la présence d’un ordre à quasi-longue portée 1. Cela implique
entre autre que la matrice densité décroît en loi de puissance

〈Ψ†(x)Ψ(x′)〉 → 2
|x− x′|1/2K

, (2.14)

pour |x−x′| → ∞, où l’exposant dépend de la force d’interaction au travers de l’exposant
de Luttinger K. Pour de faibles interactions, K � 1, et la matrice densité décroît alors
lentement du fait de son faible exposant. Dans ce cas, le gaz est alors dans une phase
quasi-condensée, avec une physique très proche de la physique d’un condensat. À l’in-
verse, pour des interactions fortes, K = 1, l’exposant n’est plus négligeable, et aucun effet
de condensation n’est attendu. Nous présentons dans la section suivante les caractéris-
tiques d’un gaz de Tonks-Girardeau, et comment il se démarque d’une phase condensée,
notamment au travers de la matrice densité et la distribution en impulsion.

2.2 Gaz de Tonks-Girardeau
Au regard de l’Hamiltonien (2.4), deux limites d’interaction triviales ressortent immédia-
tement :
— g1D = 0, au quel cas le système de bosons sans interaction occupe le même état

quantique à un corps, et ainsi la fonction d’onde à N corps est un produit de ces N
états quantiques à un corps.

— g1D → ∞, où cette fois-ci le système entre dans le régime de Tonks-Girardeau,
régime d’intérêt pour nous, entre autre car il nous offre une solution exacte du
problème via le théorème de Bose-Fermi [110].

1. En opposition à l’ordre à longue portée qui se traduit par des corrélations qui s’étendent sur tout
le système, comme dans un condensat de Bose-Einstein.
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Le gros intérêt de ce dernier régime réside d’une part dans sa solvabilité exacte, mais éga-
lement dans le fait que n’importe quel potentiel V (x, t) peut être considéré, indépendant
ou dépendant du temps [111], ce qui n’est pas le cas dans d’autres régimes d’interaction
résolut par l’ansatz de Bethe. Nous présentons dans cette partie les propriétés du gaz de
Tonks, ainsi que les méthodes numériques afin d’obtenir les observables pertinentes telles
que la matrice densité ou la distribution en impulsions.

2.2.1 Théorème de correspondance de Bose-Fermi
Dans la situation où nous sommes, l’énergie d’interaction voit sa contribution tendre
vers l’infini à chaque fois que deux particules xi et xj sont au même endroit du fait
de la présence du potentiel d’interaction de contact δ(xi − xj), pondéré par une force
d’interaction infinie. Cela n’étant pas souhaitable, notamment parce que cela rendrait le
système non-physique, nous avons la main sur la physique de la fonction d’onde à N -corps
ΨB, nous imposons :

ΨB(x1, . . . , xi = xj, . . . , xN) = 0. (2.15)
Il est alors intéressant à ce stade de remarquer qu’il en va de même pour une fonction
d’onde à N -corps fermionique du fait du principe d’exclusion de Pauli. L’idée géniale de
Girardeau est alors de considérer que ce même principe d’exclusion peut modeler l’effet
des interactions entre les bosons. Ainsi est fait le lien entre un système de N bosons
en interaction infinies, et un système de N fermions libres sans spin via la relation de
mapping :

ΨB(x1, . . . , xN , t) = A(x1, . . . , xN) 1√
N !

det [ψl(xm, t)] , (2.16)

où A(x1, . . . , xN) = ∏
j<l sign(xj −xl), qui permet de restaurer la symétrie bosonique lors

d’un échange de particules. Le second terme est la forme explicite de la fonction fermio-
nique à N -corps, qui n’est autre que le déterminant de Slater.

D’autre part, un avantage majeur de cette correspondance vient du fait que la différence
entre la fonction d’onde bosonique et fermionique à N -corps est un terme de phase glo-
bale dans les différents secteurs de coordonnées, l’énergie des bosons est alors la même
que celle des fermions libres, i.e. E = ∑N

i=1 p
2
i /2m. De plus, toutes les quantités dépen-

dantes de la valeur absolue de la fonction d’onde, comme la distribution de densité ou la
fonction de corrélation de densité sont ainsi les mêmes pour le gaz de Fermi ou le gaz de
Tonks-Girardeau. Cependant, d’autres observables comme la matrice densité, ainsi que
la distribution en impulsion sont drastiquement impactées par la phase imposée par la
fonction de mapping A(x1, . . . , xN).

2.2.2 La matrice densité réduite à un corps et distribution en
impulsion

La matrice densité réduite à un corps du système est définit comme il suit :

ρ(x, y, t) = N
∫
dx2 . . . dxNΨ∗B(x, x2, . . . , xN , t)ΨB(y, x2, . . . , xN , t). (2.17)
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Ainsi, en suivant les travaux de Girardeau, nous définissons la distribution en impulsion
en fonction de ρ(x, y, t) comme :

n(k, t) =
∫
dx
∫
dyeik(x−y)ρ(x, y, t). (2.18)

À présent, nous présentons la méthode numérique qui, à partir de la physique d’un gaz
de Fermi, nous permet d’obtenir la physique d’un gaz de bosons en interaction.

La première étape est d’abord de discrétiser l’Hamiltonien (2.4), donnant ainsi un Hamil-
tonien de bosons sur sites suivant :

HTG = −t
Ns∑
i=1

(b†ibi+1 + h.c.) + Vα(t)
Ns∑
i=1

xαi ni, (2.19)

où ni = b†ibi, et Ns est le nombre de sites du système. On a là à faire à un Hamiltonien de
bosons sur sites, contenu dans un potentiel piégeant quelconque. Pour prendre en compte
la nature particulière des bosons en interaction infinies, nous imposons des contraintes sur
les opérateurs bosoniques, i.e. b†2i = b2

i = 0 et {bi, b†i} = 1, qui assurent que deux particules
ne puissent pas être au même endroit. Afin de faire le lien entre le système de fermions et
de bosons, nous procédons à la transformation de Jordan-Wigner, permettant ce pont via
la transformation des opérateurs bosoniques, en opérateurs fermioniques. Pour ce faire,
on définit :

b†i = f †i

i−1∏
β=1

e−iπf
†
β
fβ

bi =
i−1∏
β=1

eiπf
†
β
fβfi.

(2.20)

En appliquant cette transformation sur l’Hamiltonien HTG, on obtient alors un hamilto-
nien de fermions sur site HF = −t∑i(f †i fi+1 + h.c.) + Vα(t)∑i x

α
i n

F
i , avec nFi = f †i fi.

Ensuite, nous devons regarder la fonction de Green associée au système de bosons en
interaction. En utilisant la transformation de Jordan-Wigner, on obtient :

Gij = 〈ΨG
TG|bib

†
j|ΨG

TG〉 = 〈ΨG
F |

i−1∏
β=1

eiπf
†
β
fβfif

†
j

j−1∏
γ=1

e−iπf
†
γfγ |ΨG

F 〉 , (2.21)

où |ΨG
TG〉 et |ΨG

F 〉 représentent respectivement les états fondamentaux des bosons en in-
teraction et des fermions libres. Cette dernière fonctions d’ondes à N -corps est un déter-
minant de Slater, et donc comme un produit de fonction d’onde à un corps :

|ΨG
F 〉 =

N∏
δ=1

Ns∑
σ=1

Pσδf
†
σ |0〉 , (2.22)

où P est la matrice des composantes de la fonction d’onde |ΨG
F 〉, données par les N

fonctions propres de l’Hamiltonien. En posant |ΨB
F 〉 = f †j

∏j−1
γ=1 e

−iπf†γfγ |ΨG
F 〉 et 〈ΨA

F | =
〈ΨG

F |
∏i−1
β=1 e

iπf†
β
fβfi, nous pouvons ainsi écrire la fonction de Green sous une forme simple :
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Gij = 〈ΨA
F |ΨB

F 〉 . (2.23)
Afin de calculer |ΨA,B

F 〉, nous notons que :

i−1∏
β=1

e−iπf
†
β
fβ =

i−1∏
β=1

[
1− 2f †βfβ

]
(2.24)

De ce fait, l’effet du terme ∏i−1
β=1 e

−iπf†
β
fβ sur l’état fondamental fermionique (2.22) est de

changer le signe des éléments Pσδ pour σ ≤ i − 1. L’opérateur création au site i quant à
lui implique l’addition d’une colonne à la matrice P, avec l’élément PiNf+1 = 1, et tous
les autres égaux à 0. Dans ce cas, on peut réécrire |ΨA

F 〉 et |ΨB
F 〉 comme il suit :

|ΨA
F 〉 =

N ′∏
δ=1

Ns∑
σ=1

P
′A
σδ f

†
σ |0〉 ,

|ΨB
F 〉 =

N ′∏
δ=1

Ns∑
σ=1

P
′B
σδ f

†
σ |0〉 ,

(2.25)

où P′A et P′B sont obtenues à partir de P en changeant le signe et en ajoutant la colonne
supplémentaire (N ′ = N + 1). Ainsi, on peut écrire la fonction de Green :

Gij = 〈ΨA
F |ΨB

F 〉 = det
[(
P′A

)†
P′B

]
. (2.26)

Avec cette dernière relation, nous sommes en mesure d’estimer numériquement la fonction
de Green, et la matrice densité à un corps est donnée par :

ρij = 〈b†ibj〉 = Gij + δij(1− 2Gii). (2.27)
Notre méthode numérique de calcul de la matrice densité repose sur le calcul de détermi-
nant de matrice de taille (N+1)×(N+1) [112], tandis que d’autres approches, également
se basant sur la transformation de Jordan-Wigner, évaluent la matrice densité à un corps
comme le calcul de déterminant de Töplitz de matrice de taille (Ns − 1)× (Ns − 1) [93].
D’autres méthodes existent, se basant directement sur l’aspect continu de système boso-
nique, qui se démarquent totalement de leur version discrète [100]. Ces méthodes calculent
alors la matrice densité réduite en exprimant cette dernière dans la base d’état à un corps
évoluant dans le temps [113, 114].

Température nulle

Afin de caractériser les corrélations au sein du système, nous introduisons la fonction de
corrélation définit comme il suit :

g1(r) = 1
L

∫
dRρ(R− r/2, R + r/2), (2.28)

où R = x+y
2 et r = |x − y|. Ainsi, en faisant la moyenne sur les positions moyennes R

de la matrice densité calculée numériquement, il est possible de retrouver les comporte-
ments attendus de l’état fondamental d’un gaz de Tonks-Gireardeau. Ceci est montré sur
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Figure 2.5 – Graphique principal : fonction de corrélation g1(r)
en fonction de r/L pour N = 11. Encart (a) : mêmes données, en
échelle log-log. Les tirets rouge mettent en lumière la décroissance
algrébrique à grande distance en 1/

√
r. Encart (b) : comportement

du pic central de la distribution en impulsion nk=0 en fonction du
nombre de particules. Les pointillés représentent le comportement
attendu en 1.43

√
N − 0.56 + 0.12N−4/3 prédit par [115].

la figure 2.5, notamment dans l’encart (a), où nous voyons clairement une décroissance
algébrique en 1/

√
r, marque des corrélations à quasi-longue portée [100].

D’autre part, en faisant une double transformée de Fourier sur ρij, nous sommes en me-
sure de calculer numériquement la matrice densité dans l’espace des impulsions, dont
la diagonale est la distribution en impulsion du système de N particules. La figure 2.6
présente la distribution en impulsion bosonique pour 11 particules, comparée à la distri-
bution fermionique correspondante. Nous voyons qu’elles sont toutes deux drastiquement
différentes, où la distribution fermionique est une mer de Fermi entre −kF et kF , tandis
que la distribution bosonique quant à elle présente une divergence au voisinage de k = 0
[116], démonstration de la présence d’une quasi-condensation de Bose-Einstein. L’encart
(b) de la figure 2.5 montre le comportement du pic central de la distribution, se voyant
croître comme

√
N [115], une autre marque des corrélations à quasi-longue portée dans

le système, qui se retrouve dans la distribution en impulsion pour un grand nombre de
particules, où l’on trouve que nk→0 ∝ 1/

√
k, marque d’une quasi-condensation du gaz de

Tonks-Girardeau.

Par ailleurs, l’encart de la figure 2.6, graphe de la distribution en impulsion du gaz de
Tonks-Girardeau en échelle log-log, montre qu’à grandes impulsions, la distribution boso-
nique décroît en loi de puissance 1/k4, prédit par Minguzzi et al. [117]. Il est possible de
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Figure 2.6 – Figure principale : Comparaison de la distribution en
impulsions des fermions libres et du gaz de Tonks-Girardeau dans
l’état fondamental issue de nos simulations numériques. Encart :
distribution en impulsion du gaz de Tonks-Girardeau en échelle
log-log. Les tirets rouges montrent le comportement en 1/k4 de
la distribution à grandes impulsions, marque des interactions. Ici
N = 11.

caractériser cette décroissance par une quantité C, plus connue sous le nom de contact de
Tan, définie par nk = C/k4. Celui-ci peut être estimé au travers d’une fonction Fhom, tel
que C = 2

π
Fhom [118], où nous définissons :

Fhom = 1
L2

∑
µ,ν

fνfµ(k2
µ − kµkν). (2.29)

où fµ = 1 pour |µ| < kF et 0 autrement dans l’état fondamental, et kµ = 2πµ/L avec µ =
0,±1,±2, . . .. Dans cette situation, on peut écrire le contact de Tan de l’état fondamental
d’un gaz de Tonks-Girardeau composé de N bosons comme il suit :

C0 = 2π
3L3N

2(N2 − 1) (2.30)

Nous montrons sur la figure 2.7 les distributions en impulsion bosoniques pour différents
nombre de particules N , dont le comportement à grandes impulsions est bien décrit par
C0/k

4. 2

2. À noter qu’à grand nombre de particules, le comportement de nos données à grandes impulsions
s’écartent du comportement en C0/k4, ce qui est lié à des effets de discrétisation numérique.
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Figure 2.7 – Distribution en impulsion d’un gaz de Tonks-
Girardeau pour différentes valeurs de N . En tirets, nous montrons
que le comportement à grandes impulsions de la distribution C/k4,
très bien fitté par le contact de Tan C0 dans l’état fondamental.

Enfin, une ultime observable reliée aux corrélations qui nous intéresse sont les orbitales
naturelles, que nous pouvons interpréter comme des états à un corps effectifs. Ces dernières
sont définies comme les fonctions propres de la matrice densité [119] :

Ns∑
j=1

ρijφ
η
j = ληφ

η
i , (2.31)

où λη est l’occupation de la η-ème orbitales. Dans le cas périodique où nous sommes,
les orbitales naturelles sont des ondes planes dont l’orbitale la plus occupée est celle
correspondant à l’impulsion nulle (souvent, on associe celle-ci au quasi-condensat). En
particulier, les valeurs propres viendront par paires du fait de la symétrie de translation
du système, et vont correspondre dans ce cas à la distribution en impulsion bosonique du
système [112].

Température finie

À température finie, le comportement du gaz de Tonks-Girardeau change, du fait que
les occupations des états d’énergies sont alors pondérées par les poids de Boltzmann,
changeant drastiquement le comportement des observables. Dans le même esprit que la
méthode décrite plus tôt, d’autres ont été développées afin de prendre en compte les effets
de température finie [120].

Côté fermions libres à température finie, la distribution en impulsion initialement la mer
de Fermi, décrit à présent une distribution de Fermi-Dirac notée fFD(T, µ) = 1/(1 +
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e(E−µ)/kBT ), avec T la température, et µ le potentiel chimique. Côté bosons en inter-
action, le pic central lié à la quasi-condensation est détruit, et arrondis à plus hautes
températures. Ceci est montré sur la figure 2.8, où nous voyons l’étalement de la distri-
bution à mesure que la température augmente.

Figure 2.8 – Distribution en impulsion du gaz de Tonks-Girardeau
(a)-(c), et du système correspondant de fermions libres (d)-(f). La
distribution fermionique devient une distribution de Fermi-Dirac,
décrit par une température et un potentiel chimique, tandis que
la distribution bosonique voit sa phase quasi-condensée complète-
ment détruite, où le pic central se réduit pour s’arrondir peu-à-peu,
marque de la décohérence induite par la température. Issue de [120].

D’autre part, le pic central, connu plus tôt pour se comporter en
√
N ne se comporte plus

comme tel, mais finit par saturer pour à une valeur finie pour N → ∞, jusqu’au point
où, à haute température, ce dernier ne dépende même plus du nombre de particules, voir
figure 2.9.

Cela traduit également un impact sur les corrélations. En effet, comme nous le voyons
sur la figure 2.10, dont la décroissance, non plus algébrique mais exponentielle, met en
lumière la destruction des corrélations à quasi-longue portée.

Une quantité alors utile pour quantifier cette perte de cohérence est la longueur de cor-
rélation rc du système. Celle-ci est définit à partir de la décroissance exponentielle de la
fonction g1(r) ∼ e−|r|/rc . Cette dernière peut être estimée en la définissant comme étant
le moment d’ordre 2 de la fonction de corrélation [120] :

rc =

√√√√2
∑
r r2g1(r)− (∑r rg1(r))2∑

r g1(r) . (2.32)
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Figure 2.9 – Évolution du pic central nk=0 en fonction du nombre
de particules N . Issue de [120].

Figure 2.10 – Décroissance exponentielle de la matrice densité à
un corps en présence d’une température en échelle semi-log. En tiret
est montré l’état fondamental du système à T = 0. Issue de [120].

À basse température, la longueur de corrélation varie avec l’inverse de la température
comme rc ∼ ~vF

kBT
[100], tandis qu’à plus haute température on s’attend à ce que le nuage

d’atome froids soit un nuage thermique, dont la longueur de corrélation est de l’ordre de
la longueur de De Broglie λDB = ~/

√
2mkBT [100]. Enfin, le comportement à grandes

impulsions de la distribution en impulsion se voit être impactée au travers du contact de
Tan, qui, à partir de l’équation sur Fhom (2.29) est donné par [121] :

CT = (2mkBT )2L

~42π f1/2

(
µ

kBT

)
f3/2

(
µ

kBT

)
(2.33)

où fα(x) = 1
Γ(α)

∫∞
0

tα−1

et−x+1 est l’intégrale de Fermi-Dirac. Il est par ailleurs possible de
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trouver une expression reliant le contact de Tan à la densité du système et à son énergie.
En effet, ces dernières sont reliées à l’intégrale de Fermi-Dirac présente dans l’expression
(2.33) :

N/L =
√
m(kBT )1/2

~
√

2π
f1/2

(
µ

kBT

)
,

E/L =
√
m(kBT )3/2

2~
√

2π
f3/2

(
µ

kBT

) (2.34)

ce qui mène à l’expression simple de CT en fonction de E et N :

CT = 8mEN
~2L

. (2.35)

Enfin, la quasi-condensation étant détruite, l’orbitale naturelle la plus occupée voit son
nombre d’occupation associé décroître, et ceux des autres orbitales s’accroître, ce qui est
naturel si on s’en réfère à leur similarité avec la distribution en impulsion qui s’arrondit
en son centre, et s’étale sur les états d’impulsions.

Ainsi, les deux chapitres précédents ont mis deux aspects de ce manuscrit en lumière :
le Kicked Rotor unidimensionnel quantique périodique et quasi-périodique, et le gaz de
Tonks-Girardeau. L’objectif du manuscrit est clair, et cherche à unir ces deux systèmes
afin de construire une étude complète d’un gaz de Tonks-Girardeau kické périodiquement
et quasi-périodiquement. Ce manuscrit se trouve au bout de plusieurs dizaines d’années de
recherches autour de la question de la survie de la localisation dynamique au travers d’une
multitude de méthodes donnant lieu à tout autant de résultats et phénomènes explorés.
Nous présentons ce cadre et le contexte de notre recherche à l’aide du prochain chapitre,
qui rapporte l’état de l’art de la recherche sur l’effet des interactions dans le Kicked Rotor.
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Chapitre 3
Intermezzo : effet des interactions sur la
localisation dynamique

L’avenir étant toujours chargé de passé pour prévoir,
c’est-à-dire voir en avant, il faut d’abord regarder en arrière.

Gustave Le Bon

Dans notre approche du Kicked Rotor, il n’a été question que de la physique à un corps,
sans interaction. La question de l’impact des interactions sur la localisation dyna-

mique est une question fondamentale, qui, du fait de la correspondance avec un modèle
d’Anderson, couplé à l’avènement des expériences d’atomes froids, n’a cessé de challenger
les physiciens sur tous les plans - théorique, numérique, et expérimental - au sujet de la
compréhension des systèmes perturbés périodiquement.

Cette question a fait l’objet d’une multitude de recherches, avec tout autant de modèles-
jouets afin de modéliser le couplage entre particules induit par les interactions. Bien sûr,
des approches de champs moyens comme l’équation de Gross-Pitaeskii ont été utilisées,
et sont en mesure de capturer la physique d’un gaz d’atomes froids kickés en présence
d’interaction faibles. Enfin, des approches au delà du champ moyen ont été employées,
notamment pour comprendre la physique en dimension 1, où l’approche de champ moyen
n’est plus valide.

Dans ce chapitre, nous présentons l’état de l’art de la recherche des effets des interactions
sur la localisation dynamique dans le modèle du Kicked Rotor quantique périodique et
quasi-périodique, des modèles-jouet aux méthodes au delà du champ-moyen, en passant
par l’équation de Gross-Pitaevskii.

3.1 Modèles-jouet
Afin d’explorer les effets des interactions sur un système de rotors kickés périodiquement
en temps, des modèles-jouet ont été imaginé afin d’introduire de différentes manières des
couplages entres les rotors, et en observer les effets. Un modèle pionnier est proposé par
Adachi, Toda et Ikeda au travers de l’Hamiltonien suivant :
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Ĥ =
N∑
i=1

p̂i
2 +

 N∑
i=1

Ki cos θ̂i +
N∑
i 6=j

εi,j cos(θ̂i − θ̂j)
 +∞∑
n=−∞

δ(t− n) (3.1)

où εij est la constante de couplage, et Ki est le paramètre de stochasticité associé au
i-ème rotors. Le premier terme correspond à l’Hamiltonien du Kicked Rotor, tandis que le
second est un terme de couplage dépendant de la position de chacun de rotors, ce qui ne
va pas sans rappeler les termes de couplages dans le modèle XY, dépendant cette fois-ci
de l’angle relatifs des spins couplés.

En 1988, Adachi, Toda et Ikeda [122] travaillent avec cette dynamique, en se concentrant
sur un système à deux rotors, tel que K1 = K2, dorénavant noté K, et les rotors ont
la même masse. En particulier, il est connu que dans la version classique du Kicked Ro-
tor, des conditions initiales infiniment proches l’une de l’autre finissent par diverger de
par la dynamique chaotique inhérente au système. Cet écart, exponentiel avec le temps,
est caractérisé par le fameux exposant de Lyapunov, noté λ. Quand bien même cette
divergence n’est plus dans sa version quantique, il est possible de dériver un temps pour
lequel les deux systèmes correspondent. En pratique, ce temps est extrêmement court et
est appelé temps d’Ehrenfest tE ∼ λ−1 log(A/~), où A est l’action classique. Les auteurs
s’interrogent alors quant à un potentiel retour de la classicalité dans un système pourtant
quantique du fait du couplage des rotors.

Un premier effet notoire présenté par les auteurs est l’apparition d’une diffusion classique.
En effet, les auteurs introduisent deux quantités : le momentM (i)(t) = 〈Ψ0|(p̂(i)

t − p̂
(i)
0 )2|Ψ0〉,

où Ψ0 est la fonction d’onde associée à l’état initial, ainsi que la constante de diffusion
associé à M , D(i)(M) = [dM (i)/dt]t=tM , où tM est déterminé par M (i)(tM) = M . Comme
cela est attendu pour le Kicked Rotor quantique,M (i) tend à saturer à temps longs lorsque
ε est suffisamment faible. Un état transitoire apparaît lorsque des valeurs intermédiaires
de ε sont prises, où l’on arrive dans un régime de diffusion fractionnaire, i.e. M (i)(t) ∝ tβ,
avec β < 1. En augmentant encore le couplage, on atteint enfin β = 1, signe de la diffusion.
Ceci se trouve être une diffusion au premier abord classique, du fait que les valeurs des
constantes de diffusion associées aux deux rotors sont égales à la constante de diffusion
classique.

Cependant, la diffusion apparente du système ne suffit pas pour déclarer qu’il est à présent
un système classique. Pour sonder cela, les auteurs font une expérience de renversement
du temps, avant quoi ces derniers perturbent le système avec une perturbation ζ au temps
t = T . Si le système est classique, et qui plus est chaotique, ce dernier doit perdre mémoire
de son état initial, et ne doit plus être en mesure de retourner à cette dernière, et donc
briser la réversibilité temporelle du système. Le résultat présenté dans leur papier est sans
appel : à mesure que ζ augmente, l’irréversibilité temporelle est d’autant plus marquée,
signature d’une physique à présent classique et chaotique.

Une question naturelle se pose alors : qu’advient-il du système si on instaure une “asymé-
trie” au niveau des paramètres choisis ? En effet, les deux rotors sont déjà dans un régime
chaotique, avant même que les interactions soient introduites dans le précédent cas. Par
exemple, en choisissant des forces de kicks K1 > Kc et K2 < Kc (Kc faisant référence à la
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force de kicks au delà de laquelle nous sommes dans le régime chaotique), il est possible
de montrer que le premier rotor étant dans le régime chaotique, finit par contaminer le
second rotor et transformer la physique globale des rotors en physique classique chaotique.
D’autre part, une étude [123] propose un modèle prenant en compte des rotors de masses
différentes, l’un étant largement plus lourd que l’autre afin de simuler la physique, par
exemple, des atomes en interaction ayant des masses différentes. Il y est comparé deux
types d’interaction, l’une similaire au modèle de [122], l’autre étant une barrière de po-
tentielle infinie empêchant les rotors de s’éloigner au-delà d’une certaine distance. Dans
les deux cas, les conclusions sont somme toutes les mêmes : le premier rotor, pourvu qu’il
soit dans un régime de K où le chaos classique existe, fait transiter le second, plus lourd
et hors du régime chaotique, dans la transition quantique-classique.

La limite qui nous intéresse au travers de ce manuscrit est celle pour laquelle nous avons
un grand nombre de particules. Une manière de procéder est de faire correspondre notre
système avec un système type Anderson désordonné, dont les états propres sont les états
de Floquet. C’est l’idée sur laquelle se repose la recherche de Notarnicola et al. [124],
qui étudient le même modèle avec l’Hamiltonien (3.1), où le couplage est de la forme
εij = εδi,j−1, ce qui donne lieu à la possibilité de faire correspondre le système de N -
rotors avec un système d’Anderson à N -dimension :

∑
m6=m′

Wmm′ 〈m′|φα〉+ ε(m) 〈m|φα〉 = 2 cos(ωα) 〈m|φα〉 (3.2)

où les φα sont les états propres de l’opérateur de Floquet associé à l’Hamiltonien (3.1),
avec leur quasi-énergies ωα, et sont ici projetés sur la base des impulsions {|m〉}m∈ZN . Une
limite triviale de ce modèle est pour N = 1, où le système est toujours localisé, comme
on l’attend d’un système désordonné d’Anderson à 1D. D’autre part, pour N = 2, nous
savons que le système désordonné voit son énergie croître et éventuellement localiser, mais
avec une longueur de localisation qui croît comme l’exponentielle du rapport K/k̄ 1, ce
qui est montré explicitement dans leur papier. Dans la limite N = 3, les auteurs montrent
également la transition d’une phase localisée à délocalisée, ce qui également illustré dans
leur papier. Ainsi, pour les premières limites à 1, 2 et 3 corps, la correspondance avec
un système d’Anderson respectivement à 1, 2 et 3 dimensions nous permet de faire des
déductions et est en accord avec les simulations.

L’objectif ici est de déterminer ce qu’il se passe pour N → ∞. La première chose est de
se pencher du côté système désordonné et la physique de l’équation (3.2) en dimension
N → ∞. Pour cela, nous savons appliquer la théorie d’échelle [6], dont nous avons parlé
au chapitre 1. Nous savons que pour N > 2, il existe une valeur de la conductance
adimensionnée g, qu’on note g∗N , telle que la dérivée logarithmique β(g∗N) = 0. Il est
possible de montrer que le logarithme de g∗N s’écrit comme suit :

log(g∗N) = −N + 3 + log(2/π)−N log(2
√

2π)−
(
N

2 + 1
) [

log
(
N

2 + 1
)
− 1

]
. (3.3)

1. Cela n’enlève rien à la véracité des résultats exposés plus tôt, où pour des constantes de couplage
relativement faible, la localisation est effectivement conservée.
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On peut ainsi déduire le comportement de la quantité log g∗N lorsque N → ∞, qui dans
ce cas diverge vers −∞. Cela implique que la valeur critique de g est toujours nulle dans
la limite thermodynamique, impliquant que le système est toujours délocalisé.

Pour mener une étude complète du système avec une approche champ-moyen dans la li-
mite thermodynamique, on s’intéresse aux limites dans laquelle cette approche est valable.
En particulier, il est connu que cette approche est exacte pour la limite d’un nombre de
coordination infinis, ou des interactions à portées infinies. Pour cela, les auteurs changent
la forme du couplage des rotors dans l’Hamiltonien 3.1, en prenant εij = ε

N−1 . Les au-
teurs font un ansatz de champ-moyen, en supposant qu’en partant d’un état factorisé
|ΨMF (0)〉 = ∏

i |Ψi(0)〉, le système reste dans une forme factorisée tout au long de l’évo-
lution temporelle, ce qui est exact dans la limite N →∞. En supposant une symétrie de
translation, tous les états |Ψi(0)〉 peuvent être écrit comme un seul et unique état |Ψ(0)〉.
Ainsi, après une évolution temporelle composée de n-kicks, on obtient alors l’état à un
corps |Ψ(n)〉, qui construit la fonction d’onde à N -corps |ΨMF (n)〉 comme un produit
tensoriel de cet états à un corps. Dans cette situation, il est possible d’écrire l’opérateur
évolution du système :

ÛMF (n) = e−
i
k̄
p̂2
2 e−

K
k̄

[1−εΨMF (n)] cos θ̂, (3.4)

où ce dernier dépend de l’état du système au n-ème kicks au travers du paramètres de
champ moyen ΨMF (n) = 〈Ψ(n)|eiθ̂|Ψ(n)〉. Cette approche à un corps est très pratique,
et nous pouvons même nous ramener à un opérateur semblable à celui du Kicked Ro-
tor unidimensionnel (1.9) avec une amplitude de kicks dépendant du temps en posant
K(n) = K[1 − εΨMF (n)]. À l’aide de cette approche, les auteurs trouvent alors que le
système de N -rotors kickés sont sujets certes à une délocalisation, mais sous la forme de
sous-diffusion, i.e. E ∝ tα avec un exposant α ∈ [0.6, 0.7], en accord avec le fait que le
système n’est plus en mesure de localiser dans la limite thermodynamique.

D’autres modèles-jouet ont fait l’objet d’études approfondies. Nous avons précedemment
discuté que dans le cas où les rotors sont couplés deux à deux, la localisation est détruite.
C’est en 2009 qu’un article est publié [125], où les auteurs, au travers d’un Hamiltonien
très général de rotors couplés, clament pour la première fois avoir trouvé des paramètres
pour lesquels on trouve une phase localisée dynamiquement à temps longs et de ma-
nière robuste. Plus récemment encore [126], les auteurs considèrent un système de rotors
couplés dans un cas spécial intégrable linéaire, où la localisation dynamique survit aux
interactions de manière robuste : on parle pour la première fois de localisation dynamique
à N -corps.

Le modèle intégrable sur lequel repose le papier est le modèle de Maryland [127, 128], où
la partie quadratique usuelle de la propagation en impulsion est remplacée par un terme
linéaire en impulsion. Que ce soit du point de vue classique ou quantique, leur dynamique
sont intégrables, et la localisation dynamique est cette fois, non plus due aux interférences
quantiques, mais à l’existence d’une famille complète d’intégrales du mouvement [129].
Les auteurs considèrent l’Hamiltonien suivant :
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Ĥ = 2π
N∑
i=1

αip̂i + 1
2

N∑
i 6=j

Jij(θ̂i − θj) + V̂
+∞∑

n=−∞
δ(t− n), (3.5)

où V̂ = ∑N
i=1K(θ̂i) un potentiel de modulation des kicks à un corps, et Jij un potentiel

d’interaction à deux corps symétrique par renversement de l’espace. L’opérateur de Flo-
quet est donné par ÛF = e−iV̂ e−iĤ0 où Ĥ0 comprend les deux premiers termes de l’Hamil-
tonien (3.5). L’énergie après le n-ème kicks, définit En = 〈Ψn|Ĥ0|Ψn〉, où |Ψn〉 = Ûn

F |Ψ0〉,
peut être écrit exactement comme suit :

En = E0 +
n∑
i=1

∑
m

2παi 〈Γ̂mi〉0
sin(mnπαi)
sin(mπαi)

, (3.6)

où E0 = 〈Ψ0|Ĥ0|Ψ0〉 correspond à l’énergie moyennée à N -corps sur les états initiaux. De
plus, Γ̂mi = −imkmeim(θ̂i+παi[Nkick+1]), qui dépend de la forme de K(θ̂) moyennée sur les
conditions initiales, et dû à sa nature périodique, est une fonction du nombre de kicks
Nkick et est bornée. À temps longs, la croissance de l’énergie est totalement déterminée
par la nature rationnelle ou irrationnelle des αi qui apparaît dans le ratio des fonctions
sinusoïdales. De plus, il est à noter que cette expression est indépendante des interactions
(démontré dans la référence que nous discutons), ce qui est une conséquence de l’inva-
riance par translation des interactions. L’étude ici repose essentiellement sur la physique
du système selon les αi, qui conduit dans certaines limites à la localisation ou la délocali-
sation à l’échelle des rotors individuels, et même à l’échelle du système, extrêmement bien
expliqué au travers du calcul des intégrales du mouvement. Il est ainsi montré que deux
types de résonances mènent à une délocalisation. L’une vient du fait que les paramètres
du système peuvent être commensurables avec le potentiel externe de kicks, là où l’autre
type de résonance vient des interactions statiques. De plus, une chose intéressante au
sujet de ce modèle, est que l’énergie totale du système n’est pas forcément un indicateur
de la physique sous jacente qui peut présenter une physique diffusive pour une condition
initiale en impulsion. De plus, ces derniers suggèrent un montage expérimental, où, au
travers d’un couplage fort de type Josephson, ainsi qu’une liaison à un supraconducteur
macroscopique, nous pourrions être en mesure de simuler la physique du système présenté.

Pour finir, une autre question naturelle à se poser concerne la conditions d’intégrabilité
du système. En effet, de récents travaux se sont intéressés à un système de particules de
Dirac dont l’Hamiltonien pour chaque particule libre est H0 = 2πασxp + Mσz [130]. Il
y est montré en particulier que pour des αi irrationnels, le système, quand bien même
non-intégrable, présente une localisation dynamique à N -corps. D’autre part, bien que
le nombre de particules soit limité numériquement, la limite des hautes impulsions nous
redonne l’Hamiltonien du modèle de Maryland avec interaction, ce qui suggère que la
localisation dynamique devrait être robuste dans un certain nombre de cas d’Hamiltonien
non-intégrable pour un nombre de rotors extensif.

3.2 Approches champ-moyen
Afin de comprendre la physique des condensats de Bose-Einstein, Lev Pitaevskii et Eugene
Gross développèrent une équation permettant de capturer la physique des condensats, et
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notamment l’apparition des vortex quantiques [131, 132]. Au travers des années, c’est une
approche qui a eu des applications multiples et a permit notamment de comprendre une
flopée de phénomènes comme l’apparition du régime de Thomas-Fermi ou la propagation
de solitons par exemple. Quand bien même, l’hypothèse de champ moyen ne permet pas de
capturer tous les régimes d’interaction, comme c’est le cas pour la phase d’isolant de Mott.

3.2.1 L’équation de Gross-Pitaevskii
Dans le cas du Kicked Rotor, les mêmes approximations de champ-moyen mentionnées
en introduction du chapitre 2 sont faites vis-à-vis de la fonction d’onde. Nous pouvons
nous en remettre à un paramètre d’ordre φ(x, t), qui mène à l’équation de Schrödinger
non-linéaire dictant la dynamique de φ :

i∂tφ(x, t) = −∂xxφ(x, t)− g|φ(x, t)|2φ(x, t) +K cos(x)φ(x, t)
∑
n

δ(t− n) (3.7)

qui n’est autre que l’équation (1.7) à laquelle nous avons ajouté un terme d’interaction
non-linéaire.

Comme nous le montrons en insistant sur la notation de la précédente équation, le terme
d’interaction est local dans l’espace des positions : c’est la fin de l’équivalence des modèles
du Kicked Rotor périodique et quasi-périodique avec ceux d’Anderson unidimensionnel et
tri-dimensionnel. En effet, le terme d’interaction g|φ(x)|2 est un terme local dans l’espace
des positions, que ce soit pour le Kicked Rotor (3.7) ou pour le réseau désordonné. Cela
nous empêche d’inverser les rôles des impulsions et des positions pour passer d’un modèle
à l’autre.

L’influence de la taille du système est cette fois-ci absolument à prendre en compte, car
le paquet d’onde se disperse dans l’espace des positions. En effet, considérer un système
de taille infini fait tendre le terme non-linéaire vers 0 à mesure que le nombre de kicks
augmente. En pratique, il a été montré qu’après moins d’une dizaine de kicks, ce terme
devient totalement négligeable [133]. Cela justifie entre autre l’utilisation de conditions
aux bords 2π-périodiques afin d’étudier l’influence des interactions sur le système.

3.2.2 L’approximation diagonale
En revanche, en prenant les conditions périodiques, le paquet d’onde étant confiné, l’étude
peut être mené puisque le terme non-linéaire n’est plus alors négligeable. Expérimenta-
lement, cela peut se faire à l’aide d’un piège toroïdal [134]. Côté théorique et surtout
numérique, il a été montré pour un système désordonné d’Anderson que la localisation
est détruite pour laisser place à une sous-diffusion, où le second moment de la fonction
d’onde en position évolue en t2/3 [135, 136]. Pour ce qui est du Kicked Rotor, il a été
également montré que la localisation dynamique est détruite, et laisse également place à
un régime sous-diffusif [137-140]. Outre les conditions aux bords périodiques, ces papiers
font une approximation forte pour gagner du temps de calcul : l’approximation diagonale.
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Pour obtenir cette approximation, il faut tout d’abord écrire l’équation de Gross-Pitaeskii
en représentation impulsions à l’aide des relations suivantes :

φ(x) =
√
k̄

2π
∑
k

eikxφ(p = k̄k),

φ(p = k̄k) =
√

1
2πk̄

∫
dxe−ikxφ(x).

(3.8)

Entre deux kicks, l’équation (3.7) s’écrit :

ik̄∂tφ(p, t) = p2

2 φ(p, t) + gk̄

2π
∑
p1,p2

φ∗(p1, t)φ(p2, t)φ(p+ p1 − p2; t). (3.9)

Le deuxième terme du membre de droite de l’équation concernant les interactions corres-
pond à deux effets. Le premier est un effet de couplage pour les impulsions p 6= p1, p2 : la
part de non-linéarité des interactions affecte comment sont peuplés les états d’impulsions.
Jusqu’alors, ces états n’étaient couplés que pendant les kicks, la présence d’interactions
les couples également pendant la propagation libre. En second vient un effet de décohé-
rence pour les termes p = p1, p2. En effet, on peut s’intéresser à la fréquence d’oscillation
des composantes d’impulsions, qui est donnée par ω(p) ∼ p2/2k̄ + g/2π|φ(p)|2, qui pos-
sède alors une composante non-linéaire. Si l’on s’en réfère à la correspondance que nous
avions établie avec un système désordonné, ce terme non-linéaire intervient alors dans la
distribution des énergies du réseau. Couplée à cela l’évolution temporelle de |φ(p)|2, on
a alors une redistribution permanente des énergies, entraînant des effets non-triviaux sur
les interférences quantiques à l’origine de la localisation dynamique.

L’approximation diagonale quant à elle consiste à ne prendre en compte que les contribu-
tions p = p1 = p2, donc les effets de décohérence. Dans ce cas, l’équation (3.9) devient :

ik̄∂tφ(p, t) = p2

2 φ(p, t) + gk̄

2π |φ(p, t)|2φ(p, t) (3.10)

ce qui nous donne immédiatement l’évolution temporelle de φ(p) entre deux kicks :

φt+1(p) = exp
[
−ip

2

2k̄ −
gk̄

2π |φt
+(p)|2

]
φt+(p) (3.11)

où t+ désigne le temps juste après un kick.

À temps longs, c’est-à-dire le régime temporel de mise en place de la sous diffusion de
l’ordre de t ∼ 107 − 108 différentes études menées [137-139] suggèrent un exposant de
sous diffusion α ' 0.3 − 0.4, considérablement plus lent que celui prédit par le modèle
exact α ' 0.5−0.8. D’autre part, à temps court, qui serait un régime temporelle d’intérêt
puisque accessible expérimentalement, une part importante du caractère non-linéaire est
négligée, ce qui se voit au travers des calculs d’énergies qui dévient très nettement les uns
des autres avec ou sans approximation diagonale.
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3.2.3 Destruction de la localisation dynamique par les interac-
tions

Une destruction de la localisation se démarque par l’augmentation de la variance du
paquet d’onde à mesure que le temps s’écoule. Pour les temps longs, les études que nous
citions plus tôt trouvent une expansion de la forme 〈p2(t)〉 ∼ tα, où α ∈ [0, 1]. La valeur
de cette exposant a été sujet à débat, une fois prédit égale à 2/5 [137, 138] basé sur
le critère de Chirikov [38], une autre 1/3 [139], basé cette fois-ci sur des arguments de
faible chaoticité [135]. En se basant sur l’approximation diagonale, les travaux de thèse de
Benoît Vermesch démontre qu’à temps longs (t ∼ 107 kicks), l’exposant de sous-diffusion
tend bien vers 2/5, et retrouve également la forme de la fonction d’onde du système,
qui, au lieu d’être en exponentielle décroissante, a une structure particulière sous-diffusive
marquée par un plateau central, confirmant les résultats de Dima Shepeliansky [137]. Cela
n’est pourtant pas vraisemblable de simuler une telle physique expérimentalement, du
fait des temps évoqués plus tôt. Une solution imaginée est d’accélérer l’arrivée du régime
asymptotique sous-diffusif en augmentant la force des interactions au court du temps [141].
Si cela semble raisonnable pour améliorer la visibilité du régime sous diffusif, rien ne nous
indique que le régime asymptotique attendu n’arrive à temps courts et ne soit pas affecté
par les interactions. Une étude récente s’est intéressé à ce problème et a notamment pris
le partie de prendre en compte les limitations expérimentales [140]. Dans cette article, les
auteurs utilisent plutôt l’approximation de phase-moyenne. Cette approximation consiste
à considérer la fonction d’onde du système en représentation amplitude-phase φ(p) =
A(p)eiψ(p), et choisir de considérer les phases φ(p) distribuées aléatoirement. Le terme
de somme sur p1,2 dans l’équation (3.9), qui à l’aide de l’approximation diagonale était
devenu F (p, φ) = k̄g

2π |φ(p, t)|2φ(p, t), est cette fois-ci donné par un terme plus complexe
mais produit la même physique. Cela permet de prendre mieux en compte les temps pour
lesquels les interactions sont non-négligeables, mais ne permet pas la détermination d’une
valeur universelle de l’exposant α de sous-diffusion.

3.2.4 Le régime diffusif et critique du Kicked Rotor quasi-périodique
Nous l’avons vu, il est possible de reproduire la phase diffusive d’un système d’Anderson
3D à l’aide d’un Kicked Rotor quasi-périodique, voir le chapitre 1. En présence d’interac-
tion, cette dernière reste inchangée. En effet, cette phase ne repose pas sur un effet des
interférences quantiques à l’origine de la localisation. En calculant la distribution en im-
pulsions pour différents temps et différentes amplitudes d’interaction, il a été montré que
la diffusion et la forme gaussienne de la distribution en impulsions demeurent inchangées
[133].

Quant à la transition, l’étude des effets des interactions introduit une nouvelle échelle de
temps. Ceci indique que pour étudier une éventuelle transition de phase, il faut modifier
la loi d’échelle à un paramètre, en une nouvelle à deux paramètres. Autrement dit, il faut
trouver une théorie auto-consistante non-linéaire en mesure de décrire le système [142].

L’idée de base est toujours la même, et consiste à décrire le système par une unique
fonction d’échelle, ici la dérivée logarithmique β de la conductance G. Pour g = 0, la
fonction β passe de −∞ à une valeur finie respectivement pour G < 0 et G > 0, ce qui est
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la marque du passage d’une phase localisée à diffusive. Dès lors que g 6= 0, cette fonction
change drastiquement, et pour chaque valeur de g est produite une nouvelle fonction β,
qui au lieu de diverger vers −∞ pour G < 0, a une valeur finie, ce qui est la marque
de la disparition de la phase localisée en présence d’interaction. De plus, le fait qu’à une
valeur de g correspond une fonction β signifie qu’une description à un paramètre n’est
plus en mesure de capturer la physique du système. Les auteurs introduisent ainsi un
paramètre Γ = g/G où cette fois-ci on considère la fonction à deux paramètres β =
β(G,Γ), dépendant des interactions et prenant en compte son effet sur le système.

3.3 Au-delà du champ moyen
L’approximation de champ moyen est en mesure de décrire la physique d’un gaz d’atomes
froids tridimensionnel kickés périodiquement (et même quasi-périodiquement) pour un
régime d’interactions faibles. En 1D, les fluctuations quantiques ne sont plus négligeables
dans la physique du système, et le champ-moyen ne nous permet pas de les prendre en
compte. Expérimentalement, les interactions entre deux atomes de la famille des alcalins
sont de la forme d’un potentiel de contact δ(x1 − x2). Nous discutons à présent l’impact
des interactions en employant des méthodes au delà du champ moyen.

3.3.1 La limite à deux corps
Un premier papier de 2017 [143] étudie un système de N = 2 bosons en interaction de
contact, dont l’Hamiltonien est donné par :

Ĥ = ĤLL + ĤK (3.12)

où les Hamiltoniens sont donnés par :

ĤLL = p̂2
1

2 + p̂2
2

2 + gδ(x̂1 − x̂2) (3.13)

l’Hamiltonien de Lieb-Liniger sans potentiel, et où l’Hamiltonien de kick est :

ĤK = K[cos x̂1 + cos x̂2]
∑
n

δ(t− n). (3.14)

Les fonctions propres de HLL sont des ondes planes notées |φkκ〉, où κ représente les im-
pulsions du centre de masse du système à deux particules, et k les impulsions relatives.
On peut alors calculer l’opérateur évolution dans l’espace des impulsions, qui prend l’ex-
pression :

Ûkp
κP = 〈φpP |Û |φkκ〉 (3.15)

ce qui, dans la limite des grandes impulsions relatives et pour des impulsions moyennes κ
et P fixes,

|Ukp
κP | ∼

|M2|
2πk4 (3.16)
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où dans ce cas, |M2| ∼ 1
|κ−P |! pour |κ − P | � 1, ce est qui une décroissance super-

exponentielle. Ainsi, dans la direction des impulsions relatives, nous avons un opérateur
qui décroît comme une loi de puissance, et comme une super-exponentielle dans la direc-
tion des impulsions du centre de masse. Les auteurs s’intéressent également à l’expansion
de la fonction d’onde dans l’espace des (k, κ) au travers coefficients d’expansion Ck

κ(t),
qui semblent indiquer une localisation dans la direction des κ, mais une délocalisation
dans la direction des k. En s’intéressant également à la variance du paquet d’onde, les
auteurs affirment que cette dernière dévoile une destruction de la localisation dynamique
pour des interactions trop fortes, sur la base d’argument selon laquelle la décroissance de
l’opérateur évolution comme une super exponentielle selon les κ conduit effectivement à
une localisation, tandis que la décroissance algébrique n’est pas une condition suffisante
pour conserver la localisation dynamique selon les k. Cela reste très discutable, d’une
part par le fait que les simulations des auteurs ne sont conduites qu’à des temps relati-
vement courts (t ∼ 103). Le paquet d’onde peut tarder à localiser, ceux à quoi on peut
s’attendre du fait des interactions, ce qui demanderait de regarder la dynamique à temps
longs (t ∼ 104−6). D’autre part, le fait que les données ne soient pas moyennées sur les
quasi-impulsions comme nous l’avons fait au chapitre 1 peut également expliquer la diffi-
culté à conclure nettement.

Un récent article s’est également intéressé à ce système [144], en réalisant cette fois-ci
les moyennes sur les quasi-impulsions, et montre que peu importe la force d’interaction,
l’énergie du système sature, et ce sur des temps longs (t ∼ 106). Les auteurs de cette
étude étudient également la distribution en impulsion, chose qui n’avait pas été fait,
et montre l’apparition d’une décroissance algébrique de la distributions en impulsion à
grandes impulsions en C/k4, qui est une particularité universelle des systèmes quantiques
en interaction que nous avons vu au chapitre 2.

Le second point de Qin et al. [143] se base sur la décroissance en k−4 de l’opérateur évo-
lution, ce sur quoi les auteurs s’accordent, mais ce qui n’est pas un argument pour la
délocalisation, ce que montrent Chicireanu et Rançon [144]. En effet, d’autres recherches
sur des systèmes désordonnés on montré que pour des sauts à courte portée, correspon-
dant à |Ukp

κP | ∼ k−µ pour κ, R et r fixes, voient leurs états propres être localisés pour
µ > 3/2 [145] : la localisation est donc attendu pour µ = 4 dans notre cas.

Ainsi, nous l’avons vu, le cas à 2 corps est finalement toujours localisé, dans le sens où
l’énergie du système sature à temps longs. Comme nous l’avons dit, les interactions de
contact sont à grandes portées dans l’espace des impulsions et sont susceptibles de coupler
les particules de manière inédite pour un nombre macroscopique de particules. L’avenir de
la localisation dynamique dans le cas à N -corps est l’objet de la prochaine sous-section.

3.3.2 Localisation dynamique à N-corps
En 2020, Rylands et al. étudient un gaz bosonique de Lieb-Liniger kické périodiquement
[146]. Ces derniers justifient analytiquement la présence de localisation, mais aussi numé-
riquement à l’aide de l’hydrodynamique généralisée, qui est une extension de l’hydrody-
namique aux systèmes intégrables, construit sur l’ensemble de Gibbs généralisé.
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Dans la limite à basse énergie, i.e. lorsque la variation d’énergie du système est toujours
inférieure à l’énergie de Fermi, le gaz bosonique de Lieb-Liniger est décrit par la théorie du
liquide de Luttinger 2 [147, 148]. Il est montré que dans le cadre de cette théorie, l’énergie
du système oscille du fait de la présence des kicks. En effet, la physique à basse énergie
du système est dictée par des excitations collectives, qui peuvent être vu comme la propa-
gation d’ondes sonores du liquide de Luttinger ou comme des excitations trou-particule à
basses impulsions proches de la surface de Fermi avec une relation de dispersion linéaire
ε(k) = vs|k|. Le terme de kicks quant à lui crée et détruit des paires trou-particule avec
des impulsions ±k, ce qui contribue à l’oscillation de l’énergie. Cette dispersion linéaire
apparaît car le système est fortement corrélé, et la cohérence de cette approche est garan-
tie par le fait que le système est localisé.

Le spectre du modèle de Lieb-Liniger est composé de quasi-particules. Dans la limite
thermodynamique, i.e. N → ∞, si la variation de la densité de particule oscille douce-
ment en comparaison des temps caractéristiques du système, on peut décrire le système
par l’occupation locale des quasi-particules n(x, λ, t), où x est la position spatiale et λ
est l’impulsion des quasi-particules. En particulier, une approche très récente, appelé hy-
drodynamique généralisée [149-151], est en mesure de décrire n(x, λ, t) dans la limite des
grandes échelles de longueur. L’équation de l’hydrodynamique généralisée est donnée par :

[∂t + veff [n]∂x]n(x, λ, t) = ∂xV (x, t)∂λn(x, λ, t), (3.17)

où veff [n] est la vitesse effective des excitations de quasi-particule du modèle, fonctionnelle
de l’occupation n, et V (x, t) un potentiel, ici donné par V (x, t) = V0

τ
cos(qx) pour T− <

t < T , avec T− = T − τ , T étant la période des kicks, et τ leur durée, et 0 autrement.
Dans le cadre de l’étude du Kicked Rotor, il faut donc résoudre l’équation (3.17). Lors
de la propagation libre, le terme de potentiel disparaît dans le membre de droite, et on
obtient :

n(p, λ, t+ T ) = e−ipveff [〈n〉]Tn(p, λ, t), (3.18)

où n(p, λ, t) est la transformée de Fourier de n(x, λ, t) par rapport à x et veff [〈n〉] la vitesse
effective, déterminée par une approximation linéaire des équations de l’hydrodynamique
généralisée [152]. Pour les kicks, l’équation 3.17 mène à l’équation :

n(x, z, t+) = eiV0qz sin(qx)n(x, z, t−). (3.19)

où n(x, z, t) est la transformée de Fourier de n(x, λ, t) par rapport à λ, et t± sont respecti-
vement les temps juste après et juste avant une propagation libre. Du fait que l’équation
(3.17) est une équation de dynamique classique pour n(x, λ, t), les équations (3.18) et
(3.19) nous mène donc à la dynamique classique diffusive du Kicked Rotor. En revanche,
les auteurs utilisent une autre expression pour l’évolution temporelle lors des kicks :

n(x, z, t+) = e2iV0 sin(qz/2) sin(qx)n(x, z, t−), (3.20)

2. Ce modèle est formulé avec des opérateurs fermioniques de création et d’annihilation avec des
relations de commutations analogue à celles d’opérateurs création et annihilation bosoniques, ce qui
explique que l’on évoque une énergie de Fermi.
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Chapitre 3. Intermezzo : effet des interactions sur la localisation dynamique

qui est une expression exacte pour les quasi-particules dans le régime de Tonks-Girardeau
lorsqu’on calcule l’effet des kicks sur n(x, z, t). Les auteurs s’intéressent à la variance de
la distribution de vitesse des quasi-particules n(λ, t) =

∫
n(x, λ, t)dx calculée avec les

équations (3.18) et (3.20) et est relié à l’énergie du système. Ces derniers trouvent une
saturation de la variance à temps longs, ainsi qu’une décroissance exponentielle de n(λ, t).
Avant cela, il est affirmé que la saturation de la variance de n(λ, t) est un indicateur de la
localisation exponentielle dans l’espace des λ. Ce n’est pas tout à fait correcte, car nous
l’avons vu, des modèles comme le modèle de Maryland localisent aussi, mais la distri-
bution en impulsion associée n’est pas une exponentielle décroissante. D’autre part, les
auteurs trouvent une localisation dynamique du système, qui vient du fait qu’ils utilisent
l’équation (3.20), qui peut être vue comme l’ajout de termes correctifs à l’équation (3.19),
mais est par conséquent hors du cadre des approximations de l’hydrodynamique généra-
lisée.

Enfin, les auteurs discutent de la densité spatiale n̄(p, t) =
∫ dλ

2π n̄(p, λ, t), quantité qui ne
délivre aucune information sur la potentielle localisation dynamique du système, puisque
complètement différente de la distribution de vitesse des quasi-particules n(λ, t).

3.4 Synthèse
Pour résumer, nous avons parcouru l’ensemble des recherches visant à caractériser l’effet
des interactions sur la localisation dynamique. En premier lieu, nous avons vu qu’il existe
toute une zoologie de modèles-jouet, qui selon les régimes de paramètres prédisent une
destruction de la localisation dynamique [122, 124], ou sa survie [125, 126] dans le cadre
de modèle intégrable. L’approche de champ-moyen a également été utilisée, notamment
dans la limite des faibles interactions, et prédit toujours une délocalisation du système.
Des études dans la limite à deux corps ont été menées à partir d’un modèle de Lieb-Liniger
décrivant des particules en interaction de contact, qui dans ce cas prédit une localisation
du système dans n’importe quel régime d’interaction [144]. Enfin, une dernière étude [146]
s’intéresse au cas à N -corps, donnant des arguments analytiques en faveur de la locali-
sation dans les différentes échelle d’énergies et régime d’interaction. Cependant, comme
nous l’avons vu, le traitement des kicks via l’approche de l’hydrodynamique généralisée
est peu claire, et ne permet pas de parler de localisation dynamique à N -corps de manière
non-ambigüe.

À notre tour, nous allons tenter d’apporter notre pierre à l’édifice. Pour ce faire, nous
allons étudier un gaz de Tonks Girardeau soumis à un potentiel de kicks périodique au
travers d’une étude numérique. Rylands et al. ont discutés rapidement de ce cas dans leur
article, argumentant que la localisation dynamique perdura du fait de la correspondance
de Bose-Fermi. C’est ce que nous montrons de manière explicite et exacte au cours du
prochain chapitre, en apportant à cela une caractérisation complète du système de bosons
en interaction, ce qui nous permettra d’affirmer l’existence de la localisation dynamique
à N -corps en présence d’interactions infinies, qui est la contribution principale du travail
de thèse réalisé.
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Chapitre 4
Thermalisation effective d’un gaz de Bose
localisée dynamiquement à N -corps

Vous avez une idée aujourd’hui, une meilleure idée demain,
mais la meilleure de toutes. . . jamais !

Sir Robert Watson-Watt

Les précédents chapitres nous ont permis de comprendre d’une part le phénomène de
localisation dynamique, analogue à la localisation d’Anderson mais dans l’espace des

impulsions, accessible via une expérience d’atomes froids. D’autre part, nous avons pré-
senté le régime de Tonks-Girardeau, nous offrant un modèle exactement soluble, et nous
permet de faire des déductions sur le système de bosons en interaction qui nous intéresse,
du fait que des observables sont identiques à celles d’un système de fermions libres, comme
l’énergie ou la densité.

Comme nous l’avons discuté dans le chapitre 3, déterminer si les interactions détruisent
ou non la localisation dynamique est une question fondamentale. Dans ce chapitre, nous
étudions la phase localisée dynamiquement à N -corps d’un gaz de Lieb-Liniger kické
dans le régime d’interactions infinies. Nous montrons en particulier que l’état stationnaire
du système est très bien décrit par la matrice densité d’un gaz thermique, a priori en
contradiction avec le fait que le système, localisé dynamiquement, est intégrable et a
un nombre extensif de charges conservées (l’occupation des états de Floquet dans ce
cas). Ce phénomène, que nous nommons thermalisation effective, apparaît alors que le
système est toujours périodiquement kickés. En particulier, nous relions la température
effective aux paramètres du système, ce qui nous permet de caractériser quantitativement
deux observables essentielles que nous avons présenté au chapitre 2 : la distribution en
impulsion et la fonction de corrélation.

4.1 Modèle du gaz de Tonks-Girardeau kické
Nous considérons N particules bosoniques de masse m en interaction, dont la dynamique
est gouvernée par l’Hamiltonien périodique
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N -corps

Ĥ(t) =
∑
i

(
p̂2
i

2 +K cos(x̂i)
∑
n

δ(t− n)
)

+ g
∑
i<j

δ(x̂i − x̂j), (4.1)

où g = 2πT 2

mL3 g1D la constante d’interaction en unités réduites. Le terme à un corps corres-
pond à l’Hamiltonien du Kicked Rotor périodique quantique (1.2), tandis que le second
terme décrit les interactions de contact (nous définissons entre autre ĤTG = Ĥ|K=0). Ici,
et pour la suite, les unités employées sont exprimées en unités réduites. Les impulsions
sont normalisées telles que [x̂i, p̂j] = ik̄δij. Nous fixons aussi la taille du système L = 2π,
et considérons des conditions aux bords périodiques. D’autre part, nous ne moyennons pas
les données sur les quasi-impulsions pour obtenir la matrice densité réduite du système
de bosons, et ne faisons cela que lorsque nous nous intéressons aux observables liées aux
fermions.

Dans le cas g = 0, nous retrouvons la physique du Kicked Rotor quantique présentée au
chapitre 1, où toutes les fonctions d’ondes à un corps sont localisées dans l’espace des
impulsions à des temps supérieurs au temps de localisation, et présentent une décrois-
sance exponentielle avec une longueur de localisation ploc. En particulier, l’énergie totale
du système sature à une valeur constante à temps long.

Dans le régime de Tonks-Girardeau g → ∞, nous pouvons écrire la solution exacte dé-
pendante du temps ΨB({x}, t) du système en utilisant le théorème de correspondance
de Bose-Fermi (2.16). Nous considérons que le système a pour condition initiale son état
fondamental. Cela se traduit par les fonctions d’ondes fermioniques décrivant une mer de
Fermi, avec l’impulsion de Fermi kF ∝ N , et dont l’énergie de l’état fondamental est notée
E0.

Pour un gaz de Tonks, toutes les observables bosoniques locales, comme l’énergie ou la
densité, sont données par celles des fermions libres. Ainsi, puisque la dynamique suivie par
les orbitales ψi(x, t) est celle du Kicked Rotor quantique sans interaction, nous déduisons
directement qu’à temps longs, ces dernières seront localisées dynamiquement. L’énergie,
à la fois des bosons et des fermions, va alors saturer à une valeur finie Ef ' E0 + N

p2
loc

2 ,
pour des temps supérieurs au temps de localisation comme nous le montrons sur la figure
4.1, ce qui est interprété comme la localisation dynamique à N -corps [146].

Les orbitales fermioniques atteignant un état stationnaire dans la phase localisée, nous
nous attendons à pouvoir décrire le système par une matrice densité stationnaire ρ̂ss,
appartenant a priori à l’ensemble de Gibbs généralisé [153], dont nous discutons dans la
partie 4.4. Nous nous concentrons ici aux propriétés du système dans cette phase localisée,
nous permettant de ne plus prendre en compte la dépendance en temps des observables.

Les observables non-locales, comme la matrice densité et la distribution en impulsion
définies respectivement par l’équation 2.28 et 2.18, seront significativement différentes de
celles des fermions. Étant donné que la localisation dynamique est un phénomène non-local
car dans l’espace des impulsions, nous nous attendons ainsi à ce qu’elles soient totalement
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Figure 4.1 – Évolution temporelle de l’énergie totale du système
Ef (t) pour N = 61 particules. Ici K = 20, 30 et 40 (k̄ = 6).

différentes du cas libre 1. Nous nous concentrons ainsi sur ces observables pour des temps
longs.

4.2 Observables dans la phase localisée

4.2.1 Distribution en impulsion

L’état fondamental d’un gaz de Tonks est caractérisé par un ordre à quasi-longue portée,
i.e. nk(t = 0) ∝ 1/

√
k à basse impulsion, et nk=0 ∝

√
N , où cette évolution sous-linéaire

implique l’absence d’un vrai ordre à longue portée [156]. La figure 4.2 montre la distribu-
tion en impulsion dans l’état fondamental et dans la phase localisée pour k̄ = 6, N = 51
bosons et différentes valeurs de K. La divergence présente dans l’état fondamental est
arrondie (voir encart), tandis que nous observons une décroissance en loi de puissance
à hautes impulsions, nk ' Css/k4. L’énergie du système atteignant une valeur constante
à temps longs, nous déduisons que les interactions ne détruisent pas la localisation dy-
namique. Pour autant, elles altèrent significativement la décroissance exponentielle de la
distribution en impulsions des bosons, en comparaison du cas sans interaction.

1. Ceci est à mettre en contraste avec le cas d’un gaz de Tonks au sein d’un potentiel aléatoire, où
la localisation dans l’espace des positions pour les fermions est naturellement conservée pour les bosons
[154, 155].
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Figure 4.2 – Distribution en impulsion dans la phase localisée pour
N = 51 particules pour k̄ = 6 et K = 20, 30 et 40 en échelle log-log
(les distributions ont été shiftées par soucis de visibilité pour le gra-
phique principal). Les lignes pointillés montrent le comportement
asymptotique nk ' Css/k4 à hautes impulsions, avec Css calculé en
utilisant la matrice densité thermique effective. L’encart présente
les mêmes quantités en échelle linéaire.

4.2.2 Cohérence et matrice densité
Afin de caractériser la cohérence dans un gaz de Tonks dans la phase localisée, nous
définissons la fonction de cohérence :

g1(r) = 1
L

∫
dRρ(R− r/2, R + r/2), (4.2)

où R = x+y
2 la position moyenne, et r = |x − y| la position relative. Dans l’état fonda-

mental, les corrélations sont algébriques, g1(r, t = 0) ∝ 1/
√
r, correspondant à nouveau

à l’ordre à quasi-longue portée [100]. La figure 4.3 montre que dans la phase localisée, la
fonction de cohérence g1 décroît exponentiellement vite avec la distance r, impliquant la
destruction de la cohérence au sein du système, et notamment de la phase quasi-condensée,
par les kicks. Ceci est d’une part en accord avec l’arrondi de la divergence de la distri-
bution en impulsion, et d’autre part avec le fait que l’occupation de l’état nk=0 n’évolue
plus avec le nombre de particules, voir encart (b) de la figure 4.3.

4.3 Thermalisation effective dans la phase localisée
L’absence de cohérence à quasi-longue portée du régime localisée est similaire à celle d’un
gaz de Tonks thermique [100]. Nous montrons dans cette section que nous sommes en
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Figure 4.3 – Fonction de corrélation g1(r) dans la phase localisée
pour N = 101 particules pour k̄ = 6, K = 20, 30 et 40. Encart
(a) : mêmes données en échelle semi-log, mettant en avant la dé-
croissance exponentielle dans la phase localisée, comparée à la dé-
croissance algébrique en 1/

√
r de la condition initiale (courbes en

pointillés) ; (b) : Occupation de l’état nk=0. L’évolution en
√
N de

l’état fondamental (lignes pointillés) est présentée, et nous voyons
la saturation à une valeur constante dans la phase localisée.

mesure de décrire le système dans la phase localisée par une matrice densité thermique,
i.e. ρ̂ss ' ρ̂th, où ρ̂th est définie comme suit :

ρ̂th ∝ e−(ĤTG−µeff N̂)/Teff , (4.3)

avec Teff la température effective, et µeff le potentiel chimique effectif, dépendant des
paramètres du système et du nombre de particules.

Grâce à la correspondance de Bose-Fermi, si il y a une thermalisation effective, nous nous
attendons alors à ce que la distribution fermionique nFk soit bien décrite par la distribution
de Fermi-Dirac, nous permettant ainsi d’extraire une température et un potentiel chimique
effectif. Nous analysons alors les propriétés thermiques du gaz de Fermi, afin de déduire
celles du gaz de Tonks dans la phase localisée.

4.3.1 Fermions
Un exemple de distribution fermionique dans la phase localisée est montrée sur la figure
4.4 (symboles). En comparaison avec la distribution en impulsions bosonique présentée
plus tôt, et comme pour les simulations à un corps présentées dans le chapitre 1, on peut
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constater la présence de bruit dans les données, typique pour les systèmes désordonnés.
Pour contrer cela, nous faisons appel à l’Hamiltonien Ĥq (1.13), qui nous permet alors de
simuler la physique du Kicked Rotor quantique et lisser les distributions en moyennant
sur les quasi-impulsions q. À noter que nous ne moyennons jamais les observables boso-
niques (i.e. on considère toujours la physique pour q = 0 en référence à Ĥq). En effet, les
transformations hautement non-linéaire en lien avec le calcul des observables bosoniques
moyenne les éventuelles fluctuations venant de la physique du Kicked Rotor.
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Figure 4.4 – Comparaison entre la distribution en impulsions à
N -corps brute et moyennée, ainsi qu’un fit avec une distribution de
Fermi-Dirac à une température et un potentiel chimique donnés.
Dans ce cas, N = 61, K = 30 et k̄ = 6.

En ajout sur la figure 4.4, nous montrons la distribution en impulsions fermionique une
fois moyennée sur 150 valeurs de q (lignes pleines), qui montre à nouveau l’effet de lissage
du moyennage sur les quasi-impulsions. Sur cette même figure, nous montrons une distri-
bution de Fermi-Dirac à une température effective Teff et un potentiel chimique effectif
µeff , de sorte que cette distribution thermique concorde avec la distribution en impulsion
moyennée.

La température effective et le potentiel chimique effectif sont obtenus en imposant le
système de contraintes :

∑
k∈Z

fFD(k, Teff , µeff ) = N,

∑
k∈Z

k̄2k2

2 fFD(k, Teff , µeff ) = Ef ,
(4.4)
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où Ef est l’énergie obtenue par le moyennage sur les quasi-impulsions de la distribution
nFk , et fFD est la distribution de Fermi-Dirac :

fFD(k, T, µ) = 1
e
k̄2k2/2−µ

T + 1
. (4.5)

où T̃ = 4π2T 2
1

mL2 T la température en unités réduites, que nous notons T par la suite. Nous
observons que la procédure de fit est remarquablement bonne, dans le cas où ploc � pF
(correspondant à des valeurs faibles de K/k̄), comme le montre l’encart de la figure 4.8.

Dans la limite où nous kickons plus fort le système de fermions, il arrive que nous ne
puissions plus décrire la distribution par celle de Fermi-Dirac, mais par une exponentielle
décroissante. Cela vient du fait qu’en utilisant une force de kicks aussi grande, la longueur
de localisation ploc dépasse alors largement pF , donnant cette forme caractéristique d’ex-
ponentielle décroissante à la distribution en impulsion. Pour illustrer cela, nous montrons
sur la figure 4.5 un exemple de régime de paramètres pour lequel l’extraction d’une tem-
pérature et d’un potentiel chimique effectifs n’est pas possible.
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Figure 4.5 – Comparaison entre la distribution fermionique, un fit
avec une fonction de Fermi-Dirac, et un fit avec une exponentielle
décroissante. Ici N = 21, K = 20, k̄ = 3.

Régime de validité

Afin de quantifier l’écart entre nos fits thermiques et nos données, nous introduisons la
quantité ε qui est l’erreur relative entre les deux distributions :
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ε = ‖ n
F
k − fFD(k, Teff , µeff ) ‖

‖ nFk ‖
. (4.6)

où ‖ . . . ‖= ∑
k | . . . |. En calculant cette quantité en fonction des paramètres K et N ,

nous sommes en mesure de construire un tableau de valeur. Le seuil à partir duquel nous
estimons que les fits n’est plus correctes est fixé à 5%. Nous montrons ce tableau sur
la figure 4.6. D’une part, nous voyons que notre description devient de plus en plus ro-
buste lorsque N augmente, et que K a des valeurs raisonnables. Afin de comprendre cela,
deux quantités sont liées naturellement à N et K : l’impulsion de Fermi pF et ploc. Nous
montrons alors le même tableau en fonction des valeurs de pF et ploc, et nous constatons
ainsi que dans la gamme de paramètres où ploc � pF , nous pouvons utiliser l’approche de
thermalisation effective.
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Figure 4.6 – À gauche : ε(N,K) pour k̄ = 6. La région rouge foncé
correspond à une erreur relative supérieure à 5%. À droite : mêmes
données que la figure de gauche, en fonction de ploc et pF .

Développement de Sommerfeld

Le régime de paramètres où la description thermique marche correspond à des tempéra-
tures effectives basses en comparaison de l’énergie initiale de Fermi εF = p2

F/2, ce qui
nous permet de dériver une expression explicite de la température effective en fonction
des quantités naturelles ploc et pF . Tout d’abord, l’énergie de la condition initiale E0
correspond à celle de l’état fondamental, ce qui nous permet d’écrire son énergie comme :

E0 = NεF
3 , (4.7)

qui n’est autre que l’énergie d’un gaz de Fermi, où l’énergie de Fermi εF = N2

8 (N � 1)
en unité réduite. D’autre part, puisque nous sommes dans le régime localisé, l’énergie du
système à temps longs s’écrit :

Ef = E0 +N
p2
loc

2 . (4.8)
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Figure 4.7 – Energie Ef à temps longs en fonction de la tempé-
rature Teff obtenue des fits pour k̄ = 6 et différentes valeurs de N .
En pratique nous faisons le graphique de Ef −E0/NεF en fonction
de T 2

eff/εF , qui devrait respecter le développement fait à l’équation
(4.9). Le code couleur correspond à celui employé sur la figure 4.6.

En faisant la supposition que le système est thermique, nous savons que dans la limite des
faibles températures, nous pouvons avoir recourt au développement de Sommerfeld afin
de déterminer la dépendance des quantités thermodynamiques du système en fonction de
la température. Pour ce qui est de l’énergie, cela donne :

E(Teff ) '
NεF

3 + Nπ2

12
T 2
eff

εF
+ · · · . (4.9)

Égalisant Ef et E(Teff ), on obtient l’expression :

Teff
εF

= 2
√

3
π

ploc
pF

(4.10)

On voit grâce à cette expression que la gamme de paramètre vérifiant notre critère de
validité correspond à des températures effectives faibles (comparée à l’énergie de Fermi),
liée à des faibles valeurs de ploc/pF . Afin d’exploiter l’erreur relative ε, nous avons associé
à chaque donnée correspondant à un set de paramètres une couleur des tableaux de la
figure 4.6. D’une part, nous illustrons l’équation (4.9) à l’aide de la figure 4.7 représentant
Ef − E0/NεF en fonction de T 2

eff/ε
2
F . En particulier, nous voyons que dans le régime de

paramètre où les fits thermiques marchent, région bleue sur notre figure, la droite noire
représentant l’équation (4.9) est en mesure de décrire nos données, et est en accord avec
notre estimation de la validité de la thermalisation effective.
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La figure 4.8 montre que l’équation (4.10) est en mesure d’expliquer le comportement de
la température effective pour ploc/pF � 1. Notons aussi que, tandis que la température ef-
fective croît linéairement avec le nombre de particule, l’élargissement relatif thermique de
la distribution en impulsion fermionique, mesuré par Teff/εF , décroît en N−1. Nous avons
également fait le travail de correspondance des couleurs avec les valeurs d’erreur relative
ε, que nous montrons sur la figure 4.8. À gauche nous montrons de manière visuelle le
régime de paramètre de validité de la thermalisation effective, dans la région ploc/pF � 1.
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Figure 4.8 – À gauche : Température effective Teff/εF en fonction
de ploc/pF pour une variété de nombre de particules. Le regroupe-
ment des données autour de la ligne noire, illustrant la relation
Teff/εF ' 2

√
3

π
ploc/pF , démontre un évolution linéaire pour des va-

leurs de ploc/pF suffisamment faibles. Encart : distribution en im-
pulsions fermionique nFk dans le régime localisé (symbole), fittée
par une distributon de Fermi-Dirac. Ici, N = 101 et k̄ = 6. À
droite : même données que la figure de gauche, où nous avons fait
correspondre les couleurs du tableau 4.6 à nos données.

Par ailleurs, pour tester notre hypothèse de thermalisation effective nous introduisons la
fonction de corrélation des fermions, notée C(x, y) :

C(x, y) =
∑
k

ψk(x)nkψ∗k(y). (4.11)

Dans notre hypothèse de thermalisation effective, les fonctions ψk(x) sont des ondes
planes. Nous construisons alors trois fonctions suivant la distribution nk que nous uti-
lisons. La première est Cq=0(x, y) construite avec la distribution en impulsion fermionique
sans moyennage sur les quasi-impulsions. Ensuite, C(x, y) est la fonction construite avec
la distribution moyennée. Enfin, Cth(x, y) est constuite avec la distribution de Fermi-Dirac
fittée sur la distribution en impulsions des fermions kickés moyennée. D’une part, nous
avons comparé Cq=0(x, y) avec Cth(x, y). C’est ce que nous montrons sur la figure 4.9 où,
en tirets noirs, nous voyons une fonction de corrélation d’un système de N fermions carac-
térisée par des oscillations à courtes portées, là où la fonction des fermions kickés comporte
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4.3. Thermalisation effective dans la phase localisée

des oscillations sur tout l’espace, ce qui est lié aux bruits des données non moyennées. On
voit que les oscillations à courtes distances ne correspondent pas tout à fait entre les deux
fonctions. À droite, nous comparons cette fois-ci la fonction de corrélation Cth(x, y) à la
fonction C(x, y) avec une distribution des fermions kickés moyennées, où nous voyons une
correspondance entre les deux fonctions, d’une part au centre de la figure où nous voyons
que les oscillations des deux fonctions s’alignent remarquablement bien, ainsi que le com-
portement à plus grande distance, du fait que le moyennage sur les quasi-impulsions a
réduit les oscillations de la fonction de corrélation. C’est une manière visuelle de se rendre
compte de l’impact du moyennage sur les quasi-impulsions des observables fermioniques.
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Figure 4.9 – À gauche : comparaison entre la fonction de corréla-
tion thermique Cth(x, y), et Cq=0(x, y) des fermions calculée avec la
distribution brute. À droite : Même comparaison, avec cette fois-ci
C(x, y) qui est calculée avec la distribution en impulsion des fer-
mions moyennée. Ici, N = 101, K = 20 et k̄ = 6.

À partir des observables fermioniques moyennées, nous sommes en mesure d’extraire une
température effective et un potentiel chimique dans une gamme de paramètre que nous
avons déterminé, en fonction de K et N . Nous regardons par la suite les conséquences
sur les bosons, et testons notre approche sur les observables bosoniques, qui devrait se
comporter comme des observables d’un système de bosons à température non nulle.

4.3.2 Implications pour les bosons
En supposant que la matrice densité stationnaire ρ̂ss est thermique, nous utilisons les
développements à basse température des observables du système. Cela nous permet de
caractériser la distribution en impulsion et la fonction de cohérence du gaz de Tonks dans
le régime localisé en utilisant la température et le potentiel chimique effectif extrait des
observables fermioniques.

Pour un gaz de Tonks à température non nulle de N particules, nous rappelons que le
contact de Tan est donné par Cth(T,N) = 8NE(T,N)

L2k̄2 une fois passé en unité réduite [118].
En suivant notre hypothèse de thermalisation effective, nous prédisons que le contact de
Tan Css du régime localisé devrait être donné par Cth(Teff , N). Nous montrons sur la fi-
gure 4.2 que nous sommes en mesure de reproduire la décroissance en loi de puissance de
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la distribution en impulsion bosonique à hautes impulsions via Cth(Teff , N)/k4, que nous
montrons en lignes pointillées.

À grandes distances par rapport à la taille du système, un gaz de Tonks à température
finie verra sa fonction de cohérence décroître exponentiellement vite comme g1 ∝ e−2|r|/rc

(2). La longueur de corrélation rc, dans le régime des basses températures évolue comme
l’inverse de la température, rc = ~vF

T , où vF = ~πN
mL

est la vitesse de Fermi en unités
standard. Le passage en unité réduite est fait ainsi pour vF et rc :

ṽF = vF
2π
L
T1 = k̄N

2 , (4.12)

et,

r̃c = rc
2π
L

= k̄vF
T

(4.13)

Par la suite, on notera r̃c et ṽF tout simplement rc et vF . D’autre part, connaissant
l’évolution de la température en fonction des paramètres du système donnée par l’équation
(4.10), la longueur de corrélation est alors donnée par :

rcpF = k̄π√
3
pF
ploc

. (4.14)

La figure 4.10 montre une très bonne description par l’équation (4.14) de nos données.
Nous avons calculé directement rc sur la fonction g1(r) en utilisant la formule 2.32 sur
une portion réduite de l’espace r ∈ [−L/4;L/4[ afin de nous concentrer sur le centre de la
fonction. L’encart montre que (4.14) est en mesure de décrire la décroissance exponentielle
de la fonction de cohérence g1.

4.4 Arguments pour la thermalisation effective
Dans cette partie, nous argumentons au sujet la phase localisée dynamiquement à N -
corps, et pourquoi cette dernière apparaît comme thermique. Pour cela, il est plus aisé de
s’intéresser aux degrés de liberté fermioniques, étant donné qu’ils sont sans interactions
et évoluent suivant la dynamique de ĤQKR. Nous introduisons à nouveau l’opérateur
évolution sur une période Ûq et les états propres de Floquet tels que présenté au chapitre
1 à l’équation (1.15), que nous écrivons en seconde quantification :

Ûq = exp
(
−i
∑
α

ωαf̂
†
αf̂α

)
, (4.15)

où les ωα sont les quasi-énergies associées à l’état de Floquet φα et f̂ †α = ∑
k f
†
kφα(k).

Le système étant intégrable, nous nous attendons à ce que l’état stationnaire puisse être
décrit par l’ensemble généralisé de Gibbs périodique [153, 157], ρ̂ss ' ρ̂GGE. En effet, nous
pouvons trouver un nombre extensif de quantités conservées par la dynamique noté Îα,
et construire la matrice densité ρ̂GGE avec

ρ̂GGE ∝ e−
∑

α
λαÎα , (4.16)

74



4.4. Arguments pour la thermalisation effective

1 2 3 4
ln(pF/ploc)

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

ln
(p
F
r c

)

N = 31

N = 41

N = 51

N = 61

N = 71

N = 81

N = 91

N = 101

−0.2 0.0 0.2
r/L

10−6

10−4

10−2

g 1
(r

)

Figure 4.10 – Longueur de corrélation rc en fonction de ploc pour
une variété de nombre de particules N . Le regroupement des don-
nées signifie que la quantité rcpF est indépendante du nombre de
particule. Le trait plein représente l’équation (4.14). Encart : Fonc-
tion de corrélation g1(r) (traits bleus) et la décroissance expo-
nentielle attendue en imposant rc = π
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(tirets noirs) avec ici
N = 101, K = 40, k̄ = 6.

où les multiplicateurs de Lagrange λα sont fixés par 〈Ψ(t = 0)|Îα|Ψ(t = 0)〉 = Tr
(
ρ̂GGE Îα

)
.

Dans ce cas, les occupations des états de Floquet nα = 〈f̂ †αf̂α〉 sont des constantes du mou-
vement, ce qui implique Îα = f̂ †αf̂α et λα = log((1 − nα)/nα). Dans un premier temps, il
paraît assez surprenant que la matrice densité ρ̂GGE, dépendante d’un nombre extensif de
multiplicateurs de Lagrange, soit bien décrite par une matrice densité thermique, dépen-
dante uniquement de deux paramètres que sont Teff et µeff . Pour mieux comprendre cela,
nous écrivons la matrice densité de l’ensemble de Gibbs généralisé en terme d’opérateurs
non-locaux dans l’espace des impulsions :

ρ̂GGE ∝ e−
∑

p,q
Mp,q f̂

†
p f̂q , (4.17)

avecMp,q = ∑
α 〈p|φα〉λα 〈φα|q〉. Ainsi, pour une dynamique générique et des conditions

initiales, nous devrions obtenir un large nombre de quantités non-locales conservées, et
un départ clair d’un état thermique. Cependant, dans ce cas précis, les états de Floquet
sont exponentiellement localisés dans l’espace des impulsions sur une plage de l’ordre de
ploc, 〈p|φα〉 ' e−|p−pα|/ploc . Ceci implique deux choses :

— Seul les états d’impulsions |pα| . pF + ploc sont occupés. Dans ce cas, nα ' 1 (resp.
0) pour |pα| � pF (resp. |pα| � pF ), avec un passage de 1 à 0 autour de |pα| ' pF
sur une largeur ploc ;
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— Mp,q ' 0 si |p−q| � ploc, ce qui nous indique que la matriceM est quasi-diagonale,
i.e.Mp,q ' δp,qhp. Dans l’hypothèse d’une thermalisation, nous nous attendons en
pratique à trouver hp ' Fp ≡ (−µeff+p2/2)/Teff comme une bonne approximation.

La figure 4.11 montre que Fp est en mesure d’expliquer la largeur de la diagonale de la
matrice M, justifiant notre approximation de thermalisation effective, ρ̂ss ' ρ̂th. Il est
particulièrement important de respecter le premier point : une autre condition initiale que
l’état fondamental, ou une sur-population des états propres brise la thermalisation effec-
tive et ne nous permet plus une description de l’état stationnaire en termes de matrice
densité thermique.
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Figure 4.11 – Comparaison entre hp (symboles) avec Fp (tirets)
pour différentes valeurs de K, avec N = 51 et k̄ = 6.

D’autre part, le fait queM ne soit pas exactement diagonale implique également que la
description thermique n’est qu’une approximation : les orbitales naturelles de la matrice
densité en impulsion si elle était réellement thermique, serait des ondes planes. Dans notre
cas, et comme cela est montré sur la figure 4.12, l’orbitale naturelle la plus occupée est
une exponentielle décroissante sur une plage d’impulsions de l’ordre de ploc, tandis que
la matrice densité réduite dans l’espace des impulsions décroît exponentiellement vite sur
cette même plage d’impulsions.
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Figure 4.12 – Comparaison entre l’anti-diagonal de la matrice den-
sité réduite à un corps dans l’espace des impulsions ρ(k, k′) et l’or-
bitale naturelle la plus occupée. Nous les comparons à la fonction
d’onde en impulsion correspondante à l’état k = 0 du Kicked Rotor
sans interaction. Ici, N = 51, K = 20 et k̄ = 6.

4.5 Limites de la thermalisation effective
Nous souhaitons ici adresser les limites de notre description du système en terme de ther-
malisation effective.

D’une part, nous l’avons discuté plus tôt, la description qualitative de la distribution en
impulsion des fermions comme une distribution de Fermi-Dirac avec une température ef-
fective et un potentiel chimique effectif associé n’est pas toujours possible. En effet, dans
la mesure où ploc � pF , la distribution fermionique retrouve une forme localisée, typique
de ce nous avons vu pour la physique à 1 corps. Cela entraîne un décrochage des données
du comportement thermique effectif.

D’autre part, nous portons l’attention sur le choix de l’état initial, que nous avons choisi
comme étant l’état fondamental d’un gaz de Fermi. Choisir un autre état initial brise
complètement notre approche. Nous le montrons sur la figure 4.13, où nous avons appli-
qué la dynamique du Kicked Rotor périodique à un gaz de Fermi de N = 101 particules
comme condition initiale. Nous avons pris la moitié de la distribution en impulsion de
part et d’autre de l’axe vertical k = 0 que nous avons séparé d’une certaine distance. Ce
n’est plus une distribution que nous pouvons globalement fitter avec une distribution de
Fermi-Dirac, et ne nous permet plus de décrire le système avec notre approche. Le choix
de l’état initial est donc crucial, et se restreint à l’état fondamental ou un état thermique
à basse température.
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Figure 4.13 – Distribution en impulsion initiale des états séparés
(en tirets noirs), et après la dynamique du Kicked Rotor (ligne bleu
continue) pour N = 101 particules, K = 20, k̄ = 6 et 600 kicks. Les
données sont moyennées 150 fois sur les quasi-impulsions.

Enfin, d’autres systèmes manifestent le phénomène de localisation dynamique, et ont en
plus un Hamiltonien intégrable, comme le modèle de Maryland (voir chapitre 3). Nous
avons alors calculé la distribution en impulsion issue de cette dynamique, que nous mon-
trons sur la figure 4.14 pour des paramètres semblables à ceux que nous avons employé
au cours de ce chapitre. Nous avons également tenté de fitter une distribution de Fermi-
Dirac, ce qui est absolument impossible, ce qui restreint a priori pour le moment notre
approche au modèle de Kicked Rotor.
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Figure 4.14 – Distribution en impulsion à temps long issue du
modèle de Maryland pour N = 101 particules, K = 40, α =

√
2,

au bout de 500 kicks (points marrons), comparé à une tentative de
fit avec une distribution de Fermi-Dirac (tirets marrons).

4.6 Conclusion
Nous avons étudié au cours de ce chapitre l’état stationnaire d’un gaz de Tonks sujet à
des kicks. Nous avons montré que la localisation dynamique est conservée dans un ré-
gime d’interactions fortes, au sens où le système ne chauffe pas indéfiniment, ce qui est
visible au travers de son énergie totale qui sature à temps longs. Nous avons également
montré que la distribution en impulsion des bosons en interaction n’est pas une expo-
nentielle décroissante comme dans le cas sans interaction. Cette décroissance est cette
fois-ci algébrique en 1/k4 et est caractérisée par un contact de Tan, caractéristique uni-
verselle des systèmes quantiques en interaction. Nous avons également montré que l’état
stationnaire du système est remarquablement bien décrit par une matrice densité ther-
mique. Nous avons ainsi montré l’émergence d’une température effective, que nous avons
reliée aux propriétés de localisation du système. En particulier, nous avons montré que
la température effective évolue linéairement en fonction de l’impulsion de Fermi pF et la
longueur de localisation en impulsion ploc. Cet état stationnaire est ainsi à la fois dans
une phase localisée dynamiquement à N -corps, mais aussi bien décrit par un petit nombre
de constantes du mouvement, qui correspondent à l’énergie et au nombre de particules,
quand bien même la dynamique soit intégrable, avec un nombre extensif de quantités
conservées. C’est en clair contraste avec la localisation à N -corps (MBL) standard, où la
brisure d’ergodicité correspond à l’émergence d’intégrabilité, et l’existence d’un nombre
extensif d’intégrales quasi-locales du mouvement.

Enfin, comme nous l’avons montré au chapitre 1, il est connu que lorsque nous modu-

79



Chapitre 4. Thermalisation effective d’un gaz de Bose localisée dynamiquement à
N -corps

lons la force des kicks K avec des fréquences incommensurables, le Kicked Rotor (quasi-
périodique) est marqué d’une transition de phase identique à la transition d’Anderson
3D. Nous nous attendons donc que moduler la force des kicks dans notre modèle du gaz
de Lieb-Liniger kické va induire une transition de phase, nous permettant de passer d’une
phase localisée dynamiquement à N -corps à nouvelle phase où le système peut chauffer in-
définiment. La compréhension des propriétés d’une telle phase délocalisée est, entre autre,
l’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 5
Transition d’Anderson d’un gaz de
Tonks-Girardeau dans un potentiel de kick
quasi-périodique

Plus ça change, plus c’est la même chose.

Alphonse Karr

Nous nous intéressons dans ce chapitre à un gaz de Tonks-Girardeau kické quasi-
périodiquement. En particulier, avec des arguments simples, nous montrons qu’une

transition de phase s’opère entre un régime localisé et un régime diffusif. Ces derniers
vont être par ailleurs mis en parallèle avec un gaz thermique, respectivement à basse
température, comme montré au chapitre 4, et à haute température que nous détaillons
et caractérisons aux travers des observables pertinentes que sont la distribution en im-
pulsions et la matrice densité, la longueur de corrélation et le contact de Tan. Dans un
premier temps, nous montrerons que tous les développements basés sur une température
effective dans la phase localisée sont robustes, et montrons que dans la phase diffusive,
le système se comporte comme un gaz quantique à haute température, i.e. comme un
gaz classique. Aussi, nous montrons que les orbitales naturelles respectent les évolutions
temporelles attendues dans les trois régimes, et peuvent ainsi être une façon de sonder les
phases où l’on se trouve. Enfin, nous étudions la distribution en impulsion dans la phase
critique. Nous y trouvons trois comportements différents pour trois secteurs d’impulsions,
et éventuellement la présence de multifractalité.

5.1 Modèle du gaz de Tonks kické quasi-périodiquement
Nous considèrons un système de N particules bosoniques en interaction de masse m,
dont la dynamique est décrite par l’Hamiltonien de Lieb-Liniger avec un potentiel de kick
quasi-périodique suivant :

Ĥ(t) =
∑
i

(
p̂2
i

2 +K(t) cos(x̂i)
∑
n

δ(t− n)
)

+ g
∑
i<j

δ(x̂i − x̂j) (5.1)
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Chapitre 5. Transition d’Anderson d’un gaz de Tonks-Girardeau dans un potentiel de
kick quasi-périodique

où g = 2πT 2
1

mL3 g1D la constante d’interaction en unités réduites du Kicked Rotor et K(t) =
K[1+ε cos(ω1t) cos(ω2t)] où nous fixons ω1 = 2π

√
5 et ω2 = 2π

√
13. En nous réduisant aux

termes à un corps, cet Hamiltonien correspond à celui du Kicked Rotor quasi-périodique
(1.30) que nous avons étudié en deuxième partie du chapitre 1. De même que pour le pré-
cédent chapitre, [x̂i, p̂i] = ik̄δij, et nous fixons la taille du système L = 2π avec conditions
aux bords périodiques.

Pour g = 0, nous recouvrons la physique du Kicked Rotor quasi-périodique. Pour des K
inférieurs à Kc, le système est alors dans une phase où les fonctions d’ondes à un corps
sont localisées en exponentielle décroissante, auxquelles on associe une longueur de loca-
lisation ploc, et dont l’énergie du système sature. Une transition vers une phase diffusive
s’opère en augmentant K > Kc, où les fonctions d’ondes à un corps sont des gaussiennes
centrées en différents états d’impulsions, dont la largeur s’accroît au fur et à mesure des
kicks pondérée par un facteur de diffusion D. Enfin, au seuil critique K = Kc, les fonctions
d’ondes adoptent une forme particulière qu’est la fonction de Airy, et le système n’est ni
localisé, ni délocalisé, mais est dans un régime de diffusion anormale, ce qui renvoie à une
énergie qui croît en t2/3 en fonction du temps.

Dans le régime de Tonks-Girardeau, les observables locales que sont l’énergie ou bien la
densité sont les mêmes entre un système de bosons en interaction et un système de fer-
mions libres. Ainsi, puisque chaque fonction d’onde à un corps du système de N fermions
vivra la dynamique du Kicked Rotor quasi-périodique, les comportements dans les trois
phases se retrouveront dans l’énergie des bosons en interaction, ce que nous montrons sur
la figure 5.1.

Afin de procéder aux simulations, nous choisissons comme condition initiale l’état fon-
damental d’un système de N fermions libres, décrit par une distribution en impulsion
formant la mer de Fermi pour k < |kF |, où kF ∝ N , et l’énergie du système dans son état
fondamental est notée E0. Pour les choix de paramètres, notamment K, nous avons choisi
de nous placer de sorte à ce que le seuil critique soit présent pour Kc = 6.36. En deçà,
nous sommes dans la phase localisée, au-delà nous sommes dans la phase diffusive.

Comme nous l’avons montré au chapitre 4, il est possible de faire une description effec-
tive du système comme d’un gaz thermique à basse température dans la phase localisée.
Nous allons vérifier qu’avec un Hamiltonien légèrement différent, notre formalisme s’ap-
plique et permet une description quantitative du système. Ensuite, la forme gaussienne de
la fonction d’onde à N -corps fermionique dans le régime diffusif devrait nous permettre
d’extraire une température effective, beaucoup plus importante que dans la phase locali-
sée, nous permettant une description à haute température effective du gaz de Tonks.
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5.2. Études de la phase localisée et délocalisée
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Figure 5.1 – Évolution temporelle de l’énergie pour K = 8 (en
rouge, régime diffusif), K = 6.36 (en violet, régime critique) et
K = 3.0 (en bleu, régime localisé). Ici,N = 11, k̄ = 2.85 et ε = 0.43.

5.2 Études de la phase localisée et délocalisée

5.2.1 Phase localisée
Comme nous l’avons décrit plus tôt au chapitre 1, le système dans la phase localisée va
voir son énergie tendre vers une constante à temps longs Eloc, même si le système est tou-
jours hors-équilibre au travers des kicks. À temps longs, étant localisée, l’énergie totale du
système est alors Ef = E0 + N

p2
loc

2 , comme le montre la courbe de l’énergie 5.1 en bleue,
ce que nous interprétons comme une phase localisée dynamiquement à N -corps [146].

La distribution en impulsion du système de bosons en interaction dans l’état fondamen-
tal révèle des corrélations à quasi-longue portée, et la présence d’un quasi-condensat. En
présence de kicks, comme nous le montrons sur la figure 5.2, cette dernière voit son pic
central s’arrondir, et s’étale sur les états d’impulsions à mesure que K augmente. D’autre
part, nous observons encore le comportement en C/k4 à grandes impulsions.

L’étalement de la distribution du gaz de Tonks-Girardeau nk et la disparition du pic cen-
tral annoncent que dans l’espace des positions, une perte de corrélation doit se voir au
niveau de la fonction g1. Nous montrons sur la figure 5.3 cette fonction dans la phase
localisée. L’encart (a) montre la décroissance exponentielle, avec une longueur de corré-
lation associée tel que g1(r) ∝ e−|r|/rc . D’autre part, le pic central de la distribution en
impulsion nk=0 tend vers une valeur constante pour N →∞.

De même qu’au court du chapitre 4, tout ceci nous rappelle la physique d’un gaz ther-
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Chapitre 5. Transition d’Anderson d’un gaz de Tonks-Girardeau dans un potentiel de
kick quasi-périodique

0 2 4 6
ln(k + 1)

−10

−5

0

5

ln
(n

k
)

Ground state

K = 3.0

K = 3.5

K = 4.0

−10 0 10
k

0

5

10

n
k

Figure 5.2 – Distribution en impulsions bosonique à temps longs
dans la phase localisée pour N = 51 particules, K = 3, 3.5 et
4, k̄ = 2.89, en échelle log-log (pour une meilleure visibilité, nous
avons multiplié les distributions par un facteur arbitraires). Les ti-
rets montrent le comportement asymptotique à grandes impulsions
Css/k4, où Css est calculé en utilisant la matrice densité thermique
correspondante. L’encart montre les mêmes données en échelle li-
néaire.

mique. Tout d’abord, nous nous intéressons au système de fermions libres qui va nous
permettre une extraction de la température effective et du potentiel chimique. Afin de
faciliter cette étude, et rendre les données plus lisses, nous introduisons l’Hamiltonien :

Ĥq = (p̂+ qk̄)2

2 +K(t) cos x̂
∑
n

δ(t− n). (5.2)

En appliquant ce processus de moyenne sur les q, nous voyons que la distribution en im-
pulsion fermionique adopte à nouveau la forme d’une distribution de Fermi-Dirac (voir
figure 5.4), qui nous permet l’extraction d’une température effective et d’un potentiel
chimique effectif. En particulier, nous appliquons les mêmes contraintes sur la procédure
de fit, voir équations (4.4).
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Figure 5.3 – Fonction de corrélation g1(r) avec les mêmes para-
mètres que la figure 5.2. L’encart (a) présente les mêmes données
que la figure principale en échelle semi-log, ce qui met en lumière
la décroissance exponentielle de la fonction de corrélation dans la
phase localisée. L’encart (b) montre l’évolution du pic nk=0 de la
distribution bosonique en fonction du nombre de particules.

Dans ce régime, la valeur de ploc est largement inférieur aux valeurs de pF 1, qui était une
condition sine qua non pour la validité de la description en terme de thermalisation ef-
fective de la phase localisée. Cela correspond à des valeurs de température effective basse
en comparaison de l’énergie de Fermi εF = p2

F/2. Ainsi, en faisant un développement de
Sommerfeld sur l’énergie, nous relions à nouveau la température effective à ploc au travers
de l’équation (4.10). Nous voyons que les données sont bien décrites par le comportement
prédit, ce qui indique que dans ce régime de paramètres, l’approche de thermalisation est
toujours valide.

Du côté du système de bosons en interaction, nous déduisons que le contact de Tan dans
la phase localisée est décrit par celui d’un gaz thermique Cth(T,N) = 8NE(T,N)

L2k̄2 , ce que
nous montrons sur la figure 5.2, où le comportement à grandes impulsions est très bien
fitté par Cth(N, Teff )/k4. D’autre part, la longueur de corrélation rc du système, associée à
la décroissance exponentielle de la fonction g1 à grandes distances, est estimée au travers
la variance de la fonction g1, comme nous l’avons décrit au chapitre 2. Dans le contexte de
la thermalisation effective, nous savons également que la longueur de corrélation à basse
température en unité réduite du Kicked Rotor est donnée par l’équation (4.14).

1. Nous avons calculé la longueur de localisation ploc des états à une particule |Ψ〉 comme p2
loc =

〈Ψ|p̂2|Ψ〉 − 〈Ψ|p̂|Ψ〉2 et avons trouvé que dans le régime localisé ploc ∼ O(1) pour K = 4.0, k̄ = 2.89 et
ε = 0.55 tandis que pF est de l’ordre de la dizaine.
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Chapitre 5. Transition d’Anderson d’un gaz de Tonks-Girardeau dans un potentiel de
kick quasi-périodique
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Figure 5.4 – Comparaison entre la distribution en impulsions
brute, moyennée et un fit avec la distribution de Fermi-Dirac à
une température et potentiel chimique donné. Ici N = 51, K = 3.5
et k̄ = 2.89.

La figure 5.6 montre que les données sont bien décrites par l’équation (4.14), et que nous
sommes en mesure de bien décrire la décroissance exponentielle de la fonction g1(r) pour
un set de paramètres donnés, comme le montre l’encart de cette même figure.

Ainsi, nous avons montré que la description de thermalisation effective du système est
toujours valide et permet une description du système dans la limite des températures ef-
fectives basses en comparaison avec l’énergie de Fermi de l’état initial. Nous montrons que
cette approche est également valable dans la phase délocalisée, où le système correspond
cette fois-ci à un gaz quantique thermique à haute température effective.

5.2.2 Phase délocalisée
Au-delà du régime localisé et critique du système, le système est sujet à une dynamique
diffusive. Comme nous le voyons sur la figure 5.1 (courbe rouge), l’énergie ne sature plus,
mais croît indéfiniment de manière linéaire avec le temps. Nous déduisons que, puisque
chaque particule voit sa dynamique être diffusive, caractérisée par une forme gaussienne,
la distribution en impulsion du système sera également une gaussienne. Ainsi, l’énergie
sera la somme des contributions de chaque états à une particule, i.e. Ef ' E0 + 2NDt,
où D est le coefficient de diffusion. Les observables du système dépendent à présent du
temps au travers de la dépendance temporelle de l’énergie. Naturellement, les observables
seront présentées en fonction de K (avec t fixe) et de t (avec K fixe).
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Figure 5.5 – Température effective Teff/εF en fonction de ploc/pF .
En noir, nous représentons l’équation (4.10), qui décrit bien les
données dans la phase localisée. Encart : distribution en impulsion
fermionique nFk dans la phase localisée (symboles), fittée par une
distribution de Fermi-Dirac (tirets). Ici N = 51 et k̄ = 2.89.

La distribution en impulsion du système de bosons en interaction est montrée sur la figure
5.7. La divergence en k = 0 est complètement détruite et arrondie, jusqu’à des amplitudes
bien moindre que l’état initial, et nous pouvons également observer l’étalement temporelle
de la distribution, qui est l’emprunte de la phase diffusive dans le système. Quand bien
même, le comportement asymptotique de la distribution bosonique à grande impulsion
est conservé avec le contact de Tan Cdiff correspondant i.e. nk ' Cdiff/k4.

Nous montrons également l’évolution du pic de la distribution en impulsion dans l’en-
cart de la figure 5.8, qui au premier abord ne dépend pas du nombre de particules. En
faisant des fits en loi de puissante aN b + c, nous trouvons que dans les deux cas b ' 1,
ce qui indique de nk=0 croît linéairement en fonction de K et t dans le régime diffusif.
Ceci est pondéré par une pente faible a ' 0.002 − 0.006. Le graphique principal montre
la fonction g1(r), qui tend à être de plus en plus fine pour t (à droite) et K (à gauche)
qui augmentent. Ceci est illustré par l’encart (a) des deux figures, où nous voyons une
décroissance exponentielle d’autant plus rapide que t et K augmentent.

Afin de pouvoir caractériser ces observables, nous nous intéressons à nouveau au système
de fermions correspondant. Nous voyons que la distribution en impulsion des fermions à
un K et un temps t donné est de forme gaussienne, comme nous le montrons sur la figure
5.9. En moyennant sur les quasi-impulsions, ce comportement est d’autant plus clair, et
nous indique alors de faire un fit avec une fonction de Maxwell-Boltzmann, qui n’est autre
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Figure 5.6 – Longueur de corrélation pF rc en fonction de ploc/pF
pour différents K et N . L’agglomération des données autour de la
courbe noire représentant l’équation (4.14) montre que les données
sont indépendantes du nombre de particules. Encart : fonction de
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Figure 5.7 – Distribution en impulsion dans la phase délocalisée
pour N = 51 particules et k̄ = 2.89 en échelle log-log (pour des
questions de visibilités, nous avons décalé les distributions). Sur la
figure de gauche, t = 600 et nous faisons varier K. Sur la figure
de droite, K = 12, et nous faisons varier t. Les tirets sur chaque
courbe montrent le comportement asymptotique nk ' Cdiff/k4 à
grandes impulsions, avec Cdiff calculé avec l’équation 5.6. L’encart
des figures montrent les mêmes données en échelle linéaire.

que la limite à haute température de la fonction de Fermi-Dirac, définie comme : 2

fMB(k, T, µ) = n0e
− k̄

2k2/2−µ
T . (5.3)

où n0 correspond à l’amplitude de la distribution en impulsion fittée. Afin de procéder
au fit, on doit alors modifier les contraintes que nous appliquions précédemment en rem-
plaçant la fonction fFD par fMB. On voit alors sur la figure 5.7 que cette procédure nous
permet de fit nos données, et d’extraire Teff et µeff .

Dans les gaz quantiques à haute température, l’équipartition de l’énergie mène à une
expression de l’énergie donnée par :

E = NT

2 (5.4)

2. Nous avons vérifié que la procédure de fit nous donnes les mêmes températures et potentiels chi-
miques effectifs avec les deux fonctions.
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Figure 5.8 – Figure de gauche : fonction g1(r) pour différentes va-
leurs de K = 12, 14 et 16, et t = 1000 kicks. Figure de droite : fonc-
tion g1(r) pour différentes valeurs de t = 200, 400 et 800 et K = 12.
Pour chacune des figures, l’encart (a) représente les mêmes données
en échelle semi-log, tandis que l’encart (b) montre l’occupation de
l’état k = 0 comparé au cas de l’état fondamental. Dans chaque
cas, nk=0 croît linéairement avec t et K, avec une pente faible et
N = 51.

−200 −100 0 100 200
k

0.0

0.1

0.2

0.3

n
F k

Momentum distribution for q = 0

Averaged momentum distribution

Thermal fit

Figure 5.9 – Comparaison de la distribution en impulsion fermio-
nique brute, moyennée sur les quasi-impulsion (ligne continue), et
la distribution de Maxwell-Boltzmann (tirets) dans la phase délo-
calisée. Ici, N = 51, K = 12, k̄ = 2.89 et t = 1000.

en dimension 1 et en unités réduites [158]. En faisant l’hypothèse que le gaz de Tonks-
Girardeau dans le régime diffusif se comporte comme un gaz quantique à haute tempéra-
ture, nous supposons que la température effective est donnée par :
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5.2. Études de la phase localisée et délocalisée

Teff = 2E
N
. (5.5)

Ceci est vérifié sur la figure 5.10, où nous sommes en mesure de reproduire fidèlement la
croissance linéaire de la température en fonction du temps avec l’expression (5.5).
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Figure 5.10 – Température effective fittée pour N = 101, K =
12, 14 et 16 en fonction du temps. Les croix noirs représentent
l’équation (5.5), où nous avons calculé l’énergie des distributions
en impulsions fermioniques pour différents temps et K = 16.

Du côté des bosons, nous pouvons à présent dériver une expression du contact de Tan
dans le régime diffusif Cdiff à partir de l’expression (2.35) :

Cdiff (N, Teff ) = 8NE
L2k̄2 = 4N2Teff

L2k̄2 , (5.6)

ce qui correspond à la limite à haute température du contact de Tan prédite par Vignolo
et Minguzzi [118] en unités réduites du Kicked Rotor. Comme nous le montrons sur la
figure 5.7, le contact dépend de K et linéairement de t, et est en mesure de décrire (en
tiret) le comportement à grandes impulsions en Cdiff/k4 des distributions en fonction des
deux paramètres.

Enfin, avec la description thermique du système à haute température, et avec un potentiel
chimique négatif (qui est le cas pour µeff qu’on extrait), nous pouvons décrire la longueur
de corrélation rc par

r−1
c =

√
2|µ|
k̄
R(µ/T ), (5.7)

avec
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R(x) = 1 + 1
2π
√
|x|

∫ ∞
−∞

dz ln
∣∣∣∣∣ez

2−y + 1
ez2−y − 1

∣∣∣∣∣ . (5.8)

Pour différentes valeurs d’amplitude de kicks et de temps, nous extrayons rc à l’aide de la
fonction g1. Nous présentons les données obtenues sur la figure 5.11, où nous montrons que
la quantité rcpF/k̄ pour différentes valeurs de N est une fonction universelle de εF/|µ|.
En effet, nous voyons que pour de grandes valeurs de |µ|/T , l’équation (5.7) vers la quan-
tité
√

2|µ|
k̄

, ce qui décrit très bien les données pour |µ| � εF . Cependant, nous observons
un décalage des données avec notre prédiction à faible potentiel chimique (correspondant
aux hautes températures effectives). Nous associons cela au fait que notre estimation de
rc comme la variance de g1 marche convenablement qu’à température intermédiaire (en
comparaison de ε) [120].
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Figure 5.11 – Longueur de corrélation rc en fonction de εF/|µeff |
pour différentes valeurs de N . Ici, nous avons pris des valeurs de
K = 10, 12 et 14, et de t = 200, 400 et 800. La droite noire corres-
pond à l’équation (5.7).

Nous avons à présent une description quantitative des deux phases du Kicked Rotor quasi-
périodique de part et d’autre de la transition à l’aide d’une approche de thermalisation
effective du système, en reliant la température effective émergente aux propriétés tantôt
de localisation, tantôt de délocalisation du système. Nous nous concentrons par la suite
sur le système et les observables associées au seuil critique.
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5.3 Dynamique d’un gaz de Tonks au seuil critique
Dans la phase critique d’un système de type Anderson 3D, la fonction d’onde critique
n’est ni localisée ni diffusive. Comme nous l’avons vu, le système est dans un régime
intermédiaire de diffusion anormale.

5.3.1 Fermions libres
En nous concentrant tout d’abord sur le système de N fermions libres, nous pouvons déjà
déduire quelques propriétés du système. En effet, comme nous l’avons vu au chapitre 1,
chaque fonction d’onde à un corps va être au régime critique et avoir une dynamique telle
que 〈p2(t)〉 ∝ t2/3, ce qui est montré par la figure 5.1 en violet. D’autre part, nous avons
également vu que dans ce régime, les fonctions d’ondes adoptent une forme particulière
en fonction de Airy. À temps longs, on s’attend à ce que chaque fonction d’onde à un
corps contribuent à la distribution à N -corps. Ainsi, nous devons un peu modifier les
prédictions de la théorie auto-cohérente (1.57), où la distribution en impulsion devrait
respecter l’équation :

t1/3nFk (t) = NG(kt−1/3). (5.9)

Dans un premier temps, nous montrons les fonctions d’ondes fermioniques pour différents
temps au seuil critique sur la figure 5.12. On voit en particulier que les ailes de la distri-
bution adoptent une forme similaire à la fonction d’onde à un corps, voir figure 1.11. En
revanche, le centre de la fonction d’onde est arrondi, là où nous avions un pic net autour
de k = 0, ce qui vient du fait qu’on à cette fois-ci N particules.

Étant donné que chaque fonction d’onde diffuse en t1/3, en multipliant l’axe des abscisses
par t−1/3, et l’axe des ordonnées par t1/3, les distributons à différents temps sont supposé
se superposer. C’est ce que nous montrons sur la figure 5.13, où nous voyons qu’à temps
longs, les distributions se superposent bel et bien. D’autre part, les tirets noirs sur la fi-
gure montrent la prédiction (5.9), qui explique particulièrement bien la comportement des
ailes de la distribution, ce qui est d’autant plus visible dans l’encart en échelle semi-log.
Cela nous confirme également que la forme asymptotique de la distribution est toujours
une fonction de Airy. D’autre part, nous l’avons vu, le paramètre d’ajustement est noté
ρ et entre en jeu dans la fonction auto-cohérente G, voir équation (1.58). À nouveau,
nous avons procédé à l’ajustement de la fonction auto-cohérente, et nous avons trouvé un
paramètre ρ = 2.35.

Sachant que ρ = Γ(2/3)Λc/3, nous pouvons estimer la valeur de ln(Λc) = ln(3ρ/Γ(2/3)) '
1.65, ce qui est sensiblement la même valeur que nous avons rapporté au chapitre 1. Cela
nous indique entre autre que le diagramme de phase que nous avons employé (figure 1.9)
est toujours valide dans tous les régimes de dynamique, et notamment que l’exposant
critique devrait rester inchangé.

Il reste néanmoins le fait qu’à temps longs, au voisinage de kt−1/3 ' 0, les distributions
en impulsion dévient de la prédiction auto-cohérente. Au chapitre 1, nous avons vu que
cela était dû à la présence de multi-fractalité. Cela se manifeste encore ici, où la partie
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Figure 5.12 – Distribution en impulsions fermioniques pour diffé-
rents temps, pour N = 51, K = 6.36, ε = 0.43 et k̄ = 2.85. Encart :
même données en échelle semi-log.

centrale de la distribution forme une non-analycité (1.60). Comme nous le montrons sur
la figure 5.13, cette partie de la distribution est très bien capturée par le comportement
multi-fractal attendu (convoluée par la distribution fermionique initiale). Ceci nous per-
met d’extraire une dimension multi-fractale, qui pour t = 50000 vaut d2,eff = 1.33± 0.06,
ce qui est en accord avec les analyses à un corps [63] au temps correspondant.

De ce fait, pour des temps suffisamment grands tels que Lt � pF , la distribution en
impulsions des fermions est bien décrite par la théorie à un paramètre comme attendu.
Cela implique que la description en terme de thermalisation effective n’est plus possible,
contrairement à la phase localisée et délocalisée traitées précédemment.

5.3.2 Bosons
Nous nous intéressons à présent à la dynamique du gaz de Tonks-Girardeau au point cri-
tique. Nous montrons sur la figure 5.14 la distribution en impulsion pour différents temps.
Nous voyons un étalement de celle-ci dans l’espace des impulsions, et un bruit qui apparaît
à temps longs, que nous attribuons au fait que nous calculons cette distribution à partir
de données non moyennées, particulièrement bruitées dans le régime critique. Ensuite,
nous avons reproduit le rescaling des abscisses par t−1/3 et des ordonnées par t1/3 de la
figure 5.13, et nous montrons le résultat sur la figure 5.15. Nous en apprenons trois choses.
D’une part, une partie de la distribution obéit bien à la loi d’échelle prédite par la théorie
auto-cohérente. D’autre part, à grandes impulsions, le comportement n’est clairement pas
en accord avec une amplitude décroissante en t−1/3. En effet, les ailes de la distribution
ne se superposent pas comme pour les fermions. Enfin, le pic central également n’obéit
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Figure 5.13 – Distribution en impulsions fermioniques mise à
l’échelle pour différents temps, pour N = 51, K = 6.36, ε = 0.43 et
k̄ = 2.85. Les tirets noires représentent la prédiction de la théorie
auto-cohérente (5.9). Encart : partie centrale de la distribution en
impulsion à t = 50000, fittée par la singularité multi-fractale (1.60)
convoluée avec la distribution initiale fermionique.

pas à cette décroissance en t−1/3. Ainsi, trois comportements apparaissent pour les bo-
sons en interaction, là où il n’y en avait que deux pour les fermions libres. À t = 0, les
comportements à hautes et basses impulsions sont séparés par le fait que le contact entre
en jeu pour des impulsions telles que k > kF , où kF ∼ N . Lors de l’évolution temporelle,
ce point de séparation en impulsion, qu’on note kc, évolue tel que kc(t) = Nt1/3, visible
sur la figure 5.16 que nous discutons par la suite.

Pour la physique à grandes impulsions (k � kc(t)t−1/3 ∼ N), nous savons que celle-ci
est décrite par un contact de Tan C. L’expression que nous utilisons est C = 8NE

k̄2L2 , et est
valide même en dehors d’une description thermique effective (voir Appendice A). Nous
montrons cela sur l’encart de la figure 5.16. D’autre part, dans ce régime critique, l’énergie
croît comme t2/3. De ce fait, le contact de Tan également croît en t2/3, et dicte l’évolu-
tion temporelle des grandes impulsions. Afin de geler la dynamique d’expansion en t1/3 du
point kc(t), nous avons fait le rescaling kt−1/3 des abscisses. Pour les amplitudes en ordon-
née, la dynamique en t2/3 du contact de Tan doit être compensée par un facteur t2/3 afin
que les données se superposent en amplitude. C’est ce que nous montrons sur la figure 5.16.

D’autre part, nous nous sommes intéressé à l’évolution du pic central de la distribution en
impulsion nk=0 en fonction du temps et du nombre de particules, que nous montrons en
figure 5.18 et 5.19. On trouve alors que nk=0 ∼ N0.59, qui, comme dans la phase délocalisée,
n’est pas à interpréter comme la présence d’ordre à quasi-longue portée. Il reste néanmoins
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a trouver des éléments de réponse pour expliquer ce comportement. Ainsi, en supposant
que ce comportement s’étant aux petites impulsions (k < kc(t)), nous sommes en mesure
de trouver une superposition des données pour différents nombre de particules à temps
fixe, comme nous le montrons sur la figure 5.20 en faisant un rescaling des abscisses par
N1/3. On peut alors déduire que l’impulsions kc(t), entre les hautes et basses impulsions,
est de l’ordre de (Nt)1/3. Cela est donc en contraste avec l’état fondamental, où l’impulsion
de cross-over entre hautes et basses impulsions est donnée par pF ∼ N . Cela implique
également une brisure de la loi d’échelle à un paramètre pour la transition d’Anderson
attendue pour le cas sans interaction, ce qui a été rapporté de manière similaire dans le
système traité avec l’équation de Gross-Pitaeskii [142].
Enfin, nous étudions la partie centrale de la distribution, afin de sonder la présence ou
non de multi-fractalité au sein du système. Nous avons fitté le centre de la distribution en
utilisant l’équation (1.60) pour trouver une dimension multi-fractale db2,eff , ce que nous
montrons sur la figure 5.17 en tirets noirs pour une distribution à temps longs. Comme
nous pouvons le voir, la distribution en impulsion semble avoir un comportement régu-
lier (quadratique) en son centre, ce qui contre-indique la présence de multi-fractalité (i.e.
db2,eff → 3).

Enfin, nous étudions l’évolution temporelle du pic central. Nous montrons sur la figure
5.18 l’évolution temporelle de nk=0 en échelle log-log pour différents nombre de parti-
cules. Malgré le bruit des données, on y distingue une décroissance en loi de puissance,
i.e. nk=0(t) ∝ t−α. En faisant un fit linéaire des données pour chaque nombre de particules,
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Figure 5.17 – Partie centrale de la distribution du gaz de Tonks-
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βb|kt−1/3|d
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2,eff−1.

nous trouvons que l’exposant α ' 0.187± 0.008.

En résumé, nous avons que nk=0(N, t) ' N0.59t−0.187, que nous avons mis en avant en fai-
sant le graphe de ln(nk=0(t)N−0.59) vs. ln(t) et de ln(nk=0(N)t0.187 vs. ln(N) sur la figure
5.19, respectivement à gauche et à droite. Nous voyons alors sur chacune des figures que
les données ont tendance, à temps longs et à grand nombre de particules, à tendre vers
les comportements asymptotiques trouvés.

Enfin, nous nous sommes également intéressés aux orbitales naturelles afin de sonder la
physique d’une particule en interaction avec le reste du système dans le régime critique.
En particulier, nous regardons le pic central de l’orbitale naturelle la plus occupée, noté
|φ0(k = 0)|2. Nous montrons sur la figure 5.21 à gauche, que le pic central ne dépend
pas du nombre de particules. Nous nous sommes ensuite intéressé à l’évolution temporelle
de ce pic, que nous montrons en échelle log-log sur la figure 5.21 à droite. En faisant le
fit des données pour chaque conditions initiales avec un nombre de particules différents,
nous trouvons une décroissance t−α, avec l’exposant α ' 0.186± 0.096 calculé en faisant
la moyenne des exposants trouvés chaque set de données. Nous trouvons ainsi que le pic
central décroît avec un exposant dont la valeur est tout à fait comparable à la décrois-
sance du pic central de la distribution nk en fonction du temps. Ceci est mis en lumière sur
la figure 5.22, où nous montrons |φ0(k = 0, t)|2t0.187, qui comparé à l’encart de la même
figure présentant |φ0(k = 0, t)|2 montre un arrêt de la variation en amplitude des données.

Néanmoins, nous constatons qu’à temps longs, les données s’écartent de la décroissance
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Figure 5.19 – Même données que la figure 5.18 à gauche et à
droite, en ayant fait respectivement le rescaling nk=0(t)N−0.59 et
nk=0(N)t0.187. Les tirets noirs montrent le comportement en t−0.187

(à gauche) et en N0.59 (à droite).

en t−0.187, qui est visible sur l’encart de la figure 5.22. Ceci s’explique lorsqu’on regarde
directement à l’évolution temporelle de |φ0(k)|2 que nous montrons sur la figure 5.23. Nous
voyons sur l’encart qu’à temps longs, |φ0(k)|2 touche les bords numériques du système,
ce qui peut éventuellement expliquer une influence sur le pic central de cette orbitale de
manière non négligeable. Nous montrons par ailleurs sur le graphique principal les mêmes
données avec en abscisse kt−1/3, ce qui fait se superposer les différentes courbes pour
différents temps. L’orbitale naturelle la plus occupée respecte donc l’évolution temporelle
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t1/3 du régime critique.
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5.4 Conclusion
Au cours de ce chapitre, nous avons étudié les régimes localisé, diffusif et critique d’un
gaz de Tonks-Girardeau soumis à la physique du Kicked Rotor quasi-périodique. Tout
d’abord, nous avons montré que la phase localisée, comme au chapitre 4, peut être décrit
comme un gaz thermique à basse température.

Ensuite, nous avons montré que le régime diffusif est cette fois bien décrit comme un gaz
thermique à haute température. L’hypothèse de thermalisation effective nous a à nouveau
permis de relier la température aux quantités relatives à la diffusion du système, dans ce
cas l’énergie qui croît linéairement avec le temps. De même, nous aussi montré que le
contact de Tan se comporte comme celui d’un gaz à haute température, et permet de
décrire la décroissance algébrique de la distribution en impulsion bosonique, en fonction
de K et t. Du fait de son lien direct avec la température effective du système 5.6, cette
dernière croît également linéaire avec le temps. Enfin, nous avons également caractérisé les
corrélations, où rc ∼ t−1/2 et peut être décrit comme la longueur de De Broglie thermique.

Pour finir, nous nous sommes intéressés au régime critique. Nous avons montré que la dis-
tribution en impulsion des fermions obéit toujours à la loi d’échelle (1.57) et adopte une
forme de fonction de Airy. Par ailleurs, le comportement asymptotique du pic kt−1/3 ' 0
à temps longs s’éloigne à nouveau de la théorie auto-cohérente. En analysant la partie
centrale de la distribution, nous avons montré la présence de multi-fractalité dans le sys-
tème de fermions libres.

Nous avons ensuite montré que la distribution en impulsion du gaz de Tonks-Girardeau
suit également la loi d’échelle (1.42), ceci jusqu’à kt1/3 ' N . Au delà, les hautes impulsions
étant décrites par le contact de Tan, ce dernier évolue comme t2/3 et change donc le
comportement de la distribution en impulsion dans ce secteur. Enfin, nous avons montré
que l’analyse de la zone centrale de la distribution contre-indique a priori la présence de
multifractalité. Nous nous sommes également intéressés au régime critique au travers de
l’orbitale naturelle la plus occupée. Nous montrons cette fonction sur la figure 5.24, et
voyons qu’elle respecte les évolutions temporelles en t0 (régime localisé), t (régime diffusif)
et t2/3 (régime critique). En interprétant cette fonction comme un état à un corps effectif,
nous avons suivi l’évolution temporelle du pic |φ0(k = 0)|2 et avons vu une décroissance
en fonction du temps similaire à celle de la distribution en impulsion nk. Ceci indique
clairement que cet exposant est propre au système de bosons en interaction.
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Figure 5.24 – Orbitales naturelles de la matrice densité dans les
trois régimes : diffusif (à gauche, K = 12), critique (au centre,
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en bas se trouvent les mêmes données, une fois mises à l’échelle
dans les régimes respectifs. Ici, N = 51. Les temps employés sont :
t ∈ [100, 1000] par pas de 100 dans le régime diffusif, t = 10000,
20000, 100000, 500000, 1000000 dans le régime critique, et t = 1100,
1200, 1300, 1400, 1500 dans le régime localisé.
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Conclusion générale

La fin justifie les moyens. Mais qu’est-ce qui justifiera la fin ?

Albert Camus

Nous avons présenté le travail de thèse concernant l’étude d’un gaz de Tonks-Girardeau
kické, dont nous avons caractérisé la phase localisée dynamiquement à N -corps.

Nous avons vu au chapitre 1 que le Kicked Rotor périodique, paradigme du chaos quan-
tique, reproduit les caractéristiques de localisation d’Anderson mais dans l’espace des im-
pulsions. Dans sa version quasi-périodique, le Kicked Rotor reproduit les propriétés d’un
système désordonné d’Anderson tridimensionnel. Ce sont deux systèmes particulièrement
intéressant pour l’étude des systèmes désordonnés, notamment expérimentalement, ce qui
est possible par le développement de l’ingénierie des atomes froids.

Par ailleurs, nous avons vu que les atomes froids nous permettent l’étude expérimentale
des systèmes en interaction, notamment en dimension 1. En poussant les interactions à
l’infini, le régime de Tonks-Girardeau ouvre la porte vers l’étude théorique des gaz de Bose
en interaction. En exploitant la correspondance de Bose-Fermi, nous avons vu au chapitre
2 que l’étude dans l’état fondamental et à température finie est possible théoriquement.

Ce manuscrit se trouve au bout d’une série d’études numériques tentant de mesurer l’ef-
fet des interactions sur la localisation dynamique. Des modèles-jouet jusqu’à l’approche
champ-moyen, des nombreuses études ont souvent prédit la délocalisation du système.
Dans le cadre des systèmes intégrables en revanche, nous avons vu au chapitre 3 que des
paramètres rendent possible la localisation dynamique à N -corps. Cela a été étudié dans
différentes limites, à deux corps et à N -corps. Des ambiguïtés dans l’étude faite à N -
corps [146] ont été relevées, notamment sur l’utilisation de l’hydrodynamique généralisée.
C’est pourquoi nous avons pris le parti de nous intéresser particulièrement au régime de
Tonks-Girardeau, qui est d’intérêt à la fois numériquement par le fait que c’est un modèle
intégrable et offre une résolution exacte numériquement, et est expérimentalement attei-
gnable par le biais des résonances de Feshbach.

Au chapitre 4, nous avons montré qu’un gaz de Tonks-Girardeau kické localise dynami-
quement, au sens où son énergie totale sature à temps longs. La décroissance exponentielle
de la distribution en impulsion est remplacée par une décroissance algébrique caractérisée
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Chapitre 5. Transition d’Anderson d’un gaz de Tonks-Girardeau dans un potentiel de
kick quasi-périodique

par un contact de Tan. Nous avons montré que l’état stationnaire du système est éton-
namment bien décrit par une matrice densité d’un système thermique. Nous en avons
tiré une température effective des distributions fermioniques, que nous avons reliée aux
propriétés de localisation du système. Nous avons fait un travail numérique autour de la
validité de cette description, ce qui nous a permis de décrire le système comme un gaz
quantique à basse température. En étudiant l’opérateur évolution du système, nous avons
pu donner une explication à l’émergence d’une telle description. Nous avons montré que
la matrice densité du système appartient à l’ensemble de Gibbs généralisé, construit à
l’aide des occupations des états de Floquet. Ainsi notre système est à la fois localisé dy-
namiquement, mais aussi bien décrit par un nombre extensif de constante du mouvement.
Nous avons alors un rare exemple de système localisé dynamiquement à N -corps, menant
à une ergodicité effective, en opposition avec les systèmes localisés à N -corps.

L’étude de la version quasi-périodique, qui est l’objet du chapitre 5, nous a permis d’adap-
ter notre description en termes de thermalisation effective, en décrivant le régime diffusif
d’un gaz de Tonks-Girardeau comme un gaz thermique à haute température. Nous avons
relié la température effective aux propriétés de diffusion. En particulier, les observables
dépendent désormais du temps. La phase localisée est également étudiée, et nous montrons
qu’elle peut être décrite comme un gaz thermique à basse température. Enfin, nous nous
sommes intéressés à la phase critique du système. Nous avons montré que les lois d’échelles
sont les mêmes que dans le cas à un corps dans le système de fermions libres. Nous avons
également montré la présence de multifractalité dans le système de fermions libres. Du
côté des bosons, nous avons montré que la distribution en impulsion se démarque complè-
tement de sa contrepartie fermionique. Trois secteurs d’impulsions apparaissent qui sont
les grandes et petites impulsions ainsi que le pic central de la distribution en impulsion.
Trois comportements différents ont été trouvés, en t2/3 à grandes impulsions, déduit grâce
au lien du contact de Tan avec l’énergie, en t1/3 à basses impulsions, et enfin le pic central
de la distribution en impulsion nk=0 ainsi que celui de l’orbitale naturelle la plus occupée
φ0(k = 0) qui évolue en t−0.187.

Expérimentalement, la thermalisation effective devrait être observable si la température
initiale est plus petite que la température effective. En utilisant la fermionisation dy-
namique [159, 160], il est possible d’extraire la température effective correspondante, et
analyser les observables bosoniques. Une expérience d’atomes froids de 41K est établie au
laboratoire PhLAM de Lille, et a pour but d’étudier entre autre l’effet des interactions sur
la localisation dynamique d’un gaz d’atomes froids unidimensionnel kické dans le régime
de Tonks-Girardeau. Celle-ci a été adaptée pour reproduire la physique en dimension 1 que
nous avons étudié numériquement dans ce manuscrit, et devrait permettre de confirmer
nos résultats. Récemment, deux articles ont été publiés à propos d’expériences d’atomes
froids. La première à Santa-Barbara [161] étudie un gaz d’atomes froids tridimensionnel
de 7Li dans un réseau optique pulsé, avec des interactions contrôlables. Il y est montré une
délocalisation marquée d’une diffusion anormale, ce qui est en accord avec les approches
champ-moyen susceptibles de décrire cette expérience comme nous l’avons vu au chapitre
3. La seconde expérience à Washington [162] étudie un gaz de 174Yb cette fois-ci unidi-
mensionnel, avec interactions finies. Il y est également montré une délocalisation. Ceci
est dû au fait que ces expériences emploient des interactions loin du régime d’interactions
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5.4. Conclusion

infinies de Tonks-Girardeau, régime dans lequel la localisation dynamique des fermions
libres implique celle du gaz de Tonks-Girardeau.

Nous ouvrons maintenant des perspectives pour des travaux futurs. L’expérience d’atomes
froids de Washington ouvre la voie vers l’étude d’un gaz de Lieb-Liniger avec des inter-
actions finies. Dans cette limite, le modèle n’est plus intégrable, et l’effet des kicks sur
les états propres de Bethe du système est hautement non trivial. Une généralisation à
N -corps du cas à 2 corps que nous avons exposé au chapitre 3 serait une voie d’étude
pour comprendre ces effets. D’autre part, il serait intéressant de voir si la description en
terme de thermalisation effective est encore possible dans ce régime d’interaction, ce qui
permettrait d’étendre cette approche. Par ailleurs, nous avons discuté succinctement de
l’hydrodynamique généralisée. Dans le régime de Tonks-Girardeau, la solution n(x, λ, t)
est une fonction de Wigner. En appliquant la dynamique des équations (3.18) et (3.19),
nous savons que celles-ci vont nous mener à de la délocalisation dans le régime de Tonks-
Girardeau. Néanmoins, cela pourrait être approche possible pour comprendre la physique
d’un gaz d’atomes froids kické en présence d’interactions de contact finies. En effet, la
physique avec interaction finie d’un gaz de Lieb-Liniger, une description en terme de
quasi-particule peut être utilisée, et est très bien capturée par l’hydrodynamique généra-
lisée [160].

Il serait intéressant de comprendre fondamentalement pourquoi le gaz de Tonks-Girardeau
kické apparaît comme thermique dans le régime localisé et diffusif. Dans les systèmes lo-
calisés à N -corps, des études ont montrées qu’il est possible de se restreindre à l’étude
d’un modèle de percolation classique dans l’espace de Fock pour comprendre et visualiser
la transition quantique vers la localisation à N -corps [163]. Il serait intéressant d’adapter
ce type d’approche à notre système, et montrer l’émergence d’une ergodicité effective pour
comprendre l’aspect des observables du système. Il existe une autre étude, reposant sur
des arguments de typicalité, qui trouve des structures thermiques cachées dans l’espace
de Fock de système à N -corps [164]. Trouver ce type de structure capable de reconstruire
et d’expliquer les observables du système pourrait être un moyen de comprendre leurs
apparences thermiques.

L’étude du régime critique dans le chapitre 5 est restée très factuelle. Trouver une obser-
vable permettant de caractériser la présence de multifractalité dans le système de bosons
en interaction semble nécessaire. Une analyse poussée de l’orbitale naturelle la plus oc-
cupée peut être une piste, notamment en reprenant une analyse du pic central et de son
éventuelle singularité centrale, reliable à une dimension db2.
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Annexe A
Contact de Tan

A.1 Expression thermique
Tout au long du manuscrit, nous avons utilisé la formule du contact de Tan obtenue dans
[118] :

C = 2
π

∫
dxF (x). (A.1)

où la fonction à deux corps F (x) est définit comme il suit :

F (x) = n(x)
∑
µ

fµ|∂xφµ(x)|2 − |
∑
µ

fµφµ(x)∂xφ∗µ(x)|2 (A.2)

avec n(x) = ∑
µ fµ|φµ(x)|2 le profil de densité du système, et fν = 1/[eβ(εν−µ) + 1] est le

facteur d’occupation de Fermi d’un niveau d’énergie d’un état à un corps et ν ∈ [−(N −
1)/2, N/2] désigne les états d’impulsions accessibles en fonction du nombre de particules
N . Ici, nous montrons que l’expression est valable avec la physique du Kicked Rotor où
β → ∞, donc fν = 1 pour ν < |(N − 1)/2|, et 0 ailleurs. Les deux termes de l’équation
(A.2) sont à évaluer, et nous commençons par le second. D’une part, nous rappelons que
nos fonctions d’ondes du Kicked Rotor possèdent les symétries suivantes dans l’espace des
x :

φ−µ(x) = φµ(−x), φ−µ(x)∂xφ∗−µ(x) = −φµ(−x)∂xφ∗µ(−x). (A.3)

Cela nous indique en outre que les termes dans le second terme vont s’annuler deux par
deux, tandis que la fonction d’onde pour µ = 0 n’a pas de contrepartie. Nous avons
regardé la contribution du module carré de sa dérivée, et nous l’avons trouvé de l’ordre de
10−12 en amplitude, ce qui est négligeable dans nos calculs. Il nous reste donc a évaluer
le premier terme. Pour cela, écrivons le contact de Tan tel que nous l’avons définit en
explicitant :

C = 4
L

∫
dxn(x)

∫
dx

(∑
ν

|∂xφν(x)|2
)

(A.4)

où nous avons fait l’approximation que nous pouvons intégrer séparément la densité et
les dérivées des modules carrés des fonctions d’ondes. Nous nous intéressons au fonctions
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Chapitre A. Contact de Tan

n(x) et ek(x) définies telles que
∫
n(x)dx = N/L et

∫
ek(x)dx = E/L avec N et E le

nombre totale de particules et l’énergie totale du système. Nous montrons ces quantités
sur la figure A.1.
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Figure A.1 – Densité (figure du haut) et densité d’énergie (figure
du bas) pour N = 21, K = 20, k̄ = 3 à t = 600 kicks.

Nous voyons que l’énergie domine très clairement en terme de variations, et nous permet
de séparer les intégrales dans le calcul de C. Nous évaluons enfin la deuxième intégrales :

∫
dx

(∑
ν

|∂xφν(x)|2
)

=
∫
dx

[∑
ν

∫
dk
∫
dk′k′φ∗ν(k′)eik

′xkφν(k)e−ikx
]
, (A.5)

où 1
L

∫
dxei(k−k

′)x = δ(k − k′) et nous mène à :
∫
dx

(∑
ν

|∂xφν(x)|2
)

= 1
L

∑
ν

∫
dkk2|φν(k)|2 = 2mE

L~2 . (A.6)
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A.2. Non-analycité de ρ

Ainsi, le contact de Tan en unités réduites est donné par :

C = 8NmE
~2L2 . (A.7)

En définissant C̃ = C
(
L
2π

)4
pour avoir le contact de Tan en unités réduites, on obtient :

C̃ = 8NE
L2k̄2 . (A.8)

A.2 Non-analycité de ρ
Il existe une autre manière d’estimer le contact de Tan, donnée également dans [118], qui
se réfère à la non-analycité de la matrice densité réduite à courte distance. En effet, nous
avons :

ρ(x, y) ∼ |x− y|
3

3 F (R). (A.9)

En utilisant la définition de g1 (2.28), nous faisons en réalité une moyenne sur les positions
moyennes R = (x + y)/2. En suivant le développement fait dans l’article de Forrester et
al. [115] :

g1(r) = g1(0)(1− αr
2

2 + β
|r|3

3 +O(r4)) (A.10)

où g1(0) = N/L. Ainsi, en utilisant une fonction de fit f(r) = a−b r2

2 +c |r|
3

3 , on a alors que
c = g1(0)β =

∫
F (R)dR, et nous pouvons calculer le contact de Tan Cfit = 2

π
c = 2

π
g1(0)β

pour différents paramètres. Notamment à t = 0 (tableau A.1) nous voyons que notre
procédure donne une bonne estimation du contact pour différentes valeurs de N . Nous
avons également suivi l’évolution temporelle du contact pour N , K et k̄, et nous trouvons
à nouveau une bonne estimation, voir tableau A.2. C est le contact de Tan donné par
l’équation A.8.

N Cfit C
11 122.80± 0.02 122.60
21 1645.75± 0.3 1638.36
31 7856.92± 3.53 7789.57
41 24172.03± 22.96 23844.93
51 58217.33± 57.75 57099.55

Table A.1 – Valeurs du contact de Tan à t = 0 pour différents
nombres de particules.
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Chapitre A. Contact de Tan

t Cfit C
1 2625.42± 14.73 2631.31
10 15003.5± 99.28 15043.22
20 24981.14± 506.75 25006.55
100 63319.89± 3560.42 67424.71
300 80981.45± 5702.58 75916.71
600 81121.98± 3665.96 80128.78

Table A.2 – Contact de Tan pour différents temps t =(1, 10, 20,
100, 300, 600), K = 20, k̄ = 3.0, N = 21.
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Abstract :
The Kicked Rotor, paradigm of quantum chaos, is the analog in momentum space of a
disordered Anderson system, due to the fact that the system displays the phenomenon
of so-called dynamic localization. We study the impact of interactions on dynamical lo-
calization in a strongly interacting Bose gas, called the Tonks-Girardeau gas. Exploiting
this limit and the Bose-Fermi mapping, we study the physics of a Tonks-Girardeau gas
kicked through the reduce one-body density matrix of the system. Due to the similarity
of the system with a Bose gas at finite temperature, we characterize the observables of
the system, in particular its energy, its momentum distribution, and the correlations. We
relate the emerging effective temperature to the localization characteristics of the system,
being in a dynamically localized N -body phase. We also present a characterization of
the quasi-periodic version of the Kicked Rotor, analog of a three-dimensional Anderson
system, marked by a phase transition between a localized and diffusive regime. We finally
analyze the momentum distribution at the critical threshold, and characterize its beha-
vior in its center (k = 0), at small and large momenta, marked by three different behaviors.

Key-words : Kicked Rotor, quantum chaos, interaction, Tonks-Girardeau gas, cold atoms

Résumé :
Le Kicked Rotor, paradigme du chaos quantique, est l’analogue dans l’espace des impul-
sions d’un système d’Anderson désordonné, de par le fait qu’on y retrouve le phénomène
de localisation dites dynamique. Nous étudions l’effet des interactions sur la localisation
dynamique dans un gaz de Bose en interaction forte, appelé gaz de Tonks-Girardeau. En
exploitant cette limite et la correspondance de Bose-Fermi, nous étudions la physique d’un
gaz de Tonks-Girardeau soumis à des kicks au travers de la matrice réduite à un corps
du système. Nous trouvons une similitude du système avec un gaz de Bose à température
finie, nous caractérisons les observables du système, notamment son énergie, sa distribu-
tion en impulsion, ainsi que la cohérence spatiale. Nous relions la température effective
émergente aux caractéristiques de localisation du système, alors dans une phase localisée
dynamiquement à N -corps. Nous présentons également une caractérisation de la version
quasi-périodique du Kicked Rotor, analogue d’un système d’Anderson tridimensionnel,
marqué par une transition de phase entre un régime localisé et un régime diffusif. Nous
analysons enfin la distribution en impulsion au seuil critique, et caractérisons le pic cen-
tral, et le comportement à petites et grandes impulsions, dotés de trois comportements
différents.

Mots-clés : Kicked Rotor, chaos quantique, interaction, gaz de Tonks-Girardeau, atomes
froids
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