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Résumé

Les structures temporelles dans les résonateurs optiques attirent actuellement beau-
coup d’attention, en particulier pour la génération de peignes de fréquence. Dans le do-
maine temporel, ces peignes correspondent à des impulsions régulièrement espacées ap-
pelées solitons de cavité (CS). Ces impulsions se propagent sans se déformer, grâce à la
compensation de la dispersion par la non-linéarité d’une part, et à la dissipation par la
pompe d’autre part. Jusqu’à présent, la plupart des études se concentrent sur l’étude
des solitons qui sont générés à la même fréquence que l’onde de pompe. Cependant, les
CS peuvent également être générés à la moitié de la fréquence de la pompe, dans une
configuration appelée forçage paramétrique. Dans cette configuration, on peut obtenir
une dynamique proche de celle des oscillateurs paramétriques optiques (OPO), qui ont
été largement étudiés, et peuvent donner lieu à une gamme importante de peignes de
fréquences optiques. La coexistence de deux solitons ou plus peut conduire à la formation
des états liés de solitons.

Les états liés de solitons sont des structures stables résultant de l’interaction entre
deux solitons ou plus, via le verrouillage de leurs queues oscillatoires. Dans cette thèse,
nous étudions la génération d’un soliton paramétrique (PDCS) dans un oscillateur optique
paramétrique dégénéré (DOPO) doublement résonant, en présence et en l’absence de l’effet
Kerr. Nous analysons également l’interaction entre deux PDCS, menant à la formation
d’états liés, ainsi que l’impact de la déplétion de la pompe et du walk-off entre le signal
et la pompe sur le domaine d’existence des solitons et la formation de ces états liés.
L’objectif est de mieux comprendre la dynamique du système et les mécanismes sous-
jacents à l’émergence de ces structures.
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Abstract

Temporal structures in optical resonators are currently attracting significant atten-
tion, particularly for the generation of frequency combs. In the time domain, these combs
correspond to regularly spaced pulses known as cavity solitons (CS). These pulses propa-
gate without deformation due to the compensation of dispersion by nonlinearity on one
hand, and of the dissipation by the pump on the other. So far, most studies have focused
on solitons generated at the same frequency as the pump wave. However, CS can also be
generated at half the pump frequency in a configuration known as parametric driving.
In this configuration, a dynamics similar to that of optical parametric oscillators (OPO),
which have been extensively studied, can be obtained, leading to a broad range of optical
frequency combs. The coexistence of two or more solitons can result in the formation of
soliton bound states.

Soliton bound states are stable structures arising from the interaction between two or
more solitons through the locking of their oscillatory tails. In this thesis, we investigate
the generation of a parametrically driven cavity soliton (PDCS) in a degenerate, doubly
resonant optical parametric oscillator (DOPO), both with and without Kerr nonlinearity.
We also analyze the interaction between two PDCSs, leading to the formation of bound
states, as well as the impact of pump depletion and walk-off between the signal and the
pump on the soliton existence domain and the formation of these bound states. The objec-
tive is to gain deeper insight into the system’s dynamics and the underlying mechanisms
governing the emergence of these structures.
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Introduction Générale

Depuis des siècles, l’être humain est impressionné par les mystères de l’univers, ce
qui l’a incité à percer les secrets des phénomènes naturels qui l’entourent. Convaincu que
le monde n’est pas là par hasard, l’homme s’est tourné vers la science, et en particulier
la physique, pour explorer le cosmos. À travers des modèles mathématiques, il tente
de simuler et d’interpréter les phénomènes naturels en les confrontant à l’observation.
Aujourd’hui, des chercheurs du monde entier dans divers axes de recherche, contribuent
à révolutionner notre compréhension du monde.

Dans cette thèse, j’ai eu l’opportunité de mener des recherches dans le domaine de l’op-
tique non-linéaire, un domaine profondément transformé par l’invention du laser en 1960.
Cette avancée révolutionnaire a élargi les frontières de l’optique en ouvrant la voie à de
nombreuses applications, allant de la médecine aux télécommunications, et a contribué à
l’essor de technologies nouvelles. Lors de la propagation d’un faisceau laser dans un milieu
non-linéaire, de nouvelles fréquences peuvent être générées par des processus de mélange
d’ondes : dans les milieux non-linéaires d’ordre 2 (non-centrosymétriques), le mélange à
trois ondes permet des phénomènes tels que la génération de seconde harmonique [1],
l’amplification paramétrique [2], ainsi que la somme et la différence de fréquences [3]. En
revanche, dans les milieux non-linéaires d’ordre 3 (centrosymétriques), le mélange à quatre
ondes est associé à l’effet Kerr [4, 5]. Cette non-linéarité conduit notamment à la généra-
tion de peignes de fréquences [6, 7, 8], des séries de raies spectrales régulièrement espacées,
offrant une structure spectrale utile pour des applications en spectroscopie [9, 10, 11, 12],
en métrologie optique [13, 14], et en astronomie [15, 16, 17]. L’importance des peignes
de fréquences optiques a été mondialement reconnue en 2005, avec l’attribution du prix
Nobel à T.W. Hänsch et J. Hall pour leurs avancées révolutionnaires dans ce domaine [18].

Au début, la génération de peignes de fréquences reposait sur l’utilisation d’un laser
à modes bloqués [19, 20, 21], autrement dit un laser pulsé. Par la suite, les chercheurs
ont démontré qu’un peigne de fréquences peut être généré dans une fibre optique via
l’instabilité modulationnelle [22]. Dans ce cas, une onde continue injectée dans la fibre
devient modulée, ce qui conduit à la formation d’un train d’impulsions dans le domaine
temporel, et donc à un peigne de fréquences dans le domaine spectral. Ce mécanisme a
également été observé dans des cavités optiques non-linéaires présentant un effet Kerr, où
l’instabilité modulationnelle joue un rôle central dans l’émergence spontanée des peignes
de fréquences. [23] et aussi à la formation de solitons de cavité [24, 25]. Ces solitons
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sont des ondes non-linéaires qui se propagent sans changer de forme grâce à un équilibre
entre, d’une part, la dissipation et le pompage, et, d’autre part, la non-linéarité et la
dispersion (ou la diffraction dans le cas spatial), permettant de générer une structure
spectrale régulière et stable [26, 27].

La majorité des études des solitons optiques en cavité se sont concentrées sur les so-
litons de cavité Kerr (CSs), qui sont générés à la même fréquence que celle de l’onde
continue pompant la cavité. Ces CSs se caractérisent par un fond continu sur lequel
le soliton repose. Dans le domaine spectral, ces solitons correspondent à un peigne de
fréquences régulièrement espacées, cette espacement est appelée l’interval spectral libre,
centré autour de la fréquence de pompe. Cependant, une approche alternative a permis
de générer des solitons sans fond continu : les solitons de cavité Kerr forcés paramétrique-
ment (PDCSs) [28, 29]. Contrairement aux CSs, les PDCSs sont générés à une fréquence
correspondant à la moitié de la fréquence de l’onde de pompe. Ces solitons permettent
de générer un peigne de fréquences qui est centré autour de la moitié de la fréquence de
pompe, ouvrant ainsi la voie à une nouvelle gamme d’applications.

Dans ce manuscrit, nous allons étudier théoriquement l’interaction entre deux PDCSs
générés dans un oscillateur paramétrique optique doublement résonant en présence des
deux non-linéarités : quadratique χ(2) et cubique χ(3). Le manuscrit est organisé comme
suit. Dans le premier chapitre, nous présentons les bases théoriques de la propagation de
la lumière dans les milieux dispersifs et linéaires, ainsi que dans les milieux non-linéaires.
La non-linéarité qui se manifeste dans ces milieux se décompose en deux types : une
non-linéarité quadratique, présente dans les oscillateurs paramétriques optiques, et une
non-linéarité cubique, liée à l’effet Kerr. Ensuite nous introduisons les notions de l’insta-
bilité modulationnelle et les solitons dans les systèmes dissipatifs, qui émergent grâce au
phénomène d’auto-organisation. Les CS, décrits par l’équation de Lugiato-Lefever [30, 31],
et les PDCS, régis par l’équation de Schrödinger non linéaire paramétrique [28, 29, 32],
seront également abordés, ainsi que l’interaction entre deux solitons, qui conduit à la
formation d’un état lié. Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de la génération de
solitons dans un oscillateur optique paramétrique dégénéré (DOPO) doublement résonant
en présence d’une non-linéarité Kerr. Nous montrerons que les équations couplées régis-
sant la dynamique des champs signal et pompe dans cette cavité peuvent être réduites
à une seule équation intégrant un terme de convolution. Dans un premier temps, nous
analyserons l’impact de ce terme, à la fois, sur l’amplitude du soliton et sur son domaine
d’existence. Ensuite, à l’aide d’approches analytiques et numériques, notamment la mé-
thode variationnelle, nous étudierons l’effet du walk-off, qui traduit la différence entre les
inverses des vitesses de groupe du signal et de la pompe. Nous mettrons en évidence son
influence simultanée sur l’amplitude et le domaine d’existence des solitons, en comparant
ces résultats avec ceux obtenus dans le cas d’une cavité simplement résonante. Le deuxième
chapitre se décompose en deux parties. La première partie présente l’étude de la forma-
tion des états liés dans un OPO doublement résonant, incluant les deux non-linéarités,
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quadratique et cubique. L’analyse théorique repose sur la méthode variationnelle pour dé-
terminer le potentiel d’interaction et la dynamique du système. En revanche, la deuxième
partie traite de l’étude de la formation des états liés dans un OPO doublement résonant,
mais sans l’effet Kerr. Enfin, le dernier chapitre s’intéresse à la dynamique d’une cavité
optique simplement résonante intégrant simultanément une non-linéarité d’ordre 2 et une
non-linéarité Kerr (ordre 3). Nous analyserons les différentes dynamiques émergentes dans
ce système, notamment les solutions solitoniques et les régimes chaotiques, en mettant en
évidence les bifurcations structurant son diagramme de phase. Nous conclurons par une
discussion sur les perspectives de caractérisation du régime chaotique. Et nous finirons
par une conclusion générale.
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1. Généralités : Non linéarité et Struc-
tures Dissipatives

1.1 Introduction

L’optique non-linéaire est le domaine qui s’intéresse à l’étude des phénomènes résultant
d’une réponse du milieu dépendant de l’intensité lumineuse, entraînant une modification
des propriétés optiques sous l’effet de la lumière. L’interaction de la lumière avec la matière
peut être linéaire ou non-linéaire. Dans le régime non-linéaire, où la réponse du matériau
n’est plus proportionnelle au champ électrique appliqué, de nouveaux effets apparaissent.
Parmi ces nouveaux effets, on trouve la génération de seconde harmonique, le mélange à
trois ondes et l’effet Kerr, ainsi que de nombreux autres phénomènes non-linéaires.

L’objectif de ce chapitre est d’établir les bases théoriques nécessaires à la compréhen-
sion de la dynamique des solitons dans des milieux non-linéaires et dissipatifs. Nous com-
mencerons par discuter de la propagation de la lumière dans les milieux dispersifs, en
nous concentrant sur la susceptibilité linéaire et non-linéaire. Cette dernière est divisée en
deux parties : la susceptibilité du second ordre, qui se manifeste dans les oscillateurs pa-
ramétriques, qui sont considérés comme des éléments essentiels pour l’étude des systèmes
non-linéaires, et la susceptibilité du troisième ordre, qui se traduit dans ce manuscrit par
l’effet Kerr optique.

Nous introduirons ensuite le phénomène d’auto-organisation, qui constitue le fonde-
ment de l’émergence des structures dissipatives de type soliton par l’instabilité modula-
tionnelle. Le chapitre abordera ensuite les solitons de cavité, qui sont des solutions de
l’équation de Lugiato-Lefever, ainsi que les solitons paramétriques, décrits par l’équation
de Schrödinger non-linéaire paramétrique.

Enfin, nous traiterons de l’interaction entre deux solitons, qui peut conduire à la
formation des états liés de solitons.

1.2 La propagation de la lumière

La propagation de la lumière, qui est une onde électromagnétique, est un processus qui
est décrit à travers de nombreux aspects physiques et mathématiques. Lorsqu’une onde
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lumineuse traverse un matériau, elle interagit avec les atomes et molécules qui composent
ce milieu, ce qui peut modifier sa vitesse, sa direction, son intensité ou sa polarisation.
Ces interactions dépendent des propriétés optiques du milieu, notamment de son indice
de réfraction, de la manière dont celui-ci varie avec la fréquence, ce qui donne lieu à
la dispersion, ainsi que de sa réponse non-linéaire lorsque l’intensité lumineuse devient
élevée. Les équations de Maxwell décrivent comment la lumière interagit lorsqu’elle se
propage dans un milieu. Elles sont données par [33, 34] :

∇⃗.D⃗ = ρ, (1.1)

∇⃗.B⃗ = 0, (1.2)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t
, (1.3)

∇⃗ × H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t
, (1.4)

où D⃗ est le vecteur de déplacement électrique et B⃗ l’induction magnétique, E⃗ et H⃗
représentant respectivement les champs électriques et magnétiques. Le vecteur de densité
de courant J⃗ et la densité de charge ρ constituent les sources du champ électromagnétique.
Dans un milieu dépourvu de charges libres, J⃗ et ρ sont nuls.

Les champs électrique E⃗ et magnétique H⃗ sont liés au déplacement électrique D⃗ et à
l’induction magnétique B⃗ par les relations constitutives qui sont données par [34] :

D⃗ = ϵ0E⃗ + P⃗ (1.5)

B⃗ = µ0(H⃗ + M⃗) (1.6)

où ϵ0 est la permittivité du vide, µ0 est la perméabilité du vide, et P⃗ et M⃗ sont res-
pectivement les vecteurs de polarisation électrique et magnétique induit, qui sont définis
comme le moment dipolaire électrique et le moment magnétique par unité de volume dans
le matériau. Pour un milieu non magnétique M⃗ = 0⃗, c’est le cas qui nous intéressera par
la suite.

Pour simplifier notre compréhension, nous pouvons diviser l’étude de la propagation
de la lumière en deux catégories, basées sur la réponse du matériau à travers lequel la
lumière se propage : la susceptibilité linéaire et la susceptibilité non-linéaire [35, 2].

1.2.1 La susceptibilité linéaire

La susceptibilité linéaire décrit la réponse proportionnelle d’un matériau à un champ
électromagnétique externe. Dans ce contexte, lorsqu’une onde électromagnétique traverse
un milieu, elle interagit avec les charges électriques du matériau, telles que les électrons, et
provoque leur réorganisation. Cette interaction dépend fortement de la nature du matériau
ainsi que la fréquence de la lumière incidente. Dans les matériaux linéaires, la polarisation
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induite, est directement proportionnelle à l’amplitude du champ électrique appliqué [35].

P⃗L(t) = ϵ0χ
(1).E⃗(t) (1.7)

Avec χ(1) est la susceptibilité d’ordre 1 (linéaire), et E⃗ représente le champ électrique
appliqué. La susceptibilité linéaire est liée à l’indice de réfraction n du milieu, par la re-
lation : n2(ω) = 1 + χ(1)(ω). Elle est généralement une fonction complexe et dépendante
de la fréquence, reflétant à la fois la dispersion et l’absorption du milieu. La partie réelle
de χ(1) décrit la variation de la vitesse de propagation des ondes lumineuses (dispersion),
tandis que sa partie imaginaire quantifie les pertes énergétiques dues à l’absorption. En
optique linéaire, χ(1) joue un rôle clé pour comprendre des phénomènes comme la réfrac-
tion, la réflexion, et la propagation des ondes lumineuses dans des milieux transparents
ou absorbants. Lorsque l’intensité du champ électrique augmente suffisamment, les termes
de susceptibilité d’ordre supérieur, tels que χ(2) et χ(3), deviennent significatifs, donnant
lieu à des réponses non linéaires du milieu.

Les pertes de propagation

Lorsqu’une onde électromagnétique se propage à travers un milieu, elle est soumise à
une atténuation. Ce phénomène se traduit par une réduction progressive de la puissance
de l’onde au fur et à mesure de son parcours. Cette atténuation peut être causée par di-
vers facteurs, tels que l’absorption de l’énergie de l’onde par le milieu, où cette énergie est
transférée aux atomes ou molécules du matériau, entraînant des transitions électroniques,
vibratoires ou rotationnelles. Cette absorption est généralement décrite par la partie ima-
ginaire de la susceptibilité linéaire χ(1), qui est liée au coefficient d’absorption du milieu.
Un autre mécanisme important est la diffusion. Dans un milieu non homogène, comme
un matériau avec des particules dispersées ou des fluctuations de densité, la lumière peut
être diffusée dans différentes directions (souvent sous forme de diffusion de Rayleigh), ce
qui réduit la puissance transmise dans la direction initiale. [35]. Les pertes de propaga-
tion dans un milieu peuvent être quantifiées par un coefficient de perte de propagation α,
qui s’exprime en m−1. La puissance optique après une distance z de propagation, comme
représenté dans la figure 1.1, est donnée par :

P = P0e
−αz, (1.8)

avec P0 la puissance initial.
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Figure 1.1 – L’atténuation de l’onde électromagnétique durant la propagation

Phénomène de dispersion de la lumière

La dispersion chromatique est un phénomène qui se produit lorsqu’une onde se propage
dans un milieu dispersif, c’est-à-dire un milieu où la vitesse de propagation de l’onde
dépend de sa fréquence ω. Dans un tel milieu, les différentes composantes spectrales de
l’onde se propagent à des vitesses de phases différentes, ce qui conduit à un élargissement
de l’impulsion temporelle au fil du temps comme illustré dans la figure 1.2. Lorsque
les fréquences élevées se propagent plus lentement que les fréquences basses, on parle
de dispersion normale, tandis que l’inverse correspond à une dispersion anormale. Cette
différence de vitesse de groupe entre les fréquences a deux principales contributions [36] :
la dispersion du matériau, qui se manifeste par la dépendance de l’indice de réfraction en
fonction de la fréquence n(ω), qui est donnée par l’équation de Sellmeier, issue du modèle
d’oscillateur harmonique :

n2(ω) = 1 +
∑ Biω

2
i

ω2
i − ω2

(1.9)

où ωi est la fréquence de résonance, et Bi la force de l’oscillateur qui lui correspond. Et la

Figure 1.2 – L’étalement d’une impulsion au cours de sa propagation

deuxième contribution est, la dispersion du guide d’ondes, qui se traduit par la dépendance
de la constante de propagation β(ω) en fonction de la fréquence, qui est décrite par un
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développement en série de Taylor auteur de la fréquence centrale du signal ω0 :

β(ω) = β0 + β1(ω − ω0) +
β2
2!
(ω − ω0)

2 + ..., (1.10)

où β0 = β(ω0). Les coefficients β1 et β2 représentent respectivement les premier et second
ordres de dispersion. β1 correspond à l’inverse de la vitesse de groupe 1

vg
[s/m], tandis que

β2 [s
2/m] décrit la dispersion de cette vitesse de groupe (GVD), β3 représente la dispersion

du troisième ordre (TOD), et les autres coefficients englobent les effets de dispersion
d’ordres supérieurs. Ils sont reliés à la vitesse de groupe par les relations suivantes :

βi =
∂nβ

∂ωn
, i = (0, 1, 2, ..). (1.11)

1.2.2 La susceptibilité non-linéaire

Dans le régime non-linéaire, la réponse du matériau au champ électromagnétique ap-
pliqué n’est plus proportionnelle à l’amplitude du champ, et elle est décrite par la sus-
ceptibilité non linéaire. Ces effets non linéaires se manifestent généralement lorsque les
matériaux sont soumis à des champs électriques très intenses. Dans ce cas l’expression de
la polarisation devient [35, 2] :

P⃗ (t) = ϵ0(χ
(1).E⃗+ χ(2) : E⃗E⃗+ χ(3)...E⃗E⃗E⃗+ ...) = P⃗L(t) + P⃗NL(t) (1.12)

Avec χ(2) et χ(3) qui sont respectivement la susceptibilité d’ordre 2 et 3, et P⃗NL qui est la
polarisation non-linéaire. La susceptibilité de second ordre, χ(2), est responsable de phé-
nomènes non-linéaires comme la génération de seconde harmonique (SHG), la somme de
fréquences (SFG), différence de fréquence (DFG) et l’amplification paramétrique optique
(OPA) [2]. Ces effets ne se produisent que dans des milieux non centrosymétriques, où
l’inversion de symétrie est absente. La susceptibilité de troisième ordre, χ(3), est plus uni-
verselle et se manifeste même dans des milieux centrosymétriques. Elle est associée à des
effets tels que l’auto-focalisation, l’auto-modulation de phase (SPM), le mélange à quatre
ondes, et l’effet Raman [2, 35]. Ces phénomènes jouent un rôle clé dans la formation des
solitons optiques et la propagation des impulsions lumineuses dans les fibres optiques. La
réponse non-linéaire d’un milieu dépend non seulement de la magnitude du champ appli-
qué, mais aussi de la fréquence des ondes lumineuses et des processus de résonance dans
le matériau. Les susceptibilités non-linéaires sont souvent très faibles, ce qui nécessite des
champs très intenses pour observer des effets significatifs, comme ceux générés par des
lasers pulsés. Ces interactions non-linéaires sont au cœur de nombreuses applications mo-
dernes, telles que la conversion de fréquence, les télécommunications optiques et la mise
en forme des impulsions lumineuses dans les systèmes laser.
Les équations de Maxwell donnent naissance à l’équation d’onde décrivant la propaga-
tion de la lumière dans divers milieux, exprimée en termes de champ électrique et de
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polarisation par l’équation suivante [35] :

∇2E⃗ − µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2
= µ0

∂2P⃗

∂t2
(1.13)

1.3 Les oscillateurs paramétriques optiques

Les oscillateurs paramétriques optiques (OPOs), également connus sous le non d’am-
plificateurs paramétriques interacavités, un exemple est montré dans la figure 1.3(c), sont
des sources optiques susceptibles de produire, par interaction non-linéaire dans des mi-
lieux à forte susceptibilité non-linéaire d’ordre deux χ(2), deux ondes cohérentes ”signal”
et ”complémentaire” (ou ”idler”) à partir d’un faisceau laser de forte puissance appelé
”pompe”, via le processus d’amplification paramétrique [2]. La figure 1.3(a) illustre l’ori-
gine de ce processus physique qui est dû à l’annihilation d’un photon pompe de fréquence
ωp afin de produire les deux photons signal et idler de fréquences respectivement ωs et
ωi. Lors de cette conversion, les deux lois fondamentales, le conservation de l’énergie et la
quantité de mouvement (ou encore la condition d’accord de phase), sont respectées. elles
sont données par les deux relations suivantes [2] :

ωp = ωs + ωi, (1.14)

k⃗p = k⃗s + k⃗i. (1.15)

Pompe

Idler

Signal

(a) (b)

Pompe

Signal

Idler

(c)
Miroirs

Figure 1.3 – a) Diagramme des niveaux d’énergie décrivant le processus d’amplification
paramétrique. b) le processus d’amplification paramétrique. c) Oscillateur paramétrique
optique [2].
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1.3.1 La condition d’accord de phase

La condition d’accord de phase se traduit par la relation de la conservation de la
quantité de mouvement (Eq. 1.15) qui exige que les trois champs interfèrent de ma-
nière constructive pour garantir une conversion paramétrique efficace. Dans les milieux
à dispersion normale, la condition d’accord de phase ne peut être atteinte en raison de
l’augmentation de l’indice de réfraction avec la fréquence. Les deux méthodes les plus
courantes pour atteindre la condition d’accord de phase sont la biréfringence et le quasi-
accord de phase. La biréfringence se manifeste par la dépendance de l’indice de réfraction
à la direction de polarisation de l’onde. Dans un milieu biréfringent uniaxial, il existe une
polarisation dans la direction ordinaire et une polarisation dans la direction extraordi-
naire. Dans ce cas, deux types d’accord de phase sont possibles pour chaque polarisation
et sont résumées dans le tableau 1.1.

Cristal positif
(ne > n0)

Cristal négatif
(ne < n0)

Type I k⃗op = k⃗es + k⃗ei k⃗ep = k⃗os + k⃗oi
Type
II

k⃗op = k⃗es+k⃗
o
i ; k⃗op = k⃗os+k⃗

e
i k⃗ep = k⃗es+ k⃗

o
i ; k⃗ep = k⃗os+ k⃗

e
i

Table 1.1 – Les types d’accord de phase par biréfringence

Quasi-phase-matching (QPM)

L’accord de phase réalisé par biréfringence repose sur la différence entre les indices
ordinaire (no) et extraordinaire (ne) dans un cristal anisotrope. Cette technique peut se
révéler inefficace dans plusieurs situations : certains matériaux ne présentent pas de biré-
fringence ou possèdent une biréfringence insuffisante pour satisfaire les conditions d’accord
de phase requises. Une méthode pour surmonter ce problème est le quasi-accord de phase,
qui consiste à moduler périodiquement le coefficient non linéaire χ(2) pour compenser le
désaccord de phase ∆k ̸= 0. Concrètement, cela est réalisé via l’inversion périodique de
l’orientation cristalline du matériau non linéaire, modifiant ainsi le signe du coefficient
d’interaction effective deff . Cette structuration est obtenue par poling périodique dans
des matériaux ferroélectriques comme le niobate de lithium (PPLN).

Lorsque ωs = ωi, il s’agit d’un oscillateur paramétrique optique dégénéré, qui sera
le sujet principal de notre étude dans ce manuscrit. Dans ce qui suit, nous étudions la
dynamique des champs Es et Ep lors de leur propagation dans le cristal non linéaire
χ(2) en l’absence de cavité, c’est-à-dire dans le régime de propagation libre correspondant
au processus d’amplification paramétrique. En partant de l’équation d’onde (1.13), nous
dérivons les équations couplées décrivant cette propagation, tout en prenant en compte les
effets de dispersion ainsi que les pertes dans le milieu. L’équation (1.13) peut être écrite
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en fonction des polarisation linéaire et non-linéaire :

∇2E⃗ − µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2
= µ0

∂2P⃗L
∂t2

+ µ0
∂2P⃗

(2)
NL

∂t2
(1.16)

Nous pouvons écrire l’équation (1.16) dans l’espace de Fourier sous la forme suivante :

[
∂2z + k2(ω)

]
Ẽ(z, ω) = − ω2

ε0c2
P̃

(2)
NL(z, ω) (1.17)

où k(ω) = ω
c

√
ε(ω), avec c représente la vitesse de la lumière dans le vide, ε(ω) =

1 + χ(1)(ω) est la permittivité linéaire du milieu exprimée en fonction de la susceptibilité
linéaire χ(1).

Nous considérons que le champ électrique total E résulte de la superposition d’un
champ signal Es et d’un champ pompe Ep, que nous supposons tous deux polarisés suivant
le même axe (x). Par ailleurs, nous supposons que le champ est fortement confiné dans
les directions transverses, de sorte que sa variation principale s’effectue le long de l’axe
de propagation z. Il peut ainsi s’écrire sous la forme [37, 38] :

E⃗(z, t) =
1

2
x⃗
[
Es(z, t) e

i(ksz−ωst) + Ep(z, t) e
i(kpz−ωpt)

]
+ c.c. (1.18)

où Esp(z, t) représentent les enveloppes lentement variables. Le champ électrique total
dans l’espace de Fourier s’écrit :

Ẽ(z, ω) =
1

2

[
Ẽs(z, ω − ωs) e

iksz + Ẽp(z, ω − ωp) e
ikpz
]
+ c.c. (1.19)

Nous remplaçons l’équation (1.19) dans l’équation (1.17), nous obtenons :

1

2

[
(∂z + iks)

2 Ẽs +
(
k2(ω)− k2s

)
Ẽs

]
= − ω2

ε0c2
P̃

(2)
NL,s(z, ω), (1.20)

1

2

[
(∂z + ikp)

2 Ẽp +
(
k2(ω)− k2p

)
Ẽp

]
= − ω2

ε0c2
P̃

(2)
NL,p(z, ω). (1.21)

Nous effectuons une expansion à l’ordre 2 de k(ω) sous la forme d’une série de Taylor
autour des fréquences ωs et ωp, Nous obtenons ainsi :

k(ω) = ks + k′s(ω − ωs) +
1

2
k′′s (ω − ωs)

2 + · · · , (1.22)

k(ω) = kp + k′p(ω − ωp) +
1

2
k′′p(ω − ωp)

2 + · · · . (1.23)

où
k′s,p =

dk

dω

∣∣∣∣
ωs,p

, k′′s,p =
d2k

dω2

∣∣∣∣
ωs,p

. (1.24)

La contribution de polarisation non linéaire du second ordre P (2)
NL, est exprimée par la
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relation suivante :

P⃗
(2)
NL(z, t) = ϵ0

∫ ∫ t

−∞
χ(2)(t− t1, t− t2)E⃗(z, t1)E⃗(z, t2)dt1dt2 (1.25)

Nous pouvons exprimer la susceptibilité du second ordre χ(2) sous cette forme :

χ(2)(t− t1, t− t2) = χ(2)δ(t− t1)δ(t− t2), (1.26)

où δ représente la fonction de Dirac. En insérant l’expression du champ électrique total
issue de la relation (1.18), ainsi que l’expression de la susceptibilité non-linéaire issue de
la relation (1.26) dans l’équation (1.25), et en ne retenant que les termes résonants aux
fréquences ωs et ωp, Les amplitudes de la polarisation non linéaire associées respectivement
au signal et à la pompe s’écrivent alors :

P
(2)
NL,p = ε0deffE

2
s e

i(2ksz−2ωst), (1.27)

P
(2)
NL,s = ε0deffEpE

∗
s e

i
[
(kp−ks)z−(ωp−ωs)t

]
, (1.28)

où deff = 1
4
χ(2) représente le coefficient non-linéaire effectif associé à la susceptibilité

quadratique χ(2).
Nous substituons les expressions (1.22) et (1.27) dans l’équation (1.20) ainsi que les

expressions (1.23) et (1.28) dans l’équation (1.21) . En nous limitant au développement
à l’ordre deux en (ω − ωs,p), puis en appliquant l’approximation d’enveloppe lentement
variable (|k2s,pEs,p| ≫

∣∣∣ks,p ∂Es,p

∂z

∣∣∣ ≫ ∣∣∣∂2Es,p

∂z2

∣∣∣) — qui permet de négliger le terme ∂2zEs,p
devant 2ikj ∂zEs,p — nous obtenons, après simplification, l’expression suivante :

∂zEs + k′s ∂tEs + i
k′′s
2
∂2tEs = iκsEpE

∗
se

−i∆kz, (1.29)

∂zEp + k′p ∂tEp + i
k′′p
2
∂2tEp = iκpE

2
se
i∆kz. (1.30)

où κs,p =
ω2
s,p

2ks,pc2
deff sont les coefficients de couplage non linéaire, ∆k = kp−2ks représente le

désaccord de phase. Afin de compléter notre modèle, nous considérons à présent les pertes
linéaires du milieu. Celles-ci proviennent de la composante imaginaire de la permittivité,
et elles se traduisent par l’ajout de termes d’atténuation aux équations d’évolution des
champs. Dans la partie linéaire, la propagation de l’onde électromagnétique est gouvernée
par la permittivité complexe du milieu [2]

ε(ω) = ε′(ω) + i ε′′(ω). (1.31)

La partie réelle ε′(ω) détermine la réponse dispersive du matériau, donc l’indice de réfrac-
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tion effectif
nr(ω) =

√
ε′(ω), (1.32)

et par conséquent la vitesse de phase de l’onde. En revanche, la partie imaginaire ε′′(ω)
décrit les pertes optiques dues à l’absorption matérielle. Ainsi, la relation de dispersion
devient :

k(ω) =
ω

c

√
ε(ω) = kr(ω) + i ki(ω), (1.33)

où kr(ω) contrôle la propagation de phase, tandis que ki(ω) > 0 est responsable de l’atté-
nuation exponentielle du champ au cours de la propagation :

E(z) ∝ e−kiz. (1.34)

On définit alors le coefficient d’absorption

αs,p ≡ 2ks,p(ωs,p) = 2 Im k(ωs,p), (1.35)

si bien que, en l’absence de non-linéarité, l’amplitude du champ décroit selon

Es,p(z) ∝ e−αs,pz/2. (1.36)

Pour des pertes faibles (ε′′ ≪ ε′), nous obtenons :

αs,p ≃
ωs,p ε

′′(ωs,p)

c nr(ωs,p)
. (1.37)

La prise en compte de la composante imaginaire du vecteur d’onde ks,p conduit à l’intro-
duction d’un terme dissipatif −αs,p/2Es,p dans les équations d’enveloppe, traduisant les
pertes linéaires du milieu. Afin de simplifier l’analyse, nous nous plaçons dans le référentiel
se déplaçant à la vitesse de groupe du signal (à la fréquence ωs), en introduisant la variable
retardée τ = t−k′sz. Dans ce référentiel comobile, en effectuant le changement de variable

E ′
s,p =

√
n1,2 ε0cAeff

2
Es,p, les équations couplées prennent alors la forme [38, 37, 39] :

∂E ′
s

∂z
= [−αs

2
− i

k”s
2

∂

∂τ 2
]E ′

s + iκE ′
pE

′∗
s e

−i∆kz, (1.38)

∂E ′
p

∂z
= [−αp

2
−∆k

′ ∂

∂τ
− i

k”p
2

∂

∂τ 2
]E ′

p + iκE
′2
s e

i∆kz, (1.39)

où αs,p représentent respectivement les pertes du signal et de la pompe, k”s et k”p sont
respectivement les coefficients de dispersion du signal et de la pompe, ∆k′

= k
′
p − k

′
s est

la différence entre l’inverse des vitesses de groupe des deux champs (qui est connu sous le
nom : walk-off), et κ = 2ωsdeff√

Aeffc3n
2
1n2ϵ0

, où Aeff représente l’aire effective du mode, c est la

vitesse de la lumière dans le vide, n1 et n2 sont respectivement les indices de réfraction
du signal et de la pompe, et ϵ0 désigne la permittivité du vide.
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1.4 L’effet Kerr

L’effet Kerr optique est un phénomène non-linéaire où l’indice de réfraction d’un ma-
tériau change en fonction de l’intensité d’un champ optique intense [35, 2, 4, 40]. Ce
phénomène, résultant de la réponse instantanée des électrons des molécules au champ
électrique. Ce changement d’indice de réfraction est décrit par la relation suivante :

n(ω, I) = n0(ω) + n2I, (1.40)

où I est l’intensité du champ électrique incident, n0 est l’indice de réfraction linéaire et
n2 représente l’indice de réfraction non-linéaire qui est relié avec la partie réelle de χ(3)

par n2 = 3
8n0

ℜ[χ(3)], et il peut atteindre 2.19 · 10−20m2W−1 dans la silice à la longueur
d’onde 1030 nm [41].
Cette dépendance de l’indice de réfraction à l’intensité du champ appliqué entraîne de
nombreux effets non-linéaires intéressants ; les deux plus largement étudiés sont l’auto-
modulation de phase (SPM) et la modulation de phase croisée (XPM) [35].

1.4.1 L’équation de Schrödinger non-linéaire dans la fibre optique

La fibre optique est un guide d’onde cylindrique qui transporte la lumière sur de
longues distances, principalement utilisée dans les télécommunications, les capteurs et
les lasers. Sa structure permet de confiner et de guider la lumière par réflexion totale
interne, minimisant ainsi les pertes de propagation [35]. Outre sa capacité à transmettre
la lumière, la fibre optique peut également exhiber des effets non-linéaires, notamment
la non-linéarité Kerr, en raison de la centro-symétrie du matériau. La propagation de
la lumière dans une fibre optique, lorsqu’on considère à la fois la dispersion et la non-
linéarité Kerr, est modélisée par l’équation de Schrödinger non-linéaire (NLSE). Dans
cette section, nous allons établir cette équation. L’équation (1.13) peut être écrite en
fonction des polarisation linéaire et non-linéaire :

∇2E⃗ − µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2
= µ0

∂2P⃗L
∂t2

+ µ0
∂2P⃗

(3)
NL

∂t2
. (1.41)

Avant de commencer, nous devons faire quelques hypothèses. Tout d’abord, la polarisa-
tion non-linéaire est considérée comme une perturbation de la polarisation linéaire, une
hypothèse valide pour les fibres optiques présentant une faible non-linéarité, même à des
puissances élevées. Ensuite, le champ optique est supposé conserver sa polarisation tout au
long de la propagation dans la fibre. Enfin, nous considérons le champ électrique comme
quasi-monochromatique : son spectre, centré sur ω0, présente une largeur ∆ω suffisamment
étroite pour satisfaire ∆ω/ω0 ≪ 1. Cette condition est typiquement remplie pour les ondes
continues ou les impulsions d’une durée supérieure à une picoseconde. Dans cette analyse,
Nous supposons également que le champ électrique est linéairement polarisé suivant l’axe
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x, nous faisons appel à l’approximation de l’enveloppe lentement variable, permettant de
décomposer le champ électrique en une partie oscillante rapide et une enveloppe évoluant
lentement, selon l’expression :

E⃗(r⃗, t) =
1

2
x⃗[E(r⃗, t)e−iω0t + c.c]. (1.42)

où E(r⃗, t) représente l’enveloppe lentement variable en temps du champ électrique, c.c
dénote le complexe conjugué, ω0 est la fréquence central de l’impulsion. Nous pouvons
écrire pareillement les polarisations P⃗L et P⃗ (3)

NL :

P⃗L(r⃗, t) =
1

2
x⃗[PL(r⃗, t) exp(−iω0t) + c.c]. (1.43)

P⃗
(3)
NL(r⃗, t) =

1

2
x⃗[P

(3)
NL(r⃗, t) exp(−iω0t) + c.c]. (1.44)

A partir de ces expressions, nous pouvons calculer la dérivé seconde des E⃗, P⃗L et P⃗ (3)
NL,

On les remplace dans l’équation d’onde (1.41), on obtient une équation d’onde scalaire
dans l’espace réciproque qui a pour expression :

(∇2 + k20)Ẽ(r⃗, ω − ω0) + µ0ω
2[P̃L(r⃗, ω − ω0) + P̃NL(r⃗, ω − ω0)] = 0 (1.45)

où k0 = ω/c, la polarisation linéaire est liée au champ électrique par la relation [42, 43] :

P⃗L(r⃗, t) = ϵ0

∫ t

−∞
χ(1)(t− t′)E⃗(r⃗, t′)dt′ (1.46)

En remplaçant les équations (1.42) et (1.43) dans l’équation (1.46), nous obtenons :

1

2
x⃗[PL(r⃗, t) exp(−iω0t) + c.c] =

ϵ0
2
x⃗

∫ t

−∞
χ(1)(t− t′)[E(r⃗, t′)e−iω0t′ + c.c] (1.47)

Egalisons les termes qui oscillent à ω0, on trouve une relation qui relie l’amplitude de la
polarisation avec celle du champ électrique :

PL(r⃗, t) = ϵ0

∫ t

−∞
χ(1)(t− t′)E(r⃗, t′)eiω0(t−t′)dt′ (1.48)

Pour une raison de causalité de la polarisation, nous pouvons etendre les bornes de l’in-
tégrale de −∞ à +∞, l’intégral (1.48) devient :

PL(r⃗, t) = ϵ0

∫ +∞

−∞
χ(1)(t− t′)E(r⃗, t′)eiω0(t−t′)dt′ (1.49)
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En utilisant les propriétés de l’espace de Fourier, le champ électrique dans l’espace de
fourierr est donné par :

E(r⃗, t′) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Ẽ(r⃗, ω − ω0)e

−i(ω−ω0)t′dω. (1.50)

On remplace l’expression de E(r⃗, t′) dans (1.49), l’expression de la polarisation linéaire
devient :

PL(r⃗, t) =
ϵ0
2π

∫ +∞

−∞
Ẽ(r⃗, ω − ω0)e

iω0t

[∫ +∞

−∞
χ(1)(t− t′)e−iωt

′
dt′
]
dω (1.51)

Selon les propriétés de l’espace de Fourier, nous avons la relation :

χ̃(1)(ω)eiωt =

∫ +∞

−∞
χ(1)(t− t′)e−iω0t′dt′. (1.52)

En substituant la relation (1.52) dans (1.51), on obtient :

PL(r⃗, t) =
ϵ0
2π

∫ +∞

−∞
Ẽ(r⃗, ω − ω0)χ̃

(1)(ω)e−i(ω−ω0)tdω (1.53)

Nous pouvons exprimer la polarisation linéaire PL(r⃗, t), en utilisant la définition de la
transformé de Fourier :

PL(r⃗, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
P̃L(r⃗, ω − ω0)e

−i(ω−ω0)tdω (1.54)

A partir des deux équations (1.53) et (1.54), nous pouvons déduire que :

P̃L(r⃗, ω − ω0) = ϵ0Ẽ(r⃗, ω − ω0)χ̃
(1)(ω) (1.55)

Après avoir exprimer la polarisation linéaire, nous allons maintenant passer à la polari-
sation non-linéaire. La non-linéarité qui se manifeste dans la fibre optique est celle qui
correspond à la susceptibilité d’ordre 3 (χ(3)). Cette polarisation est définie par :

P⃗
(3)
NL(r⃗, t) = ϵ0

∫ ∫ ∫ t

−∞
χ(3)(t− t1, t− t2, t− t3)E⃗(r⃗, t1)E⃗(r⃗, t2)E⃗(r⃗, t3)dt1dt2dt3 (1.56)

Exprimons donc P⃗
(3)
NL en fonction de l’amplitude du champ électrique. On exprime la

solution de cette polarisation sous la forme suivante :

P⃗
(3)
NL(r⃗, t) =

1

2
x⃗(P

(3)
NL(r⃗, t)e

−iωt + c.c). (1.57)
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Nous pouvons exprimer la susceptibilité d’ordre trois (χ(3)) sous la forme suivante [35, 43] :

χ(3)(t− t1, t− t2, t− t3) = χ(3)R(t− t1)δ(t1 − t2)δ(t− t3) (1.58)

où χ(3) est indépendant du temps, et R(t) est la fonction normalisée de la réponse non-
linéaire du milieu avec

∫ +∞
−∞ R(t)dt = 1. Nous remplaçons les expressions (1.57) et (1.58)

dans l’équation (1.56), on obtient :

1

2
x⃗(P

(3)
NL(r⃗, t)e

−iωt + c.c) = ϵ0χ
(3)

∫ t

−∞
R(t− t1)[E⃗(r⃗, t1)E⃗(r⃗, t1)E⃗(r⃗, t) + c.c]dt1 (1.59)

En injectant l’expression du champ électrique donnée par (1.42) dans (1.59), nous obtenons
des termes oscillant à ω0 et à 3ω0. Nous ne conservons que les termes oscillant à ω0, car ceux
à 3ω0 sont associés à la génération de la troisième harmonique, qui nécessite la satisfaction
de la condition d’accord de phase. Dans ce cas nous pouvons déduire l’expression de
l’amplitude de la polarisation non-linéaire :

P
(3)
NL(r⃗, t) =

3

4
ϵ0χ

(3)E(r⃗, t)

∫ ∞

0

R(t′) |E(r⃗, t− t′)|2 dt′, (1.60)

où t′ = t− t1, nous pouvons définir la permittivité non-linéaire de la fibre comme ϵNL =
3
4
χ(3)

∫∞
0
R(t′) |E(r⃗, t− t′)|2 dt′, l’équation (1.60) devient :

P
(3)
NL(r⃗, t) = ϵ0ϵNLE(r⃗, t). (1.61)

Dans l’espace réciproque l’amplitude de la polarisation non-linéaire est écrite sous la
forme :

P̃
(3)
NL(r⃗, ω − ω0) = ϵ0ϵNLẼ(r⃗, ω − ω0), (1.62)

où ϵNL est considérée comme une constante au cours de la dérivation de l’équation de
propagation [44]. Cet approche est justifiée par l’approximation de l’enveloppe variable et
la nature perturbative de P (3)

NL par rapport à la polarisation linéaire. Après avoir exprimer
la polarisation total dans la fibre optique, on remplace son expression dans l’équation
d’onde (1.45), on obtient :

(∇2 + k20)Ẽ(r⃗, ω − ω0) + ϵk2Ẽ(r⃗, ω − ω0) = 0 (1.63)

Pour résoudre cette équation, nous allons utiliser la méthode de séparation des variables,
en écrivant le champ électrique sous la forme :

Ẽ(r⃗, ω − ω0) = F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
iβ0z, (1.64)

où F (x, y) représente la distribution transverse du champ électrique, et Ã(z, ω − ω0) est
l’enveloppe lentement variable dans l’espace de Fourier. En substituant cette expression
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dans l’équation (1.63), on obtient deux équations distinctes pour F (x, y) et Ã(z, ω−ω0) :

∂2F (x, y)

∂x2
+
∂2F (x, y)

∂y2
+
[
ϵ(ω)k20 − β̃2

]
F (x, y) = 0, (1.65)

2iβ0
∂Ã(z, ω − ω0)

∂z
+
(
β̃2 − β2

0

)
Ã(z, ω − ω0) = 0. (1.66)

L’équation (1.66) est trouvée en considérant que la dérivée seconde ∂2Ã
∂z2

par rapport à ∂Ã
∂z

en raison de la variation lente de Ã par rapport à z. β̃(ω) représente le nombre d’onde
total, qui contient le nombre d’onde linéaire β(ω) et une petite variation ∆β(ω) due à
l’indice de réfraction non-linéaire, il est donné par la relation :

β̃(ω) = β(ω) + ∆β(ω) (1.67)

∆β(ω) = γ(ω)

∫ ∞

0

R(t′) |A(z, t− t′)|2 dt′ + iα(ω)

2
, (1.68)

où γ(ω) est une fonction qui dépend de la fréquence ω et l’indice de réfraction non-linéaire
n2, cette fonction est à l’origine de l’effet Kerr optique qu’on va expliquer par la suite.
α(ω) représente les pertes dans la fibre optique.

En utilisant l’approximation β̃2−β2
0 ≈ 2β0(β̃−β0), l’équation (1.61) peut s’écrire sous

la forme :
∂Ã(z, ω − ω0)

∂z
− i (β(ω) + ∆β(ω)− β0) Ã(z, ω − ω0) = 0 (1.69)

Nous effectuons un développement de Taylor de β(ω), ∆β(ω), γ(ω) et α(ω), similaire à ce-
lui présenté dans l’équation (1.10), en négligeant les termes cubiques ainsi que ceux d’ordre
supérieur. Ensuite, en appliquant la transformée de Fourier inverse, l’équation (1.69) se
réécrit sous la forme suivante :

∂A(z, t)

∂z
+ β1

∂A(z, t)

∂t
+
iβ2
2

∂2A(z, t)

∂t2
= i∆β0A(z, t) + ∆β1

∂A(z, t)

∂t
. (1.70)

Où les expressions de ∆β0 et ∆β1 sont données par :

∆β0 = γ0

∫ ∞

0

R (t′) |A(z, t− t′)|2 dt′ + iα0

2
. (1.71)

∆β1 = γ1

∫ ∞

0

R (t′) |A(z, t− t′)|2 dt′ + iα1

2
. (1.72)

En injectant les expressions de ∆β0 et ∆β1 dans l’équation (1.70), on obtient :

∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t
+ i

β2
2

∂2A

∂t2
− iγ0A

∫ ∞

0

R(t′)|A(z, t− t′)|2dt′

+
α0

2
A− γ1

∂A

∂t

∫ ∞

0

R(t′)|A(z, t− t′)|2dt′ − i
α1

2

∂A

∂t
= 0, (1.73)
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où la fonction de réponse non-linéaire R(t′) est donnée par la relation [35, 45] :

R(t′) = (1− fR)δ(t
′) + fRhR(t

′). (1.74)

Elle se décompose en une partie instantanée, (1 − fR)δ(t
′), associée à la réponse élec-

tronique Kerr, et une partie retardée, fRhR(t′), qui décrit la réponse vibratoire due à
l’effet Raman. Le coefficient fR représente la fraction de la non-linéarité attribuée au Ra-
man, tandis que hR(t′) est une fonction causale normalisée caractérisant la dynamique
temporelle de cette réponse retardée.

Dans le cas où la durée de l’impulsion est largement supérieure au temps caractéristique
de la réponse Raman (tp ≫ tR), la contribution retardée fRhR(t′) devient négligeable
devant la réponse électronique instantanée. La non-linéarité peut alors être considérée
comme purement instantanée, ce qui revient à approcher

R(t′) ≃ δ(t′). (1.75)

En appliquant cette approximation et en effectuant le changement de variable τ = t−β1z,
l’équation générale se simplifie. Par ailleurs, les différents termes associés aux pertes li-
néaires sont regroupés dans un coefficient α. On obtient finalement l’équation de Schrö-
dinger non-linéaire (NLS), qui décrit la propagation de l’enveloppe lentement variable
dans une fibre optique :

∂A(z, τ)

∂z
+
α

2
A(z, τ) +

iβ2
2

∂2A(z, τ)

∂τ 2
− iγ |A(z, τ)|2A(z, τ) = 0. (1.76)

Le paramètre non-linéaire γ permet de quantifier l’intensité de la réponse non-linéaire
d’une fibre optique. Il est défini à partir du recouvrement spatial du mode guidé dans la
fibre comme suit :

γ =
ω0n2

∫∫ +∞
−∞ |F (x, y)|4 dx dy

c
∫∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2 dx dy
, (1.77)

où F (x, y) représente le profil transverse du mode (normalisé ou non), n2 est l’indice de
réfraction non-linéaire, et c la vitesse de la lumière dans le vide.
Cette équation prend en compte les effets des pertes dans la fibre, représentées par α, de
la dispersion chromatique via β2, ainsi que de la non-linéarité de la fibre, modélisée par γ.
Le dernier terme de l’équation est responsable à la non-linéarité de type Kerr ou encore
l’auto-modulation de phase.

1.4.2 L’auto-modulation de phase

Lorsqu’une onde lumineuse intense traverse un milieu non-linéaire, elle peut modifier
sa propre phase en raison du changement de l’indice de réfraction qu’elle induit. Ce phé-
nomène non-linéaire est connue sous le nom d’auto-modulation de phase. [35, 46, 47]. Ce
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décalage de phase n’est pas uniforme et dépend de l’intensité locale de l’onde lumineuse.
En conséquence, le spectre de l’onde se trouve élargi, générant de nouvelles fréquences.
Ce phénomène a été observé pour la première fois en 1967 [46]. Prenons le cas d’une
impulsion gaussienne (voire figure 1.4(a)). Le front de l’impulsion correspond à la pente
négative de la variation de fréquence représentée dans la figure 1.4(b), décalant le spectre
vers les basses fréquences (décalage vers le rouge), tandis que la queue de l’impulsion
correspond à la pente positive de la variation de fréquence, décalant le spectre vers les
hautes fréquences (décalage vers le bleu).

La queue de
 l'impulsion

Le front de
l'impulsion

(a)

(b)

Figure 1.4 – La courbe bleue représente une impulsion gaussienne, tandis que la courbe
rouge montre la variation instantanée de la fréquence induite par l’effet de modulation de
phase auto-induite (SPM).

L’auto-modulation de phase (SPM) provoque un élargissement spectral des impulsions
lumineuses, entraînant une compression temporelle qui les rend plus étroites et particu-
lièrement efficaces dans les applications nécessitant des impulsions ultracourtes.

1.4.3 La modulation de phase croisée

Lorsque deux impulsions ou plus, fréquences différentes, se propagent simultanément
dans un milieu non-linéaire, elles interagissent entre elles par le biais de la non-linéarité
de ce milieu. Divers phénomènes non-linéaires peuvent alors se produire. Parmi eux, la
modulation de phase croisée (XPM) est un phénomène notable, où l’indice de réfraction
perçu par une onde est modifié par la présence d’une autre onde [35, 48]. Afin d’illustrer
ce phénomène, considérons une enveloppe composée de deux composantes :

A(z, t) = A1 + A2e
iΩt, avec Ω = ω2 − ω1, (1.78)
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et injectons cette expression dans l’équation de Schrödinger non-linéaire (1.76), en négli-
geant à la fois la dissipation et la dispersion. On obtient alors l’équation suivante :

iγ(|A1|2 + 2|A2|2)A1 −
∂A1

∂z
+

[
iγ(|A2|2 + 2|A1|2)A2 −

∂A2

∂z

]
eiΩt

+ iγ
(
A2

1A
∗
2e

−iΩt + A2
2A

∗
1e

2iΩt
)
= 0.

(1.79)

Cette expression met en évidence l’automodulation de phase, représentée par le terme
iγ|A1|2A1, ainsi que la modulation de phase croisée, donnée par 2γ|A2|2A1.

La modulation de phase croisée entraîne la compression temporelle d’une onde grâce
à l’influence d’une autre onde se propageant simultanément. Ce phénomène conduit à
l’élargissement spectral de la première onde, favorisant ainsi la génération de nouvelles
fréquences.

1.5 Les structures dissipatives

Les structures dissipatives sont des configurations spatiales ou temporelles auto-organi-
sées qui apparaissent spontanément dans des systèmes loin de l’équilibre thermodyna-
mique, grâce à l’échange constant d’énergie et de matière avec leur environnement [49].
Ce concept a été introduit par le physico-chimiste Ilya Prigogine dans le cadre de l’étude
des systèmes chimiques non-linéaires ouverts [50]. Elles se caractérisent par leur capacité
à maintenir un ordre stable malgré le flux continu de dissipation d’énergie via le principe
d’auto-organisation. On les trouve dans divers domaines : les réactions chimiques, l’écolo-
gie des plantes [51], l’hydrodynamique [52], biologie [53] et l’optique non-linéaire [54].
Dans le domaine de l’optique non-linéaire, on trouve par exemple ces structures sous forme
d’instabilité modulationnelle et les Solitons. La figure 1.5 montre quelques exemples de
structures dissipatives dans la nature, qui émergent grâce au principe d’auto-organisation.

(a) (b) (c) (d)

Figure 1.5 – Exemples de motifs naturels issus de l’auto-organisation dans des systèmes
dissipatifs. a) Les dunes de sable. b) les rayures de la tigre. c) la spirale végétale.d) la
structure hexagonal en nid d’abeille
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1.5.1 L’instabilité modulationnelle

De nombreux systèmes non-linéaires présentent une instabilité qui conduit à la modu-
lation de leur état continue sous l’effet d’une perturbation externe (le bruit par exemple).
Ce phénomène, connu sous le nom d’instabilité de modulation, a été étudié dès les années
60 dans divers domaines tels que la dynamique des fluides, l’optique non-linéaire, et la
physique des plasmas [35, 55]. Dans le domaine de l’optique non-linéaire, on distingue
deux types principaux : l’instabilité modulationnelle en propagation (sans dissipation)
dans les fibre optiques qui se produit à travers la combinaison de la non-linéairité et la
dispersion, et qui a été observée pour la première fois en 1986 [56]. L’étude théorique
de ce type est détaillée dans la référence [35] en utilisant l’équation de Schrödinger non-
linéaire (NLS) [Eq. (1.76)] qui décrit la propagation du champ dans la fibre optique. Le
deuxième type est l’instabilité modulationnelle dans les cavités optiques, qui est théorisée
initialement par Lugiato et Lefever en introduisant un modèle en champ moyen décrivant
la dynamique dans une cavité Kerr optique passive en anneau [30], puis désignée plus
tard sous le terme "instabilité modulationnelle dissipative" par Haelterman et al [31].
L’apparition de l’instabilité modulationnelle dissipative résulte d’une bifurcation qui se
produit lorsque les paramètres de contrôle,le pompage par exemple, du système atteignent
une valeur critique, dépassant un certain seuil. Nous allons présenter ici les résultats de
Haelterman et al [31], en utilisant l’équation de Lugiato-Lefever, les détails de la démons-
tration de cette équation seront abordés dans la section 6, qui décrit la dynamique d’une
cavité fibrée :

∂tF = [−1− i∆− iη∂ττ ]F + i |F |2 F + S, (1.80)

où F est le champ qui circule dans la cavité, le premier terme à gauche représente les
pertes, ∆ est le detuning qui est défini comme le décalage spectral entre deux résonances
plus proches, η = 1 (η = −1) est le signe du coefficient de dispersion normal (anormal),
et S désigne le forçage externe. En régime stationnaire (∂F

∂t
= 0) et homogène (∂2F

∂τ2
= 0),

L’équation (1.80) devient :
Fs[1 + i(∆− |Fs|2)] = S, (1.81)

où Fs représente la solution stationnaire et homogène. En introduisant les intensités du
champ intracavité Y = |Fs|2 et de la pompe X = |S|2, l’équation (1.81) se réduit à une
équation cubique :

X = Y 3 − 2∆Y 2 + (∆2 + 1)Y (1.82)

L’analyse de cette équation montre que le réponse de la cavité dans le régime stationnaire
et homogène se divise en deux régions selon la valeur du detuning. Les courbes représentées
sur la figure 1.6 montrent la relation entre l’intensité en entrée X et l’intensité en sortie Y
pour différentes valeurs de ∆, si ∆ ≤

√
3, la réponse de la cavité correspond à un régime

monostable où Y (X) est unique pour chaque valeur de X. dans le cas où ∆ >
√
3 le

système montre un comportement bistable, où une même valeur de X peut correspondre
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Figure 1.6 – Les solutions stationnaires Y = f(X) pour, a) ∆ = 1, b) ∆ = 2, c) ∆ = 3,
d) ∆ = 4

,

à plusieurs valeurs de Y , ce qui se traduit par un cycle d’hystérésis. Nous allons étudier
l’analyse de stabilité linéaire de ces solutions. Nous prenons la solution stationnaire et
homogène et ajoutons une petite perturbation :

F = Fs + f(t, τ), (1.83)

où f(t, τ) = aeλtcos(Ωτ) représente l’onde perturbative qui oscille avec une fréquence Ω

et qui croît ou décroît dans le temps avec un taux donné par λ, et a est l’amplitude de
la perturbation. On introduit l’expression de F dans (1.80), et négligeons les termes du
second ordre et les termes d’ordre supérieur de a, nous obtenons le système :[

−λ− 1 + i
(
−2Y −∆+ ηΩ2

)]
a+ iY a∗ = 0, (1.84)[

−λ− 1− i
(
−2Y −∆+ ηΩ2

)]
a∗ − iY a = 0. (1.85)

Ce système d’équation homogène conduit à une équation propre quadratique, où la condi-
tion d’existence de solutions non triviales est que le déterminant soit nul. Cette condition
donne lieu à la relation de dispersion suivante :

λ = −1±
√

4Y (∆− ηΩ2)− (∆− ηΩ2)2 − 3Y 2. (1.86)

Le système est stable lorsque la partie réelle de ses deux valeurs propres est négative, ce qui
entraîne une diminution exponentielle des perturbations. Dans les conditions suivantes :

— Y > 1, ∆ ≤ 2 et Y > ∆
2
, ∆ > 2 en régime de dispersion anormal (η = −1)

— 1 < Y < ∆
2
, ∆ > 2 en régime de dispersion anormal (η = 1)

La figure 1.7 montre que le système présente une instabilité de modulation dans les deux
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régime de dispersion anormal (a) et normal (b).

Stable

Stable Stable

MI

(a) (b)

MI

Stable

Figure 1.7 – La région de la MI dans le plan de paramètres (∆, I) dans les deux régimes
de dispersion. a) anormal. b) normal.

1.5.2 Les solitons

En 1834, le scientifique John Scott Russell a observé une onde solitaire se propageant
dans un canal d’eau sans changer de forme ni diminuer en amplitude, Cette onde, est ap-
pelée soliton, et elle est caractérisée par sa capacité à parcourir de longues distances sans
se déformer, grâce à la non-linéarité du milieu dans lequel elle se propage [57]. Les soli-
tons apparaissaient alors comme des solutions localisées dans des systèmes non-linéaires
intégrables [58]. Depuis cette découverte, les solitons ont été observés et analysés dans
plusieurs branches de la physique, notamment en optique. Dans les systèmes conservatifs,
un soliton peut se former grâce à l’équilibre entre la dispersion et la non-linéarité (l’effet
Kerr) [58, 59]. Cet équilibre dynamique donne naissance à une solution particulière de
l’équation de Schrödinger non-linéaire (NLSE), qui fait partie de la classe des équations
complètement intégrables. En effet, l’équation (1.76) dans le cas où α = 0 peut être résolue
analytiquement à l’aide de la méthode de diffusion inverse (inverse scattering method) [60],
ce qui permet de déterminer l’évolution exacte de tout paquet d’ondes initial.

Parmi les solutions de cette équation, le soliton de Kerr de premier ordre présente un
profil invariant lors de la propagation. Ce type de soliton admet une solution analytique
sous la forme [35] :

A(z, t) = B sech

(
t

ts

)
ei

γ|B|2z
2 , (1.87)

où |B|2 représente la puissance crête du soliton, ts sa durée temporelle, γ le paramètre
non-linéaire. Les deux paramètres B et ts sont liés par la relation :

|B|2t2s =
−β2
γ
, (1.88)
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valide dans le régime de dispersion anormale (β2 < 0). Bien que l’équation NLSE ad-
mette une infinité de solutions dites « solitons d’ordre supérieur », seule cette solution
fondamentale conserve un profil strictement inchangé au cours de la propagation [61].

Il est remarquable que les solitons puissent également se former dans des systèmes non
conservatifs, c’est-à-dire dissipatifs [62], grâce à des mécanismes liés à des phénomènes
d’auto-organisation. Dans ces systèmes, les solitons conservent leur forme en compensant
la dispersion par la non-linéarité d’une part et les pertes par un forçage externe d’autre
part [62]. Cette double balance rend le soliton dissipatif unique en tant qu’état attractif
pour des paramètres donnés.

1.6 Les solitons de cavité (CSs)

Dans la section précédente, nous avons identifié deux types de solitons : les solitons
optiques conservatifs et les solitons optiques dissipatifs. Ces derniers peuvent aussi se
former dans un système non-linéaire constitué d’une cavité optique en anneau, et sont
connus sous le nom de solitons de cavité (CSs) [63]. Ces solitons se forment dans des
résonateurs non-linéaires passifs, où les pertes sont compensées par un forçage externe
cohérent. On distingue les solitons de cavité en deux catégories : spatiaux et temporels,
ces derniers constituant le principal objet de notre étude ici.

1.6.1 Les cavités passives

Coupleur

Fibre
optique

Figure 1.8 – Représentation schématique d’une cavité fibrée passive pompée en continue
à travers un coupleur.

La Figure 1.8 montre le schéma d’une cavité passive qui est essentiellement composée
d’une fibre optique en silice de longueur L dont les deux extrémités sont connectées à
un coupleur qui est caractérisé par des coefficients de réflexion et de transmission, ρ et
θ respectivement, définis de telle manière que ρ2 + θ2 = 1. Nous injectons une onde
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de pompe, qui peut être une onde continue (cw) ou un train d’impulsions, à travers
le coupleur. Une partie du champ intracavité sort par ce dernier, tandis que le champ
intracavité, après chaque tour dans la cavité, se superpose de façon synchrone à l’onde de
pompe injectée. Dans le résonateur, la section de fibre optique est décrite par l’équation
de Schrödinger non-linéaire (1.76), tandis que l’influence du coupleur est représentée par
une équation supplémentaire de condition aux limites de la cavité, ces deux équations
forment un système décrivant l’ensemble de la dynamique d’une cavité fibrée passive :

∂E(z, τ)

∂z
= −αf

2
E(z, τ)− i

β2
2

∂2E(z, τ)

∂τ 2
+ iγ|E(z, τ)|2E(z, τ),

E(m+1)(0, τ) = θEin + ρE(m)(L, τ)eiδ0 .

(1.89)

La signification physique de chaque terme de l’équation de Schrödinger non-linéaire est
donnée dans la section 1.4. E(m) représente le champ intra-cavité au m-ième tour, Ein est
le champ injecté dans la cavité à travers le coupleur, et δ0 designe le déphasage linéaire
accumulé par tour.

1.6.2 Le modèle de Lugiato-Lefever

Le système (1.89) décrit la dynamique du résonateur. Cependant, en raison de la
complexité de ce système, rendant une analyse analytique difficile, son étude se limite
principalement à des approches numériques. Afin de faciliter une étude analytique, nous
allons simplifier ce système en le réduisant à une équation unique de Lugiato-Lefever [30],
en nous appuyant sur certaines approximations. Supposons que l’enveloppe du champ
intra-cavité varie peu au cours de la propagation d’un tour de la cavité (l’hypothèse du
champ moyen). Ce qui implique que la longueur de la cavité est très courte par rapport
à la longueur de dispersion et la longueur non-linéaire. Reprenons le système (1.89) et
intégrons la première équation (NLS) sur la longueur de la cavité, nous obtenons :

E(m)(L, τ)− E(m)(0, τ) =

(
−
αfL

2
− i

2
β2L

∂2

∂τ2
+ iγL|E(m)(0, τ)|2

)
E(m)(0, τ) (1.90)

En injectant l’expression de E(m)(L, τ) dans la condition au limites située dans le système (1.89),
nous obtenons :

E(m+1)(0, τ) = θEin + ρ

(
1−

αfL

2
− i

2
β2L

∂2

∂τ2
+ iγL|E(m)(0, τ)|2

)
E(m)(0, τ)eiδ0 . (1.91)

Étant donné que le champ évolue lentement au cours d’un tour de cavité, nous introduisons
une nouvelle variable temporelle t = mtR, où tR représente le temps nécessaire au champ pour
parcourir un tour complet de la cavité. Grâce à cette variable, nous pouvons reformuler les
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notations de la manière suivante :

E(m+1)(0, τ) = E(t+ tR, τ) (1.92)

E(m)(0, τ) = E(t, τ) (1.93)

Nous supposons également que tR est très petit par rapport à t, ce qui permet de faire l’approxi-
mation tR ≈ ∂t. Cela nous conduit à écrire la relation suivante :

E(m+1)(0, τ) = tR
∂E(t, τ)

∂t
+ E(m)(0, τ). (1.94)

En remplaçant l’expression (1.94) dans l’équation (1.91), et en substituant E à la place de
E(m)(0, τ) pour simplifier la notation,nous obtenons :

tR
∂E(t, τ)

∂t
= θEin − E(t, τ) + ρ

(
1−

αfL

2
− i

2
β2L

∂2

∂τ2
+ iγL|E(t, τ)|2

)
E(t, τ)eiδ0 . (1.95)

Effectuons les développements en série de Taylor sur le coefficient de réflexion (ρ2 ≈ 1) et le
déphasage linéaire (δ0 ≪ 1) :

ρeiδ0 ≈ 1− θ2

2
− iδ0 (1.96)

En substituant cette relation dans l’équation précédente, nous arrivons au modèle réduit de
Lugiato-Lefever qui décrit l’évolution de l’enveloppe du champ dans le résonateur en tenant
compte des effets non-linéaires et de dispersion et la dissipation du système.

tR
∂E(t, τ)

∂t
=

(
−α− iδ0 − i

β2L

2

∂2

∂τ2

)
E(t, τ) + iγL|E(t, τ)|2E(t, τ) + θEin. (1.97)

Nous pouvons également réécrire cette équation sous sa forme normalisée.

∂F (t′, τ ′)

∂t′
=

(
−1− i∆− iη

∂2

∂τ ′2

)
F (t′, τ ′) + i|F (t′, τ ′)|2F (t′, τ ′) + S. (1.98)

Où F =
√

γL
α E est l’amplitude du champ normalisé, t′ = αt

tR
est le temps lent normalisé,

τ ′ =
√

2α
|β2|Lτ représente le temps rapide normalisé, ∆ = δ0

α désigne le detuning, η = sign(β2),

et S =
√

γθL
α3 Ein est le forçage externe. La dynamique de la cavité décrite par cette équation

est extrêmement riche. En faisant varier le detuning ∆, plusieurs solutions peuvent apparaître,
parmi lesquelles la solution homogène, l’instabilité de modulation, ainsi que les solitons de cavité
(CSs). Un exemple de Soliton de cavité est montré dans la figure 1.9. Il est caractérisé par son
fond non nul.

1.7 Les solitons paramétriques (PDCS)

Au cours de ces dernières années, l’intérêt s’est principalement concentré sur les solitons de
cavité Kerr, qui se forment à la même fréquence que celle de la porteuse permettant de pomper
la cavité [64, 26, 65]. Ce type de configuration, appelé "forçage externe", est bien modélisé par
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Figure 1.9 – Exemple de soliton de cavité. paramètres : S = 2.4 et ∆ = 3.5

l’équation de Lugiato-Lefever, qui capture la dynamique des solitons de cavité dans un système
où la non-linéarité et la dispersion se contrebalancent. Cependant, il existe une autre catégorie
de solitons de cavité, appelés "solitons paramétriquement forcés" [66], qui apparaissent dans des
systèmes où l’excitation se fait en faisant varier l’un des paramètres internes du système, plutôt
que la fréquence d’entrée. Ce type de solitons est particulièrement bien décrit par l’équation de
Schrödinger non-linéaire paramétrique (PDNLSE), et récemment ils ont été observés dans une
cavité fibré simplement résonante avec un pompage paramétrique [67].

1.7.1 L’équation de Schrödinger non-linéaire paramétrique

Coupleur non-linéaire

Figure 1.10 – Schéma d’une cavité composée de deux sections : une section de longueur
L1 présentant une non-linéarité d’ordre 2 (χ(2), et une section de longueur L2 contenant
une non-linéarité Kerr (χ(3).

Considérons une cavité de longueur L, composée de deux sections : la première, de longueur
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L1, est un cristal non-linéaire d’ordre deux (χ(2)), tandis que la seconde, de longueur L2, est
une fibre optique présentant une non-linéarité de type Kerr χ(3). La cavité est pompée par une
onde monochromatique de fréquence 2ω0. Lorsque cette onde traverse le cristal non-linéaire,
elle peut générer deux autres ondes, le signal et l’idler, de fréquences ωs et ωi respectivement,
via le processus d’amplification paramétrique optique. En supposant que ωs = ωi, et que la
cavité soit simplement résonante, seul le signal résonne dans la cavité. La figure 1.10 illustre
un schéma d’une cavité simplement résonante. L’évolution du signal A et de la pompe B dans
la première section de longueur L1 est décrite par les équations de l’oscillateur paramétrique
optique dégénéré, équations (1.38) et (1.39), telles que mentionnées dans la section 3.1. tandis
que la propagation du signal dans la section de fibre est décrite par l’équation de Schrödinger
non-linéaire, qui correspond à la première équation du système (1.89). Les équations (1.38)
et (1.39) avec l’équation de Schrödinger non-linéaire constituent le modèle global qui décrit le
système. Les conditions au bords de la cavité pour le signal à ω0 et la pompe à 2ω0 sont données
par :

A(m+1)(0, τ) =
√
1−RA(m)(L, τ)eiδ0 , (1.99)

B = Bin, (1.100)

où R sont les pertes de la cavité. L’ensemble de ces équations, combiné aux conditions aux
bords, peut se réduire à une seule équation décrivant la dynamique de ce système. En partant
de l’équation (1.39), qui décrit l’évolution de la pompe, et en exploitant les propriétés de la
transformation de Fourier, nous pouvons exprimer la pompe sous la forme suivante [68, 69] :

Bm ≈ Bine
−

α
(1)
P
2
z + κ

∫ ∞

−∞
F
[
A2
m

] ei∆kz − ek̂z

∆k + ik̂
e−iΩτ dΩ (1.101)

Où le symbole (1) fait référence au milieu quadratique de longueur L1, F [.] est l’opérateur de
la transformé de Fourier et k̂ = −α(1)

P /2 + i(∆k
′
Ω+ k

′′
pΩ

2/2). En insérant cette expression dans
l’équation (1.38) et en intégrant sur la longueur L1 du milieu quadratique, tout en supposant
que Am(z, τ) reste constant, nous obtenons :

Am(L1) ≈ Am(0)−

(
α
(1)
s

2
+ i

k
′′
s

2

∂2

∂τ2

)
L1Am(0) + iκBine

−iζ sinh(ζ)

ζ
L1A

∗
m(0)

− ρ2
[
A2
m ⊗ I(τ)

]
A∗
m(0), (1.102)

où ξ = L1(α
(1)
p + i∆k)/2, ρ = κL1, I(τ) = F−1(I(Ω)) représente la fonction de réponse non-

linéaire où I = (1− ix− e−x)/x2, avec x(Ω) = (∆k+ ik̂)L1. L’équation NLS peut également être
intégrée sur la section de la fibre de longueur L2, tandis que Am(z, τ) est maintenue constante,
on trouve :

Am(L) ≈ Am(L1)−

(
α
(2)
s

2
+ i

β2,s
2

∂2

∂τ2
− iγ|Am|2

)
L2Am (1.103)

En substituant ces deux dernières équations et en négligeant les termes d’ordre supérieur, on
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obtient :

Am(L)−Am(0) ≈ −

(
α
(1)
s

2
+ i

k
′′
s

2

∂2

∂τ2

)
L1Am(0) + ikBine

−iξ sinh ξ

ξ
L1A

∗
m(0)

− ρ2
[
A2
m ⊗ I(τ)

]
A∗
m(0)−

(
α
(2)
s

2
+ i

β2,s
2

∂2

∂τ2
− iγ|Am(0)|2

)
L2Am(0) (1.104)

En introduisant le temps lent de la même manière que pour l’équation de Lugiato-Lefever, et
sous certaines conditions, on peut négliger le terme instantané de troisième ordre. Dans ce cas,
nous obtenons l’équation de Schrödinger non-linéaire paramétrique (PDNLSE) [28, 29, 66] :

tR
∂A

∂t
=

(
−Λ

2
− iδ0 − i

β2L

2

∂2

∂τ2

)
A+ κBinL1A

∗ + iγL2|A|2A. (1.105)

Où Λ = α
(1)
s L1+α

(2)
s L2+R représente les pertes total dans la cavité et β2L = k

′′
sL1+β2,sL2 est la

dispersion total par toutes les parties qui constituent la cavité. En appliquant les changements de
variables suivants :A′

=
√

γL2

Λ , t′ = Λt/tR, ∆ = δ0/Λ, τ ′
=
√

2Λ
|β2L| et µ = κBinL1/Λ, l’équation

de Schrödinger non-linéaire paramétrique (PDNLS) peut être réécrite sous sa forme normalisée.

∂A
′

∂t′
=

(
−1− i∆+ i

∂2

∂τ ′2

)
A

′
+ µA

′∗ + i|A′ |2A′
. (1.106)

Cette équation est largement reconnue et apparaît dans divers domaines de la physique, tels que
l’hydrodynamique [70], la physique des plasmas [71], et l’optique [66]. Elle admet des solutions
variées, allant des états triviaux et homogènes à des phénomènes plus complexes comme l’in-
stabilité modulationnelle. De plus, elle permet de décrire des structures localisées, telles que les
solitons paramétriques, caractérisés par un fond nul. Dans la région µ > 1, PDNLSE admet une
solution exacte sous forme soliton [72, 66, 28, 29],

A =
√
2β sech(βt) exp(iϕ), (1.107)

Où cos(2ϕ) = µ−1 et β2 = ∆+µsin(2ϕ). Il existe deux solitons de différentes amplitudes, chacun
pouvant adopter l’une des deux phases opposées. La solution qui satisfait la condition sin(2ϕ) > 0

est instable, tandis que l’autre reste toujours stable. Un exemple de soliton paramétrique est
illustré dans la figure 1.11.

1.8 L’interaction entre deux solitons

Depuis les années 1990, l’interaction entre les solitons dans les systèmes dissipatifs a été étu-
dié dans plusieurs contextes [73, 74, 75, 76, 77, 78], en utilisant différentes méthodes analytiques
de perturbation pour calculer le potentiel d’interaction. Parmi ces approches, on trouve la mé-
thode variationnelle de Lagrange, fondée sur le principe de moindre action, que nous utiliserons
dans notre étude au chapitre 2. Les recherches montrent que l’interaction devient significative
lorsque les solitons sont suffisamment rapprochés pour former un état lié, appelé en anglais
"Bound state", et que cette interaction est principalement régie par la queue oscillante des so-
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Figure 1.11 – Soliton paramétrique. ∆ = 1.5 et µ = 1.2

litons [79, 73, 74]. Lorsque ces queues présentent des oscillations spatiales ou temporelles, un
verrouillage entre deux solitons peut se produire à des distances fixes, liées à la fréquence d’os-
cillation, formant ainsi un état lié. En 1991, Malomed a été le premier à prédire ces états liés
dans le cadre de l’équation de Schrödinger non-linéaire (NLS) perturbée [73]. Concernant les
solitons paramétriques (PDCSs), décrits par l’équation PDNLS, l’interaction a été étudiée à la
fois théoriquement et expérimentalement [80, 81]. Il a été démontré que la phase des solitons
joue un rôle clé : lorsqu’ils sont en phase, ils présentent une interaction attractive, tandis qu’en
opposition de phase, ils subissent une interaction répulsive, selon une loi logarithmique.

1.9 Conclusion

Nous avons établi les bases théoriques indispensables à l’étude des solitons dans les systèmes
non-linéaires et dissipatifs. Nous avons tout d’abord examiné la propagation de la lumière dans
les milieux dispersifs, en mettant en avant les différents ordres de susceptibilité non-linéaire,
notamment leur manifestation à travers les oscillateurs paramétriques et l’effet Kerr. Ensuite,
nous avons étudié les mécanismes d’auto-organisation, qui jouent un rôle clé dans l’émergence
des structures dissipatives, telles que l’instabilité modulationnelle et les solitons.

Nous avons démontré que la modélisation de ces phénomènes peut être simplifiée en une seule
équation, l’équation de Lugiato-Lefever, dont le soliton de cavité est une solution numérique. De
plus, nous avons montré que le soliton paramétrique est décrit par l’équation de Schrödinger non-
linéaire paramétrique (PDNLSE). Enfin, nous avons abordé l’interaction entre deux solitons, qui
mène à la formation des états liés.
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2. L’impact du walk-off sur la dynamique
du soliton dans un DOPO avec la
non-linéarité Kerr

2.1 Introduction

La génération de solitons dans des cavités optiques exploitant des non-linéarités d’ordre 2
(χ(2)) et d’ordre 3 (χ(3)) a suscité un intérêt croissant ces dernières années [82, 83, 84, 85]. Ces
solitons, caractérisés par un fond nul, se révèlent être des outils prometteurs pour la génération
de peignes de fréquence optiques. Ces derniers trouvent des applications variées, notamment en
métrologie et en spectroscopie de précision.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur la génération de solitons dans un oscillateur
optique paramétrique dégénéré (DOPO) doublement résonant aux fréquences ω0 et 2ω0, en pré-
sence d’une non-linéarité Kerr. Les équations couplées décrivant la dynamique des champs signal
et pompe dans la cavité peuvent être réduites à une seule équation contenant un terme de convo-
lution.

Dans un premier temps, nous analysons l’impact de ce terme de convolution sur l’amplitude
et le domaine d’existence des solitons. Ensuite, à l’aide d’approches numériques et analytiques
basées sur la méthode variationnelle, nous étudions l’effet du walk-off, qui traduit la différence
entre les inverses des vitesses de groupe du signal et de la pompe. Nous montrons comment
le walk-off influence simultanément l’amplitude et le domaine d’existence des solitons. Ensuite,
nous établissons une comparaison avec le cas d’une cavité simplement résonante.

Cette étude a pour objectif de fournir une compréhension approfondie des mécanismes fonda-
mentaux gouvernant la dynamique des solitons dans des cavités doublement résonantes contenant
des non-linéarités quadratique (χ(2)) et cubique (χ(3)).

2.2 Cavité doublement résonante (DOPO+ L’effet Kerr)

La génération de peignes de fréquences optiques dans les micro-résonateurs a suscité un intérêt
croissant ces dernières années, offrant une alternative prometteuse aux techniques traditionnelles
basées sur les lasers femtosecondes à modes bloqués [20, 19]. La majorité des travaux se sont
concentrés sur la génération de ces peignes via la non-linéarité Kerr χ(3)[6, 86, 87]. Dans le
domaine temporel, ces peignes de fréquences correspondent à un train de solitons de cavité
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Kerr [88, 89, 90], où les interactions entre dispersion, non-linéarité, et pertes donnent naissance
à des structures dissipatives stables.

Par la suite, des études ont démontré que des peignes de fréquences peuvent également être
générés dans des cavités présentant une non-linéarité d’ordre 2 (χ(2)), que ce soit par le biais de la
génération de seconde harmonique (SHG) [91, 92] ou dans des oscillateurs optiques paramétriques
(OPO) [39, 93, 94, 95]. Dans ces derniers, les peignes de fréquences émergent à travers un train
de solitons quadratiques, stabilisés par un équilibre subtil entre la dispersion et l’effet Kerr
effectif d’un côté [96, 97, 98, 99, 100], et la dissipation et le pompage de l’autre. En effet, ces
solitons quadratiques permettent d’obtenir des structures spectrales cohérentes, adaptées à des
applications variées.

Plus récemment, l’attention s’est portée sur les milieux présentant simultanément les non-
linéarités χ(2) et χ(3) [82, 83, 101, 84, 85, 102]. Cette combinaison ouvre la voie à une dynamique
riche et complexe, permettant la génération de nouveaux peignes de fréquences. Il est important
de distinguer ici les études menées dans des cavités simplement résonantes, où un seul champ
est en résonance, de celles réalisées dans des cavités doublement résonantes, où deux champs
sont simultanément en résonance. Dans ce manuscrit, nous nous concentrerons sur une cavité
doublement résonante intégrant les deux non-linéarités χ(2) et χ(3).

2.2.1 Cadre théorique

Le système est constitué par une cavité contenant une non-linéarité d’ordre 2, associée à
l’oscillateur optique paramétrique dégénéré, et une non-linéarité d’ordre 3, induite par l’effet
Kerr optique. Cette configuration favorise une interaction complexe entre la pompe et le signal
générés par le processus paramétrique. La cavité est conçue pour résonner simultanément à la
fréquence de la pompe (2ω0) et à celle du signal (ω0). Cette résonance conjointe de la pompe et
du signal dans la cavité donne lieu à une dynamique riche, propice à l’émergence de phénomènes
non-linéaires complexes, notamment la formation de solitons. La figure 2.1 présente le schéma
d’une cavité doublement résonante aux deux fréquences 2ω0 et ω0, respectivement associées à la
pompe et au signal, incluant les deux non-linéarités.

Nous considérons un résonateur de longueur L pompé à une fréquence 2ω0 via un coupleur
ayant des coefficients de transmission θ1 et θ2 respectivement aux fréquences ω0 et 2ω0. Nous
supposons qu’un signal à la fréquence ω0 est généré au sein de la cavité, tout en imposant que
le signal et la pompe soient résonants. En supposant que la diffraction, les dispersions d’ordre
supérieur sont négligeables, l’évolution des enveloppes lentement variables du signal (E1) à ω0 et
de la pompe (E2) à 2ω0 dans le résonateur lors d’un aller-retour est décrite par les deux équations
suivantes [83, 85] :

∂E1

∂z
=

[
−αc1

2
− i

k′′1
2

∂2

∂τ2

]
E1 + iκE2E

∗
1e

−i∆kz + i
(
γ1|E1|2 + 2γ12|E2|2

)
E1, (2.1)

∂E2

∂z
=

[
−αc2

2
−∆k′

∂

∂τ
− i

k′′2
2

∂2

∂τ2

]
E2 + iκE2

1e
i∆kz + i

(
γ2|E2|2 + 2γ21|E1|2

)
E2. (2.2)

Les champs intra-cavités E(m+1)
1 (0, τ) et E(m+1)

2 (0, τ) au début du (m + 1)-ième aller-retour
peuvent être reliés aux champs E(m)

1 (L, τ) et E(m)
2 (L, τ) à la fin du m-ième aller-retour comme
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Figure 2.1 – Schéma d’une cavité doublement résonante aux fréquences 2ω0 et ω0, avec
les non-linéarités quadratique et cubique.

suit :

E
(m+1)
1 (0, τ) =

√
1− θ1E

(m)
1 (L, τ)e−iδ1 , (2.3)

E
(m+1)
2 (0, τ) =

√
1− θ2E

(m)
2 (L, τ)e−iδ2 +

√
θ2Bin, (2.4)

où Bin est l’amplitude du pompage continue (cw), αc1,2 sont les pertes de propagation par
unité de longueur, ∆k′ représente la différence entre les inverses des vitesses de groupe des deux
enveloppes, appellé "walk-off" , et k′′1,2 sont les coefficients de dispersion de vitesse de groupe.
Le coefficient de couplage non-linéaire du second ordre est donné par κ = 2ω0deff√

Aeffc3n
2
1n2ϵ0

, Aeff

correspond à l’aire effective, c représente la vitesse de la lumière, ϵ0 est la permittivité du vide,
et n1,2 sont les indices de réfraction associés au signal et à la pompe respectivement. ∆k désigne
le désaccord de phase, tandis que γ1,2 sont respectivement les coefficients d’auto-modulation de
phase (SPM) pour le signal et la pompe, et δ1,2 sont respectivement les detuning du signal et de
la pompe, et γ12 et γ21 représentent les coefficients de modulation de phase croisée (XPM) entre
le signal et la pompe. Ils sont définis par :

γjk =
n2ωj
c

∫∫ ∞

−∞
|Fj(x, y)|2|Fk(x, y)|2 dx dy(∫∫ ∞

−∞
|Fj(x, y)|2 dx dy

)(∫∫ ∞

−∞
|Fk(x, y)|2 dx dy

) , (2.5)

où j, k = 1, 2, avec j ̸= k.
Supposons que la cavité présente une haute finesse autour des fréquences ω0 et 2ω0, ce qui

implique que les enveloppes lentement variables demeurent approximativement constantes durant
un aller-retour. En intégrant les équations (2.1) et (2.2) de z = 0 à z = L, tout en appliquant
les conditions aux limites (2.3) et (2.4), et en introduisant le temps lent, nous obtenons les deux
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équations couplées normalisées suivantes [85, 96] :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ iρ1BA
∗ + i

(
|A|2 + 2γ12

γ2
|B|2

)
A, (2.6)

∂tB = [−1− i∆2 − d∂τ − iη2∂ττ ]B + iρ2A
2 + i

(
|B|2 + 2γ21

γ1
|A|2

)
B + S, (2.7)

où A =
√

γ1L
α1
E1 et B =

√
γ2L
α2
E2, ∆1,2 =

δ1,2
α1,2

, avec α1,2 représentent les pertes total associés

au signal et à la pompe respectivement, η1 = sign(k′′1) et η2 =
k′′2
|k′′1 |

, d = ∆k′
√

2L
|k′′1 |α1

, ρ1 =

κL
α1

√
α2
γ2L

et ρ2 = κα1
α2γ1

√
γ2L
α2

, S =
√
θ2Bin
α2

√
γ2L
α2

, t = α1t′

tR
et τ =

√
2α1
|k′′1 |L

τ ′. Ces deux équations
normalisées décrivent l’interaction entre la dispersion, la non-linéarité quadratique et la non-
linéarité cubique (Kerr) dans la cavité. Les simulations numériques de ce système révèlent une
dynamique riche, incluant l’émergence de structures localisées temporelles, comme les solitons
optique.

2.2.2 Le modèle à une seule équation

Nous montrerons que ces deux équations couplées, qui décrivent la dynamique d’une cavité
doublement résonante, peuvent, dans des conditions typiques, être réduites à une seule équation
de champ moyen, similaire à la PDNLSE mais avec un terme de convolution. Une équation
analogue a été obtenue dans le cas d’une cavité simplement résonante [82, 84] ; la principale
différence réside dans la nature du terme instantané et, en particulier, dans la fonction de réponse
non-linéaire J(τ), que nous expliquerons en détail par la suite. Pour ce faire, nous introduisons
deux approximations : (i) nous supposons que l’évolution temporelle de la pompe B est très lente
par rapport à celle du signal A (∂tB ≈ 0) [103, 104, 39] et (ii) nous négligeons la modulation de
phase croisée (XPM) pour les deux champs ainsi que l’auto-modulation de phase (SPM) de la
pompe. Avec ces approximations, l’équation (2.7) peut s’écrire sous la forme :

[1 + i∆2 + d∂τ + iη2∂ττ ]B = iρ2A
2 + S. (2.8)

En utilisant la transformé de Fourier, nous obtenons l’expression de la pompe dans l’espace
réciproque [83] :

F [B] =
iρ2F

[
A2
]
+ Sδ(Ω)

1 + i∆2 − idΩ− iη2Ω2
. (2.9)

Nous pouvons donc trouver une expression simple de la pompe en fonction du signal [83, 84, 94] :

B =
S

1 + i∆2
+ iρ2

[
A2 ⊗ J(τ)

]
, (2.10)

où le symbole ⊗ désigne l’opérateur de convolution et J(τ) = F−1[J(Ω)], avec J(Ω) = 1
1+i∆2−idΩ−iη2Ω2 ,

l’opérateur J(Ω) [83, 103] décrit la transmission lorentzienne de la cavité autour de la fréquence
de la pompe. En substituant l’expression de la pompe dans l’équation (2.6), nous obtenons
l’équation de Schrödinger non-linéaire paramétrique (PDNLSE), laquelle inclut un terme de
convolution instantané qui représente un terme de déplétion de la pompe. Cela permet de dé-
crire la dynamique d’un oscillateur paramétrique optique doublement résonant, contenant une
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non-linéarité cubique de type Kerr, comme suit :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ i|A|2A+ µA∗ − ρ
[
A2 ⊗ J(τ)

]
A∗, (2.11)

où nous posons A→ Ae−iψ, avec ψ = π
4 + 1

2 tan
−1(−∆2), µ = ρ1S√

1+∆2
2

et ρ = ρ1ρ2.

2.3 Soliton paramétrique

L’équation (2.11) décrit la dynamique complexe d’un Oscillateur Paramétrique Optique
(OPO) dégénéré doublement résonant en présence d’une non-linéarité Kerr. En négligeant le
terme de déplétion, nous obtenons l’équation PDNLS. L’analyse de la stabilité et de la dyna-
mique de cette équation révèle une riche variété de solutions. Dans la référence [82], on trouve une
analyse détaillée de la solution triviale (A = 0) ainsi que des solutions homogènes correspondant
à des états stationnaires uniformes. Au-delà de ces solutions fondamentales, l’équation présente
également l’instabilité de Faraday qui se manifeste par une modulation périodique de l’amplitude
du champ sous l’effet d’une perturbation, ainsi que des solutions sous forme de solitons qui sont
données par A =

√
2βsech(βτ)e±iϕ [105, 106, 107, 108], comme nous l’avons discuté dans le

premier chapitre.
L’équation PDNLS avec le terme de convolution (2.11) introduit une dynamique particuliè-

rement riche qui mérite une analyse approfondie. Notre intérêt se porte sur l’impact du terme de
convolution vis-à-vis des solutions de la PDNLSE. En effet, ce terme, qui traduit la réponse non-
instantanée du milieu, pourrait significativement modifier la nature et la stabilité des solutions
précédemment identifiées. Dans ce contexte, la recherche des solutions continues de l’équation
complète devient cruciale pour comprendre la dynamique d’une cavité doublement résonante
contenant les deux non-linéarités χ(2) et χ(3).

2.3.1 Les solutions homogènes

En régime stationnaire (∂tA = 0) et homogène (∂ττA = 0), l’équation (2.11) devient :

−[1 + i∆1]As + i|As|2As + µA∗
s − ρ

|As|2As
1 + i∆2

= 0, (2.12)

où As représente la solution stationnaire et homogène et qui peut s’écrire sous la forme :

As = |As|eiϕ (2.13)

En injectant As dans (2.12), on obtient :[
−(1 + i∆1) + i|As|2 + µe−2iϕ − ρ

|As|2

1 + i∆2

]
|As| = 0 (2.14)
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Ce qui donne trois solutions, une solution triviale |As| = A0 = 0, et deux solutions qui vérifient
l’équation :

a|As|2 = ∆1 +

√
µ2 −

(
1 +

ρ|As|2
1 + ∆2

2

)2

, (2.15)

avec a = (1 + ρ∆2

1+∆2
2
), d’où

|A±
s |2 =

a∆1 − b±
√
µ2(a2 + b2)− (a+ b)2

a2 + b2
, (2.16)

où b = ρ
1+∆2

2
, et la phase

ϕ± =
1

2
acos

(
1 + b|A±

s |2

µ

)
. (2.17)

Pour ∆1 > b/a, une seule solution qui existe |A+
s |, qui apparaît au-delà d’un seuil de pompe

donné par :

µs =
√
1 + ∆2

1. (2.18)

Ce seuil marque le point où une bifurcation en fourche super-critique se produit à partir de la
solution triviale A0, donnant naissance à la solution |A+

s |. La figure 2.2(a) montre qu’au-delà
de ce seuil µs, les deux solutions |A+

s | et A0 coexistent, avec la solution triviale A0 devenant
instable.
Pour ∆1 < b/a, nous avons deux solutions |A+

s | et |A−
s | qui apparaissent via une bifurcation

sous-critique au delà du seuil de la pompe :

µt =
a+ b√
a2 + b2

, (2.19)

où la solution |A−
s | est instable, tandis que la solution |A+

s | est stable comme le montre la
Figure 2.2(b). Dans la région µt < µ < µs, les trois solutions coexistent.
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Figure 2.2 – Diagrammes de bifurcation montrant les solutions homogènes |A+|2, |A−|2
et A0 en fonction du paramètre de pompage µ. a) Pour ∆1 = 0.5 et ∆2 = 1, montrant
une bifurcation supercritique à µ = µs où la solution triviale A0 perd sa stabilité au profit
de la solution |A+|2. b) Pour ∆1 = 1.5 et ∆2 = 3, révélant une bifurcation sous-critique.
la second instabilité se produit à µ = µt et correspond à la bifurcation de type point selle
(SN) où les deux solutions |A+|2 et |A−|2 se rejoignent. Dans les deux cas, la solution
triviale A0 est stable pour µ < µs et devient instable pour µ > µs, où µs représente le
seuil de la bifurcation.

2.3.2 Solution soliton

Après avoir présenté les solutions homogènes de l’équation (2.11) et les dynamiques associées,
nous nous intéressons maintenant à un autre type de solutions : celles sous forme de soliton. Ces
solutions apparaissent dans des régimes de paramètres différents, où elles offrent une dynamique
non-linéaire distincte de celle des solutions homogènes. Nous allons montrer numériquement
l’existence de ces solitons, leur stabilité, ainsi que les régions de paramètres où elles existent. La
figure 2.3(a) montre que les simulations de l’équation (2.11) présentent une solution sous forme
soliton représentée en rouge et la pompe associée en bleu. La propagation du soliton au cours
du temps est représentée dans la Figure 2.3(b), où on remarque que le soliton fait une dérive à
cause du walk-off (d). Cette dérive, souvent appelée "drift" du soliton par rapport au référentiel
se déplaçant à la vitesse de groupe à ω0 est due au profil temporel asymétrique du soliton et de la
pompe. Pour d > 0 le soliton a une vitesse de groupe plus élevée que le référentiel en raison d’une
amplification plus efficace du front du soliton par rapport à sa queue. En revanche, si d < 0, le
soliton se déplace plus lentement que le référentiel [84].
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(a)

(b)

Figure 2.3 – a) Intensité du signal (rouge) et de la pompe (bleu). b) propagation du
soliton au cours du temps. Les paramètres utilisés : ∆1 = 1.3, ∆2 = 12, d = 5, ρ = 8 et
µ = 1.16.

Le domaine d’existence des solitons est principalement déterminé en fonction du detuning
(∆1). Ici nous allons comparer les branches du soliton en fonction du detuning à la fois pour
l’équation PDNLS et pour l’équation (2.11). Pour cela, nous analyserons la variation de l’ampli-
tude des solitons en fonction du detuning dans les deux cas, afin de mieux comprendre l’impact
du terme de convolution sur la dynamique et les propriétés des solitons. La figure 2.4 illustre
les branches des solutions solitoniques obtenues à partir de l’équation PDNLSE et de l’équa-
tion (2.11), en fonction du detuning ∆1. La courbe bleue correspond à la solution analytique de

l’équation PDNLSE, donnée par β =

√
∆1 +

√
µ2 − 1 [106, 109, 110]. Cette branche montre une

croissance continue de l’amplitude du soliton β avec ∆1, sans limite supérieure apparente, sug-
gérant que dans ce cas, le domaine d’existence des solitons est largement étendu. En revanche,
la courbe rouge représente les solutions solitoniques obtenues numériquement pour l’équation
PDNLSE incluant le terme de convolution instantané. Cette branche est limitée en amplitude
par l’effet de déplétion de la pompe, directement lié au terme de convolution. Contrairement à la
branche analytique, elle s’effondre au-delà d’un certain seuil de ∆1, mettant en évidence l’impact
significatif de la déplétion sur la région d’existence des solitons. Ce résultat illustre clairement
comment l’introduction du terme de convolution modifie non seulement les propriétés des solu-
tions solitoniques, mais aussi leurs plages de stabilité et d’existence. Ces observations soulignent
l’importance d’étudier plus en détail l’impact du terme de déplétion sur la dynamique du soliton.
Une telle analyse permettrait de mieux comprendre les mécanismes physiques sous-jacents ainsi
que l’interaction du soliton avec la pompe.
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Figure 2.4 – Branches des solitons en fonction du detuning ∆1. La courbe bleue repré-
sente la branche analytique de l’équation PDNLSE, qui croît indéfiniment avec ∆1. La
courbe rouge correspond à la branche obtenue par simulation numérique de l’équation
PDNLSE avec le terme de convolution. Cette branche est limitée en amplitude par l’effet
de déplétion de la pompe induit par le terme de convolution.

2.3.3 Impact de la déplétion sur le soliton

Dans cette sous-section, nous analyserons comment la déplétion de la pompe, représentée par
le terme de convolution, influence le domaine d’existence de soliton. Nous examinerons notam-
ment les modifications de son amplitude, et son domaine d’existence en fonction des paramètres
du système. La déplétion de la pompe, introduite par le terme de convolution, impose une limita-
tion fondamentale de la région d’existence de soliton. Cette limitation se manifeste par l’existence
d’une valeur maximale de detuning ∆1max (voir figure 2.4), au-delà de laquelle le soliton ne peut
plus se maintenir. Physiquement, cette contrainte résulte du fait que le soliton puise son éner-
gie dans le champ de pompe, c’est à dire la reconversion vers la pompe par le processus de la
génération de seconde harmonique. Lorsque le detuning ∆1 augmente, l’énergie nécessaire pour
soutenir le soliton croît également. Cependant, si cette énergie devient comparable à celle dis-
ponible dans le champ de pompe, la déplétion induite devient suffisamment importante pour
empêcher l’équilibre énergétique requis pour maintenir le soliton.

La figure 2.5 met en évidence les propriétés du terme de convolution A2 ⊗ J(τ), qui traduit
l’effet de la déplétion de la pompe, ainsi que celles de la fonction de réponse non-linéaire J(Ω),
présentant une forme lorentzienne. Le panel (a) illustre la partie réelle de J(Ω), qui est associée à
l’effet d’absorption à deux photons [83, 97], représentant les pertes énergétiques dans le système.
Le panel (b) montre la partie imaginaire de J(Ω), reflétant l’effet Kerr effectif [83, 97]. Les panels
(c) et (d) présentent respectivement les parties réelle et imaginaire du terme de convolution.

Ce phénomène traduit un transfert d’énergie inefficace entre la pompe et le soliton à des
valeurs élevées de ∆1, où la pompe ne peut plus compenser les pertes dues à la déplétion. Par
conséquent, la dynamique du système est fortement modifiée, et le soliton disparaît au-delà de
∆1max. Cette limitation met en évidence le rôle crucial de la déplétion dans la stabilisation de
soliton.
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Figure 2.5 – a) Partie réelle de la fonction de réponse non-linéaire J(Ω). b) Partie
imaginaire de J(Ω). c) Partie réelle du terme de convolution. d) partie imaginaire du
terme de convolution

2.4 Effet du walk-off sur le soliton

Dans cette section, nous étudierons analytiquement l’impact de la déplétion de la pompe
sur le soliton en utilisant la méthode variationnelle. Cette méthode, largement utilisée dans
divers domaines de la physique, permet de simplifier des systèmes complexes en réduisant les
équations à un ensemble d’équations d’évolution pour des paramètres clés. Elle a prouvé son
efficacité pour analyser les structures localisées, comme les solitons [111, 112], en tenant compte
des contributions essentielles des effets non-linéaires et dispersifs.

2.4.1 Méthode variationnelle

La méthode variationnelle est une approche mathématique essentielle, conçue pour résoudre
des problèmes dans divers contextes [113, 114, 115], initialement développée pour traiter des
problèmes en mécanique classique. Dès 1983, cette méthode a été utilisée pour aborder le pro-
blème de la propagation des impulsions au sein des fibres optiques [111]. Avant de commencer
notre étude, nous allons effectuer des approximations afin de simplifier l’analyse théorique. Nous
supposons que la durée du soliton est très courte par rapport aux autres échelles temporelles du
système. Dans cette approximation, le soliton peut être estimé par une fonction delta de Dirac
δ(τ), ce qui permet de réécrire le terme de convolution (pour d > 0) sous la forme simplifiée
suivante :

A2 ⊗ J(τ) ≈ 4βe2iϕδ(τ)⊗ J(τ), (2.20)
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où β et ϕ représentent respectivement l’amplitude et la phase du soliton. En utilisant les pro-
priétés de la transformée de Fourier, nous obtenons une expression approchée de J(τ) :

J(τ) ≈ 1

4d
e(−Λ+iω1)τH(τ), (2.21)

où H(τ) représente la fonction Heaviside, et ω1 est la fréquence d’oscillation de la pompe cor-
respondant au pic plus proche de zéro dans la figure 2.5(a), et Λ représente le coefficient de
décroissance. Nous pouvons donc écrire le terme de convolution sous la forme suivante :

A2 ⊗ J(τ) ≈ β

d
e(−Λ+iω1)τ+2iϕH(τ). (2.22)

Nous allons maintenant déterminer les expressions de ω1 et Λ. Le dernier terme dans l’équation
(2.11) qui décrit la déplétion de la pompe est caractérisé par la fonction de réponse non-linéaire :

J(Ω) =
1

1 + i∆2 − idΩ− iη2Ω2
. (2.23)

Nous pouvons écrire J(Ω) sous la forme :

J(Ω) =
1

1 + (∆2 − dΩ− η2Ω2)2
+ i

∆2 − dΩ− η2Ω
2

1 + (∆2 − dΩ− η2Ω2)2
. (2.24)

La fréquence ω1 qui correspond à la fréquence d’oscillation de la pompe est déterminée en résol-
vant l’équation du second degré suivante :

∆2 − dΩ− η2Ω
2 = 0. (2.25)

Nous avons deux solution ω1 et ω2. La fréquence associée à l’oscillation de la pompe est la
fréquence ω1 qui est proche de zéro (Ω = 0) (voir figure 2.5(a)),

ω1 =
−d+

√
d2 + 4η2∆2

2η2
. (2.26)

Le coefficient de décroissante Λ dans l’expression approchée du terme de convolution (2.22)
représente la largeur à mi-hauteur de la partie réelle de J(Ω). Pour déterminer Λ, nous devons
résoudre l’équation :

1

1 + (∆2 − dΩ− η2Ω2)2
=

max (ℜ(J(Ω)))
2

(2.27)

Nous avons max (ℜ(J(Ω))) = 1, les solutions de l’équation (2.27) sont :

ω1+ =
−d+

√
d2 + 4η2(∆2 + 1)

2η2
(2.28)

ω1− =
−d+

√
d2 + 4η2(∆2 − 1)

2η2
. (2.29)

57



La largeur à mi-hauteur est donnée alors par :

Λ = ω1+ − ω1− =

√
d2 + 4η2(∆2 + 1)−

√
d2 + 4η2(∆2 − 1)

2η2
. (2.30)

Après avoir établi une expression approchée pour le terme de convolution en supposant que
le soliton peut être représenté par une fonction delta de Dirac δ(τ), nous pouvons écrire une
expression approchée de la pompe sous la forme :

B =
µ

ρ1
+ i

βρ2
d
e(−Λ+iω1)τ+2iϕ1H(τ). (2.31)

Cette expression simplifiée réduira la complexité mathématique tout en capturant les effets phy-
siques essentiels, et servira de base pour analyser analytiquement les effets de la déplétion de
la pompe et du walk-off sur la stabilité et la dynamique du soliton. La figure 2.6(a) illustre les

(b)

(a)

Pompe

Figure 2.6 – a) Illustre la puissance des champs de signal et de pompe, avec la courbe en
pointillés représentant l’Ansatz de la pompe (Eq (2.31)). b) montre le spectre de puissance
des champs de signal et de pompe.

profils des deux champs : la pompe (en bleu) et le signal (en rouge), ainsi que la pompe estimée
analytiquement (courbe noire en pointillés). La concordance observée entre la pompe obtenue
par simulation et son estimation analytique confirme la validité de nos approximations. La fi-
gure 2.6(b) représente les spectres de puissance du signal et de la pompe. Le spectre de la pompe
est caractérisé par deux pics distincts : le pic principal à Ω = 0, qui correspond au background
de la pompe, tandis que le second pic apparaît à la fréquence d’oscillation ω1, en accord avec
notre prédiction analytique.

Pour valider l’approximation analytique du profil de la pompe, nous avons extrait les para-
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mètres β et ϕ à partir de la simulation numérique : β est défini comme la valeur maximale du
module du champ A, normalisée par

√
2, soit β = max(|A|)/

√
2, tandis que ϕ correspond à la

phase de A au point où ce maximum est atteint.
Avant de commencer l’application de la méthode variationnelle à l’équation(2.11), nous rem-

plaçons le terme de convolution par l’expression approchée (2.22), nous obtenons :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ i |A|2A+ µA∗ − βρ

d
e(−Λ+iω1)τ+2iϕH(τ)A∗. (2.32)

La densité lagrangienne L correspondant à l’équation (2.32) s’exprime comme suit [84, 112, 116] :

L =
i

2
(A∗∂tA−A∂tA

∗)− η1|∂τA|2 +
|A|4

2
−∆1|A|2. (2.33)

Et les autres termes, la dissipation, le pompage et le terme de convolution sont regroupés dans
le terme R :

R = −iA+ iµA∗ − β

d
e−(Λ−iω1)τ+2iϕH(τ)A∗. (2.34)

Nous utilisons un ansatz de la forme suivante pour le soliton [84, 116]

A =
√
2βsech(β(τ − τ0))e

i(ϕ−Ω(τ−τ0)). (2.35)

où β, ϕ, τ0 et Ω représentent respectivement l’amplitude, la phase, la position et la fréquence
du soliton, appelées coordonnées collectives. En injectant l’ansatz (2.35) dans l’expression de
la densité lagrangienne, nous procédons ensuite au calcul explicite de chacun des termes qui la
composent.Pour ce faire, nous commençons par déterminer l’expression de la dérivée temporelle
du champ A par rapport au temps lent t :

∂tA =

(
∂A

∂β

)
β̇ +

(
∂A

∂ϕ2

)
ϕ̇2 +

(
∂A

∂τ0

)
τ̇0 +

(
∂A

∂Ω

)
Ω̇ (2.36)

Où
∂A

∂β
= A

(
β−1 − (τ − τ0)tanh (β(τ − τ0))

)
(2.37)

∂A

∂ϕ2
= iA (2.38)

∂A

∂τ0
= −i(τ − τ0)A (2.39)

∂A

∂Ω
= A (iΩ+ βtanh (β(τ − τ0))) (2.40)

Maintenant nous allons intégrer chaque terme de la densité de Lagrange par rapport au temps
rapide τ en utilisant la relation L =

∫
Ldτ , :∫

i

2
(A∗∂tA−A∂tA

∗)dτ = −(ϕ̇2 +Ωτ̇0)

∫
|A|2 dτ = −4β(ϕ̇2 +Ωτ̇0) (2.41)

η1

∫
|∂τA|2 dτ = 4

(
βΩ2 +

β

3

)
(2.42)
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1

2

∫
|A|4 dτ =

8

3
β3 (2.43)

−∆1

∫
|A|2 dτ = −4β∆1 (2.44)

Après avoir évalué successivement chacune des intégrales constituant la densité lagrangienne,
nous les regroupons afin d’obtenir l’expression complète du Lagrangien, qui s’écrit alors sous la
forme suivante :

L = −4β(ϕ̇+Ωτ̇0)− 4η1βΩ+
4

3
β3 − 4∆1β. (2.45)

2.4.2 Les équations du mouvement

Nous pouvons utiliser la densité lagrangienne pour retrouver l’évolution au cours du temps
lent des coordonnés collectives du soliton. Les équations d’Euler-Lagrange sont données par [112,
116] :

∂L

∂ri
− d

dt

∂L

∂ṙi
=

∫
(R∗∂riA+R∂riA

∗)dτ. (2.46)

où ri représente diverses coordonnées collectives qui décrivent l’impulsion, et le symbole prime
indique une dérivée par rapport au temps t. À partir de cette équation de Lagrange, nous allons
maintenant déterminer les équations dynamiques pour chacune des coordonnées collectives ri du
soliton. Supposons que la fréquence ne change pas au cours du temps t (Ω′ = Ω = 0). Dans cette
hypothèse, calculons le membre de gauche de l’équation d’Euler–Lagrange (2.46) pour chaque
coordonnée collective. Nous obtenons alors :

∂L

∂ϕ
− d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
= 4β̇, (2.47)

∂L

∂β
− d

dt

(
∂L

∂β̇

)
= −4

(
ϕ̇− β2 +∆1

)
, (2.48)

∂L

∂Ω
− d

dt

(
∂L

∂Ω̇

)
= 4β τ̇0. (2.49)

Afin d’évaluer les termes de droite de l’équation d’Euler–Lagrange, nous négligeons l’effet de
la fonction de Heaviside H(τ). Cette approximation permet de simplifier l’expression du terme
perturbatif et de rendre les intégrales analytiquement calculables. Après calcul, nous obtenons :∫ +∞

−∞
(R∗ ∂ϕA+R∂ϕA

∗) dτ = −8β + 8µβ cos(2ϕ) + 4
ρ

d
ℜ[X csch(X)] , (1)

∫ +∞

−∞
(R∗ ∂βA+R∂βA

∗) dτ = 4µ sin(2ϕ)− 16
ρ

d
ℑ[X csch(X)]− 8

ρ

d
ℑ
[
X2 coth(X) csch(X)

]
,

(2)∫ +∞

−∞
(R∗ ∂τ0A+R∂τ0A

∗) dτ = 4
ρπ

d
ℑ[(−1 + coth(X)) csch(X)] . (3)

En réunissant les deux membres de l’équation d’Euler–Lagrange pour chacune des coordonnées
collectives (β, ϕ et τ0), nous obtenons un système de trois équations différentielles décrivant
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l’évolution temporelle de ces paramètres. Ces équations s’écrivent :

β̇ = 2β[−1 + µ cos(2ϕ) +
ρ

2d
ℜ(Xcsch(X))] (2.50)

ϕ̇ = β2 −∆1 − µ sin(2ϕ) +
4ρ

d
ℑ(Xcsch(X)) +

2ρ

d
ℑ[X2coth(X)csch(X)] (2.51)

τ̇0 =
ρπ

d
ℑ[(−1 + coth(X))csch(X)]. (2.52)

où X = (ω1−iΛ)π
2β , et la fonction csch(X) représente la co-sécante hyperbolique qui est définie

par : csch(X) = 1
sinh(X) , et coth(X) = cosh(X)

sinh(X) .

Figure 2.7 – Amplitude du soliton β en fonction du detuning ∆1 pour différentes va-
leurs du walk-off. Les lignes continues représentent les résultats de simulations des équa-
tions (2.6) et (2.7), tandis que les lignes en pointillés correspondent aux prédictions ana-
lytiques. a) d = 6. b) d = 4. c) d = 3. d) d = 2.

La figure 2.7 illustre l’évolution de l’amplitude β du soliton en fonction du detuning ∆1 pour
des valeurs distinctes du walk-off d. Les résultats montrent une tendance claire : l’augmentation
du walk-off conduit non seulement à une diminution de l’amplitude du soliton, mais réduit égale-
ment sa plage d’existence en fonction du detuning. Les courbes issues des simulations numériques
du modèle complet décrit par les équations (2.6) et (2.7) (lignes continues) présentent un bon
accord avec les prédictions analytiques (lignes pointillées) concernant la plage d’existence du
soliton. En revanche, une différence notable apparaît au niveau de la valeur prédite de l’ampli-
tude. Cette divergence s’explique par la valeur élevée du coefficient ρ, qui amplifie fortement le
terme perturbatif dans le modèle. Dans ce régime, la méthode variationnelle de Lagrange perd
en précision, ce qui limite sa capacité à reproduire quantitativement l’amplitude du soliton, bien
qu’elle reste fiable pour capturer correctement la fenêtre d’existence du soliton.
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En revanche, dans le cas d’une cavité simplement résonante, où seul le signal résonne dans la
cavité à la fréquence (ω0)), il a été précédemment démontré [84] que l’augmentation du walk-off
conduit à une augmentation de l’amplitude du soliton ainsi qu’à un élargissement de son domaine
d’existence. L’augmentation du walk-off est traduit par l’augmentation de la zone d’interaction
entre le signal et la pompe, ce qui permet plus de conversion d’énergie de la pompe vers le signal.
Ce comportement est inversé dans notre cas (cavité doublement résonante). Dans le cas d’une
cavité doublement résonante, l’augmentation du walk-off modifie la fréquence des oscillations de
la pompe résonante. Ce changement impacte l’interaction entre la pompe et le soliton, réduisant
ainsi l’efficacité du transfert d’énergie vers le soliton. Cela entraîne une diminution de l’amplitude
du soliton et un rétrécissement de son domaine d’existence.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la génération et la dynamique des solitons dans un oscil-
lateur optique paramétrique dégénéré (OPO) doublement résonant, combinant des non-linéarités
d’ordre 2 et d’ordre 3. Nous avons introduit le modèle théorique décrivant cette cavité, en rédui-
sant les équations couplées des champs signal et pompe à une seule équation intégrant un terme
de convolution.

L’analyse a révélé que ce terme de convolution joue un rôle central dans la formation et la
stabilité des solitons, en influençant à la fois leur amplitude et leur domaine d’existence. De plus,
nous avons étudié l’effet du walk-off sur le soliton. Grâce à une approche combinant simulations
numériques et méthode variationnelle, nous avons montré que l’augmentation du walk-off entraîne
une réduction de l’amplitude des solitons ainsi qu’un rétrécissement de leur domaine d’existence.

Enfin, une comparaison avec le cas d’une cavité simplement résonante a mis en évidence
un comportement opposé. Dans notre cas doublement résonant, une augmentation du walk-off
entraîne une diminution de l’amplitude et du domaine d’existence du soliton. En revanche, dans
une cavité simplement résonante, le walk-off amplifie l’amplitude et élargit le domaine d’existence
des solitons, grâce à une interaction entre la pompe et le soliton.
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3. Etat lié de deux solitons paramétriques

3.1 État lié de solitons dans un oscillateur paramé-
trique doublement résonant avec une non linéarité
Kerr

3.1.1 Introduction

Ce chapitre est divisé en deux parties distinctes, chacune traitant de l’interaction et de la
formation d’états liés entre les solitons paramétriques dans différents configurations. Dans la
première configuration, la cavité contient une non-linéarité Kerr, en plus de la non-linéarité
d’ordre 2 associée au processus d’amplification paramétrique. Ce processus permet de générer
une onde de signal à une fréquence ω0 à partir d’une onde de pompe de fréquence 2ω0. La
nature doublement résonante de la cavité, permettant le confinement simultané des champs de la
pompe et du signal, crée un environnement propice à leur interaction. Cette double non-linéarité
induit une dynamique complexe, où le signal et la pompe subissent des variations de l’indice
de réfraction via la modulation de phase auto-induite (SPM) ou la modulation de phase croisée
(XPM), facilitant ainsi la formation de solitons. L’interaction entre ces solitons et la pompe dans
la cavité peut donner lieu à la formation d’états liés, caractérisés par des profils stationnaires
stables.

Dans la seconde configuration, la non-linéarité Kerr est absente, ce qui simplifie le modèle
en se limitant à la non-linéarité d’ordre 2, caractéristique d’un oscillateur optique paramétrique
dégénéré et doublement résonant aux fréquences du signal ω0 et de la pompe 2ω0. Cette confi-
guration favorise la génération de solitons purement quadratiques, dont les propriétés dépendent
exclusivement des interactions paramétriques. Les interactions entre la pompe et les solitons dans
ce cadre peuvent conduire à la formation d’états liés, offrant ainsi une plateforme idéale pour
explorer les dynamiques des solitons dans un régime gouverné uniquement par la non-linéarité
quadratique.

Dans la première partie, nous nous concentrons sur l’étude des états liés entre deux solitons
paramétriques dans un oscillateur paramétrique optique doublement résonant en présence de
la non-linéarité Kerr. Nous présenterons l’interaction entre deux solitons de cavité, décrits par
l’équation de Lugiato-Lefever, ainsi que l’interaction entre deux solitons décrits par l’équation
de Schrödinger non-linéaire paramétrique (PDNLSE), en mettant en évidence les différents mé-
canismes de formation des états liés. Ensuite, nous appliquerons la méthode variationnelle pour
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étudier ces états liés dans notre système, en tenant compte du terme de déplétion de la pompe,
qui est considéré comme un terme de perturbation pour l’équation PDNLSE.

Dans la deuxième partie, nous examinerons les états liés de deux solitons dans un DOPO
doublement résonnant sans l’effet Kerr. Nous démontrerons que le modèle complet décrivant
la dynamique du DOPO doublement résonnant peut être réduit à une seule équation. Nous
appliquerons à nouveau la méthode variationnelle à cette équation pour analyser ces états liés.

3.1.2 État lié de deux solitons

Comme nous avons vu dans le chapitre 1, le phénomène d’auto-organisation peut donner lieu
à l’apparition de structures localisées, telles que les solitons de cavité optique. La présence de
deux ou plusieurs solitons dans la cavité peut entraîner la formation d’états liés (bound states),
résultant du verrouillage causé par l’interaction entre les queues des solitons adjacents [73, 74, 79].
La première observation expérimentale d’un état lié entre deux solitons de cavité temporel a été
réalisée en 2014 par Jang et ses collaborateurs [117]. L’équation de Lugiato-Lefever (LLE), qui
décrit les solitons de cavité temporels, peut être considérée comme une équation de Schrödinger
non-linéaire (NLS) perturbée, avec des termes de dissipation et le forçage externe [79, 118].
Toutes les études réalisées ont montré que les queues oscillatoires sont fortement amorties, sauf
lorsque le detuning est inférieur à la largeur d’une résonance de la cavité [119]. Dans ce cas, des
états liés peuvent se former, mais cela n’est possible que pour les solitons de cavité spatiaux, où
la diffraction intervient, comme démontré dans l’étude [119]. Barashenkov et al. [78] ont montré
que des états liés peuvent apparaître entre deux solitons décrits par l’équation de Schrödinger
non-linéaire perturbée. Ces états sont prédits en se déplaçant dans le diagramme de bifurcation
défini par le couple de paramètres (γ, h), où γ représente les pertes et h le forçage externe. Dans
une région où γ > 1/2 une perturbation du soliton induit l’apparition d’une queue oscillante, ce
qui permet la formation d’un état lié entre les deux solitons.

La figure. 3.1 montre le mécanisme de liaison des solitons qui repose sur l’interaction entre
leurs queues oscillatoires. Lorsqu’une perturbation excite une onde linéaire dans le spectre du
soliton, cette interaction se manifeste dans le domaine temporel sous forme d’une queue os-
cillatoire dans l’enveloppe du soliton [79]. Lorsque les queues oscillatoires des solitons voisins
se chevauchent, des oscillations apparaissent dans le potentiel d’interaction effectif entre eux.
Chaque période de ces oscillations crée un puits de potentiel favorable à la formation d’un état
lié, caractérisé par une séparation spécifique entre les solitons [79, 120]. Il est largement admis
que diverses perturbations peuvent être appliquées pour exciter le spectre du soliton décrit par
l’équation de Lugiato-Lefever. Parmi ces perturbations figurent la dispersion d’ordre supérieur
[121], la bifurcation d’Andronov-Hopf du soliton [122] et les effets acoustiques [118], ce qui conduit
à l’apparition de solitons de cavité dotés de queues oscillatoires étendues.

L’interaction entre les solitons paramétriques a été explorée dès les années 1990 dans le
contexte de l’oscillateur paramétrique optique [123]. Cette étude a mis en évidence que les solitons
peuvent se repousser, se fusionner ou bien former un état lié. Ce dernier phénomène se produit
lorsque la queue du soliton présente une oscillation due à une perturbation, résultant du passage
du soliton dans la zone de bifurcation de Hopf. Des études théoriques et expérimentales [80, 81]
ont ensuite été menées dans le cadre de l’étude d’un fluide newtonien, également décrit par
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Figure 3.1 – Illustration schématique du mécanisme universel de liaison temporelle des
solitons de cavité (CS) [79]. Une perturbation entraîne l’apparition d’une bande latérale
dans le spectre du soliton (flèche bleue). Cette bande latérale est associée à une queue
oscillatoire étendue dans le profil d’intensité temporelle. Un soliton de cavité adjacent est
piégé par les oscillations de cette queue.

l’équation PDNLSE. Ces travaux ont montré que l’interaction entre deux solitons dépend de leur
phase relative. Lorsque les solitons sont en phase, ils s’attirent mutuellement et la dynamique du
système conduit à la fusion en un seul soliton. En revanche, s’ils sont en opposition de phase, les
solitons se repoussent et s’éloignent progressivement selon une loi logarithmique.

La prochaine section sera dédiée à l’étude d’une cavité passive contenant un milieu non-
linéaire présentant deux types de non-linéarités : la non-linéarité du second ordre (χ(2)) , associée
au processus d’amplification paramétrique, et celle du troisième ordre (χ(3)) , correspondant à
l’effet Kerr.

Les paramètres physiques utilisés sont : L = 2mm, α1 = α2 = θ1 = θ2 = 2.10−3, k′′1 =

−55.5 fs2/mm et k′′2 = −k′′1/2, ∆k′ = 31.6 fs/mm, κ = 2.45W−1/2m−1, γ1 = γ12 = 0.75W−1m−1,

γ2 = γ21 = 1.5W−1m−1, FSR = 75GHz et |Bin|2 = 42mW

3.1.3 Les oscillations de la pompe

Dans cette sous-section, nous allons expliquer physiquement les oscillations qui interviennent
dans le profil de la pompe pour voir leur impact sur le soliton. Comme nous l’avons indiqué dans
le chapitre précédent le terme instantané décrit la reconversion vers la pompe par le processus
de la génération de seconde harmonique, ce qui correspond à la déplétion de la pompe. Les
conditions de résonance autour de la pompe, décrites par J(Ω), jouent un rôle important, car la
reconversion se fait à une large bande de fréquences. Selon les paramètres, et notamment ∆2, d
et η2, la fréquence de résonance peut être significativement décalée par rapport à la fréquence
de la pompe Ω = 0 (prise comme référence). La fréquence qui entre en résonance est excitée
de manière efficace, et le profil temporel de la pompe présente alors des oscillations (voir figure
2.3). Une conséquence intéressante de la queue oscillante dans le profil de la pompe est que
deux solitons peuvent se verrouiller en raison du chevauchement de leurs profils de déplétion
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(a) (b)

Figure 3.2 – a) Propagation de deux solitons au cours du temps, montrant une attraction
entre eux suivie d’une stabilisation à une distance fixe . b) Propagation de deux solitons
au cours du temps, montrant une répulsion entre eux avant de se stabiliser à une distance
.c) la puissance intra-cavité du signal et de la pompe à t=100

respectifs. Un exemple de formation d’un tel état lié est montré dans la figure 3.2. Les solitons
s’attirent (voir figure 3.2(a)) lorsque la distance de séparation initiale est supérieure à la distance
de séparation d’équilibre, et se repoussent (voir figure 3.2(b)) lorsque la distance de séparation
initiale est inférieure à la distance de séparation d’équilibre.

Nous avons simulé le modèle complet de deux équation couplées décrivant la dynamique de la
cavité à l’aide de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Nous avons vérifié que ces états liés sont
robustes au bruit et peuvent se former à différentes distances, correspondant à des multiples de la
période des oscillations de la pompe. Pour mieux comprendre et prédire la formation d’états liés
due à la déplétion de la pompe, nous utiliserons la méthode variationnelle de Lagrange décrite
dans le chapitre précédent.

3.1.4 La méthode variationnelle

Nous modélisons la séparation temporelle des états liés, induite par la déplétion par la dé-
plétion, en considérant l’impact du profil de la pompe (situé à τ = 0) sur le soliton situé à
τ = τ0.

Nous appliquons maintenant la méthode lagrangienne pour déterminer les positions tempo-
relles des solitons, τ0, correspondant aux états liés stables. L’analyse de l’interaction de deux
solitons conduit à des intégrations analytiques particulièrement complexes. Pour éviter ces com-
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plications, nous suivons la méthodologie introduite dans [124], qui permet d’obtenir directement
l’expression complète de la densité lagrangienne. Ainsi, la densité lagrangienne L correspondant
à l’équation (2.32) s’exprime comme suit :

L =

[
ℑ(A∂tA∗)− |∂τA|2 +

|A|4

2
−∆1|A|2 − µℑ(A2)

+
βρ

d
ℑ(A2ei(ω1τ−2ϕ1))H(τ)e−Λτ

]
e2t. (3.1)

où β1 et ϕ1 désignent respectivement l’amplitude et la phase du premier soliton, situé à gauche.
Nous utilisons un ansatz de la forme suivante pour le soliton [112, 116, 125] :

A =
√
2β2sech(β(τ − τ0))e

i(ϕ2−Ω2(τ−τ0)), (3.2)

où β2, ϕ2 et Ω2 représentent respectivement l’amplitude, la phase et la fréquence du soliton situé
à τ = τ0. Ici, nous souhaitons nous concentrer sur la séparation temporelle ; c’est pourquoi nous
considérons que l’amplitude et la phase sont fixes, et que seules la position et la fréquence varient
lentement dans le temps. Nous utilisons la solution de l’équation PDNLSE décrite ci-dessus pour
l’amplitude et la phase du soliton, en supposant que les deux solitons ont la même amplitude
(β1 ≈ β2 ≈ β). La figure 3.3 compare le profil temporel du soliton obtenu par simulation (courbe
rouge) avec l’Ansatz analytique (courbe noire en pointillés). Nous ne trouvons pas un bon accord
entre les deux amplitudes : le pic du soliton simulé est significativement plus faible que celui
prédit par l’Ansatz. Cette différence s’explique par l’effet de déplétion de la pompe, qui est
négligé dans l’approximation analytique mais pris en compte dans la simulation. Le terme de
déplétion induit une perte d’énergie du soliton, ce qui diminue son amplitude maximale.

Figure 3.3 – Comparaison entre le soliton obtenu par simulation (courbe rouge) et l’An-
satz analytique (courbe noire en pointillés). L’accord entre les deux profils est globalement
satisfaisant en ce qui concerne la forme, mais l’amplitude diffère en raison du terme de
déplétion, qui est inclus dans la simulation mais omis dans l’approximation analytique.

En injectant l’ansatz dans la densité lagrangienne, en négligeant l’effet de la fonction de
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Heaviside afin de simplifier le calcul, et en utilisant la relation L =
∫
L dτ , nous obtenons le

résultat suivant :

L = −4[βΩ2τ
′
0 + βΩ2

2 −
1

3
β3 +∆1β +Ω2πµsin(2ϕ2)Csch(Y )

− β2
ρ

d
ℜ(ie−i((ω1−iΛ)τ0−2ϕ)XCsch(X))]e2t, (3.3)

où ϕ = ϕ2 − ϕ1, Y = Ω2π
β et X = (ω1−iΛ+2Ω2)π

2β , et Csch(Y ) représente la fonction cosécante
hyperbolique qui est définie par : Csch(Y ) = 1

sech(Y ) .

3.2 Le potentiel d’interaction

Le potentiel d’interaction entre deux solitons décrit l’attraction ou la répulsion qui agit entre
eux en fonction de la distance qui les sépare, et il est généralement déterminé par le terme qui
décrit le chevauchement entre les queues des deux solitons [73, 78, 126]. Nous avons montré que les
états liés se forment grâce à la déplétion de la pompe, représentée par le terme de convolution, qui
est responsable des oscillations de la pompe. En l’absence de ce terme, aucun état lié ne se forme.
Nous concluons donc que, dans notre système, le potentiel d’interaction résulte de l’interaction
entre le soliton et les oscillations de la pompe, et peut être exprimé par l’intégrale du dernier
terme dans la densité de Lagrange, intégrée sur le temps rapide.

U = −
∫

i

2

βρ

d
(ei((ω1+iΛ)τ−2ϕ1)A2 − e−i((ω1−iΛ)τ−2ϕ1)A∗2)H(τ)dτ (3.4)

D’où le potentiel vaut :

U = −4β2
ρ

d
ℜ(ie−i((ω1−iΛ)τ0−2ϕ)XCsch(X)) (3.5)

La figure 3.4 représente le potentiel en fonction du temps rapide, il est possible de retrouver
les positions des états liés stationnaires. Les minima du potentiel d’interaction indiquent les
positions stables, tandis que les maxima représentent les positions instables du soliton [126].

Pour déterminer analytiquement les positions d’équilibre τm0 du soliton, nous devons consi-
dérer la condition où la dérivée du potentiel par rapport à la position est nulle ( dUdτ0 = 0). En
supposant que Ω = 0, cette condition conduit à l’expression suivante des positions stationnaires :

τm0 =
1

ω1

(
2ϕ+ atan

(a
b

)
−mπ

)
, (3.6)

où m est un entier, a = ω2
1sinh(ω1π

2β ) et b = 2ω1Λsinh(ω1π
2β ) − Λπ

2β ω1cosh(ω1π
2β ). La relation (3.6),

révèle l’existence de solutions discrètes dépendant de l’entier m. Les valeurs paires de m corres-
pondent aux positions d’équilibre instables, associées aux maxima du potentiel, tandis que les
valeurs impaires de m correspondent aux positions d’équilibre stables, alignées avec les minima
du potentiel. Le tableau 3.1 montre les différentes positions d’équilibre trouvées à l’aide de la
relation (3.6) :
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Figure 3.4 – Le potentiel d’interaction U entre la pompe et le soliton en fonction de
la position τ0. Les points • et ◦ correspondent respectivement aux positions stables et
instables du soliton.

Stabilité m = 1 m = 3 m = 5 m = 7 m = 9 m = 11 m = 13 m = 15 m = 17

Positions d’équilibre stable 1.39 5.00 8.60 12.22 15.83 19.44 23.05 26.66 30.28

Stabilité m = 2 m = 4 m = 6 m = 8 m = 10 m = 12 m = 14 m = 16 m = 18

Positions d’équilibre instable 3.19 6.80 10.41 14.03 17.64 21.25 24.86 28.47 32.08

Table 3.1 – Positions d’équilibre stables et instables des solitons en fonction des valeurs
de m.

3.3 Les équations du mouvement

De plus, nous pouvons utiliser la densité lagrangienne pour retrouver l’évolution au cours du
temps lent des coordonnés collectives du soliton placés à τ = τ0. Les équations d’Euler-Lagrange
sont données par [127] :

∂L

∂ri
− d

dt

∂L

∂ṙi
= 0, (3.7)

où ri représente les diverses coordonnées collectives qui décrivent l’impulsion, et le symbole (.)

indique une dérivée par rapport au temps t. En utilisant les équations (3.3) et (3.7), nous pouvons
facilement trouver les équations du mouvement pour chaque coordonnée collective (Ω2 et τ0).

τ̇0 = − 2η2Ω2 +
µπ

β
sin(2ϕ2)

(
1− Y coth(Y )

)
csch(Y )

− ρπ

d
e−Λτ0 ℜ

[
i e−i(ω1τ0+2ϕ)

(
1−X coth(X)

)
csch(X)

]
, (3.8)

Ω̇2 = − 2Ω2 −
ρ

d
e−Λτ0 ℜ

[
(ω1 − iΛ) e−i(ω1τ0+2ϕ)X csch(X)

]
. (3.9)
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La figure 3.5 présente le résultat de la simulation numérique du système couplé, équations (2.6)
et (2.7), montrant la variation de la distance de séparation entre les deux solitons, représentée
par les lignes noires, ainsi que les positions d’équilibre des solitons obtenues à partir de l’équa-
tion (3.6).Dans le modèle complet (équations (2.6) et (2.7)), la valeur S = 6 permet d’obtenir
un soliton proche du seuil de déploiement. Cependant, une légère augmentation de la puissance
au-delà de cette valeur provoque la disparition du soliton, en raison de la faible largeur de son
domaine d’existence. En revanche, si l’on utilise la même valeur S = 6 dans le modèle réduit
à une seule équation, on se retrouve au-dessous du seuil d’oscillation de l’OPO, ce qui rend
la comparaison incorrecte. C’est pourquoi nous utilisons S = 7 dans ce cas, afin d’assurer une
intensité de champ pompe comparable (|B|2) et donc des solitons similaires. Les lignes rouges
en tirets indiquent les positions d’équilibre stables, correspondant aux états liés, tandis que les
lignes rouges en pointillés montrent les positions d’équilibre instables. Les lignes bleus indiquent
les positions d’équilibre calculées à partir des deux équations différentielles issues de la méthode
lagrangienne. Les simulations numériques sont initiées en plaçant deux solitons à une distance de
séparation initiale, et nous suivons leur position au fil du temps. Comme le montre la figure 3.5,
le système présente des états liés discrets, où chaque état lié correspond à la période d’oscillation
de la pompe T = 2π

Ω1
. Cependant, notre analyse théorique ne parvient pas à décrire la dyna-

mique des états liés lorsque la séparation entre les solitons est courte. Alors que l’équation (3.6),
ainsi que le système d’équations (3.8) et (3.9), prédisent la formation d’un état lié à une dis-
tance de séparation de 1.85, les simulations numériques montrent que, lorsque les solitons sont
initialement très proches, l’un d’eux disparaît. Cette divergence s’explique par le fait que, dans
notre analyse théorique, l’interaction entre les solitons s’effectue uniquement via les oscillations
de la pompe, tandis que l’interaction directe entre les solitons PDCS due à l’effet Kerr a été
négligée. Les différences observées dans la dynamique en temps lent proviennent principalement
des approximations effectuées lors de la dérivation des équations du mouvement. En particulier,
lorsque la séparation initiale est choisie entre deux positions d’équilibre, l’évolution prédite par
les équations (3.8) et (3.9) (lignes bleues) met plus de temps à atteindre la distance stationnaire
que celle obtenue par les simulations numériques complètes (lignes noires). Cela s’explique par
le fait que le modèle analytique ne capture pas entièrement la dynamique transitoire du système
complet, dans lequel les solitons ajustent rapidement leur séparation.

Nos résultats montrent pour la première fois que les états liés des solitons paramétriques
peuvent se produire dans une cavité doublement résonante avec une non-linéarité de type Kerr,
en raison de la déplétion de la pompe, le tout se déroulant sans aucune perturbation externe du
soliton.
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Figure 3.5 – Les lignes noires sur le graphique montrent la variation de la distance de
séparation entre les deux solitons au fil du temps, trouvée en simulant le modèle complet.
Les lignes rouges pointillées indiquent les positions instables, tandis que les lignes rouges
en tirets représentent les positions stables des solitons. Les lignes bleues représentent les
résultats des simulations numériques basées sur les équations (3.8) e (3.9).

3.4 État lié de solitons dans un oscillateur paramé-
trique doublement résonant

3.4.1 Soliton quadratique dans un oscillateur param-étrique op-
tique doublement résonant.

Dans la partie précédente, nous avons démontré théoriquement et analytiquement l’existence
des états liés de deux solitons dans un oscillateur paramétrique optique doublement résonant en
présence de l’effet Kerr. Dans cette partie, nous allons examiner ces états liés dans un oscilla-
teur paramétrique optique dégénéré (DOPO) et doublement résonant, mais sans l’effet Kerr. La
formation des solitons dans les oscillateurs paramétriques optiques a été étudié théoriquement
[128, 97, 99, 100] et expérimentalement [129, 130] dans divers contextes. Des études récentes ont
également montré que des peignes de fréquence basés sur la formation de solitons quadratiques
peuvent être réalisés dans un DOPO doublement résonant [39, 94] et dans un OPO non dégénéré
[98]. L’interaction entre deux solitons quadratiques a d’abord été étudiée dans le cadre d’un guide
d’onde plan, où la génération de seconde harmonique est présente [131]. Dans ce contexte, les
solitons s’attirent lorsqu’ils sont en phase et se repoussent lorsqu’ils sont en opposition de phase.
Des années plus tard, une étude [123] a montré que l’interaction entre deux solitons générés dans
DOPO doublement résonant pouvait conduire soit à leur fusion en un seul soliton, soit à leur
répulsion. En outre, dans certaines régions des paramètres du système, un état lié peut apparaître
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Figure 3.6 – Exemple schématique d’un oscillateur paramétrique optique dégénéré
(DOPO) doublement résonant. Un résonateur en anneau avec une non-linéarité χ(2) est
pompé par un champ continu Bin à la fréquence 2ω0. L’interaction quadratique donne
lieu à la formation d’un soliton centré autour de la fréquence ω0, qui résonne en même
temps que le champ de pompe, lui-même centré autour de la fréquence 2ω0.

lorsque le forçage est augmenté progressivement jusqu’à ce que le soliton entre dans une zone de
bifurcation de Hopf, où sa queue devient oscillante.

La figure 3.6 montre un exemple schématique d’une cavité de longueur L contenant un
milieux non linéaire d’ordre 2 (χ(2)), pompée par une onde continue d’amplitude Bin et de
fréquence 2ω0. Un champ signal est généré à la fréquence ω0 via le processus d’amplification
paramétrique. Nous supposons une configuration doublement résonante, dans laquelle la pompe
et le signal résonnent simultanément dans la cavité. L’évolution du signal E1 et de la pompe E2

au cours du m-ième tour dans la cavité est décrite par les deux équations suivantes [39, 94] :

∂E1

∂z
=

[
−αc1

2
− i

k′′1
2

∂2

∂τ2

]
E1 + ikE2E

∗
1e

−i∆kz, (3.10)

∂E2

∂z
=

[
−αc2

2
−∆k

∂

∂τ
− i

k′′2
2

∂2

∂τ2

]
E2 + ikE2

1e
i∆kz, (3.11)

et les conditions aux bords de la cavité sont données par :

E
(m+1)
1 (0, τ) =

√
1− θ1E

(m)
1 (L, τ)e−iδ1 , (3.12)

E
(m+1)
2 (0, τ) =

√
1− θ2E

(m)
2 (L, τ)e−iδ2 +

√
θ2Bin, (3.13)

Tous les paramètres sont présentés dans le chapitre 2. Pour une cavité à haute finesse, nous
pouvons supposer que les enveloppes lentement variables des deux champs restent constantes
durant un aller-retour. Cela permet de simplifier le système couplé avec les conditions aux bord
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en deux équations [132] :

∂tE1 = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]E1 + iρE2E
∗
1 , (3.14)

∂tE2 = [−1− i∆2 − d∂τ − iη2∂ττ ]E2 + iρE2
1 + S, (3.15)

où ρ = κL
α1

et S =
√
θ2Bin
α2

. Les autres paramètres sont déjà donnés dans la section 3 de la partie
1. Nous supposons que la pompe varie lentement avec le temps lent (∂tB ≈ 0) [133, 104, 39]. À
partir de l’équation (3.15), nous pouvons exprimer la pompe en fonction de E2

1 :

E2 =
S

1 + i∆2
+ iρ

[
E2

1 ⊗ J(τ)
]
, (3.16)

En injectant cette expression de la pompe dans l’équation (3.14), Nous obtenons une seule
équation qui décrit la dynamique d’un oscillateur paramétrique optique doublement résonant
[39, 94, 97] :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ µA∗ − ρ2
[
A2 ⊗ J(τ)

]
A∗, (3.17)

où µ = ρ1S√
1+∆2

2

, A = E1e
iψ, avec ψ = π/4 + atan(−∆2)/2

3.4.2 Soliton quadratique

La résolution numérique de l’équation (3.17) à l’aide de la méthode de Runge-Kutta d’ordre
4 révèle qu’elle admet une solution sous forme de soliton dans une certaine région de paramètres.
Ce soliton résulte de l’équilibre entre la dissipation et le pompage d’un côté, et la dispersion
et l’effet Kerr effectif induit par la non-linéarité quadratique du milieu de l’autre. L’effet Kerr
effectif est représenté par la partie imaginaire de la fonction de réponse non-linéaire J(τ). La
figure 3.7(a) illustre les profils temporels du signal et de la pompe ainsi que l’ansatz de la pompe,
tandis que la figure 3.7(b) montre les spectres de ces deux champs. Nous remarquons que la
pompe présente des oscillations, dont la fréquence correspond au petit pic dans le spectre de la
pompe, ainsi qu’au pic de J(Ω) situé près de zéro (voir figure. 3.7(c)).

Les oscillations de la pompe sont à l’origine de la formation des états liés entre deux solitons
paramétriques, comme observé précédemment dans le cas d’un DOPO avec effet Kerr. Les simu-
lations montrent que, même dans le cas d’un DOPO sans effet Kerr, des états liés stables entre
deux solitons peuvent également se former grâce à la queue oscillante de la pompe. Un exemple
d’état lié est illustré dans la figure 3.8. Les solitons peuvent soit s’attirer, soit se repousser, en
fonction de la distance de séparation initiale entre eux. Dans les deux cas, les simulations sont
initiées avec des distances de séparation différentes et, au fil du temps, nous observons que les
deux solitons conservent la même distance de séparation. La figure 3.8(c) montre les profils du
signal et de la pompe correspondant aux configurations des figure. 3.8(a) et figure 3.8(b).

Nous allons réutiliser la méthode variationnelle, déjà employée dans la partie 1, pour mener
une étude similaire sur l’interaction entre ces deux solitons paramétriques quadratiques.
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Figure 3.7 – a) montre l’intensité des champs de signal et de pompe, où la courbe en
pointillés représente l’Ansatz de la pompe. b) illustre le spectre du signal et de pompe. c)
Représente les parties réelles et imaginaires de la fonction de réponse non linéaire J(Ω).
les paramètres physiques utilisés : η1 = −η2/4 = −1, ∆1 = 3.5, ∆2 = 9.5, S = 4 et ρ = 5.

(a) (b)

(c)

Figure 3.8 – a) Propagation de deux solitons au cours du temps, montrant une attraction
entre eux suivie d’une stabilisation à une distance fixe. b) Propagation de deux solitons
au cours du temps, montrant une répulsion entre eux avant de se stabiliser à une distance
fixe. c) Intensité du signal et de la pompe correspondant aux configurations des (a) et (b).

75



3.4.3 La méthode variationnelle

De la même façon que dans la section 4 de la partie 1, nous allons étudier l’impact du soliton
situé à τ = 0 sur le soliton situé à τ = τ0. Pour cela, nous donnons une expression de la pompe
associée au soliton situé à τ = 0 :

B =
µ

ρ
+ i

βρ

d
e−(Λ+iω1)τ+2iϕ1H(τ). (3.18)

Cette expression approximative de la pompe est comparée avec celle trouvée numériquement
Dans la figure 3.7(a). Si l’on néglige le terme de convolution de l’équation (2.11), celle-ci admet
une solution analytique sous forme de soliton (

√
2βsech(βτ)eiϕ). En partant de cette solution, il

est possible, en utilisant le calcul variationnel, de déterminer la solution perturbée de l’équation
(3.17) tout en prenant en compte le terme de convolution, comme nous avons fait dans la section
4 de la partie 1. Nous pouvons écrire l’équation (3.17) sous la forme suivante :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ µA∗ − iρ2
[
A2 ⊗ℑ(J(τ))

]
A∗ − ρ2

[
A2 ⊗ℜ(J(τ))

]
A∗. (3.19)

Le terme d’effet Kerr effectif est donné par le terme −iρ2
[
A2 ⊗ℑ(J(τ))

]
A∗, alors nous pouvons

estimer ce terme par :
−iρ2

[
A2 ⊗ℑ(J(τ))

]
A∗ ≈ iγeff |A|2A, (3.20)

où γeff a déjà été déterminé par Longhi dans le cadre d’un oscillateur optique paramétrique,
et s’exprime comme suit [32] : γeff = ρ2/∆2. On remplace l’expression (3.20) dans (3.19),on
obtient :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ µA∗ + iγeff |A|2A− ρ2
[
A2 ⊗ℜ(J(τ))

]
A∗. (3.21)

Pour que nous puissions appliquer la méthode variationnelle, nous devons simplifier le terme de
convolution. d’après l’expression de la pompe estimée (3.18), nous pouvons estimer ce terme par :

ρ2
[
A2 ⊗ℜ(J(τ))

]
A∗ ≈ ρ2

e−Λτ

d
cos(ω1τ)H(τ)A∗. (3.22)

En injectant l’expression (3.22) dans l’équation (3.21), et renormalisons à nouveau l’équation,
nous obtenons :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ µA∗ + i |A|2A− ρ2

γeffd
e−Λτcos(ω1τ)H(τ)A∗. (3.23)

La densité Lagrangienne L associée à l’équation (3.23) s’écrit comme suit :

L = [ℑ(A∂tA∗) − |∂τA|2 +
|A|4

2
− ∆1|A|2 + µℑ(A2) +

βρ2

dγeff
e−Λτcos(ω1τ)H(τ)ℑ(A2)]e2t.

(3.24)

A partir de la densité de Lagrange, en utilisant l’ansatz (3.2), nous pouvons trouver le potentiel
d’interaction entre les deux solitons, qui est défini par l’intégrale du dernier terme par rapport
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au τ .

U = −4β2ρ2

dγeff
(I1 + I2) (3.25)

où I1 et I2 sont donnés par :

I1 = 4π [−1 + Y coth(Y )] csch(Y ) cos(ω1τ0)e
−Λτ0 [Λ cos(2ϕ− Ω2τ0)− Ω2 sin(2ϕ− Ω2τ0)] ,

(3.26)

I2 = 4 sin(ω1τ0)e
−Λτ0Y csch(Y ) cos(2ϕ− Ω2τ0), (3.27)

où Y = Ω2π
2β , coth(Y ) = cosh(Y )

sinh(Y ) .

Figure 3.9 – Le potentiel d’interaction U entre la pompe et le soliton en fonction de
la position τ0. Les points • et ◦ correspondent respectivement aux positions stables et
instables du soliton.

La figure 3.9 illustre le potentiel d’interaction entre les deux solitons, où les minima indiquent
les positions d’équilibre stable, tandis que les maxima représentent les positions d’équilibre in-
stable.

Nous utilisons le même ansatz (3.2) utilisé précédemment ; en substituant l’ansatz dans la
densité lagrangienne et en intégrant par rapport au temps τ , nous obtenons le Lagrangien total
du système :

L = −4[βΩ2τ̇0 + βΩ2
2 − 1

3
β3 + ∆1β + Ω2πµsin(2ϕ2)csch(Y ) − β2ρ2

dγeff
(I1 + I2)]e

2t. (3.28)

Pour déterminer les équations du mouvement pour chaque coordonnée collective, nous utilisons
le Lagrangien du système et les équations d’Euler-Lagrange donnés dans la section 6 de la partie
1. Après les calculs, nous obtenons :

τ̇0 = −2Ω2 +
µπ

β
sin(2ϕ2)[−1 + Y coth(Y )]csch(Y ) + (I3 + I4) (3.29)
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Ω̇2 = −2Ω2 − (ω1 tan(ω1τ0) + Λ) I1 + I5 + (ω1 arctan(ω1τ0)− Λ) I2 + I6 (3.30)

où les expressions de I3, I4, I5 et I6 sont données par :

I3 = −4π
[
−1 + Y coth(Y )

]
csch(Y ) cos(Ω1τ0)e

−Λτ0
[
(Λτ0 − 1) sin(2ϕ− Ωτ0)− Ωτ0 cos(2ϕ− Ωτ0)

]
,

(3.31)

I4 = −4π sin(Ω1τ0) τ0 e
−Λτ0 Y csch(Y ) sin(2ϕ− Ωτ0), (3.32)

I5 = 4π
[
−1 + Y coth(Y )

]
csch(Y ) cos(Ω1τ0)e

−Λτ0
[
ΛΩ sin(2ϕ− Ωτ0) + Ω2 cos(2ϕ− Ωτ0)

]
,

(3.33)

I6 = −4π sin(Ω1τ0) τ0 e
−Λτ0 Y csch(Y ) sin(2ϕ− Ωτ0). (3.34)

La figure 3.10 illustre l’évolution de la distance de séparation entre deux solitons en fonction

Figure 3.10 – Les lignes noires sur le graphique montrent la variation de la distance de
séparation entre les deux solitons au fil du temps, obtenu en simulant numériquement le
modèle complet ((3.14) et (3.15)) qui décrit le système. les deux équations correspondent
les coordonnées collectives (τ et Ω) sont représentées par les lignes bleus en tirets.

du temps, avec une comparaison entre les résultats numériques et analytiques. Les lignes noires
représentent les résultats de la simulation numérique du modèle complet. Les lignes bleues, quant
à elles, sont issues du modèle analytique décrit par les deux équations (3.29) et (3.30), qui montre
un excellent accord avec les résultats numériques, prouvant ainsi la validité de cette approche
pour décrire le comportement des solitons. Nous observons que le système présente des états
liés discrets, où chaque état lié correspond à une période d’oscillation de la pompe donnée par
T = 2π/ω1. Comme discuté dans la section 6 de la partie 1, le premier état lié a été obtenu
analytiquement comme illustré dans la figure 3.10. Toutefois, cet état n’apparaît pas dans les
simulations du modèle complet. En effet, lorsque les deux solitons deviennent très proches, le
modèle analytique utilisé repose sur l’hypothèse que l’interaction dominante est celle entre les
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oscillations de la pompe et chaque soliton, tout en négligeant l’interaction directe soliton–soliton.
Cette approximation conduit à l’existence d’un état lié supplémentaire dans le cadre théorique
simplifié, alors que le modèle complet, qui inclut pleinement l’interaction entre solitons, ne prédit
pas ce premier état lié. Ces résultats montrent que des états liés de deux solitons quadratiques
peuvent apparaître dans un oscillateur paramétrique optique doublement résonnant, en raison
de la déplétion de la pompe.

3.4.4 Conclusion

En conclusion, ce chapitre a exploré l’interaction et la formation d’états liés entre deux
solitons paramétriques dans deux contextes distincts : d’une part, dans un DOPO doublement
résonnant en présence de la non-linéarité Kerr, et d’autre part, dans un DOPO doublement
résonnant sans l’effet Kerr.

Dans la première partie, nous avons examiné l’interaction entre deux solitons paramétriques
et démontré que des états liés peuvent se former grâce à la déplétion de la pompe, en appliquant
la méthode variationnelle de Lagrange. Nous avons également calculé le potentiel d’interaction
et déterminé les positions d’équilibre.

Dans la seconde partie, nous avons également utilisé la méthode variationnelle pour montrer
que des états liés de deux solitons quadratiques peuvent se former en raison de la déplétion de la
pompe. De plus, nous avons calculé le potentiel d’interaction ainsi que les positions d’équilibre.

Les résultats analytiques obtenus sont en bon accord avec les simulations numériques du
modèle complet dans les deux cas, tant avec qu’en l’absence de l’effet Kerr.

79



80



4. Perspectives : dynamique d’un DOPO
simplement résonant avec l’effet kerr

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons exploré les différentes solutions de l’équation décri-
vant un oscillateur paramétrique optique dégénéré (DOPO) et doublement résonant en présence
de la non-linéarité Kerr, notamment les états homogènes, les solitons, ainsi que les états liés de
deux solitons. Ces solutions mettent en évidence la richesse des dynamiques accessibles dans ce
système.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la dynamique d’une cavité optique simplement
résonante intégrant à la fois une non-linéarité d’ordre 2 et une non-linéarité Kerr (ordre 3). Le
système étudié est constitué de deux sections distinctes : la section L1, qui agit comme un oscil-
lateur optique paramétrique dégénéré, et la section L2, contenant une fibre optique responsable
de la non-linéarité Kerr. Nous analysons les différentes dynamiques émergentes dans ce système,
en mettant en évidence les points de bifurcation qui structurent son diagramme de phase.

4.2 Cavité simplement résonante

Dans cette section, nous nous consacrons à l’étude d’une cavité simplement résonante, c’est-
à-dire une cavité où un seul champ est en résonance, en l’occurrence le signal à la fréquence ω0.
Pour cela, nous nous appuyons sur le système présenté dans la sous-section 1.7.1, qui est constitué
de deux sections distinctes. La première, de longueur L1, contient un milieu non linéaire d’ordre
2 (χ(2), où se produit l’amplification paramétrique induite par l’interaction de la pompe avec
le milieu. La seconde section, de longueur L2, est constituée d’une fibre optique où la non-
linéarité Kerr (χ(3)) se manifeste principalement par l’auto-modulation de phase. Reprenons
l’équation (1.106) mais cette fois-ci nous allons garder le terme de convolution, nous obtenons
une équation renormalisée qui a la forme suivante :

∂tA = [−1− i∆1 − iη1∂ττ ]A+ i|A|2A+ µA∗ − ρ
[
A2 ⊗ I(τ)

]
A∗, (4.1)

où I(τ) = F−1[I(Ω)], avec I(Ω) = (1− ix− e−ix)/x2, et x = −dΩ− η2Ω2. Ici ρ = (κL1)
2/γL2. κ

représente le coefficient de couplage non-linéaire de second ordre, et γ est le coefficient associe à la
auto-modulation de phase. Dans ce cas l’expression du pompage est donnée par : µ = κEinL1/α,
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où α représente les pertes du système.
L’objectif de cette étude est d’analyser l’évolution du signal dans cette cavité en fonction

du paramètre de contrôle µ et d’explorer les différentes régions de stabilité du système. Dans
cette étude, nous allons procéder à une série de simulations numériques en faisant varier le
paramètre de contrôle µ (Forçage paramétrique). Dans un premier temps, nous augmenterons
progressivement µ sur l’intervalle [1.2; 4.5] avec un pas d’incrémentation ∆µ = 0.04. Pour chaque
valeur de µ, le système évoluera pendant une durée suffisamment longue pour atteindre un état
stationnaire, que nous estimons à t = 1000 unités de temps. Les conditions initiales pour chaque
nouvelle valeur de µ seront prises comme étant l’état final obtenu avec la valeur précédente de
µ. Dans un second temps. Les simulations numériques sont réalisées en utilisant une méthode de
Runge-Kutta d’ordre 4 avec un pas de temps dt = 0.1, garantissant une précision suffisante pour
capturer la dynamique du système.

La grandeur physique |ψ|, définie par l’intégrale |ψ| =
∫
|A|2 dτ , est calculée pour chaque

simulation. À partir de cette quantité, le nombre de pics présents dans le système peut être
déterminé à l’aide d’outils numériques d’analyse de signaux. Cette mesure nous permet de quan-
tifier la complexité de la dynamique spatio-temporelle. Le diagramme de bifurcation (Fig. 4.1)
représente l’évolution du nombre de pics en fonction de µ.

P
ic
s

Figure 4.1 – Évolution de |ψ| en fonction du paramètre de contrôle µ. Les points bleus
représentent le nombre de pics présents dans le système

4.3 Classification des régimes dynamiques

4.3.1 Soliton

La figure 4.2 caractérise la dynamique des solitons dans notre système. La figure 4.2(a)
représente le profil du signal (courbe rouge) et de la pompe (courbe bleue) à une valeur de
µ = 1.85. Pour les faibles valeurs de µ, on observe la présence d’un soliton unique stable. Cette
solution solitonique, dont un exemple est indiqué par la flèche rouge dans la figure 4.1, démontre
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la capacité du système à maintenir des structures localisées stables. À partir de µ = 3.32, le
système subit une transition de phase vers un régime de dynamique chaotique, marqué par une
augmentation significative du nombre de pics et une forte dispersion des valeurs de |ψ|. Cette
transition illustre la richesse dynamique du système, qui peut passer d’un état ordonné (soliton
unique) à un état désordonné (multi-pics) en fonction de l’intensité du forçage qui seraa abordé
dans la sous-section 4.3.2.

Le diagramme spatio-temporel (Fig. 4.2(b)) correspond à la solution solitonique repérée par
la flèche rouge sur la figure 4.1. Il offre une visualisation claire de la stabilité du soliton dans le
temps (t). Cette robustesse est une caractéristique fondamentale des solitons, qui maintiennent
leur forme et leur position grâce à un équilibre entre les effets non-linéaires et dispersifs d’un
coté et la dissipation et le pompage de l’autre coté [134].

L’ensemble de ces résultats met en évidence les deux régimes dynamiques dans notre sys-
tème, allant des structures localisées stables aux comportements chaotiques, contrôlables via le
paramètre de pompe µ.

(a)

(b)

Figure 4.2 – Simulations de l’équation (1) qui corresspond à µ = 1.85 indiqué par la
flèche rouge. (a) les intensités du signal (courbe rouge) et de la pompe (courbe bleue). (b)
Diagramme spatio-temporel (τ, t) illustrant la stabilité d’un soliton unique localisé.

4.3.2 Chaos

Le chaos en dynamique non linéaire désigne un régime où un système déterministe présente
une évolution imprévisible à long terme, en raison d’une sensibilité exponentielle aux conditions
initiales. Cela signifie qu’une petite perturbation initiale peut entraîner des trajectoires totale-
ment différentes au fil du temps, rendant toute prédiction précise impossible au-delà d’un certain
horizon temporel [135].

L’un des premiers exemples marquants de comportement chaotique a été découvert par Ed-
ward Lorenz en 1963, en étudiant un modèle simplifié de la dynamique de l’atmosphère [136]. Ce
modèle, aujourd’hui connu sous le nom de modèle de Lorenz, est un système de trois équations
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différentielles non linéaires [137]. Lorenz a découvert que, pour certaines valeurs des paramètres,
les solutions du système dans l’espace des phases ne tendaient ni vers un point fixe, ni vers
un cycle périodique, mais suivaient une trajectoire complexe appelée attracteur étrange [138],
présentant une structure fractale. Ce phénomène illustre l’effet papillon, où une petite varia-
tion des conditions initiales (par exemple, le battement d’ailes d’un papillon) peut entraîner
des changements drastiques dans l’évolution du système (comme une tempête à l’autre bout du
monde) [139].

Le chaos est un phénomène omniprésent dans de nombreux domaines scientifiques, allant de
la physique à la biologie [140], en passant par l’écologie [141], la dynamique des fluides [138] et
l’optique non linéaire [142, 143]. Ces systèmes présentent une sensibilité extrême aux conditions
initiales, les rendant imprédictibles sur de longues échelles de temps. En optique non linéaire, les
cavités optiques fibrées ont révélé l’existence d’un comportement chaotique du champ électrique,
décrit par l’équation de Lugiato-Lefever, qui régit la dynamique des champs optiques dans les
résonateurs dissipatifs [144]. Dans la version paramétrique de cette équation, connue sous le nom
d’équation de Schrödinger non linéaire paramétrique (PDNLSE), des études ont également prédit
l’émergence du chaos dans ce système [110, 145].

Le chaos est un phénomène non linéaire qui émerge via des bifurcations successives conduisant
à ce qu’on appelle la route vers le chaos. À mesure qu’un paramètre de contrôle varie, un système
dynamique initialement stable peut subir une série de bifurcations menant à un comportement
imprévisible. Une des routes les plus connues est la cascade de bifurcations de périodicité
(ou doublement de période) [146, 147, 148], où un point fixe devient périodique, puis double
successivement sa période jusqu’à atteindre un état chaotique. D’autres mécanismes existent
aussi, comme l’intermittence [149, 150] ou la rupture de quasi-périodicité [151].

Figure 4.3 – Simulations de l’équation (1) qui corresspond à µ = 3.83 indiqué par la
flèche verte (a) les intensités du signal (courbe rouge) et de la pompe (courbe bleue). (b)
Diagramme spatio-temporel (τ, t) montrant la dynamique turbulente caractérisée par la
formation et destruction continues de structures localisées.

La figure 4.3 illustre le comportement du système dans le régime chaotique qui correspond à

84



la flèche verte dans la figure 4.1 à une valeur de µ = 3.83. Les profils du signal et de la pompe sont
donnés dans la figure 4.3(a). Dans cette région, le système présente un comportement chaotique.
Cette dynamique complexe est clairement visible dans le diagramme spatio-temporel (Fig 4.3(b)),
où nous remarquons une structure complexe et désordonnée, avec de multiples pics qui évoluent
de manière erratique. Le diagramme spatio-temporel présente une alternance de zones de forte
intensité (en jaune-rouge) et de faible intensité (en bleu). Cette transition d’un régime solitonique
ordonné vers un régime chaotique illustre la dépendance du système au paramètre de contrôle µ
et la richesse de sa dynamique non-linéaire.

4.4 Les différentes dynamiques du système

4.4.1 Comparaison avec la PDNLSE

Dans cette section, nous comparons les diagrammes de bifurcation de la PDNLSE et de
l’équation (4.1) qui décrit la dynamique d’une cavité simplement résonante afin d’analyser l’effet
du terme de déplétion sur la structure de ces diagrammes dans le plan des paramètres (pompage,
pertes) et d’évaluer son impact sur le domaine de stabilité du soliton.

Avant d’entamer la comparaison, nous allons renormaliser l’équation (4.1) par rapport au
detuning afin d’assurer la cohérence avec l’étude menée dans la référence [110] sur le diagramme de
bifurcation de la PDNLSE. Cette renormalisation permet d’unifier les conventions et de faciliter
l’interprétation des résultats obtenus pour les deux modèles. L’équation devient :

∂tA = (−γ − i+ i∂ττ )A+ i|A|2A+ hA∗ − ρ
[
A2 ⊗ J(τ)

]
A∗, (4.2)

où γ = α/δ (ici γ représente les pertes, il ne faut pas confondre avec le coefficient d’auto-
modulation de phase), et le pompage h = κEinL1/δ.

La figure 4.4(a) représente le diagramme de bifurcation issu de la PDNLSE, tandis que
la figure 4.4(b) correspond à l’équation (4.2). Ces diagrammes sont tracés dans le plan des
paramètres formé par le pompage et les pertes (h, γ). Ils mettent en évidence différentes régions
caractérisées par la nature des solutions obtenues.

Dans la figure 4.4.(a), la région du zéro attracteur (située dans la partie inférieure du dia-
gramme) correspond aux valeurs de h trop faibles pour soutenir une solution non triviale. Dans
cette zone, l’état stationnaire stable est simplement l’état vide A = 0. À l’opposé, la partie
supérieure du diagramme correspond à la région où le chaos spatio-temporel émerge. La ligne 1
marque une bifurcation de Hopf : à droite de cette courbe, une solution stationnaire est stable,
tandis qu’en la traversant, elle entre en oscillation périodique dans le temps (représentée par
des petits cercles sur le diagramme). Ces oscillations peuvent ensuite évoluer en solitons dou-
blement périodiques, quadruplement périodiques, voire octopériodiques (indiqués par des boîtes
ombrées). Les petites taches blanches et les diamants ombragés signalent des attracteurs plus
complexes correspondant à des dynamiques de périodes 6, 7 ou 10, menant progressivement à une
transition vers le chaos temporel. Les triangles vides indiquent la région où la solution triviale
A = 0 est stable. Cependant, en traversant la ligne 4, cette solution devient instable, et le chaos
spatio-temporel apparaît. Enfin, le soliton périodique peut également bifurquer directement vers
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le chaos spatio-temporel sans passer par un doublement de période, en franchissant la ligne 3.
Cela illustre la coexistence de plusieurs chemins de transition vers des dynamiques complexes
dans le système. Dans la figure 4.4(b), les différentes régions numérotées correspondent aux di-
vers régimes dynamiques du système en présence du terme de déplétion. La région 1 représente
le domaine de stabilité de soliton stationnaire. Le domaine 2 correspond au soliton périodique, et
nous remarquons que la déplétion de la pompe réduit considérablement l’étendue de ce domaine,
renforçant ainsi la robustesse des solitons. La région 3 marque une transition où la solution
triviale intervient. Enfin, le domaine 4 correspond au chaos spatio-temporel, où les solutions de-
viennent imprévisibles et désordonnées. L’introduction du terme de déplétion a donc pour effet
principal d’étendre la stabilité des solitons tout en modifiant la structure globale du diagramme
de bifurcation.

Spatio-temporal chaos

zero attractor

12

3

4

a)

b)

Figure 4.4 – Diagrammes de bifurcation représentant les différents régimes dynamiques
en fonction du pompage h et les pertes γ. (a) Diagramme de bifurcation de l’équation
PDNLS sans terme de déplétion [109]. (b) Diagramme de bifurcation de l’équation (4.2).
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4.4.2 Soliton periodique

Comme nous l’avons précédemment montré, l’équation (4.2) admet une solution sous forme
de soliton dans la zone 1 de la figure 4.4(b). Toutefois, ce soliton peut devenir instable et entrer
en oscillation temporelle, caractérisant ainsi la zone 2 de la figure 4.4(b). La figure 5 illustre
cette dynamique en présentant à la fois le profil d’un soliton oscillant et son évolution spatio-
temporelle. Dans la figure 4.5(a), les profils d’intensité du signal (courbe rouge) et du champ
de pompe (courbe bleue) sont tracés à t = 100, soit à la fin de la simulation temporelle. La
figure 4.5(b) représente l’évolution spatio-temporelle du signal en fonction du temps lent t et du
temps rapide τ . La colormap met en évidence des oscillations périodiques du soliton, indiquant
qu’il appartient à une région de bifurcation où la solution stationnaire est remplacée par une
solution périodique. Ces oscillations temporelles résultent d’une instabilité de Hopf [109], un
phénomène caractéristique des systèmes dissipatifs non linéaires.

(a)

(b)

Figure 4.5 – (a) Profils d’intensité du signal (courbe rouge) et du champ de pompe
(courbe bleue). (b) Évolution spatio-temporelle du signal en fonction du temps lent t et
du temps rapide τ . La colormap met en évidence les oscillations périodiques du soliton,
caractéristiques d’une instabilité de Hopf. Les paramètres utilisés sont : h = 0.5, γ = 0.28,
d = 6, η1 = 1, η2 = 0.5 et ρ = 0.2

4.5 perspectives

Pour approfondir la caractérisation du régime chaotique observé dans notre système, il serait
pertinent de calculer le spectre complet des exposants de Lyapunov λi qui donnent une informa-
tion sur la sensibilité aux conditions initiales [152]. Un exposant de Lyapunov maximal positif
indiquerait la présence de chaos, mais cela ne suffirait pas à établir l’existence d’un chaos spatio-
temporel. En effet, pour qu’un système présente un véritable chaos spatio-temporel, une série
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d’exposants de Lyapunov positifs est nécessaire, traduisant l’amplification des perturbations sur
plusieurs modes indépendants. Les étapes pour calculer ces exposants sont données en détaille
dans la référence [153].

De plus, le calcul de la dimension de Kaplan-Yorke (ou dimension de Lyapunov), obtenue à
partir de la somme cumulée des exposants de Lyapunov jusqu’à annulation, permettrait d’estimer
la dimension fractale de l’attracteur étrange sous-jacent. Une caractéristique clé des systèmes
étendus est que cette dimension est extensive, c’est-à-dire qu’elle augmente linéairement avec
la taille du système physique [154]. Cette analyse fournirait une quantification précise de la
complexité du chaos spatio-temporel. La dimension de Kaplan-Yorke, définie comme [135]

DKY = k +
1

|λk+1|

k∑
i=1

λi (4.3)

où k est le plus grand entier tel que la somme des k premiers exposants de Lyapunov est positive,
permettrait de caractériser la dimensionnalité effective de l’attracteur étrange. Cette mesure est
particulièrement pertinente dans le contexte des systèmes spatio-temporels, car elle fournit une
estimation de la complexité intrinsèque de la dynamique observée. Ces analyses quantitatives
permettraient d’établir une caractérisation complète de la transition vers le chaos.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré les différents régimes dynamiques qui émergent de
l’équation (4.1) en faisant varier le paramètre de contrôle µ. Et nous avons comparé le diagramme
de bifurcation dans le plan (h, γ) de la PDNLSE avec celui de l’équation (4.2).

Les simulations numériques ont révélé la richesse des dynamiques non linéaires du système,
notamment l’apparition de régimes chaotiques. Une analyse plus approfondie, fondée sur le cal-
cul des exposants de Lyapunov, constituerait une étape essentielle pour quantifier ces compor-
tements. En particulier, la distinction entre chaos temporel et chaos spatio-temporel repose sur
l’existence d’une série d’exposants de Lyapunov positifs, ce qui pourrait être confirmé par l’étude
du spectre complet des exposants.

Par ailleurs, l’évaluation de la dimension de Kaplan-Yorke, une quantité extensive, permet-
trait de caractériser plus précisément la complexité du système et son évolution avec sa taille.
Ces perspectives ouvrent la voie à une exploration plus approfondie de la dynamique du chaos
dans des systèmes optiques similaires, avec des implications potentielles pour la compréhension
des régimes chaotiques dans des systèmes hors équilibre thermodynamique, en présence de la
dissipation et les non linéarités.
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Conclusion Générale

Les travaux de recherche menés au cours de cette thèse ont porté sur l’étude analytique et
numérique de la dynamique des solitons paramétriques ainsi que de leur interaction dans un
oscillateur optique paramétrique dégénéré (DOPO) doublement résonant. Deux configurations
ont été considérées : l’une prenant en compte à la fois les non-linéarités quadratique et cubique,
et l’autre se limitant à la seule non-linéarité quadratique.

Dans le premier chapitre, nous avons introduit le contexte théorique en détaillant la pro-
pagation de la lumière dans les milieux dispersifs et non linéaires, en mettant particulièrement
l’accent sur les différents ordres de susceptibilité. La susceptibilité du second ordre est à l’origine
des processus paramétriques tels que ceux se produisant dans un oscillateur paramétrique optique
(OPO), tandis que la susceptibilité du troisième ordre est responsable de l’effet Kerr. Nous avons
ensuite présenté la version paramétrique de l’équation de Lugiato-Lefever, qui admet comme
solution un soliton paramétrique reposant sur un fond nul. Enfin, nous avons étudié l’interaction
entre deux solitons paramétriques et mis en évidence la possibilité de formation d’états liés via
le verrouillage de leurs queues oscillatoires.

Le deuxième chapitre a été consacré à l’étude des solitons dans un DOPO doublement ré-
sonant combinant les non-linéarités quadratique et cubique. Nous avons introduit le modèle
théorique décrivant cette cavité et démontré que les équations couplées régissant les champs si-
gnal et pompe peuvent être réduites à une seule équation contenant un terme de convolution,
représentant la déplétion de la pompe due à la reconversion du signal via le processus du second
harmonique. Ce terme joue un rôle clé dans la formation et la stabilité des solitons, influen-
çant à la fois leur amplitude et leur domaine d’existence. Nous avons également étudié l’effet
du walk-off sur les solitons en combinant simulations numériques et approche variationnelle. Nos
résultats montrent que l’augmentation du walk-off réduit l’amplitude des solitons et restreint leur
domaine d’existence. Une comparaison avec une cavité simplement résonante a révélé un com-
portement distinct : alors que dans la cavité doublement résonante, l’augmentation du walk-off
diminue l’amplitude et la plage d’existence du soliton, la cavité simplement résonante les accroît
en raison de l’interaction entre la pompe et le soliton.

Dans le troisième chapitre, nous avons approfondi l’étude des états liés de solitons dans un
DOPO doublement résonant, en distinguant deux configurations : l’une intégrant les deux non-
linéarités, quadratique et cubique, et l’autre se limitant à la non-linéarité quadratique. À l’aide
de la méthode variationnelle, nous avons mis en évidence l’influence du terme de convolution et
du walk-off sur la formation des états liés. Nous avons également calculé le potentiel d’interaction
entre solitons et identifié les positions d’équilibre, en obtenant une excellente concordance entre
nos résultats analytiques et les simulations numériques du modèle complet.
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Enfin, dans le dernier chapitre, nous avons exploré les dynamiques émergentes dans une cavité
simplement résonante comportant à la fois une non-linéarité quadratique et une non-linéarité
cubique. L’analyse des diagrammes de bifurcation a révélé la richesse des comportements non
linéaires du système, allant de la formation de solitons à l’apparition de régimes chaotiques. Nous
avons mis en évidence le rôle du terme de déplétion dans la stabilité des solitons, qui élargit la
région de stabilité des solitons.

Ces travaux ouvrent plusieurs perspectives de recherche. D’une part, nos simulations numé-
riques suggèrent la possibilité de la formation d’états liés composés de plusieurs solitons para-
métriques (PDCSs), ce qui soulève des questions sur l’interaction entre ces structures et l’impact
de la déplétion de la pompe. Une piste prometteuse serait d’étudier la formation d’un cristal de
solitons dans une cavité Kerr forcée paramétriquement, avec d’éventuels défauts dans la struc-
ture cristalline. La formation de tels cristaux est d’un intérêt fondamental pour la génération de
peignes de fréquence et pourrait, dans le cas des PDCSs, être exploitée pour la mise en œuvre
de machines d’Ising optiques.

D’autre part, l’apparition du régime chaotique dans le dernier chapitre nécessite une analyse
plus approfondie. Le calcul des exposants de Lyapunov et de la dimension de Kaplan-Yorke
permettrait de mieux caractériser la complexité du système et son évolution avec ses paramètres
de contrôle. Une exploration plus poussée de la dynamique chaotique dans ce type de cavités
pourrait avoir des implications importantes pour la compréhension des régimes chaotiques dans
les systèmes optiques dissipatifs et non linéaires.

En conclusion, cette thèse contribue à une meilleure compréhension de la dynamique des
solitons paramétriques et de leurs interactions, tout en ouvrant de nouvelles perspectives vers
l’étude des états liés multi-solitoniques et des régimes chaotiques dans des systèmes similaires.
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