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Introduction générale

La modélisation consiste a établir une structure mathématique qui décrit les
phénomeénes physiques. En magnétodynamique, les équations de Maxwell, qui re-
groupent le théoréme d’Ampeére et la loi de Faraday, associées aux lois de comporte-
ment des différents milieux, constituent le modéle mathématique. La résolution d’'un
tel modele consiste a rechercher les évolutions spatiale et temporelle des champs ma-
gnétiques et électriques. Afin d’obtenir une solution, certaines hypothéses doivent
étre faites. Ainsi, on peut supposer que les lois de comportement liant les champs
électriques et magnétiques entre eux ne dépendent pas de la température ou bien
encore des contraintes mécaniques. De méme, certaines simplifications géométriques
peuvent étre établies dans le cas de structures complexes. L’ensemble des hypothéses
faites sur un systéme constitue I’erreur de modélisation. La solution retranscrira plus
ou moins correctement les répartitions des champs et le comportement d’un systéme
en fonction des simplifications réalisées.

Dans le cas de géométrie simple, une solution analytique peut étre obtenue. Pour
modéliser des systémes complexes, la méthode des éléments finis est généralement
utilisée. Une discrétisation spatiale et temporelle du domaine d’étude est alors réa-
lisée [5, 41]. Les champs magnétiques et électriques sont ainsi représentés sur des
éléments du maillage. Une erreur numérique, plus ou moins importante selon la fi-
nesse de la discrétisation, est alors ajoutée a ’erreur de modélisation. Pour résoudre
un tel probléme, les formulations en potentiels sont alors introduites. Ces potentiels
peuvent étre de deux natures: scalaires ou vectorielles. Dans le cas général qui cor-
respond & un probléme magnétodynamique, deux formulations en potentiels (A — ¢
et T — Q) peuvent ainsi étre utilisées pour résoudre un méme probléme. Dans le
domaine continu, pour un probléme donné, les solutions obtenues par les formula-
tions en potentiels sont identiques. Dans le domaine discret, les propriétés de ces
formulations ne sont plus les mémes, par conséquent les solutions ne sont plus égales.

Dans un probléme magnétodynamique, on peut distinguer deux types de terme

source: les volumiques et les surfaciques. Le premier type regroupe les aimants
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permanents et les inducteurs bobinés dont la répartition de la densité de courant
est supposée uniforme et connue. Dans la littérature, plusieurs méthodes ont été
développées pour traiter de la prise en compte de ces sources, en particulier pour le
calcul d'une telle densité de courant correctement discrétisée [27, 40, 54, 57, 58, 63].
Au L2EP, une méthode a été développée lors de la thése Y. Le Menach [60]. Dans le
cas d'une alimentation en tension d'un inducteur, I’équation de couplage électrique
est alors ajoutée au systéme [14, 17, 24, 49, 52|. La résolution d’une formulation en
potentiel couplée avec cette équation électrique ne pose pas de difficulté majeure.

Le second type de terme source est associé a des conditions que I'on applique
sur la frontiere comme des différences de potentiels électrique ou magnétique aux
bornes de frontiéres du domaine ou bien encore a des flux magnétique ou électrique
les traversant. Certaines de ces grandeurs globales sont intrinséquement liées aux
potentiels introduits. Dans le cas contraire ces grandeurs peuvent étre obtenues par
différentes méthodes introduisant des relations supplémentaires [47, 51, 58|. Par
exemple, dans le cas de la formulation A — ¢, imposer une tension aux bornes
d’un inducteur massif revient a fixer la valeur du potentiel électrique ¢ sur les
sections en contact avec la frontiére du domaine. Par contre, la détermination du
courant traversant ces sections n’est pas immédiate, une nouvelle équation est alors
introduite.

Ainsi, les travaux présentés dans ce mémoire traitent du calcul et de 'imposition
des grandeurs globales dans les formulations magnétodynamiques en utilisant les
outils développés dans le cas de la magnétostatique. Ce théme de recherche a été
effectué dans le cadre du PAI (Pole d’Attraction Interuniversitaires) qui regroupe
plusieurs universités (Liége, Gent, Leuven et Lille). Ce rapport se décompose en trois
parties. La premiére décrit les phénomeénes physiques associés a 1’électromagnétisme.
Dans le domaine continu, le modéle mathématique, basé sur les équations de Max-
well et les différentes lois de comportement, sera rappelé. Puis, nous aborderons
la discrétisation spatiale du modéle en utilisant les notions d’opérateurs différen-
tiels discrets. On retrouve ainsi trés aisément les deux formulations en potentiels
attachées a la magnétodynamique, a la magnétostatique ou a 1’électrocinétique.

Dans une seconde partie, nous introduirons différentes fonctions scalaires et vec-
torielles pour le calcul ou l'imposition des grandeurs globales, ces fonctions sont
naturellement définies dans le diagramme de Tonti. Dans le cas de la magnétody-
namique, nous développerons ainsi les méthodes utilisées pour calculer ou imposer
un courant ou une tension aux bornes d’un conducteur massif et un flux ou une

différence de potentiel magnétique aux bornes d’un domaine et cela pour les deux
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formulations. Dans le but de comparer et de vérifier la fiabilité des formulations
obtenues, deux exemples académiques et un dispositif expérimental seront étudiés.

Dans la derniére partie, contrairement au chapitre II, nous aborderons le calcul
d’un flux magnétique "local" a travers une surface interne au domaine . La détermi-
nation d’une telle grandeur ne pose pas de difficulté dans le cas d’une formulation
en potentiel vecteur. En revanche, pour une formulation en potentiel scalaire, cette
grandeur ne peut étre facilement déterminée. Ainsi, nous verrons trois approches
permettant de calculer un flux magnétique local avec une formulation en potentiel
scalaire [7, 47]. Puis, les différentes méthodes seront comparées sur deux exemples
académiques. Enfin, les flux magnétiques globaux et locaux d’une machine synchrone

originale seront étudiés.
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Chapitre 1

Modélisation des problémes

d’électromagnétisme

1.1 Introduction

Dans la suite, on considére un systéme électrotechnique composé d’air, de maté-
riaux ferromagnétiques et/ou conducteurs et de sources de champ magnétique (in-
ducteurs ou aimants permanents). L’ensemble du systéme forme le domaine d’étude
D de frontiére I et les milieux conducteurs le domaine D, avec D, inclus dans D (fig.
C.2). Si le systéme étudié présente des symétries ou des périodicités géométriques,
il est possible de réduire le domaine d’étude D & une partie seulement du systéme.
Dans ce type de probléme, les répartitions spatiale et temporelle des champs élec-
triques E et J et des champs magnétiques B et H sont recherchées dans tout le
domaine D et dans un intervalle de temps [0,77]. Nous restreindrons notre étude au
cas de la magnétodynamique et de 1’électromagnétisme statique (magnétostatique

et électrocinétique).

Fic. 1.1 — Domaine d’étude D
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6 CHAPITRE 1. MODELISATION DES PROBLEMES D’ELECTROMAGNETISME

Ce chapitre se décompose en deux grandes parties. La premiére est relative au
domaine continu. Les équations de Maxwell et les différentes lois de comportement
permettant d’obtenir I’évolution des champs magnétiques et électriques seront rap-
pelées. Les conditions aux limites du domaine seront ensuite introduites. Les espaces
de définition des opérateurs différentiels et des grandeurs électromagnétiques seront
déterminés. Une structure mathématique basée sur deux suites d’espaces regrou-
pant l'ensemble des équations de Maxwell sera établie. Enfin, les formulations en
potentiels permettant de résoudre les différents problémes d’électromagnétisme se-
ront introduites.

La seconde partie est relative au domaine discret dans lequel on effectue la résolu-
tion numérique des équations de Maxwell. La discrétisation des espaces fonctionnels
sera développée en introduisant un maillage dit "primal" du domaine d’étude D.
La discrétisation des opérateurs différentiels sera définie par la notion de matrices
d’incidence. Par l'introduction d’un second maillage dit "dual", une structure ma-
thématique analogue au domaine continu sera ensuite déduite, celle-ci se base sur les
équations de Maxwell et les lois de comportement discrétisées. Enfin, a partir de ces
outils, les différentes formulations magnétodynamiques, magnétostatiques et électro-
cinétiques en potentiels, permettant de résoudre les problémes d’électromagnétisme,

seront développées.

1.2 Domailne continu

1.2.1 Equations de Maxwell

Les répartitions spatiale et temporelle des champs magnétiques et électriques

sont obtenues par les équations de Maxwell [19, 23, 33]:

oD
= —_— 1.1
rot H = J + 5 (1.1)
0B
div B =0 (1.3)
divD = p (1.4)

avec H le champ magnétique (A/m), B I'induction magnétique (T), E le champ
électrique (V/m), D l'induction électrique (C/m?), J la densité de courant (A/m?),
p la densité volumique de charges (C/m?) et t le temps (s).

Dans ce systeme d’équations, les relations 1.1 et 1.2 expriment le couplage entre
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1.2. DOMAINE CONTINU 7

les grandeurs électriques et magnétiques. Dans la plupart des problémes d’électro-

0D
technique, les courants de déplacement introduits par le terme — sont négligés, le
systéme est alors quasi-stationnaire. Dans ces conditions, on obtient la forme locale

du théoréme d’Ampére :
rotH =J (1.5)
ce qui induit la conservation de la densité de courant :

divJ =0 (1.6)

1.2.2 Lois de comportement

Le comportement électrique et magnétique des différents milieux du domaine est
pris en compte par les lois de comportement. Celles-ci lient les différents champs
magnétiques et électriques entre eux. Ces relations mettent en jeu non seulement les
champs eux mémes mais aussi des variables, comme la température ou bien encore les
contraintes mécaniques. On supposera dans la suite ces variables constantes. Ainsi,
les lois ne dépendent alors que des champs. Dans un probléme d’électrotechnique,
la conductivité électrique est généralement supposée constante dans chaque milieu.

On obtient alors une relation de la forme:
J=0F (1.7)

avec o la conductivité électrique (27'm™!). Pour le comportement magnétique, si

le matériau n’est pas ferromagnétique, le modeéle est linéaire de la forme:
B = popH (1.8)

avec [io la perméabilité de I'air et u, la perméabilité relative. Pour les matériaux fer-
romagnétiques, on peut utiliser des modéles relativement complexes qui prennent en
compte le phénomeéne d’hystérésis [18, 25|. Mais leur introduction dans des modéles
numeériques conduit & une augmentation du temps de calcul qui peut étre acceptable
en 2D mais plus du tout en 3D. Aussi on préférera utiliser, dans le cas de matériaux
ferromagnétiques doux, une relation de la forme 1.8 avec u, qui peut dépendre ou
non de H [11].

Dans le cas des matériaux durs (aimants permanents), le phénomeéne de réma-

nence est introduit [30], et on obtient une loi de la forme:

B = u,H + B, (1.9)
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8 CHAPITRE 1. MODELISATION DES PROBLEMES D’ELECTROMAGNETISME

avec B, l'induction rémanente et u, la perméabilité magnétique de I'aimant qui est

supposée constante et proche de la perméabilité de l'air.

Dans le domaine conducteur D,, tous les champs peuvent étre définis. Par contre,
dans les zones non conductrices (o = 0) ou les courants induits sont nuls (seul les
courants d’inducteur bobiné J existent (cf paragraphe 1.2.6.1)), le champ électrique
E ne peut alors étre définit. Dans ces zones, nous avons a résoudre un probléme

magnétostatique dont les équations aux dérivées partielles sont de la forme:

rotH = J, (1.10)
div B =0 (1.11)

1.2.3 Conditions aux limites

La résolution du systéme composé des équations de Maxwell et des lois de com-
portement admet une infinité de solutions. Par conséquent, pour assurer I'unicité de

la solution, des conditions aux limites du domaine sont imposées.

/ FH
FB/ n

Fi1G. 1.2 — Conditions limites I'g et 'y

La frontiére I' du domaine D est décomposée en deux parties complémentaires
notées I'y et I'p telles que I'y (N Ip=0et I'y|JI'p =1 (fig. 1.2). Sur la frontiére

I'y, on impose des conditions aux limites de la forme:

Hxn|r, =0 (1.12)
d’aprés la relation 1.5, on en déduit que:

J-nip, =0 (1.13)

Sur la frontiére I'g, en général, on impose des conditions aux limites qui dé-
pendent de la nature du milieu en contact avec I'p. Si le milieu est conducteur, on

impose :

Exnlp =0 (1.14)
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d’apreés 'expression 1.2, on en déduit que:
B-njrp, =0 (1.15)

Par contre, si le milieu n’est pas conducteur, on impose seulement des conditions aux
limites sur B (équation 1.15)(E n’étant pas défini dans les zones non conductrices)
[43]. Dans ce cas, la seule condition que I'on peut imposer & E est que sa composante

tangentielle s’écrive E; = n X grad ¢ avec ¢ un potentiel scalaire électrique.

1.2.4 Définition des espaces fonctionnels

Afin de résoudre les équations de Maxwell dans le domaine D, les domaines de
définition des opérateurs (rotationnel, gradient et divergence) sont a définir [6, 43].
Le domaine D sera supposé contractile et sa frontiére I' connexe pour simplifier
I’étude.

On note L? et L? respectivement les espaces des fonctions scalaires et des fonc-
tions vectorielles qui sont de carré intégrable dans D. Sur ces deux espaces, on définit

le produit scalaire de deux fonctions:
/ u-vdD avec u € L* et v € L? (1.16)
D

/ w-vdD avec u € L* et v € L? (1.17)
D

Les domaines de définition des opérateurs différentiels sont des sous-espaces de L?

et L? tels que:

E° = {u € I*;gradu € L*} (1.18)
E' = {u € L*rotuc L?} (1.19)
E? = {uc L* divu € I*} (1.20)

Comme le domaine D est supposé contractile, nous obtenons [4] :

Ker(rot (E')) = Im(grad (E°)) (1.21)
Ker(div (E?)) = Im(rot (E")) (1.22)
ou Ker(v(FE)) est le noyau de 'opérateur v défini dans l'espace E et Im(v(FE)) est
I'image par 'opérateur v du domaine E. Ces relations traduisent non seulement

le fait que divrot = 0 et rotgrad = 0 mais aussi que si une fonction vectorielle

v, appartenant a lespace E? est a divergence nulle alors il existe une fonction

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

10 CHAPITRE 1. MODELISATION DES PROBLEMES D’ELECTROMAGNETISME

vectorielle v, de E' tel que vy = rotwv;. Si le rotationnel de v, est nul, alors une
fonction scalaire 1y de E° existe telle que v; = grad .
Pour prendre en compte les conditions limites sur 'z et 'y, deux ensembles de

sous espaces sont définis par des restrictions des espaces E°, E' et E?.

Ey={uc E%u=0|p,} E)={ucE%u=0|p} (1.23)
Ey={uc Euxn=0|r,} Ey={uc Eluxn=0,} (1.24)
Ej={uc B’ u-n=0|,} E} ={uc E*u-n=0,} (1.25)

Pour compléter I'ensemble des espaces, deux sous espaces, notés E3 et E3 ., sont
introduits. Ceux-ci sont les images de E% et E3, par opérateur divergence. Chaque
série de sous espaces peut étre représentée par un diagramme appelé Complexe de
De Rham. Le passage d’un sous espace a un autre s’effectue par I'un des opérateurs
différentiels (fig. 1.3).

E° | Ker(grad)
grad l / /
1 Im(grad)=
E Ker(rot)
rotl / /
i Im(rot)=
E° 1 Ker(div)
div l / l
E’ Im(div)

Fi1G. 1.3 — Complexe de De Rham

Les sous-espaces Ej; et E% représentent respectivement les domaines de défi-
nition de H et B (1.3 et 1.5). De la méme maniére, les sous-espaces E et E7

représentent les domaines de définition de E et J (1.2 et 1.6).
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Remarque: Dans le cas d’'un domaine non contractile (présence de trous ou de

boucles), les égalités 1.21 et 1.22 ne sont plus vérifiées. On a alors:

Ker(rot (EY)) C Im(grad (E")) (1.26)
Ker(div (E?)) C Im(rot (E")) (1.27)

Pour étudier de tels domaines, une solution consiste a introduire une ou plusieurs

coupures qui "rendent" alors le domaine D contractile [43].

1.2.5 Diagramme de Tonti

Par la notion d’opérateurs différentiels adjoints, un lien peut étre établi entre les
deux suites de sous espaces E% et E% (avec i € {0,1,2,3}) précédemment définis.
Ces opérateurs adjoints se déduisent de I'identité de Green appliquée aux opérateurs
différentiels. Dans le cas général, I'opérateur adjoint, noté X, de A est défini par la

relation :

/u')\vdD:/v'XudD+/u*vdF avec u € E' et v € B (1.28)
D D r

avec E' I'espace dual de E° et % représentant un produit scalaire ou vectoriel des
fonctions u et v. En appliquant cette identité de Green aux opérateurs gradient et

rotationnel, nous obtenons:

/ u - gradvdD = —/ v - divudD + /(u -n)vdl’ (1.29)
D D r
/u-rotvdD:/v-rotudD—l—/(uxn)-vdF (1.30)
D D r

Par conséquent, les opérateurs adjoints du gradient et du rotationnel sont respective-
ment la divergence et le rotationnel. Les intégrales surfaciques des deux précédentes
équations introduisent les conditions aux limites du domaine D, celles-ci s’annulent
si les conditions sont homogeénes a D. Dans ces conditions, les relations 1.29 et 1.30
s’écrivent :

/ u - gradvdD = —/ v-divudD avecu € Exetv e EY,  (1.31)
D D

/ u - rotvdD = / v-rotudD avecu € Ej et vc Ejp (1.32)
D D

avec E; et E% les espaces duaux a Ej; et EY. Le méme raisonnement peut étre

appliqué aux espaces E}I et E}S ainsi qu’a E?, et E2B.
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La structure mathématique, définie par les deux suites d’espace, peut accueillir
un grand nombre de systémes d’équations aux dérivées partielles. Cette structure

peut étre représentée géométriquement par le diagramme de Tonti (fig. 1.4) [20].

3

E", E,

- gradl Tdiv
E', E’,
rotl T rot
E’, E',
divl -grad

E’, E’,

F1G. 1.4 — Diagramme de Tont:

Pour prendre en compte la dérivée par rapport au temps, une troisiéme dimension
est ajoutée au précédent diagramme. Le diagramme de Tonti propre a la magnéto-
dynamique peut alors étre obtenu (fig. 1.5). Les lois de comportement sont alors des

opérateurs qui relient les deux suites d’espaces E% et EY;.

...........................

FiG. 1.5 — Diagramme de Tonti appliqué a la magnétodynamique
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1.2.6 Introduction des potentiels

La résolution des équations de Maxwell et des lois de comportement associées
peut étre obtenue en considérant les champs comme inconnues |8, 13, 43, 64]. Néan-
moins, on préfére exprimer les champs magnétiques et électriques en fonction de

potentiels qui peuvent étre scalaire ou vectoriel.

On considére un domaine D contenant un domaine conducteur D., supposé
contractile, et des inducteurs bobinés. Un inducteur bobiné se comporte & basse
fréquence comme un domaine conducteur ou la répartition de la densité de courant
J s est supposée uniforme dans ses sections. Celle-ci est proportionnelle au courant

1 qui circule dans l'inducteur par:
Js=Ni (1.33)

avec N un vecteur a divergence nulle qui dépend de la forme de 'inducteur [60].
Pour simplifier les développements mathématiques, nous limiteront les sources de
champ électromagnétique a un seul inducteur mais une extension a plusieurs est tout
a fait possible comme le montreront les exemples traités. De méme, on supposera
que le domaine D ne posséde pas d’aimants permanents (pas de termes sources
introduit par I'induction rémanente B,.). L’ajout de ce terme ne pose pas non plus
de difficultés majeures. Enfin, il est aussi possible d’appliquer une différence de
potentiel électrique aux bornes du domaine conducteur ou d’y imposer un courant.
L’introduction dans les formulations des différents types de sources constitue un des
objectifs de notre travail qui sera traité en détail au chapitre II.

Pour un inducteur bobiné, on définit un champ magnétique source, noté H, tel
querot H, = J, avec H,xn = 0 sur I'y. On note que H, n’est pas unique et qu’il
existe une infinité de champs sources tels que leur rotationnel soit égal a la densité
de courant parcourant I'inducteur bobiné sauf contraintes particuliéres sur le champ
celui-ci peut étre défini sur tout le domaine D alors que IN est non nul seulement

dans I'inducteur. Dans ces conditions, la forme locale du théoréme d’Ampére s’écrit :

rotH = J;,q+ J, (1.34)
avec Jg=0F ct rotH,=J, (1.35)

ol J;,q représente la densité de courant induite dans le domaine conducteur D..
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1.2.6.1 Probléme magnétodynamique

Deux formulations en potentiel peuvent étre introduites: la formulation élec-
trique et la formulation magnétique. Ces formulations ne sont définies que dans
le domaine conducteur D, (le terme Jg est donc nul par contre H ne 'est pas

nécessairement).

Formulation électrique A — ¢
Dans le cas d’une formulation électrique, le champ E est exprimé en fonction de
potentiels. Comme 'induction magnétique est a divergence nulle, d’aprés la relation

1.22, un potentiel vecteur magnétique, noté A, peut étre introduit tel que:
B=rotA avec AXn|pr,=0 (1.36)

avec A défini dans tout le domaine et appartenant a I’espace E}.

En utilisant 'expression 1.2 et d’aprés la relation 1.21, le champ E peut étre
exprimé en fonction du potentiel vecteur défini & un gradient prés. On a alors:

0A
E:—E—gradgp et ¢|r,=0 (1.37)

avec o le potentiel scalaire électrique appartenant a 'espace E%.

En remplacant le champ magnétique H et la densité de courant J;,4 par leurs
expressions en fonction de A et ¢, la forme locale du théoréme d’Ampére (1.34) et

la loi de conservation de la densité de courant (1.6) s’écrivent :

1 A
rot—rotA + U<88—t +gradyp) =0 (1.38)
L
0A
dz’ua(a + grady) =0 (1.39)

Une infinité de vecteurs A peut étre définie tels que leur rotationnel soit égale
a I'induction magnétique. Pour assurer I'unicité de ce potentiel, une condition de
jauge est introduite telle que la jauge de Coulomb div A = 0 ou une condition de
forme A-W = 0 avec W un champ de vecteur dont les lignes de champs ne forment

pas de boucles et sont telles qu’elles relient tous les points du domaine |2, 36].

Formulation magnétique T — )
Dans le cas d’'une formulation magnétique, le champ H est exprimé en fonction
de potentiels et du champ H ;. Comme la densité de courant induite est & divergence

nulle, un potentiel vecteur électrique, noté T, peut étre introduit tel que (1.22):

Jing = rotT (1.40)
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avec T' défini dans le domaine conducteur et appartenant & E7j;. Comme le domaine
conducteur est supposé contractile, on prend alors T' = 0 & 'extérieur de celui-ci et

on impose T x n = 0 sur la frontiére I'. de D..

remarque: Sile domaine conducteur n’est pas contractile et posséde un "trou"
par exemple. On introduit un vecteur K et, dans ces conditions, J;,; devient égale

a:
Jing =rot(T +iK) (1.41)

avec ¢ un coeflicient réel associé & un courant. Le vecteur K est défini dans tout le
domaine et le vecteur T toujours égal a zéro a 'extérieur de D.. L’utilisation du

vecteur K sera détaillé au chapitre II.

Comme rot H = J;,; + J,, on a:
rot(tH—-H,—-T)=0 (1.42)

Le champ H peut alors étre exprimé en fonction du potentiel vecteur T et du champ

H  défini & un gradient prés (1.21). On a alors:
H=H,+T—-grad? avec Txn|r,=0 e Q|Iyg=0 (1.43)

avec () le potentiel scalaire magnétique appartenant a 'espace EY et défini dans
tout le domaine.

En introduisant les relations 1.41 et 1.43 dans la forme locale de la loi de Faraday
1.2 et la loi de conservation de l'induction magnétique 1.3, le systéme & résoudre

s’écrit sous la forme:

1 0 1 0
rot—rotT + —u(T — gradQ)) = —rot—rotH, — —uH, (1.44)

o ot o ot
divp(T — gradQ)) = —divpH (1.45)

Comme dans le cas de la formulation A — ¢, une condition de jauge doit étre
appliquée sur le potentiel vecteur T' pour assurer I'unicité. Cette jauge n’est définie

que dans le domaine conducteur D..
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1.2.6.2 Probléme magnétostatique

Dans les zones ot il n’y a pas de courants induits, on est amené a résoudre les

équations de la magnétostatique, qui s’écrivent :

rotH=J, avec Hxmn|p,=0 (1.46)
divB=0 avec B-n|p,=0 (1.47)
B=uH (1.48)

Deux formulations en potentiel peuvent étre utilisée, celles-ci se déduisent des deux
formulations présentées dans le cas de la magnétodynamique.
Dans la formulation A, d’aprés 1.3 et 1.22, on a B = rot A. En utilisant 1.46

et 1.48, I’équation a résoudre est donnée par:

1
rot—rotA = J, (1.49)
o

Dans le cas de la formulation €2, le champ magnétique est fonction du champ

source H ¢ et du potentiel scalaire magnétique 2. On a alors:
H=H;,—grad? (1.50)
L’équation a résoudre se déduit de 1.47 et 1.48 telle que:

divugradS) = divuH (1.51)

Remarque: Le couplage entre les équations en potentiel définies dans le domaine
conducteur et non conducteur se fait naturellement si on utilise des formulations de
méme nature comme la formulation A — ¢ (resp. T —£2) pour le domaine conducteur
et la formulation A (resp. ) pour le domaine non conducteur. 11 suffit de satisfaire

certaines conditions de continuité sur les potentiels [12, 43].

1.2.6.3 Probléme électrocinétique

Si les sources sont de types continues, on peut résoudre un probléme d’électro-
cinétique pour obtenir le régime permanent des grandeurs électriques du domaine

conducteur. Dans ce cas, le systéme d’équations & résoudre s’écrit :

rotE =0 avec Exn|r,=0 (1.52)
div Jimg =0 avec Jipg-n |p,=0 (1.53)
Jing = 0E (1.54)
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Les répartitions de E et J;,4 sont recherchées dans tout le domaine, leurs évolutions
sont indépendantes du temps. Deux formulations en potentiel peuvent étre utilisées
pour résoudre ce type de probléme. De la méme maniére qu’en magnétostatique,
celles-ci se déduisent des formulations magnétodynamiques.

Dans la formulation T, la relation 1.44 devient :

1
rot—rotT =0 avec J;,q=rotT (1.55)
o

Et dans la formulation ¢, comme le potentiel vecteur magnétique n’est plus

introduit, 1’équation 1.39 devient :

divogradp =0 avec E = —grady (1.56)

1.3 Domaine discret

Les équations de Maxwell peuvent parfois étre résolues analytiquement dans le
cas de géométries simples. Pour des systéemes complexes, il est nécessaire d’avoir
recours a une résolution numérique et donc de discrétiser les équations précédentes
[4, 22].

1.3.1 Discrétisation

La discrétisation spatiale du domaine D est réalisée par des volumes élémentaires.
Ceux-ci sont de formes simples comme des héxahédres, tétraédres ou des prismes
[5, 26, 56, 65]. Chaque volume élémentaire, noté D, est constitué de nt noeuds, n¢
arétes et nf facettes. Le maillage du domaine D est alors formé de 'ensemble de ces
entités. On notera n,, n,, ns et n, respectivement le nombre de noeuds, d’arétes,
de facettes et d’éléments du maillage. Dans la suite, nous considérons un maillage

formé exclusivement de tétraédres (fig. 1.6).

N

noeud aréte facette ¢lément

F1G. 1.6 — Eléments géométriques
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1.3.1.1 Fonctions d’interpolation

Une fonction d’interpolation est associée a chaque entité géométrique (noeud,
aréte, facette et élément).

A chaque noeud n du maillage, une fonction scalaire w, est associée. Celle-ci
est continue dans tout le domaine D. Cette fonction est égale & 1 au noeud n et 0
sur tous les autres. L’espace généré par ces fonctions est noté W9, Par conséquent,
si u est une fonction scalaire définie dans W?, alors u peut étre écrite comme une

combinaison linéaire des fonctions w,, :

Nin
u=UW, =) uuw, (1.57)

n=1
avec W, le vecteur des fonctions d’interpolation w, et U, le vecteur des compo-
santes u, qui correspond a ’ensemble des degrés de liberté associés aux noeuds. Le
maillage étant donné (position des noeuds et leurs connectivités), la fonction u de
WY est parfaitement définie par le vecteur U,,. On note WY l'espace engendré par
U,, celui-ci n’est autre que R™ que nous notons WP pour alléger les notations. On
peut donc indifféeremment, comme on le verra par la suite, travailler sur W° ou W,

Chaque aréte a est associée & une fonction vectorielle w, définie par:
w, = wigradw; — w;gradw; (1.58)

avec w; et w; les fonctions nodales associées aux noeuds 7 et j de I'aréte a. La fonction
w, est continue sur chaque élément et sa composante tangentielle est continue au
passage de chaque facette du maillage. L’espace généré par les fonctions w, est noté

W' Siu est une fonction vectorielle de W' alors
u=UW,=> uw, (1.59)
a=1

avec W, le vecteur des fonctions d’interpolation et U, I’ensemble des degrés de
liberté associé aux arétes. On définit comme précédemment 1'espace W* des vecteurs
w,. La circulation w, est égale & 1 sur I'aréte a et 0 sur toutes les autres. En utilisant

les propriétés précédentes, la circulation de w le long de I'aréte a’ vérifie:

/ u-da’:Zua/ w, - da’ = uy (1.60)
a’ a=1 a’

par conséquent, les composantes de U, sont les circulations de u sur toutes les arétes

du maillage.
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De méme, chaque facette f est associée a une fonction d’interpolation wy égale

wy = 2w;(gradw; x gradwy) + 2w,(gradw; x gradw;) + (1.61)
2w;(gradwy x gradw;) (1.62)

avec w;, w; et wy les fonctions nodales des noeuds 4, j et k de la facette f. L’espace
généré par les fonctions wy est noté W2, Si u est une fonction de W2 alors:

f=1

avec Wy le vecteur des fonctions d’interpolation et Uy I'ensemble des degrés de
liberté associé aux facettes de maillage. L’espace généré par w; est noté W2, La
fonction wy est continue dans chaque élément du maillage et sa composante normale
est conservée a travers chaque facette du maillage. Le flux de w traversant la facette
f est égal & 1 et 0 & travers toutes les autres. Le flux de la fonction u a travers la

facette f’ vérifie donc:

i
/u~df’:Zuf/wf~df’:uf/ (1.64)
f/ f=1 f/

par conséquent, les composantes de Uy sont les flux de w a travers chaque facette
du maillage.
De la méme maniére, pour chaque élément e, une fonction d’interpolation est
associée. Celle-ci est égale a:
1

e = vol(e)

avec vol(e) le volume de I’élément e. L’espace généré par les fonctions w, est noté

sur e et 0 sur € # e (1.65)

W3. Si u est une fonction de W3 alors:

u=UW, = Z Ue W (1.66)

e=1
avec W, le vecteur des fonctions d’interpolation et U, ’ensemble des degrés de
liberté associé aux éléments. L’espace généré par w, est noté W3. La densité de la

fonction u dans 1’élément e’ vérifie:

/ u~de':Zue/ We - de’ = Uy (1.67)
e/ f:1 6/

Par conséquent, les composantes u, sont égales a l'intégrale volumique de u dans

chaque élément.
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Propriétés
Dans le cas ot le domaine d’étude est contractile, on peut montrer que les espaces
WO W W?et W3 possédent les mémes propriétés que les espaces E°, E', E? et

E3, a savoir [6] :

Ker(rot (W) = Im(grad (W°)) (1.68)
Ker(div (W?)) = Im(rot (W')) (1.69)

1.3.1.2 Opérateurs différentiels discrets

En utilisant la notion d’incidence, des opérateurs différentiels "discrets" peuvent
étre deéfinis [5, 20, 38]. Il s’agit d’opérateurs matriciels dont la contruction est basée
sur les connexions entre les différentes entités géométriques que sont les noeuds, les
arétes, les facettes et les volumes. Dans la suite, un couple de tétraédres est utilisé
pour illustrer les développements concernant les opérateurs différentiels discrets (fig.

1.7). L’exemple traité comporte 5 noeuds, 9 arétes et 7 facettes.

5

Fi1G. 1.7 — Couple de tétraédres utilisé pour illustrer la définition des matrices d’in-
cidence

Incidence noeud-aréte

Les arétes sont des éléments géométriques qui sont orientés de maniére arbitraire.
On peut choisir par exemple, une orientation du noeud ayant 'indice le plus petit a
celui ayant 'indice le plus grand. La numérotation des arétes en fonction des noeuds,
pour I'exemple de la figure 1.7, est donnée par le tableau 1.1.

Par définition, I'incidence g¢,, d’un noeud n sur une aréte a est égale & —1 si le

noeud n est l'origine de l'aréte a, 1 si n est I'extrémité de a ou 0 si n n’appartient
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arétes ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
noeuds‘ 1,2 1,3 1,4 1,5 2,3 2,4 3,4 3,5 4.5

Y

TAB. 1.1 — Numérotation des arétes

pas & a. On définit ainsi la matrice incidence G de dimension n, X n,, des coefficients

(Gan)(1<a<na et 1<n<n,)- Pour 'exemple considéré, on obtient la matrice G suivante:

-1 1 0 0 0
-1 0 1 0 0
~1 0 0 1 0
-1 0 0 0 1
G=|0 -1 1 0 0 (1.70)
0 -1 0 1 0
0 0 -1 1 0
0 0 -1 0 1
0 0 0 -11

Considérons maintenant deux fonctions, I'une scalaire, notée u,, et 'autre vectorielle,
notée wu,, appartenant respectivement a W° et W', telles que u, = gradu,. En

reprenant les notations introduites dans la partie 1.3.1.1, on peut montrer que:
U,=GU, (1.71)

avec U, € W' et U,, € W°. La matrice G peut donc étre considéré comme ’opéra-

teur discret du gradient.

Incidence aréte-facette

Les facettes sont également des éléments géométriques orientés. L’orientation
d’une facette peut étre donnée, par convention, par le sens des noeuds croissants
dans le cas de facettes triangulaires. Cette convention ne s’applique qu’avec un
nombre de noeuds par facette inférieur ou égal a 3. La numérotation des facettes en

fonction des noeuds est donnée dans le tableau 1.2.

facettes ‘ 1 2 3 4 5 6 7

noeuds‘ 123 124 134 135 145 234 345

TAB. 1.2 — Numérotation des facettes
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L’incidence 74, d'une aréte a par rapport a une facette f est égale a 1 si, en
parcourant la frontiére de la facette dans le sens positif, ’aréte a est parcourue dans
son sens positif, & —1 si le sens de a est opposé et a 0 si a n’appartient pas a f. A
I'aide des coeflicients (Tfa>(1§ F<n; et 1<a<ng), O définit une matrice R de dimension

ny X n,. Pour notre exemple, cette matrice est égale a:

1 -1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 1 0 0 0
01 -1 0 0 0 1 0 0
R=/0 1 0 -10 0 0 1 0 (1.72)
00 1 —-10 0 0 0 1
00 0 0 1 -11 0 0
00 0 0 0 0 1 -11

Considérons maintenant une fonction vectorielle, notée uy, appartenant a W2, tel
que uy = rotu,. En reprenant les notations de la partie 1.3.1.1, on peut montrer

que:
U, =RU, (1.73)

avec U, € W? et donc R l'opérateur discret du rotationnel.

Incidence facette-élément
La numérotation des éléments en fonction des noeuds pour I'exemple de la figure

1.7 est donnée par le tableau 1.3.

éléments ‘ 1 2

noeuds ‘ 1,2,3,4 1,3,4,5
TAB. 1.3 — Numérotation des éléments

L’incidence d.; d'une facette f sur un élément e est égale & 1 ou —1 selon I’orien-
tation de la normale & la facette ou 0 si f n’appartient pas a e. On peut définir ainsi
la matrice D des coefficients (def)(1<e<n. et 1<f<n 1) Pour I'exemple traité, la matrice

d’incidence D de dimension n. x ny est alors égale a:

1 -1 1 0 0 —-10

_ (1.74)
00 -11 -1 0 1
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Pour une fonction scalaire u, appartenant & W? et définie telle que u. = divuy. On

peut montrer que:
U.=DU;y (1.75)

avec U, € W3 et D l'opérateur discret de la divergence.

Propriétés

Les opérateurs discrets possédent des propriétés similaires a celles des opéra-
teurs différentiels du domaine continu [5]. Dans le cas d’'un domaine contractile, les
relations 1.21 et 1.22 restent valables sur les espaces W (i € {0,1,2,3}), celles-ci

s’écrivent :

Ker(R(W")) = Im(GOW)) (1.76)
Ker(D(W?)) = Im(R(W")) (1.77)

On a alors DR = 0, cette propriété reste vraie méme si D n’est pas contractile.

Inversement, si U y appartenant a W? est a divergence nulle alors il existe un vecteur

U, dans W' tel que U; = RU,,.

Remarque: Du point de vue pratique, une méthode basée sur une technique
d’arbre peut étre utilisée pour déterminer le vecteur U, connaissant le vecteur U f
(annexe B.1). De la méme maniére, si le rotationnel de U, est nul, il existe un vec-
teur U,, dans W° tel que U, = GU,, et on a également RGU,, = 0.

On peut maintenant proposer une écriture des équations de Maxwell dans le
domaine discret. Ainsi, d’aprés ce qui préceéde, les équations 1.2 et 1.3 peuvent étres

écrites sous la forme:

0B,
E,=-—1 1.
RE, T (1.78)

DB; =0 (1.79)

avec E, une fonction de W' x [0,T] (les coefficients du vecteur E, sont des fonctions
scalaires dépendantes du temps qui représentent les circulations du champ électrique
sur les arétes du maillage) et B une fonction de W? x [0,7] (les coefficients du
vecteur By sont des fonctions scalaires dépendantes du temps qui représentent le

flux de I'induction magnétique a travers les facettes du maillage).
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1.3.2 Maillage dual

Il n’est pas aisé d’obtenir simultanément la vérification de toutes les équations
de Maxwell sur un méme maillage. Aussi, il peut étre utile, comme on le verra par la
suite, d’introduire un second maillage dit dual et noté M que l'on construit a partir
du maillage M que l'on qualifiera de primal [9, 22].

Dans la suite, nous allons donc développer la construction du maillage dual & par-
tir du maillage primal. Ensuite, nous déclinerons quelques propriétés de ce couple de

maillages en particulier concernant les opérateurs discrets introduits précédemment.

1.3.2.1 Définition

A chaque entité géométrique du maillage primal on fait correspondre une entité
géométrique du maillage dual: & un noeud primal n de M, on associe un élément
dual € de M , & une aréte primal a une facette duale f, a une facette f une aréte a
et & un élément e un noeud n.

Chaque aréte a de M ne doit traverser qu'une seule facette J?de M et vice versa
et chaque noeud n de M est placé a l'intérieur d’un élément e de M et inverse-
ment. L’orientation de chaque entité de M est déduite de orientation des entités
primales. Par exemple, ’application de la régle de la main droite permet de déduire
I'orientation d’une facette ]? a partir de l'orientation de 'aréte a. L’illustration de

ces orientations est donnée par les figures 1.8 et 1.9.

7 -

Fic. 1.8 — Orientation d’une facette f Fic. 1.9 — Orientation d’une aréte a a
a partir de l'orientation d’une aréte a partir de l’orientation d’une facette f

Q!

La définition précédente ne donne que le nombre d’entités géométriques duales
et leurs connectivités. Pour définir complétement le maillage M , il est nécessaire de
positionner les noeuds, les arétes, les facettes et les éléments. Différentes techniques
peuvent étre alors utilisées. Dans la littérature, nous trouvons des maillages duaux
barycentriques ou Delaunay-Voronoi. Les maillages duaux barycentriques se basent

sur le barycentre de chaque entité du maillage primal, une aréte a traverse une
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facette f en son barycentre et un noeud dual se situe au barycentre d’un élément
primal, et inversement. Pour les maillages duaux Delaunay-Voronoi, les arétes duales
traversent les facettes primales perpendiculairement en leurs milieux. Pour illustrer
ces deux types de maillage dual, un exemple 2D est donné par les figures 1.10 et
1.11.

Fic. 1.11 — Maillage dual Delaunay-

F1G. 1.10 — Maillage dual barycentrique _
Voronos

Remarques: 1l est a noter que les éléments générés pour un maillage dual sont
des polyhedres qui peuvent étre de formes complexes surtout avec un maillage té-
trahédrique. Un cas particulier est un maillage formé d’hexahédres réguliers qui
conduit & un maillage dual également hexahédrique. Cette propriété a été mise a
profit dans la méthode d’intégration finie. Dans le cas de la méthode des éléments
finis, le maillage dual est implicite et donc non construit, celui-ci s’apparente a un

maillage dual barycentrique. Cet aspect sera plus détaillé par la suite.

1.3.2.2 Propriétés

Comme pour le maillage primal, une fonction d’interpolation est associée a
chaque entité duale. Des espaces discrets sont également générés par ces fonctions.
On a alors /VIV/'O, Wl, ‘,/‘72 et W3 les espaces générés respectivement par les fonctions
nodales, d’aréte, de facette et de volume du maillage dual et WO, W, W2 et W3 les
espaces générés par les degrés de liberté associés aux noeuds, arétes, facettes et élé-
ments duaux. Ces espaces ont les mémes propriétés que ceux définis par le maillage
primal.

Des matrices d’incidence sont également introduites par les différentes intercon-
nexions des entités duales. On notera é’, R et D respectivement les opérateurs
différentiels discrets du gradient, du rotationnel et de la divergence. De méme, les

propriétés des opérateurs discrets 1.76 et 1.77 restent valable sur le maillage dual.
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Comme l'orientation des entités duales est déduite de l'orientation des entités
primales, des propriétés entre les opérateurs discrets de M et M peuvent étre dé-

montrées, on a alors:

G=-D (1.80)
~t

R-R (1.81)

D=-G (1.82)

1.3.3 Equations de Maxwell discrétes

Etant donné que E et B sont discrétisés sur le maillage primal, dans la suite,
nous discrétisons le champ magnétique H et la densité de courant J sur le maillage
dual. Ce choix est arbitraire d’autant plus que le maillage dual de M est le maillage
primal M lui méme. Une inversion peut donc aisément étre effectuée. On définit
alors By les degrés de liberté associés aux flux de B a travers toutes les facettes de
M, E, les degrés de liberté associés aux circulations de E sur toutes les arétes de
M, H « les degrés de liberté associés aux circulations de H sur toutes les arétes de
M et J 7 les degrés de liberté associés aux flux de J a travers toutes les facettes de
M. En utilisant les opérateurs discrets des deux maillages, les équations de Maxwell

s’écrivent sous la forme :

RH,=J, (1.83)
OB

RE,= ——1 1.84
T (1.84)

DB; =0 (1.85)

DJ;=0 (1.86)

En ce qui concerne les conditions limites, celles-ci sont imposées sur les suites d’es-
paces discrets des maillages primal et dual en fonction des champs discrétisés. Dans
notre cas, l'induction magnétique est projetée sur le maillage primal, par conséquent,
la condition de type I'p est associée a la suite d’espace de M. On définit ainsi les
espaces W4 par analogie avec les espaces W5, W2 est alors un sous espace de W?
regroupant l’ensemble des vecteurs dont les coefficients correspondant aux facettes
de I'g sont nuls. En effet, tout vecteur de WQB conduit bien a un champ discret U ;
de W% a flux nul & travers I'p. De la méme maniére, sur la suite d’espaces discrets
du maillage dual est associée la condition limite de type [I'y. En introduisant la
projection des champs et des potentiels dans les espaces discrets, nous obtenons:

- pour la maillage primal :
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G R D
W% — wg — Wé — Wjé;
T T
E, By

- pour la maillage dual :

G R D
wy o — WL — Wi — W
Al !
H, Js

1.3.4 Discrétisation des lois de comportement

La discrétisation des équations de Maxwell étant établie, il nous reste mainte-
nant & discrétiser les lois de comportement. Dans le domaine continu, nous avons des
relations "locales". En effet, si on connait H en un point d’un matériau ferromagné-
tique doux, on peut calculer B en ce point connaissant la perméabilité p. Dans le
domaine discret, les champs ne sont pas donnés localement mais plutot globalement
en terme de circulation ou de flux le long d’un nombre fini d’arétes et de facettes, il
faut donc réécrire les lois de comportement connues dans le domaine continu dans
le domaine discret |9, 21, 39, 42, 55]. Ainsi, il faut trouver des relations qui lient
les différentes grandeurs magnétiques et électriques discrétisées : H « avec Byet B,
avec J Iz

Dans la bibliographie, plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour obtenir ces
relations. A titre d’exemple, nous allons déterminer une loi de comportement "dis-
créte" possible liant H « et By dans le cas d’un probléme magnétostatique linéaire
en se basant sur un calcul d’énergie magnétique. Dans le domaine continu, I'énergie
magnétique W,,,, stockée dans un matériau caractérisé par une loi de comportement

linéaire B = puH est déduite de la relation suivante:
1

~BB'dD (1.87)

1 1
Wmag = 5/ HB'dD = 5
D DM

en remplacant B par sa forme discréte (1.63), I'expression devient :

1 (1 1 (1
Wl —§/DEB;Wf(Bl}Wf)th=§/DEB§CWfWI}deD (1.88)

mag ~
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On introduit alors la matrice de masse M 7}1, de dimension ny X ny, telle que ces

. -1 , .
coefficients m‘]ﬁ f s’écrivent :

- 1
m’;fl :/ —wswpdD avec 1< f<n; et 1< f <ny (1.89)
D H
L’énergie magnétique s’écrit alors:
1 _
Whay = §B;M;‘lef (1.90)

Une autre maniére d’introduire ’énergie magnétique dans le domaine discret est

de considérer que celle-ci est donnée par:

1 —t
W2y = §BfHa (1.91)
Si I'on souhaite que Wﬁmg et W,fmg soient égaux pour tout vecteur By, on a alors:
H,=M", B, (1.92)

De cette maniére, une loi de comportement liant H « €t By est établie.

Il est également possible de déterminer une loi de comportement discréte si on
connait les fonctions d’interpolation sur le maillage dual. Une démarche similaire &
celle présentée précédemment est utilisée, I'énergie magnétique est alors exprimée

en fonction du champ magnétique (équation 1.87). Cette démarche conduit a:

By=MgH, (1.93)

mb = / pw,wedD avec 1<a<n; et 1<d <ng (1.94)
D

avec M'_ de dimension ng x nz de M.
De la méme maniére, en se basant sur un calcul d’énergie électrique, la relation

liant E, et J ¢ est donnée par :
J;=MIE, (1.95)

avec M°?

0. de dimension n, x n, de M, dont les coefficients m?, sont donnés par:

aa

m’ = / cw,wydD avec 1<a<n, et 1<d <n, (1.96)
D

Si les fonctions d’interpolation sont linéairement indépendantes (ce qui est le cas
pour celles définies en 1.3.1.1) alors ces matrices, dites de masse, sont inversibles.
On peut donc ainsi indifféremment lier By a H, (respectivement E, a Jy) et

inversement.
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1.3.5 Relation entre J; et jf

Pour les besoins de la résolution numérique, il est nécessaire d’avoir I’expression
de la densité de courant J dans Wz sur le maillage dual. En général, on dispose
d’une expression de la densité J dans W2, Dans la suite, on propose une méthode
pour obtenir J a partir de J. Une solution consiste a employer une approche simi-
laire & celle employée pour la discrétisation des lois de comportement basée sur la
conservation de I’énergie. En exprimant de nouveau I’énergie magnétique en fonction

du potentiel vecteur A de W' et que I'on calcule J dans W2, nous avons:

1 1 /1
1t t _ = Lot t
Wiy = 5 /D AJUD =5 | S AW W pdD (1.97)

La matrice de masse M s est alors introduite telle que:

1
Wag = iAgMafJf avec Mg = / wew}dD (1.98)
D
De méme, I’énergie magnétique anag en fonction de A, et J ¢ peut étre écrite sous
la forme:
9 lA ~t
Wiag = 3 o (1.99)

Par identification, la relation donnant J + en fonction de J s est obtenue. On a alors :
J; =M, J; (1.100)

Dans ce cas, Wnlwg et meg sont alors bien égaux. On constate que la matrice M,
n’est pas inversible comme cela été le cas pour les lois de comportement.

Avec les opérateurs discrets ne sont pris en compte que les connectivités et orien-
tations des entités géométriques, ici avec les matrices précédemment définies, la

métrique (taille des éléments, loi de comportement,...) intervient.

1.4 Formulations discrétes des problémes d’électro-
magnétisme

En utilisant les équations de Maxwell discrétisées et les matrices de masse, un
diagramme de Tonti discret peut étre obtenu (fig. 1.12). Celui-ci est la reproduction

dans le domaine discret du diagramme de Tonti associé au domaine continu.
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...........................

maillage dual maillage primal

Fi1G. 1.12 — Diagramme de Tonti Discret

Sur ce diagramme, nous pouvons remarquer que les matrices de masse "font le
lien" entre les suites d’espaces définis sur le maillage primal et le maillage dual.

Dans la suite, en utilisant les matrices d’incidence et de masse, nous développe-
rons les formulations discrétes en potentiels permettant de résoudre des problémes
magnétodynamiques, magnétostatiques et électrocinétiques. Nous nous plagons dans
les mémes conditions qu’au paragraphe 1.2.6. Nous rappelons qu’un domaine conduc-
teur D.., supposé contractile, est contenu dans le domaine D et que la seule source de
champs est constituée d’un inducteur bobiné dont la densité de courant est noté J .
Dans ces conditions, comme dans le domaine continu, la forme locale du théoréme

d’Ampére s’écrit :

RH, = Jing+ J s (1.101)
avec jfind == MZaEav ﬁﬁas == jfs et jfs == Mafst (1102)

avec J sina I’ensemble des flux de la densité de courant induite a travers les facettes
duales de D., Jss 'ensemble des flux de J, a travers les facettes de M et H

I’ensemble des circulations du champ source H, sur les arétes duales.

1.4.1 Discrétisation de la densité de courant

Selon le besoin de la formulation choisie, la densité de courant J est soit discré-

tisée sur le maillage primal ou soit sur le maillage dual. Dans le cas ou I'on souhaite

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

1.4. FORMULATIONS DISCRETES DES PROBLEMES D’ELECTROMAGNETISME 31

avoir la densité de courant sur le maillage dual, la répartition de densité de courant
J s est déterminée sur le maillage primal puis projetée sur le dual par I'intermédiaire
de la matrice M ,y.

Dans la littérature, plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour le calcul de
la densité de courant J pour un inducteur de forme donnée. Cela peut s’effectuer
directement, par 'intermédiaire d’un potentiel ou bien encore par un champ source
H, tel que rot H, = J, [54]. Par cette relation, la densité de courant est impli-
citement conservée. Dans le cas d’un inducteur bobiné de forme simple, la densité
J s peut étre déterminée analytiquement. Pour des inducteurs filaires, la loi de Biot
et Savart peut étre utilisée pour le calcul d'un champ source. Par contre, pour des
inducteurs volumiques, cette méthode s’avére étre inadaptée. Néanmoins, celle-ci
permet de prendre en compte des inducteurs sans les mailler explicitement |29, 40].

Pour d’autres méthodes, un potentiel vecteur est calculé en minimisant la quan-
tité (rot H,— J)? dans un sous-domaine de D par un calcul éléments finis [27, 63].
Celui-ci doit évidemment contenir 'inducteur tout en ne contenant pas de "trou".
Dans le cas d’inducteurs bobinés de forme complexe, la détermination automatique
de ce sous-domaine peut étre difficile a construire, dans ce cas, le calcul de H
s’effectue dans tout le domaine.

Il a aussi été proposé des méthodes ayant recours a une résolution par un calcul
éléments finis d’un probléme d’électrocinétique [57, 58]. En considérant une conduc-
tivité électrique tensorielle, une densité J, a répartition uniforme dans I'inducteur,
peut étre déterminée [44].

D’autre part, il existe des méthodes basées sur des techniques d’arbre pour cal-
culer directement la densité de courant J; et son champ source H ; associé [60]. On

introduit ainsi deux champs de vecteurs tel que:

J, = Ni (1.103)
H,=Ki (1.104)
rot K = N (1.105)

avec i le courant, N défini dans l'inducteur et discrétisé sur W2 et K défini dans
tout le domaine et discrétisé sur W?'. De tels champs sont respectivement obtenus
par une technique d’arbre de facettes et d’arétes. Le développement de ces arbres est
donné en annexe B. La géométrie de I'inducteur est implicitement prise en compte

par IN tel que:

‘n (1.106)
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avec S;,q la section de l'inducteur et n sa normale. Si on considére un domaine D
incluant un inducteur bobiné comme précisé sur la figure 1.13, la répartition de IN

est donnée par la figure 1.14.

D

inducteur

Fi1G. 1.14 — Répartition de N

Fi1G. 1.13 — Ezemple d’inducteur bobiné

Il a été montré que le choix de 'arbre de facettes utilisé pour le calcul de IN
induit des erreurs numériques beaucoup plus faible que celles dues a la discrétisation
[60, 62].

Par une technique d’arbre d’arétes, une infinité de champs K peuvent étre cal-
culés tels que leur rotationnel soit égal a IN. Néanmoins, la répartition du champ
magnétique n’en dépend pas. Les figures 1.15 et 1.16 donnent deux exemples de

champ K sur une surface S du domaine comme précisée sur la figure 1.13.

\f -~
)
= PN
SR
i -
\ /o s
pd = e A
I A T
N J\/\~ //J‘//&lt\
\}{w ‘ %
— WJ,///

FiGc. 1.15 — Ezemple 1 Fi1Gc. 1.16 — Ezemple 2
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1.4.2 Probléme magnétodynamique

Comme dans le domaine continu, deux formulations peuvent étre utilisées pour
résoudre ce type de probléme: la formulation électrique A — ¢ et la formulation
magnétique T' — (). La formulation A — ¢ sera résolue sur le maillage primal et la
formulation T — €2 sur le maillage dual sachant, comme nous l'avons précisé précé-
demment, qu’une inversion est parfaitement envisageable. En pratique, la méthode

des éléments finis conduit a résoudre les deux formulations sur le maillage primal.

Formulation électrique A — ¢
L’expression de I'induction magnétique et du champ électrique, exprimés en fonc-
tion de potentiels dans le domaine continu, restent valables dans le domaine discret.

D’aprés 1.76 et 1.77, celles-ci s’écrivent :

0A,

B;=RA, et E,=—
f=RA, ot B ot

— G, (1.107)

avec A, les circulations sur les arétes primales de A et ¢, les valeurs du potentiel
scalaire électrique ¢ aux noeuds primals de D,.. Pour assurer 'unicité de A,, il est
nécessaire d’introduire une jauge. Une jauge de type A - W = 0 peut étre appliquée
trés simplement si le potentiel vecteur A est décomposé dans 'espace des éléments
d’aréte. Celle-ci peut étre obtenue par une technique d’arbre, un arbre d’arétes
ne formant pas de boucles et reliant tous les noeuds de D, peut étre déterminé.
L’ensemble des arétes de I’arbre ne sont plus considérées comme des degrés de liberté,
la valeur de la circulation de A sur ces arétes est annulée. Par conséquent, le nombre
de degrés de liberté du potentiel A est diminué.

Le systéeme d’équations associé a cette formulation est donné par la discrétisation

des équations 1.38 et 1.39 relatives au domaine continu. Celui-ci s’écrit :

I 0A,

RMY RA, + M,(=" + Gyp,) = 0 (1.108)
- 0A,
DM, (" +Ge,) =0 (1.109)

En utilisant les propriétés des opérateurs discrets 1.80 et 1.81, le systéme devient :

R'M", 'R+ Mga% MG | A, 0
0
GtMZa_ GtMZaG Pn = 0
ot (1.110)
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Le terme de gauche représentant la matrice de raideur n’est pas symétrique. En
utilisant une méthode de discrétisation temporelle appropriée, cette matrice peut
vérifier cette propriété. Le développement de la symétrisation sera donné dans la
suite. La matrice de raideur obtenue n’est pas inversible si I'on n’utilise pas de
jauge. Pour résoudre ce systéeme, des méthodes itératives sont alors utilisées comme
la méthode du gradient conjugué. On montre qu’avec ce type de processus itératif
de résolution, le potentiel vecteur A est implicitement jaugé, le processus est ainsi
convergent [10, 15, 35, 63].

La formulation discréte précédente a un caractére général. En utilisant les ma-
trices d’incidence introduite au 1.3.1.2 avec les fonctions d’interpolation données au
1.3.1.1, nous obtenons la méme formulation donnée par la méthode des éléments
finis et la méthode des résidus pondérés, comme cela est montré en annexe A. Nous
retrouvons donc bien ici le fait que 'utilisation d’un maillage dual est implicite dans

la méthode des éléments finis.

Remarque: La formulation en potentiel vecteur modifié (formulation A*) est une
variante de la formulation A— ). Dans cette derniére, le potentiel scalaire électrique

n’est pas introduit. Le champ électrique est alors fonction de la dérivée du potentiel

0A

a

vecteur magnétique A* (E, = — et By = R A}). Ainsi, le systéme d’équations

associé a cette formulation s’écrit sous la forme:

o DA’
RM", RA; + M2, 5 =0 (1.111)
~ DA
DM, 22 — 1.112
o (1.112)

Le nombre d’inconnues relatif & cette formulation est égal aux degrés de liberté asso-
ciés aux arétes du maillage primal. Celui-ci est alors inférieur au nombre d’inconnues
de la formulation A — ¢. En contre partie, dans la bibliographie, il a été démontré

que la formulation A* converge moins rapidement que la formulation A — .

Formulation magnétique T — ()
L’expression discréte du champ magnétique et de la densité de courant induite

est donnée par:
H,=H, +T,- GQ, (1.113)
J;=R(T,+H,,) (1.114)

avec H, as €t fa les circulations respectives de H, et de T sur les arétes duales et

Q,, les valeurs du potentiel €2 sur les noeuds duaux.
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Le systeme d’équations associé a cette formulation est donné par la discrétisation

des équations 1.44 et 1.45 relatives au domaine continu. Celui-ci s’écrit :

RM%}lﬁfa + gM%(fa — éﬁn) — _RM%;ﬁﬁaS _ QM%HM(LIB)

ot ot
DM! (T, - GR,) = -DM" H,, (1.116)
En utilisant les propriétés des opérateurs discrets 1.81 et 1.82, le systéme devient :
~t i~ 0 0 ~ |~ 1 0 —~
RM°- R+ —-—-M- ——M-G| T, ~-RM° RH,,— —M"H,,
ff + Ot aa ot aa fr ot aa
G M" —_G'MEG| Q.| = ~G'M"H,,

(1.117)

On ne voit apparaitre ici que des grandeurs définies sur le maillage dual dans le
terme de droite (la densité de courant J) ce qui est normal puisque la seule source
de champ est définie sur le maillage dual.

Comme pour la formulation précédente, si on appliquait la méthode des résidus

pondérés, le systéme matriciel obtenu serait semblable a celui donné précédemment.

1.4.3 Probléme magnétostatique

En magnétostatique, la discrétisation du systéme d’équations présenté au 1.2.6.2

s’écrit sous la forme:

RH,=J,, (1.118)
DB; =0 (1.119)
H, = M, By (1.120)

Dans le cas de la formulation A, nous obtenons :
R'MY; RA,=J;, avec B;=RA, (1.121)

Dans le terme de droite apparait une grandeur liée au maillage dual. En utilisant
I’expression 1.102.c, on peut obtenir un systéme ne faisant intervenir que des gran-

deurs liées au maillage primal. Ainsi, le systéme s’écrit :
R'MY; RA,= M, J;, avec B;=RA, (1.122)

Dans le cas de la formulation {2, le systéme & résoudre s’écrit :

~t —~ — — ~ o~

GM.-GQ,=GM"-H, avec H,=H, -G, (1.123)
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1.4.4 Probléme électrocinétique

En électrocinétique, le systéme a résoudre est donné par la discrétisation des

équations présentées en 1.2.6.3.

RE,=0 (1.124)
DJ fing = 0 (1.125)
J fing = M2, E, (1.126)

Dans le cas de la formulation T, le systéme d’équations s’écrit sous la forme:
RM’'RT,=0 avec Jyya=RT, (1.127)
et dans le cas de la formulation ¢:

G'MS.Gp,=0 avec E,=—-Ggp, (1.128)

Remarque: en pratique le terme de droite représentant le vecteur source n’est pas
nul puisque les sources de courant ou de tension sont appliquées par I'intermédiaire
des conditions limites que nous n’avons pas considérées ici mais qui le seront dans

la suite.

1.4.5 Discrétisation temporelle

Dans le cas des formulations magnétodynamiques, en plus d’une discrétisation
spatiale, une discrétisation temporelle doit étre introduite. Elle peut étre réalisée
par la ©-méthode qui est un schéma de discrétisation temporelle [28].

L’intervalle de I’étude a pour durée T, le pas de discrétisation temporel At et
le nombre de pas de temps Np avec Ny = T/At. Dans le cas général, deux fonc-
tions sont considérées, une fonction source ou cause f(t) et une fonction réponse ou
conséquence u(t) telle que:

du(t)
dt

En appliquant la ©-méthode, I’équation différentielle précédente devient :

+ Au(t) = £(1) (1.129)

utn%;utn + @AumH -+ (1 — @)Autn = @fthrl + (1 - Q)ftn (1130)

avec t, = nAt (n € [1,Nr]), © € [0,1] et A une constante. Par cette méthode,
plusieurs types de schéma de discrétisation peuvent étre utilisés, on retrouve selon

la valeur de © des schémas classiques (tableau 1.4).
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© schéma de discrétisation
0 Euler implicite
1/3 Galerkin
1/2 Crank-Nicholson

1 Euler explicite

TAB. 1.4 — Schémas de discrétisation temporelle

Il a été démontré que le schéma de discrétisation est stable quand le parameétre
© est compris entre 0 et 1/2.

Suite a la discrétisation temporelle par la ©-méthode, les différentes matrices de
raideur peuvent étre rendues symétriques. A titre d’exemple, la formulation A-¢ est
développée. En fixant le paramétre © a zéro et en multipliant la derniére ligne de la

matrice par At, le systéme matriciel devient :

_ M? M?
R'M",'R aa M’ G A, Taa gl A,
i Ay aa At
G' M, G'MGAt| ¢, | =| GM 0| o,
tn—i—l

(1{%1)

Dans I'hypothése d'une évolution sinusoidale des champs, les formes fréquen-

tielles des formulations peuvent étre utilisées. Celles-ci sont obtenues en remplacant

le terme — par jw avec w = 27 f et f la fréquence. La formulation A — ¢ dans le

domaine fréquentiel s’écrit :

R'MY, R+ juwM], MG | A, 0
G'M’.G
t o aa —
G Maa ]’LU Pn 0 (1132)

Remarque: Une étude concernant I'estimation de I’erreur numérique en fonction
du pas de discrétisation spatial, du pas de discrétisation temporel et du paramétre
O a été réalisée dans le cas de la magnétostatique. Cette étude n’est pas présentée

mais celle-ci est donnée par [50, 52|.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les différentes étapes nécessaire a la construction du diagramme
de Tonti propre a ’électromagnétisme ont été rappelées.

La discrétisation des équations de Maxwell nécessite deux suites d’espaces dis-
crets qui sont obtenues par deux maillages, un maillage primal et un maillage dual
construit a partir du premier. Cette approche permet de déduire une forme générale
a partir de laquelle on peut retrouver des méthodes classiques de résolution comme
la méthode des éléments finis ou la technique d’intégration finie. Seules, les matrices
de masse qui sont une forme discrétisée des lois de comportement sont différentes
selon la méthode choisie. En conséquence, les formulations en potentiel présentées
dans cette partie restent d’ordre général et peuvent étre appliquées a la méthode des
éléments finis mais aussi a la technique d’intégration finie ou a tout autres schémas

de discrétisation des lois de comportement.
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Chapitre 2

Calcul et imposition de grandeurs

globales

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les différentes formulations en
potentiel dans le cas ol le terme source était constitué d’un seul inducteur bobiné
alimenté en courant.

Ces termes sources peuvent également étre imposés par I'intermédiaire de gran-
deurs globales de type flux magnétique ou électrique (courant) ou de type différence
de potentiel magnétique ou électrique (tension). Ces termes sont alors imposés sur
la frontiére du domaine. Par exemple, si on considére un conducteur massif, on peut
imposer soit le courant qui le traverse! soit la différence de potentiel électrique entre
deux sections? .

Nous proposons donc dans la suite des méthodes qui permettent, dans le cas de
la magnétodynamique, de calculer et d’imposer les grandeurs globales précédentes
et cela pour les deux formulations (A — ¢ et T' — Q). Pour tester les méthodes dé-
veloppées, des exemples académiques et un dispositif expérimental, dont on posséde

des résultats expérimentaux, seront étudiés.

1. on fixe alors le flux de la densité de courant sur les sections du conducteur en contact avec la
frontiére du domaine
2. ces deux sections sont également en contact avec la frontiére du domaine
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2.2 Présentation du systéme

On considére un domaine D contractile contenant un sous domaine D, qui peut
étre conducteur (fig. 2.1). Le domaine D, peut parfaitement étre étendu a tout le
domaine D. Sur la frontiére [' de D, des conditions aux limites homogénes sur les
champs sont imposées. Les deux surfaces extrémes de D. en contact avec I' sont

notées I'! et T'2.

F1G. 2.1 — Définition de D et D,

Dans le domaine D,., on souhaite soit imposer une grandeur de type flux électrique
(courant) ou magnétique, (avec un flux supposé rentrant par I'! et sortant par I'?)
ou soit imposer une différence de potentiel électrique ou magnétique entre I'! et T'2.

On suppose que le domaine D supporte un maillage M, les notations pour les

fonctions de forme et les matrices d’incidence sont celles introduites au chapitre 1.

2.3 Présentation des outils

Dans certaines formulations, les grandeurs globales sont intrinséquement liées
aux potentiels introduits comme par exemple dans le cas de la formulation A — ¢
ou l'imposition d'une tension V' aux bornes de D, revient a imposer la valeur du

1A - 5 1 2 (\/ —
potentiel électrique ¢ sur les frontiéres I'; et I', (V' = ¢|r1—¢|r2). Comme on le verra
par la suite, le calcul ou 'imposition des grandeurs globales nécessite 'introduction
de fonctions scalaires ou vectorielles supplémentaires. Pour ce qui nous intéresse, un

champ de vecteurs K et une fonction scalaire o doivent étre définis.
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2.3.1 Introduction du champ K

L’idée générale est la méme que celle qui a été développée par [60] et utilisée dans
le cadre de la magnétostatique. Simplement, nous étendons son utilisation au cas ot
on cherche & imposer un flux (courant électrique ou flux magnétique) alors qu’avant
celle-ci était restreinte au cas ot on cherchait a imposer la répartition de la densité
de courant dans un inducteur bobiné. Ainsi, les champs IN et K, associés a D,., sont
a définir. Ces champs sont respectivement discrétisés sur W2 et W' comme cela a
été présenté au paragraphe 1.4.1 dans le cas d’'un inducteur bobiné. On rappelle que
leur discrétisation est obtenue par des techniques d’arbres avec les champs N et K

définis dans D (annexe B). Ces champs sont liés par :
N =rotK (2.1)

avec K, vérifiant par ailleurs, des conditions aux limites sur une partie de I' de type
K xn = 0. Cette partie dépendra si on souhaite imposer un flux magnétique ou un

courant. La précédente relation s’exprime aussi sous la forme discréte :
N;=RK, (2.2)

avec N; € W? et K, € W' représentant, respectivement, les flux de IN & travers

les facettes et les circulations de K sur les arétes du maillage primal.

2.3.2 Introduction de la fonction «

On définit une fonction « telle que [47]:

o= Z w, (2.3)

nENF%

avec Npi Pensemble des noeuds de I'} et w, la fonction nodale associée au noeud
n. On constate que la fonction o appartient a W9. Celle-ci est égale a 1 sur '} et
zéro en dehors d’'un domaine D, défini par ’ensemble des éléments contenant au
moins un noeud de I'l. Dans D,, la fonction a varie de maniére continue de 1 sur
la frontiere I'! & 0 sur la frontiere de D,. Dés lors, on peut définir av, le vecteur des
valeurs aux noeuds de a de composantes «,, avec 1 < n < n,,. Les composantes de

«,, sont définies par:

ap, =1 si ne€Nn (2.4)
a, =0 ailleurs (2.5)
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2.4 Formulations magnétodynamiques

Dans cette partie, on traite principalement de l'introduction des grandeurs glo-
bales dans le cas de la formulation magnétodynamique A — . Puis, plus briévement,
dans la formulation T' — €2 sachant que la démarche utilisée pour la seconde formu-

lation est trés similaire & la premiére.

2.4.1 Formulation magnétique A — ¢

Nous allons présenter dans la suite, les méthodes employées pour imposer :

— le courant i & travers les surfaces I'} et T2,

la tension V' aux bornes de D, sur T'! et T'2,

— un flux magnétique @ a travers les surfaces I'} et T2,

— une différence de potentiel magnetique £ aux bornes de D, sur T'! et T'2.

Le domaine D, est supposé conducteur. Son complémentaire D — D, ne ’est pas.

Le potentiel vecteur magnétique A est défini dans tout le domaine D. Le potentiel

scalaire électrique ¢ n’est défini que dans le domaine D..

2.4.1.1 Imposition d’une grandeur électrique

On cherche & imposer une tension V aux bornes de D, entre I'! et T'> ou un
courant ¢ traversant D,.. Les conditions aux limites sur D sont données par la figure
2.2 ol on constate que toutes les frontiéres supportent des conditions aux limites de
type B - n = 0. Ici, comme la conductivité électrique est nulle dans D — D.., aucun
courant électrique ne circule dans ce domaine.

Les valeurs du potentiel scalaire électrique ¢ sont constantes sur I'! et T'? dans
le but d'imposer B - n = 0 sur la frontiére I'. Dés lors, la tension V' correspondant

a la différence de potentiel électrique aux bornes de D, peut étre exprimée par :

V=o

ri — $irz2 (2.6)

avec p|r1 et @[z la valeur de ¢ sur I'} et T'2. En fixant a zéro la valeur de |z,
la tension V' est directement liée a p|r1. Dans ces conditions, le potentiel scalaire

électrique s’écrit :

0= Z Opw, +V Z w, = Z o, + Va (2.7)

n€D:,ng¢l'L ngl'?2 nerl} n€D¢,ngl'l ngl'?2
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B.n=0

F1G. 2.2 — Définition des conditions limites

On voit ici apparaitre naturellement la fonction «. Dans la relation précédente, p,
représente la valeur du potentiel scalaire électrique ¢ au noeud n. Seuls les noeuds
situés a lintérieur de D, ou sur la surface de D, interne & D sont associés a des
inconnues ¢, les autres sont associés a des valeurs nulles sur I' — I'L et & V sur I'..

On définit ainsi ¢!, le vecteur de W tel que ces composantes ¢/, vérifient :

o=, si n¢l et neD, (2.8)
@, =0 si nell ou I'? (2.9)

On a alors sous forme discréte :

$n = Qoln + Van (210)
Dans ces conditions, le vecteur E, des circulations du champ électrique sur les arétes
s’écrit :
0A,
E,=— T G, +Va,) (2.11)

La tension V peut donc facilement étre imposée aux bornes de D.. Le systéme
matriciel se déduit alors de celui présenté dans le chapitre I par ’équation 1.110.
Comme il n’y a pas d’inducteur bobiné, la densité de courant J ;s est donc nulle. Pour
obtenir le systéme matriciel a résoudre, il suffit de remplacer ¢, par son expression
en fonction de ¢] et Ve, dans le systéme 1.110. Dans ces conditions, le terme
de gauche du systéme matriciel reste inchangé, seul le vecteur source est modifié.
Finalement, le systéme résultant de I'imposition d’une tension aux bornes de D,

s’écrit :
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t u71 a o o o
RMj, R+ M;, MG | A, ~M? Ga,,V
0
51 M. G'MG| ¢, = —-G'MGa,V| (2.12)

Dans ce systéme matriciel, le courant ¢ circulant dans le domaine D, n’intervient
pas mais celui-ci peut étre déterminé par une nouvelle relation.

En effectuant un bilan de puissance, on peut écrire que la puissance fournie est
égale a la variation de I’énergie magnétique a laquelle il faut ajouter la puissance dis-
sipée par effet Joule. Cette puissance fournie qui est transmise a travers les frontiéres

du domaine D est égale au produit Vi (annexe C).
0B

Vi= E-J,dD.+ | — -HdD (2.13)
D, D at
0A . -
Comme B =rot A et que E = T grady’ — Vgrada, la relation précédente
s’écrit alors:
0A
Vi= — — - JinadD, — grady' - J;,q.dD,
p. Ot D.
Jrot A
+ / rgt "HdD —V / grada - J,dD, (2.14)
D e

Les champs obtenus dans le domaine discret issus de la méthode des éléments

finis s’appuient sur la méthode des résidus pondérés. On peut alors écrire que:

/ (rot H — J;,q) - AydD =0 (2.15)
D

/ div Jing - pidD. = 0 (2.16)

c

avec A; et ¢} les fonctions tests qui vérifient les mémes conditions aux limites que

les solutions recherchées (A et ¢'):

A;xn=0 sur T (2.17)
¢, =0 sur I} et I? (2.18)

En tenant en compte des conditions aux limites respectées par les champs H et

Jinag sur les frontiéres de D et D., on obtient alors les formulations faibles suivantes :

D D

/ Jina - gradyg,dD,. =0 (2.20)

c
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Ces relations sont bien entendues vérifiées par les solutions du probléme A et ¢’ qui
sont des combinaisons linéaires de fonctions tests lorsque I'on emploie la méthode
de Galerkin. En conséquence, dans la relation 2.14, les trois premiéres intégrales

s’annulent, et on obtient alors:
Vi= —V/ grado - J;,qdD, (2.21)
d’ou
1= —/ gradao - J;,qdD. (2.22)
D.

Le courant ¢ ainsi déterminé permet de satisfaire la loi de conservation de la puis-
sance. Par ailleurs, cette derniére a déja été développée simultanément par P. Dular
[47] qui se base sur une formulation faible et par A. Bossavit [7] qui utilise les pro-
priétés des maillages duaux. En utilisant les matrices de masse, la relation précédente

s’écrit :
i = —J jya(Gay) = —(M3,E,) (Gev,) (2.23)

oi J find, on le rappelle, est I’ensemble des flux de la densité de courant circulant
dans le domaine D, a travers les facettes du maillage dual et E, I’ensemble des cir-
culations du champ électrique sur les arétes primales. Cette relation peut facilement

s'interpréter graphiquement.

facette
duale

F1G. 2.3 — Interprétation géométrique du terme Ga,

Sur la figure 2.3, on considére une surface I'} comportant cinq noeuds {1,2,3,4,5}.

Les composantes du vecteur e, valent donc 1 pour n € {1,2,3,4,5} et 0 ailleurs. Le
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terme G, qui est le gradient de la fonction « est un vecteur dont les termes ga,
sont associés a chacune des arétes du maillage. Ainsi, dans notre exemple, ga, = 0 si
a€{1,2,3,4,5,6,7} et ga, = 1 si a € {8,9,10,11,12}. On constate donc que Gy, est
un vecteur ot les seules composantes non nulles sont celles correspondant aux arétes
dirigées a l'intérieur de D (n’ayant qu’un noeud appartenant a I'}). Si on considére
I’ensemble des facettes duales a ces arétes, elles définissent une surface qui est située
juste en vis & vis de la surface I'L. Si maintenant on considére le produit .ffmd(Gan),
celui-ci représente la somme des flux de J;,q & travers les facettes duales définies

par Ga,, on obtient donc le courant i & travers la surface 'L

Si maintenant on désire imposer le flux d’une densité de courant, noté i et cana-
lisé dans D.. Il suffit alors d’ajouter au systéme précédent 2.12 ’équation 2.23. Le

systéme matriciel résultant s’écrit :

R'MY, R+ %M;‘a M’ G M’ Ga, A, 0
%GtMga G'M’.G  G'MGa, | ¢.| =| 0
%aiGtMga a!G'M?.G o!G'M? Ga,|| V i

(2.24)

La tension V aux bornes du domaine D, entre I'} et I'? devient alors une inconnue

du systeme.

2.4.1.2 Imposition d’'une grandeur magnétique

On souhaite maintenant imposer un flux magnétique ® a travers I'! et I'? (par
contre aucun flux ne traverse la surface I' — I'y — I's) ou une différence de potentiel
magnétique € aux bornes de D, entre I'} et T'2. Pour ce probléme, la perméabilité
n’est pas nulle & l'extérieur de D.. En conséquence, on impose toujours un flux
P a travers I'! et I'> mais cette fois le flux peut s’épanouir dans tout le domaine
contrairement au cas précédent ot le milieu environnant de D, était supposé étre
isolant. Une représentation en 2D de ce phénomeéne est donnée par la figure 2.4.

Les conditions aux limites sur les champs sont toujours homogénes mais ne sont
plus les mémes que précédemment. Sur la figure 2.5, on précise ces conditions sur

les différentes frontiéres de D.
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(Dl / Fcz

T 1»

™
ligne de champ
o) T
Fi1G. 2.4 — Exemple d’épanouissement du champ dans tout le domaine
B.n=0
D -
: K
— HXn=0
A ," - ) bu
’ ".' ’ ] N
e
B.n=0 Hxn=0

Fia. 2.5 — Définition des conditions limites

Pour prendre en compte un flux magnétique @ a travers I'} et I'?) on introduit

un vecteur K®. On rappelle que le vecteur K est défini tel que:
rot K =N avec Kxn=0 sur I} et I? (2.25)

avec IN étant un vecteur vérifiant les propriétés suivantes:

div N =0 (2.26)
N-n=0 sur I —T!-1? (2.27)
N -ndll= | N -ndl?=1 (2.28)

Il r2

Remarque: sion le souhaite on peut réduire le domaine de calcul de N & D, en

imposant les conditions 2.28 et 2.27 sur la surface de D, interne & D, le vecteur IN
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étant alors nul dans D — D..

La construction de K et IN peut s’effectuer a I'aide des techniques évoquées au

chapitre I en 1.4.1. On définit ainsi un potentiel A" comme :
A=A-Ko (2.29)

Ce potentiel A’, contrairement & A, posséde des conditions aux limites homogénes
sur la frontiére ot on impose B-n = 0, c’est a dire A’ x n = 0. On peut donc écrire

A sous la forme discréte:
A, = A; + K, (2.30)

Dans ces conditions, avec les notations présentées au chapitre I, les nouvelles

définitions de By et de E, s’écrivent alors:

B;=R(A, + K,?) (2.31)
0A!  OK®
Ea = — ot - 7 - G(Pn (232)

Un flux ® a travers I'} et I'? peut donc étre imposé facilement. En se basant une
nouvelle fois sur le systéme matriciel 1.110, en utilisant la relation 2.30, le systéme
résultant de 'imposition d’un flux peut étre obtenu. Le terme source est alors associé

au flux ® et on obtient le systéme:

-1 a -1 a
t o o t o
R'Mj; R+ o.M, MG | A, ~R'M}; RK,® - M K,®
—8 G'M? G'M° G| ¢ = __8 G'M° K,®
at aa aa n at aa a

(2.33)

Dans ce systéme matriciel, la différence de potentiel magnétique € aux bornes de
D, entre T'! et T'? n’intervient pas. Celle-ci peut étre déterminée par une équation
supplémentaire. En effectuant un bilan de puissance comme précédemment, on peut
déterminer une expression de la différence de potentiel magnétique. En se basant
sur la méthode des résidus pondérés qui est employée pour résoudre le probléme, on

a .

/ (rot H — J j5,q) - AydD =0 (2.34)
D

/ div J ing - oidD,. =0 (2.35)
D
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avec comme conditions aux limites:
Axn=0 sur I'—T!-T? (2.36)

Le bilan de puissance nous donne par ailleurs:

dd 0B
— = E-J;,.,dD — - HdD 2.
“dt /D JinadDet | ot 20
A ddPK
- _ 8_ T ingdD, — grady - J,q.dD,. — / —— - Jinqd D,
DC at Dc Dc dt
tA ddrot K
+/37’04.Hdp+/L.HdD (2.38)
p Ot D dt

La forme faible des relations 2.34 et 2.35, en utilisant les conditions aux limites

vérifiées par les champs, est donnée par:
/ H -rot A;dD — / Jing - AsdD =0 (2.39)
D D

/ Jing - gradpdD,. =0 (2.40)
Dans le cas otl on applique la méthode de Galerkin, les solutions A’ et ¢ vérifient les
relations précédentes. Dans ces conditions, & partir de la relation 2.38, la différence

de potentiel magnétique € s’écrit :
€= / N-HdD—/ K - J;qdD (2.41)
D D

Par cette équation, la différence de potentiel magnétique e entre T'! et T'? peut étre
calculée. Une relation similaire a été proposée par P. Dular dans le cas ol le vecteur
K est une "coupure" [45]. Ici nous la généralisons a tout type de vecteur K vérifiant
les propriétés citées précédemment.

Dans le domaine discret, en utilisant les matrices de masse, cette derniére est

égale a:
c=H,N;—J;,.K.= (M", B))'N; — (M,E,)'K, (2.42)

Dans ces conditions, pour imposer une différence de potentiel magnétique € aux
bornes du domaine D., la relation précédente 2.42 est alors ajoutée au systéme
matriciel 2.33, ® devient alors une inconnue. Le systéme résultant de I'imposition
de € s’écrit alors:

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



© 2012 Tous droits réservés.

These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

50 CHAPITRE 2. CALCUL ET IMPOSITION DE GRANDEURS GLOBALES

R'M" 'R+ %M;‘a M°.G At Al 0
%GtMga G'M’,G %Bt e, | =] 0
B o o .| (243)
A=K!R'M" R+ %K@Mga B=K!M?G
C=K.R'M", RK, + %KZMZQKG

2.4.1.3 Synthése

Le tableau 2.1 présente une syntheése de ’expression des champs et des méthodes

employées pour l'imposition de grandeurs globales dans le cas de la formulation

A —op.

Grandeur électrique

Grandeur magnétique

0A 0A! 0K
E ion de E, E,=—2-G(¢ v E,=————-G
xpression de gy (), + V) 5 5 @,
Expression de By B;=RA, B;=R(A, + K,?)
1 iImposé V imposée| P imposé € imposée
Méthode ajout d'une équation:| on fixe V | on fixe &| ajout d’une équation:

i=—-(Mi.E.) (Goy)

g = (M!fll‘; Bf)th

_(MgaEa)tKa

TAB. 2.1 — Méthodes utilisées pour l'imposition des grandeurs globales dans la for-

mulation A —

On note que le vecteur K ,® introduit dans la définition de I'induction magné-

tique est lié au flux circulant dans le domaine D et que le terme a,,V est associé

a la différence de potentiel électrique. Par conséquent, chaque grandeur globale est

associée a un vecteur qui est ici, suivant le cas considéré, K, ou a,.
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A partir des formulations magnétodynamiques A — développées précédemment,
il est possible d’obtenir la formulation électrocinétique en potentiel scalaire ¢ a
courant ou tension imposée par une démarche similaire ou bien encore la formulation
magnétostatique en potentiel vecteur A a flux magnétique ou force magnétomotrice

imposée.

2.4.2 Formulation magnétique T — ()

Pour garder les notations introduites au chapitre I, nous supposons toujours que
le probléme est résolu sur le maillage dual. Par conséquent, les fonctions K et a sont
a définir sur ce méme maillage. Néanmoins, on rappelle que, généralement, dans le
cas de la méthode des éléments finis, cette formulation est résolue sur le maillage
primal.

Comme le potentiel vecteur électrique T est nul a 'extérieur du domaine D, et
que T x n = 0 sur la frontiére I',, la densité de courant est nulle & 'extérieur de
D. (cf remarque du paragraphe 2.4.1.2). Comme D, est non simplement connexe,
on introduit alors, comme pour un inducteur bobiné, un champ Ki de W' qui se
décline en vecteur K, ot de W, Celui-ci peut étre défini dans un sous domaine de D
simplement connexe contenant D.. Dans ces conditions, le champ magnétique et la

densité de courant induite s’écrivent :
H,=K,+T,-GQ, (2.44)
T fing = R(T, + K 4i) (2.45)

De part I’expression du champ magnétique, un courant i circulant, dans le do-
maine D., peut donc étre imposé naturellement. Le systéme matriciel résultant de
cette imposition est similaire & celui donné par 1.117 dans le cas d’un inducteur bo-
biné alimenté en courant. Les deux systémes sont similaires, car les termes sources
sont de méme nature, ils s’écrivent sous la méme forme K, al-

La tension V' aux bornes de D, n’intervient pas dans le systéeme matriciel 1.117.
Celle-ci est déterminée par une relation supplémentaire qui se base sur la loi de
Faraday et utilise le champ de vecteur K [46, 61]. On montre que la tension V/
s’écrit :

vz/ E.NchJr/ 9B  kap (2.46)
D. D 3t

Sous forme discréte, celle-ci devient égale a:
(M H,)

K 2.4
5 “ (2.47)

t NT 8B’}~ e i tNT
V:EaNf_l_WKa:(Mﬁ med) Nf—l—
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Alinsi, pour imposer une tension aux bornes de D, la relation précédente est ajoutée
au systéme matriciel 1.117. Dans ce cas le courant ¢ circulant dans D, est alors une
inconnue du probléme.

Pour imposer une différence de potentiel magnétique € aux bornes de D, il suffit

d’introduire la fonction « (i.e. sous la forme discréte av,) et d’écrire:

Q= > Qi +ed (2.48)
neDng¢ll ngl2
La différence de potentiel magnétique € peut naturellement étre fixée. Pour calculer

le flux @ traversant D., on utilise, par analogie avec la relation 2.23, ’équation

suivante :
¢ = —BY(Ga,) = —(M% H,)' (Ga,) (2.49)

Pour imposer un flux @, il suffit d’ajouter I’équation précédente au systéme, la dif-

férence de potentiel magnétique devenant alors une inconnue.

Le tableau 2.2 synthétise I’ensemble des expressions des champs ainsi que les
méthodes utilisées pour le calcul et I'imposition des grandeurs globales dans le cas

de la formulation T' — €.

Grandeur électrique Grandeur magnétique
Expression de ﬁa ﬁa = ﬁai + IN“; — CN}TNZ” ﬁa = IN“@ — CN}’(KNZ; + a,e)
Expression de J Find J find = R(f(f ol + f;) J Find = Rfa
7 imposé V' imposée ® imposé € imposée
Méthode on fixe 7| ajout d’une équation:| ajout d'une équation : on fixe e
V= (M% Jpina)' Ny ® = —(M%H,) (Gav,)
O(M"™H,)" —
[ it

TAB. 2.2 — Méthodes utilisées pour ['imposition des grandeurs globales dans la for-
mulation T — )
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2.5 Exemple magnétodynamique a courant et ten-

sion imposée

2.5.1 Présentation du systéme

Nous considérons, comme exemple de validation des méthodes d’imposition de
grandeurs globales électriques, un conducteur massif formé de deux parties droites
et une autre hélicoidale, le tout enfermé dans une boite d’air [51]. La perméabilité
magnétique du conducteur est identique a celle de l'air. La résistivité électrique est
fixée a 1,27.1078Q/m. Une vue en 3D du conducteur massif est donnée sur la figure
2.6.

SNAVAYAVAVAVAV, v,

VAVAAVAv e
RRIRRAROOAR
AYEY,Y

Ay

F1G. 2.6 — Présentation du systéeme

Les dimensions du systéme sont précisées sur les figures 2.7 et 2.8.

SANATANAY
s 5%%':“ KRR
\VAVAY I
LY

i
KRR
LORRIN

A 5
AYAY) 2
AVAI\%AQ A

0
LE00

F1G. 2.7 — Vue de face FiG. 2.8 — Vue de haut

Deux maillages constitués de tétraédres ont été utilisés (M1: 3612 noeuds et
20436 éléments, M2: 20179 noeuds et 116906 éléments). Pour les deux formulations

magnétodynamiques, le conducteur massif sera, tout d’abord, alimenté en courant
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puis en tension. Pour le premier type d’alimentation, une évolution sinusoidale du
courant d’amplitude égale & 3,14A est appliquée au conducteur massif avec deux
fréquences d’alimentation (50Hz et 1kHz). L’intervalle de temps de 'étude est fixée
a deux périodes avec 25 pas de temps de discrétisation par période. Pour le deuxiéme
type d’alimentation, les tensions obtenues par les deux formulations dans le cas d'une
alimentation en courant sont appliquées aux bornes du conducteur massif. Dans ces
conditions, I’amplitude du courant calculé lors d'une alimentation en tension devrait
étre égale a 3,14A.

Comme nous 'avons précisé précédemment, il est nécessaire de déterminer deux
fonctions a et K pour imposer le courant ou la tension dans les deux formulations.
On rappelle que la fonction scalaire a est décomposée dans l'espace des éléments
nodaux et que celle-ci vaut 1 aux noeuds situés sur une section du conducteur placé
sur la frontiére du domaine d’étude T'! et 0 ailleurs. Cette fonction est non nulle sur
le domaine D,, regroupant I’ensemble des éléments ayant au moins un noeud sur I'}

(fig. 2.9).

%E\ D,

FiG. 2.9 — Définition du domaine D,,

La figure 2.10 présente la distribution du champ de vecteurs K associée au
conducteur massif dans un plan de coupe précisé a la figure 2.8.

On constate que cette distribution est éloignée du champ magnétique que 1’'on
cherche a calculer. En revanche, ce champ vérifie le théoréme d’Ampére a 'extérieur
du conducteur si celui-ci est parcouru par un courant ¢ de 1A. On voit ainsi des
zones liant les conducteurs ot K est non nul. Ces zones n’ont pas a étre définies par
I'utilisateur, celles-ci apparaissent automatiquement avec la méthode de construction

retenue faisant appel & des techniques d’arbres d’arétes et de facettes.
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Fic. 2.10 — Distribution de K

2.5.2 Formulation A — ¢

Pour imposer le courant dans la formulation A — ¢, on utilise le systéme matriciel
2.24. Dans ces conditions, I’évolution de la tension en fonction du temps est donnée,

pour les deux maillages et pour les deux fréquences, respectivement sur les figures

2.11 et 2.12.
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§ 1 //-\\ /v\,\ E . /—\ M2
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F1G. 2.11 — FEvolution de la tension obte-

F1G. 2.12 — Evolution de la tens: bte-
nue par la formulation A —¢ avec f[=50Hz pOTUEIOT G A tenson 0ee

nue par la formulation A —p avec f=1kHz

Pour une fréquence de 50Hz, le conducteur se comporte pratiquement comme
une résistance, le déphasage de la tension par rapport au courant est trés faible. En
revanche, pour une fréquence de 1kHz, le déphasage est de 35 degrés et 'amplitude
de la tension augmente. L’impédance du conducteur augmente a cause des effets de

peau et de proximité mais également a cause de l'effet inductif.
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Pour la formulation A — ¢ & tension imposée, il suffit d’appliquer les conditions
limites adéquat sur le potentiel scalaire ¢, le systéme matriciel 2.12 est alors utilisé.
On impose a chaque pas de temps, la valeur de tension obtenue lors de la résolution
précédente & courant imposé. On obtient comme cela était prévisible un courant

sinusoidal d’'une amplitude égal a 3,14 A.

Pour une fréquence d’alimentation de 50Hz, les figures 2.13 et 2.14 présentent
la répartition de la densité de courant & la surface du conducteur massif et dans le
plan de coupe (fig. 2.8).
3. 06D+05

y 2.96D+05

2. 86D+05
‘ ’2,77D+05_

2. 67D+05|]

' . 2. 57D+05|]
‘ .2,4SD+05

2.38D+05|]

2.28D+05

2. 19D+0E

2. 09D+05

Fi1G. 2.14 — Répartition de la densité de
courant J dans le plan de coupe f=50Hz
et a t=T/4

Fi1G. 2.13 — Répartition de la densité de J
en surface a f=50Hz et a t=T//

A cette fréquence, la densité de courant est uniforme dans les deux parties droites
du conducteur. Dans la partie hélicoidale, celle-ci est plus importante a 'intérieur de
I’hélice qu’a l'extérieur de maniére & "raccourcir" le parcours du courant. Pour cette
fréquence, l'effet dynamique due a la variation temporelle n’est pas prédominant
(voir inexistant). Dans ces conditions, une formulation électrocinétique aurait pu
étre utilisée pour calculer la répartition de la densité de courant.

Les figures 2.13 et 2.14 présentent la répartition de la densité de courant pour
une fréquence d’alimentation de 1kHz.

A cette fréquence, I'effet de peau est nettement visible dans les parties droites du
conducteur. Dans le plan de coupe, l'effet de proximité apparait aussi visiblement.
L’amplitude de la densité de courant dans le conducteur est plus élevée dans la
zone proche des conducteurs voisins. Cet effet représente donc I'influence du champ
magnétique produit par une partie du conducteur sur la distribution de la densité

de courant.
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Fi1G. 2.15 — Répartition de J en surface &  FI1G. 2.16 — Répartition de J dans le plan
f=1kHz et a t=T// de coupe & f=1kHz et a t=T/}

Remarque: sile méme conducteur était rectiligne, on ne verrait apparaitre que
Ieffet de peau. La partie réelle de I'impédance (résistance du conducteur) serait alors
plus faible par rapport au conducteur hélicoidal puisqu’il n’y aurait pas d’effet de
proximité.

Le tableau 2.3 présente une synthése des résultats obtenus pour les deux maillages,
les amplitudes de la tension et du courant sont données pour une fréquence de 50Hz.
Dans le cas d’'une alimentation en courant, l’équation 2.23 est ajoutée au systéme
matriciel et donc une inconnue. Le nombre de termes de la ligne résultante est faible
car seuls les noeuds appartenant a I'! correspondent & des termes non nuls. Par
conséquent, la taille des matrices et les temps de calcul obtenus pour les deux types
d’alimentation sont similaires. Un calculateur 2GHz INTEL XEON a été utilisé pour

I’ensemble des simulations numériques.

2.5.3 Formulation T — )

L’alimentation a courant imposé s’effectue de maniére simple, le courant appa-
raissant naturellement comme un terme source dans la formulation T — €2 (systéme
matriciel 1.117). L’évolution de la tension en fonction du temps, dans le cas d’une
alimentation en courant, est représentée, pour les deux maillages et pour les deux
fréquences, sur les figures 2.17 et 2.18. La tension a été calculée en postraitement
une fois le probléme résolu en appliquant la relation 2.47

Les courbes obtenues par cette formulation sont trés similaires a celles données

avec la formulation A — .
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Maillage M1 M2
Alimentation courant tension | courant tension
Inconnues 21934 21933 125038 125037

Termes non nuls de

la matrice de raideur 228158 228049 | 1300172 1299861
Nombre d’itérations
Moyen du ICCG 749 680 1929 1771
Temps de calcul (min) 12 9 222 188
Vinaz(mV) 1,05 1,02
imaz(A) 3,14 3,14

TAB. 2.3 — Pour la formulation A — @ ; parameétres et résultats du calcul avec une

fréquence de 50H z

(mV)_

—_
1

tension

(=)

W
T~

\:-}

T
T~
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0,5 \\\-/

-1,5 -

Fi1G. 2.17 — Fvolution de la tension obte-
nue par la formulation T — ) avec f[=50Hz
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F1G. 2.18 — Evolution de la tension obte-
nue par la formulation T — ) avec f=1kHz

Dans le tableau 2.4, sont regroupés les résultats obtenus avec les deux maillages

pour une fréquence de 50H z. Les résultats sont cohérents dans le cas d’une alimenta-

tion en tension puisqu’on retrouve bien un courant d’amplitude 3,14A. Avec ce type

d’alimentation, il a été nécessaire d’ajouter I’équation 2.47 au systéme matriciel.

Comparé au cas de la formulation A — ¢, on constate une augmentation importante

du temps de calcul quand on ajoute une équation au systéme. La ligne ajoutée dans

le systéme matriciel est pratiquement pleine car le vecteur K est défini dans tout le

© 2012 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

2.5. EXEMPLE MAGNETODYNAMIQUE A COURANT ET TENSION IMPOSEE 59

domaine ce qui & pour effet un accroissement important du nombre de termes non

nuls dans la matrice de 'ordre du nombre d’inconnues.

Maillage M1 M2
Alimentation courant tension | courant tension
Inconnues 7641 7642 50305 50306

Termes non nuls de
la matrice de raideur 80665 88307 580484 630790

Nombre d’itérations

moyen du ICCG 130 147 300 350

Temps de calcul (min) 2 3,5 17 25
Vinae(mV) 0,928 0,987

max(A) 3,14 3,14

TAB. 2.4 — Pour la formulation T — €} ; paramétres et résultats du calcul avec une
fréquence de 50H z

2.5.4 Syntheése

Pour I'exemple étudié, les deux formulations magnétodynamiques donnent des
résultats similaires (courant, tension, ...) mais la formulation T' — ) s’avére étre
la plus rapide. De plus, en réduisant le domaine de définition de K, le temps de
calcul, & tension imposée, peut étre diminué. La réduction du domaine du vecteur
K peut étre obtenue en définissant un domaine Dg simplement connexe incluant le
conducteur. On impose alors des conditions aux limites de type K x n = 0 sur les
surfaces de Dy et les circulations de K a 'extérieur de Dy sont annulées. On calcule
ensuite le vecteur K par la technique d’arbre présenté en annexe B. La détermination
d’un domaine Dg introduit alors une étape supplémentaire pour l'utilisateur dans
la définition du probléme et aussi et surtout des compétences supplémentaires en
topologie. Un exemple de domaine Dk est donné par la figure 2.19 dans un cas en
2D.
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Q conducteur
Q—p

F1G. 2.19 — Définition d’un domaine Dy

2.6 Exemple magnétostatique a flux magnétique et

force magnétomotrice imposée

2.6.1 Présentation du systéme

L’exemple étudié est constitué d’'un domaine D en forme de "fer & cheval" ou
I’on se propose d’imposer un flux a 'intérieur ou une différence de potentiel magné-
tique & ces bornes. Ici, nous résolvons les équations de Maxwell dans le cas de la

magnétostatique. Les dimensions sont précisées sur la figure 2.20.

F1G. 2.20 — Présentation du systéme

On considére un flux magnétique ® entrant par I'. et sortant par I'? et une
différence de potentiel magnétique € entre ces deux surfaces. Des conditions aux
limites de type B - = 0 sont imposées sur les autres frontiéres de D. La perméa-
biblité magnétique relative est fixée a 1000. Le maillage est constitué d’éléments
tétraédriques avec 5842 noeuds et 24312 éléments. Dans un premier temps, les deux
formulations magnétostatiques a flux magnétique ® et a force magnétomotrice e
imposées sont comparées. Dans un second temps, 'influence du champ de vecteurs

K sur la convergence du gradient conjugué sera étudiée pour la formulation A.
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2.6.2 Comparaison des deux formulations

On applique, dans un premier temps, un flux magnétique de 1uWb, puis les
différences de potentiel magnétique obtenues seront utilisées comme terme source
dans les deux formulations. Les répartitions de I'induction magnétique obtenue avec
les deux formulations étant trés proche, nous ne présentons que celle calculée avec
la formulation A a flux imposé (fig. 2.21).

47D- 014

.21D-01Y

. 95D- 014

69D- 014

. 43D- 01

. 17D-01

w » EN » EN [ 4] [ o (0] o

.91D—OF

F1G. 2.21 — Répartition du module de linduction B obtenue par la formulation A

L’induction magnétique est uniforme dans les parties droites. En revanche, dans
le coude, celle-ci est naturellement plus importante & I'intérieur qu’a l'extérieur. Le
tableau 2.5 présente une comparaison des résultats des deux formulations en fonction

de différents paramétres.

Formulation A Q
Imposition P € P €
Inconnues 23795 23796 5696 5695

Termes non nuls 180652 204448 | 38391 38325
Temps de calcul (s) 114 35 8 7,8
e(At) 7,281 7,287
O(uWb) 1 1

TAB. 2.5 — Comparaison des parameétres de calcul et des résultats pour les deux
formulations

Comme pour les formulations en magnétodynamique, le fait d’ajouter une équa-
tion au systéme matriciel implique une augmentation du nombre de termes non nuls
et des temps de calcul. Cet accroissement est plus important avec la formulation A

ol on utilise le champ de vecteurs K défini dans tout le domaine. L’augmentation
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de la taille de la matrice est plus importante avec cette formulation que pour la
formulation €2 ou le flux est imposé. Dans ce dernier cas, on utilise la relation 2.49
ot la fonction « est définie dans un domaine réduit contrairement au champ K qui
est défini sur tout le domaine.

Il a été démontré que dans le cas d’'un probléme magnétostatique, les énergies
magnétiques WA et W obtenues respectivement par les formulations A et Q

encadrent la solution exacte WS [34].

Wa <We <Ww2 (2.50)
Si on impose le flux magnétique ® dans les deux formulations, on a alors:
e <e® (2.51)

avec e et € les différences de potentiel magnétique calculées par les formulations

A et Q. Cette remarque est bien vérifiée dans le tableau 2.5.

2.6.3 Etude de I'influence du champ K sur la convergence

Il existe une infinité de champs K qui peuvent étre utilisés pour imposer un flux
dans la formulation A. Dans la suite, nous comparons I'influence de la distribution
de ce champ sur la convergence du gradient conjugué.

Dans le cas de la formulation A, le champ obtenu par une technique d’arbres est
noté K7, celui-ci est défini dans tout le domaine. Ce domaine, ou K est non nul,
peut étre restreint par des conditions aux limites adéquates comme cela a été signalé
précédemment. Ainsi, on peut réduire le domaine de définition du champ K & un
ensemble d’arétes sur la surface du domaine D tel que la somme des circulations le
long d’une boucle autour de D soit égale au flux et tel que la somme des circulations
sur chaque facette appartenant & la frontiére soit égale a zéro pour conserver une
divergence nulle. Dans notre exemple, on considére ainsi deux champs, K et K.
Le premier K a son domaine de définition situé sur la surface intérieure du "fer a
cheval" et le second K sur la surface extérieure. La figure 2.22 présente la technique
de construction de K. Un ensemble d’arétes sur lesquelles la circulation de K
est non nulle est ainsi défini [47, 59].

Les répartitions spatiales de K et K sont respectivement données par les
figures 2.23 et 2.24. On vérifie bien qu’elles sont trés "localisées".

La convergence, en fonction des différents types de champ K, est étudiée avec les

deux techniques utilisées pour imposer des grandeurs globales (le flux qui s’impose

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

2.6. EXEMPLE MAGNETOSTATIQUE A FLUX MAGNETIQUE ET FORCE MAGNETOMOTRICE IMPOSEE!

surface ou la circulation de
K n’est pas nulle sur les arétes

; aréte facette

F1G. 2.22 — Construction de K.

Fic. 2.23 — Répartition de K F1G. 2.24 — Répartition de K

naturellement et la différence de potentiel magnétique qui est imposée en ajoutant
une équation supplémentaire). Quelque soit le type d’alimentation, les résultats issus
des trois champs de vecteurs K2, K et K sont naturellement égaux. Les figures
2.25 et 2.26 présentent respectivement 1’évolution du logarithme de I’erreur en fonc-
tion des itérations du gradient conjugué a flux magnétique et force magnétomotrice
imposés ceci pour les trois champs de vecteurs K p, K et K.

A flux magnétique imposé, la convergence la plus rapide est obtenue par les
deux champs K¢ et K. Dans les trois systémes matriciels issus de K, K et
K la matrice de raideur est la méme, seul le terme source est affecté. On rappelle
que celui-ci est égal &: —R'M ’;;IRK «®. Dans une formulation A a différence de
potentiel magnétique imposée, on ajoute une équation au systéme. On constate que
la convergence est la plus rapide avec K. De plus un écart apparait entre les
évolutions de Perreur par K et K. Avec K, I'inconnue ® est associée & un
plus grand nombre d’éléments contrairement a K et K ou seuls les éléments en
contact avec des arétes dont la circulation de K et K est non nulle sollicitent

I'inconnue ®.
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Fic. 2.26 — Convergence du gradient

Fic. 2.25 — Convergence du gradient RN ) oY i
conjugué a force magnétomotrice imposée

conjugué a flux magnétique imposé

2.6.4 Synthése

Pour I'exemple étudié, les deux formulations magnétostatiques donnent des ré-
sultats trés proches quelque soit le type de grandeur magnétique imposée.

Dans le cas de la formulation A, ’étude de la convergence du gradient conjugué
a montré que la répartition spatiale de K a une légére influence sur la convergence

du gradient conjugué mais pas sur le résultat.

2.7 Couplage d’'un modéle élément finis avec un cir-

cuit magnétique extérieur

On considére un systéme magnétostatique ot un couplage d’un modéle élément
finis avec un circuit magnétique équivalent a été réalisé a l'aide des relations per-

mettant de calculer les grandeurs globales [45].

2.7.1 Présentation du dispositif étudié

Le dispositif est composé de trois dents ferromagnétiques dont une est en regard
par rapport aux autres. La perméabilité relative des dents est fixée a 1000. Les
figures 2.27 et 2.28 présentent la géométrie et les dimensions des dents. Le domaine
d’étude D de frontiére I' est formé des trois dents enfermées dans une boite d’air (fig.

2.29). Le maillage est composé de 85681 éléments tétraeédriques et de 16201 noeuds.
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LS 6 25
20
0,3
15
6 8 6
F1G. 2.27 — Géométrie des dents - vue de F1G. 2.28 — Géométrie des dents - vue de
face (mm) coté (mm)

Les trois surfaces des dents en contact avec la frontiére I') et ayant des conditions

aux limites de type H X n = 0, sont notées 'y, ['s et I's.

air

Fi1G. 2.30 — Couplage du modéle élément
F1G. 2.29 — Modele numérique finis avec le circuit magnétique équivalent

Les conditions aux limites du domaine D sont donc les suivantes:

Hxn=0 sur I';, T'y et I} (2.52)
B -n=0 sur F—Fl—FQ—Fg (253)

Le circuit magnétique équivalent décrivant le fonctionnement du systéme exté-

rieur couplé au modéle élément finis est donné sur la figure 2.30. Il est constitué d’une
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force magnétomotrice ni et de deux réluctances Ry et Rz (avec Ry = 227000H !
et Ry = 294000H 1). Les flux magnétiques traversant les surfaces I'y, T'y et T's sont
respectivement notées &1, @, et ®3. Les différences de potentiel magnétique entre
I'y et I'y et entre I'y et I'3 sont notées e et 3.

Dans la suite, on présente les deux formulations magnétostatiques couplées avec

le circuit magnétique dans le cas ou le terme ni est imposé.

2.7.2 Couplage avec la formulation en potentiel scalaire

Compte tenu des conditions aux limites sur I'y, I'; et I's, en prenant le potentiel

magnétique sur I'y comme référence, on pose:

Q=0 sur Iy (2.54)
Q= g9 Sur FQ (255)
Q=¢e3 sur I'y (2.56)

En reprenant les notations introduites précédemment, le potentiel scalaire magné-

tique €2 s’écrit sous forme discréte :

Q,, = U, + 2280, + 500, (2.57)

avec Qu,, (resp. @) le vecteur des composantes de la fonction scalaire oy (resp.
a3) définie par la surface T'y (resp. I's). En utilisant ces fonctions scalaires, les flux

magnétiques ®, et &3 s’écrivent :

Oy = —(M%H,) (G&y,) (2.58)

aa

@y = (M, H,)' (G&,,) (2.59)

Pour réaliser le couplage du modeéle élément finis avec le circuit magnétique

extérieur, on utilise les deux relations relatives au circuit, qui s’écrivent :

ne = &g + RQCI)Q (260)
ni = €3+ R3¢)3 (261)
Dans ces conditions, les termes e5, €3, ®5 et ®3 sont des inconnues du probléme.
Finalement, le systéme a résoudre est constitué des relations 1.123, 2.58 et 2.59 et

des deux équations de couplage 2.60 et 2.61. Ainsi, le systéme matriciel & résoudre

s’écrit :
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G MG G M" Ga,, G M" Ga,, o o 0
& &'mM-¢ &,GM-Ga, & ,GM-Ga, 1 0| = 0
a GM-G &, GM-Ga, &,GM-Ga, 0 1| | =| 0

0 1 0 Ry 0 P, ni
0 0 1 0 Rs| @ ni
(2.62)

2.7.3 Couplage avec la formulation en potentiel vecteur

Dans le cas de la formulation A, deux sous domaines, Dy et D3 supports de
champs N relatif aux flux ®, et &3, sont a définir. On note N5 le champ associé au

sous domaine Dy et N3 le champ associé au sous domaine D3 qui vérifient :

divNy =0 sur Dy et divNg=0 sur Dj (2.63)
Ny, ndl = | N, -ndl =1 (2.64)
F12 1—‘22
F13 F23
NQZO sur D-Dg et N3:0 sur D-Dg (266)

Les frontiéres de D, doivent contenir impérativement une partie plus ou moins
importante des surfaces I'y et I'y et les frontiéres de D3 une partie des surfaces
I'; et I'3. La figure 2.31 présente les sous domaines Dy et Ds.

En reprenant les notations introduites précédemment, le potentiel vecteur ma-

gnétique A s’écrit sous forme discréte :

A, =A + K, P+ K, ;3 (2.67)
En utilisant les champs N, et N3, les différences de potentiels €5 et 3 s’écrivent :
e = (M, By)'Ny, (2.68)
-1
£z = (Ml;f Bf)thg (269)

Comme pour la formulation €2, les termes eg, €3, @5 et $3 sont des inconnues
du probléme. Le systéme a résoudre est constitué des relations 1.122, 2.68 et 2.69
et des deux équations de couplage 2.60 et 2.61 introduites par le circuit magnétique

extérieur.
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F1a. 2.31 — Définition des sous domaines Dy et Ds

Finalement, le systéme matriciel s’écrit :

R'M','R R'M"; RK,, R'M''RK, 0 0| A 0
K! R'M},R K. RM! RK, K., RM RK, -1 0| & 0
K'R'M},R K. RM' RK, K. RM) RK, 0 -1| &| = 0

-1 —ni

0 -1 0 T 0| = 7

0 0 -1 0 % 3 %:f
(2.70)

2.7.4 Reésultats

La force magnétomotrice ni constitue le terme source du systéme couplé. La
valeur de cette derniére est fixée a 500A. La figure 2.32 présente la répartition de
I'induction magnétique obtenue par la formulation A dans les conditions précédem-
ment présentées.

Le tableau 2.6 présente ’ensemble des grandeurs obtenues par les deux formula-

tions magnétostatiques couplés avec le circuit externe.
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F1G. 2.32 — Répartition de B dans un plan de coupe

Formulation A Q
Dy (LIVD) 120 114
O3 (uVb) 145 138

g9(A) 472 474
e3(A) 457 459

TAB. 2.6 — Comparaison des deuz formulations magnétostatiques couplées avec un

circuit externe

D’une part, les résultats obtenus par les deux formulations magnétostatiques sont

trés proches. D’autre part, des calculs ont été menés en utilisant une autre approche

[45] qui conduit également & des résultats sensiblement équivalent.

En utilisant les notations et les outils développés dans ce chapitre, cette étude

a montrée qu’un couplage entre un modéle élément finis et un circuit magnétique

équivalent peut étre réalisé de maniére simple.

2.8 Influence, sur les pertes dans les conducteurs,

de I’épanouissement du champ dans ’entrefer

Dans les systémes électrotechniques travaillant a haute fréquence, la répartition

de la densité de courant, circulant dans les bobinages, n’est pas uniforme. Aussi, le
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modeéle de type "inducteur bobiné" ou un seul milieu représente le bobinage traversé
par une densité uniforme de courant et supposée homogéne n’est plus valable. Plu-
sieurs phénomeénes sont a prendre en compte. Ainsi, on trouve l'effet de peau, I'effet
de proximité (influence du champ créé par un conducteur sur le comportement de
ces voisins) et l'effet d’épanouissement du champ au niveau d’un entrefer.

Dans ce paragraphe, on se propose de mettre en évidence ’ensemble de ces
effets en étudiant 1’évolution de I'impédance d’une bobine, celle-ci étant placée ou
non dans un circuit magnétique, en fonction de la fréquence et de la hauteur de

I'entrefer. Cette étude fera I'objet d’une comparaison simulation/expérience.

2.8.1 Présentation des dispositifs

On considére un bobinage constitué de 18 spires, le conducteur utilisé est en
cuivre de diamétre Imm (fig. 2.33). On peut associer a ce bobinage un circuit ma-
gnétique en ferrite de type EDT34 (fig. 2.34). Ce circuit magnétique posséde un

entrefer dont on controle 1’épaisseur.

.-N

Y

entrefer

Fi1G. 2.34 — Introduction du circuit magné-

F1G. 2.33 — Bobinage seul .
tique

Dans la suite, nous étudions I'influence de la fréquence sur la résistance du bo-
binage seul (systéme S1) et I'influence de I’épanouissement du champ magnétique
au niveau de l'entrefer sur la résistance du bobinage (systéme S2). Les mesures de
résistance ont été réalisées avec un analyseur d’impédance HP4294A. Les résultats

issus des modéles numériques seront comparés a l’expérience.
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2.8.2 Présentation des modéles

Dans la suite, on suppose, comme souvent pour les bobinages, qu'une spire est
parfaitement circulaire et donc dans un plan perpendiculaire & 'axe de la bobine
(fig. 2.35). En pratique ceci n’est pas vrai puisque la spire ne se referme pas sur
elle-méme (fig. 2.36).

\4

axe de la bobine axe de la bobine

F1G. 2.35 — Modéle d’une spire F1G. 2.36 — Spire réelle

Par conséquent, la bobine (S1) est alors supposée étre formée de 18 spires circu-
laires, le probléme devient alors axisymétrique et une résolution en 2D est suffisante.

En pratique, les conducteurs étant tous en série, ils sont traversés par le méme
courant. Dans la suite, pour mettre en oeuvre les outils présentés précédemment,
nous utilisons un modeéle 3D ou nous ne modélisons que 1/8 de la structure (fig.
2.37). Pour le systéme S2 ou apparait le circuit magnétique qui ne posséde pas
de symeétrie de révolution, une modélisation 3D est absolument nécessaire et 1/8
de la structure a également été modélisée (fig. 2.38). Les 9 conducteurs en cuivre
du bobinage modélisé sont massifs c’est a dire qu’ils possédent une conductivité
électrique o égale & 5,9 - 107 et une perméabilité relative unitaire. La perméabilité
relative du circuit magnétique est supposée linéaire et égale a 1600.

Un seul et méme maillage a été réalisé pour I'étude des deux systémes. Celui-ci
est composé de 119851 noeuds et 683136 éléments tétraedriques, seuls les carac-
téristiques des différentes régions du maillage sont modifiées. Pour déterminer la
résistance du bobinage a une fréquence donnée, un courant sinusoidal de valeur ef-
ficace I.; est imposé dans chaque conducteur. La résistance R est alors déduite des

pertes Joule totale P, :

R avec Pj:/EJdD (2.71)

= J
- 72
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axedela 1
bobine
entrefer
variable

. F1G. 2.38 — Mode¢ ' e

F1G. 2.37 — Modele du bobinage seul (S1) N ,3.8 odele du bobinage et du circuit
magnétique (S2)

Comme le courant est identique dans tous les conducteurs massifs, nous utili-

sons les formulations magnétodynamiques imposant le méme courant dans les neufs

conducteurs. Le régime transitoire n’étant pas étudié, les formes fréquentielles des

formulations sont utilisées.

2.8.3 Analyse des résultats

On se propose de comparer les résultats obtenus par les deux formulations ma-
gnétodynamiques sur ’évolution de la résistance en fonction de la fréquence avec le
systéme S1 et sur ’évolution de la résistance du bobinage en fonction de la taille de
I'entrefer avec S2. Les paramétres des deux formulations (temps de calcul, taille de

la matrice de raideur, ...) seront ensuite présentés et commentés.

2.8.3.1 Influence de la fréquence sur la résistance du bobinage

Les figures 2.39 et 2.40 présentent la répartition de la densité de puissance ob-
tenue avec la formulation T" — €2 pour une fréquence de 1kHz et 50kHz avec le
bobinage seul (S1) dans un plan précisé sur la figure 2.37.

Pour une fréquence de 1kH z, I’épaisseur de peau est de 3,7mm. Comme le dia-
métre des conducteurs est de 1mm, 'effet de peau intervient peu. Pour une fréquence
de 1kHz, les formulations magnétodynamiques donnent des résultats trés proches
des formulations électrocinétiques. On retrouve des pertes Joules qui ne sont pas ho-
mogenes dans une section des conducteurs mais réparties de la méme maniére dans

les 9 conducteurs avec une concentration plus forte dans chacun de ceux-ci dans la
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F1G. 2.39 — Répartition de la densité de puis-

. 30D+05
. 26D+05
. 22D+05]
. 19D+05]
. 15D+05
. 11D+05)
. 08D+05
. 04D+05

.01D+0E

. 33D+05

. 69D+04 |

200
200

F1G. 2.40 — Répartition de la densité de puis-

N N =2 N N W A O 0 o 9~

. 22D+06

50D+06

. 77D+06

05D+06||

33D+06}

61D+06

89D+06

17D+06]

45D+06

24D+0E

. 09D+03

l

sance (W/m?) par effet Joules pour une fré- sance (W/m?) par effet Joules pour une fré-
quence de 50kH z par la formulation T —

quence de 1kHz par la formulation T — 2

zone proche du rayon intérieur. Pour une fréquence de 50k H z, la répartition n’est

plus identique dans les différents conducteurs, les pertes Joules sont concentrées dans

les conducteurs situés dans le centre du bobinage. On voit apparaitre aussi 'effet

de proximité qui est I'influence du champ magnétique créé par un conducteur sur la

répartition de la densité de courant dans les autres conducteurs voisins.

Le tableau 2.7 présente la tension obtenue aux bornes des quatre conducteurs

précisés sur la figure 2.37. Dans le cas de la formulation A — ¢, les tensions aux

bornes des conducteurs constituent des inconnues dans le systéme matriciel, celles-

ci sont donc directement obtenues. Pour la formulation T' — €2, la relation 2.47 a été

utilisée en postraitement.

f=1kHz f=50kHz
Formulation T—-Q A—o T-Q A—op
Tension Re Im Re Im Re Im Re Im
C 0,235 0,313 | 0,238 0,316 | 0,326 15,5 | 0,34 15,6
Cy 0,235 0,382 | 0,239 0,385 | 1,11 18 1,17 18,1
Cs 0,311 0,485 | 0,316 0,488 | 2,63 21,57 | 2,76 21,6
Cy 0,310 0,402 | 0,314 0,404 | 1,45 18,8 | 1,2 189

TAB. 2.7 — Tension (V') obtenue aux bornes de quatres conducteurs

Pour une fréquence de 1k H z, le probléme est quasiment de type électrocinétique.

Par conséquent, les parties réelles des tensions calculées aux bornes de C4 et (s
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sont proches, de méme que celles aux bornes de C3 et Cy. Les parties imaginaires
correspondent a la contribution de 'effet inductif. Ces valeurs dépendent donc de
I'inductance des conducteurs. Pour une fréquence de 50k H z, les tensions aux bornes
des conducteurs augmentent. Comme les parties imaginaires dépendent de l'effet
inductif, celles-ci sont donc quasiment multipliées par 50. Les parties réelles ne sont
plus égales pour les conducteurs situés sur le méme rayon du bobinage (C; — C5 et
C3 — C}) par une répartition du champ différente dans chaque conducteur.

La figure 2.41 présente ’évolution de la résistance du bobinage en fonction de la

fréquence d’alimentation pour le systéme S1.

A-¢ —— T-Q — — — mesure

f(KHz)

100

F1G. 2.41 — Influence de la fréquence sur la résistance du bobinage

Comme l'effet de peau et de proximité augmentent en fonction de la fréquence,
la résistance du bobinage croit également.

Les courbes obtenues par les deux formulations magnétodynamiques sont proches
de la mesure, I’écart maximal entre la simulation et l’expérience est de 4% pour la
formulation A — ¢ et de 8% pour la formulation T — 2. Cette comparaison montre

que les deux formulations retranscrivent bien le comportement du systéme.

2.8.3.2 Influence de I’entrefer sur la résistance du bobinage

Dans la suite, on ne s’intéresse plus a l'effet de la fréquence, celle-ci est fixée a
50kH z. On se focalise sur I'augmentation des pertes dues a 1’épanouissement des
lignes de champ lorsque I’on introduit un entrefer. Effectivement, quand un conduc-
teur est proche de 'entrefer celui-ci sera traversé par une partie du flux circulant

dans le noyau. Ce flux génére localement une valeur d’induction créte beaucoup plus
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élevée que celle créée par un conducteur seul (S1) (fig. 2.42). Par conséquent, il ap-

parait des pertes supplémentaires dans les conducteurs proches de 'entrefer. Dans

la suite, nous nous proposons d’évaluer 'augmentation de ces pertes en fonction

de I’épaisseur de I'entrefer par l'intermédiaire de la variation de la résistance du

bobinage.

circuit magnétique

entrefer
) AL
Y Y ™, conducteur
wrh WA B4
o I A ¢
y | ) y |
wgr r ) Uil B s
AW \\H i, A4 \\ “// i
A all
zone a induction ligne de champ

élevée

F1G. 2.42 — lllustration de [’effet de frange

Pour une fréquence d’alimentation de 50k H z, les figures 2.43 et 2.44 présentent

la répartition de la densité de puissance pour le systéme S2 sans entrefer et pour un

entrefer de 2,4mm dans un plan précisé sur la figure 2.37.

2.33D+07
- i . . 40D+06
— 2. 10D+07
. 66D+06
1.87D+07
y . 92D+06
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4 . 18D+06}|
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. 44D+06|]
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. 22D+06}]
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.42D+0E \ : OL
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F1G. 2.43 — Répartition de la densité de puis-

F1G. 2.44 — Répartition de la densité de puis-
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sance (W/m?) par effet Joules par S2 avec
un entrefer de 2,4mm par la formulation

T-Q

sance (W/m?) par effet Joules sans entrefer
par la formulation T — €2

Une différence est nettement visible entre ces deux figures de champ. L’effet
d’épanouissement du champ magnétique au niveau de I’entrefer influence la réparti-

tion de la densité de courant dans les conducteurs les plus proches de 'entrefer. Cet
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effet influence donc les pertes Joules dans le conducteur situé en face de 'entrefer
(conducteur en bas & gauche sur la figure 2.44).

La figure 2.45 présente ’évolution de la résistance du bobinage en fonction de la
taille de ’entrefer obtenue par le calcul et expérimentalement pour une fréquence
de 50kHz. Dans les conditions de mesure, la partie réelle du bobinage prend en
compte d'une part les pertes dans le bobinage et d’autre part les pertes fer dans le
noyau ferromagnétique. Ces derniéres sont considérées ici comme négligeables au vu
du matériau magnétique utilisé pour réaliser le noyau. Pour des entrefers inférieurs
a 0,8mm, les valeurs de la mesure ne sont pas données, celles-ci sont peu précises.
En effet, lorsque l'entrefer est faible, I'impédance du bobinage est trop inductive, il

est donc difficile de mesurer précisément la partie réelle.

180 -

170 -

160 -
T 150
§150
& 140 -

130 1

A-¢ —— T-Q — — — mesure

120 1
e(mm)

110 T T T T
0 1 2 3 4

F1G. 2.45 — Fvolution de la résistance du bobinage en fonction de la taille de l'entrefer

Les courbes obtenues par les deux formulations ont une forme similaire & celle
donnée par la mesure. Sur ces courbes, deux zones peuvent étre observées. Une pre-
miére ou la résistance du bobinage augmente rapidement en fonction de la taille de
I'entrefer. L’effet de I’épanouissement augmente les pertes des conducteurs baignant
dans le flux du noyau. Mais d’autre part, le courant étant fixé, le flux circulant dans
le noyau diminue. Par conséquent, pour des faibles valeurs d’entrefer, le premier effet
est prédominant, on a alors un accroissement de la résistance. Par contre, au dela
d’une valeur d’entrefer de 2,4mm, la réduction du flux prédomine et la résistance
diminue.

En ce qui concerne I’écart entre la simulation et la mesure, celui-ci est de 4%

pour la formulation A — ¢ et de 8% pour la formulation T — €. Cette comparaison
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simulation-expérience montre une bonne concordance des résultats compte tenu des

erreurs de mesure que 'on peut estimer étre inférieur a 3%.

2.8.3.3 Paramétres de calcul des modéles

Dans le tableau 2.8, nous avons regroupé l’ensemble des paramétres de calcul
pour les deux formulations. Les temps de calcul correspondent & ceux nécessaires

pour la détermination de la courbe présentée a la figure 2.45 qui comprend 10 points.

Formulation A—op T-0Q
Inconnues 852360 329262
Termes non nuls de

la matrice de raideur 10055954 3943611
Nombre d’itérations
moyen du ICCG 5010 800
Temps de calcul (heures) 33 2,4

TAB. 2.8 — Paramétres de l’application

Les conclusions que nous avons faites pour les formulations magnétodynamiques
temporelles restent valables sous leurs formes fréquentielles. La formulation A — ¢
demande des ressources mémoires, un nombre d’itérations et des temps de calcul

plus importants que la formulation T" — €.

2.8.4 Synthése

L’influence de la fréquence sur la résistance d’un bobinage a été étudiée sur
un systéme de type inductance dans l'air. De méme, un dispositif composé d’un
bobinage et d’un circuit magnétique & entrefer variable a mis en évidence 'influence
sur la résistance du bobinage de I’épanouissement du champ au niveau de ’entrefer.
Ces deux systémes ont été étudiés par les deux formulations magnétodynamiques
fréquentielles. Une bonne concordance des résultats a été montrée par les diverses
comparaisons simulation-expérience. Ainsi, la formulation T" — ) semble étre la plus
adaptée en raison des temps de calcul et des ressources mémoires moindre qu’avec

la formulation A — Q.
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Compte tenu du maillage obtenu (683136 éléments), ce type d’étude n’est réa-
lisable qu’avec des bobinages composés de peu de spires. Dans le cas contraire,
des méthodes d’homogénéisation peuvent étre utilisées [16, 32]. Avec ces méthodes,
I’ensemble des conducteurs d’'un bobinage forme un seul et méme milieu dont le

comportement électrique et magnétique est similaire a celui des conducteurs.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé I'imposition des grandeurs globales dans
les différentes formulations en potentiels. Dans le cas ou elle n’est pas intrinséque-
ment associée a un potentiel introduit, son imposition est réalisée par ’ajout d’une
équation utilisant une fonction scalaire ou vectorielle supplémentaire. Les différents
résultats sur les exemples traités ont montré la validité des méthodes employées.
Alinsi, une bonne concordance des résultats a été obtenue pour les deux formulations
associées aux différents problémes étudiés. Les comparaisons ont donc été réalisées
au niveau des temps de calcul et des tailles mémoires requis. En se basant sur ces
critéres, la formulation magnétodynamique T — € et sa déclinaison magnétostatique

s’avérent étre les plus performantes.
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Chapitre 3

Calcul d’un flux magnétique local

3.1 Introduction

Nous avons vu dans ce qui précéde qu’il était possible de calculer le flux & tra-
vers un inducteur ou a travers une surface s’appuyant sur la frontiére du domaine.
Néanmoins, il peut étre intéressant de calculer un flux plus localement & travers une
surface située a l'intérieur du domaine. Pour les formulations utilisant le potentiel
vecteur magnétique A, le calcul d’une telle grandeur ne pose pas de probléme puis-
qu’il suffit de calculer la circulation de A sur un contour d’une surface. Par contre,
pour les formulations discrétes en potentiel scalaire magnétique €2, comme la com-
posante normale de 'induction magnétique n’est pas conservée, on ne peut définir la
notion de flux magnétique. Néanmoins, plusieurs méthodes existent pour déterminer
une image d’une telle grandeur. Dans un premier temps, nous nous proposons de
présenter et de comparer les différentes méthodes sur deux exemples académiques.
Puis, dans un second temps, nous comparerons les flux calculés et mesurés dans le

cas d'un machine synchrone a aimants permanents.

3.2 Présentation du probléme

Dans le suite, on considére une surface S contractile supportée par les facettes
du maillage primal (fig. 3.1). On note n le nombre d’arétes formant la frontiére 95
et nf; le nombre de facettes de S. L’orientation de S est fixée arbitrairement, celle-ci
oriente implicitement son contour 95 (fig. 3.1).

Comme nous 'avons déja précisé, le maillage dual est implicite dans le cas de la

méthode des éléments finis et peut posséder une structure treés complexe difficilement

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

&0 CHAPITRE 3. CALCUL D’UN FLUX MAGNETIQUE LOCAL

facette

P
noeud\ N aréte
orientation de S

Fic. 3.1 — Définition de la surface S

exploitable. D’autre part, le maillage primal épouse autant que possible la géométrie
du systéme ce qui n’est pas le cas du maillage dual. La frontiére entre deux milieux
est supportée par les facettes, les arétes et les noeuds du maillage primal. Il semble

donc plus naturel pour 'utilisateur potentiel de définir S sur le maillage primal (fig.
3.2).

tube a travers lequel
on cherche a calculer le flux

air

maillage X
primal 1
~— fer

<

S

F1G. 3.2 — Exemple en 2D d’une surface S s’appuyant sur le maillage primal

Pour simplifier la présentation, on se placera dans le cas de la magnétostatique
sachant que cette méthode doit pouvoir étre étendue au cas de la magnétodyna-

mique.

3.3 Cas de la formulation A

Dans le cas de la formulation A, le flux magnétique ®,4 traversant la surface S

peut directement étre obtenu par I’expression de I'induction magnétique B 4.
(PA:/BA-nds (31)
s

avec n le vecteur unitaire normal a S dont le sens est fixé par l'orientation de
S. Comme l'induction B4 est discrétisée dans ’espace des éléments de facette, sa

composante normale est alors conservée a travers toutes les facettes du maillage. En
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exprimant l'induction B, en fonction du potentiel A (A € W') dans I’équation

3.1, le flux magnétique traversant S est obtenu par une expression plus simple:
@A:/BA~ds:/rotA~ds: A-doS (3.2)
5 S 85

Le sens de parcours de 05 est déterminé par 'orientation choisie pour S. Pour
chaque aréte a de n un nombre d’incidence 4, est associé, si les orientations de a et
de 0S5 sont les mémes alors §, = 1 sinon ¢, = —1. Dans ces conditions, I’expression

de ® 4 en fonction des circulations de A le long des arétes est égale a:

ng
D= Au-0 (3.3)
a=1

Un exemple est donné par la figure 3.3 ot le contour de la surface S est composé

de 8 arétes.

4

¥ aréte orientée

Fic. 3.3 — Exemple de calcul d’un flux magnétique local par la formulation A

Le flux ® 4 traversant S est alors égal a:
Pp=—A1+As+ A3+ Ay — A5+ Ag — Ay — Ag (3.4)

Cette méthode classiquement utilisée est trés intéressante en terme de temps de
calcul et de simplicité d’implantation. En effet, seul les noeuds appartenant a 95
sont a déterminer (les arétes de JS en sont facilement déduites) et non la surface S

elle-méme.

3.4 Cas de la formulation ¢

Dans la suite, comme nous ’avons signalé en début de chapitre, la formulation §2
sera supposée résolue sur le maillage primal. On obtient alors un champ magnétique
H, qui vérifie le théoréme d’Ampére par contre 'induction By obtenue par 'inter-

médiaire de la loi de comportement ne vérifie pas la loi de conservation du flux et
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ne posséde pas de composante normale continue sur tout le domaine. Pour obtenir
un tel champ, il faudrait avoir recours au maillage dual o1 I'induction Bg, est a flux

conservatif (cf chapitre I).

3.4.1 Premiére approche

Comme la composante normale de B n’est pas conservée, la valeur de l'intégrale
surfacique de la composante normale de 'induction & travers une facette f commune
a deux éléments et et e~ n’est pas la méme que 1'on considére 'expression de Bg
sur et et e (fig. 3.4).

FiG. 3.4 — Exemple de facette contenue dans la surface S

Deux valeurs homogénes a des flux @}r et @} peuvent étre calculées:

~

o = /fB;; ngdf et O = /fBg_2 - pdf (3.5)

avec B, et B l'induction magnétique dans deux éléments e et e~ ayant la
facette f commune et my le vecteur normal a f dont l'orientation dépend de celle
de S. Deux grandeurs @, et &, homogeénes a un flux & travers une surface S sont

définies comme la somme des deux grandeurs 9; et @f* :
TZS ns
f f
L= Of et Dg=> & (3.6)
f=1 f=1

3.4.2 Deuxiéme approche

La seconde approche se base sur la relation 2.49 présentée au chapitre II donnant

le flux a travers une surface appartenant a la frontiére du domaine D. Nous rappelons
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que cette relation s’écrit :
o) = / Bg - grad adD (3.7)
D

avec a défini au chapitre II en 2.3.2.

Si on considére une surface S a l'intérieure de D mais dont sa frontiére dg ap-
partient & I'g. On peut utiliser une relation similaire & 3.7. On désigne par N + et
N.- les deux ensembles d’éléments situés de chaque coté de S et ayant au moins
un noeud appartenant & S (fig. 3.5). Ces deux ensembles d’éléments forment deux
domaines Dt et D™,

D" (N
D (N;)

FiG. 3.5 — Exemple de domaines issus de la surface S

On définit ainsi une fonction a™ (resp. a~) nulle sur D — DT (resp. D — D7) et
définit de la maniére suivante sur D (resp. D7):
at = Z w, (3.8)
nes
ou w, désigne la fonction nodale associée au noeud n. Dans ces conditions, deux
valeurs homogénes & un flux a travers la surface S peuvent étre calculées par:
GRS . Bg -gradatdD" et &, = Bg -grada~dD~ (3.9)
D D-

En se référant au chapitre II, on montre que ®}; et @, sont égaux puisqu'’ils
correspondent aux flux a travers les facettes duales des arétes situées de chaque coté
de S et ayant un seul noeud sur S (fig. 3.6).

Nous rappelons que cette méthode n’est applicable qu’avec des surfaces S sup-
portées par des conditions limites de type B-n = 0. Par la suite, nous en proposerons

une extension pour des surfaces qui ne s’appuient pas sur /.

3.4.3 Troisiéme approche

On définit a I'aide de la frontiére 95 formée d’arétes une spire exploratrice. Le
champ magnétique produit uniquement par la spire parcourue par un courant de 1A
dans un domaine D supposé homogeéne de perméabilité 1y est noté K.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

84 CHAPITRE 3. CALCUL D’UN FLUX MAGNETIQUE LOCAL

F1G. 3.7 — Calcul de K, en un point M

Ce champ est calculé par la loi de Biot et Savart en tout point M du domaine
(fig. 3.7) par:

1 dl x u
K. = — 3.10
p(M) 47 /8,5’ ||r||2 ( )

avec u le vecteur unitaire de r et dl un déplacement élémentaire le long des arétes

de 0S. Le flux magnétique @, est alors calculé par:

@Sp:/ B - K., dD (3.11)
D

Le vecteur K, ne peut étre projeté dans I'un des espaces discrets présenté au
chapitre I. Le calcul numérique de l'expression 3.11 se doit d’étre réalisé le plus
soigneusement possible pour étre précis. La méthode d’intégration de Gauss a été
utilisée pour ce calcul, mais les points d’intégration choisis ne doivent pas étre placés
sur la frontiére de la surface (le vecteur K, n'y est pas défini) mais a l'intérieur
des éléments. La technique numérique utilisée pour la détermination de K, en un

point de Gauss est détaillée dans I’annexe D.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

3.5. COMPARAISON DES DIFFERENTES METHODES 85

3.5 Comparaison des différentes méthodes

3.5.1 Descriptif du dispositif

Le dispositif est constitué d’un aimant permanent inséré dans un circuit ferroma-
gnétique a entrefer (fig. 3.8). Les dimensions du systéme sont données par le tableau
3.1 avec L la largeur du systéme. L’aimant est caractérisé par la loi de comporte-
ment B = ugH + B, avec B, = 0,27. Le comportement magnétique du circuit
ferromagnétique est considéré comme non linéaire et la loi de comportement liant

B et H est donnée par la figure 3.9.

Iy U b

0.5
; 0.45 ~
10 ol
0.35
19 0.3 +
E 0.25 +
m
I3 02
ls 0.15 -
0.1 +
l7 0.05 -
I 0 } } } } } } }
6 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
H(A/m)
ls Iy L
F1G. 3.9 — Courbe B=f(H ) du circuit ferro-

' magnétique
F1G. 3.8 — Présentation du systéme

L ly ls I l l7 ls ly lo i L
28 28 &8 5 15 08 2 08 34 04 28 25

TAB. 3.1 — Dimensions du systéme (mm)

A partir de ce dispositif, deux problémes peuvent étre déclinés. Dans le premier
(noté probléme 1), le flux magnétique créé par I'aimant est supposé circuler uni-
quement dans le circuit magnétique, les flux de fuite sont ainsi négligés. Le flux est
supposé canalisé dans U'entrefer (pas d’effet d’épanouissement) (fig. 3.10). Le do-
maine d’étude forme un circuit fermé constitué d’un circuit ferromagnétique, d’'un

aimant et d'un entrefer. Ce domaine posséde une boucle et n’est donc plus contractile
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mais non simplement connexe. Sur les frontiéres, on impose des conditions limites
de type B -n = 0. Dans le second probléme (noté probléme 2), 'aimant permanent
et le circuit magnétique sont plongés dans une boite d’air (fig. 3.11). Dans ce cas, le
domaine est contractile, des conditions aux limites de type B - n = 0 sont imposées

sur la frontiére.

L,
air r,
\ // \
air

F1G. 3.10 — Probl¢ 1: it .
_G 3-10 . robleme le ﬂqx magnetzqu/e Fi1G. 3.11 — Probleme 2: prise en compte des
circule uniquement dans le circuit magné- ,
flux de fuite

tique et celui-ci est canalisé dans l’entrefer

3.5.2 Modélisation numérique des deux problémes

Dans le cas du probléme 1, comme le domaine d’étude posséde une boucle. Si
on annule toutes les circulations de A sur les frontiéres, la somme de celles-ci sur
un contour fermé entourant le domaine D est nulle alors que le flux circulant dans
le domaine ne 'est pas. Pour remédier a ce probléme, un vecteur K, formé d’un
ensemble d’arétes situées sur la frontiére du domaine est introduit, celui-ci est défini
de la méme maniére qu’au paragraphe 2.6.3. Le flux ® circulant dans la boucle
est associé a cette fonction. On résout ainsi, si on excepte le vecteur source di a
Iaimant, le systéme matriciel 1.122 pour la formulation A et le systéme matriciel
1.123 pour la formulation §2.

Le maillage du probléme 1 est composé de 11403 noeuds et de 61058 éléments
tétraédriques. Pour le probléme 2, il est constitué de 34054 noeuds et 25088 éléments.
La distribution de I'induction magnétique, obtenue par la formulation en potentiel
scalaire () est présentée sur la figure 3.12 pour le probléme 1 et sur la figure 3.13

pour le probléme 2.
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répartition spatiale F1G. 3.13 — Probléme 2 : répartition spatiale

Fi1G. 3.12 — Probléme 1:

de B

de B

Contrairement au probléme 1, dans le probléme 2, une partie du flux magnétique,

I’aimant permanent, se reboucle dans ’air comme on peut le voir sur la figure

P

créé par
3.13.

3.5.3 Localisation des surfaces

Pour comparer les méthodes de calcul d’un flux magnétique local, cinq surfaces,

de S; & S5, ont été définies comme indiquées sur la figure 3.14.

S;

S;

F1G. 3.14 — Localisation des surfaces

http://doc.univ-lille1.fr
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Comme la composante normale de 'induction magnétique est conservée entre
deux éléments ayant une facette commune dans la formulation A, nous prenons

comme référence les valeurs de flux obtenu par cette formulation.

3.5.4 Flux locaux par la formulation A

Nous présentons les résultats obtenus par la formulation A pour les deux types
de probleme (tableau 3.2).

S S, S; S, Ss
@ -probleme 1 | 4,07 4,07 407 407 4,07
®aprobleme 2 | 442 578 469 293 430

TAB. 3.2 — Fluz, & travers les 5 surfaces, obtenus par la formulation A (10~ Wb)

Pour le probléeme 1, comme la conservation de 'induction magnétique est véri-
fiee dans la formulation A, les flux & travers toutes les surfaces sont égaux puisque
celui-ci est canalisé par les conditions limites le long du circuit. En revanche, pour le
probléme 2, le flux n’est pas conservé dans le circuit magnétique, les valeurs calculées
sont alors différentes a cause des flux de fuite qui circulent dans 'air environnant
du dispositif. Il est a noter que le flux magnétique est plus important a la sortie de
l'aimant (S2) que dans U'entrefer (S3).

Pour tester le principe de la spire exploratrice et la méthode numérique employée
pour le calcul, I'induction magnétique obtenue par la formulation A est utilisée dans
I'équation 3.11, ce flux est noté ®,,,. Le tableau 3.3 présente I'écart entre @4 et

® 45 pour le probléme 1.

S S S S S
Eeart (%) | 11 05 06 01 08

TAB. 3.3 — Ecart en % entre ®4 et ® 45 pour le probléme 1

L’écart entre ces deux méthodes étant trés faible, le principe de la spire explora-
trice est vérifie. La méthode numérique utilisée pour le calcul de K, semble assez

précise, de méme que l'intégration volumique qui induit un minimum d’erreurs.
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3.5.5 Flux locaux par la formulation (2

Premiére approche

Pour les deux types de probléme, les grandeurs @, et ®F; a travers les cing sur-
faces ont été calculées. Les résultats, comparés avec ceux donnés par la formulation
A, sont présentés par le tableau 3.4. Dans ce tableau, < ®¢; > correspond a la

valeur moyenne des grandeurs @, et ®F,.

S, S, S; S, S5

Dy 4,07 4,07 407 407 4,07

Probleme 1 | &, 524 532 521 500 3,75
o, 388 533 531 38 509

<Oy > 456 532 526 446 4,42

D, 442 578 4,69 293 4,30

Probléme 2 | ®f, 394 364 6,76 325 525
o, 535 725 482 436 3,85

<®n > 465 544 579 384 455

TAB. 3.4 — Comparaison entre les flux de référence et ceux issus de la premiére
approche utilisée dans la formulation Q (10~7 Wb)

Les valeurs ®¢; sous-estiment ou sur-estiment les flux de référence. Quel que soit
le type de probléme ou la surface étudiée, on vérifie bien que les valeurs de @, et
®/, déterminées par les deux cotés des surfaces ne sont pas égales en raison de la
discontinuité de la composante normale de I'induction.

Cette méthode apparait mal adaptée pour la détermination de flux comme le
montrent les résultats obtenus. Les résultats les plus proches de &4 sont obtenus
par la moyenne des flux @, et ®},. Mais ceux-ci restent encore loin de ceux donnés

par la formulation A, I’écart maximal est alors d’environ 29%.
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Deuxiéme approche

Cette seconde méthode n’est applicable que pour des surfaces supportées par
des conditions limites de type B -m = 0 (fig. 3.15). Cette condition est vérifiée
pour le probléme 1 mais non pour le probléme 2. Toutefois, nous testerons cette
méthode dans ce probléme en considérant les mémes couches d’éléments utilisées
dans le probléme 1 (fig. 3.16).

fer air air
- D' - fer o y T,
B \ B \
\/ﬁé D \/ﬁé D
S_/ = S__’ma
/\A/ /\‘(

Fi1G. 3.15 — Exemple de domaines associés a FI1G. 3.16 — Exemple de domaines associés a
une surface pour le probleme 1 une surface pour le probleme 2

Les flux obtenus par la seconde méthode sont comparés avec les flux de référence
dans le tableau 3.5.

S S S Sy S5
Dy 4,07 4,07 4,07 4,07 4,07
Probleme 1 | @5 411 411 411 411 4,11
oy 411 411 411 411 4,11
O, 442 578 469 293 430
Probléme 2 | &5 454 534 569 3,61 4,42
O 4,54 6,13 3,07 5,0 4,01

TAB. 3.5 — Comparaison entre les flux de référence et ceuz issus de la deuxieme
approche utilisée dans la formulation Q (10~7 Wb)

Dans le probléme 1, on vérifie bien que les flux calculés par les cing surfaces
sont égaux meéme si la conservation de Bg n’est pas vérifiée. De plus les valeurs
obtenues sont trés proches de celles issues de la formulation A. Nous rappelons que
pour cette méthode, le calcul du flux s’effectue en réalité sur le maillage dual ou il
a été démontré que le flux était conservé quand les surfaces étaient supportées par
des conditions limites de type B - n = 0.

Dans le probléme 2, les flux ®F, et @, calculés de part et d’autre des surfaces

sont différents et 1’écart peut étre important (surface S3). En effet, nous avons gardé

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

3.5. COMPARAISON DES DIFFERENTES METHODES 91

les mémes domaines d’intégration mais les surfaces ne sont alors plus supportées par
des conditions limites de type B - n = 0, la condition de conservation n’est alors

plus vérifiée.

Troisiéme approche
Comme pour les autres méthodes, les résultats donnés par la spire exploratrice

pour les deux problémes sont comparés aux flux de référence (tableau 3.6).

Sy Sy S Sy S5
Dy 4,07 4,07 4,07 4,07 4,07
Probleme 1 | @y, 3,97 4,39 4,42 3,91 3,98
Dy 4,42 5,78 4,69 2,93 4,30
Probléme 2 | ® 4,09 5,78 4,77 3,07 4,01

sp

TAB. 3.6 — Comparaison entre les flur de référence et ceux issus de la troisieme
approche utilisée dans la formulation Q (10~7 Wb)

Pour le probléme 2, cette méthode donne des plus résultats proches des flux
de référence comparés aux deux autres techniques. L’erreur entre ®4 et @, est

inférieure a 8% ce qui peut étre interprété comme une erreur numérique.

3.5.6 Temps de calcul

Du point de vue du temps de calcul et de la taille mémoire, la méthode utilisée
dans la formulation A se distingue des autres. Celle-ci requiére une simple somme de
circulations de A sur des arétes. Néanmoins, nous rappelons que I'utilisation de cette
formulation, pour la résolution du probléme, est plus conteuse en temps de calcul.
Pour la formulation €2, les trois méthodes de calcul de flux requiérent un temps de
calcul plus important. Dans le cas du probleme 2, le tableau 3.7 présente le rapport
entre le temps nécessaire pour le calcul du flux (la résolution de la formulation
n’entre pas ici en ligne de compte) des approches utilisées dans la formulation €2 par
rapport a celui de la formulation A.

Dans la formulation €2, le temps de calcul mesuré pour les deux premiéres mé-
thodes sont similaires car les domaines d’intégration sont pratiquement de la méme

taille. Ces domaines sont définis par des couches d’éléments connectés aux surfaces
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Méthode‘ 1 2 3
Rapport ‘ 3 3,2 10

TAB. 3.7 — Rapport entre les temps de calcul mesurés pour les trois méthodes utilisées
dans la formulation Q0 et celui de la formulation A

étudiées. Pour la troisieme méthode, la détermination de K, et I'intégration du pro-
duit B - K, sont réalisées dans tout le domaine ce qui conduit & une augmentation

du temps de calcul.

3.5.7 Synthése

Dans la formulation €2, quel que soit le probléme étudié, la premiére approche,
basée sur la formule classique, n’est pas satisfaisante. La seconde méthode, basée sur
les propriétés des maillages duaux, est bien adaptée pour le calcul d’un flux local
quand les surfaces sont supportées par des conditions aux limites de type B -n =0
(probléme 1). Dans le cas contraire, la troisiéme méthode basée sur la notion de spire
exploratrice peut étre appliquée. Nous proposons donc dans la suite d’utiliser cette
méthode pour calculer les flux dans des dents d’une machine a aimants permanents

dont le stator est réalisé a partir de matériau composite magnétique.

3.6 Calcul de flux magnétique dans une machine

synchrone

Les machines électriques traditionnelles sont généralement constituées de toles
de maniére a réduire les pertes par courants induits. Dans ces conditions, I'induction
et le champ magnétique circulent principalement dans le plan des toles. De nos jours,
des matériaux ferromagnétiques composites sont disponibles, ceux-ci permettent une
circulation du champ magnétique dans les trois dimensions [37, 48|. Par conséquent,
de nouvelles structures de machines peuvent étre envisagées. Dans cette partie, nous
proposons de comparer différents flux magnétiques obtenus par les simulations nu-
mériques avec des mesures expérimentales sur une machine synchrone & aimants
permanents & base de matériau composite. Cette étude a été réalisée dans le cadre
d’une collaboration avec le LEEPCI (Laboratoire d’Electrotechnique, d’Electronique

de Puissance et de Commande Industrielle) de I'université Laval (Quebec, Canada).
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Les simulations numériques ont été réalisées au L2EP et le prototype de la machine

ainsi que les mesures ont été effectuées a l'université Laval [53].

3.6.1 Présentation de la machine

La machine synchrone étudiée est triphasée. Les aimants permanents utilisés
au rotor sont de type NeFeB. La culasse et les dents du stator sont réalisées en
matériau composite. Le stator est composé de trois parties, les enroulements sont
bobinés sur la partie centrale (fig. 3.18). Le stator est réalisé en assemblant les deux

parties latérales sur la partie centrale bobinée (fig. 3.17). On voit ici la simplicité

d’assemblage de ce type de machine. Ce prototype de machine a été réalisé par J.
Cros et P. Viarouge du LEEPCI [31].

FiG. 3.17 — Stator complet FiG. 3.18 — Stator décomposé

3.6.2 Présentation du modéle
3.6.2.1 modélisation des matériaux

Pour prendre en compte le comportement magnétique des différents matériaux,
il faut définir la relation liant I'induction magnétique B au champ magnétique H.
Dans la suite, nous nous intéressons qu’au flux créé par les bobinages et non pas au
flux créé par les aimants. Dans ces conditions, 'induction rémanente des aimants
B, est fixée A zéro.

Pour les poudres de fer, le cycle d’hystérésis B— H a été déterminé expérimenta-

lement (3], celui-ci est donné sur la figure 3.19. Nous pouvons remarquer que ce type
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B (Tesla)
(=]
[=]

-4000  -2000 0 2000 4000
H (AmT)

Fi1G. 3.19 — Cycle d’hystérésis

de matériau est moins performant que les toles. En effet, il faut 4000A/m pour obte-
nir une induction de 17" alors qu’avec des toles, méme de mauvaise qualité, quelques
centaines d’A/m suffisent. Néanmoins, ce matériau composite est isotrope ce qui
permet une circulation du champ dans les trois directions. Bien que des modéles ont
été proposés pour représenter efficacement le comportement hystérétique, dans notre
cas, un modeéle linéaire semble étre suffisant pour modéliser la loi B — H du ma-
tériau choisi. Cette hypothése est justifiée car la machine posséde un large entrefer
magnétique. Par conséquent, nous utiliserons la relation 1.8 avec une perméabilité

relative p, de 150.

3.6.2.2 Modélisation numérique

Pour des raisons de symétrie, seule une demi machine est modélisée. Pour prendre
en compte les fuites magnétiques, la structure est enfermée dans une boite d’air sur
laquelle des conditions aux limites de type B -m = 0 sont imposées. Deux maillages
de I'ensemble ont été réalisés avec des éléments tétraédriques. Le premier (M1) est
constitué de 33062 noeuds et 180147 éléments, quant au second (M2), il possede
54582 noeuds et 295496 éléments.

Pour notre étude, les courants induits sont négligés. Par conséquent, le probleme
est de type magnétostatique. Nous avons utilisé la formulation en potentiel vecteur
A et la formulation en potentiel scalaire 2. Le tableau 3.8 présente les paramétres
du modéle numérique pour les deux maillages et les deux formulations dans le cas
d’une alimentation en courant des enroulements.

Comme le nombre d’arétes est bien supérieur au nombre de noeuds dans le cas

d’un maillage tétrahédrique, le nombre d’inconnues et le nombre de termes non nuls
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Maillage M1 M2
Formulation A Q A Q
Inconnues 203792 33062 332389 54582

Termes non nuls de
la matrice de raideur 1726814 250978 | 2814674 413503
Nombre d’itérations
Moyen du ICCG 860 200 1054 257
Temps de calcul (min) 13 1 22 2

TAB. 3.8 — Parametres des simulations

de la matrice de raideur sont plus importants dans la formulation A que dans la
formulation €.

De maniére & mettre en évidence la circulation des champs dans les trois direc-
tions, la répartition de 'induction magnétique est représenté sur la figure 3.20 dans

le stator et sur la figure 3.21 dans un plan de coupe d’une dent.

plan de

{ gl
A e o

Fi1G. 3.20 — Répartition de B dans le stator F1G. 3.21 — Répartition de B dans une dent
par la formulation ) par la formulation )

3.6.3 Calcul de flux
3.6.3.1 Calcul du flux dans les bobinages

Pour la détermination du flux magnétique embrassé par un enroulement, celui-ci
est alimentée par un courant de 1A. Nous rappelons que I'induction rémanente des

aimants est fixée & zéro. Ainsi, dans le cas de la formulation €2, ce flux est donné par
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la relation:
<I>:/ B -KdD (3.12)
D

avec K le champ de vecteurs associé a l’enroulement alimenté. Dans la formulation

A, comme B = rot A, ce flux est égal a:
- / A-NdD (3.13)
D

avec IN le champ de vecteur défini dans I’enroulement. Ces deux champs, K et IN,
sont définis de la méme maniére qu’au chapitre II en 2.3.1.
Le tableau 3.9 regroupe les valeurs de flux obtenus par les deux formulations que

I’'on peut comparer & la mesure expérimentale.

M1 M2 Mesure
Formulation A Q A Q
Flux (uWWb) 140  187,2 | 142 164 144
Ecart simul. /mes. (%) | 2,8 30 1,4 139

TAB. 3.9 — Flux magnétique d’une phase

Les flux obtenus par la formulation A sont plus proches de la mesure par rap-
port aux flux résultant de la formulation €2, et ce pour les deux maillages. Lorsque
I'on affine le maillage, les résultats numériques se rapprochent de la mesure et plus
particuliérement dans le cas de la formulation 2, I’écart passe de 30% avec M1 a
13,9% avec M2.

La position relative des valeurs de flux calculées par les deux formulations était
prévisible. En effet, il est bien connu qu’en magnétostatique, pour un systéme li-

néaire, la valeur exacte de 'énergie magnétique W,, est encadrée [34]:
WA S Wez S WQ (314)

ou W4 et Wq représentent, respectivement, 1’énergie obtenue par les formulations
A et Q. Dans le cas d’un probléme linéaire, la relation entre le flux ®, le courant 7

et I’énergie W,,, s’écrit:

Wy = =B - i (3.15)
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Comme le courant est le méme dans les deux formulations, nous obtenons:
(I)A S (I)e:v S (I)Q (316)

La relation précédente est vérifiée pour les deux maillages. Généralement, on constate
dans la littérature que la convergence de I'énergie des deux formulations semblent
étre symétriques. Mais dans notre étude, nous pouvons remarquer que celle-ci semble
étre plus rapide avec la formulation A. En conséquence, pour un maillage donné, la

formulation A semble plus précise sur cet exemple.

3.6.3.2 Flux magnétiques locaux de trois dents

On se propose, dans la suite, d’effectuer une comparaison entre les flux calculés
et mesurés circulant dans des dents du stator. La source de champ est encore une
fois un bobinage, les aimants étant toujours extrais de la machine. Pour I’étude de
flux magnétiques locaux, trois contours d’arétes entourant trois dents du modéle

numérique sont définis (fig. 3.22).

F1G. 3.22 — Localisation des spires

Seule la phase 1 est alimentée par un courant de 1A, les flux locaux sont dé-
terminés par la relation 3.3 pour la formulation A et par la méthode de la spire
exploratrice développée en 3.4.3 pour la formulation (2. Le tableau 3.10 présente
une comparaison des flux obtenus par les deux formulations.

Les écarts entre les deux formulations sont acceptables et ce pour les deux
maillages. Bien entendu, on peut noter toutefois que ces écarts diminuent quand
on affine le maillage.

Pour la mesure, un courant sinusoidal .., d’amplitude égale a 3,15A alimente

la phase 1. La fréquence d’alimentation est de 600Hz. Trois bobines composées de
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M1 M2
Formulation A Q  écart % | A Q  écart %
Spire 1 (uWb) | 1,34 144 74 | 1,39 143 29
Spire 2 (uWb) 1,3 1,40 5,4 1,35 1,39 3
Spire 3 (uWb) | 04 047 17,5 | 048 05 472

TAB. 3.10 — Flux magnétique a travers les différentes dents obtenus par les deux
formulations

10 spires sont placées sur les dents. Ainsi, en mesurant la tension V' aux bornes de

chaque bobine, le flux ®.,, traversant chaque dent peut étre déduit par:

v

Doy = ———— 3.17
P 220600 ( )

Le tableau 3.11 présente une comparaison des flux obtenus par les deux formu-

lations avec ceux issus des mesures expérimentales.

M1 M2 Mesure
Formulation A Q A Q
Spire 1 (uWWb) 1,34 144 | 1,39 143 | 17
Spire 2 (uWb) 1,3 1,40 | 1,35 1,39 1,66
Spire 3 (uWb) 04 047 | 0,48 0,5 0,39
Ecart max. simul./mes. (%) | 22 20,5 | 23 28,2

TAB. 3.11 — Flux magnétique a travers les différentes dents - Comparaison simula-
tion/expérience

Dans cette étude, les valeurs de flux obtenus par les deux formulations n’en-
cadrent plus les mesures. En effet, ces flux ne sont plus des valeurs globales mais
des valeurs locales. Les écarts entre la simulation et la mesure augmentent méme
quand le maillage est affiné. Par rapport a la précédente étude, ces écarts sont plus
importants. Dans le modéle numérique, la valeur d’un flux local est trés sensible par
rapport a la position de la spire. En pratique, ce type de flux est déterminé par un
bobinage constitué de 10 spires qui ne sont pas filaires mais volumiques. De plus, ce
bobinage n’est pas exactement "collé" autour d’une dent contrairement a une spire

filaire du modéle numérique.
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Au vu des précédentes remarques, aucune conclusion ne peut étre faite sur I'uti-
lisation d’une formulation par rapport a ’autre. Toutefois, les flux locaux calculés a

I’aide des deux formulations sont acceptables par rapport aux mesures.

3.6.4 Synthése

Les deux formulations magnétostatiques ont été testées dans le but d’étudier une
machine synchrone constituée de matériau magnétique composite. Au travers des
différents résultats obtenus, la formulation A conduit & un flux magnétique associé
a une phase plus proche de la réalité comparé a la formulation 2. Néanmoins, le
temps de calcul et la taille de la matrice de raideur sont plus importants par cette
premiére formulation. En ce qui concerne les flux magnétiques locaux, les deux

formulations présentent des résultats acceptables.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le calcul d’un flux magnétique local a travers
des surfaces internes au domaine et supportées par les facettes du maillage. Dans
le cas de la formulation A, ce type de flux est directement lié aux circulations du
potentiel vecteur A le long d'un contour d’une surface. Dans le cas de la formulation
), la méthode basée sur la notion de spire exploratrice a montré une bonne concor-
dance des résultats par rapport a la formulation A pour un systéme contractile ou
non.

Pour I’étude de la machine synchrone & base d’un matériau composite, les flux
magnétiques globaux et locaux obtenus par les diverses simulations sont en accord

avec les mesures expérimentales.
La méthode de calcul d’un flux magnétique local basée sur la notion de spire

exploratrice a également été utilisée pour la détermination de flux de tétes de bobine

sur un moteur linéaire. Cette é¢tude est développée par [1].
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Conclusion générale

Les travaux présentés dans ce mémoire traitent de l'introduction des grandeurs
globales, électriques et magnétiques, dans les formulations en potentiels utilisées

pour la résolution des problémes de magnétodynamique.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé le modéle mathématique basé sur
les équations de Maxwell et les lois de comportement ainsi que la discrétisation
de ces équations. Comme ’ensemble des équations de Maxwell ne peut étre résolu
sur un méme maillage (primal), un second (dual) issu du premier est introduit.
Ainsi, les champs magnétiques et électriques sont représentés sur des éléments géo-
métriques des deux maillages. Les équations de Maxwell s’écrivent alors sous formes
matricielles en utilisant des opérateurs différentiels discrets. Un diagramme de Tonti
discret peut alors étre obtenu, le passage d’un maillage a l'autre s’effectue par les
lois de comportement. Celles-ci prennent en compte le comportement des différents
milieux mais également la métrique du systéme. Nous avons montré comment la mé-
thode des éléments finis s’intégre dans une telle approche. Enfin, les formulations en
potentiels résolvant les problémes magnétodynamique, magnétostatique et électro-
cinétique ont été développées en considérant comme terme source un seul inducteur

bobiné alimenté en courant.

Dans le second chapitre, nous avons introduit les outils permettant de calculer
ou d’'imposer des grandeurs globales quand celles-ci ne sont pas associées aux po-
tentiels introduits. Ainsi, deux fonctions supplémentaires, I'une scalaire et ’autre
vectorielle, ont été définies. Pour la fonction scalaire, la méthode se base sur les
travaux de P. Dular [47]. En ce qui concerne la définition des fonctions vectorielles,
celles-ci se basent sur les travaux de Y. Le Menach [60], ou ces fonctions étaient uti-
lisées pour la détermination d’un champ source associé a un inducteur bobiné. Dans
notre cas, nous avons réalisé une extension de l’'utilisation de cette fonction dans le

cas de la magnétodynamique, pour le calcul ou I'imposition d’un courant ou d’un
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flux magnétique. Des formulations magnétodynamiques obtenues, les formulations
magnétostatiques et électrocinétiques sont alors facilement déduites. Pour vérifier
la cohérence et la validité des méthodes employées, celles-ci ont été testées sur des
exemples académiques et un dispositif réel dont une comparaison avec I’expérience a
été effectuée. Ainsi, comme les deux formulations donnent des résultats proches entre
elles et par rapport aux mesures, les méthodes utilisées pour le calcul et 'imposi-
tion des grandeurs globales sont validées. Néanmoins, nous pouvons conclure que la
formulation T — €2 et sa déclinaison magnétostatique €2 sont plus avantageuses pour
I'imposition des grandeurs globales par des temps de calcul et des tailles mémoires

moindre qu’avec la formulation A — .

Dans le troisiéme chapitre, dans le cas de la magnétostatique, nous avons pré-
senté différentes approches permettant de déterminer un flux magnétique local a
travers une surface interne au domaine et supportée par les éléments du maillage.
Dans le cas de la formulation en potentiel vecteur A, cette grandeur est simplement
déduite par la circulation de A sur un contour d’arétes. Dans le cas de la formulation
en potentiel scalaire €2, le flux ne peut étre déterminé directement, trois approches
ont donc été développées. La premiére se base sur la formule classique utilisant
I'intégrale de l'induction sur une surface. Celle-ci n’est pas adaptée a cause de la
non conservation de I'induction magnétique. La seconde, utilisant les propriétés des
maillages duaux, est bien adaptée quand les surfaces étudiées sont supportées par
des conditions limites de type B - = 0. La derniére, qui se base sur la notion de
spire exploratrice formée d’un contour d’arétes, semble étre la plus adaptée dans le

cas général.

En terme de perspectives, il pourrait étre intéressant d’implanter les méthodes
de calcul et d’imposition de grandeurs globales électriques et magnétiques dans
d’autres méthodes numériques comme la technique d’intégration finie. D’autre part,
pour I’étude des pertes dans les bobinages alimentés travaillant & hautes fréquences,
il serait intéressant d’étudier des méthodes d’homogénéisation, car un modeéle re-
présentant ’ensemble des conducteurs devient rapidement trés lourd en terme de
ressource mémoire et de temps de calcul quand le nombre de spires est important.
En utilisant des méthodes d’homogénéisation, I’ensemble des conducteurs d’un bo-
binage forme un seul et méme milieu dont le comportement magnétique et électrique

est similaire au bobinage complet.
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Annexe A

Formulation A — ¢ par la méthode

des résidus pondérés

Dans le cas de la formulation électrique A — ¢, I'induction magnétique et le

champ électrique sont exprimés en fonction de potentiels:

0A
B=rotA et E:—E—gradgp (A.1)

avec A, appartenant & W', le potentiel vecteur magnétique défini dans tout le do-
maine et ¢, appartenant a W0, le potentiel scalaire électrique défini dans le domaine
conducteur.

En utilisant les lois de comportement et en remplacant B et E par leurs ex-

pressions A.1 dans les équations 1.5 et 1.6, nous obtenons le systéme d’équations &

résoudre :
1 0A
rot(;rot A)+ O’(E +grady) =J, (A.2)
0A
diva(g +gradep) =0 (A.3)

avec J , appartenant & W2, la densité de courant supposée connue et uniforme dans
un inducteur bobiné. Afin de résoudre le systéme précédent, la méthode des résidus

pondérés est utilisée :

/ [frot(lfrot A) + a(% +grady) — JsJudD =0 (A.4)

D H ot

/ [diva(a—A + gradep)|vdD =0 (A.5)
D ot

avec u et v deux fonctions tests appartenant respectivement a W' et a W0.
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Dans le domaine discret, le potentiel A est décomposé dans ’espace des éléments

d’aréte et ¢ dans l'espaces des éléments nodaux:

A= i Aaw, et = i O W, (A.6)
a=1 n=1

ol w, est la fonction d’interpolation associée & I'aréte a et w, la fonction nodale
associée au noeud n. La densité de courant source J, est décomposée dans I'espace
des éléments de facette:

nf
f=1

En utilisant comme fonctions tests, la fonction d’interpolation associée a chaque

potentiel! et en remplacant A, ¢ et J, par leurs formes discrétes, nous obtenons:

i 1 Owy Ay
Z / [—rotw, -rotw,A, + awawT]dD +
g /DM

nf

Z/ awagradwngondD:/ wawastdD Va € [1,n,] (A.8)
n=1 D D f=1

ow,A,

Z/ agrad’wanD+Z/Jgradwngradwnwn/dD:O (A.9)
a=1 D n'=1 D

Vn € [1,n,)

Les intégrales sur la frontiére I' s’annulent naturellement par des conditions aux
limites homogénes imposées sur les potentiels et les champs. A ce niveau du déve-
loppement, il est possible de réécrire les équations précédentes par les notions de

matrices d’incidence :

i 0A,
R'M"; RA, + M3, ("= + Gp,) = M, J

ot
G'M?, ag;“ +G'M,Gp, =0

-1 . L . ~ .
Avec M, , M7, et M ,; des matrices de masse définies de la méme maniere qu’aux

g
aa’

paragraphes 1.3.4 et 1.3.5. Si on considére la matrice M _, on rappelle que celle-ci

est de dimension n, x n, de M, dont les coefficients m?, sont donnés par :

aa

m’ :/ cw,wydD avec 1<a<n, et 1<d <n, (A.10)
D

avec w, la fonction d’interpolation associée & l'aréte a.

1. application de la méthode de Galerkin, u = w, et v = w,
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Annexe B

Détermination de champs a

rotationnel ou divergence donnée

On considére deux champs: X (resp. X ) et Y (resp. Y,) appartenant respec-
tivement & W2 (resp. W?) et W' (resp. W?). Le champ X est & flux conservatif et

Y est tel que son rotationnel est égal & X. On a alors:

rotY =X RY,=X; (B.1)
dvX =0 DX;=0 (B.2)

Pour obtenir des champs qui vérifient les relations précédentes, des techniques d’arbres,
basées sur la théorie des graphes, peuvent étre utilisées. Dans cette annexe, nous

rappelons briévement la technique utilisée au L2EP et développée par [60].

B.1 Arbre d’arétes

Le vecteur X ¢ est connu et Y, est recherché, celui-ci doit vérifier la relation B.1.
Un arbre d’arétes est construit en réunissant un ensemble d’arétes ne formant pas
de boucles et reliant tous les noeuds du maillage. Les degrés de liberté associés (i.e.
les composantes de Y,) a cet arbre sont fixés a des valeurs arbitraires qui peuvent
étre nulles par exemple. Les autres degrés de liberté associés au co-arbre c’est a dire
aux arétes n’appartenant pas a ’arbre peuvent alors étre calculés de maniére unique

en vérifiant la relation suivante sur chaque facette f du maillage:

/ Xdf = ¢ Ydof (B.3)
! of
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On a alors pour chaque facette f, la somme des circulations de Y le long des arétes
de f qui est égale au flux de X a travers f. si (ya)i<a<n, €t (75)1<f<n, désignent les

composantes de Y, et X ¢, on a donc:

Ty = Z Yala (B.4)
a=1

avec 0, = +1 ou —1 si a appartient a la frontiére de f et 0 si a n’appartient pas a
la frontiére de f. On retrouve d’ailleurs la relation B.1.

Pour illustrer cette demarche, nous prenons l'exemple de deux tétrahédres pré-
sentés par la figure 1.7. On considére un flux unitaire X, entrant par la facette 2
et un flux unitaire X7 sortant par la facette 7. Les flux des autres facettes externes
sont fixés & zéro pour que X ; soit a flux conservatif. Compte tenu des orientations
des facettes, X, est égal a 1 et X7 & —1. Pour calculer Y,, compte tenu de la dé-
marche présentée précédemment, un arbre d’arétes constitué des arétes 1, 2, 3 et 4
est construit, les degrés de liberté associés a ces arétes sont fixés a zéro(Y7, Ys, Y3
et Yy). Par conséquent il ne reste plus qu’a calculer les circulations de Y le long du
co-arbre formé par les arétes de 54 9. A titre indicatif les figures B.1 et B.2 illustrent

l'arbre et le co-arbre utilisés.

3
Fic. B.1 — Arbre Fic. B.2 — Co-arbre
Pour la facette 1, on a:

X1=Y14+Y5—-Y;,=0 onendéduit Y;=0 (B.5)
Pour la facette 2,

Xo=Y+Ys—Y;3=1 onendéduit Ys=1 (B.6)
Pour la facette 3,

X3=Ys+Y,—Y;3=0 onendéduit Y;=1 (B.7)
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et ainsi de suite pour toutes les autres facettes.
Par cette technique, I’ensemble du vecteur Y, peut étre déterminé de maniére
itérative et trés rapidement. Il est & noter que cette technique n’est applicable qu’avec

un champ X a divergence nulle.

B.2 Arbre de facettes

Comme une facette relie deux éléments de la méme maniére d'une aréte relie
deux noeuds, par analogie, un arbre de facettes peut étre déterminé. Un élément
ezt Teprésentant I'extérieur du domaine d’étude est ajouté pour prendre en compte
le flux sortant de la frontiére. Toutes les facettes constituant la frontiére du domaine
sont alors reliées a cet élément extérieur. Un exemple de cette transposition facette-

élément en aréte-noeud est donné par la figure B.3 pour 'exemple de la figure 1.7.

S

Fic. B.3 — Graphe facette-élément

En utilisant le précédent graphe, un arbre (représentant un co-arbre de facettes)
peut étre calculé. On peut alors fixer les valeurs des flux sur I’arbre de facettes. Les
autres flux, a travers les facettes du co-arbre, sont déterminés par une procédure

itérative vérifiant la relation B.2.

Un arbre de facettes peut étre utilis¢é pour obtenir un vecteur X ; ayant une
divergence donnée. Pour illustrer la méthode, un exemple en 2D est étudié. Un
vecteur X ; a divergence nulle est recherché dans un sous domaine Dx du domaine
d’étude constitué de 6 éléments comme précisé par la figure B.4. Ce sous domaine
peut représenter un inducteur bobiné ou massif.

Les deux surfaces extrémes de Dy sont en contact avec des conditions limites de

type B-n = 0.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These de Thomas Henneron, Lille 1, 2004

108ANNEXE B. DETERMINATION DE CHAMPS A ROTATIONNEL OU DIVERGENCE DONNEE

fz €, f4 €, fa €; fo

Fic. B.4 — Exemple de domaine Dx

Dans un premier temps, un arbre de facettes est construit, celui-ci doit contenir
les facettes extérieures & Dx et celles en contact avec la frontiére ', sauf une pour
ne pas former de boucles. La figure B.5 illustre 'arbre et le co-arbre de facettes pour
Iexemple étudié. La figure B.6 présente l'arbre et le co-arbre d’arétes issus de la

transposition de la relation facette-élément en aréte-noeud.

1 €, :ﬁ €, 'fﬁ e |/

7 7

arbre d’arétes

arbre de facette

..... co-arbre d’arétes
- - - - co-arbre de facette

Fi1G. B.6 — Arbre et co-arbre d’arétes issus
de la transposition facette-élément en aréte-
noeud

FiG. B.5 — Arbre et co-arbre de facettes

Par les deux précédentes figures, on constate bien que 'arbre d’arétes est équi-

valent au co-arbre de facettes.
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Dans un second temps, on impose un flux nul sur les facettes externes au domaine

Dy pour assurer une divergence nulle, pour 'exemple considéré, on a donc:
X2 :X9:X11 :X17:O (B8)
Sur les autres facettes de 'arbre, le flux est imposé, celui-ci est calculé par:

Xf = X - ndef (Bg)
Sy

avec Sy l'aire de la facette f et my sa normale. Dans notre cas, les facettes ou I'on
impose les flux sont fs5, fs, fi2, f14 et fis-

Dans un dernier temps, il ne reste plus qu’a calculer le flux de X a travers les
facettes du co-arbre par la vérification de la relation B.2. Ainsi, par I’élément 6,
comme les flux Xi4 et X3 sont connus, on en déduit le flux X;5. Connaissant ce flux,
il est alors possible de déterminer X3 dans I’élément 5, etc.... La détermination des

flux sur le co-arbre de facettes est obtenue par une méthode itérative.
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Annexe C

Bilan de puissance des grandeurs

globales électriques

C.1 Probléme d’électromagnétisme

On considére un domaine contractile D de frontiére S (fig. C.1).

S

Inducteur
" bobiné

Domaine
V-
| conducteur

Fic. C.1 — Domaine d’étude D

La densité de courant circulant dans 'inducteur bobiné est supposée uniforme
et connue, celle-ci est notée J,. Dans le domaine conducteur, la densité de courant
induite est inconnue, celle-ci est notée J,,q.

Les évolutions des champs magnétiques et électriques sont obtenues par les équa-
tions de Maxwell :

rotH = J,+ J;ng (C.1)
0B

tE=—— 2

ro T (C.2)
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Dans le domaine conducteur, il faut associer au systéme précédent les deux lois

de comportement qui lient les champs magnétiques et électriques entre eux:
B=uH (C.3)
Jing=0E (C4)

La surface du domaine conducteur, en contact avec la frontiére S du domaine, est

notée S.. Sur S., on impose des conditions aux limites qui s’écrivent :
Exn=0 =B -n=0 (C.5)

Ce type de condition aux limites permet d’imposer un champ électrique E normal
a la surface. Par conséquent, selon la relation C.4, J;,, est également un champ
normal & la surface S.. Les deux surfaces du domaine conducteur en contact avec S
sont notées Sg1 et Sea (S = Se1 | Se2) (fig. C.2). Compte tenu de la relation C.5,
ces deux surfaces sont équipotentielles. Ainsi, on note V; et V5 les potentiels situés
respectivement sur S.; et Ses.

Dans les zones non conductrices du domaine d’étude, seule la loi de compor-
tement magnétique (équation C.3) est définie. Comme nous nous plagons dans le
cas des régimes quasi stationnaires, le champ E ne peut plus étre calculé de ma-
niére unique. En fait, on ne peut déduire qu’'une information sur la composante
tangentielle de EZ. On note S, la partie de S qui est ni en contact avec le domaine
conducteur ni en contact avec I'inducteur bobiné. Les deux types de conditions aux

limites sur S,,. sont :

B n=0 = E,=nxgradyp sur S, (C.6)
Hxn=0 (C.7)

ou E; correspond a la composante tangentielle du champ électrique. Comme indiqué
précédemment, la seule information que ’on dispose sur ce champ est qu’il est défini a
partir d'un gradient. Dans la suite, on prend comme conditions aux limites la relation
C.6. Cependant, on peut remarquer que l'expression C.7 impose une contribution
nulle dans le vecteur de Poynting.

La surface de 'inducteur bobiné en contact avec la frontiére S du domaine est
notée S,. Comme pour le domaine conducteur, on définit deux surfaces Sy et Syo
(Sp = Sk U Ske) (fig. C.2). Comme B -n = 0, la composante tangentielle de FE est
donnée par la relation C.6. De plus, pour I'inducteur bobiné, la composante normale

de J est connue, celle-ci vérifie:

Js-n=+— (C.8)
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avec I, le courant circulant dans I'inducteur et S, la surface de Sy, et Syo.

Fic. C.2 — Domaine d’étude D

C.2 Bilan de puissance

On cherche & exprimer la puissance fournie a l'aide du vecteur de Poynting :

(E x H)- ndS+/ (Ex H)-ndS  (C.9)
Snc+sb

/S(EXH)-ndS:

Se
On a des produits mixtes qui permettent d’écrire :
/(ExH)-ndS=/(n><E)-HdS+/ (n x E)- HdS (C.10)
S c Snc+sb

Compte tenu de la relation C.5, le premier terme est nul. A 'aide de la relation C.6

et aprés modification du produit mixte, on a:
/(ExH)~ndS:—/ grady - (H x n)dS
S Snc+Sb
En utilisant une formule de Green, nous obtenons:

/(E x H)-ndS = / ediv(H x n)dS (C.11)
S

S7LC+Sb

—/ ©o(H X n)-ngg,, dl — / ©(H X mn) - nyg,,dl
8561 6302

avec 05,1 et 0S. les contours des surfaces S et S.p. Dans ces conditions, ngg,, et

Nys,, sont deux normales comme précisées sur la figure C.3. On déduit également
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nxn ., nxn .,

n n
@ Scl @ ScZ
Fic. C.3 — Composantes normales

de cette figure 'orientation du produit vectoriel des deux normales. Le potentiel ¢
étant constant sur les surfaces S.; et Seo, il 'est aussi sur les contours 05, et 9S.s.

Les intégrales de contour de la relation C.11 s’écrivent alors:
—Vl/ (H X n)-ngg,dl — Vz/ (H X n) - ngg,,dl (C.12)
8Se1 8Sea
que l'on peut également écrire:

—‘/1/ ('I’L X ’I’Lascl) -Hdl — va/ (’I’L X 713562) - Hdl (013)
(9301 8Sc2

Les vecteurs m X myg,, et n X ngg,, représentent les vecteurs tangents normalisés
aux contours 0S5, et 0S.. Le théoréme d’Ampére nous donne donc, a partir des
conventions choisies sur les figures C.1 et C.3:
H,dl=1. et H.dl =—1, (C.14)
0Sc1 0Sc2
avec I, le courant circulant dans le domaine conducteur. Finalement, nous obtenons :

Vi H,dl -V, H,dl = (Vo — V})I, (C.15)
8561 ach

En développant le terme div(H x n) de la relation C.11, on a:

/ ediv(H x n)dS = o(n-rot H— H -rotn)dS (C.16)
Snc+sb Snc+Sb
Comme la surface S de D est formée de surfaces planes, on a rot n = 0 et comme

rotH = 0 en dehors de Sp; et Sy, 'expression précédente s’écrit :

/ ediv(H x n)dS = / o(n-Js)dS —i—/ en-J,)dsS  (C.17)
Sne+Sp Sh1

Sha
I : . .
Comme J,-n = :|:§ = cste sur Sy, et Sop, il est possible de sortir ce terme des
b
intégrales précédentes, on a alors:
I
/ pdiv(H x n)dS — —b<—/ ¢d5+/ £dS) (C.18)
S7LC+Sb Sb Sbl Sb2
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En définissant les tensions V' et V, comme les valeurs moyennes du potentiel sur

Sp1 et Sgp, U'expression précédente s’écrit :
/ pdiv(H x n)dS = (V — V), (C.19)
S7LC+Sb
Finalement, la puissance fournie au modéle s’écrit :

/(E % H)-ndS = (Vo — V)L + (V§ — VI, (C.20)
S

La puissance instantanée est alors fonction de la différence de potentiel électrique et
du courant associ¢ a un inducteur bobiné ou/et a un conducteur massif (domaine
conducteur).

On peut remarquer que pour imposer une différence de potentiel électrique, on
agit sur le potentiel scalaire ¢ que ce soit pour un inducteur bobiné ou pour un

conducteur massif.
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Annexe D

Détermination de K en tout point

du domaine

Dans la suite, nous détaillons la méthode numérique utilisée pour le calcul de
K créé par une spire supportée par les arétes de la frontiére d’'une surface S a
travers laquelle on cherche & calculer le flux. Pour simplifier le développement, nous
considérons une spire formée de 4 arétes, la méthode peut facilement étre étendue
pour un nombre quelconque d’arétes en utilisant le théoréme de superposition. Le
vecteur K peut étre déterminé en tout point du domaine par la loi de Biot et Savart.
Celui-ci est égal au champ magnétique créé par la spire alimentée par un courant

de 1A. Comme exemple, nous calculons K en un point M (fig. D.1).

MX/K(M)

/ /L aréte

Fi1G. D.1 — Exemple de spire exploratrice

Pour chaque aréte a; de la spire, nous déterminons un vecteur K 2 ) en M. En
appliquant le théoréme de superposition, la somme de ces vecteurs est égale a K en

M. Pour notre exemple, nous avons:
K ) = Ky + Ky + Ky + Kl (D.1)

Pour obtenir le vecteur K z Ay Produit par une aréte a;, un second repére (4,5',k’)

associé a 'aréte est a définir (fig. D.2).
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K‘\\
AN
N
AN
OL2 \\\
At AN
L O P \\
y 1~~~ - \\\
) oyl TTTee-e \\
28—rsmoennen L | ——E
[} [}
[} R [}

Fi1G. D.2 — Définition de R’

Ce second repére R’ = (2’,5’,k’) est construit a partir des coordonnées des points
A, B et M dans le repére principal ® = (x,y,z) (avec A et B les extrémités de
laréte).

Dans R, les vecteurs unitaires sont calculés tels que:

AB AM x AB Y

V=——-- g = K=ix3g (D.2)
|AB]| |AM x AB||
Une matrice de passage P peut alors étre définie entre R et .
x’ x
y| =Py avec P = [i’ J’ k’] (D.3)
/
z'] Z]

Les coordonnées de M dans ' sont déterminées par la matrice P. Dans ce second
repére, les composantes de K le long des axes z’ et 4y sont nulles, seule la composante

selon 2’ existe. On a alors:

1

m( sur 2 (D.4)

Ky = sinog — Sinay )

avec R la distance entre M et I'axe z’ et oy et ay deux angles comme indiqués sur
la figure D.2. Finalement, le vecteur K en M dans R créé par une aréte est obtenue

par:

K(M)éR = PK(M)§R/ avec K(M)g)cy = 0
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Avec P~! la matrice inverse de P.
Par cette méthode, nous pouvons facilement calculer les vecteurs K en chaque

point de Gauss.
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Annexe E

Systéme a deux types d’inducteur

Dans cet annexe, nous présentons les systémes matriciels des deux formulations
magnétodynamiques dans le cas d'un systéme composé d'un inducteur bobiné et

d’un inducteur massif.

On considére un domaine D contenant deux sous-domaines D; et Dsy. Le sous
domaine D; représente un inducteur bobiné et Dy un inducteur massif. On note i
et VP1 respectivement le courant et la tension aux bornes de D; et iP2 et VP2 le

courant et la tension de Dy (fig. E.1).

Sy
o
\

o ! === - m .S LI PR e OB

e - - y.

FiGc. E.1 — Définition de D
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ANNEXE E. SYSTEME A DEUX TYPES D’INDUCTEUR

Des conditions limites de type B -n = 0 sont appliquées sur les frontieéres de D.
Pour les sous-domaines D; et Ds, les champs de vecteurs IN et K sont définis, N
et KPP sont associés & Dy et NP2 et K2 a D,. La fonction scalaire o2 utilisant

la surface I'y de D, est également déterminée.
Nous présentons les systémes matriciels des deux formulations magnétodyna-

miques dans le cas ou le courant ! est imposé dans I'inducteur bobiné et ou la

tension V72 est appliquée aux bornes de I'inducteur massif.

Dans le cas de la formulation T' — €2, le systéme matriciel s’écrit :

~t 1= 0 0 = T
RMZ'R+ <M —Zymra Al T,
frf + 815 aa 815 aa
G M- _G'mrG B Q,
)
A —ZB C | i
ot '
A=RMm2RE” + v R
- f a T a aa™a
¢-K."R'M%'RE." + %féf?

~(R'M%'R+ %M%)féf%m
~G' MK,
YD %ﬁaDlM’gﬁf{f%Dl
(E.1)

B = M"'GK,’

—~ Dy
o
MK,

Dans le cas de la formulation A — @, le systéme est donné par:

-1 a
RMj; R+ o

0
—G'M?
atG aa

© 2012 Tous droits réservés.
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~M?,GaP2VP: 4 M, NPiP1

~G'M3,Gal> VP
(E.2)
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