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Introduction générale

La modélisation consiste à établir une structure mathématique qui décrit les

phénomènes physiques. En magnétodynamique, les équations de Maxwell, qui re-

groupent le théorème d’Ampère et la loi de Faraday, associées aux lois de comporte-

ment des différents milieux, constituent le modèle mathématique. La résolution d’un

tel modèle consiste à rechercher les évolutions spatiale et temporelle des champs ma-

gnétiques et électriques. Afin d’obtenir une solution, certaines hypothèses doivent

être faites. Ainsi, on peut supposer que les lois de comportement liant les champs

électriques et magnétiques entre eux ne dépendent pas de la température ou bien

encore des contraintes mécaniques. De même, certaines simplifications géométriques

peuvent être établies dans le cas de structures complexes. L’ensemble des hypothèses

faites sur un système constitue l’erreur de modélisation. La solution retranscrira plus

ou moins correctement les répartitions des champs et le comportement d’un système

en fonction des simplifications réalisées.

Dans le cas de géométrie simple, une solution analytique peut être obtenue. Pour

modéliser des systèmes complexes, la méthode des éléments finis est généralement

utilisée. Une discrétisation spatiale et temporelle du domaine d’étude est alors réa-

lisée [5, 41]. Les champs magnétiques et électriques sont ainsi représentés sur des

éléments du maillage. Une erreur numérique, plus ou moins importante selon la fi-

nesse de la discrétisation, est alors ajoutée à l’erreur de modélisation. Pour résoudre

un tel problème, les formulations en potentiels sont alors introduites. Ces potentiels

peuvent être de deux natures : scalaires ou vectorielles. Dans le cas général qui cor-

respond à un problème magnétodynamique, deux formulations en potentiels (A−ϕ

et T − Ω) peuvent ainsi être utilisées pour résoudre un même problème. Dans le

domaine continu, pour un problème donné, les solutions obtenues par les formula-

tions en potentiels sont identiques. Dans le domaine discret, les propriétés de ces

formulations ne sont plus les mêmes, par conséquent les solutions ne sont plus égales.

Dans un problème magnétodynamique, on peut distinguer deux types de terme

source : les volumiques et les surfaciques. Le premier type regroupe les aimants
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permanents et les inducteurs bobinés dont la répartition de la densité de courant

est supposée uniforme et connue. Dans la littérature, plusieurs méthodes ont été

développées pour traiter de la prise en compte de ces sources, en particulier pour le

calcul d’une telle densité de courant correctement discrétisée [27, 40, 54, 57, 58, 63].

Au L2EP, une méthode a été développée lors de la thèse Y. Le Menach [60]. Dans le

cas d’une alimentation en tension d’un inducteur, l’équation de couplage électrique

est alors ajoutée au système [14, 17, 24, 49, 52]. La résolution d’une formulation en

potentiel couplée avec cette équation électrique ne pose pas de difficulté majeure.

Le second type de terme source est associé à des conditions que l’on applique

sur la frontière comme des différences de potentiels électrique ou magnétique aux

bornes de frontières du domaine ou bien encore à des flux magnétique ou électrique

les traversant. Certaines de ces grandeurs globales sont intrinsèquement liées aux

potentiels introduits. Dans le cas contraire ces grandeurs peuvent être obtenues par

différentes méthodes introduisant des relations supplémentaires [47, 51, 58]. Par

exemple, dans le cas de la formulation A − ϕ, imposer une tension aux bornes

d’un inducteur massif revient à fixer la valeur du potentiel électrique ϕ sur les

sections en contact avec la frontière du domaine. Par contre, la détermination du

courant traversant ces sections n’est pas immédiate, une nouvelle équation est alors

introduite.

Ainsi, les travaux présentés dans ce mémoire traitent du calcul et de l’imposition

des grandeurs globales dans les formulations magnétodynamiques en utilisant les

outils développés dans le cas de la magnétostatique. Ce thème de recherche a été

effectué dans le cadre du PAI (Pôle d’Attraction Interuniversitaires) qui regroupe

plusieurs universités (Liège, Gent, Leuven et Lille). Ce rapport se décompose en trois

parties. La première décrit les phénomènes physiques associés à l’électromagnétisme.

Dans le domaine continu, le modèle mathématique, basé sur les équations de Max-

well et les différentes lois de comportement, sera rappelé. Puis, nous aborderons

la discrétisation spatiale du modèle en utilisant les notions d’opérateurs différen-

tiels discrets. On retrouve ainsi très aisément les deux formulations en potentiels

attachées à la magnétodynamique, à la magnétostatique ou à l’électrocinétique.

Dans une seconde partie, nous introduirons différentes fonctions scalaires et vec-

torielles pour le calcul ou l’imposition des grandeurs globales, ces fonctions sont

naturellement définies dans le diagramme de Tonti. Dans le cas de la magnétody-

namique, nous développerons ainsi les méthodes utilisées pour calculer ou imposer

un courant ou une tension aux bornes d’un conducteur massif et un flux ou une

différence de potentiel magnétique aux bornes d’un domaine et cela pour les deux
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formulations. Dans le but de comparer et de vérifier la fiabilité des formulations

obtenues, deux exemples académiques et un dispositif expérimental seront étudiés.

Dans la dernière partie, contrairement au chapitre II, nous aborderons le calcul

d’un flux magnétique "local" à travers une surface interne au domaine . La détermi-

nation d’une telle grandeur ne pose pas de difficulté dans le cas d’une formulation

en potentiel vecteur. En revanche, pour une formulation en potentiel scalaire, cette

grandeur ne peut être facilement déterminée. Ainsi, nous verrons trois approches

permettant de calculer un flux magnétique local avec une formulation en potentiel

scalaire [7, 47]. Puis, les différentes méthodes seront comparées sur deux exemples

académiques. Enfin, les flux magnétiques globaux et locaux d’une machine synchrone

originale seront étudiés.
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Chapitre 1

Modélisation des problèmes

d’électromagnétisme

1.1 Introduction

Dans la suite, on considère un système électrotechnique composé d’air, de maté-

riaux ferromagnétiques et/ou conducteurs et de sources de champ magnétique (in-

ducteurs ou aimants permanents). L’ensemble du système forme le domaine d’étude

D de frontière Γ et les milieux conducteurs le domaine Dc avec Dc inclus dans D (fig.

C.2). Si le système étudié présente des symétries ou des périodicités géométriques,

il est possible de réduire le domaine d’étude D à une partie seulement du système.

Dans ce type de problème, les répartitions spatiale et temporelle des champs élec-

triques E et J et des champs magnétiques B et H sont recherchées dans tout le

domaine D et dans un intervalle de temps [0,T ]. Nous restreindrons notre étude au

cas de la magnétodynamique et de l’électromagnétisme statique (magnétostatique

et électrocinétique).

Fig. 1.1 – Domaine d’étude D



6 Chapitre 1. Modélisation des problèmes d’électromagnétisme

Ce chapitre se décompose en deux grandes parties. La première est relative au

domaine continu. Les équations de Maxwell et les différentes lois de comportement

permettant d’obtenir l’évolution des champs magnétiques et électriques seront rap-

pelées. Les conditions aux limites du domaine seront ensuite introduites. Les espaces

de définition des opérateurs différentiels et des grandeurs électromagnétiques seront

déterminés. Une structure mathématique basée sur deux suites d’espaces regrou-

pant l’ensemble des équations de Maxwell sera établie. Enfin, les formulations en

potentiels permettant de résoudre les différents problèmes d’électromagnétisme se-

ront introduites.

La seconde partie est relative au domaine discret dans lequel on effectue la résolu-

tion numérique des équations de Maxwell. La discrétisation des espaces fonctionnels

sera développée en introduisant un maillage dit "primal" du domaine d’étude D.

La discrétisation des opérateurs différentiels sera définie par la notion de matrices

d’incidence. Par l’introduction d’un second maillage dit "dual", une structure ma-

thématique analogue au domaine continu sera ensuite déduite, celle-ci se base sur les

équations de Maxwell et les lois de comportement discrétisées. Enfin, à partir de ces

outils, les différentes formulations magnétodynamiques, magnétostatiques et électro-

cinétiques en potentiels, permettant de résoudre les problèmes d’électromagnétisme,

seront développées.

1.2 Domaine continu

1.2.1 Equations de Maxwell

Les répartitions spatiale et temporelle des champs magnétiques et électriques

sont obtenues par les équations de Maxwell [19, 23, 33]:

rot H = J +
∂D

∂t
(1.1)

rot E = −
∂B

∂t
(1.2)

div B = 0 (1.3)

div D = ρ (1.4)

avec H le champ magnétique (A/m), B l’induction magnétique (T), E le champ

électrique (V/m), D l’induction électrique (C/m2), J la densité de courant (A/m2),

ρ la densité volumique de charges (C/m3) et t le temps (s).

Dans ce système d’équations, les relations 1.1 et 1.2 expriment le couplage entre
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les grandeurs électriques et magnétiques. Dans la plupart des problèmes d’électro-

technique, les courants de déplacement introduits par le terme
∂D

∂t
sont négligés, le

système est alors quasi-stationnaire. Dans ces conditions, on obtient la forme locale

du théorème d’Ampère :

rot H = J (1.5)

ce qui induit la conservation de la densité de courant :

div J = 0 (1.6)

1.2.2 Lois de comportement

Le comportement électrique et magnétique des différents milieux du domaine est

pris en compte par les lois de comportement. Celles-ci lient les différents champs

magnétiques et électriques entre eux. Ces relations mettent en jeu non seulement les

champs eux mêmes mais aussi des variables, comme la température ou bien encore les

contraintes mécaniques. On supposera dans la suite ces variables constantes. Ainsi,

les lois ne dépendent alors que des champs. Dans un problème d’électrotechnique,

la conductivité électrique est généralement supposée constante dans chaque milieu.

On obtient alors une relation de la forme :

J = σE (1.7)

avec σ la conductivité électrique (Ω−1m−1). Pour le comportement magnétique, si

le matériau n’est pas ferromagnétique, le modèle est linéaire de la forme :

B = µ0µrH (1.8)

avec µ0 la perméabilité de l’air et µr la perméabilité relative. Pour les matériaux fer-

romagnétiques, on peut utiliser des modèles relativement complexes qui prennent en

compte le phénomène d’hystérésis [18, 25]. Mais leur introduction dans des modèles

numériques conduit à une augmentation du temps de calcul qui peut être acceptable

en 2D mais plus du tout en 3D. Aussi on préférera utiliser, dans le cas de matériaux

ferromagnétiques doux, une relation de la forme 1.8 avec µr qui peut dépendre ou

non de H [11].

Dans le cas des matériaux durs (aimants permanents), le phénomène de réma-

nence est introduit [30], et on obtient une loi de la forme :

B = µaH + Br (1.9)
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avec Br l’induction rémanente et µa la perméabilité magnétique de l’aimant qui est

supposée constante et proche de la perméabilité de l’air.

Dans le domaine conducteur Dc, tous les champs peuvent être définis. Par contre,

dans les zones non conductrices (σ = 0) où les courants induits sont nuls (seul les

courants d’inducteur bobiné J s existent (cf paragraphe 1.2.6.1)), le champ électrique

E ne peut alors être définit. Dans ces zones, nous avons à résoudre un problème

magnétostatique dont les équations aux dérivées partielles sont de la forme :

rot H = J s (1.10)

div B = 0 (1.11)

1.2.3 Conditions aux limites

La résolution du système composé des équations de Maxwell et des lois de com-

portement admet une infinité de solutions. Par conséquent, pour assurer l’unicité de

la solution, des conditions aux limites du domaine sont imposées.

Fig. 1.2 – Conditions limites ΓB et ΓH

La frontière Γ du domaine D est décomposée en deux parties complémentaires

notées ΓH et ΓB telles que ΓH

⋂
ΓB = ∅ et ΓH

⋃
ΓB = Γ (fig. 1.2). Sur la frontière

ΓH , on impose des conditions aux limites de la forme :

H × n |ΓH
= 0 (1.12)

d’après la relation 1.5, on en déduit que :

J · n |ΓH
= 0 (1.13)

Sur la frontière ΓB , en général, on impose des conditions aux limites qui dé-

pendent de la nature du milieu en contact avec ΓB . Si le milieu est conducteur, on

impose :

E × n |ΓB
= 0 (1.14)
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d’après l’expression 1.2, on en déduit que :

B · n |ΓB
= 0 (1.15)

Par contre, si le milieu n’est pas conducteur, on impose seulement des conditions aux

limites sur B (équation 1.15)(E n’étant pas défini dans les zones non conductrices)

[43]. Dans ce cas, la seule condition que l’on peut imposer à E est que sa composante

tangentielle s’écrive Et = n × gradϕ avec ϕ un potentiel scalaire électrique.

1.2.4 Définition des espaces fonctionnels

Afin de résoudre les équations de Maxwell dans le domaine D, les domaines de

définition des opérateurs (rotationnel, gradient et divergence) sont à définir [6, 43].

Le domaine D sera supposé contractile et sa frontière Γ connexe pour simplifier

l’étude.

On note L2 et L2 respectivement les espaces des fonctions scalaires et des fonc-

tions vectorielles qui sont de carré intégrable dans D. Sur ces deux espaces, on définit

le produit scalaire de deux fonctions :
∫

D

u · vdD avec u ∈ L2 et v ∈ L2 (1.16)
∫

D

u · vdD avec u ∈ L2 et v ∈ L2 (1.17)

Les domaines de définition des opérateurs différentiels sont des sous-espaces de L2

et L2 tels que :

E 0 = {u ∈ L2; grad u ∈ L2} (1.18)

E1 = {u ∈ L2; rot u ∈ L2} (1.19)

E2 = {u ∈ L2; div u ∈ L2} (1.20)

Comme le domaine D est supposé contractile, nous obtenons [4] :

Ker(rot (E1)) = Im(grad (E 0)) (1.21)

Ker(div (E2)) = Im(rot (E1)) (1.22)

où Ker(υ(E)) est le noyau de l’opérateur υ défini dans l’espace E et Im(υ(E)) est

l’image par l’opérateur υ du domaine E. Ces relations traduisent non seulement

le fait que divrot = 0 et rotgrad = 0 mais aussi que si une fonction vectorielle

v2 appartenant à l’espace E2 est à divergence nulle alors il existe une fonction
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vectorielle v1 de E1 tel que v2 = rot v1. Si le rotationnel de v1 est nul, alors une

fonction scalaire v0 de E 0 existe telle que v1 = grad v0.

Pour prendre en compte les conditions limites sur ΓB et ΓH , deux ensembles de

sous espaces sont définis par des restrictions des espaces E 0, E1 et E2.

E 0
B = {u ∈ E 0; u = 0|ΓB

} E 0
H = {u ∈ E 0; u = 0|ΓH

} (1.23)

E1
B = {u ∈ E 1; u × n = 0|ΓB

} E1
H = {u ∈ E 1; u × n = 0|ΓH

} (1.24)

E2
B = {u ∈ E 2; u · n = 0|ΓB

} E2
H = {u ∈ E 2; u · n = 0|ΓH

} (1.25)

Pour compléter l’ensemble des espaces, deux sous espaces, notés E 3
B et E 3

H , sont

introduits. Ceux-ci sont les images de E2
B et E2

H par l’opérateur divergence. Chaque

série de sous espaces peut être représentée par un diagramme appelé Complexe de

De Rham. Le passage d’un sous espace à un autre s’effectue par l’un des opérateurs

différentiels (fig. 1.3).

Fig. 1.3 – Complexe de De Rham

Les sous-espaces E1
H et E2

B représentent respectivement les domaines de défi-

nition de H et B (1.3 et 1.5). De la même manière, les sous-espaces E1
B et E2

H

représentent les domaines de définition de E et J (1.2 et 1.6).
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Remarque : Dans le cas d’un domaine non contractile (présence de trous ou de

boucles), les égalités 1.21 et 1.22 ne sont plus vérifiées. On a alors :

Ker(rot (E1)) ⊂ Im(grad (E 0)) (1.26)

Ker(div (E2)) ⊂ Im(rot (E1)) (1.27)

Pour étudier de tels domaines, une solution consiste à introduire une ou plusieurs

coupures qui "rendent" alors le domaine D contractile [43].

1.2.5 Diagramme de Tonti

Par la notion d’opérateurs différentiels adjoints, un lien peut être établi entre les

deux suites de sous espaces Ei
B et Ei

H (avec i ∈ {0,1,2,3}) précédemment définis.

Ces opérateurs adjoints se déduisent de l’identité de Green appliquée aux opérateurs

différentiels. Dans le cas général, l’opérateur adjoint, noté λ̃, de λ est défini par la

relation :
∫

D

u · λvdD =

∫

D

v · λ̃udD +

∫

Γ

u ? vdΓ avec u ∈ Ei et v ∈ Ẽi (1.28)

avec Ẽi l’espace dual de Ei et ? représentant un produit scalaire ou vectoriel des

fonctions u et v. En appliquant cette identité de Green aux opérateurs gradient et

rotationnel, nous obtenons :
∫

D

u · grad vdD = −

∫

D

v · div udD +

∫

Γ

(u · n)vdΓ (1.29)
∫

D

u · rot vdD =

∫

D

v · rot udD +

∫

Γ

(u × n) · vdΓ (1.30)

Par conséquent, les opérateurs adjoints du gradient et du rotationnel sont respective-

ment la divergence et le rotationnel. Les intégrales surfaciques des deux précédentes

équations introduisent les conditions aux limites du domaine D, celles-ci s’annulent

si les conditions sont homogènes à D. Dans ces conditions, les relations 1.29 et 1.30

s’écrivent :
∫

D

u · grad vdD = −

∫

D

v · div udD avec u ∈ E2
B et v ∈ E0

H (1.31)
∫

D

u · rot vdD =

∫

D

v · rot udD avec u ∈ E1
H et v ∈ E1

B (1.32)

avec E1
B et E2

B les espaces duaux à E1
H et E0

H . Le même raisonnement peut être

appliqué aux espaces E1
H et E1

B ainsi qu’à E2
H et E2

B.
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La structure mathématique, définie par les deux suites d’espace, peut accueillir

un grand nombre de systèmes d’équations aux dérivées partielles. Cette structure

peut être représentée géométriquement par le diagramme de Tonti (fig. 1.4) [20].

Fig. 1.4 – Diagramme de Tonti

Pour prendre en compte la dérivée par rapport au temps, une troisième dimension

est ajoutée au précédent diagramme. Le diagramme de Tonti propre à la magnéto-

dynamique peut alors être obtenu (fig. 1.5). Les lois de comportement sont alors des

opérateurs qui relient les deux suites d’espaces Ei
B et Ei

H .

Fig. 1.5 – Diagramme de Tonti appliqué à la magnétodynamique



1.2. Domaine continu 13

1.2.6 Introduction des potentiels

La résolution des équations de Maxwell et des lois de comportement associées

peut être obtenue en considérant les champs comme inconnues [8, 13, 43, 64]. Néan-

moins, on préfère exprimer les champs magnétiques et électriques en fonction de

potentiels qui peuvent être scalaire ou vectoriel.

On considère un domaine D contenant un domaine conducteur Dc, supposé

contractile, et des inducteurs bobinés. Un inducteur bobiné se comporte à basse

fréquence comme un domaine conducteur où la répartition de la densité de courant

J s est supposée uniforme dans ses sections. Celle-ci est proportionnelle au courant

i qui circule dans l’inducteur par :

J s = N i (1.33)

avec N un vecteur à divergence nulle qui dépend de la forme de l’inducteur [60].

Pour simplifier les développements mathématiques, nous limiteront les sources de

champ électromagnétique à un seul inducteur mais une extension à plusieurs est tout

à fait possible comme le montreront les exemples traités. De même, on supposera

que le domaine D ne possède pas d’aimants permanents (pas de termes sources

introduit par l’induction rémanente Br). L’ajout de ce terme ne pose pas non plus

de difficultés majeures. Enfin, il est aussi possible d’appliquer une différence de

potentiel électrique aux bornes du domaine conducteur ou d’y imposer un courant.

L’introduction dans les formulations des différents types de sources constitue un des

objectifs de notre travail qui sera traité en détail au chapitre II.

Pour un inducteur bobiné, on définit un champ magnétique source, noté Hs, tel

que rot Hs = J s avec Hs×n = 0 sur ΓH . On note que Hs n’est pas unique et qu’il

existe une infinité de champs sources tels que leur rotationnel soit égal à la densité

de courant parcourant l’inducteur bobiné sauf contraintes particulières sur le champ

celui-ci peut être défini sur tout le domaine D alors que N est non nul seulement

dans l’inducteur. Dans ces conditions, la forme locale du théorème d’Ampére s’écrit :

rot H = J ind + J s (1.34)

avec J ind = σE et rot Hs = J s (1.35)

où J ind représente la densité de courant induite dans le domaine conducteur Dc.
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1.2.6.1 Problème magnétodynamique

Deux formulations en potentiel peuvent être introduites : la formulation élec-

trique et la formulation magnétique. Ces formulations ne sont définies que dans

le domaine conducteur Dc (le terme J s est donc nul par contre Hs ne l’est pas

nécessairement).

Formulation électrique A − ϕ

Dans le cas d’une formulation électrique, le champ E est exprimé en fonction de

potentiels. Comme l’induction magnétique est à divergence nulle, d’après la relation

1.22, un potentiel vecteur magnétique, noté A, peut être introduit tel que :

B = rot A avec A × n |ΓB
= 0 (1.36)

avec A défini dans tout le domaine et appartenant à l’espace E1
B.

En utilisant l’expression 1.2 et d’après la relation 1.21, le champ E peut être

exprimé en fonction du potentiel vecteur défini à un gradient près. On a alors :

E = −
∂A

∂t
− gradϕ et ϕ |ΓH

= 0 (1.37)

avec ϕ le potentiel scalaire électrique appartenant à l’espace E0
B.

En remplaçant le champ magnétique H et la densité de courant J ind par leurs

expressions en fonction de A et ϕ, la forme locale du théorème d’Ampère (1.34) et

la loi de conservation de la densité de courant (1.6) s’écrivent :

rot
1

µ
rotA + σ(

∂A

∂t
+ gradϕ) = 0 (1.38)

divσ(
∂A

∂t
+ gradϕ) = 0 (1.39)

Une infinité de vecteurs A peut être définie tels que leur rotationnel soit égale

à l’induction magnétique. Pour assurer l’unicité de ce potentiel, une condition de

jauge est introduite telle que la jauge de Coulomb div A = 0 ou une condition de

forme A ·W = 0 avec W un champ de vecteur dont les lignes de champs ne forment

pas de boucles et sont telles qu’elles relient tous les points du domaine [2, 36].

Formulation magnétique T − Ω

Dans le cas d’une formulation magnétique, le champ H est exprimé en fonction

de potentiels et du champ Hs. Comme la densité de courant induite est à divergence

nulle, un potentiel vecteur électrique, noté T , peut être introduit tel que (1.22) :

J ind = rotT (1.40)
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avec T défini dans le domaine conducteur et appartenant à E1
H . Comme le domaine

conducteur est supposé contractile, on prend alors T = 0 à l’extérieur de celui-ci et

on impose T × n = 0 sur la frontière Γc de Dc.

remarque : Si le domaine conducteur n’est pas contractile et possède un "trou"

par exemple. On introduit un vecteur K et, dans ces conditions, J ind devient égale

à :

J ind = rot(T + iK) (1.41)

avec i un coefficient réel associé à un courant. Le vecteur K est défini dans tout le

domaine et le vecteur T toujours égal à zéro à l’extérieur de Dc. L’utilisation du

vecteur K sera détaillé au chapitre II.

Comme rot H = J ind + J s, on a :

rot(H − Hs − T ) = 0 (1.42)

Le champ H peut alors être exprimé en fonction du potentiel vecteur T et du champ

Hs défini à un gradient prés (1.21). On a alors :

H = Hs + T − gradΩ avec T × n |Γc
= 0 et Ω | ΓH = 0 (1.43)

avec Ω le potentiel scalaire magnétique appartenant à l’espace E0
H et défini dans

tout le domaine.

En introduisant les relations 1.41 et 1.43 dans la forme locale de la loi de Faraday

1.2 et la loi de conservation de l’induction magnétique 1.3, le système à résoudre

s’écrit sous la forme :

rot
1

σ
rotT +

∂

∂t
µ(T − gradΩ) = −rot

1

σ
rotHs −

∂

∂t
µHs (1.44)

divµ(T − gradΩ) = −divµHs (1.45)

Comme dans le cas de la formulation A − ϕ, une condition de jauge doit être

appliquée sur le potentiel vecteur T pour assurer l’unicité. Cette jauge n’est définie

que dans le domaine conducteur Dc.
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1.2.6.2 Problème magnétostatique

Dans les zones où il n’y a pas de courants induits, on est amené à résoudre les

équations de la magnétostatique, qui s’écrivent :

rot H = J s avec H × n |ΓH
= 0 (1.46)

div B = 0 avec B · n |ΓB
= 0 (1.47)

B = µH (1.48)

Deux formulations en potentiel peuvent être utilisée, celles-ci se déduisent des deux

formulations présentées dans le cas de la magnétodynamique.

Dans la formulation A, d’après 1.3 et 1.22, on a B = rot A. En utilisant 1.46

et 1.48, l’équation à résoudre est donnée par :

rot
1

µ
rotA = J s (1.49)

Dans le cas de la formulation Ω, le champ magnétique est fonction du champ

source Hs et du potentiel scalaire magnétique Ω. On a alors :

H = Hs − gradΩ (1.50)

L’équation à résoudre se déduit de 1.47 et 1.48 telle que :

divµgradΩ = divµHs (1.51)

Remarque : Le couplage entre les équations en potentiel définies dans le domaine

conducteur et non conducteur se fait naturellement si on utilise des formulations de

même nature comme la formulation A−ϕ (resp. T −Ω) pour le domaine conducteur

et la formulation A (resp. Ω) pour le domaine non conducteur. Il suffit de satisfaire

certaines conditions de continuité sur les potentiels [12, 43].

1.2.6.3 Problème électrocinétique

Si les sources sont de types continues, on peut résoudre un problème d’électro-

cinétique pour obtenir le régime permanent des grandeurs électriques du domaine

conducteur. Dans ce cas, le système d’équations à résoudre s’écrit :

rot E = 0 avec E × n |ΓB
= 0 (1.52)

div J ind = 0 avec J ind · n |ΓH
= 0 (1.53)

J ind = σE (1.54)
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Les répartitions de E et J ind sont recherchées dans tout le domaine, leurs évolutions

sont indépendantes du temps. Deux formulations en potentiel peuvent être utilisées

pour résoudre ce type de problème. De la même manière qu’en magnétostatique,

celles-ci se déduisent des formulations magnétodynamiques.

Dans la formulation T , la relation 1.44 devient :

rot
1

σ
rotT = 0 avec J ind = rot T (1.55)

Et dans la formulation ϕ, comme le potentiel vecteur magnétique n’est plus

introduit, l’équation 1.39 devient :

divσgradϕ = 0 avec E = −gradϕ (1.56)

1.3 Domaine discret

Les équations de Maxwell peuvent parfois être résolues analytiquement dans le

cas de géométries simples. Pour des systèmes complexes, il est nécessaire d’avoir

recours à une résolution numérique et donc de discrétiser les équations précédentes

[4, 22].

1.3.1 Discrétisation

La discrétisation spatiale du domaine D est réalisée par des volumes élémentaires.

Ceux-ci sont de formes simples comme des héxahèdres, tétraèdres ou des prismes

[5, 26, 56, 65]. Chaque volume élémentaire, noté De, est constitué de ne
n noeuds, ne

a

arêtes et ne
f facettes. Le maillage du domaine D est alors formé de l’ensemble de ces

entités. On notera nn , na , nf et ne respectivement le nombre de noeuds, d’arêtes,

de facettes et d’éléments du maillage. Dans la suite, nous considérons un maillage

formé exclusivement de tétraèdres (fig. 1.6).

Fig. 1.6 – Eléments géométriques
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1.3.1.1 Fonctions d’interpolation

Une fonction d’interpolation est associée à chaque entité géométrique (noeud,

arête, facette et élément).

A chaque noeud n du maillage, une fonction scalaire wn est associée. Celle-ci

est continue dans tout le domaine D. Cette fonction est égale à 1 au noeud n et 0

sur tous les autres. L’espace généré par ces fonctions est noté W 0. Par conséquent,

si u est une fonction scalaire définie dans W 0, alors u peut être écrite comme une

combinaison linéaire des fonctions wn :

u = U t
nW n =

nn∑

n=1

unwn (1.57)

avec W n le vecteur des fonctions d’interpolation wn et Un le vecteur des compo-

santes un qui correspond à l’ensemble des degrés de liberté associés aux noeuds. Le

maillage étant donné (position des noeuds et leurs connectivités), la fonction u de

W 0 est parfaitement définie par le vecteur Un. On note W0 l’espace engendré par

Un, celui-ci n’est autre que R
nn que nous notons W0 pour alléger les notations. On

peut donc indifféremment, comme on le verra par la suite, travailler sur W 0 ou W0.

Chaque arête a est associée à une fonction vectorielle wa définie par :

wa = wigradwj − wjgradwi (1.58)

avec wi et wj les fonctions nodales associées aux noeuds i et j de l’arête a. La fonction

wa est continue sur chaque élément et sa composante tangentielle est continue au

passage de chaque facette du maillage. L’espace généré par les fonctions wa est noté

W 1. Si u est une fonction vectorielle de W 1 alors :

u = U t
aW a =

na∑

a=1

uawa (1.59)

avec W a le vecteur des fonctions d’interpolation et U a l’ensemble des degrés de

liberté associé aux arêtes. On définit comme précédemment l’espace W1 des vecteurs

wa. La circulation wa est égale à 1 sur l’arête a et 0 sur toutes les autres. En utilisant

les propriétés précédentes, la circulation de u le long de l’arête a′ vérifie :

∫

a′

u · da′ =
na∑

a=1

ua

∫

a′

wa · da′ = ua′ (1.60)

par conséquent, les composantes de U a sont les circulations de u sur toutes les arêtes

du maillage.
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De même, chaque facette f est associée à une fonction d’interpolation wf égale

à :

wf = 2wi(gradwj × gradwk) + 2wk(gradwi × gradwj) + (1.61)

2wj(gradwk × gradwi) (1.62)

avec wi, wj et wk les fonctions nodales des noeuds i, j et k de la facette f . L’espace

généré par les fonctions wf est noté W 2. Si u est une fonction de W 2 alors :

u = U t
fW f =

nf∑

f =1

uf wf (1.63)

avec W f le vecteur des fonctions d’interpolation et U f l’ensemble des degrés de

liberté associé aux facettes de maillage. L’espace généré par wf est noté W2. La

fonction wf est continue dans chaque élément du maillage et sa composante normale

est conservée à travers chaque facette du maillage. Le flux de wf traversant la facette

f est égal à 1 et 0 à travers toutes les autres. Le flux de la fonction u à travers la

facette f ′ vérifie donc :
∫

f ′
u · df ′ =

nf∑

f =1

uf

∫

f ′
wf · df ′ = uf ′ (1.64)

par conséquent, les composantes de U f sont les flux de u à travers chaque facette

du maillage.

De la même manière, pour chaque élément e, une fonction d’interpolation est

associée. Celle-ci est égale à :

we =
1

vol(e)
sur e et 0 sur e′ 6= e (1.65)

avec vol(e) le volume de l’élément e. L’espace généré par les fonctions we est noté

W 3. Si u est une fonction de W 3 alors :

u = U t
eW e =

ne∑

e=1

uewe (1.66)

avec W e le vecteur des fonctions d’interpolation et U e l’ensemble des degrés de

liberté associé aux éléments. L’espace généré par we est noté W3. La densité de la

fonction u dans l’élément e′ vérifie :
∫

e′

u · de′ =
ne∑

f =1

ue

∫

e′

we · de′ = ue′ (1.67)

Par conséquent, les composantes ue sont égales à l’intégrale volumique de u dans

chaque élément.
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Propriétés

Dans le cas où le domaine d’étude est contractile, on peut montrer que les espaces

W 0, W 1, W 2 et W 3 possèdent les mêmes propriétés que les espaces E0, E1, E2 et

E3, à savoir [6] :

Ker(rot (W 1)) = Im(grad (W 0)) (1.68)

Ker(div (W 2)) = Im(rot (W 1)) (1.69)

1.3.1.2 Opérateurs différentiels discrets

En utilisant la notion d’incidence, des opérateurs différentiels "discrets" peuvent

être définis [5, 20, 38]. Il s’agit d’opérateurs matriciels dont la contruction est basée

sur les connexions entre les différentes entités géométriques que sont les noeuds, les

arêtes, les facettes et les volumes. Dans la suite, un couple de tétraèdres est utilisé

pour illustrer les développements concernant les opérateurs différentiels discrets (fig.

1.7). L’exemple traité comporte 5 noeuds, 9 arêtes et 7 facettes.

Fig. 1.7 – Couple de tétraèdres utilisé pour illustrer la définition des matrices d’in-
cidence

Incidence noeud-arête

Les arêtes sont des éléments géométriques qui sont orientés de manière arbitraire.

On peut choisir par exemple, une orientation du noeud ayant l’indice le plus petit à

celui ayant l’indice le plus grand. La numérotation des arêtes en fonction des noeuds,

pour l’exemple de la figure 1.7, est donnée par le tableau 1.1.

Par définition, l’incidence gan d’un noeud n sur une arête a est égale à −1 si le

noeud n est l’origine de l’arête a, 1 si n est l’extrémité de a ou 0 si n n’appartient
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arêtes 1 2 3 4 5 6 7 8 9

noeuds 1,2 1,3 1,4 1,5 2,3 2,4 3,4 3,5 4,5

Tab. 1.1 – Numérotation des arêtes

pas à a. On définit ainsi la matrice incidence G de dimension na×nn des coefficients

(gan)(1≤a≤na et 1≤n≤nn). Pour l’exemple considéré, on obtient la matrice G suivante :

G =

−1 1 0 0 0

−1 0 1 0 0

−1 0 0 1 0

−1 0 0 0 1

0 −1 1 0 0

0 −1 0 1 0

0 0 −1 1 0

0 0 −1 0 1

0 0 0 −1 1

(1.70)

Considérons maintenant deux fonctions, l’une scalaire, notée un et l’autre vectorielle,

notée ua, appartenant respectivement à W 0 et W 1, telles que ua = grad un. En

reprenant les notations introduites dans la partie 1.3.1.1, on peut montrer que :

U a = GUn (1.71)

avec U a ∈ W1 et Un ∈ W0. La matrice G peut donc être considéré comme l’opéra-

teur discret du gradient.

Incidence arête-facette

Les facettes sont également des éléments géométriques orientés. L’orientation

d’une facette peut être donnée, par convention, par le sens des noeuds croissants

dans le cas de facettes triangulaires. Cette convention ne s’applique qu’avec un

nombre de noeuds par facette inférieur ou égal à 3. La numérotation des facettes en

fonction des noeuds est donnée dans le tableau 1.2.

facettes 1 2 3 4 5 6 7

noeuds 1,2,3 1,2,4 1,3,4 1,3,5 1,4,5 2,3,4 3,4,5

Tab. 1.2 – Numérotation des facettes
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L’incidence rfa d’une arête a par rapport à une facette f est égale à 1 si, en

parcourant la frontière de la facette dans le sens positif, l’arête a est parcourue dans

son sens positif, à −1 si le sens de a est opposé et à 0 si a n’appartient pas à f . A

l’aide des coefficients (rfa)(1≤f≤nf et 1≤a≤na), on définit une matrice R de dimension

nf × na. Pour notre exemple, cette matrice est égale à :

R =

1 −1 0 0 1 0 0 0 0

1 0 −1 0 0 1 0 0 0

0 1 −1 0 0 0 1 0 0

0 1 0 −1 0 0 0 1 0

0 0 1 −1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 −1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 −1 1

(1.72)

Considérons maintenant une fonction vectorielle, notée uf , appartenant à W 2, tel

que uf = rot ua. En reprenant les notations de la partie 1.3.1.1, on peut montrer

que :

U f = RU a (1.73)

avec U f ∈ W2 et donc R l’opérateur discret du rotationnel.

Incidence facette-élément

La numérotation des éléments en fonction des noeuds pour l’exemple de la figure

1.7 est donnée par le tableau 1.3.

éléments 1 2

noeuds 1,2,3,4 1,3,4,5

Tab. 1.3 – Numérotation des éléments

L’incidence def d’une facette f sur un élément e est égale à 1 ou −1 selon l’orien-

tation de la normale à la facette ou 0 si f n’appartient pas à e. On peut définir ainsi

la matrice D des coefficients (def )(1≤e≤ne et 1≤f≤nf ). Pour l’exemple traité, la matrice

d’incidence D de dimension ne × nf est alors égale à :

D =
1 −1 1 0 0 −1 0

0 0 −1 1 −1 0 1
(1.74)
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Pour une fonction scalaire ue appartenant à W 3 et définie telle que ue = div uf . On

peut montrer que :

U e = DU f (1.75)

avec U e ∈ W3 et D l’opérateur discret de la divergence.

Propriétés

Les opérateurs discrets possèdent des propriétés similaires à celles des opéra-

teurs différentiels du domaine continu [5]. Dans le cas d’un domaine contractile, les

relations 1.21 et 1.22 restent valables sur les espaces W i (i ∈ {0,1,2,3}), celles-ci

s’écrivent :

Ker(R(W1)) = Im(G(W0)) (1.76)

Ker(D(W2)) = Im(R(W1)) (1.77)

On a alors DR = 0, cette propriété reste vraie même si D n’est pas contractile.

Inversement, si U f appartenant à W2 est à divergence nulle alors il existe un vecteur

U a dans W1 tel que U f = RU a.

Remarque : Du point de vue pratique, une méthode basée sur une technique

d’arbre peut être utilisée pour déterminer le vecteur U a connaissant le vecteur U f

(annexe B.1). De la même manière, si le rotationnel de U a est nul, il existe un vec-

teur Un dans W0 tel que U a = GUn et on a également RGUn = 0.

On peut maintenant proposer une écriture des équations de Maxwell dans le

domaine discret. Ainsi, d’après ce qui précède, les équations 1.2 et 1.3 peuvent êtres

écrites sous la forme :

R Ea = −
∂Bf

∂t
(1.78)

DBf = 0 (1.79)

avec Ea une fonction de W1× [0,T ] (les coefficients du vecteur Ea sont des fonctions

scalaires dépendantes du temps qui représentent les circulations du champ électrique

sur les arêtes du maillage) et Bf une fonction de W2 × [0,T ] (les coefficients du

vecteur Bf sont des fonctions scalaires dépendantes du temps qui représentent le

flux de l’induction magnétique à travers les facettes du maillage).
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1.3.2 Maillage dual

Il n’est pas aisé d’obtenir simultanément la vérification de toutes les équations

de Maxwell sur un même maillage. Aussi, il peut être utile, comme on le verra par la

suite, d’introduire un second maillage dit dual et noté M̃ que l’on construit à partir

du maillage M que l’on qualifiera de primal [9, 22].

Dans la suite, nous allons donc développer la construction du maillage dual à par-

tir du maillage primal. Ensuite, nous déclinerons quelques propriétés de ce couple de

maillages en particulier concernant les opérateurs discrets introduits précédemment.

1.3.2.1 Définition

A chaque entité géométrique du maillage primal on fait correspondre une entité

géométrique du maillage dual : à un noeud primal n de M , on associe un élément

dual ẽ de M̃ , à une arête primal a une facette duale f̃ , à une facette f une arête ã

et à un élément e un noeud ñ.

Chaque arête a de M ne doit traverser qu’une seule facette f̃ de M̃ et vice versa

et chaque noeud n de M est placé à l’intérieur d’un élément ẽ de M̃ et inverse-

ment. L’orientation de chaque entité de M̃ est déduite de l’orientation des entités

primales. Par exemple, l’application de la règle de la main droite permet de déduire

l’orientation d’une facette f̃ à partir de l’orientation de l’arête a. L’illustration de

ces orientations est donnée par les figures 1.8 et 1.9.

Fig. 1.8 – Orientation d’une facette f̃
à partir de l’orientation d’une arête a

Fig. 1.9 – Orientation d’une arête ã à
partir de l’orientation d’une facette f

La définition précédente ne donne que le nombre d’entités géométriques duales

et leurs connectivités. Pour définir complètement le maillage M̃ , il est nécessaire de

positionner les noeuds, les arêtes, les facettes et les éléments. Différentes techniques

peuvent être alors utilisées. Dans la littérature, nous trouvons des maillages duaux

barycentriques ou Delaunay-Voronoi. Les maillages duaux barycentriques se basent

sur le barycentre de chaque entité du maillage primal, une arête ã traverse une
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facette f en son barycentre et un noeud dual se situe au barycentre d’un élément

primal, et inversement. Pour les maillages duaux Delaunay-Voronoi, les arêtes duales

traversent les facettes primales perpendiculairement en leurs milieux. Pour illustrer

ces deux types de maillage dual, un exemple 2D est donné par les figures 1.10 et

1.11.

Fig. 1.10 – Maillage dual barycentrique
Fig. 1.11 – Maillage dual Delaunay-
Voronoi

Remarques : Il est à noter que les éléments générés pour un maillage dual sont

des polyhèdres qui peuvent être de formes complexes surtout avec un maillage té-

trahèdrique. Un cas particulier est un maillage formé d’hexahédres réguliers qui

conduit à un maillage dual également hexahèdrique. Cette propriété a été mise à

profit dans la méthode d’intégration finie. Dans le cas de la méthode des éléments

finis, le maillage dual est implicite et donc non construit, celui-ci s’apparente à un

maillage dual barycentrique. Cet aspect sera plus détaillé par la suite.

1.3.2.2 Propriétés

Comme pour le maillage primal, une fonction d’interpolation est associée à

chaque entité duale. Des espaces discrets sont également générés par ces fonctions.

On a alors W̃ 0, W̃
1
, W̃

2
et W̃ 3 les espaces générés respectivement par les fonctions

nodales, d’arête, de facette et de volume du maillage dual et W̃0, W̃1, W̃2 et W̃3 les

espaces générés par les degrés de liberté associés aux noeuds, arêtes, facettes et élé-

ments duaux. Ces espaces ont les mêmes propriétés que ceux définis par le maillage

primal.

Des matrices d’incidence sont également introduites par les différentes intercon-

nexions des entités duales. On notera G̃, R̃ et D̃ respectivement les opérateurs

différentiels discrets du gradient, du rotationnel et de la divergence. De même, les

propriétés des opérateurs discrets 1.76 et 1.77 restent valable sur le maillage dual.
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Comme l’orientation des entités duales est déduite de l’orientation des entités

primales, des propriétés entre les opérateurs discrets de M et M̃ peuvent être dé-

montrées, on a alors :

G = −D̃
t

(1.80)

R = R̃
t

(1.81)

D = −G̃
t

(1.82)

1.3.3 Equations de Maxwell discrètes

Étant donné que E et B sont discrétisés sur le maillage primal, dans la suite,

nous discrétisons le champ magnétique H et la densité de courant J sur le maillage

dual. Ce choix est arbitraire d’autant plus que le maillage dual de M̃ est le maillage

primal M lui même. Une inversion peut donc aisément être effectuée. On définit

alors Bf les degrés de liberté associés aux flux de B à travers toutes les facettes de

M , Ea les degrés de liberté associés aux circulations de E sur toutes les arêtes de

M , H̃a les degrés de liberté associés aux circulations de H sur toutes les arêtes de

M̃ et J̃f les degrés de liberté associés aux flux de J à travers toutes les facettes de

M̃ . En utilisant les opérateurs discrets des deux maillages, les équations de Maxwell

s’écrivent sous la forme :

R̃ H̃a = J̃f (1.83)

R Ea = −
∂Bf

∂t
(1.84)

DBf = 0 (1.85)

D̃J̃f = 0 (1.86)

En ce qui concerne les conditions limites, celles-ci sont imposées sur les suites d’es-

paces discrets des maillages primal et dual en fonction des champs discrétisés. Dans

notre cas, l’induction magnétique est projetée sur le maillage primal, par conséquent,

la condition de type ΓB est associée à la suite d’espace de M . On définit ainsi les

espaces W i
B par analogie avec les espaces W i

B, W2
B est alors un sous espace de W2

regroupant l’ensemble des vecteurs dont les coefficients correspondant aux facettes

de ΓB sont nuls. En effet, tout vecteur de W 2
B conduit bien a un champ discret U f

de W2
B à flux nul à travers ΓB . De la même manière, sur la suite d’espaces discrets

du maillage dual est associée la condition limite de type ΓH . En introduisant la

projection des champs et des potentiels dans les espaces discrets, nous obtenons :

- pour la maillage primal :
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G R D

W0
B −→ W1

B −→ W2
B −→ W3

B

↑ ↑

Ea Bf

- pour la maillage dual :

G̃ R̃ D̃

W̃0
H −→ W̃1

H −→ W̃2
H −→ W̃3

H

↑ ↑

H̃a J̃f

1.3.4 Discrétisation des lois de comportement

La discrétisation des équations de Maxwell étant établie, il nous reste mainte-

nant à discrétiser les lois de comportement. Dans le domaine continu, nous avons des

relations "locales". En effet, si on connaît H en un point d’un matériau ferromagné-

tique doux, on peut calculer B en ce point connaissant la perméabilité µ. Dans le

domaine discret, les champs ne sont pas donnés localement mais plutôt globalement

en terme de circulation ou de flux le long d’un nombre fini d’arêtes et de facettes, il

faut donc réécrire les lois de comportement connues dans le domaine continu dans

le domaine discret [9, 21, 39, 42, 55]. Ainsi, il faut trouver des relations qui lient

les différentes grandeurs magnétiques et électriques discrétisées : H̃a avec Bf et Ea

avec J̃f .

Dans la bibliographie, plusieurs méthodes peuvent être utilisées pour obtenir ces

relations. A titre d’exemple, nous allons déterminer une loi de comportement "dis-

crète" possible liant H̃a et Bf dans le cas d’un problème magnétostatique linéaire

en se basant sur un calcul d’énergie magnétique. Dans le domaine continu, l’énergie

magnétique Wmag stockée dans un matériau caractérisé par une loi de comportement

linéaire B = µH est déduite de la relation suivante :

Wmag =
1

2

∫

D

HBtdD =
1

2

∫

D

1

µ
BBtdD (1.87)

en remplaçant B par sa forme discrète (1.63), l’expression devient :

W 1
mag =

1

2

∫

D

1

µ
Bt

fW f (B
t
fW f )

tdD =
1

2

∫

D

1

µ
Bt

fW fW
t
fBfdD (1.88)
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On introduit alors la matrice de masse M
µ−1

ff , de dimension nf × nf , telle que ces

coefficients mµ−1

ff s’écrivent :

mµ−1

ff =

∫

D

1

µ
wfwf ′dD avec 1 ≤ f ≤ nf et 1 ≤ f ′ ≤ nf (1.89)

L’énergie magnétique s’écrit alors :

W 1
mag =

1

2
Bt

fM
µ−1

ff Bf (1.90)

Une autre manière d’introduire l’énergie magnétique dans le domaine discret est

de considérer que celle-ci est donnée par :

W 2
mag =

1

2
BfH̃

t

a (1.91)

Si l’on souhaite que W 1
mag et W 2

mag soient égaux pour tout vecteur Bf , on a alors :

H̃a = M
µ−1

ff Bf (1.92)

De cette manière, une loi de comportement liant H̃a et Bf est établie.

Il est également possible de déterminer une loi de comportement discrète si on

connaît les fonctions d’interpolation sur le maillage dual. Une démarche similaire à

celle présentée précédemment est utilisée, l’énergie magnétique est alors exprimée

en fonction du champ magnétique (équation 1.87). Cette démarche conduit à :

Bf = M
µ
ãaH̃a (1.93)

mµ
ãa =

∫

D

µw̃aw̃a′dD avec 1 ≤ a ≤ nã et 1 ≤ a′ ≤ nã (1.94)

avec M
µ
ãa de dimension nã × nã de M̃ .

De la même manière, en se basant sur un calcul d’énergie électrique, la relation

liant Ea et J̃f est donnée par :

J̃f = Mσ
aaEa (1.95)

avec Mσ
aa, de dimension na × na de M , dont les coefficients mσ

aa sont donnés par :

mσ
aa =

∫

D

σwawa′dD avec 1 ≤ a ≤ na et 1 ≤ a′ ≤ na (1.96)

Si les fonctions d’interpolation sont linéairement indépendantes (ce qui est le cas

pour celles définies en 1.3.1.1) alors ces matrices, dites de masse, sont inversibles.

On peut donc ainsi indifféremment lier Bf à H̃a (respectivement Ea à J̃f ) et

inversement.



1.4. Formulations discrètes des problèmes d’électromagnétisme 29

1.3.5 Relation entre Jf et J̃f

Pour les besoins de la résolution numérique, il est nécessaire d’avoir l’expression

de la densité de courant J̃ dans W̃
2

sur le maillage dual. En général, on dispose

d’une expression de la densité J dans W 2. Dans la suite, on propose une méthode

pour obtenir J̃ à partir de J . Une solution consiste à employer une approche simi-

laire à celle employée pour la discrétisation des lois de comportement basée sur la

conservation de l’énergie. En exprimant de nouveau l’énergie magnétique en fonction

du potentiel vecteur A de W 1 et que l’on calcule J dans W 2, nous avons :

W 1
mag =

1

2

∫

D

AJ tdD =
1

2

∫

D

1

µ
At

aW aW
t
fJfdD (1.97)

La matrice de masse M af est alors introduite telle que :

W 1
mag =

1

2
At

aM afJf avec maf =

∫

D

waw
t
fdD (1.98)

De même, l’énergie magnétique W 2
mag en fonction de Aa et J̃f peut être écrite sous

la forme :

W 2
mag =

1

2
AaJ̃

t

f (1.99)

Par identification, la relation donnant J̃f en fonction de Jf est obtenue. On a alors :

J̃f = M afJf (1.100)

Dans ce cas, W 1
mag et W 2

mag sont alors bien égaux. On constate que la matrice M af

n’est pas inversible comme cela été le cas pour les lois de comportement.

Avec les opérateurs discrets ne sont pris en compte que les connectivités et orien-

tations des entités géométriques, ici avec les matrices précédemment définies, la

métrique (taille des éléments, loi de comportement,...) intervient.

1.4 Formulations discrètes des problèmes d’électro-

magnétisme

En utilisant les équations de Maxwell discrétisées et les matrices de masse, un

diagramme de Tonti discret peut être obtenu (fig. 1.12). Celui-ci est la reproduction

dans le domaine discret du diagramme de Tonti associé au domaine continu.
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Fig. 1.12 – Diagramme de Tonti Discret

Sur ce diagramme, nous pouvons remarquer que les matrices de masse "font le

lien" entre les suites d’espaces définis sur le maillage primal et le maillage dual.

Dans la suite, en utilisant les matrices d’incidence et de masse, nous développe-

rons les formulations discrètes en potentiels permettant de résoudre des problèmes

magnétodynamiques, magnétostatiques et électrocinétiques. Nous nous plaçons dans

les mêmes conditions qu’au paragraphe 1.2.6. Nous rappelons qu’un domaine conduc-

teur Dc, supposé contractile, est contenu dans le domaine D et que la seule source de

champs est constituée d’un inducteur bobiné dont la densité de courant est noté J s.

Dans ces conditions, comme dans le domaine continu, la forme locale du théorème

d’Ampére s’écrit :

R̃ H̃a = J̃find + J̃fs (1.101)

avec J̃find = Mσ
aaEa, R̃ H̃as = J̃fs et J̃fs = M afJfs (1.102)

avec J̃find l’ensemble des flux de la densité de courant induite à travers les facettes

duales de Dc, J̃fs l’ensemble des flux de J s à travers les facettes de M̃ et H̃as

l’ensemble des circulations du champ source Hs sur les arêtes duales.

1.4.1 Discrétisation de la densité de courant

Selon le besoin de la formulation choisie, la densité de courant J s est soit discré-

tisée sur le maillage primal ou soit sur le maillage dual. Dans le cas où l’on souhaite
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avoir la densité de courant sur le maillage dual, la répartition de densité de courant

J s est déterminée sur le maillage primal puis projetée sur le dual par l’intermédiaire

de la matrice M af .

Dans la littérature, plusieurs méthodes peuvent être utilisées pour le calcul de

la densité de courant J s pour un inducteur de forme donnée. Cela peut s’effectuer

directement, par l’intermédiaire d’un potentiel ou bien encore par un champ source

Hs tel que rot Hs = J s [54]. Par cette relation, la densité de courant est impli-

citement conservée. Dans le cas d’un inducteur bobiné de forme simple, la densité

J s peut être déterminée analytiquement. Pour des inducteurs filaires, la loi de Biot

et Savart peut être utilisée pour le calcul d’un champ source. Par contre, pour des

inducteurs volumiques, cette méthode s’avère être inadaptée. Néanmoins, celle-ci

permet de prendre en compte des inducteurs sans les mailler explicitement [29, 40].

Pour d’autres méthodes, un potentiel vecteur est calculé en minimisant la quan-

tité (rot Hs−J s)
2 dans un sous-domaine de D par un calcul éléments finis [27, 63].

Celui-ci doit évidemment contenir l’inducteur tout en ne contenant pas de "trou".

Dans le cas d’inducteurs bobinés de forme complexe, la détermination automatique

de ce sous-domaine peut être difficile à construire, dans ce cas, le calcul de Hs

s’effectue dans tout le domaine.

Il a aussi été proposé des méthodes ayant recours à une résolution par un calcul

éléments finis d’un problème d’électrocinétique [57, 58]. En considérant une conduc-

tivité électrique tensorielle, une densité J s, à répartition uniforme dans l’inducteur,

peut être déterminée [44].

D’autre part, il existe des méthodes basées sur des techniques d’arbre pour cal-

culer directement la densité de courant J s et son champ source Hs associé [60]. On

introduit ainsi deux champs de vecteurs tel que :

J s = N i (1.103)

Hs = Ki (1.104)

rot K = N (1.105)

avec i le courant, N défini dans l’inducteur et discrétisé sur W 2 et K défini dans

tout le domaine et discrétisé sur W 1. De tels champs sont respectivement obtenus

par une technique d’arbre de facettes et d’arêtes. Le développement de ces arbres est

donné en annexe B. La géométrie de l’inducteur est implicitement prise en compte

par N tel que :

N =
1

Sind

· n (1.106)
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avec Sind la section de l’inducteur et n sa normale. Si on considère un domaine D

incluant un inducteur bobiné comme précisé sur la figure 1.13, la répartition de N

est donnée par la figure 1.14.

Fig. 1.13 – Exemple d’inducteur bobiné
Fig. 1.14 – Répartition de N

Il a été montré que le choix de l’arbre de facettes utilisé pour le calcul de N

induit des erreurs numériques beaucoup plus faible que celles dues à la discrétisation

[60, 62].

Par une technique d’arbre d’arêtes, une infinité de champs K peuvent être cal-

culés tels que leur rotationnel soit égal à N . Néanmoins, la répartition du champ

magnétique n’en dépend pas. Les figures 1.15 et 1.16 donnent deux exemples de

champ K sur une surface S du domaine comme précisée sur la figure 1.13.

Fig. 1.15 – Exemple 1 Fig. 1.16 – Exemple 2
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1.4.2 Problème magnétodynamique

Comme dans le domaine continu, deux formulations peuvent être utilisées pour

résoudre ce type de problème : la formulation électrique A − ϕ et la formulation

magnétique T − Ω. La formulation A − ϕ sera résolue sur le maillage primal et la

formulation T − Ω sur le maillage dual sachant, comme nous l’avons précisé précé-

demment, qu’une inversion est parfaitement envisageable. En pratique, la méthode

des éléments finis conduit à résoudre les deux formulations sur le maillage primal.

Formulation électrique A − ϕ

L’expression de l’induction magnétique et du champ électrique, exprimés en fonc-

tion de potentiels dans le domaine continu, restent valables dans le domaine discret.

D’après 1.76 et 1.77, celles-ci s’écrivent :

Bf = R Aa et Ea = −
∂Aa

∂t
− Gϕn (1.107)

avec Aa les circulations sur les arêtes primales de A et ϕn les valeurs du potentiel

scalaire électrique ϕ aux noeuds primals de Dc. Pour assurer l’unicité de Aa, il est

nécessaire d’introduire une jauge. Une jauge de type A ·W = 0 peut être appliquée

très simplement si le potentiel vecteur A est décomposé dans l’espace des éléments

d’arête. Celle-ci peut être obtenue par une technique d’arbre, un arbre d’arêtes

ne formant pas de boucles et reliant tous les noeuds de Dc peut être déterminé.

L’ensemble des arêtes de l’arbre ne sont plus considérées comme des degrés de liberté,

la valeur de la circulation de A sur ces arêtes est annulée. Par conséquent, le nombre

de degrés de liberté du potentiel A est diminué.

Le système d’équations associé à cette formulation est donné par la discrétisation

des équations 1.38 et 1.39 relatives au domaine continu. Celui-ci s’écrit :

R̃M
µ−1

ff RAa + Mσ
aa(

∂Aa

∂t
+ Gϕn) = 0 (1.108)

D̃Mσ
aa(

∂Aa

∂t
+ Gϕn) = 0 (1.109)

En utilisant les propriétés des opérateurs discrets 1.80 et 1.81, le système devient :

RtM
µ−1

ff R + Mσ
aa

∂

∂t
Mσ

aaG Aa 0

GtMσ
aa

∂

∂t
GtMσ

aaG ϕn = 0
(1.110)
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Le terme de gauche représentant la matrice de raideur n’est pas symétrique. En

utilisant une méthode de discrétisation temporelle appropriée, cette matrice peut

vérifier cette propriété. Le développement de la symétrisation sera donné dans la

suite. La matrice de raideur obtenue n’est pas inversible si l’on n’utilise pas de

jauge. Pour résoudre ce système, des méthodes itératives sont alors utilisées comme

la méthode du gradient conjugué. On montre qu’avec ce type de processus itératif

de résolution, le potentiel vecteur A est implicitement jaugé, le processus est ainsi

convergent [10, 15, 35, 63].

La formulation discrète précédente a un caractère général. En utilisant les ma-

trices d’incidence introduite au 1.3.1.2 avec les fonctions d’interpolation données au

1.3.1.1, nous obtenons la même formulation donnée par la méthode des éléments

finis et la méthode des résidus pondérés, comme cela est montré en annexe A. Nous

retrouvons donc bien ici le fait que l’utilisation d’un maillage dual est implicite dans

la méthode des éléments finis.

Remarque : La formulation en potentiel vecteur modifié (formulation A∗) est une

variante de la formulation A−ϕ). Dans cette dernière, le potentiel scalaire électrique

n’est pas introduit. Le champ électrique est alors fonction de la dérivée du potentiel

vecteur magnétique A∗ (Ea = −
∂A∗

a

∂t
et Bf = R A∗

a). Ainsi, le système d’équations

associé à cette formulation s’écrit sous la forme :

R̃M
µ−1

ff RA∗
a + Mσ

aa

∂A∗
a

∂t
= 0 (1.111)

D̃Mσ
aa

∂A∗
a

∂t
= 0 (1.112)

Le nombre d’inconnues relatif à cette formulation est égal aux degrés de liberté asso-

ciés aux arêtes du maillage primal. Celui-ci est alors inférieur au nombre d’inconnues

de la formulation A − ϕ. En contre partie, dans la bibliographie, il a été démontré

que la formulation A∗ converge moins rapidement que la formulation A − ϕ.

Formulation magnétique T − Ω

L’expression discrète du champ magnétique et de la densité de courant induite

est donnée par :

H̃a = H̃as + T̃ a − G̃Ω̃n (1.113)

J̃f = R̃(T̃ a + H̃as) (1.114)

avec H̃as et T̃ a les circulations respectives de Hs et de T sur les arêtes duales et

Ωn les valeurs du potentiel Ω sur les noeuds duaux.
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Le système d’équations associé à cette formulation est donné par la discrétisation

des équations 1.44 et 1.45 relatives au domaine continu. Celui-ci s’écrit :

RMσ−1

f̃f
R̃T̃ a +

∂

∂t
M

µ
ãa(T̃ a − G̃Ω̃n) = −RMσ−1

f̃f
R̃H̃as −

∂

∂t
M

µ
ãaH̃as(1.115)

DM
µ
ãa(T̃ a − G̃Ω̃n) = −DM

µ
ãaH̃as (1.116)

En utilisant les propriétés des opérateurs discrets 1.81 et 1.82, le système devient :

R̃
t
Mσ−1

f̃f
R̃ +

∂

∂t
M

µ
ãa −

∂

∂t
M

µ
ãaG̃ T̃ a −RMσ−1

f̃f
R̃H̃as −

∂

∂t
M

µ
ãaH̃as

G̃
t
M

µ
ãa −G̃

t
M

µ
ãaG̃ Ω̃n = −G̃

t
M

µ
ãaH̃as

(1.117)

On ne voit apparaître ici que des grandeurs définies sur le maillage dual dans le

terme de droite (la densité de courant J s) ce qui est normal puisque la seule source

de champ est définie sur le maillage dual.

Comme pour la formulation précédente, si on appliquait la méthode des résidus

pondérés, le système matriciel obtenu serait semblable à celui donné précédemment.

1.4.3 Problème magnétostatique

En magnétostatique, la discrétisation du système d’équations présenté au 1.2.6.2

s’écrit sous la forme :

R̃ H̃a = J̃fs (1.118)

DBf = 0 (1.119)

H̃a = M
µ−1

ff Bf (1.120)

Dans le cas de la formulation A, nous obtenons :

RtM
µ−1

ff RAa = J̃fs avec Bf = R Aa (1.121)

Dans le terme de droite apparaît une grandeur liée au maillage dual. En utilisant

l’expression 1.102.c, on peut obtenir un système ne faisant intervenir que des gran-

deurs liées au maillage primal. Ainsi, le système s’écrit :

RtM
µ−1

ff RAa = M afJfs avec Bf = R Aa (1.122)

Dans le cas de la formulation Ω, le système à résoudre s’écrit :

G̃
t
M

µ
ãaG̃ Ω̃n = G̃

t
M

µ
ãaH̃as avec H̃a = H̃as − G̃ Ω̃n (1.123)
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1.4.4 Problème électrocinétique

En électrocinétique, le système à résoudre est donné par la discrétisation des

équations présentées en 1.2.6.3.

R Ea = 0 (1.124)

D̃J̃find = 0 (1.125)

J̃find = Mσ
aaEa (1.126)

Dans le cas de la formulation T , le système d’équations s’écrit sous la forme :

R̃
t
Mσ−1

f̃f
R̃T̃ a = 0 avec J̃find = R̃ T̃ a (1.127)

et dans le cas de la formulation ϕ :

GtMσ
aaGϕn = 0 avec Ea = −Gϕn (1.128)

Remarque : en pratique le terme de droite représentant le vecteur source n’est pas

nul puisque les sources de courant ou de tension sont appliquées par l’intermédiaire

des conditions limites que nous n’avons pas considérées ici mais qui le seront dans

la suite.

1.4.5 Discrétisation temporelle

Dans le cas des formulations magnétodynamiques, en plus d’une discrétisation

spatiale, une discrétisation temporelle doit être introduite. Elle peut être réalisée

par la Θ-méthode qui est un schéma de discrétisation temporelle [28].

L’intervalle de l’étude a pour durée T , le pas de discrétisation temporel ∆t et

le nombre de pas de temps NT avec NT = T/∆t. Dans le cas général, deux fonc-

tions sont considérées, une fonction source ou cause f(t) et une fonction réponse ou

conséquence u(t) telle que :

du(t)

dt
+ Au(t) = f(t) (1.129)

En appliquant la Θ-méthode, l’équation différentielle précédente devient :

utn+1 − utn

∆t
+ ΘAutn+1 + (1 − Θ)Autn = Θftn+1 + (1 − Θ)ftn (1.130)

avec tn = n∆t (n ∈ [1,NT ]), Θ ∈ [0,1] et A une constante. Par cette méthode,

plusieurs types de schéma de discrétisation peuvent être utilisés, on retrouve selon

la valeur de Θ des schémas classiques (tableau 1.4).
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Θ schéma de discrétisation

0 Euler implicite

1/3 Galerkin

1/2 Crank-Nicholson

1 Euler explicite

Tab. 1.4 – Schémas de discrétisation temporelle

Il a été démontré que le schéma de discrétisation est stable quand le paramètre

Θ est compris entre 0 et 1/2.

Suite à la discrétisation temporelle par la Θ-méthode, les différentes matrices de

raideur peuvent être rendues symétriques. A titre d’exemple, la formulation A-ϕ est

développée. En fixant le paramètre Θ à zéro et en multipliant la dernière ligne de la

matrice par ∆t, le système matriciel devient :

RtM
µ−1

ff R +
Mσ

aa

∆t
Mσ

aaG Aa
Mσ

aa

∆t
0 Aa

GtMσ
aa GtMσ

aaG∆t ϕn = GtMσ
aa 0 ϕn

tn+1 tn
(1.131)

Dans l’hypothèse d’une évolution sinusoidale des champs, les formes fréquen-

tielles des formulations peuvent être utilisées. Celles-ci sont obtenues en remplaçant

le terme
∂

∂t
par jw avec w = 2πf et f la fréquence. La formulation A − ϕ dans le

domaine fréquentiel s’écrit :

RtM
µ−1

ff R + jwMσ
aa Mσ

aaG Aa 0

GtMσ
aa

GtMσ
aaG

jw
ϕn = 0

(1.132)

Remarque : Une étude concernant l’estimation de l’erreur numérique en fonction

du pas de discrétisation spatial, du pas de discrétisation temporel et du paramétre

Θ a été réalisée dans le cas de la magnétostatique. Cette étude n’est pas présentée

mais celle-ci est donnée par [50, 52].
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les différentes étapes nécessaire à la construction du diagramme

de Tonti propre à l’électromagnétisme ont été rappelées.

La discrétisation des équations de Maxwell nécessite deux suites d’espaces dis-

crets qui sont obtenues par deux maillages, un maillage primal et un maillage dual

construit à partir du premier. Cette approche permet de déduire une forme générale

à partir de laquelle on peut retrouver des méthodes classiques de résolution comme

la méthode des éléments finis ou la technique d’intégration finie. Seules, les matrices

de masse qui sont une forme discrétisée des lois de comportement sont différentes

selon la méthode choisie. En conséquence, les formulations en potentiel présentées

dans cette partie restent d’ordre général et peuvent être appliquées à la méthode des

éléments finis mais aussi à la technique d’intégration finie ou à tout autres schémas

de discrétisation des lois de comportement.
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Chapitre 2

Calcul et imposition de grandeurs

globales

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les différentes formulations en

potentiel dans le cas où le terme source était constitué d’un seul inducteur bobiné

alimenté en courant.

Ces termes sources peuvent également être imposés par l’intermédiaire de gran-

deurs globales de type flux magnétique ou électrique (courant) ou de type différence

de potentiel magnétique ou électrique (tension). Ces termes sont alors imposés sur

la frontière du domaine. Par exemple, si on considère un conducteur massif, on peut

imposer soit le courant qui le traverse 1 soit la différence de potentiel électrique entre

deux sections 2 .

Nous proposons donc dans la suite des méthodes qui permettent, dans le cas de

la magnétodynamique, de calculer et d’imposer les grandeurs globales précédentes

et cela pour les deux formulations (A − ϕ et T − Ω). Pour tester les méthodes dé-

veloppées, des exemples académiques et un dispositif expérimental, dont on possède

des résultats expérimentaux, seront étudiés.

1. on fixe alors le flux de la densité de courant sur les sections du conducteur en contact avec la

frontière du domaine

2. ces deux sections sont également en contact avec la frontière du domaine
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2.2 Présentation du système

On considère un domaine D contractile contenant un sous domaine Dc qui peut

être conducteur (fig. 2.1). Le domaine Dc peut parfaitement être étendu à tout le

domaine D. Sur la frontière Γ de D, des conditions aux limites homogènes sur les

champs sont imposées. Les deux surfaces extrêmes de Dc en contact avec Γ sont

notées Γ1
c et Γ2

c .

Fig. 2.1 – Définition de D et Dc

Dans le domaine Dc, on souhaite soit imposer une grandeur de type flux électrique

(courant) ou magnétique, (avec un flux supposé rentrant par Γ1
c et sortant par Γ2

c)

ou soit imposer une différence de potentiel électrique ou magnétique entre Γ1
c et Γ2

c .

On suppose que le domaine D supporte un maillage M , les notations pour les

fonctions de forme et les matrices d’incidence sont celles introduites au chapitre I.

2.3 Présentation des outils

Dans certaines formulations, les grandeurs globales sont intrinsèquement liées

aux potentiels introduits comme par exemple dans le cas de la formulation A − ϕ

où l’imposition d’une tension V aux bornes de Dc revient à imposer la valeur du

potentiel électrique ϕ sur les frontières Γ1
c et Γ2

c (V = ϕ|Γ1
c
−ϕ|Γ2

c
). Comme on le verra

par la suite, le calcul ou l’imposition des grandeurs globales nécessite l’introduction

de fonctions scalaires ou vectorielles supplémentaires. Pour ce qui nous intéresse, un

champ de vecteurs K et une fonction scalaire α doivent être définis.
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2.3.1 Introduction du champ K

L’idée générale est la même que celle qui a été développée par [60] et utilisée dans

le cadre de la magnétostatique. Simplement, nous étendons son utilisation au cas où

on cherche à imposer un flux (courant électrique ou flux magnétique) alors qu’avant

celle-ci était restreinte au cas où on cherchait à imposer la répartition de la densité

de courant dans un inducteur bobiné. Ainsi, les champs N et K, associés à Dc, sont

à définir. Ces champs sont respectivement discrétisés sur W 2 et W 1 comme cela a

été présenté au paragraphe 1.4.1 dans le cas d’un inducteur bobiné. On rappelle que

leur discrétisation est obtenue par des techniques d’arbres avec les champs N et K

définis dans D (annexe B). Ces champs sont liés par :

N = rot K (2.1)

avec K, vérifiant par ailleurs, des conditions aux limites sur une partie de Γ de type

K ×n = 0. Cette partie dépendra si on souhaite imposer un flux magnétique ou un

courant. La précédente relation s’exprime aussi sous la forme discrète :

N f = RKa (2.2)

avec N f ∈ W2 et Ka ∈ W1 représentant, respectivement, les flux de N à travers

les facettes et les circulations de K sur les arêtes du maillage primal.

2.3.2 Introduction de la fonction α

On définit une fonction α telle que [47]:

α =
∑

n∈N
Γ1

c

wn (2.3)

avec NΓ1
c

l’ensemble des noeuds de Γ1
c et wn la fonction nodale associée au noeud

n. On constate que la fonction α appartient à W 0. Celle-ci est égale à 1 sur Γ1
c et

zéro en dehors d’un domaine Dα défini par l’ensemble des éléments contenant au

moins un noeud de Γ1
c . Dans Dα, la fonction α varie de manière continue de 1 sur

la frontière Γ1
c à 0 sur la frontière de Dα. Dés lors, on peut définir αn le vecteur des

valeurs aux noeuds de α de composantes αn avec 1 ≤ n ≤ nn. Les composantes de

αn sont définies par :

αn = 1 si n ∈ NΓ1
c

(2.4)

αn = 0 ailleurs (2.5)
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2.4 Formulations magnétodynamiques

Dans cette partie, on traite principalement de l’introduction des grandeurs glo-

bales dans le cas de la formulation magnétodynamique A−ϕ. Puis, plus brièvement,

dans la formulation T − Ω sachant que la démarche utilisée pour la seconde formu-

lation est très similaire à la première.

2.4.1 Formulation magnétique A − ϕ

Nous allons présenter dans la suite, les méthodes employées pour imposer :

– le courant i à travers les surfaces Γ1
c et Γ2

c ,

– la tension V aux bornes de Dc sur Γ1
c et Γ2

c ,

– un flux magnétique Φ à travers les surfaces Γ1
c et Γ2

c ,

– une différence de potentiel magnetique ε aux bornes de Dc sur Γ1
c et Γ2

c .

Le domaine Dc est supposé conducteur. Son complémentaire D−Dc ne l’est pas.

Le potentiel vecteur magnétique A est défini dans tout le domaine D. Le potentiel

scalaire électrique ϕ n’est défini que dans le domaine Dc.

2.4.1.1 Imposition d’une grandeur électrique

On cherche à imposer une tension V aux bornes de Dc entre Γ1
c et Γ2

c ou un

courant i traversant Dc. Les conditions aux limites sur D sont données par la figure

2.2 où on constate que toutes les frontières supportent des conditions aux limites de

type B · n = 0. Ici, comme la conductivité électrique est nulle dans D − Dc, aucun

courant électrique ne circule dans ce domaine.

Les valeurs du potentiel scalaire électrique ϕ sont constantes sur Γ1
c et Γ2

c dans

le but d’imposer B · n = 0 sur la frontière Γ. Dés lors, la tension V correspondant

à la différence de potentiel électrique aux bornes de Dc peut être exprimée par :

V = ϕ|Γ1
c
− ϕ|Γ2

c
(2.6)

avec ϕ|Γ1
c

et ϕ|Γ2
c

la valeur de ϕ sur Γ1
c et Γ2

c . En fixant à zéro la valeur de ϕ|Γ2
c
,

la tension V est directement liée à ϕ|Γ1
c
. Dans ces conditions, le potentiel scalaire

électrique s’écrit :

ϕ =
∑

n∈Dc,n/∈Γ1
c ,n/∈Γ2

c

ϕnwn + V
∑

n∈Γ1
c

wn =
∑

n∈Dc,n/∈Γ1
c ,n/∈Γ2

c

ϕnwn + V α (2.7)
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Fig. 2.2 – Définition des conditions limites

On voit ici apparaître naturellement la fonction α. Dans la relation précédente, ϕn

représente la valeur du potentiel scalaire électrique ϕ au noeud n. Seuls les noeuds

situés à l’intérieur de Dc où sur la surface de Dc interne à D sont associés à des

inconnues ϕn, les autres sont associés à des valeurs nulles sur Γ − Γ1
c et à V sur Γ1

c .

On définit ainsi ϕ′
n le vecteur de W0 tel que ces composantes ϕ′

n vérifient :

ϕ′
n = ϕn si n /∈ Γ et n ∈ Dc (2.8)

ϕ′
n = 0 si n ∈ Γ1

c ou Γ2
c (2.9)

On a alors sous forme discrète :

ϕn = ϕ′
n + V αn (2.10)

Dans ces conditions, le vecteur Ea des circulations du champ électrique sur les arêtes

s’écrit :

Ea = −
∂Aa

∂t
− G(ϕ′

n + V αn) (2.11)

La tension V peut donc facilement être imposée aux bornes de Dc. Le système

matriciel se déduit alors de celui présenté dans le chapitre I par l’équation 1.110.

Comme il n’y a pas d’inducteur bobiné, la densité de courant Jfs est donc nulle. Pour

obtenir le système matriciel à résoudre, il suffit de remplacer ϕn par son expression

en fonction de ϕ′
n et V αn dans le système 1.110. Dans ces conditions, le terme

de gauche du système matriciel reste inchangé, seul le vecteur source est modifié.

Finalement, le système résultant de l’imposition d’une tension aux bornes de Dc

s’écrit :
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RtM
µ−1

ff R +
∂

∂t
Mσ

aa Mσ
aaG Aa −Mσ

aaGαnV

∂

∂t
GtMσ

aa GtMσ
aaG ϕ′

n = −GtMσ
aaGαnV (2.12)

Dans ce système matriciel, le courant i circulant dans le domaine Dc n’intervient

pas mais celui-ci peut être déterminé par une nouvelle relation.

En effectuant un bilan de puissance, on peut écrire que la puissance fournie est

égale à la variation de l’énergie magnétique à laquelle il faut ajouter la puissance dis-

sipée par effet Joule. Cette puissance fournie qui est transmise à travers les frontières

du domaine D est égale au produit V i (annexe C).

V i =

∫

Dc

E · J inddDc +

∫

D

∂B

∂t
· HdD (2.13)

Comme B = rot A et que E = −
∂A

∂t
− gradϕ′ − V gradα, la relation précédente

s’écrit alors :

V i = −

∫

Dc

∂A

∂t
· J inddDc −

∫

Dc

gradϕ′ · J inddDc

+

∫

D

∂rot A

∂t
· HdD − V

∫

Dc

gradα · J inddDc (2.14)

Les champs obtenus dans le domaine discret issus de la méthode des éléments

finis s’appuient sur la méthode des résidus pondérés. On peut alors écrire que :
∫

D

(rot H − J ind) · AtdD = 0 (2.15)
∫

Dc

div J ind · ϕ
′
tdDc = 0 (2.16)

avec At et ϕ′
t les fonctions tests qui vérifient les mêmes conditions aux limites que

les solutions recherchées (A et ϕ′) :

At × n = 0 sur Γ (2.17)

ϕ′
t = 0 sur Γ1

c et Γ2
c (2.18)

En tenant en compte des conditions aux limites respectées par les champs H et

J ind sur les frontières de D et Dc, on obtient alors les formulations faibles suivantes :
∫

D

H · rot AtdD −

∫

D

J ind · AtdD = 0 (2.19)
∫

Dc

J ind · gradϕ′
tdDc = 0 (2.20)
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Ces relations sont bien entendues vérifiées par les solutions du problème A et ϕ′ qui

sont des combinaisons linéaires de fonctions tests lorsque l’on emploie la méthode

de Galerkin. En conséquence, dans la relation 2.14, les trois premières intégrales

s’annulent, et on obtient alors :

V i = −V

∫

Dc

gradα · J inddDc (2.21)

d’où

i = −

∫

Dc

gradα · J inddDc (2.22)

Le courant i ainsi déterminé permet de satisfaire la loi de conservation de la puis-

sance. Par ailleurs, cette dernière a déjà été développée simultanément par P. Dular

[47] qui se base sur une formulation faible et par A. Bossavit [7] qui utilise les pro-

priétés des maillages duaux. En utilisant les matrices de masse, la relation précédente

s’écrit :

i = −J̃
t

find(Gαn) = −(Mσ
aaEa)

t(Gαn) (2.23)

où J̃find, on le rappelle, est l’ensemble des flux de la densité de courant circulant

dans le domaine Dc à travers les facettes du maillage dual et Ea l’ensemble des cir-

culations du champ électrique sur les arêtes primales. Cette relation peut facilement

s’interpréter graphiquement.

Fig. 2.3 – Interprétation géométrique du terme Gαn

Sur la figure 2.3, on considère une surface Γ1
c comportant cinq noeuds {1,2,3,4,5}.

Les composantes du vecteur αn valent donc 1 pour n ∈ {1,2,3,4,5} et 0 ailleurs. Le
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terme Gαn qui est le gradient de la fonction α est un vecteur dont les termes gαa

sont associés à chacune des arêtes du maillage. Ainsi, dans notre exemple, gαa = 0 si

a ∈ {1,2,3,4,5,6,7} et gαa = 1 si a ∈ {8,9,10,11,12}. On constate donc que Gαn est

un vecteur où les seules composantes non nulles sont celles correspondant aux arêtes

dirigées à l’intérieur de D (n’ayant qu’un noeud appartenant à Γ1
c). Si on considère

l’ensemble des facettes duales à ces arêtes, elles définissent une surface qui est située

juste en vis à vis de la surface Γ1
c . Si maintenant on considère le produit J̃

t

find(Gαn),

celui-ci représente la somme des flux de J ind à travers les facettes duales définies

par Gαn, on obtient donc le courant i à travers la surface Γ1
c .

Si maintenant on désire imposer le flux d’une densité de courant, noté i et cana-

lisé dans Dc. Il suffit alors d’ajouter au système précédent 2.12 l’équation 2.23. Le

système matriciel résultant s’écrit :

RtM
µ−1

ff R +
∂

∂t
Mσ

aa Mσ
aaG Mσ

aaGαn Aa 0

∂

∂t
GtMσ

aa GtMσ
aaG GtMσ

aaGαn ϕ′
n = 0

∂

∂t
αt

nG
tMσ

aa αt
nGtMσ

aaG αt
nG

tMσ
aaGαn V i

(2.24)

La tension V aux bornes du domaine Dc entre Γ1
c et Γ2

c devient alors une inconnue

du système.

2.4.1.2 Imposition d’une grandeur magnétique

On souhaite maintenant imposer un flux magnétique Φ à travers Γ1
c et Γ2

c (par

contre aucun flux ne traverse la surface Γ − Γ1 − Γ2) ou une différence de potentiel

magnétique ε aux bornes de Dc entre Γ1
c et Γ2

c . Pour ce problème, la perméabilité

n’est pas nulle à l’extérieur de Dc. En conséquence, on impose toujours un flux

Φ à travers Γ1
c et Γ2

c mais cette fois le flux peut s’épanouir dans tout le domaine

contrairement au cas précédent où le milieu environnant de Dc était supposé être

isolant. Une représentation en 2D de ce phénomène est donnée par la figure 2.4.

Les conditions aux limites sur les champs sont toujours homogènes mais ne sont

plus les mêmes que précédemment. Sur la figure 2.5, on précise ces conditions sur

les différentes frontières de D.
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Fig. 2.4 – Exemple d’épanouissement du champ dans tout le domaine

Fig. 2.5 – Définition des conditions limites

Pour prendre en compte un flux magnétique Φ à travers Γ1
c et Γ2

c , on introduit

un vecteur KΦ. On rappelle que le vecteur K est défini tel que :

rot K = N avec K × n = 0 sur Γ1
c et Γ2

c (2.25)

avec N étant un vecteur vérifiant les propriétés suivantes :

div N = 0 (2.26)

N · n = 0 sur Γ − Γ1
c − Γ2

c (2.27)∫

Γ1
c

N · ndΓ1
c =

∫

Γ2
c

N · ndΓ2
c = 1 (2.28)

Remarque : si on le souhaite on peut réduire le domaine de calcul de N à Dc en

imposant les conditions 2.28 et 2.27 sur la surface de Dc interne à D, le vecteur N



48 Chapitre 2. Calcul et imposition de grandeurs globales

étant alors nul dans D − Dc.

La construction de K et N peut s’effectuer à l’aide des techniques évoquées au

chapitre I en 1.4.1. On définit ainsi un potentiel A′ comme :

A′ = A − KΦ (2.29)

Ce potentiel A′, contrairement à A, possède des conditions aux limites homogènes

sur la frontière où on impose B ·n = 0, c’est à dire A′×n = 0. On peut donc écrire

A sous la forme discrète :

Aa = A′
a + KaΦ (2.30)

Dans ces conditions, avec les notations présentées au chapitre I, les nouvelles

définitions de Bf et de Ea s’écrivent alors :

Bf = R(A′
a + KaΦ) (2.31)

Ea = −
∂A′

a

∂t
−

∂KΦ

∂t
− Gϕn (2.32)

Un flux Φ à travers Γ1
c et Γ2

c peut donc être imposé facilement. En se basant une

nouvelle fois sur le système matriciel 1.110, en utilisant la relation 2.30, le système

résultant de l’imposition d’un flux peut être obtenu. Le terme source est alors associé

au flux Φ et on obtient le système :

RtM
µ−1

ff R +
∂

∂t
Mσ

aa Mσ
aaG A′

a −RtM
µ−1

ff RKaΦ −
∂

∂t
Mσ

aaKaΦ

∂

∂t
GtMσ

aa GtMσ
aaG ϕn = −

∂

∂t
GtMσ

aaKaΦ

(2.33)

Dans ce système matriciel, la différence de potentiel magnétique ε aux bornes de

Dc entre Γ1
c et Γ2

c n’intervient pas. Celle-ci peut être déterminée par une équation

supplémentaire. En effectuant un bilan de puissance comme précédemment, on peut

déterminer une expression de la différence de potentiel magnétique. En se basant

sur la méthode des résidus pondérés qui est employée pour résoudre le problème, on

a :
∫

D

(rot H − J ind) · A
′
tdD = 0 (2.34)

∫

Dc

div J ind · ϕtdDc = 0 (2.35)
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avec comme conditions aux limites :

A′
t × n = 0 sur Γ − Γ1

c − Γ2
c (2.36)

Le bilan de puissance nous donne par ailleurs :

ε
dΦ

dt
=

∫

Dc

E · J inddDc +

∫

D

∂B

∂t
· HdD (2.37)

= −

∫

Dc

∂A′

∂t
· J inddDc −

∫

Dc

gradϕ · J inddDc −

∫

Dc

dΦK

dt
· J inddDc

+

∫

D

∂rot A′

∂t
· HdD +

∫

D

dΦrot K

dt
· HdD (2.38)

La forme faible des relations 2.34 et 2.35, en utilisant les conditions aux limites

vérifiées par les champs, est donnée par :
∫

D

H · rot A′
tdD −

∫

D

J ind · A
′
tdD = 0 (2.39)

∫

Dc

J ind · gradϕtdDc = 0 (2.40)

Dans le cas où on applique la méthode de Galerkin, les solutions A′ et ϕ vérifient les

relations précédentes. Dans ces conditions, à partir de la relation 2.38, la différence

de potentiel magnétique ε s’écrit :

ε =

∫

D

N · HdD −

∫

D

K · J inddD (2.41)

Par cette équation, la différence de potentiel magnétique ε entre Γ1
c et Γ2

c peut être

calculée. Une relation similaire a été proposée par P. Dular dans le cas où le vecteur

K est une "coupure" [45]. Ici nous la généralisons à tout type de vecteur K vérifiant

les propriétés citées précédemment.

Dans le domaine discret, en utilisant les matrices de masse, cette dernière est

égale à :

ε = H̃
t

aN f − J̃
t

findKa = (Mµ−1

ff Bf )
tN f − (Mσ

aaEa)
tKa (2.42)

Dans ces conditions, pour imposer une différence de potentiel magnétique ε aux

bornes du domaine Dc, la relation précédente 2.42 est alors ajoutée au système

matriciel 2.33, Φ devient alors une inconnue. Le système résultant de l’imposition

de ε s’écrit alors :
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RtM
µ−1

ff R +
∂

∂t
Mσ

aa Mσ
aaG At A′

a 0

∂

∂t
GtMσ

aa GtMσ
aaG

∂

∂t
Bt ϕn = 0

A B C Φ ε (2.43)

A = Kt
aR

tM
µ−1

ff R +
∂

∂t
Kt

aM
σ
aa B = Kt

aM
σ
aaG

C = Kt
aR

tM
µ−1

ff RKa +
∂

∂t
Kt

aM
σ
aaKa

2.4.1.3 Synthèse

Le tableau 2.1 présente une synthèse de l’expression des champs et des méthodes

employées pour l’imposition de grandeurs globales dans le cas de la formulation

A − ϕ.

Grandeur électrique Grandeur magnétique

Expression de Ea Ea = −
∂Aa

∂t
− G(ϕ′

n + αnV ) Ea = −
∂A′

a

∂t
−

∂KΦ

∂t
− Gϕn

Expression de Bf Bf = RAa Bf = R(A′
a + KaΦ)

i imposé V imposée Φ imposé ε imposée

Méthode ajout d’une équation : on fixe V on fixe Φ ajout d’une équation :

i = −(Mσ
aaEa)

t(Gαn) ε = (Mµ−1

ff Bf )
tN f

−(Mσ
aaEa)

tKa

Tab. 2.1 – Méthodes utilisées pour l’imposition des grandeurs globales dans la for-
mulation A − ϕ

On note que le vecteur KaΦ introduit dans la définition de l’induction magné-

tique est lié au flux circulant dans le domaine D et que le terme αnV est associé

à la différence de potentiel électrique. Par conséquent, chaque grandeur globale est

associée à un vecteur qui est ici, suivant le cas considéré, Ka ou αn.
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A partir des formulations magnétodynamiques A−ϕ développées précédemment,

il est possible d’obtenir la formulation électrocinétique en potentiel scalaire ϕ à

courant ou tension imposée par une démarche similaire ou bien encore la formulation

magnétostatique en potentiel vecteur A à flux magnétique ou force magnétomotrice

imposée.

2.4.2 Formulation magnétique T − Ω

Pour garder les notations introduites au chapitre I, nous supposons toujours que

le problème est résolu sur le maillage dual. Par conséquent, les fonctions K et α sont

à définir sur ce même maillage. Néanmoins, on rappelle que, généralement, dans le

cas de la méthode des éléments finis, cette formulation est résolue sur le maillage

primal.

Comme le potentiel vecteur électrique T est nul à l’extérieur du domaine Dc et

que T × n = 0 sur la frontière Γc, la densité de courant est nulle à l’extérieur de

Dc (cf remarque du paragraphe 2.4.1.2). Comme Dc est non simplement connexe,

on introduit alors, comme pour un inducteur bobiné, un champ Ki de W 1 qui se

décline en vecteur K̃ai de W̃1. Celui-ci peut être défini dans un sous domaine de D

simplement connexe contenant Dc. Dans ces conditions, le champ magnétique et la

densité de courant induite s’écrivent :

H̃a = K̃ai + T̃
′

a − G̃Ω̃n (2.44)

J̃find = R̃(T̃
′

a + K̃ai) (2.45)

De part l’expression du champ magnétique, un courant i circulant, dans le do-

maine Dc, peut donc être imposé naturellement. Le système matriciel résultant de

cette imposition est similaire à celui donné par 1.117 dans le cas d’un inducteur bo-

biné alimenté en courant. Les deux systèmes sont similaires, car les termes sources

sont de même nature, ils s’écrivent sous la même forme K̃ai.

La tension V aux bornes de Dc n’intervient pas dans le système matriciel 1.117.

Celle-ci est déterminée par une relation supplémentaire qui se base sur la loi de

Faraday et utilise le champ de vecteur K [46, 61]. On montre que la tension V

s’écrit :

V =

∫

Dc

E · NdDc +

∫

D

∂B

∂t
· KdD (2.46)

Sous forme discrète, celle-ci devient égale à :

V = Et
aÑ f +

∂Bt
f

∂t
K̃a = (Mσ−1

f̃f
J̃find)

tÑ f +
∂(Mµ

ãaH̃a)
t

∂t
K̃a (2.47)
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Ainsi, pour imposer une tension aux bornes de Dc, la relation précédente est ajoutée

au systéme matriciel 1.117. Dans ce cas le courant i circulant dans Dc est alors une

inconnue du problème.

Pour imposer une différence de potentiel magnétique ε aux bornes de Dc, il suffit

d’introduire la fonction α (i.e. sous la forme discrète α̃n) et d’écrire :

Ω̃ =
∑

n∈D,n/∈Γ1
c ,n/∈Γ2

c

Ω̃′
nw̃n + εα̃ (2.48)

La différence de potentiel magnétique ε peut naturellement être fixée. Pour calculer

le flux Φ traversant Dc, on utilise, par analogie avec la relation 2.23, l’équation

suivante :

Φ = −Bt
f (G̃α̃n) = −(Mµ

ãaH̃a)
t(G̃α̃n) (2.49)

Pour imposer un flux Φ, il suffit d’ajouter l’équation précédente au système, la dif-

férence de potentiel magnétique devenant alors une inconnue.

Le tableau 2.2 synthétise l’ensemble des expressions des champs ainsi que les

méthodes utilisées pour le calcul et l’imposition des grandeurs globales dans le cas

de la formulation T − Ω.

Grandeur électrique Grandeur magnétique

Expression de H̃a H̃a = K̃ai + T̃
′

a − G̃Ω̃n H̃a = T̃ a − G̃(Ω̃
′

n + α̃nε)

Expression de J̃find J̃find = R̃(K̃ai + T̃
′

a) J̃find = R̃T̃ a

i imposé V imposée Φ imposé ε imposée

Méthode on fixe i ajout d’une équation : ajout d’une équation : on fixe ε

V = (Mσ−1

f̃f
J̃find)

tÑ f Φ = −(Mµ
ãaH̃a)

t(G̃α̃n)

+
∂(Mµ

ãaH̃a)
t

∂t
K̃a

Tab. 2.2 – Méthodes utilisées pour l’imposition des grandeurs globales dans la for-
mulation T − Ω
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2.5 Exemple magnétodynamique à courant et ten-

sion imposée

2.5.1 Présentation du système

Nous considérons, comme exemple de validation des méthodes d’imposition de

grandeurs globales électriques, un conducteur massif formé de deux parties droites

et une autre hélicoidale, le tout enfermé dans une boîte d’air [51]. La perméabilité

magnétique du conducteur est identique à celle de l’air. La résistivité électrique est

fixée à 1,27.10−8Ω/m. Une vue en 3D du conducteur massif est donnée sur la figure

2.6.

Fig. 2.6 – Présentation du système

Les dimensions du système sont précisées sur les figures 2.7 et 2.8.

Fig. 2.7 – Vue de face Fig. 2.8 – Vue de haut

Deux maillages constitués de tétraèdres ont été utilisés (M1 : 3612 noeuds et

20436 éléments, M2 : 20179 noeuds et 116906 éléments). Pour les deux formulations

magnétodynamiques, le conducteur massif sera, tout d’abord, alimenté en courant
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puis en tension. Pour le premier type d’alimentation, une évolution sinusoidale du

courant d’amplitude égale à 3,14A est appliquée au conducteur massif avec deux

fréquences d’alimentation (50Hz et 1kHz). L’intervalle de temps de l’étude est fixée

à deux périodes avec 25 pas de temps de discrétisation par période. Pour le deuxième

type d’alimentation, les tensions obtenues par les deux formulations dans le cas d’une

alimentation en courant sont appliquées aux bornes du conducteur massif. Dans ces

conditions, l’amplitude du courant calculé lors d’une alimentation en tension devrait

être égale à 3,14A.

Comme nous l’avons précisé précédemment, il est nécessaire de déterminer deux

fonctions α et K pour imposer le courant ou la tension dans les deux formulations.

On rappelle que la fonction scalaire α est décomposée dans l’espace des éléments

nodaux et que celle-ci vaut 1 aux noeuds situés sur une section du conducteur placé

sur la frontière du domaine d’étude Γ1
c et 0 ailleurs. Cette fonction est non nulle sur

le domaine Dα regroupant l’ensemble des éléments ayant au moins un noeud sur Γ1
c

(fig. 2.9).

Fig. 2.9 – Définition du domaine Dα

La figure 2.10 présente la distribution du champ de vecteurs K associée au

conducteur massif dans un plan de coupe précisé à la figure 2.8.

On constate que cette distribution est éloignée du champ magnétique que l’on

cherche à calculer. En revanche, ce champ vérifie le théorème d’Ampère à l’extérieur

du conducteur si celui-ci est parcouru par un courant i de 1A. On voit ainsi des

zones liant les conducteurs où K est non nul. Ces zones n’ont pas à être définies par

l’utilisateur, celles-ci apparaissent automatiquement avec la méthode de construction

retenue faisant appel à des techniques d’arbres d’arêtes et de facettes.
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Fig. 2.10 – Distribution de K

2.5.2 Formulation A − ϕ

Pour imposer le courant dans la formulation A−ϕ, on utilise le système matriciel

2.24. Dans ces conditions, l’évolution de la tension en fonction du temps est donnée,

pour les deux maillages et pour les deux fréquences, respectivement sur les figures

2.11 et 2.12.

Fig. 2.11 – Evolution de la tension obte-
nue par la formulation A−ϕ avec f=50Hz

.

Fig. 2.12 – Evolution de la tension obte-
nue par la formulation A−ϕ avec f=1kHz

Pour une fréquence de 50Hz, le conducteur se comporte pratiquement comme

une résistance, le déphasage de la tension par rapport au courant est très faible. En

revanche, pour une fréquence de 1kHz, le déphasage est de 35 degrés et l’amplitude

de la tension augmente. L’impédance du conducteur augmente à cause des effets de

peau et de proximité mais également à cause de l’effet inductif.
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Pour la formulation A− ϕ à tension imposée, il suffit d’appliquer les conditions

limites adéquat sur le potentiel scalaire ϕ, le système matriciel 2.12 est alors utilisé.

On impose à chaque pas de temps, la valeur de tension obtenue lors de la résolution

précédente à courant imposé. On obtient comme cela était prévisible un courant

sinusoidal d’une amplitude égal à 3,14A.

Pour une fréquence d’alimentation de 50Hz, les figures 2.13 et 2.14 présentent

la répartition de la densité de courant à la surface du conducteur massif et dans le

plan de coupe (fig. 2.8).

Fig. 2.13 – Répartition de la densité de J

en surface à f=50Hz et à t=T/4

Fig. 2.14 – Répartition de la densité de
courant J dans le plan de coupe f=50Hz
et à t=T/4

A cette fréquence, la densité de courant est uniforme dans les deux parties droites

du conducteur. Dans la partie hélicoidale, celle-ci est plus importante à l’intérieur de

l’hélice qu’à l’extérieur de manière à "raccourcir" le parcours du courant. Pour cette

fréquence, l’effet dynamique due à la variation temporelle n’est pas prédominant

(voir inexistant). Dans ces conditions, une formulation électrocinétique aurait pu

être utilisée pour calculer la répartition de la densité de courant.

Les figures 2.13 et 2.14 présentent la répartition de la densité de courant pour

une fréquence d’alimentation de 1kHz.

A cette fréquence, l’effet de peau est nettement visible dans les parties droites du

conducteur. Dans le plan de coupe, l’effet de proximité apparaît aussi visiblement.

L’amplitude de la densité de courant dans le conducteur est plus élevée dans la

zone proche des conducteurs voisins. Cet effet représente donc l’influence du champ

magnétique produit par une partie du conducteur sur la distribution de la densité

de courant.
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Fig. 2.15 – Répartition de J en surface à
f=1kHz et à t=T/4

Fig. 2.16 – Répartition de J dans le plan
de coupe à f=1kHz et à t=T/4

Remarque : si le même conducteur était rectiligne, on ne verrait apparaître que

l’effet de peau. La partie réelle de l’impédance (résistance du conducteur) serait alors

plus faible par rapport au conducteur hélicoidal puisqu’il n’y aurait pas d’effet de

proximité.

Le tableau 2.3 présente une synthèse des résultats obtenus pour les deux maillages,

les amplitudes de la tension et du courant sont données pour une fréquence de 50Hz.

Dans le cas d’une alimentation en courant, l’équation 2.23 est ajoutée au système

matriciel et donc une inconnue. Le nombre de termes de la ligne résultante est faible

car seuls les noeuds appartenant à Γ1
c correspondent à des termes non nuls. Par

conséquent, la taille des matrices et les temps de calcul obtenus pour les deux types

d’alimentation sont similaires. Un calculateur 2GHz INTEL XEON a été utilisé pour

l’ensemble des simulations numériques.

2.5.3 Formulation T − Ω

L’alimentation à courant imposé s’effectue de manière simple, le courant appa-

raissant naturellement comme un terme source dans la formulation T −Ω (système

matriciel 1.117). L’évolution de la tension en fonction du temps, dans le cas d’une

alimentation en courant, est représentée, pour les deux maillages et pour les deux

fréquences, sur les figures 2.17 et 2.18. La tension a été calculée en postraitement

une fois le problème résolu en appliquant la relation 2.47

Les courbes obtenues par cette formulation sont très similaires à celles données

avec la formulation A − ϕ.



58 Chapitre 2. Calcul et imposition de grandeurs globales

Maillage M1 M2

Alimentation courant tension courant tension

Inconnues 21934 21933 125038 125037

Termes non nuls de

la matrice de raideur 228158 228049 1300172 1299861

Nombre d’itérations

Moyen du ICCG 749 680 1929 1771

Temps de calcul (min) 12 9 222 188

Vmax(mV ) 1,05 1,02

imax(A) 3,14 3,14

Tab. 2.3 – Pour la formulation A − ϕ ; paramètres et résultats du calcul avec une
fréquence de 50Hz

Fig. 2.17 – Evolution de la tension obte-
nue par la formulation T −Ω avec f=50Hz

Fig. 2.18 – Evolution de la tension obte-
nue par la formulation T −Ω avec f=1kHz

Dans le tableau 2.4, sont regroupés les résultats obtenus avec les deux maillages

pour une fréquence de 50Hz. Les résultats sont cohérents dans le cas d’une alimenta-

tion en tension puisqu’on retrouve bien un courant d’amplitude 3,14A. Avec ce type

d’alimentation, il a été nécessaire d’ajouter l’équation 2.47 au système matriciel.

Comparé au cas de la formulation A−ϕ, on constate une augmentation importante

du temps de calcul quand on ajoute une équation au système. La ligne ajoutée dans

le système matriciel est pratiquement pleine car le vecteur K est défini dans tout le



2.5. Exemple magnétodynamique à courant et tension imposée 59

domaine ce qui à pour effet un accroissement important du nombre de termes non

nuls dans la matrice de l’ordre du nombre d’inconnues.

Maillage M1 M2

Alimentation courant tension courant tension

Inconnues 7641 7642 50305 50306

Termes non nuls de

la matrice de raideur 80665 88307 580484 630790

Nombre d’itérations

moyen du ICCG 130 147 300 350

Temps de calcul (min) 2 3,5 17 25

Vmax(mV ) 0,928 0,987

imax(A) 3,14 3,14

Tab. 2.4 – Pour la formulation T − Ω ; paramètres et résultats du calcul avec une
fréquence de 50Hz

2.5.4 Synthèse

Pour l’exemple étudié, les deux formulations magnétodynamiques donnent des

résultats similaires (courant, tension, ...) mais la formulation T − Ω s’avère être

la plus rapide. De plus, en réduisant le domaine de définition de K, le temps de

calcul, à tension imposée, peut être diminué. La réduction du domaine du vecteur

K peut être obtenue en définissant un domaine DK simplement connexe incluant le

conducteur. On impose alors des conditions aux limites de type K × n = 0 sur les

surfaces de DK et les circulations de K à l’extérieur de DK sont annulées. On calcule

ensuite le vecteur K par la technique d’arbre présenté en annexe B. La détermination

d’un domaine DK introduit alors une étape supplémentaire pour l’utilisateur dans

la définition du problème et aussi et surtout des compétences supplémentaires en

topologie. Un exemple de domaine DK est donné par la figure 2.19 dans un cas en

2D.
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Fig. 2.19 – Définition d’un domaine DK

2.6 Exemple magnétostatique à flux magnétique et

force magnétomotrice imposée

2.6.1 Présentation du système

L’exemple étudié est constitué d’un domaine D en forme de "fer à cheval" où

l’on se propose d’imposer un flux à l’intérieur ou une différence de potentiel magné-

tique à ces bornes. Ici, nous résolvons les équations de Maxwell dans le cas de la

magnétostatique. Les dimensions sont précisées sur la figure 2.20.

Fig. 2.20 – Présentation du système

On considère un flux magnétique Φ entrant par Γ1
c et sortant par Γ2

c et une

différence de potentiel magnétique ε entre ces deux surfaces. Des conditions aux

limites de type B · n = 0 sont imposées sur les autres frontières de D. La perméa-

biblité magnétique relative est fixée à 1000. Le maillage est constitué d’éléments

tétraèdriques avec 5842 noeuds et 24312 éléments. Dans un premier temps, les deux

formulations magnétostatiques à flux magnétique Φ et à force magnétomotrice ε

imposées sont comparées. Dans un second temps, l’influence du champ de vecteurs

K sur la convergence du gradient conjugué sera étudiée pour la formulation A.
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2.6.2 Comparaison des deux formulations

On applique, dans un premier temps, un flux magnétique de 1µWb, puis les

différences de potentiel magnétique obtenues seront utilisées comme terme source

dans les deux formulations. Les répartitions de l’induction magnétique obtenue avec

les deux formulations étant très proche, nous ne présentons que celle calculée avec

la formulation A à flux imposé (fig. 2.21).

Fig. 2.21 – Répartition du module de l’induction B obtenue par la formulation A

L’induction magnétique est uniforme dans les parties droites. En revanche, dans

le coude, celle-ci est naturellement plus importante à l’intérieur qu’à l’extérieur. Le

tableau 2.5 présente une comparaison des résultats des deux formulations en fonction

de différents paramètres.

Formulation A Ω

Imposition Φ ε Φ ε

Inconnues 23795 23796 5696 5695

Termes non nuls 180652 204448 38391 38325

Temps de calcul (s) 11,4 35 8 7,8

ε(At) 7,281 7,287

Φ(µWb) 1 1

Tab. 2.5 – Comparaison des paramètres de calcul et des résultats pour les deux
formulations

Comme pour les formulations en magnétodynamique, le fait d’ajouter une équa-

tion au système matriciel implique une augmentation du nombre de termes non nuls

et des temps de calcul. Cet accroissement est plus important avec la formulation A

où on utilise le champ de vecteurs K défini dans tout le domaine. L’augmentation
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de la taille de la matrice est plus importante avec cette formulation que pour la

formulation Ω où le flux est imposé. Dans ce dernier cas, on utilise la relation 2.49

où la fonction α est définie dans un domaine réduit contrairement au champ K qui

est défini sur tout le domaine.

Il a été démontré que dans le cas d’un problème magnétostatique, les énergies

magnétiques WA
em et WΩ

em obtenues respectivement par les formulations A et Ω

encadrent la solution exacte W ex
em [34].

WA
em ≤ W ex

em ≤ WΩ
em (2.50)

Si on impose le flux magnétique Φ dans les deux formulations, on a alors :

εA ≤ εΩ (2.51)

avec εA et εΩ les différences de potentiel magnétique calculées par les formulations

A et Ω. Cette remarque est bien vérifiée dans le tableau 2.5.

2.6.3 Etude de l’influence du champ K sur la convergence

Il existe une infinité de champs K qui peuvent être utilisés pour imposer un flux

dans la formulation A. Dans la suite, nous comparons l’influence de la distribution

de ce champ sur la convergence du gradient conjugué.

Dans le cas de la formulation A, le champ obtenu par une technique d’arbres est

noté KD, celui-ci est défini dans tout le domaine. Ce domaine, où K est non nul,

peut être restreint par des conditions aux limites adéquates comme cela a été signalé

précédemment. Ainsi, on peut réduire le domaine de définition du champ K à un

ensemble d’arêtes sur la surface du domaine D tel que la somme des circulations le

long d’une boucle autour de D soit égale au flux et tel que la somme des circulations

sur chaque facette appartenant à la frontière soit égale à zéro pour conserver une

divergence nulle. Dans notre exemple, on considère ainsi deux champs, Kc1 et Kc2 .

Le premier Kc1 a son domaine de définition situé sur la surface intérieure du "fer à

cheval" et le second Kc2 sur la surface extérieure. La figure 2.22 présente la technique

de construction de Kc1 . Un ensemble d’arêtes sur lesquelles la circulation de Kc1

est non nulle est ainsi défini [47, 59].

Les répartitions spatiales de Kc1 et Kc2 sont respectivement données par les

figures 2.23 et 2.24. On vérifie bien qu’elles sont très "localisées".

La convergence, en fonction des différents types de champ K, est étudiée avec les

deux techniques utilisées pour imposer des grandeurs globales (le flux qui s’impose
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Fig. 2.22 – Construction de Kc1.

Fig. 2.23 – Répartition de Kc1 Fig. 2.24 – Répartition de Kc2

naturellement et la différence de potentiel magnétique qui est imposée en ajoutant

une équation supplémentaire). Quelque soit le type d’alimentation, les résultats issus

des trois champs de vecteurs KD, Kc1 et Kc2 sont naturellement égaux. Les figures

2.25 et 2.26 présentent respectivement l’évolution du logarithme de l’erreur en fonc-

tion des itérations du gradient conjugué à flux magnétique et force magnétomotrice

imposés ceci pour les trois champs de vecteurs KD, Kc1 et Kc2 .

A flux magnétique imposé, la convergence la plus rapide est obtenue par les

deux champs Kc1 et Kc2 . Dans les trois systèmes matriciels issus de KD, Kc1 et

Kc2 , la matrice de raideur est la même, seul le terme source est affecté. On rappelle

que celui-ci est égal à : −RtM
µ−1

ff RKaΦ. Dans une formulation A à différence de

potentiel magnétique imposée, on ajoute une équation au système. On constate que

la convergence est la plus rapide avec KD. De plus un écart apparaît entre les

évolutions de l’erreur par Kc1 et Kc2 . Avec KD, l’inconnue Φ est associée à un

plus grand nombre d’éléments contrairement à Kc1 et Kc2 où seuls les éléments en

contact avec des arêtes dont la circulation de Kc1 et Kc2 est non nulle sollicitent

l’inconnue Φ.
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Fig. 2.25 – Convergence du gradient
conjugué à flux magnétique imposé

Fig. 2.26 – Convergence du gradient
conjugué à force magnétomotrice imposée

2.6.4 Synthèse

Pour l’exemple étudié, les deux formulations magnétostatiques donnent des ré-

sultats très proches quelque soit le type de grandeur magnétique imposée.

Dans le cas de la formulation A, l’étude de la convergence du gradient conjugué

a montré que la répartition spatiale de K a une légère influence sur la convergence

du gradient conjugué mais pas sur le résultat.

2.7 Couplage d’un modèle élément finis avec un cir-

cuit magnétique extérieur

On considère un système magnétostatique où un couplage d’un modèle élément

finis avec un circuit magnétique équivalent a été réalisé à l’aide des relations per-

mettant de calculer les grandeurs globales [45].

2.7.1 Présentation du dispositif étudié

Le dispositif est composé de trois dents ferromagnétiques dont une est en regard

par rapport aux autres. La perméabilité relative des dents est fixée à 1000. Les

figures 2.27 et 2.28 présentent la géométrie et les dimensions des dents. Le domaine

d’étude D de frontière Γ est formé des trois dents enfermées dans une boîte d’air (fig.

2.29). Le maillage est composé de 85681 éléments tétraèdriques et de 16201 noeuds.
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Fig. 2.27 – Géométrie des dents - vue de
face (mm)

Fig. 2.28 – Géométrie des dents - vue de
côté (mm)

Les trois surfaces des dents en contact avec la frontière Γ, et ayant des conditions

aux limites de type H × n = 0, sont notées Γ1, Γ2 et Γ3.

Fig. 2.29 – Modèle numérique
Fig. 2.30 – Couplage du modèle élément
finis avec le circuit magnétique équivalent

Les conditions aux limites du domaine D sont donc les suivantes :

H × n = 0 sur Γ1, Γ2 et Γ3 (2.52)

B · n = 0 sur Γ − Γ1 − Γ2 − Γ3 (2.53)

Le circuit magnétique équivalent décrivant le fonctionnement du système exté-

rieur couplé au modèle élément finis est donné sur la figure 2.30. Il est constitué d’une
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force magnétomotrice ni et de deux réluctances R2 et R3 (avec R2 = 227000H−1

et R3 = 294000H−1). Les flux magnétiques traversant les surfaces Γ1, Γ2 et Γ3 sont

respectivement notées Φ1, Φ2 et Φ3. Les différences de potentiel magnétique entre

Γ1 et Γ2 et entre Γ1 et Γ3 sont notées ε2 et ε3.

Dans la suite, on présente les deux formulations magnétostatiques couplées avec

le circuit magnétique dans le cas où le terme ni est imposé.

2.7.2 Couplage avec la formulation en potentiel scalaire

Compte tenu des conditions aux limites sur Γ1, Γ2 et Γ3, en prenant le potentiel

magnétique sur Γ1 comme référence, on pose :

Ω = 0 sur Γ1 (2.54)

Ω = ε2 sur Γ2 (2.55)

Ω = ε3 sur Γ3 (2.56)

En reprenant les notations introduites précédemment, le potentiel scalaire magné-

tique Ω s’écrit sous forme discrète :

Ω̃n = Ω̃
′

n + ε2α̃n2
+ ε3α̃n3

(2.57)

avec α̃n2
(resp. α̃n3

) le vecteur des composantes de la fonction scalaire α2 (resp.

α3) définie par la surface Γ2 (resp. Γ3). En utilisant ces fonctions scalaires, les flux

magnétiques Φ2 et Φ3 s’écrivent :

Φ2 = −(Mµ
ãaH̃a)

t(G̃α̃n2
) (2.58)

Φ3 = −(Mµ
ãaH̃a)

t(G̃α̃n3
) (2.59)

Pour réaliser le couplage du modèle élément finis avec le circuit magnétique

extérieur, on utilise les deux relations relatives au circuit, qui s’écrivent :

ni = ε2 + R2Φ2 (2.60)

ni = ε3 + R3Φ3 (2.61)

Dans ces conditions, les termes ε2, ε3, Φ2 et Φ3 sont des inconnues du problème.

Finalement, le système à résoudre est constitué des relations 1.123, 2.58 et 2.59 et

des deux équations de couplage 2.60 et 2.61. Ainsi, le système matriciel à résoudre

s’écrit :
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G̃
t
M

µ
ãaG̃ G̃

t
M

µ
ãaG̃α̃n2

G̃
t
M

µ
ãaG̃α̃n3

0 0 Ω̃
′

n 0

α̃
t
n2

G̃
t
M

µ
ãaG̃ α̃

t
n2

G̃
t
M

µ
ãaG̃α̃n2

α̃
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n2

G̃
t
M

µ
ãaG̃α̃n3

1 0 ε2 0

α̃
t
n3

G̃
t
M

µ
ãaG̃ α̃

t
n3

G̃
t
M

µ
ãaG̃α̃n2

α̃
t
n3

G̃
t
M

µ
ãaG̃α̃n3

0 1 ε3 = 0

0 1 0 R2 0 Φ2 ni

0 0 1 0 R3 Φ3 ni

(2.62)

2.7.3 Couplage avec la formulation en potentiel vecteur

Dans le cas de la formulation A, deux sous domaines, D2 et D3 supports de

champs N relatif aux flux Φ2 et Φ3, sont à définir. On note N 2 le champ associé au

sous domaine D2 et N 3 le champ associé au sous domaine D3 qui vérifient :

div N 2 = 0 sur D2 et div N 3 = 0 sur D3 (2.63)∫

Γ12

N 2 · ndΓ =

∫

Γ22

N 2 · ndΓ = 1 (2.64)
∫

Γ13

N 3 · ndΓ =

∫

Γ23

N 3 · ndΓ = 1 (2.65)

N 2 = 0 sur D − D2 et N 3 = 0 sur D − D3 (2.66)

Les frontières de D2 doivent contenir impérativement une partie plus ou moins

importante des surfaces Γ1 et Γ2 et les frontières de D3 une partie des surfaces

Γ1 et Γ3. La figure 2.31 présente les sous domaines D2 et D3.

En reprenant les notations introduites précédemment, le potentiel vecteur ma-

gnétique A s’écrit sous forme discrète :

Aa = A′
a + Ka2

Φ2 + Ka3
Φ3 (2.67)

En utilisant les champs N 2 et N 3, les différences de potentiels ε2 et ε3 s’écrivent :

ε2 = (Mµ−1

ff Bf )
tN f2

(2.68)

ε3 = (Mµ−1

ff Bf )
tN f3

(2.69)

Comme pour la formulation Ω, les termes ε2, ε3, Φ2 et Φ3 sont des inconnues

du problème. Le système à résoudre est constitué des relations 1.122, 2.68 et 2.69

et des deux équations de couplage 2.60 et 2.61 introduites par le circuit magnétique

extérieur.
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Fig. 2.31 – Définition des sous domaines D2 et D3

Finalement, le système matriciel s’écrit :

RtM
µ−1

ff R RtM
µ−1

ff RKa2
RtM

µ−1

ff RKa2
0 0 A′

a 0

Kt
a2

RtM
µ−1

ff R Kt
a2

RtM
µ−1

ff RKa2
Kt

a2
RtM

µ−1

ff RKa2
−1 0 Φ2 0

Kt
a3

RtM
µ−1

ff R Kt
a3

RtM
µ−1

ff RKa2
Kt

a3
RtM

µ−1

ff RKa3
0 −1 Φ3 = 0

0 −1 0
−1

R2

0 ε2
−ni

R2

0 0 −1 0
−1

R3

ε3
−ni

R3

(2.70)

2.7.4 Résultats

La force magnétomotrice ni constitue le terme source du système couplé. La

valeur de cette dernière est fixée à 500A. La figure 2.32 présente la répartition de

l’induction magnétique obtenue par la formulation A dans les conditions précédem-

ment présentées.

Le tableau 2.6 présente l’ensemble des grandeurs obtenues par les deux formula-

tions magnétostatiques couplés avec le circuit externe.
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Fig. 2.32 – Répartition de B dans un plan de coupe

Formulation A Ω

Φ2(µWb) 120 114

Φ3(µWb) 145 138

ε2(A) 472 474

ε3(A) 457 459

Tab. 2.6 – Comparaison des deux formulations magnétostatiques couplées avec un
circuit externe

D’une part, les résultats obtenus par les deux formulations magnétostatiques sont

très proches. D’autre part, des calculs ont été menés en utilisant une autre approche

[45] qui conduit également à des résultats sensiblement équivalent.

En utilisant les notations et les outils développés dans ce chapitre, cette étude

a montrée qu’un couplage entre un modèle élément finis et un circuit magnétique

équivalent peut être réalisé de manière simple.

2.8 Influence, sur les pertes dans les conducteurs,

de l’épanouissement du champ dans l’entrefer

Dans les systèmes électrotechniques travaillant à haute fréquence, la répartition

de la densité de courant, circulant dans les bobinages, n’est pas uniforme. Aussi, le
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modèle de type "inducteur bobiné" où un seul milieu représente le bobinage traversé

par une densité uniforme de courant et supposée homogène n’est plus valable. Plu-

sieurs phénomènes sont à prendre en compte. Ainsi, on trouve l’effet de peau, l’effet

de proximité (influence du champ créé par un conducteur sur le comportement de

ces voisins) et l’effet d’épanouissement du champ au niveau d’un entrefer.

Dans ce paragraphe, on se propose de mettre en évidence l’ensemble de ces

effets en étudiant l’évolution de l’impédance d’une bobine, celle-ci étant placée ou

non dans un circuit magnétique, en fonction de la fréquence et de la hauteur de

l’entrefer. Cette étude fera l’objet d’une comparaison simulation/expérience.

2.8.1 Présentation des dispositifs

On considère un bobinage constitué de 18 spires, le conducteur utilisé est en

cuivre de diamètre 1mm (fig. 2.33). On peut associer à ce bobinage un circuit ma-

gnétique en ferrite de type EDT34 (fig. 2.34). Ce circuit magnétique possède un

entrefer dont on contrôle l’épaisseur.

Fig. 2.33 – Bobinage seul
Fig. 2.34 – Introduction du circuit magné-
tique

Dans la suite, nous étudions l’influence de la fréquence sur la résistance du bo-

binage seul (système S1) et l’influence de l’épanouissement du champ magnétique

au niveau de l’entrefer sur la résistance du bobinage (système S2). Les mesures de

résistance ont été réalisées avec un analyseur d’impédance HP4294A. Les résultats

issus des modèles numériques seront comparés à l’expérience.
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2.8.2 Présentation des modèles

Dans la suite, on suppose, comme souvent pour les bobinages, qu’une spire est

parfaitement circulaire et donc dans un plan perpendiculaire à l’axe de la bobine

(fig. 2.35). En pratique ceci n’est pas vrai puisque la spire ne se referme pas sur

elle-même (fig. 2.36).

Fig. 2.35 – Modèle d’une spire Fig. 2.36 – Spire réelle

Par conséquent, la bobine (S1) est alors supposée être formée de 18 spires circu-

laires, le problème devient alors axisymétrique et une résolution en 2D est suffisante.

En pratique, les conducteurs étant tous en série, ils sont traversés par le même

courant. Dans la suite, pour mettre en oeuvre les outils présentés précédemment,

nous utilisons un modèle 3D où nous ne modélisons que 1/8 de la structure (fig.

2.37). Pour le système S2 où apparaît le circuit magnétique qui ne possède pas

de symétrie de révolution, une modélisation 3D est absolument nécessaire et 1/8

de la structure a également été modélisée (fig. 2.38). Les 9 conducteurs en cuivre

du bobinage modélisé sont massifs c’est à dire qu’ils possèdent une conductivité

électrique σ égale à 5,9 · 107 et une perméabilité relative unitaire. La perméabilité

relative du circuit magnétique est supposée linéaire et égale à 1600.

Un seul et même maillage a été réalisé pour l’étude des deux systèmes. Celui-ci

est composé de 119851 noeuds et 683136 éléments tétraèdriques, seuls les carac-

téristiques des différentes régions du maillage sont modifiées. Pour déterminer la

résistance du bobinage à une fréquence donnée, un courant sinusoïdal de valeur ef-

ficace Ief est imposé dans chaque conducteur. La résistance R est alors déduite des

pertes Joule totale Pj :

R =
Pj

I2
ef

avec Pj =

∫
EJdD (2.71)
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Fig. 2.37 – Modèle du bobinage seul (S1)
Fig. 2.38 – Modèle du bobinage et du circuit
magnétique (S2)

Comme le courant est identique dans tous les conducteurs massifs, nous utili-

sons les formulations magnétodynamiques imposant le même courant dans les neufs

conducteurs. Le régime transitoire n’étant pas étudié, les formes fréquentielles des

formulations sont utilisées.

2.8.3 Analyse des résultats

On se propose de comparer les résultats obtenus par les deux formulations ma-

gnétodynamiques sur l’évolution de la résistance en fonction de la fréquence avec le

système S1 et sur l’évolution de la résistance du bobinage en fonction de la taille de

l’entrefer avec S2. Les paramètres des deux formulations (temps de calcul, taille de

la matrice de raideur, ...) seront ensuite présentés et commentés.

2.8.3.1 Influence de la fréquence sur la résistance du bobinage

Les figures 2.39 et 2.40 présentent la répartition de la densité de puissance ob-

tenue avec la formulation T − Ω pour une fréquence de 1kHz et 50kHz avec le

bobinage seul (S1) dans un plan précisé sur la figure 2.37.

Pour une fréquence de 1kHz, l’épaisseur de peau est de 3,7mm. Comme le dia-

mètre des conducteurs est de 1mm, l’effet de peau intervient peu. Pour une fréquence

de 1kHz, les formulations magnétodynamiques donnent des résultats très proches

des formulations électrocinétiques. On retrouve des pertes Joules qui ne sont pas ho-

mogènes dans une section des conducteurs mais réparties de la même manière dans

les 9 conducteurs avec une concentration plus forte dans chacun de ceux-ci dans la
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Fig. 2.39 – Répartition de la densité de puis-
sance (W/m3) par effet Joules pour une fré-
quence de 1kHz par la formulation T − Ω

Fig. 2.40 – Répartition de la densité de puis-
sance (W/m3) par effet Joules pour une fré-
quence de 50kHz par la formulation T − Ω

zone proche du rayon intérieur. Pour une fréquence de 50kHz, la répartition n’est

plus identique dans les différents conducteurs, les pertes Joules sont concentrées dans

les conducteurs situés dans le centre du bobinage. On voit apparaître aussi l’effet

de proximité qui est l’influence du champ magnétique créé par un conducteur sur la

répartition de la densité de courant dans les autres conducteurs voisins.

Le tableau 2.7 présente la tension obtenue aux bornes des quatre conducteurs

précisés sur la figure 2.37. Dans le cas de la formulation A − ϕ, les tensions aux

bornes des conducteurs constituent des inconnues dans le système matriciel, celles-

ci sont donc directement obtenues. Pour la formulation T −Ω, la relation 2.47 a été

utilisée en postraitement.

f=1kHz f=50kHz

Formulation T − Ω A − ϕ T − Ω A − ϕ

Tension Re Im Re Im Re Im Re Im

C1 0,235 0,313 0,238 0,316 0,326 15,5 0,34 15,6

C2 0,235 0,382 0,239 0,385 1,11 18 1,17 18,1

C3 0,311 0,485 0,316 0,488 2,63 21,57 2,76 21,6

C4 0,310 0,402 0,314 0,404 1,45 18,8 1,52 18,9

Tab. 2.7 – Tension (V ) obtenue aux bornes de quatres conducteurs

Pour une fréquence de 1kHz, le problème est quasiment de type électrocinétique.

Par conséquent, les parties réelles des tensions calculées aux bornes de C1 et C2
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sont proches, de même que celles aux bornes de C3 et C4. Les parties imaginaires

correspondent à la contribution de l’effet inductif. Ces valeurs dépendent donc de

l’inductance des conducteurs. Pour une fréquence de 50kHz, les tensions aux bornes

des conducteurs augmentent. Comme les parties imaginaires dépendent de l’effet

inductif, celles-ci sont donc quasiment multipliées par 50. Les parties réelles ne sont

plus égales pour les conducteurs situés sur le même rayon du bobinage (C1 − C2 et

C3 − C4) par une répartition du champ différente dans chaque conducteur.

La figure 2.41 présente l’évolution de la résistance du bobinage en fonction de la

fréquence d’alimentation pour le système S1.

Fig. 2.41 – Influence de la fréquence sur la résistance du bobinage

Comme l’effet de peau et de proximité augmentent en fonction de la fréquence,

la résistance du bobinage croit également.

Les courbes obtenues par les deux formulations magnétodynamiques sont proches

de la mesure, l’écart maximal entre la simulation et l’expérience est de 4% pour la

formulation A− ϕ et de 8% pour la formulation T −Ω. Cette comparaison montre

que les deux formulations retranscrivent bien le comportement du système.

2.8.3.2 Influence de l’entrefer sur la résistance du bobinage

Dans la suite, on ne s’intéresse plus à l’effet de la fréquence, celle-ci est fixée à

50kHz. On se focalise sur l’augmentation des pertes dues à l’épanouissement des

lignes de champ lorsque l’on introduit un entrefer. Effectivement, quand un conduc-

teur est proche de l’entrefer celui-ci sera traversé par une partie du flux circulant

dans le noyau. Ce flux génère localement une valeur d’induction crête beaucoup plus
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élevée que celle créée par un conducteur seul (S1) (fig. 2.42). Par conséquent, il ap-

paraît des pertes supplémentaires dans les conducteurs proches de l’entrefer. Dans

la suite, nous nous proposons d’évaluer l’augmentation de ces pertes en fonction

de l’épaisseur de l’entrefer par l’intermédiaire de la variation de la résistance du

bobinage.

Fig. 2.42 – Illustration de l’effet de frange

Pour une fréquence d’alimentation de 50kHz, les figures 2.43 et 2.44 présentent

la répartition de la densité de puissance pour le système S2 sans entrefer et pour un

entrefer de 2,4mm dans un plan précisé sur la figure 2.37.

Fig. 2.43 – Répartition de la densité de puis-
sance (W/m3) par effet Joules sans entrefer
par la formulation T − Ω

Fig. 2.44 – Répartition de la densité de puis-
sance (W/m3) par effet Joules par S2 avec
un entrefer de 2,4mm par la formulation
T − Ω

Une différence est nettement visible entre ces deux figures de champ. L’effet

d’épanouissement du champ magnétique au niveau de l’entrefer influence la réparti-

tion de la densité de courant dans les conducteurs les plus proches de l’entrefer. Cet
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effet influence donc les pertes Joules dans le conducteur situé en face de l’entrefer

(conducteur en bas à gauche sur la figure 2.44).

La figure 2.45 présente l’évolution de la résistance du bobinage en fonction de la

taille de l’entrefer obtenue par le calcul et expérimentalement pour une fréquence

de 50kHz. Dans les conditions de mesure, la partie réelle du bobinage prend en

compte d’une part les pertes dans le bobinage et d’autre part les pertes fer dans le

noyau ferromagnétique. Ces dernières sont considérées ici comme négligeables au vu

du matériau magnétique utilisé pour réaliser le noyau. Pour des entrefers inférieurs

à 0,8mm, les valeurs de la mesure ne sont pas données, celles-ci sont peu précises.

En effet, lorsque l’entrefer est faible, l’impédance du bobinage est trop inductive, il

est donc difficile de mesurer précisément la partie réelle.

Fig. 2.45 – Evolution de la résistance du bobinage en fonction de la taille de l’entrefer

Les courbes obtenues par les deux formulations ont une forme similaire à celle

donnée par la mesure. Sur ces courbes, deux zones peuvent être observées. Une pre-

mière où la résistance du bobinage augmente rapidement en fonction de la taille de

l’entrefer. L’effet de l’épanouissement augmente les pertes des conducteurs baignant

dans le flux du noyau. Mais d’autre part, le courant étant fixé, le flux circulant dans

le noyau diminue. Par conséquent, pour des faibles valeurs d’entrefer, le premier effet

est prédominant, on a alors un accroissement de la résistance. Par contre, au delà

d’une valeur d’entrefer de 2,4mm, la réduction du flux prédomine et la résistance

diminue.

En ce qui concerne l’écart entre la simulation et la mesure, celui-ci est de 4%

pour la formulation A− ϕ et de 8% pour la formulation T −Ω. Cette comparaison
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simulation-expérience montre une bonne concordance des résultats compte tenu des

erreurs de mesure que l’on peut estimer être inférieur à 3%.

2.8.3.3 Paramètres de calcul des modèles

Dans le tableau 2.8, nous avons regroupé l’ensemble des paramètres de calcul

pour les deux formulations. Les temps de calcul correspondent à ceux nécessaires

pour la détermination de la courbe présentée à la figure 2.45 qui comprend 10 points.

Formulation A − ϕ T − Ω

Inconnues 852360 329262

Termes non nuls de

la matrice de raideur 10055954 3943611

Nombre d’itérations

moyen du ICCG 5010 800

Temps de calcul (heures) 33 2,4

Tab. 2.8 – Paramètres de l’application

Les conclusions que nous avons faites pour les formulations magnétodynamiques

temporelles restent valables sous leurs formes fréquentielles. La formulation A − ϕ

demande des ressources mémoires, un nombre d’itérations et des temps de calcul

plus importants que la formulation T − Ω.

2.8.4 Synthèse

L’influence de la fréquence sur la résistance d’un bobinage a été étudiée sur

un système de type inductance dans l’air. De même, un dispositif composé d’un

bobinage et d’un circuit magnétique à entrefer variable a mis en évidence l’influence

sur la résistance du bobinage de l’épanouissement du champ au niveau de l’entrefer.

Ces deux systèmes ont été étudiés par les deux formulations magnétodynamiques

fréquentielles. Une bonne concordance des résultats a été montrée par les diverses

comparaisons simulation-expérience. Ainsi, la formulation T −Ω semble être la plus

adaptée en raison des temps de calcul et des ressources mémoires moindre qu’avec

la formulation A − Ω.
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Compte tenu du maillage obtenu (683136 éléments), ce type d’étude n’est réa-

lisable qu’avec des bobinages composés de peu de spires. Dans le cas contraire,

des méthodes d’homogénéisation peuvent être utilisées [16, 32]. Avec ces méthodes,

l’ensemble des conducteurs d’un bobinage forme un seul et même milieu dont le

comportement électrique et magnétique est similaire à celui des conducteurs.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé l’imposition des grandeurs globales dans

les différentes formulations en potentiels. Dans le cas où elle n’est pas intrinsèque-

ment associée à un potentiel introduit, son imposition est réalisée par l’ajout d’une

équation utilisant une fonction scalaire ou vectorielle supplémentaire. Les différents

résultats sur les exemples traités ont montré la validité des méthodes employées.

Ainsi, une bonne concordance des résultats a été obtenue pour les deux formulations

associées aux différents problèmes étudiés. Les comparaisons ont donc été réalisées

au niveau des temps de calcul et des tailles mémoires requis. En se basant sur ces

critères, la formulation magnétodynamique T −Ω et sa déclinaison magnétostatique

s’avèrent être les plus performantes.
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Chapitre 3

Calcul d’un flux magnétique local

3.1 Introduction

Nous avons vu dans ce qui précède qu’il était possible de calculer le flux à tra-

vers un inducteur ou à travers une surface s’appuyant sur la frontière du domaine.

Néanmoins, il peut être intéressant de calculer un flux plus localement à travers une

surface située à l’intérieur du domaine. Pour les formulations utilisant le potentiel

vecteur magnétique A, le calcul d’une telle grandeur ne pose pas de problème puis-

qu’il suffit de calculer la circulation de A sur un contour d’une surface. Par contre,

pour les formulations discrètes en potentiel scalaire magnétique Ω, comme la com-

posante normale de l’induction magnétique n’est pas conservée, on ne peut définir la

notion de flux magnétique. Néanmoins, plusieurs méthodes existent pour déterminer

une image d’une telle grandeur. Dans un premier temps, nous nous proposons de

présenter et de comparer les différentes méthodes sur deux exemples académiques.

Puis, dans un second temps, nous comparerons les flux calculés et mesurés dans le

cas d’un machine synchrone à aimants permanents.

3.2 Présentation du problème

Dans le suite, on considère une surface S contractile supportée par les facettes

du maillage primal (fig. 3.1). On note nS
a le nombre d’arêtes formant la frontière ∂S

et nS
f le nombre de facettes de S. L’orientation de S est fixée arbitrairement, celle-ci

oriente implicitement son contour ∂S (fig. 3.1).

Comme nous l’avons déjà précisé, le maillage dual est implicite dans le cas de la

méthode des éléments finis et peut posséder une structure très complexe difficilement
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Fig. 3.1 – Définition de la surface S

exploitable. D’autre part, le maillage primal épouse autant que possible la géométrie

du système ce qui n’est pas le cas du maillage dual. La frontière entre deux milieux

est supportée par les facettes, les arêtes et les noeuds du maillage primal. Il semble

donc plus naturel pour l’utilisateur potentiel de définir S sur le maillage primal (fig.

3.2).

Fig. 3.2 – Exemple en 2D d’une surface S s’appuyant sur le maillage primal

Pour simplifier la présentation, on se placera dans le cas de la magnétostatique

sachant que cette méthode doit pouvoir être étendue au cas de la magnétodyna-

mique.

3.3 Cas de la formulation A

Dans le cas de la formulation A, le flux magnétique ΦA traversant la surface S

peut directement être obtenu par l’expression de l’induction magnétique BA.

ΦA =

∫

S

BA · nds (3.1)

avec n le vecteur unitaire normal à S dont le sens est fixé par l’orientation de

S. Comme l’induction BA est discrétisée dans l’espace des éléments de facette, sa

composante normale est alors conservée à travers toutes les facettes du maillage. En
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exprimant l’induction BA en fonction du potentiel A (A ∈ W 1) dans l’équation

3.1, le flux magnétique traversant S est obtenu par une expression plus simple :

ΦA =

∫

S

BA · ds =

∫

S

rot A · ds =

∫

∂S

A · d∂S (3.2)

Le sens de parcours de ∂S est déterminé par l’orientation choisie pour S. Pour

chaque arête a de nS
a un nombre d’incidence δa est associé, si les orientations de a et

de ∂S sont les mêmes alors δa = 1 sinon δa = −1. Dans ces conditions, l’expression

de ΦA en fonction des circulations de A le long des arêtes est égale à :

ΦA =

nS
a∑

a=1

Aa · δa (3.3)

Un exemple est donné par la figure 3.3 où le contour de la surface S est composé

de 8 arêtes.

Fig. 3.3 – Exemple de calcul d’un flux magnétique local par la formulation A

Le flux ΦA traversant S est alors égal à :

ΦA = −A1 + A2 + A3 + A4 − A5 + A6 − A7 − A8 (3.4)

Cette méthode classiquement utilisée est très intéressante en terme de temps de

calcul et de simplicité d’implantation. En effet, seul les noeuds appartenant à ∂S

sont à déterminer (les arêtes de ∂S en sont facilement déduites) et non la surface S

elle-même.

3.4 Cas de la formulation Ω

Dans la suite, comme nous l’avons signalé en début de chapitre, la formulation Ω

sera supposée résolue sur le maillage primal. On obtient alors un champ magnétique

HΩ qui vérifie le théorème d’Ampère par contre l’induction BΩ obtenue par l’inter-

médiaire de la loi de comportement ne vérifie pas la loi de conservation du flux et



82 Chapitre 3. Calcul d’un flux magnétique local

ne possède pas de composante normale continue sur tout le domaine. Pour obtenir

un tel champ, il faudrait avoir recours au maillage dual où l’induction B̃Ω est à flux

conservatif (cf chapitre I).

3.4.1 Première approche

Comme la composante normale de BΩ n’est pas conservée, la valeur de l’intégrale

surfacique de la composante normale de l’induction à travers une facette f commune

à deux éléments e+ et e− n’est pas la même que l’on considère l’expression de BΩ

sur e+ et e− (fig. 3.4).

Fig. 3.4 – Exemple de facette contenue dans la surface S

Deux valeurs homogènes à des flux Φ+
f et Φ−

f peuvent être calculées :

Φ+
f =

∫

f

B+
Ω · nfdf et Φ−

f =

∫

f

B−
Ω · nfdf (3.5)

avec B+
Ω et B−

Ω l’induction magnétique dans deux éléments e+ et e− ayant la

facette f commune et nf le vecteur normal à f dont l’orientation dépend de celle

de S. Deux grandeurs Φ+
Cl et Φ−

Cl homogènes à un flux à travers une surface S sont

définies comme la somme des deux grandeurs Φ−
f et Φ+

f :

Φ+
Cl =

nS
f∑

f=1

Φ+
f et Φ−

Cl =

nS
f∑

f=1

Φ−
f (3.6)

3.4.2 Deuxième approche

La seconde approche se base sur la relation 2.49 présentée au chapitre II donnant

le flux à travers une surface appartenant à la frontière du domaine D. Nous rappelons
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que cette relation s’écrit :

ΦD =

∫

D

BΩ · gradαdD (3.7)

avec α défini au chapitre II en 2.3.2.

Si on considère une surface S à l’intérieure de D mais dont sa frontière ∂S ap-

partient à ΓB . On peut utiliser une relation similaire à 3.7. On désigne par Ne+ et

Ne− les deux ensembles d’éléments situés de chaque côté de S et ayant au moins

un noeud appartenant à S (fig. 3.5). Ces deux ensembles d’éléments forment deux

domaines D+ et D−.

Fig. 3.5 – Exemple de domaines issus de la surface S

On définit ainsi une fonction α+ (resp. α−) nulle sur D −D+ (resp. D −D−) et

définit de la manière suivante sur D+ (resp. D−) :

α+ =
∑

n∈S

wn (3.8)

où wn désigne la fonction nodale associée au noeud n. Dans ces conditions, deux

valeurs homogènes à un flux à travers la surface S peuvent être calculées par :

Φ+
D =

∫

D+

BΩ · gradα+dD+ et Φ−
D =

∫

D−

BΩ · gradα−dD− (3.9)

En se référant au chapitre II, on montre que Φ+
D et Φ−

D sont égaux puisqu’ils

correspondent aux flux à travers les facettes duales des arêtes situées de chaque côté

de S et ayant un seul noeud sur S (fig. 3.6).

Nous rappelons que cette méthode n’est applicable qu’avec des surfaces S sup-

portées par des conditions limites de type B·n = 0. Par la suite, nous en proposerons

une extension pour des surfaces qui ne s’appuient pas sur ΓB .

3.4.3 Troisième approche

On définit à l’aide de la frontière ∂S formée d’arêtes une spire exploratrice. Le

champ magnétique produit uniquement par la spire parcourue par un courant de 1A

dans un domaine D supposé homogène de perméabilité µ0 est noté Ksp.
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Fig. 3.6 – Flux à travers les facettes duales

Fig. 3.7 – Calcul de Ksp en un point M

Ce champ est calculé par la loi de Biot et Savart en tout point M du domaine

(fig. 3.7) par :

Ksp(M) =
1

4π

∫

∂S

dl × u

‖r‖2 (3.10)

avec u le vecteur unitaire de r et dl un déplacement élémentaire le long des arêtes

de ∂S. Le flux magnétique Φsp est alors calculé par :

Φsp =

∫

D

BΩ · KspdD (3.11)

Le vecteur Ksp ne peut être projeté dans l’un des espaces discrets présenté au

chapitre I. Le calcul numérique de l’expression 3.11 se doit d’être réalisé le plus

soigneusement possible pour être précis. La méthode d’intégration de Gauss a été

utilisée pour ce calcul, mais les points d’intégration choisis ne doivent pas être placés

sur la frontière de la surface (le vecteur Ksp n’y est pas défini) mais à l’intérieur

des éléments. La technique numérique utilisée pour la détermination de Ksp en un

point de Gauss est détaillée dans l’annexe D.
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3.5 Comparaison des différentes méthodes

3.5.1 Descriptif du dispositif

Le dispositif est constitué d’un aimant permanent inséré dans un circuit ferroma-

gnétique à entrefer (fig. 3.8). Les dimensions du système sont données par le tableau

3.1 avec L la largeur du système. L’aimant est caractérisé par la loi de comporte-

ment B = µ0H + Br avec Br = 0,2T . Le comportement magnétique du circuit

ferromagnétique est considéré comme non linéaire et la loi de comportement liant

B et H est donnée par la figure 3.9.

l1

l7

l6

l5 l4

l3

l2

l9

l8

l10

l11

Fig. 3.8 – Présentation du système

Fig. 3.9 – Courbe B=f(H) du circuit ferro-
magnétique

l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 L

2,8 2,8 8 5 1,5 0,8 2 0,8 3,4 0,4 2,8 2,5

Tab. 3.1 – Dimensions du système (mm)

A partir de ce dispositif, deux problèmes peuvent être déclinés. Dans le premier

(noté problème 1), le flux magnétique créé par l’aimant est supposé circuler uni-

quement dans le circuit magnétique, les flux de fuite sont ainsi négligés. Le flux est

supposé canalisé dans l’entrefer (pas d’effet d’épanouissement) (fig. 3.10). Le do-

maine d’étude forme un circuit fermé constitué d’un circuit ferromagnétique, d’un

aimant et d’un entrefer. Ce domaine possède une boucle et n’est donc plus contractile
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mais non simplement connexe. Sur les frontières, on impose des conditions limites

de type B ·n = 0. Dans le second problème (noté problème 2), l’aimant permanent

et le circuit magnétique sont plongés dans une boîte d’air (fig. 3.11). Dans ce cas, le

domaine est contractile, des conditions aux limites de type B ·n = 0 sont imposées

sur la frontière.

Fig. 3.10 – Problème 1 : le flux magnétique
circule uniquement dans le circuit magné-
tique et celui-ci est canalisé dans l’entrefer

Fig. 3.11 – Problème 2 : prise en compte des
flux de fuite

3.5.2 Modélisation numérique des deux problèmes

Dans le cas du problème 1, comme le domaine d’étude possède une boucle. Si

on annule toutes les circulations de A sur les frontières, la somme de celles-ci sur

un contour fermé entourant le domaine D est nulle alors que le flux circulant dans

le domaine ne l’est pas. Pour remédier à ce problème, un vecteur Ka formé d’un

ensemble d’arêtes situées sur la frontière du domaine est introduit, celui-ci est défini

de la même manière qu’au paragraphe 2.6.3. Le flux Φ circulant dans la boucle

est associé à cette fonction. On résout ainsi, si on excepte le vecteur source dû à

l’aimant, le système matriciel 1.122 pour la formulation A et le système matriciel

1.123 pour la formulation Ω.

Le maillage du problème 1 est composé de 11403 noeuds et de 61058 éléments

tétraèdriques. Pour le problème 2, il est constitué de 34054 noeuds et 25088 éléments.

La distribution de l’induction magnétique, obtenue par la formulation en potentiel

scalaire Ω est présentée sur la figure 3.12 pour le problème 1 et sur la figure 3.13

pour le problème 2.
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Fig. 3.12 – Problème 1 : répartition spatiale
de B

Fig. 3.13 – Problème 2 : répartition spatiale
de B

Contrairement au problème 1, dans le problème 2, une partie du flux magnétique,

créé par l’aimant permanent, se reboucle dans l’air comme on peut le voir sur la figure

3.13.

3.5.3 Localisation des surfaces

Pour comparer les méthodes de calcul d’un flux magnétique local, cinq surfaces,

de S1 à S5, ont été définies comme indiquées sur la figure 3.14.

S2

S1

S5

S4

S3

Fig. 3.14 – Localisation des surfaces
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Comme la composante normale de l’induction magnétique est conservée entre

deux éléments ayant une facette commune dans la formulation A, nous prenons

comme référence les valeurs de flux obtenu par cette formulation.

3.5.4 Flux locaux par la formulation A

Nous présentons les résultats obtenus par la formulation A pour les deux types

de problème (tableau 3.2).

S1 S2 S3 S4 S5

ΦA-problème 1 4,07 4,07 4,07 4,07 4,07

ΦA-problème 2 4,42 5,78 4,69 2,93 4,30

Tab. 3.2 – Flux, à travers les 5 surfaces, obtenus par la formulation A (10−7Wb)

Pour le problème 1, comme la conservation de l’induction magnétique est véri-

fiée dans la formulation A, les flux à travers toutes les surfaces sont égaux puisque

celui-ci est canalisé par les conditions limites le long du circuit. En revanche, pour le

problème 2, le flux n’est pas conservé dans le circuit magnétique, les valeurs calculées

sont alors différentes à cause des flux de fuite qui circulent dans l’air environnant

du dispositif. Il est à noter que le flux magnétique est plus important à la sortie de

l’aimant (S2) que dans l’entrefer (S3).

Pour tester le principe de la spire exploratrice et la méthode numérique employée

pour le calcul, l’induction magnétique obtenue par la formulation A est utilisée dans

l’équation 3.11, ce flux est noté ΦAsp. Le tableau 3.3 présente l’écart entre ΦA et

ΦAsp pour le problème 1.

S1 S2 S3 S4 S5

Ecart (%) 1,1 0,5 0,6 0,1 0,8

Tab. 3.3 – Ecart en % entre ΦA et ΦAK pour le problème 1

L’écart entre ces deux méthodes étant très faible, le principe de la spire explora-

trice est vérifié. La méthode numérique utilisée pour le calcul de Ksp semble assez

précise, de même que l’intégration volumique qui induit un minimum d’erreurs.
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3.5.5 Flux locaux par la formulation Ω

Première approche

Pour les deux types de problème, les grandeurs Φ−
Cl et Φ+

Cl à travers les cinq sur-

faces ont été calculées. Les résultats, comparés avec ceux donnés par la formulation

A, sont présentés par le tableau 3.4. Dans ce tableau, < ΦCl > correspond à la

valeur moyenne des grandeurs Φ−
Cl et Φ+

Cl.

S1 S2 S3 S4 S5

ΦA 4,07 4,07 4,07 4,07 4,07

Problème 1 Φ+
Cl 5,24 5,32 5,21 5,09 3,75

Φ−
Cl 3,88 5,33 5,31 3,84 5,09

< ΦCl > 4,56 5,32 5,26 4,46 4,42

ΦA 4,42 5,78 4,69 2,93 4,30

Problème 2 Φ+
Cl 3,94 3,64 6,76 3,25 5,25

Φ−
Cl 5,35 7,25 4,82 4,36 3,85

< ΦCl > 4,65 5,44 5,79 3,84 4,55

Tab. 3.4 – Comparaison entre les flux de référence et ceux issus de la première
approche utilisée dans la formulation Ω (10−7Wb)

Les valeurs ΦCl sous-estiment ou sur-estiment les flux de référence. Quel que soit

le type de problème ou la surface étudiée, on vérifie bien que les valeurs de Φ−
Cl et

Φ+
Cl déterminées par les deux côtés des surfaces ne sont pas égales en raison de la

discontinuité de la composante normale de l’induction.

Cette méthode apparaît mal adaptée pour la détermination de flux comme le

montrent les résultats obtenus. Les résultats les plus proches de ΦA sont obtenus

par la moyenne des flux Φ−
Cl et Φ+

Cl. Mais ceux-ci restent encore loin de ceux donnés

par la formulation A, l’écart maximal est alors d’environ 29%.
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Deuxième approche

Cette seconde méthode n’est applicable que pour des surfaces supportées par

des conditions limites de type B · n = 0 (fig. 3.15). Cette condition est vérifiée

pour le problème 1 mais non pour le problème 2. Toutefois, nous testerons cette

méthode dans ce problème en considérant les mêmes couches d’éléments utilisées

dans le problème 1 (fig. 3.16).

Fig. 3.15 – Exemple de domaines associés à
une surface pour le problème 1

Fig. 3.16 – Exemple de domaines associés à
une surface pour le problème 2

Les flux obtenus par la seconde méthode sont comparés avec les flux de référence

dans le tableau 3.5.

S1 S2 S3 S4 S5

ΦA 4,07 4,07 4,07 4,07 4,07

Problème 1 Φ+
D 4,11 4,11 4,11 4,11 4,11

Φ−
D 4,11 4,11 4,11 4,11 4,11

ΦA 4,42 5,78 4,69 2,93 4,30

Problème 2 Φ+
D 4,54 5,34 5,69 3,61 4,42

Φ−
D 4,54 6,13 3,07 5,5 4,01

Tab. 3.5 – Comparaison entre les flux de référence et ceux issus de la deuxième
approche utilisée dans la formulation Ω (10−7Wb)

Dans le problème 1, on vérifie bien que les flux calculés par les cinq surfaces

sont égaux même si la conservation de BΩ n’est pas vérifiée. De plus les valeurs

obtenues sont très proches de celles issues de la formulation A. Nous rappelons que

pour cette méthode, le calcul du flux s’effectue en réalité sur le maillage dual où il

a été démontré que le flux était conservé quand les surfaces étaient supportées par

des conditions limites de type B · n = 0.

Dans le problème 2, les flux Φ+
D et Φ−

D calculés de part et d’autre des surfaces

sont différents et l’écart peut être important (surface S3). En effet, nous avons gardé
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les mêmes domaines d’intégration mais les surfaces ne sont alors plus supportées par

des conditions limites de type B · n = 0, la condition de conservation n’est alors

plus vérifiée.

Troisième approche

Comme pour les autres méthodes, les résultats donnés par la spire exploratrice

pour les deux problèmes sont comparés aux flux de référence (tableau 3.6).

S1 S2 S3 S4 S5

ΦA 4,07 4,07 4,07 4,07 4,07

Problème 1 Φsp 3,97 4,39 4,42 3,91 3,98

ΦA 4,42 5,78 4,69 2,93 4,30

Problème 2 Φsp 4,09 5,78 4,77 3,07 4,01

Tab. 3.6 – Comparaison entre les flux de référence et ceux issus de la troisième
approche utilisée dans la formulation Ω (10−7Wb)

Pour le problème 2, cette méthode donne des plus résultats proches des flux

de référence comparés aux deux autres techniques. L’erreur entre ΦA et Φsp est

inférieure à 8% ce qui peut être interprété comme une erreur numérique.

3.5.6 Temps de calcul

Du point de vue du temps de calcul et de la taille mémoire, la méthode utilisée

dans la formulation A se distingue des autres. Celle-ci requière une simple somme de

circulations de A sur des arêtes. Néanmoins, nous rappelons que l’utilisation de cette

formulation, pour la résolution du problème, est plus conteuse en temps de calcul.

Pour la formulation Ω, les trois méthodes de calcul de flux requièrent un temps de

calcul plus important. Dans le cas du problème 2, le tableau 3.7 présente le rapport

entre le temps nécessaire pour le calcul du flux (la résolution de la formulation

n’entre pas ici en ligne de compte) des approches utilisées dans la formulation Ω par

rapport à celui de la formulation A.

Dans la formulation Ω, le temps de calcul mesuré pour les deux premières mé-

thodes sont similaires car les domaines d’intégration sont pratiquement de la même

taille. Ces domaines sont définis par des couches d’éléments connectés aux surfaces
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Méthode 1 2 3

Rapport 3 3,2 10

Tab. 3.7 – Rapport entre les temps de calcul mesurés pour les trois méthodes utilisées
dans la formulation Ω et celui de la formulation A

étudiées. Pour la troisième méthode, la détermination de Ksp et l’intégration du pro-

duit B ·Ksp sont réalisées dans tout le domaine ce qui conduit à une augmentation

du temps de calcul.

3.5.7 Synthèse

Dans la formulation Ω, quel que soit le problème étudié, la première approche,

basée sur la formule classique, n’est pas satisfaisante. La seconde méthode, basée sur

les propriétés des maillages duaux, est bien adaptée pour le calcul d’un flux local

quand les surfaces sont supportées par des conditions aux limites de type B ·n = 0

(problème 1). Dans le cas contraire, la troisième méthode basée sur la notion de spire

exploratrice peut être appliquée. Nous proposons donc dans la suite d’utiliser cette

méthode pour calculer les flux dans des dents d’une machine à aimants permanents

dont le stator est réalisé à partir de matériau composite magnétique.

3.6 Calcul de flux magnétique dans une machine

synchrone

Les machines électriques traditionnelles sont généralement constituées de tôles

de manière à réduire les pertes par courants induits. Dans ces conditions, l’induction

et le champ magnétique circulent principalement dans le plan des tôles. De nos jours,

des matériaux ferromagnétiques composites sont disponibles, ceux-ci permettent une

circulation du champ magnétique dans les trois dimensions [37, 48]. Par conséquent,

de nouvelles structures de machines peuvent être envisagées. Dans cette partie, nous

proposons de comparer différents flux magnétiques obtenus par les simulations nu-

mériques avec des mesures expérimentales sur une machine synchrone à aimants

permanents à base de matériau composite. Cette étude a été réalisée dans le cadre

d’une collaboration avec le LEEPCI (Laboratoire d’Électrotechnique, d’Électronique

de Puissance et de Commande Industrielle) de l’université Laval (Quebec, Canada).
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Les simulations numériques ont été réalisées au L2EP et le prototype de la machine

ainsi que les mesures ont été effectuées à l’université Laval [53].

3.6.1 Présentation de la machine

La machine synchrone étudiée est triphasée. Les aimants permanents utilisés

au rotor sont de type NeFeB. La culasse et les dents du stator sont réalisées en

matériau composite. Le stator est composé de trois parties, les enroulements sont

bobinés sur la partie centrale (fig. 3.18). Le stator est réalisé en assemblant les deux

parties latérales sur la partie centrale bobinée (fig. 3.17). On voit ici la simplicité

d’assemblage de ce type de machine. Ce prototype de machine a été réalisé par J.

Cros et P. Viarouge du LEEPCI [31].

Fig. 3.17 – Stator complet Fig. 3.18 – Stator décomposé

3.6.2 Présentation du modèle

3.6.2.1 modélisation des matériaux

Pour prendre en compte le comportement magnétique des différents matériaux,

il faut définir la relation liant l’induction magnétique B au champ magnétique H .

Dans la suite, nous nous intéressons qu’au flux créé par les bobinages et non pas au

flux créé par les aimants. Dans ces conditions, l’induction rémanente des aimants

Br est fixée à zéro.

Pour les poudres de fer, le cycle d’hystérésis B−H a été déterminé expérimenta-

lement [3], celui-ci est donné sur la figure 3.19. Nous pouvons remarquer que ce type
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Fig. 3.19 – Cycle d’hystérésis

de matériau est moins performant que les tôles. En effet, il faut 4000A/m pour obte-

nir une induction de 1T alors qu’avec des tôles, même de mauvaise qualité, quelques

centaines d’A/m suffisent. Néanmoins, ce matériau composite est isotrope ce qui

permet une circulation du champ dans les trois directions. Bien que des modèles ont

été proposés pour représenter efficacement le comportement hystérétique, dans notre

cas, un modèle linéaire semble être suffisant pour modéliser la loi B − H du ma-

tériau choisi. Cette hypothèse est justifiée car la machine possède un large entrefer

magnétique. Par conséquent, nous utiliserons la relation 1.8 avec une perméabilité

relative µr de 150.

3.6.2.2 Modélisation numérique

Pour des raisons de symétrie, seule une demi machine est modélisée. Pour prendre

en compte les fuites magnétiques, la structure est enfermée dans une boîte d’air sur

laquelle des conditions aux limites de type B ·n = 0 sont imposées. Deux maillages

de l’ensemble ont été réalisés avec des éléments tétraèdriques. Le premier (M1) est

constitué de 33062 noeuds et 180147 éléments, quant au second (M2), il possède

54582 noeuds et 295496 éléments.

Pour notre étude, les courants induits sont négligés. Par conséquent, le problème

est de type magnétostatique. Nous avons utilisé la formulation en potentiel vecteur

A et la formulation en potentiel scalaire Ω. Le tableau 3.8 présente les paramètres

du modèle numérique pour les deux maillages et les deux formulations dans le cas

d’une alimentation en courant des enroulements.

Comme le nombre d’arêtes est bien supérieur au nombre de noeuds dans le cas

d’un maillage tétrahèdrique, le nombre d’inconnues et le nombre de termes non nuls
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Maillage M1 M2

Formulation A Ω A Ω

Inconnues 203792 33062 332389 54582

Termes non nuls de

la matrice de raideur 1726814 250978 2814674 413503

Nombre d’itérations

Moyen du ICCG 860 200 1054 257

Temps de calcul (min) 13 1 22 2

Tab. 3.8 – Paramètres des simulations

de la matrice de raideur sont plus importants dans la formulation A que dans la

formulation Ω.

De manière à mettre en évidence la circulation des champs dans les trois direc-

tions, la répartition de l’induction magnétique est représenté sur la figure 3.20 dans

le stator et sur la figure 3.21 dans un plan de coupe d’une dent.

Fig. 3.20 – Répartition de B dans le stator
par la formulation Ω

Fig. 3.21 – Répartition de B dans une dent
par la formulation Ω

3.6.3 Calcul de flux

3.6.3.1 Calcul du flux dans les bobinages

Pour la détermination du flux magnétique embrassé par un enroulement, celui-ci

est alimentée par un courant de 1A. Nous rappelons que l’induction rémanente des

aimants est fixée à zéro. Ainsi, dans le cas de la formulation Ω, ce flux est donné par
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la relation :

Φ =

∫

D

B · KdD (3.12)

avec K le champ de vecteurs associé à l’enroulement alimenté. Dans la formulation

A, comme B = rot A, ce flux est égal à :

Φ =

∫

D

A · NdD (3.13)

avec N le champ de vecteur défini dans l’enroulement. Ces deux champs, K et N ,

sont définis de la même manière qu’au chapitre II en 2.3.1.

Le tableau 3.9 regroupe les valeurs de flux obtenus par les deux formulations que

l’on peut comparer à la mesure expérimentale.

M1 M2 Mesure

Formulation A Ω A Ω

Flux (µWb) 140 187,2 142 164 144

Ecart simul./mes. (%) 2,8 30 1,4 13,9

Tab. 3.9 – Flux magnétique d’une phase

Les flux obtenus par la formulation A sont plus proches de la mesure par rap-

port aux flux résultant de la formulation Ω, et ce pour les deux maillages. Lorsque

l’on affine le maillage, les résultats numériques se rapprochent de la mesure et plus

particulièrement dans le cas de la formulation Ω, l’écart passe de 30% avec M1 à

13,9% avec M2.

La position relative des valeurs de flux calculées par les deux formulations était

prévisible. En effet, il est bien connu qu’en magnétostatique, pour un système li-

néaire, la valeur exacte de l’énergie magnétique Wex est encadrée [34] :

WA ≤ Wex ≤ WΩ (3.14)

où WA et WΩ représentent, respectivement, l’énergie obtenue par les formulations

A et Ω. Dans le cas d’un problème linéaire, la relation entre le flux Φ, le courant i

et l’énergie Wem s’écrit :

Wem =
1

2
Φ · i (3.15)
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Comme le courant est le même dans les deux formulations, nous obtenons :

ΦA ≤ Φex ≤ ΦΩ (3.16)

La relation précédente est vérifiée pour les deux maillages. Généralement, on constate

dans la littérature que la convergence de l’énergie des deux formulations semblent

être symétriques. Mais dans notre étude, nous pouvons remarquer que celle-ci semble

être plus rapide avec la formulation A. En conséquence, pour un maillage donné, la

formulation A semble plus précise sur cet exemple.

3.6.3.2 Flux magnétiques locaux de trois dents

On se propose, dans la suite, d’effectuer une comparaison entre les flux calculés

et mesurés circulant dans des dents du stator. La source de champ est encore une

fois un bobinage, les aimants étant toujours extrais de la machine. Pour l’étude de

flux magnétiques locaux, trois contours d’arêtes entourant trois dents du modèle

numérique sont définis (fig. 3.22).

Fig. 3.22 – Localisation des spires

Seule la phase 1 est alimentée par un courant de 1A, les flux locaux sont dé-

terminés par la relation 3.3 pour la formulation A et par la méthode de la spire

exploratrice développée en 3.4.3 pour la formulation Ω. Le tableau 3.10 présente

une comparaison des flux obtenus par les deux formulations.

Les écarts entre les deux formulations sont acceptables et ce pour les deux

maillages. Bien entendu, on peut noter toutefois que ces écarts diminuent quand

on affine le maillage.

Pour la mesure, un courant sinusoidal iexp d’amplitude égale à 3,15A alimente

la phase 1. La fréquence d’alimentation est de 600Hz. Trois bobines composées de
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M1 M2

Formulation A Ω écart % A Ω écart %

Spire 1 (µWb) 1,34 1,44 7,4 1,39 1,43 2,9

Spire 2 (µWb) 1,3 1,40 5,4 1,35 1,39 3

Spire 3 (µWb) 0,4 0,47 17,5 0,48 0,5 4,2

Tab. 3.10 – Flux magnétique à travers les différentes dents obtenus par les deux
formulations

10 spires sont placées sur les dents. Ainsi, en mesurant la tension V aux bornes de

chaque bobine, le flux Φexp traversant chaque dent peut être déduit par :

Φexp =
V

2πiexp600
(3.17)

Le tableau 3.11 présente une comparaison des flux obtenus par les deux formu-

lations avec ceux issus des mesures expérimentales.

M1 M2 Mesure

Formulation A Ω A Ω

Spire 1 (µWb) 1,34 1,44 1,39 1,43 1,7

Spire 2 (µWb) 1,3 1,40 1,35 1,39 1,66

Spire 3 (µWb) 0,4 0,47 0,48 0,5 0,39

Ecart max. simul./mes. (%) 22 20,5 23 28,2

Tab. 3.11 – Flux magnétique à travers les différentes dents - Comparaison simula-
tion/expérience

Dans cette étude, les valeurs de flux obtenus par les deux formulations n’en-

cadrent plus les mesures. En effet, ces flux ne sont plus des valeurs globales mais

des valeurs locales. Les écarts entre la simulation et la mesure augmentent même

quand le maillage est affiné. Par rapport à la précédente étude, ces écarts sont plus

importants. Dans le modèle numérique, la valeur d’un flux local est très sensible par

rapport à la position de la spire. En pratique, ce type de flux est déterminé par un

bobinage constitué de 10 spires qui ne sont pas filaires mais volumiques. De plus, ce

bobinage n’est pas exactement "collé" autour d’une dent contrairement à une spire

filaire du modèle numérique.
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Au vu des précédentes remarques, aucune conclusion ne peut être faite sur l’uti-

lisation d’une formulation par rapport à l’autre. Toutefois, les flux locaux calculés à

l’aide des deux formulations sont acceptables par rapport aux mesures.

3.6.4 Synthèse

Les deux formulations magnétostatiques ont été testées dans le but d’étudier une

machine synchrone constituée de matériau magnétique composite. Au travers des

différents résultats obtenus, la formulation A conduit à un flux magnétique associé

à une phase plus proche de la réalité comparé à la formulation Ω. Néanmoins, le

temps de calcul et la taille de la matrice de raideur sont plus importants par cette

première formulation. En ce qui concerne les flux magnétiques locaux, les deux

formulations présentent des résultats acceptables.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le calcul d’un flux magnétique local à travers

des surfaces internes au domaine et supportées par les facettes du maillage. Dans

le cas de la formulation A, ce type de flux est directement lié aux circulations du

potentiel vecteur A le long d’un contour d’une surface. Dans le cas de la formulation

Ω, la méthode basée sur la notion de spire exploratrice a montré une bonne concor-

dance des résultats par rapport à la formulation A pour un système contractile ou

non.

Pour l’étude de la machine synchrone à base d’un matériau composite, les flux

magnétiques globaux et locaux obtenus par les diverses simulations sont en accord

avec les mesures expérimentales.

La méthode de calcul d’un flux magnétique local basée sur la notion de spire

exploratrice a également été utilisée pour la détermination de flux de têtes de bobine

sur un moteur linéaire. Cette étude est développée par [1].
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Conclusion générale

Les travaux présentés dans ce mémoire traitent de l’introduction des grandeurs

globales, électriques et magnétiques, dans les formulations en potentiels utilisées

pour la résolution des problèmes de magnétodynamique.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé le modèle mathématique basé sur

les équations de Maxwell et les lois de comportement ainsi que la discrétisation

de ces équations. Comme l’ensemble des équations de Maxwell ne peut être résolu

sur un même maillage (primal), un second (dual) issu du premier est introduit.

Ainsi, les champs magnétiques et électriques sont représentés sur des éléments géo-

métriques des deux maillages. Les équations de Maxwell s’écrivent alors sous formes

matricielles en utilisant des opérateurs différentiels discrets. Un diagramme de Tonti

discret peut alors être obtenu, le passage d’un maillage à l’autre s’effectue par les

lois de comportement. Celles-ci prennent en compte le comportement des différents

milieux mais également la métrique du système. Nous avons montré comment la mé-

thode des éléments finis s’intègre dans une telle approche. Enfin, les formulations en

potentiels résolvant les problèmes magnétodynamique, magnétostatique et électro-

cinétique ont été développées en considérant comme terme source un seul inducteur

bobiné alimenté en courant.

Dans le second chapitre, nous avons introduit les outils permettant de calculer

ou d’imposer des grandeurs globales quand celles-ci ne sont pas associées aux po-

tentiels introduits. Ainsi, deux fonctions supplémentaires, l’une scalaire et l’autre

vectorielle, ont été définies. Pour la fonction scalaire, la méthode se base sur les

travaux de P. Dular [47]. En ce qui concerne la définition des fonctions vectorielles,

celles-ci se basent sur les travaux de Y. Le Menach [60], où ces fonctions étaient uti-

lisées pour la détermination d’un champ source associé à un inducteur bobiné. Dans

notre cas, nous avons réalisé une extension de l’utilisation de cette fonction dans le

cas de la magnétodynamique, pour le calcul ou l’imposition d’un courant ou d’un
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flux magnétique. Des formulations magnétodynamiques obtenues, les formulations

magnétostatiques et électrocinétiques sont alors facilement déduites. Pour vérifier

la cohérence et la validité des méthodes employées, celles-ci ont été testées sur des

exemples académiques et un dispositif réel dont une comparaison avec l’expérience a

été effectuée. Ainsi, comme les deux formulations donnent des résultats proches entre

elles et par rapport aux mesures, les méthodes utilisées pour le calcul et l’imposi-

tion des grandeurs globales sont validées. Néanmoins, nous pouvons conclure que la

formulation T −Ω et sa déclinaison magnétostatique Ω sont plus avantageuses pour

l’imposition des grandeurs globales par des temps de calcul et des tailles mémoires

moindre qu’avec la formulation A − ϕ.

Dans le troisième chapitre, dans le cas de la magnétostatique, nous avons pré-

senté différentes approches permettant de déterminer un flux magnétique local à

travers une surface interne au domaine et supportée par les éléments du maillage.

Dans le cas de la formulation en potentiel vecteur A, cette grandeur est simplement

déduite par la circulation de A sur un contour d’arêtes. Dans le cas de la formulation

en potentiel scalaire Ω, le flux ne peut être déterminé directement, trois approches

ont donc été développées. La première se base sur la formule classique utilisant

l’intégrale de l’induction sur une surface. Celle-ci n’est pas adaptée à cause de la

non conservation de l’induction magnétique. La seconde, utilisant les propriétés des

maillages duaux, est bien adaptée quand les surfaces étudiées sont supportées par

des conditions limites de type B · n = 0. La dernière, qui se base sur la notion de

spire exploratrice formée d’un contour d’arêtes, semble être la plus adaptée dans le

cas général.

En terme de perspectives, il pourrait être intéressant d’implanter les méthodes

de calcul et d’imposition de grandeurs globales électriques et magnétiques dans

d’autres méthodes numériques comme la technique d’intégration finie. D’autre part,

pour l’étude des pertes dans les bobinages alimentés travaillant à hautes fréquences,

il serait intéressant d’étudier des méthodes d’homogénéisation, car un modèle re-

présentant l’ensemble des conducteurs devient rapidement très lourd en terme de

ressource mémoire et de temps de calcul quand le nombre de spires est important.

En utilisant des méthodes d’homogénéisation, l’ensemble des conducteurs d’un bo-

binage forme un seul et même milieu dont le comportement magnétique et électrique

est similaire au bobinage complet.
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Annexe A

Formulation A − ϕ par la méthode

des résidus pondérés

Dans le cas de la formulation électrique A − ϕ, l’induction magnétique et le

champ électrique sont exprimés en fonction de potentiels :

B = rot A et E = −
∂A

∂t
− gradϕ (A.1)

avec A, appartenant à W 1, le potentiel vecteur magnétique défini dans tout le do-

maine et ϕ, appartenant à W 0, le potentiel scalaire électrique défini dans le domaine

conducteur.

En utilisant les lois de comportement et en remplaçant B et E par leurs ex-

pressions A.1 dans les équations 1.5 et 1.6, nous obtenons le système d’équations à

résoudre :

rot(
1

µ
rot A) + σ(

∂A

∂t
+ gradϕ) = J s (A.2)

divσ(
∂A

∂t
+ gradϕ) = 0 (A.3)

avec J s, appartenant à W 2, la densité de courant supposée connue et uniforme dans

un inducteur bobiné. Afin de résoudre le système précédent, la méthode des résidus

pondérés est utilisée :
∫

D

[rot(
1

µ
rot A) + σ(

∂A

∂t
+ gradϕ) − J s]udD = 0 (A.4)

∫

D

[divσ(
∂A

∂t
+ gradϕ)]vdD = 0 (A.5)

avec u et v deux fonctions tests appartenant respectivement à W 1 et à W 0.
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Dans le domaine discret, le potentiel A est décomposé dans l’espace des éléments

d’arête et ϕ dans l’espaces des éléments nodaux :

A =
na∑

a=1

Aawa et ϕ =
nn∑

n=1

ϕnwn (A.6)

où wa est la fonction d’interpolation associée à l’arête a et wn la fonction nodale

associée au noeud n. La densité de courant source J s est décomposée dans l’espace

des éléments de facette :

J s =

nf∑

f =1

Jfswf (A.7)

En utilisant comme fonctions tests, la fonction d’interpolation associée à chaque

potentiel 1 et en remplaçant A, ϕ et J s par leurs formes discrètes, nous obtenons :
na∑

a′=1

∫

D

[
1

µ
rot wa · rot wa′Aa′ + σwa

∂wa′Aa′

∂t
]dD +

nn∑

n=1

∫

D

σwagradwnϕndD =

∫

D

wa

nf∑

f =1

wfJfsdD ∀a ∈ [1,na] (A.8)

na∑

a=1

∫

D

σgradwn
∂waAa

∂t
dD +

nn∑

n ′=1

∫

D

σgradwngradwn′ϕn′dD = 0 (A.9)

∀n ∈ [1,nn]

Les intégrales sur la frontière Γ s’annulent naturellement par des conditions aux

limites homogènes imposées sur les potentiels et les champs. A ce niveau du déve-

loppement, il est possible de réécrire les équations précédentes par les notions de

matrices d’incidence :

RtM
µ−1

ff RAa + Mσ
aa(

∂Aa

∂t
+ Gϕn) = M afJfs

GtMσ
aa

∂Aa

∂t
+ GtMσ

aaGϕn = 0

Avec M
µ−1

ff , Mσ
aa et M af des matrices de masse définies de la même manière qu’aux

paragraphes 1.3.4 et 1.3.5. Si on considère la matrice Mσ
aa, on rappelle que celle-ci

est de dimension na × na de M , dont les coefficients mσ
aa sont donnés par :

mσ
aa =

∫

D

σwawa′dD avec 1 ≤ a ≤ na et 1 ≤ a′ ≤ na (A.10)

avec wa la fonction d’interpolation associée à l’arête a.

1. application de la méthode de Galerkin, u = wa et v = wn
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Annexe B

Détermination de champs à

rotationnel ou divergence donnée

On considère deux champs : X (resp. Xf ) et Y (resp. Y a) appartenant respec-

tivement à W 2 (resp. W2) et W 1 (resp. W1). Le champ X est à flux conservatif et

Y est tel que son rotationnel est égal à X. On a alors :

rot Y = X RY a = Xf (B.1)

div X = 0 DXf = 0 (B.2)

Pour obtenir des champs qui vérifient les relations précédentes, des techniques d’arbres,

basées sur la théorie des graphes, peuvent être utilisées. Dans cette annexe, nous

rappelons brièvement la technique utilisée au L2EP et développée par [60].

B.1 Arbre d’arêtes

Le vecteur Xf est connu et Y a est recherché, celui-ci doit vérifier la relation B.1.

Un arbre d’arêtes est construit en réunissant un ensemble d’arêtes ne formant pas

de boucles et reliant tous les noeuds du maillage. Les degrés de liberté associés (i.e.

les composantes de Y a) à cet arbre sont fixés à des valeurs arbitraires qui peuvent

être nulles par exemple. Les autres degrés de liberté associés au co-arbre c’est à dire

aux arêtes n’appartenant pas à l’arbre peuvent alors être calculés de manière unique

en vérifiant la relation suivante sur chaque facette f du maillage :
∫

f

Xdf =

∮

∂f

Y d∂f (B.3)
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On a alors pour chaque facette f , la somme des circulations de Y le long des arêtes

de f qui est égale au flux de X à travers f . si (ya)1≤a≤na
et (xf )1≤f≤nf

désignent les

composantes de Y a et Xf , on a donc :

xf =
na∑

a=1

yaδa (B.4)

avec δa = +1 ou −1 si a appartient à la frontière de f et 0 si a n’appartient pas à

la frontière de f . On retrouve d’ailleurs la relation B.1.

Pour illustrer cette demarche, nous prenons l’exemple de deux tétrahédres pré-

sentés par la figure 1.7. On considère un flux unitaire X2 entrant par la facette 2

et un flux unitaire X7 sortant par la facette 7. Les flux des autres facettes externes

sont fixés à zéro pour que Xf soit à flux conservatif. Compte tenu des orientations

des facettes, X2 est égal à 1 et X7 à −1. Pour calculer Y a, compte tenu de la dé-

marche présentée précédemment, un arbre d’arêtes constitué des arêtes 1, 2, 3 et 4

est construit, les degrés de liberté associés à ces arêtes sont fixés à zéro(Y1, Y2, Y3

et Y4). Par conséquent il ne reste plus qu’à calculer les circulations de Y le long du

co-arbre formé par les arêtes de 5 à 9. A titre indicatif les figures B.1 et B.2 illustrent

l’arbre et le co-arbre utilisés.

Fig. B.1 – Arbre Fig. B.2 – Co-arbre

Pour la facette 1, on a :

X1 = Y1 + Y5 − Y2 = 0 on en déduit Y5 = 0 (B.5)

Pour la facette 2,

X2 = Y1 + Y6 − Y3 = 1 on en déduit Y6 = 1 (B.6)

Pour la facette 3,

X3 = Y2 + Y7 − Y3 = 0 on en déduit Y7 = 1 (B.7)
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et ainsi de suite pour toutes les autres facettes.

Par cette technique, l’ensemble du vecteur Y a peut être déterminé de manière

itérative et très rapidement. Il est à noter que cette technique n’est applicable qu’avec

un champ X à divergence nulle.

B.2 Arbre de facettes

Comme une facette relie deux éléments de la même manière d’une arête relie

deux noeuds, par analogie, un arbre de facettes peut être déterminé. Un élément

eext représentant l’extérieur du domaine d’étude est ajouté pour prendre en compte

le flux sortant de la frontière. Toutes les facettes constituant la frontière du domaine

sont alors reliées à cet élément extérieur. Un exemple de cette transposition facette-

élément en arête-noeud est donné par la figure B.3 pour l’exemple de la figure 1.7.

Fig. B.3 – Graphe facette-élément

En utilisant le précédent graphe, un arbre (représentant un co-arbre de facettes)

peut être calculé. On peut alors fixer les valeurs des flux sur l’arbre de facettes. Les

autres flux, à travers les facettes du co-arbre, sont déterminés par une procédure

itérative vérifiant la relation B.2.

Un arbre de facettes peut être utilisé pour obtenir un vecteur Xf ayant une

divergence donnée. Pour illustrer la méthode, un exemple en 2D est étudié. Un

vecteur Xf à divergence nulle est recherché dans un sous domaine DX du domaine

d’étude constitué de 6 éléments comme précisé par la figure B.4. Ce sous domaine

peut représenter un inducteur bobiné ou massif.

Les deux surfaces extrêmes de DX sont en contact avec des conditions limites de

type B · n = 0.
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Fig. B.4 – Exemple de domaine DX

Dans un premier temps, un arbre de facettes est construit, celui-ci doit contenir

les facettes extérieures à DX et celles en contact avec la frontière ΓB , sauf une pour

ne pas former de boucles. La figure B.5 illustre l’arbre et le co-arbre de facettes pour

l’exemple étudié. La figure B.6 présente l’arbre et le co-arbre d’arêtes issus de la

transposition de la relation facette-élément en arête-noeud.

Fig. B.5 – Arbre et co-arbre de facettes
Fig. B.6 – Arbre et co-arbre d’arêtes issus
de la transposition facette-élément en arête-
noeud

Par les deux précédentes figures, on constate bien que l’arbre d’arêtes est équi-

valent au co-arbre de facettes.
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Dans un second temps, on impose un flux nul sur les facettes externes au domaine

DX pour assurer une divergence nulle, pour l’exemple considéré, on a donc :

X2 = X9 = X11 = X17 = 0 (B.8)

Sur les autres facettes de l’arbre, le flux est imposé, celui-ci est calculé par :

Xf =

∫

Sf

X · nfdSf (B.9)

avec Sf l’aire de la facette f et nf sa normale. Dans notre cas, les facettes où l’on

impose les flux sont f5, f8, f12, f14 et f16.

Dans un dernier temps, il ne reste plus qu’à calculer le flux de X à travers les

facettes du co-arbre par la vérification de la relation B.2. Ainsi, par l’élément 6,

comme les flux X16 et X3 sont connus, on en déduit le flux X15. Connaissant ce flux,

il est alors possible de déterminer X13 dans l’élément 5, etc.... La détermination des

flux sur le co-arbre de facettes est obtenue par une méthode itérative.
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Annexe C

Bilan de puissance des grandeurs

globales électriques

C.1 Problème d’électromagnétisme

On considère un domaine contractile D de frontière S (fig. C.1).

Fig. C.1 – Domaine d’étude D

La densité de courant circulant dans l’inducteur bobiné est supposée uniforme

et connue, celle-ci est notée J s. Dans le domaine conducteur, la densité de courant

induite est inconnue, celle-ci est notée J ind.

Les évolutions des champs magnétiques et électriques sont obtenues par les équa-

tions de Maxwell :

rot H = J s + J ind (C.1)

rot E = −
∂B

∂t
(C.2)
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Dans le domaine conducteur, il faut associer au système précédent les deux lois

de comportement qui lient les champs magnétiques et électriques entre eux :

B = µH (C.3)

J ind = σE (C.4)

La surface du domaine conducteur, en contact avec la frontière S du domaine, est

notée Sc. Sur Sc, on impose des conditions aux limites qui s’écrivent :

E × n = 0 =⇒ B · n = 0 (C.5)

Ce type de condition aux limites permet d’imposer un champ électrique E normal

à la surface. Par conséquent, selon la relation C.4, J ind est également un champ

normal à la surface Sc. Les deux surfaces du domaine conducteur en contact avec S

sont notées Sc1 et Sc2 (Sc = Sc1

⋃
Sc2) (fig. C.2). Compte tenu de la relation C.5,

ces deux surfaces sont équipotentielles. Ainsi, on note V1 et V2 les potentiels situés

respectivement sur Sc1 et Sc2.

Dans les zones non conductrices du domaine d’étude, seule la loi de compor-

tement magnétique (équation C.3) est définie. Comme nous nous plaçons dans le

cas des régimes quasi stationnaires, le champ E ne peut plus être calculé de ma-

nière unique. En fait, on ne peut déduire qu’une information sur la composante

tangentielle de E. On note Snc, la partie de S qui est ni en contact avec le domaine

conducteur ni en contact avec l’inducteur bobiné. Les deux types de conditions aux

limites sur Snc sont :

B · n = 0 =⇒ Et = n × gradϕ sur Snc (C.6)

H × n = 0 (C.7)

où Et correspond à la composante tangentielle du champ électrique. Comme indiqué

précédemment, la seule information que l’on dispose sur ce champ est qu’il est défini à

partir d’un gradient. Dans la suite, on prend comme conditions aux limites la relation

C.6. Cependant, on peut remarquer que l’expression C.7 impose une contribution

nulle dans le vecteur de Poynting.

La surface de l’inducteur bobiné en contact avec la frontière S du domaine est

notée Sb. Comme pour le domaine conducteur, on définit deux surfaces Sb1 et Sb2

(Sb = Sb1

⋃
Sb2) (fig. C.2). Comme B · n = 0, la composante tangentielle de E est

donnée par la relation C.6. De plus, pour l’inducteur bobiné, la composante normale

de J s est connue, celle-ci vérifie :

J s · n = ±
Ib

Sb

(C.8)
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avec Ib le courant circulant dans l’inducteur et Sb la surface de Sb1 et Sb2.

Fig. C.2 – Domaine d’étude D

C.2 Bilan de puissance

On cherche à exprimer la puissance fournie à l’aide du vecteur de Poynting :
∫

S

(E × H) · ndS =

∫

Sc

(E × H) · ndS +

∫

Snc+Sb

(E × H) · ndS (C.9)

On a des produits mixtes qui permettent d’écrire :
∫

S

(E × H) · ndS =

∫

Sc

(n × E) · HdS +

∫

Snc+Sb

(n × E) · HdS (C.10)

Compte tenu de la relation C.5, le premier terme est nul. A l’aide de la relation C.6

et après modification du produit mixte, on a :
∫

S

(E × H) · ndS = −

∫

Snc+Sb

gradϕ · (H × n)dS

En utilisant une formule de Green, nous obtenons :
∫

S

(E × H) · ndS =

∫

Snc+Sb

ϕdiv(H × n)dS (C.11)

−

∫

∂Sc1

ϕ(H × n) · n∂Sc1
dl −

∫

∂Sc2

ϕ(H × n) · n∂Sc2
dl

avec ∂Sc1 et ∂Sc2 les contours des surfaces Sc1 et Sc2. Dans ces conditions, n∂Sc1
et

n∂Sc2
sont deux normales comme précisées sur la figure C.3. On déduit également
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Fig. C.3 – Composantes normales

de cette figure l’orientation du produit vectoriel des deux normales. Le potentiel ϕ

étant constant sur les surfaces Sc1 et Sc2, il l’est aussi sur les contours ∂Sc1 et ∂Sc2.

Les intégrales de contour de la relation C.11 s’écrivent alors :

−V1

∫

∂Sc1

(H × n) · n∂Sc1
dl − V2

∫

∂Sc2

(H × n) · n∂Sc2
dl (C.12)

que l’on peut également écrire :

−V1

∫

∂Sc1

(n × n∂Sc1
) · Hdl − V2

∫

∂Sc2

(n × n∂Sc2
) · Hdl (C.13)

Les vecteurs n × n∂Sc1
et n × n∂Sc2

représentent les vecteurs tangents normalisés

aux contours ∂Sc1 et ∂Sc2. Le théorème d’Ampère nous donne donc, à partir des

conventions choisies sur les figures C.1 et C.3 :
∫

∂Sc1

H tdl = Ic et
∫

∂Sc2

H tdl = −Ic (C.14)

avec Ic le courant circulant dans le domaine conducteur. Finalement, nous obtenons :

−V1

∫

∂Sc1

H tdl − V2

∫

∂Sc2

H tdl = (V2 − V1)Ic (C.15)

En développant le terme div(H × n) de la relation C.11, on a :
∫

Snc+Sb

ϕdiv(H × n)dS =

∫

Snc+Sb

ϕ(n · rot H − H · rot n)dS (C.16)

Comme la surface S de D est formée de surfaces planes, on a rot n = 0 et comme

rotH = 0 en dehors de Sb1 et Sb2, l’expression précédente s’écrit :
∫

Snc+Sb

ϕdiv(H × n)dS =

∫

Sb1

ϕ(n · J s)dS +

∫

Sb2

ϕ(n · J s)dS (C.17)

Comme J s · n = ±
Ib

Sb

= cste sur S1b et S2b, il est possible de sortir ce terme des

intégrales précédentes, on a alors :
∫

Snc+Sb

ϕdiv(H × n)dS =
Ib

Sb

(−

∫

Sb1

ϕdS +

∫

Sb2

ϕdS) (C.18)
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En définissant les tensions V ′
1 et V ′

2 comme les valeurs moyennes du potentiel sur

Sb1 et S2b, l’expression précédente s’écrit :
∫

Snc+Sb

ϕdiv(H × n)dS = (V ′
2 − V ′

1)Ib (C.19)

Finalement, la puissance fournie au modèle s’écrit :
∫

S

(E × H) · ndS = (V2 − V1)Ic + (V ′
2 − V ′

1)Ib (C.20)

La puissance instantanée est alors fonction de la différence de potentiel électrique et

du courant associé à un inducteur bobiné ou/et à un conducteur massif (domaine

conducteur).

On peut remarquer que pour imposer une différence de potentiel électrique, on

agit sur le potentiel scalaire ϕ que ce soit pour un inducteur bobiné ou pour un

conducteur massif.
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Annexe D

Détermination de K en tout point

du domaine

Dans la suite, nous détaillons la méthode numérique utilisée pour le calcul de

K créé par une spire supportée par les arêtes de la frontière d’une surface S à

travers laquelle on cherche à calculer le flux. Pour simplifier le développement, nous

considérons une spire formée de 4 arêtes, la méthode peut facilement être étendue

pour un nombre quelconque d’arêtes en utilisant le théorème de superposition. Le

vecteur K peut être déterminé en tout point du domaine par la loi de Biot et Savart.

Celui-ci est égal au champ magnétique créé par la spire alimentée par un courant

de 1A. Comme exemple, nous calculons K en un point M (fig. D.1).

Fig. D.1 – Exemple de spire exploratrice

Pour chaque arête ai de la spire, nous déterminons un vecteur Ki
(M) en M . En

appliquant le théorème de superposition, la somme de ces vecteurs est égale à K en

M . Pour notre exemple, nous avons :

K(M) = K1
(M) + K2

(M) + K3
(M) + K4

(M) (D.1)

Pour obtenir le vecteur Ki
(M) produit par une arête ai, un second repère (i′,j′,k′)

associé à l’arête est à définir (fig. D.2).
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Fig. D.2 – Définition de <’

Ce second repère <′ = (i′,j′,k′) est construit à partir des coordonnées des points

A, B et M dans le repère principal < = (x,y,z) (avec A et B les extrémités de

l’arête).

Dans <′, les vecteurs unitaires sont calculés tels que :

i′ =
AB

||AB||
j′ =

AM × AB

||AM × AB||
k′ = i′ × j′ (D.2)

Une matrice de passage P peut alors être définie entre < et <′.



x′

y′

z′




<′

= P−1




x

y

z




<

avec P =
[
i′ j′ k′

]
(D.3)

Les coordonnées de M dans <′ sont déterminées par la matrice P . Dans ce second

repère, les composantes de K le long des axes x′ et y′ sont nulles, seule la composante

selon z′ existe. On a alors :

K(M)z′ =
1

4πR
(sinα2 − sinα1) sur z′ (D.4)

avec R la distance entre M et l’axe z′ et α1 et α2 deux angles comme indiqués sur

la figure D.2. Finalement, le vecteur K en M dans < créé par une arête est obtenue

par :

K(M)< = PK(M)<′ avec K(M)<′ =




0

0

K(M)z′




<′

(D.5)
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Avec P−1 la matrice inverse de P .

Par cette méthode, nous pouvons facilement calculer les vecteurs K en chaque

point de Gauss.
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Annexe E

Système à deux types d’inducteur

Dans cet annexe, nous présentons les systèmes matriciels des deux formulations

magnétodynamiques dans le cas d’un système composé d’un inducteur bobiné et

d’un inducteur massif.

On considère un domaine D contenant deux sous-domaines D1 et D2. Le sous

domaine D1 représente un inducteur bobiné et D2 un inducteur massif. On note iD1

et V D1 respectivement le courant et la tension aux bornes de D1 et iD2 et V D2 le

courant et la tension de D2 (fig. E.1).

Fig. E.1 – Définition de D
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Des conditions limites de type B ·n = 0 sont appliquées sur les frontières de D.

Pour les sous-domaines D1 et D2, les champs de vecteurs N et K sont définis, ND1

et KD1 sont associés à D1 et ND2 et KD2 à D2. La fonction scalaire αD2 utilisant

la surface Γ1 de D2 est également déterminée.

Nous présentons les systèmes matriciels des deux formulations magnétodyna-

miques dans le cas où le courant iD1 est imposé dans l’inducteur bobiné et où la

tension V D2 est appliquée aux bornes de l’inducteur massif.

Dans le cas de la formulation T − Ω, le système matriciel s’écrit :

R̃
t
Mσ−1

f̃f
R̃ +

∂

∂t
M

µ
ãa −

∂

∂t
M

µ
ãaG̃ At T̃ a −(R̃

t
Mσ−1

f̃f
R̃ +

∂

∂t
M

µ
ãa)K̃

D1

a iD1

G̃
t
M

µ
ãa −G̃

t
M

µ
ãaG̃ Bt Ω̃n −G̃

t
M

µ
ãaK̃

D1

a iD1

A −
∂

∂t
B C iD2 V D2 −

∂

∂t
K̃

D1

a M
µ
ãaK̃

D1

a iD1

(E.1)

A = R̃
t
Mσ−1

f̃f
R̃K̃

D2

a +
∂

∂t
M

µ
ãaK̃

D2

a B = M
µ
ãaG̃K̃

D2

a

C = K̃
tD2

a R̃
t
Mσ−1

f̃f
R̃K̃

D2

a +
∂

∂t
K̃

tD2

a M
µ
ãaK̃

D2

a

Dans le cas de la formulation A − ϕ, le système est donné par :

RtM
µ−1

ff R +
∂

∂t
Mσ

aa Mσ
aaG Aa −Mσ

aaGαD2

n V D2 + M afN
D1iD1

∂

∂t
GtMσ

aa GtMσ
aaG ϕn = −GtMσ

aaGαD2

n V D2

(E.2)
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