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Introduction

Soit A = (Ax);2, une suite croissante de réels :

0<Ap< A <A <.,

Soient M, = vect {xAk;k € ]N} l'espace vectoriel engendré par les fonctions x'
définies sur l'intervalle [0, 1], et Mi la fermeture de M, dans un espace de
Banach E contenant M,. L'espace M est appelé espace de Miintz.

Dans cette these, on s’intéresse aux cas, E = C := C([0, 1]), 'espace de Banach
des fonctions complexes continues sur [0, 1], muni de la norme usuelle, et E =
LP :=LF([0,1]),1 < p < oo,l’'espace des classes de fonctions complexes mesurables

Iflls = ( fo l f(x)l’”dx)% < oo

- o0 : C P - Ly
On notera plus simplement M7 au lieu de M} et M, au lieu de M .

sur [0,1] avec

L’objet de cette these est d’étudier quelques aspects géométriques des espaces
de Miintz. Nous commencons par le fameux Théoreme de Miintz, [Miil4] :
PourE=CouE=17,1<p<oo,0na

(o]

1
ME £ E si et seulement si — < 00.

(Plus de détails et de généralisations sur ce théoreme seront donnés dans le
chapitre 1)

Doncsi Y2 3 < o0, on obtient une nouvelle famille d’espaces de Banach M.
Ces espaces constituent la matiere de notre these, qu’on étudie dans les chapitres
2,3et4d:
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Quel type d’espace de Banach M% obtient-on a partir de la suite A si elle satisfait
o e o0 l

la condition Y~y 7~ < c0?

A vraie dire, cette question est loin d’étre résolue et le programme est ambitieux.

Dans le chapitre 1, nous discuterons un peu de I'historique du probléme puis
nous présenterons certains résultats généraux qui nous seront utiles dans la suite.

Dans le chapitre 2, nous étudierons plusieurs propriétés élémentaires des

espaces de Miintz. Ces propriétés aident & comprendre la nature géométrique
de ces espaces. Dirk Werner [We] a démontré que les espaces de Miintz MY
sont isomorphes a des sous-espaces de ¢y et il y a un résultat similaire dans
le cas E = L”([0,1]). On étend ce résultat aux espaces d’Orlicz (E = L¥), ce
qui généralise le cas LF([0, 1]). Signalons que trés récemment, Gilles Godefroy a
précisé le phénomene dans le cas E = L' [Go08]. Il prouve notamment que les
espaces M), sontisométriques au dual d"un espace lui-méme presque isométrique
a un quotient de co.
On montrera que les espaces de Miintz sont des sous-espaces riches de C([0, 1]),
cette propriété va impliquer d’autre propriétés géométriques, par exemple la
propriété (V) de Pelczynski, la propriété de Dunford-Pettis ainsi que leur dual
aient la propriété de Schur. On s’intéresse aussi a une nouvelle généralisation des
espaces de Miintz en considérant les polyndomes de Miintz a coefficients dans un
Banach quelconque X et on démontre qu’on peut passer du cas ou X = C au cas
X Banach de dimension infinie. Par exemple dans le cas ot A est lacunaire, on
retrouve les mémes propriétés dans un cadre plus général.

Dans le chapitre 3, nous démontrerons de nouveaux résultats dans cette di-
rection. Ce chapitre se compose de deux parties.
Dans la premieére partie, nous produisons des espaces de Miintz non complé-
mentés dans L'([0, 1]). En fait, nous construisons une suite A non-quasilacunaire
pour laquelle I'espace de Miintz associé n’est pas complémenté dans L'([0, 1]).
Nous donnerons aussi des exemples d’espaces de Miintz M, complémentés
dans L'([0,1]). Comme application de ce travail, nous retrouvons certains ré-
sultats qui ont était récemment obtenus dans le livre de Vladimir I.Gurariy et
Wolfgang Lusky [GuLu05], mais avec une méthode completement différente. Par
exemple, nous démontrerons que M, est isomorphe a ¢! pour certaines familles
des suites A quasilacunaires, mais ce n’est pas toujours le cas. Pour les suites
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non-quasilacunaires, on savait déja que, dans le cas continu il existe des espaces
de Miintz M° qui ne sont pas isomorphes a ¢y [Ne84]. Nous donnons aussi une
base de Schauder explicite équivalente a la base canonique de ¢! pour certains
espaces de Miintz M 1 ot A est une suite non lacunaire.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous étudions le cas LF([0,1]), 1 < p < oo,
nous verrons que certains phénomenes passent du cas p = 1 au cas p quelconque.
Nous construisons un espace de Miintz possédant une FDD (Finite dimensional
decomposition) dont les parties sommantes sont isométriquement isomorphes
aF, =sp {xk}::1 précisément on a : M} = (¥,,2; F,). En particulier, on peut
construire des espaces de Miintz dans L*([0, 1]), isomorphes a 7, et ainsi pos-
sédant une base (inconditionnelle) de Schauder. Nous construisons aussi une
base de Schauder explicite équivalente a la base canonique dans ¢” pour certains

espaces de Miintz M*, avec A une suite non lacunaire.

Le chapitre 4 étudie les opérateurs de composition a poids sur les espaces
de Miintz classiques. Notre résultat principal donne une estimation précise de
la norme essentielle de I'opérateur 7,0C,, agissant sur M7 en termes de valeur
de ¢ et ¢. On établit 'equivalence entre compacité, faible-compacité et complete
continuité des opérateurs sur les espaces de Miintz, qui proviennent directement
de la géométrie de ces espaces. Dans la deuxiéme partie de ce dernier chapitre on
étudie les opérateurs de composition a poids, définis sur les espaces de Miintz M,
dans L. On considere une fonction ¢ : [0,1] — [0, 1] continue, ot E = ¢~ ({1}) est
un ensemble fini et ¢ € C et on cherche des conditions nécessaires et suffisantes
pour que les opérateurs C, : M} — L' et 7,0C,, soient bien définis, bornés et
compacts. On tente de répondre a ces questions et de calculer lanorme essentielle
en fonction des valeurs de ¢ et 1.

Tous les théorémes démontrés dans les chapitres 2, 3 et 4 sont originaux. Certains
d’entre eux sont extraits de

[1] I Al Alam, A Miintz space having no complement in L;, Proc. Am. Math. Soc.
136 (2008), No. 1, 193-201.

[2] I. Al Alam, Essential Norms Of Weighted Composition Operators On Miintz
Spaces, (soumis).
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Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

L'objet de ce chapitre est d’aborder les notions étudiées dans cette these et
les outils utilisés. Nous introduisons d’abord les espaces de Miintz qui appa-
raissent naturellement, suite au Théoréeme de Miintz-Szasz [Mii14 , Sz16]. En-
suite nous rappelons les principaux résultats sur les espaces de Miintz ainsi que
plusieurs généralisations et variations autour de ce probléme. Nous terminons
par certains résultats généraux qui seront utiles par la suite. Nous ne donnons
ici aucune preuve des résultats énoncés qui - pour la plupart - sont classiques;
nous renvoyons pour cela a la riche littérature sur le sujet.

1.1 Théoreme de Miintz-Szasz classique

1.1.1 Historique du probleme

Dans son papier [Bel2] de 1912, le mathématicien Russe S. N. Bernstein a
demandé sous quelle condition une suite croissante A = (0 = Ap < A1 < ...)
garantit que 'espace vectoriel

My, = vect {x}"‘ :k=0,1, }

engendré par les monomes x* est un sous-ensemble dense de C([0,1]). Il a

démontré que la condition

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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8 Préliminaires

A
A5>0 k

est nécessaire et la condition

lim M _
k- klog Ay

est suffisante, et il a conjecturé qu'une condition nécessaire et suffisante pour
que M, = C([0,1]) est

i 1_
— Ak
Cette conjecture a été démontré par le mathématicien Allemand Ch. F. Miintz
[Mii14] en 1914. Dans sa démonstration, il utilise la méthode du déterminant de

.....

qui apparaissent dans ce probléeme sont de la forme

det (1/(a; +a)))

dont la valeur explicite a été obtenue au 19eme siecle par Cauchy.

.. 7
0<i,j<n

Pour plus de précision, nous donnons une formulation précise du théoreme
classique de Miintz.

1.1.2 Théoréme de Miintz

Théoréme 1.1.1 (Miintz, 1914). Soit A = (M), , 0 = Ag < Ay..., unesuite croissante
de nombres réels positifs.

Alors M, = vect {xAk :k=0,1, }, I'espace de Miintz associé a A, est un sous-ensemble
dense de C([0, 1]) si et seulement si

I )

k=1

Quelques applications élémentaires :

Dans cette sous-section on présente quelques applications tres simples du théo-
réeme de Miintz dont nous donnerons les preuves (car elles ne se trouvent pas

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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1.1 Théoreme de Miintz-Szdsz classique 9

dans la littérature). On désigne par $ 1'espace des polyndmes complexes définis
sur [0,1], B, = {x" : n > 0} est la base canonique de P, et I désigne I'ensemble des
sous-espaces de P qui possedent une base formée d’éléments de B,.

Proposition 1.1.2 (Ma03). Soit A la classe des sous-espaces vectoriels de C([0, 1]) qui
sont denses dans C([0, 1]). Alors () X = {0}.

XeAs

Démonstration. Notons Xy = (| X. On identifie C au sous-espace des fonctions
XeAw
constantes.

Pour montrer que X, = {0}, il suffit de montrer que Xy, C C et X, N C = {0}.
Notons X; et X, les sous-espaces de C([0,1]) engendrés par {x** : n > 0} et
{x**1 . n > 0} U {1}. D’apres le Théoreme de Miintz, X; et X, sont denses dans
C([0,1]).Onadonc: Xy Cc X; N X, =C.

Soit Y le sous-espace de C([0,1]) engendré par {f, : n > 1} U {x" : n > 1}, o
fu = e ((fu)nz1 converge uniformément vers 1), donc Y est dense dans C([0, 1])
et1 ¢ Y par suite 1 ¢ X, donc X, = {0}. O

Proposition 1.1.3 (Ma03). Soit Y un sous-espace de P. On suppose : Y # {0}. Notons
Ay I'ensemble des éléments de I qui contiennent Y, et soit Xy = () X.

XeAy
Si Y est dense dans C([0, 1]) alors Xy est dense dans C([0, 1]).
On a : Xy € I et de plus, pour toute base B de Y, Xy est engendré par I'ensemble des
éléments de B, intervenant dans la décomposition canonique des éléments de B.

A l'aide de ce résultat, on peut facilement montrer en utilisant le théoreme de
Miintz, quun sous-espace de ¥ n’est pas dense dans C([0, 1]).

Exemple 1.1.4 (Ma03). Si Y est le sous-espace C([0,1]) engendré par les fonctions
x@* 4 x@+ 1 (4 > 0), alors Xy est engendré par {x(”)z c(n> 0)}.

Puisque Y, 4 % < +o00, Y n’est pas dense dans C([0, 1]).

Démonstration. Si on désigne par Bx une base de X € Ay formée d’éléments de

B., alors By = () By est une base de Xy.
XeAy

Montrons que Xy admet une base de la forme annoncée.

Notons X, le sous-espace vectoriel de $ engendré par l’ensemble des fonctions
intervenant dans la décomposition canonique des éléments de B, pour B base
quelconque de Y.

’

Il s’agit de montrer que Xy = X,.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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Clairement : Y C X, d’ot1: Xy C X, d’apres la definition de Xy.

Soit n > 0 tel que la fonction x" intervienne dans la décomposition canonique
d’un élément p de Y. Le polyndme p admet aussi une décomposition dans la base
de Xy, qui est contenue dans B.. Par unicité de la décomposition de p dans B,, on
ax" € Xy, d’ou: X, C Xy.

Onremarque que I’ensemble des fonctions de la base canonique de £ intervenant
dans la décomposition des éléments d"une base de Y ne dépend pas du choix de
cette base. m]

1.1.3 Théoréme de Szisz

Théoreme 1.1.5 (Szdsz, 1916). Soit A = (A2, C C et M,y = vect {x*;k € N}. Si
Ao = 0 et Re(Ax) > 0 pour tout k > 0, alors M, est dense dans C ([0, 1]) si

- Re()\k) _
21y R @)
k=1
En plus, si
= 1 + Re(Ay)
Z T+

alors M n’est pas dense dans C ([0, 1]).
En particulier, si
liin inf Re(Ax) > 0

alors My est dense dans C ([0, 1]) si et seulement si la condition (2) est satisfaite.

Notons que le théoreme de Szadsz n’est pas conclusif dans tous les cas. Par
exemple, la suite A = % + i Vk vérifie

i Re(Ay) oo ot i 1+ Re(Ay) _

2
=1+ | A

1.1.4 Théoréme de Clarkson-Erdos et Schwartz

En 1943, ]J.A Clarkson et P. Erdos [ClEr43] découvrirent un théoréeme offrant
une caractérisation des espaces de Miintz, qui révele a la fois 1'originalité et la
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1.2 Théoréme de Miintz complet 11

richesse de ces espaces. Ce résultat fut découvert aussi par L. Schwartz [Sc43,
Sc59] durant la méme année.

Dans cette section, A désigne une suite croissante d’entiers positifs (1), avec
Yoos Alk < +00, et M, = vect {xAk :k=0,1, }

Théoreme 1.1.6 (Clarkson-Erdos, 1943). Soit (P,), C My, une suite de polynomes
uniformément convergente vers f sur [0,1]. Alors f se prolonge en une fonction ana-
lytique dans le disque unité du plan complexe. Son développement en série entiere fait
seulement intervenir les puissances x : f(x) = Y. ;o axx™*. De plus les coefficients de
P,, convergent vers les coefficients de cette série entiere.

D’apres le théoreme précédent, chaque élément f € MY est développable en série
entiere sur [0, 1). Il serait particulierement intéressant que la série d’applications
associée converge uniformément vers f sur [0, 1].

D’apres le théoreme d’Abel, une condition nécessaire et suffisante pour que cette

condition soit réalisée est que la série numérique Z ax converge.
k20

C’est le cas si la suite (Ag);-, est lacunaire (inf {As41/Ax : k € N} > 0).Ona:

MY = {f e C([0,1]): f(x) = Y mx™, x¢€ [0,1]}.

k=0
Si (Ak);2 n’est pas lacunaire, il existe une fonction f € MY de la forme
flx) = Z s, x€[0,1)
k=0

telle que la série ) ax"* ne converge pas en 1; cf. Clarkson et Erdos [CIEr43].

1.2 Théoreme de Miintz complet

Le théoreme de Miintz a vu un regain d’intérét ces dernieres années ([B192],
[Bo91], [BoEr91], [BoEr95], [BoEr96], [BoEr97], [BoEr98], [BE95], [ErJo01],
[GuLu05], [Kr94], [Op9%6], [Sp08], [Tr81]), spécialement avec Borwein et Er-
délyi. Il y a plusieurs variations et généralisations du théoréeme de Miintz dans
ces papiers. Par exemple, dans [BoEr95], [BoEr97] et [BoEr98], on établit une
généralisation du Théoreme de Miintz a C(A) ou A C [0, +00) est un compact
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12 Préliminaires

quelconque de mesure positive, et dans [Tr81], le théoreme 1.1.1 est généralisé
4 C(D) ott D est le disque unité fermé dans le plan complexe. Dans [BoEr96]
et [Op96], le théoreme de Miintz est généralisé a L7([0,1]), 1 < p < oo. Plus ré-
cemment, Erdélyi et Johnson ([ErJo01]), ont étendu plusieurs de ces résultats a
LP(A), 0 < p < co. Pour des généralisations en plusieurs variables (dans C(IR")
par exemple), voir Bloom ([BI92]) et Kro6 ([Kr94]). Dans [BoEr97] la densité des
ensembles
{plpz L p1, P2 € vect{1,x", x", }}

dans C([0,1]) est caractérisée en utilisant des inégalités de type-Remez. Tres
récemment dans [Sp08] on trouve un nouveau type de généralisation du théo-
réme de Miintz. Dans son papier, A. Spalsbury présente une nouvelle technique
d’interpolation qui permet d’étudier la densité des ensembles

vect {f(xAl),f(xAz),...}.

pour des fonctions f dans l’espace de Banach

C1 o= {f € C'([0,1]) : £(0) = 0}
muni de la norme

1lle, = llflleo +11f" oo

Son résultat qui généralise une partie du théoreme de Miintz est le suivant.
Théoréme 1.2.1 (Spalsbury, 2008). Soit s > 1. Pour tout f € C; :

vect | f(x), (), f(), .} # Cu.
En plus, si f € Cy avec f'(0) # 0, alors pour tout 1 <y <s,

x" ¢ vect{f(x), f(x°),...}.

Ici on présente quelques généralisations qui nous intéressent dans la suite
(cf., [Ex05]). Ce papier contient une preuve élémentaire du théoreme de Miintz
complet dans LP(A), et C(A), avec le "phénomene de Clarkson-Erdos-Schwartz",
pour tout p € (0, +00), et pour tous les compacts A C [0, +0), de densité faible
positive en 0. Ceci étend les résultats antérieurs de Miintz [Miil4], Szasz [Sz16],
Clarkson et Erdos [C1Er43], L. Schwartz [Sc59], P. Borwein et T. Erdélyi [BEO5] et
[BoEr96], V. Operstein [Op96] et T. Erdélyi et W. B. Johnson [ErJo01].
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1.2.1 Théoreme de Miintz complet dans C([0, 1])

Théoréme 1.2.2 (Théoreme de Miintz complet dans C). Soit A = (Ay);2, une suite
de nombres réels positifs distincts.
Alors vect {1, xM,xM2, } est dense dans C([0, 1]) si et seulement si

g =
= Mt

En outre, si

(o] Ak
Z )\2 1 < 400,
k=1 "k +

alors toute fonction dans la fermeture de M = vect {1,xA1,x"2, } dans C([0, 1]) peut

étre représentée comme la restriction a (0,1) d’une fonction analytique sur l'ensemble
{zeC\ (=00,0]: |z <1}.

Notons que, si infy A > 0, on retrouve le théoreme de Miintz classique car

i . v 1
E = +00 sietseulement si E = +00.
k

2
= A+l k=1

1.2.2 Théoreme de Miintz complet dans L7([0, 1])

Maintenant nous formulons le théoreme général du type-Miintz dans L*([0, 1]),
qui contient les cas C([0, 1]), L*([0, 1]), et L([0, 1]) comme cas particuliers.

Théoréme 1.2.3 (Théoreme de Miintz complet dans LF). Soit p € (0, +o0]. Suppo-
sons que A\ = (Ax).2, est une suite de nombres réels distincts > —(1/p).

Alors vect {xAO, xM, } est dense dans L,([0, 1]) si et seulement si

En outre, si

hai /\k+%
kZ:O(/\k+}lg) +1 D
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alors toute fonction dans la fermeture de My = vect{ Ao, xh } dans L,([0,1]) peut
étre représentée comme la restriction a (0,1) d'une fonction analytzque sur 'ensemble
{zeC\ (—00,0]: |z < 1}.

1.2.3 Théoreme complet de Clarkson-Erdos-Schwartz

Théoréme 1.2.4. Soit A = (Ay);2 , unesuite croissante de nombres réels positifs vérifiant
p Aik < 400 et infy(Agr — Ag) > 0. Soit E=1F,1 < p < oo, ou E = C. Alors f € ML
si et seulement si f € E et il existe une suite (ax), C C tel que

f) =Y ax™, xelo,1),

k=0
ot la série converge uniformément sur tout compact de [0, 1).

En plus si py(x) = Y[, axax’* € vect{ Ao x)‘l,...}, tel que lim ||p,, — f||[0 ,y = 0, alors
n—oo ,
a = limag,, k=0, 1, .
n—-oo

Remarque 1.2.5. Les conclusions du théoreme précédent ne sont pas valables sans
la gap condition infy(Ax1 — Ax) > O, par contre toute fonction dans la fermeture de
M, = vect {xAO,xAl, } dans E peut étre représentée comme la restriction a (0, 1) d'une
fonction analytique sur 'ensemble {z € C\ (—o0,0] : |z| < 1} (voir théoréeme 1.2.2 et
théoreme 1.2.3).

Un contre-exemple.
Soit A = ()\k),‘;‘;l tel que,

Aop1 = K2, Ao := k2 + 27K k=1,2,..,
Aok—1 = 2k2, Ao 1= —Zkz, k= 1, 2,

oo

On considere la fonction f(x) := Z (a o1 XM g g x )
k=1
La série ), (a ko1 X %1 4 akaAZk) est normalement convergente car,

2
E ||612k 1X A1y g kxAZk” E 2k

2 2 n—k2
xk+2 H

(59
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. K2 +27% = 27\ &1
K2 _ K2 _
)2 (T_l)‘zz (k—)— A
k=1 k=1 k=1

donc f est une fonction bien définie, continue sur [0,1] et f € MY. Mais la
série );o, a;x™ ne converge en aucun point x € (0, ) alors f ne peut pas étre
représentée par une fonction analytique au voisinage de 0.

1.2.4 Applications du théoreme de Clarkson-Erdos et Schwartz

Dans cette sous-section, on présente certains résultats sur le comportement d"un
polyndme de Miintz sur un sous-ensemble de [0, 1] (cf. [GuLu05] 8.4). On désigne
par QQ un sous-ensemble compact de [0,1], et E est 'un des espaces L*([0, 1]),
1 < p < o0, ou C([0,1]). E(Q) est I'espace correspondant L*(€2), ou C(Q). Soit go)
I'intérieur de () dans [0,1]. En outre, on considere Ap = 0 < A; < A, < ... et
A= (A2,

Proposition 1.2.6. Supposons que Y, Aik < +ooetinfy(Ag —Ax) >0.5i1 € (02 alors
il existe une constante ¢ > 0 tel que

Iflle < lIflle < cllfllec)
E
pour tout f € M.

Comme conséquence directe de la proposition 1.2.6, on obtient un théoréme de
Mintz sur Q.

Corollaire 1.2.7. Supposons que infy(Axr1 —Ax) > 0. Soit Q C [0, 1] un compact tel que
Q# 0. Alors Mi(g) # E(Q) si et seulement si Y 1o, Aik < +00. De plus si Y jo, Alk < 400,
alors pour tout p € (3, pour tout 6 > 0, il existe K > 0 tel que

Ak
1+6
lax| < (T) Iflle Y k=K

pour tout f(x) = Yoo axc™ € M.

Corollaire 1.2.8. Supposons que Y -, Alk < +oo et infy(Agy1 — Ax) > 0. Soit QQ C [0, 1]

un compact tel que Q# 0. Alors il existe une constante c > 0 tel que pour tout x €
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[0,inf Q], et pour tout polyndme de Miintz f, on a

[fI < cll fllec-

1.3 Différentes classes d’espaces de Miintz

Définition 1.3.1. Soit (e);) une suite (de vecteurs non nuls) dans un espace de
Banach E. Nous disons que cette suite est séparée si

e; €j
lleill —le;ll
La suite est dite uniformément minimale si la distance d’un élément — a l'es-

pace vectoriel engendré par les éléments restants est plus grand qu’ un certain
p = p({ei}) > 0 qui dépend seulement de la suite.

Définition 1.3.2. On dit qu’une suite de nombres positifs A = (1) est lacunaire
(ou parfois aussi Hadamard-lacunaire) si infy {Ax1/Ax : k € N} =7 > 1.

Théoréme 1.3.3 (GuMa66). Soit E =17, 1 <p < oo, 0ou E = C. Soit (Ay);Z; une suite
croissante de nombres réels positifs. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. (Ay)x est lacunaire.
2. (x™)y est séparée dans E
3. (x™) uniformément minimale dans E
4, ( T ) est une base de Schauder dans Mi
(”x\k” ) est équivalente a la base canonique de {7 (respectivement la base usuelle

decsiE=C)

Oii ¢ désigne I'espace des suites convergentes indexées par IN. La base usuelle de c, est la
suite (8i):2, -

, 1, sik>1i.

— (D)oo (0 _ ’ =
= (x avec X, i ,
81 = (% izo {0, sik <i.

Notons que dans le cas E = ¥, 1 < p < o0, on peut supposer que Ay > —1/p .
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Définition 1.3.4. On dit qu'une suite de nombres positifs A = (Ay); 5] est quasila-
cunaire, s'il existe une suite d’entiers 1 = (1;);7, et g > 1 tel que

Ans1 /Ay, 2 q, k=1,2,..., et sup(npe — ng) < oo,
k

Proposition 1.3.5. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. A est quasilacunaire

2. Il existe un nombre fini de suites lacunaires Ay, ..., Ay, telles que A = 12, A; .

Théoréme 1.3.6 (GuLu05, 9.3). Si A est quasilacunaire alors MY est isomorphe a co.
En particulier, MY admet une base de Schauder.

Théoreme 1.3.7 (GuLu05, 9.3). Soit E = [F,1 < p < o0. Soient A = (Ay),] une suite
quasilacunaire et des indices 0 = ny < ny < ... vérifiant

Npe1 =Ny <N, m=0,1,..., et infy,s1 Ay 1/An, =9

ot N est un entier positif et q > 1.
Soit F,, = vect {xA"m“, eoey X1 }

Alors il existe di,d, > 0 tel que, pour tout f,, € F,,, ona

1/p 1/p
)0 A )2 IR A

En particulier, M", est isomorphe a ¢¥ et M, admet une base de Schauder.
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Chapitre 2

Propriétés géométriques
élémentaires des espaces de Miintz

Introduction et Notations

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux propriétés élémentaires des espaces de
Miintz. Ces propriétés aident a comprendre la nature géométrique de ces espaces.
On se place toujours dans la suite sous 1'hypothése que la condition de Miintz
Y.i211/A;i < oo est remplie. Ainsi I'espace M% est un sous-espace propre de E
(Théoreme de Miintz).

Dirk Werner [WE95] a démontré que les espaces de Miintz M7 sont isomorphes
a des sous-espaces de ¢ et il y a un résultat similaire dans le cas E = L7([0, 1])
(il était annoncé sans preuve par Dirk Werner). On étend ce résultat aux espaces
d’Orlicz (E = LY), ce qui généralise le cas L¥([0, 1]). Signalons que trés récemment,
Gilles Godefroy a précisé le phénomene dans le cas E = L' [Go08]. 1l prouve
notamment que les espaces M), sont isométriques au dual d"un espace lui-méme
presque isométrique a un quotient de co.

On montrera aussi que les espaces de Miintz dans C[0, 1] sont des espaces riches,
cette propriété va impliquer d’autres propriétés géométriques, par exemple la
propriété (V) de Pelczynski, la propriété de Dunford-Pettis, ainsi que leur dual
aient la propriété de Schur. On s’intéresse aussi a une nouvelle généralisation des
espaces de Miintz en considérant les polyndmes de Miintz a coefficients dans un
Banach quelconque X et on démontre qu’on peut passer du cas ou X = C au cas
X Banach de dimension infinie. Par exemple dans le cas ot A est lacunaire, on
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retrouve les mémes propriétés dans un cadre plus général.

2.1 Espaces de Miintz isomorphes aux sous-espaces
de co, (7, "

Wojtaszczyk [Wo] a récemment prouvé le théoreme suivant.

Théoreme 2.1.1. Soit X un sous-espace de C([0, 1]) tel que tout f € X est continfiment
différentiable sur [0, 1), alors X est isomorphe a un sous-espace de c.

La preuve qui suit est due a Dirk Werner [We], qui s’inspire de la preuve de
Wojtaszczyk.

Théoreme 2.1.2. [We] Sous les hypotheses du Théoreme 2.1.1, alors X est presque
isométrique a un sous-espace de c. Autrement dit, pour chaque € > 0 il existe un
opérateur | : X — c tel que

1 =llflle <Wefllw < llflle VfeX
oti c désigne 'espace des suites convergentes indexées par IN.

Remarque 2.1.3. .

1. Lesespaces de Miintz constituent des exemples naturels satisfaisant aux hypotheses
du Théoréme 2.1.2.

2. Notons que l'opérateur T : ¢ — co, défini par T((a,),) = (l,ay — L, a, =1, ...) avec
| = lim a, est un isomorphisme surjectif de c dans c; par suite les espaces de

n—-oo

Miintz sont isomorphes a des sous-espaces de cy.
1
On désigne par ¢ I'espace des suites (1,), avec |[(a,)allpy = (X [aalP)? < oo.

Théoréme 2.1.4. [We] Soit X C LP([0,1]) (1 < p < o0) un sous-espace fermé tel que
tout f € X est continiiment différentiable sur [0, 1), alors X est presque isométrique a un
sous-espace de {¥. Autrement dit, pour chaque € > 0 il existe un opérateur | : X — ¥
tel que

P =llflly < lefllw <lIfll,  VfeX

Remarque 2.1.5. Les espaces de Miintz dans LP([0,1]) sont des exemples naturels
vérifiant les hypothéses du théoreme précédent.
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2.1.1 Espace de Miintz dans les espaces d’Orlicz

Dans cette sous-section, on considere des espaces de Miintz associés aux espaces
d’Orlicz sur [0, 1] (voir [LiTz77]), et nous allons généraliser le résultat précédent
au cas des espaces d’Orlicz. Nous commengons par rappeler la définition des
espaces d'Orlicz et le théoreme de Miintz dans les espaces d’Orlicz.

Définition 2.1.6. Soit ¢ : [0, +00) — [0, +00) une fonction d’Orlicz c’est a dire une
fonction convexe croissante avec ¢(0) = 0 et lim,_,,. @(x) = +o0. Alors I'espace
d’Orlicz L?([0, 1]) est I’espace de toutes les (classes d’equivalence des) fonctions
mesurables f : [0,1] — R telles que la norme d’Orlicz

1
I fllceqo,1p = inf {6 >0: f (p(lf(Tx)l)dx < 1} < 400
0

De méme on définit les espaces d'Orlicz £?, qui est ’analogue séquentiel.

Définition 2.1.7. Soit ¢ : [0, +o0) — [0, +0) une fonction convexe croissante avec
@(0) = 0 et lim,—, 1o @(x) = +00. Alors 'espace d'Orlicz {* est I'espace de toutes
les suites réelles (a,), tel que la norme d’Orlicz

(@) llee = inf {6 >0: Z(p(@)dx < 1} < 400,

n=1

Définition 2.1.8. Soit le poids w = (w,);,; w, > 0 avec Yoy Wy < +00. Alors
I’espace d’Orlicz a poids ¢, est 'espace de toutes les suites réelles (a,), tel que la
norme d’Orlicz a poids

||(a,z);’1°:1||€5 = inf {6 >0: Z Wy P (?)dx < 1} < 400.
n=1

Propriétés :

. La notion d’espaces d'Orlicz L?([0, 1]) généralise les espaces L car : ¢(x) = |xIF,
alors || flleqo1p = llfllr, donc L?([0, 1]) = L. De méme dans le cas séquentiel.

. Les espaces d’Orlicz L?([0,1]), ¢* et £}, sont des espaces de Banach, pour en
savoir plus sur les espaces d’Orlicz on renvoie a [LiTz77].

Ici on présente des résultats dus a V. I. Gurariy et W. Lusky (cf. [GuLu05, 6]),
qui généralisent les théoremes de Miintz-Szasz et de Clarkson-Erdos-Schwartz

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'lhab Al Alam, Lille 1, 2008

22 Propriétés géométriques élémentaires des espaces de Miintz

a des espaces de Banach E, vérifiant certain propriétés (en particulier les espaces
d’Orlicz).
Comme hypothése générale, on suppose : A = (Ay)

oo

k=1
croissante avec Ay = 0, Cy := Cy([0, 1]), le sous-espace de C composé de toutes les

une suite strictement

fonctions continues qui s’annulent en 0, E est le complété de I'espace vectoriel C
par rapport & une seminorme donnée ||.||r avec |[x*||z # 0 pour tout Ax € A. Nous
supposons en outre que les opérateurs (de blow-up) T, : M5 — M¥ définis par
(T, f)(x) = f(px) pour x € [0,1] et f € M,, sont bornées par rapports a ||.|[z pour
tout0 < p <letque

sup ||T,|| < +o00, pour tout pg € (0,1).

po<p<l

Par exemple la norme sup, les norme L7 sur [0, 1] et la norme d’Orlicz vérifient
les conditions au-dessus pour la norme ||.||¢.

Théoreme 2.1.9. [GuLu05, 6] Supposons qu’il existe une constante x > 0, tel que
Iflle < «xlifllc, Vf € Co. En outre supposons qu'il existe u > 0, u ¢ A, avec ||x*||g # 0.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

L Yyl /A <o
2. MK #E
3. (xM)e est un systeme minimal dans M.
1
Théoreme 2.1.10. [GuLu05, 6] Supposons que lim inf,,_, IIxAnllg" > 1. En outre sup-

posons que Y.poq 1/Ax < oo et infy(Axe1 — Ax) > 0. Alors pour tout f € Mi il existe une
suite (a)x C R tel que

flx) = Z ax™, x€]0,1),
k=1

Lemme 2.1.11. supposons que Y ;-1 1/ Ay < co et infy(As1 — Ax) > 0. Alors la conclu-
sion du théoréme 2.1.10 s’applique aux espaces de Miintz (MY") dans les espaces d'Orlicz.

L
Démonstration. 1l suffit de démontrer que liminf, . [Ix*[|}* > 1 puis d’appliquer
le théoréme 2.1.10.

Fixons 0 < € < 1, alors il existe c > 0 tel que ¢(x) > cx, pour x € [, 1] ainsi

1 An 1 An
||xA”||L<o:inf{6>0:f go(%)dx<1}zinf{5>0:f (p(xé )dx<1}
0 €
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1 A An+1
. X 1—¢en
> : J— —
1nf{(5>0 ‘j;C dx<1}—C( An )

L L [1— ettt
par suite lim inf, o [lx*[|2* > lim inf, e ¢ W
n

1
An
) =1d’oulerésultat. O

Théoreme 2.1.12. Soit ¢ une fonction d'Orlicz et X C L?([0, 1]) un sous-espace fermé
tel que tout f € X est continfiment différentiable sur [0, 1), alors pour tout € > 0 il
existe un poids w (qui ne depend que de X et €) tel que X soit (1 + €)-isomorphe a un
sous-espace de 1. Autrement dit, pour chaque € > 0 il existe un poids w et un opérateur
Jo: X — €7 tel que

(1= O)lflle <leflle < Iflr Ve X.

Démonstration. L'idée est de définir J.(f) = (f(sn)), et @ = (Sp+1 — Sy)n, pOUr une
suite convenablement choisie.
Soit € > 0. Pour 0 < a < 1, 'opérateur

D:X—C(0,al), f— froq

est bien défini, et continu par le théoréme du graphe fermé. Alors, il existe une
constante K(a) telle que

sup If )| < K@)llflle  YfeX

0<t<a
Maintenant, on fixe une suite 0 = a9 < 27 < 4, < ... < 1 convergente vers 1. On
choisit des points 0 =59 <51 < ... <8y, = a1 < Spy41 < ... <S5y, =a < ...de fagon a
ce que (ny = 0)

€ .
S8iv1 —8i < ——— pour Ny < | < N1
J+ ] K(ak+1) p ] +1s
c’est-a-dire que deux points consécutifs de (s,,) dans [ax, ax+1] sont au plus distants

de e/K(ag+1).

On définit J.(f) = (f(s4)),-
Soit f € X et iy € [sy, 5] telle que f(i,) = min |f(x)

X€[sn,5041]

, disons ax, < i, < ag, 41

alors on a
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|f f(ln)| (Sn+1 —Sn) sup f’(s)|

Ap, SS<Agy, 41

<o (a;l)K(aan) Il = €llfl...-

Par suite

[l < f ) = fan] + [fan] < elfll, + G

En utilisant l'inégalité triangulaire dans ¢, et le fait que @ est croissante nous
obtenons

e =1nf{6>0 Y suet 50 |f(sn>| 1

n=1

<1nf{6 >0: i (Sn+1 = Sn)@ ”f”m }
+inf{6>0:i(5n+1 (lf( ”)l) }

=
Il
—

n=1

1
L¢+inf{6>0:v£ go(lfﬁTs)l)ds<1}

Ly "

<¢€

Alors on a ||]€(f)”t’iﬁ <1l+¢

Inversement. En utilisant 1'inégalité
lf) < €llflle +1f(su)l, Vs € [0, 8041,

le fait que ¢ est croissante et I'inégalité triangulaire dans £, on obtient :
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1
7. mf{6>0 [ (p('fg_s")dsq}
S (el + ()]
inf{6>0: (p( )ds<1}
soifozo: 3, [ (41
1nf{6>0 i(SVHl_ (ellf”L‘/’;'lf(Sn)l)<1}
n=1
{6>0 i( i —52)0 (||f||m) 1}
n=1

+inf {6 >0: i(snﬂ - Sn)(p(lf(g”)l) < 1}

n=1
=€ | fll t ”]6( &
Donc ||]€(f)||{/,qj > (1-¢€)||f||;, d’ou le résultat. O

Corollaire 2.1.13. Soit ¢ une fonction d’Orlicz et X C L?([0, 1]) un sous-espace fermé
tel que tout f € X est continiiment différentiable sur [0, 1). Supposons qu'il existe a > 0
tel que @p(a)p(b) < @(aab) (respectivement @(x) = x¥), alors X est isomorphe a un
sous-espace de % (respectivement X est presque isométrique a un sous-espace de £?).

Démonstration. 1l suffit de vérifier que 1’application

] : g:ﬁ - [(P’ (an)n - ((P_1(5n+1 - Sn)an)n ’

est un isomorphisme si ¢ vérifie la condition : p(a)p(b) < @(aab) pour certain
a > 0 (respectivement une isométrie si ¢(x) = x7). O

2.2 Espaces riches

Dans cette section on établit que les espaces de Miintz dans C[0, 1] sont des
espaces riches (au sens de Wojtaszczyk), on discute aussi des conséquences de
cette propriété sur les espaces de Miintz.
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Définition 2.2.1. Soit E un espace de Banach de dimension finie et S est un
compact. On dit qu'un espace de Banach X C C(S,E) est riche s’il existe une
mesure de probabilité o sur S tel que pour tout i € C(S) et toute suite bornée
(fa)ie, C X vérifiant

n — o0,

01 [fnldo = 0 quand n — co alors dist(h. f,, X) — 0 quand

Théoreme 2.2.2. Soit A = (Ay),2,, une suite de nombres réels positifs distincts. Alors
Iespace de Miintz MY = span{x™;k = 0,1, ...} est un sous-espace riche de C = C([0, 1]).
Démonstration. Soit 0 = dx la mesure de Lebesgue sur [0,1], (f,);, € MY tel
que, |[fulljo1; < 1 et 0.1] |fuldo — 0 quand n — co. En utilisant le Théoreme de
Stone-Weierstrass il suffit de prouver que dist(x*.f,, X) — 0 quand n — oo pour
tout k € IN (voir [Le04, Lemma 0.4]).

Soit0 < € < 1etxy = (1—e€)¥, alors ||x* — 1|17 < €. La proposition 3.1.2 implique
qu’il existe une constante y, tel que

Uil < 70 f fildo, VneN.
[0,1]

Maintenant soit 1o € IN tel que pour tout n > ny, f[O,ll |fuldo < 55+ Alors pour tout

n > mngona |l fulljo < €etdonc
dist(x" ., X) < . f = fullo1) = sup [fu(@)l" =1
x€[0,1]
< max(”fn”[o,xo]/ ”xk - 1||[x0,1]) <€

pour tout n > ny, donc dist(xk. fn, X) = 0 quand n — oo pour tout k € IN alors MY
est un sous-espace riche de C. ]

Le théoreme suivant caractérise les sous-ensembles faiblement compact de X,
ol X est un sous-espace riche de C. Pour la preuve de ce théoreme, voir [Wo91,
I1.D.31].

Théoréme 2.2.3. Soient X C C(S,E) un sous-espace riche, et K est une partie bornée
de X*. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. K est non relativement faiblement compact.

2. Il existe une suite (k,)>, C K équivalente a la base canonique de €.
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3. 1l existe une constante c tel que pour tout N il exists un sous-ensemble de K,
c-equivalent a la base canonique de 3.

4. Il existe une série Y., @, faiblement inconditionnellement convergente dans X
telle que
lim sup sup{lk(p,)| : k € K} > 0.

n—oo

5. Il existe une suite (x,),", C X, x, — 0 tel que

lim sup sup{|k(x,)| : k € K} > 0.
n—o0
Dans cette section, nous allons justifier 1’équivalence entre compacité, faible-
compacité et compléte continuité des opérateurs sur les espaces de Miintz, qui
proviennent directement de la géométrie de ces espaces. D’abord rappelons les
concepts suivants.

Définition 2.2.4. On dit qu'un opérateur T : X — Y est un opérateur de Dunford-
Pettis (ou un opérateur complétement continu) si T transforme les suites faible-
ment Cauchy sur des suites fortement Cauchy.

On dit qu'un espace de Banach X a la propriété de Dunford-Pettis (DP) sil vérifie
I"'une de ces deux propriétés équivalentes :

1. Pour tout x, — 0 dans X et x*, = 0 dans X* on a x,(x,,) — 0.

2. Toutopérateur faiblement compactT : X — Y est un opérateur de Dunford-
Pettis.

Définition 2.2.5. On dit qu'un espace de Banach X ala propriété (V) de Pelczyriski
sil vérifie 1'une de ces deux propriétés équivalentes :

1. Pour tout sous-ensemble K C X" non relativement faiblement compact, il
existe une série ), x, faiblement inconditionnellement convergente dans
X tel que inf, sup . [x*(x,)| > 0.

2. Pour tout opérateur T : X — Y qui n’est pas faiblement compact, il existe
un sous-espaces X; C X tel que X; ~ ¢ et T|x, soit un isomorphisme.

Remarque 2.2.6. Il est clair que le théoreme 2.2.3 implique que tout sous-espace riche
de C(S,E) a la propriété de Dunford-Pettis (DP) et la propriété (V) de Pelczyriski. En
particulier les espaces de Miintz dans C ont les propriétés (V) de Petczyriski et Dunford-
Pettis (DP).
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Corollaire 2.2.7. Le dual (MY)" d'un espace de Miintz a la propriété de Schur.

Démonstration. Pour la preuve, voir le livre de P. Wojtaszczyk [Wo91, I11.D.Ex19]
ou il démontre que tout dual séparable d'un espace de Banach possédant la
propriété de Dunford-Pettis a la propriété de Schur. Ce qui s’applique au dual
(MF)* d'un espace de Miintz, car MY est un sous-espace riche de C donc son
dual a la propriété de Dunford-Pettis (voir [Wo91, II1.D.Ex22]) et il est séparable
car MY est isomorphe a un sous-espace de cy d’aprés la remarque de D. Werner.

Autre méthode : On peut utiliser un résultat de Grothendieck disant que le dual
de tout sous-espace de ¢y a Schur (voir [Di80] p.29). m]

Théoréme 2.2.8. Soit (Ay);2, une suite de nombres réels positifs distincts vérifiant
Yie1 1/ Ak < o0. Soit Y un espace Banach et T : MY — Y est un opérateur borné. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. T est un opérateur faiblement compact.
2. T est un opérateur compact.

3. T est un opérateur de Dunford-Pettis.

Démonstration. 1. Condition (1) implique (2). Soit T : MY — Y un opérateur
faiblement compact, alors son adjoint T* : Y* — (MY)" est faiblement compact.
Par le corollaire 2.2.7, (M) a la propriété de Schur donc T* est compact et T
aussi.

II. Condition (2) implies (3). Soit (x,), une suite faiblement convergente a x
dans MY et supposons que (T(x,)), ne converge pas a T(x), alors il existe une
sous-suite (x,, ) tel que [|T(x,,) — T(x)|| > 6 pour un 6 > 0. T est compact, alors il
existe une sous-suite (xnkl); tel que (T(x”kl))l converge en norme vers T(x), donc
||(T(xnkl))l — T(x)ll = 0, quand I — oo donne une contradiction alors T est un
opérateur de Dunford-Pettis.

III. Condition (3) implies (1). Par I'absurde, supposons que T : MY — Y est
un opérateur de Dunford-Pettis qui n’est pas faiblement compact, alors comme
MY a la propriété (V) de Pelczyniski, il existe une copie de ¢y dans MY tel que
T}, soit un isomorphisme, cela donnerait une contradiction au fait que T est
Dunford-Pettis parce que la base naturelle (e,), de ¢ est faiblement convergente
et (T(e,)), n'est pas convergente en norme. m|
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Remarque 2.2.9. En fait, le théoreme précédent reste vrai si I'on remplace les espaces
de Miintz par un espace de Banach isomorphe a un sous-espace de co parce qu’un sous-
espace de cy a les propriétés (V) de Petczyriski et Dunford-Pettis et son dual a Schur (cf.
[Di80]).

2.3 Espace de Miintz a coefficients dans un Banach

quelconque

Dans cette section on présente une nouvelle généralisation des espaces de Miintz,
on considere les polyndmes de Miintz a valeurs dans un espace de Banach
quelconque.

Hypothese Générale :
Soit (X, [|./lx) un espace de Banach, on définit C([0, 1], X) I'espace des fonctions
définies continues sur [0, 1] a valeurs dans X, muni de la norme :

Il = sup [|f0), 5 f € €011,
te[0,1

De méme on définit I'espace L’;’( :=L7([0,1], X), 1 < p < oo, 'espace des classes des
fonctions mesurables sur [0, 1] a valeur dans X, intégrables au sens de Bochner

avec
1

|vmx:(£ﬂvwwmf.

On note par P,(X) = vectx {ti cieN } = {Z?:o a;it' s a; € X} I’espace vectoriel des
fonctions polyndmes définies sur [0, 1] a valeurs dans X, de degré < n et P(X) =
Uizo P(X).

Soit A = (A;);2, une suite croissante de nombres réels positifs , alors on définit les
espaces suivants :

Mu(AX) = { Eioaith - a; € X},
MAX) = U,Zo Ma(A)(X),

- ———C([011,%)
M3 (X) = MA(X) .
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2.3.1 Théoréme de Miintz

Théoreme 2.3.1. P(X) est dense dans C([0, 1], X).

Démonstration. Soit f € C([0, 1], X), on consideére les polyndmes de Bernstein

B.(f)(x) = Z (’,Z)f(%) F(1 - 1y,

k=0

Comme dans le cas classique, on a

———llleo x
£ = Bu( f)||oo,X — 0.DoncP(X) " = C([0,1], X). O
Théoreme 2.3.2. Soit A = (A;):2, une suite croissante de nombres réels positifs , alors
M (X) est dense dans C([0, 1], X) si et seulement si ) ;- /\l, = oo,

© 1

Enplussi ),y 5 <o alors at" ¢ M3 (X), pour tout a € X non nul, et tout A ¢ A.

co 1

Démonstration. Supposons que ) ;Z; v+ < co. Fixonsa € X nonnul, et A € A, Ka
est complémenté dans X donc il existe une projection P: X - Kaet X = Ka @Y.

Soit p(t) = Y.iyait"i € Mx(X), alors

lat* = p(t)||,, = % ' —q| Vtelo1],

ou g € M,. Ce qui implique

llall
o' ~pe].. =

' —qt)|| . > e >0,

d’apres le théoreme de Miintz classique.
Donc at* ¢ M3 (X), par suite M, (X) n’est pas dense dans C([0, 1], X).

Inversement supposons que )., Al = co.

Soit N € IN, alors d’apres le théoréme classique de Miintz, il existe un po-

lyndéme p(t) = ZaitAf € M, tel que ||tN—P||OO < e doncsia € X on a,
i=0

HatN - a(Z?:O aitAi)H . < €llall, alors MA(X) est dense dans P(X) et d’apres le

théoreme 2.3.1, on déduit que M (X) est dense dans C([0, 1], X). |

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'lhab Al Alam, Lille 1, 2008

2.3 Espace de Miintz a coefficients dans un Banach quelconque 31

2.3.2 Théoreme de représentation

Lemme 2.3.3. Soit A = (A;)2, une suite croissante de nombres réels positifs vérifiant

=1 y
Z T < oo et la gap condition

i=1 "
i].’lf{/\i - A1 i€ N} > 0.
Alors, pour tout € > 0, il existe une constante positive c(e, ) dépendant uniquement de

€ et (1), telle que
llaillx < e(e, A)(1 +€)"lplla,x

pour tout p € Mx(X) de la forme p(t) = Y.\ o ait"i, a; € X.

Démonstration. Soit p(t) = Y. i a;t", a; € X. Fixons k € {1,...,n},et Py =P : X —
Kay une projection avec ||P|| = 1.

n
. L. a; )
Pour majorer ||ax/|x, on écrit p de la forme p(t) = |lax|lx E WtA’.
. kllx
i=0

Ecrivons P(a;) = aax, 1 = 0, .., n, si bien que ay = 1.

Alors,
||P||2,X
ladlx = —

Z—ai tAfH
Sl |,

B 1P| |lpll2,x < lIpll2,x

- n a - n
[Z “ffm) ol ot ) ath
i=0 llx ], i=0,ik )

Puisqu’on a inf{A; — A,y : i € N} > O et Y7, All < oo, alors on a la majoration
suivante (cf. [BE95, p.156])

n

P Y ath

i=0,i#k

> e~ M guec v — 0 quand k — oo

2
Par suite on a
lallx < llpllx e < c(e, A)(1 + €)*lIpllo x.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'lhab Al Alam, Lille 1, 2008

32 Propriétés géométriques élémentaires des espaces de Miintz

Théoreme 2.3.4 (Théoréme de représentation). Soit A = (A;):2, une suite croissante

I N y
de nombres réels positifs vérifiant Z T < et la gap condition
i=1

inf{)\,- —Aio1: i€ N} > 0.

Alors f € MY (X) si et seulement si f € C([0, 1], X) et il existe une suite (a;); C X telle
que

(o)

f@) =) ath, telo,),

i=0
oit la série converge uniformément sur tout compact de [0, 1).

I

De plus si p,(t) = E a;.t" € vecty {tAO,tAl,...}, avec lim ||pn —f|| « = 0, alors
n—o0 o,
i=0
a; = lim Ainy i= O, 1, .
n—00

Démonstration. Soit f € MY (X), alors il existe une suite de polynomes de la forme
I

pa(t) = Z a;,t" € MA(X) telle que lim

pn—f ||Oo x = 0, donc p,, est une suite de

i=0
Cauchy. D’apres le lemme précédent, on a pour tout € > 0, I'existence d'une
constante positive c, tel que :

”ai,n - ai,m”X < Ce(l + G)Ai”pn - pmHZ,X

Ainsi, pour chaque i, la suite (4;,), est de Cauchy dans X donc elle converge vers

a; € X. Soit g(t) = Z a;t". La fonction g est bien définie, en effet :

i=0
D’apres le lemme précédent, pour tout € > 0 il existe une constante ¢, > 0 telle
que,

Ai
lainllx < ce(1 + €)"lIpull2,x

pour tous i et n € IN.
En passant a la limite quand n — oo alors on a pour tout i,

llaill < ce(1 + €)Yl fllox

Alorsle rayon de convergence dela série ) -2, a;thi est > avec € > Qarbitraire,

€
donc la série converge uniformément vers g sur tout compact de [0, 1).
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Reste a démontrer que ¢ = f sur [0, 1), pour cela il suffit de démontrer que p,
converge simplement vers g sur [0, 1).

Soient t € [0,1), 6 > 0.

On choisit € > 0 tel que t(1 + €) <1 et on pose u = t(1 + €).

D’apres l'inégalité : ||a;,|lx < c.(1 + e)Mllpallox, et le fait que p, est une suite de
Cauchy donc bornée, il existe M > 0 tel que :

@ ullxt" < Mu®, pour tousi,etn € IN.
Comme u < 1, il existe N > 0 tel que : 2M Z ut <

. 0
Fixons I assez grand tel que pour toutn >1,on a: Z lla;, — a||xt < >
i=0
Pour toutn >1:

Ipa(t) = Blix < Y llai, — aillxt”

i=0
N o0

= Y llag, - aillxt +2M )" t4 <6,
i=0

i=N+1
Ainsi p,(t) — g(t). Ceci étant valable pour tout t dans [0, 1), on a le résultat.
n—+o0o0

Réciproquement, Soit f une fonction continue admettant un développement :
f(t) = Y. 2pait", pourt € [0,1).

Soit 0 < O < 1, on considere la fonction fy, définie pour t € [0,1] par fo(t) = f(O1).
En utilisant le fait que f est uniformément continue sur [0, 1], on peut verifier
facilement que : fy Pt f dans C([0, 1], X).

La série )., ;0" converge uniformément sur [0,1] vers fp, a 6 fixé. Ainsi la
suite d’application Zﬁo 20Nt € M3 (X), converge uniformément sur [0, 1] vers
fo, alors fo € MY (X) par suite f € MY (X). O

Remarque 2.3.5. Les conclusions du théoreme précédent ne sont pas valables sans la
gap condition infy(Axs1 — Ax) > 0 (déja dans le cas scalaire).
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2.3.3 Suites lacunaires
Définition 2.3.6. On dit que (");en est une base de MY (X) si pour tout f € MY(X),

il existe une unique (a;)ien tel que f(t) = Z a;th.

i=0
Définition 2.3.7. Soit (X ]-)]?";1 une suite d’espaces de Banach.
On définit I'espace

j=0

co

muni de la norme [|(x})|o = sqplllel.
i

Théoréme 2.3.8. Soit A = (A;):2, une suite croissante de nombres réels positifs . Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. A est lacunaire.
2. (tY)ien est une base de MY (X).

3. 1l existe un isomorphisme
T : M3 (X) — co(X) = &.,X;

tel que T(p) = (Yi2oai, Yoiny 4, -..) pour tout p € Ma(X) de la forme p(t) =
Démonstration. Nous allons démonter (2) = (1) = (3) = (2).
L. Condition (2) implique (1). Supposons que (');cn soit une base de M3 (X).
Soit a € X non nul, on considere 'espace M7 (Ka) C M7 (X), alors (t");en est une

base de M7 (Ka). Comme MY (Ka) est isométriquement isomorphe a MY, alors,
d’aprés le théoreme 1.3.3, A est une suite lacunaire.

II. Condition (1) implique (3). Supposons A lacunaire, et soit f(f) = Yo a;it" €
M3 (X). D’apres le théoreme de Hardy et Littlewood ([Ha49]), 1a série }.;° a; est
convergente vers f(1), en plus il existe une constante C,, qui ne dépend que de
A, tel que ||Zfio ”i”x < Callflleo,x, pour tout N € IN (voir [Ko04] Théoreme 23.1 et
Proposition 23.4, notons que ces résultats sont démontrés dans le cas o1 a; € C,
mais ils restent vrais dans le cas des séries a coefficients dans un Banach X, il
suffit de refaire la méme preuve en remplagant | - | par || - ||x)-
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Maintenant on considere l'application

T MDO(X) — Co(X) @CO

ft) = iaﬂ" — (i ai,iai,...)

i=0
Alors d’apres ce qui précede T est un opérateur bien défini, continu et injectif.
Pour b € @&, X, on définit T-Y(b)) = Yi2o(bis1 —bi)t'i. Comme la série Y o (bis1—b;)
est convergente, alors la série ) ;(biy1 — b,)t" est uniformément convergente sur
[0,1] par le théoreme d’Abel ([Ha49]). D’apres le théoreme 2.3.4, on obtient

(b)) € M3 (X). Donc T est un isomorphisme par le théoreme d’isomorphisme
de Banach.

III. Condition (3) implique (2). Supposons que T soit un isomorphisme alors il
existe deux constantes C}, C3 qui ne dépendent que de A, telles que

m
)
i=0

n

< llpllex < Csup |

n>0 i=0

Cl sup

m>0

()

X X

pour tout p € M, (X) de la forme p(t) = Zﬁo a;thi.
D’abord, on va démontrer que A est lacunaire.

Soiti # j; d’apres (x), ona

Ch < ||t =Y. = Ht 4

Si la suite (A;);, n’est pas lacunaire alors I'expression au-dessus peut prendre
des valeurs arbitrairement petites, en Contradiction avec le fait que C}, > 0, donc
A est lacunaire ce qui implique que Y., A < oo et par suite, tout f € MP(X) est

de la forme f(t) = Z a;t" pour t € [0,1) (Théoréme de représentation).

i=0
Maintenant on va démontrer que T(f) = (X2 @i, Yiq @i, --.) pour tout f(t) =
Y oooath € M7 (X). Ce qui prouvera l'unicité des a;, i > 0. Il suffit de démontrer

qu’il existe une constante C, > 0 (C A= C%) telle que
A

m
2o
i=0 X

< Callflleox, ¥m > 0.
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A cet effet, soite > 0 et r € (0,1). Alors la série ), a;r"t" converge uniformément
vers f(rt) sur [0,1]. Alors il existe Ny = Ny(€, 1) tel que pour tout N > Ny, ona:

N

f(rt) - Z arithi

i=0

<e Vtel0,1].
X

En particulier on a

N

Z arith

i=0

<lflleo.x + €, ¥t €[0,1].
X

Donc d’apres () on a

N
E art
i=0

Maintenant pour € — 0 et r — 1 nous obtenons l'inégalité désirée. m]

< CaA(llflleox +€) Vm < Net N> Ny(e,r).
X
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Chapitre 3

Espaces de Miintz non
complémentés dans L1

Introduction et Notation

Dans ce chapitre, || - ||, désigne la norme dans LF([0,1]), 1 < p < o0. On
suppose que A = (A;);2 est une suite de nombres réels positifs distincts, vérifiant
Y21 1/A; < oo et on considére I'espace vectoriel fermé M? engendré par les
mondmes x*, A € A. Par le théoréme de Miintz (Théoréeme 1.1.1), M/’i est un
sous-espace propre de L7([0, 1]), et par le théoréme de Clarkson-Erdos-Schwartz
(Théoreme 1.2.4), M} se compose uniquement des series entieres de la forme
Yoen daxt convergente sur [0,1) si A vérifie la gap condition inf{A; — A,y : i €
IN} > 0.

Dans son papier, Newman [Ne84] donne un exemple d’espace de Miintz non
complémenté dans C([0, 1]). Le résultat principal de ce chapitre est de construire
un espace de Miintz non complémenté dans L' ([0, 1]) (voir Théoreme 3.3.3). Dans
le Théoréme 3.2.2, on obtient une ¢*-décomposition de Schauder de 'espace de
Miintz M}\e,
Mais la suite {N;, Ny, ...} des termes initiaux des blocs qui composent A, est tres

ot Ae = U {Nk, 2Ny, ..., kNi} est une suite non quasilacunaire.

lacunaire, et si on considere A, = {N;,N,, ...}, alors la suite (xNk)k est une base de
Schauder de M},, qui est (1 + €)-équivalente a la base canonique de ¢'. Ainsi,
dans un certain Esens, notre résultat contient le résultat de Gurariy et Macaev
[GuMa66].
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Dans le monographe de Gurariy et Lusky [GuLu05], ils démontrent un résul-

tat similaire a notre théoréme 3.2.2 mais uniquement pour les suites A quasila-
cunaire (cf. [GuLu05, Theorem 9.3.3]).

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans [1].

3.1 Propriétés élémentaires des espaces de Miintz

Dans cette section, nous rappelons quelques propriétés des espaces de Miintz
qui interviendront de facon cruciale.

Proposition 3.1.1. [BE95, p.177, E.3.c] Soit A = (A2, une suite croissante de

I e y
nombres réels positifs vérifiant Z <% et la gap condition
i=1

inf{)\,- —Aii1: i€ N} > 0.

Alors, pour tout € > 0, il existe une constante positive c(e, \) dépendant uniquement de
€ et (1), tel que
lai(1 = )" < c(e, Alpllz

pour tout p € span {xAO,xAl, } de la forme p(x) = Y1y a:x™.

Proposition 3.1.2. [BE95, p.185, E.8.a] Supposons que 0 < Ay < Ay < .... avec
Y21 1/A; < oo. Alors, pour tout € € (0,1), il existe une constante y(e, A) dépendant
uniquement de €, et (A;):2, tel que

1
lhos-a < yie ) [ ot
1-€
pour tout p € span {xAO,xAl, }

Proposition 3.1.3. (Inégalité de Newman dans L?, [BE95, p.279]) Soit p € [1, o).
Si A = (L), est une suite de nombres réels positifs distincts supérieure a —1/p, alors

1 - 1
[|[xP’|], <|-+12 (/\i+—) [1P|l,.
<[bey (e e

pour tout P € M,(A) = span {xAO,xAl, ...,xA"}.
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Dans les espaces de Miintz, nous obtenons de meilleures estimations.

Lemme 3.1.4. Soit A = (1)), une suite d’'entiers positifs distincts satisfaisant
Y21 1/A; < oo. Alors il existe une constante C(A) > 0 (dépendant seulement de

'l < C(A) (Z Ai] lpll

i=m

A) avec

pour tout p(x) = Y.\, a;x" (pour tout m et n).

Démonstration. Soit p(x) = Y1, aixi.

L'inégalité de Newman dans L' implique que

1 - 1
[|[xP'|l; < |- +12 (Ai+—) 1Pl
1 [p Y (13 e

Puisque le cardinal des A; qui sont inférieurs a 1 est fini, alors il existe une
constante C;(A) tel que

Pl < Ci(A) [Z Ai] 1Pl (1)

i=m

D’apres la proposition 3.1.2 il existe y(A) tel que
IP"lly < y(M)llcP’ Iz 2)
Par suite en combinant (1) et (2) on obtient,

Pl < C(A) (Z Ai] Pl

i=m

avec C(A) = Y(A)Ci(A). O

Le prochain corollaire est une conséquence directe des deux propositions précé-
dentes.

Corollaire 3.1.5. Soit A = (A)2,, une suite d'entiers positifs distincts satisfaisant
Y21 1/A; < oo. Alors il existe une constante K(A) > 0 (dépendant seulement de A) tel
que

lplleo < K(A) [1 £ Ai] lpll

pour tout p(x) = Y.I_,, a;x (pour tout m et n).
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X 1
Démonstration. En écrivantp(x) = p(0)+ f p’(t)dt,ona |p(x)| < [p(0)|+ f I’ (t)|dt.
0 0
1
Par la proposition 3.1.2 il existe y(A), tel que |p(0)| < y(A) f Ip(t)|dt.
0

L'inégalité de Newman appliquée a p implique : [[p’|l; < C(A) [Z Ai) lIpll:.

i=m

Ainsi
lplleo < Y(A)lipll + C(A) [Z Ai) lpll
< max (y(A), C(A)) [1 + /\i) lIpll; .
Nous prenons K(A) = max (y(A), C(A)). O

3.2 Décomposition-£! de Schauder

Le lemme suivant est le point-clé de notre construction.

Lemme 3.2.1. Pour tout € > 0 et tout m € IN, il existe un entier positif N = N(e, m)
dépendant seulement de € et m (mais pas de p ou q) tel que

el + o ()], = @+ @ + ()

pour tout p, q € span{1,x,x?,...,x™} avec q(0) = 0.

Démonstration. Soit (Ni);2, une suite croissante d’entiers positifs vérifiant Ny > m

et Ni,1 > kNi. Notons A, = {1,2, ..., m} U U{Nk, ONi, ..., kKN
k=1

Soient p, g € span{1,x,x%, ..., x"} avec q(x) = Z qjxj, alors pour tout a € (0,1) et
j=1
tout N € {N,,, N,u+1,...},ona:
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1-a m 1-a
f lgGcM)|dx - < Z qjlf xNdx
0

j=1

< cla, m) [[pCo) + a M)
La derniere inégalité découle du fait que g; est le coefficient de x/N dans p(x) +
g (xN) € M(A,,) et de la proposition 3.1.1. Donc

1

2

fo 1_alq<xN>|dx<cam>—Hp 9+ (@) e +a ()|

D’autre part, soit Q(x) = p(x) + g (xV), Q(x) € M(A,,), alors, par le corollaire 3.1.5
nous avons

IQll < K(A [1+ZJ+NZ]

j=1

QI < K(Aw)m*NIIQIh

et dong, si nous posons d(a, m) = m*c(a, m) /K(A,,), nous avons

[ o < X o g, o
0

De la méme maniere, par le corollalre 3.1.5, nous obtenons

£ j] lplh < 2K (Au)lplh-
j=0

1
Et donc, nous avons f p()ldx < a|p|| . < am®K(A) ||P||1 (%)
1-a

Iplleo < K(Am)|1

Maintenant, nous retournons a la preuve de notre inégalité. Nous pouvons écrire:

fo 1 [pe) + g (=
q(xN);dx) . ( [

g (‘f:—a Pl - ‘f:—a q(xN)‘dx - f:a |p(x)|dx)

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'lhab Al Alam, Lille 1, 2008

42 Espaces de Miintz non complémentés dans L!

f Ip(x) |dx+f |q dx 2f |p(x)|dx—2£l_a

En combinant (*) et (++), nous obtenons que

Ll 'p(x) +q (xN)’ dx

> 12000 (1 + o ()] ) - 2222 oo ()]

q(xN)| dx

Ainsi

1+ 2(‘)(am
oo, < =g [ o6,

Fixons a tel que 2am*K(A,,) < 5, ensuite fixons N € {N,,, N;,41,...} tel que

pdam) e

S e =, alors on obtient :

oot (), = 1+ ()

O

Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section, nous obtenons une
£- -décomposition de Schauder de l’espace M 16 , ot Ae = Ureq {Nk, 2N, ..., kNi}
est une suite non quasilacunaire ( — 1)kN - 1). Mais, pour tout ensemble de la
forme AL = Ujoq Ak, ott Ay C {Nj, 2N, ..., kNi} vérifiant maxycardAy < oo, AL est

quasilacunaire et M}, est isomorphe a £'. De toute évidence, la suite {N;, Ny, ...}

€

des termes initiaux des blocs qui composent A, est lacunaire (Ny.1 > kNj). Fixons
Al = {N1,N, ...}, alors la suite (x™¢), est une base de Schauder de M},, (1 + €)-
équivalente a la base canonique dans ¢'. Donc, en un sens, notre résultat contient
le théoréme de Gurariy et Lusky [GuLu05, Théoreme 9.3.3].

Théoreme 3.2.2. Pour tout € > 0, il existe une suite croissante d’entiers positifs, (N, 3

avec Niy1 > kNy, dépendant seulement de e telle que si A = U{Nk, 2Ny, ...,kNi} on a,

k=1
M. = [Z Fk)
k=1 )
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ot Fy = sp{aNe, xNk, ..., xNe},

Plus précisément, nous avons : E Hpk (xN") <@ +9olflh
1
k=1

pour tout f € lexe avec une décomposition d'Erd0s :

o

flx) = Zpk (xNk), x€[0,1),  pi€span {1,x, X2, ..., xk}.

k=1

Démonstration. Soiter >0,k =1,2, ... tel que H(l +€r) = (1 +¢).
k=1
Maintenant on fixe N; > 0 et on définit Ni,; = N(€41, kNy) comme dans le lemme

précédent.

Nous allons utiliser I'induction sur n pour prouver :

Y e, = [T ven [
k=1 k=1 k=1

pour tout n, et tout py € span {1, x,x%, ..., xk}.

(1)

1

Le résultat est trivial pour n = 1. Maintenant, on peut supposer que le résultat
est vrai pour n — 1, c’est-a-dire

n-1 n—1 n—1
o (), = [T+ 0 2 e ()
k=1 k=1 k=1 1

p(x) =Y pi (xNk), gx) =pux) e m=n-1)N,.

Les degrés de p et q sont nettement inférieurs a m, de sorte que les hypotheses
du lemme 3.2.1 sont satisfaites. Ensuite,

- n-1 n-1
Z Hpk (xNk) 1 = (1 + ek) Pk (xNk) +||[Pn (XNH) 1
k=1 1 - 1
< } (1+e€p) Y Pk (xNk)
k=1 k=1 1
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et 'induction est complete.

Maintenant, fixons f(x) = Z P (xNk) € M}\e, ol px € span {1,x, X2, ..., x"}.
k=1

Fixons p € (0, 1), et on considere f,(x) = f(px) € M, .

Par (1), nous avons pour tout n > 1

> (o) Y i(o)
k=1 k=1

Et nous pouvons maintenant laisser n — oo pour obtenir :

Y (i)

k=1

1S(1+€)

1

<@+elfylh.

Et puis p — 1, ceci conduit a :

)

Ceci termine la preuve du Théoréme 3.2.2 .

1S(1+e)||f||1.

O

Corollaire 3.2.3. Pour tout € > 0, il existe A, tel que M}\e soit (1 + €)-isomorphe a £*
et complémenté dans L1([0, 1]).

Démonstration. Soite > 0, on considere la suite A, = (Ni), donnée par le théoreme
précédent. Donc M}\e est (1 + €)-isomorphe a ¢!, donc en choisissant € tel que
(1+¢€) < V2, nous avons d’aprés [Do75, Theorem A], que M}\e est complémenté
dans L1([0, 1]). m]

3.3 Résultat principal

Nous aurons besoin de ce qui suit :

Théoréme 3.3.1. [GoR095, Théoréme 1.1] Il existe une constante c > 0 tel que pour
toute projection de LY([-1,1]) sur l'espace vectoriel engendré par 1,x, x2,..., X", possede
une norme supérieure a clogn.
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Notons que ce théoréme reste vrai si I'on remplace L'([-1,1]) par L([0,1]),
parce que l'isométrie 0 : L'([-1,1]) — LY[0,1]); f(x) — 2f(2x — 1) envoie
sp{l,x,x2,...,x"} sur lui méme.

Lemme 3.3.2. Il existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout N > 1 et toute projection
P de LY([0, 1]) sur vect {xN‘l,xZN‘l, . ka‘l}, onal|P|| > clogk.

Démonstration. Soit P une telle projection et Ty désigne l'application

Tw : L1([0,1]) — LY([0, 1]).
fx) - NxN‘lf(xN).

T est une isométrie surjective avec, Tgfl (fx) = ﬁx%‘l f (x%) pour x € (0,1], et
Tn (sp{l, X, ..., x"‘l}) =sp {xN‘l, XN x"N‘l} . Alors Ty PTy est une projection de
LY([0,1]) sur I'espace engendré par {1, x, X%, ..., xk‘l}. Le théoreme 3.3.1 implique
que ||TI(]1PTN|| > clog(k —1). Finalement, comme Ty est une isométrie nous avons
que ||P|| = ||T1§,1PTN|| > clog(k — 1) et le lemme est établi. a

Le théoreme suivant est le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.3.3. Il existe un espace de Miintz, isomorphe a (Y2 Rx)(y 0it Ry =

span {1, X, x2, ..., xk}, et qui n’est pas complémenté dans L'([0, 1]).

Démonstration. Soit Ae = \Uj2; {Nk, 2Ny, ..., kNi} la suite donnée par le théoréeme
322, et A = U2, (Ne—1,2Ne = 1,.., kN, — 1}

Par la proposition 3.1.2 , l'application

T:M, — M}
f(x) = xf(x)
est un isomorphisme surjectif. Alors, par le théoreme 3.2.2 et la preuve du lemme
3.3.2, on a M}, isomorphe a (¥;2, R, (Rk = span {1, x, x2, ...,xk}), donc si I, est
l'application définie par TIi(f) = x'p (™), ot f(x) = L2, x7'p; (xV7) € M}, (sa
décomposition d’Erdos), on a ||[IL]| < ¢ indépendamment de k. L'application

[T, toutefois, est une projection de M}, sur Fy = sp{xN1, x2Ne=1 2N} Alinsi,
s'il existe une projection bornée P de L'([0,1]) sur M,, alors ITtP serait une
projection de L'[0, 1] sur sp {xNk‘l,x2Nk‘1, .y kak‘l}. La majoration ||[[T,P|| < c||P||

nous donnerait une contradiction au Lemme 3.3.2! O
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3.4 Suites équivalentes a la base canonique de ("

Ici, nous donnons une autre application du lemme 3.2.1 . On construit un espace
de Miintz possédant une base équivalente a la base canonique de ¢*. D’abord
nous avons besoin du point clé suivant, qui est un peu technique.

Lemme 3.4.1. Soit k un entier positif, et soit X = sp {x"‘l,xk} c LY([0,1]), alors la

k=1 .,k k—l)

constante de la base (x**=!, x*—x*~1) est bornée indépendamment de k, ainsi (x*=!, x*—x*1);

est une base de I'espace (Zk 15p X { =1 xk})(ﬂ) équivalente a la base canonique de €.

Démonstration. 11 suffit de prouver que, pour un certain C > 0, indépendant de
k, et pour tous a, b € C, nous avons l'inégalité suivante :

||axk 1|| < CHax +b xf1 H

Sans perdre de généralité, on peut supposer quea =1etb > 0.

Soit f(x) = x*1+b (xk - xk‘l) = (1-b)x*1+bx*, pour estimer ||f||; nous considérons
deux cas:

(1) b € (0,1]; cela implique que f(x) > 0, pour x € [0,1]. Alors
LTk
—ﬁ2§W|M
b

(2) b > 1. Alors f(x) = 0 si et seulement si x = % € (0,1). Donc on a

b 1
i == [ s+ [ s

k+1)(2b( —)k 1—b+k+1).

Dans ce cas, il suffit de prouver qu'il existe une constante C € (0, 1) tel que

==

1
1-b b
||f||1—‘f0 f(x)dx—T+m2

1 k+1
2b(1—5) —b+k=Ck ()
(La constante C sera choisie ci-dessous).

Si on effectue le changement de variable X =1 - % € [0,1], alors I'inégalité (x) est
équivalente a :
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oxk+l C-DkX+(1-Ck-12>0 (**)

Soit p(X) = 2X¥1 + (C - 1)kX + (1 = C)k — 1 > 0, alors il suffit de démonter que
p(X) > 0 pur tout X € [0, 1].

p'(X) = 2(k+1)X*+(C-1)k = 0. Doncp’(X) = 0 implique que X = (155:5)" €]o, 1[.
Notons que p(0) = (1 = C)k > 0 et p(1) = 1 > 0, donc il suffit de prouver que

p((5e5) ) >0

En écrivant le développement limité a 1’ordre 2 de la fonction (%) =e ;

1
1-C\k _ 11y 1=C 4 1 (1
(T) =1+ :In5= + 1 o(3), alors on a pour k assez grand

() el i

_k(1+%ln%+%o(%))(ﬁ)% +kl—1

~InLC 4 (ﬁ)k_ (1n5C+ Lot - 0(%))] -1

=
-

~-0)()

2
R0 (1—C)[1+h’1m:|—1

Maintenant, choisissons C € (0, 1) telle que (1 — C) [1 +In ﬁ] > 1, par exemple
pourC=1,0ona

1-C k \)_1
- > —
p[( > k+1)]_2[1+ln4] 1>1,
pour k assez grand, et donc le lemme est établi. O

Dans leur papier [GuMa66], Gurariy et Macaev ont démontré que la suite (x*) e
est une base de Schauder de M}, équivalente a la base canonique de ¢' si et
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seulement si, A est lacunaire. Dans la proposition suivante, on donne une base
équivalente a la base naturelle de ¢!, pour certains espaces de Miintz M}, ou A
n’est pas lacunaire.

m\

Proposition 3.4.2. Soit la suite (Ny),2, définie par la relation de récurrence Ny, =

— 1z 2

N(ex+1,kNi) (comme dans la preuve du théoreme 3.2.2), avec 1+e) =0+

=~
Il

1

€) et soit A = Ny U U {(k = 1)Ni, kN}. Alors M} est isomorphe a €' et la suite
k=2
N (x(k‘l)Nk, XNk — x(k—l)Nk) est une base de Schauder de M/1\/ équivalente a la base

naturelle de *.

Démonstration. On définit 'application

T, : L([0,1]) — L'([0, 1]).
f(x) > NNt f (xNk).

Ty, est une isométrie surjective, avec Ty, (span{xk‘l,xk}) = span {x"Nk‘l,x(k”)Nk‘l}.

En effet, en effectuant le changement de variable u = xNe, on a:

1 1
reol, = [ ikaNk—lf(xNk) dx= [ 1700l = 17,

On définit I'application T par Ty!(f)(x) = 1k f (XNLk) pour x € (0,1].

De méme, on a || I_vk f)”1 = |Ifll1, donc Tl_vk est bien définie.

L, e e -1 _ -1 _ . . L . . .
Elle vérifie TNkoTNk = TNkoTNk = I; donc Ty, est une isométrie surjective.

Maintenant, Soit X = (span{ 1} + Z span {xk_l, xk}]
k=1 ()

et
- s { Ni=1 (kDN p kN1 e > 2}.

On définit T par
T:X—>Y

P = Y, Tnpic).
k=1
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D’apres le théoréme 3.2.2, T est un isomorphisme, et par la Proposition 3.1.2,
: . 00 k-1 ok
xT est un isomorphisme de (sp{l} + ) a1 SP {x Lx })([l) sur M} et donc, par le

lemme 3.4.1, la suite (le, (x(k‘l)Nk, xNe — x(k‘l)Nk):;) est une base de Schauder de

M} équivalente a la base canonique de ¢'. o

3.5 Espaces de Miintz complémentés dans L}, et iso-

morphes a (!

Définition 3.5.1. On dit qu'une famille des fonctions de L'([0, 1]), F = { fi:j €N}
est relativement disjointe si

sup Il < oo

jEN
et sil existe des constantes 0 < € < §, et une famille d’ensembles mesurables
disjoints E; C [0, 1] telle que

Lj Ifi(xX)ldx > 6 et i j; Ifi(x)ldx <€, j€N.

i=1,i#j ~ i

Lemme 3.5.2 (Ro73, Prop.3.1). Soit F ¢ LY([0, 1]) une famille des fonctions relative-
ment disjointes. Alors F est équivalente a la base naturelle de €'. En plus span(F) est
complémenté dans L'([0, 1]).

Le résultat suivant a déja été prouvé lorsque A; = m/, m > 8 (voir [GER098,
Lemma 11]). Nous allons améliorer légerement ce résultat :

Théoréme 3.5.3. Supposons que A = (A))2, soit une suite de nombres réels positifs
vérifiant Ajq/A; > r > 4.5. Alors, il existe jo > 0 tel que la famille des fonctions {(A; +
1)xY 2 j > jo) soit relativement disjointe dans L*([0,1]) et donc M est complémenté
dans L1([0, 1]).

2

2z _2
A M]-

Démonstration. Soit E; = (e_ i e ), alors

2(4j+1) 204 +1)

f(/\j+1)fodx =e i —e 7
E;
2(/\j+1)
— 2
>e i —e? — e —e 2

j—+oo
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Comme ¢~7 — ¢~2 €l3,1[, donc il existe 6 €13, 1[ et jo > 0 tel que pour tout j > jo,
ona

f(A], +DxNdx >0 et Z f(/\j + DxMdx <1 -6.

Ej i=1,i#j Y Ei

En choisissant € = 1 — §, alors {(/\j + 1Y j > jo} est(d, €)-relativement disjointe,
ensuite par le lemme 3.5.2, M}, est complémenté dans L*([0, 1]). i
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3.6 Espaces de Miintz dans L*

Dans cette section, on considere les espaces de Miintz M’[’\ dans L7([0,1]),
p € IN*, on généralise au cas L’([0, 1]) certains des résultats précédents. Nous
construisons un espace de Miintz possédant une FDD (Finite Dimensional De-
composition) dont les sous-espaces sommés sont isométriquement isomorphes
N _ " P,
aF,=s9p {x }k:l, plus précisément

M/’i = (i Fn)([p) .

n=1

En particulier on peut construire des espaces de Miintz dans L/([0, 1]) isomorphes
a {7, et ainsi possédant une base de Schauder.
On commence par un lemme technique qui généralise le lemme 3.2.1 de la section

2.

Lemme 3.6.1. Soit p € IN*. Alors pour tout € > 0 et tout m € IN, il existe un entier
positif N = N(e, m, p) qui dépend seulement de €, m and p (mais pas de P ou Q) tel que

(1 - ) (IPeo + HQ(xN)H:f <fP@+e()| o

==

[Peo+ ()], < @+ (ipeay + [ () @

pour tous P, Q € span {1,x,x?,...,x™} avec Q(0) = 0.

Démonstration. Soit (Ni);2, une suite croissante d’entiers positifs vérifiant Ny > m

On fixe A,, = {1,2, ..., m} U U{Nk, 2N, ..., kN
k=1

Soit P, Q € span{l,x,x%, ..., x"} avec Q(x) = Z qjxj. Alors pour tout a € (0,1) et
j=1
tout N € {N,,, N,u;1,...},ona:
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1-a

1-a m
f |Q(xN)|p dx < 2me-1 Z lg;P f xPNdx
0 0

j=1

o A\
< 2"V sup (lqjl(l - a)]N)

1<j<m
< c(a, m2"0 V2 |[P() + Q (M)

La derniere inégalité vient du fait que g; est le coefficient de ¥/ dans P(x) +
Q (xN) qui est un élément de M(A,,) et du théoréme 6.2.2 de [GuLu05, p.79]. Par
conséquent

[ lewp o< X D o o)) 0o

En revanche, nous avons

1
fl PEPdx < alPle < akP @) P, (%)

-
La deuxiéme inégalité provient du fait que || - || et || - [l; sont équivalentes sur
span{1,x, x?, ..., x™}.

Maintenant nous revenons a la preuve de notre inégalité.

Tout d’abord, nous allons prouver ceci :

(o Joe ) < oo e + 2]

p
Nous avons

j: |P(x) +Q(xN)|p dx > (% fol_a |P(x)Pdx — Ll_a Q(xN)r dx)
o[ e [ s
%( j; 1 IP(x)PPdx + fo 1 ’Q(XN)’p)dx
—(1 ; %)( fl _1 P(x)Pdx + fo a Q(xN)r dx).
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En utilisant () et (*+), nous obtenons cela
|Peo + @ (xN)”Z > % (1= (1+27) ak?(m)) (||P||5 +[e (xN)H:)

(1 5) T e+ o)

2r-1
D’ou

1 (14 5h) e

2r-1

1—(1+2r 1) aKe(m)

P+l ()] < 2 [Peo+ ()]

Alors en choisissant €’ tel que (1 + e’)fl’ < (1+e€), puis a tel que (1 + 27 _1) aKP(m) <

’ ) 1 (5(0{, m,p) e
<
o et enfin N € {N,, Ny1,...} tel que (1 + 2P—1) N S S ie

obtiendrons I'inégalité désirée :

, nous

)l <(1+e2?

(1Peoy + o (<) +Q() e

Nous commengons par la preuve de I'inégalité (1). Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que ||P(x) +Q (N )||p = 1, et il suffit de démontrer que

(1rco; + HQ(xN)HZ)” <(+e), (l+es 11?)

Pour celaona:

f; 'P(x) +0 (xN)'p dx
.l T prd - ZZ:‘ G [ Tt o) ax

l N[” S e [ N
+‘fl‘_a‘Q(x )‘ dx—kZ:(;Cp‘fl‘_an

Par I'inégalité de Holder

)‘k IP()Pdx.
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12|W@%ﬂ@&ﬂ£—ﬁgmmmplwa@W%x
p-1 1-a % 1-a %(
ol [ et

ki
L

En utilisant (#), (#+) et (* * *), nous obtenons

o(a, m,
1> 1Pl + ()| - akeoncrp) -
= a,m, ka i
CECH(p ( P ) CECH(p) (aKP () T .
k=0 k=0
Choisissons «a tel que
K (m)C(p) < <, Z@@WMWWES
4’ 4
Puis N € {N,,, N1, ...} tel que
da,mp) _ e Ky 6(a m, p) €

On obtient
(1Pco; + o+ H) (1+0)

Nous passons maintenant a la preuve de I'inégalité (2). Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que ||P(x) + Q (xV)|| = 1, donc il suffit de démontrer que
P PP q . q

@mmmﬂ@&%ﬁfza—a

Pour celaona:
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1 N p
fo [P+ Q (")) dx
I} ey I o) e ZZ; c [ oot ()

Par I'inégalité de Holder

v =o)L [ o) ([ ot o)

+Zc" (f IP(x) |de)§(fl_la'g(xw)‘pdx)¥.

En utilisant (%), (*+) and (* * *), nous obtenons

p=k
p

1< ||P(x)||5+HQ( H ZCkck ( amP))

p-1

* Z CECH(p) (@K (m))’ .

= I

Choisissons a tel que
p-1
k
CPC”(p) (aKP(m))r <
k=1

puis N € {N,,, Nyy41, ...} tel que

o 5(a,m,p)\7
k a,m,p €
k=1
On obtient
.
(ipea; + o)) = e
Cela termine la preuve du lemme 3.6.1. m]
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Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section, nous obtenons une
{P-décomposition de Schauder de l'espace M Pooot A = Ureq {Nk, 2N, ..., kNi}

kN,
(k=1)Ni

AL = Uieq Ax, oit A C {Ni, 2Ny, ..., kNj} vérifiant maxgcardAy < oo, AL est quasi-
lacunaire et Mi, est isomorphe a ¢¥. De toute évidence, la suite {N;, N, ...} des

n’est pas quasilacunaire ( — 1). Mais, pour tout ensemble de la forme

termes initiaux des blocs qui composent A, est lacunaire (Ny.1 > kNj). Fixons

AZ = {N1,N,, ...}, alors la suite (x™¥), est une base de Schauder de MK,,, (1+e)-

équivalente a la base canonique dans ¢¥. Donc, en un sens, notre résultat contient
la version L* du théoréme de Gurariy et Lusky [GuLu05, Théoreme 9.3.3].

Théoreme 3.6.2. Soit p € IN*. Alors pour tout € > 0, il existe une suite croissante
d’entiers positifs (Ny);2 , avec Ny.1 > kNy, dépendant seulement de € et p, telle que

MZE = (Z Pk] avec Fy, = sp{axe, x®e, ., xNe} et A, = U {Ni, 2N, ..., KN} .
(P)

k=1 k=1

Plus précisément, nous avons :

1-¢) [Z Hpk (xNk) :]” <Ifll, <1 +e€) [Z Hpk (xNk)

pour tout f € M KE avec une décomposition d'Erdos :

1
P P
14
()

flx) = Zpk (xNk), x€[0,1),  pi€span {1,x, X2, ..., xk}.

k=1

Démonstration. Soiter >0,k =1,2, ... tel que

(59

ﬁa te)<(1+e) et H(1 —e) > (1-e).
k=1

k=1
On fixe N; > 0 et on définit Ni;1 = N(€x+1, kNx) comme dans le lemme précédent.
Nous allons faire une récurrence sur n pour prouver :

n p n n
Yo (@) < [Ta+er [p ()
k=1 p k=1 k=1

n

[Ta-er Y (%)
k=1

k=1

4
<
4

SGY
14
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pour tout 7, et tout py € span {1, x,x%, ..., xk}.
Le résultat est trivial pour n = 1. Supposons que le résultat soit vrai pour n — 1,
c’est-a-dire

n—1 n—1 n—1 P n-1 n—1
(1 — &) Hpk (xNk) ' < Zpk (xN") < H(l + €x) Z Hpk (xNk)
k=1 k=1 A | = p k=1 k=1

Nous allons appliquer le lemme 3.6.1 avec

n-1
=Y pe(?), a0 =pux) e m= (=N,
k=1

Les degrés de p et q sont inférieurs a m, de sorte que les hypothéses du lemme
3.6.1 sont satisfaites. Ainsi,

n n n—1 p n
[la-ear), ”Pk N <a—er ¥ p(@)| + [[a-e|fp. (xN")Hp
k=1 k=1 P py p k=l p
n—-1 P
<1 -en)y Pk (XN") + ||pn (M) Z
k=1 »
n P
<2 pe(x)
k=1 )

n—-1 p
<(1+e) ‘ Pk (xNk) + [ () Z]

n—1
<(1+e) :_—[(1 + ) Pk (xNk)

< ﬁ(l + e Zn: Hpk (xNk)
k=1 k=1

et 'induction est complete.

=

Maintenant, soit f(x) = Z Pk (xNk) € leie' ol px € span {1, x,x%, ..., xk}.
k=1
Fixons p € (0,1), et considérons f,(x) = f(px) € M, .
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Par (1), nous avons pour tout n > 1

n

H(l — &) Zn: HPk ((Px)Nk)
=1

k=1

14
<
4

2 pe((p))
k=1

p

n

<]+ €k)PZ ‘Pk ((Px)Nk)

k k=1

— =

p
p

1l
—_

Nous pouvons maintenant laisser n tendre vers 1'infini pour obtenir :

1

pﬁ
p
1
p)’
P

(1-¢ (i (o) Z] <l <a+o [i (o)
k=1 k=1

Puis en faisant tendre p vers 1, nous obtenons :

(1-e) [Z Hpk (xNk) Z]” <IIfll, <1 +e) [Z Hpk (xNk)

On introduit I'application

T: Mig — [Z spiaNe, xNk, ...,kak}]
(€p)

k=1

fx) = gpk (%) — (pe(x)),

D’apres ce qui précede T est un isomorphisme, et comme ImT est dense dans
(o] N 2N kN . . . .

(Zk:l splaNe, x®Ne, L, x k})(ﬂ’)’ alors T est surjective ce qui termine la preuve du

théoréeme. ]

Corollaire 3.6.3. Sous les mémes hypothéses que le théoreme précédent et pour tout
ensemble de la forme AL = | Ui, Ax, avec Ax C {Ng, 2N, ..., kNi} vérifiant maxicard Ay <
oo, alors Mi, est isomorphe a {F. En particulier, si A = {N1, Ny, ...} la suite des termes
initiaux des blocs qui composent A, alors la suite (xNr), est une base de Schauder de

M}, (1 + €)-équivalente i la base canonique dans 7.
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3.6.1 Suites équivalentes a la base canonique de ¥

Ici, nous donnons une autre application du lemme 3.6.1 . On construit un espace
de Miintz possédant une base équivalente a la base canonique de 7. Rappelons
d’abord le lemme suivant.

On dit qu’une suite des entiers Nj est une suite rapide si elle vérifie

Ny 2 12 2
—— >2N: k(k—1 1 <N; <Ns...
logNk+2_ k-1 ( )/ < 1 < Na...,

Lemme 3.6.4 (Ne84, Lemma 3). Soit Ni une suite rapide avec Ny = 0. Supposons que
A = Upeq{Ny, 2N, ..., kNy}, alors on a

N

WACY

k=0

<2flle, VYNeN

(o)

pour tout f € M avec une décomposition d'Erdos :

o

flx) = Zpk (xNk), x€[0,1),  pi€span {1,x, X, ..., xk}.

k=0
Lemme 3.6.5. Soit Ny une suite rapide avec Ng = 0 et A = |Up1{N, 2Ny, ..., KN4},
alors la série Z Pk (xNk) converge uniformément sur [0,1] vers f, pour tout f € M

k=0
avec une décomposition d'Erdos :

(o]

flx) = Zpk (xN"), x€[0,1),  pi€span {1,x, X, xk} .

k=0

Démonstration. On définit I'opérateur

QNZMXO I—)MXO

fl) = i pie() = ) p ().
k=0 k=0

D’apres le lemme précédent, Qy est un opérateur borné avec sup,, [|Qnll < 2.
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Soit € > 0 et f(x) = Z Pk (xNk) € My, alors il existe un polynome P € M, =
k=0

No
span {x" ‘A E A} tel que ||f — P|| < €, ott P est de la forme P(x) = Z Gk (xNk).

k=0
Pour tout N > Ny on a donc P = Qn(P), d’ou

If = Qupll < [If = Pl + 1P = Qu®)ll + ||Qn(f = P)| < 3e.

N

Ainsi On(f) = Zpk (xNk) converge vers f uniformément sur [0,1], par suite
k=0

f@ =} pe(x) x 0,11, 0

k=0

Remarque 3.6.6. En fait on peut remarquer que si la suite A est lacunaire, alors d’apres
le théoreme de Hardy-Littlewood, le lemme précédent est toujours vrai et la série de la dé-
composition d'Erdds d’une fonction f € M°, converge vers f uniformément sur [0, 1], ce
quin’est pas applicable pour la suite dans le lemme précédent, A = | Ji_1{Nk, 2N, ..., kN}
car cette suite n'est pas lacunaire (elle n’est méme pas quasilacunaire).

Théoréme 3.6.7. Soit N une suite rapide. Supposons que A = |Jioq{(k — 1)Ni, kNi},

(o]

alors la suite formée de 1 et de (kak+1 — xU*=DNe Jex kN — kx(k‘l)Nk) est une base de

Schauder de MY’ équivalente a la base canonique de cy.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, toute fonction f € M s’écrit sous

(o9
la forme f = Z fi ot la convergence est uniforme.

k=1
Notons fi(x) = agx®DNe + bk ; alors Z(ak +by) = Z £(1) < oo.
¥=0 k=0

b
D’abord on veut démontrer que ?k — 0.

La série Z(uk + by) converge ; donc d’apres le théoreme d’Abel la série Z(uk +
k=1 k=1

bye)x kDN converge uniformément sur [0, 1]; par suite la série

Z by (kak — x(k_l)Nk) = Z ( fie(x) = (ar + bk)x(k_l)N") converge uniformément sur

k=1 k=1

[0,1], on déduit que ku (kak - x(k‘l)Nk) — 0.

0o k—o00
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Soit Qx(x) = by (kak - x(k‘l)Nk), alors

o[l -(5)

k-1

Qe =

k k k k—o0

Pour s; = ay + by, on définit I'application

T: MP
f = ifk = [i Sk, bl’isk’ %,...,isk, %, .
k=1 k=1 k=2 k=i

Les coefficient a; et by sont uniquement déterminés par f, alors d’apres ce qui
précede T est une application linéaire bien définie.

T est continue. En effet :

i1
D’apres le lemme 3.6.4on a: ka §2||f| » donc
=1 loo
o0 i i1
Yol=lfm-Y o <|fo|+|} A0
k=i k=1 k=1
i1
<lIfl+ XA =<3l
=1 oo

Et,

B, e o)
1

= 2[fi(x) = (@ + by) x|
< 2(4 1]l + lai + bil)

<8]f]., +2[f@] < 16]1].
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Alors on a

||T(f)||c0 = max [spp , sup ) < 16||f||

2.
k=i
Par suite T est continue.

T est trivialement injective.

Soit T~! : ImT — Mg, alors T-! est continue. En effet

Comme A est une suite quasilacunaire, alors on peut appliquer le résultat de
Gurariy et Lusky, ((GuLu05], Théoreme 9.3.1) : Il existe une constante d > 0, telle

|

que

I7ll.. =

5

< d(sup ||fk(x) - fk(l)x(k_l)l\lk||0o + sup
k i

Zl: fir(1)
k=1

|

pour tout f € M de la forme f = Z fr. Ce qui implique que
k=1

Il < d[sup ku (1 — b0
k

Z (ax + br)
k=1

ch ] <4d|T(f),

k=i

+ sup

%) .
1

<d [suplb—k| + 2sup
vk i

Alors T! est continue.

T est surjective car T(1) = 1, et pour tout i > 1, T(—ix(i‘l)Nf +ixiNf) = ey,

T (—x(i‘l)N" + xiNf“) = ey41 donc (¢); € ImT. Comme T~' est continue, alors
ImT = ¢y, par suite T est surjective et donc c’est un isomorphisme. O
P ) P

Proposition 3.6.8. Fixons e >0, p € IN". Soit (Ny),2, une suite définie par la relation
de récurrence, Niy1 = N(€xs1, kNi) (comme dans la preuve du Théoreme 3.6.2), avec

o

H(1 +e) < (1+6)et ﬁa —e) > (1—e).

k=1 k=1

Soit Ac = N, U U {(k = 1)Ny, kNy}, alors M/’Ze est (1 + €)-isomorphe a
k=2

(Z’til Sp {x(k_l)Nk’ kak})(ep)

de Schauder de M ie, équivalente a la base naturelle de (*.

[ee)
, en plus la suite x™1, (x(k‘l)Nk, xNe — x(k‘l)Nk) est une base
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Démonstration. D'apres le théoreme 3.6.2, M est (1 + €)-isomorphe a I'espace

(Z;‘E‘;l sp {x(k—l)Nkl kak})

x(k—l)Nk)“’

. Donc pour démontrer que la suite x™, (x®DNe, Nk —
()

estune base de Schauder de M} , il suffit de démontrer que la constante

de la base (x(k‘l)Nk, Nk — x(k‘l)Nk) de I'espace span” {x(k‘l)Nk, kak} est bornée indé-
pendament de k.

Autrement dit, il suffit de démontrer qu’il existe une constante C > 0, indépen-
dante de k, telle que pour tout a, b € C, nous avons I'inégalité suivante :

[[ax=DNH” < € ”ax(k‘l)Nk +b (ka" — x(k‘l)N") "
p p

1 1
plk— DN +1 k50 (k—1)N;
qu’il existe ¢ > 0 indépendant de a et b, tel que :

(k—l)Nka - alors il suffit de démontrer

Comme ||x

p
(k-1 Nkf 'ax(kl x(k DN _ kak) dx > ¢

En effectuant le changement de variable u = x*~DNk. Alors on obtient

P du
dx—f|a— byu + bu' e ———
TR

donc il s’agit de montrer que pour touta, b € C: (a,b # 0).

f ‘a— by + bu'+ |

ot ¢, est une constante indépendante de a et b.

(k= 1N, f |ax(k N x(k DN _ kN

du

1
*DN,

> ¢y lal’ .

On distingue deux cas :

(1)Si|b|s|a|:A:ZeE,-donc:

1
1 |P du du
f l(a — b)u + bu' e py— = |af’ f | 1— Au+ Aut+e —1,
0 u' TN u! TR

et par le théoreme de convergence dominée

du ! 1
f ‘(1 M+ Aute| ——— — | W ldu==>¢, >0,
l/ll (=7 k—o0 0 p

1
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uniformément en A € D.

(2)Si|b|2|a|:)\—g e D; donc:
du ! P du
f‘”‘ by + but | i =I19I*’f|()\—1)u+1«t1+m -
1(k1)k 0 ul—m

et par le théoreme de convergence dominée

1
s du |A)
f'(A—l)u+u“ﬁ — fm p " > ¢, |AP >0,
0 (k 1)Nk k—o0

uniformément en A € D.

Alors pour k assez grand, on a 1'inégalité désirée

du
f|u— byu + bu'* e —>Cp|bl|p,
1

DN,

pour touta, b € C, avec ¢, ~

Maintenant on définit I'opérateur

T: M/’; -
X) = i (akx(k—l)Nk + by (x(k—l)Nk _ kak)) N (Elk ||x(k—1)Nk||p by ||x(k—l)Nk _ kak”p) )
k=1 k

D’apres ce qui précede et le théoréme 3.6.2, T est continue et

[Tl = @+ecifl,.

(o]

Soit f(x) = Z (akx(k‘l)Nk + by (x(k‘l)Nk ka)) e M*, alors
k=1

I < ep Y ot o b (st - e
k=1

p

p

(o)

<211 + ey Z (Hakx(k_l)Nk”Z + ku (x(k_l)Nk — kak)
k=1

)
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Donc ||f||p <2(1+e¢) ||T(f)

. » et T est un isomorphisme surjectif.
P
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Chapitre 4

Norme Essentielle des Opérateurs de
Composition a Poids

Le but de ce chapitre est d’étudier les opérateurs de composition a poids, sur
les espaces de Miintz. Ce chapitre se compose de deux parties. Dans la premiére
partie on étudie ces opérateurs sur M7 et dans la deuxieme partie on on fait une
étude similaire dans M.

4.1 Norme Essentielle sur Mj’\"

41.1 Résumé

Dans cette premiere partie, on discute du probléme de la compacité des
opérateurs de compositions a poids, définis sur 1'espace de Miintz M?. Nous
calculons la norme essentielle de tels opérateurs sur les espaces de Miintz. En
corollaire, on obtient la valeur exacte de la norme essentielle des opérateurs de
composition et de multiplication.

4.1.2 Introduction et Notation

Partout dans ce chapitre, C désigne 'espace de Banach des fonctions com-
plexes continues sur [0, 1], muni de la norme sup, ||fllp1 = sup,qqq; |f(*); plus
généralement si A C [0, 1] nous écrirons, ||f|l4 = sup ., [f(x)].

Dans tout le chapitre ¢ : [0,1] — [0, 1] est une application continue, E = ¢~'({1}),
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etdE = E \IC:L la frontiere de E dans [0, 1]. L'opérateur de composition C,, est défini
par Cy(f) = fo . Etant donné Y, une fonction continue sur [0, 1], on considere
'opérateur de multiplication 7, défini par 7 (f) = f - .

La norme essentielle d'un opérateur T est la distance de T a I'espace des opéra-
teurs compacts et il est défini comme suit : ||T||, = inf||T — S|| ot I'inf est pris sur
les opérateurs compact S.

Nous allons donner une estimation précise de la norme essentielle de I’opérateur
Ty o C, définit sur MY en terme des valeurs de ¢ et i (voir Théoréme 4.1.13).
Comme un corollaire nous déduisons que la norme essentielle de C,, définie sur
MY vaut 0 ou 1, et la norme essentielle de 7, définit sur M est [1)(1)].

4.1.3 Résultats Préliminaires

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés sur la géométrie des
espaces de Miintz.

Proposition 4.1.1 (Bounded Bernstein-Type Inequality, [BE95], p.182, E.5.b). Soit
A = (M), une suite croissante de nombres réels positifs vérifiant Y,;°1 1/A; < 00, Ag = 0
et Ay > 1. Alors, pour tout € € (0,1), il existe une constante c. dépendant uniquement
de €, et (A;)72, (mais pas du nombre de termes en p) tel que

P’ lli0,1-e1 < Cellp(O)lIL,
pour tout p € span {xAO,xAl, }

En combinant la proposition précédente avec le théoréme d’Arzela-Ascoli (voir,
par exemple, Rudin [Ru87]), on déduit facilement le corollaire suivant qui sera
tres utile par la suite.

Corollaire4.1.2. Soit A = (A;)32, une suite croissante de nombres réels positifs vérifiant

i%<oo

=1

Supposons que (f,), C span {xAU, xM, } avec || fullo,1) < 1 pour tout n € IN.
Alors il existe une sous-suite ny, telle que f,, converge uniformément sur tout compact
de [0,1).
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Démonstration. Soit (f,)>, C span {xAO,xAl,...} telle que [|fullo1; < 1. Soit € > 0.
D’apres la proposition précédente, (f,), est une suite bornée, équicontinue sur
[0,1 — €], alors par le théoreme d’Arzela-Ascoli, on peut extraire une sous-suite
uniformément convergente sur [0, 1 — €].

Par récurrence, on construit des ensembles infinies S; d’entiers, S > S, D ..., tels
que (f,) converge uniformément sur [0, 1 - %] lorsque n — oo dans S;. Le procédé
diagonal fournit un ensemble infini S tel que lorsque n — oo dans S, la suite (f,)
converge uniformément sur tout compact de [0, 1). m]

4.1.4 Opérateurs de Composition sur M7

Dans cette sous-section, nous considérons les opérateurs de composition définis
sur les espaces de Miintz. Beaucoup de chercheurs ont été intéressés par ces
opérateurs. Ils ont été étudiés dans le cas d'un espace Banach X invariant par
ces opérateurs. Parmi ces espaces, il y a les espaces de Hardy H?, les espaces de
Bergman, et les espaces de Bergman-Orlicz et récemment les espaces de Hardy
Orlicz étudiés par P. Lefevre, D. Li, H.Queffélec et L. Rodriguez-Piazza [LLQRO7].
Nous sommes intéressés par les questions de continuité, faible compacité, com-
pacité et le calcul de la norme essentielle de ces opérateurs et beaucoup d’autres
questions.

Dans la suite, nous verrons qu’en général un opérateur de composition n’envoie
pas un espace Miintz dans lui-méme. Pour cette raison nous considérerons des
opérateurs définis sur un espace de Miintz a valeurs dans l'espace de toutes
les fonctions continues sur [0,1]. En fait, un espace de Miintz est envoyé (par
un opérateur de composition) dans un autre type d’espace de Miintz. Nous
spécifierons ce phénomene.

Nous commengons par donner un exemple d'une fonction continue ¢ tel que
Im C, n’est pas inclus dans M.

Lemme 4.1.3. Soit A = (A);2,, une suite croissante de nombres réels positifs vérifiant
Y1 1/ Ak < 00, p(x) =ax" avecn >0et0 <a < 1.

3

Alors C, envoie MY dans MY si et seulement si A = A{1,n, n%,n3,...}, ce qui est

équivalent a nA C A.

Démonstration. Pour n = 0 ou 1, le résultat est trivial. Donc on suppose que n > 2.
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Soit A C N telle que A = A - {1,n,n2,13,..}. Soit f(x) = YL, mx™ € M(A) =
spanfx™ : k = 0,1,...}, alors C,(f) = Y apatxe e MY, car Cy(f) € CetnAi € A
pour tout Ay € A.

Maintenant par la continuité de C,, et la densité de M(A) dans M7 on déduit que
Cp(MY) € M.

Inversement si Cy,(f) € MY pour tout f € MY, alors Cp,(x*) = a*x™ € MY pour
tout k € IN ainsi, par le théoreme de Miintz, on a nA; € A pour tout k € IN ce qui
implique que nA C A. O

Lemme 4.1.4. Soit A = (/\k)k o
Ye1 1/Ax < oo. Soit @ : [0,1] — [0, 1] une application continue de la forme @(x) =

une suite croissante d’entiers naturels vérifiant

ax" + bx™ (a,b # 0,n < m) et soit C, : MY — C l'opérateur de composition défini sur
MZ.
Alors il existe f € MY tel que Cy,(f) &€ MY.

Démonstration. Enécrivant ¢(x) = ax"(1+2x"™"). Sans perte de généralité, on peut
supposer que ¢(x) = x*(1 + ax') ot [ > 0. Procédons par ’absurde et supposons
que C,(x*) € MY pour tout k € N.

Alors,

Ak Ak
A\ A\
Ak — HAE INAg — LAy k) i il _ k) i il+nAg 00
Co(x™) = x"* (1 + ax)* =x Z(i)ax —Z(i)ax € MY.
i=0 i=0

Alors d’apres le théoréeme de Clarkson-Erdos, il + nA; € A pour tout k € IN et
pour touti =0,1,..., A
Maintenant pour A assez grand on a,

! ! 1 1 1. n+1
> 1 1 - .
; il+nde 1 par i+nd = l(ln(n + DA —In ”/\k) 7 ~In

Donc, en choisissant une sous-suite (/\kj)]- de (A)k tel que les éléments il + n/\kj,
i=0,1,.., /\k]., j=0,1,..., 00 sont distincts, on a,

= 1 1
ZA Zzzl+n)\k ;7 ”;'1'

AEA i=0

cela conduit a une contradiction. O
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Lemme 4.1.5. Soit A = (Ay);2,, une suite croissante d’entiers naturels vérifiant
Yo 1/ Ak < o0. Soit @ un polyndéme, @(x) = Y.yax' avec a; > 0 pour tout i > 0
telle que ||plljo,1; < 1 et au moins deux coefficients sont différents de zéro.

Alors Im C,, n'est pas inclus dans l'espace de Miintz M.

Démonstration. Soit r = inf{i > 0 : a; # 0}, et s = inf{i > r : a; # 0}. Alors on a

@(x) = a,x" + bx* + ... (a,,bs > 0), s > 7.
Ak

Supposons que Cy(x*) € MY pour tout k € IN. Alors Cy(x') = (Z?:o aixi) =
(@ + mx)™ + R € MY pour tout k € IN, ot R est un polynéme a coefficients
positifs. Il n’y a pas de simplification entre les coefficients de (a,x" + bx®)* et
celui de R puisque les a; sont positifs ; ce qui implique que (a,x" + box*)" € M3,
par le théoreme de Clarkson-Erdos.

r ’ bS °
Alors C;, envoie MY dans MY ol (x) = % ; et par le lemme 4.1.4 cela

conduit a une contradiction. O

Notons quesiK C [0, 1] est un compact de mesure positive, le théoréme de Miintz
reste vrai dans C(K). Plus précisément, 'espace M(A) = span{x* : k = 0,1,...},
est un sous-ensemble dense dans C(K) si et seulement si )., Aik < oo. En plus,
si on a la gap condition inf{Ay — Ay : k € IN} > 0 et si rx = sup{x € [0, 0) :
m(K N (x, 00)) > 0}, alors chaque fonction f € C(K) dans la fermeture de M(A) sur
K est de la forme f(x) = Y. o0p axx™, x € KN [0, k), (voir [BE95, Théoreme 6.2.1]).
En utilisant ce résultat nous pouvons déduire le théoreme suivant.

Théoreme 4.1.6. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction continue non constante, A =
(Aw);2, une suite croissante de nombres réels positifs avec Ag = 0.

Alors M = span{p(x)™ : k = 0,1,...}, est un sous-ensemble dense dans C si et
seulement si @ est strictement monotone et

i 1

— =

= M

Enplus si Y04 Aik < oo alors, M$™([0,1]) = spanf{p(x)™ : k = 0,1, ...} est isomorphe i
MZ([0, 1]).

Démonstration. Soit [a,b] C [0,1] (a < b) tel que ¢([0,1]) = [a,b]. Deux cas se
présentent :
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1. Si @ est strictement monotone alors C,, : C([a, b]) — C([0, 1]) est une isomé-
trie surjective, et C, (Mj\" ([a, b])) = MT\’W([O, 1]).
Donc, span{p(x)* : k = 0,1,...} est dense dans C([0,1]) si et seulement si
span{x™ : k= 0,1, ...} est dense dans C([a, b)) si et seulement si ), Alk = 0.

2. Si @ n’est pas strictement monotone alors elle n’est pas injective par suite
I'isométrie C,, : C([a, b]) — C([0, 1]) est non surjective (f(x) = x n’admet pas
d’antécédent) alors Mi n’est pas dense dans C([0, 1]).

Maintenant soit T, : MY ([a, b]) — MY ([%, 1]), f(x) = fo(x) = f(bx). T}, est une iso-
métrie surjective, et par la Proposition 3.1.2, MY ([;—]‘, 1]) estisomorphea M7 ([0, 1])
et donc MY ([a, b]) est isomorphe a M7 ([0, 1]). ]

Le théoreme suivant montre la trivialité du probléme sur 1'espace C.

Théoréme4.1.7. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction continue, C, : C — Cl’opérateur
de composition sur C. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. C, est un opérateur faiblement compact.
2. C, est un opérateur compact.

3. @ est constante.

Démonstration. Les implications 3 = 2 = 1 sont triviales, donc il suffit de dé-
montrer que 1 = 3.

Soit K = ¢([0,1]). Nous procédons par l'absurde, supposons que C, soit un
opérateur compact (respectivement opérateur faiblement compact) et que ¢ n’est
pas une constante, alors il existe a4,b € [0,1] aveca # b et K = [a,b] C [0,1]. On
considere I'opérateur 0 : C(K) — C défini par O(f) = fop. C’est une isométrie.
Maintenant si C,, est un opérateur compact (respectivement opérateur faiblement
compact) alors, 0 est un opérateur compact (respectivement opérateur faiblement
compact), donc la boule unité de C(K) est compacte (respectivement faiblement
compacte). Cela impose que C(K) soit de dimension finie (respectivement C(K)
est un espace de Banach réflexif). Ainsia = b et donc K = {a}, ce qui donne une
absurdité et donc ¢ est une constante. O
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4.1.5 Opérateurs Compact sur M?

Dans cette section, nous allons démontrer que I'opérateur 7, o C,, est compact si
et seulement si jpr =0, E = (p‘l({l}). D’abord nous rappelons le théoreme 2.2.8
du chapitre 2 qui montre 1’équivalence entre la compacité, faible compacité et
complete continuité des opérateurs définis sur les espaces de Miintz.

Théoreme 4.1.8. Soit (Ay);2, une suite de nombres réels positifs distincts vérifiant
Yie1 1/Ak < co. Soit Y un espace Banach et T : MY — Y est un opérateur borné. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. T est un opérateur faiblement compact.
2. T est un opérateur compact.

3. T est un opérateur de Dunford-Pettis.

Théoreme 4.1.9. Supposons que0 < Ay < Ay < ... et Yoy 1/A; < 0. Soit ¢ : [0,1] —
[0, 1] une fonction continue, et 1 € C.

Alors I'opérateur Ty o C, : MY — C est compact si et seulement si Yj5r = 0. (par
convention Y, = 0).

Démonstration. Supposons que Y)5c = 0, nous allons démontrer que 7, o C,, est
compact.
Soit f, € MY tel que || fullo < 1. D’apreés le corollaire 4.1.2, il existe une sous-suite

1, tel que f,, converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de [0, 1)
vers f,avec f € C([O,l)).

Comme |f,, (1)| < 1, il existe une sous-suite 7, tel que ( o, (1))1 converge vers un
certain a € C. Maintenant on définit f(1) = a, de sorte que f est définie sur [0, 1].
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que f, (1) — f(1).

Soit h = (f o @) - . La fonction h est bornée sur [0, 1]. Nous allons démontrer

que ||‘7'¢ o Cy (fu,) — h”[o gy~ 0 quand k — +oo, ce qui impliquera que h =
]11_%10 Ty o Cy (fy,) est une fonction continue sur [0, 1] et donc 7 o C,, est compact.

Soit € > 0. Comme 1) est une fonction continue sur [0, 1], elle est uniformément
continue sur [0,1] : alors il existe 6 > 0 tel que pour tous x,y € [0,1] avec
Ix —yl <6, onalP(x) —Y(y)l < e. Soit Ks = {x € E;d(x,dE) > 5}. Il est clair que
Ks = {x € (]%)C ;d(x,dE) > 5} et donc K; est un sous-ensemble compact de [0, 1].
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”T#’ ° Cy (fu) - h”[o,u =

max {[[(f = o) ¥l () = FO)- ¥}

Ec’
Le premier terme est majoré par :

1= D o9) ¥l <= Ho@) Pl + o= How) -y

E\Ks

< ||fnk - f @(Ks) ”l‘b”w +2 ||l‘l}|

Ee\Ks

Comme ¢(K5) est un sous-ensemble compact de [0, 1), alors || i ”@(Ka) — 0,
quand k — oo. Si x € E°\ K, alors il existe y € JE tel que |x — y| < 6 et donc
[P ()] = [9(x) = P(y)l < € car Y(y) = 0.

Ce qui implique que ||(( foo—f)op) -y

Pour le deuxiéme terme, nous avons :

G = F@) - 9, < £ @) = FO[ Il — 0.

£ < 3e pour k assez grand.

Alors,

Ty o Cqp(fur) — h”[o ;y — 0 quand k — co. Donc 7y o C,, est compact.

Inversement, supposons que 7, o C, soit compact. La suite (xA" )n appartient a

la boule unité de M7, donc il existe une sous-suite 7y tel que 7, o C, (XA"k) - h,
ouh € C.Six € E alors p(x) = 1 et h(x) = P(x). Si x € E° alors ¢(x) < 1 et
h(x) = im ¢(x) - p(x)" = 0.

Comme JE = ﬁﬂ Eethp =0,0na h@ = 0 donc hygr = 0, mais h(x) = P(x) si
x € JE, alors ¢ 5 = 0. m]

Corollaire 4.1.10. C, 07, est un opérateur compact sur MY si et seulement si (1) = 0
oul ¢ Imqou @ =1 /(c-a-d ssi C, compact ou Ty compact ).

Démonstration. Soit f € MY, Cy, 0o Ty(f) = (f o @) - (Y 0 ¢) = Tyop © Cy(f), alors
Cyp 0Ty =T yop © C,, et donc par le théoréme précédent C, o 7, est compact si et
seulement si 1 © @|5,-1(1)) = 0, ce qui est équivalent a (1) = 0 ou ¢~ '({1}) = @ ou
(1) =[0,1]cca-dp =1. o

Corollaire 4.1.11. Ona,

1. C, est compact sur M si et seulement si ||¢llo <1 0u ¢ = 1.
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2. Ty est compact sur MY si et seulement si (1) = 0.

Démonstration. Nous appliquons le théoréme 4.1.9 avec ¢(x) = x, alors 7,0 C,, =
Ty, donc T, est compact si et seulement si ¢ gr = 1) = P(1) = 0.

Si =1, alors 7y o C, = C, donc C, est compact si et seulement si 15z = 0
équivalent a JE = @) équivalent a [|p[l < 1ou @ = 1. O

Corollaire 4.1.12. Soit C, : MY — C. Les assertions suivantes sont équivalentes.

C,, est un opérateur faiblement compact.
C,, est un opérateur compact.

C,, est un opérateur de Dunford Pettis.
lpllo <1ou g =1.

C,, est un opérateur nucléaire.

C,, est un opérateur intégral.

NS ks =

C,, est un opérateur absolument sommant.

Démonstration. Clairement les équivalences 1 & 2 < 3 & 4 découlent du Théo-
reme 4.1.8 et le Corollaire 4.1.11.

Nous montrons que la condition 4 implique la condition 5.

Si [lplle < 7 < 1, alors Cy(f)(x) = LiZoax(f)p(x)"; pour tout f € MY avec une
décomposition d’Erdés : f(x) = Y pooax(f)x™; x € [0,1).

Notons que la série Y, ax(f)@(x)* converge uniformément sur [0, 1] (|l¢]l < 1).
Donc Cy(f) = Yoo @)™

Soit x; : MY — C définie par x;(f) = ax(f).

D’apres la proposition 3.1.1, pour tout € > 0 il existe c. > 0 tel que

(NI = €)™ < cellfllw,

pour tout f = ¥,2 ar(f)x* € MY. En choisissons € = (1 - W), ona

00 ) Ak 00
A LS %
kZ:'O‘ |(P k||w§;:cl_\/;(1_(l_ \/;)) cl_\/;kzz;‘r < 400

Alors on a pour tout f € MY, Co(f) = XiZo X (f)p™ avec Y12
ce qui implique que C,, est un opérateur nucléaire.

Xk

X; |(pAk||‘>o < +00,
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Les implications 5 = 6 = 1 sont toujours vraies pour tout opérateur T : X — Y
(voir [Wo91, IILF 22]). O

4.1.6 Norme Essentielle sur M;’;’

La norme essentielle de 7 o C,, est
17y o Cylle = inf{||7Ty o C, — S| : S est un opérateur compact sur M7}

Il est clair que 7, o C,, est compact et si seulement si sa norme essentielle s’annule.

Le résultat suivant donne la valeur exacte de la norme essentielle de 7, o C,.

Théoréme 4.1.13. Supposons que 0 < Ag < Ay < .., et Y23 1/A; < oco. Soit ¢ :
[0, 1] — [0, 1] une fonction continue, et 1 € C.
Alors [Ty o Cylle = [[{lloe = sup {[{(x)| : x € JE}.

Démonstration. Pour démontrer I'inégalité : ||77 o Cyll. < [[{lloe, il suffit de dé-
montrer que pour tout € > 0 il existe une fonction continue . tel que 7, o C,, est
compact (équivalent a (), , = 0 par le théoreme 4.1.9) et [Ty 0 Cp — Ty, 0 Cyll <
€ + [[llo-
Soit € > 0. Comme ¢ est continue sur [0, 1], et donc uniformément continue
sur [0,1], alors il existe une constante 6 > 0 tel que pour tout x,y € [0,1] avec
Ix —y| <6, onalpx)—yP(y)l <e.
Soit Qs = (JE + (=6,0)) N[0, 1], Qs est un ouvert de [0, 1], et soit Ks = Qf. Comme
JE et K; sont deux sous-ensembles fermés disjoints de [0, 1], il existe /s continue
telle que (i) g = 0, (hs)x, = 1et0 < hs < 1.

d(x, JE)
d(x,Ks) + d(x,dE)
Maintenant soit 1. = hs.1p. On a

Par exemple : hs(x) =

1750 Co= Ty 0 Coll =Ty 0 Gl
<Y = Yelloo = I(1 = Ba)llo = 1I(1 = ho)llo,
< llla,-
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Six € Qs = (JE+(=0,0)) N [0,1], alors il existe y € JE et a € (=6,0) tel que
x = y+a,donc |x —y| < 6 et par la continuité uniforme de 1, ona [(x) —¢Y(y)| < €

donc [ (x)| < [P(x) = pW)| + [P(y)l < € + [P(y)l et donc [[Ylla, < [l + €.

Alors [|Ty o Cylle = inf{||Ty o C,, — S| : S est un opérateur compact sur M7}

<7y o Cp =Ty 0 Coll < lWlloe + €

Nous obtenons : [|7, o Cylle < ll¢)lloe-

Inversement nous allons démontrer que |7 o Cyll. = [[¢lloe.
SidE =0,0ona¢@ =1oull¢|lw < 1alors d’apres le corollaire 4.1.11, C, est compact
ce qui implique que 7, o C, est compact, par suite |7, o Cyll. = 0 = [[i)ll5 -

Nous supposons maintenant que JE # 0.

Soit § : MY — C un opérateur compact.

Nous voulons montrer que ||7 o C, — S|| > sup [(x)|.
xedE

Soit f,(x) = 2x* -1 € MY.Ona:||fylle = 1, f, fixe 1 pour toutn € N, et f,(x) = -1
quand n — oo pour tout x € [0,1). Comme S est compact et ||f,llo = 1, alors il
]':

existe une sous-suite { f”/} et f € Ctel que lim |IS(f,,,) — fIl = 0.
j—o0

Ona:limsup||(7y o C, = S)(fu)lle = sup [1P(x)]. En effet :

j—o0 xedE

1Ty © Cp = S)(fullo 2 1Ty © Co(fur)) = fllew = 1S(fi)) = flleo,

ce qui implique que

lim sup (75 © C, = $)(fi)llw = limsup 175 0 Cy(fy) = fll

]—)OO ]—)OO

Maintenant, il suffit de démontrer que limsup |77 © Cy,(f,;) = flleo = sup [P(x)].

j—oo xedE
Comme ) € C, et JE est un sous-ensemble compact de [0, 1], alors [(x))| =

sup [¢(x)| pour un certain point xy € JE. Le fait que f,(x) —» —1 quand n — oo
xedE
pour tout x € [0,1) implique que pour tout x € E°, f, (p(x))¢(x) = —1P(x) quand

j = e, et donc lim |fi; 0 pY(x) = f0)] = | f(x) + ().

Deux cas se présentent :
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1) Il existe x € E° tel que |f(x) + (x)| > [iP(xo)l.
On a alors (fy, o ) = fll = Ifs (pCNY(@) = @I = 1) + Yl > 19 (xo), ce

qui implique que limsup ||7 o Cy(fy,) — fllo = sup [1p(x)| comme annoncé.
jooo xedE

2) Sinon, |f(x)+y(x)| < [P(xo)| pour tout x € E° et donc par continuité |f(x)+(x)| <
[(xo)| pour tout x € JE car JE = JE*.

Nous avons donc

1, © @0 = flle = |fuy (@O)(0) = Fixo)]
= 1 (Do) = Fxo)l
= (o) — fxo)l
> 2l (xo)] — [ (xo) + f(xo)l
> 2l(x0)] ~ (o)l = (o)l

Alors lim sup ”(Tlp oC,— S) ( fnj) , et donc

]—)00

= suply
o xedE

|74 0 Co = 8| = timsup (70 Co=5)(5)]|, 2 sup ol

Ainsi ||‘7’¢ o C(,)”e > sup |1,l}(x)| et le résultat est établi. m]
x€dE

Un corollaire immédiat est :

Corollaire 4.1.14. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction continue, et ¢ € C.
Alors,

0, siop=1oullplle<1;
IColle = .
1, sillplle=Tetp#1.

Et,
17 ylle = YD)l

Corollaire 4.1.15. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction continue telle que C, ne soit
pas compact (1 € Im @), et P € C.
La norme essentielle de C,, o Ty, est égale a |1(1)].
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Démonstration. Soit f € C, C, o Ty(f) = (f o @) - (Y 0 @) = Tyop © Cy(f), alors
CpoMy =T yop 0 C, et donc par le théoreme précédent [|Cy, 0 Tylle = (|7 yop © Colle =
I o @llae = [P (1)]. o

Remarque 4.1.16. II est facile de voir que la plupart des résultats qui précédent dans
ce chapitre sont toujours valables lorsque MY est remplacé par un espace de Banach X
vérifiant : MY C X C C et chaque f € X est continfiment différentiable sur [0,1). Les
espaces de Miintz sont des exemples naturels de tels espaces.
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4.2 Opérateurs de Composition a Poids sur les Es-

paces de Miintz M,

4.2.1 Introduction et Quelques Exemples

Dans cette section on étudie les opérateurs de composition a poids, définis sur
les espaces de Miintz M}\. On considere une fonction ¢ : [0,1] — [0, 1] continue
avec E = ¢p7'({1}) et Y € C et on cherche des conditions nécessaires et suffisantes
pour que les opérateurs C, : M, + L' et 7 o C, soient bien définis, bornés et
compacts. On tente de répondre a ces questions et de calculer la norme essentielle
en fonction des valeurs de ¢ et 1.

Remarque 4.2.1. .

1. On peut formuler le probléme différamment, en remplacant la mesure de Lebesgue
(m) par la mesure image (m,) de m par @, et l'opérateur C,, par l'identité (Id). En
effet si ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction mesurable. On a : ||Cy,(f)llh = ||f||L1(mw).
Plus généralement on peut remplacer (m,) par une mesure borélienne positive
quelconque. L'intérét de cette formulation est de remplacer les conditions sur ¢
par des condition sur m,, pour étudier la continuité et la compacité de I'opérateur
de composition.

2. Plus généralement si m,, est absolument continue par rapport a m avec une densité
h bornée alors C, est bornée avec ||Cyl| < [[h]]oo.

3. Si g est C'-difféomorphisme de [0, 1] sur lui-méme, ona :||Cy(f)lli < 11/’ llllfIl
1£1lx

et |Cyp(f)llh = -——. Donc C, est borné et non compact.

lle"lleo

Exemple 4.2.2. Soit po(t) = 1 — t. Alors C,, est une isométrie. En effet :

1 1
1Con (Al = fo (L - Bldt = fo Gl = I1flh

Remarque 4.2.3. Une condition nécessaire pour que C, soit bien défini est que m,, ({1}) =
0, ot my, est la mesure image de la mesure de Lebesgue m par .
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(o)

En effet : On considére la fonction f(x) = Z xM. D’apres la condition de Miintz sur A,

n=1

o0 (o)

1 .

ona Z ||xA|| L= Z T 1 < 00, alors la série Z xM est normalement convergente et
n=1 n=1 n

par suite f € M, (Théoreme de representation).
Supposons que C, : M)\ + L est bien définie, alors C,(f) € L' et ||C(p(f)||1 < oo,

D’autre part on a

0l = f{ (1n} Z P(x)"rdx = comy ({1}).
¢! n=1

Ce qui impose que my, ({1}) = 0.

En général, une telle condition n’est pas suffisante. En fait, il se trouve que la
condition cardg~'({1}) < oo est non suffisante pour que C,, soit bien définie.
On verra un peu plus loin (lemme 4.2.7) que si C,, est bien définie alors C, est
bornée.

, 1+2x—x>
Exemple 4.2.4. Soit p(x) = —  ? 1({1}) = {1}, en effectuant le changement

de variable u = @(x), alors pour tout f € M, ona,

1 1
du
= dx = _
sl = | Vrwolax= | lr]- =

Supposons que C,, soit définie et bornée, alors pour tout f € M} on a,

1
d
|, lrool = =llewoll <l sl

— 1
Testons pour f = f; = (Aj+ 1)xY et E; = (e 4, 1), alors

1
dx
I = j; £ i
1
> (
V241 - ¢ fb:’
1

(1 —e

V241 - ¢ T

Aj+ D)xtidx

_l) —> 00,
j—+oo
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Donc C, n’est pas bien définie.

Le lemme suivant est une version L! du corollaire 4.1.2, il nous sera treés utile par
la suite.

Lemme 4.2.5. Soit A = (A;)2, une suite de nombres réels positifs vérifiant
I
i \;

i=1

Supposons que (f,)., C span {xAO,xAl, } avec || fulli < 1 pour tout n € IN.

Alors il existe une sous-suite ny, telle que f,, converge vers f € Byn uniformément sur
tout compact de [0, 1).

Démonstration. Soit € > 0 et (fu);_; C By, alors d’aprés proposition 3.1.2 on a
I fullio1-e1 < Ve-

On consideére la fonction (f,)i-, définie pour t € [0, 1] par (fu)1-(t) = fu((1 —€)t),
donc (fu)1-e € MY avec [|(fu)i-ello < ye alors par le corollaire 4.1.2 il existe une
sous-suite n; tel que (f,,); converge uniformément sur tout compact de [0,1 — €[
vers f = Y.7, a;thi, de rayon de convergence > 1 —e€.

Ainsi par le procédé diagonal quand € — 0, on peut extraire une sous-suite 7
tel que (fy, )x converge uniformément sur tout compact de [0, 1] vers f = Y., a;t"
de rayon de convergence > 1.

Soiente, 0 > 0, alorsil existe N € IN tel que pour toutn, > N, ona || f— fyllo,1-¢] < 0,
donc pour n; > N on a

‘f[(;,l—e] it < J[:),l—e] I(f = u)OldE + j[;),l—e] Ifu (Oldt <140

Ceci implique pour 6 — 0, puis € — 0, que f € L' et ||f|l; < 1. Comme f admet
une décomposition en série entiere qui fait apparaitre seulement les termes #*;
A € A, on déduit que f € Byp . m]

Corollaire 4.2.6. Soit (f,)>, C M} une suite convergente vers f dans My, alors (f,),
converge vers f uniformément sur tout compact de [0, 1[.

Lemme 4.2.7. Supposons que A = (0 < Ay < Ay < ..), ef Y21 1/A; < oo. Soit
@ : [0,1] — [0,1] une fonction continue et C, : M}\ — LY, alors C, est borné des que
C, est bien définie.
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Démonstration. Supposons que C, : M} — L' est une application bien définie.
Nous allons montrer que le graphe de C,, est fermé.

Soit (f, h) € G(C,) alors il existe une suite (f;); C M} tel que (f;); converge vers f
dans M}, et (C,(f;)); converge vers hdans L'. Alors quitte a extraire une sous-suite,
(fj o @); converge vers h pour presque tout x € [0, 1].

Par le corollaire 4.2.5 on a (f;); converge vers f uniformément sur tout compact
de [0, 1[ ce qui implique que (C,(fj)); converge vers C,(f) uniformément sur tout
compact de ¢ ([0, 1]).

D’apres ce qui précede, C, est une application bien définie, implique que m(¢~'{1}) =
0, par suite (f;jo¢); converge vers f o pour presque tout x € [0,1]. Alorsh = fog

et G(C,) est fermé, ainsi C, est borné (Théoreme du graphe fermé). O

Lemme 4.2.8. Supposons que A = (0 < Ay < Ay < ..), ef Y21 1/A; < co. Soit
@ : [0,1] = [0, 1] une fonction de classe C* et C, : M, — L.
Alors,

1' (P([O/ 1]) c [011[/
C, est bornée si et seulement si{ ou

2. 7 '({1}) € {0, 1} avec [p(x0) = 1 = ¢’(x0) # 0].

Augquel cas : C, est compact si et seulement si ||(p||oo <1

Démonstration. Supposons que C, est borné et 1 € ImC,,.

Soit xg € @ 1({1}), tel que ¢’(xp) = 0. Alors pour tout € > 0, il existe a €]0, xo[
(respectivement a €]x, 1] si xy = 0) tel que p(a) < 1 et Vt €]a, x[: |(p’(t)| <e.

Alors pour tout j € N*, on a

! 4 0 e’ (x)
1Co |l zfo (/\j+1)|(p(x)|A’dx2f (2 +1) o] |(‘0€_x|dx

1 j[l‘xo (/\] + 1) (P/\J'(x)(P’(x)dx — % [(P)\].ﬂ]xo

a

€

= (1-p@"") 2 5

€ ~ 2¢

pour j assez grand, ce qui contredit I’hypothése C,, est borné.
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Alors on déduit que pour tout xy € ¢ '({1}), on a ¢'(xg) # 0. Ceci impose que
@ '({1}) € {0,1} car sinon il existe xy €]0,1[ tel que @(xy) = 1 est un maximum
local, donc ¢’(xp) = 0 dont on vient de voir I'impossibilité.

Réciproquement :

1. Si ¢([0,1]) < [0, 1], alors ¢([0,1])  [0,a] ot @@ < 1 et C, : M} — C([0, 1]) est
borné et compact.

2.Sip {1 =1et ¢g(1) > 6 > 0, alors il existe € > 0 tel que ¢’(x) > 6 pour tout
x € (1 —¢,1), donc d’apres la proposition 3.1.2. on a,

1
1-€

el < Ilpaop* [ oG]

1
d
57((P(1—€))||f||1+f1_€) Fanl 5

o(

= (e -y + 1)|IA,-

Alors C,, est borné. En plus dans ce cas C, est une bijection bicontinue car,
@' (x) - ¢’(1) donc si on choisit €y > 0 assez petit tel que 0 < ¢’(x) < 2¢’(1) pour

tout x € (1 — €y, 1), alors on a

1 1 1 ,
Ic.Oll, > f1 [Flo| a2 5 f1 F)e’ ()] d

1 ! 1
%MDLWWWM”ZMWﬂ—WWﬂWNV

1

Alors G| 2 4y(p(1 - €0))g' (1)’

3.Sip7}({1}) = 0 et ¢,(0) < 6 <0, alors il existe € > 0 tel que ¢’(x) < 6 < 0 pour
tout x € (0, €), donc d’apres la proposition 3.1.2. on a,
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ISl = Wl + [ Lo a

p(€) d
<y@E) A, + fl ] %

= (vg) - 1) [IAll -

Alors C, est borné. En plus dans ce cas C, est une bijection bicontinue car,
¢’ (x) - ¢’(0) donc si on choisit €y > 0 assez petit tel que 2¢’(0) < ¢’(x) < 0 pour
tout x € (0,€p), alors on a

)|dx

el > [ Iftgulaxs+

1
= "2y <0>f o == 4y<¢>(e OLALS

4. Si 7'({1}) = {0,1} avec Pe(1) > 61 > 0 et (0) < 6, <0, alors en répétons le
méme calcul comme dans les cas 2 et 3, on déduit qu’il existe € > 0 tel que

1 1
lcotrll, < (maxtet - envioem + 5 - ) Il

Alors C, est borné. En plus dans ce cas C,, est une bijection bicontinue, et il existe
€y > 0 tel que

1
<ol = (4V((P(1—eo))<ﬁ ‘1) 4y(p(eo)) @(0))”f ;-

4.2.2 Compacité des Opérateurs de Composition a Poids sur M}\

Dans ce qui suit, nous réduisons notre étude des opérateurs de composition C,,
au cas particulier ou E est fini.

Définition 4.2.9. Soit ¢ : [0,1] — [0,1], une fonction continue. On dit que ¢
vérifie la condition S, si E = ¢7'(1) est fini et pour tout xo € ¢~'({1}), il existe
€0 > 0 tel que : ¢ € C'([xo — €0, %0]) et ¢ € C'([xo, X0 + €0]) avec Py(x0) # 0 et
@ (x0) # 0 (i.e. (pig(xo) > 0 et ¢/ (xo) < 0).
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Remarque 4.2.10. Pour se placer dans un cadre plus général on peut remplacer ¢ :
[0,1] — [0, 1], par une fonction mesurable. Dans ce cas on dit que ¢ vérifie la condition
S, si elle vérifie les hypothéses de la définition précédente, avec en plus p(K) C [0, af o
a<letK=0Q°Q= U]xo — €0, X0 + €9l

xo€E
On précise que tous les résultats qui vont suivre restent valables dans le cas ot ¢ est une

fonction mesurable vérifiant la condition S.

Théoréme 4.2.11. Supposons que A = (0 < Ay < Ay < ..), et Y23 1/A; < oo. Soit
@ : [0,1] — [0,1], une fonction mesurable. Alors la condition S est une condition
suffisante pour que C,, : M, — L' soit bornée. Auquel cas, si E non vide, C,, est une
bijection bicontinue et donc non compacte.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que : Vx € [xg — €, Xo],

0 < ) P'(x) < 2(x0), et Vx € [xo, X0 + €0], ¢'(x) < %( :

xo € E. En effet on peut choisir €, assez petit.

< 0, pour tout

Soit Q) = ]xo — €0, X0 + €[, et K = Q°, donc d’apres la proposition 3.1.2. on a,
p prop

xo€E
Ic, (P, S||f||qg(K>+Z( f |Flp@)|dx + f |f(¢(x))|dx)
xg€E VY ¥0~€0 Xo
1
S Y M S
[ +2;EE( o ))”f”

1
Alors C,, est borné avec ||C,| < K)+2 ( p )
ol <7D +2 )\ S * o

En plus si xy € E (non vide), on a

f |f(@()e’ (x)| dx

0—€0

lewplly = [ [oenlarz o

1
d
Z(Pg(x()) f(xo —€o) x)| = 47/(@(3(0 - €0) ||f||
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Théoréme 4.2.12. Supposons que A = (0 < Ao < Ay < ...), et Y.i21 1/A; < oo. Soient
@ : [0,1] — [0, 1] vérifiant la condition S, et 1 une fonction continue. Alors I'opérateur
Ty o Cy: M), — L' est compact si et seulement si g = 0. (par convention g, = 0).

Démonstration. Supposons que ;g = 0, nous allons démontrer que 7 o C,, est
compact.

Soit f, € M}\ tel que ||full < 1. D’apres le lemme 4.2.5, il existe une sous-suite 7,
tel que f,, converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de [0, 1) vers
f,avec f € M} et|Ifllh < 1. Alors f o ¢ est définie presque partout sur [0, 1], car
m(p~1({1})) = 0 et f est définie partout sur [0, 1]

Soit h = (f o @) - ¢, alors h est une fonction mesurable sur [0,1]. Nous allons
démontrer que ||T w0 Cy (fu) — h|| , > 0 quand k — +0o, ce qui impliquera que
h = l}im T o Cy(fi) € L' et on en conclura que 7, o C, est compact.

Soit € > 0, K C E°; K compact tel que d(K,E) > € et [{f| k- < €.

1
|75 0 Co (fu) = ||, = fo | (@) (x) — ()| dx

< |1 = Al g - 11l + 21IC, Il - suplp ).

xeK¢
Ce qui implique qu’il existe ky € IN tel que pour tout k > ko, |7 o Cy, (fy,) — h||1 <
(1+2IICylDe, et donc |7 © Cy (f,) = H||, = 0 quand k — +oo.

Inversement, supposons que 7, o C, est compact.
La suite (()\n + 1)xA")n appartient a la boule unité de M}, donc il existe une sous-
suite 1 tel que (A, + 1)’ - hdans L', ouh e L.

Alors (quitte & extraire une sous-suite) (A,, + 1) (x)p(x)" 2 h(x) pour presque
tout x € [0, 1].

Comme ¢(x) < 1 presque partout, alors i(x) = 0 presque partout et donc

1
L (A, + D)) |t (x)|dx e 0.

Soit xg € ¢~'({1}), alors d’apres la condition S, et la continuité de 1), il existe €y > 0
tel que :

0 < @'(x) < 2¢(xo) et [P(x)| > %Il,b(xo)l pour tout x € [xo — €y, xo] (si xp = 0 on
raisonne a droite de xy). Alors on a
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1 1 X0
[ G Do > Sl [ Dty s
0 Xp—€o
X0
> |11D(x0)| (/\nk + 1)g0(x)/\”kg0'(x)dx

B 4(P/g(x0) Xp—€o

Donc en effectuant le changement de variable u = ¢(x), on obtient,

' W)
A"k Ank
fo()\nk+1)(p(x) [W(x)ldx > 19,00) j;(xo-e@m”kﬂ)u du

I UG
k—oo 4@(xo)

Ce qui impose 1(xp) = 0. ]

Corollaire 4.2.13. Soient ¢ : [0,1] — [0, 1] vérifiant la condition S, et Y une fonction
continue. Alors Cy, o Ty est un opérateur compact sur M si et seulement si (1) = 0
oul ¢ Im e (c-a-d ssi C,, est compact ou T, est compact).

Démonstration. Soit f € M}, Cy 0o Ty(f) = (f o @) - (¥ © @) = Tyop © Cy(f), alors
Cyp 0Ty =T yop © C,, et donc par le théoréme précédent C,, o 7, est compact si et
seulement si 1 o @|,-1(1)) = 0 ce qui est équivalent a (1) = 0 ou ¢~'({1}) = 0, car
le cas ¢ = 1 est exclus (puisque E = ¢~'({1}) est fini). O

Corollaire 4.2.14. Soient ¢ : [0,1] — [0, 1] vérifiant la condition S, et Y une fonction
continue. Alors on a
1. C, est compact sur M si et seulement si ||plleo < 1.

2. Ty est compact sur M} si et seulement si ip(1) = 0.

Démonstration. Nous appliquons le théoreme précédent avec ¢(x) = x, alors
Ty oC, =Ty, donc Ty est compact si et seulement si ¢ = Y1y = P(1) = 0.

Siy =1, alors 7y o C, = C, donc C, est compact si et seulement si 1) = 0 ce qui
est équivalent a E = () c’est a dire |||l < 1. O
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4.2.3 Norme Essentielle sur M}\

Théoreme 4.2.15. Supposons que 0 < Ag < Ay < ..., et Y21 1/A, < oo. Soient

@ : [0,1] — [0, 1] vérifiant la condition S, Y une fonction continue, et f, = A,x*. Alors

ona

175 0 Cy||, = lim |75 0 C, (£)]], = Y WILR)

Ou

L(x) =

n—o0
xeE

,1 + , six € ENJ0,1[;
§0g1(x) |, (2)
_—, six=1€kE;
§0’g(11)
_ six=0€E.
@,0)|

Démonstration. Soit € > 0. Comme 1 est continue sur [0, 1], et donc uniformé-

ment continue sur [0, 1], et comme ¢ vérifie la condition S et d’apres l'uniforme

continuité de ¢’ sur des voisinages fermés a gauche et a droite de E, il existe une

constante 6 > 0 (assez petit) tel que :

1. Pour tout x,y € [0,1] avec [x — y| < 6, on a [P(x) — P(y)| < €.

2. Pour tout xg € E, ¢ € C'([xo — 6,%0]) et ¢ € C'([x0,x0 + 6]) avec ¢’(x) > 0

Vx € [xo = 6,x0], ¢"(x) < 0 Vx € [xo,x0 + 0] et |9’ (x) — ¢'(y)| < € pour tout

X,y € [xo — 0,x0] oux,y € [xo,x0 + 0]

3. Les xy + (-0, 0) soient disjoints ot1 xy € E, et les x + (=6, 6) soient inclus dans

[0,1] ot xg € E\ {0,1}.

Pour tout x; € E, on définit l'intervalle [,, = [xo — 6,x0 + 6] N [0, 1].
Soit Qs = (E + (=96,0)) N [0,1], Q5 est un ouvert de [0, 1]. L'ensemble K; = Qf est
un compact de [0, 1] tel que ¢(K5) € [0, 1[.

Etape I. Nous allons démontrer, lim ||‘7'¢ o Cy ( fn)” o Z [Y(x0)|L(x0)-

Ona:

xgeE

|73 0o (), = fK [Ny dx + fQ [filppE) dx.
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Comme f, = A,x™, converge vers 0 uniformément sur tout compact de [0, 1), en
particulier sur ¢(Kj), alors on a

J Litoppelas < ol sup (] =20

—00
uep(K "

Par suite, comme E fini,

lim |75 0 Cp (F)]|, = ), lim f] | (@) ()| dx

n— oo
xo€E

Donc il suffit de démontrer que pour tout xy € E
lim f oGN] dx = R oL(xo)
eIy,

Dans la suite le raisonnement se fait pour x, € E \ {0, 1}. Mais on adapte de fagcon
évidente pour xo =0 ou 1.

D’apres 1. pour tout x € J,,, ona: (1 —€)|[(xo)| < [P(x)] < (1 + €)[YP(xp)l, ce qui
implique

(1 - &)l (xo)| f] |fulp())|dx < f] | (@) ()| dx

< (1 +6)l(xo)| f] |fulp ()| dx

En effectuant sur chaque demi-intervalle les changements de variable u = @;(x)
et u = @y(x), ou

1 %0 — 6, xo[=1p(xo — 8), 11 (¢} > 0) et @5 :Ixo, %0 + O[=Ip(x0 + 6), 1[ () < 0),
nous obtenons

1 du 1 du
1- A — e = At —)
( e)ll’b(XO)'(fq;(xg—é) u (pi((p{l(u)) \L:(xoﬂﬁ) ! (P2((P21(u))

X9+0
< f |fu(p () ()] dx

1 du 1 du
1 An Ap 7%
(1l XO)l(fq) (x0-) <P1 @1y () fq)(w) ' @é(fpzl(u)))
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D’apres2.ona: (1-€)@g(xo) < (o7t w) < (1+€)@,(xo) pour tout u € [p(xo—0),1],

—(1 - €)@/ (x0) < =y, (1)) < —(1 + €)@’ (xo) pour tout u € [p(x + ), 1], ce qui
donne

1- ! 1 !
(x0)| ( f Apttrdu + — f /\nu“du)
1 +€ ljb ’ (pg( 0) @(x0—0) |(Pd(x0)| @(x0+0)

X0+0
< f (@G| dx

0—0

1+e¢

< | I( f Audu + f A uA"du)
I-e ylxo) §0g Xo) P(x0—0) |§0d(x0 (x0+5)

En passant a la limite quand n — oo on obtient

i) < Jim [ [fp@pw]ds < T EeoLe

Comme € est choisi arbitrairement petit, on en déduit

lim f] (NP dx = [xo)| Lexo).

Etape II. Maintenant nous allons démontrer que ||7"¢ ) C<p|| < lim ||‘T¢ oC, ( fn)”

n—o00

Comme E et K sont deux sous-ensembles fermés disjoints de [0, 1], alors il existe
hs continue telle que (hs)z = 0, (hs)x, = 1et0 < hy < 1.

Soit e = hs - . On a

170 Cp =Ty 0 Cyll = sup f (1= hs) ||| ()| dx
Iflh<1 J Qs

< sup 37 | ool o] v

Iflh<1 yoer

Y sup ), f (o) d.

toet Iflh<1
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Six € ]y, alors |x — xo| < 0 et par définition de la continuité uniforme de 1, on
a, [ip(x) = Pxo)l < e donc [P(¥)| < [P(x) = P(xo)l + [P(xo)| < € + [1h(x0)| et donc
iy, < p(xo)l +e.

En effectuant les changements de variable u = ¢;(x) et u = @,(x), ot
@1 :1x0 = 6, x0[—=]p(xp — 0), 1 et @2 :]xo, X0 + S[—]@(xo + 6), 1[, nous obtenons

1 1
du
dx = "
j]:() |f((P(x))| * L(xo -0) |f( )| @1(@11(71)) j;(xgﬂi) |f(u)| (Pz((le(u))

1
< 1—_€L(xo) ||C<p(f)||1 '
Alors,

1T 0 Cp = Ty, 0 Cyll < —Z(hp (x0)| + €) L(xo)-

xo€E
Maintenant, comme (¢),; = 0 et d’apreés le théoréme 4.2.12, 7, o C,, est compact.
Alors,

17y o Cylle = inf{||7y o C, — S|| : S est un opérateur compact sur M7}

<|TyoCp =Ty 0Coll

1
< 77 ), (90a)l + €) Lxo)
xo€E
Comme € est arbitraire alors nous obtenons :

175 0 Colle < ) Ip(xo)IL(xo).

xo€E

oll. = lim || 75 o Cy (£,

n—oo

Etape III. Reste a démontrer,

SiE =0,0nallpll. <1 alors d’apres le corollaire 4.2.14, C, est compact ce qui
implique que 7, o C,, est compact, par suite ||7y o Cy|l. = 0 = lim ||‘7]P o Cy ( fn)” g
Nous supposons maintenant que E # .

Soit K : M} — L' un opérateur compact.

Nous voulons montrer que ||7 o C, —
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Comme K est compact et |||l = 1, alors il existe une sous-suite { f”i} . et feL!

tel que ]11_)r{1.O ||K(fnj) - f”1 =0.

(o]
]'_

Ona: limsup ||(‘T¢ oCyp— K)(fn,')”1 2 rlll_{g ”Tw °Cyp (fn)“l :
j—oo

En effet :

(7% 0 Cp = KNED, = 1T © Colh) = A, — IKCh) - £

1/

ce qui implique que

limsup [[(7 © C = K)(fu), = limsup|[7y, o Cy(f) = £ -

j—oo j—

Alors, il suffit de démontrer que lim sup |75 0 C(f,,) — flli > lim ||73 0 Cy, (f)

]—)OO

1"

< € ou

Soit € > 0. Comme f € L' alors il existe 6 > 0 tel que fQ(s |f (0)ldx
Qs = (p7'(1) +(=5,6)) N[0, 1], alors,

175 0 Colfy) — flh = fQ 70 0Co(£,)

z LO 'T‘P ° Cy (fu)

D’apres I'étape 1, la suite (IIT v 0 Co( fn)”l)n est convergente, alors en passant a la

dx — L |f(x)|dx

dx —e.

limite quand j — oo, on obtient,

timsup |7y o Cy () = fll, = lim 74 0 Co ()], — e
j—00
Comme € est arbitraire, on en déduit que

limsup [|750C,(f,) = fll, = lim [|7, o C, (£,)],-
.

Par suite on a ||T¢ 0C,— K” > lim ||‘T¢ o Cy (f)||,, pour tout K : M — L' un

opérateur compact.

Ainsi |7y 0Cyll > lim ||7'¢, o Cy (fu)||, ce qui termine la preuve du Théoreme. O
n—oo

Un corollaire immédiat est :
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Corollaire 4.2.16. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction continue vérifiant la condition

S,etpeC.
Alors,
0 si |lpllo <1;
ICylle = ZL(x), si llglle = 1.
x€E
Et,
T ylle = 1P

Remarque 4.2.17. Si on note par || -||° (respectivement || - ||1) la norme essentielle d'un
opérateur défini sur MY (respectivement sur M} A, on remarque que : [Tyl = (|7, ¢||g,
par contreon a :

1 =1C,ll;> # ”C(p”él = Z(g%m - Qﬁ)
g d

xeE

Corollaire 4.2.18. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction continue vérifiant la condition
S, telle que C,, ne soit pas compact (1 € Im @), et ¢ € C.

Soit 'opérateur C, o Ty : MY — C.

Sa norme essentielle est égale a

LEDY ((pgm qod(x>)

xeE

Démonstration. Soit f € C,C,oTy(f) = (fo@) (Y o®) =T yop o Cy(f), alors C,o0Ty,
= T yop © C, et donc par le théoreme précédent

ICy o Tulle = T gep 0 Colle = (1 Y (ﬁ - ﬁ)
8

xeE d

O

Remarque 4.2.19. Il est facile de voir que la plupart des résultats de la deuxiéme partie
de ce chapitre sont toujours valables lorsque M) est remplacé par un espace de Banach
X vérifiant : M, € X C L' et chaque f € X est continfiment différentiable sur [0, 1). Les
espaces de Miintz sont des exemples naturels de tels espaces.
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Problémes

Nous concluons cette thése avec un certain nombre de problemes ouverts.

1. Soit A, I deux suites de nombres réels positifs croissantes vérifiant la condi-
tion de Miintz )5 1/A < o et },r 1/A < o0. Trouver des conditions né-
cessaires et suffisantes sur A et ' pour que les espaces M5 et ML soient
isomorphes entre eux (E = C,ou E = [7, 1 < p < o). Caractériser les A tel
que les espaces ME soient isomorphes entre eux.

2. Soit A une suite non-quasilacunaire. Les espaces de Miintz M’ ont-ils des
bases de Schauder ? des bases inconditionnelles ? Existe-t-il un espace de
Miintz non-quasilacunaire ne possédant pas une base de Schauder? Il y a
un exemple d’espace de Miintz M7, A non-quasilacunaire avec une base
inconditionnelle (voir [GuLu05, 10.3]).

3. Soit A = (Ag);2, une suite croissante de nombres réels positifs vérifiant
Yoo 1/Ax < co. Soit M,(A) = span {xAk}::l C C([0,1]). Les espaces M, (A),
n =1,2,.., possedent-ils des bases de Schauder tel que les constantes de
ces bases soient uniformément bornées ? Soit L, = span {xk}:=1 c L([0,1]).
Existe-il des bases de Schauder des espaces L, avec des constantes de
bases uniformément bornées? Si oui, ca nous permet de construire un
espace de Miintz M} c L'([0,1]) non quasilacunaire possédant une base
de Schauder et qui n’est pas complémenté dans L'([0, 1]) (voir Théoréme
3.2.2 et Théoreme 3.3.3). Ce résultat est vrai dans le cas infini, il existe un
espace de Miintz MY C C([0, 1]) non quasilacunaire possédant une base de
Schauder et qui n’est pas isomorphe a ¢y (voir [GuLu05, 10.3], voir aussi
[Boc85] et [Bou89]).
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4. Nature des espaces M’é et M3 ot Q = {n?}> ? Ces espaces possedent-ils
des bases ? Est-ce-que M est isomorphe a ¢, ? (B. Shekhtman a conjecturé
que M7 ne possede pas de base).

5. Probleme de complémentarité des espaces de Miintz M’f\ pour 1l <p < oo,

6. Existe-t-il M, non complémenté dans L' mais tel que M}, soit isomorphe a
(' ? Existe-t-il M} non complémenté dans L' et M| n’est pasisomorphe a ¢! ?
(voir chapitre 3). On sait qu'il existe des sous-espaces de L!(u) isomorphe
a L'(v) qui ne sont pas complémenté dans L' (u) (voir [Bou80] et [Bou81]).

7. Pour 1 < p < oo, existe-t-il A tel que M’ ne soit pas isomorphe a £ ? (voir
I'exemple du chapitre 3, Théoreme 3.3.3).

8. Pour 1 < p < oo, existe-t-il A tel que M, n’est pas complémenté dans L7 ?
(pour p = 1, voir I'exemple du chapitre 3, Théoreme 3.3.3).

9. Soit M, I'exemple du Théoreme 3.3.3 avec A = |2, {Ni, 2N, ..., kNi} et M}
n’est pas complémenté dans L'. Est-ce-que M}, est isomorphe a ¢! ?
On rappelle que Bourgain [Bou81] a construit un exemple d"un sous espace
de L'([0, 1]) isomorphe a un espace L!(u) mais n’est pas complémenté dans
L([0, 1]).

10. Si A est lacunaire, M(f\ est-il isomorphe a % ?

11. Est-ce-que M} est Lipschitz-isomorphe a ¢! ? Caractériser les A tels que ce
soit le cas.

12. Produire un M} Lipschitz-isomorphe a ¢! qui le lui soit pas linéairement

isomorphe a ¢'.
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Résumé

L’objet de cette these est d’étudier quelques aspects géométriques des espaces de
Miintz (Mg° et M}) dans C([0,1]) et LP([0,1]), 1 < p < oco. Ce travail comporte
quatre chapitres: Le premier est consacré aux préliminaires, et fixe le cadre de cette
étude, surtout dans une perspective historique. Dans le deuxiéme chapitre, nous
démontrons plusieurs propriétés élémentaires, de nature géométrique, des espaces de
Miintz. On s’intéresse aussi a une généralisation des espaces de Miintz en considérant
les polynoémes de Miintz a coefficients dans un Banach quelconque. Dans le troisieme
chapitre, on construit un espace de Miintz non complémenté dans L'([0, 1]). Comme
application de ce travail, on retrouve certains résultats qui ont été récemment obtenus
dans le livre de Vladimir I.Gurariy et Wolfgang Lusky, mais avec une méthode
completement différente. On donne aussi une base de Schauder explicite équivalente
4 la base canonique de ¢! pour certains espaces de Miintz M }X, ou A est une suite non
nécessairement lacunaire. Dans une deuxieme partie de ce chapitre, on étudie le cas
LP([0,1]), 1 < p < co. Nous verrons que certains phénomenes passent du cas p = 1
au cas p quelconque. Enfin, dans un quatrieme chapitre, on étudie les opérateurs
de composition par ¢ a poids ¢ sur les espaces de Miintz classiques. Notre résultat
principal donne une estimation précise de la norme essentielle de cet opérateur agis-
sant sur Mg° en fonction des valeurs de ¢ et 1. Dans la deuxieme partie de ce
dernier chapitre, on étudie ces opérateurs de composition a poids, mais agissant sur
les espaces de Miintz M} dans L'([0,1]).

Abstract

The main subject of this thesis is the study of some geometric aspects of Miintz
spaces (Mg° and M%) in C([0,1]) and LP([0,1]), 1 < p < co. This work is divided
into four chapters: The first is devoted to preliminaries and introduces the frame-
work of this study, mainly in a historical perspective. In the second chapter, we
prove several basic properties of geometric nature of Miintz spaces. There is also
a generalization of Miintz spaces by considering the Miintz polynomials with coef-
ficients in any Banach space. The aim of the third one is to construct a Miintz
space having no complement in L!([0,1]). As an application of this work, we recover
some results recently proved in the monograph of Vladimir I. Gurariy and Wolf-
gang Lusky, but with a completely different method. We also provide an explicit
Schauder basis equivalent to the canonical base in ¢! for some Miintz spaces M}\,
where A is a sequence not necessarily lacunary. In a second part of this chapter, we
study the case LP(]0,1]), 1 < p < oo, we will see that some phenomena are still true
in the case 1 < p < oco. At last, in the fourth chapter, we discuss the problem of
compactness for weighted composition operators 7,0C,, defined on a Miintz space
MZ°. We compute the essential norm of such operators in terms of values of ¢ and
. As a corollary, we obtain the exact values of essential norms of composition and
multiplication operators. In the second part of this chapter we study these weighted
composition operators, defined on a Miintz space M} in L'([0,1]).
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