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Introduction

Ce travail est principalement consacré a ’étude du schéma en groupes fondamental,
du probleme de 'extension des torseurs et de la cloture galoisienne de torseurs. On
s’est d’abord occupé du probleme de I'extension de torseurs : soient R est un anneau de
valuation discrete, K son corps des fractions, X un R-schéma et X, sa fibre générique.
Soient G’ un K-schéma en groupes fini et Y/ un G’-torseur au dessus de X, comme

dans le diagramme suivant

G o Y
l
Xy — X (1)
l O l

Spec(K) — Spec(R)

On se demande si on est capable de trouver un X-schéma Y et un R-schéma affine en
groupes G fini et plat tel que G xg K ~ G’ et tel que Y soit un G-torseur au dessus X
de fibre générique isomorphe au G’-torseur Y’, afin d’avoir le diagramme commutatif

suivant :

GoY —- 'Y OG
Lo |
X, — X (2)
Lo |
K — R

Dans le cas particulier ou R a égale caractéristique p > 0, X est la droite affine et
Y’ est un Z/p*Z-torseur, Saidi et Romagny (dans, respectivement et chronologique-
ment, [29] et [27]) ont montré que si Y est la normalisation de X dans Y’ alors Y ne
posséde aucune structure de torseur qui étende celle donnée sur Y’. Or, comme on I’a
déja précisé, la question qu’on se pose est plus faible, en effet on ne se demande pas
si la normalisation di Y’ dans X a une structure de torseur qui étende celle donnée
sur Y. On ne fixe pas Y et, au contraire, on se demande si il existe un X-schéma
Y qui a une structure de torseur qui étende celle donnée. Cependant, quelle que soit
la question qu’on se pose, si X est un R-schéma propre aucun exemple est connu, a
présent, de G'-torseur Y/ au dessus de X, non étendable en un torseur au dessus de
X. De plus, si on admet Pexistence d’une section x € X(R) (donc z, € X,(K)) et

quitte & considérer des torseurs pointés, a savoir des torseurs Y au dessus de X (resp.

iii
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Y’ au dessus de X,;) munis d’une section y € Y(R) au dessus de  (resp. munis d’une
section y' € Y'(K) au dessus de z;), alors on peut lier I’étude des torseurs a 'étude
du schéma en groupes fondamental dans ses deux version : celle donnée par Nori (cf.
[25]) sur un corps et celle donnée par Gasbarri sur un schéma de Dedekind (cf. [12]).
En effet, par exemple, le schéma en groupes fondamental 71 (X, x) est la limite pro-
jective de tous le schémas en groupes qui agissent sur des torseurs pointés. Ce n’est
donc pas étonnant qu’on puisse lier le probleme de ’extension de torseurs a 1’étude du
morphisme ¢ : 7 (X, x,) — 71 (X, z),, ot m1 (X, ), est la fibre générique de 71 (X, z).
Notamment on montre que ¢ : m1(X,, z,) — 7 (X, x), est toujours surjectif pour la
topologie fpgc et qu’on sait étendre tout G’-torseur (pointé) et dominant (& savoir t.q.
G’ est un quotient de 7(X,,z,)) au dessus de X, en un torseur au dessus de X si et

seulement si ¢ est un isomorphisme, quelle que soit la dimension de X.

On pourrait aller plus loin et trouver un certain X pour que ¢ soit un isomorphisme.
On pourrait se borner, pour commencer, au cas ou X est une surface arithmétique. Or,
le schéma en groupes fondamental 71(X,),x,) est le schéma en groupes associé a la
catégorie tannakienne neutre sur K des fibrés essentiellement finis EF(X,)) sur X, de
foncteur fibre z; (si car(K) = 0 les objets de EF(X;;) sont les fibrés finis au sens de
Weil). De plus, si f': Y — X, est un G’-torseur dominant alors EF(X,, {f.(0y/)})
munie du foncteur fibre z} est une catégorie tannakienne neutre sur K équivalente a
RepiG'. On pourrait essayer de construire une catégorie € sur X dont la catégorie fibre
générique est équivalente & EF (X, {f.(Oy’)}). A cette catégorie € (munie du foncteur
fibre 2*) on voudrait associer un G-torseur au dessus de X de fibre générique isomorphe
au G’-torseur de départ f: Y’ — X,. Ca serait le cas si C ~ Repr(G) pour un certain
R-schéma en groupes G fini et plat. D’ou le besoin d’une théorie tannakienne sur un
anneau, théorie qui a été élaborée par Wedhorn dans [34] et Bruguieres dans [5]. La
catégorie candidate est la suivante : on consideére la normalisation Y de Y’ dans X, de
morphisme structural f : Y — X, on considére le faisceau f.(Oy) et on appelle C la
catégorie abélienne engendrée par tous les éléments de type fi(Oy)®" @ fi(Oy)VE™.
A présent c’est un travail en cours : on essaye de démontrer que C est effectivement
équivalente a la catégorie des représentations Repr(G) pour un certain R-schéma en
groupes fini et plat G. A ce moment la on trouve le G-torseur souhaité au dessus de

X en considérant I'image dans € de la représentation réguliere de G via I’équivalence
Repr(G) ~ C.

iv

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Marco Antei, Lille 1, 2008

Dans cette these on s’occupe aussi de déterminer une cloture galoisienne de tours
de torseurs : la théorie de Galois nous dit que si L/K et F/L sont des extensions ga-
loisiennes alors il existe un corps E qui les contient tous et qui est galoisien sur K,
sur L et sur F. On essaye de construire un analogue pour les tours de torseurs : on se
donne un k-schéma X ou k est un corps, on se donne un G-torseur f : Y — X et un
G'-torseur f': Y’ — Y (plus certaines hypotheses supplémentaires) et on construit un
G-torseur p: Y - X qui domine Y au moyen d’'un X-morphisme g : Y - Y, ou G est
un k-schéma en groupes fini. Dans [I1] Garuti décrit une méthode pour déterminer une
cloture galoisienne d’une tour de torseurs ne suivant pas un point de vue tannakien et
qui peut étre définie pour des tours de torseurs au dessus d’un schéma X qui vit sur

un schéma de base B quelconque.

Dans la suite on décrit brievement le conténu des quatre chapitres :

Dans le premier chapitre on fixe des notations et on introduit des objets et des
définitions qu’on utilisera dans la suite, notamment les algebres de Hopf sur un anneau,
les schémas affine en groupes sur un anneau, les torseurs sous l'action d’un schéma en

groupes et les représentations linéaires d’un schéma en groupes.

Dans le deuxiéme chapitre on introduira les catégories tannakiennes (neutres) sur
un corps pour que le lecteur puisse comprendre la construction du schéma en groupes
fondamental, selon Nori, d’un schéma X propre et réduit sur un corps parfait (cf.
déf. . Les preuves des résultats qui concernent cette construction seront plus
détaillées que celle qu'on peut trouver dans [25] ou souvent les démonstrations sont a
peine esquissées. On décrira aussi la construction du schéma en groupes fondamental,
selon Gasbarri, d'un schéma X sur un schéma de Dedekind (cf. déf. introduit

pour la premiere fois dans [12].

Dans le troisieme chapitre on s’occupera du probleme de l'extension de torseurs :
dorénavant soient F un schéma affine de Dedekind, X un schéma réduit, irréductible
(donc connexe) et j : X — E un morphisme fidélement plat. On suppose l'existence

d’une section z : ' — X. Soient n € E le point générique de F, K le corps des fonctions
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de E. On note X, la fibre générique de X. Soit G’ un schéma en groupes affine fini sur
n et soit Y/ un G'-torseur sur X,,. Dans cette situation on espere trouver un X-schéma
Y et un schéma affine en groupes G fini et plat sur E tel que G xgn ~ G’ et tel que Y
soit un G-torseur sur X de fibre générique le G'-torseur Y’, afin d’avoir le diagramme

commutatif suivant :

GoY — Y OG
U I
X, — X (3)
N
n — F

On donne une réponse partielle a cette question en liant d’abord le probleme de I'ex-
tension des torseurs a la théorie du schéma en groupes fondamental.

Dans [12] Gasbarri construit le schéma en groupes fondamental de X comme une limite
projective de E-schémas en groupes G; finis et plats qui agissent sur un X-schéma Y;
de telle sorte que Y; ait une structure de G;-torseur (pour plus de détails voir le cha-
pitre 2, section 2.2.2). Soit 71(X,z) ce schéma en groupes profini. Si, en particulier,
E = Spec(k) (ou k est un corps parfait) et j : X — FE est un morphisme propre, le
schéma en groupes fondamental 71(X,z) est donc isomorphe au schéma en groupes
fondamental introduit par Nori dans [25] et [26] définit comme le schéma affine en
groupes associé a la catégorie tannakienne neutre (plus de détails seront donnés dans
le chapitre 2, section 2.2.1) des fibrés vectoriels essentiellement finis sur X. Dans la

situation décrite dans le diagramme suivant

X, — X
l o (4)
n — £

on se pose de fagon naturelle la question suivante : soit 71 (X, z) le E-schéma en groupes
défini précédemment, on pose x, := x X g 17 et soit w1 (X, z,) le K-schéma en groupes
fondamental de la fibre générique de X ; on se demande si il y a des relations natu-
relles entre le K-schéma en groupes fondamental (X, ;) et le schéma en groupes
T (X, x), = m(X,x) xgn, a savoir la fibre générique du schéma en groupes fonda-
mental construit sur X. La premiere réponse est donnée par la simple existence d’un
morphisme

@ (X, z) = T (X, 2)y. (5)

Bien str on peut se demander si ce morphisme ¢ est, par exemple, surjectif ou bien

vi
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injectif. On prouve le résultat suivant :
Théoréme. Le morphisme de K-schéma en groupes ¢ : m1(X,), z,) — m (X, x),
est surjectif pour la topologie fpgc.

Pour démontrer le théoreme on doit d’abord remarquer que la donnée d’un G-
torseur Y et un point y € Y (F) sur x est équivalent & la donnée d’un morphisme
p: m(X,x) — G, ou G est un FE-schéma affine en groupes fini et plat (cf. rem.
2.2.46)). De plus, on remarque que (X, x) peut étre obtenu comme limite projective
de schémas en groupes qui sont quotients de (X, ) (comme on expliquera dans la
proposition ce qui nous donnera une deuxiéme description de 71 (X, z). Il s’en-
suit de méme que on a deux description pour la fibre générique de 71 (X, x). Soient
maintenant A et D deux algebres de Hopf telles que ¢ : m(X,,z,) ~ Spec(A) et
m (X, x), ~ Spec(D). Il nous faut des lemmes préliminaires (cf. lemmes
concernant les limites inductives de algebres de Hopf pour pouvoir montrer que
le morphisme ¢* : D — A est injectif, ce qui revient a dire que ¢ est un morphisme
schématiquement dominant ou, ce qui revient au méme, que ¢ est surjectif pour la to-
pologie fpqc puisque les schémas en groupes considérés sont sur un corps (cf. théoreme
3.1.2)).

On revient maintenant au probleme de I'extension des torseurs et on peut enfin

décrire le lien entre ’extension des torseurs et le théoreme [3.3.6

On définit le K-schéma affine en groupes N := ker(¢) et on énonce le résultat principal
de la section 3.4 :

Théoréme Soient G’ un schéma affine en groupes fini sur K, p’ : 7(X,, z,) - G’
un morphisme de K-schémas affines en groupes. Soit (Y, G’, /) le triplet naturellement
associé & p' (cf. rem. [2.2.46))). 11 existe un morphisme p qui étend p' ou, ce qui revient
au méme, il existe un triplet (Y, G,y) sur E dont la fibre générique est (Y',G',y/), si
et seulement si ker(p’) < N, ot G est un schéma affine en groupes fini et plat sur F,

Y est un G-torseur sur E et y € Y (E) un point sur z.

Un triplet (Y, G, y) est tout simplement un G-torseur pointé (cf. déf. [2.2.43)). Une
conséquence du théoréme est le corollaire suivant qui explique sous quelles condi-

tions sur ¢ : m(X,), 2,;) — 71 (X, ), on peut étendre tout torseur dominant.
vii
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Corollaire. [3.4.3] Tout triplet dominant (c’est-a-dire un triplet (Y’,G’,y') dont le
morphisme associé p’ : (X, ;) — G’ est schématiquement dominant) sur X, peut

étre étendu a un triplet (dominant) sur X si et seulement si ¢ est un isomorphisme
T (X, 2y) = m1 (X, ),

Dans le quatrieme et dernier chapitre on construit une cléture galoisienne de tours
de torseurs au dessus d’un k-schéma X : on se donne un G-torseur f : Y — X et un
G'-torseur f' :'Y' — Y (plus certaines hypothéses supplémentaires) et on construit
un G-torseur p: Y > X qui domine Y au moyen d’'un X-morphisme g : Y »Y (cf.
corollaire. Il suffit pour cela de remarquer, d’abord, que (fo f’)«(Oy-) est un fibré
vectoriel fini au sens de Weil (cf. déf. , ce qui est un conséquence du résultat
suivant :

Théoréeme. Soient k£ un corps parfait et X un k-schéma propre connexe et
réduit. Soient G un k-schéma en groupes fini et f : ¥ — X un G-torseur. Soient
x : Spec(k) — X une section et y : Spec(k) — Y une section au dessus de x. Si F est
un Oy-faisceau de modules localement libre, fini au sens de Weil alors le faisceau fi(F)
est un O x-faisceau de modules localement libre, fini au sens de Weil.

L’existence de ce X-morphisme g : Y — Y est assurée par le dernier résultat de
cette these :

Théoreme. Soient k un corps parfait et X un k-schéma propre connexe,
réduit et localement de type fini. Soient Y un schéma irréductible et f : ¥ — X un
morphisme de schémas fini et plat t.q. f.(Oy) soit un fibré vectoriel essentiellement
fini. On suppose l'existence d’un point k-rationnel x € X (k) et d’un point k-rationnel
y € Y (k) au dessus de z. Soit Y le torseur universel associé i la catégorie tannakienne
neutre sur k engendrée par f,(Oy) alors il existe un X-morphisme de schémas surjectif
g: Y > Y.

viii
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Chapitre 1

Préliminaires

Comme le titre le dit, dans ce chapitre il n’y aura rien de nouveau. On introduit
cependant des objets qui seront utilisés dans la suite et on fixera des notations. Le
but de ce chapitre est donc de introduire les schémas en groupes, leurs représentations
et les torseurs sous 'action d’'un schéma en groupes, notamment d’un schéma affine
en groupes sur un corps ou sur un anneau. Dorénavant tous les anneaux et algebres
considérés seront commutatifs, unitaires et tout morphisme d’anneaux ou algebres en-

voie 'unité dans 'unité.

1.1 Cogebres, bigebres et algebres de Hopf

Dans cette section on décrit brievement des objets qui intéresseront les autres sec-
tions de ce chapitre mais aussi, de plus pres, la section [3.1] La définition de cogebre est,
en quelque sorte, la définition duale de celle de algebre. Il existe aussi une notion de

comodule qui dualise celle de module et qu’on introduira plus loin (cf. définition [1.5.5)).

Définition 1.1.1. Soit k¥ un anneau. Une k-cogebre C est la donnée d’un k-module

C' muni de deux morphismes de k-modules

Ac: C — CpC
ce C — k

tels que les deux diagrammes suivants
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CoLC®C HMotrte C @ C
AcQido 7 o 7 Ac
CerC ag C
et
ko C coBxtdo ConC
01 O 1 Ac
C _ C
ac

commutent. Le morphisme Ag est dit comultiplication et ¢ est dit counité. La

propriété décrite par le premier diagramme est appelée la coassociativité.
O

Définition 1.1.2. Soient C et D deux k-cogebres. Un morphisme ¢ : C' — D de

k-modules est dit k-morphisme de cogebres si
Apop=(pop)oAg et epop=cc
ce qui se traduit en les diagrammes commutatifs suivants :

C D c

® ® D
ac| N
k

Définition 1.1.3. Soient C' une k-cogebre et D un k-sous-module de C'. Le module D

est dit sous-cogéebre de C si
Ac(D) € D @y D,

donc D est une k-cogebre.
O

Définition 1.1.4. Soit k£ un anneau et C' une k-cogebre. Soit I un k-sous module de

C. On dit que I est un k-coideal de C si
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—a) A(I) CI@,C+C®i 1
- b)e(l)=0.

Or, on se souvient que un k-module H est une k-algebre si il existe une loi de

multiplication associative, a savoir un morphisme m : H ®; H — H qui satisfait le

diagrammeﬂ
HepHopH MH Ok Ho H
Ag®pidy ! O lAH
H®,H e H

et 8l existe un morphisme (dit structural) n : k — H t.q. mo (n ® id¢) = idc. On

énonce un résultat qui concerne les objets qu’on a considérés :

Théoréme 1.1.5. Soient k£ un anneau, H un k-module, m: H @y H — H,n: k — H,
A:H — H®,Hete: H— k des morphismes de k-modules tels que (H,m,n)
est une k-algebre et (H,A, ) est une k-cogebre. Les deux propositions suivantes sont

équivalentes :
1 m et 1 sont des k-morphismes de cogebres.

2 A et ¢ sont des k-morphismes d’algebres

Définition 1.1.6. Soient k£ un anneau, H un k-module, m: H @y H — H,n: k — H,
A:H — H®yHete: H— k des morphismes de k-modules tels que (H,m,n) est
une k-algebre et (H, A, ¢) est une k-cogebre. Si en plus H satisfait les propriétés 1) et
2) du théoréme alors on dit que H est une k-bigebre.

U

Définition 1.1.7. Soient C et D deux k-bigebres. Un morphisme ¢ : C — D de k-

modules est dit k-morphisme de bigébres si ¢ est au méme temps un k-morphisme

LCe qui suit montre dans quel sens on dit que la définition de cogebre est duale & celle d’algebre.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Marco Antei, Lille 1, 2008

de algebres et un k-morphisme de cogebres.
d

Définition 1.1.8. Soient C une k-bigebres et D un k-sous-module de C'. Le module D
est dit sous-bigebre de C' si D est une sous-algebre de C' mais aussi une sous-cogebre
de C (et donc D est une k-bigebre).

O

Soient maintenant k& un anneau, H une k-bigebre avec A, €, m et n comme dans
la définition et S : H — H un morphisme de k-algebres tel que le diagramme

suivant

commute. Un tel morphisme sera appelé antipodal ou coinverse.

Définition 1.1.9. Soit k£ un anneau et H une k-bigebre. Soit I un k-coideal de H (cf.
déf|1.1.4). On dit que I est un k-biideal de C si I est un ideal de A.
O

Définition 1.1.10. Une k-bigebre H munie d’'un morphisme antipodal S est dite k-
algebre de Hopf.
O

Définition 1.1.11. Soient H une k-algebre de Hopf D un k-sous-module de H. Le
module D est dit sous-algeébre de Hopf de H si D est une sous-bigebre de H (cf.
déf. et en plus S(D) € D ou S : H — H est le morphisme antipodal de H (donc
D est une k-algebre de Hopf).

O

Définition 1.1.12. Soit k£ un anneau et H une k-algebre de Hopf. Soit I un k-biideal
de H (cf. déf[1.1.9). On dit que I est un k-ideal de Hopf de C'si S(I) C I.
O
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Définition 1.1.13. Soit k un anneau et H une k-algebre de Hopf, alors I := ker(e)
est un k-ideal de Hopf de H qu’on appellera ideal d’augmentation.
O

1.2 Schémas affines en groupes

Cette section est tirée essentiellement de [33] (premiers chapitres) mais aussi de
[8] Ch, I, §1. On définit d’abord les k-foncteurs et les k-foncteurs en groupes, pour

introduire en suite les k-schémas affines en groupes.

Définition 1.2.1. Soit £ un anneau. Un k-foncteur F est un foncteur de la catégorie
des k-algébres k-Alg vers la catégorie des ensembles Ens. Un morphisme entre deux
k-foncteurs F' et H est un morphisme entre F' et H en tant que foncteurs.

O

Définition 1.2.2. On vient de définir, cf. déf. la catégorie des k-foncteurs
qu’on note k-Fonct.

g

Définition 1.2.3. Soit C une catégorie et soit /' : € — Ens un foncteur (covariant).
F est dit représentabléﬂ s’il existe un objet X de C tel que F soit isomorphe au
foncteur Home(X, @) (on dira donc que F est représenté par X). Si F' est un foncteur
contravariant on dit q'il est représentable s’il est isomorphe a Home(e, X).

O

Définition 1.2.4. Soit F' un k-foncteur (cf. définition [1.2.1)) représentable. Il existe
donc une k-algebre A telle que F' est isomorphe au foncteur Homy,4;4(A, ®). On notera
dorénavant ce foncteur Spi(A) qu’on appelle spectre de A. De plus on appelle schéma

affine sur k ou k-schéma affine tout k-foncteur représentable.
a

20n peut parfois parler de foncteur coreprésentable lorsque, comme ici, il s’agit de foncteur covariant.
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Définition 1.2.5. Un morphisme entre k-schémas affines est un morphisme entre
k-foncteurs (cf. déf. (1.2.1))). On notera Hom(Spi(A), Spr(B)) lensemble des mor-
phismes entre deux tels foncteurs.

O

Définition 1.2.6. Dans les définitions et on a donc défini une catégorie
qu’on appellera la catégorie des k-schémas affines qu’on note k-Af f.
O

Exemple 1.2.7. Pour tout n € N, pour toute k-algebre R, et pour tout morphisme
¢ : R — S on définit le k-foncteur A} donné par AP (R) := R" et Al(p) = " :
(115 ,mn) = (@(11), .., (rn)) que 'on appelle n-espace affine sur k. Cet espace A}
est isomorphe & Spy(k[T1, .., T,]) ou 11, .., T, sont n indéterminées.

4

Ce premier exemple est une conséquence du

Théoréme 1.2.8. Soit F' un k-foncteur. Si pour toute k-algebre R les éléments de F'(R)
correspondent aux solutions d’'une famille (fixée et indépendante de R) d’équations,

alors F' est un schéma affine sur k. La réciproque est encore vraie.

Preuve. (voir [33], 1.2).
O

Un cas particulier et tres important pour nous de k-foncteur est donné par la

définition suivante :

Définition 1.2.9. Un k-foncteur en groupes G est un foncteur de la catégorie des
k-algebres vers la catégorie des groupes. Un morphisme ¢ : G — H entre deux k-
foncteurs en groupes GG et H est un morphisme en tant que k-foncteurs, ou en plus le
morphisme ¢4 : G(A) — H(A) est, YA, un homomorphisme de groupes.

O

On peut enfin donner la définition de k-schéma affine en groupes :
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Définition 1.2.10. Un k-schéma affine en groupes G est un k-foncteur en groupes

représentable.
d

Définition 1.2.11. Un morphisme entre k-schémas affines en groupes est un mor-
phisme entre k-foncteurs en groupes (cf. définition ([1.2.9)).
O

Définition 1.2.12. On définit k-FonSGr et k-Af fGr, respectivement les catégories des
k-foncteurs en groupes et k-schémas affines en groupes avec leurs morphismes.
O

Définition 1.2.13. On dira que deux k-schémas affines en groupes G et H sont iso-
morphes s’il existe un morphisme f : G — H inversible.
d

Dorénavant on omettra d’écrire 'anneau k si ¢a ne crée pas de confusion et R sera pour

nous toujours une k-algebre.

Maintenant on décrira rapidement les plus importants exemples de schémas affines en

groupes. On donnera plus de détails dans la prochaine section.

Exemple 1.2.14. Soit Go t.q. Gor(R) = G4(R) := AY(R), c’est-a-dire le groupe
additif de ’anneau R. Le schéma G, est évidemment représenté par k[X].
O

Exemple 1.2.15. Soit Gy, ;; t.q. Gi k(R) = G (R) est donné par les éléments inver-
sibles de R et sa loi de multiplication, a savoir les x € R tels que il exist un y € R
qui satisfait I’équation xy = 1, c’est ce qui nous dit que le schéma en groupes G, est
représenté par k[X,Y]/(XY —1).

O
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Exemple 1.2.16. Soit GL, ; = GL,, le schéma affine en groupes des matrices n x n
inversibles, & savoir le foncteur qui associe a toute k-algebre R le groupe GL, (R) :=
{matrices (n x n) a coéfficients dans R inversibles} ou le produit est le produit usuel
entre matrices. Soit, de plus, SL,, , = SL, le foncteur qui associe a toute k-algebre R le
sous-groupe de GL,(R) donné par les matrices (n x n) inversibles dont le déterminant
est égal & 1. Le schéma en groupes GL,, est représenté par k[Xi1,.., Xpn, 1/det(X;)]
alors que S L, est représenté par k[X11, .., Xnn]/(det(X;;)—1). Evidemment G, ~ GL;.
O

Exemple 1.2.17. Le schéma en groupes ji,, 1, = fi, est le foncteur qui associe a toute
k-algebre R le groupe des racines n-iemes de 'unité dans R. Ce schéma est représenté
par k[X]/(X™ —1).

O

Exemple 1.2.18. Si car(k) = p on a de méme que car(R) = p pour toute k-algebre
R. Dans ce cas on peut définir o, t.q. ap i (R) = ap(R) := {z € R|2? = 0}, qui est un
groupe, si on considere 'addition. Le schéma affine en groupes o, est donc représenté
par k[X]/(XP).

O

On rappelle maintenant 'important lemme de Yoneda. La version qu’on présente

est parfois considérée un corollaire du Lemme (cf. par exemple [32], Ch. 2 §2.1.2).
Lemme 1.2.19. (de Yoneda.) Soient A et B deux k-algebres. Il existe une bijection
Homyaig(B, A) = Homyazs(Spe(A), Spr(B)).

La correspondance

A — Spi(A)

est une anti-équivalence entre la catégorie des k-schémas affines et celle des k-algebres.
O

Ici de suite on présente, avec un exemple, la correspondence décrite par le lemme

de Yoneda :
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Exemple 1.2.20. Considérons le morphismes det : GLy — G, entre k-schémas affines
en groupes (et donc en particulier un morphisme entre k-schéma affines), c’est-a-dire

pour toute k-algebre R le morphisme de groupes

GLy(R) — Gn(R)

a b
( ) — ad— be
c d

correspond au morphisme d’algebres

p: k[X,1/X] — E[Xi1,.., X2, 1/det(X;;)]
X = X1 X9 — Xo1 X0

Remarque 1.2.21. Dans cette remarque on expliquera pourquoi on a appelé k-schémas
affines les objets de type Spi(A). Soient A un anneau commutatif avec unité et Spec(A)
(cf., par exemple, [16], IT, §2) ensemble des idéaux premiers da A muni de la topologie
de Zariski et d'un faisceau d’anneau Ogpec(4)- On sait que (voir par exemple [16], I,

prop. 2.3) il existe une bijection
Homkfalg (Ba A) = HomSpec(k) (SpeC(A), SpeC(B))

qui, d’apres le lemme nous dit qu’il y a une équivalence entre la catégorie des
k-schémas affines (définition (1.2.4))) et celle des schémas affines sur Spec(k) au “sens
usuel” (voir [16], IT). En effet, si on construit le foncteur 7' entre les deux catégories
citées qui associe a Spi(A) le schéma Spec(A), celui-ci est surement pleinement fidele
d’aprés la remarque qu’on vient de faire. Il est aussi essentiellement surjectif parce
que si on prend n’importe quel schéma affine X (au sens usuel) sur Spek(k), X est
isomorphe (par définition, cf. [16], pag. 74) & Spec(A) pour une certaine k-algebre A;
alors Spi(A) est le schéma source auquel T associe Spec(A). On pourra donc, si on le
souhaitera, identifier Spy(A) avec Spec(A) sur Spec(k).

O

Continuons avec d’autres remarques :

Remarque 1.2.22. Soit F' un k-foncteur tel que F(R) = {e} (un seul élément) pour
toute k-algebre R, alors F' ~ Spy(k) et F est trivialement un schéma affine en groupes.
U
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Remarque 1.2.23. Considérons Sp(A) = Spr(A), Spr(B), Spr(C) des k-schémas af-
fines et deux morphismes ¢; : Sp(4) — Sp(C), ¢2 : Sp(B) — Sp(C). Si on construit
pour toute k-algebre R le foncteur produit fibré (Sp(A) x g, Sp(B))(R) = {(a,b)|a €
Sp(A)(R),b € Sp(B)(R), ¢1(a) = ¢2(b)} il s’ensuit que Sp(A) X g0y SP(B) = Sp(A®c
B). Lorsque C' = k on a tout simplement Sp(A) X g,y Sp(B) = Sp(A) x Sp(B).

(|

1.3 Schémas affines en groupes et algebres de Hopf

On va d’abord “traduire” en diagrammes la notion de groupe pour un groupe abs-
trait I' : I' est un ensemble avec une loi interne qu’on appelle multiplication et qu’on

note mult dans la suite :
mult: I'xI' — T

1.1
g:h  — gh -
I' posseéde un élément neutre :
unit : {e r
fe} = (1.2)
e +— 1r
et bien stur tout élément de I' possede un inverse :
mv: I' —- T
. (1.3)
g — g
ces morphismes doivent satisfaire certaines propriétés : I’associativité
I'xDxT ixmult L'xT (g,h,1) (g, hl)
mult Xid l O l mult l l
(1.4)

I’élément neutre est unité a gauche (et a droite ou on aurait un diagramme symétrique)

fe} T —= .y (.9) — (1,9)
P2 | O |t l l (1.5)
r = T g — g=1-g¢g

tout élément on a son inverse gauche (a droite c¢’est pareil)

10
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inv,id

r I'xT g =~ (99
l ®) lmult l l (1.6)
{e} ——i— r e — 1=gt.yg

Si maintenant on ne considere plus des groupes abstraits I' mais des k-schémas affines
en groupes G (k étant un anneau) on a les mémes diagrammes ou on aura remplacé I'
avec G et ot on demandera que les morphismes mult : G x G — G, unit : Sp(k) — G
et inv : G — G soient des morphismes de k-schémas affines en groupes, a savoir des

morphismes de k-foncteurs.

On résume ce qu’on vient de dire dans la remarque suivante :

Remarque 1.3.1. Se donner un k-schéma affine en groupes G (cf. déf. [1.2.10]) équivaut
a se donner un k-schéma affine G' qui possede les morphismes de k-foncteurs mult (cf.
unit (cf. inv (cf. , qui satisfont les diagrammes et On pourra
dire que G est un objet groupe dans la catégorie des k-schémas affines (cf. [32], Ch.
2, §2.2).

U

Remarque 1.3.2. De facon plus générale si S est un schéma quelconque, on peut
définire un S-schéma en groupes (non nécessairement affine) comme un S-schéma G
qui est un objet groupe dans la catégorie des S-schémas (cf. [32], Ch. 2, §2.2), ce qui veut
dire que G satisfait les diagrammes et ou on aura remplacé I' avec G et {e}
avec S. Ceci revient a dire que pour tout S-schéma T', ’ensemble G(T') := Homg (T, G)
a une structure de groupe, fonctorielle en 7T'.

O

Apres avoir décrit les diagramme que G := Spi(A) doit satisfaire pour étre un

k-schéma affine en groupes on va étudier le comportement de la k-algebre A.

Remarque 1.3.3. Soit A une k-algebre. Soit G := Spy(A) le k-schéma affine naturel-
lement associé a A. On se demande quelles conditions il faut imposer a 'algebre A pour
que G soit un k-schéma affine en groupes. On suppose alors que G est un k-schéma
affine en groupes. D’apres le lemme de Yoneda (cf. lemme , on peut traduire

11
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les morphismes qui donnent a G sa structure de k-schéma affine en groupes en mor-
phismes de k-algebres. On cherche donc les morphismes de k-algebres correspondant a
mult, unit et inv); on obtient respectivement :

- A:A—> AQL A,

—e:A—k,

- S:A— A;
or, traduire les diagrammes et revient a se donner les diagrammes commu-

tatifs suivants :

A AR, A —22%  Ag. A
A®id T o T A
AR, A X A
ko A =i A®, A
U1 O Ta
A — A
A pero(S,id) A®k A
1 O T
k = A
ou per : A®y A — A est la multiplications dans A ; on écrit souvent (S, id) au lieu de
per o (S, id).
O

On voit tout de suite que

Remarque 1.3.4. Une k-algebre A avec A, €, S comme dans la remarque (|1.3.3) est
une k-algebre de Hopf (cf. déf. |1.1.10)). Un k-schéma affine Spy(A) est un k-schéma
affine en groupes ssi A est une k-algebre de Hopf.

O

Il s’ensuit qu’il y a une correspondence bijective entre les k-algebres de Hopf et les

k-schémas affines en groupes. Plus précisément :

12
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Théoreme 1.3.5. La correspondance
A — Spr(A)

établit une antiéquivalence de catégories entre la catégorie des k-algebres de Hopf et
celle des k-schémas affines en groupes.
O

On présente maintenant les exemples classiques, dont certains qu’on a déja définis,

de k-schémas affines en groupes en décrivant leurs k-algebres de Hopf.

Exemple 1.3.6. Soit G, le schéma affine en groupes représenté par A := k[X] (cf.
exemple . On cherche A, ¢, S qui donnent & A sa structure d’algebre de Hopf.
On cherche d’abord A en rappelant que mult : G(R) x G(R) — G(R) peut étre expli-
citée (cf. déf. de la maniere suivante :

mult : Homy(A, R) x Homy(A,R) — Homy(A, R)
(f.9) — frg

ou * dans Homy (A, R) correspond & mult dans G (R)E| ce qui revient a donner, d’apres

la remarque (|1.2.23]), le morphisme

Homi(A® A, R) — Homy(A, R)

(A A—"——R) — (A—>—A4A4—""—R)
tel que Va € A on ait donc (f,g)A(a) = f(a)*g(a) ou (f,g)(a®b) := f(a)-g(b). Dans
cet exemple il sera suffisant de le montrer pour X, qui engendre A. Dans G, la loi *
est tout simplement la somme + (en effet G,(R) est le groupe additif de ’anneau R).
Soient donc r := f(X) et s := g(X) on cherche A tel que (f, g)A(X) =r+ s. On pose
A(X):=X®1+4+1®X et l'on vérifie que c’est le bon choix, en effet

([ (X ©1+10X) = f(X)-g(1) + f(1) - g(X) = f(X) + g(X).

De fagon analogue on trouve € : A — k en étudiant le morphisme unit : Spg(k) — G,

c’est-a-dire pour toute k-algebre R le morphisme

Homy(k,R) — Homy(A,R)

(k » R) s (A € k ® R)

3Pour f,g € Homg(A,R) on peut construire les lois de somme et multiplication en posant
(f + 9)a) = f(a) + g(a) et (fg)(a) := f(a)g(a), Va € A qui donnent une structure de k-algebre

a Homy (A, R) mais & priori * n’est ni 'une ni 'autre, c’est par exemple le cas de GLo.

13
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tel que Va € A on ait donc ¢(e(a)) = lg(g)-
Dans cet exemple si on pose £(X) = 0 on vérifie que c’est le bon choix, en effet

p(e(X)) =0=1g,(r)-
Pour terminer cet exemple il ne nous reste qu’a trouver S : A — A en étudiant le

morphisme inv : G(R) — G(R), a savoir

Homp(A,R) — Homy(A,R)

(A—*—R) — (A—5 —4—* R

tel que Ya € A on ait donc ¢(S(a)) = inv(p(a)) = (¢(a))* L.
On constate que S(X) = —X est le bon choix puisque, pour r := p(X), p(S(X)) = —r.
O

Exemple 1.3.7. En singeant ’exemple , dont on garde les mémes notations, on
trouve A, e, S pour G,, (cf. exemple le k-schéma affine en groupes représenté
par A = k[X,1/X] = k[X,Y]/(XY — 1). Juste pour donner une idée on se borne a
la recherche de A, en supposant A(X) = X ® X et en vérifiant que (f, g)(A(X)) =
(f,9) (X ®@ X) = f(X)g(X) = rs, qui est exactement la loi de groupe dans G,,. Pour
compléter on donne les deux autres morphismes : £(X) := 1 et S(X) := 1/X. Pour
finir observons que, en tenant compte de I'isomomorphisme (en tant que groupes) entre
Z et ({em}mez,-) OU em - €n = €mqn, On peut écrire k[Z] = >, ., bie;, b; € k, ce qui
revient a dire que la groupe-algebre k[Z] est isomorphe a k[X,1/X] (il suffit de poser
X = e; et remarquer que e; = X').

O

Exemple 1.3.8. Toujours en gardant les notations des exemples précédents, on focalise
lattention sur p, le k-schéma affine en groupes des racines n-iemes de 'unité (cf.
exemple représenté par A = k[X]|/(X"™ — 1), plus précisément pour toute k-
algebre R on a le groupe u,(R) = {z € R|z" = 1} dont la loi de groupe est la
multiplication, I'unité est I'unité de R et I'inverse de chaque élément x est 2~ '. Il est en
fait un sousgroupe de G,,(R). Ca ne nous étonne pas donc que on retrouve les méme A,
e et S de G,,,(R). Observons encore que, en considérant multiplicativement le groupe
Z/nZ engendré par e, on peut écrire k[Z/nZ] = Y., biel, b; € k, ce qui revient &

dire que la groupe-algebre k[Z/nZ)] est isomorphe a k[X]/(X™ — 1) (il suffit de poser

14
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X = e; et remarquer que e} = 1).
O

Exemple 1.3.9. Comme dans 'exemple [1.2.18 le k-schéma affine en groupes a; ol
car(k) = car(R) = p est le schéma Spec(k[X]/(XP)); ap(R) est un sous-groupe de
G4(R). Ce n’est pas étonnant qu’on retrouve les méme A, ¢ et S que ceux de G,(R).
O

Dans I’exemple suivant on donne une structure de k-schéma affine en groupes a tout
groupe abstrait I' et c’est moins trivial que I'on puisse imaginer. La construction qui

suit ne considere que les groupes abstraits finis.

Exemple 1.3.10. Soit I' un groupe abstrait, fini et non trivial que a ’occurrence on
utilisera avec notation multiplicative. La premiere idée qu’on a en téte est d’utiliser
le foncteur G t.q. G(R) := I pour toute k-algébre R; malheureusement ce foncteur
G n’est pas toujours représentable (le théoréme peut aider a en comprendre la
raison). Donc on oublie le foncteur G et on cherche un k-schéma affine en groupes qui
soit le plus proche possible de G. Soit donc A := k' = {fonctions f : ' — k}, qui est
engendrée par {e;}ser ol €,(0) = 1 mais e,(0) = 0 pour ¢ # o ; en effet Vy € T" on
peut écrire f(7) = 3, o f(0)es(y). On note que €2 = €4, epe5 =0, Y €5 = 1 (o1
(eses)(x) = ex(x)es(x) et (ex + €5)(x) = es(z) + es5(x)) ce qui revient & dire que en
tant que anneau A = k x .. X k, évidemment |T'| fois).

On aimerait que A soit une k-algebre de Hopf et que le k-schéma affine en groupes
qui lui correspond (théoréeme ) ne soit pas trop different de G. D’abord on voit
que le k-schéma affine H := Homy(A,-) est presque comme G, voyons comment :
on ne prend pas n’importe quelle k-algebre R mais seulement celles dont les seuls
idempotents sont 0 et 1, ainsi un morphisme ¢ : A — R est obligé d’envoyer un seul
e, en 1 et tous les autres en 0. On appelle ce morphisme ¢,. Il est donc clair qu’on
a une bijection entre Homy(A, R) et I' = G(R) pour R comme ci-dessus. De plus, en
définissant (g * pp) := Qg on a un isomorphisme entre (Homy(A, R),*) et I'. On a
donc trouvé un bon candidat. On vérifie maintenant que A est une k-algebre de Hopﬁ
On prend :

- Aie,— 27205 €o€s,

— e:e1+— 1, (— 0 autrement),

4Ca nous permettra de conclure que Spec(A) est un k-schéma affine en groupes.
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- S(eo) = €5-1,
ce sont les morphismes qui donnent a A la structure souhaitée.
O

Définition 1.3.11. On appelle schéma en groupes constant pour I et on le note
encore I'; le k-schéma affine en groupes associé a un groupe abstrait I' quelconque.
O

On termine cette section avec une derniere définition qu’on utilisera souvent dans

la suite :

Définition 1.3.12. Soit G := Spr(A) un k-schéma affine en groupes. On dira que G
est un k-schéma affine en groupes fini si A est un k-module projectif de type fini
(e.g. 'y de la définition ou I' est fini). Si A est k-libre on appellera ordre de G
le rang de A sur k.

O

1.4 Torseurs

Dans cette section on définira les torseurs sous l'action d’un k-schéma affine en
groupes et leurs principales propriétés. Pour approfondir le sujet on vous renvoie a [§],
mais encore [23] et [35]. Commencgons donc par la definition de l'action d’un foncteur

en groupes sur un k-foncteur :

Définition 1.4.1. Soient & un anneau, G un k-foncteur en groupes (cf. definition
(1.2.9)) et X un k-foncteur (cf. definition (1.2.1))). Une action (& droite) de G sur X
est une application naturelle X x G — X telle que pour toute k-algebre R ’application
X(R) x G(R) — X (R) soit une action (& droite) de groupd’] On dira que G agit sur
X.
O

On passe tout de suite au cas plus intéressant et donc on définit I'action d'un k-

schéma affine en groupes sur un k-schéma X quelconque. Pour cela on fera appel a

SUn groupe abstrait G agit sur un ensemble X si on a une application X x G — X telle que
(z,1g) — x et (xzg)h = z(gh), Yz € X et Vg,h € G.
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la remarque qui nous permet d’interpreter un k-schéma affine en groupes G non
pas comme un foncteur covariant de la catégorie des k-algebre vers la catégorie des
groupes mais plutot comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-schémas

vers la catégorie des groupes :

G: k-8ch — Gr
T +— Homy_sen(T,G)
Si on voulait considérer G comme un objet groupe dans la catégorie des k-schémas

affines alors il en résulterait un foncteur

G k-Aff— Gr
T — Homy_a5¢(T,G)
Or, la donnée d’un k-schéma X quelconque est équivalente a la donnée d’un foncteur
contravariant (cf. [I0], Ch. VI §1)

X : k-8Sch — Ens
T +— Homyp_gen (T, X)

On écrira dorénavant Hom(T, X) au lieu de Homy_gep (T, X).

Définition 1.4.2. Soient k£ un anneau, G un k-schéma affine en groupes et X un k-
schéma. Une action (& droite) de G sur X est une application naturelle X x G — X
tel que pour tout k-schéma T' Iapplication X (7T") x G(T) — X(T') soit une action de
groupe. On dira que G agit sur X.

O

Soit X toujours un k-schéma quelconque, on construit maintenant un foncteur en
groupes contravariant qu’on note Aut;(X) qui associe & un k-schéma 7T les automor-

phismes de T' x; X qui commutent avec la projection pry : T x; X — T :

Aut, (X)(T) == Autr(T xj X)

Proposition 1.4.3. Soient G un k-schéma affine en groupes et X un k-schéma. Soit
X xG — X une action comme dans la définition[I.4.2] Se donner une telle action revient
a se donner une application naturelle entre G et le foncteur en groupes Aut; (X).
Preuve. (cf. [32], Proposition 2.18) .

O

17
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On a maintenant tous les ingrédients pour définir un torseur. On commence par un

cas plus simple qui sera un cas particulier de la définition [I.4.6] qu’on verra plus tard.

Définition 1.4.4. (Provisoire) Soient k un corps, G un k-schéma affine en groupes
(cf. definition et X un k-schéma. Si G agit (& droite) sur X (cf. déf. on
dit que laction est simplement transitive si pour tout k-schéma T et Va,y € X(T)
il existe un unique g € G(7T') tel que x - g = y, ce qui revient a dire que Iapplication
X(T)x G(T) — X(T) x X(T) telle que (z,g) — (z,x - g) est bijective. On dira aussi
que X est un G-torseur au dessus de k (ou Spec(k)).

Il

Apres avoir défini des objets on définit, comme d’habitude, les morphismes entre

ces objets :

Définition 1.4.5. Soient X et X’ deux G-torseurs comme dans la définition (1.4.4)).
Un morphisme de k-schémas ¢ : X — X’ est un morphisme entre G-torseurs au
dessus de k si pour tout k-schéma T, Vo € X(T) et Vg € G(T)

p(zg) = o(x)g.

On dit que @ est G-équivariant ou que ¢ commute avec l'action de G.
d

On vient donc de décrire la catégorie des G-torseurs au dessus d’ un corps k.

Considérons un cas plus général : soit k& dorénavant un anneau. De plus, il est naturel
de se demander ce qui se passe si on considéere comme base non pas k mais un k—schémaﬁ

S. On demandera que X soit un S-schéma :

Définition 1.4.6. (Définitive) Soient S un k-schéma et G un k-schéma affine en
groupes plat. Soient X un k-schéma, p : X — S un morphisme de k-schémas, & :
X x G — X une action a droite comme dans la définition On dit que p est un

G-torseur au dessus de S si :

Bien siir au lieu de prendre S sur Spec(k) on pourrait prendre S un D-schéma ott D n’est pas
forcément affine et puis on prendrait G un schéma en groupes affine sur D etc. Ou encore on pourrait
prendre S un schéma absolu et non relatif (cf. [23], Ch. III, §4), G un S-schéma etc. Puisque dans le

chapitre IIT un tel D sera toujours affine on a décidé d’utiliser ces notations.
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— i) le morphisme p est un morphisme affine et fidélement plat ;
— ii) le morphisme ¥ := (pr1, @) : X x G — X xg X est un isomorphisme, ce qui se

traduit en le diagramme cartésien suivant :

X xG e X
P | O 1P
X S

p
a savoir, pour tout k-schéma T', Vo € X (T') et Vg € G(T), la donnée d’un diagramme

cartésien comme suit :

X(T)x G(T) —==*— X(T)
P | O 1P
X(T) 7 S(T)

Une conséquence évidente est la remarque suivante :

Remarque 1.4.7. Les definitions @ et @ coincident, comme on ’avait anticipé,
lorsque k est un corps et S := Spec(k).
(|

Définition 1.4.8. Considérons le S-schéma en groupes Gg := G X gpec(r) S On dit que
un G-torseur X au dessus de S est trivial si X ~ Gg. Evidemment si S := Spec(k)
alors un G-torseur au dessus de k est trivial ssi il est isomorphe a G.

O

Définition 1.4.9. Un morphisme entre deux G-torseurs X et X’ au dessus
de S est un morphisme ¢ : X — X’ de S-schémas qui commute avec les actions
P: X xG—Xetd: X' xG— X

O

On vient donc de décrire la catégorie G-Torsg des G-torseurs au dessus d’un k-

schéma S, k étant un anneau.
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Voyons une caractérisation de la notion de torseurs tiré de [23], III, Proposition 4.1

que je reprend ici de suite dans les notation qu’on a utilisé :

Proposition 1.4.10. Soient S un k-schéma et G un k-schéma affine en groupes de
type fini et platﬂ Soit X un k-schéma et soient p : X — S un morphisme localement
de type fini et ® : G x X — X une action de G sur X. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :
— a) p est un G-torseur au dessus de S';
— b) il existe un recouvrement {U; — S}icr de S pour la topologie plate tel que,
Viel, Xy, = Gy,.

1.5 Représentations

Dans cette section on introduira les représentations linéaires d’un k-schéma affine

en groupes ol k est un anneau commutatif unitaire.

Définition 1.5.1. Soient k un anneau, G un k-foncteur en groupes (cf. déf. [1.2.9), V
un k-module fixé et Xy le foncteur (de la catégorie des k-algebres a la catégorie des
R-modules)
Xy k-Alg — R — Mod
R—V ®; R.

Soit G x Xy — Xy une action (cf. déf. . On suppose de plus que pour toute
k-algebre R l'action p : G(R) x Xy (R) — Xy (R) soit R-linéaire. On dira que (V, p) est
une k-représentation linéaire de G (ou plus simplement k-représentation de G).
O

Remarque 1.5.2. Soit GLy(e) = Autr(V ® ) un k-foncteur en groupes. La donnée
d’une représentation (V, p) d’un foncteur en groupes G est équivalente a la donnée d’un
morphisme ¢ : G — GLy. Il suffit, pour tout g € G(R), de poser ¢(g) := p(g,e).

a

"Et donc fidelement plat car il existe la section unité Spec(k) — G.
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Définition 1.5.3. Soient k£ un anneau, G un k-foncteur en groupes, (V1, p1) et (Va, p2)
deux k-représentations linéaires de G. Un morphisme de représentations ¢ : (V1,p1) —
(Va, p2) est la donnée d’un morphisme de k-modules ¢ : V; — V5 qui commute aux ac-

tions linéaires, a savoir, pour toute k-algebre R le diagramme suivant commute :

G(R) X XV1 (R) - XVI (R)
| O !
G(R) X XV2 (R) — XV2 (R)

On définit une catégorie qui sera utilisée dans la suite :

Définition 1.5.4. Soit k an anneau. On note Repy(G) la catégorie des k-représentations
linéaires (V,p) de G ou V est un k-module de type fini et les morphismes entre deux
représentations sont comme dans la définition Si k est un corps alors V est un
k-espace vectoriel de dimension finie.

O

Définition 1.5.5. Soit k an anneau. Soit G := Spec(A) un k-schéma affine en groupes.
Un k-comodule est la donnée d’un k-module V' et d’un morphisme o : V — V ®; A t.q.

les diagrammes suivants commutent

V g V®kA V$V®kf4

| fes N Joee

VRrA——=V R, AR, A V ok
o®id A

ou A: A— A®y A est la comultiplication et € : A — k la counité (cf. déf.|[1.1.1)).
U

Pour justifier l'introduction de cette derniere définition on rappelle le théoreme

suivant :

Théoréme 1.5.6. Soit k an anneau. Soit G := Spec(A) un k-schéma affine en groupes.
Se donner un k-comodule revient a se donner une k-représentation linéaire de G.

Preuve (Esquisse) : se donner une représentation linéaire (V) p) de G revient a se
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donner un morphisme ¢ : G — GLy (cf. remarque|1.5.2)). On lui associe le morphisme

0, qui donne a V une structure de comodule, comme suit :
o: V-V, A, v ¢(lgay)(v@l).
Dans lautre sens, soit o : V — V ®;, A la structure de comodule sur V', d’ou
oR: VR R—-V R, Rep A

et .
or(m) ::Zmi®ai, m,m; €V ® R,
i

on retrouve ¢ en construisant le foncteur G(o) — Ende(V ®ye) t.q. pour toute k-algebre
R

G(R)

Endr(V ® R)

(g: A= R)—=(m) = 35 mi ®g(ai).

Pour une preuve complete et plus de détails sur le sujet voir par exemple [33], Ch. 3
u [19], Ch. I, §2.7.
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Chapitre 2

Le schéma en groupes

fondamental

Dans ce chapitre on définira le schéma en groupes fondamental, introduit par Nori
dans [25] et [26], associé & un k-schéma X complet, réduit et connexe, k étant un
corps parfait. On rappellera aussi la construction du schéma en groupes fondamental
d’apres Gasbarri (cf. [12]) relatif & un B-schéma X, ou B est un schéma de Dedekind,
X un schéma réduit, irréductible (donc connexe) et le morphisme structural j : X —
B est fidelement plat. Dans les deux cas on supposera aussi l'existence d’un point,
respectivement = : Spec(k) — X et x : B — X. On verra que les deux constructions
coincident lorsque B est le spectre d’un corps parfait et j est propre. Pour la premiere
construction (d’aprés Nori) on aura besoin d’un outil fondamental, & savoir la notion
de catégorie tannakienne (neutre) sur un corps k. On aimerait que la présentation
de ces catégories soit le plus possible self-contained. C’est pour cette raison qu’on a
ajouté une petite sous-section (voir ou on rappelle les définitions de catégories
additives et abéliennes; ca évitera au lecteur de les chercher ailleurs. Les informations
seront tirées principalement de [6] et [7] mais aussi par [2§], [31], Appendix B pour une
premiére introduction et [2I], VII, §1, §2 et §7. Aucun résultat original sera présenté
dans ce chapitre. Cependant on complétera des démonstrations & peine esquissées dans
le travail de Nori. Pour ceci je remercie M. Emsalem et N. Borne pour leur précieuse

aide.
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2.1 Catégories tannakiennes

2.1.1 Catégories additives et abéliennes

Définition 2.1.1. Une catégorie C est dite catégorie additiveﬂ si

1) C posséde un objet zéro qu’on note Og, (ou 0 si ¢a ne crée pas de confusion) c’est-
a~dire un objet tel que, VX € Ob(C), les ensembles des morphismes Home(0, X)
et Home(X,0) sont constitués par un et un seul élémeniﬂ

2) Pour tout couple X, Y € Ob(C) il existe un objet somme, qu’on notera X @ YE]

3) Pour tout couple X,Y € Ob(C) 'ensemble Home(X,Y') est un groupe abélien. De
plus, pour tout triplet X,Y, Z € Ob(C) la composition

P(e,0): Home(X,Y)x Home(Y,Z) — Home(X,Z)

(f: X—=Y,g:Y—>2) — U(f,g)=gof:X—>Z

est bilinéaire, c’est-a-dire ¢y := (e, 9) : Home(X,Y) — Home(X, Z) et ¢y :=
P(f, ) : Home(Y,Z) — Home(X, Z) sont des homomorphismes de groupes pour
tout g € Home(Y, Z) et pour tout f € Home(X,Y).

On rappelle la définition de noyau et co-noyau pour une catégorie qui possede un

objet zéro :

Définition 2.1.2. Soit € une catégorie qui possede un objet zéro. Soient X, Y € Ob(C)
et ¢ : X — Y un morphisme dans €. On appelle noyau (et 'on notera ker(y)) le
couple (K, pu) on K € Ob(€) et (u: K — X) € Home(K, X) si

1) pou=0[]
2) Pour tout J € Ob(C) et pour tout morphisme 7 € Home(J, X) tel que ¢ o =0, il

existe un unique morphisme 7" € Home(J, K) tel que 7 = o7’ comme montré

'Pour en savoir plus voir par exemple [I7], I1, §9 ou [21], VIIL.

2Ca revient & dire que dans € il y a un objet final, un objet initial et ils coincident.

311 existe donc un objet somme pour un nombre arbitraire fini d’objets de C.

4Le morphisme zéro, & savoir unique morphisme K — 0 — Y, 0 étant objet zéro. Ce morphisme,

dans une catégorie additive, est I’élément neutre du groupe abélien (avec nos notations) Home (K,Y).
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par le diagramme suivant :

!
|\
A

K-—tsx-—*-y

L’objet K sera appelé tout simplement objet noyau ou objet ker. Avec les mémes
notations on appelle co-noyau (et I’'on notera coker(y)) le couple (C, u) ou C' € Ob(C)
et (u:Y — C) e Home(Y,C) si

1) pop=0.

2) Pour tout L € Ob(C) et pour tout morphisme 7 € Home(Y, L) tel que 7o ¢ =0, il

existe un unique morphisme 7 € Home(C, L) tel que 7 = 7’ o yu comme montré

par le diagramme suivant :

x>y -tsco

I
\'T’
A

L.

L’objet C' sera appelé tout simplement objet co-noyau ou objet coker.
O

Définition 2.1.3. Soient C une catégorie quelconque, X, Y € Ob(C) et ¢ : X — Y un
morphisme. Si pour tout A € Ob(€) et pour tout couple de morphismes o, 3: A — X
on a

poa=gpoff=a=p (2.1)

on dit que ¢ est un monomorphisme. Si pour tout B € Ob(€) et pour tout couple

de morphismes «,3:Y — B on a
aop=Fop=—=a=_0 (2.2)

on dit que ¢ est un épimorphisme.
d

Définition 2.1.4. Une catégorie C est dite catégorie abélienneﬂ si

1) C est une catégorie additive (cf. définition [2.1.1)).

®Pour en savoir plus voir [I6] III, §1, ou encore et surtout [17], II, §9.
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2) Tout morphisme posséde un noyau et un co-noyau (cf. définition [2.1.2)).

3) Tout monomorphisme est le noyau de son co-noyau : si ¢ : X — Y est un mono-
morphisme, soit (C, 1) son co-noyau, on demande que le noyau de p : Y — C' soit

exactement le couple (X, ).

4) Tout épimorphisme est le co-noyau de son noyau : si ¢ : X — Y est un épimorphisme,
soit (K, p) son noyau, on demande que le co-noyau de i : K — X soit exactement
le couple (Y, p).

5) Tout morphisme ¢ : X — Y peut étre exprimé comme composition d’un épimorphisme

e: X — X’ et un monomorphisme m : X' — Y.

Je cite, sans entrer dans les détails, les premiers exemples de catégories abéliennes.

Exemple 2.1.5. La catégorie Ab des groupes abéliens, la catégorie A-Mod des mo-
dules sur un anneau A unitaire et commutatif, la catégorie Ab(X) des faisceaux en
groupes abéliens sur un espace topologique X, la catégorie Ox-Mod des faisceaux de
O x-modules sur un schéma X, ainsi que Qcoh(X) et Qcoh(X) les catégories, respec-
tivement, des faisceaux de Ox-modules quasi-cohérents et cohérents sur un schéma X
sont toutes des catégories abéliennes.

O

2.1.2 Catégories monoidales

On commence par introduire la notion de catégorie monoidale (on suivra dans la

suite le point de vu de [7]).

Définition 2.1.6. Une catégorie € est dite catégorie monoidale ou tensorielle si :

1) il existe un bi-foncteur

R: xC — C

(2.3)
(X,)Y) — XYV =Q(X,Y)

qu’on appelle tenseur ; on appelle produit tensoriel le produit ®.
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2) On appelle un objet U de € objet unité s’il existe un isomorphisme v : U — U QU
et si le foncteur v : € — €, X — U ® X est une équivalence de catégoriesﬂ On

supposera toujours qu’il existe un objet unité qu’on notera 1le.

3) Définissons les foncteurs

F(12)3I CxECxC — €
XV.2) — (Xov)eZz

(2.4)
Fioz: ExExC — €
(X,Y,Z2) —» XY ®2Z2),
il existe les isomorphismes naturels suivants :
a) 1’ associateur:
as : Flig)3 — Fi(23)- (2.5)

as est donc la donnée, VX,Y, Z € Ob(C), d’un isomorphisme fonctoriel :
asxyz: (X®Y)®Z — X (Y ® 2), (2.6)
b) la loi unité a gauche :
ga:(R)(le, o) =le®e — Ide. (2.7)
ga est donc la donnée, VX € Ob(C), d’un isomorphisme fonctoriel :
gax :le®@ X — X; (2.8)
c) La loi unité a droite :
dr - ®(., le) =e®1le — Ide (2.9)
dr est donc la donnée, VX € Ob(C), d’un isomorphisme fonctoriel :
drxy : X ®le — X (2.10)

Les isomorphismes as, ga, dr doivent satisfaire aux conditions (qu’'on appellera
conditions de cohérence) qui, pour des objets W, X, Y, Z € Ob(C) sont décrites

par les diagrammes commutatifs suivants :

®Deux objets unité sont isomorphes (cf. [7] Proposition 1.3 (b)).
"On dira plus simplement que &) est associatif.
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i) le diagramme pentagon :

(WeX)eY)®Z - WeoX)e(YeZ) - WXl e2)
asw,x,y®@Ildz ! ® Idw®asx v,z 7

We(XeY)eZ We(XeY)® Z2)
(2.11)

ou les deux isomorphismes horizontaux que je n’ai pas pu écrire sur le dia-

ASW,XQY,Z

gramme sont, de gauche a droite, aswgx,y,z et asw x,yez.
ii) le diagramme triangle : comme pour le point i) on choisit deux objets
X,Y € Ob(C) et on écrit :

asX,10,Y

(X®1le)®Y X®((le®Y)

drx@Idy N O S Idx®gay (2.12)
X®Y

Exemple 2.1.7. La catégorie des groupes abéliens Ab (vue comme catégorie Z-Mod)
munie du produit tensoriel usuel ® entre Z-modules est une catégorie monoidale ou Z
joue le role d’objet unité.

O

Remarque 2.1.8. Dans l'exemple IE on peut comprendre & quoi peut servir le

diagramme pentagon. En effet le morphisme
a: XYV)eZ — XY ®Z)

ey)ezs — —I0(@Ye:2)

est bien un isomorphisme mais il ne satisfait évidemment pas le diagramme pentagon.
On en déduit que un tel «, qui va contre notre idée intuitive d’associativité, ne peut

pas étre un associateur. [

Définition 2.1.9. Une catégorie C est dite catégorie monoidale symétrique si C

est une catégorie monoidale (cf. déf.|2.1.6)) et s’il existe un isomorphisme naturel

v: () — @ (2.13)
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ou le foncteur ) est comme suit :

®: txC — C

(2.14)
(X)Y) —» Yo®X
~ est donc la donnée, VX,Y € Ob(C), d'un isomorphisme dans C :
’yX7y:X®Y—>Y®X (215)

ou en plus on demande que vy, x o vxy = IdX®yE| De plus, pour X,Y,Z € Ob(C)
on demande que les deux diagrammes suivants, qu’on appelle diagrammes hexagon,

commutent. Voila le premier :

e Id
XYz 22 (XeY)ez 22Y yvex)ez
XY@z | o) | asvixz (2.16)
Id
Yez)eXx 2% vezeX) X2 ye(Xe2)
et puis le deuxieme :
Id
XoY)ez "M Xxeyez) M Xg(ZeY)
TXY.Z | o l“s)_c,lz,y (2.17)
. Id
Zo(X0Y) 22 zex)ey X2V (Xez)eY

Exemple 2.1.10. Soit A un anneau unitaire et comme d’habitude commutatif. Soit
A-mod la catégorie des A-modules de type fini. La catégorie A-mod munie du produit

tensoriel ® usuel est une catégorie monoidale symétrique.
O

Définition 2.1.11. Soit (C,®) une catégorie monoidale symétrique. Un objet L €

Ob(C) est dit inversible si le foncteur

L: ¢ — ¢

(2.18)
X - L&®X

est en fait une équivalence de catégories.

g

80n dit souvent, plus simplement, que ® est commutatif.
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Remarque 2.1.12. Soit (€, ®) une catégorie monoidale symétrique. Si un objet L €
Ob(C) est inversible il s’ensuit que le foncteur L défini dans la définition est
en particulier essentiellement surjectif, et donc il existe un objet L' € Ob(C) tel que
L® L' = 1c Onpose L~ := L' et on dira que L~! est le (seul, & isomorphisme pres)
inverse de L. Le réciproque est vrai aussi : supposons qu’il existe L' t.q. L ® L' = 1¢,
alors on considere les foncteurs £ comme dans la définition et L' qui associe &
tout objet X de € l'objet L' ® X ; on voit rapidement que Lo L' = L' o L = Ide et
donc L est une équivalence de catégories.

O

Exemple 2.1.13. Soit A-Mod comme dans ’exemple 2.1.10} Un A-module L € Ob(A-
mod) est inversible si et seulement si L est projectif et de rang 1 (cf. [28], §1, 0.2.2.2).
O

Définition 2.1.14. Soit (€,®) une catégorie monoidale symétrique. Soient X,V €

Ob(C) et supposons que le foncteur contravariant

Homxy: € — £&ns

(2.19)
T +— Home(T®X,Y)

soit representable (cf. déf.[1.2.3]) et donc qu’il existe un objet de C, qu’on note Hom(X,Y),

t.q. les foncteurs contravariants
Homxy et Home(e, Hom(X,Y)) (2.20)

soient isomorphes. On appelle Hom(X,Y') le morphisme intérieur de X vers Y.
a

Définition 2.1.15. Soit (C,®) une catégorie monoidale symétrique. On définit (s’il
existe) XV := Hom(X, 1) € Ob(€) qu’on appelle objet dual de X.
O

Exemple 2.1.16. Soit une fois de plus A-mod comme dans les exemples[2.1.10]et[2.1.13

la catégorie des A-modules de type fini. Alors il existe un isomorphisme de A-modules
Hom(X,Y) = Homamea(X,Y). (2.21)
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et XV = Homamea(X, A).
O

Remarque 2.1.17. Soient (€, ®) une catégorie monoidale symétrique et X,Y un

couple d’objets de € pour lesquelles il existe Hom(X,Y) € Ob(C). Soit
TIdgom(x,y) € Home(Hom(X,Y), Hom(X,Y)) = Homx y(Hom(X,Y)). (2.22)
ou Homx y(Hom(X,Y)), défini dans la définition est isomorphe a
Home(Hom(X,Y)® X,Y).

On note enfin evyy : Hom(X,Y)® X — Y le morphisme correspondant & Id g opm(x,v)-

Plus simplement on notera (si XV existe)
evxV 1= evx 1, : XVoX — le (223)

le morphisme correspondant a Idxv.
Or, d’apres la définition [2.1.14] on a, VT' € Ob(C)

Home(T, XY) =2 Home(T ® X, 1¢). (2.24)
En remplacant T avec X et X avec X" on obtient
Home(X, (X)) 2 Home(X @ XY, 1¢). (2.25)

Puisque notre catégorie € est symétrique on a, griace au foncteur + défini dans la

définition le morphisme
v i=evxvoy: XXV — XVoX — le. (2.26)
Via lisomorphisme ([2.25)) a 9 xv correspond le morphisme

iy X — (XV)V. (2.27)

Remarque 2.1.18. La définition de dual qu’on trouve dans [6], §2, (2.1.2) est différente
de celle donnée ici.
O
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Définition 2.1.19. Soit (C,®) une catégorie monoidale symétrique. Si ix : X —
(XVY)V, le morphisme introduit dans la remarque est un isomorphisme on dira
que X est un objet réflexif. On dit que C est une catégorie monoidale réflexive si
tout X € € est réflexif.

U

Exemple 2.1.20. On reprend 'exemple et on doit malheureusement constater
que A-mod n’est pas, en général, une catégorie monoidale réflexive. En effet si par
exemple A := Z et donc les objets de A-mod sont en particuliers des groupes abéliens on
voit tout de suite que (Z/2Z)" := Homyz(Z/27,7) = 0. 1l S’ensuit que ((Z/27Z)V)" =0
et donc Z/27Z n’est pas réflexif.

O

Définition 2.1.21. Soit (C,®) une catégorie monoidale symétrique. On dit que C est

une catégorie monoidale rigide (ou catégorie tensorielle rigide) si
i) Hom(X,Y) existe pour tout couple X, Y € Ob(C) (cf. déf. .
ii) C est une catégorie monoidale réflexive (cf. déf. 2.1.19).
iii) Considérons les foncteurs
T : CxExECxE — €
(X1,X2,Y1,Y2) +—  Hom(X1,Y1) ® Hom(X2,Ys)

et
T,: CxECxECxE — €

(X17X27Y17Y2) = M(X1®X2aYI®X2)

X; et Y; parcourant les objets de C et soit ¢ ’application naturelle

@ T — T
HOm(Xl,Yl) X® HOm(XQ,YYQ) — Hom(X1 ®R X9, V1 ® XQ).
h®fa — g

ou g(z1 ® x2) = fi(z1) ® fa(x2) (et prolongé par linéarité). On demande que ¢

soit un isomorphisme naturel.
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Exemple 2.1.22. La catégorie A-Proj des A-modules de type fini et projectifs est une
catégorie monoidale rigide (cf. [7], example (1.23)). Par conséquent il en est de méme

pour la catégorie k-mod des k-espaces vectoriels de dimension finie.
O

Dans la suite on s’occupera quasi exclusivement de catégories monoidales (au moins)

symétriques donc les définitions et propositions qui suivront concerneront ces catégories.

Définition 2.1.23. Soient (€, ®) et (€', ®") deux catégories monoidales symétriques et
soit F': € — € un foncteur. F' est dit foncteur tensoriel si les conditions suivantes
sont satisfaites : soit (X) comme dans la définition on demande d’abord qu’il existe

un isomorphisme naturel

p:Fo)— (X o(FxF), (2.28)
ca revient a dire que pour tout couple X, Y € Ob(€) on a un isomorphisme
oxy:F(X®Y)=2F(X)® F(Y). (2.29)
En plus on demande que ¢ sot compatible aux contraintes d’associativité et de com-
mutativité :
i) VX,Y,Z € Ob(C) on a le diagramme commutatif suivant
FX)@'(FY)® F(Z)) « FX)9'FY®Z) « FX®(Y®2)
aS}(X),F(y),F(Z) T 0 T F(asx,y,z)
(FIX)® F(Y)® F(Z) « FXQY)® F(Z) « F(XQY)®2),
ou les morphismes horizontaux sont Id F(X) ®' vy z et ox yez (premiere ligne, de

gauche vers droite) et puis pxy @' I dp(z) et oxev,z (seconde ligne, de gauche

vers droite).

ii) VX,Y € Ob(C) on a le diagramme commutatif suivant

FX)&' FY) &Y F(X®Y)
VE(X), F(Y) ! o | F(yx,y)
v, x

FY)® F(X) — F({Y ®X)

iii) F(l@) ~ 1@/.

O
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Proposition 2.1.24. Si € et €’ sont deux catégories monoidales rigides et F': € — €’
est un foncteur tensoriel alors F(Hom(X,Y)) ~ Hom(F(X),F(Y)) et en particulier
F(XV) ~ F(X)V (cf. [7], Proposition 1.9).

O

Définition 2.1.25. Soient C et €’ deux catégories monoidales symétriques (pas forcément
rigides) et F' : € — €’ un foncteur tensoriel. On dit que F est une équivalence de
catégories monoidales symétriques si, tout simplement, F' est une équivalence de
catégories.

O

On donne maintenant I'importante définition de morphisme entre foncteurs tenso-
riels ou, encore une fois, on ne demandera pas que les catégories concernées soient

rigides :

Définition 2.1.26. Soient (€, ®) et (€', ®") deux catégories monoidales symétriques et
F,G : € — € deux foncteurs tensoriels. Soient ¢ : Fo® — @ 'o(F x F') comme dans
la définition et de facon analogue v: Go @ — Q' o (G x G). Soit A: FF — G
une application naturelle. On dit que A est un morphisme de foncteurs tensoriels

si on a le diagramme commutatif suivant :

FX)®'F(Y) —— F(X®Y)
Ax® Ay ! o l)\X@;Y
e ay) X axey),
ce qu’on peut résumer en disant que A\ est un morphisme commutant aux produits

tensoriels. On notera Hom® (F, G) I'’ensemble des morphismes entre foncteurs tensoriels.
O

Proposition 2.1.27. Soient (€, ®) et (€', ®’) deux catégories monoidales rigides, F, G :
C — € deux foncteurs tensoriels et A : F' — G un morphisme de foncteurs tensoriels.

Alors A est un isomorphisme.
Preuve : d’apres la proposition [2.1.24] on a

F(X)V~F(XY) - GXY)~G(X)Y,
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d’ou l'existence d’un morphisme p : G — F' qui est, par construction, un quasi-inverse
de A (cf. [7], Proposition 1.13).
d

Or, soit k un corps et R une k-algebre. Le foncteur

Vi k-Mod — R-Mod
Vi— V&R

est un foncteur tensoriel.

Définition 2.1.28. Soient k£ un corps, € une catégorie monoidale symétrique et F, G :

@ — k-Mod deux foncteurs tensoriels. On définit le foncteurd

Hom{ (F,G): k-Alg — Ens
R— Hom®(¢ro F,9pgoG).

ot Hom® a été défini dans la définition [2.1.26 Si € est une catégorie monoidale rigide
on notera, motivés par la proposition [2.1.27 Isom,?(F, G) = Hom,?(F, G).
O

Remarque 2.1.29. Soit (€, ®) une catégorie monoidale symétrique qui soit en plus
abélienne (cf. définition . L’ensemble R := Ende(le) := Home(le,le) a une
structure d’anneau commutatif et € a une structure de catégorie R-linéaire, a savoir les
groupes Home(X,Y), (pour X,Y € @) ont une structure de R-module.

O

2.1.3 Catégories tannakiennes neutres

Dans cette section on définira les catégories tannakiennes neutres sur un corps et
on en rappellera leur principales propriétés.

Dorénavant k sera un corps mais on n’oubliera pas de le rappeler si nécessaire.

Définition 2.1.30. Soient k£ un corps et C une catégorie abélienne, k-linéaire, monoidale
et symétrique. Soit R une k-algebre et w : € — R-Mod un foncteur tensoriel (cf. déf
2.1.23)). On dit que w est un foncteur fibre sur R s’il est k-linéaire, exact et fidele. Si

9A ne pas confondre avec "homomorphisme intérieur de la définition [2.1.14
35
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C a, en plus, une structure de catégorie monoidale rigide abélienne et si End(le) = k
alors il suffit de demander que le foncteur tensoriel w soit k-linéaire et exact pour qu’il
soit un foncteur fibre. En effet il est automatiquement fidele, d’apres [7], Proposition
1.19.

O

Remarque 2.1.31. Soient k, R,w comme dans la définition [2.1.30|et € une catégorie
abélienne, k-linéaire, monoidale et rigide. D’apres [6], 2.8 un tel foncteur w a valeurs
dans la sous-catégorie R-Proj (cf. exemple [2.1.22)) de R-Mod.

O

Définition 2.1.32. Une catégorie C est dite catégorie tannakienne neutre sur k,

k étant un corps, si les axiomes suivants sont satisfaits :
1) C est une catégorie abélienne (cf. définition [2.1.4)) ;
2) C est une catégorie monoidale rigide (cf. définition [2.1.21]) munie donc d’un produit

tensoriel qu’on note ® et d’une unité qu’on note 1le.
3) On demande que Ende(le) (voir la remarque [2.1.29) soit un corps isomorphe a k.
4) 1l existe un foncteur fibre (cf. déf. [2.1.30)

w: € — k-Mod (2.30)

On notera une telle catégorie (€, ®,w, 1e).
O

Définition 2.1.33. Soient C et €' deux catégories tannakiennes neutres et F' : € — €’
un foncteur tensoriel. Alors F' est une équivalence de catégories tannakiennes
neutres si il est une équivalence de catégories (cf. aussi déf [2.1.25]).

O

Exemple 2.1.34. Soit k un corps et G un schéma affine en groupes sur k. La catégorie
(cf. définition [1.5.4) Repi(G) des k-représentations linéaires (de type fini) de G est une
catégorie tannakienne neutre sur k, 'objet unité étant la représentation triviale et le

foncteur fibre étant le foncteur oubli (V,p) +— V. En particulier si G = Spec(k) on a
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Repi(G) ~ k-mod, la catégorie des k-espace vectoriels de dimension finie, qui est donc
une catégorie tannakienne neutre sur k.

g

Or, une représentation de G est la donnée d’un k-module V' et d’un morphisme
¢y : G — GLy (cf. rem. donc & un élément de G(R) on associe un élément de
GLy(R). On répete ga pour toute représentation (V, ¢y ). En bref on sait associer a un
élément de G(R) un élément de Auty (w)(R).

Proposition 2.1.35. Soit k£ un corps et G un k-schéma affine en groupes. Soit Repy(G)
la catégories des représentations linéaires de G (dont on a parlé dans I'exemple .
Soit
w: Repy(G) — k-mod
Vigv) = V
le foncteur oubli. On pose Aut} (w) = Isomf (w,w) (cf. déf. . L’application

naturelle de foncteurs de k-algebres :
a: G — Autd(w)

est un isomorphisme.
Preuve : voir [7], Proposition 2.8.
U

On a plus que ca. En effet on a le théoréme suivant (pour une preuve voir [7],
Theorem 2.11.) qui est sans doute le résultat plus important de cette section et on

I’énonce ici de suite :

Théoréme 2.1.36. Soit (€, ®,w, 1e) une catégorie tannakienne neutre sur k. Alors
— 1) le foncteur Aut%(w) est représentable par un k-schéma affine en groupes G.

— 2) le foncteur fibre w induit une équivalence de catégories tannakiennes neutres

(cf. déf.[2.1.33)) C ~ Repy(G).

On énonce maintenant un résultat (cf. [7], Corollary 2.9) qui met en relation les
foncteurs tensoriels entre catégories tannakiennes neutres sur k et les morphismes entre

schémas affine en groupes sur k :
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Proposition 2.1.37. Soit (C, ®,w, 1) et (€¢/,®',w’, 1) deux catégories tannakiennes
neutres sur un corps k. Soient, au moyen du théoreme G = Aut] (w) et G' ==
Mf/ (W) deux k-schémas affines en groupes. Il existe une correspondance bijective
entre les foncteurs tensoriels € — €’ et les morphismes de k-schémas affines en groupes
G — G.

O

On continue en modifiant légéerement la définition [2.1.28) & un cas (un tout petit
peu) plus général. La différence est que dans la définition [2.1.28 on a juste considéré
des foncteurs vers la catégorie des k-Mod alors qu’ici on prendra comme catégorie but

R-Mod pour une k-algebre R quelconque :

Définition 2.1.38. Soient k£ un corps, R une k-algebre, € une catégorie monoidale

symétrique et F, G : € — R-Mod deux foncteurs tensoriels; on définit le foncteur

Hom$3(F,G): R-Alg — &ns
R — H0m®(¢R’ o F,¢p o G)7

ou Yr : R-Mod — R'-Mod, M — M ®pr R'. Si € est une catégorie monoidale rigide et

F, G ont valeurs dans la catégorie monoidale rigide R-Proj on notera, toujours motivés

par la proposition [2.1.27, Isom%(F,G) := Hom(F,G).
|

Or, soient k un corps, R une k-algebre et (C,®,w,le) une catégorie tannakienne
neutre sur k; en plus de ¢a on consideére un foncteur fibre (cf. déf. n:C€— R-
Mod. Soit G ~ Aut(w) un k-schémas affine en groupes (cf. théoreme [2.1.36)). Soit
WR = Yrow ou wpr : k-Mod — R-Mod, V — V ®; R. On considere le foncteur

Isom%(wr,n): R-Alg — &ns
qu'on a défini dans la définition [2.1.38] On a une action de Aut} (w) sur Isoms(wg,n) :
Isom$(wr,n) % Auty(w) — Isomy(wgr,n),
cette action est la donnée, pour toute R-algeébre R’, d’une action au sens usuel comme

suit :
Isom%(wr,n)(R) x Auty(w)(R) — Isom%(wr,n)(R),

(z , 9 = yi=zog.
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Or, si on se donne x,y € Isom%(wR,n)(R’), il est clair que ’élément g := z 1oy €

Aut?(w)(R’) et donc Jg t.q. y := z o g. De plus, un tel g est unique, ce qui nous
garantit que I'action qu’on vient de définir est simplement transitive. Si on pouvait dire
que som% (wg, n) est representable par un schéma affine fidélement plat sur Spec(R) on
conclurait que Isom$(wg,n) est un Aut} (w)-torseur sur Spec(R). C’est effectivement

le cas, comme le théoréeme suivant nous confirme :

Théoréme 2.1.39. Soient (C,®,w, 1) une catégorie tannakienne neutre sur k et R
une k-algébre. Pour tout foncteur fibre n : € — R-Mod le foncteur M%(WR,W)
est representable par un schéma affine fidelement plat sur Spec(R) et c’est donc un
Aut? (w)-torseur.

Preuve : voir [7], Theorem 3.2. (a).
O

Une conséquence en est le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.40. Soient (C,®,w, 1) une catégorie tannakienne neutre sur k et R
une k-algebre. Soit Fibgpeq(r)(C) la catégorie des foncteurs fibres {n : € — R-Mod} ; le

foncteur
Fibspec(R)(e) — G—TOI‘SR

1 Isom%(wr,n)
est une équivalence entre la catégorie des foncteurs fibres sur R et celle de G-torseurs
sur Spec(R), ot G := Aut} (w).
Preuve : voir [7], Theorem 3.2. (b) mais aussi le théoreme dans cette section.
0

Corollaire 2.1.41. Soient (€, ®,w, le) une catégorie tannakienne neutre sur k et R
une k-algébre. Deux foncteurs fibres 1,7’ € F ibspec(r)(C) sont toujours localement
isomorphes.

Preuve : ¢’est une conséquence du fait que deux G-torseurs sur Spec(R) sont toujours

localement isomorphes pour la topologie plate.
O

Pour une question de clarté et simplicité on n’a traité a présent que le cas affine.

On peut cependant remplacer, dans les précédents résultats, le schéma Spec(R) avec
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un k-schéma quelconque S pour d’étendre le point de vu au cas non affine. C’est 'objet

de la derniere partie de cette section.

Soit donc S un k-schéma quelconque, on définit ici de suite un foncteur fibre sur S en
remarquant que si S = Spec(R) cette définition est équivalente a la définition [2.1.30

On restreint notre attention aux catégories tannakiennes neutre :

Définition 2.1.42. Soit € une catégorie tannakienne neutre sur k et S un k-schéma.
Soit w : € — Qcoh(S) un foncteur tensoriel (cf. déf. ou Qcoh(S) est la catégorie
des faisceaux quasi-cohérents sur S. On dit que w est un foncteur fibre sur S s’il
est exact et k-linéaire. Le foncteur w est donc automatiquement fidele d’apres [7],
Proposition 1.19. Un morphisme entre foncteurs fibres sur S est un morphisme au sens
de la définition On notera F'ibg(C) la catégorie des foncteurs fibres sur S.

O

Remarque 2.1.43. Si X est un objet de € il s’ensuit en fait que w(X) est un faisceau
localement libre de rang fini sur S (cf. [6], 2.8).
O

On répete pratiquement tout ce qu’on vient de faire avec des petits changements.
La définition suivante sera donc équivalente a la définition [2.1.38 lorsque S = Spec(R).

Définition 2.1.44. Soient k£ un corps, S un k-schéma, C une catégorie tannakienne

neutre sur k et «, 5 : € — Qcoh(S) deux foncteurs fibres; on définit le foncteur

Hom3(a,3): S-8ch — Ens
T — Hom®(p" 0 a, " 0 ),

ot p: T — S et p*: Qeoh(S) — Qcoh(T), F — F ) Og et Hom®(¢* o a, o* o f3) is
I'ensemble des morphismes entre les foncteurs fibre ¢* o av et ¢p* o f: € — Qcoh(S).

D’apres la proposition [2.1.27, on notera Isom$ («, B) :== Hom§ («, 3).
g

Or, d’apres [6] §1.11 et §1.13 on sait que, avec les notations de la définition [2.1.44

I som?(a, () est representable par un schéma fidelement plat et affine sur S. Comme

pour la cas ou S := Spec(R), soit w : € — k-Mod le foncteur fibre sur k¥ donnant a
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€ sa structure de catégorie tannakienne neutre et soit Aut} (w) le k-schéma affine en
groupes qui détermine 'équivalence € ~ Repy,(Aut; (w)). Alors Auty (w) agit de fagon
simplement transitive sur [ som% (wg, @) ol wg : p*ow, ol p est le morphisme structural

p: S — Spec(k) et p* : k-Mod — Qcoh(S). On a donc le théoréeme suivant :

Théoréme 2.1.45. Soient (C,®,w, 1e) une catégorie tannakienne neutre sur k et S
un k-schéma. Pour tout foncteur fibre 1) : € — Qcoh(S) le foncteur IsomE (wg,n) est
representable par un schéma affine fidélement plat sur S et c’est donc un Auty (w)-
torseur sur S.

O

On a aussi un analogue du théoreme Ce dernier résultat conclut cette section.

Théoréme 2.1.46. Soient (C,®,w, le) une catégorie tannakienne neutre sur k et S
un k-schéma. Le foncteur

F :n— Isom%(ws,n)

est une équivalence entre la catégorie des foncteurs fibres € — Qcoh(S) et celle des
G-torseurs sur S, ot G := Auty (w).

Preuve (Esquisse) : on veut construire un quasi-inverse de F. On se donne donc
un G-torseur P sur S et construit un foncteur fibre sur S. Via 1’équivalence (cf. th.
2)) € ~ Repi(G), & un objet X de € on fait correspondre une représentation
Vx de G sur k. On considere le faisceau Vx ®i Op quasi-cohérent sur P. C’est un G-
faisceau au sens de [32], Definition 3.46, donc on lui associe (cf. [32], Theorem 4.46) un
faisceau quasi-cohérent sur S qu’on note [Vy ®; Op]¢. Le foncteur Fp : € — Qcoh(S),
X — [Vx @ Op]9 est le foncteur désiré.

g

On a un résultat analogue au corollaire 2.1.47] :

Corollaire 2.1.47. Soient (€, ®,w, le¢) une catégorie tannakienne neutre sur k et S un
k-schéma. Deux foncteurs fibres n,n' € Fibg(€) sont toujours localement isomorphes.
O

On ne parlera pas de catégories tannakiennes tout-court (pour lesquelles on renvoie

a [7] §3 mais aussi [6]) mais on terminera avec une remarque descriptive et sans détails
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(ou tout ce que je dis et surtout que je ne dis pas sur les champs peut étre trouvé par
exemple dans [32], §3 et §4) qui peut étre vu comme le point de départ pour 1’étude
de ces catégories. On rappelle d’abord le résultat du théoreme qu’on réécrit ici
de suite : soit (€, ®,w, 1) une catégorie tannakienne neutre sur k et S un k-schéma.
Soit G := Auty(w). On note Fibg(€) la catégories des foncteurs fibre sur S (cf. déf.
et G-Torsg la catégorie des G-torseurs sur S. D’apres le théoreme on a

I’équivalence de catégories suivante :
Fibg(C) ~ G-Torsg

Or, soit Sch/Spec(k) la catégorie des k-schémas. L’équivalence précédente nous permet

de construire la catégorie fibrée
Fib(C) — Sch/k

la catégorie fibre étant, pour tout S € Ob(Sch/k), la catégorie Fibg(C) des foncteurs
fibre sur S. Cette catégorie fibrée est en fait une gerbe. De plus, F'ib(C) — Sch/k, tout
comme G-Tors — Sch/k, est une gerbe neutre (cf. par exemple [9]), la neutralité étant

assurée par l'existence du foncteur fibre w : € — k-Mod.

2.2 Le schéma en groupes fondamental

2.2.1 Le schéma en groupes fondamental d’apres Nori

Maintenant on va pouvoir construire le schéma en groupes fondamental, d’un k-
schéma X (défini par Nori pour un corps k dans [25] et [26]) sous certaines hypotheses
qu’on précisera plus tard. L’idée est de construire une catégorie tannakienne neutre sur
k a partir du schéma X. Cette catégorie sera donc équivalente a Repg(G), la catégorie
des représentations de G pour un certain k-schéma affine en groupes G. Ce G sera le
schéma en groupes qu’on cherche. La catégorie tannakienne neutre qu’on cherche sera
celle des fibrés vectoriels essentiellement finis qu’on définira dans la déf.

Pour garder le point de vue de Nori on parlera souvent de fibrés vectoriels sur un
schéma X au lieu de faisceaux localement libres de rang fini sur X (¢a revient au méme,
cf. [16], 11, §5, ex. 5.18) ; j’utiliserai donc librement, & 'occurrence, les deux terminolo-

gies.

Soient dorénavant k un corps parfait et X un k-schéma propre, connexe et réduit.
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Vect(X) dénotera 'ensemble des classes d’isomorphisme (V') de fibrés vectoriels sur X.

Sur Vect(X) sont bien définies les opérations :

M+ V) =VeV)

, , (2.31)
i) (V) (V)=Vaev

Ici de suite on rappelle un résultat de type Krull-Schmidt pour la preuve duquel on

renvoie a [2] :

Définition 2.2.1. Soient V; des fibrés vectoriels sur X, i = 1..n. On dit que V1 &..&V,
est une décomposition directe pour un fibré vectoriel V sur X si V ~ V) & .. & V,,.
O

Définition 2.2.2. Si toute décomposition directe d’'un fibré vectoriel V sur X est
triviale (& savoir n = 1) on dit que V' est indécomposable.
0

Définition 2.2.3. Soit V un fibré vectoriel sur X et V ~ V1 ®..®V,, une décomposition
directe de V. Cette décomposition est dite décomposition de Remak si V; est
indécomposable pour tout i = 1..n. Les V; seront appelés facteurs directs

indécomposables.
O

Théoréme 2.2.4. Le énoncé de Krull-Schmidt est vrai pour l’ensemble des fibrés
vectoriels sur X : tout fibré vectoriel V' sur X a une décomposition de Remak. De plus,
SiVeVi®.aVyetV =V, @.. ¢V, sont deux décompositions de Remak il s’ensuit
que m = n et, quitte & réordonner les indices, V; ~ Vi’. Deplussi Vi W ~ Vo W
alors V7 ~ V5 (loi de simplification).

Preuve : cf. [2], §5, Th. 3.
O

On décrit le groupe de Grothendieck associé au monoide Vect(X), voyons comment :

Définition 2.2.5. On appelle groupe de Grothendieck de X le groupe (abstrait)
K(X) qu’on construit comme suit : considérons le produit cartésien A := Vect(X) x

Vect(X) et soient (x1,y1) € A et (x2,y2) € A pour x;,y; € Vect(X). La somme dans
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A est celle obtenue en additionnant composante par composante et donc (x1,y1) +

(x2,y2) = (x1 + x2,y1 + y2). On définit sur A une relation d’équivalence :

(x1,71) ~ (z2,92) © 1+ Y2 =22 + Y1

L’ensemble K (X) := A/ ~ est le groupe désiré : si on dénote avec 0 I’élément neutre
de Vect(X) on voit tout de suite que pour tout m € Vect(X) I'élément (m,m) ~ (0,0)
joue le role de I’élément neutre de K(X) et 'opposé de (z,y) est donné par I’élément
(y,x). Le groupe de Grothendieck K (X) est en fait un anneau unitaire d’unité (Ox, 0)
si on considere le produit (z1,y1) - (z2,y2) := (x1 - T2 + Y1 - Y2, Y1 - T2 + T1 - Y2).

O

Notation 2.2.6. Pour tout (V) € Vect(X) on écrit [V] := ((V),0) et —[V] := (0, (V))
un élément de K (X)) représentant respectivement ((V'),0) et son opposé.
O

Une conséquence du théoréme est le corollaire suivant

Corollaire 2.2.7. Le groupe de Grothendieck K(X) est un groupe abélien libre et
I'ensemble de tous les [V] tels que V' est indécomposable forme une base pour K(X).
O

Notation 2.2.8. Soit dorénavant S(V') 'ensemble des classes d’isomorphisme des fibrés
vectoriels W sur X qui sont facteurs directs indécomposables de V®", pour un certain
n € N. On notera T,,,(V') I'ensemble des classes d’isomorphisme des fibrés vectoriels W

sur X qui sont facteurs directs indécomposables de V®", pour un certain n € N,n < m.

g

On a le résultat suivant :

Proposition 2.2.9. Soit V un fibré vectoriel sur X. Les propriétés suivantes sont
équivalentedV] :
— 1) [V] est un entier sur Z dans K(X)H

Y Cette démonstration complete celle qu’on trouve dans [25], Lemma 3.1. ou [26].
"Tout simplement il existe un polynéme unitaire f(x) € Z[z] tel que f([V]) vaut zéro dans K(X).
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— ii) [V] ® 1 est un entier sur Q dans K(X) ®z QE
— iii) Il existe deux polynémes f et g, f # g, a coefficients dans N tels que f(V) ~

g(V).
— iv) S(V) (cf. notation [2.2.8]) est fini.
Preuve.

~ i) = ii) Evident.

— ii) = iii) Affirmer ii) revient a dire qu’il existe un polynéme h(t) € Z[z] t.q.
h([V]) = [0] (pas forcément unitaire) ou encore qu'il existe deux polynomes
f(t) et g(t) a coefficients entiers positifs ou nuls t.q. f([V]) = g([V]) et h(t) =
f(t) = g(t). D’apres les formules (2.31), on a f([V]) = [f(V)] et g([V]) = [g(V)]
d’on 'égalité [f(V)] = [¢g(V)] dans K (X); d’apres la définition on sait donc
que (f(V)+(W) = (g(V))+(W) dans Vect(X) pour un certain (W) € Vect(X);
par la propriété de Krull-Schmidt on peut effacer facteurs additifs égaux donc
(f(V)) = (g(V)) dans Vect(X), ce qui entraine f(V) = g(V).

— iii) = iv) Soient f(t) et g(t) deux polynomes a coefficients positifs ou nuls tels
que f # g mais f(V) = g(V). Dans cette derniére équation on peut éliminer
a droite et a gauche tout ce qu’on a en commuﬂ afin d’obtenir une équation
(qu'on notera encore f(V) = g(V)) ol un monéme V®* pour s fixé apparait
(8’il apparait) seulement & droite (ou a gauche) dans I’équation. Sans perte de
généralité on suppose donc m = deg(f) = deg(g). C’est-a-dire f(V) = AVE™ + .

~

des termes de degré inférieur. Or, soit V™ = @, ; a;W;, |I| < +o0, I'unique
décomposition de Remak pour V™ on a trivialement A\V®™ = Picr AW
D’apres le théoreme de Krull-Schmidt (cf. théoreme les indecomposables
W; (répétés Ao fois) sont aussi facteurs directs de g(V'), & savoir ils appartiennent
a Tpo—1(V), selon la notation choisie (cf. notation [2.2.8). Il suffit maintenant de
considérer 'équation V @ f(V) =2 V ® g(V) pour remarquer que V™l € T, (V)
et donc V¥l ¢ T, (V) d’apres ce qu’on vient de dire. On procede de facon
analogue pour tous les V®™, Vn > m+1 et on démontre ainsi que S(V) = T,,—1 (V)

(cf. notation [2.2.8)) et donc il est fini.

— iv) = i) Appelons B le sous-groupe abélien libre de K (X ) engendré par S(V'), fini

1211 existe un polynéme (unitaire) f(x) € Q[z] tel que f([V] ® 1) vaut zéro dans K (X) ®z Q.
138i par exemple f(V) = V®2 @3V et g(V) = V @ 20x Péquation f(V) = g(V) peut étre simplifiée
a Ve @2V ~20x.
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par hypothese. Montrons d’abord que B est stable par multiplication par V' : on
se borne a la base de B ; soit donc W € S(V') on montre que W ® V appartienne a
B. On sait qu’il existe n € N tel que W& M = V" pour un certain fibré vectoriel

M. De plus,
VeV =VeWaeM) = VoW eV eM) =W, (2.32)
jeJ
ou W; € S(V). Il s’ensuit que (cf. théoreme [2.2.4])
Vew =W, (2.33)

el
oul C Jetdonc VW e B. Ceci-dit, si on pose n := |[S(V)] on a le systéme

d’équations suivant :

VeWw:, = xuWi @ ... & u,W,
VoW, = Wi @& ... & AW,
: : . (2.34)
VoW, = a1 & ... @ Wi
On pose
M1 ..o An
A= : : (2.35)
Al oo Ann
et on a
Wy V ® W Wh
A x : = : = vel| : |. (2.36)
W, Veow, W,

D’apres le théoreme de Cayley Hamilton il existe un polynéme unitaire (dit ca-
ractéristique) p(t) € Z[t] t.q. p(A) = 0, ou 0 est la matrice nulle. On se place

maintenant dans K (X) et on pose

(W]
w=1| : [, (2.37)
(W]

soit encore p(t) =t" + .. + ap—1t + a,, on a@

0=0xW=p(A)xW=A"xW+ .. +a,1AXW +a,W = (2.38)

141e premier 0 qui apparaitra dans cette équation dénotera le vecteur nul & n éléments, le deuxieéme

sera encore une matrice (n X n) nulle.
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V" W+ .+ ana[V]- W+ an[Ox] - W (2.39)

ol la derniere égalité est une conséquence de l’équationm En particulier p([V])-
[W;i] = 0 et donc p(V) @ W; = 0. Ca entraine p(V) = 0 et donc p([V]) = 0 dans
K(X).

c.q.f.d.

O

Définition 2.2.10. Un fibré vectoriel sur X satisfaisant les propriétés équivalentes de
la proposition est dit fini au sens de Weil ou fini (tout court).
O

Lemme 2.2.11. Soient V; et V5 deux fibré vectoriels finis au sens de Weil, alors V& Vs,
Vi® Vs et Vlv sont encore finis au sens de Weil.

Preuve : il suffit de manipuler les les propriétés équivalentes de la proposition [2.2.9

g

Apres avoir défini les fibrés vectoriels finis au sens de Weil on va maintenant définir
les fibrés essentiellement finis (cf. déf. comme les objets de la catégorie abélienne
EF(X) engendrée (cf. déf par les fibrés finis, sous-catégorie pleine de la catégorie
des fibrés semi-stables sur X (cf. déf. . Pour cela il nous faut quelques notions

préliminaires.

Définition 2.2.12. Soit C' une courbe integre et projective sur k et F un faisceau

cohérent sur C. On définit le rang de F comme la dimension sur k(§) = O¢ ¢ de Fg :

rg(F) = dimye) (Fe)

ou ¢ est le point générique de C. On définit le degré de F comme suit :

deg(F) := x(F) —rg(F) - x(Oc)
o x(F) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de F. (Pour des définitions plus générales
de degré et rang voir par exemple [18], Part I, §1). On appelle la pente de F le rapport

_ deg(9)
M =5
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Remarque 2.2.13. Etant donnée une suite exacte de faisceaux cohérents sur C
0—-F -F -3 =0

on a
rg(F) = rg(F") +rg(F")

et
X(F) = x(F) + x(F),

par conséquent
deg(F) = deg(F') + deg(F").

Si en plus F est de torsion alors rg(F) = 0, h*(C,F) = 0 donc
deg(F) = h%(C, F) = dim, F(C).

Dans ce cas Supp(F) est fermé dans C et Supp(F) C C (cf. [20], Ch. 5, §1, ex. 1.9 (a)
et ex 1.14 (d)) donc Supp(F) est constitué par un nombre fini de points. Le faisceau F

est donc un faisceau gratte-ciel, en particulier (cf. [20], Ch. 2, §2 ex. 2.9)

?(C) = @xEC’gjx

d’ou
deg(F) = dimp(F(C)) = > dimy(F,) = > _(longoy, Fo) - ([k(x) : k]),
zeC zeC
cette derniere égalité provenant de [20], Ch. 7, §1 ex. 1.6 (d)E
O

Définition 2.2.14. Soit C une courbe projective et lisse sur k et V' un fibré vectoriel
sur C. Le fibré V est dit semi-stable de degré zéro si deg(V) = 0 et pour tout
sous-fibré W C V on a u(W) < 0 (ou, ce qui revient au méme, si pour tout quotient
W' de V on a u(W’) >0).

O

53i en plus le corps k est algébriquement clos alors k(z), qui est algébrique sur k (cf. [20], Ch. 2 §5
ex. 5.9), est isomorphe & k, ce qui prouve l'ex. 6.12 pag. 149 de [I6], le point 1) étant vrai grace au

théoréme de Riemann-Roch.
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Proposition 2.2.15. Etant donnée une suite exacte de faisceaux cohérents
0—-F -F—=3F"—=0

sur une courbe C projective et lisse sur k, si F’ est de degré 0 et si F est un fibré
semi-stable de degré 0, il en est de méme de F' et F”.

Preuve :

1. Du fait que F et F sont de degré 0, il en résulte que F” est de degré 0 (cf. remarque
et p(F”) = 0. Soit F” un quotient de F”’. C’est aussi un quotient de F et
donc p(F") > 0 (cf. déf. 2.2.14). De méme si G est un sous-faisceau de F, c’est
un sous-faisceau de F et p(9) < 0.

2. Il reste a voir que F’ et F” sont localement libres et comme on est sur une courbe
lisse, cela revient & montrer qu’ils sont sans O-torsion. C’est clair pour F'. Pour ce
qui est de F”, introduisons F,,, comme I'image réciproque de ¥}, . dans F — F”.

tors

On a le diagramme commutatif suivant :

0 0 0
0—=F ——F st —>=Ftors —0
0 F F il 0

00— F"libre Flibre 0

0

Les rangs de F’ et F.,, sont égaux. D’apres la definition [2.2.12]) on a alors :
X(F) = rg(F)x(Oc) + deg(F')

X( gat) = Tg( ;at)X(OC) + deg(gjgat)

Or x(F2,,) — x(F) = xX(Fiors) et X(Fiors) = dimHO(C,F",r5) > 0. Donc
X(F) < x(Flyp) et deg(F') < deg(F.,,) ce qui entraine deg(F. ;) > 0.

sat sat sat
Par ailleurs, ¥, est un sous-faisceau de F qui est semi-stable de degré 0 et donc

w(Flye) <0, ce qui montre que deg(F s5¢) = 0. On en déduit que deg(F7,,..) = 0.

sat tors

1

torss QUi est de torsion, le degré est le suivant

Mais pour
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deg(F1,.s) = Y _(longo, , Frops ) - ([k(x) : K])
zeC

(cf. remarque (2.2.13))). Il s’ensuit que toutes ces longueurs sont nulles et donc
3!‘//

i rs €st nul et finalement F” est sans torsion.

Lemme 2.2.16. Soient V] et V5 deux fibrés vectoriels semi-stables de degré 0 sur une
courbe projective lisse C sur k. Soit f : V7 — V5 un morphisme de fibrés vectoriels.
Alors

deg(Ker(f)) = deg(Im(f)) = 0.

Preuve : comme Ker(f) est un sous-faisceau de Vi qui est semi-stable de degré 0,
u(Ker(f)) <0 et donc deg(Ker(f)) < 0. De méme, comme I'm(f) est un sous-faisceau
de Vo, deg(Im(f)) < 0. Enfin, comme 0 = deg(V1) = deg(Ker(f)) + deg(Im(f)), les
inégalités précédentes donnent deg(Ker(f)) = deg(Im(f)) = 0.

O

Proposition 2.2.17. Soient V; et V5 des fibrés vectoriels semi-stables de degré 0 sur
une courbe projective lisse C' sur k. Soit f : V1 — V5 un morphisme de fibrés vectoriels.
Alors Ker(f), Im(f) et Coker(f) sont des fibrés semi-stables de degré 0.

Preuve : on a la suite exacte
0— ker(f) = Vi—Im(f) —0

et d’apres le lemme [2.2.16| deg(Ker(f)) = 0. On applique alors la proposition [2.2.15

donc Ker(f) et Im(f) sont semi-stables de degré 0. On proceéde de méme avec la suite
exacte

0 — Im(f) — Vo — Coker(f) — 0.

Comme Im(f) est de degré 0, la proposition prouve que Coker(f) est semi-stable de
degré 0.
Il
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Notation 2.2.18. Soient, dorénavant, k un corps parfait et X un k-schéma complet,
connexe et réduit.

g

Définition 2.2.19. Un fibré vectoriel V sur X est dit semi-stable si pour toute courbe
C' connexe, complete et lisse sur £ et tout morphisme non constant j : C — X le fibré
J*(V) est semi-stable de degré zéro sur C'. On note SS(X) la sous-catégorie pleine de
Qcoh(X) dont les objets sont les fibrés semi-stables sur X.

O

Lemme 2.2.20. Soit
0—-F -Fy—>F3—0

une suite exacte de faisceaux cohérents sur X et j : C' — X un morphisme de schémas.

Si F3 est localement libre, la suite

0—j"F1 — jF — j*F3 =0 (2.40)

est exacte.
Preuve : pour tout x € X on a la suite exacte de Ox z-modules 0 — F1 , — Fa, —
F3. — 0, en particulier c¢a reste vrai pour = j(c), ¢ parcourant les points de C. Le

produit tensoriel étant exact & droite on a, pour tout ¢ € C' la suite exacte

Ox i(c
.. — Tor] ol >(3~3,j(c)a Oce) = F1 (o) Box 5 Oce —

c)

)

— F2(c) @O (e Oce = F34(c) ®0x i) Oc,c — 0.

Or (cf. [22], Appendix B), Tor?x’j(c) (F3.5(c)> Oc,c) est nul car I () est Ox j()-libre et
Fij(e) ®0x ;1) Oce = (77(Fi))e, d'ou le résultat.
O

Définition 2.2.21. Soit F un faisceau cohérent sur un schéma X. On appelle
e(z) := dimy ) (Fz ®o, k(z))

le rang résiduel de F en z.
O

o1
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Théoréme 2.2.22. La catégorie SS(X) des fibrés semi-stable sur X est abélienne.
Preuve : Soit j : C' — X un morphisme non constant d’une courbe C' projective et

lisse vers X. Soit

f:Vi—=W

un morphisme de fibrés semi-stables sur X. Comme j* est exact a droite, on a j*(Im(f)) =

Im(5*f) et sur C on a une suite exacte
0— Ker(j°f) = j"Vi = Im(5°f) = j"Im(f) — 0

et comme V] est semi-stable, 7*V; est, par définition, un fibré semi-stable de degré 0 et
il résulte alors de la proposition que j*Im(f) est un fibré semi-stable de degré
0. En particulier le rang résiduel de j*Im(f) est localement constant. Or ce rang est le
méme que le rang résiduel de I'm(f) aux points de I'image de j dans X. Autrement dit,
le rang résiduel de Im(f) est constant le long de toute courbe tracée sur X, a savoir
I'image de toute courbe C' connexe, complete et lisse sur k£ via un morphisme j : C — X
non constant. On montre maintenant que pour tout couple de points z1 et xo de X
il existe au moins une courbe propre et lisse sur k et un morphisme j : C — X t.q.
j(C) contienne x; et xo. Si X était projectif sur k on aurait terminé puisque pour deux
points passe toujours une telle courbe C' (il suffit de prendre 'intersection de C' avec
certains hyperplans bien choisis du P} ou C est immerse) et j serait donc Iinclusion.
Mais X n’est a priori que propre : on peut se ramener au cas projectif grace au lemme
de Chow (cf. par exemple [14], §5.6.1) et en particulier (cf. [14], Corollaire 5.6.2) il

existe un k-schéma projectif X', un k-morphisme surjectif et projectif
f: X' =X

et un ouvert dense U de X tel que f~1(U) est dense en X' et f : f~1(U) — U
est un isomorphisme. Si 2 et 2/, sont deux points de X’ au dessus de z; et xg, on
trouve une courbe C' passant par 7 et r3 et j := fio est le morphisme (évidement non
constant) souhaité. D’apres ce qui précede le rang résiduel de I'm(f) est constant sur
toute composante connexe de X, donc sur tout X car il est connexe. Ceci est suffisant
(cf. [16], Ch. 2, §5, ex. 5.8 ou, pour plus de détails, [24] Ch. III §2, Souped-up version
IT o1 on a besoin que X soit réduit, pour en déduire que Im(f) est localement libre).
Or, d’apres le lemme la suite

0— j*Ker(f) — j7"Vi— 3" Im(f) — 0
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est exacte. En particulier
j*Ker(f) = Ker(j*f)

et en répétant le raisonnement précédant on déduit que Ker(f) est un fibré. On

considére maintenant la suite exacte
0— Im(f) — Vo — Coker(f) — 0

qui nous dit que, de fagon analogue, Coker(f) est un fibré.
O

On se donne maintenant un point k-rationnel x : Spec(k) — X et on se demande si
x* : SS(X) — k-Mod est un foncteur fidele et exact. x* est sirement fidele puisque on
a déja vu que si

f:Vi—=W

est un morphisme entre fibrés semi-stables sur X alors le rang résiduel de f est constant.
Il s’en suit que si *(f) = 0 alors f = 0. De plus, on sait que z* est toujours exact a

droite. On a démontré la premiere partie de la proposition suivante :

Proposition 2.2.23. Soit X comme dans la notation x : Spec(k) — X un
point k-rationnel et z* : SS(X) — k-Mod le foncteur associé restreint a la catégorie
des fibrés semi-stables. Alors x* est fidele et exact.

Preuve : il reste a prouver qu’il est exact a gauche. Soit donc

0—=Vi—LoVy—>V3—=0

On a les égalités :
rg(Va) = rg(V1) +rg(V3)

rg(a’Vi) = rg(Vi)

et donc
rg(x*Vo) = rg(z*V1) + rg(z*V3)

ce qui prouve que z*(f) est injective.
O
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Proposition 2.2.24. Si un fibré vectoriel V' sur C' (courbe projective et lisse sur k)
est fini au sens de Weil (cf. déf [2.2.10)) alors il est semi-stable de degré zéro.

Preuve : soit
c\V)= SUP{M(W)}O;AWQV

on commence par démontrer que si

0—-Vi—-Vy—>V3—0 (2.41)

est une suite exacte de fibrés sur C on a
C(Vz) < sup{C(V1),C(V2)}.

Soit W un sous-fibré de V5. On a une nouvelle suite exacte

0—— ‘/1 N W( W Vl‘?T/W
0 Vi€ Vo V3 0

ol 'intersection Vi N W est considérée dans V. On vérifie aisément que pour toute

suite exacte (2.41) on a

rgVi) - p(V1) +rg(V3) - n(V3)
rg(V1) +rg(Vs)

n(Va) =
et de fagon analogue pour la premiére ligne du diagramme précédant on a

_rgMin W) p(Vin W) + Tg(vlvrlfw) ' /‘(vlvrgw)

W) = rg(VinWw) + rg(vlvgw)

On en déduit

w
inw

p(W) < sup{u(Vi 0 W), )} < sup{C(V).C(B)} ¥ W CVp

et donc

C(V2) < sup{C(V1),C(V3)}.
Soit donc V un fibré fini au sens de Weil sur C E D’apres la proposition I’ensemble
S(V') (cf. notation est fini. On pose

T(V) := sup{C(U) }vesv)-

On a
C(ver) <T(V),

16Ce qui suit est I'objet de [25], proposition 3.4.

o4
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en effet on montre par récurrence sur le nombre de facteurs directs indecomposables de
Di—1 \ilUi (A € Nuo, U; € S(V)) que

t

C(EP AUi) < sup{C(Ui)}i=1.4 < T(V)

i=1
la seconde inégalité étant évidentdﬂ Or, T'(V) est fini puisque S(V') est fini, donc pour
tout sous-fibré 0 # W C V il s’ensuit W™ C V®" ce qui entraine

p(WEY < (V™) < T(V) < oo

OI|E| u(Wem) = nu(W) < T(V) ce qui implique u(W) < 0 et ga reste vrai en particulier
pour W=V et W =V donc —u(V) = u(VV) < 0. Finalement on a u(V) = deg(V) =
0 et u(W) < 0 pour tout sous-fibré W C V| ce qui conclut la preuve.

O

Or si V est un fibré fini au sens de Weil sur X alors j*(V') est encore fini au sens de
Weil si j : €' — X est un morphisme non constant et C' est une courbe connexe propre

et lisse sur k. Par conséquent un corollaire de la proposition est le suivant :

Corollaire 2.2.25. Un fibré vectoriel sur X fini au sens de Weil est semi-stable.
O

Définition 2.2.26. Soit € une catégorie abélienne (cf. déf.|2.1.4) et S C Ob(€). On
note S := {W € Ob(€) t.q. It € Net P, € S,i = 1,...t et V1,Vo € Ob(C) tels que

7Si ¢t = 1 = A1 c’est clair. Sinon il suffit de considérer la suite 0 — Uy — @!_, \iU; - (\ — 1)U1 @
@!_, \iU; — 0 pour conclure.
8Une preuve de ce que p(W®™) = nu(W) est une conséquence de [30], Lemma 1.16 qui affirme que

deg(W1 @ Wa) = rg(Wa)deg(W1) + rg(W1i)deg(W2) qui repose sur le fait qu’un fibré vectoriel W de
rang r est toujours extension d’un fibré vectoriel inversible L; et d’un fibré vectoriel W’ de rang r — 1
([30], Lemma 1.15). On commence par le cas rg(W1) = 1 et on montre par récurrence sur rg(Ws) que
deg(W1 @ Wa) = rg(Wa)deg(W1) + deg(W2). Si rg(W2) = 1 c’est vrai. Maintenant on consideére la
suite exacte 0 — L1 — Wi — W{ — 0 ot rg(L1) = 1 et rg(W{) = rg(W1) — 1, on la tensorise par
W2 et on obtient 0 — L1 ® Wao — Wi ® Wa — W{ ® Wa — 0 qui nous donne, par ’hypothése de
récurrence, deg(W1 @ W) = deg(L1) + deg(Wa) + deg(W1) +rg(W1i)deg(W=) d’ou le résultat. On passe
au cas général qu’on montre par récurrence sur rg(Wi). On vient de montrer le cas rg(W1) = 1, puis on
considére & nouveau la suite exacte 0 — Ly — Wy — W] — 0 ot rg(L1) = 1 et rg(W{) = rg(W1) — 1,
on la tensorise par W2 et on conclut. Du fait que deg(LY) = —deg(L) si L est inversible on obtient
deg(W") = —deg(W) pour tout fibré W, en effet il existe r := rg(W) fibrés inversibles L1, .., L, (on
a déja L; et de fagon analogue on trouve les autres L;) t.q. deg(W) = deg(L1) + .. + deg(L-), d’ou le

résultat, par récurrence sur rg(W).
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Vi C Vo C &l P et W=~V,/V1}. On note C(S) la sous-catégorie pleine de € telle que
Ob(C(S)) = S. La catégorie C(S) est, par construction, encore abélienne : c’est la plus
petite sous-catégorie pleine de C abélienne qui contienne S.

O

Définition 2.2.27. Suivant la définition [2.2.26] si on prend S := { fibrés finis au sens
de Weil sur X}IE et € := SS(X) on note EF(X) := C(S) et on obtient une catégorie
abélienne qu’on appelle la catégorie des fibrés essentiellement finis sur X.

O

Dans la définition précédente on a choisi S comme étant I’ensemble des fibrés finis.
On va prendre maintenant d’autres ensembles. Soit dorénavant € := EF(X), a savoir
la catégorie des fibrés essentiellement finis sur X. On prend donc un ensemble S C
Ob(EF (X)) et S¥ I'ensemble des duaux des éléments de S'; soit Sy := SUSY et encore

U l'ensemble de tous les possibles produits tensoriels des éléments de S;. On note
EF(X,S):=¢C(U)

qu’on notera aussi < S > et on parlera de catégorie engendrée par S.

On suppose maintenant 1’existence d’un point k-rationel sur X, & savoir un morphisme
)
x : Spec(k) — X,
qui assure, par conséquent, I'existence d’un foncteur

x* 1 Qeoh(X) — k-Mod,
F— F,.
Soit
is: EF(X,S)— Qcoh(X),

le foncteur inclusion. Il nous faut un petit lemme avant d’énoncer un résultat fonda-

mental (prop.[2.2.30)) :

Lemme 2.2.28. Soit V' un fibré vectoriel semi-stable sur X et W un sous-fibré (ou

un quotient) de V. Si pour toute courbe C connexe, complete et lisse sur k et tout

19Cf. déf.
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morphisme non constant j : C — X le fibré 7*(W) a degré zéro alors W est semi-
stable.
Preuve : soit W un sous ﬁbr@ de V. Le degré de (5*(WW)) est nul par hypothese et

un sous-fibré U de j*(WW) est en particulier un sous-fibré de j*(V') (d’apres le lemme
2.2.20)) donc u(U) <0, d’ou le résultat.
|

Lemme 2.2.29. Soit V' un fibré vectoriel essentiellement fini sur X et W un sous-
fibré (ou un quotient) de V. Si pour toute courbe C' connexe, complete et lisse sur k
et tout morphisme non constant j : C — X le fibré j*(W) a degré zéro alors W est
essentiellement fini.

Preuve : soit d’abord W un quotient de V. Il est semi-stable d’apres le lemme [2.2.28
et il est quotient d’un sous—quotien@ d’une somme directe finie de fibrés finis, il est
donc lui méme sous-quotient de cette somme directe donc il est essentiellement fini.
Or, soit W un sous-fibré de V' (qui est donc semi-stable d’apres le lemme . On
considere la suite 0 = W — V — V/W — 0 donc W est le noyau d’un morphisme entre
fibrés essentiellement finis et donc il est lui aussi essentiellement fini car la catégorie
EF(X) est abélienne par construction.

O

Proposition 2.2.30. Pour tout S C Ob(EF(X)), la catégorie (EF(X,S),®,z* o
is,Ox) est une catégorie tannakienne neutre sur k (voir déf. [2.1.32).

Preuve : d’abord, c’est une catégorie abélienne par construction. Munie de ®¢, elle
aussi monoidale symétrique. Pour montrer ceci on commence par le cas ou S := {fibrés
finis au sens de Weil} et donc EF (X, S) = EF(X), la catégorie des fibrés essentielle-
ment finis. On prend deux objets de EF(X), a savoir V{/V; et Vj /V5 ot Vi et Va sont
semi-stables, puis )

Vi— V] — W= @ P
i=1

et
tl

Vs <—>V2/<—>W2 ::@PJ{
j=1

208i W est un quotient de V' il faut juste se rappeler la définition équivalente de fibré semi-stable (cf.

déf. [2.2.14)

21 Avec sous-quotient d’un objet X on entend un objet qui est quotient d’un sous-objet de X.
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ou Wy et Wy (ainsi que W1 ® W) sont finis au sens de Weil d’apres le lemme [2.2.11
puisque les P et les P le sont. On alﬂ
) VeV, =W @ W,
.. V/ V/
i) VeV o i

qui, d’apres le lemme [2.2.28 entrainenthue ‘//1’ ® Vy et % ® % sont semli—stab/les. De
plus, la condition i) nous assure que % ® % est essentiellement fini (% ® % étant

un quotient de V] ® V3). Dans le cas plus général on S C EF(X) on répete ce qu’'on
vient de dire ou P;, PJ{ € U ou U est ’ensemble de tous les possibles produits tensoriels
des éléments de S U SV et il suffit de remarquer que W1 @ Wa = @, ;(P; @ P)) et
P® P]’ € U par définition. Elle est rigide puisque, pour commencer, les objets sont des
faisceaux localement libres (cf. aussi 'exemple donc le dual d’un dual d’un fibré
V est V méme. Pour voir que VV € EF(X,S) si V € EF(X,S) on se restreint au cas
:= {fibrés finis au sens de Weil} et on écrit V = V{/V; ot Vi — V] — @}_, P; donc
en particulier V¥ < V/V. Or, V]V est quotient de @}_, P\ ot chaque P’ est fini d’aprés
le lemme donc V/V est semi-stable (cf. lemme et essentiellement fini par
définition. Il en est de méme de V' d’apres le lemme[2.2.29] De plus EF (X, S) est munie
d’un objet unité O x dont le groupe des endomorphismes End(Ox) est égal a k : en effet
comme X — Spec(k) est propre, réduit et connexe (donc géométriquement connexe,
cf. [20], Ch. 3, Exercise 2.11, puisque on a supposé l'existence de x : Spec(k) — X)
alors End(Ox) = Ox(X) est un corps k' extension finie de k (cf. [20], Ch. 3, Corollary
3.21). De plus, k est parfait donc (cf. [20], Ch. 3, Example 2.10) X est géométriquement
réduit, ce qui entraine finalement (cf. une fois de plus [20], Ch. 3, Corollary 3.21) k' = k.
Pour finir le foncteur z* o ig est exact et fidele d’apres la proposition [2.2.23
O

Définition 2.2.31. D’apres le théoreme la catégorie EF(X,S) est équivalente
a la catégorie des représentations du k-schéma affine en groupes Aut} (z* o ig) (cf.
déf. qu’on notera w4 (X, S, z). Si en particulier S est ’ensemble de tous les
fibrés finis alors on note (motivés par le point 1 de la remarque TNori(X, ) :=
TNori(X, S, x) et on l'appelle le schéma en groupes fondamental de X en x (ou
schéma en groupes fondamental de Nori).

O

Remarque 2.2.32.

22Chaque fois qu’on tensorise une injection par un fibré vectoriel on a toujours une injection.

o8
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— 1) Si S est I'ensemble des fibrés finis au sens de Weil on reobtient EF(X) =
EF(X,S).
— 2) Si S est une collection finie de fibrés essentiellement finis alors 7y (X, S, x)

est un schéma affine en groupes fini.

Preuve : cf. [25], Concluding Remarks, page 41.
g

Or, soit Fs : Repi(mnori(X, S, z)) — EF(X,S) un foncteur qui réalise 1’équivalence

de catégories. On considére le foncteur
is o Fg: Repi(mnori(X, S, z)) — Qecoh(X).

C’est un foncteur fibre sur X (cf. déf[2.1.42)) ; d’apres le résultat présenté dans la section
précédente (cf. théoreme [2.1.46)), au foncteur igo Fg on associe un myori (X, S, z)-torseur
sur X, qu'on notera Xg. De plus, )wfg’z ~ G (cf. [25], page 39) ce qui signifie qu’il existe

sur Xg un point k-rationel qu’on notera Zs au dessus de x.

Définition 2.2.33. Si en particulier S est la famille des fibrés finis au sens de Weil il
s’ensuit que le torseur qu’on obtient est un 7y (X, z)-torseur sur X, qu’on notera X
et on l'appellera mnori(X, X)-torseur universel. On notera simplement Z son point
k-rationel.

O

Dans quel sens est-il universel? On essaye de 'expliquer dans ce qui suit : soit
(Y, G, y) un triplet ou :

— G est un k-schéma affine en groupes fini.

— f:Y — X est un G-torseur.

— y : Spec(k) — Y un point t.q. f(y) = x.

Il existe une bijection :

(Y,G,y) — homomorphismes (2.42)

triplets comme ci-dessus p:TNori( X, x) — G.

C’est en effet 1'objet de [25], Proposition 3.11. Dans un sens si on a un triplet (Y, G, y)
ou f:Y — X est un G-torseur alors, d’apres la proposition le foncteur

Repi(G) — EF(X)
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donne le morphisme p : 7o (X, z) — G souhaité. Dans l'autre sens si p : mnori (X, ) —
G est un morphisme de k-schémas affines en groupes on construit ¥ comme le produit
contracté X x™eri(X,2) 7 et le point u est 'image du point Z. Pour commodité du

lecteur on rappelle la notion de produit contracté :

Définition 2.2.34. Soient A un anneau (commutatif et unitaire) et G un A-schéma
affine en groupes plat. Soit Y un G-torseur a droite au dessus de X et ¢ : G — H un
morphisme entre A-schémas affines en groupes. Pour tout A-schéma T on définit une
action a gauche de G(T') sur H(T) (g - h := ¢(g) - h) et une action a gauche de G(T)
sur Y(T') x H(T) :

G(T) x (Y(T) x H(T)) — Y(T)x H(T)
(9, (y,h)) — (y-g ' 9-h)

On appelle le A-faisceau des orbites de Y x H sous G (pour la topologie fpqc), et
'on note Y x% H, le produit contracté de Y via le morphisme ¢ : G — H. C’est un
H-torseur au dessus de X (cf. [§], III, §4, 3.2) si muni de l'action (a droite) :

(y,h)-h' = (y,h-H).

Dans la proposition on montre que la bijection est bien définie, c’est-a-
dire les deux applications décrites ci-dessus sont I'une l'inverse de 'autre. Il suffit de
montrer que si p : Tyori(X, ) — G est le morphisme associé au triplet (Y, G,y) alors
X x™ori(Xow) G v Y,

Lemme 2.2.35. Suivant la définition[2.1.44] soient € et €’ deux catégories tannakiennes
neutres sur k, puis w : € — k-Mod un foncteur fibre, n : € — Qcoh(X) et F : €' — C
deux foncteurs tensoriels. On note p : X — Spec(k) le morphisme structural et wx =
p*ow. Le Aut (w)-torseur Isom% (wx,n) et le Aut} (woF)-torseur Isom% (wxoF,noF)

sont liés par la relation suivante :
Isom% (wx o Fyno F) ~ Isom%(wx,n) x Auty () Aut?(wo F).
Preuve : (cf. aussi lemme pour tout X-schéma T on a une fleche canonique :
Lsom$ (wx,n)(T) x Aut(w o F)(T) — Lsom (wx o F,no F)(T),
(9.a) = (golp)-a

60

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Marco Antei, Lille 1, 2008

qui passe au quotient. On en déduit donc un morphisme de Aut?(w o F)-torseurs
Isom% (wx,n) xAut? (@) Aut?(w o F) — Isom%(wx o F,no F) au dessus de X qui
est donc un isomorphisme, d’ou le résultat.

O

Proposition 2.2.36. Soit (Y, G, y) un triplet et soit p : mnori (X, 2) — G le morphisme
qu’on lui associe au moyen du foncteur F : Rep(G) — EF(X). Alors X x™ori(X:2) G ~
Y.

Preuve : on note p : X — Spec(k) le morphisme structural de X, on note iy :
EF(X) — Qcoh(X) le foncteur inclusion alors le X = 7 yori(X, z)-torseur universel est
donné par Isom% (p* o z*,ix) alors que Y = Isom% (p* o oublic,ix o F) ol oublic :
Repi(G) — k-mod est le foncteur oubli. D’apres le lemme

)’Z’ XWNoTi(va) G ~ Isomi(p* le) J;* le) F’ ZX o) F) (243)

Or z*(Y) ~ z* ~ Isom% (p* o oublic,ix o F) ~ Isom% (z* o p* o oublic,z* ox oF) ~

Isom?}(oublig,x* ox oF) d’ot un isomorphisme de foncteurs oublig ~ x* o F. On
remplace ca dans et on obtient le résultat.
O

On conclut avec cette derniere remarque :

Remarque 2.2.37. Le k-schéma affine en groupes 7 ori(X, x) ~ lim TNori (X, S, x),
limite projective de tous les 7o (X, S, z), S parcourant les collections finies de fibrés
vectoriels finis sur X, la fleche qui en résulte my (X, ) — Tnori(X, S, z) étant sur-
jective (cf. [7], Proposition 2.21). C’est une conséquence de ce que EF(X) est la limite
inductive de toutes les catégories EF(X,S), S parcourant les collections finies de fibrés

vectoriels. finis sur X.

g

2.2.2 Le schéma en groupes fondamental d’apres Gasbarri

La définition de schéma en groupes fondamental donnée par Nori a une limite assez
importante : on ne peut le définir que pour des schémas X sur un corps k. Il nous
faudrait une définition plus générale : on aimerait pouvoir définir un schéma en groupes

fondamental d’un certain schéma X défini par exemple sur un anneau (on verra plus
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loin de quel type) qui coincide avec celui de Nori lorsque cet anneau est un corps parfait.
C’est ce que fait Gasbarri dans [12] : il définit un schéma en groupes fondamental d’un
schéma X, satisfaisant certaines propriétés qu’on précisera, ou X est un F-schéma, F
étant un schéma de Dedekind. On commence donc par rappeler la définition de schéma
de Dedekind :

Définition 2.2.38. Un schéma de Dedekind est un schéma noethérien normal de di-
mension < 1.
O

L’idée de Gasbarri reprend l'idée développée par Nori dans [26], Part I, Ch. II ou il
donne une deuxieme description du schéma en groupes fondamental défini précédemment
(cf. définition . Les deux description sont équivalentes bien que tres différentes
I'une de l'autre. Cette nouvelle définition n’utilise plus les outils des categories tanna-
kiennes. On commence par esquisser la deuxieéme definition de Nori pour son schéma

en groupes fondamental :

Définition 2.2.39. Soit X un k-schéma ou k est un corps. Soit x : Spec(k) — X un
point. On définit un triplet (Y, G,y) ou :

— G est un k-schéma affine en groupes fini.

— f:Y — X est un G-torseur.

— y: Spec(k) — Y est un point tel que f(y) = .
Un morphisme ¢ : (Y1,G1,y1) — (Yo, G2,y2) entre deux tels triplets est la donnée de
deux morphismes « : Y7 — Ys et §: G; — G5 ou (B est un morphisme de schémas en

groupes, «(y1) = y2 et t.q. le diagramme suivant

GixYy, — Y1

| o |

GaxYy — Y
commute (les fleches horizontales étant les actions des schémas en groupes). Nori appelle
@l la catégories dont les objets sont des triplets (Y, G, y) comme ci-dessus sauf que
cette fois on demandera que G soit limite projective de k-schémas en groupes finis. Les

morphismes sont les couples de morphismes («, 3) qu’on vient de décrire.
d

Définition 2.2.40. Soit X un k-schéma ou k est un corps. Soit x : Spec(k) — X un

point. On dira que X possede un schéma un groupes fondamental 7 (X, x) si il existe
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un triplet (P, 71 (X, ), p) dans C! tel que pour tout objet (Y, G,y) avec G fini, il existe
un unique morphisme (P, m (X, x),p) — (Y, G,y).
Il

Remarque 2.2.41. La schéma en groups fondamental définit précédemment (cf. déf.
2.2.31)) possede les propriétés requises pour étre un schéma en groupes fondamental
selon cette nouvelle définition qui est donc cohérente avec tout ce qui précede.

O

Proposition 2.2.42. Soient k, X et x comme dans la déf [2.2.40, Si X est réduit et
connexe alors X possede un schéma en groupes fondamental.

Preuve : (cf. [26], Part I, Ch. II, §1, Proposition 2).
O

On donne quelques détails sur la construction de Gasbarri, dont la construction de
Nori résultera un cas particulier. Gasbarri ne se limite donc plus, comme on I’a dit, aux
corps mais il prend, comme schéma de base, un schéma de Dedekind. Soient donc F un
schéma de Dedekind, X un schéma réduit, irréductible (donc connexe) et j : X — E un
morphisme fidelement plat. On suppose aussi I’existence d’un point = : £ — X. Voyons

brievement comment on construit le schéma en groupes fondamental de Gasbarri :

Définition 2.2.43. Soit P(X) la catégorie dont les objets sont les triplets (Y, G, y) ou :
— G est un schéma en groupes fini et plat sur F.
— f:Y — X est un G-torseur.
— y: E —Y un point t.q. f(y) = x.
Un morphisme ¢ : (Y1,G1,y1) — (Y2, G2,y2) entre deux triplets est la donnée de deux
morphismes a : Y7 — Ys et §: G1 — G4 ou 3 est un morphisme de schémas en groupes,

a(y1) = y2 et t.q. le diagramme suivant

GlXYl — Y1

! o |
GoxYy, — Y,

commute (les fleches horizontales étant les actions des schémas en groupes).
O
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On définit ensemble I := Ob(P(X)) qu’on munit d’un relation d’ordre : si 4,j € I
alors ¢ < j ssi il existe un morphisme entre les triplets correspondants. Un tel morphisme

est unique. De plus :

Théoréme 2.2.44. L’ensemble I := Ob(P(X)) est filtrant (cf. [I2], Proposition 2.1),
on peut ainsi définir un pro-objet A = (Y, mqae(X, ), &) := limier(Yi, Gi, xi). De
plus, Y est un schéma et TGash(X, ) est un F-schéma en groupes.

Il

Définition 2.2.45. On appellera le schéma en groupes mgqsp(X, ) construit dans le
théoreme [2.2.44]le schéma en groupes fondamental de Gasbarri. On appellera le
schéma Y le TGash(X, z)-torseur universel sur X.

O

Remarque 2.2.46. Il y a une bijection

(Y,G,y) «——  homomorphismes

triplets comme ci-dessus P TGash(X,x) — G.

Preuve : dans un sens c’est simple puisque si on se donne un triplet on a automati-
quement un morphisme p : Tgqesp(X, ) — G. Dans l'autre sens il suffit de considérer le
produit contracté Y xTcas(X:2) (cf. déf. [2.2.34)).

a

Remarque 2.2.47. Si E est le spectre d’un corps parfait k£ et X est un schéma réduit,
irréductible, propre et fidelement plat sur k alors on peut définir my(X, ) ainsi que
TGash(X, ) et Tnori (X, ) >~ TGash(X, ) (c’est une conséquence de la remarque [2.2.41]).

Pour cette raison dorénavant on notera 1 (X, x) le schéma en groupes fondamental de
Nori ou Gasbarri sans créer de confusion.
O
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Chapitre 3

Comparaison du schéma en
groupes fondamental d’un
schéma relatif X avec celui de sa

fibre générique

Ce qui nous a poussé a travailler sur les schémas en groupes fondamentaux de Nori
et Gasbarri est le strict lien que ces schémas en groupes ont avec la question suivante :
peut-on étendre un torseur (sous l’action d’un schéma en groupes fini) au dessus de
la fibre générique d’un schéma X défini sur un anneau de valuation discréte R en un
torseur sur X méme ? En fait on pourra se poser la méme question si comme schéma de
base on prendra un schéma de Dedekind E au lieu de Spec(R) ; on montrera comment
ce probleme est 1ié a ’étude du schéma en groupes fondamental du schéma X et celui
de sa fibre générique. Les résultats principaux sont les théoréme et Dans
cette premiere section on rappellera ce qui nous servira pour décrire notre probleme et

ensuite le résoudre.

3.1 Lemmes sur les algebres de Hopf.

Soit dorénavant E un schéma de Dedekind affine de point générique n. On ne
considérera que des FE-schémas en groupes affines. Soit K le corps des fonctions de

E; on note n := Spec(K).

Définition 3.1.1. Soit 8 : G’ — G un morphisme de schémas en groupes (finis ou

pas) ou G’ := Spec(R¢g) et G := Spec(Rg). Le morphisme 3 est dit morphisme
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schématiquement dominant si le correspondant morphisme 8* : Rz — R d’algebres

de Hopf est injectif. On notera un morphisme schématiquement dominant G’ — G.
O

Cette derniere notation est cohérente avec le théoreme qui suit.

Théoréme 3.1.2. (cf. [33], Ch. 15, §5) Un morphisme §: G’ — G de schémas affines
en groupes sur un corps est schématiquement dominant si et seulement si G est surjectif

pour la topologie fpgc.
O

Pour commodité de lecture on reprend la définition [2.2.43)|:

Définition 3.1.3. Un triplet (Y, G,y) est la donnée de :

— un F-schéma en groupes G fini et plat E.

— un G-torseur f:Y — X.

—unpoint y: E—Y t.q. f(y) ==.
Un morphisme ¢ : (Y1,G1,y1) — (Y2, G2,y2) entre deux triplets est la donnée de deux
morphismes o : Y] — Ys et §: G; — G2 ou (8 est un morphisme de schémas en groupes,

a(y1) = y2 et t.q. le diagramme suivant

G1 X Yi — Y1
! O
GoxYy, — Y,
commute (les fleches horizontales étant les actions des schémas en groupes).
O

Définition 3.1.4. Un triplet (Y, G,y) est dit triplet dominantE] si pour tout triplet
(Y',G',y') et tout morphisme ¢ = (o, 8) : (Y',G,y') — (Y,G,y), B est un morphisme
schématiquement dominant (cf. déf. [3.1.1)).

Il

IN.B. : un tel triplet est appelé dans [26], Part I, Ch. II, un “reduced triple” (triplet réduit). A

cause de la confusion que le choix de Nori pourrait créer on a décidé de 'appeler différemment.
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Lemme 3.1.5. Soient B un anneau (commutatif et unitaire) quelconque, A et C' deux
B-algebres de Hopf et h : A — C un B-morphisme de algebres de Hopf. Le morphisme
h se factorise de fagon unique comme suit : il existe une B-algebre de Hopf H et deux

B-morphismes de algebres de Hopf s : A — H et i : H — C t.q. s est surjectif, ¢ est

N A

H

injectif et h =405 :

Preuve : soient Ay : A - A® Aet Ag : C — C ® C les morphismes (de B-
modules) qui donnent & A et C' une structure de cogebre. On a donc, par définition de

h le diagramme commutatif suivant :

A c

2] |ac

Or, soit H := Im(h) le B-sous-module image de C'; pour qu’il soit une B-sous-
cogebre de C'il faut et il suffit que Ac(H) C H®H (cf. déf.[1.1.3). D’apres le diagramme
précédant on sait que Ag(h(z)) = (h®h)(A4(z)), pour tout = € A. Soit donc Ag(z) :=
Yoai®aj (a; € A) on a Ag(h(z)) = > h(a;) ® h(aj) € H® H comme on désirait.
Pareillement soient mg : AQ A — A et mg : C®C — C'les morphismes (de B-modules)
qui donnent & A et C une structure de B-algebre (& savoir les multiplications), on a le

diagramme commutatif suivant :

A—" s

Exactement comme auparavant on obtient mc(h(a1) ® h(az)) = h(ma(a; ® a2)) ce qui
nous permet de conclure que me(H ® H) C H et donc H a une structure de B-algebre
et donc de B-bigebre (cf. déf. . Soient, pour conclure, S4 et S¢ les morphismes
antipodaux qui donnent & A et C une structure de B-algebre de Hopf, il reste a vérifier
que Sc(H) C H (dans ce cas H est une B-algebre de Hopf, cf. déf. : en effet on

a le diagramme commutatif suivant (ou les morphismes horizontaux sont tous les deux
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h et verticalement on a Sy et S¢) :

h

A—C
SAT Sc
A——C
Trivialement il s’ensuit que, Ya € A, Sc(h(a)) = h(Sa(a)) et donc Sc(H) C H. Le
morphisme s : A — H, a — h(s) est surjectif par définition. De plus H est contenu dans
C' et on note telle inclusion ¢ : H — C'. Les morphismes s et ¢ sont automatiquement

morphismes de B-algebres de Hopf.
O

Corollaire 3.1.6. Grace au lemme il s’ensuit que tout morphisme f : G’ — G
entre schémas affines en groupes (sur un anneau B) peut étre factorisé en un morphisme
schématiquement dominant s : G’ — F (pour un certain B-schéma en groupes F) et
une immersion fermée i : F'— G t.q. tos = f :

f

N A

F

G G

Lemme 3.1.7. Soient (A;, f!)ic; un systéme inductif de B-algeébres (de Hopf) et A
une B-algebre t.q. A >~ lzl,%‘eIAi; on a, pour tout couple (i,1), t.q. i <[ le diagramme
commutatif suivant :

A; a4

It l A{

Ay
On fixe i € I, alors le morphisme «; est injectif si et seulement si pour tout [ > i tout
fll : A; — Aj est injectif.

Preuve : dans un sens c’est trivial. Dans 'autre sens, on suppose que A; soit telle

que f!: A; — Aj est injectif VI > i; soit @ € A; et a;(x) = 0. On pose y := fl(x) € A;.
On sait que ay(y) = 0 d’apres le diagramme précédant ; mais «; est défini comme

composition des morphismes suivants :

it A o ey A — Heetfe oy
Yy Y — 0
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ce qui veut dire qu’il existe r € I, r > let f/ : Ay — A, t.q. f/(y) = 0, en particulier
le morphisme f/ = f] o fl A — A, envoie z vers 0 (z — y — 0), mais d’aprés
I'hypothese sur A; le morphisme f] est injectif et donc x = 0.

O

Or, si on note E = Spec(Rg), m1(X,r) = Spec(Ry, (x,1)), alors Ry (x ;) est une Rp-
algebre de Hopf et puisque 71 (X, z) =~ lim;c;G; (cf. théoréme [2.2.44)) alors Ry (x ) ~
limierRg,, ou G; := Spec(Rg;).

Corollaire 3.1.8. Un triplet (Y, G,y) comme dans la définition est dominant
(cf. déf. ssi le morphisme canonique p : m1(X,z) — G naturellement associé a
ce triplet (cf. remarque est un morphisme schématiquement dominant (cf. déf.
3.1.1)).

Preuve : comme on a Iisomorphisme de algebres de Hopf Ry (x.) =~ limierRg,
il suffit de considérer le lemme et de inverser les fleches pour obtenir le résulta

souhaité.
O

Notation 3.1.9. Motivés par le corollaire on dira que le couple (G, p) est do-
minant si le morphisme p : 71 (X, ) — G, naturellement associé & un triplet (Y, G,y)
comme dans la définition [2.2.43] est schématiquement dominant.

g

Lemme 3.1.10. Soit £ un schéma de Dedekinf affine. Soit (G, p) un couple composé
d’un E-schéma affine en groupes G et un morphisme p : 71(X,z) — G (on lui associe
donc naturellement un triplet (Y, G,y) € Ob(P(X))). Il existe un couple (G', p') (ot G’
est un E-schéma affine en groupes et p’ : m1(X,2) — G un morphisme de E-schémas
affines en groupes) et un morphisme 3 : G’ — G t.q. Bop' = p et p’ est un morphisme
schématiquement dominant (cf. déf. [3.1.1).

Preuve : existence des morphismes p’ : 71 (X, z) - G’ (schématiquement dominant)
et :G' - Gt.q fop =p
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est assurée par le corollaire Le couple (G, p) est donc dominant selon la notation
0. 1.9
U

Suivant la notation et d’apres le lemme [3.1.10] on dira donc que tout couple
(G, p) est chapeauté par un couple dominant, ou, ce qui revient au méme, tout triplet

(Y, G, y) est chapeauté par un triplet dominant.

Lemme 3.1.11. Soient, comme dans le lemme[3.1.7, B un anneau commutatif unitaire,
(A, ff )ier un systéme inductif de B-algebres (de Hopf) et A une B-algebre de Hopf t.q.
A~ llﬂ}ie 14; et a; : A; — A. Soit J un sous-ensemble filtrant de I et C' une B-algébre
telle que C' >~ limje JAj. On suppose que le morphisme canonique 7; : A; — C soit
injectif pour tout j € J. Alors le morphisme canonique ¥ : C' — A est injectif si et
seulement si a;j : Aj — A est injectif pout tout j € J.

Preuve : pout tout j € J on a le diagramme commutatif suivant :

C——A
'ij\ /
A

si 1 est injectif alors o est injectif Vj € J (rien a dire).

P
aj

Réciproquement, soit ay; injectif Vj € J et soit € C t.q. ¢(x) = 0. Une fois de plus

on utilise la factorisation canonique :

Ay
Vj:Aj%HAu—»iuue‘] ~ C.

~Y
ueJ

Soit donc z € ], ; Ay un représentant de z € C, il s’ensuit qu'’il existe v € J tel que
z € Ay, et y,(2) = z, en particulier on a 0 = ¢)(x) = 1) 0y, (2) = ay(2), mais puisque on
a supposé «, injectif on a z = 0, donc & = v,(z) = 0.

O

3.2 Structure du schéma en groupes fondamental.

On notera dorénavant avec E un schéma de Dedekind affine. Notre point de départ

pour cette section est simplement la définition de schéma en groupes fondamental qu’on

a déja donnée (cf. définition [2.2.45]) :
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(X, z) = limie1Gi

ou I := Ob(P(X)) (voir déf. 2.2.43| pour la définition de P(X)) et en plus on notera

pPi - 7T1(X,.%') - Gz

les correspondants morphismes canoniques.
Proposition 3.2.1. Soit J C I I'ensemble de tous les i € I tels que
pi (X, z) > G

Le schéma en groupes 71(X,z) est isomorphe a la limite projective de tous les E-

schémas affines en groupes G; finis, j € J, a savoir

(X, z) = limje G;

Preuve : c’est une conséquence du lemme en effet on part de la définition de
schéma en groupes fondamental et on remarque que tout couple (G, p;) qui apparait
dans la limite qui le définit est chapeauté par un couple (G}, p;) dominant, ce qui revient
a dire que pour tout ¢ € [ il existe j € J tel que j > i; c’est suffisant pour dire que le
couple (G, p;) devient négligeable dans la limite 71 (X, x) := lim;e;G; dans le sens qu'il
peut étre remplacé par le couple dominant (G, pj), d’out le résultat. Il est clair aussi
que tout schéma affine en groupes G fini et lié a 71 (X, x) au moyen d’un morphisme
schématiquement dominant m (X, z) — G, appartient a cette nouvelle limite.

O

Or, soit 1 := Spec(K), le point générique du schéma de Dedekind E (qu’on a supposé
affine au début de cette section), on construit X, := X xgn qui possede un point
xy € Xy(n) (fibre de x € X(E)). Sur n on peut donc construire le schéma en groupes
fondamental 71 (X, z,) mais aussi le schéma en groupes 7 (X, x), = m(X,z) Xg .

Décrivons donc ces deux schémas en groupes qui nous intéressent de pres :
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Remarque 3.2.2. Selon la définition [2.2.45| appliqué a X, on construit le schéma en

groupes fondamental de la fibre générique de X, a savoir

Wl(Xna l‘n) = leeMFm

ou M := Ob(P(X,)) (voir définition [2.2.43)) et F}, est un schéma affine en groupes
fini sur  appartenant a un objet de P(X,); on utilise la notation suivante pour les

morphismes canoniques

qm : (X, ) — Fp

de plus, d’apres la proposition appliqué a X, on obtient aussi I'isomorphisme

suivant

771(X77a $77) = @neNFn

ou N C M est 'ensemble de tous les m € M tels que

Im : T1(Xyp, ) = Fip.

Apres avoir parlé du schéma en groupes fondamental 7 (X, z,,) de la fibre générique
X, de X on parlera ici de suite de la fibre générique 71 (X, x), du schéma en groupes
fondamental construit sur X. L’étape successive sera la comparaison entre les deux

K-schémas en groupes.

Remarque 3.2.3. Les limites inductives d’algebres commutent aux produits tensoriels,
il en est de méme pour les limites projectives de schémas affines en groupes. Donc si on
examine la définition de schéma en groupes fondamental sur X, a savoir m (X, z) :=
;i_mie[Gi, alors la fibre générique m1(X,x), du schéma en groupes fondamental est

isomorphe a la limite suivante :
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1 (X, 17)77 ~ limigGm

ou I := Ob(P(X)) et G;y ~ G; xg n. Pour cohérence avec les précédentes nota-
tions on écrira donc les morphismes qui lient la fibre générique (X, z), (fibres des p;
précédemment définis) du schéma en groupes fondamental au schéma en groupes G;

de la maniere suivante :

Pin + T1 <X7 x)ﬂ - Giv”]

De plus, d’apres la proposition [3.2.1] on obtient aussi 'isomorphisme suivant

(X, )y = limje Gy

ou J C I a été précédemment défini, on a un isomorphisme de schémas en groupes
Gjn ~ Gj xgn et les morphismes qui lient 71 (X, ), a G, sont les morphismes fibres

des p; précédemment définis, a savoir

pjﬂ] - m (X’ x)ﬂ - GJJ?

Puisque le morphisme nn — E est plat il s’ensuit que p;, : m1(X,z), - G,, est un
morphisme schématiquement dominant tout simplement parce que p; : m(X,z) —
G; est schématiquement dominant. Cependant le morphisme canonique (qui existe)
m1(Xy, zy) - Gy n'est pas a priori schématiquement dominant.

O

Avec les notations utilisées dans les remarques et on énonce la remarque

suivante :

Remarque 3.2.4. Soit (G;, p;) un objet de I et considérons sa fibre (G; », pi ). Puisque
ce n'est qu'un torseur au dessus de X, alors c’est un objet de M. Ca détermine une
fonction croissante I — M.

O
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Une simple conséquence de cette remarque est I'existence d’un morphisme

p 2w ( Xy, 2g) — m(X, 2)y.

Avant de continuer on récapitule les notations utilisées en se bornant aux schémas en

groupes qu’on utilisera dans la suite :

Qm:ﬂ'l(XnafL'n)‘)Fm me M

qn : T1( Xy, ) = Fy neN

Pig * T n— Gin 1€l

Pjn * Tl

,l'n—»Gjm jEJ

ouJ Clet NCM.
On va maintenant traduire les résultats de cette premiere partie en termes de

algebres de Hopf; fixons des notations (qui dualisent le dernier tableau récapitulatif) :

Notation 3.2.5. On pose

m( Xy, xy) = Spec(A)
(X, z), =~ Spec(D)

et

F,, ~ Spec(An) | am: A — A | meM
F, ~ Spec(Ay,) | ap: Ay —A | neN
Giy ~ Spec(D;) | 0;: Dy — D 1el
Gjn~ Spec(Dj) | 0;:Dj—D | jeJ

ol on rappelle, une fois de plus, que J C I, N C M et I — M est une fonction
croissante. Il est clair que les morphismes «,, dualisent les ¢, et ainsi de suite. Il est

aussi clair on a les imorphismes

et

ou les isomorphismes sont a entendre comme isomorphismes en tant que K-algebres de

Hopf, K étant le corps de fonction de E.
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Remarque 3.2.6. Soit ¢ : D — A le dual du morphisme ¢ : 71 (X, 2,;) — 71 (X, ),

Vj € J on a le diagramme commutatif suivant :

®

HA
PN

D

D

<

donc 1 0 d; = .
O

3.3 Conclusion.

L’objet de cette section est de montrer que le morphisme

Xy, ) — m(X,2)y

est un morphisme schématiquement dominant (théoréme [3.3.6). Si on garde les nota-
tions adoptées dans la section (et en particulier dans la remarque [3.2.6)) ¢a revient

a démontrer que

Yv:D— A

est injectif. Or, on reprend le diagramme de la remarque [3.2.6| ol1, pour tout j € J on
a:

DYy

DNIg

D;
D’apres le lemme il est clair que, puisque d; : D; — D est une injection pour
tout j € J, si on montre que Vj € J le morphisme «; : D; — A est lui aussi injectif
alors le morphisme 1 : D — A serait lui aussi automatiquement injectif et on aurait

terminé. C’est l'objet de ce qui suit et conclut cette section.

Une fois de plus on utilise le lemme grace auquel on peut factoriser a; comme

suit :

O[jiDj—»Z%A.

75

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Marco Antei, Lille 1, 2008

oll A est une K-algebre de Hopf. De plus, puisque on a une inclusion A < A il s’ensuit
que le morphisme dual est schématiquement dominant et donc on a m1(X,,x,) —
Spec(A). 1l s’ensuit qu’il existe, suivant la notation n € N t.q. A~ A,. De plus,

on a une immersion fermée entre schémas affines en groupes :
f: Spec(A,,) — Spec(D;)

qu’on réécrit, selon la notation [3.2.5) comme suit :

f:Fn‘_>Fj

On identifie donc F,, avec un sous-schéma en groupes fermé de Fj. Soit maintenant
(Y, F,,y') le triplet (cf. déf. [2.2.43) relatif & (F,,¢y,); le triplet (Y, F},y) relatif &

(F}, q;) satisfait la relation suivante :
Y ~ Y xI F;

a savoir le produit contracté de Y’ via le morphisme f : F,, < Fj (cf. remarque [2.2.46)),

et y est 'image dans Y de y/. En effet on a le lemme suivant

Lemme 3.3.1. Soient o : G — H un morhisme entre schémas en groupes, ¥ un G
torseurs au dessus de X, P un H-torseurs au dessus de X et ¢ : Y — P un morphisme
entre torsuers compatible avec les actions de G et HEL Alors P~ Y x% H.

Preuve : pour tout X-schéma T on a une fleche canonique :

Y(T) x H(T) — P(T)
(y, h) = o(y)-h

qui passe au quotient (sous 'action & gauche de G). On en déduit donc un morphisme
de H-torseurs Y x¢ H — P au dessus de X qui est donc un isomorphisme, d’out le
résultat.

0

Lemme 3.3.2. Le morphisme canonique f': Y’ — Y est une immersion fermée.
Preuve : localement pour la topologie fpgc c¢’est vrai puisque localement les torseurs
sont triviaux (cf. [23] Proposition 4.1). On conclut & I’aide de [15], Proposition 2.7.1.,

que le résultat est vrai aussi globalement.
O

2Notamment ca reste vrai pour les morphismes de triplets (¢, ) : (Y, G,y) — (P, H,p).
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Or, on se souvient qu’il existe un E-schéma affine en groupes G; fini et un triplet

dominant (P,Gj,p) € Ob(P(X)) (voir déf. [2.2.43| et [3.1.4) t.q. (Y, F},y) en est la fibre

générique. On est donc dans la situation suivante :

F,O Y
|
F,oY — P OG;
| l
X, — X
l l
n — K

D’apres [15], proposition 2.8.5, on peut construire un E-schéma en groupes H, le
seul sous-schéma en groupes fermé de G; qui est plat sur E et tel que H xgpn ~ F, :
c’est I’adhérence schématique de F;, dans G;. De fagon analogue on construit @, le seul
sous-schéma fermé de P qui est plat sur E et tel que Q xgn ~ Y’'. Cette nouvelle

situation est décrite dans le diagramme suivant :

F,OY — @Q ?H
| l
F,0Y — P 0OG;
| | (3.1)
X, — X
l l
n — K

ou le point d’interrogation nous rappelle qu’il faut encore préciser les éventuelles rela-

tions entre H et (). La réponse est donnée dans le lemme qui suit :

Lemme 3.3.3. @ est un H-torseur au dessus de X.

Preuve (Esquisse) : (voir aussi [12], lemma 2.2) L’adhérence schématique commute

aux produits fibrés (cf. [15], Corollaire 2.8.6) donc en particulier du diagramme

F, x vy’ action y!
Fj <Y action Yy

on déduit le diagramme commutatif

H x Q action Q

| l

i
GJ X P action P

7
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d’olt une action H x @ — Q. De l'isomorphisme Fj, x Y' ~ Y’ xx, Y’ on déduit
l'isomorphisme F,, x Y/ ~ Y’ x X, Y =~ Y’ XXT,? ou, ce qui revient au méme, H x ) ~
Q xXx @ donc @ est un H-torseur au dessus de X.

O

On a un H-torseur (), mais pour avoir un triplet il nous faut encore un point
q: E — Q qui étend le point 3/ € Y'(K).

Lemme 3.3.4. Soient (P,Gj,p), (Y, Fj,y) et (Y, F,,y’) les triplets relatifs au dia-
gramme tels que pxgnp ~yety = foy ou f/: Y — Y. Il existe un point
q: E — Q@ tel que le morphisme u : Q — P satisfait uoqg=pet gxgn=~y.

Preuwve : y' : n — Y’ étant une immersion fermée on construit i’ : Z — Q le
sous-schéma fermé de @ adhérence de 3’ ot Z est plat sur E et Z xgn ~ n (encore
d’apres [15], proposition 2.8.5). De plus uoy’ : Z — P est une immersione fermée, il en
résulte que Z est le seul sous-schéma fermé de P qui est plat sur E et tel que sa fibre
soit isomorphe & 7. Un tel Z est unique, il s’ensuit que w oy’ = p et Z ~ E puisque
p: E — P satisfait les mémes propriétés. Cela montre que g := ¢ : E — @ est le point
qu’on cherche.

O

On récapitule avec ce dernier diagramme :

(Y/7 F”?:y,) - (Q’ H? Q)

! !
Y, Fj,y) — (P,Gj,p)
l l (3:2)
Xy — X
! !
n — E.

Corollaire 3.3.5. Le morphisme «; : D; — A, introduit dans la remarque est
injectif.

Preuve : on rappelle d’abord qu’on avait factorisé le morphisme a; comme suit :
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et on avait noté

F,, ~ Spec(A).

On remarque maintenant qu’il existe ¢ € I t.q. F,, ~ G, ~ Spec(D;) (cf. toujours la
notation [3.2.5)), en effet il existe un triplet (Q, H,q) dont (Y, F,,y’) est fibre comme
dans les lemmes et affirment. On a donc le diagramme commutatif suivant :

.

Dj(é—j> D

ol le morphisme §; : D; — D est injectif par construction (cf. notation et en plus,
d’apres le lemme le morphisme D; — D; ~ A est injectif. Mais par construction
il est aussi surjectif (on avait en effet la factorisation a; : D; = A ~ D; — A) et donc
D; ~ D;, en particulier a; : Dj — A est injectif.

O

Théoréme 3.3.6. Le morphisme ¢ : w1 (X, z,) — 71 (X, x), est surjectif.

Preuve : d’apres le corollaire |3.3.5| et le lemme [3.1.11] le morphisme ¢ : D — A est
injectif, ce qui se traduit, en termes de schémas en groupes, en le résultat souhaité.
d

3.4 Applications

On aimerait appliquer le théoreme|3.3.6]au probleme d’extension de torseurs ou, plus
précisément, on souhaite expliquer comment le noyau N du morphisme ¢ : m1(X,), 2,) —
m1(X, ), mesure I'obstruction a I'extension d’un torseur au dessus de X, sous I’action
d’un K-schéma en groupes affine fini en un torseur au dessus de X ; on rappelle les

hypotheses et on fixe des notations qui reprennent celles des sections précédentes :

Notation 3.4.1. Soient F un schéma de Dedekind (qu’on suppose affine), X un schéma
réduit, irréductible (donc connexe) et j : X — FE un morphisme fidélement plat. On
suppose l'existence d’un point z : £ — X. On notera 7 le point générique de E' et N :=
ker(y) ot ¢ : m(Xy, x,) — m1(X, x), ou on rappelle brievement que X, ~ X xg 7,
ensuite 71 (X, z,) est le schéma en groupes fondamental construit sur la fibre générique
X, de X alors que 7 (X, x), est la fibre générique du schéma en groupes fondamental

construit sur X.
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Le résultat qu’on montrera est le suivant :

Théoréme 3.4.2. Soient G un schéma affine en groupes fini sur K, p : m1(X,, z,;) —
G un morphisme schématiquement dominant (cf. déf. de K-schémas affines en
groupes. Soit (Y, G,y) € P(X,)) le triplet dominant associé & p (cf. la remarque [2.2.46).
Alors il existe un triplet (Y',G’,y’) € P(X) dont la fibre générique est (Y, G,y) si et
seulement si ker(p) > N.

U

Pour commodité du lecteur on rappelle ici de suite ce que c’est un triplet (Y, G,y) €
P(X;). Cest la donnée d'un torseur Y au dessus de X, sous 'action d’'un K-schéma
affine en groupes G fini o on suppose en plus l'existence d’un point y € Y (K). De
fagon analogue un triplet (Y, G’,y’) € P(X) est la donnée d’un torseur Y’ au dessus
de X sous l'action d’'un E-schéma affine en groupes G’ fini et plat ot on suppose en

plus l'existence d’un point 3’ € Y/'(FE).

A partir du théoreme [3.4.2il n’est pas difficile de démontrer le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.3. Tout triplet dominant (cf. déf. [3.1.4) sur X, s’étend & un triplet
(dominant) sur X si et seulement si ¢ : m1(X,), z,) - 7 (X, x), est un isomorphisme.
U

Dans le reste de cette section on prouvera le théoreme [3.4.2

Preuve (du théoreme . Dans un sens c’est simple : supposons en effet qu’il existe
un triplet (Y, G’,y') € P(X) dont la fibre générique soit (Y, G,y). Ca veut dire qu’il
existe un morphisme p’ : 71 (X, x) — G’ (c’est 'unique morphisme naturellement associé
a (Y Gy, cf. rem. dont on considere la fibre générique pj, : 71 (X, ), —
G'xgn =~ Getona pjop = p, (ol ¢ est encore le morphisme  : m1 (X, zy) — 71(X, ),

et p:m(X,,x,) - G) a savoir on a le diagramme suivant :
(X, ) —= m (X, 1)y —> m (X, 2)

\ Lp’n lpf

G G
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L’existence d'un tel pj, est équivalenteﬂ a la condition ker(p) > N (on dira simplement
que p passe au dominant).

Supposons maintenant que la condition ker(p) > N soit satisfaite et donc qu’il
existe un morphisme v : m(X,z), - G tel que v o0 ¢ = p, a savoir le diagramme

suivant commute :

Wl(Xm xn) L m (X, 37)77

pi/

G
Donc le morphisme + est obligatoirement surjectif (puisque p et ¢ le sont). Or, on aura
besoin de quotienter un schéma en groupes par un autre schéma en groupes, ce qui
devient difficile si on veut quotienter un schéma en groupes qui n’est a priori pas de

type fini, comme par exemple 71 (X, z),. Donc il nous faut le lemme

Lemme 3.4.4. On reprend la notation On a donc m (X, x), ~ lim;c Gy ol
Piy  M(X, @)y = Gjy (V) € J). Ll existe j € J tel que 7 se factorise via Gy ou, ce qui

revient au méme, le diagramme suivant

Pj
Wl(X,JL‘)nL>> jn

| A

G

commute.

Preuve : le morphisme v correspond au morphisme d’algebres de Hopf v* : Kg —
D =~ limjesDj (cf. encore la notation . Soient {x}rew (ou [W| < oo ) les
générateurs de Ko comme K-module. Or, Vk € W il existe j, € J t.q. 'image de x
appartient a D, . Puisque |W| est fini, il s’ensuit qu’il existe j € J t.q. 'image de zj,
appartient a D; pour tout k € W, d’out le résultat.
O

Avant de continuer la preuve du théoreme on rappelle la définition de quotient (voir
[3], Définition 9.1 mais aussi [19], Part I, §5.1 et suivants) de K-schémas en groupes

adaptée a notre situation :

®Si un tel morphisme p, existe il est clair que N < ker(p); par ailleurs si N < ker(p) alors on

conclut & 'aide de [33], Ch. 15, Theorem 15.4 que pj, existe.
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Définition 3.4.5. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient G et G’ deux A-
schémas en groupes et v : G — G’ un morphisme de A-schémas en groupes est le fais-

ceau & droite (pour la topologie fpgc) G/G’ quotient de G par la rélation d’équivalence

do(idg Xu)

Gxa4G G xaG

t.q.
(9.9') = (9,9 u(g))
sige G(T) et g € G'(T) ou T est un A-schéma et § : G x4 G — G x4 G, t.q.

(9,9) — (9,99
0

On énonce les propriétés de ce quotient qu’on va utiliser dans la suite :

Proposition 3.4.6. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient G et G’ deux A-
schémas en groupes et u : G — G’ un morphisme de A-schémas en groupes. Soit G/G’
le faisceau quotient (pour la topologie fpgc) alors :

— i) si G’ est un sous-schéma en groupes fermdﬂ distingué de G et si G/G" est
représentable par un A-schéma G’ alors sur G” il existe une unique structure
de A-schéma en groupes telle que le morphisme canonique p : G — G" soit un
morphisme de A-schémas en groupes (cf. [3], Proposition 9.2 (iv)).

— ii) Soit B une A-algebre, on note Gg := G x4 B et G5 := G’ x4 B. Si G/G’ est
représentable par un A-schéma G” alors G'5 /G p est représentable par le B-schéma
en groupes G” x 4 B (cf. [3], Proposition 9.2 (v)).

— iii) Si A est un corps ou un anneau de Dedekind et G et G’ sont de type fini sur
A alors G/G’ est représentable par un A-schéma G” (cf. [3], Remarque 9.3 (b)).

Preuve : voir les références données.

O

On revient a la preuve du théoreme Le morphisme v; : G, — G est surjectif
pour la topologie fpgc (ou schématiquement dominant, ¢a revient au méme d’apres le
théoreme puisque Pj, €ty le sont. Soit G le E-schéma en groupes dont la fibre
est Gy et pj : (X, 2) — G le morphisme dont pj;, : m1 (X, x)y - Gj, est fibre. On
définit

Ny := ker(y;)

4Le morphisme u est donc une immersion fermée.
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qui est un sous-schéma en groupes fermé de G ,,. On construit I'adhérence schématique
de Ny dans G; (cf. [15], Proposition 2.8.5), qu’on note N3, le seul sous-schéma fermé de
G; qui est un E-schéma affine en groupes fini et plat sur £ dont la fibre générique
soit Gj,. De plus, d’apres [1], remarque 1.2.5. b), Ny est distingué dans G;. Or,
d’apres la proposition iii) le faisceau (pour la topologie fpgc) quotient G;/Na
est représentable par un E-schéma en groupes qu’on notera G’. De plus, encore & 'aide
de la proposition ii) il y a un isomorphisme Gj,/Ni ~ G’ xg n. Or on peut
identifier (cf. par exemple [19], Part I, §6.1) G;,/N1 avec G. On a donc le diagramme

suivant :
N1 —— Ny
') ')

G

In > GJ

/

Vi v

G—G

n E

On note 7; le morphisme 7; : Gj — G’ on le compose avec p; : 71(X, x) — G, obtenant

ainsi un morphisme 'y} opj:m(X,x) — G’ auquel on associe canoniquement le triplet
(Y',G',y) (cf. rem. qui est le triplet désiré. Avec ceci on termine la preuve du
théoréme [3.4.2

O

Exemple 3.4.7. Si X = E alors on montre aisément que (X, z,) ~ m(X, ), ~
{1} k. En effet tout torseur au dessus de F muni d’un E-point est trivial.
O

Dans ces deux énoncés on aimerait effacer le mot “dominant” et donc étendre le
résultat a tout triplet mais pour l'instant on n’arrive pas a faire mieux. On part par
exemple d’un morphisme p : 71 (X,), z,) — G non schématiquement dominant, on peut

toujours le factoriser comme suit
! (Xm xn) T H(—l> G.

La question est la suivante : si on sait étendre le triplet associé a s, peut-on étendre

le triplet associé a p? Savoir étendre le triplet associé a s revient a dire qu’il existe
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un morphisme s’ : m1(X,z) — H' t.q. s; : m(X,2), — H; ~ H fait commuter le

diagramme suivant

7T1(X77, 1:77) i» 1 (X7 aj)"] — T (Xv SC)

H/

G/
On ne sait pas comment lier H' & un certain schéma en groupes G’ dont la fibre

générique est isomorphe & G car, méme si on considere 'adhérence schématique H de

H dans G’ il n’y a aucun lien évident entre H' et H.
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Chapitre 4

Cloture Galoisienne

Dans ce chapitre on s’occupera de construire une cloture galoisienne d’une tour de
torseurs. Si X est un schéma noethérien sur un corps k, si G et G’ sont deux k-schémas
en groupes finis, Y un G—torseurﬂ au dessus X et Y/ est un G’ torseur au dessus de YV
on montrera, sous certaines hypotheses, qu’il existe un k-schéma en groupe fini é, un
G-torseur Y au dessus de X et un morphisme surjectif g : Y > Y (cf. corollaire .

Y Y’
\ f’
\
Y
N
L
\
X
Spec(k).

Pour ce faire on se place dans les hypotheses de Nori (cf. la sous-section [2.2.1]) qu’on

rappelle ci-dessous.

4.1 Fibrés vectoriels essentiellement finis

Notation 4.1.1. Soient k& un corps parfait et X un k-schéma propre connexe et réduit.
On se donne un k-schéma en groupes fini G et un G-torseur f : Y — X. On suppose
'existence d’une section z : Spec(k) — X. On suppose aussi I’existence d’une section
y : Spec(k) — Y au dessus de z. Ca nous donne ainsi un triplet (Y, G, y), au sens de la
définition qu’on ne supposera pas forcément dominant (cf. déf. . Si on se

'Le schéma Y est alors noethérien lui aussi en vertu de [I6], Ch. I, §3, ex. 3.13 (g).
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donne une catégorie tannakienne neutre (€, ®,w, 1) sur un corps k on écrira souvent

© si I'omission des autres données ne crée pas de confusion.

g

On considere le O x-faisceau de modules localement libre f,(Oy) qui est fini au sens

de Weil, cf. définition [2.2.10] puisque il satisfait I'équation suivante :

fo(0y)®2 = d - f.(Oy) (4.1)

ol la somme est la somme directe de Ox-modules, le produit est le produit tensoriel
au dessus de Ox et avec « d- » on entend la somme directe f,(Oy)®..® f«(Oy), d fois.

En effet il suffit de considérer le foncteur fibre

F : Repi(G) — Qcoh(X)

associé au G-torseur f: Y — X (cf. théoreme [2.1.46|) et remarquer que
— i) F(A,A) = f.(Oy) ou (A, A) est la représentation réguliere de G (c’est une
conséquence de [25], Lemme 2.2).

— ii) La représentation (A, A) satisfait I’équation
(A, A)B(A,A) ~d- (A, A)

ot on a noté d Pordre de |G| (cf. déf. [1.3.12) et ® est le produit tensoriel dans
Repi(G), d’ou I'équation (4.1)).
Or, soit F n’importe quel Oy-faisceau localement libre fini au sens de Weil, alors il

existe deux polynomes p(z) # q(z) € Z[z] a coeflicients non négatifs tels que

p(F) =~ q(F) (4.2)

ol la somme est la somme directe de Oy-modules et le produit est le produit tensoriel
au dessus de Oy . On considere le O x-faisceau de modules f.(F) et on montre le résultat

suivant

Théoréme 4.1.2. Soient k& un corps parfait et X un k-schéma propre connexe et
réduit. Soient G un k-schéma en groupes fini et f : ¥ — X un G-torseur. Soient
x : Spec(k) — X une section et y : Spec(k) — Y une section au dessus de z. Si F est
un Oy-faisceau de modules localement libre, fini au sens de Weil alors le faisceau f,(F)
est un O x-faisceau de modules localement libre, fini au sens de Weil.

Preuve : le O x-faisceau fi(F) est sirement localement libre (par exemple c’est une
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conséquence de [20], Ch. 5, §2 ex. 2.2 et ex. 2.11 (b)). Montrons que f.(F) est fini au

sens de Weil. On commence par remarquer que

fo(F) @0y [+(F) ~

>~ (f+(F) @5, (0p) [+(0y)) ®oy (f+(Oy) ®f,(0y) f+(TF)) =
=~ fo(F) @y, (0y) (f+(Oy) @oy fu(Oy)) @y, 0y fo(F) =
>~ fu(F) @p,(0y) (d- f2(Oy)) ®f,(0y) f«(F)

cette derniere égalité étant une conséquence de ’équation (4.1)). De plus

[e(F) @5, 0y) (d- f:(Oy)) ®y,(0y) [«(F) =
d- (f«(F) ®f,(0y) f+(F)),

par récurrence on montre ainsi que

fo(F) ®ox - @0y fo(F) =2 d™ 1 (fulF) @1, (0y) - Of.(0y) f+(F))- (4.3)

m fois m fois

Or, sans perte de généralité on suppose N := deg(p) > deg(q) =: M et donc on pose

N M
= Z n; ' q(x) = Zmixj
=0 5=0

ouny # 0% my et n; > 0,m; > 0 pour tout i« < N et pour tout j < M. On part
donc de I'équation (4.2) qu’on rappelle : p(F) ~ ¢(F). Il s’ensuit que

fe((F)) =~ fi(a(3))

et encore

p(f<(F)) ~ q(f:(F))

ot maintenant la somme est la somme directe de f,(Oy)-modules et le produit est le

produit tensoriel au dessus de f.(Oy ). Trivialement on déduit que

Mo p(f(3) = dY - (a(£(F))).

Cette derniere égalité équivaut a :

DN o (@N T g dT f(F) @0y - O (0y) Fo(F)) =
1 fois

B (@I my - dI T £u(F) @0y - B0y F+(F))

j fois
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et d’apres l'isomorphisme (4.3) on a

DN @V ;- f(F) R0y - Boy folF)) =
3 fois
DI (@I my - fu(F) @oy - Doy Fo(F))

7 fois

ce qui veut bien dire que f,(F) est fini au sens de Weil.
O

Lemme 4.1.3. Soient k& un corps, Y une courbe integre et projective sur k, X une
courbe projective et lisse sur k et f : Y — X un morphisme fini de degré d tel que

f+«(Oy) soit fini au sens de Weil. Soit F un Oy-faisceau de modules cohérent, alors

deg(f+(F)) = deg(F).
Preuve : dans la définition [2.2.12| on a défini le degré de ¥ comme suit :

deg(F) := x(F) = rg(F) - x(Oy),
en particulier deg(Oy) = 0. Or, (cf. [16], Ch. III, §4, ex. 4.1)
X(F) = x(f+(9)).

De plus, puisque f,(Oy) est fini au sens de Weil il est en particulier semi-stable (cf.
corollaire [2.2.25)), mais comme X est une courbe lisse et projective sur k alors f,(Oy)

est méme semi-stable de degré zéro et de la formule

deg(f«(Oy)) == x(f«(Oy)) — rg(f«(Oy)) - x(Ox)
on déduit
0=x(0y) —d-rg(Oy) - x(Ox)
soit, encore,
X(Oy) =d- x(Ox).
De la définition de degré on obtient finalement

deg(f+(F)) = x(f+(F)) = rg(f+(F)) - x(Ox) =

= deg(F) +r9(F) - x(Oy) —d-rg(F) - x(Ox) = deg(F),

qui conclut la preuve.
O
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Corollaire 4.1.4. Soient k un corps parfait, Y une k-courbe intégre et projective, X
une k-courbe projective et lisse. Soient G un k-schéma en groupes finiet f:Y — X
un G-torseur. Soient x : Spec(k) — X une section et y : Spec(k) — Y une section au
dessus de x. Si F est un Oy-faisceau de modules localement libre, essentiellement fini

alors le faisceau fi(F) est un O x-faisceau de modules localement libre, essentiellement

fini.
Preuve : par définition (cf. déf. [2.2.27)),
Fa
F~_=
F1

ot F1 C Fo C @ P;, avec P; fibré vectoriel sur Y fini au sens de Weil pour tout
i = 1..t et avec F1 et Fy fibrés vectoriels semi-stables (cf. déf. [2.2.19)) sur X. Or, puisque
f:Y — X est un morphisme fini alors d’apres [14], Corollaire 5.2.2, le foncteur f, de

la catégorie des Oy-modules vers la catégorie des O x-modules est exact. Il s’ensuit que

[+(F) ~ ﬁgjg et f(F1) C fu(F2) C Bl fu(Pi) ot fu(P;) est un fibré vectoriel sur
X fini au sens de Weil d’apres le théoréme En particulier il est semi-stable de
degré zéro. Le lemme nous dit que f.(F1) et f.(F2) ont degré zéro et d’apres la
proposition [2.2.15|ils sont semi-stables de degré zéro. Ca nous dit que f.(F) est un fibré

vectoriel essentiellement fini sur X.

g

Le théoreme s’applique notamment au cas de tours de torseurs, comme expliqué

dans le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.5. Soient k un corps parfait et X un k-schéma propre connexe et réduit
muni d’un point z : Spec(k) — X. On se donne deux k-schéma en groupes finis G et
G’, un G-torseur f:Y — X et un G'-torseur f’ : Y’ — Y. On suppose 'existence d’un
point y : Spec(k) — Y au dessus de = et d’un point ¢’ : Spec(k) — Y’ au dessus de y.
On suppose Y réduit et connexe. Alors (f o f/).(Oyr) est un Ox-faisceau localement
libre fini au sens de Weil.

Preuve : il suffit de remarquer que f.(Oy/) est fini au sens de Weil et ensuite on

applique le théoréme pour conclure que fi(fL(Oy/)) est lui aussi fini au sens de Weil.

g

D’apres ce qu’on vient de démontrer il est naturel de se demander quel sont les liens
entre le w1 (X, (f o f')«(Oy), z)-torseur universel au dessus de X et le schéma Y’. On

commence avec une proposition préliminaire :
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Proposition 4.1.6. Soient k£ un corps parfait et X un k-schéma propre connexe et
réduit. On se donne un k-schéma en groupes fini G et un G-torseur f : ¥ — X. On
suppose l'existence d’un point k-rationnel 2z € X (k) et d’un point k-rationnel y € Y (k)
au dessus de z. Soit Y le torseur universel associé a la catégorie tannakienne neutre sur
k engendrée par f.(Oy) alors le schéma en groupes H qui rend Y un torseur au dessus
de X est un sous-schéma en groupes fermé de G et il est isomorphe a G ssi le triplet
(Y, G, y) est dominant. De plus Y < Y est une immersion fermée.

Preuve : On notera 6 : X — Spec(k) le morphisme structural de X. Comme on a

déja fait au début de ce chapitre on considere le foncteur fibre

F : Repi(G) — Qcoh(X)

associé au G-torseur f : Y — X (cf. théoreme [2.1.46) et on le factorise comme suit

Repi(G) “—= F(Repy,(G))—% Qcoh(X)

ou en particulier F'(Repk(G)) est une catégorieﬂ tannakienne neutre sur k si munie
du foncteur fibre :U|*F( Repp(G))? ou z* : Ox-Mod — k-Mod. De plus s est un foncteur
tensoriel essentiellement surjectif, ¢ est un foncteur fibre pleinement fidele. On note
oubli : Repr(G) — k-mod le foncteur oubli alors les foncteurs z* o s et oublic sont

isomorphesﬂ :

Repy(G) —> F(Repy(G))

oublig

k-mod
Or, d’apres le lemme [2.2.35|on a Y = Isom?}(@* ooublic, F') ~

XAut%’(:p

~ Isom%(0* ox* 0s,i0 s)Isom?}(mTF(Repk(G)), i) 7 (Repyy () Aut? (oublic).

- ® Vo ® ; :
On note H := Aut, (w\*F(Repk(G))> et Y = IsomX(xr‘F(Repk(G)),z). Puisque s est es-
sentiellement surjectif il s’ensuit que (cf. [7], Proposition 2.21) le morphisme H — G
canoniquement associé a s est une immersion fermée et donc on identifie H avec un

sous-schéma en groupes fermé de G. De plus, la représentation réguliere (A, A) de G

2Si F: @ — €' est un foncteur on entend par F(C) I'image essentielle de F' & savoir la sous catégorie
pleine de €’ dont les objets sont tous les objets de €' qui sont isomorphes & un objet F(X) pour un

certain X € Ob(C).
3En effet x*(Y) =~ z*(Isom% (0% o oublic,i o s)) =~ Isom¥(z* o 6% o oublig,x* o i o s) =~

Isom? (oublic,z* o s) donc x* o s et oublic sont isomorphes.
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engendre Repy(G) (cf. [33], Ch. 3, Theorem 3.5) il s’ensuit que F'(A,A) = f.(Oy) (cf.
[25], lemme 2.2) engendre F(Repy(QG)), c’est-a-dire

EF(X, {f«(Oy)}) = F(Rep(G))

d’ou le résultat souhaité. Il s’ensuit immédiatement que Y < Y est une immersion
fermée (cf. lemme [3.3.2)). Si en plus le triplet de départ (Y,G,y) est dominant (cf. déf.
, alors H~GetY ~Y.En effet, puisque 71 (X, z) — G, il suffit de remarquer que
le foncteur s : Repi(G) — F(Repk(G)) précédemment introduit est une équivalence.
O

4.2 Cloture Galoisienne de tours de torseurs

On généralise maintenant la situation précédente. Le k-schéma X sera toujours
propre connexe et réduit (k étant un corps parfait). Par contre on ne demandera plus
que Y soit un G-torseur sur X mais on prendra juste un schéma Y et un morphisme
f:Y — X fini et platﬁ t.q. f«(Oy) soit un fibré vectoriel essentiellement fini (cf. déf.
On consideére la catégorie tannakienne (neutre) sur k engendrée par f.(Oy) a

savoir

EF(X,{f«(0v)})

munie du foncteur fibre 2* : EF(X, {f«(Oy)}) — k-mod, d’ou le foncteur
F:=0"ox": EF(X,{f«(0y)}) — Qcoh(X)

ou 6§ : X — Spec(k) est le morphisme structural. A ce foncteur est associé (cf. théoreme
un G-torseur p : ¥ — X ou G = Aut? (z*) et Y = Isom% (F,ix), ou iy :
EF(X,{f«(Oy)}) — Qcoh(X) est le foncteur inclusion et G est le k-schéma en groupes
ﬁniﬂ tel que Repk(G) ~ EF(X,{f«(Oy)}). De cette équivalence on déduit que a f.(Oy)
correspond une k-représentation linéaire (V| p) (ou plus simplement V') qui hérite de
f«(Oy) une structure de k-algebre. C’est un cas plus général que celui présenté dans la

proposition et on ne sait méme pas, pour l'instant, si il existe un X-morphisme

“Donc fidelement plat car fini et plat entraine que f est fermé et ouvert mais puisque X est connexe

alors f est surjectif.

50n rappelle que un fibré vectoriel fini au sens de Weil est en particulier essentiellement fini.

SLe schéma G est fini car fi(Oy) ~ V/V' ot V' < V < "N P ot V et V' sont fibrés semi-
stable et les P; sont finis au sens de Weil. La conclusion suit si on remarque que EF (X, {f«(0y)}) —
EF(X,{P,..,Pn}) et on consideére [25], Lemma 3.9.
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g: Y — Y. On montre que ce morphisme existe et on en étudiera les propriétés. La

situation est résumée par le diagramme suivant :

}7____593___>Y
X /
71)(

(I
Spec(k)

D’ailleur Y, ~ G donc il existe un point ¢ : Spec(K) — Y au dessus de X.

Lemme 4.2.1. Un morphisme g : Y — Y existe si et seulement si il existe une section
s:Y - Y x x Y.

Preuve : si un tel g existe on considere I'identité idy : Y - Y et par la propriété
universelle du produit fibré il existe un morphisme s : Y >V x x Y qui commute aux

projections donc en particulier pry o s = idy.

(4.4)

Dans l'autre sens il suffit de poser g := pry o s.
O

On reprend V la représentation de G qui correspond a f,(Oy) (donc V = z*(f.(0y)))
qui a, comme on a dit, une structure de k-algebre. On notera V le Ogy-faisceau de

algebres (0 o p)*(V) et j: Oy — V le morphisme naturel.

Lemme 4.2.2. Soit Y, la fibre de Y en x. Il existe alors un f’—isomorphisme h :
Yx Xk )N/ —Y Xx }N/
Preuve : puisque V = z*(f(Oy)) et V ~ p* 0 §*(V) alors

Vo~ p*of*ox*((f(Oy))) ~p*(f«(Oy)).

"En effet z*(Isom% (F,ix)) =~ z* (Isom$ (0" o x*,ix)) =~ Isomy (z* 0 6% o 2", 2% 0ix) = Aut? (z*).
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Soit Y, la fibre de Y en

Y (4.5)

Spec(k) — X

et soient [ et ¢ comme dans le diagramme suivant :

l

e
Y. Spec(k)
Or, d’apres le diagramme [£.4] on a
V~)  p(f«(Oy)) = pry (pry”(Oy)) (4.7)

ce qui est licite comme rappelé dans [20], Ch. 5, §1 ex. 1.16 (b), mais aussi, d’apres,
respectivement, les diagrammes [4.5] et

2 (fe(Oy)) = (f2).(t*(Oy)) = (f2).(Oyz) (4.8)

et
(00 p)*((f2).(0y,)) > 1(q"(0y,)) ~ 1(0y, ) (4.9)

mais puisque
V= pt(07(V)) = p" (6" (2" (f<(Oy))))
de [ et [1.8 on déduit
pry, (pry*(0y)) ~ p* (0" (z"((f2).(Ov.2)))) (4.10)

qui nous donne ainsi, au moyen de I'isomorphisme de Oy -algebres suivant

(V=) pr?*(OYfo/) ~ l*(OYka?). (4.11)

Or, d’apres [16], Ch. II, §5, ex. 5.17, on sait qu’il existe un unique schéma D et un
unique morphisme affine d : D — Y tel que di(Op) =V et puisque pry : Y Xy Y Y
et l:Y, X Y — Y sont de tels morphismes (pry et [ sont finis, car f I'est, donc affines)
on en déduit un ?—isomorphisrne h:Y, X Y —Y x X Y.

O
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D’apres les lemmes et m on déduit donc que un X-morphisme g : Y -Y

existe si et seulement si il existe une section du morphisme
1Y, X Y Y.

Or, si par exemple on a une section
s : Spec(k) — Yy

alors le morphisme

~ SXk’Ld{/

Y ~ Spec(k) X spec(r) Y

Yx in;

est une section de [ : Yy xz Y — Y (qui est la projection sur 37) on en déduit donc
I’existence d’'un X-morphisme g : Y — Y. D’autre part si on suppose 'existence d’un X-
morphisme g : ¥ — Y alors on prend ¢ : Spec(K) — Y le point au dessus de z € X (K)
(qui existe toujours, comme on a déja vu) il est clair que g ot : Spec(K) — Y est un

point de Y au dessus de x. On a donc prouvé le résultat suivant :

Proposition 4.2.3. Soient k& un corps parfait et X un k-schéma propre connexe et
réduit. Soit f : Y — X un morphisme de schémas fini et plat t.q. f.(Oy) soit un fibré
vectoriel essentiellement fini. On suppose l'existence d’un point k-rationnel x € X (k).
Soit Y le torseur universel associé a la catégorie tannakienne neutre sur k engendrée
par f.(Oy) alors il existe un X-morphisme de schémas g : Y — Y si et seulement si il
existe un point k-rationnel y € Y (k) au dessus de z.

O

On supposera dorénavant ’existence une section Spec(k) — Y au dessus de x, d’ou
I’existence du X-morphisme g : Y — Y. On montre maintenant que, sous certaines hy-
potheses supplémentaires, le morphisme g : Y — Y, est surjectif. D’abord on remarque
que le morphisme f : Y — X, car fidelement plat et fini, est en particulier quasi-fini et
quasi-compact donc d’apres [15], Théoreme 4.1.2, on a dimX = dimY si X et Y sont
localement de type fini. Or, g(?) est un fermé de Y, en effet :

— 1) p: Y — X est un morphisme ﬁn En particulier il est propre donc pry :

Y xx Y =Y est propre.

8Localement pour la topologie fpgc les G-torseurs sont triviaux (cf. [23] Proposition 4.1) donc finis
si G est un k-schéma en groupes fini. On conclut a 1'aide de [I5], Proposition 2.7.1., que le résultat est

vrai aussi globalement.

94

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Marco Antei, Lille 1, 2008

— ii) La projection Y xx Y — Y est propre aussi car f : Y — X l’est. Donc sa
section s: Y — Y xx Y est une immersion fermée (cf. [20], Ch. 3, §3, ex. 3.6) ce
qui implique que s est un morphisme fini donc propre.

— iii) le morphisme g := pry os est propre car composé de deux morphismes propres,
en particulier g(Y) est fermé.

De plus, il est clair que dim(g(Y)) < dimY mais il suffit de regarder le diagramme
pour remarquer que f(g(Y)) =p(Y) = X (p est fidelement plat car il a une structure
de torseur) donc dim(g(Y)) > dimX ce qui entraine dim(g(Y)) = dimY = dimX.

Si on prend Y irréductible on déduit g(Y) = Y donc g est surjectif. On a montré le

résultat suivant :

Théoreme 4.2.4. Soient k& un corps parfait et X un k-schéma propre connexe, réduit et
localement de type fini. Soient Y un schéma irréductible et f : ¥ — X un morphisme de
schémas fini et plat t.q. f.(Oy) soit un fibré vectoriel essentiellement fini. On suppose
I'existence d’un point k-rationnel z € X (k) et d’'un point k-rationnel y € Y (k) au
dessus de z. Soit Y le torseur universel associé a la catégorie tannakienne neutre sur
k engendrée par f.(OQy) alors il existe un unique X-morphisme surjectif de schémas,
faisant commuter les sections, g : Y > Y.

O

Remarque 4.2.5. Les hypotheses sont les mémes que celles du théoreme @ Si
f:Y — X a une structure de torseur sous un k-schéma en groupes fini G tel que le
triplet (Y, G, y) soit dominantﬂ alors le morphisme g : Y — Y est un isomorphisme. En
effet dans la proposition [f.1.6/on a déja montré que tout simplement le torseur universel
associé a Y est Y méme.

O

Le théoreme peut étre appliqué notamment aux tours de torseurs.

Corollaire 4.2.6. Soient k un corps parfait et X un k-schéma propre connexe, réduit
de type fini muni d’un point x : Spec(k) — X. On se donne deux k-schéma en groupes
finis G et G’, un G-torseur f : ¥ — X et un G'-torseur f’ : Y/ — Y. On suppose
lexistence d’un point y : Spec(k) — Y au dessus de z et d’un point ¢y : Spec(k) — Y’
au dessus de y. On suppose Y réduit et connexe et Y’ irréductible. Alors il existe un

k-schéma en groupes fini é, un G-torseur Y et un morphisme surjectif g : Y > Y.

9Ce qui est toujours vrai si car(k) = 0 puisque Y est irréductible donc connexe.
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Preuve : d’apres le corollaire le faisceau (f o f')«(Oy) est localement libre et
fini au sens de Weil. Le théoréme [£.2.4 nous permet de conclure.
U

Définition 4.2.7. On appelle le G-torseur Y construit dans le corollaire la cloture

galoisienne de la tour de torseurs

96

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Marco Antei, Lille 1, 2008

Liste des Notations choisies pour les Catégories

Soient

k un corps,

A un anneau commutatif unitaire,
S un A-schéma,

G un A-schéma affine en groupes,
Y un espace topologique,

X un schéma, on note

k-Fonct, (déf. catégorie des k-foncteurs,

k-Alg, (déf catégorie des k-algebres commutatives et unitaires,

Ens, (déf catégorie des ensembles,

k-Aff, (déf catégorie des k-schémas affines,

k-FonSGr, (déf. catégorie des k-foncteurs en groupes,

k-Af fGr, (déf. catégorie des k-schémas affines en groupes,

Gr, (section catégorie des groupes,

Sch, (section catégorie des schémas,

G-Torsg, (section catégorie des G-torseurs au dessus de 5,

Repa(G) (déf. catégorie des A-représentations linéaires de G,

Ab, (exemple catégorie des groupes abéliens,

Ab(X), (exemple catégorie des faisceaux en groupes abéliens sur Y,

O x-Mod, (exemple catégorie des faisceaux de O x-modules sur X,
Qcoh(X), (exemple catégorie des faisceaux de Ox-modules quasi-cohérents sur
X,

Coh(X), (exemple catégorie des faisceaux de O x-modules cohérents sur X,
A-Mod, (exemple catégorie des A-modules,

A-mod, (exemple catégorie des A-modules de type fini,

A-Proj (exemple catégorie des A-modules de type fini et projectifs.
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Résumé

La premier probleme dont on s’occupe dans cette these est la suivante : soit X un
schéma relatif sur un anneau de valuation discrete R et Y/ un G’-torseur au dessus de
la fibre générique X, de X. Existe-t-il un R-schéma en groupes G' et un G-torseur Y
au dessus de X tel que sa fibre générique soit isomorphe au torseur Y’ ? On affronte
ce probleme en étudiant ses liens avec le schéma en groupes fondamental introduit par
Nori pour un schéma X réduit et connexe, propre sur un corps parfait et puis généralisé
par Gasbarri pour un schéma irréductible, réduit et fidelement plat sur un schéma de
Dedekind. On montre que le morphisme naturel ¢ : 7 (X, z,;) — 71 (X, ), entre le
schéma en groupes fondamental de la fibre générique de X et la fibre générique du
schéma en groupes fondamental de X est toujours surjectif pour la topologie fpqc. De
plus, on montre que tout torseur peut étre étendu ssi ¢ est un isomorphisme. Dans le
quatrieme et dernier chapitre on construit une cloture galoisienne de tours de torseurs
au dessus d’un k-schéma X, k étant un corps : on se donne un G-torseur f: Y — X et
un G'-torseur f’: Y’ — Y (plus certaines hypotheéses supplémentaires) et on construit

un G-torseur p: Y - X qui domine Y au moyen d’'un X-morphisme g : Y » Y.

Abstract

The first question we try to give an answer in this thesis is the following : let X be
a relative scheme over a discrete valuation ring R and Y’ a G’'-torsor over the generic
fibre X, of X. Does it exist an R-group scheme G and a G-torsor Y over X whose
generic fibre is isomorphic to the given torsor 7 We face this problem by means of the
fundamental group scheme introduced by Nori for a reduced and connected scheme
X complete over a perfect field and then generalized by Gasbarri for an irreducible
and reduced scheme faithfully flat over a Dedekind scheme. We prove that the natural
morphism ¢ : w1 (X, z,) — 71 (X, ), between the fundamental group scheme of the
generic fibre of X and the generic fibre of the fundamental group scheme of X is always
surjective for the fpqc topology. Moreover we prove that any torsor can be extended iff
 is an isomorphism. In the last chapter we study the construction of a Galois closure
for towers of torsors over a k-scheme X for a field &k : we take a G-torsor f : Y — X and
a G'-torsor ' : Y’ — Y (with some further hypothesis) and we construct a G-torsor

p: Y — X that dominate Y by an X-morphism g : Y Y.
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