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Thése de Bénaouda Djamai, Lille 1, 2008
Résumé Soit f : X — Y un morphisme de schémas et G un Y-schéma en groupes.
Lorsque G est abélien, 1 a suite spectrale de Leray associée a f, E»? = HP(Y, R, .G x) —
HPT(X Gx), nous donne une suite exacte en basses dimensions :

0,1

0—— H'(k, f.Gx) —= H'(X, Gx) —% HO(k, R' f.Gx) "= H2(k, f.Gx)

1,1

H2(X, G)" —2 H'(k, R f.Gx) 2 H3(k, £.Gx)

u2

Le but de ce travail est d’étudier ’analogue de cette situation lorsque G n’est plus abélien.
La notion de gerbe introduite par Grothendieck permet de construire un substitut au
cobord d®' : HY(Y, R*f,Gx) — H?*(Y, f.Gx). Ici nous étudions plus particulierement
I'obstruction a descendre une G x-gerbe sur X en une f,Gx-gerbe sur Y. Pour cela, a
partir de l'interprétation de Giraud du R'f,Gx, nous donnons un substitut non abélien
au H1(Y,R1f * GX) et au cobord d"' : HY(Y, R* f.Gx) — H3(Y, f.Gx), en termes de
condition de corps des modules et de 2-gerbes.

Nous donnerons ensuite deux exemples de descente de gerbes dans le cas non abélien:
le premier, considéré par Grothendieck, est celui des surface fibrées sur des droites, le
deuxieme, de nature arithmétique, concerne 'extension maximale abelienne d’un corps
des fractions d’un anneau local, excellent, henselien de dimension 2.

Mots-clefs: Théorie de la descente, groupes algébriques linéaires, suite spectrale.

Abstract— Let f : X — Y be a morphism of schemes and G a group scheme over
Y. If G is abelian, the Leray spectral sequence EP? = HP(Y, R?, f.G'x) = H?"(X,Gx),
associated to f gives rise to an exact sequence in low dimensions :

0,1

0—— H'(k, f.Gx) —“ = HY(X,Gx) —2> HO(k, R f.Gx) = H2(k, £.Gx)

1,1

H2(X, Gx)" —% H'(k, R f.Gx) 2 H3(k, £.Gx)

u2

In this thesis, we consider the case of a non abelian group G.

The notion of a gerb, due to Grothendieck , allows us to get an equivalent morphism
to d®' : HY(Y, R f.Gx) — H*(Y, f.Gx). Here, we study the obstruction for a Gx-gerb
on X to be the image of a f,G x-gerb on Y.

For this aim, we use the Giraud’s interpretation of R'f.Gx, to build an equiva-
lent object to H'(Y, R'f.Gx) and an equivalent morphism to d"' : H' (Y, R'f.Gx) —
H3(Y, f.Gx), by means of filed of moduli condition and 2-gerbs.

We give then two results in the non abelian case : a cohomological one, which is the
case of a surface fibred on a curve, studied by Grothendieck, and an arithmetical one
which deals with the maximal abelian extension of the fractions field of a local, heselian
excellent ring of dimension 2.

Key-words: Descent theory, linear algebraic groups, spectrale sequence.
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Mots clefs. — Théorie de la descente, groupes algébriques linéaires,
suite spectrale.
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INTRODUCTION

Soient k£ un corps de caractéristique 0, X un k-schéma quasi-compact
et quasi séparé et G un k-groupe algébrique linéaire.

Notons 7 : X — Spec(k) le morphisme structural de X.

Soient k une cloture algébrique de k et T' = Gal(k/k) le groupe de
Galois absolu de k/k.

Définissons X, Gx et Gx a I'aide du cube suivant, ot chaque face est
un carré cartésien:

@X GX
X I )‘(
/ G G
Spec(k) Spec(k)

Nous supposerons que Gy (X) = G(k), condition qui est vérifiée en
particulier dans les cas suivants:

— G est un k-groupe algébrique linéaire, et X est une k-variété pro-
jective géométriquement connexe;

— (G est un k-groupe multiplicatif, et X est un k-schéma propre géométrique-
ment connexe;

— G est un groupe fini, et X est un k-schéma géométriquement con-
nexe;

Dans cette situation, nous avons d'une part m.(Gx) = G et d’autre
part, lorsque G est abélien, une suite spectrale de Leray associée a f :

EP = HP(k, Rim,Gy) = EP*9 = HPM9(X, Gx)

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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de laquelle nous déduisons la suite exacte suivante, dite suite exacte
en basses dimensions:

(1)
uy vy !
00— Hl(/{:,G) — Hl(X, Gx) — HO(/{:, R17T*GX) — HQ(k, G)

1,1

V2 d2
HX(X,Gx)'" —2 H'(k, R'r.Gy) ~— H3(k,G)

u2

Dans toute la suite, la cohomologie considérée est la cohomologie étale.
Sous les hypotheses du début, on a :

(RlW*GX)SpeC(E) = Helt(y?éx)
et le cobord:
dy' - H(k, HL(X,Gx)) — H*(k, Q)

associe a tout Gx-torseur P de corps de modules k la k-gerbe de ses

modeles « locaux ». C’est la k-gerbe « résiduelle » en le point, a valeur

dans Spec(k), du champ m,Tors(Gx) correspondant au torseur P.
Dans ce travail nous voulons interpréter le cobord:

dy' : H'(k, R'r,Gx) — H3(k,G)

et étudier I'analogue de la suite exacte (1) lorsque G n’est plus abelien.

Le premier obstacle provient du fait que les H? non abeliens peuvent
avoir plusieurs classes neutres, ce qui rend la notion de noyau, et par
conséquent celle de suite exacte, caduque.

Le deuxieme obstacle, et non le moindre, est la non existence du
H'(k, R'7,.Gx) lorsque G n’est plus abelien, R!'T,Gx n’ayant plus de
structure de groupe...

Plus précisément, nous nous intéresserons aux obstructions, en parti-
culier, & relever une classe de H?*(X,Gx) en une classe dans H?(k, Q)
pour G un k-groupe réductif.

Pour cela, si [G] € H?(X,Gx) est la classe d'une X-gerbe G, nous
noterons, suivant Giraud dans cette démarche, Ger(G) le faisceau des
sous-gerbes maximales de 7,G, image directe de G par 7.

Par exemple:

— si G= Tors(Gx) est la gerbe des X-torseurs sous Gy, Ger(G) est
isomorphe & R'7,Gx ([Gir71], Chapitre V, Lemme 3.1.5);

—si [G] € H*(X,Gx) est la classe d'une X-gerbe quelconque et G
est abelien, Ger(G) est un R'm,G x-pseudo-torseur, i.e un R'w, G x-
torseur qui peut étre vide;

— si [G] € H*(X,Gx)™ est la classe d'une X-gerbe transgressive et G
est abelien, Ger(G) est un R'm,Gx-torseur ([Gir71, Ex. 3.1.9.2]).

L’existence d'une section du faisceau Ger(G) permet de relever [G] en
une classe dans H?(k,G). Nous étudierons des cas ou une telle section
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existe, remplagant éventuellement Spec(k) par un schéma de base Y plus
général.

Nous étendrons ensuite, en un certain sens, la notion de corps des
modules au degré supérieur, ’analogue de la gerbe des modeéles introduite
précédemment devient alors une 2-gerbe qui vit dans H3,(k, G).

Cette 2-gerbe peut étre vue comme la k-2-gerbe résiduelle d'un point
dans un certain 2-champ: elle mesure 'obstruction a ce que ce point soit
défini sur k.

Lorsque G n’est plus abélien, le faisceau des sous-gerbes maximales
Ger(G) continue d’exister alors que H'(k, R'm.Gx) n’existe plus. La con-
dition corps des modules nouvellement introduite nous permet d’obtenir
un substitut du H(k, R'7,Gx): c’est un espace de modules grossier de
données locales sur k de corps de modules k.

L’objectif étant décrit, voici le plan que nous allons suivre pour I'atteindre:

Chapitre 1. — Notre probleme étant typiquement un probléeme de de-
scente, nous rappellerons brievement les notions de catégories fibrées et
de descente dans icelles. Les gerbes, qui sont des catégories fibrées partic-
ulieres jouissant, entre autres, de propriétés "faisceautiques’ , s’imposent
naturellement car leurs classes d’équivalences forment justement le H?2.
Pour plus de détails, hormis [Gir71] qui est 'ouvrage de référence, nous
conseillons [Zah03].

Nous aborderons ensuite succinctement les 2-catégories fibrées, et plus
particulierement les 2-catégories fibrées sur un site. Ceci nous conduira
aux 2-gerbes, objets classifiés par le H3, que nous aurons a considérer
dans une moindre mesure que les gerbes. Pour une étude approfondie de
ces notions ¢f [HakT72] et [Bre94].

Chapitre 2. — Nous étudierons en détail la suite exacte (1) et plus
particulierement les trois derniers termes. Nous introduirons la notion de
corps de modules pour des gerbes définies localement sur & et montrerons
comment relier les cobords de cette suite aux espaces de modules.

Signalons au passage que les trois premiers termes, qui subsistent en
tant qu’ensemble pointés dans le cas non abelien, ainsi que les mor-
phismes qui s’y rapportent sont tres bien décrits dans la these de Stéphane
Zahnd [Zah03], dont le theme central est la "descente de torseurs' , ob-
jets dont les classes d’isomorphies forment le H!.

Chapitre 3. — Nous donnerons deux applications dans le cas non
abélien: 'une de nature arithmétique, 'autre dans le cas des surfaces
fibrées sur les courbes (cas considéré par Grothendieck et Tate dans le cal-
cul du groupe de Brauer). Plus précisément, nous utiliserons les notions
et résultats des chapitres précédents pour déterminer les obstructions a
relever des gerbes lorsque G'x est un groupe réductif.

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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CHAPITRE 1

GERBES ET 2-GERBES

1.1. Catégories fibrées

Définition 1. — Soit £ une catégorie. Une E-catégorie F est une caté-
gorie, munie d'un foncteur covariant:

p:F—=£E&

On dit aussi que F est une catégorie au dessus de £. On appellera
E-foncteur d'une £-catégorie F dans une £-catégorie G, un foncteur :

fF—=G

tel que gf = p, ol p et ¢ sont les foncteurs de projection de F et G.

Définition 2. — Soit p : F — £ une E-catégorie et soit S € Ob(E).
On appelle catégorie-fibre de F en S la sous-catégorie Fg de F image
réciproque de la sous-catégorie ponctuelle de £ définie par S. On a donc

Ob(Fs) = p~'(S) et FI(Fs) = p~(ids).

Définition 3. — Soit p : F — £ une E-catégorie, n,& € Ob(F) et
a:n—¢§

un morphisme dans F. Désignons par S = p(§), T = p(n) et f = p(a):

o
-

U §
pl lp
T p(a) g

On dit que « est un morphisme cartésien si pour tout ' € Ob(Fr) et
tout f-morphisme u : 7" — &, il existe un unique 7T-morphisme u:

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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/

1

L

[e%

Y
il

—>S

|

tel que oo o w = u, autrement dit ’application :

Homy(n',n) — Homy(n', &)

Vv = «aOov

est bijective, auquel cas le couple (1, a) représente le foncteur F? — Ens
en 17’

Définition 4. — Une E-catégorie F est appelée catégorie fibrée si elle
satisfait les deux axiomes suivants:

(i) Pour tout morphisme f : T'— S, le foncteur image inverse par f
dans F existe.

Définition 5. — Une catégorie fibrée F de base &£ est formée:
— d’une catégorie £.
— pour tout S € Ob(E), d’une catégorie fibre Fg.
— pour tout couple d’objets S, T € Ob(E) et tout E-morphisme [ :
S — T, d’un foncteur covariant:
[P Fr— Fs
tel que :
e Pour tout objet X € Fg, il existe un morphisme cartésien
ay : ff(X) — X

au dessus de f,
e Le composé de deux morphisme cartésiens est cartésien. (Cette

condition entraine,pour deux morphismes composables S =N 75U ,
I'existence d’un "isomorphisme de foncteurs":
ces données étant assujetties aux conditions suivantes:
(i) id* =id
(ii) cf4 est l'isomorphisme identique, si f ou g est un isomorphisme
identique

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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(iii) Etant donnés trois morphismes composables S S 7% U L v,
le diagramme suivant est commutatif:

(h(gf))* = ((hg) f)* L2 f*(hg)*
Cgf,hl lf**cg,h
(0f)hs ——L2 (g )he = f(gh7)

Exemple 1. — Si £ est une catégorie ou les produits fibrés existent, on
définit alors une catégorie fibrée F de base £ comme suit:

— Pour tout S € Ob(E), Fs= catégories des objets de £ au dessus de
S;

— Pour tout £-morphisme f : S — T, le foncteur f*: Fp — Fg est
défini comme le produit fibré: X — X X7 S.

1.1.1. Descente dans les catégories fibrées. — Afin d’illustrer cette
section, considérons le cas de la construction d’un fibré vectoriel a partir
de données sur la somme disjointe d’espaces topologiques.

Soit X un espace topologique muni d’un recouvrement ouvert (X;);cs
et Y la somme disjointe des X; de sorte que 'on ait une application
naturelle:

P:Y —X

Dans ces conditions Y est vu comme étant « au dessus » de X, muni des
projections des X; vers X. Avec ce langage, un probleme de descente
consiste en la donnée d’un fibré vectoriel sur Y, i.e un fibré sur chaque
X; . Le but étant de recoller ces fibrés vectoriels V; afin d’obtenir un seul
fibré V sur X tout entier, dont la restriction a chaque X; redonne V;, a
un isomorphisme pres.

Nous avons besoin donc sur chaque X;; = X; N X; d’'une application
fi; pour identifier V; et V; fibre par fibre. Ces f;; doivent satisfaire des
conditions de reflexivité, de symétrie et de transitivité basées sur les
propriétés d'une relation d’équivalence ( conditions de recollement)

— La reflexivité est donnée par la condition f; = Idx,.

— La symétrie signifie que les f;; sont inversibles, i.e des isomorphismes
sur chaque fibre.

— La transitivité est donnée par la composition f;; o fjr = fik-

Pour généraliser cette construction a des catégories abstraites, nous
devons interpréter la somme disjointe des X;; comme le produit fibré

Y xxY,

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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puisque Y est un espace fibré sur X, car muni d’'une application continue
p:Y — X.

La donnée des fibrés V; s’interpréte a son tour comme un espace fibré
V' sur Y et lesf;; comme des isomorphismes entre les images inverses ,
par les projections canoniques , de V' sur Y =Y xx Y..

Avec ce point de vue, on peut maintenant abandonner le coté combi-
natoire, i.e en oubliant les indices, et généraliser cette construction pour
p quelconque et non plus nécessairement une projection, en ayant au
préalable redéfini les conditions de recollement.

Soit F une £-catégorie fibrée et 3y, Gy : S — S’ deux £-morphismes.

On appelle donnée de recollement sur un objet & € S’ ( relativement au
couple (01, £2)), un isomorphisme ¢ de G5 (&) sur 55(&).
Soit a : S — S. Cette donnée de recollement sur £ est dite effective
( relativement a «) s'il existe & € Fg, tel que a*(&) soit isomorphe a &’
Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe au cas ou S” =5’ xg .5,
les f3; étant les deux projections sur les facteurs (on suppose que les
produits fibrés existent dans la catégorie &).

On a alors deux conditions nécessaires pour qu'une donnée de recolle-
ment soit effective:

SiA:S — 5 xg¢S5 désigne le morphisme diagonal , et si on identifie
A*pi(€) a (pAd) (&) = ¢

(i) A*(p) = ide

(i) p31(p) = P3a()P3 ()

Définition 6. — On appelle donnée de descente sur £’ € Fg, relative-
ment au morphisme « : S — S, une donnée de recollement relativement
au couple (p1, p2) des projections canoniques S’ xgS" — S’ satisfaisant
les conditions ci-dessus.

1.1.2. Champs et gerbes. — Dans un sens que nous préciserons,
un champ est une catégorie fibrée en groupoides qui est un faisceau.
Pour cela, on munit notre catégorie base, d’une topologie au sens de
Grothendieck, ce qui en fera un site.

Définition 7. — Soit £ une catégorie. On appelle crible de £ une sous-
catégorie pleine R de &, telle que pour toute fleche f : S — T de &,
T € Ob(R) entraine S € Ob(R).

Pour tout S € Ob(E), on appelle cribles de S les cribles de la catégorie
Es, catégorie des objets de £ au dessus de S. Si F': &' — E est un
foncteur et si R est un crible de £, on notera

RE ={T' € Ob(&"), F(T') € Ob(E)}

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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c’est un crible de £ que I'on appellera image inverse de R.
Une fleche f : T — S de & induit un foncteur & : Er — E5. Si R
est un crible de £g on notera encore R son image inverse par &;.

Définition 8. — Soit £ une catégorie. On appelle topologie de Grothendieck
sur £ la donnée pour chaque S € Ob(E) d'un ensemble J(S) non vide

de cribles de S, appelés cribles couvrants ou raffinements de S, donnée
verifiant les axiomes suivants:

(TG1) Pour toute fleche f : T — S de &€ et tout R € J(S5) on a
R’ € J(T) ("stabilité par changement de base").

(TG2) Pour tout S € Ob(E), tout R € J(S5) et tout crible R’ de Eg, on
a R € J(S) des que, pour tout objet f: T — S de R, on a
(R')Y € J(T) ("caractere local").

(TG3) Pour tout objet S de &, S € J(5)

On appelle site une catégorie munie d’une topologie de Grothendieck.

Remarque 1. — On déduit de cette définition que tout crible de Fg qui
contient un raffinement est un raffinement et que l'intersection de deux
raffinements est un raffinement. Cette derniére propriété fait de J(S) un
ensemble filtrant décroissant, propriété qui nous servira pour construire
le faisceau associé a un préfaisceau.

Exemple 2. — Soit X un espace topologique. La catégorie Ouv(X) des
ouverts de X est munie d'une topologie de Grothendieck: les raffinements
d’un ouvert de X sont les parties R de de ’ensemble es ouverts de U
telles que V € R et W C V entraine W € R et telles que la réunion des
V € R soit égale a U.

Définition 9. — Soit £ un site. Un E-champ C est une catégorie fibrée
en groupoides au dessus de &£ vérifiant les deux conditions supplémen-
taires suivantes:
(i) Pour tout objet S € &, et tout couple d’objets 1, ¢ de Cg, Homg(n, &)
est un faisceau (les isomorphismes se recollent);
(ii) Dans la catégorie C toute donnée de descente sur les objets est
effective (les objets se recollent).

Pour des exemples de champs, ¢f [Dou01] et & [Zah03].

Définition 10. — Une &-gerbe G est un £-champ tel que:

(i) G est localement non vide: il existe un raffinement R de &, tel que
pour tout S € Ob(R), la fibre Gg soit non vide.

(ii) G est localement connexe: pour tout S € Ob(E) deux objets quel-
conques de la fibre Gg sont localement isomorphes.
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L’exemple le plus simple de gerbe est le £-champ Tors(G) des G-
torseurs associé un faisceau de groupes G sur £. En effet, ce champ est
(globalement) non vide: il contient toujours le G-torseur trivial:

GxE&E—E&

Il est aussi localement connexe, puisque tout G-torseur est localement
trivial.

Réciproquement, toute £-gerbe G dont la fibre au dessus de £ est non
vide est dite neutre, et le choix d'un = € G¢ définie une équivalence:

G — Tors(Aut(z))

g — Isom(x,q)

entre G et une gerbe de torseurs.

Remarquons que par définition méme, toute gerbe est localement neu-
tre, i.e, localement équivalente a une gerbe de torseurs.

Pour d’autres exemples, riches et instructifs, nous renvoyons encore
une fois & [Zah03].

1.1.3. Faisceau des sous-gerbes maximales d’un champ. — Comme
nous 'avons indiqué dans 'introduction, cet objet va jouer un roéle cen-
tral dans ce travail. Introduisons d’abord la notion de faisceau sur une
catégorie:

Définition 11. — Soit £ une catégorie. Un préfaisceau d’ensembles F
sur £ est un foncteur contravariant de £ a valeurs dans la catégorie des
ensembles Fns. La catégorie E=H om(E°, Ens) est appelée catégorie
des préfaisceaux sur £

Par exemple, si T" € Ob(E), le foncteur représenté par 7', noté hr et
définie par:
hr : E° — Ens
T'— Homg(T',T)
est un préfaisceau sur £, appelé préfaisceau représenté par T

La proposition suivante justifiera I’abus de langage qui identifie un
objet de & et le foncteur contravariant correspondant.

Proposition 1 (SGA4-1.Pop 1.4). — Soient € une catégorie, F un
préfaisceau sur £ et S un objet de €. Il existe un isomorphisme fonctoriel
en S et en F :

i+ F(S) ~ Homg(hs, F)
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Lorsque F est représenté par T € Ob(E), i est Uapplication :
h: Hom(hg,hr) — Hom(S,T)
En particulier le foncteur h est pleinement fidéle.

Définition 12. — Si £ est munie d'une topologie, un préfaisceau P est
dit séparé (resp. est un faisceau) si pour tout raffinement R de U € Ob(E)
I’application canonique:

P(U) = Hom(U, P) — Hom(R,P)
est injective (resp. bijective).
Nous allons maintenant construire le " faisceau associé a un préfais-

ceau'. Soient P un préfaisceau et S un objet de £ . Si R D R’ sont deux
raffinements de S , on a un diagramme:

Hom(S,P) — Hom(R,P)

T,

Hom(R',P)

L’ensemble ordonné J(.S) est filtrant comme nous ’avons remarqué précédem-
ment, et comme S est un élément de J(5), on a un morphisme:

Hom(S,P) — lim Hom(R,P)
ReJ(S)

On pose:

LP(S) = lim Hom(R,P)
ReJ(S)

Proposition 2 (SGA3-1.Prop 4.3.11). — Soit £ un site.

1. Si P est un préfaisceau quelconque, LP est un préfaisceau séparé.

2. SiP est un faisceau, P — LP est un isomorphisme.

3. 8i P est un préfaisceau séparé, P — LP est un monomorphisme
couvrant, i.e P est un crible de LP, et LP est un faisceau.

Passons maintenant a la construction du faisceau des sous-gerbes max-
imales d'un champ.
Soit S un objet de £ et C un £-champ. Posons

Ob'S(CS)

I’ensemble des classes S-isomorphisme pres d’objets de Cy et

ObLocls(Cs)
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I’ensemble des classes a d’objets de Cy localement S-isomorphes. Les
foncteurs de changement de base

f*:Cs —Cp, T,S€ObE), f:T—S

en font deux préfaisceaux d’ensembles ObIs(C) et ObLocls(C), avec un
morphisme entre iceux:

(2) Obls(C) — ObLocls(C)
D’autre part, pour tout S € Ob(E), désignons par:

Ger(Cg)

I’ensemble des sous-gerbes maximales du Eg-champ Cg = C x¢ Es.

Proposition 3 ([Gir71] Prop II1-2.1.4). — Soit £ un site et C un
E-champ.
1. Le morphisme 2 fait de ObLocls(C) un préfaisceau séparé associé a
Obls(C).
2. En associant a tout s € Ob(Cg), S € Ob(E), la sous-gerbe de Cs en-
gendrée par x, on définit un morphisme de préfaisceaux d’ensembles

Obis(C) — Ger(C)

qui fait de Ger(C) faisceau associé a Obls(C).
3. On a un monomorphisme de préfaisceaux d’ensembles

ObLocls(C) — Ger(C)

4. On a un isomorphisme canonique entre ’ensemble des sous-gerbes

mazimales de C et HY(E, Ger(C)).

Définition 13. — Soit £ un site et C un £-champ. On appelle sous-
gerbe de C une sous-catégorie G de C telle que la restriction de la projec-
tion f : C — & fasse de G une E-gerbe et telle que I'inclusion G — C
soit un foncteur E-cartésien.

On dit qu'une sous-gerbe de C est pleine, si pour tout S € Ob(E),
et tout couple (x,y) d'objets de Gg, tout S-isomorphisme x — y de
C appartient a G. Une sous-gerbe est dite maximale si elle I'est pour
I'inclusion.

Soit G une sous-gerbe d'un £-champ C.

Soit R un raffinement de £ tel que pour tout U € Ob(R), G(U) # 0.
Pour chaque U € Ob(R), choisissons zy € G(U) et considérons la &-
catégorie G’ dont les objets dessus de chaque U € Ob(R) sont les y € C(U)
localement U-isomorphe a zy, i.e, tels qu’il existe un raffinement Ry de
U et pour tout V € Ob(Ry), xy/V ~y/V.
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Lemme 1. — La catégorie fibrée G ainsi définie est une sous-gerbe mazx-
imale de C. En particulier, elle contient la sous-gerbe G.

Ce lemme, nous permet par la suite de ne considérer que les sous-gerbes
maximales.

Définition 14. — Soit T" un objet de C. On appelle gerbe engendré par
T la sous-gerbe maximale G de C dont les objets au dessus de U € Ob(E)
sont les objets de C(U) qui sont localement U-isomorphes a T'/U.

Cette gerbe set évidemment triviale, et si T" est localement isomorphe
aT’ onaGr=Ggh.

1.2. 2-Catégories fibrées

Lorsqu’on s’intéresse a la 2-cohomologie, on est amenés naturellement a
prendre en compte les structures de 2-catégorie. Pour faire de la descente
dans ce contexte, il devient alors nécessaire de remplacer la notion de
catégorie fibrée par celle de 2-catégorie fibrée. En ce qui nous concerne,
nous n’aurons pas a utiliser cette derniere dans sa généralité, i.e , dans
le cas ou les catégories fibre et base sont toutes les deux des 2-catégories:
seul le cas ot la base est un site et la fibre une 2-catégorie nous intéresse.

Lanotion de champ, introduite par Grothendieck et Giraud se généralise
alors en celle de 2-champ.

Pour une étude plus détaillée des 2-catégories et 2-catégories fibrées,
cf [HakT72].

Définition 15. — Une 2-catégorie B consiste en la donnée de:

(i) une collection d’objet Ob (B).
(ii) pour tout couple d’objets (A, B) de B, d’une catégorie HOM (A, B).
(iii) pour tout triplet (A, B,C') d’objets de Ob(8), d’'un foncteur « ac-
couplement »:

Hxy,z: HOM(X, Y) X HOM(Y, Z) — HOM(X, Z)

satisfaisant aux conditions suivantes:
(a) pour tout couple (X,Y,) d’objets de Ob(*B):

px.xy(idx, ) = pxyy(,idy) = idyormx,y)-

(b) pour tout quadruplet (X,Y,Z,T) d’objets de Ob(*B) on a («
associativité des accouplements »):

px,zr © (fx,y,z X idnormzr)) = ixy,r © (idruomx,y) X ty,zr)-

Exemple 3. — Les catégories forment une 2-catégorie notée Cat.
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Si € est une 2-catégorie et (X,Y’) un couple d’objets de €, un objet f
de HOM(X,Y) est appelé 1-fleche de € de source X et de but Y et est
noté :

f: X —Y.

Soient f et g deux objets de HOM(X,Y). Une fleche o de f dans g
de la catégorie HOM(X,Y) est appelée 2-fleche de € et est notée :

f
TN

X oY ou a:f—g
~—T7
g

1.2.1. Soit € une 2-catégorie. Si, pour tout couple (X,Y) d’objets de
Ob(€), on remplace la catégorie HOM(X,Y') par son ensemble sous-
jacent, et pour tout triplet (X,Y, Z) on remplace l'accouplement ixy. 7
par son application sous-jacente, on obtient une catégorie ordinaire notée

Cat(@)

qu’on appellera catégorie sous-jacente a €.

Réciproquement, toute catégorie C définit une 2-catégorie dont les ob-
jets et les 1-fleches sont respectivement les objets et fleches de C et dont
les deux fleches sont les 2-fleches identités. On la note

2-Cat(C)

et nous avons la relation C = Cat(2-Cat(C)).

Définition 16 (2-foncteur). — Soient € et €’ deux 2-catégories. On
appelle 2-foncteur

F:¢:— ¢

I’ensemble des données suivantes:

(i) une application:
F: Ob(€) — Ob(e),
(ii) pour tout couple (X,Y) d’objets de Ob(€), un foncteur
Fxy : HOM(X,Y) — HOM(F(X), F(Y)),

(iii) pour tout triplet (X,Y,Z) d’objets de €, un 2-isomorphisme €x y. »
rendant commutatif le diagramme suivant:
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HOM(X,Y) x HOM(Y, Z) - HOM(X, Z)

FX,yXFy,Zl/ %lFX,Z

HOM(F(X), F(Y)) x HOM(EF(Y), F(2)) —= HOM(F(X), F(2))

de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées:
(a) pour tout objet X € Ob(€), on a
Fx x(idx) = idpx),
(b) pour tout couple (X,Y) d’objets de €, on a

exyy( ,idy) =idp,
et
exxy(idx, ) =idpy,,
(¢) pour tout quadruplet (X, Y, Z,T) d’objets €, on a 1’égalité des
2-isomorphismes de Cat
exyr * (idpyy X ex x,2) = ex 21 * (Exy,z X idp, ),

ou * désigne la composition de deux 2-fleches d’une 2-catégorie
dans des diagrammes adjacents du type

Ll
Remarque 2. — Il résulte de la définition qu'un 2-foncteur transforme
tout diagramme commutatif a isomorphisme naturel pres en un dia-
gramme commutatif a isomorphisme naturel pres. Un 2-foncteur n’induit

un foncteur sur les catégories sous-jacentes que si €xy,z = td pour tout
triplet (X, Y, Z). Un tel foncteur sera dit strict.

Soit p : € — © un 2-foncteur et soit U € Ob(D). On désigne par
<y

la 2-catégorie «fibre au dessus de U» qui a pour objets, 1-fleches et 2-
fleches les objets, 1-fleches et 2-fleches de € dont I'image par p est respec-
tivement U, idy, td;q,, -

Soit V' — U une 1-fleche de © et soient X € Ob(€y), Y € Ob(€y),

on note
Hom, (Y, X)
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la sous-catégorie de Hom(Y, X)) dont les objets sont au dessus de ¢ et
dont les fleches sont au dessus de id,. Siona V' = U et ¢ = idy, on note
cette catégorie

Homy (Y, X)
Soit v : Y — X une fleche de € au dessus de ¢ : V. — U. Par
composition v définit une flecche de Hom(€Y;, Cat)

v: Homy(-,Y) — Homy(-, X)

On dit que v est une fleche cartésienne de € si v est une équivalence de
Hom(€Y, Cat).

Définition 17 (2-catégories fibrées). — Soit p : € — © un 2-foncteur.
On dit que p est fibrant ou que € est une 2-catégorie fibrée sur ® par p
Si:

(i) p est un foncteur strict,
(ii) pour toute 1-fleche ¢ : V. — U de ® et pour tout X € ob(Cy), il
existe une 1-fleche cartésienne v : Y — X de but X au dessus de

®.
(iii) la composée de deux 1-fleches cartésiennes composables est une 1-
fleche cartésienne.

1.2.2. Les 2-foncteurs «restriction», ou changement de base. —
Soient p : € — © un 2-foncteur fibrant et u : U’ — U une fleche fixe
de ©. Si FI(€) désigne la 2-catégorie dont les objets sont les 1-fleches
X — Y de €, les 1-fleches les 2-fleches de € et les 2-fleches les identités,
la restriction du "2-foncteur but":

b:F(C) —C
(X —Y)—Y

a la fibre au dessus de U définit un 2-foncteur:
bU . S[(@)U — CU

A la 1-fleche w on associe un 2-foncteur

Yu : o — FUE)y
qui vérifie by o v, = idg, de la facon suivante: pour X € Ob(Cy), on
choisit une 1-fleche cartésienne

ux : X' — X
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au dessus de u; pour toute 1-fleche A : X — Y de €y, on choisit un
couple (X, ) formé d'une 1-fleche X' : X’ — Y et d’un 2-isomorphisme
¢ rendant commutatif le diagramme suivant:

X X x

”l /l

Y’u—Y>Y

A

Il résulte des définitions que, pour tout X, la 1-fleche ux est déterminée
a équivalence pres et que, pour tout A : X — Y, le couple (XN, ¢) est
déterminé a un 2-isomorphisme unique pres. Pour tout X € Ob(€y),
on associera a la 1-fleche idy le couple (idy,id;q, ). A toute 2-fleche
a: A\ — Ao de €y est alors associée une 2-fleche unique o : \j — X}
de &y telle que

go0 (ux xa') = (a*xuy)oe;

Ayant ainsi défini le 2-foncteur ~,, en le composant avec le 2-foncteur

source
s:g(¢) — ¢,
on obtient un 2-foncteur dit 2-foncteur de changement de base:
A Q:U I Q:U/
Ob(31¢)
w
(X% X)
Ob(€1) / \ Ob(ey)
w w
X’ X
U € Ob(D) - U € Ob(D)

1.2.3. 2-catégories fibrées sur un site. 2-champs et 2-gerbes. —
Soit (S,7) un site ou S est une catégorie et ou 7 est un topologie sur
S, et soit (€, p) une 2-catégorie fibrée sur la 2-catégorie associée a S. On
peut alors définir I'analogue des notions de préchamp et de champ intro-
duites par Giraud. Nous utiliserons une terminologie qui nous permettra
d’utiliser le fait que les 2-catégories que nous rencontrerons satisfont les
propriétés de recollement attendues.
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Recollement et descente dans les 2-catégories fibrées. — Soit U un ouvert
de S et (U,)aer un recouvrement ouvert de U. On suppose donnés:
— pour chaque a € I, un objet z,, € €,, ou €, = €y,
— une famille de 1-fleches ¢np : @0 /Unss — w3/Uap entre les restric-
tions des objets z, et x5 a Uyg = U, N Us.
— une famille de 2-fleches
waﬁ'y : ¢aﬁ o ¢ﬁ’y - ¢a'y

satisfaisant, au dessus de chaque ouvert Uyg,s = U, NUzNU, NU;
la condition suivante :

(3) ¢aw5 o (Qb'yé * ¢aﬁv) - 77Z)a,85 o (77Z)ﬂ76 * d)a,@)

qui rend commutatif le diagramme suivant

T
47/14 \
/ N \
l wa,'yé l l
Ts Ts Ts Ts Ts

La donnée (¢as, Yapy) avec la condition de compatibilité (3) est appelée
une donnée de 2-descente pour la collection d’objets (24 )acr-

Cette donnée est dite effective dans €, s’il existe un objet z € €, et
pour chaque o € I, un isomorphisme z,y, — 1z, dans €y, et pour
chaque o, 8 € I une famille de 2-fleches xqp3:

(T 104) U0y — (T)05) U5
||
(Za) U0y —— (8) /U,

compatibles avec les 2-fleches 1,3, .

Définition 18. — On dit que € est un 2-préchamp si pour tout U &€
Ob(S) et pour tout couple (X,Y) d’objets de €y, la catégorie fibrée
HOMs/y(X,Y) est un champ. Un 2-champ est un 2-préchamp dans
lequel toute donnée de 2-descente sur les objets est effective.

Nous avons donc des propriétés analogues a celles des préchamps et
des champs: un 2-préchamp est une 2-catégorie fibrée dans laquelle les
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2-fleches et les 1-fleches se recollent; un 2-champ est un préchamp dans
lequel les objets se recollent.

Exemple 4. — La 2-catégorie fibrée Champ(S), dont la fibre au dessus
de chaque ouvert U € S est la catégorie Champ(U) des champs sur U est
un 2-champ. En effet, supposons donnés sur U un recouvrement ouvert
(Us)ier, une famille de champs C; sur U;, avec des foncteurs cartésiens
de recollement ¢;; : U; — U, et une transformation naturelle v;;;, :
Gij © i = Pir, sur Uy, satisfaisant la relation (3).

On définit un champ C sur U de la maniére suivante:

1. Un objet x de C est une famille d’objet (z;)ic;, z; € C;, munie
d’une famille de morphismes f;; : ¢;;(x;) — x; au dessus de Ujj,
compatible avec 1);;

2. Un morphisme f : z — y dans C' est une famille de morphismes
fi : ; — y; dans C; compatibles avec f;;

On '"vérifie" que la catégorie fibrée C ainsi définie est un champ. Par
ailleurs, pour tout couple de champs C et D la catégorie HOM(C, D)
des foncteurs cartésiens de C vers D est un champ (Giraud), est donc
Champ(S) est un 2- champ.

Définition 19 (2-Gerbe). — Soit (S, T) un site. Une 2-gerbe & sur S
un 2-champ satisfaisant les conditions supplémentaires suivantes:

1. & est localement non vide,

2. & est localement connexe,

3. les 1-fleches sont faiblement inversibles, i.e inversibles a une 2-fleche
pres

4. les 2-fleches sont inversibles.

Exemple 5. — Soit S un site et Gg un S-faisceau en groupes. La 2-
catégorie fibrée Ber(S), dont la fibre au dessus de chaque ouvert U € S
est la catégorie er(U) des gerbes sur U de lien isomorphe a lien(Gg)/U,
est une 2-gerbe, appelée la 2-gerbe des réalisations du lien lien(Gyg)
([Bre94]. §6).
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CHAPITRE 2

DE LA CONDITION «CORPS DES
MODULES»

2.1. Cas général
Soit :
f: X —Y

un morphisme de schémas et G' un Y-groupe abélien.
Considérons la suite exacte en basses dimensions déduite de la suite
spectrale de Leray associée au morphisme f:

0 — HY(Y, f.Gx) — HY(X,Gx) —— H(Y,R* f,Gx)

0,1
2

—— H(Y, .Gx) —> H*(X,Gx)" —> H'(Y, R'f,Gx)

1,1

L’HB(Ya [:Gx)
ou
Gx =X xyv G
et
H(X,Gx)" = ker {H*(X,Gx) — H(Y, R*f.Gx)}

Dans la suite, nous nous baserons essentiellement sur l'interprétation,
considérée par Giraud, du R!'f,Gx comme étant le faisceau des sous-
gerbes maximales du champ f,Tors Gx, image directe par le morphisme
f de la gerbe des G x-torseurs sur X.

De ce point de vue, un élément G € Z°(Y, R'f,Gx), est la donnée
d’une famille de sous-gerbes maximales locales (G;), relativement & un
recouvrement étale {U;} de Y, qui se recollent le long des U;; = U; N Uj.
Ces données définissent donc, R f,G x étant un faisceau, une gerbe G sur
Y.
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Au degré suivant, un élément de Z'(Y, R f.G x) est une famille {G;, 0;;, m;x }
de gerbes définies localement sur Y, ou

O Gi/Ui; — G;/Uj
Ojk = Gi/Uj — G/ Uiy,
Oir. = Gi/Us — Gi/Usi

sont des morphismes de recollement des G;, munis a leur tour d'une don-
née de recollement m;;:

Oik

Gi—=G;—= G
0:; 0in

le tout vérifiant :
Ojk 0 0ij = mjibi
La donnée {m;;,} ne vérifie pas en général une condition de 2-cocycle.

L’obstruction a ce que cette condition soit vérifiée est un 3-cocycle v;ju,
qui définit & son tour une 2-gerbe vivant dans H*(Y, f.Gx) (cf[Bre94]).

2.2. Cas Y = Spec(k)

Nous allons décrire le 3-cocycle introduit dans la section 2.1, lorsque
Y est le site étale d'un corps k, en termes de cohomologie galoisienne.
Ceci nous permettra d’introduire la notion de corps des modules pour les
familles {G;, 0;;} et relier ainsi la suite exacte 1 (cf page iv) a des espaces
de modules.

Posons Y = Spec(k), ol k est un corps de caractéristique 0. Soient k
une cloture algébrique de k et T' = Gal(k/k) le groupe de Galois absolu
de k.

Notons

7w X — Spec(k)
le morphisme structural de X, considéré comme k-schéma. Dans cette
situation on a par [SGA4, 5.2]:

(R'm.Gx )spec(E) =H elt (X, Gx)

Soit a € H'(k, H'(X,G)). A tout élément s € I, a associe un élément
las] € HY(X,G). a étant un l-cocycle galoisien, on a pour tout s,t €
T, [ag] = las][Pa;] , cela veut dire que ay =~ ala;. 11 existe donc un
isomorphisme 7, ; tel que :

Vs,t

S
Qsp = A 0y
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Comme (7s) n’est pas un 2-cocycle en général, soit d,;, I'obstruction
a ce qu’il le soit. On a donc:

__ s
Vst * Vst = 55,t,ﬁt,u * Vs,tu

En posant:
_ s -1 _—1
5s,t,u = Vtu Vstu Vs,t ’yst,u

on obtient un 3-cocycle, d, ., et par suite, un morphisme:
H'(k, H'(X,G)) — H*(k,m.Gx)

a — [J]

. 1,1
qui correspond au cobord d;".

2.2.1. «Condition corps des modules» d’ordre supérieur. —

Avant de poursuivre, rappelons ce qui se passe au niveau du premier
0,1

cobord dy". Notons tout d’abord que nous avons

Ho(kv H1(77 G—X>) = Hl(yv G—X)F
ot HY(X, Gx)' désigne I'ensemble des G x-torseurs stable par action de
r.

Un objet de H'(X,Gx)" est donc une classe [P], ot P est un Gx-
torseur tel que, pour tout o € T', il existe un isomorphisme a, : P —P.
Autrement dit, ¢’est un torseur muni d'une donnée de recollement {a, },
ou encore un torseur de corps de modules k. Cette donnée de recollement
n’étant pas en général une donnée de descente, d)'' (P) est I'obstruction
a ce qu’elle le soit. C’est un 2-cocycle, et la gerbe qu’il définit est neutre
si et seulement si k est le corps de définition de P.

Cette gerbe est la généralisation de la gerbe des modeles d'un G-
revétement, objet défini et étudié dans [DD99].

Au niveau supérieur, l'existence de 'isomorphisme v, au dessus du
corps k répond a la condition « corps des modules ». Nous allons décrire
cette derniere en considérant les faisceaux des sous-gerbes maximales
Ger(G) ou G est une X-gerbe, et la cohomologie étale sur Spec(k).; pour
simplifier.

Le passage de la cohomologie galoisienne a la cohomologie étale est du
a I’équivalence bien connue (cf par ex [G.T94, Corollaire 2.2 p.94]:

F +— lim F(Spec(k'))

entre la catégorie des faisceaux abeliens sur Spec(k)¢; et la catégorie des
[-ensembles continus, &’ parcourant les extensions étales de k. Cette
équivalence entraine les isomorphismes:
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HZ, (Spec(k). F) = Hiyy (T lim F(Spec(k)))

Soit [G] € H*(X,Gx)"™, la classe d'une Gx-gerbe G sur X et Ger(G) le
k-faisceau des sous gerbes-maximales de f.(G).
Soit {U;} un recouvrement de k, U; ouvert étale de k, et

Gi= G/ ' (Uh)
G, = G/m(Uy)
Gy = G/ ' (Uy)
et
O+ Gi/m ' (Uyy) — G/~ (Us)
Oir : G;/m (Ujr) — G/ (Ujx) ¢ les morphismes de recollement
O Gi/7 " (Uir) — Gi/7 " (Uir)

de sorte que les G; se recollent en la gerbe G a 'aide des couples (;;, m;jx):

0 0 Ok = mijibiy

Puisque les G; se recollent en la gerbe G, les m;;;, satisfont a la condition
d'une « donnée de 2-descente », i.e le 3-cocycle associé a la donnée des
myjp est trivial.

Lorsque G n’est plus abelien, H'(k, R' f.G) n’existe pas. Mais le k-
faisceau Ger(G) continue d’exister. Plus généralement, nous allons con-
sidérer des familles de gerbes G;/U; definies localement sur k qui ne se
recollent plus nécessairement en une gerbe. On pose alors:

Définition 20. — Une famille {G;} est dite de corps de modules de k s'il
existe des données de recollement {m;j;} au dessus du corps k, rendant
commutatif le diagramme suivant:

Ok

Le 3-cocycle associé a la donnée des (m;j;) n’étant plus nécessairement
trivial, cette donnée de recollement sur les {6,;} devient une 2-donnée
de recollement sur les §; qui n’est pas une 2-donnée de descente
en général.
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Nous obtenons une interprétation modulaire de cette situation: les
données {G;, m;j;} se regroupent en un 2-champ € qui est le substitut
naturel du Z'(k, R' f.G) lorsque G n’est plus abelien.

A chaque 2-donnée de recollement {G;, m;j;} est associé un 3-cocycle
Vijk qui mesure 'obstruction a ce que (my;;) soit un 2-cocycle. La k-
2-gerbe définie par le 3-cocycle v, peut etre vue comme la k-2-gerbe
résiduelle en le point , & valeurs dans Spec(k), de € associé a la donnée
{gi> mijk}-

Les Ger(G) associés a des gerbes G sur X correspondent a des 2-données
de recollement {G;, m;;} pour lesquelles le 3-cocycle associé est trivial,
i.e, ce sont des 2-données de recollement qui sont des 2-données de de-
scente. Dans ce cas, la 2-gerbe correspondante est neutre .

Nous avons donc les correspondances:

0,1
dy

HO(Y, Rl f*G) E— U H2 (}/, E), L lien localement représentable par G
—_——
Modules grossiers des torseurs de corps de modules k& £
Gerbes résiduelles associées
Jil
H'(Y, R'f.G)(Si G abelien:) — H3(Y,G)
————
Modules grossiers des classes des{G;, m;;} définies précédemment 2-gerbes résiduelles associées
Conclusion: Les cobords d®!,, d“!,, ... dans la suite spectrale réalisent

les passages des modules grossiers aux modules fins.
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CHAPITRE 3

2-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE:
DESCENTE DE GERBES

Dans le chapitre précédent nous avons étudié le cas Y = Spec(k) pour
introduire la notion de corps des modules. Dans ce chapitre, nous allons
considérer un schéma Y plus général et considérer des cas dans lesquels
le Y-faisceau des sous-gerbes maximales Ger(G) admet une section.

Dans la premiéere section, nous utiliserons les résultats de Artin-Grothendieck
et la réduction de la 2-cohomologie des groupes réductifs a celle des tores
maximaux pour décrire l'obstruction a la descente de gerbes dans le cas
d’une surface fibrée sur une courbe.

Ensuite, nous nous interessons, dans un cas bien précis, a 1’extension
abelienne maximale d'un corps en nous basant sur un résultat de J.-L.
Colliot-Thélene, M. Ojanguren et R. Parimala.

3.1. Résultats cohomologiques
Soit f : X — Y un morphisme propre et plat avec :

— X régulier de dimension 2;

— Y est une courbe irréductible lisse définie sur un corps parfait k, ou
Y le spectre de I'anneau des entiers d'un corps de nombres.

— la fibre générique de f, Xk := X Xy Spec(K) est une courbe lisse
géometriquement connexe sur K, K désignant le corps des fonctions
rationnelles de Y.

On munit X et Y de la topologie étale et on suppose vérifiée I’hypothese
f(Ox) ~ Oy

qui est dans la nature d’une hypothese de normalisation, car si elle n’est
pas satisfaite, on s’y ramene en remplagant Y par Spec(f.(Ox)). Cette
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hypothése entraine en particulier:

(4) f*(Gm,X> ~ Gm,Y

Soit A un X-groupe abélien.
Rappelons que

H*(X, A)" = Ker { H*(X, A) — H°(Y, R*f.A)}
Sous les hypotheses du début, on sait par [BR-III, Cor. 3.2 que
R*f,A=0

Par conséquent:
H*(X,A)" = H*(X, A).

Par ailleurs, la suite spectrale de Leray associée a f:

HP(Y,Rif.(A)) = Herq(X, A)
nous fournit la suite exacte en basses dimensions suivante:

0—— Hl(Ya f*(A)) - HI(X’ A) - HO(Ya le*(A))
- HQ(Ya f*(A)) — HQ(X’ A)tr - Hl(Ya le*(A))

— H(Y, f.(4))
Dans le cas ou A = G, x, cette suite s’écrit:

0 —— H'(Y, fu(Gp x)) —= HY(X,Gp x) — H(Y, R' f.(G} x))
—— H*(Y, fu(Gn x)) — H*(X, Gy x) — H' (Y, R' (G x))

—— H3(Y, fu(Gmx))

qui nous donne, avec 'isomorphisme (4) la suite exacte:
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Pic(X)

Pic(X/Y)

Br(X) HYY, P)

——— HB(Y, vay) —_— HB(X, Gm,X)

ou P = R'f.(G.,) et Pic(X/Y) = H'(Y,P)
qu’on notera plus simplement:

0—> 8 ——= Br(Y) — Br(X) —= HY(Y,P) —= T —— 0

avec:

— 8§ = Coker(Pic(X) — Pic(X/Y),
— T =Ker{H3Y,G,,) — H3X,G,,)} (par exemple, si f admet une
section, S =T = 0),

Enoncons la premiere proposition:

Proposition 4. — Sous les conditions du début du chapitre, et si f
admet une section, i.e Xg admet un point K-rationnel, on a:

HY(Y,P) ~ III'(K, P)
et

' (K, P) ~ NIY(K, J)

ou J désigne la Jacobienne de la fibre générique de f.

La démonstration de cette proposition se base sur la suite exacte bien
connue:

0 — Br(Y) Br(K) DBr(K.)

et sur le lemme suivant:

Lemme 2. — [Mil82, Cf Lemme 2.6]La suite

0 — Br(X)

BT(XK)

@BT’(XKU)

est exacte.
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Démonstration de la proposition 4. — Considérons le diagramme suiv-
ant:
0 Br(K) Br(Xk) HY (K, Pic(Xg)) —0

| | |

0—~PBr(K,) . PBr(Xxg,) . PH (K, Pic(Xk,))0 .

dans lequel:

— la premiere ligne provient de la suite exacte cohomologique déduite
de la suite spectrale du morphisme générique fr : Xx — Spec(K);

— le zéro & droite de la premiére ligne provient du fait que H*(K, K ') =
0 [Ser97, 11.§.4], et les zéros restants sont une conséquence de
I’existence d’une section de f.

Nous en déduisons, grace au lemme du serpent, la suite exacte suivante:

0— Br(Y) Br(X) 1 (K, P)
H3(K Gm,Y) HB(X> Gm,X)
qui comparée a la suite exacte:
0— Br(Y) Br(X) H\(Y, P)
H3(Y,G,,) H3(X, G, x)

donne I'isomorphisme
' (K, P) ~ H'(Y, P)
D’autre part, la suite exacte de Gal(K /K )-modules:

T

deg

ou r est la rétraction correspondant au point K-rationnel de X, donne
la suite exacte cohomologique suivante:

0 PZ'CO(YK)

T

T

deg

0 —— HYK, Pi®(Xg)) — H°(K, Pic(X)) — H(K, 7)) = Z

——— HY(K, Pic"(Xg)) —— H'(K, Pic(X ) HY(K,Z) =0
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dans laquelle I'application h devient injective, et donc, bijective, i.e:

HY (K, Pic®(X)) ~ H' (K, Pic(Xg))
ou encore :
HY(K,J))~ HY(K, P)
et finalement :
YK, P) = IIIY(K, J).

0

Notre objectif maintenant est d’étudier I’analogue des suites exactes
précédentes quand A n’est plus abélien. Nous considérerons le cas d’un
groupe réductif G, dont nous réduirons la 2-cohomologie a celle d’un tore
maximal 7.

Soit £ un lien localement, pour la topologie étale, représentable par
un groupe réductif G. On sait par [Dou76, Prop 3.2 p 75| | que £ est
représentable par un X-groupe réductif quasi déployé G, et donc, sur
une certaine extension, GGy admet un tore maximal 7, isomorphe a un
produit de d copies du groupe multiplicatif G,,.

Si de plus G est simplement connexe, et par conséquent G, aussi,
ce dernier admet un X-tore maximal T, induit [SGA3, Exposé XXIV
(3.13)] : sur une certaine extension étale finie de X, il devient isomorphe
au groupe multiplicatif G,,.

Nous pouvons donc supposer G = G un X-schéma en groupes déployé
et £ représentable par G. On peut méme, si G est semi-simple simple-
ment connexe et apres avoir fait une extension étale finie, supposer que
son tore maximal T est tel que T = G,,.

Pour la suite, on pose:

1. H2(- ,G) = H?(- ,lien (G))
2. H*(X,G)™: le sous-ensemble de H?*(X, ) constitué des classes de

gerbes G liées par lien(é) telles qu’il existe un raffinement R de Y
tel que, pour tout U € Ob(R), la fibre de G en f~(U) est non vide

([Gir71], Chapitre V,3.1.9.3).

(MSoit X un préschéma quelconque. Tout X-lien £ localement représentable pour la
topologie étale (resp. f.p.pf, f.p.q.c) par un X-groupe réductif est représentable par
un X-groupe réductif quasi-déployé G .
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Notons Z(G) le centre de G et considérons le diagramme suivant:

(6)
H(Y, R'f.Z(G)) —= H*(Y, [.Z(G)) —= H*(X, Z(G))" — H'(Y, R'f.Z(G))

| | o

HO(Y, R'£.T) H*(Y, £.T) H*(X, T HYY,R'f.T)
H°(Y,R'f.G) H(Y, £.G) H*(X,G)" ?

Rappelons le résultat suivant:

Corollaire 1. — [Dou81, Cor.(3.4) P 74] Soit Y une courbe réguliére,
irréductible, définie sur un corps parfait k ou le spectre de I’anneau des
entiers d’un corps de nombres. Soient X un schéma de dimension 2,
f + X — Y un morphisme propre dont les fibres sont de dimension
1. Enfin, soit G un X-schéma de Chevalley®. Alors pour tout point
géométrique y € Y, la fibre (R? f.G)y est constituée uniquement de
classes neutres.

Sous les hypotheses du début sur f, on a:

R f.G,, =0 [BR-III, Corollaire (3.2)]
R2f,T =0
(R%,f.G) est composé de classe neutres (Corollairel)

H*(X,T)" = H¥X,T)
Par ailleurs, sachant que H?*(X,Z(G))" = H*(X,Z(@)) (toujours
par [BR-III, Corollaire (3.2)] et que H?(X,G)" est stable par 'action

H2(X, Z(G))" pour I'opération simplement transitive de H2(X, Z(G))
sur H*(X,G), on a:
Proposition 5. — H*(X,G)" = H*(X, Q).

Nous pouvons maintenant compléter la derniere ligne du diagramme
(6):
- H*Y, f.G) — H*(X,G)" = H*(X,G)

(2)On appelle X -schéma de Chevalley un X-schéma en groupes réductifs déployés.
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en définissant un ensemble d’obstruction au relevement d’une classe de
H?*(X,G) dans H*(Y, f.G).

Considérons le diagramme:
(7)

H(Y, [.Z(G)) —* e :

H*(X, Z(G))" H'(Y,R'[.Z(G))

| ’

H*(X,T)" = Br(X)*— H'(Y,R'f,T) = H'(Y, P)*

!

H2(X,G)" ?

H(Y, 1.G)

Soit ¢ € H*(X,G)". - - -
q=a-couce = [Tors G| € H}X,G) et a« € H*X,Z(G)) =

H2(X, Z(G))"".

g~ Ma) € H'(Y,R' .Z(G))

Proposition 6. — L’application
H*(X,G) — Im(\) ¢ H'(Y,R' f.Z(G))
q ~ A)

définit I'obstruction cherchée, i.e, la suite
H*(Y,G) — H*(X,G) — Im(\) — 0
est exacte.

Remarquons au passage que lorsque Im(\) = 0, nous retrouvons
la proposition 3.1.10, chapitre V de [Gir71], et plus précisément Cor.
3.1.10.3. En particulier:

Proposition 7. — Avec les hypotheses du début de ce chapitre, si f :
X — Y est une fibration en coniques, alors toute classe ¢ € H*(X, Q)
provient d’une classe ¢ € H*(Y, f.G)

En effet, pour tout point y € Y, en posant f~'(y) = F}, on a:

(R £.26), = lim H' (7 (1), 2(G)) = H'(Fy. Z(@) ~ Hom (mi(Fy). £.2(G)

ou U parcourt les voisinages étales de y.
Mais

Hom (my(Fy), £.2(G)) = Hom (m1(Py), £.2(G)) =0
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La proposition 7, ci-dessus, étend les résultats des corollaires 3.13
et 3.14 de [Dou81], dans lesquels le corps résiduel k était supposé al-
gébriquement clos ou fini.

Soit p : HY(Y,R'f,Z(G)) — H'(Y,R'f.(T)). Nous pouvons aussi

prendre comme ensemble d’obstruction 'image Im(uoX) € HY (Y, R' f.(T)).

Proposition 8. — La suite
H*(Y,G) — H*(X,G) — Im(po ) — 0

est exacte. L’obstruction définie par Im(uol) est la méme que 'obstruction
définie par Im(\).

Cependant, nous verrons dans le théoreme (2) ci-dessous et dans la
section (3.2) qu’elle est plus souple que celle définie par Im(\).

Démonstration. — Si ¢ = o - ¢ € H*(X, é) sereleve en ¢ = 3-¢' €
H2(Y, f.G) avec €’ = [Tors(Y, f.G)] et 3 € H*(Y, f.Z(G)) alors \(a) =
Mu(B)) =0¢€ H'(Y, R £.Z(G)) dott pio A(a) = 0.

Réciproquement, supposons p o A(a) = 0.

Par [Gir71, Lemme 3.1.5], on a un isomorphisme canonique de fais-
ceaux d’ensembles entre R f, (f ) et le faisceau des sous-gerbes maximales
de I'image directe de la gerbe Tors(X,T) par f.

De plus [Gir71, Ex. 3.1.9.2], si [G] € H*(X,T) (resp. H*(X,T)" 4)est
la classe d'une X-gerbe G, le faisceau Ger(G) des sous-gerbes maximales
de l'image directe f.(G) de G par f est un pseudo-torseur (resp. un
torseur) sous R'f.(T) .

Soit G5 la gerbe représentant I'image de o dans H*(X, T)" = H?*(X,T).
Puisque (0 A)(a) = 0, le faisceau Ger(Gz) des sous- gerbes maximales
de I'image directe f,(G=) admet une section. Si G représente la classe g,

T
il existe un Y-morphisme de gerbes :

gz — G
induit par 'inclusion:

T—G

Le morphisme de gerbes g% — @ induit a son tour un Y-morphisme de
faisceaux

Ger(Gz) — Ger(G)
ou Ger(G) est le faisceau des sous-gerbes maximales de f.G
Donc toute Y-section de Ger(Gz) induit une Y-section de Ger(G), i.e ¢
se remonte en une classe dans H2(Y,G).
De la suite exacte (5), nous obtenons:

Im(poX) C HY(Y, R f(T) ~ H\(Y, P%) ~ I} (K, J)?
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oud=dmT. O
En résumé nous obtenons:

Théoréme 1. — Le sous-groupe Im(po N\) C HIYK,J)? , image de
po: H3(X, Z(G))r — YK, J)?, ou K désigne le corps des fonctions
de Y, par l'application composée:

H*(X, Z(G))" — H'(Y, R' f.Z(G)) — H'(Y, R' £.T) ~ ' (K, J)*
est un sous-groupe d’obstruction au relevement d’une classe ¢ = a-€ dans
H(Y, £.G):

HA(Y, £,G) — HX(X,G) — Im(jto A) — 0

L’application

H*(X,G) — Im(po\)

s’interprete comme ['application qui a la classe de G associe la classe
du faisceau des sous-gerbes mazimales Ger(Gz) de l'image directe de G
par f.

On peut résumer cette situation par le diagramme suivant:

G € H*(X, Q)

Ger(G7)] € Im(po\) C HY(Y,R'f,T))

T

Ger(G) €7

Rappelons que la conjecture de Artin-Tate stipule que le III! (K, J)
est fini. Notre obstruction prend donc ses valeurs dans groupe fini. Par
conséquent si I'on considere un groupe G dont le centre Z (é) est tel que
|Z(G)| = n < oo et n premier a Pordre de I (K, .J), cette obstruction
est nulle. D’ot:

Théoréme 2. — Sous la conjecture de Artin-Tate, si|Z(G)| est premier
a lordre de TN (K, J), ou K désigne le corps des fonctions de Y, alors
toutes les classes de H*(X, G) proviennent de H*(Y, f.G).

Exemple 6. — Si G = SL,, ona: T = (G,)" ' et Z(G) = pun. Iy a
donc une infinité d’entiers pour lesquels le théoréme 2 est vrai.
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3.2. Résultats arithmétiques

Citons le résultat de J.-L. Colliot-Thélene, M. Ojanguren et R. Pari-
mala sur les extensions abéliennes maximales, que nous allons utiliser:

Théoréme 3. — (|[CTOP]) Soit A un anneau local, excellent et henselien
de dimension 2, K son corps des fractions et k son corps résiduel. On
suppose que k est algébriquement clos et de caractéristique 0. Désignons
par K une cloture algébrique de K et par K ’extension abélienne maz-
imale de K dans K.

Alors K® est de dimension cohomologique inférieure ou égale d 1.

Considérons maintenant la suite exacte :

0 — Gal (F/K“b)

Gal (F/K)

Gal (K®/K) —0

Nous avons alors, pour tout Gal (F/ K )—module A, la suite exacte
cohomologique suivante:

(8) 0— H'(Gal(K™/K), ASIE/K) 2y f1 (Gal(K/K), A)

a ab 0,1 o "
o (Gal(® /Ry, A) T B g2 (Qal(ieh ), ASHTTED)

S B2 (Gal(R/K), A) 2 B (Gal(K™/K), HY(Gal(R/K™), A))

Ceci est en effet une conséquence de la suite spectrale de Hochschild-
Serre:

HP(M/N, HY(N, A)) = H"*%(M, A)
ou M désigne un groupe profini et N un sous groupe normal de M, qui
donne la suite exacte cohomologique:

(9) 0— HYM/N,AN) = H' (M, A) N H' (N, A)M/N
s H*(M/N, AN) = H*(M, A) — H'(M/N, H'(N, A))

ol « et ¢ sont des morphismes d’inflation, # un morphisme de restriction
et v un morphisme de transgression.
Nous I'appliquons ici & M = Gal(K/K) et N = Gal(K)/K®.
Reprenons les notations du théoréme 3 et considérons un K-groupe
réductif connexe G.

Proposition 9. — Sous les hypotheses du théoreme 3, ['application

HQ(Kab/K, GGal(F/K“b)) N HZ(F/K’ G)
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est surjective. En particulier, pour toute classe [G] € H*(K/K,G),
Ger(G) admet une section.
Démonstration. — D’aprés le théoréme 3, cd(K®) < 1, et donc
HA (KK 2(G)(K)) =0

Par conséquent le premier terme de la filtration de H?*(K, Z(G)) , a
savoir le sous-groupe:
H2(K, 2(G))" = ker { (KK, Z(G)(K)) — HO(K /K, H*(K /K, 2(G)(K))}
coincide avec H?*(K, Z(Q))

Par ailleurs, comme G connexe et cd(K®) < 1, HY(K® G) = 0 (cf
par ex. [Ser97] theo. 1 p 137). Pour les mémes raisons, nous avons aussi
HY(K®,T) =0, ou T est un tore maximal de G.

Nous en déduisons alors, dans le diagramme suivant, analogue au dia-
gramme 7 page 29, la surjectivité de I'application v:

(K, Z(G))
S|
HY(K®/K, Z(G)) = H*(K, Z(G))" —2> HYK®/K, H\(K®, Z(G))

| | |

H*(K® /K, T) —— H*(K,T)" 0

| !

H*(K®/K,G) — H?*(K,G)" ?

S| W
H2(K,G) 3 [G] Ger(G)
0

Aux journées académiques d’Edimbourg (juillet 2007), J.C Douai a mon-
tré que si G = G est semi-simple simplement connexe, alors toutes les
classes de H?(K/K,L(K)) sont neutres pour £ un K-lien localement
représentable par G. K est en fait I’analogue dun corps de nombres: pour
les corps de nombres, la neutralité de toutes classes de H*(K /K, L(K))
a été détaillé dans [Dou75]. Quand K = Q, K% = Q% | ¢d.(Q%?) < 1,
et le résultat de la proposition 9 est encore vrai.

Ceci confirme 'analogie entre les corps K considérés précédemment et
les corps de nombres.
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