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Co-Directeur : M. C. BINETRUY Professeur, Ecole des Mines de Douai
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du Principe du Maximum d’Entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.1 Définition d’une classe de champs aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Conclusions générales et perspectives 107
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Introduction

L’usage de matériaux hétérogènes, tels que les matériaux composites notamment, n’a cessé

de crôıtre ces cinquante dernières années. Il repose en particulier sur la possibilité de fonction-

naliser de tels matériaux, en introduisant par exemple des gradients de concentration dans des

directions privilégiées. De ce développement grandissant est né le besoin de disposer de modélisa-

tions mécaniques prédictives adaptées à ces matériaux multiphasiques, favorisant la mâıtrise de

la relation entre la définition microstructurale des matériaux et leurs propriétés macroscopiques.

Dans ce cadre, les approches d’homogénisation occupent une place somme toute privilégiée en

Mécanique des Matériaux et ont démontré leur efficacité dans de nombreuses applications.

L’initiation d’une modélisation multi-échelles requiert la définition précise des différentes échelles

d’analyse. On distingue classiquement trois échelles, à savoir les échelles microscopique, méso-

scopique et macroscopique.

L’échelle microscopique est définie par une longueur caractéristique l proche de la taille des hé-

térogénéités. Elle constitue traditionnellement l’échelle d’analyse la plus fine, pour laquelle les

champs de propriétés (mécaniques notamment) sont discontinus.

L’échelle macroscopique est définie par le concept de Volume Elémentaire Représentatif (VER)

et par une longueur caractéristique Lver. Il s’agit de l’échelle à laquelle peuvent être définies

les propriétés mécaniques homogénéisées. Celles-ci sont par définition déterministes et indépen-

dantes des conditions aux limites imposées (i.e. en déformations ou contraintes homogènes au

contour, dans le cas des milieux aléatoires).

Enfin, il existe en général une infinité d’échelles intermédiaires, qualifiées de mésoscopiques. En

pratique, on raisonne sur une échelle mésoscopique unique, dont la longueur caractéristique est

imposée par des conditions expérimentales, par exemple. Une procédure d’homogénéisation dé-

terministe classique peut être conduite si et seulement si les conditions usuelles de séparation

d’échelles sont satisfaites (cf. [Bornert et al., 2001] par exemple) :

l << Lver << L0 (1)

où L0 est la longueur caractéristique de la structure considérée. Sous la double condition de

séparation des échelles (1), la prédiction au terme du calcul d’homogénéisation est indépen-

dante de la réalisation du milieu aléatoire. Le concept de VER est donc particulièrement adapté
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Introduction

à certaines classes de matériaux hétérogènes tels que les matériaux polycristallins ou certains

matériaux composites (renforcés par des inclusions micrométriques), pour lesquels la taille des

hétérogénéités est très petite par rapport à l’échelle d’analyse macroscopique.

Toutefois, il existe une large classe de matériaux pour lesquels la taille supposée du VER

est telle qu’elle dépasse significativement la capacité d’identification des moyens expérimentaux

actuels 1 [Huet, 1990]. C’est typiquement le cas de certains bétons ou de certains matériaux

composites, comme les matrices thermoplastiques renforcées de fibres longues auxquelles nous

nous intéresserons dans notre recherche. Dans ce cas, il est intéressant de souligner que les

caractérisations expérimentales normalisées sont effectuées sur des domaines mésoscopiques de

longueur caractéristique L. Afin de fixer les idées sur ce cadre d’analyse, les ordres de grandeur

associés à notre application et à ces différentes échelles sont reportés au tableau (3.1).

Echelle Long. caractéristique Nature Ordre de grandeur dans la recherche

Microscopique l Stochastique 8 à 10 mm

Mésoscopique L Stochastique 14 mm

VER Lver Déterministe ≥ 50 mm

Table 1: Définition des différentes échelles dans le cadre de notre étude : nature de

l’information et ordre de grandeur.

Pour de tels volumes, le tenseur des rigidités est dépendant de la réalisation du milieu aléa-

toire. Le volume considéré est alors qualifié de Volume Elémentaire Statistique (VES) et les

propriétés mécaniques prédites sont dites apparentes. A ce niveau, il est important de souligner

que le procédé d’élaboration peut également être à l’origine de fluctuations statistiques addi-

tionnelles, dues par exemple à la création d’amas fibreux dans le cas de matrices renforcées par

des fibres longues (mises en oeuvre par injection) [Advani, 2002]. Les relations entre les tenseurs

effectifs et apparents ont été étudiées par Huet [Huet, 1990] et interprétées dans un cadre proba-

biliste par Sab [Sab, 1992] (voir également [Ostoja-Starzewski, 2006] [Ostoja-Starzewski, 2008]).

Lorsque la taille du volume mésoscopique tend vers la taille du VER, les moyennes des pro-

priétés apparentes tendent vers les propriétés effectives déterministes, tandis que les variances

deviennent négligeables : cette caractéristique permet d’effectuer naturellement une étude para-

métrique probabiliste de la définition du VER, en étudiant la convergence de certaines propriétés

statistiques (moyenne, variance) du tenseur homogénéisé en fonction du facteur d’échelle. Cette

technique a été utilisée par de nombreux auteurs (voir par exemple [Kanit et al., 2003]).

1. Notons également que pour ce type de matériaux, l’hypothèse classique d’ergodicité devient une hypothèse

forte.
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Ces éléments soulignent la nécessité de proposer une modélisation probabiliste du tenseur

d’élasticité aléatoire à l’échelle mésoscopique. L’objectif de notre recherche est la construction,

l’identification expérimentale et la mise en oeuvre d’un tel modèle. On soulignera dès à présent

qu’une telle modélisation permet la simulation numérique des champs de propriétés élastiques à

l’échelle mésoscopique, à partir de laquelle il est possible de déterminer la taille du VER associé

à la microstructure aléatoire considérée.

Le mémoire de thèse comporte cinq chapitres.

Le chapitre 1 est consacré à un état de l’art sur les modélisations multi-échelles stochastiques.

Après avoir introduit quelques aspects généraux et fondamentaux d’une démarche de modé-

lisation probabiliste, nous discuterons différentes contributions à la problématique considérée,

au travers notamment de techniques de simulations stochastiques multi-échelles et d’un modèle

probabiliste récemment proposé dans la littérature. Ces éléments nous permettront alors de po-

sitionner plus précisément notre recherche.

L’objectif du chapitre 2 est la construction d’un modèle probabiliste associé à la fraction volu-

mique mésoscopique. Après avoir justifié ce choix de modélisation, nous introduirons le modèle

probabiliste en nous appuyant d’une part, sur une représentation de Karhunen-Loève du champ

aléatoire (ce qui en permettra la réduction statistique) et d’autre part, sur une projection sur

les Chaos Polynômiaux Gaussiens. La technique d’identification de paramètres par le Principe

du Maximum de Vraisemblance sera alors rappelée et la stratégie de résolution du problème

d’optimisation en découlant sera discutée.

L’analyse expérimentale par ultrasons permettant l’identification des paramètres du modèle

probabiliste fait l’objet du chapitre 3. Après avoir rappelé le cadre théorique permettant l’in-

terprétation des résultats, nous présenterons le dispositif et le protocole expérimentaux. Nous

discuterons ensuite la qualité de l’acquisition.

Le chapitre 4 porte sur la mise en oeuvre du modèle probabiliste proposé au chapitre 2. La

combinaison des résultats expérimentaux avec un schéma d’homogénéisation classique nous per-

mettra tout d’abord de déterminer les réalisations expérimentales du champ aléatoire de fraction

volumique mésoscopique. Forts de ces résultats, nous identifierons les paramètres du modèle pro-

babiliste. Nous réaliserons ensuite des simulations numériques du champ, afin d’extraire quelques

propriétés probabilistes fondamentales, telles que les longueurs de corrélation du champ méso-

scopique.

Une démarche alternative, proposée au chapitre 5, consiste en la construction directe d’un modèle

probabiliste associé au champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique, tel que récemment

développé par ([Soize, 2008]). Après avoir identifié l’ensemble des paramètres de ce second mo-

dèle probabiliste, nous présenterons des éléments de comparaison entre les deux approches. Une

première étude sur la taille du VER associé à la microstructure considérée sera également pro-
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posée.

Ce mémoire s’achève sur quelques conclusions et perspectives.
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Chapitre 1. Etude bibliographique sur la modélisation stochastique mésoscopique de milieux aléatoires

Ce chapitre est consacré à une synthèse bibliographique dédiée à la modélisation stochastique

de milieux aléatoires à l’échelle mésoscopique.

Dans un premier temps, nous introduirons quelques concepts de base pour une modélisation

probabiliste, à savoir la représentation des quantités aléatoires et la stratégie de propagation des

aléas. Cette introduction est complétée par l’annexe A.

Nous identifierons ensuite deux types de contribution à notre problématique générale proposés

dans la littérature. Comme nous le verrons, ces deux types d’approche se distinguent princi-

palement par la nature de l’information probabiliste utilisée : l’une se base sur une analyse

statistique de microstrutures numérisées, l’autre étant dédiée à la construction complète d’un

modèle probabiliste permettant l’étude à l’échelle mésoscopique de milieux élastiques aléatoires

anisotropes.

Nous dégagerons enfin, à partir de ces éléments, le positionnement de notre recherche.

1.1 Méthodologie générale de modélisation probabiliste

De façon générale, une modélisation probabiliste est élaborée à partir de deux aspects fon-

damentaux :

– la construction de modèles probabilistes, permettant une représentation adéquate des pa-

ramètres aléatoires ;

– la stratégie de résolution du problème mécanique stochastique, i.e. l’étude de la propagation

des aléas.

Il existe dans la littérature plusieurs méthodes efficaces pour représenter un paramètre aléa-

toire (variable ou champ) : celles-ci seront introduites au besoin dans la suite du mémoire (voir

les sections (2.2) et (2.3.2) ; une liste non exhaustive des différentes techniques est proposée dans

[Schueller, 1997], par exemple) 2.

D’un point de vue numérique, la propagation peut être accomplie suivant plusieurs méthodes :

– la méthode de Monte-Carlo [Rubinstein, 1981] : elle consiste en l’analyse statistique des

réalisations de la réponse d’un système, calculées à partir des réalisations indépendantes

des grandeurs aléatoires d’entrée. Par définition, la méthode est donc applicable quelle

que soit la complexité du problème, pour peu que celui-ci puisse être résolu dans un

cadre déterministe. Cette technique souffre naturellement d’un coût numérique prohibitif

2. A titre d’information, on souligne qu’il existe deux types de modélisation probabiliste. Un premier type,

qualifié de paramétrique et dédié aux incertitudes de données, constitue l’approche la plus répandue et a été em-

ployé dans de nombreuses applications. Récemment, un second type d’approche, non-paramétrique, a été introduit

et permet le traitement simultané des incertitudes de données et de modélisation [Soize, 2000] [Soize, 2005]. Des

applications sont fournies dans [Arnst et al., 2006] [Cottereau et al., 2007].
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1.1. Méthodologie générale de modélisation probabiliste

pour des problèmes complexes. Toutefois, l’approche permet une parallélisation triviale

et plusieurs techniques ont été proposées afin d’accélérer la convergence de la technique

(réduction de variance, etc.). Enfin, la méthode de Monte-Carlo constitue, lorsqu’elle est

disponible, la solution de référence pour un cadre d’analyse probabiliste.

– la méthode de perturbation : elle repose sur le développement des quantités aléatoires en

série de Taylor, autour de leur valeur moyenne. L’utilisation de cette technique est limitée

au cas de faibles fluctuations. D’autre part, il s’avère délicat en pratique d’augmenter

l’ordre des développements, du fait de la complexité du système d’équations résultant.

– la méthode spectrale, appelée plus communément Méthode des Eléments Finis Stochas-

tiques Spectraux (M.E.F.S.S.) et introduite dans [Ghanem et Spanos, 1991], est basée sur

la représention spectrale des quantités aléatoires. Elle permet notamment une représen-

tation d’ordre élevé et sa souplesse a favorisé son large développement : elle constitue de

nos jours l’approche la plus employée et bénéficie toujours d’une forte attention (en rai-

son notamment d’un coût d’analyse que l’on souhaite diminuer dans le cas de structures

complexes) [Schueller, 1997] [Keese, 2004].

Dans le cadre plus particulier de la thématique de notre recherche, deux types de contribution

peuvent être identifiés.

Un premier type d’approche repose sur un ensemble d’analyses statistiques, utilisées afin de

décrire les quantités aléatoires d’intérêt à partir d’images numérisées de microstructures. Dans

ce cadre, deux catégories de techniques ont été développées dans la littérature :

– la première correspond à la situation où l’analyse probabiliste est utilisée afin de décrire

la microstructure aléatoire, via l’utilisation d’une approche morphologique (voir à ce sujet

[Serra, 1982], [Jeulin, 2001] et [Torquato, 2002]) : la description est obtenue par une trans-

formation (érosion, etc.) de la représentation de la microstructure puis par l’application

d’une mesure ad-hoc. La combinaison de cette description et de simulations numériques de

Monte-Carlo (les milieux aléatoires multiphasés pouvant par exemple être simulés par des

ensembles fermés aléatoires) permet alors d’obtenir la caractérisation de la réponse proba-

biliste du milieu. Dans ce type de méthode, les analyses statistiques sont donc effectuées

avant l’utilisation d’un solveur mécanique.

– dans la seconde, l’analyse probabiliste est conduite afin de caractériser les propriétés sta-

tistiques de champs de grandeurs mécaniques, i.e. après la résolution du problème d’ho-

mogénéisation sur chaque réalisation du milieu aléatoire. Une illustration de ce type d’ap-

proche est proposée à la section (1.2), dans laquelle nous introduirons l’approche par “fe-

nêtres glissantes” développée par Baxter et Graham [Baxter et Graham, 2000]. On notera

d’autre part que le couplage de simulations de microstructures aléatoires avec une méthode

d’éléments finis stochastiques a été proposée par Ostoja-Starzewski, afin (i) d’obtenir des
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Chapitre 1. Etude bibliographique sur la modélisation stochastique mésoscopique de milieux aléatoires

champs aléatoires de propriétés mécaniques apparentes (ii) d’investiguer la relation entre

les tenseurs apparent et effectif [Ostoja-Starzewski, 1999] [Ostoja-Starzewski, 1998].

Fondamentalement, de telles méthodes (i) reposent sur la capacité du mécanicien à renseigner

de façon raisonnable les modèles statistiques utilisés (c’est-à-dire en particulier à fournir des

estimateurs statistiques convergés) (ii) reposent en pratique sur une information probabiliste

partielle. D’autre part, on notera que les propriétés probabilistes des modèles sont en général

identifiées à partir d’hypothèses (d’homogénéité ou d’ergodicité en moyenne, par exemple) plus

ou moins fortes.

Une seconde approche consiste en la construction de modèles probabilistes associés aux quan-

tités mécaniques d’intérêt (en l’occurrence ici, le tenseur d’élasticité mésoscopique). Récemment,

[Soize, 2006] [Soize, 2008] a proposé une modélisation probabiliste des champs des tenseurs aléa-

toires avec l’application à la modélisation mésoscopique d’un milieu élastique anisotrope aléa-

toire : ce modèle probabiliste sera détaillé à la section 1.3.

1.2 Simulations multi-échelles stochastiques : approche par “fe-

nêtres glissantes”

1.2.1 Principe de la méthode

L’approche dite des “fenêtres glissantes” (MW-GMC, pour Moving Window-Generalized Me-

thod of Cells) a été développée par Baxter et Graham [Baxter et Graham, 2000]. L’objectif est

de produire des trajectoires de champs de propriétés mécaniques aléatoires mésoscopiques. L’idée

de base consiste en l’analyse micromécanique de microstructures numérisées, afin de produire

des champs de propriétés mécaniques apparentes.

Son principe général est le suivant :

1. Pour chaque image numérisée :

(a) l’image totale est divisée en un certain nombre de “cellules” ou “fenêtres”;

(b) pour chaque fenêtre, une analyse micromécanique est conduite numériquement et

permet de déterminer les propriétés homogènes de la cellule ;

(c) ces propriétés sont assignées au centre de la fenêtre.

Cette étape est résumée schématiquement sur la figure (1.1). Un exemple de résultat est

reporté sur la figure (1.2).

On notera que la procédure d’homogénéisation locale (i.e. sur chaque cellule) est utilisée

afin de réduire la représentation, trop complexe à l’échelle microscopique. En effet, une
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représentation à cette échelle, bien que précise, fournit un résultat bruité ainsi que des

champs pour lesquels (i) le coût d’une analyse mécanique (par éléments finis par exemple)

peut être prohibitif, en raison de sa résolution élevée (ii) l’analyse statistique est problé-

matique [Baxter et al., 2001].

Figure 1.1: Schéma général de l’approche par fenêtres glissantes : détermination du champ de

propriétés effectives à partir d’une microstructure numérisée (d’après [Baxter et al., 2001]).

2. Les propriétés statistiques du champ de tenseur d’élasticité sont alors estimées en consi-

dérant l’ensemble des trajectoires (images).

3. A partir de ces estimations, des simulations numériques de Monte-Carlo sont ensuite effec-

tuées afin d’obtenir une base de données simulée. Bien que les simulations aient été dans un

premier temps restreintes aux processus Gaussiens, une extension au cas non-Gaussien a

été proposée [Graham et al., 2003] (des détails techniques concernant la procédure de simu-

lation peuvent être trouvés dans [Shinozuka et Deodatis, 1996] et [Graham et al., 2003]).

Cette technique permet également l’étude de paramètres décrivant la microstructure, tels que la

fraction volumique en renforts, par exemple.
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Figure 1.2: Exemple (application à la microstructure simulée d’un composite

aluminium/carbures de silicium) : champs de propriétés élastiques (en [MPa]) obtenus par une

approche MW-GMC avec fenêtrage 3-D (d’après [Baxter et al., 2001]).

Il convient de noter que l’analyse micromécanique est effectuée à l’aide de la méthode

des cellules généralisées (G.M.C.), introduite par Aboudi [Aboudi, 1989] et généralisée dans

[Paley et Aboudi, 1992] (des détails techniques concernant cette méthode sont par ailleurs re-

portés dans [Pindera et Bednarcyk, 1999]). Il est important de souligner que la G.M.C. est for-

mulée dans un cadre de microstructures périodiques. Notons par ailleurs que dans ce cadre, il

est possible d’exploiter l’analyse pour étudier grâce à des calculs par éléments finis les propriétés

statistiques des champs de contraintes et déformations locales aléatoires, comme illustré sur la

figure (1.3). On pourra alors, sous réserve de la considération d’un critère d’état-limite, effectuer

une analyse fiabiliste du système. La technique des fenêtres glissantes reste en pratique limitée

à la caractérisation d’un domaine de faibles dimensions et à un nombre restreint de réalisations

expérimentales.
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Figure 1.3: Exemple (application à la microstructure simulée d’un composite unidirectionnel

titane/carbures de silicium) : champs de contraintes locales (en [MPa]) obtenus par une

approche MW-GMC (le plan représenté correspond au plan d’isotropie transverse ; d’après

[Graham et Baxter, 2001]).

1.2.2 Influence des paramètres de la modélisation

Une étude quantitative de l’influence du fenêtrage a été réalisée par Baxter et al., dans le

cas d’une microstruture à renforts particulaires [Baxter et al., 2001]. On observe que les infor-

mations microstructurales contenues hors du plan d’une fenêtre 2-D peuvent avoir une influence

significative (en fonction du type de microstructure) sur les résultats (valeurs minimale et maxi-

male, valeur moyenne). D’autre part, la taille de la fenêtre apparâıt comme le paramètre le plus

critique, de par la sensibilité des résultats obtenus :

– lorsque la fenêtre est trop petite, les résultats sont bruités et délicats à traiter d’un point

de vue numérique ;

– lorsque la taille de la fenêtre est trop importante, les informations sont lissées et la variance

diminuée.
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Ce phénomène est illustré sur la figure (1.4), sur laquelle on observe clairement l’évolution de

l’histogramme (en particulier, le lissage et la symétrisation progressive de la distribution) en

fonction de la taille de la fenêtre 3-D (traduite en nombre de pixels).

Figure 1.4: Influence de la taille de fenêtre (cas 3-D) sur les propriétés statistiques du module

Eyy (abscisse : × 105 [MPa], ordonnée : pourcentage ; d’après [Baxter et al., 2001]).

Notons enfin que cette approche repose uniquement sur une analyse statistique de données

issues des images expérimentales numérisées et qu’en particulier, les modèles probabilistes asso-

ciés ne sont pas construits, contrairement à l’approche présentée à la section (1.3). L’objectif de

celle-ci est précisément la construction d’un modèle probabiliste direct du champ aléatoire du

tenseur d’élasticité mésoscopique.
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1.3 Modélisation mésoscopique stochastique d’un milieu aléa-

toire élastique anisotrope

Cette section est donc dédiée à une brève présentation du modèle probabiliste proposée dans

[Soize, 2006] [Soize, 2008] pour la modélisation mésoscopique d’un milieu élastique aléatoire ani-

sotrope.

Soit x→ C (x) le champ aléatoire à valeur tensorielle correspondant au modèle probabiliste

d’une microstructure aléatoire d’un milieu élastique anisotrope.

Dans ce qui suit, nous adopterons la représentation matricielle, notée [C (x)], du tenseur

d’ordre quatre C (x). La correspondance s’écrit : [C (x)]IJ = Cijkl (x), où (I, J) ∈ (1..6)2 sont

tels que I = (i, j) et J = (k, l), avec 1 = (1, 1), 2 = (2, 2), 3 = (3, 3), 4 = (1, 2), 5 = (1, 3),

6 = (2, 3).

Pour x dans Ω (borné de Rd, d ≥ 1), [C (x)] est donc une variable aléatoire à valeurs dans

M+
6 (R) (ensemble des matrices 6× 6 réelles symétriques définies positives).

Soit x→ C (x) la fonction moyenne de [C (x)], supposée connue. Puisque [C (x)] ∈ M+
6 (R),

une décomposition de Cholesky fournit :

[C (x)] = [L (x)]T [L (x)] (1.1)

avec [L (x)] matrice 6× 6 triangulaire supérieure inversible dans M6 (R). Pour x fixé dans Ω, on

introduit le champ aléatoire normalisé x→ [G (x)], défini sur un espace de probabilité (Θ,F , P ),
indexé par Rd et à valeurs dans M+

6 (R), tel que pour x fixé :

{
[C (x)] = [L (x)]T [G (x)] [L (x)]

E {[G (x)]} = [I]
(1.2)

où [I] est la matrice identité d’ordre 6. Dans le cas stationnaire, on écrira donc :

[C (x)] = [L]T [G (x)] [L]

1.3.1 Construction de la densité de probabilité de la matrice aléatoire à l’aide

du Principe du Maximum d’Entropie

Pour x fixé, la mesure de probabilité P[G(x)] de la matrice aléatoire [G (x)] peut être définie

par la densité de probabilité [G]→ p[G(x)] ([G]) :

P[G(x)] = p[G(x)] ([G]) d̃G (1.3)
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où d̃G est la mesure définie par :

d̃G = 2n(n−1)/4
∏

1≤i≤j≤n

d [G]ij (1.4)

et d [G]ij désigne la mesure de Lebesgue sur R. L’expression de la densité de probabilité peut

être construite en utilisant le Principe du Maximum d’Entropie : celui-ci permet de construire le

modèle probabiliste le plus objectif vis-à-vis de l’information disponible (en l’occurrence ici, le fait

que pour x ∈ Ω, E {[G (x)]} = [I] par exemple). Le principe, énoncé par Jaynes [Jaynes, 1957a]

[Jaynes, 1957b], repose sur la notion d’entropie introduite par Shannon dans le cadre de la

théorie de l’information [Shannon, 1948]. On montre alors que la fonction densité de probabilité

p[G(x)] ([G]) s’écrit :

p[G(x)] ([G]) = 1
M

+
n (R)

([G]) cG (det [G])(n+1)(1−δ2)/(2δ2) exp

{
−n+ 1

2δ2
tr [G]

}
(1.5)

où [G] → 1
M

+
n (R)

([G]) est la fonction indicatrice de l’ensemble M+
n (R), det et tr sont le déter-

minant et la trace matriciels, la constante cG est telle que

cG =
(2π)−n(n−1)/4

(
n+1
2δ2

)n(n+1)(2δ2)−1

∏n
j=1 Γ (αj)

(1.6)

et v → Γ (v) =
∫ +∞
0 xv−1e−xdx est la fonction Gamma.

La construction du champ aléatoire normalisé x→ [G (x)] est effectuée comme suit :

1. Considérons n (n+ 1) /2 champs aléatoires du second ordre
{
Ujj′ (x)

}
1≤j≤j′≤n

, x ∈ Rd

(ces champs seront définis par la suite)

2. Soit δ le réel, indépendant de x et de n, tel que :

0 < δ <

√
n+ 1

n+ 5
< 1 (1.7)

3. Pour x ∈ Rd, on pose :

[G (x)] = [L (x)]T [L (x)] (1.8)

où [L (x)] est la matrice aléatoire n× n, réelle triangulaire, telle que :
(i) Pour 1 ≤ j ≤ j′ ≤ n, les champs aléatoires x→ [L (x)] sont indépendants.

(ii) Pour j < j′, le champ aléatoire x → [L (x)]jj′ , indexé par Rd, est défini par :

[L (x)]jj′ = σUjj′ (x) avec σ = δ/
√
n+ 1.

(iii) Pour j = j′, le champ x → [L (x)]jj est défini par : [L (x)]jj = σ
√
2H (αj ,Ujj (x)),

où αj = (n+ 1) /2δ2 + (1− j) /2 ∈ R. La fonction u → H (α, u), paramétrée par le

réel α ∈ R+, de R dans ]0,+∞[, est définie par :

H (α, u) = F−1Γα
(Φ (u)) (1.9)
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où u→ Φ (u) et v → F−1Γα
(v) sont la fonction de répartition Gaussienne et la fonction

de répartition Gamma inverse, respectivement : la quantité H (α, u) est donc une

variable aléatoire gamma de paramètre α.

On montre que le champ ainsi défini est un champ aléatoire homogène du second ordre, continu

en moyenne d’ordre deux et ayant ses trajectoires continues sur Rd presque sûrement (p.s.).

De plus, il est prouvé que le paramètre réel δ, introduit à l’Eq. (1.7), est tel que :

δ =

√
1

n
E

{
‖[G (x)]− [I]‖2F

}
(1.10)

Le paramètre δ, indépendant de x et de n, permet donc de contrôler le niveau de fluctuation du

champ aléatoire x→ [G (x)]. De l’Eq. (1.10), on déduit :

E
{
‖[G (x)]‖2F

}
= n

(
δ2 + 1

)
(1.11)

1.3.2 Définition du champ aléatoire normalisé et des germes stochastiques

Le champ aléatoire x→ [G (x)], indexé par Rd et à valeurs dans M+
n (R), est construit comme

la transformation non-linéaire de n (n+ 1) /2 champs aléatoires du second ordre x → Ujj′ (x)

(avec 1 ≤ j ≤ j′ ≤ n), Gaussiens homogènes centrés indépendants, définis sur (Θ,F , P ), indexés
par Rd et à valeurs dans R. Les champs aléatoires x→ Ujj′ (x) sont appelés germes stochastiques

de [G (x)] et sont définis ci-dessous.

Les germes
{
Ujj′

}
1≤j≤j′≤n

sont tels que :

∀x ∈ Rd, E
{
Ujj′ (x)

}
= 0, E

{
Ujj′ (x)

2
}
= 1 (1.12)

Ils sont donc définis par les n (n+ 1) /2 fonctions d’autocorrélation RUjj′
(τ), définies par :

RUjj′
(τ) = E

{
Ujj′ (x+ τ)Ujj′ (x)

}

avec τ ∈ Rd et RUjj′
(0) = 1. Plusieurs choix de fonctions d’autocorrélation sont possibles et il

a été proposé de retenir la forme suivante :

RUjj′
(τ) =

d∏

k=1

rk
jj′ (τk) (1.13)

avec

rk
jj′ (τk) =

4
(
lkjj′

)2

π2τ2k
sin2

(
πτk

2lkjj′

)
(1.14)

où les
{
lkjj′

}
sont des paramètres réels du modèle, représentant les longueurs de corrélation

spatiale des germes stochastiques.
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Le graphique de la fonction τx → rx (τx) pour l
x = 10 est représenté sur la figure (1.5).
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Figure 1.5: Représentation graphique de la fonction τx → rx (τx) pour l
x = 10.

Le choix de la fonction (1.13) permet d’une part une paramétrisation minimale du mo-

dèle (afin notamment de réaliser une identification inverse à partir de résultats expérimentaux)

et d’autre part, de garantir certaines propriétés mathématiques des germes stochastiques (par

exemple, le fait que les trajectoires des germes soient continues de Rd dans R p.s.).

Il existe deux principales stratégies de simulation des germes, en fonction du nombre de

points N où les germes doivent être évalués. Soit V = [U (x1) , . . . ,U (xN )], pour un germe U

donné.

Une première méthode repose sur la technique classique de simulation de champs aléatoires ho-

mogènes Gaussiens, introduite dans [Shinozuka, 1971] (voir également [Poirion et Soize, 1995])

et adaptée à de grandes valeurs de N . Afin de simplifier les notations, nous considérons ici le

cas de la fonction d’autocorrélation (1.13) ainsi qu’une indexation sur R (i.e. dans une seule

direction de l’espace ; le cas général est détaillé dans les références citées). L’approximation du

vecteur V à l’ordre p s’écrit :

Vp =

p∑

i=1

√
2Si

√
−log (ψi)cos

(
Φi +

π

l
τix

)
(1.15)

où l est la longueur de corrélation du germe et x est le vecteur des coordonnées des points dans

la direction considérée. Les quantités Si et τi sont respectivement définies pour tout i ∈ [1..p]
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par

Si = ∐(τi)

τi = −1 +
(
i− 1

2

)
2

p

où τ → ∐(τ) est la fonction continue de R dans R+, de support compact [0, 1], telle que :

∐(τ) = 1− τ si τ ∈ [0, 1], ∐(−τ) = ∐(τ) (1.16)

Le vecteur Φi est tel que Φi = [φi, . . . , φi]. Les ensembles de variables aléatoires indépendantes

{ψi}p
i=1 et {φi}p

i=1 sont tels que ψi et φi sont distribuées uniformément et respectivement sur

[0, 1] et [0, 2π]. On montre alors que Vp est un vecteur aléatoire Gaussien dont la matrice de

covariance tend vers la matrice de covariance de V lorsque p→ +∞.

Une seconde technique de simulation efficace est obtenue en utilisant la relation :

V = LV
TṼ (1.17)

où Ṽ =
(
Ṽ1, . . . , ṼN

)
est une variable aléatoire à valeurs dans RN de composantes indépendantes

Ṽi Gaussiennes centrées réduites et LV
T est la matrice issue de la décomposition de Cholesky

de la matrice de covariance du germe U (calculée à partir de l’Eq. (1.13)). Naturellement, cette

technique requiert de réaliser une décomposition de Cholesky sur une matrice pleine ce qui, en

pratique, limite son utilisation à des valeurs modérées de N .

1.3.3 Propriétés du champ normalisé et du champ aléatoire tenseur d’élasti-

cité

Soit Ω un ouvert borné de Rd, de fermeture Ω. On montre alors que :

E

{(
sup

x∈Ω

∥∥∥[G (x)]−1
∥∥∥
)2}

< +∞ (1.18)

La propriété fondamentale (1.18) (i) permet de formuler une condition d’ellipticité non-uniforme

pour le problème d’élasticité stochastique (ii) implique que ce problème associé possède une so-

lution du second ordre.

Soit δC (x) le paramètre de dispersion lié au champ aléatoire x→ [C (x)], défini par :

δC (x) =
E {‖[C (x)]− [C (x)]‖}2F

‖[C (x)]‖2F
(1.19)

On montre que :

δC (x) =
δ√
n+ 1

√

1 +
(tr [C (x)])2

tr [C (x)]2
(1.20)
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Dans le cas stationnaire, on écrira donc δC (x) = δC et on pourra raisonner indifféremment sur

le paramètre δ ou δC. D’autre part, soit τ = (τx, τy, τz)→ rC(τ) la fonction, définie de R3 dans

R par la relation :

rC(τ) =
tr E {(C (x+ τ)− [C]) (C (x)− [C])}

E {‖[C (x)]− [C]‖}2F
(1.21)

Les longueurs de corrélation spatiale du champ aléatoire x → [C (x)], associées aux directions

x, y et z, sont alors respectivement données par 3 :

lx
C
=

∫ +∞
0 |rC((τx, 0, 0))|dτx

ly
C
=

∫ +∞
0 |rC((0, τy, 0))|dτy

lz
C
=

∫ +∞
0 |rC((0, 0, τz))|dτz

(1.22)

1.3.4 Remarques

On notera que le modèle probabiliste introduit est entièrement défini, dans le cas stationnaire,

par :

– la connaissance de la matrice moyenne [C],

– la connaissance des longueurs de corrélation des germes stochastiques,

– la connaissance du paramètre de dispersion δ.

De façon pratique, pour d = 2 et n = 6 (ces paramètres correspondant au cas de notre recherche),

l’identification inverse à partir de données expérimentales concerne donc 44 paramètres. Plus

spécifiquement, il s’agit d’identifier une matrice, un paramètre de dispersion et 42 longueurs de

corrélation dans l’ensemble M+
n (R)×]0,

√
n+1
n+5 [×R+ × . . .× R+.

Plusieurs méthodes permettant cette identification sont disponibles dans la littérature (méthodes

des moindres carrés, du maximum de vraisemblance).

Ce modèle probabiliste mésoscopique a été utilisé pour investiguer la taille du VER (via une

analyse probabiliste paramétrique) en fonction du paramètre de contrôle des fluctuations δC

et des longueurs de corrélation spatiale, dans le cas d’un milieu aléatoire élastique anisotrope

simulé. En particulier, il a été mis en évidence que :

– pour des longueurs de corrélation spatiale fixées, la taille de VER augmente avec le para-

mètre δC ;

– pour un paramètre δC fixé, la taille du VER augmente avec les longueurs de corrélation ;

– la taille du VER peut être définie à partir des longueurs de corrélation du champ aléatoire

à l’échelle mésoscopique (un ratio de 5 entre ces deux longueurs ayant été observé dans

l’application proposée).

3. Notons que le modèle permet également de définir de façon générale une matrice des échelles de corrélation

[Soize, 2008].
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Enfin, il convient de souligner que ce modèle probabiliste intègre directement et implicite-

ment, au travers de la matrice moyenne, les aléas liés aux propriétés des matériaux.

1.4 Problématique de la thèse

L’analyse bibliographique présentée dans ce chapitre a porté sur deux types de contribution

à la modélisation stochastique des milieux aléatoires à l’échelle mésoscopique.

Un premier type d’approche repose sur l’utilisation d’images de microstructures numérisées , à

partir desquelles la combinaison d’analyses statistiques et d’une modélisation micromécanique

permet la caractérisation du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique. Toutefois, de

telles techniques ne sont applicables en pratique qu’à des microstructures présentant un contraste

suffisant entre les différentes phases constitutives. Cette caractéristique s’avère limitante pour

notre analyse.

Une seconde approche consiste en la construction d’un modèle probabiliste direct du champ aléa-

toire du tenseur d’élasticité (pour des microstructures élastiques anisotropes aléatoires), basée

sur l’utilisation du Principe du Maximum d’Entropie (et reposant donc sur une maximisation

des incertitudes). Ce type d’approche permet une description probabiliste complète et s’avère

particulièrement fécond. Ce cadre d’analyse constitue donc celui retenu pour notre recherche.

L’objectif de ce travail est ainsi la construction et l’identification expérimentale d’un modèle

probabiliste du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique. Pour cela, nous propose-

rons un modèle probabiliste de la fraction volumique à l’échelle mésoscopique, combiné à un

schéma micromécanique. Ce modèle sera élaboré en s’appuyant sur deux représentations parti-

culières et identifié en exploitant des résultats issus de techniques de mesures ultrasonores. La

mise en oeuvre de ce modèle pour obtenir des réalisations du tenseur d’élasticité mésoscopique

aléatoire sera présentée. Les prédictions du modèle proposé seront comparées à celles du modèle

probabiliste direct.
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Chapitre 2. Construction d’un modèle probabiliste de la fraction volumique à l’échelle mésoscopique

La construction d’un modèle probabiliste du tenseur d’élasticité aléatoire s’avère en général

délicate, particulièrement en raison de la dépendance statistique entre ses différentes compo-

santes. Notons dès à présent qu’une contribution à cette problématique, introduite au chapitre

1, sera identifiée et mise en oeuvre au chapitre 5. Dans de nombreux cas, les fluctuations statis-

tiques du champ du tenseur d’élasticité mésoscopique sont principalement induites par celles de

propriétés microstructurales, telles que la fraction volumique : en d’autres termes, les propriétés

des différentes phases constitutives peuvent être raisonnablement considérées comme homogènes

et constantes à l’issue de l’élaboration. Dans le cadre de notre recherche, nous nous intéressons

précisément à des matériaux injectés de faible épaisseur, pour lesquels cette hypothèse peut être

retenue.

Le présent chapitre vise à construire un modèle probabiliste du champ aléatoire de fraction vo-

lumique mésoscopique. La détermination du champ aléatoire du tenseur d’élasticité peut alors

être effectuée à l’aide d’une procédure d’homogénéisation. Notons que cette approche permet

une description physique et mesurable des fluctuations statistiques présentes à l’échelle micro-

scopique du matériau, contrairement à la description globale du tenseur d’élasticité aléatoire

dont la mesure, dans le cas non homogène et anisotrope, peut s’avérer délicate.

Dans un premier temps, nous définirons la représentation de Karhunen-Loève du champ aléa-

toire, ainsi que la technique de projection sur les Chaos Polynômiaux Gaussiens : la combinaison

de ces deux représentations nous fournira alors le modèle probabiliste de la fraction volumique.

Nous exposerons ensuite la stratégie d’identification des paramètres du modèle, en introdui-

sant le Principe du Maximum de Vraisemblance à partir duquel nous formulerons le problème

d’optimisation associé à cette identification.

2.1 Définition d’une classe de champs aléatoires

Soit x→ f (x), x ∈ Ω un champ aléatoire du second ordre défini sur un espace de probabilité

(Θ,F , P ), indexé par un borné Ω dans R2 à valeurs dans [0, 1] ⊂ R.

Pour θk ∈ Θ, la fonction x 7→ f (x, θk) de Ω dans [0, 1] définit une trajectoire du champ aléatoire

et donc, une réalisation du milieu aléatoire. Soit x 7→ f (x) = E {f (x)} sa fonction moyenne

de Ω dans [0, 1]. Soit (x,x’) 7→ Rf (x,x’) = E {f (x) f (x’)} sa fonction d’autocorrélation

de Ω × Ω dans R. Enfin, soit (x,x’) 7→ Cf (x,x’) = E
{(
f (x)− f (x)

) (
f (x’)− f (x’)

)}
=

Rf (x,x’)− f (x) f (x’) sa fonction de covariance de Ω× Ω dans R.

Nous supposons que la fonction de covariance vérifie la condition suivante :

∫

Ω

∫

Ω
|Cf (x,x’)|2 dxdx’ < +∞ (2.1)
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L’équation (2.1) implique que l’opérateur intégral de noyau Cf est de Hilbert-Schmidt, permet-

tant ainsi une réduction statistique du champ aléatoire (voir [Soize, 1993] par exemple).

2.2 Réduction statistique du champ aléatoire

Afin de construire le modèle probabiliste, on s’appuie dans un premier temps sur un dévelop-

pement de Karhunen-Loève du champ aléatoire. Celui-ci, dérivé par Karhunen [Karhunen, 1947]

et Loève [Loève, 1948] (voir également [Loève, 1977] [Ghanem et Spanos, 1991]), est une repré-

sentation mathématique du champ aléatoire en fonction d’un ensemble dénombrable de variables

aléatoires décorrélées et de fonctions déterministes orthogonales. Plus précisément, les propriétés

de l’opérateur de noyau Cf (symétrique, positif et de Hilbert-Schmidt) impliquent qu’il possède

un spectre dénombrable de valeurs propres réelles positives noté {λα}+∞α=1, tel que :

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λ+∞ → 0,
+∞∑

α=1

λ2α < +∞ (2.2)

et que les fonctions propres associées {ψα}+∞α=1 forment une base complète orthonormale :
∫

Ω
ψα (x)ψβ (x) dx = δαβ (2.3)

La représentation de Karhunen-Loève de f (x) s’écrit alors :

f (x) ≈ f (x) +
+∞∑

α=1

√
λαηαψα (x) (2.4)

où l’ensemble {ηα}+∞α=1 est un ensemble dénombrable de variables aléatoires centrées et orthogo-

nales. Soulignons que les variables aléatoires ηα sont généralement mutuellement dépendantes.

Dans le cas d’un processus Gaussien, les variables aléatoires sont Gaussiennes, centrées, de va-

riance l’unité et indépendantes.

Les valeurs et fonctions propres satisfont donc l’équation intégrale (équation homogène de se-

conde espèce de Fredholm) suivante :
∫

Ω
Cf (x,x’)ψα (x’) dx’ = λαψα (x) (2.5)

L’équation (2.5) peut être résolue analytiquement dans un nombre limité de cas. De façon géné-

rale, une résolution numérique (par une méthode de collocation ou par une méthode de Galerkin,

par éléments finis notamment -voir par exemple [Ghanem et Spanos, 1991]-) est adoptée.

D’un point de vue pratique, la représentation (2.4) est tronquée à un ordre M , selon :

fM (x) ≈ f (x) +
M∑

α=1

√
λαηαψα (x) (2.6)
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On montre que le développement (2.6) est optimal, en ce sens qu’il minimise au sens L2 l’erreur

résultant de la troncature [Ghanem et Spanos, 1991]. La troncature du développement introduit

une erreur d’approximation. On peut alors prouver que la norme de l’erreur s’écrit :

E
{
||f − fM ||2H

}
=

∫

Ω
tr [Cf (x,x)] dx−

M∑

α=1

λk (2.7)

L’équation (2.7) permet de déterminer un ordre optimal de développement pour une norme

d’erreur fixée.

Par exemple, la méthode de collocation en Ncolloc points (i.e. en considérant la représentation

discrète fM = [fM (x1) , . . . , fM (xNcolloc)]) permet de réécrire l’équation (2.5) sous la forme d’un

problème matriciel aux valeurs propres :

Ĉf Ψ = ΛΨ (2.8)

où Ψ et Λ sont respectivement la matrice des vecteurs propres (notés ~ψα) et la matrice diagonale

des valeurs propres de Ĉf . On a donc nécessairement : max M = Ncolloc. Il est alors possible

de réduire le développement à un ordre M réduction (d’où le terme de réduction statistique) en

étudiant la convergence de la fonction p 7−→ ǫConv-KL(p) de
{
1, ...,Ncolloc

}
dans [0, 1] définie par :

ǫConv-KL : p→ ǫConv-KL(p) = 1−
∑p

i=1 λi∑M
i=1 λi

(2.9)

Il est intéressant de noter que la procédure consiste à discrétiser l’opérateur de dimension infinie

en un opérateur de dimension finie représenté par sa matrice, puis à construire une approximation

réduite de dimension finie, ramenant ainsi le nombre de termes du développement de +∞ à M ,

puis de M à M réduction.

2.3 Interpolation statistique

2.3.1 Propriétés et détermination des valeurs expérimentales

Soit η = (η1, ..., ηM ) le vecteur aléatoire intervenant dans la représentation de l’Eq. (2.6),

dont les composantes sont telles que :

E {ηα} = 0, E {ηαηβ} = δαβ (2.10)

L’orthogonalité de la base {ψα}M
α=1 dans l’équation (2.6) permet le calcul des réalisations indé-

pendantes ηα (θj) :

ηα (θj) =
1√
λα

〈
f (θj)− f̂, ~ψα

〉
(2.11)

où f (θj) = (f (x1, θj) , ..., f (xN , θj)), f̂ =
(
f̂ (x1) , ..., f̂ (xN )

)
et 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire

dans RN .
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La distribution de probabilité du vecteur aléatoire η dépend de la loi de probabilité du champ

aléatoire et peut être décrite soit en suivant la méthodologie détaillée dans [Soize et Ghanem, 2004],

soit en considérant une représentation sur les Chaos Polynômiaux.

2.3.2 Projection du vecteur aléatoire sur les Chaos Polynômiaux Gaussiens

Mathématiquement, le développement d’une variable aléatoire du second ordre Y à valeurs

dans RM sur les Chaos Polynômiaux Gaussiens consiste en la représentation de celle-ci sur la

base des polynômes orthogonaux d’Hermite multidimensionnels de variables aléatoires centrées

Gaussiennes [Ghanem et Spanos, 1991] [Wiener, 1938]. On notera que l’extension à des mesures

de probabilité quelconques est proposée dans [Soize et Ghanem, 2004].

La représentation de Y sur les Chaos Polynômiaux Gaussiens, de dimension m et d’ordre q,

s’écrit :

Y =

q∑

γ,|γ|=0

yγ
Hγ (ξ)√

γ!
(2.12)

où

– γ est un multi-indice (γ1, ..., γm) ∈ Nm tel que

|γ| =
m∑

k=1

γk ≤ q

et

γ! =

m∏

k=1

γk!

– ξ est un vecteur aléatoire Gaussien de longueur m, appelé germe, tel que

E {ξiξj} = δij

– yγ est un vecteur déterministe de RM , représentant les coefficients de la projection.

Le polynôme d’Hermite multidimensionnel Hγ (ξ), défini sur Rm, est tel que :

Hγ (ξ) =

m∏

k=1

hγk
(ξk) (2.13)

où hγk
(x) est le polynôme d’Hermite unidimensionnel sur R d’ordre γk. Celui-ci peut être

construit par la relation de récurrence :

h0(x) = 1

∀j ∈ N, hj+1(x) = xhj(x)−
d

dx
hj(x)
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Il vient donc, par exemple : 



h0(x) = 1

h1(x) = x

h2(x) = x2 − 1

h3(x) = x3 − 3x

h4(x) = x4 − 6x2 + 3
...

(2.14)

En pratique, les polynômes d’Hermite multidimensionnels sont obtenus par une procédure de

dérivation formelle, détaillée dans [Ghanem et Spanos, 1991]. D’autre part, en notant φm la

densité normale canonique de dimension m, l’orthonormalité de la base s’écrit :

E

{
Hα (ξ)√

α!

Hβ (ξ)√
β!

}
=

1√
α!β!

∫

Rm

Hα (ξ)Hβ (ξ)φm (ξ) dξ = δα, β =

m∏

k=1

δαkβk
(2.15)

et fournit l’expression des coordonnées de la projection :

yγ = E

{
Y
Hγ (ξ)√

γ!

}
(2.16)

L’Eq. (2.16) peut être résolue par la méthode classique de Monte-Carlo. Soit Q le nombre de

termes intervenant dans l’Eq. (2.12), défini par :

Q =
(m+ q)!

m!q!
(2.17)

Afin de fixer les idées, les valeurs de Q obtenues pour divers ordres et dimensions sont indiquées

dans le tableau (2.1).

m q

0 1 2 3

2 1 3 6 10

4 1 5 15 35

6 1 7 28 84

Table 2.1: Valeurs du paramètre Q pour différents ordres de développement q et longueurs de

germe m.

On constate que le nombre de termes (et donc, la taille du problème d’optimisation à ré-

soudre pour l’identification des coefficients) augmentent rapidement avec la dimension et l’ordre

du développement Chaos.

Suivant les développements précédents, la projection sur l’axe statistique du vecteur aléa-

toire centré η est effectuée par l’intermédiaire d’un développement sur les Chaos Polynômiaux

30



2.3. Interpolation statistique

Gaussiens et s’écrit, à l’ordre q :

η =

q∑

γ,|γ|=1

zγ
Hγ (ξ)√

γ!
(2.18)

Par ailleurs, la combinaison de la relation E {ηαηβ} = δαβ avec l’équation (2.18) fournit la

contrainte algébrique :
q∑

γ,|γ|=1

zγzγ
T = IM (2.19)

où IM désigne la matrice unité de dimensions M ×M . L’Eq. (2.19) implique la condition néces-

saire :

M ≤ Q− 1 (2.20)

où l’on rappelle que Q est défini par l’Eq. (1.3.3). L’Eq. (2.20) fournit une inégalité entre la

taille m du germe gaussien ξ, l’ordre du développement Chaos et l’ordre de troncature M de la

représentation de Karhunen-Loève. Puisqu’il est connu que l’addition de termes dans la représen-

tation Chaos n’améliore pas nécessairement l’approximation (on rappelle ici que la convergence

du développement Chaos n’est pas monotone et que seule une étude de convergence permet de

statuer sur la qualité de l’approximation ; voir à ce sujet [Field Jr. et Grigoriu, 2004]) et puis-

qu’une valeur optimale de M peut être estimée à l’aide de la relation (2.7), l’équation (2.20)

permet donc la détermination d’une taille adéquate pour le germe.

2.3.3 Identification des coefficients de la projection

Formulation du problème d’optimisation

L’interpolation implique la détermination de l’ensemble des coefficients {zγ}q
γ,|γ|=1 de la

projection Chaos. Pour ce faire, considérons pexp réalisations expérimentales
{
Ξ1,Ξ2, ...,Ξpexp}

du vecteur aléatoire η (avec Ξi = η (θi) et Ξ
i
j = ηj (θi)), calculées à partir de l’ensemble Sexp par

l’équation (2.11). Soit Z la matrice de dimensions M ×Q dont les colonnes sont les vecteurs zγ .

L’équation (2.19) peut être réécrite sous la forme :

ZZT = IM (2.21)

Soit pη la fonction densité de probabilité de η. Enfin, soit C la variété définie par l’équation (2.19).
L’estimation de Z est effectuée par la méthode du Maximum de Vraisemblance. Le problème

d’identification est formalisé comme suit :

R1 : max
Z∈C

L
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)

(2.22)

où L désigne la fonction de vraisemblance :

L
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)
=

pexp∏

i=1

pη

(
Ξi,Z

)
(2.23)
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En pratique, un tel problème d’optimisation est très consommateur en ressources de calcul,

à cause de l’estimation des fonctions de densité conjointe. Suivant [Desceliers et al., 2006], on

substitue alors à L la fonction L̃ définie par :

L̃
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)
=

pexp∏

i=1

M∏

j=1

pηj

(
Ξi

j ,Z
)

(2.24)

Il convient de noter que l’approximation (2.24) est relativement efficace dans la mesure où les

variables aléatoires ηα, bien que dépendantes, sont décorrélées. Il s’en suit l’approximation R2

du problème initial R1 :

R2 : max
Z∈C

L̃
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)

(2.25)

De plus, pour des raisons de précision numérique, on considère classiquement la fonction Log-

vraisemblance, définie par L̃log = log10

(
L̃
)
, fournissant ainsi l’approximation finale R3 du

problème d’optimisation R1 :

R3 : max
Z∈C

L̃log
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)

(2.26a)

où

L̃log
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)
=

pexp∑

i=1

M∑

j=1

log10
[
pηj

(
Ξi

j ,Z
)]

(2.26b)

et

ZZT = IM (2.26c)

Stratégie de résolution

Pour des systèmes réels, le problème d’optimisation est de grande dimension, principalement

parce que la réduction statistique est contrainte par la réalité physique (l’ordre de développement

est donc très supérieur ici à ce qui pourrait être obtenu à partir de données entièrement simu-

lées) et qu’il est nécessaire de raisonner sur un nombre important de réalisations expérimentales.

Typiquement, le système d’équations non linéaires comporte plusieurs milliers d’inconnues. Les

techniques classiques de résolution, déterministes, ne permettent pas de résoudre un tel problème.

Théoriquement, celui-ci pourrait être résolu par une technique de type Algorithmes Gé-

nétiques (AG), dont nous indiquons ici briévement le principe. Un algorithme évolutionnaire

s’inspire du principe d’évolution de Darwin, selon lequel seuls les individus les mieux adaptés

à leur environnement, c’est-à-dire à un ensemble de contraintes de diverses natures, subsistent

[Goldberg, 1989] [Tomassini, 1995].

Dans le cas des AGs, à partir d’une population initiale d’objets (souvent appelés individus,

faisant écho à la terminologie de l’évolution naturelle), une nouvelle génération a priori mieux

adaptée est créée suivant les étapes ci-dessous :
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1. L’évaluation du niveau d’adaptation des individus de la population initiale (évaluation

d’une fonction objectif) ;

2. La sélection des individus de la population initiale devant se reproduire ;

3. La mutation, i.e. la perturbation aléatoire éventuelle de certains individus de la population

initiale ;

4. La génération (par crossing-over par exemple).

Afin d’étudier la faisabilité d’une stratégie de résolution par AG, considérons deux matrices,

supposées sélectionnées, Z et Z∗ telles que (Z,Z∗) ∈ C×C. Soit Zgen la nouvelle matrice générée,

dont les composantes sont définies, pour (ic, jc) ∈ N2 fixés (aléatoirement), par :

∀ (i, j) ∈M ×Q, Zgenij =

{
Zij si (j < jc) ou (j = jc, i ≤ ic)

Z∗ij sinon.
(2.27)

L’équation (2.27) constitue la formalisation de la procédure de crossing-over, à une éventuelle

mutation près. On constate que bien que (Z,Z∗) ∈ C2, il est très probable que Zgen /∈ C. Dès
lors, on peut conclure que les AGs peuvent s’avérer inefficaces dans la résolution du problème

considéré ici, de par l’incapacité du processus de génération à engendrer des individus satisfai-

sant à la contrainte d’appartenance à C.

En conclusion, il convient de privilégier une stratégie de résolution purement aléatoire du

problème R3, telle qu’utilisée dans [Desceliers et al., 2006]. Cela revient à (i) générer aléatoi-

rement un ensemble de matrices Z = {Zi}N
OPT

i=1 (où NOPT devra être le plus grand possible)

satisfaisant à l’équation (2.21), (ii) évaluer pour chaque Z la pseudo-fonction de vraisemblance

L̃log
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)
.

L’algorithme général est résumé ci-dessous :

(i) Procédure de génération de l’ensemble {Zi}N
OPT

i=1 :

1. Générer aléatoirement une matrice Z0 dont les composantes sont des variables aléatoires

indépendantes uniformes dans [−1, 1].

2. Soit Y0 = Z0Z
T
0 ; déterminer sa décomposition de Cholesky : Y0 = LTL.

3. Définir Zi par : Zi = L-TZ0.

(ii) Procédure d’estimation de la pseudo-fonction de vraisemblance

1. Générer aléatoirement des réalisations du germe Gaussien ξ.

2. Calculer les réalisations correspondantes du vecteur aléatoire η par l’Eq. (2.18).
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3. Estimer l’ensemble
{
pηj

(
Ξi

j ,Z
)}

i,j
.

4. Calculer L̃log
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)
.

Estimation des densités marginales

L’objectif est à présent de déterminer l’ensemble
{
pηj

(
Ξi

j ,Z
)}

i,j
des valeurs des densités de

probabilité marginales prises aux valeurs expérimentales. Pour ce faire, considérons N tirages

du germe Gaussien ξ et, pour Z ∈ C fixé, soient
{
Ξsim

1
, . . . ,Ξsim

N
}
les N réalisations simulées

du vecteur aléatoire η. Dans ce qui suit, la dépendance Ξsim = Ξsim (Z) sera omise afin de ne

pas alourdir l’écriture.

Une première méthode consiste en un comptage direct à partir des cumulatives, selon un

schéma de différence finie centrée (de pas ∆, ∆→ 0) :

pN
ηj

(
Ξi

j ,Z
)
≈

∑N
k=1 1]−∞ ; Ξi

j+∆]

(
Ξsim

k
j

)
−∑N

k=1 1]−∞ ; Ξi
j−∆]

(
Ξsim

k
j

)

2∆N
(2.28)

où avec des notations générales, 1E(x) désigne la fonction indicatrice de E, i.e. 1E(x) = 1 si

x ∈ E, 0 sinon. La notation pN
ηj

(
Ξi

j ,Z
)
traduit la dépendance de l’estimation vis-a-vis du nombre

de tirages du germe N . Le pas du schéma ∆ devient alors un paramètre dont la calibration peut

s’avérer délicate.

Une autre méthode consiste à utiliser un estimateur à noyau continu de la densité margi-

nale considérée (voir [Silverman, 1986] pour une description générale). Celui-ci prend la forme

générale :

p̂N
ηj

(
Ξi

j ,Z
)
=

1

Nh

N∑

k=1

K
(
Ξi

j − Ξsim
k
j

h

)
(2.29)

où h est un paramètre appelé largeur de fenêtre (les terminologies “largeur de bande” et “para-

mètre de lissage” sont également fréquemment employées) et K est la fonction noyau de support

R, classiquement symétrique, telle que :

{
∀x ∈ R, K (x) ≥ 0
∫
K (x) dx = 1

(2.30)

Du choix de la fonction noyau et de la valeur de h, celui du paramètre de lissage est considéré

comme le plus critique. En particulier, une valeur trop faible conduit à une somme de fonctions

de Dirac, tandis qu’une largeur de bande trop grande lisse les détails de la distribution (en

particulier, une éventuelle bimodalité, par exemple). Il existe plusieurs expressions “optimales”

(e.g. au sens de la minimisation d’une erreur quadratique intégrale moyenne ; on pourra se
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référer à [Silverman, 1986] pour une étude détaillée), selon l’allure générale de la densité de

probabilité estimée. Lorsque celle-ci est proche d’une densité Gaussienne, la forme suivante peut

être retenue :

h = 1.06 σ̂ N−1/5 (2.31)

où σ̂2 est l’estimateur de la variance de l’échantillon. Une forme plus générale, valable pour des

densités unimodales ou modérément bimodales, a été proposée :

h = 0.9 min (σ̂, IQ/1.34) N
−1/5 (2.32)

où IQ désigne l’écart interquartile. La règle (2.32) sera appliquée dans le cadre de cette recherche.

En ce qui concerne le choix d’une fonction noyau, plusieurs choix sont possibles et quelques

exemples sont fournis ci-dessous (voir la figure (2.1)) :

– noyau d’Epanechnikov : K(x) = 3/4
(
1− 1/5 · x2

)
/
√
5 si |x| <

√
5, 0 sinon ;

– noyau bimodale : K(x) = 15/16
(
1− x2

)2
si |x| < 1, 0 sinon ;

– noyau Gaussien : K(x) = 1/
√
2π · exp

(
−1/2 · x2

)
;

– noyau rectangulaire : K(x) = 1/2 si |x| < 1, 0 sinon ;

– noyau triangulaire : K(x) = 1− |x| si |x| < 1, 0 sinon.
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Figure 2.1: Représentation graphique de différentes fonctions noyaux.

La stratégie d’identification que nous envisageons étant basée sur une recherche purement

aléatoire, celle-ci implique que le temps de calcul de la fonction de vraisemblance (et donc de
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l’évaluation des M × pexp valeurs des densités marginales) soit le plus faible possible. Lorsque le
nombre de tirages du germe est important, il est numériquement avantageux de considérer une

fonction noyau à support compact, afin de limiter le nombre d’évaluations de la fonction. On

notera toutefois que dans ce cas, le gain ainsi obtenu reste pénalisé par l’opération de tri des

réalisations simulées.

2.4 Conclusion

Un modèle probabiliste du champ aléatoire de fraction volumique mésoscopique a été présenté

[Guilleminot et al., 2008]. Celui-ci s’appuie sur deux représentations probabilistes classiques, à

savoir une représentation de Karhunen-Loève (R.K.L.) du champ aléatoire et sur une projection

sur les Chaos Polynômiaux Gaussiens du vecteur aléatoire introduit par la R.K.L..

La stratégie d’identification des paramètres du modèle (c’est-à-dire des coefficients du dévelop-

pement Chaos) à l’aide du Principe du Maximum de Vraisemblance est précisée. Il importe de

souligner que le problème d’optimisation ainsi formulé doit être résolu à l’aide d’une stratégie de

recherche purement aléatoire. Cette procédure d’identification requiert par ailleurs la connais-

sance d’un nombre suffisant de trajectoires expérimentales. Cette caractérisation expérimentale

constitue précisément l’objet du prochain chapitre.
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Afin de procéder à la caractérisation expérimentale du champ aléatoire, nous considérons

un matériau biphasé modèle, constitué d’une matrice thermoplastique renforcée par des fibres

longues et élaboré par un procédé d’injection, dans des conditions proches de celles rencontrées

en milieu industriel.

Dans un premier temps, nous nous attacherons à définir l’ensemble des données expérimentales.

Plus particulièrement, nous justifierons la considération de la mesure d’une vitesse de propaga-

tion d’ondes, plutôt qu’une caractérisation directe de l’élasticité mésoscopique aléatoire. Nous

introduirons alors la procédure d’analyse expérimentale par la méthode non destructive ultraso-

nore. La technique de mesure par réflexion sera notamment introduite. Après avoir briévement

décrit le dispositif expérimental, nous discuterons et démontrerons ensuite la qualité de la stra-

tégie de mesure au travers de l’analyse statistique du ratio des amplitudes des signaux utilisés

pour la détermination de la vitesse de propagation.

Nous illustrerons enfin les résultats obtenus au travers de deux réalisations expérimentales du

champ aléatoire de la vitesse de propagation des ondes longitudinales, ainsi que des champs

moyen et du coefficient de variation de la vitesse.

3.1 Description du matériau étudié

Le matériau considéré est constitué d’une matrice thermoplastique de type Polypropylène

(PP) renforcée par des fibres longues de verre E (de longueur moyenne 8 mm et de diamètre

12 µm). Ce type de matériau est mis en oeuvre par un procédé classique d’injection, dont

le principe est schématisé sur la figure (3.1) (voir par exemple [Binétruy, 2007]). Les renforts

fibreux se présentent sous la forme de granulés renforcés, intégrant les deux phases dans un

dosage préétabli. Les granulés sont dans un premier temps déposés dans un doseur (qui réalise

le dosage final en fonction de la consigne de fraction massique), puis extrudés par l’intermédiaire

d’une vis d’Archimède qui assure, outre l’homogénéité de la répartition des renforts dans le

moule, une fluidification suffisante de la matrice (par l’intermédiaire d’un système de chauffage

additionnel). La température du moule ainsi que la pression d’injection sont adaptées en fonction

des matières utilisées. Ce type de procédé est dédié à la production en grandes séries, pour des

secteurs d’application variés (industrie automobile, secteur de l’énergie, etc.).
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3.1. Description du matériau étudié

Figure 3.1: Schéma de principe du moulage de granulés par injection (d’après

[Berbain et Chevalier, 2007]).

Les propriétés des constituants sont reportées sur le tableau (3.1), où les propriétés de la

matrice ont été estimées à partir d’essais mécaniques (les données concernant les fibres sont

issues d’une base de données et correspondent à des valeurs usuelles).

Fibres (verre E) Matrice (PP)

E [GPa] 73 1.535

ν 0.21 0.41

ρ [kg·m−3] 2600 900

Table 3.1: Définition du matériau d’étude : propriétés de la matrice et du renfort fibreux.

On notera que les fibres sont quasi-rigides par rapport à la matrice. Un ensemble de 110

plaques a été injecté sur une presse DK (de type industriel), avec une vitesse d’injection de 35

mm·s−1 et une pression de 4.5 MPa (avec un refroidissement de 25 secondes dans le moule chauffé
à 50◦C) : ces 110 plaques sont considérées comme 110 réalisations expérimentales indépendantes

du milieu aléatoire. Afin de n’intégrer dans la modélisation que les fluctuations issues du procédé

en régime permanent, un lot de 30 plaques a été préalablement injecté.

La consigne de fraction massique en fibres est d’environ 24 %. On rappelle que le taux massique
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en fibres Mf est lié au taux volumique Vf par la relation

Vf =Mf
ρc

ρf

où ρc = Vfρf + (1− Vf )ρm, ρm et ρf étant respectivement la masse volumique de la matrice et

de la fibre. La consigne d’injection en en taux volumique vaut donc 10 %. Les plaques sont de

dimensions initiales (en sortie de moule) Lx = 400 mm, Ly = 150 mm et Lz = 3 mm. Le choix

de ces dimensions a été conditionné :

– par la taille du moule disponible, lui même défini en fonction des applications usuelles,

– par la longueur des fibres.

Etant donné les dimensions de la cuve utilisée pour la caractérisation expérimentale (voir la

section (3.3.2)), la dimension suivant la direction x a été réduite à Lx = 260 mm par une

découpe mécanique.

3.2 Définition de l’ensemble des données expérimentales

La modélisation probabiliste requiert la détermination d’un ensemble de données expérimen-

tales sur laquelle l’identification des paramètres du modèle puisse être réalisée. Il importe de

souligner que la pertinence de la mise en oeuvre du modèle probabiliste repose en partie sur

la capacité à obtenir des estimateurs statistiques convergés. L’idée ici est d’utiliser une mesure

indirecte des propriétés élastiques, au travers de la caractérisation de la vitesse de propagation

de certaines ondes dans le milieu. Un avantage d’une telle approche non destructive est qu’elle

permet notamment de réaliser d’autres caractérisations expérimentales sur le même lot d’échan-

tillons a posteriori.

Dans le cadre de notre application, les fluctuations statistiques des propriétés mécaniques élas-

tiques induites par le procédé d’élaboration sont dûes à la présence d’amas fibreux, dont la taille

est supposée constante et d’ordre de grandeur sensiblement supérieur à la taille des fibres. En

conséquence, les volumes mésoscopiques constituent, schématiquement, des zones plus ou moins

riches en fibres : localement, le matériau peut donc être considéré comme isotrope.

On montre d’autre part que de la propagation d’onde dans un solide élastique illimité fait

intervenir deux types d’ondes fondamentales [Royer et Dieulesaint, 1999] :

– les ondes “longitudinales”, pour lesquelles la polarisation (i.e. la direction de déplacement

des particules du solide) est colinéaire au vecteur d’onde (d’où le terme d’ondes de “com-

pression”, également employé) ;

– les ondes “transversales”, pour lesquelles la polarisation est orthogonale au vecteur d’onde

(on parle alors d’ondes de “cisaillement”).
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Pour un milieu de tenseur d’élasticité C, on montre que les vitesses de propagation et les polari-

sations des ondes planes se propageant suivant une direction n s’obtiennent par la détermination

des valeurs et vecteurs propres d’un tenseur Γ, appelé tenseur de Christoffel, dont les compo-

santes sont définies par :

Γil = Cijklnjnk (3.1)

Dans le cas d’un milieu isotrope, il vient :

Γil =
E

2 (1 + ν) (1− 2ν)
ninl +

E

2 (1 + ν)
δil (3.2)

où E et ν sont le module d’Young et le coefficient de Poisson du milieu, respectivement. La

résolution du problème aux valeurs propres, associé à l’Eq. (3.2), met en évidence deux solutions :

– une première correspondant à une onde transversale, se propageant à une vitesse Vt ;

– une seconde, correspondant à une onde longitudinale se propageant à une vitesse Vl.

En particulier, ces vitesses s’écrivent :

Vl =

√
E (1− ν)

ρ (1 + ν) (1− 2ν)
(3.3)

et

Vt =

√
E

2ρ (1 + ν)
(3.4)

où ρ désigne la masse volumique du solide 4. Classiquement, les Eqs. (3.3) et (3.4) sont utilisées

pour caractériser, à partir de mesures expérimentales des vitesses Vl et Vt, les propriétés élas-

tiques d’un milieu. Cependant, la mesure des vitesses d’ondes transverses requiert l’extraction

du volume mésoscopique considéré (dans le cas contraire, l’onde se propage dans la totalité de la

plaque et une mesure locale n’est de fait pas possible). L’objectif étant de favoriser une analyse

expérimentale automatisée, ces vitesses d’ondes transverses ne seront pas utilisées ici.

L’ensemble des données expérimentales est donc :

Sexp =
{
V exp

l (xi, θj) , i ∈ {1, ..., N} , j ∈ {1, ..., pexp}
}

(3.5)

La relation entre la vitesse de propagation d’une onde longitudinale et la fraction volumique en

renforts dans un domaine sera étudiée au chapitre 4.

3.3 Mesure des champs de vitesse longitudinale

3.3.1 Principe des mesures de vitesse de propagation par émission-réception

Nous considérons ici une technique de mesure dite par “pulse-écho”5, dans laquelle le palpeur

ultrasonore est utilisé à la fois pour l’émission et la réception des signaux (il s’agit de la méthode

4. D’un point de vue des unités, V , E et ρ sont respectivement exprimés en m·s−1, Pa et kg·m−3.

5. Le terme de “mesure en réflexion” est également utilisé.
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de caractérisation la plus fréquente).

On rappelle que le champ sonore produit par le transducteur ultrasonore est composé de deux

zones. La première est appelée champ proche : il s’agit d’une zone dans laquelle il existe de fortes

variations d’amplitude du signal et qui peut se révèler inadaptée à la prise de mesure. La seconde

zone, caractérisée par une divergence du faisceau, est appelée champ éloigné et constitue, lorsque

les conditions expérimentales le permettent, la zone pratique de caractérisation.

Afin d’automatiser la mesure, nous considérons un sondage en immersion (l’agent de couplage

étant l’eau) : cette technique d’acquisition est appelée C-Scan 6. Son principe est schématisé sur

la figure (3.2).

Figure 3.2: Principe d’une mesure de vitesse de propagation d’onde par réflexion en

immersion.

Un oscillogramme est constitué d’une série d’échos, chaque écho étant lui-même constitué

d’une suite d’arches négatives et positives. La schématisation d’un oscillogramme obtenu par

cette méthode est représentée sur la figure (3.3), où les échos Ee et Ef correspondent respective-

ment au premier écho d’entrée et de fond.

6. Ce type d’analyse multidimensionnelle et automatisée est une technique de contrôle industrielle usuelle,

utilisée par exemple pour la détection de défauts après l’élaboration d’une pièce.
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Figure 3.3: Schématisation d’un oscillogramme obtenu dans le cas d’une mesure par

pulse-écho.

Dans le cas présent, nous appelons écho d’entrée l’écho correspondant au premier écho de

réflexion sur la face de l’échantillon, et non à l’écho d’émission. En écrivant les expressions des

temps de parcours (i) palpeur-interface (écho Ee) (ii) palpeur-fond d’échantillon (écho Ef), on

obtient :

(i)

t1 =
2d

Veau

(ii)

t2 =
2d

Veau
+

2e

Véchantillon

où d est l’épaisseur d’eau située entre le palpeur et l’échantillon, e est l’épaisseur de la pièce,

Veau et Véchantillon sont les vitesses de propagation de l’onde dans l’eau et dans l’échantillon

respectivement. La différence de temps ∆t entre ces deux trajets s’écrit donc :

∆t = t2 − t1 =
2e

Véchantillon
(3.6)

La relation (3.6) permet, à partir de la mesure de la différence des temps de vol ∆t et lorsque

l’épaisseur de la pièce est connue a priori, de déterminer la vitesse de propagation des ondes

dans le milieu considéré :

Véchantillon =
2e

∆t
(3.7)
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La problématique expérimentale est donc ramenée à la détermination du paramètre ∆t, appelé

différence des temps de vol, pour laquelle plusieurs techniques sont disponibles.

Remarque : afin de permettre une identification précise des échos, il est nécessaire d’adapter

l’épaisseur d’eau d à l’épaisseur de la pièce e, selon la relation :

d > e

(
Veau

Véchantillon

)
(3.8)

En utilisant les propriétés du tableau (3.1), on obtient les vitesses de propagation des ondes dans

les matériaux constituants :

VVerre = 5621.9 m · s−1

VPP = 1991.2 m · s−1

La vitesse de propagation dans l’échantillon étant nécessairement bornée par les deux vitesses

VVerre et VPP, on obtient donc la condition (avec Veau = 1500 m · s−1) :

d > 2.26 mm

Le choix de la stratégie de détermination de ∆t est basé sur celui d’une méthode d’analyse

des signaux permettant d’assurer à la fois la précision et le caractère reproductif des mesures.

Plusieurs méthodes sont fournies dans la littérature, selon le domaine d’analyse retenu (voir par

exemple [Chaki, 2003]). On retiendra notamment :

– l’analyse temporelle,

– l’analyse fréquentielle,

– l’analyse temps-fréquence.

De façon pratique, le choix de la méthode d’analyse est guidé par la nature des signaux à traiter

et par les caractéristiques du milieu propagatif (atténuation, dispersion), chacune des techniques

citées possédant un cadre d’application relativement bien identifié. L’analyse fréquentielle (dont

la méthode par intercorrélation [Max, 1972], fréquemment utilisée) est dédiée à l’étude de si-

gnaux dont la forme et l’amplitude varient de façon significative (distorsion). Lorsque le signal

n’est pas stationnaire, une analyse temps-fréquence peut être conduite, permettant notamment

de caractériser l’évolution temporelle du contenu fréquentiel. Enfin, une analyse temporelle peut

être mise en oeuvre lorsque les signaux ne présentent pas de distorsion particulière. Cette situa-

tion correspondant à notre cas d’étude, son principe est introduit ci-dessous.

Le principe de base d’une analyse temporelle, représenté sur la figure (3.4), repose sur l’étude

d’un point particulier d’une arche de l’écho (ce point étant défini par une valeur seuil d’ampli-

tude) . Un écho étant constitué d’arches négatives et positives, la valeur 0 est souvent retenue

(la position du 0 peut par ailleurs être définie par rapport à une autre valeur seuil) : on parle

alors d’analyse par passage à zéro.
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Figure 3.4: Détermination de la différence des temps de vol ∆t à l’aide d’une méthode

d’analyse temporelle par passage à zéro.

3.3.2 Dispositif expérimental

Les plaques injectées nécessitant d’être lestées au fond de la cuve, un cadre rigide en acier a

été conçu et usiné. Il est composé de troix parties en acier soudées à angle droit et reposant sur

deux structures triangulaires qui assurent l’appui du cadre. Afin de pouvoir insérer facilement

chaque plaque, trois rails en NoFix sont intégrés sur les parties latérales et de fond de pièce. Ce

dispositif permet, outre le lestage et le positionnement reproductible de la plaque, la rectification

éventuelle d’un gauchissement 7. Différentes vues du cadre en phase de conception sont proposées

sur la figure (3.5), tandis qu’une photographie du dispositif final est présentée sur la figure (3.6).

Le système de caractérisation expérimentale est composé :

– d’une cuve en plexiglas remplie d’eau, dans laquelle la plaque fichée dans le cadre est

déposée ;

– d’un système tri-axe de tables de déplacement robotisées Microcontrole (courses dans les

directions x et y : 200 mm ; précision : 1 µm) ;

– d’un traducteur piézoélectrique plan (fréquence : 5 MHz ; diamètre de la pastille : 14 mm) ;

– d’une carte Ultrasons IPR-AD-1210 (génératrice-réceptrice) ;

7. Un gauchissement de la plaque est en pratique souvent observé lorsque la fraction volumique en renfort

est trop faible pour que l’élasticité des fibres compense le retrait de la matrice. Dans le cas présent, aucun

gauchissement n’a été mis en évidence.
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Cadre rigidifiant en acier NoFix

Figure 3.5: Vues 3D du cadre rigide (phase de conception). Haut : vue du dispositif, Bas : vue

du dispositif avec plaque insérée.

– du logiciel de contrôle et d’analyse EPA UTWIN.

Il convient de remarquer que l’échelle mésoscopique est alors définie par une longueur carac-

téristique égale à la taille du domaine caractérisé par ultrasons, soit L = 14 mm. Afin d’assurer

la précision et le caractère reproductif du placement des plaques, quatre appuis cylindriques en

plexigas ont été insérés. Le dispositif expérimental est représenté sur les figures (3.7) et (3.8).
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Figure 3.6: Photographie du cadre rigide utilisé pour le placement des plaques injectées.

Figure 3.7: Schématisation du dispositif expérimental : positionnement du cadre et définition

des points de mesure.
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Figure 3.8: Photographie du dispositif expérimental : table de déplacement et palpeur

ultrasonore.

Par ailleurs, on montre que la taille de la zone du champ proche tZCP peut être estimée selon

la relation :

tZCP =
D2

4λ

où D et λ sont respectivement la taille de la pastille du palpeur et la longueur d’onde dans le

matériau. Dans l’eau et pour le transducteur considéré, on obtient une taille de champ proche

de l’ordre de 163 mm, qui dépasse la hauteur d’eau permise dans la cuve. Dans le cas présent,

nous avons donc dû travailler dans la zone de champ proche, en prenant soin de déterminer la

distance d (cf. figure (3.2) et Eq. (3.8)) de telle façon que (i) la forme des échos d’entrée et

de fond soit suffisamment régulière pour qu’une analyse temporelle par passage à zéro puisse

être conduite (ii) les amplitudes Ae et Af (cf. figure (3.3)) soient maximisées. Soulignons que

la meilleure stratégie permettant de satisfaire à cette dernière condition consiste à assigner

deux gains différents, un pour chaque écho (le second écho de fond étant naturellement de plus

faible amplitude) : ce choix d’adaptation a donc été retenu dans le cas de notre application. On

retiendra finalement :

dexp = 15 mm > 2.26 mm (3.9)

Notons que si le fait de travailler dans le champ proche ne permet vraisemblablement pas de

déterminer une vitesse absolue, il permet néanmoins d’obtenir des mesures relatives 8 suffisantes

pour raisonner sur les fluctuations de propriétés.

8. Au fur et à mesure que l’échantillon s’éloigne du champ proche, la vitesse relative tend naturellement vers

la vitesse absolue.
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En tenant compte des capacités de déplacement du palpeur, 84 points de mesure (sans

recouvrement) ont été échantillonnés sur chaque plaque :

– 12 dans la direction x (i.e., celle de l’écoulement lors de l’injection),

– 7 dans la direction transverse.

La durée de caractérisation d’une plaque est de trois minutes environ : cette durée permet de

réaliser l’ensemble des mesures sur une période relativement courte de deux jours, afin de limiter

l’influence de l’environnement (et notamment de la température, qui influe sur les mesures par

ultrasons). La température de l’eau dans la cuve au premier et second jour a été constante

et respectivement de 19.9◦C et 19.8◦C : dans ces conditions, l’influence des fluctuations de

température est considérée comme négligeable.

3.3.3 Qualité de l’acquisition

Nous avons vu précédemment que la qualité de l’acquisition en analyse temporelle dépend de

la forme des signaux traités et en particulier, de l’amplitude de l’écho de fond. Celui-ci peut en

effet subir une atténuation importante, dûe aux propriétés du matériau (hétérophasé, dispersif)

ainsi qu’au fait que les plaques ne sont pas parfaitement planes (cette propriété est caractéristique

des plaques injectées renforcées de fibres longues, pour lesquelles le renfort fibreux peut affleurer

à la surface de la pièce).

Une méthode pour caractériser l’acquisition consiste donc en l’étude des champs d’amplitude de

l’écho de fond, au travers de plusieurs grandeurs :

– le champ d’amplitude moyen : il traduit la qualité globale de la caractérisation ;

– le champ d’amplitude minimal : il met en évidence la présence éventuelle de mesures peu

fiables ;

– le champ des coefficients de variation de l’amplitude : celui-ci est caractéristique de la

distorsion du signal. En effet, un coefficient de variation élevé en un point traduit une

variation importante de l’amplitude et vraisemblablement, de la forme de l’écho.

En pratique, la mesure d’amplitude est exprimée en fonction de l’amplitude du signal de référence

avec lequel la différence des temps de vol doit être estimée, au travers de la grandeur ǫA définie

par :

ǫA =
Af

Ae
(3.10)

où Af et Ae sont les amplitudes maximales respectivement des échos de fond et d’entrée, telles

qu’introduites sur la figure (3.3). Les deux premières réalisations expérimentales du champ du

ratio d’amplitude x→ ǫA (x) sont représentées sur les figures (3.9) et (3.10).

49



Chapitre 3. Analyse expérimentale

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

1
2

3
4

5
6

7

0

20

40

60

80

100

XY

ε
A
 
(
X
,

θ
1
)
 
[
%
]

Figure 3.9: Représentation de la réalisation expérimentale x→ ǫA (x, θ1).
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Figure 3.10: Représentation de la réalisation expérimentale x→ ǫA (x, θ2).

On constate que le ratio d’amplitude est, dans le cas de ces deux premières réalisations

expérimentales, hétérogène et de valeur élevée. Les figures (3.11), (3.12) et (3.13) représentent

respectivement les champs minimal, moyen et des coefficients de variation du ratio en amplitude.
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Figure 3.11: Représentation du champ x→ min {ǫA (x)} du ratio d’amplitude minimal.
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Figure 3.12: Représentation du champ moyen x→ E {ǫA (x)} du ratio d’amplitude.
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Figure 3.13: Représentation du champ x→ CV {ǫA (x)} des coefficients de variation du ratio
d’amplitude (en %).

On observe tout d’abord sur la figure (3.11) que les valeurs minimales sont situées au-dessus

de 25 % (avec une valeur moyenne de 45 %) : ce seuil, bien que faible, permet l’identification

de l’arche principale et ainsi une mesure fiable de la différence des temps de vol. On peut donc

conclure que l’ensemble des mesures peut être utilisé dans l’identification des trajectoires expé-

rimentales du champ aléatoire.

On constate par ailleurs sur la figure (3.12) que les ratios moyens sont remarquablement élevés

(avec une valeur moyenne globale supérieure à 90 %). Ce résultat valide la stratégie d’analyse

du signal (choix des échos, etc.).

Enfin, on remarque sur la figure (3.13) une hétérogénéité relativement forte du champ de coeffi-

cient de variation : celle-ci traduit le caractère non plan de la surface des échantillons et souligne

à nouveau la nécessité d’adopter un gain variable selon l’écho considéré.

Remarque :

La technique de mesure des vitesses de propagation nécessite la connaissance a priori de l’épais-

seur de l’échantillon. Pour notre recherche, celle-ci est considérée comme uniforme et constante

d’une plaque à l’autre. En pratique, il convient de noter que des écarts de l’ordre de 10−2 mm

(sur une valeur moyenne de 3 mm) ont été observés.
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3.3. Mesure des champs de vitesse longitudinale

3.3.4 Résultats : trajectoires expérimentales et propriétés statistiques

Les deux premières réalisations x → V exp
l (x, θ1) et x → V exp

l (x, θ2) du champ aléatoire de

vitesse de propagation des ondes longitudinales sont représentées sur les figures (3.14) et (3.15).
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Figure 3.14: Représentation de la réalisation expérimentale x→ V exp
l (x, θ1).
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Figure 3.15: Représentation de la réalisation expérimentale x→ V exp
l (x, θ2).

53



Chapitre 3. Analyse expérimentale

Les figures (3.14) et (3.15) mettent en évidence les fluctuations spatiales et statistiques du

champ de la vitesse de propagation. Les champs respectivement moyen x→ E
{
V exp

l (x)
}
et des

coefficients de variation x→ CV
{
V exp

l (x)
}
sont illustrés sur les figures (3.16) et (3.17).
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Figure 3.16: Représentation du champ x→ E
{
V exp

l (x)
}
.
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Figure 3.17: Représentation du champ x→ CV
{
V exp

l (x)
}
.

On constate sur la figure (3.16) l’uniformité du champ moyen, tandis que les fluctuations
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statistiques semblent faibles, avec un coefficient de variation maximal de 5 % environ (voir la

figure (3.17)). Il est intéressant de noter que les réalisations expérimentales ne présentent aucun

effet de bord, ce qui confirme que le domaine testé expérimentalement est situé suffisamment

loin des bords de la plaque (voir la figure (3.7)).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une caractérisation expérimentale du champ aléatoire de vitesse de propa-

gation des ondes longitudinales a été menée. Comme nous l’avons vu, cette mesure de vitesse

permet la détermination, de façon indirecte, des propriétés élastiques du milieu, supposé locale-

ment isotrope.

L’analyse a nécessité dans un premier temps le développement d’un dispositif expérimental,

garantissant d’une part la rectification d’un éventuel gauchissement des échantillons et d’autre

part, leur placement reproductif. Il est par ailleurs important de souligner que l’analyse a été

conduite (i) sur un nombre suffisamment important de réalisations pour que les estimateurs

statistiques que nous utiliserons par la suite soient raisonnablement supposés convergés (ii) sur

un domaine étendu par rapport à la longueur moyenne des fibres. La qualité d’une mesure par

ultrasons étant en général fortement dépendante des conditions dans lesquelles la caractérisa-

tion est effectuée (température, planéité de la surface des échantillons), nous avons été amenés

à caractériser et démontrer la qualité de la stratégie expérimentale, au travers d’une analyse

statistique du champ du ratio d’amplitude. Il est constaté que les réalisations expérimentales

du champ de vitesse présentent un niveau moyen uniforme et des fluctuations statistiques rela-

tivement faibles, tandis qu’aucun effet de bord (qui aurait pu être généré par la présence trop

proche des parois du moule, par exemple) n’est observé.

Sur la base de ces résultats, une identification des paramètres du modèle peut être conduite.

Cette dernière, de même que la mise en oeuvre du modèle, sont exposées au chapitre 4.
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Identification et mise en oeuvre du

modèle probabiliste de la fraction
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Chapitre 4. Identification et mise en oeuvre du modèle probabiliste de la fraction volumique

Ce chapitre est dédié à la mise en oeuvre et à l’identification, à partir des résultats expé-

rimentaux obtenus au chapitre 3, du modèle probabiliste de la fraction volumique à l’échelle

mésoscopique, introduit au chapitre 2 (section (2.1)).

Dans un premier temps, nous exposerons le schéma d’homogénéisation permettant de construire

la relation liant la vitesse de propagation d’une onde longitudinale et la fraction volumique à

l’intérieur d’un échantillon : cette relation sera mise à profit afin de déterminer les trajectoires

expérimentales du champ aléatoire de fraction volumique mésoscopique.

Nous étudierons alors les propriétés probabilistes du champ aléatoire ainsi obtenu (stationnarité,

ergodicité, etc.) et procéderons à sa réduction statistique. Les résultats concernant l’identifica-

tion des coefficients de la projection Chaos seront ensuite présentés : une comparaison entre les

densités de probabilité marginales expérimentales et simulées sera proposée.

Forts de cette représentation, nous estimerons les longueurs de corrélation du champ aléatoire

mésoscopique.

4.1 Formulation du problème inverse

Nous avons vu à la section (3.2) que lorsque la microstructure d’un milieu élastique est

connue, il est possible de lier la vitesse de propagation des ondes longitudinales se propageant

dans le solide aux composantes du tenseur d’élasticité du milieu (cf. Eq. (3.3)). Soit A la fonction

(E, ν, ρ)→ Vl = A ((E, ν, ρ)), de R+×]− 1,−1
2 [×R+ sur R+, ainsi définie dans le cas isotrope.

Par ailleurs, l’information microstructurale permet d’établir, par une procédure d’homogénéisa-

tion, une relation entre la fraction volumique en renforts f à l’intérieur du domaine considéré et

les propriétés élastiques du milieu. On notera M la fonction f → (E, ν, ρ) = M(f) définie de

[0, 1] sur R+×]− 1,−1
2 [×R+, formalisant cette transformation (toujours dans le cas isotrope).

La fonction f → Vl = Λ(f), avec Λ = A ◦M, définie de [0, 1] sur le sous-ensemble SΛ ⊂ R+

d’intérêt, établit et constitue le problème mécanique direct, schématisé à la figure (4.1) : elle

permet l’estimation, pour une microstructure donnée, d’une vitesse de propagation des ondes

longitudinales à partir de l’information de fraction volumique.

La fonction f → Vl = Λ(f) admet une fonction réciproque Vl → f = Λ−1(Vl), définie de

SΛ dans [0, 1] : le problème inverse consiste donc en la détermination de cette fonction Λ−1.

Celle-ci est accomplie par une résolution directe de l’équation algébrique (voir la section (4.2)).

Il est important de noter que le modèle mécanique assure d’une part l’existence et l’unicité de

la solution du problème inverse, et d’autre part la cohérence physique de la solution.
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4.2. Détermination des réalisations expérimentales du champ de fraction volumique mésoscopique

Figure 4.1: Formulation du problème direct : détermination de la vitesse de propagation des

ondes longitudinales à partir de la fraction volumique.

La méthodologie globale est résumée ci-dessous :

- Etape 1 : mesure des réalisations expérimentales du champ aléatoire x→ V exp
l (x) ;

- Etape 2 : construction du modèle probabiliste associé au champ aléatoire x→ f (x) ;

- Etape 3 : détermination des réalisations expérimentales du champ aléatoire de fraction

volumique mésoscopique, noté x→ f exp (x) (voir section (2.1)), selon

f exp (x) = Λ−1
(
V exp

l (x)
)

- Etape 4 : étude du champ aléatoire du tenseur d’élasticité x→ C (x), dont les réalisations

simulées sont calculées par la relation :

C (x) =M (f (x))

4.2 Détermination des réalisations expérimentales du champ de

fraction volumique mésoscopique

L’objectif est ici de déterminer la fonction V exp
l (x) → f exp (x) = Λ−1

(
V exp

l (x)
)
, définie de

SΛ ⊂ R+ dans [0, 1] pour tout x de Ω.

Le milieu auquel nous nous intéressons est constitué d’une matrice élastique dans laquelle sont

plongées Nf familles de fibres, chacune d’elles étant définie par une normale n (voir figure (4.2)).
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Figure 4.2: Schématisation de la matrice polymère renforcée par des fibres longues.

L’hypothèse retenue d’isotropie locale implique que pour un mésovolume donné, les normales

{nr}Nf

r=1 sont orientées aléatoirement, c’est-à-dire balayent la surface de la sphère unité.

Nous formulons 2 hypothèses :

– Hypothèse 1 : les modules déterminés par la méthode ultrasonore, qualifiés de modules

dynamiques, sont équivalents aux modules statiques classiques ;

– Hypothèse 2 : le problème micromécanique peut être résolu par une approche en champs

moyens.

La première hypothèse permet de formuler le problème mécanique direct (voir section (4.1)),

tandis que la seconde implique l’unicité de la solution mésoscopique et autorise une résolution

algébrique directe du problème inverse. Il est intéressant de noter que cette dernière hypothèse

est licite, dans la mesure où les réalisations du tenseur d’élasticité sont calculées en utilisant

la fonction inverse de la transformation mécanique retenue. En d’autres termes, l’utilisation

d’un autre modèle mécanique conduirait a priori à d’autres réalisations expérimentales pour la

fraction volumique, mais à des réalisations identiques pour le tenseur d’élasticité.

4.2.1 Schéma d’homogénéisation pour l’élasticité mésoscopique

Le choix d’un schéma micromécanique est guidé, entre autres, par la nature de la micro-

structure du milieu ainsi que par le taux volumique en renforts. Dans notre cas, la morphologie

“matrice-inclusions” du milieu, ainsi que la valeur de la fraction volumique attendue (on rappelle
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4.2. Détermination des réalisations expérimentales du champ de fraction volumique mésoscopique

que la consigne en fraction volumique lors de l’injection a été fixée à 10 %), justifient l’emploi

du schéma de Mori-Tanaka. D’un point de vue micromécanique, cela revient à considérer la ma-

trice comme étant le milieu de référence, soumis à sa propre déformation [Mori et Tanaka, 1973]

[Benveniste, 1987] [Bornert et al., 2001]. Notons que :

– pour une microstructure plus particulière, le schéma de Ponte Castañeda et Willis per-

mettrait d’améliorer la prédiction micromécanique en introduisant une distinction entre la

forme géométrique des renforts et leur distribution spatiale [Ponte Castañeda et Willis, 1995] ;

– les différents schémas d’homogénéisation classiques convergent pour de faibles valeurs de

fraction volumique, si bien que dans le cadre de notre application, le choix d’un schéma

particulier semble moins critique.

Pour l’estimation de Mori-Tanaka, le tenseur des rigidités Chom s’écrit :

Chom
MT = C(0) +

Nf∑

r=1

f (r)
[(

C(r) − C(0)
)−1

+ P
(r)
i

]−1



Nf∑

s=0

f (s)A
(s)
i



−1

(4.1)

où pour la phase s, le tenseur A
(s)
i est défini par :

A
(s)
i =

[
I+ P

(s)
i

(
C(s) − C(0)

)]−1
(4.2)

avec :

– C(0) le tenseur d’élasticité du milieu de référence, en l’occurrence ici de la matrice ;

– f (r) et C(r) respectivement la fraction volumique et le tenseur d’élasticité de la phase r ;

– P
(r)
i est le tenseur de Hill de l’inclusion r, lié au tenseur d’Eshelby de l’inclusion Sr

ESH par

la relation P
(r)
i = Sr

ESH :
(
C0

)−1
[Mura, 1987] ;

– I est le tenseur identité symétrique d’ordre quatre, tel que Iijkl =
1
2 (δikδjl + δilδjk), où δij

est le symbole de Kronecker.

Une phase r correspondant à la famille de fibres définie par la normale nr, on a donc :

∀k ∈ [1, Nf ] , C(k) = C(f) (4.3)

où C(f) est le tenseur d’élasticité de la fibre.

En raison de la distribution continue en orientation supposée pour les fibres, l’évaluation de l’Eq.

(4.1) requiert une intégration sur toutes les orientations de l’espace. Ceci est facilité par la consi-

dération de la base de Walpole [Walpole, 1981] (voir également [Kunin, 1981]), spécifiquement

dédiée aux milieux isotropes transverses et présentée en annexe D.

Ce procédé fournit l’estimation de Mori-Tanaka du tenseur d’élasticité effectif Chom
MT et donc, des

propriétés effectives Ehom
MT et νhomMT (dont les expressions ne seront pas reportées ici, étant donné

leur complexité). Enfin, la densité du composite est obtenue par l’estimation suivante :

ρhom = fρf + (1− f)ρ0 (4.4)

où ρ0 et ρf sont les densités de la matrice et des fibres, respectivement.
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Chapitre 4. Identification et mise en oeuvre du modèle probabiliste de la fraction volumique

4.2.2 Détermination des réalisations expérimentales du champ de fraction

volumique mésoscopique

En substituant les prédictions micromécaniques dans l’Eq. (3.3), on obtient finalement la

fonction Λ : f −→ Vl = Λ(f), de [0, 1] dans SΛ = [VPP, VVerre].

L’inversion numérique de cette fonction est aisément conduite à l’aide d’outils de calcul formel,

en l’occurrence ici du logiciel commercial Maple. Le graphique de la fonction Vl → f = Λ−1 (Vl)

est représenté sur la figure (4.3), où l’on a également reporté l’estimation diluée d’Eshelby (dont

on rappelle qu’elle néglige les intéractions entre les phases).
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Figure 4.3: Représentation de la fonction Vl → f = Λ−1 (Vl) pour les schémas dilué et

Mori-Tanaka.

On constate que l’estimation diluée diverge nettement de la solution Mori-Tanaka lorsque la

vitesse est supérieure à 2500 m·s−1 (ou de façon équivalente, lorsque la fraction volumique est
supérieure à environ 10 %) et semble surestimer la fraction volumique. Il s’agit d’un résultat mi-

cromécanique tout à fait attendu qui traduit la plage d’application réduite du schéma d’Eshelby

(valable uniquement pour un faible taux de renforcement).

C’est en pratique le schéma de Mori-Tanaka qui a donc été mis en oeuvre pour le reste de notre

étude, afin d’estimer les trajectoires expérimentales du champ aléatoire x→ f (x).
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4.2. Détermination des réalisations expérimentales du champ de fraction volumique mésoscopique

4.2.3 Trajectoires et densités marginales expérimentales

La première trajectoire expérimentale est représentée sur la figure (4.4), sur laquelle on

visualise clairement les fluctuations de la fraction volumique mésoscopique. L’étude de la fonction

moyenne ainsi que d’autres propriétés sera abordée dans les sections suivantes.
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Figure 4.4: Représentation de la réalisation expérimentale x→ f exp (x, θ1) du champ aléatoire

de fraction volumique.

La représentation graphique des densités de probabilité expérimentales des variables aléa-

toires f exp(x1), f
exp(x2), f

exp(x3) et f
exp(x4) est reportée sur les figures (4.5), (4.6), (4.7) et

(4.8).
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Figure 4.5: Représentation de la densité de probabilité expérimentale de la variable aléatoire

f exp(x1).
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Figure 4.6: Représentation de la densité de probabilité expérimentale de la variable aléatoire

f exp(x2).

64
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Figure 4.7: Représentation de la densité de probabilité expérimentale de la variable aléatoire

f exp(x3).
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Figure 4.8: Représentation de la densité de probabilité expérimentale de la variable aléatoire

f exp(x4).
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Il est intéressant de remarquer que pour une très grande majorité de points de mesure, les

densités marginales expérimentales présentent une légère bimodalité. Un premier pic de distri-

bution est en effet observé pour des valeurs de fraction volumique très faibles et ne concerne

qu’un faible pourcentage de la population (en général moins de 5 %). Cette caractéristique peut

être expliquée par la sensibilité de la mesure expérimentale par ultrasons au caractère légère-

ment non-plan de la surface des échantillons. Lorsque la direction de l’onde réfléchie n’est pas

collinéaire à la direction de l’onde émise initialement, la différence des temps de vol augmente

significativement. En raison de l’hypothèse d’épaisseur uniforme et constante, ce phénomène

conduit à une diminution de la vitesse calculée, et donc à une diminution de la fraction volu-

mique.

Le champ x → CV {f exp (x)} /CV
{
V exp

l (x)
}
du ratio des coefficients de variation de la

fraction volumique et de la vitesse est représenté sur la figure (4.9).
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Figure 4.9: Représentation du champ du ratio entre les coefficients de variation de la fraction

volumique et de la vitesse de propagation.

L’analyse de la figure (4.9) montre que la transformation induite par la résolution du pro-

blème inverse amplifie le niveau de fluctuation statistique (l’amplification étant pratiquement

constante, de moyenne 5.3 et de coefficient de variation 0.8 %). Il est difficile de déterminer

avec certitude la cause de cette amplification. Clairement, l’hypothèse d’isotropie locale pourrait

induire une erreur de modèle : toutefois, on notera qu’un modèle plus complet (en introduisant

par exemple des vitesses de propagation d’ondes transverses) introduirait également des sources
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4.3. Etude du champ aléatoire de fraction volumique

de fluctuations.

4.3 Etude du champ aléatoire de fraction volumique

4.3.1 Stationnarité

La considération d’un champ aléatoire stationnaire en moyenne d’ordre deux (m.o.d.) est

en général postulée sur la base de justifications physiques (absence d’effets de bord, etc.). En

pratique, il s’avère en effet délicat de tester une telle propriété. Nous supposerons dans ce qui

suit que le champ aléatoire x → f (x) peut être considéré comme la restriction d’un champ

aléatoire stationnaire en m.o.d., indexé sur R2, au domaine Ω. On rappelle que cette propriété

implique (i) que la fonction moyenne est indépendante de x, f(x) = f ; (ii) que la corrélation

entre deux points de l’espace ne dépend que de la distance entre ces deux points. La valeur

moyenne expérimentale f̂
exp

est obtenue par l’estimateur usuel :

f̂
exp

=< f exp(x) >≈ 1

Ncollocνexp

Ncolloc∑

i=1

νexp∑

j=1

f exp (xi, θj) (4.5)

où Ncolloc = 84 et νexp = 110 sont respectivement le nombre de points d’échantillonnage et

le nombre de réalisations expérimentales. La convergence de l’estimateur f̂
exp

est représentée

graphiquement sur la figure (4.10), en fonction du nombre de réalisations (compris entre 1 et

Ncolloc × νexp = 9240).
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Figure 4.10: Convergence de l’estimateur f̂
exp

en fonction du nombre de réalisations.
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On obtient :

f̂
exp

= 0.0936 (4.6)

En introduisant l’erreur relative

∣∣∣
(
f consigne − f̂ exp

)
/f consigne

∣∣∣ = 0.064

(où f consigne est la fraction volumique consigne lors de l’élaboration), on constate donc que la

fraction volumique moyenne identifiée expérimentalement est proche de la consigne d’injection.

L’impact de l’hypothèse d’homogénéité peut être illustrée dans le cas de la fonction moyenne,

en considérant la fonction x→ ǫSmod(x), définie de Ω ⊂ R2 dans R par :

ǫSmod(x) = 1−
f exp(x)

f
(4.7)

et dont le graphique est représenté sur la figure (4.11).
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Figure 4.11: Représentation de la fonction x→ ǫSmod(x).

On constate que les valeurs prises par la fonction x → ǫSmod(x) restent de faible amplitude

(valeur absolue maximale : ≈ 10 %). Du point de vue de l’estimation de la fonction moyenne,

l’erreur résultant de l’approximation reste donc faible.

4.3.2 Ergodicité en moyenne

Ayant considéré le champ aléatoire comme la restriction d’un champ aléatoire stationnaire

en m.o.d., il est possible d’introduire et de tester une hypothèse d’ergodicité en moyenne. En
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4.3. Etude du champ aléatoire de fraction volumique

pratique, cette hypothèse peut être testée en comparant la valeur de la moyenne statistique,

fournie par l’estimateur (4.5), avec l’estimateur de moyenne spatiale calculé pour une réalisation

θk :

f̂ exp<>k
=

1

|Ω|

∫

Ω
f exp(x, θk)dx ≈

1

Ncolloc

Ncolloc∑

i=1

f exp(xi, θk) (4.8)

Théoriquement, la propriété d’ergodicité en moyenne ne peut être testée que si, pour Ω = Ωx×Ωy,

|Ωx| → +∞ et |Ωy| → +∞. En pratique, le domaine Ω est borné et la convergence de l’estimateur

(4.8) doit être étudiée. Le graphique de convergence de la fonction

NMS →
1

NMS

NMS∑

i=1

f exp(xi, θ)

définie pour NMS ∈ {1, ..., 84} dans R est représenté sur la figure (4.12), pour les réalisations

expérimentales θ1, θ2 et θ3 .
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Figure 4.12: Convergence des estimations de la moyenne spatiale en fonction du nombre de

points expérimentaux NMS et pour les 3 premières réalisations expérimentales.

On constate que la taille du domaine Ω caractérisé expérimentalement est trop petite pour

que l’estimateur (4.8) soit convergé. La valeur de celui-ci pour l’ensemble des réalisations expéri-

mentales θ1, . . . , θ110 est reportée sur la figure (4.13), sur laquelle nous avons également représenté

la moyenne statistique. On conclut donc au fait que l’hypothèse d’ergodicité en moyenne n’est

pas vérifiée dans le cas présent.
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Figure 4.13: Comparaison de la moyenne statistique et de la moyenne spatiale estimée pour

chaque réalisation expérimentale.

4.4 Réduction statistique

On se propose à présent de procéder à la réduction statistique du champ aléatoire par l’in-

termédiaire d’un développement de Karhunen-Loève, tel que décrit à la section (2.2).

Pour ce faire, on rappelle qu’il est nécessaire d’étudier la convergence de la fonction p 7−→
ǫConv-KL(p), définie par l’Eq. (2.9). Cette étude nécessite dans un premier temps la détermination

des valeurs propres de la matrice de covariance, de dimensions 84 × 84. Celle-ci calculée par

l’estimateur usuel non biaisé :

[̂Cf ]ij =
1

1− νexp
νexp∑

k=1

(
f exp (xi, θk)− f̂

exp
)(

f exp (xj , θk)− f̂
exp

)
(4.9)

pour tout couple (i, j) ∈ {1, ..., 84}2.
La représentation graphique de l’estimation de la matrice des coefficients de corrélation est

fournie sur la figure (4.14), mettant en évidence une décorrélation rapide du champ.

Le graphique de la première fonction propre x→ ψ1(x) est reporté sur la figure (4.15).
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Figure 4.14: Représentation graphique de l’estimation de la matrice des coefficients de

corrélation.
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Figure 4.15: Représentation graphique de la première fonction propre x→ ψ1(x).
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Dans notre application, l’ordre optimal de développement M réduction est choisi tel que (ce seuil

étant fixé en fonction de la finalité de l’analyse) :

ǫConv-KL(M réduction) ≤ 0.1 (4.10)

Le graphique de la fonction p→ ǫConv-KL(p) est reporté sur la figure (4.16).
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Figure 4.16: Analyse de convergence pour la détermination de l’ordre de la représentation de

Karhunen-Loève : graphique de la fonction p→ ǫConv-KL(p).

D’après la figure (4.16), nous pouvons retenir :

M réduction = 41

En notant f = f̂
exp
, il vient finalement :

f41 (x) ≈ f +

41∑

α=1

√
λαηαψα (x) (4.11)

Sur la base de cette représentation, on peut à présent projeter le vecteur aléatoire η sur les Chaos

Polynômiaux, comme détaillé à la section (2.3.2).

4.5 Identification des coefficients Chaos

Suite à la réduction statistique qui précède, le vecteur aléatoire η est donc à valeurs dans R41.

On rappelle que la condition sur l’ordre de la représentation q et sur la longueur m du germe,
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4.5. Identification des coefficients Chaos

introduite à la section (2.3.2), s’écrit : (m+ q)!/m!q!− 1 ≥ 41. Le couple d’entiers les plus petits

et satisfaisant à cette condition est (3, 5), sans assignation particulière à l’ordre ou à la longueur

du germe étant donné la symétrie de la condition. Le nombre de termes dans le développement

Chaos vaut alors Q = 56. Dans notre application, on retiendra les valeurs : q = 3, m = 5. Le

développement sur les Chaos Polynômiaux Gaussiens s’écrit donc :

η =

3∑

γ,|γ|=1

zγ
Hγ (ξ)√

γ!
, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5) (4.12)

L’évaluation des coefficients de la représentation {zγ}q
|γ|=1 est effectuée suivant la méthodologie

détaillée à la section (2.3.3), c’est-à-dire par le Principe du Maximum de Vraisemblance couplé

à une stratégie de recherche aléatoire. L’estimation des valeurs des densités de probabilité si-

mulées aux points expérimentaux a été conduite en considérant 1000 tirages indépendants du

germe Gaussien. Pour un tel nombre, une procédure de tri (i.e. en considérant un noyau à sup-

port compact) s’avère trop coûteuse : un noyau Gaussien a donc été utilisé pour l’estimateur.

La recherche aléatoire a été réalisée sur un cluster comprenant 8 noeuds de calculs et sous en-

vironnement spécifique Matlab : un ensemble d’environ 108 matrices a été testé. L’illustration

des résultats est représentée sur les figures (4.17) et (4.18), où les densités de probabilité des

variables aléatoires η1 et η6 sont reportées en fonction de l’ordre du développement Chaos.
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Figure 4.17: Convergence de la densité de probabilité de la variable aléatoire η1 en fonction

de l’ordre q de la représentation Chaos.
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Figure 4.18: Convergence de la densité de probabilité de la variable aléatoire η6 en fonction

de l’ordre q de la représentation Chaos.

On constate que :

– les densités de probabilité marginales simulées tendent effectivement vers les densités mar-

ginales expérimentales lorsque l’ordre q augmente ;

– la différence entre les densités marginales expérimentales et simulées est faible pour q = 3.

Le développement à l’ordre 3 constitue donc une approximation satisfaisante.

On soulignera qu’en toute rigueur, l’ordre du développement doit être déterminé par une analyse

de convergence de la densité de probabilité en fonction de cet ordre. Dans le cadre d’une stratégie

de résolution purement aléatoire, la vectorialisation du code implique que l’augmentation de

l’ordre n’influe pas significativement sur le temps de calcul de la fonction L̃log
(
Ξ1, ...,Ξpexp

;Z
)
,

pour Z ∈ C donné (voir la section (2.3.3)). Cependant, on notera que le nombre d’inconnues

à identifier pour les ordres de développements 3, 4, 5 et 6 sont respectivement de 2255, 5125,

10291 et 18901 (pour une longueur de germe fixée : m = 5) : la taille de l’espace de recherche à

échantillonner, et donc le nombre de calculs nécessaires pour l’identification a priori, augmentent

très significativement. Pour cette raison, et pour des contraintes de temps, l’étude au-delà de

l’ordre 3 n’a pas été réalisée. Enfin, on soulignera que l’ordre 3 est l’ordre de développement

le plus utilisé dans la littérature, y compris lorsqu’il est identifié à partir d’une analyse de

convergence 9.

9. Il convient de souligner à nouveau qu’il s’agit là d’une constatation pratique et que seule une analyse de
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4.6 Synthèse sur la représentation du champ aléatoire de frac-

tion volumique mésoscopique

En combinant les Eqs. (4.11) et (4.12), on obtient la représentation Chaos :

f41 (x) ≈ f +

41∑

α=1

√
λα




3∑

γ,|γ|=1

zα
γ

Hγ (ξ)√
γ!


ψα (x) (4.13)

pour tout x ∈ Ω, avec zα
γ composante α du vecteur zγ . Afin de simplifier la notation, la dé-

pendance de la représentation vis-à-vis de l’ordre du développement Chaos et de la longueur du

germe n’est pas reportée. L’Eq. (4.13) permet, à partir de tirages aléatoires du germe Gaussien

ξ, d’obtenir des réalisations indépendantes du champ aléatoire x→ f41 (x).

A titre d’illustration, la comparaison entre la densité marginale expérimentale et la densité

marginale obtenue pour 50000 tirages du germe est fournie par les figures (4.19), (4.20), (4.21)

et (4.22), respectivement pour les points expérimentaux x1, x2, x3 et x4 (d’autres exemples sont

fournis dans l’annexe C). L’approximation du champ aléatoire par la restriction d’un champ

aléatoire homogène introduisant un décalage plus ou moins fort des densités de probabilité (voir

la figure (4.11)), la comparaison est également fournie pour la variable aléatoire centrée, afin de

visualiser plus facilement le niveau de fluctuations.

On constate en général la bonne adéquation entre les densités marginales simulées par la pro-

jection Chaos et les densités marginales expérimentales. On note que les projections Chaos ne

captent pas le premier pic, de faible amplitude, des distributions expérimentales (dont on rap-

pelle néanmoins qu’il est vraisemblablement imputable à la technique de mesure expérimentale,

et non aux fluctuations statistiques du champ). Il convient de rappeler ici que la projection sur

les Chaos Gaussiens est effectuée sur le vecteur aléatoire η (et non directement sur le champ

aléatoire de fraction volumique) dont les densités marginales ne présentent pas de caractère

bimodal (voir par exemple les figures (4.17) et (4.18)).

convergence permettrait d’identifier rigoureusement l’ordre optimal du développement.
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Figure 4.19: Comparaison entre la densité marginale expérimentale (trait noir) et la densité

marginale simulée (trait gris) par la projection Chaos pour la v.a. f (x1) (gauche) et la v.a.

centrée f (x1)− E {f (x1)} (droite).
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Figure 4.20: Comparaison entre la densité marginale expérimentale (trait noir) et la densité

marginale simulée (trait gris) par la projection Chaos pour la v.a. f (x2) (gauche) et la v.a.

centrée f (x2)− E {f (x2)} (droite).
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Figure 4.21: Comparaison entre la densité marginale expérimentale (trait noir) et la densité

marginale simulée (trait gris) par la projection Chaos pour la v.a. f (x3) (gauche) et la v.a.

centrée f (x3)− E {f (x3)} (droite).

−0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

10

20

30

40

50

f(x
4
)

D
e
n
s
i
t
é

−0.2 −0.1 0 0.1 0.2
0

10

20

30

40

50

f(x
4
)−E[f(x

4
)]

D
e
n
s
i
t
é

Figure 4.22: Comparaison entre la densité marginale expérimentale (trait noir) et la densité

marginale simulée (trait gris) par la projection Chaos pour la v.a. f (x4) (gauche) et la v.a.

centrée f (x4)− E {f (x4)} (droite).
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4.7 Simulations du champ aléatoire tenseur d’élasticité

On considère le champ aléatoire x→ C(x) comme la restriction d’un champ aléatoire homo-

gène, indexé sur R2, au domaine Ω.

Afin de distinguer les prédictions issues de la modélisation du champ aléatoire x → f(x) de

celles estimées par le modèle probabiliste introduit à la section (1.3), la notation x → Cpara(x)

est adoptée par la suite.

Suivant les notations introduites au chapitre 2, les trajectoires du champ x → Cpara(x) sont

calculées pour tout x ∈ Ω par la relation :

Cpara(x) =M (f(x)) (4.14)

où la fonction f → M (f) est la fonction définie par le schéma d’homogénéisation retenu à la

section (4.2.1).

La matrice moyenne du tenseur d’élasticité est calculée par l’estimateur usuel :

Ĉ
para ≈ 1

Ncollocνsim

Ncolloc∑

i=1

νsim∑

j=1

Cpara (xi, θj) =
1

Ncollocνsim

Ncolloc∑

i=1

νsim∑

j=1

M (f(xi, θj)) (4.15)

où νsim est le nombre de réalisations. Pour νsim = 50000, on obtient (en GPa) :

Ĉ
para

=




6.79 2.39 2.39 0 0 0

2.39 6.79 2.39 0 0 0

2.39 2.39 6.79 0 0 0

0 0 0 2.20 0 0

0 0 0 0 2.20 0

0 0 0 0 0 2.20




(4.16)

Les longueurs de corrélation lpara x
C

et lpara y
C

du champ aléatoire peuvent être estimées en ap-

proximant la fonction corrélation du champ aléatoire mésoscopique par la fonction de corrélation

exponentielle. Le problème d’optimisation s’écrit alors [Soize, 2006] :

Arg minlk∈R+

N∑

i=1

N∑

j=1

∣∣∣rsimC (0, . . . , xi
k − xj

k, . . . , 0)− exp
(
−

(
xi

k − xj
k

)
/lk

)∣∣∣ (4.17)

où la sommation est effectuée pour xi
k−x

j
k ≥ 0 (xi

k désignant la k-ième coordonnée du point x
i,

1 ≤ k ≤ 3), τ → rsim
C

(τ) étant la fonction de corrélation introduite à la section (1.3.3) (voir Eq.

(1.21)) simulée (pour 20000 tirages).
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Le problème (4.17) est résolu par une méthode de recherche stochastique de type “chemin”

[Lewis et Torczon, 1999] [Lewis et Torczon, 2002], sous la contrainte lk ∈ R+. A chaque itéra-

tion, l’algorithme évalue la fonction coût en un certain nombre de points situés autour d’un point

initial. L’ensemble de ces points constitue un maillage : à chaque nouvelle itération, le point qui

améliore la solution est choisi comme point initial et un nouveau maillage est déterminé. La

taille de celui-ci est adaptée (augmentation ou contraction) en fonction du succès de l’itération

précédente. La détermination des points constituant le maillage peut être effectuée soit de façon

déterministe, soit de façon aléatoire.

Pour chaque longueur de corrélation, trois points initiaux sont utilisés afin de tester la robustesse

de la solution :

– pour lpara x
C

: lx0 = 10, lx0 = 20 et lx0 = 30 (mm) ;

– pour lpara y
C

: ly0 = 8, ly0 = 16 et ly0 = 24 (mm).

La solution est jugée satisfaisante si la prédiction converge quel que soit le point initial et pour

les deux méthodes de détermination du maillage.

La convergence de l’algorithme (en terme de résidu et de taille du maillage) pour les deux

longueurs de corrélation lpara x
C

et lpara y
C

et pour les points initiaux respectifs lx0 = 10 (mm) et

ly0 = 8 (mm) est illustrée sur les figures (4.23) et (4.24) 10.
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Figure 4.23: Convergence de l’algorithme de recherche stochastique pour la détermination de

lpara x
C

: résidu (gauche) et taille du maillage (droite) pour lx0 = 10 (mm).

10. Le résidu représenté à la figure (4.24) est décalé d’une valeur de 1028, afin de faciliter la lecture.
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0 10 20 30
0,5

0,6

0,7

Itération

R
é
s
i
d
u

0 10 20 30
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Itération

T
a
i
l
l
e
 
d
u
 
m
a
i
l
l
a
g
e

Figure 4.24: Convergence de l’algorithme de recherche stochastique pour la détermination de

lpara y
C

: résidu (gauche) et taille du maillage (droite) pour ly0 = 8 (mm).

On observe sur les figures (4.23) et (4.24) une convergence rapide de l’algorithme, une ap-

proximation satisfaisante étant obtenue dans les deux cas pour 15 itérations. On obtient finale-

ment les estimations suivantes :

lpara x
C

= 11.88 mm

et

lpara y
C

= 8.26 mm

Il est important de noter que ces valeurs valident le choix de l’échelle mésoscopique, puisque

la longueur caractéristique de celle-ci est de l’ordre de grandeur d’une longueur de corrélation.

D’autre part, il a été mis en évidence que la taille du VER peut être définie à partir des longueurs

de corrélation du champ aléatoire mésoscopique (avec un ratio qui pourrait être de l’ordre de 5

entre les deux longueurs) [Soize, 2008] : dans notre cas, cette première estimation des longueurs

de corrélation suggère donc une taille caractéristique du VER d’environ 60 mm. Ce point sera

abordé au chapitre 5.

Il est intéressant de souligner que lorsque le champ peut être considéré comme la restriction d’un

champ aléatoire homogène, le modèle probabiliste peut être identifié sur une surface relativement

réduite (il est néanmoins nécessaire que celle-ci soit suffisamment étendue pour permettre une

estimation des longueurs de corrélation). On pourra alors procéder à la détermination de la taille

du VER en ayant recours à des simulations numériques de Monte-Carlo.

4.8 Conclusion

L’objectif visé dans ce chapitre est l’identification des paramètres et la mise en oeuvre du

modèle probabiliste du champ aléatoire de fraction volumique, proposé au chapitre 2.

Dans un premier temps, la combinaison des résultats expérimentaux (cf. chapitre 3) avec un
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schéma d’homogénéisation classique (en l’occurrence, le schéma Mori-Tanaka) a permis l’iden-

tification des trajectoires expérimentales du champ de fraction volumique. Notons qu’il serait

intéressant d’investiguer le rôle du schéma d’homogénéisation dans le calcul des réalisations

expérimentales du champ de fraction volumique, en utilisant notamment des schémas plus com-

plets comme celui proposé par Ponte Castañeda et Willis [Ponte Castañeda et Willis, 1995]. Les

résultats mettent en évidence (i) l’amplification du niveau des fluctuations statistiques (ii) une

légère bimodalité des densités marginales expérimentales du champ, dont l’origine réside dans la

non-planéité de la surface des échantillons en certains points de mesure. Après avoir considéré

le champ de fraction volumique comme la restriction d’un champ homogène, l’hypothèse d’er-

godicité en moyenne est testée et ne semble pas vérifiée.

Sur la base des résultats expérimentaux, la réduction statistique du champ est ensuite conduite

et permet de réduire significativement l’ordre du développement. Forts de cette représentation,

la projection du vecteur aléatoire η sur les Chaos Polynômiaux Gaussiens est effectuée. L’iden-

tification des coefficients est accomplie par une recherche aléatoire effectuée à l’aide de calculs

parallèles. Une comparaison entre les densités marginales et expérimentales du vecteur aléatoire

η montrent que la projection à l’ordre 3 constitue une approximation satisfaisante. Il convient

de souligner que, faute de temps, une étude de convergence de la projection Chaos en fonction

de l’ordre n’a pas été réalisée et devrait faire l’objet de développements à venir.

L’ensemble des paramètres du modèle ayant été ainsi identifié, nous avons procédé à des simu-

lations numériques de Monte-Carlo du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique, en

combinant la représentation de la fraction volumique avec la même technique d’homogénéisation

que celle utilisée dans le calcul des réalisations expérimentales. Une analyse de ces simulations

a notamment permis :

– de déterminer le tenseur d’élasticité moyen prédit par le modèle,

– d’estimer, par la résolution d’un problème d’optimisation, les longueurs de corrélation du

champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique.

En particulier, les valeurs des longueurs de corrélation spatiale sont proches de la taille des vo-

lumes caractérisant l’échelle mésoscopique, ce qui conforte la définition de cette échelle d’analyse.
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Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité

L’objectif de ce dernier chapitre est la mise en oeuvre et l’identification du modèle probabi-

liste direct du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique, proposé dans [Soize, 2008]

et brièvement décrit au chapitre 1.

La mise en oeuvre de ce modèle nécessite tout d’abord l’identification des trajectoires expéri-

mentales : nous débuterons donc l’exposé en formulant un problème classique d’optimisation

permettant cette identification. La résolution de ce problème sera effectuée à l’aide d’une mé-

thode de recherche stochastique.

A partir des résultats obtenus grâce à l’identification expérimentale, nous identifierons par suite

les différents paramètres du modèle, c’est-à-dire :

– la matrice moyenne,

– le paramètre de fluctuation,

– les longueurs de corrélation des germes stochastiques.

Des éléments pratiques concernant la mise en oeuvre du modèle seront proposés. Des pistes

de comparaison avec l’approche proposée aux chapitres 2 et 4 seront fournies. Enfin, quelques

éléments concernant la détermination de la taille du VER associé à la microstructure considérée

seront introduits.

5.1 Identification des réalisations expérimentales

L’objectif de cette section est d’obtenir les réalisations expérimentales du champ aléatoire

x → C (x), afin de procéder à l’identification des paramètres du modèle probabiliste du champ

aléatoire du tenseur d’élasticité décrit à la section (1.3) et implémenté dans l’environnement

Matlab.

Pour ce faire, nous supposons que les fluctuations statistiques anisotropes sont suffisamment

faibles pour que l’identification puisse être accomplie en considérant un modèle isotrope. Soit

x→ U(x) = (E(x), ν(x), ρ(x))T un champ aléatoire défini sur un espace de probabilité (Θ,F , P ),
indexé par un borné Ω dans R2 et à valeurs dans R3. Les champs aléatoires x→ E(x), x→ ν(x)

et x→ ρ(x), indexés par Ω et à valeurs dans R+, ]−1, 12 [ et R+ respectivement, représentent les

champs aléatoires du module d’Young, du coefficient de Poisson et de la masse volumique. Les

trajectoires expérimentales x→ Cexp (x) sont déterminées à partir des réalisations x→ U exp(x),

à partir des relations suivantes (pour une réalisation et x fixés) :

Cexp =




Cexp
11 Cexp

12 Cexp
12 0 0 0

Cexp
12 Cexp

11 Cexp
12 0 0 0

Cexp
12 Cexp

12 Cexp
11 0 0 0

0 0 0 1
2 (C

exp
11 − Cexp

12 ) 0 0

0 0 0 0 1
2 (C

exp
11 − Cexp

12 ) 0

0 0 0 0 0 1
2 (C

exp
11 − Cexp

12 )




(5.1)
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5.1. Identification des réalisations expérimentales

avec

Cexp
11 =

Eexp(1− νexp)
(1 + νexp)(1− 2νexp)

, Cexp
12 =

Eexpνexp

(1 + νexp)(1− 2νexp)

L’identification inverse est réalisée à partir du problème d’optimisation suivant, résolu ∀θj ,

j ∈ {1, . . . , pexp} :
Arg min E,ν,ρ

∥∥∥V exp
j − V sim

j

∥∥∥
2

(5.2)

avec Vj = [Vl (x1, θj) , . . . , Vl (xN , θj)] et (E, ν, ρ) ∈ R+×] − 1, 12 [×R+ (on rappelle que N est le

nombre de points expérimentaux échantillonnés : N = 84). Il est important de souligner que

bien que l’ensemble des données expérimentales ne permette pas une identification objective

des trajectoires expérimentales du tenseur d’élasticité (qui nécessiterait la caractérisation des

vitesses de propagation transverses), la formulation adoptée ici permet toutefois d’illustrer une

stratégie pertinente d’identification des paramètres du modèle probabiliste.

L’Eq. (5.2) est résolue pour chaque réalisation expérimentale par l’algorithme de chemin évoqué

à la section (4.7). Afin d’accélérer la convergence du calcul, puisque les propriétés du com-

posite sont nécessairement comprises entre les propriétés de chaque constituant, on impose la

contrainte : (E, ν, ρ) ∈ Int(E)× Int(ν)× Int(ρ), où Int (T ) =
[
min(Tm, T f ),max(Tm, T f )

]
pour

toute propriété physique E, ν ou ρ (les indices m et f renvoyant à la propriété de la matrice ou

de la fibre, respectivement).

A titre d’exemple, la convergence du résidu
∥∥∥V exp

j − V sim
j

∥∥∥
2
en fonction du nombre d’itérations

de l’algorithme pour les réalisations expérimentales θexp1 et θexp2 est reportée sur la figure (5.1).

On constate à nouveau une convergence rapide de l’algorithme. L’ensemble des 110 résidus ob-

tenus est illustré sur la figure (5.2).
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Figure 5.1: Convergence du résidu du calcul d’optimisation pour la détermination des

réalisations expérimentales θ1 (gauche) et θ2 (droite).
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Figure 5.2: Résidus du calcul d’optimisation pour l’ensemble des 110 réalisations

expérimentales.

La seconde réalisation expérimentale des champs aléatoires x→ C
exp PS
11 (x), x→ C

exp PS
12 (x)

et x→ ρexp PS (x) est reportée sur les figures (5.3), (5.4) et (5.5), respectivement.
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Figure 5.3: Représentation de la trajectoire expérimentale x→ C
exp PS
11 (x, θ2).
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Figure 5.4: Représentation de la trajectoire expérimentale x→ C
exp PS
12 (x, θ2).
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Figure 5.5: Représentation de la trajectoire expérimentale x→ ρexp PS (x, θ2).

Les figures (5.3), (5.4) et (5.5) mettent en évidence les fluctuations des composantes du

tenseur d’élasticité, ainsi que de la masse volumique.
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La représentation des champs moyens pour les composantes (1, 1) et (1, 2) du tenseur d’élas-

ticité, ainsi que pour le champ de masse volumique, est reportée sur les figures (5.6), (5.7) et

(5.8) respectivement.
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Figure 5.6: Représentation du champ moyen x→ Cexp PS
11 (x).
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Figure 5.7: Représentation du champ moyen x→ Cexp PS
12 (x).
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Figure 5.8: Représentation du champ moyen x→ ρexp PS (x).

On constate l’uniformité des champs moyens pour les trois champs aléatoires. Le champ des

coefficients de variation des composantes (1, 1) et (1, 2) du champ aléatoire x → C(x) et du

champ x→ ρ(x) est représenté sur les figures (5.9), (5.10) et (5.11).
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Figure 5.9: Représentation du champ x→ CV[C11 (x)].
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Figure 5.10: Représentation du champ x→ CV[C12 (x)].
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Figure 5.11: Représentation du champ x→ CV[ρ (x)].
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5.2. Identification des paramètres du modèle probabiliste

Les figures (5.9), (5.10) et (5.11) mettent en évidence un niveau de fluctuations statistiques

relativement faible, de l’ordre d’environ 6 % en moyenne. Notons que ce niveau de fluctuation

est plus faible que celui mis en évidence par les simulations numériques du tenseur d’élasticité

basées sur le modèle de la fraction volumique.

Remarque :

Les données issues de l’identification inverse directe peuvent également être utilisées afin d’ef-

fectuer une réduction du champ aléatoire x→ U(x) par une représentation de Karhunen-Loève,

combinée à une interpolation Chaos. Ce type d’approche a été utilisé dans [Desceliers et al., 2006]

pour l’identification d’un milieu caractérisé par un module d’Young aléatoire (et de coefficient

de Poisson déterministe).

5.2 Identification des paramètres du modèle probabiliste

Nous considérons à présent le champ aléatoire x → C(x) comme la restriction du domaine

Ω d’un champ aléatoire homogène, indexé par R2.

La matrice moyenne du champ est donc indépendante de x. Son estimation à partir des me-

sures expérimentales (identifiées par la résolution du problème d’optimisation (5.2)) est fournie

par 11 :

Ĉ ≈ 1

Ncollocνexp

Ncolloc∑

i=1

νexp∑

j=1

CPS (xi, θj) (5.3)

Il vient, en GPa :

Ĉ =




8.86 4.25 4.25 0 0 0

4.25 8.86 4.25 0 0 0

4.25 4.25 8.86 0 0 0

0 0 0 2.30 0 0

0 0 0 0 2.30 0

0 0 0 0 0 2.30




(5.4)

La masse volumique moyenne vaut : ρ = 1.3853 kg·m−3.

Le paramètre de dispersion du champ est également indépendant de x : δC(x) = δC. Son

11. Afin d’alléger les notations, la dépendance des estimateurs vis-à-vis du nombre de réalisations expérimentales

est omise. En pratique, chaque estimateur dépend des paramètres νexp et Ncolloc.
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estimation est calculée selon (voir l’Eq. (1.19)) :

δ̂C =
1

∥∥∥Ĉ
∥∥∥
2

F





1

Ncollocνexp

Ncolloc∑

i=1

νexp∑

j=1

∥∥∥CPS (xi, θj)− Ĉ
∥∥∥
2

F





1/2

(5.5)

On obtient :

δ̂C = 0.076 (5.6)

En utilisant l’Eq. (1.20), on en déduit l’estimation du paramètre de dispersion δ :

δ̂ = 0.091 (5.7)

Comme nous l’avons vu au chapitre (1), le modèle probabiliste est également paramétré

par les longueurs de corrélation des germes stochastiques. D’un point de vue méthodologique,

l’identification de ces paramètres est effectuée en deux étapes :

1. tout d’abord, les longueurs de corrélation du champ aléatoire mésoscopique sont estimées ;

2. les longueurs de corrélation des germes sont ensuite déterminées par une méthode itérative.

L’estimation des longueurs de corrélation mésoscopiques expérimentales est obtenue suivant la

méthodologie détaillée à la section (4.7), en considérant le champ x → CPS(x) et la matrice

moyenne Ĉ (pour les 110 réalisations expérimentales).

A nouveau, la convergence vis-à-vis du point initial est testée, pour quatre valeurs :

– pour lexp, PS x
C

: lx0 = 10, lx0 = 20, lx0 = 30 et lx0 = 80 (mm) ;

– pour lexp, PS y
C

: ly0 = 8, ly0 = 16, ly0 = 24 et ly0 = 64 (mm).

A titre d’exemple, la convergence de l’algorithme pour le calcul de lexp, PS x
C

et pour une initia-

lisation lx0 = 80 (mm) est représentée sur la figure (5.12).
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Figure 5.12: Convergence de l’algorithme de recherche stochastique pour la détermination de

lexp, PS x
C

: résidu (gauche) et taille du maillage (droite) pour lx0 = 80 (mm).
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5.2. Identification des paramètres du modèle probabiliste

On obtient finalement :

lexp, PS x
C

= 10.74 mm

et

lexp, PS y
C

= 8.08 mm

A nouveau, ces résultats :

– confortent le choix de l’échelle mésoscopique considérée dans cette recherche ;

– fournissent une toute première estimation de la longueur caractéristique du VER d’envi-

ron 54 mm, sensiblement inférieure à celle obtenue par la méthode reposant sur le modèle

probabiliste de la fraction volumique. Ce point est discuté à la section (5.5).

Les longueurs de corrélation des germes stochastiques sont par définition telles que les lon-

gueurs de corrélation du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique (définies par l’Eq.

1.22) coincident avec les longueurs lexp, PS x
C

et lexp, PS y
C

identifiées expérimentalement.

Afin de procéder à leur identification, nous formulons l’hypothèse que les longueurs de corrélation{
lxjj′

}

1≤j≤j′≤6
et

{
lyjj′

}

1≤j≤j′≤6
sont telles que pour tout couple (j, j′) :

lxjj′ = lxU

et

lyjj′ = ly
U

L’objectif est donc d’identifier les deux longueurs de corrélation des germes stochastiques lx
U

et ly
U
. Cette identification est effectuée par une procédure itérative : pour un choix initial de

longueurs de corrélation
(
lx
U
(0), ly

U
(0)

)
, les longueurs de corrélation du champ aléatoire mésosco-

pique x → C(x) sont calculées à l’aide de l’Eq. (1.22). Pour plusieurs choix initiaux, il devient

alors possible de construire une approximation de la relation lk
U
→ lx

C
.

Le calcul des longueurs de corrélation du champ aléatoire mésoscopique x → C(x) requiert

l’évaluation de l’intégrale définie par l’Eq. (1.22). Ce calcul est effectué :

– en ramenant l’intervalle [0,+∞[ à un intervalle fini [0, b],

– en introduisant l’approximation suivante (pour b ∈ R+ fini) :

∫ b

0
f(x)dx ≈ b

N

N∑

i=1

f(xi) (5.8)

pour N suffisamment grand.

Il a par ailleurs été observé que les longueurs de corrélation lx
U
et ly

U
sont en pratique proches

des longueurs de corrélation du champ aléatoire du tenseur d’élasticité, c’est-à-dire de l’ordre de

10 mm et 8 mm pour notre application. Dès lors, il est raisonnable de retenir la valeur b = 200,
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Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité

i.e. une valeur environ vingt fois supérieure à la longueur de corrélation.

D’autre part, comme nous n’avons vu à la section (1.3), deux méthodes de simulation des

germes stochastiques sont disponibles. L’évaluation de l’Eq. (5.8) requiert un échantillonnage

spatial suffisamment fin : nous retiendrons ici un pas spatial de 1. Ce choix impose d’évaluer le

champ aléatoire, et donc les germes, en 200 points. Bien que ce nombre soit en théorie suffisam-

ment faible pour permettre une construction directe à partir d’une décomposition de Cholesky

de la matrice de covariance (cf. Eq. (1.17)), on notera que les premiers points présentent un fort

niveau de corrélation, ce qui rend la matrice de covariance mal conditionnée pour la décomposi-

tion de Cholesky. Dans ce cadre, il est préférable d’adopter la première stratégie de simulation

définie par l’Eq. (1.15), pour laquelle il s’agit maintenant de déterminer l’ordre p à retenir. Pour

ce faire, nous étudions la convergence de la fonction de corrélation définie par l’Eq. (1.14) pour

une longueur de corrélation donnée, en l’occurrence ici 10 mm. Le nombre de simulations de

Monte-Carlo nécessaire à l’estimation de la fonction de corrélation est tout d’abord déterminé

en étudiant la convergence de la fonction en fonction de différents nombres de tirages et pour un

ordre suffisamment grand a priori, soit p = 512. Cette analyse est reportée sur la figure (5.13),

où l’on constate que 20000 tirages sont nécessaires.

0 50 100 150 200
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

τ

r
(

τ
)

N=5000

N=10000N=1000 N=20000

Figure 5.13: Convergence de la fonction de corrélation associée au vecteur aléatoire Vp en

fonction du nombre de tirages pour la simulation de Monte-Carlo (p = 512). Le trait continu

épais représente la fonction de référence.
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5.2. Identification des paramètres du modèle probabiliste

Forts de cette connaissance, nous pouvons à présent étudier la convergence de la fonction de cor-

rélation (qui est donc estimée à partir de 20000 tirages) en fonction de l’ordre du développement

p (en pratique, on notera que p est ici une puissance de 2 (voir [Soize, 2006])). Les résultats de

cette analyse de convergence sont illustrés sur la figure (5.14).
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Figure 5.14: Convergence de la fonction de corrélation associée au vecteur aléatoire Vp en

fonction de l’ordre p du développement (20000 tirages). Le trait continu épais représente la

fonction de référence.

On constate donc que l’approximation définie par l’Eq. (1.15) peut être raisonnablement utilisée

lorsque p ≥ 256 : nous retiendrons la valeur p = 512 pour les simulations des germes stochas-

tiques.

Finalement, la relation lk
U
→ lx

C
est estimée à partir de 10 valeurs initiales de longueur

de corrélation des germes. La représentation graphique de cette fonction est reportée sur la

figure (5.15), sur laquelle on constate la linéarité de la relation (déjà mise en évidence dans

[Soize, 2008]).

On obtient

lkC ≈ 1.1 · lkU

ce qui fournit l’estimation des longueurs de corrélation recherchées :

lxU = 9.76 mm, ly
U
= 7.4 mm (5.9)
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Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité
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Figure 5.15: Interpolation de la relation lx
U
→ lx

C
: comparaison entre le modèle linéaire (trait

continu) et les données simulées (symbole ◦).

Le graphique de la fonction de corrélation du champ aléatoire mésoscopique τx → rC(τx) estimée

à partir de 20000 tirages est représenté sur la figure (5.16).
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Figure 5.16: Représentation graphique de la fonction τx → rC(τx) obtenue pour l
x
U
= 9.76.
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5.3. Synthèse sur la modélisation directe

Remarque :

Une seconde stratégie naturelle d’identification des longueurs de corrélation des germes consiste

en la résolution, par une méthode de recherche stochastique notamment, du problème d’op-

timisation traduisant la minimisation de l’écart entre les longueurs de corrélation du champ

mésoscopique simulé et celles issues de l’identification expérimentale. Dans ce cadre, il convient

de noter qu’il est en pratique délicat d’assurer la stricte reproductibilité de l’estimation des lon-

gueurs de corrélation à une précision de plusieurs décimales, en raison des différentes techniques

et approximations utilisées (nombre de simulations de Monte-Carlo, domaine et pas d’intégra-

tion, etc.).

5.3 Synthèse sur la modélisation directe

Au terme de cette identification, le modèle probabiliste est donc paramétré par :

– la matrice moyenne (en GPa) :

Ĉ =




8.86 4.25 4.25 0 0 0

4.25 8.86 4.25 0 0 0

4.25 4.25 8.86 0 0 0

0 0 0 2.30 0 0

0 0 0 0 2.30 0

0 0 0 0 0 2.30




(5.10)

– le paramètre contrôlant le niveau de fluctuation :

δ̂ = 0.091 (5.11)

– les longueurs de corrélation des germes stochastiques :

lxU = 9.76 mm (5.12)

ly
U
= 7.4 mm (5.13)

5.4 Eléments de comparaison entre les deux approches

L’écart entre les deux modèles moyens, définis respectivement par les Eqs. (4.16) et (5.4),

est mesuré au travers du paramètre ǫmod. moyen, défini par :

ǫmod. moyen = 2

∥∥∥Ĉ
para − Ĉ

∥∥∥
2

F∥∥∥Ĉ
para

+ Ĉ
∥∥∥
2

F

(5.14)

97



Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité

où ‖·‖F est la norme de Frobenius 12. On obtient :

ǫmod. moyen = 0.1269 (5.15)

Cet écart entre les deux matrices moyennes est relativement important et s’explique par le fait

que la matrice moyenne Ĉ
para

est calculée à partir du modèle probabiliste de la fraction vo-

lumique mésoscopique, sur la base d’un modèle (micro)mécanique particulier. Dans le cas de

la matrice Ĉ, les réalisations expérimentales sont obtenues par une résolution numérique du

problème d’optimisation. En particulier, il est important de souligner que cette stratégie peut

conduire à des résultats incohérents d’un point de vue mécanique. En effet, étant données les

propriétés mécaniques des matériaux constitutifs (on rappelle dans cette application, E0 < Ef

et ν0 > νf ), la solution peut être jugée physiquement consistente si pour toute suite strictement

croissante de fraction volumique, les suites associées du module d’Young et du coefficient de

Poisson sont strictement et respectivement croissante et décroissante. Cette propriété peut être

facilement testée à partir des résultats de l’optimisation (pour chaque trajectoire expérimentale).

Il suffit pour cela d’effectuer un triage croissant sur la réalisation du champ du module d’Young,

puis d’effectuer un triage décroissant sur le champ des coefficients de Poisson : la solution est

alors physiquement cohérente si les suites indicielles issues des deux procédures de triage coinci-

dent. On note que les résultats obtenus ne vérifient pas cette condition. Cependant, il convient

de souligner que sous l’hypothèse d’homogénéité retenue, la matrice moyenne peut être aisément

recalée à partir d’autres mesures expérimentales.

Il est également important de noter que le modèle probabiliste de la fraction volumique

induit des fluctuations statistiques isotropes, alors que le modèle probabiliste direct du tenseur

d’élasticité repose sur un modèle moyen isotrope (dans notre cas) perturbé par des fluctuations

statistiques anisotropes.

Afin de quantifier l’influence des fluctuations anisotropes, nous considérons la fonction C →
∆(C), définie par :

∆(C) =

{∫

Ω
E ‖C(x)− E(C(x))‖2F dx

}1/2

(5.16)

La fonction C → ∆(C) permet ainsi de mesurer le niveau global de fluctuation statistique d’un

champ aléatoire (à valeurs dans M+
6 (R)) sur un domaine Ω.

En notant diso = ∆(Cpara), il vient :

diso = 138.3237 (5.17)

où l’estimation est conduite à partir de 20000 réalisations du champ aléatoire. Afin de pouvoir

comparer l’influence des fluctuations anisotropes, nous procédons dans un premier temps à un

12. Pour tout matrice réelle X, ‖X‖2

F
= tr

{
X

T
X

}
.
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5.4. Eléments de comparaison entre les deux approches

recalage des fluctuations statistiques sur les composantes du champ x→ C(x) qui correspondent

aux composantes non nulles du champ isotrope. Soit x→ C∗(x) le champ aléatoire ainsi défini.

La mesure de fluctuation du champ x→ C∗(x) vaut :

d∗ = ∆(C∗) = 128.6764 (5.18)

On définit alors le champ aléatoire normalisé x→ Caniso norm(x) par la relation :

Caniso norm(x) =
diso

d∗
C (5.19)

La partie diagonale (i.e. les blocs diagonaux supérieur gauche et inférieur droit) du champ

x → Caniso norm(x) possède donc par construction le même niveau de fluctuations statistiques

que le champ x → Cpara(x). On note daniso la mesure de fluctuations du champ anisotrope

normalisé :

daniso = ∆(Caniso norm) = 161.8972 (5.20)

L’influence des fluctuations statistiques anisotropes peut finalement être quantifié par l’écart

relatif entre diso et daniso :

ǫaniso. stat. = 2

∣∣diso − daniso
∣∣

diso + daniso
= 0.157 (5.21)

On constate donc que l’impact des fluctuations statistiques anisotropes n’est pas négligeable. Il

convient par ailleurs de souligner que la solution avec fluctuations statistiques anisotropes est

de portée physique plus générale.

Une seconde illustration de la différence entre les deux modèles peut être obtenue en consi-

dérant un échantillonnage ordonné des valeurs propres des matrices Cpara(x) et Caniso norm(x),

pour x fixé. On notera que dans le cas du modèle isotrope, la matrice ne possède par défini-

tion que trois valeurs propres distinctes : λ1 > λ2 = λ3 > λ4 = λ5 = λ6. La représentation

des fonctions x → E {λi(x)}, i ∈ {1, ..., 6} est reportée sur la figure (5.17). D’autre part, on
montre aisément que dans le cas isotrope, λ4 = 1/2λ2, soit E {λ4} = 1/2E {λ2}. On observe un
faible niveau de fluctuation spatiale des moyennes des valeurs propres, similaire pour les deux

approches. On notera que la différence entre les niveaux moyens est due à l’écart entre les deux

modèles moyens.
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Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité
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Figure 5.17: Représentation des fonctions x→ E {λi(x)}, i ∈ {1, ..., 6} pour x = (x, 0, 0) (o :

modèle isotrope ; ∆ : modèle anisotrope).

La représentation des fonctions x→
[
E

{
λi(x)

2
}
− (E {λi(x)})2

]
/ (E {λi(x)})2, i ∈ {1, ..., 6}

(correspondant au carré du coefficient de variation) est reportée sur la figure (5.18). Puisque dans

le cas isotrope λ4 = 1/2λ2, on en déduit que 5 valeurs propres ont un même coefficient de varia-

tion au carré, ce qui est clairement visualisé sur la figure.
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5.4. Eléments de comparaison entre les deux approches
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Figure 5.18: Représentation des fonctions x→
[
E

{
λi(x)

2
}
− (E {λi(x)})2 /

]
(E {λi(x)})2,

i ∈ {1, ..., 6} pour x = (x, 0, 0) (o : modèle isotrope ; ∆ : modèle anisotrope).

Les observations à partir de la figure (5.18) indique que le niveau de fluctuation statistique varie

spatialement de façon plus importante dans le cas du modèle avec fluctuations isotropes (i.e.

celui issu de la modélisation de la fraction volume aléatoire).

Il est par ailleurs intéressant de comparer les prédictions des longueurs de corrélation pour

les deux approches. Les écarts relatifs sont définis par :

ǫxl = 2

∣∣∣lpara x
C

− lexp, PS x
C

∣∣∣

lpara x
C

+ lexp, PS x
C

(5.22a)

ǫyl = 2

∣∣∣lpara y
C

− lexp, PS y
C

∣∣∣

lpara y
C

+ lexp, PS y
C

(5.22b)

soit

ǫxl = 10 %, ǫyl = 2.2 % (5.23)
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Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité

On constate donc que les prédictions des longueurs de corrélation du champ aléatoire sont très

proches, bien que dérivées à l’aide de deux approches différentes (l’une basée sur des simulations

numériques de Monte-Carlo dans le cas du modèle de fraction volumique aléatoire, l’autre ba-

sée sur la résolution d’un problème d’optimisation). Soulignons à nouveau que ces estimations

confirment le choix de l’échelle d’analyse mésoscopique, dont on rappelle qu’elle est définie par

une longueur caractéristique proche d’une longueur de corrélation spatiale.

5.5 Estimation de la taille du VER

L’objectif de cette section est de fournir une première étude de la taille du VER en fonction

des longueurs de corrélation du champ aléatoire mésoscopique.

SoitCeff la représentation matricielle du tenseur effectif aléatoire. On introduit les statistiques

ordonnées

λeff1 ≥ . . . ≥ λeff6

des valeurs propres aléatoires de la matriceCeff. Suivant [Soize, 2008], une analyse de convergence

probabiliste de la taille du VER peut être réalisée en étudiant notamment la convergence du

coefficient de variation de la v.a.
∥∥Ceff

∥∥ = λeff1
13.

Pour un nombre de mésovolumes J donné, une première estimation simple de la réalisation du

tenseur effectif est effectuée à l’aide du modèle de Voigt :

Ceff(θ) =
1

J

J∑

i=1

C(xi, θ) (5.24)

L’analyse de convergence est effectuée en augmentant progressivement le ratio entre la taille

du volume considéré pour le calcul du tenseur effectif aléatoire et la longueur de corrélation

spatiale du champ aléatoire mésoscopique. Comme nous l’avons vu précédemment, les longueurs

de corrélation spatiale du champ mésoscopique dans les directions x et y sont du même ordre de

grandeur et voisines de la taille des volumes mésoscopiques, si bien que l’analyse de convergence

peut être conduite en étudiant la convergence du coefficient de variation de λeff1 en fonction du

nombre de mésovolumes. En notant Nmeso le ratio entre la taille du volume et la longueur de

corrélation spatiale du champ aléatoire, l’analyse est en pratique réalisée pour Nmeso ∈ {1, ..., 7},
i.e. en considérant 1, 4, 9, 16, 25, 36 et 49 mésovolumes. Cette augmentation de la taille du

volume considéré dans le calcul du tenseur effectif est illustrée sur la figure (5.19). Le résultat

est représenté pour les deux modèles sur la figure (5.20).

13. Pour toute réalisation d’une matrice aléatoire X définie sur (Θ,F , P ) à valeurs dans l’espace des matrices

m × m réelles, on a : ‖X‖ = sup ‖u‖≤1 ‖Xu‖, u ∈ Rm.
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5.5. Estimation de la taille du VER

Figure 5.19: Schématisation de la taille des volumes utilisés pour le calcul des propriétés

effectives.
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Figure 5.20: Convergence du coefficient de variation de la v.a. λeff1 en fonction du ratio entre

la taille du volume et la longueur de corrélation spatiale du champ aléatoire mésoscopique (o :

modèle du champ aléatoire de fraction volumique mésoscopique ; ∆ : modèle direct du champ

aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique).
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Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité

On constate que le coefficient de variation de la v.a. λeff1 converge vers 0 pour les deux modèles,

cette convergence étant plus rapide dans le cas du modèle probabiliste direct. Il est intéressant

de souligner que pour une taille de volume cinq fois supérieure à la longueur de corrélation

spatiale du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique, les fluctuations statistiques

respectivement pour le modèle direct et le modèle indirect (i.e. celui issu de la modélisation de

la fraction volumique) sont de l’ordre de 1.2 % et 2.2 %.

Il est par ailleurs possible d’améliorer cette étude de convergence en considérant la fonction

β → P(β), définie de R+ dans [0, 1] par :

P(β) = P (1− β < B ≤ 1 + β) = E {1B≤1+β} − E {1B≤1−β} (5.25)

où B est la v.a. définie par

B =
λeff1

E
{
λeff1

} (5.26)

et E {1B≤b∗} = 1 si B ≤ b∗, 0 sinon. Le graphique de la fonction β → P(β) pour Nmeso ∈
{1, ..., 7} est représenté sur la figure (5.21), dans le cas du modèle probabiliste direct.
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Figure 5.21: Représentation graphique de la fonction β → P(β) pour Nmeso ∈ {1, ..., 7} (cas
du modèle probabiliste direct du champ aléatoire du tenseur d’élasticité).
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5.6. Conclusion

Par exemple, dans le cas où Nmeso = 5 (c’est-à-dire que la longueur caractéristique du volume

utilisé pour le calcul des propriétés effectives est environ cinq fois supérieure aux longueurs de

corrélation du champ aléatoire mésoscopique), on constate donc que : P (0.982 < B ≤ 1.018) =

0.90. A partir de ces courbes, on peut par ailleurs extraire des courbes de probabilité à des

niveaux d’intérêt. La figure (5.22) représente les courbes de probabilité 0.9, 0.95 et 0.99 pour les

différentes tailles de volume utilisé pour le calcul des propriétés effectives.
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Figure 5.22: Evolution des fluctuations statistiques en fonction de Nmeso pour les niveaux de

probabilités 0.9, 0.95 et 0.99.

L’analyse de la figure (5.22) montre que par exemple, dans le cas Nmeso = 5, la probabilité

pour laquelle les fluctuations statistiques du tenseur effectif sont inférieures à 1.8 %, 2.2 % et 2.9

% vaut respectivement 0.9, 0.95 et 0.99. L’ensemble de ces résultats tend à confirmer ceux mis

en évidence dans [Soize, 2008]. Naturellement, il est nécessaire de confirmer ces observations en

utilisant, à la place du modèle de Voigt, un modèle micromécanique plus adéquat. Enfin, il est

important de souligner que l’identification de la taille du VER est en pratique conditionnée par

le choix d’un seuil pour le niveau de fluctuations.

5.6 Conclusion

Ce chapitre a été dans un premier temps consacré à l’identification et la mise en oeuvre

du modèle probabiliste du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique proposé dans

[Soize, 2008].
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Chapitre 5. Modélisation probabiliste directe et identification du champ aléatoire du tenseur d’élasticité

Nous avons tout d’abord procédé à l’identification des trajectoires expérimentales du processus,

à partir des résultats fournis au chapitre 3. Cette identification a été réalisée par la résolution, à

l’aide d’un algorithme de recherche stochastique, d’un problème d’optimisation classique. L’ana-

lyse de ces résultats nous a permis d’identifier la matrice moyenne du modèle, le paramètre de

fluctuation ainsi que les longueurs de corrélation du processus mésoscopique. Il apparait que la

valeur du paramètre de fluctuation est relativement faible (de l’ordre de 9 %), tandis que les

longueurs de corrélation estimées sont proches de celles identifiées sur la base des simulations

numériques conduites au chapitre 4. Après avoir formulé une hypothèse sur les longueurs de cor-

rélation des germes stochastiques (supposées identiques dans chaque direction x et y pour tous

les germes), nous avons procédé à l’identification de ces longueurs de corrélation en estimant la

relation entre elles et celles du champ mésoscopique. L’ensemble des paramètres ainsi identifié,

nous avons procédé à des simulations numériques du champ aléatoire du tenseur d’élasticité.

Des pistes de comparaison entre les deux modèle sont ensuite évoquées. On soulignera la diffé-

rence entre les deux matrices moyennes, cette différence résultant des stratégies d’identification

des trajectoires expérimentales. L’influence des fluctuations statistiques anisotropes est démon-

trée au travers d’une analyse sur les fluctuations statistiques du tenseur aléatoire mésoscopique.

Une analyse sur les statistiques ordonnées des valeurs propres est également fournie et illustre

la différence entre les deux modèles.

La dernière partie de ce chapitre a été dédiée à une première analyse de la taille du VER, définie

en fonction de la longueur de corrélation du champ mésoscopique. Pour ce faire, une analyse de

convergence probabiliste de la norme du tenseur effectif aléatoire est effectuée. Afin d’illustrer

la méthode, les réalisations du tenseur effectif sont estimées à l’aide du modèle de Voigt. Il est

montré que (i) les fluctuations statistiques du tenseur effectif aléatoire tendent naturellement

vers 0 lorsque la taille du domaine investigué augmente (ii) pour une taille de volume environ

cinq (resp. sept) fois supérieure à la longueur de corrélation du champ mésoscopique, les fluc-

tuations statistiques du tenseur effectif aléatoire sont inférieures à 2.9 % (resp. 2 %) avec une

probabilité de 0.99. Bien entendu, ces premiers résultats nécessitent une étude plus approfondie

et basée en particulier sur un solveur mécanique plus complet.
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Conclusions générales et perspectives

La recherche présentée dans ce mémoire a été consacrée à la construction, l’identification

expérimentale et la mise en oeuvre d’un modèle probabiliste du champ aléatoire du tenseur

d’élasticité à l’échelle mésoscopique.

Une première approche a consisté à considérer le champ aléatoire de fraction volumique mé-

soscopique, à partir duquel le champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique peut être

déterminé à l’aide d’un schéma d’homogénéisation. Le modèle probabiliste associé au proces-

sus de fraction volumique est construit grâce à deux types de représentation probabiliste, à

savoir une représentation de Karhunen-Loève et un développement sur les Chaos Polynômiaux

Gaussiens. Une procédure d’identification des paramètres du modèle est proposée en utilisant le

Principe du Maximum de Vraisemblance. Cette stratégie conduit à un problème d’optimisation

de grande dimension devant être résolu à l’aide d’une recherche aléatoire.

Afin d’identifier les trajectoires expérimentales du champ aléatoire, nous avons réalisé une carac-

térisation expérimentale non destructive par ultrasons d’un matériau modèle (en l’occurrence,

une matrice thermoplastique renforcée par des fibres longues), en considérant un nombre impor-

tant de réalisations et une surface d’analyse étendue (par rapport à la longueur moyenne des

fibres). Dans le but de valider la stratégie de détermination de la vitesse de propagation, une

analyse statistique sur le ratio des amplitudes des signaux d’intérêt est conduite.

Sur la base de l’hypothèse d’une isotropie locale du matériau, le couplage de la mesure de vi-

tesse de propagation des ondes longitudinales avec un schéma d’homogénéisation permet alors

le calcul des trajectoires expérimentales du champ de fraction volumique (via la résolution al-

gébrique d’un problème mécanique inverse). Nous avons alors constaté une amplification du

niveau de fluctuations statistiques, de même que l’absence d’effets de bord. Le champ est par

suite considéré comme la restriction au domaine d’étude d’un champ aléatoire homogène. Sous

cette hypothèse, la propriété d’ergodicité en moyenne a été testée et finalement rejetée. Fort

de ces résultats expérimentaux, la réduction statistique du champ par le développement de

Karhunen-Loève est effectuée et l’identification des coefficients de la projection Chaos réalisée

(à l’aide de calculs parallèles). Une comparaison entre les densités marginales expérimentales

et simulées a été effectuée et a permis de valider à la fois la stratégie de résolution et l’ordre
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retenu pour le développement Chaos. Les paramètres du modèle ainsi identifiés, des simula-

tions numériques de Monte-Carlo du champ aléatoire de fraction volumique sont combinées à

une technique d’homogénéisation par champs moyens afin d’obtenir des réalisations simulées de

l’élasticité mésoscopique. Les longueurs de corrélation du champ aléatoire du tenseur d’élasticité

sont par ailleurs estimées en approximant la fonction de corrélation par un modèle algébrique

exponentiel. Le problème d’optimisation ainsi introduit est résolu par un algorithme de recherche

stochastique. Il est montré que les longueurs de corrélation spatiale sont proches de la longueur

caractéristique des domaines investigués expérimentalement, ce qui valide le choix de l’échelle

d’analyse.

Une seconde partie de cette recherche a été dédiée à l’identification et la mise en oeuvre d’un

modèle probabiliste direct du champ aléatoire du tenseur d’élasticité mésoscopique, récemment

proposé dans la littérature. L’identification des réalisations expérimentales est toujours accom-

plie en considérant les mesures de la vitesse de propagation, mais en privilégiant une méthode

de résolution purement numérique. 14 Il est constaté que les réalisations expérimentales exhibent

un niveau de fluctuations statistiques plus faible que celui obtenu à partir des simulations de

Monte-Carlo du champ aléatoire de fraction volumique (couplées au schéma d’homogénéisa-

tion). A l’aide de ces résultats expérimentaux, les paramètres du modèle probabiliste direct sont

identifiés. Nous avons noté la valeur relativement faible du paramètre de fluctuation (≈ 9 %).

L’identification des longueurs de corrélation spatiale expérimentales du champ mésoscopique

a été réalisée et a fourni des résultats proches de ceux obtenus par le modèle de la fraction

volumique aléatoire, validant à nouveau la définition de l’échelle d’analyse mésoscopique. Ces

estimations ont ensuite été utilisées afin de déterminer les longueurs de corrélation spatiale des

germes stochastiques. L’ensemble des paramètres du modèle probabiliste ainsi identifié, des si-

mulations numériques de Monte-Carlo sont utilisées afin de générer des réalisations du champ

aléatoire. Des éléments de comparaison entre les deux approches sont fournis.

Enfin, une première étude probabiliste paramétrique de la taille du VER, en fonction des lon-

gueurs de corrélation du processus mésoscopique, est fournie. Pour cette application, une estima-

tion de Voigt est utilisée pour déterminer les réalisations du tenseur d’élasticité effectif aléatoire.

Les analyses suggèrent une taille de VER environ cinq fois plus grande que la longueur de corré-

lation spatiale du champ mésoscopique et tendent donc à confirmer des résultats de la littérature.

Toutefois, il convient de souligner (i) qu’il s’agit là d’une première analyse ayant principalement

pour objectif d’illustrer la finalité et l’efficacité de la modélisation stochastique mésoscopique

proposée ; (ii) qu’il est nécessaire de procéder à une analyse probabiliste plus complète, basée

14. Bien que cette méthode permette de s’affranchir de certaines hypothèses inhérentes à l’approche suivie dans

le cas de la modélisation du champ de fraction volumique (méthode de résolution du problème mécanique inverse,

etc.), il a été mis en évidence qu’une résolution numérique sans modèle mécanique peut conduire à des solutions

physiquement inconsistantes.
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notamment sur une méthode de résolution du problème mécanique plus efficace.

Naturellement, la modélisation probabiliste et les résultats présentés dans ce mémoire ouvrent

de nombreuses perspectives. A court terme, il serait intéressant d’étudier l’impact du choix du

modèle d’homogénéisation, qu’il s’agisse de celui utilisé pour la détermination des trajectoires

expérimentales ou de celui mis en oeuvre pour le calcul des propriétés effectives (dans le cadre

de l’analyse de convergence probabiliste sur la taille du VER).

Une seconde piste consisterait à la mise au point d’un protocole d’analyse expérimentale qui

autoriserait une caractérisation sans biais du tenseur d’élasticité à l’échelle mésoscopique (en

étendant par exemple l’analyse non destructive à la mesure automatisée des vitesses de propa-

gation d’ondes transverses, en préservant le contexte d’élasticité isotrope). Une telle approche

permettrait d’identifier et de considérer le modèle probabiliste direct du champ aléatoire du

tenseur d’élasticité comme une solution de référence, à laquelle l’approche reposant sur la mo-

délisation de la fraction volumique pourrait être rigoureusement comparée.

A plus long terme, l’approche basée sur la modélisation de la fraction volumique aléatoire mé-

soscopique pourrait être étendue à un régime de comportement non linéaire (impliquant des

mécanismes d’endommagement). Cette extension pourrait notamment s’appuyer sur des mé-

thodes d’homogénéisation non linéaires.

Enfin, la modélisation stochastique du tenseur d’élasticité mésoscopique pourrait être mise en

oeuvre dans une châıne de calculs plus générale, dans laquelle la définition de la microstructure

aléatoire pourrait être intégrée afin de prédire le comportement aléatoire d’une structure (en se

basant entre autres sur la Méthode des Eléments Finis Stochastiques).
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Annexe A

Rappels en théorie des probabilités

Cet annexe est dédié à un bref rappel de notions de base de théorie des probabilités (voir

par exemple [Neveu, 1970] [Soize, 1993]).

Espace de probabilité

Soit Θ un ensemble non vide dont chaque élément, appelé événement élémentaire, constitue

une combinaison des causes dont dépend l’état de la variable considérée. Soit F une tribu (ou

σ-algèbre) de parties de Θ (appelés événements), c’est-à-dire une famille de parties vérifiant les

propriétés suivantes :

– F contient Θ et l’ensemble vide ∅,
– F est stable par complémentation : si A ∈ F , alors Ac ∈ F (avec Ac complémentaire de

A dans Θ),

– F est stable pour les réunions dénombrables : si A1, A2, . . . , An sont dans F , alors ∪n
i=1Ai ∈

F .
Soit P une mesure de probabilité sur (Θ,F), i.e. une application de (Θ,F) vers [0, 1] vérifiant :

– P (Θ) = 1,

– la propriété de σ-additivité : pour toute suite {An}n∈N
d’événements de F deux à deux

disjoints, P (∪n
i=1Ai) =

∑n
i=1 P (Ai).

Le triplet (Θ,F , P ) est appelé espace de probabilité (ou espace probabilisé).

Variable aléatoire à valeurs dans Rn

Soit X l’application de Θ dans Rn qui associe à chaque combinaison des causes une combi-

naison des conséquences. Le principe de causalité consiste :
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– à introduire la tribu borélienne BRn de Rn 15 telle que l’application X est mesurable 16,

– à équiper l’espace probabilisable (Rn,BRn) avec la mesure de probabilité PX telle que :

∀B ∈ BRn , PX(B) = P
(
X−1(B)

)
= P (X ∈ B).

L’application X est appelée variable aléatoire (en abrégé v.a.), définie sur (Θ,F , P ) et à valeurs
dans (Rn,BRn). La loi de probabilité (ou distribution de probabilité) de la v.a. X est la mesure

de probabilité PX(dx) (avec dx mesure de Lebesgue sur Rn) telle que ∀B ∈ BRn :
∫

B
PX(dx) = PX(B) = P (X ∈ B) (A.1)

On définit la loi marginale de la variable aléatoireXi à valeurs dans R comme la loi de probabilité

PXi
(dxi) sur R telle que ∀Bi ∈ BR :

PXi
(Bi) = P (X1 ∈ R, . . . , Xi ∈ Bi, . . . , Xn ∈ R) (A.2)

La loi de probabilité PX est par ailleurs définie par la fonction de répartition x→ FX(x), de Rn

dans [0, 1], telle que :

FX(x) = PX(Bx) =

∫

y∈Bx

PX(dy) (A.3)

où Bx =
∏n

i=1]−∞, xi] ∈ BRn .

On dit que la mesure de probabilité PX(dx) admet une densité par rapport à la mesure de

Lebesgue dx s’il existe une fonction de Rn dans R+ telle que :

PX(dx) = pX(x)dx (A.4)

La fonction x → pX(x) est appelée fonction densité de probabilité de la loi de probabilité et

vérifie
∫

Rn pX(x)dx = 1.

Pour tout entier 1 ≤ q < +∞, on dit que la v.a. X est d’ordre q si :

E (‖X‖q) =

∫

Θ
‖X(θ)‖q dP (θ) =

∫

Rn

‖x(θ)‖q PX(dx) < +∞ (A.5)

L’ensemble des v.a. d’ordre q définies sur l’espace probabilisé (Θ,F , P ) à valeurs dans Rn consti-

tue un espace vectoriel noté Lq (Θ,Rn). En introduisant la norme associée X → E (‖X‖q), on

montre que Lq (Θ,Rn) est un espace de Banach. En pratique, on est amené à considèrer des

variables aléatoires du second ordre : X ∈ L2 (Θ,Rn). On montre que l’espace L2 (Θ,Rn) muni

du produit scalaire (X,Y)→<< X,Y >> défini sur L2 (Θ,Rn)× L2 (Θ,Rn) par :

<< X,Y >>= E (< X,Y >) =

∫

Rn

∫

Rn

< x,y > PXY(dx, dy) (A.6)

est un espace de Hilbert, avec PXY(dx, dy) loi de probabilité conjointe des v.a. X et Y. Pour

toute v.a. X du second ordre, on définit :

15. La tribu BRn est la σ-algèbre engendrée par les ensembles ouverts.

16. L’application X est dite mesurable si ∀B ∈ BRn , X
−1(B) ∈ F , avec X

−1(B) = {θ ∈ Θ|X(θ) ∈ B}.
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– le vecteur moyen 17 :

X = E [X] =

∫

Rn

xPX(dx)

– la matrice de corrélation RX, symétrique définie positive (de trace finie) :

RX = E
[
XXT

]

– la matrice de covariance CX, symétrique définie positive (de trace finie) :

CX = E
[
(X −X)(X −X)T

]

La composante (i, i) de la matrice CX est appelée variance de la variable aléatoire Xi (la racine

carrée de la variance est appelée écart-type).

Champ aléatoire

Soit Ω un ouvert de Rd, 1 ≤ d ≤ 3. On appelle champ aléatoire défini sur (Θ,F , P ), in-
dexé par Ω et à valeurs dans Rn l’application w → X(w) = [X1(w), . . . ,Xn(w)] de Ω dans

L0 (Θ,Rn). Le terme champ stochastique est également employé. Pour tout θ ∈ Θ, l’application
w→ X(w, θ) de Ω dans Rn définit une trajectoire du champ aléatoire.

Soit I l’ensemble des parties non vides et non ordonnées de Ω. Pour tout i = {w1, . . . ,wm} ∈ I,
l’application θ → Xi(θ) = [X(w1, θ), . . . , X(wm, θ)] est une v.a. définie sur (Θ,F , P ) à valeurs
dans (Rn)m, de loi de probabilité P

X
i . Lorsque i décrit I, l’ensemble des lois de probabilité

{P
X

i , i ∈ I} définit le système de lois marginales du champ {X(w), w ∈ Ω}.
On dit qu’un champ aléatoire est du second ordre si w → X(w) ∈ L2 (Θ,Rn). Un champ aléa-

toire du second ordre est qualifié de continu en moyenne d’ordre deux (en abrégé, continu en

m.o.d.) si l’application w → X(w) est continu de Ω dans L2 (Θ,Rn). Une condition nécessaire

et suffisante pour qu’un processus du second ordre soit continu en m.o.d. est que la trace de sa

fonction d’autocorrélation soit continue sur Ω× Ω.

Stationnarité

Soit G un ensemble de transformations de l’ensemble Ω, telle que G contienne la transforma-

tion identique et soit stable par composition. On dit que le processus {X(w),w ∈ Ω} est station-

naire par rapport à G si, pour tout g ∈ G, les processus {X(w),w ∈ Ω} et {X(g(w)),w ∈ Ω}
admettent le même système de lois marginales 18. Le terme champ aléatoire homogène est éga-

lement employé 19.

17. Le vecteur moyen peut être défini dès lors que X est au moins d’ordre 1.

18. On dit alors que les processus {X(w),w ∈ Ω} et {X(g(w)),w ∈ Ω} sont isonomes.

19. Le terme stationnaire est en général réservé à un processus indexé sur R, alors que le terme homogène

qualifie un champ, indexé sur Rd.
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La stationnarité usuelle sur Rd est définie par le groupe des translations w→ w+ u.

On dit qu’un champ aléatoire du second ordre X(w), indexé sur Rd et à valeurs dans Rn, est

stationnaire en moyenne d’ordre deux (en abrégé, stationnaire en m.o.d.) si :

– ∀w ∈ Rd, E {X(w)} = X ∈ Rn,

– ∀w, u ∈ Rd, RX (w,w+ u) = RX (u).

La stationnarité implique la stationnarité en m.o.d., la réciproque étant fausse.
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Annexe B

Exemple de résultats issus de

l’identification inverse directe

La seconde trajectoire expérimentale centrée des composantes (1, 1) et (1, 2) du champ aléa-

toire x → C(x) et du champ x → ρ(x) est représentée sur les figures (B.1), (B.2) et (B.3). On

rappelle que ces résultats sont issus de la résolution du problème d’optimisation (5.2).
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Figure B.1: Représentation de la première trajectoire expérimentale du champ aléatoire

centré x→ C11 (x)−C11 (x).

115



Annexe B. Exemple de résultats issus de l’identification inverse directe

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

1
2

3
4

5
6

7

−1

−0.5

0

0.5

XY

C
1
2
(

θ
1
)
−
E
[
C
1
2
]
 
[
G
P
a
]

Figure B.2: Représentation de la première trajectoire expérimentale du champ aléatoire

centré x→ C12 (x)−C12 (x).
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Figure B.3: Représentation de la première trajectoire expérimentale du champ aléatoire

centré x→ ρ (x)− ρ (x).
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Annexe C

Comparaison entre les densités

marginales expérimentales et

simulées

La comparaison entre la densité marginale expérimentale et la densité marginale simulée

(50000 tirages) est représentée sur les figures suivantes, pour les points x5 à x24.
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Annexe D

Base de Walpole

Le tenseur effectif estimé par le schéma de Mori-Tanaka s’écrit :

Chom
MT = C(0) +

f

4π

∫

||n||=1

[(
C(f) − C(0)

)−1
+ P

(r)
i

]−1
dS (D.1)

×
(
(1− f)I+ f

4π

∫

||n||=1
A
(s)
i dS

)−1

Considérons à présent la base de Walpole {Ei}6i=1 [Walpole, 1981] (voir également [Kunin, 1981]),

définie par :

E1 =
1
2 iT ⊗ iT , E2 = iN ⊗ iN

E3 = iT⊗iT − E1, E4 = iT⊗iN + iN⊗iT

E5 = iN ⊗ iT , E6 = iT ⊗ iN

(D.2)

où iN = n⊗ n, iT = 1− iN (avec 1 le tenseur identité d’ordre deux : 1ij = δij) et 2(a⊗b)ijkl =

aikbjl+ailbjk pour tout couple de tenseurs d’ordre deux (a,b). Cette base permet de décomposer

tout tenseur D d’ordre quatre présentant la propriété d’isotropie transverse, selon :

D = a1E1 + a2E2 + a3E3 + a4E4 + a5E5 + a6E6 = [a1, a2, a3, a4, a5, a6] (D.3)

L’intérêt majeur de cette décomposition est que les opérations de calcul tensoriel sont alors

réduites à de simples opérations algébriques [Walpole, 1981], permettant ainsi la dérivation de

résultats formels. En particulier, en notant {Ei}r la base associée à la normale nr et à la phase

r, on montre que :

C(0) =
E0

(1 + ν0)(1− 2ν0)

(
1, 1− ν0, 1− 2ν0, 1− 2ν0, ν0, ν0

)
r

(D.4)

et [Ponte Castañeda et Willis, 1995] :

P
(r)
i =

(
(1 + ν0)(1− 2ν0)

2E0(1− ν0) , 0,
(3− 4ν0)(1 + ν0)

4E0(1− ν0) ,
1 + ν0

2E0
, 0, 0

)

r

(D.5)
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Annexe D. Base de Walpole

où E0 et ν0 sont le module d’Young et le coefficient de Poisson de la matrice isotrope, respec-

tivement. L’indice r signifie que la base de Walpole est définie par la normale nr (soit {Ei}r).

L’Eq. (D.5) est dérivée sous l’hypothèse que la courbure des fibres est suffisamment faible pour

que le tenseur d’Eshelby associé soit celui d’une fibre longue droite, dont l’expression peut être

trouvée dans les ouvrages de référence (voir par exemple [Mura, 1987]).

L’intégration sur la surface de la sphère unité de l’Eq. (D.1) est facilitée par la considération la

base de Walpole. On rappelle les identités classiques :

1

4π

∫

||n||=1
n⊗ ndS =

1

3
1,

1

4π

∫

||n||=1
n⊗ n⊗ n⊗ ndS =

1

3
J+

2

15
K (D.6)

où (J,K) est la base classique des tenseurs symétriques isotropes d’ordre quatre, définie par :

J =
1

3
i⊗ i, K = I− J (D.7)

En combinant les Eqs. (D.2) et (D.6), il vient :

< E1 >=
2
3J+ 1

15K, < E2 >=
1
3J+ 2

15K

< E3 >=< E4 >=
2
5K, < E5 >=< E6 >=

2
3J− 2

15K
(D.8)

avec

< Ei >=
1

4π

∫

||n||=1
EidS
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MW-GMC avec fenêtrage 3-D (d’après [Baxter et al., 2001]). . . . . . . . . . . . 14
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3.7 Schématisation du dispositif expérimental : positionnement du cadre et définition
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3.14 Représentation de la réalisation expérimentale x→ V exp
l (x, θ1). . . . . . . . . . . 53

3.15 Représentation de la réalisation expérimentale x→ V exp
l (x, θ2). . . . . . . . . . . 53

3.16 Représentation du champ x→ E
{
V exp

l (x)
}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.17 Représentation du champ x→ CV
{
V exp

l (x)
}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.1 Formulation du problème direct : détermination de la vitesse de propagation des
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l’ordre q de la représentation Chaos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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marginale simulée (trait gris) par la projection Chaos pour la v.a. f (x2) (gauche)

et la v.a. centrée f (x2)− E {f (x2)} (droite). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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5.22 Evolution des fluctuations statistiques en fonction de Nmeso pour les niveaux de

probabilités 0.9, 0.95 et 0.99. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

B.1 Représentation de la première trajectoire expérimentale du champ aléatoire centré
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Résumé

Modélisation stochastique mésoscopique de milieux aléatoires : application à un

polymère renforcé de fibres longues

Pour certaines classes de matériaux de structure, la taille du Volume Elémentaire Représentatif peut
être très supérieure à celle du domaine usuellement considéré pour une caractérisation expérimentale.
Le tenseur d’élasticité du milieu présente alors des fluctuations spatiales et statistiques qu’il convient
de modéliser par un champ aléatoire. Le travail de thèse a consisté en la construction, l’identification
expérimentale et la mise en oeuvre d’un modèle probabiliste du champ aléatoire du tenseur d’élasticité
à l’échelle mésoscopique. Pour ce faire, deux approches sont privilégiées. La première est basée sur la
construction d’un modèle probabiliste associé à la fraction volumique aléatoire mésoscopique, combiné
à un schéma d’homogénéisation. Une analyse expérimentale par ultrasons est réalisée sur un matériau
modèle et permet, à l’aide de la résolution numérique d’un problème inverse, d’obtenir les trajectoires
du champ. L’identification des paramètres du modèle est ensuite effectuée en s’appuyant sur le
Principe du Maximum de Vraisemblance. La seconde approche porte sur l’identification et la mise en
oeuvre d’un modèle probabiliste direct du champ aléatoire du tenseur d’élasticité, proposé dans la
littérature. Les paramètres du modèle sont déterminés grâce à la caractérisation ultrasonore, via la
résolution d’un problème d’optimisation. Les deux approches fournissent des estimations semblables
pour les longueurs de corrélation spatiale du champ aléatoire et valident le choix de l’échelle d’analyse
mésoscopique. Enfin, une analyse de convergence probabiliste permet de discuter de la taille du VER
en fonction des longueurs de corrélation spatiale du champ mésoscopique.

Mots clés : chaos polynomial, composite, développement de Karhunen-Loève, homogénéisation, mi-
cromécanique, milieux aléatoires, modèle probabiliste, modélisation stochastique.

Abstract

Stochastic modeling of random media at mesoscale : application to a long-fiber

reinforced polymer

For some classes of materials, the size of the Representative Volume Element can be much larger than
the one of the domain typically used in experimental testing. The elasticity tensor of such media then
exhibits both spatial and statistical fluctuations and has to be modelled as a random field. This thesis
is dedicated to the construction, experimental identification and use of a probabilistic model of the
random elasticity tensor at mesoscale. For this purpose, two kinds of approaches are considered. The
first one is based on the construction of a probabilistic model for the mesoscopic volume fraction,
combined to a homogenization scheme. An ultrasound-based experimental analysis is performed on a
typical material and allows identifying the experimental trajectories of the random field by solving an
inverse problem. The identification of the parameters is carried out by using the Maximum Likelihood
Principle. The second approach is focused on the identification and use of a probabilistic model for
the elasticity tensor random field that was recently proposed in the literature. The parameters of
the model are computed by combining the ultrasound data with an optimization problem. Both
approaches yield similar predictions of the spatial correlation lengths of the mesoscopic random field
and validate the choice of the scale for the mesoscopic analysis. Finally, a probabilistic convergence
analysis is performed and allows one to discuss the size of the RVE in terms of the correlation lengths
of the mesoscopic random field.

Keywords : composite, homogenization, Karhunen-Loève expansion, micromechanics, polynomial
chaos, random media, probabilistic model, stochastic modelling.
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