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Introduction

Soit (A, <) un ensemble dirigé et une famille (E,).ea d’espaces localement
convexes tous sous-espaces d’un espace vectoriel E engendré par leur réunion.
Soit, pour tout a € A, l'inclusion ], : E, — E. Pour tout @ < f € A on a aussi
des inclusions J,4 : E, — Eg continues. L’espace E est muni de la topologie limite
inductive des E, par les J,. Plus de détails sur les limites inductives se trouvent
au premier chapitre. Soit F un sous espace vectoriel de E tel que, pour tout a € A,
F, = F N E, est un sous espace vectoriel topologique de E,. Alors, comme on
peut le lire dans Bourbaki [7], méme si la limite inductive est stricte, il peut se
faire que la topologie limite inductive sur F par les F, soit strictement plus fine
que celle induite par la topologie limite inductive sur E par les E,. Dans ce cas
le théoréme de Hahn-Banach ne peut étre appliqué directement pour prolonger
une forme linéaire continue sur F.

Comme l'ont souligné, S. K. Kranzler et T. S. McDermott, dans leur article
"Extending continuous linear Functionals in convergence limit spaces" (voir [22]), on
connait trés peu de cas ot un tel prolongement peut avoir lieu.

Il y a trois questions naturelles qui se posent :

1) Quelles sont les conditions qui permettent un tel prolongement ?

2) Si les espaces E, sont normés, peut-on avoir en plus, une préservation de
la norme sur chaque E, ?

3) Qu’en est-t-il du cas opératoriel ?

Dans une note publiée au C.R.A.S en 1965 (voir [13]), C. Foias et G. Marinescu
ont donné une réponse positive a la premiére question. Leurs conditions étaient
que I'ensemble A = N, les ensembles E,, sont des espaces de Banach réflexifs tel
qu’on ait des inclusions naturelles i, : E,, — E,; vérifiant, pour tout n, ||i,|| < 1 et
les sous-espaces F, sont fermés dans les E,,. Aucune condition n’estimposée sur la
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forme linéaire continue a prolonger. Une année plus tard, M. De Wilde publie un
article intitulé "Quelques théorémes d’extension de fonctionnelles linéaires" qui traite
du sujet. Le cadre est plus général : les espaces E,, sont simplement semi-normés,
mais l'ensemble A est toujours dénombrable, les inclusions i, sont faiblement
compacts. Dire qu'une forme linéaire continue sur F (par la topologie limite
inductive des F,) se prolonge sur E, c’est dire que la forme linéaire en question
est continue sur F dans la topologie induite par celle de E. Cette remarque est
vérifiée sil'une de ces conditions est satisfaite, n’oublions pas que F est toujours
supposé étre fermé dans E : (1) Le dual faible de F est complet ; (2) Le dual de E est
complet dans la topologie de la convergence uniforme sur une famille de bornés
(B) qui couvre E, qui est stable par réunion finie et telle que chaque B soit contenu
dans un F,; (3) Le dual de F est complet dans la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts absolument convexes et les F,, sont fermés dans les E,,,
voir [11]. Cet angle de vision va étre élaboré plus tard dans le cadre des espaces
bornologiques par H. Hogbe-Nlend voir [19].

Si les duals des F,, sont complets pour les topologies respectives, ces condi-
tions sont aussi nécessaires. Dans le cas d'un espace E de Fréchet, la condition
nécéssaire et suffisante est que les F, soient denses dans F a partir d"un certain
rang.

En 1975,S. K. Kranzler et T. S. McDermott ont généralisé le résultat de C. Foias
et G. Marinescu en suivant la méme méthode de démonstration. Toujours A = N,
leurs conditions étaient que les espaces E, sont des espaces localement convexes
tel qu’il existe une topologie de Fréchet sur chaque E;, le dual de E,, plus faible
que la topologie de Mackey et que les applications duales 7, : E/ ., — E; sont
continues pour ces topologies. Les sous-espaces F, sont encore supposés étre
fermés dans les E,,.

Dans le premier chapitre nous donnons quelques préliminaires et nous expo-
sons les espaces qui entrent dans notre cadre. Le deuxieme chapitre est consacré
aux applications positives et leurs liens avec la continuité. Nous introduisons
aussi la propriété (P) et nous donnons quelques exemples. Ensuite, la deuxieme
moitié du chapitre est consacrée aux applications complétement positives et
completement bornées. Nous donnons les définitions et les principaux résultats
qui nous serons utiles pour la suite.
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Dans le chapitre 3 de cette these nous donnons une réponse positive a cette
question, sous un autre angle de vue. Nous n'imposons aucune condition sur
les espaces E, ni sur I'ensemble d’indices A. Les espaces E, sont des espaces
vectoriels topologiques localement convexes avec des applications J.s : E, — Eg
continues. Une semi-norme est choisie sur chaque E, qui sera noté par |*|,. Les F,
sont des sous-espaces vectoriels quelconques des E,. Par contre, nous imposons
une condition sur les applications [,

sup{|/apl = sup{lJapxlp; Ixla < 1,x € E}} < +o0.

a<p
Evidemment, si les espaces E, sont normés et si, pour touta <, ona: ||J4ll <1
alors automatiquement sup, g ||Jagll < co. Les restrictions ¢, de ¢ (la forme a
prolonger) sur les E, sont supposées vérifier les conditions suivantes : Pour tout
a<peEAonaq@g=@,o | (quiest une condition naturelle) et

su}:{l(pﬁl = sup{lppxl; lxlg < 1,x € Eg}} < +o0.
a<

Ce résultat est appliqué dans le cadre des espaces de fonctions holomorphes
sur des ouverts de C" pour obtenir une condition nécessaire et suffisante qui
permet de représenter des formes linéaires et continues sur 1’algebre de germes
des fonctions analytiques sur un compact K de C". Dans le théoréme qui suit Ok
représente l'algeébre des germes, tandis que Oy représente 1’algebre des fonctions
holomorphes sur un ouvert U, parcourant I’ensemble des voisinages ouverts de
K, et continues sur le bord.

Corollaire 3.2.2 : Une forme linéaire @ sur Ok telle que ses restrictions aux algebres
(_)u soient continues est donnée par une mesure u sur K, i.e. pour tout f € Ok

P(f) = f fap,
K
si et seulement si elle vérifie, pour tout U C 'V € A, sup,,_,, llpvll est fini.
Les résultats de ce paragraphe se trouvent dans le papier [24]. Dans un autre
paragraphe nous donnons un résultat dans un cadre général qui répond a la

deuxieme question. Pour simplifier les choses, supposons par exemple que les
E, sont des systémes d’opérateurs (voir [27]) alors si les ], sont des opérateurs
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unitaires et positifs, les F, sont des sous-espaces contenant 1'unité et les ¢, sont
des formes linéaires tels que sup,,_; [l¢4ll < +00, alors le prolongement préserve la
norme si et seulement si pour tout a € A, ¢, est positive ou bien ||p,|| = ¢,(1). Si,
par exemple, les formes ¢, sont des états alors automatiquement sup,,_ [|¢4ll =
1 < +00. Nous donnons aussi un exemple qui montre qu'un prolongement
qui préserve la norme n’existe pas toujours méme dans le cas o1 I'ensemble A
contient deux éléments et les espaces sont de dimension finie.

Apreés ceci on généralise ces résultats dans le cas opératoriel ; c’est a dire le
cas ou les E, sont des C*-algebres et les ¢, sont des applications a valeurs dans
une algebre d’opérateurs bornés sur un espace de Hilbert. Cela nous permet
également de généraliser I'application donnée pour représenter certaines appli-
cations linéaires sur I'algebre des germes, a valeurs opérateurs par des mesures
opératorielles.

Dans le chapitre 4 nous répondons a la deuxiéme question dans un cas parti-
culier de limite inductive : les espaces de fractions. Les détails de la construction
se trouvent au premier paragraphe du méme chapitre. Ces derniers ont été uti-
lisés par F-H. Vasilescu, seul ou avec E. Albrecht, dans plusieurs articles pour
répondre a divers problémes. Nous citons par exemple le probleme des mo-
ments multi-dimensionnels sur un fermé (non borné) de IR” et le probleme de
prolongement de familles sous-normales d’opérateurs non bornés en des familles
normales.

Cette approche est différente de celle du chapitre 3 au niveau des hypotheses.
En effet, les applications linéaires J,5 ne sont plus unitaires.

F-H. Vasilescu dans [41] répond a la deuxiéme question dans le cas ot 'espace
des fractions est construit a partir d’une algebre de fonctions continues sur un
compact et 'ensemble de dénominateurs est inclus dans celle-ci. Ce qui a permis
de donner une solution au probléme des moments multi-dimensionnels sur
un fermé de R". Nous élargissons ce résultat dans deux directions : dans la
premiere nous donnons un cadre plus général, entre autre celui des C*-algebres
non commutatives. La deuxieme est le fait que I'ensemble des dénominateurs
n’est plus dans l'espace mais dans l’algebre des opérateurs bornés sur celui-ci.
Le théoréme 4.2.3 présente le cas le plus général de notre étude. On dit qu'un
espace vectoriel normé admet la propriété (P) pour un élément 4 si la norme de
toute forme linéaire positive sur celui-ci vaut sa valeur en a. La notation £(E)
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représente 1’algebre des opérateurs bornés sur E.

Théoréme 4.2.3 : Soit E un espace vectoriel complexe normé et ordonné vérifiant la
propriété (P) pour un certain a dans E et G C L(E) un ensemble de dénominateurs. On
suppose que l'espace réel H de E est stable par G (i.e. Vg € G; g(H) = H).

Soit F un sous-espace de 'espace des fractions E/G, on suppose que a/g" € Fy, pour
tout g’ < g € G, et Fy est cofinal dans E,.

Si @ est une forme linéaire sur F, alors @ se prolonge en une forme linéaire positive
Y sur E/G telle que, pour tout g € G, [l = |l@gll, si et seulement si, pour tout g € G,

g est positive et [|pg|l = @(a/g) > 0 (o1t g = @|F, et Py = Y|E,).

Ensuite, nous traitons le cas des *-algebres de Banach hermitiennes (non
commutatives) ce qui nous permet de généraliser directement le théoréme de
F-H. Vasilescu dans [41] et restreindre les hypotheses du cas général. Dans le
contexte commutatif nous examinons le cas des algebres de Banach puis le cas des
algebres involutives hermitiennes sur lesquelles on peut représenter les formes
linéaires positives par une mesure. Les principaux résultats de ce chapitre se
trouvent dans l'article [23].

Enfin, la derniére section est consacrée au probleme des moments. Nous
introduisons une nouvelle version du probleme, non commutative, qui nous
permet de généraliser le probleme des moments multi-dimensionnels classique.
La variable n’est plus un n-uplet dans IR” mais un n-uplet de quaternions vus
comme des applications de C> dans M,(C). On obtient la méme caractérisation
des K-applications moment donnée dans [41].

D’autre versions non commutatives du probleme des moments ont été intro-
duites par K. Schmiidgen dans [36]. Elles sont en rapport direct avec la théorie
de représentations des groupes de Lie.

Dans le dernier chapitre, nous donnons une version opératorielle du précé-
dent chapitre. Ce travail est motivé par le papier de E. Albrecht et F-H. Vasilescu
"Unbounded extensions and operator moment problems", voir [2], dans lequel les
auteurs donnent une version opératorielle du résultat de F-H. Vasilescu dans
[41] ainsi que du probleme des moments multi-dimensionnels. Nous suivons les
mémes étapes des démonstrations et nous donnons un résultat analogue dans
le cas des C*-algebres non commutatives. Soit 8 une C*-algébre d'unité e et
G € L(B) un ensemble de dénominateurs. Soit D un espace vectoriel complexe,
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la notation SF(D) représente 1'espace des formes sesquilinéaires sur D.

Théoréme 5.2.3 : Soit F = }.,.c F; C B/G, oi pour tout g € G, Fq est un sous espace
vectoriel de B,. On suppose que e/g’ € F, pour tout ¢’ < g € G.

Soit D un espace préhilbertien et soit ¢ : F — SF(D) une application linéaire. Alors
@ se prolonge en une application linéaire completement positive Y : B/G — SF(D) telle
que |[Weqllr = ll@gqllw pour tout x € D et g € G si et seulement si @ est completement
contractive, et pour tout g € G, et x € D\{0}, p(a/g)(x, x) > 0, avec pq . = P(*)(x, X)IF,
et Yo = P(*)(x, x)lBg'

Plus tard, nous définissons une nouvelle mesure a valeurs dans £(A, B(H))
ol A est une C*-algebre et H un espace de Hilbert. Cela nous permet de donner
une version opératorielle du probleme des moments non commutatif, dans le
deuxiéme chapitre. Comme application du résultat au dessus, nous donnons une
caractérisation des K-applications moment a valeurs opérateurs (voir le théoreme
5.3.7). Le contenue de ce chapitre se trouve dans le preprint [25].
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Chapitre 1

Notions générales

Dans ce chapitre nous n’énongons pas de nouveaux résultats. Il s’agit d’ex-
poser les espaces qui entrent dans le cadre de notre étude et de rappeler certains
résultats et certaines définitions qui seront utiles pour la suite.

Les espaces vectoriels que nous considérons sont complexes en général, nous
préciserons les cas ol les espaces sont réels.

1.1 Limites inductives

Les espaces limites inductives ont été un sujet d’étude pour beaucoup de
mathématiciens du siecle dernier, pour plus de détails sur la théorie voir par
exemple dans [7], [15], [21], [34], [20], ....

Un ensemble A d’indices, muni d"une relation d’ordre "<" est dit dirigé pour
cette relation, si pour tous «a et § dans A il existe un élément y dans A tels que
a, B < y.Cet ensemble est parfois noté (A, <). Un sous ensemble A est dit cofinal
dans A si pour tout a € A on peut trouver ag € Ay tel que a < ap.

Soit, pour chaque a € A, un espace localement convexe E,. On suppose que,
pour tous a < ff € A, on a des applications linéaires continues J,5 : E, — Ejg
avec la propriété J,, = Jg,Jap si @ < f <y € A. Soit un espace vectoriel E (sans
topologie a priori) et des applications linéaires J, : E, = Etelquesia < € A
alors ], = Jg/ap (sans perte de généralités on peut supposer que les applications |,
sont injectives, voir [20]). Supposons que I'espace E est engendré par la réunion
des J,(E,), on peut maintenant définir une topologie sur E.
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Définition 1.1.1. On appelle topologie limite inductive des E,, par les applications ],
la topologie localement convexe sur E la plus fine rendant toutes les applications |,
continues.

L’espace E muni de cette topologie est appelé limite inductive des E, par les applica-
tions J,.

La proposition suivante caractérise la topologie limite inductive.

Proposition 1.1.2. Soit E la limite inductive des E, par les applications J,.

1. Une boule équilibrée U est un voisinage de 0 dans E si et seulement si J'(U) est
un voisinage de 0 dans E,, pour tout a € A.

2. Si les espaces |,(E,) engendrent E, on obtient un systeme fondamental de voisi-
nages de 0 dans E en prenant les enveloppes convexes :

r( 1),

ot pour tout o, U, parcourt un systeme fondamental donné de voisinage de 0 dans
E,.

Soit Ay C A un sous ensemble cofinal. Alors la topologie limite inductive sur
E ne change pas si on remplace A par Ay.

Proposition 1.1.3. Soit E un espace limite inductive d’une famille (E,)qaca d’espaces
localement convexes par des applications linéaires |, et F un espace localement convexes.
On suppose que E est engendré par les |,(E,).

Alors pour qu'une application linéaire ¢ : E — F soit continue il faut et il suffit que
pour tout a € A, @ o ], soit continue.

Dans notre travail nous rencontrons deux exemples de limites inductives. Les
deuxiéme et troisieme exemples sont tres connus dans la littérature.

Exemple 1.1.4. 1. Dans le chapitre 4, 'espace des fractions E/G; si E est espace
normé et G est un ensemble de dénominateurs sur E, est vu comme limite inductives
des espaces E/ g ot g € G par les inclusions naturelles. L'ensemble d’indices, dans
ce cas, est G. On dit que § < §' € G s'il existe g € G tel que g’ = gg”" et dans ce
cas, l'application J,o : E/§ — E/g" est donnée par I'expression :

Joor (x/8) = (§"x/g'), Vx € E.
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These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

1.2 Espaces vectoriels ordonnés 11

2. Dans le chapitre 3, nous pouvons voir dans l'application I'exemple suivant :

Soit K C C" un sous ensemble compact connexe d’intérieur non vide. L’ensemble
A représente tous les voisinages ouverts de K, avec la relation d'ordre U < V
siVcUoit UV € A. Pour tout U € A on considere les ensembles Oy des
fonctions holomorphes sur U et continues sur le bord. On définit la relation
d'équivalence suivante : si f € Oy et g € Oy on dit qu’elle sont équivalentes s'il
existe W C UNV et contenant K tel que fIW = g|W. On définit O I'ensemble des
classes d’équivalence, on observe que chaque élément f de Oy peut étre considéré
comme une fonction continue a valeurs complexes sur I'ensemble K.

Maintenant on définit les applications Iy : Oy — Ok qui associent & chaque
fonction sa classe d’équivalence. Ce sont des applications injectives. On pose pour
U <V, Syv l'application donnée par la restriction de Ou vers @V, ces derniers
vérifient

(1) Suu = Ip, YU€eA;

(1) Suw =SywoSuv sill,VetWeAsonttelsquel <V <W.

Alors on peut voir Ok comme limite inductive des ensembles Oy par les application
Iy.

3. Soit U € R" un ouvert. On peut écrire U comme une réunion dénombrable
croissante de compacts K,,, n € IN. Soit pour tout n, D(K,) I'espace des fonctions
numériques indéfiniment différentiables a supports inclus dans K,,. La réunion
de tous les espaces D(K,) est égale a D(U) I'espace des fonctions numériques
indéfiniment différentiables a support compact dans U. On munit D(U) de la
topologie limite inductive des espaces D(K,,) par les inclusions naturelles. L'espace
des distributions O’ (U) est le dual topologique de D(U).

1.2 Espaces vectoriels ordonnés

Pour plus de détails sur les espaces ordonnés on peut consulter les livres de
Bourbaki [7] ou de Schaefer [34].

Définition 1.2.1. On appelle espace vectoriel ordonné tout espace vectoriel E muni
d’une relation reflexive et transitive "<", vérifiant ces deux conditions pour tout x,y
dans E :

i) x<y=>x+z<y+z Vz€E
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ii) x<y= Ax < Ay, YA >O.
L’espace ordonné sera noté (E, <).

Dans la définition nous ne demandons pas que la relation d’ordre soit an-
tisimétrique, ce qui est parfois défini par le mot "préordre". La notion d’ordre
dans un espace vectoriel a un lien étroit avec la notion de cone et la notion de
positivité, on va donc introduire ces deux notions.

Dans un espace vectoriel ordonné (E, <), les éléments x dans E, vérifiant 0 < x,
sont dits positifs. L'ensemble des éléments positifs, dans (E, <), forment un cone,
qui est généralement appelé le cone positif de E.

De méme si, dans un espace vectoriel E on a un cone C, alors on peut définir
une relation d’ordre < dans E d"une fagon naturelle; on ditque x < ysiy—x €
C. Les éléments positifs de E relativement a cette relation sont exactement les
éléments de C.

Larelation d’ordre est antisymétrique si et seulement si le cone correspondant
est saillant (un cone C est dit saillant si C N (-C) = 0).

Lorsqu’il est question de plus d"un cone dans E, il est nécessaire de spécifier,
pour la notion de positivité, de quel cone il s’agit. Pour cela nous allons adopter
la notation C-positif pour lier la positivité a un cone C donné.

Soit une fonction ¢ définie sur un espace ordonné E a valeur réelles ou
complexes. La fonction ¢ est dite positive si pour tout élément positif x dans E,
@(x) est positif. Et généralement : si E et F sont deux espaces ordonnés alors une
application linéaire ¢ de E vers F est dite positive si pour tout élément positif
x € E, p(x) est positif dans F.

Le théoreme suivant, qui est essentiel pour la suite, peut servir a prouver le
théoreme de Hahn-Banach. Pour plus de détails nous référons a Bourbaki [7].

Théoreme 1.2.2. (Prolongement de formes linéaires positives (voir [7])). Soit E
un espace vectoriel ordonné, et F un sous espace vectoriel de E tel que tout élément de E
soit majoré par un élément de F.

Alors, toute forme linéaire ¢ sur F positive pour la structure d’ordre sur F (induite
par celle de E), se prolonge en une forme linéaire positive sur E.

Voici maintenant quelques définitions qui seront utiles plus tard.

Définition 1.2.3. Soit E un espace vectoriel ordonné de cone C et H un espace réel
contenant C tel que E = H @ iH ; alors H est dit espace réel de E.
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Soit E un espace vectoriel ordonné d’espace réel H, et soit F un sous espace vectoriel
de E, alors F est dit symétrique si F = FNH ®iF N H.

Le sous-espace F est dit cofinal dans E si, pour tout x dans H, il existe y dans CNF
tel que y — x soit dans C.

Soit E un espace vectoriel ordonné d’espace réel H alors on peut définir une
involution "*" sur E. Comme tout élément x € E, peut s’écrire, d"une facon unique,
sous la forme x; +ix;, avec x; et x, dans 'espace réel H, on peut poser x* = x; —ix,.
Cette opération est bien définie, grace a I'unicité de la décomposition, et on peut
facilement voir qu’elle vérifie ces deux propriétés :

e

- (x+Ay) =x"+ Ay pour toutx,y € E, et A € C.

Un espace vectoriel muni d"une involution est appelé *-espace vectoriel (voir
[35]). On peut donc voir E comme un *-espace vectoriel ordonné de cone positif
C, et H son espace réel.

Le prochain résultat est un corollaire du théoreme 1.2.2.

Corollaire 1.2.4. Soit E un espace vectoriel ordonné et soit C son cone positif. Soit F
un sous-espace cofinal de E. On pose Cr = C N F, si ¢ est une forme Cp-positive sur F
alors ¢ se prolonge en une forme C-positive sur E.

Les *-algébres

Les *-algébres sont, en méme temps, des algebres et des *-espaces vectoriels
avec la popriété (ab)* = b*a*. Pour plus de détails sur les *-algebres voir [14] ou
bien [35]. Soit A une *-algebre d’unité e, I’ensemble des éléments auto-adjoints
est appelé I'espace réel et noté A;. Un élément b dans A est dit positif s'il existe
un élément 2 dans A tel que b = a"a.

Dans une *-algeébre A il y a un cone naturel, c’est 'ensemble P(A) des sommes
finies de la forme ), aax, ou les a; sont des éléments de A. Un cone C dans A
est dit m-admissible s’il est inclus dans A et contient P(A) avec la propriété que
pour tout a € A et x € C 1'élément a*xa € C. Puisqu’on traite avec des algebres
unitaires, alors C est un cone m-admissible si et seulement sie € C et a'xa € C
pour tout a € A et x € C. Le cone P(A) est appelé le cone positif de A, il est le
plus petit cone m-admissible de A. La notion de m-admissibilité est due a R. T.
Powers.
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Exemple 1.2.5. 1. Soit D un sous espace vectoriel dense dans un espace de Hilbert
H. Soit L*(D) I'ensemble de tous les opérateurs T sur H de domaine D tels que
T(D) € D,D € D(T*) et T*(D) € D. Alors L*(D) est une *-algebre.

Les *-sous-algebres de L*(D) sont appelées les O*-algebres.

1.3 *-algébres de Banach

Une *-algebre de Banach est une algebre de Banach muni d’une involution.
Une étude détaillée des algebres de Banach involutives peut étre trouvée dans
Ptak [29].

Exemple 1.3.1. Soit D le disque unité dans C. L'algebre du disque A(ID) est I'algebre
des fonctions continues sur D et analytiques sur ID. Munie de la norme du supremum
A(D) est une algebre de Banach. On définit une involution sur A(ID) par la relation
suivante :

f(z)=f(z), f € A(D), ze D.

Munie de cette involution A(ID) est une *-algebre de Banach.

Soit A une algébre de Banach involutive et unitaire. En tant que *-algebre,
la *-algebre de Banach A admet un cone naturel : P(A) (voir 1.2). Cependant, il
existe une autre notion de positivité.

Définition 1.3.2. Un élément x € A est dit positif (x > 0) s’il est auto-adjoint (x* = x)
et son spectre est contenu dans les réels positifs.

Parmi les principaux résultats concernant les *-algébres de Banach on a le
théoréme suivant :

Théoreme 1.3.3. Soit A une algebre de Banach involutive et h € A un élément auto-
adjoint. On suppose que pour tout A € a(h) (le spectre de h) Re(A) (la partie réelle de 1)
est positif. Alors il existe u € A auto-adjoint qui commute avec h et u*> = h.

De plus si o(h) est positif alors o(u) est positif.

Dans la *-algebre de Banach A, I’ensemble des éléments positifs sera noté
A,. Le dernier théoreme nous permet de conclure qu'un élément positif s’écrit
sous la forme u*u pour un certain u € A. En d’autres termes on a : A, C P(A).
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Remarque 1.3.4. 1. L'inclusion A, C P(A) est stricte en général. En effet, dans
'exemple 1.3.1, considérons I'application identique 1. Il est clair que I est un
élément auto-adjoint dans A(ID) et que I'I(z) = z* pour tout z € C. Le spectre de
I'I est tout le disque unité donc I'I n’est pas dans A(ID)s.

2. Sila *-algebre n’est pas compléte on peut avoir une situation inversée. Par exemple
si A est une O*-algebre, voir I'exemple 1.2.5, on a P(A) C A,. On peut trouver
un exemple dans [35] page 59 oir I'inclusion est stricte.

1.3.1 Les *-algebres hermitiennes

Les *-algebres hermitiennes sont par définition des algebres de Banach invo-
lutives dont I'involution vérifie une certaine propriété. Tout le long de cette these
nous supposons que l'involution est une isométrie.

Définition 1.3.5. On dit qu’une involution sur une algebre de Banach est hermitienne,
ou de méme que I'algebre de Banach est hermitienne si le spectre de tout élément auto-
adjoint est inclus dans R.

Soit A une *-algébre de Banach commutative et A son espace des idéaux
maximaux. Si l'involution est hermitienne alors elle vérifie :

h(x*) = h(x), he A, x € A

Exemple 1.3.6. Soit C!([0, 1]) I'algeébre des fonctions de classe C' sur l'intervalle [0, 1],
muni de la norme ||.|| définie par :

1A= 1lflleo +11f'ls, f € CX([0, 1),

cette algebre est une algebre de Banach.
La conjugaison des complexes nous définit une involution naturelle sur C'([0, 1])

f(x) = f(x), x€[0,1].

Muni de cette involution C'([0, 1]) est une *-algebre de Banach hermitienne. Remarquons
aussi que cette involution est une isométrie, i.e. || f*|| = ||fll.

Soit A une *-algebre de Banach hermitienne unitaire d"unité e.

Lemme 1.3.7. Pour tout élément x € A auto-adjoint on a : ||x|le — x positif dans A.
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Démonstration. 1l est clair que ||x|le — x est auto-adjoint. Il reste a prouver que
o(llxlle—x) C R,.Soit A € a(||x|le—x), donc||x||—A € o(x). Comme o(x) C [—|x]|, ||x][]
cela implique que A est forcément positif. O

Le prochain lemme se trouve dans [29].

Lemme 1.3.8. L'ensemble A, de tous les éléments positifs dans une *-algebre hermi-
tienne A est un cone.

Le prochain résultat, affirme que pour une *-algebre hermitienne A les deux
cones P(A) et A, coincident.

Théoreme 1.3.9. [29] Soit A une *-algebre hermitienne, alors pour tout x € A, I'élé-
ment x*x est positif dans A.

1.3.2 Les C*-algebres
Une C*-algebre est une *-algebre de Banach A telle que, pour tout x dans A :
[l = .

Les C*-algebres sont des *-algebres de Banach hermitiennes. La théorie de
Gelfand identifie les C*-algebres commutatives a des espaces de fonctions conti-
nues sur un compact.

Dans toute cette section soit A une C*-algebre et 1 son unité.

Lemme 1.3.10. Décomposition en éléments positifs. Tout élément auto-adjoint
x dans une C*-algebre A peut étre décomposé d'une maniere unique x = x, — Xy,
ot x, et x_ sont deux éléments positifs dans A satisfaisant x,x_ = x_x, = 0 et
llxl| = max{[lxc,[|, [lx-[[}.

Cette décomposition n’est pas valable dans le cas général méme pour les
*-algebres de Banach hermitienne dont 1'involution est une isométrie. Un contre-
exemple simple est celui de 'exemple 1.3.6. Le module d’une fonction réelle
n’est pas dérivable en général. Dans ce cas la décomposition donnée plus haut
ne peut pas avoir lieu dans C!([0, 1]). Néanmoins on peut toujours décomposer
un élément auto-adjoint en la différence de deux éléments positifs grace, par
exemple, a I’écriture suivante d’un élément auto-adjoint a :

4a = (a+e)* —(a—-e)>
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Ceci est valable pour toute *-algébre hermitienne unitaire et découle du lemme
1.3.7.

Grace au lemme précédent, tout élément x d’une C*-algebre A peut étre écrit
comme la combinaison linéaire de quatre éléments positifs :

x=a,—a_+iby—b-)

Ceci est possible puisque x s’écrit x = a + ib, ot a et b sont auto-adjoints.

1.3.3 Les fonctionnelles positives

Les fonctionnelles positives jouent un role important dans notre travail. Pour
des notions plus approfondies voir [32]. Soit ‘A une *-algebre de Banach non

nécessairement commutative d’unité e.

Définition 1.3.11. Une fonction linéaire @ sur A est appelée fonctionnelle positive
ou forme positive sur A si elle vérifie pour tout x € A :

p(x"x) > 0.
Si en plus @(e) = 1 alors @ est appelée état.

Si on regarde 1'*-algebre A comme un espace ordonné, la définition signifie
que @ est P(A)-positive. Si A est une *-algebre hermitienne alors ¢ est A, -positive
si et seulement si @ est P(A)-positive.

Théoréme 1.3.12. [32] Soit A une *-algebre de Banach. Toute forme positive @ sur A
est bornée. Si A est commutative alors |||l = @(e), et si I'involution vérifie ||x*|| < pl|x|]
pour tout x € A alors ||pl| < B2p(e).

Dans le cas ou § = 1, comme les C*-algébres, on obtient toujours |||l = ¢(e)
si @ est positive.
Un théoreme de représentation

Voici maintenant un théoreme de représentation dont la démonstration se
base sur la transformée de Gelfand et le théoréme de représentation de Riesz. Il
constitue aussi un cas particulier du théoréme de Bochner.
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Théoréme 1.3.13. ([32]) Soit A une algebre de Banach commutative hermitienne et soit
A son espace des idéaux maximaux. Soit K I'ensemble de toutes les formes linéaires ¢
sur A vérifiant @(e) < 1. Soit M I'ensemble de toutes les mesures réguliéres Boréliennes
w sur A tels que p(A) < 1. Alors I'égalité :

go(x):fﬁdy, x€A
A

établit une bijection entre K et M.

En réalité, c’est une bijection entre ensembles convexes K et M qui envoie les
points extrémes de K vers les points extrémes de M. Par suite les formes positives
multiplicatives sont exactement les points extrémes de K. Pour plus de détails
voir [32].
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Chapitre 2

Applications positives et
completement positives

Le contenu de ce chapitre se base essentiellement sur 1'ouvrage de Paulsen
[27] et l'article de Powers [28]. Les applications complétement positives jouent
un rdle important dans la théorie de dilatation. Les résultats les plus connus
sont celui di a Arveson et celui dii a Stinespring précisément dans ce domaine.
L’article de Powers nous donne des versions de ces résultats dans le cas des *-
algebres et la théorie de représentations. La notion de "propriété (P)" est nouvelle
(voir [23]).

2.1 Applications positives

Soit A une *-algebre de Banach hermitienne unitaire dont 1'unité sera notée
1. Soit S un sous ensemble de A, ’ensemble S* est défini comme suit :

S'={aeA:a €S}

L’ensemble S est dit auto-adjoint si S* = S. Un sous-espace vectoriel S de A est
appelé systéeme d’opérateurs (dans ce texte) s’il est auto-adjoint et contient 1.

Soit S un systéme d’opérateurs et x € S un élément auto-adjoint. La décom-
position de x en éléments positifs peut ne pas appartenir a S. Mais on peut quand
méme écrire x comme la différence de deux éléments positifs dans S :

1 1
x = Sl + %) = 5L = x).
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Définition 2.1.1. Soit S un systeme d’opérateurs et B une C*-algebre unitaire d’unité
1g. Soit ¢ : S — B une application linéaire alors

1. ¢ est dite unitaire si p(1) = 1g.

2. ¢ est dite contractive si ||p|| < 1.

Le prochain résultat est peut étre connu. Comme nous ne trouvons pas de
référence, nous allons lui ajouter une démonstration.

Proposition 2.1.2. Soit A une *-algeébre de Banach hermitienne (pas nécessairement
commutative) unitaire d'unité 1. Soit S C A un systeme d’opérateurset ¢ : S — C une
forme linéaire. Alors ¢ est positive si et seulement si ||}|| = P(1).

Démonstration. Supposons en premier lieu que ¢ est positive, alors soita € S tel
que [la]| < 1. Rappelons que ¢(a) = rexp(i0) avec r et O deux réels. 1l suffit alors
de prendre A = exp(—i0) pour avoir ¢(Aa) = [p(a)| > 0. Sans perte de généralité
supposons que ¢(a) > 0. Sachant que a = a, +ia; et ||a1]| < |lal]|aveca; = (a+a*)/2 et
a, = (a — a*)/2i deux éléments auto-adjoints dans S alors forcément ¢(a) = ¢(ay).
Ceci se base sur le fait qu’un élément dans S se décompose comme différence de
deux éléments positifs dans S. On a

12 lall1 2 flas|l1 = a
ce qui implique 1 —4; > 0 dans S. Puisque ¢ est positive alors
o(1) = plar) = ¢(@) > 0.
Dot [|pll = ¢(1).

Réciproquement, supposons que ¢ : S — C est une application linéaire telle
que : |9l = ¢(1) i.e. pour tout |la]| < 1 on a: |p(a)l < @(1). Soit a € S positif, sans
perte de généralité, supposons que [ja|| < 1. On sait que a < [|a||1 (voir 1.3.7) et
puisque |la]| <1, alorson a :

0<ax<1

et
0<1-ax1

il s’en suit que ||1 —a|| < 1. En écrivanta = 1 — (1 — a) on obtient :

P@) = (1 - (1 -a)) = P(1) -~ p(1 —a) 2 0.
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Un théoréme de représentation

Soit Q) un espace topologique compact et Bor((2) la o-algébre des ensembles
boréliens de €. Soit H un espace de Hilbert.

Définition 2.1.3. Une application E : Bor(Q)) — B(H) est une mesure sur () a valeurs
dans B(H) si :

L'application B < E(B)x,y > est une mesure complexe pour tous x,y € H.
Autrement dit, l'application E est faiblement, dénombrablement additive.

— La mesure E est bornée si :
IE|| = sup{||E(B)|| : B € Bor(€2)} < oo,

— la mesure est dite réguliere si pour tout x, ¥y € H les mesures complexes
données par :
E,,(B) =< E(B)x,y >

sont réguliéres,
— la mesure E est dite positive si pour tout B € Bor({)) on a:

E(B) > 0.

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme de Riesz pour les
applications a valeurs dans B(H).

Théoreme 2.1.4. [27] Soit ¢ : C(QQ) — B(H) une application linéaire. L'application
est bornée si et seulement si elle est donnée par une mesure réguliére bornée E sur Q) a
valeurs dans B(H), i.e.

<o y>= [ fiE,,,
Q
pour tous x,y € H.

Rappelons aussi le résultat suivant :

Théoreme 2.1.5. [27] Soit Q) un espace topologique compact. Soit B une C*-algébre. Si
¢ : C(Q) — B est une application linéaire positive alors ||p|| = ||p(1)]I.

Remarque 2.1.6. En tenant compte du théoreme 2.1.5, il est facile de voir que si la
mesure est positive alors elle est bornée. En effet, la mesure positive correspond a une
application linéaire positive, laquelle est forcément bornée d’apres le théoréme.
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2.2 La Propriété (P)

Nous nous sommes intéressés a des espaces ayant une propriétés particuliére
que nous appelons propriété (P).

Définition 2.2.1. Soit E un espace normé ordonné et a un élément positif de E tel que
llall < 1. On dit que E admet la propriété (P) pour I'élément a si quelque soit la forme
linéaire positive o sur Eona:

llpll = @(a).

Exemple 2.2.2. Les affirmations suivantes découlent du théoreme 1.3.12.

1. Soit A une *-algebre de Banach unitaire commutative d'unité e, alors A admet la
propriété (P) pour e.

2. Si A est une *-algebre de Banach unitaire non commutative, d’'unité e qui vérifie :
pour tout x € A, ||x*|| < ||x|| . Alors A admet la propriété (P) pour e.

En particulier si A est une C*-algebre unitaire alors A admet la propriété (P).

Certains sous espaces des exemples 1) et 2) ci-dessus admettent aussi la
propriété (P) pour I'élément unité.

Lemme 2.2.3. Soit E un espace ordonné d’espace réel H ayant la propriété (P) pour un
certain a € E positif tel que ||a|| < 1. Alors 'espace H a aussi la propriété (P) pour le
méme élément a.

Démonstration. Soit ¢ une forme linéaire positive sur H. On définit i sur E tel que
pour toutx = x;+ix; € E,avecxy, x, dans H, (x) = @(x1)+ip(x;). Comme 'espace
H contient le cone entier, alors 1 doit étre aussi positive. Sachant que E admet la
propriété (P) pourl’élémenta, ||| = Y(a). De plus, llpll < |[¢]l = P(a) = ¢(a) < [lpl|.

m]

Le lemme précédent permet d’affirmer que 1'espace réel des éléments auto-
adjoints d"une *-algebre de Banach unitaire admet la propriété (P) pour 'identité.

Lemme 2.2.4. Soit E un espace ordonné et a > 0 € E tel que |ja|| < 1. Supposons que E
admet la propriété (P) pour a, et soit F un sous espace symétrique cofinal de E contenant
a. Alors F admet la propriété (P) pour a.
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Démonstration. Soit ¢ une forme positive sur F, alors puisque F est symétrique et
cofinal dans A, d’apres le lemme 1.2.4, ¢ se prolonge en une forme positive ¢ sur
tout E. Comme 1) est positive et E admet la propriété (P) pour a alors ||| = ¢(a).
Finalement on a

lell < lIYll = P(a) = pa) < llpll

d’ot1 la conclusion. O
En combinant les deux lemmes on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.2.5. Soit E un espace ordonné d’espace réel H et a € E un élément positif
tel que |lal| < 1. Supposons que E admet la propriété (P) pour a, et soit F un sous-espace
cofinal de E contenant a. Alors F admet la propriété (P) pour a.

Démonstration. Soit ¢ une forme positive sur F, alors tout d’abord prolongeons
@ sur (FNH)®i(F N H) par le lemme 2.2.3. Maintenant 'espace (F N H) @ i(F N H)
est symétrique et cofinal donc par le lemme 2.2.4, ¢ se prolonge sur tout E. O

Remarque 2.2.6.

1. SiAest une *-algebre normée, unitaire d unité e dont l'involution est isométrique,
alors A admet la propriété (P) pour e.

2. Soit A une *-algebre de Banach hermitienne unitaire et S C A un sous-espace
vectoriel contenant 1. Alors S est cofinal. En effet, cela revient a démontrer que
pour tout élément hermitien h € A il existe un élément x € S N H tel que x — h
soit positif dans A. Alors il suffit de prendre x = ||h||.1 d’apres le lemme 1.3.7.

3. En tenant compte de la premiére remarque et de la proposition 2.2.5, il est facile
de prouver que si S est un sous-espace d'une *-algebre de Banach hermitienne
unitaire, contenant 1, alors S admet la propriété (P) pour 1.

2.3 Applications complétement positives

2.3.1 Le cas des C*-algebres

Tout le long de cette section, 8 désigne une C*-algebre unitaire, d"unité 1. Son
espace réel des éléments auto-adjoints est noté par B, et son cone positif par B,.
La norme sur 8 sera notée simplement par ||.|.
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Soit M,,(B) I'’ensemble des matrices n X n a coefficients dans 8. Un élément
type de M, (B) sera noté (a; ;). L'espace vectoriel M,,(8) muni de la multiplication
des matrices :

()i = () aisby,)
k=1

et de l'involution
@) ='@).

est une C*-algebre.

Etant donné une C*-algebre B, il y a une suite de C*-algebres qui lui sont
naturellement associées : M, (8) pour tout entier n. Par la méme occasion une
suite de normes et de cones positifs lui sont aussi associés.

Soit F C B un sous espace vectoriel contenant 1. Soit C une C*-algébre unitaire
(On garde les mémes notations pour les normes). Une application linéaire ¢ sur
F a valeurs dans C est appelée n-positive si l'application ¢, : M,(F) — M,(C)
donnée par ¢,((a;;)) = (¢(a;;)) est positive. L'application ¢ est dite completement
positive si elle est n-positive pour tout entier n. Elle est dite complétement bornée si
sup,, |||l est fini. On pose

llplles = sup llnll.

Le terme completement contractive veut dire que |||l < 1.

Remarque 2.3.1. Si l'ensemble d’arrivée est B(H) alors un calcul élémentaire nous

fournit une définition équivalente : On dit que ¢ : F — B(H) est complétement positive
hy

si pour tout entier n, et pour tout vecteurh = | : | € H™ (la somme directe de n copies

h,
de H) de norme inférieurea 1,on a :

Y < o@ghi,hi > >0,

ij=1

quelque soit (a;;) € M, (F), (I'ensemble des éléments positifs dans M,,(F)).

De la méme maniére, on dit que ¢ est complétement contractive si pour tout entier n
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hy ks

etpourtoush=|: |etk=|: |dans H™ denormes inférieuresa 1, ona:
hy ky,

|Z < Paiphj, k> <1,

=1
quelque soit (a;;) € M, (F) avec ||(a; )|l < 1.

Comme dans le cas positif, une application complétement positive est aussi
completement bornée.

Proposition 2.3.2. [27] Soit B et C deux C*-algeébres. Soit S C B un systeme d’opéra-
teurs. Soit ¢ : S = C une application completement positive. Alors ¢ est completement
bornée et ona :

I = llpll = liPlles-

Sil'espace d’arrivée est une C*-algébre commutative, alors la positivité et la
complete positivité sont équivalentes.

Proposition 2.3.3. [27] Soit B une C*-algebre et soit S C B un sous espace vectoriel et
Q un espace topologique compact. Soit ¢ : S — C(QQ) une application linéaire bornée.
Alors ||§lley = |lpll. De plus, si S est un systeme d’opérateurs et ¢ est positive alors elle
est completement positive.

Le prochain résultat dii a Stinespring, est vrai pour les applications positives
mais faux pour les applications bornées. La démonstration originale utilise des
techniques de la théorie de mesure (voir [38]).

Théoréme 2.3.4. (Stinespring) Soit Q) un espace topologique compact et C une C*-
algebre. Soit ¢ : C(Q) — C une application linéaire positive. Alors ¢ est complétement
positive.

Soit H un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire noté par < .,. >,
et soit B(H) 1'algebre des opérateurs bornés sur H. On passe maintenant au
théoreme d’extension di a Arveson (voir [4]). Lequel n’est pas vrai pour toutes
les C*-algebres. Les C*-algebres qui vérifient ce résultat sont dites injectives. Ce
théoreme assure donc que B(H) est injective.
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Théoréme 2.3.5. (Arveson) Soit S C B un systeme d’opérateurs. Soit ¢ : S — B(H)
une application linéaire completement positive. Alors il existe une application linéaire
completement positive Y : B — B(H) qui prolonge ¢.

Le résultat suivant est un corollaire du théoreme précédent tres utile en
pratique.

Corollaire 2.3.6. [27] Soit F C B un sous espace vectoriel contenant 1. Soit ¢ : F —
B(H) une application linéaire unitaire et complétement contractive. Alors il existe une
application linéaire complétement positive  : B — B(H) qui prolonge ¢.

On termine cette sous-section par un résultat de type Hahn-Banach di a
Wittstock voir [44].

Théoréme 2.3.7. (Wittstock) Soit F C B un sous espace vectoriel. Soit ¢ : F — B(H)
une application linéaire complétement bornée. Alors il existe une application linéaire
completement bornée 1 : B — B(H) qui prolonge ¢, avec |||l = l|Pllcp-

2.3.2 Le cas général (au sens de Powers)

Pour toute la sous section, soit A une *-algebre unitaire d'unité e et d’espace
réel Aj. Rappelons que le cone positif P(A) est formé par les sommes finies a*a
oula € A.

Définition 2.3.8. [28] Un cone Q dans l'espace réel Ay, est dit m-admissible si
1. uya+AbeQsiabeQetu,A>0.
2. ee Q.
3. btabe Qsiae QetbeA.

Cela veut dire aussi que Q C Ay, et contient P(A).

On considere M(A), I’ensemble des matrices a coefficients dans A. Un élément
(a;;) € M(A) est une matrice dont les coefficients a;; € A sont tous nuls sauf un
nombre fini de couple d’indices i, j. Les ensembles M, (A) sont vus comme des
sous-espaces vectoriels de M(A). L'algebre A est vu aussi comme un sous-espace
de M(A) en prenant les matrices dont la composante 1 — 1 est un élément de A et
tout le reste est nul.

L’ensemble M(A) est une *-algébre dont ’addition, la multiplication et 1'in-
volution sont définies de la maniere la plus naturelle :
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1. (a;;) + A(bi;) = (cij) ot c;j = a;; + Aby;.
2. (a;))-(bij) = (cij) ot cij = (X2 awby;)-
3. (a;;) = (a;’i).
ou (a;;) et (b; ;) sont des éléments de M(A).

De la méme fagon on définit un cone algébriquement admissible pour M(A).

Définition 2.3.9. [28] On dit que Q,, € M(A) est un cone m-admissible si :

1. u(a;;) + Abij) € Qi si(aij), (bij) € Quet y, A > 0.

2. (bi)(a;j)-(bi;) + Abi) (bi;) € Qp ot (a;j) € Qet (b;;) € M(A) et A > 0.
1l est clair que Q,, C M(A); et contient P(M(A)).

Si Q est un cone m-admissible pour A et Q,, est un cone m-admissible pour
M(A), alors Q,, et Q sont dits compatibles si (261;01;) € Q,, si et seulementsia € Q.

Soit Q C A un cone algébriquement admissible. Le cone maximal admissible
pour M(A) et compatible avec Q est donné par (voir [28]) :

K = {(ai,]-) = (a;) € M(A);Z gaga; € QNa €A, i=1,..,nn=12, }

ij=1

Soit E un *-espace vectoriel (voir chapitre 1). On définit M(E) I’ensemble de
toutes les matrices finies a valeurs dans E. Alors M(E) est un *-espace vectoriel,
I'addition et I'involution sont définies comme précédemment. L'ensemble des
matrices auto-adjointes est noté par M(E)j,.

Définition 2.3.10. [28] On dit que Q,, € M(A);, est un cone admissible si :
1. ‘U(Xl',j) + /\(yw) € Qm si (x,-,]-), (yi,j) S Qm et U, A>0.

2. Z,‘:’lzl XXy € Qp ot (x;7) € Qp et (v j) est une matrice a valeurs complexes
dont les coefficients sont nuls sauf un nombre fini.

En particulier, si A est une *-algebre unitaire alors si un cone Q,, € M(A), est
m-admissible il est en particulier admissible.

Soit (D, < .,. >) un espace pré-hilbertien complexe. L'espace des formes
sesquilinéaires sur D est noté par SF(D) comme dans [2].
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Définition 2.3.11. Une application linéaire ¢ : A — SF(D) est dite unitaire si

Yle)(.,.) =<..>.

Elle est dite positive si 1(a) est une forme sesquilinéaire positive non dégénérée pour tout
élément a € Q.

Soit E un *-espace vectoriel. On suppose que M(E) est muni d'un cone Q,,
admissible.

Définition 2.3.12. [28] Une application linéaire 1 : E — SF(D) est dite completement

positive si
Y. ) w@),x) 20

i=1 j=1

pour tous xx € H, (a;j)ij € Qu, k=1,..,n,andn =1,2,....

Voici la version généralisée du théoreme d’extension d’Arveson 2.3.5 du a
Powers (voir [28]). Mais avant, il est nécessaire de donner une définition de
cofinalité au sens de Powers.

Définition 2.3.13. [28] Un sous-espace vectoriel F de E est dit cofinal par rapport a un
cone admissible Q,, € M(E)y, si pour tout x € Ej, il existe y € F N E, avec y € Q,, et

Y—x€Qp.

Notons que si E = A une *-algébre ayant un cone m-admissible Q et Q,, €
M(A), un cone m-admissible compatible avec Q, alors cette définition de cofina-
lité coincide avec la définition standard (voir 1.2.3). C’est a dire, il suffit que les
quantités y et y — x soient dans Q.

Théoreme 2.3.14. Arveson généralisé[28] Soient F C E un sous espace vectoriel
symétrique cofinal par rapport a un cone admissible Q,, € M(E), et ¢ : F — SF(D)
une application linéaire completement positive. Alors ¢ se prolonge en une application
linéaire completement positive y : E — SF(D).
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Chapitre 3

Prolongement d’opérateurs sur des
limites inductives

Dans la premiere section de ce chapitre, on donne une réponse positive a la
premiere question posée dans I'introduction. Ensuite, on donne une application
dans le cadre des espaces de fonctions holomorphes. Puis dans une autre section
on donne une réponse positive a la deuxiéme question et aussi un exemple ot la
réponse est négative. Enfin, on généralise le résultat de la premiere section pour
les opérateurs completement bornés sur des C*-algébres, ce qui nous permet de
généraliser I'application.

3.1 Cas scalaire (résultat principal)

Soit (A, <) un ensemble ordonné et dirigé (i.e pour tous a,p € A il existe
y € A tel que a,f < ). Soit (X4)aea une famille d’espaces vectoriels (réels ou
complexes) topologiques tels que chaque X,, possede une semi-norme | * |,.

Supposons que pour toute paire o, € A, a < il existe une application
linéaire ], : X, — Xj, qui est aussi continue dans le sens que

Japl = sup{|Japxlg; [xla < 1,x € Xp} < 400

On suppose aussi que [, = Jg, 0 Jpsia < p < y.
Soit (Y4)aea une famille d’espaces vectoriels (réels ou complexes) topolo-
giques tels que Y, C X, et [,3(Ya) C Yp pour tous a, f avec a < f5.
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Soit (P4)aea une famille de formes linéaires telles que ¢, soit linéaire sur
Yo, pa = @poJapsia < fet

|Pal = sup{lpaxlg; [Xlo < 1,x € X,} < +00.

Probleme : trouver une famille ({,)4ca telle que ¢, soit linéaire et continue sur
Xa, Yo =g 0 Jag, [Pa] < +00 et Pu|Ys = @, pour tout @, f avec a < B.

Remarquons au début que dans certains cas le prolongement est automatique.
Par exemple le cas ot les F, sont denses dans les E,. Un autre cas moins trivial
est celui ou les F, admettent un complément topologique dans les E,. Ou, en
d’autres termes il existe une projection continue de E, dans F, comme, par
exemple, lorsque les E, sont des espaces de Hilbert. Dans ce cas on obtient une
application continue de E - I'espace limite inductive des E, - dans F - l'espace
limite inductive des F, - qui est égale a 1'identité sur F. Sous ces conditions, il est
clair que la topologie limite inductive sur F est identique a celle induite par E.
Donc le théoreme de Hahn-Banach fonctionne normalement.

Ensuite, nous montrons que le théoreme donné par C. Foias et G. Marinescu
dans [13] reste valable avec un petit élargissement des hypothéses sur les norme
des I, ... En effet, il suffit de les considérer majorées seulement par des constantes
qui ne dépendent que de 7, au lieu de les majorer par 1, et que le supremum de
ces constantes soit fini.

Théoréeme 3.1.1. Soient E,(n = 1,2,3,...) des espaces de Banach reflexifs, tels que
E, C E, 1 pour tout n. Supposons que

sup ||In,n+p|| =Cy <
p=0

(59

ou Iy nsp * En — Eyyp est Uinclusion pour tout entier positif p. Soit E = U,
F C E un sous espace linéaire de E tel que F, = E, N F soit fermé dans E,,. Alors toute

E,, et soit

fonctionnelle linéaire définie sur F, dont les restrictions aux espaces F, sont continues
peut étre prolongée en une fonction linéaire définie sur E et telle que ses restrictions aux
espaces E, soient continues.

Démonstration. On suit la méme démonstration de C. Foias et G. Marinescu.
La proposition suivante est extraite de I’article [13].

Proposition 3.1.2. I' . F: est dense dans F;
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Par le théoreme de Hahn-Banach on peut prolonger les f, sur les espaces E,,
en conservant la continuité. Nous supposons avoir choisi les prolongements. Si
nous pouvons ajouter a chaque f, un élément k, € F;,, tel que

I:l,n+1 (fn+1 + Knt1) = fn + ki, (*)

alors la fonctionnelle cherchée g sera donnée par ses restrictions g, = f, +k, aE,,.
Soit h, = f, =1
position 3.1.2, on peut construire par récurrence un élément z,,; € F]jﬂ tel que

* +1fne1. Pour chaque n, h, € F;;. Alors, en vertu de la pro-

Op =h, +z, — I;/n .1Zn+1 (o 'on prend z; = 0) satisfasse a I'inégalité [|6,[| < 1/2"
(il s’agit de la norme de 'espace E},).
En posant
k,=2z,-1

* *
n,n+16”+1 - In,n+26"+2 Ty

ol les séries sont évidemment convergentes, on vérifie aussitot les relations (*).
En effet
1oL i Onpll < ZI‘;":OCnl/Z”*” < Cu(1/2")E,5,1/28.

O

Revenons maintenant a notre étude. Le prochain théoreme est le théoreme
principal de ce chapitre. Nous gardons la notation du début de cette section.

Théoreme 3.1.3. : Supposons que

sup [Jogl = Ca < +00
Bza

et
sup |pg| = D, < +00

Bz
Alors il existe une famille (Y4 )qea telle que Y, soit une forme linéaire et continue sur
Xar Yo =Yg o Japet Yu|Ya = @o pour tout a, p € A avec a < . De plus |¢,| < C,D,
pour tout a € A.

Démonstration. Pour touta € Anotons par &, un prolongementde ¢, a X, avecla
propriété |&,| = |p.| (donné par le théoreme de Hahn-Banach). Pour tous a, g € A
avec a < 3, définissons

Eap(X) = Ep(Japx), x € X,.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

32 Prolongement d’opérateurs sur des limites inductives

Notons que pour tous x € X,
1€ap)] < [EpllJap(O < l@gllfaplixla < CaDalxla-
Pour chaque a fixé, considérons 'ensemble
Ky = 1{a = (@(0))zex, € C;la(x)] < CaDalxla; x € Xa},

c’est un sous-espace topologique compact de C*« lorsque celui-ci est muni de la
topologie produit, en effet K, est un produit de disques compacts de C.
De méme K = I1,e4K, est aussi un compact pour la topologie produit.

Pour chaque 8 € A fixé, notons par Hg ’ensemble des éléments b = (by)qen € K
tels que :
Pour tous a < B, l'application x + b,(x) de X, dans K est une forme linéaire
qui prolonge ¢,, et vérifie

ba(x) = bp(Japx), x € X,.

L'ensemble H; est fermé dans K. En effet, si (b%)geo est une suite généralisée de
Hg convergente vers b € K, alors limg bf(x) = b,(x) pour tous x € X, et a € A,
lorsque 1% = (b9)aea et b = (by)aca. Cela implique 'affirmation car les propriétés
définissant Hy passent a la limite.

Nous voulons montrer que (se4 Hg # @, tenant compte de la compacité, il
suffit de prouver que pour toute famille finie 5, ..., B, de Aona Hg N...NHp,, # @.

Fixons By, ...,fm € A. A étant dirigé, il existe f € A tel que ; < f pour tout
j=1,..,m.Pour tous a € A et x € X, définissons

ba<x>={° netp
Eap(x) sia <P

Il est clair que by, = (ba(X))xex, € Ko puisque |Eqp(x)] < CoD,lxla, et donc b =
(ba)aeA € K.

Reste a montrer que b appartienta (\e4 Hg, pour cela fixons unindice j € {1, ..., m}
et considérons « < §;. Alors pour tout x € X,, on a

ba(x) = Eap(x) = Ep(Japx) = EpUppSapX) = Epp,Jap,X) = bp,(Jup %),

d’autre part b, est une forme linéaire sur X, qui prolonge ¢, puisque pour tout
YE€Y, ona

ba(y) = Cza[_%(y) = Eﬁ(]aﬂy) = @5(]a5y) = (Pa(y)
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Cela montre que b € Hy, pour tout j € {1,...,m} et que (g4 Hg # @. On peut
donc choisir i = (Ya)aea € (gea Hp- Un tel ¢ satisfait trivialement les conditions
cherchées du théoréme, en effet;

Pour a € A fixé, ) € H, et donc l'application x + 1,(x) de X,, dans K est
une forme linéaire qui prolonge ¢, et vérifie

ba(x)| < CaDglxla,
de plus, sia < falors ) € Hgetona

Va(¥) = Pp(Jap),

pour tout x € X,,. O

3.2 Application

Soit K une partie compacte connexe de C" et A ’ensemble de tous les ouverts
relativement compacts contenant K. On définit sur A la relation d’ordre U < V
si V c U, qui en fait un ensemble dirigé. Pour chaque U € A, on considere Oy
l'algebre de Banach des fonctions holomorphes sur U et continues sur 1’adhérence
U, la norme étant ||f|ly = sup, ; |f(2)| pour tout f € Oy. C’est une sous-algebre
de I'algebre de Banach des fonctions continues sur U, notée C(U).

Pour tous U < V dans A, on définit 'application Ry de C(U) dans C(V) qui
a chaque f fait correspondre sa restriction a V. On peut facilement voir que

(@) Ruu = Iem) YUeA;

(1) Ruw =RywoRyy, sil <V < WdansA.

Théoreme 3.2.1. : Soit (pu)uea une famille telle que pour chaque U € A, @y est une
forme linéaire continue sur Oy. On suppose que @y o Ryy = @y pour tous U,V € A
tels que U < V.

Alors, il existe une mesure u sur K telle que, pour tous U € A et f € Ou,

ou(f) = fodH,

si et seulement si supysyllQv|| < oo pour chaque U € A.
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Démonstration. Soit u une mesure sur K telle que, pour tout U € A et tous f € Oy,

pu(f) = fK fy.

Alors nous avons |pu(f)| < llullllfllu, ce qui implique que supy lleull < llull. En
particulier, sup,. ; [lpvll < co pour tout U € A.
Inversement, supposons que (¢1)uea Vérifie

sup |lov|| < oo, YU € A.

v>Uu

Puisque les applications restrictions Ry sont de normes 1, alors on peut appli-
quer le Théoréme 3.1.3 pour prolonger la famille (¢11)uyea en une famille (Y1) yea
telle que pour chaque U € A, {; soit une forme linéaire continue sur C(U) et telle
que, pour tous U,V € Atelsque U <V, Py o Ryy = Yy

D’un autre coté, le théoreme de Riesz nous donne, pour chaque U, une mesure
de Radon i sur U telle que

bulf) = fﬁ fdus,  Vfec.

La famille de mesures ainsi construite doit vérifier iy = ;7 a chaque fois que
U <V, puisque dans ce cas vy © Ryy = ¢y. Tenant compte de cette propriété,
il suffit de prouver que chaque mesure py; est a support dans K pour avoir la
mesure p cherchée qui va étre égale a toutes les mesures py.

Fixons alors U € A, prenons un ouvert quelconque W tel que W C U\K et
montrons que (W) = 0. Soit V € A vérifiant V ¢ U et WN V = (. En utilisant
le lemme d’Urysohn, on peut construire une suite croissante (f,), de fonctions
positives dans C @, qui converge simplement vers yw, la fonction caractéristique
de W. On note que chaque f, est majorée par xw, et que xw est |uyl-integrable,
donc le théoreme de convergence dominée implique que

‘Uu(W):j:)(wd‘Llu: hm f;fnd[.lu: hm ﬁfmvdyvzo.
] n—+o0 Ji7 n—+oo |y

Cela prouve que supp(uyu) C K, et que

put) = [ i,

pour tout f € Oy. ]
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Maintenant sur le compact K on définit I'espace des germes des fonctions
holomorphes de la maniére suivante : On dit que f € Oy et ¢ € Oy sont équiva-
lentes s’il existe W € A, W c U NV, tel que fIW = g|W; cela définit une relation
d’équivalence sur [Jyc4 Ou et I'ensemble quotient, noté Ok est 'ensemble des
germes voulu. On munit 0K de la structure d’algébre naturellement donnée
par la relation d’équivalence. On remarque que, pour tout U € A, I'application
Iy : 0y — @K, qui a chaque fonction associe sa classe d’équivalence est linéaire
injective, vu la connexité de U et '’holomorphie des fonctions de Oy.. Dans ces
conditions on munit I’espace des germes de la topologie limite inductive de la
famille (Oy)yea par les application Iy;.

D’un autre coté, on peut considérer 1'espace Ok des fonctions continues sur
K qui sont des restrictions de fonctions holomorphes définies sur des voisinages
ouverts de K dans C". Cet espace est muni de la norme de la convergence
uniforme sur K, comme sous-espace de C(K). On note que l'application de Ok
dans Ok, qui a chaque f associe la restriction de f & K est bien définie, puisque
l'image de f ne dépend pas du représentant f. Cela permet de considérer la
semi-norme suivante sur @K :

Iflk =suplf@);  Vfek
zekK
Dans le cas particulier ou1 'ensemble K admet un point intérieur, I’application de
la restriction de OK dans Ok est injective et alors || * ||x est une norme sur OK, la
topologie qui en découle est moins fine que la topologie limite inductive donnée
ci-haut. En effet, considérons le compact

K=LxD,1(0,1) ot D(0,1), estle disque unité fermé de C""!,

ottL = {z € C : |z < 1,Re(z) < 0}, et prenons la suite (f; )1 définie par les germes
des fonctions

filz) = kzzl 1; pour z = (z1,...,2z,) € C", tel que Re(z;1) < 1/k.
-

Cette suite n’est pas convergente pour la limite inductive car iln’y a pas d’ouvert
U € A pour lequel, tous les éléments de la suite, a partir d"un certain rang, sont
dans Oy. D’un autre coté, elle converge pour la norme uniforme sur K vers la
fonction nulle, puisque pour tout (z1,2,...,z,) € Kona

|f(Z z Z)|2: |Zl|2 < 1
k\41, 42+« /4n |kZl—1|2 _k2+1.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

36 Prolongement d’opérateurs sur des limites inductives

car Re(z;1) < 0. Cette remarque justifie en quelque sorte le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.2. : Soit ¢ une forme linéaire sur Ok telle que ses restrictions sur les
espaces Oy soient continues. Alors il existe une mesure de Radon u sur K telle que

o(f) = f flu,  VfeOx,

si et seulement si

sup |lpy|| < oo, YU € A.

v>Uu

3.3 Sur les prolongements préservant les normes

Dans le contexte précédent des limites inductives, une question naturelle se
pose, peut-on trouver des prolongements (4 )aea des (Qa)aca qui préservent les
normes; i.e. |[[,]| = |lp.|| pour tout @ € A. Pour commencer, nous prouvons par
un exemple que de tels prolongements n’existent pas en général, nous donnons
ensuite des situations particulieres o1 on peut satisfaire cette contrainte.

Avant de donner le contre-exemple, nous donnons un cas ot1 le prolongement
de Hahn-Banach qui préserve la norme est unique.

Remarque 3.3.1. En général le théoreme de Hahn-Banach ne donne pas un prolon-
gement unique d’une forme linéaire donnée. Mais dans certains cas, il ne peut exister
qu’un seul prolongement qui garde la méme norme. C’est le cas, par exemple, lorsque E
est un espace de Hilbert et F un sous espace fermé de E. En effet si ¢ une forme linéaire
sur F, alors le théoreme de Riesz nous dit qu'il existe a € F unique tel que ¢(x) = (x, a),
pour tout x € F et que |||l = |lall. D’autre part si | est un prolongement de ¢ sur E
donné par le théoreme de Hahn-Banach, il va exister b € E tel que ) (x) = (x,b), pour
tout x € E et que |[|| = ||bl|, de plus ||b|| doit étre égale a ||al|. Or

(a,b) = P(a) = p(a) = (a,a),
cela prouve que (b — a) est orthogonal i a, et le théoreme de Pythagore nous dit que
161> = ll(b — a) + all* = llal”* + IIb - all*.

On voit que l'inégalité ||b|| = ||al|, implique forcement que b —a = 0 et que b = a.
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Voici maintenant un contre-exemple qui montre que sur les limites inductives
un prolongement qui préserve la norme n’est pas possible en général et méme
en dimension fini.

Exemple 3.3.2. Sous les notations du théoreme 3.1.3, on prend A = {1,2} muni de
Uordre usuel, X; = X, = R? et J1, U'application identité de R?. On munit X, de la norme
euclidienne notée ||.||l1, et X, de la norme ||.||» définie par ||(x, y)ll. = sup{ly — x|, lyl}.
Pouri=1,2on prend Y; = R X {0} et ¢; : Y; = R définie par @i(x,0) = x.

Notons que ||| = llg2ll = 1. Sous les notations de I'exemple précédent I'élément "a”
associé a la forme @y ne peut étre que I'élément (1,0) par suite le seul prolongement de
@1 a X; préservant la norme est la premiére projection notée et définie par Y1(x, y) = x. Il
s’ensuit que le prolongement (11, 1,) donné par le théoréme 3.1.3 est unique si on éxige
que [Pl = |lgllr, puisque Y1 = Y, o J1o. Mais dans ce cas Y, n’a pas la méme norme 1
que @y, en effet I'élément (2,1) est de norme 1 dans (X, ||.|l2) par contre |1p(2,1)| = 2,
d’ou I'impossibilité du prolongement voulu.

Maintenant nous allons présenter des conditions supplémentaires sous les-
quelles, le prolongement préservant les normes est possible. Notons aussi que
cela est possible dans d’autres situations, notamment celle des espaces des frac-
tions.

Soit (E,, Jap)aspes une famille inductive telle chaque E, est un espace vectoriel
ordonné qui admet la propriété (P) pour un élément a,. On note par C, le cone
des éléments positifs, par E! un sous espace réel de E,, et par || * ||, la norme dans
E..

De plus, on suppose que pour tous a < ff dans A, . est positif (i.e [,5(C,) C
Cp), et que Jup(aq) = ag.

Pour chaque a € A, on se donne F, un sous-espace vectoriel de E, contenant
a, et on suppose que F, est cofinal dans E,, dans le sens que, pour tout x € E, il
existe y € F, N E!' tel que y — x € C,. Dans ces conditions nous avons :

Théoreme 3.3.3. : On considere une famille (Q,)qea Vérifiant pour tout « € A :
@, est une forme linéaire positive définie sur F,,
Pa = @p © Jap pour tout f € A tel que a < f, et

sup |lpgll = Do < +00.
pzacA
Alors il existe une famille (y)qen telle que, pour tout a € A,

Y, est une forme linéaire positive prolongeant @, sur E, et |||l = ll@all,
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Yo = g o Jag pour tout B € A tel que a < B,
si et seulement si ||Q,lle = Pol(as) pour tout a € A.

Démonstration. La démonstration est basée sur les mémes idées du théoreme
3.1.3. Supposons que [|p.lle = @q(a,) pour tout @ € A. Comme F, est cofinal
dans E,,, alors il existe une forme linéaire positive &, prolongeant ¢, sur E, (voir
lemme 1.2.4). La propriété (P) satisfaite par les E, implique que ||| = &a(a,) =
©a(aa) = llpall. On définit, pour tous a < f € A, les applications

Ea,ﬁ(x) = éﬁ(]aﬁx)/ x € Ea-

Puisque J,4 est positive et envoie F, sur Fg, donc &,z prolonge aussi ¢, et on a
I€apll = Eapl@a) = Pa(aa) = ll@all. On note aussi que

|5a[3(x)| < ”(Pa””x”a; Yx € Ea-
Comme dans la preuve précédente on consideére les compacts
Ky = 1{a = (a(0)xer,; 1a(x)] < Dallxlla, x € Eal,

et K = I enK,.

Pour chaque §§ € A fixé, onnote par Hg I’ensemble des éléments b = (by)aen € K
vérifiant :

pour tout a < g, 'application x — b,(x) de E, dans K est un prolongement
linéaire positif ¢, tel que

ba(x) = bﬁ(]aﬁx)/ X € Ea .

Pour conclure, on prouve que Hg est fermé dans K et que (g, Hy est non vide
pour obtenir la famille (1,), voulue. Tenant compte du fait que les i, sont
positives et de la propriété (P) on aura |[¢),|| = [|@qll.

Réciproquement, supposons qu’il existe une famille (14)q.cn telle que, pour
tout @ € A, 1, est une forme linéaire positive prolongeant ¢, sur E, et |[i},]| =
llpall. Alors comme E, admet la propriété (P) pour a, donc on a : |[i),|| = ¢(a,).
Finalement, remarquons que pour tout a € Aona:

[@all < liPall = P(aa) = ¢(aa) < llall

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

3.4 Cas des opérateurs 39

Rappelons qu'un espace d’opérateurs est un sous espace d'une C*-algebre.
Nous considérons toujours les C*-algebres unitaires. Supposons que pour tout
a € A, E, = S, un espace d’opérateurs contenant 1'unité, noté par e,, et F, un sous
espace de S, qui contient e,. Sous ces conditions on obtient le méme théoreme. Si
maintenant les S, sont des systemes d’opérateurs alors, en vu de la proposition
21.2,ona:

Corollaire 3.3.4. On considere une famille (o) aca Vérifiant pour tout a € A,
@ est une forme linéaire définie sur F,,
Pa = Qg © Jap pour tout p € A tel que a < B, et

sup |lpgll = Do < +00.
p>acA

Alors il existe une famille (1) qca telle que, pour tout a € A,
Y, est une forme linéaire positive prolongeant @, sur S, et ||, = |l@all,
Yo = YPp o Jap pour tout B € A tel que a < B,

si et seulement si @, est positive pour tout a € A.

3.4 Cas des opérateurs

Dans ce paragraphe nous allons présenter une version du théoreme 3.1.3 o
nous prenons des opérateurs completement bornés au lieu des formes linéaires
bornées.

Soit B une C*-algebre unitaire Soit H un espace de Hilbert, on dénote par
BSF(H) I’espace vectoriel des formes sesquilinéaires bornées sur H. Une applica-
tion linéaire ¢ de 8 a valeurs dans BSF(H) est dite unitairesii(1)(.,.) =< .,. >. Elle
est dite positive si 1(f) est positive semi-definie pour tout élément positif f € B.
Rappelons aussi que a tout élément dans BSF(H) lui correspond un élément
dans B(H). En vu de la remarque faite a la fin du chapitre précédent I’application
Y est completement bornée (resp. completement positive) lorsque 1’application
correspondante W sur 8 a valeurs dans B(H) est compléetement bornée (resp.
completement positive), et |||l = |[W]|e.

Soit A un ensemble dirigé. On considére (8,).ca une famille de C*-algebres
(non nécéssairement commutatives), et soit || * ||, la norme de chaque B,.

Supposons que pour tous a, 5 € A tels que @ < f, on dispose d"un opérateur
completement bornée et unitaire ], : B, — B vérifiant J,, égale l'identité de
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B, et o, = ], 0 Jap a chaque foisque a < f < y.

Soit, pour chaque a € A, un sous-espace M, de B, et ®, un opérateur com-
pletement borné de M, a valeurs dans B(H). On suppose que [,5(M,) C M; et
que @, = Dy o J,4, pour tous «, f dans A tels que a < .

Modulo ces données, nous allons énoncer le théoréme suivant qui est, dans
un certain sens, une généralisation du théoreme 3.1.3 au cas des C*-algébres. La
démonstration se base sur les mémes idées.

Théoreme 3.4.1. : On suppose que

sup ”Lxﬁ”cb =Cy <+
pza

et
sup || Pglly = Do < 400

Bza

Alors il existe une famille (W,)aea d’opérateurs WV, completement bornés sur 8B, a
valeurs dans B(H), tels que W, = Wy o [, et W,IM, = @, pour tous a,f € A, a < .
De plus ||W,lloy < CoDy pour tout o € A.

Démonstration. Pour tout @ € A, 'opérateur @, étant défini sur M, a valeurs
dans B(H), il se prolonge a B, par le théoreme de Wittstock, en un opérateur =,
completement borné, tel que ||E,ll = [|Pallep-

On définit, pour tous @ < € A, les opérateurs

E‘a,ﬁ(h) = E‘ﬁ(]lxﬁh)l he Ba/

ces opérateurs induisent, pour chaque h € 8, des formes sesquilinéaires &, g(h)
définies sur H par

Ea,ﬁ(h)(x/ y) =< Ea,ﬁ(h)xl ]/ >, X, y € H.

On note que, pour tous x, y € H et tout h € B,,,

ap(M) (X, I < [Eap(I] ]l 11yl
et puisque

1Zap(MI < 11Egllesl Japlleslrlle < 1 PgllcollJagllceliPlle < CaDallflla,
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alors
1Eap(M)(x, Y)| < CoDallAllallx]] lyll.

Maintenant et comme dans la démonstration du théoréme 5.1.1, on considére
pour chaque a 'ensemble

Ko = {a = (a(h, %, )hes,, xyern € CH Nah, x, y)| < CaDallbllallxll l1yll},

qui est un sous-espace topologique compact de CZ**H Jorsque celui-ci est muni
de la topologie produit, et on considere aussi le compact K = IT,eaK,.

Lorsque f € A, on note Hg 'ensemble des éléments b = (by).en € K qui
vérifient, pour tout o < f:

i) b, est linéaire complétement borné en / et sesquilinéaire en (x, y).

ii) ba(h, x,y) = bg(Japh, x, y), h € B, et x,y € H.

iii) by(h, x, y) =< D(h)x,y >, h € My etx,y € H.
Il est clair que les Hg sont fermés dans K. On démontre comme pour le théoreme
3.1.3, et en utilisant les &4 ci-dessus, que ﬂﬁe A Hg # 0.

Considérons, alors, b = (by)aen € ) gea Hg. Les propriétés i), ii) et iii) vérifiées
par chaque b,, permettent a 'aide du théoréme de Riesz, de définir un unique
opérateur W, (h) sur B, par

< W, (h)x,y >=by(h,x,y), he®B,, x,yeH.

Ces opérateurs WV, vérifient les conditions voulues toujours en vertu de i), ii) et
iii). O

On peut aussi généraliser le corollaire 3.3.4. Soit, pour tout a, S, un systeme
d’opérateurs et F, un sous-espace de S, contenant ¢,. La démonstration se base
sur 2.3.2 qui va jouer le role de la propriété (P) et le corollaire du théoréme
d’Arveson 2.3.6 qui nous donnera le prolongement complétement positif.

Théoreme 3.4.2. : On considére une famille () qea vérifiant pour tout a € A :
D, est un opérateur completement contractif défini sur F, a valeurs dans B(H),
O, = Dg o Jup pour tout p € A tel que a < p, et

sup ||Dgl| = D, < +oo.
pzacA
Alors il existe une famille (\W,)qea telle que, pour tout a € A,

W, est un opérateur complétement positif prolongeant @, sur S, tel que ||\WV,|lo =
1Dy llcs,
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W, =g o g pour tout p € A tel que a < B,
si et seulement si ||@,||, = D(e,) pour tout a € A.

3.5 Généralisation de l’application au cas opératoriel

Nous gardons les mémes notations de 1'exemple du second paragraphe. Pour
chaque U € A, I'espace C(U) est une C*-algebre commutative et Oy en est un
sous-espace. Donc Oy est vu comme un espace d’opérateurs et on peut dans ce
cadre utiliser la proposition 2.3.3.

En particulier, les opérateurs Ry sont bornés, donc completement bornés et
ona |[Ruvlle = [IRuvll = 1.

Théoreme 3.5.1. : Soit (DPy)yea une famille telle que, pour tout U € A, Oy est un
opérateur completement borné de Oy a valeurs dans B(H). On suppose que @y o Ry =
Dy pour tous U, V dans A avec U < V.

Alors, il existe une mesure réguliere bornée & sur K a valeurs dans B(H) vérifiant

Su(F)(x,y) = f fdFey,

pour tous f € Oy et x,y € H, si et seulement si la famille (Oy;)yen satisfait

supvsull®vllep < oo,
Pour tout U € A.

Démonstration. Par le théoréme 3.4.1, la famille (®y;)zea se prolonge en une fa-
mille (Wy;)yea sur C(U), telle que Wy, est un opérateur completement borné, pour
tout U € A.

Sachant qu’il y a une correspondance bijective entre les applications linéaires
bornées de C(U) dans B(H) et les mesures régulieres bornées sur U a valeurs
dans B(H), alors il existe une unique telle mesure ; vérifiant :

< Dy(f)x,y >= ffdg'U,x,yr
K

ot les mesures §x,, sont définies par

Suxy(B) =< FB)x,y >,
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pour tous borélien B de U et x, y € H. De plus on a v = FulV a chaque fois que
U < V dans A. Maintenant pour x, y fixés dans H et comme pour le théoréeme
3.2.1, on montre que toutes les mesures Fu,, U € A, sont égales a une seule
mesure J,,, a support dans K vérifiant

<Dy(f)x,y >= ffdi}x,y, UecA et fe Ou.
K

Cela nous fournit une unique mesure réguliere bornée §§ sur K a valeurs dans
B(H) définie, pour tout borélien B de K et tous x, y € H, par

Bxy(B) =< F(B)x, y > .

Automatiquement on a ¥y = & pour tout U € A.
Réciproquement, soit § une mesure réguliére bornée sur K a valeur dans B(H)
telle que

< By, >= f fdFey,

pour tous f € Oy et U € A. La mesure étant bornée on a :
I&]l = sup{l|F(B)|l : B ensemble Borelien de K} < oo.

Ce qui implique que [Py (f)| < [ISl.Ifllu, donc sup, |Dyll < [IF|| et en particulier,
sup.; 1@yl < oo, pour tout U € A.
O

On obtient aussi le corollaire suivant, nous gardons les notations de la section
3.2:

Corollaire 3.5.2. : Soit ® : Ox — B(H) uneapplication linéaire telle que ses restrictions
sur les espaces Oy soient completement bornées. Alors, il existe une mesure régulicre
bornée & sur K a valeurs dans B(H) vérifiant

o(f(x, y) = f fi%,,  VfeOx

si et seulement si

sup [Pyl < oo, YU € A.
vaUu
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Chapitre 4

Prolongement des formes positives
et probleme des moments
quaternionique

Ce chapitre étudie le probleme de prolongement des formes linéaires posi-
tives, ou le prolongement positif de certaines formes linéaires sur des espaces
de fractions dans plusieurs contextes. Dans la premiere section, on définit les es-
paces de fractions selon la terminologie de F.H. Vasilescu [42]. La seconde section
concerne le cas le plus général de notre étude : c’est le cas des espaces vectoriels
normés ordonnés. Ces espaces peuvent étre des espaces d’opérateurs (bornés ou
non bornés) ou des *-algebres. La troisiéme section se restreint au contexte des
*-algebres de Banach hermitiennes qui nous permet de diminuer nos hypothéses
et qui présente plus d’intérét au niveau des applications. La quatriéme section
étudie le cas commutatif, lequel nous permet de représenter les formes positives
par des mesures en passant par la transformée de Gelfand. Finalement, dans la
derniere section nous allons donner une application du cas des C*-algébres dans
I’étude du probléme des moments. Nous introduisons un contexte généralisé
dans un cadre non commutatif. Les résultats de ce chapitre sont essentiellement
dans [23] et ils généralisent le travail de F-H.Vasilescu dans [41].
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4.1 Les espaces de fractions

Les espaces de fractions sont des structures algébriques fondamentales qu’on
peut trouver dans le traité de Bourbaki; par exemple, voir [6]. Ils ont étés
utilisés par F-H. Vasilescu seul ou avec E. Albrecht dans plusieurs articles,
voir par exemple [2], [41], [42], pour étudier le probleme des moments multi-
dimensionnels et le prolongement des familles sous normales d’opérateurs non
bornés. Pour une étude détaillée sur les espaces de fractions dans ce contexte
nous suivons le travail [42]. Nous allons, maintenant, rappeler la construction.

Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe) normé. On note par B(E) 1’algebre
des opérateurs bornés sur E. Le symbole ||.|| représente la norme sur E.

Définition 4.1.1. Une partie G de B(E) est dite ensemble de dénominateurs, si elle vérifie
les propriétés suivantes :

1. L'identité de E, Ir € B(E) est dans G,

2. si g et g sont dans G alors g1.g» est dans G,

3. L'ensemble G est commutatif,

4. Tout élément g dans G est un opérateur injectif.

Une relation d’ordre "<" est définie naturellement sur G. Soient g; et g, dans

G, alors g1 < ¢ s’il existe ¢ € G tel que g» = gg1. L'ensemble (G, <) est un
ensemble dirigé puisque g3 = g14» Vérifie g1 < g3 et g» < g3 pour tout g1, $» € G.

On peut trouver I'exemple suivant dans [41] et dans [2]. Il a servi a caractériser
les suites des moments (scalaires et opératorielles) multi-dimensionnelles dans
le cas non borné.

Exemple 4.1.2. Soit A une algebre unitaire d unité e et Q un sous ensemble multiplicatif
et commutatif de A tel que :

1. e€Q,

2. sigx =0pourq e QetxeAalorsx =0.

L’ensemble Q est un ensemble de dénominateurs.
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Dans [2] et [42] il a servi a plonger des espaces d’opérateurs non bornés sous
normaux dans des espaces de fractions afin de les prolonger en des opérateurs
bornés normaux.

Soit G un ensemble de dénominateurs sur E. La relation "~" définie sur E X G
par:

(x1,81) ~ (x2,$2) © X1 = g1X2

est une relation d’équivalence.

L'ensemble quotient (E X G)/ ~ sera noté E/G, et la classe d'un élément
(x,8) € (EX G) seranoté x/g.

L'injectivité des opérateurs restreint la classe de 0 aux éléments (0, g) pour
tout ¢ € G.

Lemme 4.1.3. Soit G un ensemble de dénominateurs sur E alors I'ensemble E |G est un
espace vectoriel.

Définition 4.1.4. L'espace vectoriel E/G est appelé espace des fractions de E avec les
dénominateurs dans G.

L'espace E peut étre regardé comme un sous espace de E/G si on considere
I'application
E —E/G
x +—x/I

on voit bien qu’elle est injective (puisque x/I = 0 si et seulement si x = 0) et donc
E s’identifie a E/I.

On va définir une topologie sur 1’espace des fractions, pour cela on va le voir
comme limite inductive d’espaces vectoriels normés.

Soit gy € G, considérons la multiplication par gy, appelée A, définie comme
suit :
Ay E/IG — E/G
xX[g > gox/g.
L'application A, est clairement injective (comme g, est un opérateur injectif).
On définit I'espace E, = E/g comme 'image réciproque de E par A, : A;'(E) et
cela pour tout g € G.
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Exemple 4.1.5. Soit E un espace vectoriel et G C B(E) un ensemble de dénominateurs
sur E. Soit M(E) l'ensemble de toutes les matrices (a;j) a coefficient dans E ol les a;;
sont tous nuls sauf peut étre pour un nombre fini d’indices i, j. L'ensemble G peut
étre vu comme un ensemble de dénominateurs sur M(E); en effet il suffit de considérer
l'opération suivante :

g *(a;j) = (gaij), §€G, (a;) € M(E).

Grice a cette opération I'ensemble G peut étre considéré comme sous-ensemble de B(M(E))
vérifiant bien silr les conditions voulues.

Maintenant, I'ensemble M(E)/ G est aussi un espace de fractions. 1l peut étre identifié
a l'ensemble M(E/G).

Topologie sur I’espace de fraction

Quelque soit ¢ € G, chaque E/g est un espace vectoriel normé. La norme ||.|,
sur E/g est définie pour tout f € E/g, par ||f|l, = lIgfII.

Pour tout g1 < ¢» € G on définit I'application [, :

Jog: E/§1 — E/g
x/g1 > §x/Q,

avec g est tel que g, = g41.
L'application [ ¢, est une isométrie entre les espaces E/g; et E/g>, du coup
tous les espaces E/g sont isométriques puisqu’ils sont tous isométriques a E.

Comme 'ensemble G est dirigé, 1’'espace E/G est la limite inductive des es-
paces E/g par les applications de type [, ., (définies plus haut) et les inclusions
naturelles |, : E/¢ — E/G. La topologie sur E/G est alors définie comme la plus
fine qui assure la continuité des applications |, pour tout g € G. On a

E/G=Y E/g=) E.

8€G 8eG

Soit F un espace vectoriel topologique. Une application linéaire de E/G dans
F est continue si et seulement si sa composée avec |, est continue pour tout ¢ € G.
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La positivité sur ’espace des fractions

Supposons maintenant que l'espace vectoriel E est ordonné et soit C son
cOne positif. Pour bien définir la positivité sur I’espace de fractions E/G on doit
imposer la condition que 'ensemble de dénominateurs G soit un ensemble de
dénominateurs positifs, c’est a dire g(C) C C pour tout g € G.

Soit E un espace vectoriel ordonné de cone positif C, et soit G un ensemble de
dénominateurs positifs par rapport a C. La positivité dans chaque E; pour tout
g € G est définie a partir de I'espace E. Un élément x/g € E,; est dit positif dans
E, si x est positif dans E. L'ensemble de tous les éléments positifs est un cone
noté C;. Ona:

Co=1{f €Ey gf €Cl.

Enfin, un élément f € E/G est positif si f appartient a un certain C, pour
g € G; c'estadiresi f s’'écrit f = x/g pour un certain x € Cet g € Galorsx = gf
est positif dans E. Le cone de I'espace E/G est la réunion de tous les cones des
espaces E, et sera noté par C/G.

Les espaces de fractions et la propriété (P)

La propriété (P) est définie dans le chapitre 2. On suppose que l'espace E
admet la propriété (P) pour un élément a € E positif. Avec la notation de la
section précédente, nous avons :

Lemme 4.1.6. Pour tout g € G, l'espace E, admet la propriété (P) pour I'élément a/g.

Démonstration. On fixe ¢ € G, soit ¢ : E/g — C une forme linéaire positive.
On pose @, : E — C la forme linéaire définie par @,(x) = ¢(x/g). Alors ¢, est
clairement positive. Puisque E admet la propriété (P) pour a alors ||@.|| = ¢4(a).
Pour tout f € E/gtel que [|f|l; <lona:

lp()l = lpg(SH < pela) = p(a/g).

D’ot1 la conclusion. O
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4.2 Cas général

Dans ce chapitre nous donnons une réponse positive a la deuxieéme question
posée dans l'introduction.

Soit E un espace vectoriel complexe ordonné normé de cone positif C, tel qu’il
existe un sous-espace vectoriel réel H contenant le sous-espace C — C, vérifiant
la propriété :

E=H®iH.

Exemple 4.2.1. Soit B une *-algebre de Banach et P(B) son cone positif. L'espace H
ici n’est autre que l'espace des éléments hermitiens By, il contient P(B) — P(B). Tout
x € B peut se décomposer de cette facon : x = (x + x*)/2 +i(x — x*)/2i, ot (x + x*)/2 et
(x = x7)/2i sont dans By,. Il est clair que si x est non nul dans By, alors ix ne l'est pas.
Onadonc: B =B, ®iB;,.

Si B est une *-algebre de Banach hermitienne ou une O*-algebre (voir chapitre 1),
alors By, = B, — B,. L'espace réel est obtenu a partir du cone (i.e. H = C - C).

Soit E un espace vectoriel complexe normé ordonné eta € E positif et G C B(E)
un ensemble de dénominateurs. Supposons que 'espace E admet la propriété (P)
pour a, voir 2.2. On construit E/G comme précédemment. Supposons maintenant
que g(H) = H pour tout ¢ € G (ce qui se produit automatiquement lorsque
H = C - C, car les opérateurs g sont positifs). Par conséquent 1'ensemble G
est aussi un ensemble de dénominateurs sur H, on construit alors I'espace des
fractions H/G = }.c Hg, ot Hy = H/g pour tout g € G. L'espace des fractions
H/G est un sous-espace de 'espace des fractions E/G.

Lemme 4.2.2. Supposons que pour tout g € G, g(H) = H. Alors I'espace des fractions
E/Gest dela forme E/G = H/G ® iH/G.

Démonstration. 11 est clair que E, = H, @ iH, pour tout g € G, ou H, = H/g. Soit
f € E/Galorsil existe ¢ € G tel que f € E; donc f s’écrit sous la forme f = hy +ih;
avec h; et h, dans H,. Supposons maintenant qu'en méme temps on a f € Ey
pour un certain ¢’ # ¢ € G, donc f = hj + ih} avec I et h dans H/g'. Puisque
I'ensemble G est dirigé alors il existe g € G tel que g, ¢’ < ¢” ce qui nous permet
de faire le calcul dans E;» = Hy» @ iHgr, on a : by + ihy = h} + il donc, forcément
hy = h et hy = h}. D’ot1 'unicité de la décomposition. m]
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On peut maintenant énoncer le théoréme de prolongement pour les espaces
complexes, remarquons aussi que le méme résultat reste vrai dans le cas réel. Le
théoréme suivant est du méme type que le théoréme de prolongement positif
1.2.2.

Théoreme 4.2.3. Soit E un espace vectoriel complexe ordonné admettant la propriété
(P) pour un certain a dans E et tel que son espace réel H est stable par G (i.e. Vg €
G; ¢(H) = H).

Soit F un sous-espace de E/G, on suppose que a/g’ € Fq, pour tout g’ < ¢ € G, et F,
est cofinal dans Ej,.

Si @ est une forme linéaire sur F, alors ¢ se prolonge en une forme linéaire positive
Y sur E/G telle que, pour tout g € G, |[ll = llggll, si et seulement si, pour tout g € G,

@, est positive et ||@gll = p(a/g) > 0. (ot @, = @|F, et g = P|E,).

Démonstration. D’apres le lemme précédent E/G s’écrit E/G = H/G®iH/G, donc
en vue des hypotheses il est élémentaire de voir que 'espace F est cofinal dans
E/G. Ainsi puisque ¢ est positive sur F il suffit d’appliquer le corollaire 1.2.4
dans le premier chapitre pour conclure que ¢ se prolonge en une application ¢
positive sur tout E/G. Maintenant, puisque I'espace E, admet la propriété (P)
pour a/g, alors

gl < llihell = Yela/g) = pgla/g) < liggll-

Inversement, si ¢ se prolonge en une forme linéaire ¢ positive sur E/G tel

que pour tout ¢ € G, |[(,| = [lg,ll, alors ¢ est positive. Comme pour tout ¢ € G,
E, admet la propriété (P) pour a/g, alors |||l = [[{,ll = P(a/g) = ¢(a/g), pour
tout ¢ € G. O

Remarque 4.2.4. Soit A une *-algebre de Banach hermitienne d'unité e et S C A un
systeme d’opérateurs. Soit G C B(S) une famille commutative et multiplicative contenant
Uidentité I et formée par des opérateurs positifs et injectifs. Soit F un sous-espace de S/G
contenant e/G. Alors, pour tout g € G, F est cofinal dans Ag. En effet, il suffit d"utiliser
la remarque 2.2.6 en notant que d'une part, e/g € Fq pour tout ¢ € G, et que d’autre part,
pour tout élément x auto-adjoint on a : x < ||x||.e. Ainsi, dans ce cas la "cofinalité” et la
propriété (P) sont automatiques. Dans le cas oii E serait un systéme d’opérateurs dans
une *-algebre de Banach hermitienne alors dans les hypotheses du précédent théoréme la

cofinalité et la propriété seront automatiques.
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Maintenant, prenons E = A une *-algébre de Banach unitaire dont I'involu-
tion est isométrique et G C B(A) un ensemble de dénominateurs sur A.

Corollaire 4.2.5. Soit F un sous-espace cofinal de A/ G, on suppose que e/ g’ € F, pour
tout ¢ < g € G.

Si @ est une forme linéaire sur F, alors ¢ se prolonge en une forme linéaire positive
Y sur A/ G telle que pour tout g € G |||l = llgll, si et seulement si pour tout g € G,

@, est positive et ||@ll = @(a/g) > 0. (Ici g = @IF, et Yy = P A,).

4.3 Cas des *-algebres de Banach hermitiennes

Dans cette section on discute le méme probleme lorsque E = S est un sys-
téme d’opérateurs d"une *-algebre de Banach hermitienne 8, et G C £(S) est un
ensemble de dénominateurs sur S.

Avec les mémes notations, nous énon¢ons maintenant le théoreme dans ce cas
particulier. L'idée de la prochaine preuve est inspirée du travail de E. Albrecht
et F-H. Vasilescu, [2].

Théoreme 4.3.1. Soit S un systeme d’opérateurs et F un sous-espace linéaire de S/G.
On suppose que e/g" € Fq pour tout ¢’ < g € G.

Soit ¢ une forme linéaire sur F, alors @ se prolonge en une forme linéaire | positive
sur S/G telle que |||l = llpgll pour tout ¢ € G, si et seulement si pour tout ¢ € G,

llpgll = pe/g) > 0, (oit @, = @IF, et g = PIS,).

Démonstration. D’abord, on définit @, sur gF,, pour tout ¢ € G vérifiant I'équa-
tion :

Dy (x) = ple/9) " p(x/g).

Alors @, est une forme linéaire sur ¢F, de norme 1. On applique maintenant le
théoreme de Hahn-Banach pour prolonger @, en une forme linéaire W, sur S tel
que [[W,l| = [|Dy]] = 1 = We(e)(= Dy(e)). La forme W, doit étre positive en vertu de
la proposition 2.1.2.

Ensuite, on définit, pour tous g, g1, etg, € G tel que ¢ = g1, une autre
fonctionnelle linéaire W, ., sur S par la relation :

W (X) = ple/g1) ' ple/ Q) W(82%).
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Il est clair que W, ., est une fonctionnelle positive. Par conséquent, d’apres I'hy-
pothese, [[W, . || = W, 0 (e) ce qui est égal a 1. En effet,

W (e) = ple/g1) ' ple/Pq(20) = ple/g1) " ple/Q)o(ge/ g1).-

L'élément e/ g, appartient a F,, car g1 < g, on peut alors écrire

ple/g1) " ple/9)Dy(ge/ 1) = ple/g1) ' ple/g1) = 1.

On note que

(/1) g (X < ple/ gl (4.1)
Soit maintenant, pour tout g € G,

Ky = {b = b(f) € C : |b(f)| < p(e/IIfII}-

Munis de la toplogie produit, les espaces topologiques K,, ¢ € G et, par consé-
quent, K = [, K, sont compacts.

Pour tout ¢ € G, on considere Hy-I'ensemble de tous les b = (by)yc, € K tels
que pour tout ¢’ € g avec ¢’ < g, I'application f + by (f) est une forme linéaire
positive sur Sy qui prolonge @, et vérifie :

by(f) = by(f), f €S-

Il est clair que les ensembles H, sont fermés dans K et par conséquent com-
pacts. Pour démontrer (. Hg # 0, il suffit de démontrer que toutes les intersec-
tions finies sont non vides. Soient g1, ..., g, € G, comme G est dirigé, il existe g € G
tel que g; < g pour tout i = 1, ..., n. Soit la forme W, et, pour tous les diviseurs
g < g € G, les formes W, . construites ci-dessus. On définit pour tout ¢’ € G et
tout f € Sy :

0 ifg £g
b., =
) { Plelg W (f) ifg <g.

Notons que b := (by)gc; € K parce que

b () < lp(e/ g )W (H < ple/g)NIE fII-
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Fixons unindicei € 1, ..., n et soit ¢’ < ¢; € G. Alors il existe ¢/, & € G tels que
gi=gg etg=gi g"l-. On remarque que pour tout f €Sy

by (f) = ple/g)We e (8'f) = We($igi8'f)
= ple/8)Vs(8f)
= (P(e/gi) 2.51(8i)
= by, (f)

de sorte que f + by (f) soit une forme linéaire positive sur Sy puisque W, o
est positive et prolonge ¢ car Fy C F, (d’apres I'hypothése). Par conséquent,
b:= (by)gec estdans Hy N --- N Hg, .

Il vient que l'intersection (", Hy est non vide, donc on peut prendre un
élément ¢ = (¢g)gec € [gec Hg pour définir pour tout f € S/G

P(f) = co(f) si feE,.

Pour que ¢ soit bien définie, supposons qu’il existent g1, §» € G et f appartenant
aS, etS,,. Comme G est dirigé, il existe ¢ € G plus grand que g et g». De plus,
comme c € Hy, il vient que

e, (f) = cg(f) = co(f)

alors y définit une forme linéaire sur S/G. Il est clair que 1) est positive et prolonge
@. Soit ¢ € G, d’apres (4.1) on obtient que

ll@sll < gl < ple/g) < llgll
ce qui termine la premiére implication.

Inversement, si ¢ se prolonge en une forme linéaire positive sur S/G alors,
pour tout § € G, on définit ,(x) = 1,(x/g). Donc i, est une forme linéaire
positive sur S. Par conséquent d’apres la propriété (P), [|(ll = 1,(e).

En effet |[ill = [Pl = P(e) = Yy(e/g) = p(e/g), cela signifie que ¢ est positive
et pour tout ¢ € G, [lp,ll = p(e/g) > 0. Ce qui termine la preuve du théoréme.

m]

Remarque 4.3.2. On observe d’apres les hypotheses qu’aucune condition de positivité
n’est imposée a la forme @, mais le prolongement est toujours positif. Cela est obtenu
grace au théoreme 2.1.2, qui en méme temps nous permet d’utiliser le théoreme de Hahn-
Banach. Ce qui explique pourquoi on peut se passer des hypotheses de cofinalité et de
symétrie. Cela reste vrai dans le cas commutatif comme on peut le voir dans la section
suivante.
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4.4 Le cas commutatif

Dans cette section, on se restreint au cas commutatif. Ainsi, soit A une algebre
de Banach commutative et 1 son unité.

Soit Q) I'espace compact de tous les idéaux maximaux de A. Pour tout x € A,
on note par £ la fonction dans C(Q2) donnée par la transformée de Gelfand.
L’ensemble de toutes ces fonctions est noté par A. Il est bien connu que c’est une
sous-algebre de C(Q)). La transformée de Gelfand est un homomorphisme de A
dans A de noyau le radical de A noté radA. On rappelle aussi que ||£]| = p(x) <
llx]l, p(x) étant le rayon spectral de x. Rappelons la proposition suivante :

Proposition 4.4.1. Soit A une algebre de Banach commutative. Pour tous x et y dans
Aona:olx+y)Co(x)+o(y).

A partir de cette proposition on voit facilement que 1'ensemble des éléments
dont le spectre est positif, dans une algebre de Banach commutative, est un cone.

Supposons que A est semi-simple, c’est a dire radA = {0}. Soit M C B(A)
un ensemble de dénominateurs sur A. On suppose que tout M € M envoie
tout élément de spectre positif vers un élément de spectre positif. Tout opérateur
M € M nous donne un opérateur dans A, et nous supposons que chacun de
ces opérateurs se prolonge en un opérateur positif et injectif sur C(Q2). Nous
allons noter par M le sous-ensemble correspondant de £(C(Q)), nous supposons
également qu’il est encore commutatif et multiplicatif. Finalement, pour tout
f=x/Me A/ Mon pose f: £/ M.

Soit w une forme linéaire sur A. On dit que w est positive si elle envoie chaque
élément de spectre positif vers un réel positif.

Proposition 4.4.2. Soit F un sous-espace vectoriel de A/ M et supposons que 1/M’ €
Fu, pour tout M’ < M dans M. Soit ¢ une forme linéaire sur F.

La forme ¢ se prolonge en une forme linéaire positive Y sur A/ M telle que ||Ypll =
llpmll si et seulement si pour tout M € M, SUP <1 lopm(x) = (/M) > 0, avec
@m = @|Fp et Py = P[A/M.

Démonstration. Soit ¢ une forme linéaire sur F telle que

YMe M, sup [pu(x)| = ¢(1/M) > 0.
p(x)<1
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Définissons ¢ sur £ comme suit : ¢(f) = ¢(f) pour tout f € F. Pour tout M € M,
on peut remarquer que
Ipwll = sup 1§y = sup lpu) = 9(1/M) = ¢(1/M) > 0
I#lleo<1 p(x)<1
Alors, si on considére F comme un sous-espace de la C*-algébre C(Q) et si on
applique le théoreme 4.3.1 a ¢, alors elle se prolonge en une forme positive
linéaire 1) sur C(Q)/ M telle que [Pyl = [yl pour tout M € M. Maintenant, on
définit 1 sur A/ M comme suit : (f) = {(f), alors 1 est le prolongement désiré
de ¢. En effet, pour tous M € M et x € Ay on observe que :
() lpuall = sup [Yr(x)] < sup [Pu()] = sup [P(®)] = Py(1/M)
llxl<1 plx)<1 l1lleo<1

Si on remplace ¥ par ¢ nous remarquons que, pour tout M € M, [[¢ull = [loumll.

Inversement, supposons que ¢ se prolonge en une forme linéaire positive ¢

sur A/ M telle que pour tout M € M, [[mll = llpumll. Alors, comme Ay, vérifie la
propriété (P) pour 1/M, on conclut, d’apres (*), que

lomll < Il < l[Pall = PA/M) = P(1/M) = p(1/M).

Maintenant, soit A une *-algebre de Banach hermitienne commutative dont
I'involution n’est pas nécessairement continue. Nous considérons l'espace de
fraction A/ M. On veut intégrer les éléments de cet espace, ainsi on a besoin de
quelques définitions. La définition suivante est prise de [42].

Définition 4.4.3. Une mesure u est dite M-divisible sur Q) si, pour tout M € M, il
existe une mesure vy sur Q telle que pour tout f € C(Q),

Lfd‘UZLMdeM'

Théoreme 4.4.4. Soit F un sous-espace vectoriel symétrique de A/ M, on suppose que
1/M’ € Fy; pour tout M’ < M dans M.

Une forme linéaire positive ¢ sur F se prolonge en une forme linéaire positive 1 sur
A M telle que ||[Pumll = llgomll si et seulement si pour tout M € M, |lomll = p(1/M) > 0,
avec oy = @|Fy et Yy = PlA/M.
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De plus, si ||[ipmll < 1 pour tout M € M, alors il existe une unique mesure u sur €
M-divisible, telle que pour tout f € A/M,

v = [ fau

Démonstration. Soit ¢ une forme linéaire sur F telle que pour tout M € M,
lpmll = @(1/M) > 0. Ici, on utilise le corollaire 4.2.5. Sachant que les *-algebres
commutatives admettent la propriété (P), voir 2.2.2, toutes les hypotheses du
corollaire sont vérifiées, alors il existe une forme linéaire positive ¢ qui prolonge
@ si et seulement si pour tout M € M, [lpumll = ¢(1/M) > 0, avec oy = @|Fy et
Ym = PIA/M.

Soit 1 une forme linéaire donnée par le prolongement, et supposons que
lmll < 1, pour tout M € M. On définit des fonctions (¥ par Pu(h) = Y(h/M), ce
sont des formes linéaires sur A laquelle est une *-algebre commutative hermi-
tienne, alors il existe une unique mesure de Radon vy sur Q (voir le théoréme
1.3.13) telle que, pour tout i € A,

Pp(h) = f hdvy, Me M.
Q

Soit f € A/M donc Mf € A alors

fQ (MFY" dvys = Pu(MF) = ¥(f),

ce qui permet de bien définir une mesure u sur Q) par

fgfdyz fQ(Mf)A dvy, f € A

u est alors M-divisible d’apres 1'égalité : Py, (Mih) = ¢(h) = Pa,(Mah) ce qui

implique que
f (Mih)" dvy, = f (Mah)" dvyg,,
Q o)

alors on peut écrire pour tout f € A/M

Lfdy:L(Mf)Ade,MeM,

ce qui est bien défini.
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Si f est arbitraire, alors f =},
un ensemble fini. Ainsi, on obtient

¢m=2¢mm=2iﬁwmiﬁﬁi

jel jel

hij/M;, avec hj € A, M; € Mpourtoutje], ]

ce qui termine la preuve.
O

On peut obtenir le théoréme 3.7 de F-H. Vasilescu dans [41] comme corollaire
du théoreme 4.3.1 précédent. Plus précisément, soit {2 un espace topologique
compact et C(€2) I'algebre de toutes les fonctions continues sur ). On se donne
Q une famille d” éléments positifs non nuls de C(Q2). On dit que Q est une famille
multiplicative si :

H1leQ,

(ii) 4',q” € Q implique 79" € Q,

(iii) Si gh = 0 pour un élément g € Q et un élément / € C(Q2), alors h = 0.

Alors Q est un ensemble de dénominateurs sur C(€2). On considere 'espace
de fraction C(Q)/Q.

Corollaire 4.4.5. On se donne, pour chaque q € Q, un sous-espace vectoriel F, de
C(Q)/q, et on suppose que 1/q" € F, pour tout q" < q dans Q. Soit ¢ une forme linéaire
sur = Y.peq Fy, alors @ se prolonge en une forme linéaire positive i sur C(Q2)/Q telle
que ||W,ll = llggll si et seulement si, pour tout q € Q, |lp4ll = ¢(1/q) > 0, avec ¢, = @|F,
et Py = YIC(Q)/g.

De plus, il existe une unique mesure de Borel sur ) telle que pour tout f € C(Q)/Q,

v = [ sau

4.5 Le probléme des moments: une version non com-

mutative

Le probleme des moments, introduit par Stieltjes il y a plus d'un siecle, a été
d’une grande inspiration surtout pour I’analyse et pour les mathématiques en
général. En effet, plusieurs grands théoremes lui doivent I’existence. Ce sujet est
toujours d’actualité et on le trouve sous plusieurs versions dans la littérature.
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Dans ce chapitre, nous allons introduire une version non commutative du
probléme des moments.

Soit () un espace topologique compact. On note par Bor(Q) la o-algebre des
ensembles boréliens de €.

Soit A une C*-algebre non nécessairement commutative, unitaire d"unité 1 et
d’espace réel Aj,. On note par A" I'espace de Banach dual de A. La C*-algebre
des fonctions continues sur Q a valeurs dans A est notée par C(QQ, A). Toutes les
normes seront notées par || * ||. On mentionnera s’il y a un risque de confusion.

4.5.1 Mesures a valeurs dans A*

Une mesure positive sur Bor(Q2) a valeur dans A" a été introduite par C.-G.
Ambrozie et F.-H. Vasilescu dans [3], afin d’intégrer des fonctions boréliennes
et bornées sur Q) a valeurs dans A. Nous allons compléter les détails de cette
construction :

Soit m une application définie sur Bor(Q2), a valeur dans A" vérifiant les trois
conditions suivantes :

1. L'application m(.)a : Bor(€Q) — C est une mesure scalaire pour tout a € A.
Cela implique qu’elle est fortement additive i.e. pour tout borélien B qui s’écrit
comme réunion disjointe au plus dénombrable de boréliens (B));, et pour tout
a€Aona:

m(B)a = Z m(B;)a.
2. L'application m est positive, i.e. pi)ur tout B € Bor(Q)), 'application m(B)
est positive dans le sens suivant :
Vae A,a>0, m(B)a=>0.
3. L'application m(.)1 : Bor(€2) — C est bornée c’est a dire :
sup{|m(B)1| : B € Bor(€2)} < oo.

Remarque 4.5.1. La deuxieme condition implique la troisieme; en effet, puisque 1 est
un élément positif dans A, alors la mesure scalaire m(.)1 est positive. Cette mesure nous
définit une forme linéaire sur C(Q)-I'algeébre des fonctions continues sur Q). Pour tout
f € C(Q), l'application ¢ définie par :

ot = | sam,
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est une forme linéaire positive sur C(Q2) donc bornée. Ce qui implique que la mesure est
bornée.

Commencons par définir 1'intégrale des "fonctions en escalier" ou fonctions
simples. Soit f = }.; xp;a; ou (B)); est une partition finie de Q) et x3, la fonction
caractéristique de B;. Les a; sont des éléments de A. On définit I'intégrale par

f @, f) =Y m(B)aj.
Q j

Pour pouvoir élargir la définition a toutes les fonctions de C(Q, A), montrons

I'expression suivante :

que cette intégrale est bornée. Pour cela supposons, au premier lieu, que les g4;
sont des éléments auto-adjoints. Alors puisque A est une C*-algebre on a:

—llajll1 <a; <|lajl1 dans A.
Sachant que les formes linéaires m(B;) sont positives alors
~lajlim(B))1 < m(B,)a; < llajlm(B;)1.

En additionnant par rapport a j on obtient
=Y llajin(B)1 < Y m(Bja; < ) llajlim(B)1,
i j j

ou encore
=Y lajlim(By)1 < fQ (dm, f)< Y llajlim(B))1,
j j

Par la suite, on a
| f @, Nl < Y llajln(B))1 < sup IFEN Y m(B1 < [ fllom(@1,
Q i teQ i
j j
Passons maintenant au cas ot les 4; sont des éléments quelconques de A.

Remarque 4.5.2. Tout élément a; € A se décompose de facon unique sous la forme
a; = a;. + ia;.’, avec a;. = (a; + a;)/Z et a;.’ = (aj - a;)/Zi sont des éléments dans Aj. De
plus on a :[la’|| < llajll et lla?’|l < flajll.
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Ceci nous permet d’obtenir un encadrement pour tous les éléments de A :

|L(dm'f)| - |Zj“ m(B))a,| = |Zj: m(B)a] + i;m(Bj)a}'|

<1)" mBaj+ 1) mB)a|
j j

En appliquant 1'inégalité obtenue pour les éléments auto-adjoints on obtient :

| fQ (@, )l < 20 flam@)L.

Maintenant un dernier lemme pour conclure :

Lemme 4.5.3. Toute fonction dans C(Q2, A) s’écrit comme limite uniforme de fonctions
en escalier a valeurs dans A.

Démonstration. Soit ¢ > 0 et soit f € C((, A), puisque f est continue alors pour
tout x € (), il existe un voisinage de x, V.(x) dans Q tels que pour tout y € V,(x)
ona:|[f(x) - fy)l <e.

I1 est clair que les voisinages V. (x) forment un recouvrement de Q. L'espace
() étant compact on peut alors en extraire un recouvrement fini. Soit (V(x;))1<j<n
un tel recouvrement de Q et soit (B))i<j<, la famille de boréliens définis par
By = V(x1) et Bj = V(xj) \ (Ve(x1) U... U V(xj_1)) pour tout 2 < j < n. Il est clair
que (B))1<j<x est une partition de Q et que B; C V.(x;) pour 1 < j < n.

Soit g : QQ — A la fonction en escalier, définie par : ¢ = Y7, x3,f(x;). Si on
prend x € () quelconque, alors il existe jo € {1,...,n} tel que x € B;, C V.(x;,), de
sorte que

1/ Cx) = gl = 11/ (x) = fxjo)ll < e

Cela est vrai pour tout x € Q donc ||f — gl| < ¢, d’ot1 la conclusion. O

Ce dernier lemme nous permet de définir l'intégrale fQ(dm, f) pour toute
fonction continue f de Q) a valeurs dans A, puisque 1'intégrale la haut est bornée.

Remarque 4.5.4. (a) Sih = }.; Ajxp; est une fonction en escalier a valeurs complexes,
et si a appartient a A, alors

fQ (dm,h®a):Z/\jm(a,Bj): f hdm(a).

i Q
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Si h est une fonction continue sur 3, alors d’apres le lemme 4.5.3 elle peut étre approchée
par des fonction en escalier, alors pour touta € Aona:

fQ(dm,h@a):Lh dm(a).

(b) Si la fonction f € C(Q,A) est positive, i.e. pour tout t € Q, f(t) > 0, alors
Ji,(dm, f) > 0.

Un théoreme de représentation

Proposition 4.5.5. Soit Q) un espace topologique compact. Soit ¢ une application li-
néaire sur C(Q), A). Alors ¢ est positive si et seulement s'il existe une unique mesure
positive m 4 valeurs dans A* sur C telle que, pour tout f € C(Q, A),

o(f) = fQ (dm, ).

Démonstration. Soit ¢ une forme positive sur C(€2, A). On rappelle que la famille
formée par les sommes finies (},(h ® a); h € ), a € A) est dense dans C((2, A) qui
peut étre vu comme égale au produit tensoriel algébrique C(Q2) ® A.

On fixe a > 0 € A, on définit la forme ¢, sur C(Q) telle que, pour tout h,
Pa(h) = p(h®a). Clairement, ¢, est positive puisque ¢ est positive, alors, en vertu
du théoreme de Riesz, il existe une unique mesure borélienne positive m, sur Q

telle que
Ph®a) = ¢,(h) = fh dm, ; h € C(Q).
Q

Ce qui nous donne une application d’ensembles B — m,(B) sur les ensembles
mesurables de Q. Sia = 0 alors la mesure est nulle et si a est auto-adjoint alors il
s’écrit d'une maniére unique comme la différence de deux éléments positifs a =
a* —a~. On définit alors l'application d’ensembles B — m,(B) = m,+(B) — m,-(B).
Puisque, p(h®a) = p(h®a*) — p(h ®a~), on pose

fhdma:fhdma+—fhdma—:qb(h®a).
0 o) o)

Si a est un élément dans A alors il est décomposé d'une maniere unique : a =
a’ +1ia”, ot a’ et a” sont des éléments hermitiens. Donc, on définit I’application
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d’ensembles B — m,(B) = m, (B)+im,(B), et comme ¢p(h®a) = p(h®a’)+ip(h®a”),

on pose alors
fhdmg = fhdma/ +ifhdmau = p(h®a).
0 o o

Maintenant, puisque pour touta € A, on obtient une famille de mesures scalaires
définies par les applications d’ensembles B — m(B)a, on peut alors définir une
mesure m a valeurs dans A", par l'application d’ensemble B — m(B) définie sur
les ensembles mesurables de €) a valeurs dans A*. Sachant que la mesure m est
dite positive si m(B)a > 0 pour tout ensemble B C Q) mesurable et tout élément
positif a € A, dong, trivialement, si ¢ est positive alors m est positive. On peut
écrire maintenant, pour toute somme finie sous la forme f = L(h ®a),

o(f) = fQ (dm, ).

Pour prolonger la proposition a tous les éléments de C(£2, A) considérons une
fonction en escalier a valeurs dans A. Soit (B;); une partition finie de (2, et soit
f=2 j XB; ® a; une fonction en escalier a valeurs dans A, alors

f @dm, f) =Y m(Ba;.
Q j

Pour tout j, il existe deux éléments auto-adjoint a’ et a”’ tel que a; = a + ia’/. Tout
élément auto-adjoint 2 dans A vérifie I'estimation

—|lall1 < a < |jal|1.

En utilisant la positivité de m, on obtient pour tout B C Q et pour un élément
a € A auto-adjoint
—llalim(B)1 < m(b)a < [lalim(B)1.

en sommant les inégalités, on obtient
| [[(@m 1< 2sup 1@,
Q teQ

Les éléments dans C(Q, A) sont des limites uniformes de fonctions en escalier
(voir la haut), alors on peut prolonger les inégalités précédentes aux fonctions
continues. Maintenant par densité on prolonge la derniere inégalité a tous les
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éléments f dans C(Q, A) et cela parce que la limite des intégrales existe, et la
forme ¢ est continue (puisqu’elle est positive sur une C*-algebre (voir le chapitre
2)). Alors on obtient :

<P(f)=fg(dm,f); feC(Q,A.

Supposons qu’il existe une autre mesure positive a valeurs dans A" sur € véri-
tiant I'inégalité ci-dessus alors elle doit coincider avec m sur les mesures scalaires
lesquels sont uniques, donc m est unique.

Réciproquement, si m est une mesure positive a valeurs dans A" sur Q, et si
f : Q — A est une fonction continue positive, d’apres la remarque ci dessus,
I'entité fQ(dm, f) est positive. La linéarité de 'intégrale est triviale. m|

Soit G un ensemble de dénominateurs sur C(C, A). Rappelons maintenant la
définition suivante :

Définition 4.5.6. Une mesure u est dite M-divisible sur Q si, pour tout M € M, il
existe une mesure vy sur C telle que pour tout f € C(Q),

Lfd,u:fﬂMfde.

Le prochain théoréme est une sorte de théoreme de représentation pour les
espaces de fractions.

Théoreme 4.5.7. Soit | : C(QQ, A)/G — C une forme linéaire. Alors 1 est positive, si
et seulement si, il existe une unique mesure positive m a valeurs dans A*, G-divisible,
définie sur les boréliens de C) tel que

P(f) = fo (dm, f), f€CQ,AGC.

Démonstration. Soit, pour tout ¢ € G, la forme linéaire ¢, : C(Q2, A) — C définie
par ¢g(h) = (h/g), pour tout h € C(Q2, A).

Supposons, en premier lieu, que ¢ : C(Q2, A)/G — C est une forme linéaire
positive. Pour tout 1 € C(Q, A) la forme linéaire ¢,(h) est positive donc la pro-
position 4.5.5 au dessus, nous donne une unique mesure m, positive a valeurs
dans A" définie sur les boréliens de €, tel que, pour tout h € C(QQ, A) on a:

Pg(h) = L(dmg,h).
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Soit f € C(Q), A)/ g alors

fQ (g, §f) = b(8f) = P(f).

Soit m une mesure a valeurs dans A" définie sur les boréliens de (2, pour tout

g€G, et feC(QA)/gpar

fQ (dm, f) = fQ (dmg, gp).

La mesure m a valeurs dans A" est G-divisible, en effet, si g1, g» sont dans G, alors
(Pgl (g1h) = I,0(}1) = (sz (gzh), ce qui implique

f (g, g1h) = f (g, gah)
Q Q

alors on peut écrire, si f est dans C(Q2, A)/g

fQ (dm, f) = fQ (g, 3f) g€G,

qui est bien définie, ce qui nous donne une représentation intégrale de 1. L'unicité
de la mesure m est due a l'unicité des mesures m,.

Réciproquement, supposons qu’il existe une mesure positive m a valeurs
dans A" définie sur les boréliens de (), G-divisible, tel que 1’égalité soit établie.
Puisque toutes les mesures m, obtenues doivent étre positives, les formes ¢,
sont positives a leur tour. Donc la forme linéaire 1 est positive. Ce qui acheve la
preuve. m]

4.5.2 Le probleme des moments

Soit M(C) I'ensemble des matrices carrées 2 X 2 complexes. La matrice unité
est notée par 1. Soit C*> = C X C le produit cartésien du corps des complexes avec
lui méme, et K C C? un sous ensemble fermé. On considere 1’espace des fonctions
continues sur K a valeurs dans M(C), généralement noté par C(K, M,(C)).

On s’intéresse a la sous-algebre des quaternions dans M(C). Soit les fonctions
&, & : C* — M,(C) définies, pour C = (x,y) € C?, par :

s«:)=[ o ?),- E*(C)=[ _y).
-7 x x

=i

<
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On va utiliser les symboles & et &* a la place de £(C) et £*(C) pour simplifier les
formules. Rappelons aussi que &*¢ est égale a [|€]]*1 = (|x* + [y1*)1 = ||C|]*1.

On dénote par 0 la fonction qui peut étre soit £ soit £*. On appelle générateur
de degré n la fonction ¢ sur K a valeurs dans M,(C) suivante :

C=(x,y) = 0%ay0"a,0"a,...0%a,
ou les a; sont dans M,(C) \ {0}, a4, ..., & sont des entiers positifs et | < n avec

Z;:o aj = n. Compte tenu du fait que 6°1 = 1, sans perte de généralité, on peut
définir un générateur de degré n, ¢ de la sorte :

C=(x,y) » 0%ay0"a,0"a,...0"a,,
otta; € My(C) \ {0}, pour tout j =0,1,2,...,n, et Z;;O aj=mn.

On considere une suite (I';),»0 de fonctions multi-linéaires réelles définies
comme suit :

I, : MO — C

(a()/ ai,ay, ..., an) — rn(aO/ ai,ay, ..., ﬂn).

La version du probleme des moments généralisé peut maintenant étre for-
mulée par ces mots :

Etant donné une suite de fonctions multi-linéaires réelles (T )0 existe-il une unique
mesure m positive a valeurs dans My(C)* définie sur les boréliens de K, tel que, pour tous
ag, a1, ..., a, € Mo(C) \ {0} et pour tout n € Nona:

(*) f(dm, 0%a 0" a,0%a,...0%a,) = T',(ag, a1, a2, ..., ay).
K

Si une telle mesure existe alors elle est appelée mesure de représentation de la
suite (I',)0-

On note par P, (K, M>(C)) 'espace engendré par tous les générateurs de de-
grés plus petits ou égales a 2n — 1 et la fonction (1 + ££7)". C’est un sous espace
de C(K, M,(C)). L’espace P(K, M,(C)) désigne la réunion de tous les P, (K, M>(C))
lorsque n parcourt IN. Il est clair que P(K, M,(C)) est un sous espace vecto-
riel de C(K, M(C)). Cet espace est vu comme la limite inductive des espaces
Pn(K, Ma(Q));

P(K,Ma(C)) = ), PulK, Ma(C)).

n>0
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Soit ¢r une forme linéaire définie sur P(K, M,(C)) de la maniere suivante :
Pour tout n, si 0%a,0%a,0%a,...0%a, est un générateur de degré n alors

¢r(0%°ap0"a10%a,...0%a,) = I',(ao, a1, az, ..., an).

Ensuite on prolonge ¢r par linéarité sur tout 'espace P(K, M,(C)). La fonction
¢r est appelée forme linéaire associée a la suite (I';),5o.

S’il existe une mesure qui répond au "probleme des moments généralisé"
concernant la suite (I',),>0, alors la mesure est aussi dite mesure de representation
de la forme ¢r et ’application linéaire ¢r est appelée application moment.

Le probleme des moments peut étre aussi formulé en ces termes :

Soit K c C? un sous ensemble fermé. Une application linéaire ¢ : P(K, M,(C)) — C
est une K-application moment s’il existe une unique mesure m positive a valeurs dans
M, (C)* définie sur les boréliens de K, telle que

o(p) = fK (dm, p)

pour tout p € P(K, M(C)).

Pour se ramener au cas classique, il suffit de supposer que I'ensemble fermé
K c C?estinclus dans R et de se restreindre aux générateurs de la forme ¢ = #'1
pour t € K. La relation (*) nous donne:

f (dm, t".1) = Tu(1)
K

D’apres la remarque 4.5.4, si on note par p, la fonction définie, pour tout t € K,
par p,(t) = t", on obtient :

fK (dm, #".1) = fK (dm,p, ®1) = fK #'dm(1) = T, (1)

Notre probleme se résume a trouver une mesure scalaire positive unique m(1)
sur les boréliens de K tel que pour tout entier 7 :

f #idm(1) = T,(1)

K

Ce qui nous ramene au cas classique.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

68 Prolongement des formes positives et probleme des moments quaternionique

Puisqu’on s’intéresse au probleme des moments multi-dimensionnel, on va
introduire un générateur multi-dimensionnel. Alors pour simplifier les écritures
soit K = C? et A = M,(C). L'ensemble K" désigne le produit cartésien de n copies
de K. Soit K ¢ K" un sous-ensemble fermé.

Soit Z!} 'ensemble de tous les multi-indices a = (ay,ay, ..., a,), ot a; € Z,
pour tout j = 1, ..., n. Ici Z, désigne ’ensemble des entiers positifs.

Soit a = (a1, ay, ..., ) un multi-indice. Un générateur multi-dimensionnel

N

G est une fonction sur K" a valeurs dans A définie pour tout élément { =
(a1) laz) (o
1 4

S5 s 8 ).

(C1, Gy, ..., Cy) € K" comme le produit de n générateurs g

GW(0) = §"(C)g" (L) (Cn).

On considere la sous-algebre P(K", A) de C(K", A) engendré par tous les
générateurs multidimensionnels. Soit ¢ : P(K", A) — C une application linéaire.
Le probléme des moments multi-dimensionnel consiste a trouver une mesure sur les
boréliens de K" a valeur dans A" tel que :

o0)= [ @mp)

pour tout p € P(K", A). Si une telle mesure existe alors I'application ¢ est dite
une application moment et la mesure m est dite mesure de représentation pour ¢.

Si la mesure m est nulle en dehors de 'ensemble fermé K C K" alors on
dit que ¢ est une K-application moment. Dans ce cas on a évidement ¢(p) = 0
pour tout p € P(K", A) vérifiant p|K = 0. Réciproquement, une application
¢ : P(K", A) — C est dite K-compatible si pour tout p € P(K", A) vérifiant p|K = 0
on a ¢(p) = 0. Une K-application moment est K-compatible.

On va adapter la méthode de Riesz pour répondre a ce probléme et suivre les
pas de EH. Vasilescu et E. Albrecht qui ont donné une réponse au probléeme des
moments classique multi-dimensionnels scalaire et opératoriel sur des ensembles
non bornés. Voir [2] et [41] pour les détails.

Remarque 4.5.8. Si I'ensemble fermé K c R" et si t = (14, ..., t,) € K, un générateur
multi-dimensionnel GEZ“)(t) s'écrit sous la forme suivante : t't}...t,"a, pour un certain
ae A
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Pour se ramener au cas classique, il suffit de considérer les espaces P(R")1 : I'algebre
des polynomes multi-dimensionnels sur R" multipliés par 1 et I'espace C(IR")1 : I'algebre
des fonctions continues sur R" multipliées par 1, qui est une C*-algebre commutative,
sachant que la mesure m(1, .) est une mesure scalaire positive. On obtient alors la version,
bien connu, du probleme des moments multi-dimensionnel sur R". Notre version est donc
une généralisation de ce probleme.

Soit, maintenant, K, = (K U {co})" le produit cartésien de n copies du com-
pactifié K U {oco} de K (en ajoutant un point), et soit Q2 I'adhérence de K dans
K,.

Soit C(K,,, A)la C*-algebre de toutes les fonctions sur K, a valeurs dans A. On
pose Q, 'ensemble des fonctions rationnelles multi-dimensionnelles a valeurs
dans A de la forme,

da(CQ) = (1 + &1&) ™M (A + &,8.),
pour tout a = (ay, ..., a,) € Z ou C = ((y, ..., Cp) € K, et la fonction qui vaut 1.
Lemme 4.5.9. L'ensemble Q,, est un ensemble de dénominateurs sur C(]Kn, A).

Démonstration. La quantité q,(C) s’écrit aussi comme suit :

1
(1 + lIEalP)or. (X + 1EalP)

Si les a; sont tous nuls alors il est évident que la quantité la-haut vaut 1, sinon

—1

pour les indices j tel que a; > 0 chaque quantité :

1 < 1
A +EIP)™ — A+ &P

et donc elle tend vers 0 lorsque ||&;]| tend vers l'infini. Sachant que la norme
de C est égale a la norme de £ alors il est facile de voir que ||,(C)|| tend vers
0 lorsque ||C|| tend vers l'infini. La fonction g, a valeurs dans A se prolonge,
alors, par continuité sur K,\K, pour tout a € Z". Il n’est pas difficile de voir
que la famille Q, est multiplicative et commutative. Chaque élément dans Q,
peut étre vu comme un opérateur positif sur C(Kn,ﬂ); il est, aussi, clair qu’il
s’agit d’'un opérateur injectif. Donc Q, est bien un ensemble de dénominateurs
sur C(K,, A). m|
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Posons aussi p,(C) = qa(C)‘1, CeK,ac 7. On considere l'espace vectoriel
P.(K", A) engendré par toutes les fonctions de la forme G = giﬁ V. gflﬁ " avec
B = (B1,....pn) € Z! tel que B; < 2a; pour tout j = 1,...,n, ainsi que la fonction
I+ &ED)M (L + &)™,

La fonction p/p,, pour tout p € P,(K", A), se prolonge sur K,\K"; en effet,
soit £ = (1, &, -, Cu) € K" avec G = (x;, ) et GP(0) = g7(C1)gy " (&)--gi " (C)

un générateur multi-dimensionnel.

18 ()g¥(C)..g @ 3 g @I @I g @l

G007 < =
” (C)q (C) ” Hi]’l:1(1 + ”é],”Z)D(/ H7:1(1 + ”5]-”2)C¥f

Dans notre cas chaque variable est considérée séparément, nous avons pour
chaque indice j :
6 ,
gl 16°a06" a1 6"a,...0" ay | Ao Al
(1 + 11117 (1 +11E;17)% T AHNEIPE T @I

ou A désigne le produit des normes des a;.

Il est clair que la derniére quantité tend vers 0 lorsque ||¢;|| tend vers l'infini
puisque f; < 2a;.

La fonction p/p., pour tout p € P,(K", A) devient donc un élément de
C(le A), et alors I'espace vectoriel ,(K", A) est vu comme un sous-espace
vectoriel de C(K,, A)/q, = p.C(K,, A) pour tout & € Z".

Soit Q,(€2) 'ensemble des fonctions dans Q,, (prolongées sur IK,, et) restreintes
aQ.Siq,q" € Q,(Q), on dit que ¢’ < q” si pour tout @ € Z avec la propriété
q' = 4.|Q2, on peut trouver un € Z tel que q” = qg|Q et p — a € Z. La relation
"<" est une relation d’ordre partiel sur Q,(Q). Cette relation d’ordre est plus forte
que la division.

Pour chaque a € Z, soit P,(K, A) I'espace des fonctions p dans P(K", A)
restreintes a K, telles que la fonction (pg,)|K se prolonge continuellement sur Q.

Soit P(K, A) l'espace {pIK;p € PK", A)}. On peut voir P(K, A) comme la
Ywezr Pa(K, A) qui est un sous-espace de l'espace des fractions C(€2, A)/Q(€2),
ot chaque espace P, (K, A) est un sous-espace de C(Q2, A)/qGa, Ga € Ru(Q).

II est clair que q;lqalK admet un prolongement continue sur Q si g, < gz et
alors 1/gp € P, (K, A) pour tout g < Ga, Ga, G € Qu(L2).
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Théoreme 4.5.10. Soit ¢ : P(K, A) — C une forme linéaire. Alors I'application ¢ est
une K-application moment si et seulement si elle est K-compatible et pour tout o € Z,
ona:@(p,) >0et
9a(p)l < ¢pa) sup g (Op (Ol p € PalK, ).
CeK

0it o = PIPK, A) /4

Démonstration. Supposons, d’abord, que l'application ¢ : P(K, A) — C est li-
néaire, K-compatible et pour tout @ € Z, |||l = ¢(p.) > 0. Cette application,
d’apres le théoreme 4.3.1 se prolonge en une application ¢ : C(Q2, A)/Q,(Q2) = C
linéaire et positive. L’application 1) est positive alors le théoreme 4.5.7 nous donne
une unique mesure positive m a valeurs dans A*, Q,(2)-divisible, définie sur les
boréliens de € telle que

Y(f) = fg(dm,f), f € C(K, A)/Q,(Q).

Comme les fonctions g € Q,(Q2) sont identiquement nulles sur Q\K, alors le
support de m est inclus dans K.
Dongc, pour tout p € £,(Q2, A), on obtient;

o(p) = fK (dm, p).

Ce qui prouve que ¢ est une K-application moment.
Réciproquement, si ¢ est une K-application moment alors elle est K-compatible
etona:

(pa) = Haa) = f (dm, 4.)
= fK (1 + &P (1 + (1€l P) ™ dm (1)

> fdm(l) > 0.
K

Ce qui veut dire que ¢(p,) > 0, pour tout a € 7.
Ensuite, on a:

lp(p)l < fK (dm, |pl) < P(pa) sup llg.(OpOll, p € Pu(K, A),

CeK
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Revenons au cas d'une variable. Soit K un ensemble fermé non borné de C?.
Soit (I';), une suite de fonctions multi-linéaires (voir en page 66) et ¢r la forme
linéaire qui lui est associée. En appliquant le dernier théoréme a l'application
¢r nous concluons que, sous les notations de la page 66, la suite (I';), est une
suite de moments si et seulement si 'application ¢r est K-compatible et pour
tout entier positif n, ona: ¢r((1+ £°E)") > O et

lpr(p)l < pr((@ + &) sup llg.(OpOll, p € Pu(K,A),

CeK

avec g, = (1+ &£°&)™. Or nous avons :

‘o IOl
|¢F(p)| < (Pr((l + é é) )SCI':II(D (1 + ”C”Z)n

POl

k k
<¢F(ZC OV TRy

L @I
= L PO DS ey
I
=P ||¢||2)"Z-k' =R

Finalement on conclut que la suite (I';), est une suite de moments si et seule-
ment si I’application ¢r est K-compatible et pour tout entier positif 1, on a :
F2n(1) >0et

@l
Prip)l < sup ey Zk'( “pr -
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Chapitre 5

Le probleme des moments
opératoriels

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on donne une version opératorielle du théoreme 4.3.1 dans
le cas des C*-algebres et en méme temps dans un contexte non commutatif. Nous
introduisons une nouvelle mesure qui nous permet de donner une version opé-
ratorielle du probleme des moments donné dans le chapitre précédent. Comme
application, nous donnons une caractérisation des applications moments opéra-
toriels.

Considérons maintenant une C*-algebre 8 unitaire et F C 8 un sous-espace
vectoriel. Alors 'ensemble M(8B) de toutes les matrices a coefficient dans B (voir
chapitre 2) peut étre identifié avec I'ensemble [ J;_; M,,(B).

Remarque 5.1.1. Le cone maximal K dans M(B) m-admissible compatible avec B,
donné par (voir [28]) :

K = {(a,-,]-) = (a;) € M(B);Za;aijaj eB Na €A, i=1,..,n,n=1,2, }
ij=1
s'identifie avec M(B)y = Ujes Mu(B)+. En effet, il suffit de démontrer l'inclusion
K C M(8B),. Soit (a;;) € K ; montrons que (a;;) € M(B). On a (a;;) = (a;;)" et
Za?aijaj € B+,Vai €eB,i=1,..,nn=1,2,..
ij=1
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On se restreint au cas ot B C B(H) pour un certain Hilbert H. Supposons que (a; ;) €
h
M,,(B) pour un certain entier n et appliquons la matrice d un vecteurh =| : | € H®

hy
(qui est la somme directe de n copies de H),

< (Cli,]‘)h,h >= Z < al']'h]‘, hl' > .

ij=1
Pour un choix convenable de n opérateurs ay, ...,a, € B et d'un élément k € H tel que
pour touti=1,...,n on a a;(k) = h; on obtient :

n

n n
<@phh>=)" <ajakak>=Y" <aaakk>=< () aaa)kk>,
ij=1 ij=1 ij=1
n " Py "
comme }.; iy ;a;;a; est un élément positif, nous concluons que :

< (Eli,]')l’l,h >2>0

Puisque, dans ce chapitre, nos objets sont des C*-algebres alors on peut donner
un sens au mot "completement contractive" dans ce contexte. Soit O un sous-
espace vectoriel dense dans un certain espace de Hilbert.

Définition 5.1.2. Soit F C B un sous espace vectoriel. Une application linéaire ¢ : F —

hy
SF(D) est dite complétement contractive si pour tout entier n et pour toush =| : |et
hy
k
k=|: [|dans D™ tels que :
Ky

i<hi,]’li>§1, i<ki1ki>gll
i=1 i=1
ona:

IZH“ i Paij)(hj, k)l <1,

i=1 j=1

quelque soit (a;;) € M, (F) avec ||(a; )|l < 1.
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En tenant compte du théoréme de Riez pour les formes sesquilinéaires, 'es-
pace B(H) peut étre identifié a I’espace des formes sesquilinéaire bornées sur H.
Cela nous permet d’affirmer que sur une C*-algébre 8 la définition de complete
contractivité donnée dans la section 2.3.1 est équivalente a la définition donnée
la-haut. En effet, soit H est un espace de Hilbert et soit F un espace d’opérateurs
et ¢ : F — SF(H) une application completement contractive. Alors, pour tout

h ky
entier n et pour toush =| : etk=]: dans H® tels que:
hy, ky,

Zn:<h,-,hl->ﬁl, Zn:<ki,ki>S1/
i=1 i=1

ona:

=
=

| Paij)(hj k)| <1,

i=1 j=1

quelque soit (a;;) € M,(F) avec ||(a;;)|| < 1. Comme, pour tous i et j, la forme ¢(a;})
est sesquilinéaire bornée, alors il existe un opérateur unique ®(a;;) dans B(H) tel
que :

(P(aij)(hj/ kz) =< CI)(a,-]-)hj, ki >,

Il est clair que cela nous définit une application linéaire @ : F — B(H). Cette
application est completement contractive. En effet, pour tout entier n, et pour
h ks
tous vecteursh =| : |etk=|: |e H"™ denormes inférieuresa 1,ona:
hy kn

|Z < D(aihj, ki > | = |Z Plaij)(hj, k)| <1,

i,j=1 i,j=1

quelque soit (a;j) € M, (F) avec ||(a;;)|| < 1 (voir la remarque 2.3.1).

De la méme maniere, sil’application ¢ : F — SF(H) est completement positive
et bornée alors les deux définitions de complete positivité sont équivalentes.
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5.2 Prolongement complétement positif

Dans cette section on suitles pas de E. Albrecht et F-H. Vasilescu dans le papier
[2], en effectuant, a chaque fois, les changements nécessaires pour le contexte non
commutatif. Soit 8 une *-algébre de Banach hermitienne unitaire d"unité e et soit
S C B un systéme d’opérateurs. Soit G C B(S) un ensemble de dénominateurs.
On considére 'espace des fractions S/G. Soit O un espace vectoriel complexe.

Proposition 5.2.1. Soit1) : S/G — SF(D) une application linéaire. Alors y est positive
siet seulement si |[ig .|l = Y(e/g)(x, x), pourtous g € Getx € D, 0it g = P(*)(x, X)|s,.

Démonstration. Supposons que  est positive. On fixe x € D, et on considere 1, ,
I'application linéaire définie sur S par lﬁg,x(a) = (a/g)(x,x). Il est clair que lﬁg,x
est positive, donc par la proposition 2.1.2 on a :

”#’g,x” = ”J’g,x” = Eﬁg,x(e) = ¢(€/8)(x/x)~

Réciproquement, supposons que ) est telle que [|¢) .|| = P (e/g)(x, x), pour tous
g € G et x € D. Par la proposition 2.1.2, 'application ., est positive, de sorte

que si f =a/g € S/G est positif alors Y(f)(x, x) = Pg(a/g)(x,x) = yﬂg,x(a) > 0. O

Le lemme suivant est nécéssaire pour le résultat principal. Un résultat simi-
laire peut étre trouvé dans [2], dans le cas ol ¢ est positive au lieu d’étre com-
pléetement positive. Notons que le cas commutatif nécessite moins d’hypotheses.
Soit B une C*-algebre unitaire et G C B(8) un ensemble de dénominateurs. On
considere I'espace des fractions 8/G. Maintenant D est un sous-espace vectoriel
dense dans un espace de Hilbert H dont le produit scalaire est noté par < .,. >.

Lemme 5.2.2. Soit g, g1 et §» dans G tels que g = g1§», et soit & : B/G — SF(D) une
application linéaire completement positive vérifiant :

E(e/g)(x,x) > 0 et E(e/g1)(x,x) > 0, pour tous x € D\{0},

de sorte que < x,% >o:= E(e/g)(x,*) et < *,% >, := E(e/g1)(*,*) soient des produits
scalaires sur D. On considere Dy et D, les complétés respectifs de D par rapport a
<#,% >get <x,x >, Alors il existe des applications linéaires uniques W, : B — B(Dy)
et Woo : B — B(Dy,) telles que, pour tout a € B,

< \I]g(a)x/y >g: E(a/g)(xl y)/ x/]/ € -D/
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< W (@)x,y >q=Ea/g1)(x,y) =< Vo(g2a)x,y >4, x,y € D.

De plus les applications W, et W o, sont unitaires et completement positives.

Démonstration. Puisque Z est complétement positive, en particulier elle est po-
sitive, et donc pour tout x € D, l'inégalité suivante est vraie pour touta € 8
positif

E(a/8)(x, x) < llall«ZE(e/g)(x, x) = llalleo < x,x > .

Lorsque a € B est un élément arbitraire, il se décompose sous la forme a =
(a1—az)+i(az—ay), avecay, a, a3 etay dans B;, car B est une C*-algébre. Maintenant
en écrivant chaque forme sesquilinéaire (x, y) — E(a;/g)(x, y) sous forme polaire
et en utilisant I'inégalité précédente, on obtient

12(a/g)(x, y)I < 16lalle;

pour tous x, y dans la boule unité de D.
Le fait que la forme sesquilinéaire (x, y) — E(a/g)(x, y) soit bornée implique
qu’il existe un unique opérateur W,(a) dans B(Dy), tel que

<W(@)x,y >,=E@/g)(x,y), x,y € D.

L'application linéaire W, : 8 = B(D,) est nécéssairement, completement posi-
tive, puisque l'application Z l'est, et W(e) est clairement égal a 1'identité dans
B(D,). 1l s’en suit par la proposition ci-dessus que [[W,(e)l| = [Vl = Wl < 1.
Cela veutdire que W, est une application linéaire unitaire, complétement contrac-
tive et completement positive.

Puisque g; < g alors B, C B, et la restriction de Z a B, est completement
positive et bornée. Donc, par les mémes arguments on aura un unique opérateur
W, o (a) sur D, , et une unique application linéaire W, ., : B > B(Dy,), tels que

< \pg'gl (a)x, y >g1: E(”/gl)(xr y) =< \yg(gzﬂ)xl y >g;

pour tous x,y € Det a € B. L'application W, ., est aussi completement positive,
et W, . (e) est 'opérateur identité, d’ ot Wy, ()l = W e ll = W e llep- m]

En gardant les mémes notations, nous énongons le résultat principal de ce
chapitre.
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Théoréme 5.2.3. Soit B une C*-algebre d'unitée, et F = dec F, C B/G, oit F, est un
sous-espace vectoriel de B,. On suppose que e/g" € F, pour tout g’ < g € G.

Soit ¢ : F — SF(D) une application linéaire. Alors ¢ se prolonge en une application
linéaire completement positive 1 : B/G — SF(D) telle que |[{¢xlly = ll@gqlles pour
tous x € D et g € G, si et seulement si, ¢ est completement contractive et vérifie
p(e/g)(x,x) > 0, pour tous g € G et x € D\{0}, avec g = @)X, X)Ir, et Pgr =
P, ),

Démonstration. Soit ¢ : F — SF(D) une application linéaire unitaire et complete-
ment contractive. Supposons que ¢(e/g)(x,x) > 0 pour tous g € G et x € D\{0}.

Notons que, pour tout g € G, la forme sesquilinéaire ¢(e/g)(+, *) est un produit
scalaire sur D. On le notera par < #,* >. Soit D, le complété de D pour ce produit
scalaire pour lequel on garde laméme notation sur D,. L’application ¢ est bornée,
donc pour tout i € gF,, la forme sesquilinéaire ¢(h/g)(+,*) est aussi bornée et
donc se prolonge en une unique forme sesquilinéaire bornée sur 9,, notée avec
le méme symbole. On remarque que ¢ définie sur D, est unitaire completement
contractive. Puisque les formes sesquilinéaires ¢(h/g)(+, *) sont bornées, il existe
pour chacune un unique opérateur ®,(h) sur D, vérifiant :

P(h/Q)x, y) =< @(h)x, y >¢= p(e/)(P()x, y),

pour tout i € gF,. On voit simplement que @, : ¢F, — B(H) est une application
unitaire completement contractive. Donc on peut appliquer le corolaire 2.3.6 pour
prolonger @, en une application linéaire completement positive W, : 8 — B(H).
D’autre part, en utilisant la proposition 2.3.2, on conclut que [|[W,(e)|| = [|W,|| =
IW¢llep ce qui implique que W, est completement contractive car [|[Wq(e)|| = 1.
Maintenant, nous appliquons le lemme 5.2.2 la haut pour obtenir une appli-
cation linéaire complétement positive et complétement contractive W, ., définie
par E(a/g)(x, y) =< W(a)x, y >¢, pour touta € B, etx, y € D, vérifiant 'équation :

< \I]g/gl (a)x/ Yy>a= E(a/gl)(x/ y) =< ‘Ijg(gzﬂ)X,}/ > -
On note que :

| < Weo(@x,y >¢ [ = | < We(g2a)x, y >¢ | < lalloollxllg, llylg, - (5.1)

Maintenant, pour tout ¢ € G, on note par K, I'ensemble des éléments b =
b(f,x,y) € CBP*D tels que |b(f, x, )| < 1gfllwllxllg, [Yllg,- Munis de la topologie
produit, les espaces topologiques K, ¢ € G et donc K = [] . K; sont compacts.
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Pour chaque g € G, on considére H, I'ensemble de tous les b = (by)gcc € K
tels que pour tout ¢’ € G avec ¢’ < g, l'application f + by (f,x,y) est linéaire
completement positive sur B/, prolongeant ¢, et vérifiant

bg’(f’x/]/) = bg(a/x/y)/ f < Bg"

Il est clair que les H, sont fermés dans K et par suite compacts, donc pour
prouver que (g Hg # 0 il suffit de montrer que toutes les intersections finies
Hg N---NHg, ou gy,..,8 € G sont non vides. Comme G est dirigé, il existe
g € Gtel que g; < gpouri = 1,...,n. Considérons l'opérateur W, et, pour tous les
diviseurs ¢’ < ¢ € G, les opérateurs W, ., définis ci-haut. Soit, pour tous ¢’ € G,
feByetx,yeD:

0 sig' £g
b., =
g (3% Y) { <Weo(gf)x,y>y sig <g.

Notons que b := (by)geq € K car

b (f, X, Y < | < We(§' /),y >¢ | SIS flloolXllg [Yllg-

Fixons un indicei € 1, ..., n et considérons ¢’ < ¢; € G, alors il existe g/, §; € G tels
que g; = ¢'¢’ et ¢ = g;g;. On peut voir que, pour tous feByetx,yeD,

by (f,x,y) =< Weo (8 f)x, y >y =< We(8igi8 /)X, Yy >4

=< We(8)x, y >4

=< Wee(8if)x, ¥ >4,

=bg,(f, x, ),
il s’en suit que f = by (f,x,y) est une application linéaire de B, dans SF(D)
completement positive, puisque W, est completement positive. De plus elle
prolonge ¢, car Fy C F, par hypotheses. Donc, b := (by)ycc appartient a Hg, N
- N Hgn'

En résumé l'intersection () e H, estnon vide, et on peut prendre ¢ = (cg)4cc €

(gec Hg pour définir, pour tout f € B/G

P(f) = co(f) si feBg.

Y est bien definie en effet, soit g1, ¢» € G et f dans B, U B,,, puisque G est dirigé
il existe ¢ € G qui majore a la fois g; et g», mais c € H, donc

Cor (f) = Cg(f) = ng(f)~
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Y est par définition linéaire, prolonge ¢ et est completement positive. On conclut
I'implication avec la formule (3.1) qui implique pour g € G, que

gl < rgell < llxl* = ple/Q)(x, x) < llpgall

Inversement, supposons que ¢ se prolonge en une application linéaire 1 :
B/G — SF(D) completement positive. On définie ¢, pour tous g € Getx € D,
par

Iﬁg,x(a) = ng(a/g)(x, x).
Dans ces conditions ¢, est une application linéaire positive sur B, et en vertu de
la proposition 2.3, on a [P .|| = g .(e). L'inégalité de Cauchy-Schwartz implique
que

W@/ ), Y < 1Pgollifgyll < Do c(€)g (o).

Par conséquent, il existe un unique opérateur W, tel que pour tous g € G et
x,yeD,
P(a/g)x,y) =< W,(@)x,y >, a€B.

W étant completement positif, et encore par la proposition 2.2, on conclut que W
est completement contractif et qu’il en est de méme pour 1 et ¢. Cela termine la
démonstration du théoréme. O

Dans le cas commutatif, on peut raffiner les hypotheses grace au théoréme
de Stinespring 2.3.4 qui nous dit que si une application linéaire d"une C*-algebre
commutative a valeurs dans une C*-algébre alors le terme "complétement posi-
tive" est équivalent au terme "positive”. On peut alors obtenir le théoreme (voir
le théoreme 2.5 dans [2]) suivant :

Théoréme 5.2.4. Soit B une C*-algebre commutative d'unitée, et F =}, 2€G F, Cc B/G,
oit Fq est un sous-espace vectoriel de B,. On suppose quee/g’ € Fq pour tout g’ < g € G.

Soit ¢ : F — SF(D) une application linéaire. Alors ¢ se prolonge en une application
linéaire positive ¢ : B/G — SF(D) telle que |[Pgxll = ll@g.ll pour tous x € D et g € G,
si et seulement si, @ est completement contractive et vérifie p(e/g)(x,x) > 0, pour tous
g € Get x € D\{0}, avec g = p(*)(x, X)Ir, et Pgx = P(*)(x, X)|s,-

R.T. Powers dans [28] a généralisé le théoreme d”Arveson 2.3.5 qui prolonge
les applications complétement positives sur des C*-algebres a valeurs opérateurs
dans le cas des applications completement positives sur des *-espaces vectoriels a
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valeurs dans un espace de formes sesquilinéaires sur un certain espace vectoriel.
Cela nous permet d’établir le résultat suivant. Soit 8 une *-algebre de Banach
hermitienne unitaire d"unitéeetsoit S C Bunsysteme d’opérateurs. Soit G C B(S)
un ensemble de dénominateurs. On considere 1'espace des fractions S/G.

Théoreme 5.2.5. Soit F un sous-espace vectoriel symétrique de S/G. On suppose que
e/g € Fg = FN S, pour tout g € G.

Soit ¢ : F — SF(D) une application linéaire, alors ¢ se prolonge en une application
linéaire completement positive y : S|G — SF(D) telle que |[q |y = llQgqll, pour tous
x € Det g €G,siet seulement si ¢ est completement positive et p(e/g)(x,x) > 0 pour
tous g € G et x € D\{0}, avec @g, = @|F; et Py, = P|S,.

Démonstration. Supposons que ¢ : F — SF(D) se prolonge en une application
linéaire complétement positive ¢ : /G — SF(D) telle que [[{ 1|l = ll@g«ll, pour
tous x € D et g € G. Alors il est facile de conclure que ¢ est complétement
positive, et que @(a/g)(x,x) > 0 pour tous g € G et x € D\{0}.

Pour la réciproque nous allons utiliser le théoréme de Powers dans [28] (voir
2.3.14) ; pour se faire, on doit prouver d’abord que F est cofinal dans S/G par
rapport a M(S/G)*.

Prenons f = f* € §/G, il existe alors § € Geta = a" € B tels que f = a/g.
Sachant que a < |lalle € S et que ||alle appartient a Mi(S/G)* N F, on conclut que F
est cofinal puisque (||alle — a)/g est positif et appartient a M(S/G)*. Maintenant,
en utilisant le théoréme de Powers on aura un prolongement i) de ¢, ¢ : S/G —
SF(D) completement positif. Par la proposition 5.2.1 on obtient facilement que,
pourtousx € Det g €G,

1Pgll < NYgaller = Ple/g)(x, x) = ple/g)(x, x) < llPgxll,

et donc ”lpg,x”cb = ||(Pg,x||~ |
5.3 Version opératorielle non commutative du pro-
bléme des moments

5.3.1 Une mesure spéciale

Cette section est analogue a la section 4.5.1 du chapitre précédent dans le
cas opéroriel. Les mémes techniques de démonstrations sont adoptées. Soit Q
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un espace topologique compact. On note par Bor(Q) la o-algebre des ensembles
boréliens de Q.

Soit A une C*-algebre non nécessairement commutative, avec unité 1. L'es-
pace réel des éléments auto-adjoints est noté par Aj,. Soit H un espace de Hilbert
de produit scalaire < .,. >. Et soit B(H) 'ensemble de tous les opérateurs bornés
sur H. L'ensemble L(A, B(H)) représente les applications linéaires sur A a va-
leurs dans B(H). Toute les normes seront notées par || * [|. On mentionnera s’il y
a un risque de confusion.

Le but de cette section est de définir une mesure positive sur Bor(Q2) a valeur
dans L(A, B(H)), pour pouvoir intégrer des fonctions sur €) a valeurs dans A. Et
pour pouvoir formuler, par la suite, le probléme des moments dans un nouveau
contexte.

Soit [E une application de 1’ensemble des boréliens de (), Bor(Q2), a valeur
dans L(A, B(H)) sur laquelle on impose trois conditions :

1. L'application E est faiblement dénombrablement additive, i.e. pour toute
suite d’ensemble boréliens (B;);, deux a deux disjoint, dans Bor(Q2) dont I'union
est notée par B, et pour touta € Aona:

< E(@,B)x,y >= Z <E(,Bj)x,y >,
j

2. L’application E est positive, i.e. pour tout B € Bor(K), 'application [E(B) est
positive dans le sens suivant :

Va>0e A, E(,B)>0c¢eB(H),
3. L'application E(1,.) : Bor(Q2) — B(H) est bornée dans le sens suivant :
sup{|[E(1, B)|| : B € Bor(Q)} < oo.

Bien stir, pour tout B € Bor((Q2), IE(B) est un opérateur dans L(A, B(H)), et pour
tout a € A, [E(a, B) est un opérateur dans B(H).

Remarque 5.3.1. Supposons que, pour tout a € A, E(a,.) : Bor(QQ) — B(H) est une
mesure a valeurs dans B(H), qui est positive si a est un élément positif dans A. Alors
la premiére et la deuxieme condition sont remplies. Réciproquement, la premiére et la
deuxiéme condition nous donnent que, pour tout a € A, E(a,.) : Bor(Q)) — B(H) est
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une mesure a valeur dans B(H), qui est positive si et seulement si a est un élément positif
dans A.

La deuxieme condition implique la troisieme; en effet, puisque 1 est un élément
positif dans A, alors la mesure E(1,.) a valeur dans B(H) est positive, donc elle est
bornée d’apres la remarque 2.1.6.

Commencgons par définir 1'intégrale pour les "fonctions en escalier" ou fonc-
tions simples. Soit f = }, j XB;aj, ou (B;); est une partition finie de ( et XB; la
fonction caractéristique de B;. Les a; sont des éléments de A. On définit, pour
tout x, y € H, 'opérateur suivant :

< f(d]E,f)x,y >=< Z]E(a]-, B))x,y >= Z < F(a;, B)x,y > .
Q j j

Pour simplifier les écritures la quantité < fQ(dlE, f)x,y > va étre notée par

Jo@E, fy-

Cette écriture définitbienl’opérateur fQ(d]E, f)-Nous allons maintenant prou-
ver qu'il est borné. Pour cela supposons, au premier lieu, que les a; sont des
éléments auto-adjoints. Alors puisque A est une C*-algébre on a :

—llajll1 < a; <|lajll  dans A.
Sachant que les opérateurs [E(B;) sont positifs alors
—|la;|[E(1, Bj) < E(aj, Bj) < |la;[E(1, B;) dans B(H),
Donc :
—lla;ll < E(1, Bj)x,x > << E(a;, Bj)x,x > < |lajll < E(1, Bj)x,x > dans R.
En additionnant par rapport a j on obtient
=Y lajll < E@,B)x,x>< Y <E(@;,B)v,x>< Y lajll < E(1B)x,x >,
i j i
ou encore

- Z lla;ll < E(1,Bj)x,x > << f(d]E,f)x,x > < Z llajll < E(1,Bj)x,x > .
j Q j

pour tout x € H.
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Par la suite, on a

| f WE, f)osd <1 Y gl < BL B x > |
Q "
]
teQ)

< sup ||If(H)]] < [Z (1, B))lx, x >
j

< sup [|If(t)]l < E@, Q)x,x >
teQ)

< I f Nl ITECL, Q).

Passons maintenant au cas ou les a; sont des éléments quelconques de A.
Tout élément a; € A s’écrit d"une fagon unique : a; = a} + ia;.’, aveca’ = (a; + a;) /2

et a;.’ = (a; - a;) /2i sont des éléments dans (A;,. Et bien évidement on a : IIa;.II =
1(aj +a@)/2ll < llajll et Nl 1| = [I(a; — @)/ 2i|| < llajl.

Cela nous permet d’obtenir un encadrement pour tous les éléments de A.
Alors, pour tout x € H, on a

| [ @ Pl =1 Y < Bl B>
Q j
=) <E@,Bj)x,x > +i ) <E@],B)x,x>|
j j
<1) <E@,Bj)x,x>|+]) <E@] Bjxx>|
j j

En appliquant 1'inégalité obtenue pour les éléments auto — adjoints on obtient :

< 21| flllECL, )lllIxI .

Rappelons la formule de polarisation, pour tout x, y dans Hon a :

3
L(dlEff)x,y = 1/4;ik L(dIElf)kay'

En vertu de cette formule on conclut que :
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3
|L}m4»ﬂsummamaam;ym+ﬁww

< 2/l fll B (I + i)

En prenant x et y dans H, avec ||x|| = [|y|l = 1, on obtient

LLMEﬂMSMWME@QM

et on obtient donc une majoration de la norme :

nifmJNSMNam@Qm

On cherche a intégrer les fonctions continues sur €) a valeur dans A. D’apres
le lemme 4.5.3 toute fonction continue a valeurs dans A est limite uniforme d"une
suites de fonctions en escalier a valeurs dans A. Puisque l'intégrale est bornée,
alors la limite suivante est convergente et admet une limite finie :

lim fg (dE, f,) = fQ (dE, f).

Remarque 5.3.2. (a) Si h = }.; Ajxp; est une fonction en escalier a valeurs complexes
et si a est dans A, alors

f (dE, h ®a),, = Z A <E(a,B)x,y >= f hdIE(a)y,,-
Q i Q

Si, maintenant, h est une fonction continue sur C, alors elle peut étre approchée par des
fonctions en escalier donc pour touta € Aona:

f (dE,h®a),, = f hdE(a)y,, .
Q Q

(b) Si f € C(Q, A) est positive, i.e. pour tout t € Q, f(t) > 0, alors fQ(dIE, Fx 20,
pour tout x € H.
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Un théoréeme de représentation

Théoreme 5.3.3. Soit Q) un espace topologique compact. Soit @ : C(QQ, A) — B(H) une
application linéaire. Alors @ est positive si et seulement s'il existe une unique mesure I
a valeurs dans L(A, B(H)), positive, définie sur les sous-ensembles boréliens de ) telle
que pour tout f € C(QQ, A)ona:

<D(f)x,y >= L(d]E,f)x,y, x,y € H.

Démonstration. Soit @ : C(Q), A) — B(H) une application linéaire positive. Rap-
pelons que la famille constituée des sommes finies de la forme (}.(h ® a);h €
Q,a € A) est dense dans C(Q, A), ce dernier est considéré égale a C(Q2) ® A.

Fixons un élément a € A positif. On définit 1’application @, sur C(Q) telle
que, pour tout i € C(Q2), D,(h) = ®(h ® a). L'application @, est positive, puisque
® est positive, alors en vertu du théoreme 2.1.4, il existe une unique mesure [E(a)
positive a valeurs dans B(H) sur les boréliens de Q) tel qu’on ait

<Phea)x,y>=<D,(h)x,y >= f hdE(a)., , x,y € Hh € C(Q).
Q

Cela nous fournit une collection de mesures indexées par les éléments de A,,
B — [E(a, B) a valeurs dans B(H) définies sur les ensembles mesurables de Q.
Maintenant supposons que a est auto-adjoint, alors il s’écrit, d"'une maniére
unique, comme la différence de deux élément positifs 2 = a* — a~. On peut
donc définir une mesure B — [E(a, B) = E(a*, B) — E(a~, B). Puisque, ®(h ® a) =
Ph®a") - dh®a~) on pose :

fh dE(a),, = fh dE@")y, — f hdE(@ )., =< ®h®a)x,y>, x,y € H.
o) Q Q

Si, maintenant, a est un élément quelconque dans A alors il se décompose
d’une maniére unique a = a’ +ia”, ot a’ et a” sont auto-adjoints. Cela définit bien

une mesure B — [E(a, B) = E(a’, B) + i[E(a”, B), et puisque ®(h ® a) = D(h®a’) +
i®(h ®a”), alors posons

f h dE(a)y.,, = fh dIE(a’)y,, + if hdE@”),, =< ®h®a)x,y >, x,y € H. (5.2)
Q 0 0
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Actuellement la collection de mesures a valeurs dans B(H) s’élargit sur tout
I'ensemble A. On peut alors définir une mesure B — (g, B) sur les boréliens de
Q a valeurs dans L(A, B(H)). Par définition la mesure [E est positive. L'écriture
5.2 est valable pour toute somme finie de la forme f = X(h ®a) :

< ®(f)x,y >= fQ (E, .

Par densité on prolonge cette écriture a tous les éléments f dans C(€2, A), puisque
la limite des intégrales existe et I’application @ est continue (car elle est positive
sur une C*-algebra, voir 2.1.5). On obtient alors

< D(f)x,y >= fg (dE, f)xy, %,y €H, f € C(Q,A).

Supposons qu’il existe une deuxiéme mesure positive a valeurs dans £L(A, B(H))
sur Q) vérifiant I'égalité au dessus, alors elle doit coincider avec IE sur la collection
de mesures a valeurs dans B(H) E(a) lesquelles sont définies d’une maniere
unique. La mesure [E est par conséquent unique.

Réciproquement, si [E est une mesure positive a valeurs dans L(A, B(H))
sur QQ, et f : QO — A est une fonction positive alors d’apres la remarque 5.3.2
la quantité fQ(dIE, f)xx est positive. La linéarité de l'intégrale est triviale ce qui
termine la preuve. o

On va, maintenant, adopter une définition donnée par F-H. Vasilescu dans
[42] a notre contexte. Soit G un ensemble de dénominateurs sur C(Q, A)

Définition 5.3.4. Une mesure [E a valeurs dans L(A, B(H)) est dite G-divisible sur (),
si pour tout g € G, il existe une mesure IE, sur Q tel que, pour tout f € C(QQ, A) ona:

[@en= [ @E5n.

Le prochain théoréme nous permet de représenter les applications linéaires
positives sur C(Q), A)/G a valeurs dans SF(D) en intégrales.

Théoréme 5.3.5. Soit 1 : C(Q, A)/G — SF(D) une application linéaire et unitaire.
Alors 1 est positive, si et seulment si, il existe une unique mesure IE positive, G-divisible,
a valeurs dans L(A, B(H)) définie sur les boréliens de Q) tel que :

YN, 1) = fg WE, fuy f€CO,A)G, x,y€D.
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Démonstration. Supposons que ¢ : C(Q), A)/G — SF(D) est une application li-
néaire, positive et unitaire. D’apres la proposition 5.2.1, pour tout g € G l'appli-
cation Vg, = P(*)(x, X)|c@7), est bornée. Par suite la forme sesquilinéaire définie
par ¢.(h)(x, y) = P(h/g)(x,y), pour tout g € G, pour tout h € C(QQ, A) etx,y € H
est bornée. Par conséquence il existe un unique opérateur ®,(h) dans B(H) (par
le théoreme de Riez) vérifiant :

Po(h)(x,y) =< Do(h)x,y >, h € C(Q,A), x,y € H.

L'application linéaire @, : C(Q2, A) — B(H) est trivialement positive, alors le théo-
reme 5.3.3 nous donne une unique mesure positive [E, a valeurs dans .£(A, B(H))
définie sur les ensembles boréliens de Q, tel que, pour tout h € C(QQ, A) on a:

Do (h)x, y >= f(dIEg, h).y x,y €D.
Q

Soit f € C(Q), A)/g alors

fQ (dEg, 8f)xy =< Pg(8/)x, y >= Ps(8f)x, y) = ¥(f)x, y), x,y € D.

soit [E une mesure a valeurs dans £(A, B(H)) définie sur les ensembles boréliens
de Q) par, pour tout g € Get f € C(Q,A)/g:

f(d]E, Flry = f(d]Eg, Sy x,y€D. (5.3)
Q Q

La mesure E a valeurs dans L(A, B(H)) est G-divisible. En effet, si g1, g» sont

dans G et x,y dans D, alors ¢, (g1h)(x, y) = P(M)(x,y) = Pg,($2M)(x, y), ce qui
implique que :

[ € gy = [ @ gy xveD.
Q Q

Maintenant la formule 5.3 est bien définie pour tout f dans C(Q), A)/g.
Si f est arbitraire, alors f = )i, h;/gj, avec h; € C(Q, A), g; € G pour tout
j € ], ot ] est un ensemble fini. D’ot1 on obtient :

V() y) = Z g, ()X, ) = Zf dE,, 1)) fg(dnz,f)x,y, X,y €D,

j€l j€l

Cela nous donne une représentation intégrale de .
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Réciproquement, I’existence d"une mesure [E positive, a valeurs dans L(A, B(H))
sur les boréliens de (), tel que 1'égalité est vérifiée, et puisque toute les mesures
a valeurs dans B(H) induites doivent étre positives, alors il est clair que 'appli-
cation linéaire ¢ doit étre positive a son tour. Ce qui termine la preuve. O

5.3.2 Le probleme des moments opératoriel

Dans cette section nous adoptons les mémes notations que la section 4.5.2.
En effet nous allons donner une version opératorielle du probleme des moments
généralisé du chapitre précédent.

Soit O un espace préhilbertien et ¢ : P(K", A) — SF(D) une application
linéaire unitaire. Notre probleme des moments opératoriel consiste a trouver une
mesure [E positive a valeurs dans L(A, B(H)) définie sur les sous-ensembles
boréliens de K", ott H est 1’espace de Hilbert complété de D, tel que ¢(p)(x, y) =
f (dEx,y, p), pour toutp € P(K", A) et x, y € D. Lorsqu’une telle mesure [ positive
existe on dit que ¢ : P(K", A) — SF(D) est une application moment, et la mesure
[E est une mesure de representation pour ¢.

Lorsque la mesure de représentation [E s’annule sur le complémentaire d'un
ensemble fermé K C K" on dit que ¢ est une K-application moment. Dans ce
cas on a évidement ¢(p) = 0 pour tout élément p € P(K", A) vérifiant p|K =
0. Réciproquement, l'application linéaire ¢ : P(K", A) — SF(D) est dite K-
compatible si ¢(p) = 0 pour tout p € P(K", A) vérifiant p|K = 0.

Remarque 5.3.6. Si I'ensemble fermé K est inclus dans C R" et si t = (t4,...,t,) € K
alors un générateur multidimensionel GE,“)(t) s'écrit sous la forme suivante : t]'t,*...t;"a,
pour un certain a € A.

Pour se ramener au cas classique, il suffit de considérer les espaces P(IR")1 : I'algebre
des polynomes multidimensionels sur R" multipliés par 1 et I'espace C(R")1 : I'algebre
des fonctions continues sur R" multipliées par 1, qui est une C*-algebre commutative.
Sachant que la mesure IE(1,.) est une mesure a valeurs dans B(H) positive. On obtient
alors la version, bien connue, du probléme des moments multidimensionel opératoriel
sur IR". Notre version est donc une généralisation de ce probleme.

Nous cherchons a caractériser les K-applications moment. Le théoréme sui-
vant qui est une application du théoreme 5.2.3 nous donne une caractérisation.
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Théoréme 5.3.7. Soit ¢ : P(K, A) — SF(D) une application linéaire. Si I'application
¢ est complétement contractive, K-compatible et pour tout a € Z, p(po)(x,x) > 0,
pour tout x € D\(0}, alors ¢ est une K-application moment.

Démonstration. Supposons que l'application ¢ : P(K, A) — SF(D) est linéaire,
completement contractive, K-compatible et pour tout o € Z', ¢(p,)(x,x) > 0,
pour tout x € D\{0}. Cette application, par le théoreme 5.2.3 se prolonge en
une application linéaire ¢ : C(Q, A)/Q,(QQ) — SF(D) completement positive.
L’application ¢ est en particulier positive, alors en appliquant le théoréme 5.3.5
la haut, on obtient une unique mesure E positive, Q,(CQ)-divisible a valeurs dans
L(A, B(H)) définie sur les sous-ensembles boréliens de Q tel que

P y) = fQ (dExy, ), f€CK A)/QQ), x,y€D.

Maintenant puisque les fonctions g € Q,(Q)) sont nulles sur Q\K, le support de
la mesure [E est forcément inclus dans K.
Par suite, pour tout p € (2, A), on obtient;

PP, y) = f @Eepp), %y €D,

Ce qui veut dire que I'application ¢ est une K-application moment. O

Remarque 5.3.8. Si l'application ¢ est une K-application moment alors elle est K-
compatible d"une maniere évidente, et on a aussi (p,)(x, x) > 0, pour tout x € D\{0} et
a € Z. En effet,

Pp)(E,3) = PG ) = f (@Esr,q0)
- f (L + 1ED) (1 + [EP) " dED),

K

> f dE(1)yx > 0.
K

Dans le cas commutatif on a une équivalence dans le théoreme 5.3.7 en
utilisant la remarque précédente et le théoreme 5.2.4. On obtient aussi une équi-
valence sous les hypotheses suivantes.
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Théoréme 5.3.9. Soit ¢ : P,(A) — SF(D) une application linéaire. L'application ¢
est compleétement contractive (resp. completement positive ), K-compatible et pour tout
a € Z, p(pa)(x, x) > 0, pour tout x € D\{0}, si et seulement si ¢ est une K-application
moment complétement contractive (resp. completement positive).

Démonstration. Supposons ¢ : P,(A) — SF(D) est une application linéaire com-
pletement contractive (resp. complétement positive), K-compatible et pour tout
a € Z%, ¢(pa)(x,x) > 0, pour tout x € D\{0}. Alors en appliquant la méme dé-
monstration que celle du théoreme 5.3.7 on conclut que ¢ est une K-application
moment complétement contractive. A I’exception du cas ot 'application ¢ est
completement positive on applique le théoreme 5.2.5 au lieu d"appliquer le théo-
réme 5.2.3 et cela en remarquant, bien stir, que le sous-espace vectoriel £, (A) est
symétrique dans C((Rw)", A)/Q,.

Réciproquement si ¢ est une K-application moment complétement contrac-
tive (resp. completement positive) alors il suffit d’appliquer la remarque précé-
dente pour conclure. o

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

Bibliographie

[1] N.I. Akhiezer, The classical moment problem., Oliver & Boyd, Edinburgh (1961)
traduction anglaise, 1965.

[2] E. Albrecht and F-H. Vasilescu, Unbounded extensions and operator moment
problems, Preprint, 2004.

[3] C.-G. Ambrozie and F.-H. Vasilescu, Operator-theoretic positivstellensiitze, ].
Anal. Appl. 22(2003), No. 2, 299-314.

[4] W. B. Arveson, Subalgebras of C*-algebras, Acta. Math. 123(1969), 141-224.

[5] R.S. Bucy and G. Maltese, A representation theorem for positive functionals on
involution algebras, Math. Annalen 162 (1966), 364-367.

[6] N. Bourbaki, Algebre commutative, Herman, Paris, 1961.
[7] N. Bourbaki, Espaces vectoriels topologiques, Masson, Paris, 1981.

[8] G. Cassier, Le probleme des moments pour un convexe compact de R", C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. I Math. 296 (1983), no. 4, 195-197.

[9] G. Cassier, Probleme des moments sur un compact de R" et décomposition de
polyndmes a plusieurs variables, ]. Funct. Anal. 58 (1984), no. 3, 254-266.

[10] M. De Wilde, Sur un type particulier de limite inductive, Bull. Soc. Roy. Sci.
Liege 35(1966), 545-551.

[11] M. De Wilde, Quelques théorémes d’extension de fonctionnelles linéaires, Bull.
Soc. Roy. Sci. Liege 35(1966), 552-557.

[12] A.Dosiev, Quantized moment problem, C. R. Math. Acad. Sci. Paris 344 (2007),
no. 10, 627-630.

[13] C. Foias and G. Marinescu, Fonctionnelles linéaires dans les réunions dénom-
brables d’espaces de Banach reflexifs, C. R. Acad. Sci. Paris 261 (1965), 4958.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

94 BIBLIOGRAPHIE

[14] I. Gelfand, D. Raikov, and G. Shilov commutative normed rings, Chelsea Pu-
blishing Company. 1964.

[15] A. Grothendieck, espaces vectoriels topologiques, 3¢ ed., Sao paulo (Publ. Soc.
Mat. Sdo Paulo), 1964.

[16] R. C. Gunning and H. Rossi, Analytic functions of several complex variables,
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1965.

[17] P.R. Halmos, Measure theory, Van Nostrand, Princeton, 1950.

[18] P.R. Halmos, Introduction to Hilbert space, Chelsea publishing company, New
York 1, N.Y. 1951.

[19] H. Hogbe-Nlend, Théorie des bornologies et applications, C. R. Acad. Sci. Paris
Sér. A-B 270 1970 A1320-A1322.

[20] H. Jarchow, Locally convex spaces, B.G.Teubner, Stuttgart, 1981.

[21] G. Kothe, Topological Vector Spaces I, Springer-Verlag. Berlin. Heidelberg.
New York, 1969.

[22] S. K. Kranzler and T. S. McDermott, Extending continuous linear Functionals
in convergence limit spaces, Proc. of the AMS. Vol 43, No 2. (Apr 1974), p.
357-360.

[23] H. Mokni, Positive functionals on some spaces of fractions, Positivity 11, No. 3
(2007), p. 417-432 Birkhduser Verlag Basel.

[24] H. Mokni, Extending linear forms in inductive families, Int. ]. Pure appl. Math.
(a paraitre)

[25] H. Mokni, Completely positiveness and a generalized moment problem, preprint
2007.

[26] I.V.Orlov, The Hahn-Banach theorem in inductive scales of spaces, Dopov. Akad.
Nauk Ukr. Mat. Prirodozn. Tekh. Nauki 1997, 9, 32-36.

[27] V. Paulsen, Completely bounded maps and operator algebras, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 2002.

[28] R.T. Powers, Selfadjoint algebra of unbounded operators. 11, Trans. Amer. Math.
Soc., 187 (1974), 261-293.

[29] V.Ptak, Banach algebras with involution, Manuscripta Math. 6 (1972), 245-290.

[30] F. Riesz anp B. Nacy, Legons d’Analyse Fonctionnelle, Paris : Gauthier-Villars,
Budapest : Akadémiai Kiad6 VIII, (1955).

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

BIBLIOGRAPHIE 95

[31] A. P. Robertson and W. J. Robertson, Topological Vector Spaces, Cambridge
Tracts in Mathematics and Mathematical Physics, No. 53, Cambridge Uni-
versity Press, New York 1964.

[32] W. Rudin, Functional Analysis , McGraw-Hill Book Company, New York,
1973.

[33] W. Rudin, Real and Complex Analysis , 2¢ ed. Tata-McGraw-Hill Publication
co. Limited New Delhi, 1977.

[34] H. Schaefer, Topological vector spaces, Springer-Verlag, Berlin, 1972.

[35] K. Schmiidgen, Unbounded operator algebras and representation theory,
Birkh&duser Verlag, Basel. Boston. Berlin, 1990.

[36] K.Schmiidgen, Noncommutative moment problems, Math. Z. 206 (1991), no. 4,
623-649.

[37] L.Schwartz, Analyse : topologie générale et analyse fonctionnelle, 2° ed., Herman,
1980.

[38] W. E. Stinespring, Positive fonctions on C*-algébras, Proc. Amer. Math. Soc. 6
(1955), 211-216.

[39] J. Stochel, Solving the truncated moment problem solves the full moment problem,
Glasgow Math. J. 43(2001), 335-341.

[40] E-H. Vasilescu, Operator moment problems in unbounded sets, Recent Advances
in Opertor Theory and Related Topics. The Béla Sz3kefalvi-Nagy Memorial
volume. Operator Theory : Advances and Applications, Vol.127, 613-638,
Birkhduser Verlag, Basel, 2001.

[41] F-H. Vasilescu, Spaces of fractions and positive functionals, Math. Scand.
96(2005), 257-279.

[42] E-H. Vasilescu, Unbounded normal algebras and spaces of fractions, Operator
Theory : Advances and Applications, Vol. 176, 295-322, Birkhduser Verlag
Basel, 2007.

[43] N.E. Wegge-Olsen, K-theory and C*-algebras, Oxford science publication,
1994.

[44] G. Wittstock, On matrix order and convexity, in Functional Analysis : Surveys
and Recent Results, Math. Studies, Vol. 90, North-Holland, Amsterdam,
1984, 175-188.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Hichem Mokni, Lille 1, 2008

Résumé

Nous nous intéressons dans ce travail au prolongement d’applications linéaires, que ce
soit des fonctions & valeurs scalaires ou des applications a valeurs opérateurs, sur des limites
inductives d’espaces vectoriels topologiques en général et en particulier sur des algebres
d’opérateurs.

Dans un premier lieu, nous regardons le probleme dans le cadre le plus général c’est a dire
celui de prolonger des formes linéaires sur une limite inductive d’espaces localement convexes.
Nous donnons une condition nécessaire sur ces formes pour que le prolongement soit possible.
Nous nous intéressons aussi au prolongement préservant la norme et nous donnons un exemple
ou un tel prolongement n’est pas possible. Ensuite nous donnons une application de notre
résultat principal dans le cadre des germes des fonctions holomorphes sur un compact de C".
Puis nous généralisons les résultats obtenus dans le contexte des applications linéaires sur
des C*-algebres & valeurs opérateurs ce qui nous permet de généraliser ’application.

En second lieu, nous considérons les mémes questions dans le cas particulier de limites
inductives : les espaces de fractions. Nous généralisons le résultat de F-H. Vasilescu dans le
cas non commutatif ainsi que le probléeme des moments multidimensionnels sur un ensemble
fermé non borné du corps des quaternion.

En dernier lieu, nous s’intéressons aux applications complétement positives et completement
contractives a valeurs opérateurs sur des espaces de fractions. On considére le contexte
non commutatif du papier de E. Albrecht et F-H. Vasilescu. Nous donnons un résultat
pour chaque type de ses application linéaires. En applications aux résultats obtenues, on
généralise notre probleme des moments dans le cas opératoriel en introduisant une nouvelle
mesure. Enfin, nous donnons une caractérisation des applications moments.

Abstract

In this work we are interested by extending linear forms and linear maps in general on
inductive limit spaces of locally convex spaces or of some operator algebras.

Firstly, we consider the more general case i.e. extending linear forms on limit spaces of
locally convex spaces. We give a necessary condition on the linear forms making the extension
possible. We are also in interest of a norm preserving extension. We show by an example that
a such extension is not always possible then we state our result in a general case. Moreover
we give an application of our main result in a context of germes of holomorphic fonctions on
a compact set of C™. After that, we generalize this results and the application, by the same
way, when the linear application are with operator values.

Secondly, we consider the same questions in a particular case of inductive limits : The
spaces of fractions. We generalize the result of F-H. Vasilescu in a non commutatif context
and then we generalize the multi-dimensionnels moment problem on a closed unbounded set
of quaternion set.

Finally, we focus on the completely positive or completely contractive linear maps on
spaces of fractions with operator values. We consider the non commutative context of the
work of E. Albrecht and F-H. Vasilescu. As an application, we generalize the given moment
problem on the operator case and we give a new measure. Then we give a characterization
of the moment maps.
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