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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

La modélisation consiste a établir une structuretheéraatique permettant la
description des phénomenes physiques. En électrattiage, I'association des équations de
Maxwell, qui regroupent le théoreme d’Ampere et Ita de Faraday, aux lois de
comportement électrique et magnétique des matédansgtitue le modele mathématique. En
thermique, celui-ci est obtenu a l'aide de la leiFburier et d’'un bilan énergétique, auxquels
on associe les lois de comportement thermique @térraux. Le modele mécanique, quant a
lui, est obtenu a l'aide de la loi exprimant I'é@équilibre d’'un matériau et de la loi de
Hooke.

Dans le cas de géométries simples, une solutidytanee a chacun de ces problémes
mathématiques peut étre obtenue. Cependant, poupdiglisation de systemes réels, il est
nécessaire d’'avoir recours a des méthodes numérigaeméthode des éléments finis, tout
d’abord utilisée en modélisation dans le cas deblpmes de mécanique, a par la suite été
employée pour I'étude des phénomeénes thermiqug¢S].[dn outre, depuis une trentaine
d’années, des travaux ont été développés danssledeala modélisation des systemes
électromagnétiques [17] pour laquelle elle constitne des méthodes les plus utilisées.

Cependant, le plus souvent la modélisation pardthade des éléments finis nécessite
des hypothéses simplificatrices afin de trouvecompromis entre temps de calcul et qualité
de la solution obtenue. En effet, dans le cas deddélisation d’'un systeme électrotechnique,
outre les simplifications géométriques du systeiinest courant de supposer que les lois de
comportement reliant les phénomenes électriquamaginétiques sont indépendantes de la
température ou des contraintes mécaniques. En, al#ns le cas d’'une étude thermique ou
mécanique de ce méme systéme électrotechniqus, nieeessaire d’évaluer correctement les
termes sources des problemes. Or, ceux-ci sorlusegouvent d’origine électromagnétique
(pertes par effet Joule ou pertes fer pour le gkl thermique [4][5][21][32], efforts
électromagnétiques pour le probleme mécaniquegiii2]).

Ainsi, dans le cas de systemes réels soumis a dgations de températures
importantes ou a des déformations ayant une infligmon négligeable sur le comportement
des matériaux, il est nécessaire de réaliser undelisation multiphysique. Ces dernieres
années, de nombreux travaux ont été réalisés esens, qu'il s’agisse de couplages
magnétothermique [14][18][21][32] ou magnétomécarifB][15][22][27][40][41].

Cependant, chaque domaine de la physique ayanpregses particularités, les
maillages utilisés lors des modélisations électigmétique, thermique ou mécanique d’un
systeme sont le plus souvent différents [32][41ls#i, dans le cas d’'une modélisation
multiphysique d’'un systéme, il peut s’avérer néamssde transférer les informations
obtenues d’'un maillage vers un autre.

Ainsi, les travaux présentés dans ce mémoire coanérla mise en ceuvre d’'une
méthode permettant la réalisation de cette opéra@es travaux ont été effectués dans le
cadre du Centre National de Recherche Technolog{@NRT) et en cotutelle entre les
universités de Lille 1 et de Liége.
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Introduction Générale

Le premier chapitre de ce mémoire a pour objet fésgntation des structures
mathématiques regissant les phénomenes de I'élemtpoetisme, de la thermique et de
I'élasticité. Pour chaque cas, les systemes d'é@nqnmtsont tout d’abord présentés dans le
domaine continu, puis les différentes formulatiang en découlent — en champ ou en
potentiel pour I'électromagnétisme, en tempérapaner la thermique et en déplacement pour
I'élasticité — sont développées. En outre, une yaealdes espaces de discrétisation des
inconnues employées dans ces formulations ainsdgaerandeurs de couplage est réalisée.
Enfin, nous présentons les différentes stratégesodplage possibles lors d’'une modélisation
multiphysique, et en particulier celle qui consisteun couplage "faible". C'est notamment
cette derniéere qui est utilisée dans la suite de@moire.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la méthodeajecpon de grandeurs discrétes
proprement dite [28][52]. Aprés une introductiors®a sur une interprétation géométrique de
la méthode des éléments finis, la méthode de piojeest développée dans le cas général,
c'est-a-dire pour des champs discrets indépendamoentoute considération physique
particuliére. Puis, pour chague domaine de la plugsiconsidéré dans ce document, les
contraintes a ajouter a la méthode générale pototame prise en compte des propriétés
inhérentes a chaque grandeur — champ magnétiqosité@ee courant, quantité de chaleur,
densité de force — sont analysées et développéés, B méthode est validée dans le cas de
I'électromagnétisme sur deux exemples académidues traitant de la magnétostatique,
l'autre de la magnétodynamique.

Dans le troisieme chapitre, la méthode de projeatist mise en ceuvre dans le cas de
la modélisation multiphysique de systemes éleathotiglues. Une premiere étude consiste en
la modélisation magnétothermique d'un systeme tniglisle transport de I'énergie électrique
[46]. Dans ce cas, les maillages employés pournteslélisations électromagnétique et
thermique sont différents. Les formulations expes#ems le deuxiéme chapitre concernant la
projection de la quantité de chaleur, d'une partleela température, d'autre part, sont alors
employées. Une seconde étude, magnétomécaniquegaistée, utilisant également des
maillages différents. Dans ce cas, la méthode degiron est employée pour le transfert de
la densité de force depuis le maillage électromigue vers le maillage mécanique.
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Chapitre | Modeles Mathématiques

CHAPITRE | MODELES MATHEMATIQUES

[.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire les madéathématiques régissant les
phénomenes d'électromagnétisme, de thermique eméeanique. Pour chacun de ces
phénomenes, les équations constituant le problérascaidre — respectivement les équations
de Maxwell, de diffusion de la chaleur et d’éta¢qliilibre — seront présentées. Puis, sur la
base de ces équations, les différentes formulat@mmettant la résolution des problémes
seront déduites. Pour chacune de ces formulati@ss,espaces fonctionnels permettant
d’accueillir les inconnues discrétes seront pré&seriEnfin, nous verrons comment coupler les
différents problemes entre eux, en particulier dansas de couplages magnétothermique et
magnétomeécanique.

I.2 Probleme Magnétique
1.2.1 Equations a résoudre
[.2.1.1 Equations de Maxwell
On considéere un domain® constitué d’air, de matériaux magnétiques et/ou

conducteurs et de sources de champs magnétiquémntigre deD est notéd". A 'intérieur
de D l'ensemble des phénomeénes électromagnétiques gstpax les équations de

Maxwell [9]:
. od
roth=j+— 1.1
I+ 5 (1.1)
ob
rote=-— 1.2
P (1.2)
divb=0 (1.3)
divd=p (1.4)

avech le champ magnétique (A b I'induction magnétique (T)e le champ électrique
(v.m?), j la densité de courant (Af) p la densité volumique de charge (Cynd
l'induction électrique (C.M) ett le temps (s).

Dans la plupart des problemes d’électrotechnigassafjue la fréquence des signaux
est relativement basse. Aussi, il est possibleadgiger les courants de déplacement introduits
par le term@,d . Dans ces conditions, a partir de I'équation (Idr) obtient la forme locale
du théoreme d’Ampere :
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roth = j (1.5)
On peut alors en déduire la conservation de laitfeds courant :

divj =0 (1.6)

[.2.1.2 Lois de comportement

Les équations de Maxwell sont générales et sorépeadantes des caractéristiques
des milieux. Il convient donc d’ajouter a ces émret les lois de comportement, celles-ci
permettant de relier les différents champs, élgatriet magnétique, entre eux.

Le champ électrique est relié a la densité de couramar la forme locale de la loi
d’Ohm :
j=oe (1.7)

aveco la conductivité électriqueX™.m™ ou S.m").

Dans la plupart des problemes d'électrotechniquesstljue, la température est
considérée constante dans tout le domaine d’étbdes ces conditions, la conductivité
électriqgue est également considérée constante adetgie milieu. Cependant, des lors que
des variations de température significatives apgegat dans le systéme étudié, il convient de
prendre en compte les effets de la températurastonductivité électrique, au travers d’'une
étude magnétothermique, comme nous le verronssatite.

En ce qui concerne le comportement magnétique, lesumatériaux diamagnétiques,
la relation entré eth est linéaire et de la forme :

b= i h (1.8)
avecyyo la perméabilité magnétique du vide (H)ety, la perméabilité relative du matériau

considéré. Pour des matériaux ferromagnétiqudansnéglige le phénomene d’hystéreésis, il
est possible d’exprimdy par une fonction univoque de la forme :

b=u(n)h (1.9)

avecu une fonction du module de

Dans le cas de matériaux durs (aimants permanseatsg la partie utile du cycle
d’hystérésis est considérée. Celle-ci peut étredligik par la relation :

b= h+ b (1.10)

ou u, est la perméabilité magnétique de I'aimant (sotvemsidérée comme constante et
proche dey) et oub, représente I'induction rémanente de I'aimant peena

[.2.1.3 Conditions aux limites

Le systéme composé des équations de Maxwell etotkesle comportement admet
une infinité de solutions. Pour que le problemet somplet, il convient d'imposer des
conditions aux limites a la frontiefédu domaineD. Pour ce faire, celle-ci est décomposée en
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deux partiede et/ telles quel'c O I'y=1" et I'en I',=0. Les conditions aux limites sur
b eth s’écrivent alors :

bma=o (1.11)

hxn|. =0 (.12)

oun est un vecteur unitaire correspondant a la nors@tante a la frontierg.

Dans le cas ou la surface, est simplement connexe, on peut alors déduire des
relations (1.2) et (1.11) la condition aux limitesr le champ électrique:

ex =0
" (1.13)
De la méme facon, on déduit la condition aux lisgar la densité de courgnt

jm[, =0 (1.14)

[.2.1.4 Espaces fonctionnels

Afin de résoudre les équations de Maxwell dans dena@neD, il est nécessaire
d’introduire les domaines de définition des difféee opérateurs différentiels utilisés en
électromagnétisme que sont le gradient, le rota@bret la divergence d'un vecteur
(respectivement notégrad, rot et div). Pour ce faire, nous considérons dans la suite le
domaineD simplement connexe ainsi que sa frontiére

On note L?(D) I'espace des fonctions scalaires de carré intégsir le domain®.
De plus, on introduit le produit scalaire, ass@ceet espace fonctionnel, nc(ué, v) et défini
comme suit :

(uv)p = Ju(x)-Mx) & Ourd E( D (1.15)

En outre, la norme d’'un élémantle L?(D) est définie par :

||u|||_2(D) :\/m = f£ UZ(X) & (1.16)

De la méme facon, on nou.;(D) I'espace des champs de vecteurs dont le carrg de |

norme est intégrable sur le domadeNous lui associons le produit scalaire n(mév) et
défini comme suit :

(uv)p = j u(x)¥(x)dx OuvO 1%(D) (1.17)

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Guillaume Parent, Lille 1, 2008

Chapitre | Modeles Mathématiques

La norme d’'un élément de L2 (D) est alors définie par :

||U||L2 =(u,u) / (1.18)

Les domaines de définition des opérateurs diff@bnsont alors des sous-espaces de
L2(D) et L?(D). lls sont définis par :

={ fO12(D);grad f O L2(D)} (1.19)
et ={unL?(D);rotu0L?(D)} (1.20)
e2 ={vOL?(D);diwD L*(D)} (1.21)

Le domaineD ainsi que sa frontierE étant supposés contractiles I'image de I'espace
0 par le gradient est égale au noyau du rotatiodaes I’espaceEl. De la méme facon,
'image de l'espace fonctionneE?! par le rotationnel est égale au noyau de la derarg
dans I’espaceEz. Ces propriétés peuvent s’écrire :

Im[grad(Eo)J 2 Ker[ rot( Elﬂ (1.22)

|m[rot(E1ﬂ 2 Ker[div(Ez)] (1.23)

ou Im[)l(x)] est I'image par I'opérateur de I'espaceX et Ker[A (X)] est le noyau de

'opérateurd défini dans I'espac¥. Les relations (1.22) et (1.23) permettent ainsirifier
respectivement les relations classiquety grad) =0 et div(rot) = 0.

Pour prendre en compte les conditions aux limites/s et I}, il est nécessaire de
définir deux ensembles de sous-esp&gest E;,. Ces derniers sont des restrictions des espaces

EC,E%tE2. On peut alors écrire pour la frontigrg

ES ={f0E% f=0, | (1:24)
Eg:{uDEl;nxu:o|Fe} (1.25)
EZ ={uDE2nDu o|r} (1.26)

Et pour la frontiérdr, :

10
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= ={ fOEY; f =0|Fh} (1.27)
E%:{UDEl;nxu:th} (1.28)
Eﬁ:{uDEz;nm:th} (1.29)

Enfin, pour compléter 'ensemble des espaces, tvodnit deux sous-espaces, notés
Eg’ et Eﬁ’, qui sont respectivement les images des espﬁéset Eﬁ par l'opérateur
divergence.

[.2.1.5 Diagramme de Tonti

La notion d’opérateur adjoint, que nous allons tEyger maintenant, permet d’établir
un lien entre les espacé, et Ef, (i 0{1,2,3) précédemment définis.

Soit A un opérateur défini sur I’espa@. Son opérateur adjoilt sur I'espace dual
de E', noté E', est défini par la relation :

g’)um(v)drzi\/[ﬁ(qdwi \vgr avec W E et @ E (1.30)

A partir des propriétés des opérateurs vectorigdignt, rotationnel et divergence, et
en leur appliquant le théoreme de Green, on peireéc

Iu[gradfdr = —j fdivudr+j(u[h) fdy (1.31)
D D r

J'ul]otvdr=J'vErotudr+J'(u>< n) tvdy (1.32)
D D r

Compte tenu des conditions aux limites associées espaces E| et E|

précédemment définis, les termes d'intégrales dmcmjj'(u h)fdy et j(uxn)vdy

r r
s’annulent. Les relations (1.31) et (1.32) deviemnaors :
[ulyradfdr =~[ fdivudr avecfO B ew( Ef (1.33)
D D
J'ul]otvdr=—j v[lrotudr aveculd Eﬁ etv(] Etl, (1.34)
D D

On déduit alors des relations (1.33) et (1.34) djopérateur adjoint du gradient est
I'opposé de la divergence et celui du rotations¢ll@-méme.

11
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Il est possible de représenter géométriquemensdimble de ces résultats a I'aide du
diagramme de Tonti [23][36] présenté sur la Figete

En =
- grad l T div
Ep =
rot l T rot
Eq E,
div l T - grad
= =

Figure I-1 Diagramme de Tonti

Pour prendre en compte la dérivée par rapport mwpgeon introduit une troisieme
dimension au diagramme précédent. Il est alorsilpesde représenter le probléme défini par
les équations de Maxwell, les lois de comportementles conditions aux limites
précédemment définies. En effet, a partir desioglat(l.19), (1.20) et (1.21), on déduit que les

grandeurdn, b, j ete appartiennent respectivement aux espaces fonellismﬁﬂ,, Eg, Eﬁ et
E%. De plus, les lois de comportement, notégs et "¢", permettent de relier les suites

d’espacesEih et EL. On obtient alors le diagramme de Tonti appligd@lactromagnétisme
représenté sur la Figure 1-2 :

N
>

d|v

Figure 1-2 Diagramme de Tonti appliqué a I'électragmétisme
1.2.2 Les formulations de I'électromagnétisme (doma  ine continu)
[.2.2.1 Cas de la magnétostatique

Dans le cas de la magnétostatique, toutes les guamdont considérées invariantes
dans le temps. De plus, la répartition spatialéad#ensité de couraptest supposée connue.
Nous la noterong. Le systéme d’équations a alors pour expression :

12
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roth = jg (1.35)
divb=0 (1.36)

avec la loi de comportement reliant le champ etliction magnétique et les conditions aux
limites (1.11) et (1.12).

Pour résoudre ce systeme, on a recours soit antfgbtecalaire magnétique, soit au
potentiel vecteur magnétique Le premier, associé a un terme source, permatédéer
I'équation (1.35), alors que le second permet déieéimplicitement I'équation (1.36).

Formulation en potentiel scalaire magnétiqu@

Pour prendre en compte les inducteurs, on intraduithamp magnétique souttgtel
gue son rotationnel soit égal a la densité de cdygaCe champ source appartient a I'espace

fonctionnel E%. De plus, grace a la relation (1.22), il est pbksid’introduire un potentiel

scalaire magnétique, appartenant a I'espace fonctionr@, tel que :
h = hg — gradQ (1.37)

avec les conditions aux Iimitehgxn|r =0 et Q|r = ctepar morceau non connexe dg.
h h

La formulation magnétostatique en potentiel scalaragnétique s’obtient alors en
regroupant les équations (1.36) et (1.37) avecolade comportement reliant le champ et
induction magnétique et s’écrit :

div((hs - gradQ)) =0 (1.38)

Formulation en potentiel vecteur magnétigue a

Grace a la propriété énonceée par la relation (l128)uation (1.36) permet d’introduire
le potentiel vecteur magnétiqae Celui-ci appartient a I'espace fonctionr‘éfg et est tel que
son rotationnel est égal a l'induction magnétique

b =rota (1.39)

La composante normale de l'induction magnétiquetant nulle sur la frontierd’,,
on obtient la condition aux limites sar.

axn . = gradux
=9 r, (1.40)
ou u est un potentiel scalaire défini sur la surfdége. En outre, la relation (1.40) s'annule

dans le cas o'y est simplement connexe [45].

En portant la loi de comportement reliant le chaebp'induction magnétique et la
relation (1.39) dans (1.35) on obtient la formubati magnétostatique en potentiel vecteur
magnétique :

13
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1 ,
rot| —rota|=j (1.42)
(u ] °

Enfin, afin d’assurer l'unicité de la solution, donvient d’ajouter une condition
supplémentaire sur le potentiel vecteayr appelée condition de jauge. Il en existe
principalement deux. La premiere, appelée jaug€adomb, s’écritdiva=0. La seconde

guant a elle consiste a imposer le produit scalaive=0 ou w représente un champ de
vecteurs dont les lignes ne se referment pas éttsldes qu’elles relient tous les points du
domaine.

[.2.2.2 Cas de la magnétodynamique

Dans le cas de la magnétodynamique, les diffédramps (électrique et magnétique)
sont dépendants du temps. De ce fait, dans le edsgproximation de I'électrotechnique
(courants de déplacement négligés), le systemeudtiams a résoudre s’écrit :

rote = _ob (1.42)
ot

roth = j (1.43)

auquel il convient d’ajouter les lois de comportaimg.7) et (1.9) ainsi que les conditions aux
limites (1.11) a (1.14). Pour résoudre ce syster@guhtions, il est possible d'utiliser, tout
comme en magnétostatique, différentes formulatomd les variables peuvent étre le champ
magnétiqueh, le champ électrique ou les potentiels. On obtient alors deux familiies
formulations : les formulations magnétique et &lqae.

Formulation magnétique en champ magnétigue h

Pour les régions conductrices du domaine d’étudst-a-dire celles pour lesquelles la
conductivité électrique est non nulle, I'équation a résoudre est obtemuatoduisant les
lois de comportement (1.7) et (1.9) dans la relaifb42) :

1.) duh
rot| —j |+—=0 .
(Jjj ot (1.44)

En remplacant la densité de courgnpar son expression en fonction du champ
magneétiquen, on obtient la formulation magnétodynamique emghanagnétique :

1 ouh
rot| —roth |+ ~t— = 1.4
(0’ j ot (145)

avec pour condition aux limitesx n|rh =0.

Pour les régions non conductrices le probleme né\derésoudre I'équation (1.3), ce
qui peut étre réalisé en utilisant une formulativagnétostatique en potentiel scalaire telle
que (1.38).

14
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Formulation magnétique en potentiels®

On peut déduire facilement de (1.43) que la derdt&€ourant est a divergence nulle.
Aussi, il est possible de définir un potentiel eagtélectrique appartenant a I'espadg; tel
que :

j=rot(t) (1.46)
De plus, en reportant (1.46) dans (1.43), on déduit
h=t-gradQ (1.47)

avec Q le potentiel scalaire magnétique défini précédemtmPar conséquent, pour les
régions conductrices, la formulation magnétodynammicen potentiels-Q s’obtient en
remplacanh par son expression (1.47) dans la formulationteamng magnétique (1.45) :

0
rot (% rot (t)} +a[,u(t - gradQ)|=0 (1.48)

De la méme facon, pour traiter les régions non gottes, cette formulation doit étre
couplée a une formulation magnétostatique en petesttalaire. De plus, le potentiel vecteur
électriqguet n'étant pas unique, il est nécessaire dimposer econdition de jauge afin
d’assurer I'unicité de la solution.

Formulation électrigue en potentiels a-v

Comme nous l'avons vu précédemment, il est possitdéxprimer I'induction
magnétiqueb en fonction d’'un potentiel vecteur électrigaieAussi, en reportant (1.39) dans
(1.42), on obtient :

rot(e+%} =0 (1.49)

Grace a la propriété énoncée par la relation (I.22st possible, a partir de (1.49),
d’introduire un potentiel scalaire électriqueappartenant a I'espace fonctionrﬁﬁ) et qui
vérifie :

da _

e=—-—— radv 1.50
e (1.50)

Aussi, en reportant (1.39) et (1.50) dans (l.1)eetremplacant le champ magnétidpe
induction magnétiqueb et le champ électrique par leurs expressions respectives données
par les lois de comportement, on en déduit la féetran magnétodynamique en potentiels
a-v:

1 da
rot| —rota|+o| —+ gradv |=0 .51
(u ] (at ? j (150)
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Il est par ailleurs a noter que le potentiel scalalectriquev n'est a définir qu'a
l'intérieur des parties conductrices du domaindutié. De plus, comme pour la formulation
magnétostatique en potentiel vecteur, il est n@iesd’appliquer une condition de jauge afin
d’assurer I'unicité de la solution.

[.2.3 Domaine discret

La résolution des équations (1.38), (1.41), (1.45%48) et (1.51) ne peut pas, en général,
étre effectuée analytiguement. On a alors recauxsng&thodes numériques. Dans notre cas,
on utilisera la méthode des éléments finis.

La discrétisation du probleme consiste a remplézespaces fonctionnels continus

E?, E!, E? et E3 par des espaces discrets. Pour cela, le domaéheddD est découpé en
un nombre fini d’éléments (prismes, hexaedres tnaddres en 3D) composés de nceuds,
d’'arétes, de facettes et de volumes. Les inconduegrobleme sont alors discrétisées sur
chaque élément a I'aide de fonctions de forme ¢metions d’interpolation). Il en est ainsi
des fonctions nodales, d’arétes, de facettes ebldenes, respectivement notégs w,, W; et

w,. Ces fonctions de forme permettent d’interpolevdéeur des inconnues en tout point du

domaine d'étudéd et engendrent des espaces fonctionnels discreds W, wt, w? et

W3, La littérature étant trés vaste sur ce sujet,sn@ppelons simplement les principales
propriétés des fonctions de forme dans le Tabl€au |

Fonctions Propriétés Continuité Espace engendré
W, Wy (Xj) = J; Continue wPO
A ] Wy, Ll = g W,y X N wl
g
Wy jwfj [tls= g W W2
fi
W, J-ij dr =9 Discontinue w3
Vi

Tableau I-1 Principales propriétés des fonctiondatene

Il est alors possible de montrer que les différengeandeurs physiques définies
précédemment peuvent également étre discrétiségs’adles trouvent place naturellement
dans les espaces fonctionnels discrets. Pour aeldéfinit, comme dans le domaine continu,

les sous-espaceaf et W aveci 0{1,2,3. Ainsi, les potentiels scalaires magnétiquet
électriqguev se décomposent dans I'espace des éléments nvdAukes champs magnétique
h et électriquee ainsi que les potentiels vecteurs magnétamee électriqueé se décomposent
guant a eux dans l'espace des éléments d’avétesEnfin I'espace des éléments de facettes
W? accueille la décomposition de la densité de cdygreinde I'induction magnétique

Tout comme dans le domaine continu, il est possibleeprésenter graphiqguement les
deux suites de sous-espaces disc\:‘@tﬂwﬁ, dans un diagramme de Tonti :

16

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



© 2009 Tous droits réservés.

These de Guillaume Parent, Lille 1, 2008

Chapitre | Modeles Mathématiques

WY W
- grad l T div
W, W2
rot l T rot
W2 Wi
div l T —-grad
w2 WY

Figure 1-3 Diagramme de Tonti discret

Dans la suite, on notera, I'ensemble des nceuds composant le maillagg,
I'ensemble des arétes; I'ensemble des facettes gf 'ensemble des volumes. De la méme

facon, N,, N5, N et N, feront référence, respectivement, au nombre delsgelarétes,
de facettes et de volumes du maillage.

[.2.3.1 Cas de la magnétostatique

Formulation en potentiel scalaire magnétiqu@

Nous venons de le voir, le potentiel scalaire mignéQ se décompose dans l'espace
des éléments nodawx®. Il peut donc s’écrire, sous sa forme discréte :

Qq = 2, Wi Qp, (1.52)
kOe,

ou an est la valeur du potentiel scalaire magnétiqueaaud "k".

Le champ sourchs se décompose dans I'espace des éléments d'abtesa forme
discrétehSd peut s’écrire :

hs, = > wyh
Y& (1.53)

ou hsak représente la circulation du champ source le tnbaréte "k".

On applique alors la méthode des résidus pondéfégueation (1.38) pour obtenir la
forme intégrale de la formulation en potentiel acal magnétique :

i‘/’[div(”(hsd —grade))Jdr:O (1.54)

ou y représente une fonction test.
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La méthode de Galerkin consiste alors & prendienietion testy égale aux fonctions
d’interpolation nodalesv, . On obtient alors I'expression de la forme faitdela formulation

magneétostatique en potentiel scalaire magnétique :

J’,u(gradwn Dgrade)dr—J' Wn,u( h, - grad2 d)Dnsdy
D r

(1.55)
:jugradwn [h, dr DWnDV\/ﬁ
D

ou n, repreésente la normale sortante a la frontiereatoaihne.

Il est par ailleurs a noter que, compte tenu deslitions aux limites du probleme,
I'intégrale surfacique disparait. En effet, onwg =0 surl"},, ce que permet dimposer la

conditionhxn =0 au sens fort. De plus, en annulant l'intégralésique surl o, on impose
la conditionb [h =0 au sens faible.

Formulation en potentiel vecteur magnétigue a

Le potentiel vecteur se décompose dans I'espacéléemnts d’aréted/! . Il est donc
relié a la valeur de sa circulation le long d’'uméte "k" par les fonctions de forme, selon

la relation :

8 = D, Waaq (1.56)
kOe,

La densité de courant, quant a elle, se décompass Lespace des éléments de
facettesw? . Sa forme discréte s'écrit donc :

N
jog kgf f (1.57)

ou jfk représente le flux de la densité de courant teargra facette "k".

La forme intégrale de la formulation magnétostaiqgn potentiel vecteur s’écrit
donc :

J't//[rot(lrotad]— Io, }dr=0 (1.58)
D H

ou y est une fonction test vectorielle. On prend aloette derniére égale aux fonctions
d'interpolation d’arétesn, et, a l'aide d’une intégration par partie, on ebtila formulation

magnétostatique en potentiel vecteur magnétique :
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J'(lrotwa1 Erotadjdr—j wa( ns><i rotadj dy
H e H

D (1.59)

= [ wy O, dr Ow, DWj
D

Tout comme pour la formulation en potentiel scalamagnétique, l'intégrale de
surface s’annule compte tenu des conditions auxeldl3] sut/ et/h.

[.2.3.2 Cas de la magnétodynamique

Formulation magnétique en champ magnétigue h

Tout comme le champ sourbg le champ magnétique se décompose dans I'espace

des éléments d'arétas/’ et sa forme discréte s'écrit sous la forme dorpeela relation
(1.53). On applique donc la méthode des résidusi@@s a I'équation (1.45) pour obtenir la
forme intégrale de la formulation magnétodynamigunehamp magnétique :

jw[rot(irothdj+%}dr=0 (1.60)
o ot

D

La fonction tesiy est alors prise égale aux fonction d’interpolatitarétesw, :

1
D r D

Formulation magnétique en potentiels®

Cette formulation posséde deux inconnues : le pietescalaire magnétiqu@ et le
potentiel vecteur électrique Si, comme nous l'avons vu précédemment, le prersée
décompose dans I'espace des éléments nodaux,oedsginscrit dans I'espace des éléments

d'arétesw? :

tg = D, Waty
Yl (1.62)

Par conséquent, la fonction tegt fait appel aux deux variables et est égale a
W, — gradw,, . La formulationt-Q s’écrit alors sous la forme suivante :

O —

(w, — gradw,)) EE rot(% rottdj + ,u%( ty— gradQ d)}dr
(1.63)
- ] (- oracup) { ryx 9y =0
r

Cette équation peut se décomposer en deux patisgactes. On obtient alors le
systeme suivant :
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j{irotwa [rotty +,uwaEI‘1(td— gradQ d)}dr—j w,{ ngx §dy =0
oLO ot e

_J',ugradwnEl(;a—t(td— grade)dr—jWnEans) dy=0 (1.64)
D r

Ow, OWP et Ow, OW}

On peut par ailleurs noter que la premiére pagiea systeme correspond a la loi de
Faraday, alors que la deuxieme exprime la conservde I'induction magnétique.

Formulation électrigue en potentiels a-v

Comme la formulation précédente, la formulatiorciggue en potentiela-v posséde

deux inconnues, discrétisées dans I'espace desedélént’arétesw! (potentiel vecteur
magneétiquen) et dans I'espace des éléments nodaux (potecadise électrique). D’'ou la
forme de ce dernier :

Vg = 2, Wo Vi (1.65)
kOe,

La fonction tesiy est alors égale @, + gradw,,, ce qui conduit & I'expression :

(wy + gradw,) EE rot(1 rotadj + a(%j + grad/dﬂ dr
7

~ | (w, + gradw,) [{ngx h)dy =0
T

O —

(1.66)

Tout comme pour la formulation magnétique en pa&nt-Q, on peut décomposer
'équation (1.66) en deux parties, la premiére espondant au théoreme d’Ampere et la
seconde exprimant la conservation du flux de lasid&€nde courant. On obtient alors le
systeme suivant :

j 1rotwa.rotad +OW, [€6ﬁ+ grad/dj dr—J' W ngx Hdy=0
pLH ot r

_J‘agradwn Eﬁ%j+ gradvdj dr—J' w, [{ jOng) dv=0 (1.67)
D r

Ow, OWP et Ow, OW;

1.2.4 Calcul des forces électromagnétiques

Il existe plusieurs méthodes permettant le caleslfdrces magnétiques s’exercant sur
un systeme. Le tenseur de Maxwell, par exemplengede calculer la force totale s'exercant
sur une région du domaine d'étude. En revanche)éidnode des travaux virtuels permet
d'évaluer la distribution des forces dans touyktéme. C'est cette derniére méthode que nous
allons développer dans cette patrtie.
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Les expressions respectives de I'énergie magnéttde la co-énergie sont données
par :

w:i(j:htbb) dv (1.68)

W' = i(jg‘b[dh) dv (1.69)

Le principe des travaux virtuels consiste a déteemia force exercée sur une région
D d'un systeme en dérivant I'énergie ou la co-éeepar rapport a un déplacemant
respectivement A eth constant :

Fu = _a_W (|70)
ou b=cte
oW
u-= 3 (1.71)
h=cte

T . L R ,
avecu = [x, Y, z] un vecteur déplacement exprimé dans le systeraeatdonnées locales.

Dans le domaine discret, la dérivée de I'énergiel®@la co-énergie peut étre obtenue
en évaluant ces dernieres pour deux positions dégianD. Cette approche nécessite alors
deux solutions du probléme, donc deux résolutienpeut engendrer des erreurs numeériques
importantes [7]. On lui préfere donc une méthodsebasur la dérivation locale de I'énergie et
de la co-énergie qui consiste a déformer les él&mane couche entourant la régibnen
déplagant virtuellement les nceuds de ces dernfensi, si on appliqgue les expressions
précédentes a un élémente volumeve du maillage, on obtient sa contribution a la force
nodale exercée au ncendappartenant @ et qui s'écrit de la fagon suivante :

b
Cn= AL L j(jo h mb) dv (1.72)
ou b=cte ou b=cte| Ve
' h
e, =W 20 j(jo b mhj dv (1.73)
ou h=cte ou h=cte| v,

La force nodaleF, , est alors obtenue en sommant toutes les contv'r’lmﬁu‘?n.

|.3 Probleme thermique

Un transfert de chaleur peut s’opérer de trois racalifféerentes : conduction,
convection et rayonnement. Le phénomene de comfuctirrespond a un transfert de chaleur
entre deux points a l'intérieur d’'un solide ou dfluide soumis a un gradient de température.
Le transfert de chaleur par convection, gu’elle saiturelle ou forcée, a quant a lui pour
origine le mouvement d’un fluide. C’est par ailleda principale méthode de refroidissement
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de systémes électriques. Enfin, le rayonnementrestansfert d’énergie sans matiéere, celui-ci
s’effectuant par rayonnement électromagnétiquexdrigple le plus caractéristique de ce type
de transfert de chaleur est le rayonnement dulsolei

Si le phénoméne de conduction peut étre décritl'pguation de diffusion de la
chaleur dans un matériau, les transferts de chglaurconvection et par rayonnement
s’apparentent a des conditions aux limites. Aussiderniers seront décrits dans la suite.

1.3.1 Equation de diffusion de la chaleur

La présence d’'un gradient de température a l'ietérd’'un matériau engendre un flux
de chaleur. Le phénoméne est décrit par la loiclgiér :

q=-AgradT (1.74)

ou 4 représente la conductivité thermique du matériauMem*.K™), T la température (en
°C) etq le flux de chaleur (en W.R).

Un bilan énergétique nous permet d’écrire :

oT

divg+ p= pCpE

(1.75)

avecy la masse volumique du matériau (kg)mC, la chaleur massique (J'kik™) etp les
sources volumiques de chaleur (Wm

En regroupant (1.74) et (1.75), on obtient I'éqoatirégissant I'évolution de la
température a I'intérieur d’'un matériau :

PCp %—I ~div[AgradT] = p (1.76)

1.3.2 Comportement des matériaux

Les matériaux voient leurs propriétés thermiqudlesteque la conductivité et la
chaleur massiqueC, dépendre de la température. Cependant, cettetivarig’avérant
relativement faible compte tenu des températuresesnien jeu dans les systéemes

by

électrotechniques — systemes de chauffage par tinodumis a part — il est possible de
considérer le probléme thermique défini par (1.d&@nme linéaire.

[.3.3 Conditions aux limites

Comme la modélisation électromagnétique, la moalétis thermique d’'un systeme
nécessite I'imposition de conditions aux limites i frontiére du domaine d’étude. Cette
derniere peut étre décomposée en quatre partiese s conditions classiques de type
Neumann et Dirichlet, imposées slif; et I'p, il est possible de traiter le cas des transferts
de chaleur par phénomenes de convection et de magmnt également au travers de
conditions aux limites. Celles-ci sont alors impeEséespectivement sur, et 7, .
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[.3.3.1 Transfert de chaleur par convection

Lorsgu’un solide est en contact avec un fluide esuvement ayant une température
différente, un échange de chaleur apparait pargshéne de convection sur la surface de
contact. Cet échange est défini par la relationasue :

T

n =hc(T-Tf) (1.77)

I

ou T¢ est la température du fluide (loin la surface detact solide/fluide) et le coefficient
de convection en W.fK™,

1.3.3.2 Transfert de chaleur par rayonnement

Tout comme I'échange thermique par convection, rendfert de chaleur par
rayonnement est traité par une condition aux lisnitent I'expression générale est donnée par
la relation suivante :

0T _ 4 4
A onl,. —erSB(T Tf) (1.78)

avec &, I'émissivité de la surface d’échange (égale adr pm corps noir, inférieure a 1 dans
les autres cas) etgg la constante de Stephan-Boltzmann (5,67 Wom2.K™).
Il est possible, d’'un point de vue pratique, decriéé la relation (1.78) afin de lui

donner la méme forme qu’une condition de convectiam définit un pseudo coefficient de
convectiorh; non linéaire et dépendant de la température &t qu

T4-7f)
h (T) = 0SB T T T, (1.79)
Ainsi, on peut réécrire la relation (1.78) sou$dame :
oT
A~ =h (T)(T-T) (1.80)
nir

D’'un point de vue pratique, la relation (1.80) petnte traiter les phénomeénes de
convection et de rayonnement a l'aide d’'une seglagon.

[.3.3.3 Condition de Dirichlet

L’analogue thermique d’'une condition aux limites tpe Dirichlet est un "mur
isotherme”. Il s’agit simplement d’'imposer la temrgiére constante sur la surface d’échange :

T, =To (1.81)

On utilise cette condition lorsqu’on considéere d@ematériau étudié est en contact
avec un thermostat thermodynamique.

23

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Guillaume Parent, Lille 1, 2008

Chapitre | Modeles Mathématiques

[.3.3.4 Condition de Neumann

En thermique, la condition de Neumann consiste poser la valeur du flux de
chaleur traversant la frontied€y, . La condition aux limites s’écrit alors :

oT
_A =

ol Qn (1.82)
1.3.4 Diagramme de Tonti

On peut déduire des relations (1.19) et (1.21) ueempératurel , le flux de chaleur
g et la quantité de chaleprappartiennent respectivement aux espeﬁ*;%,sE2 et E3. Aussi,

en ajoutant les lois de comportemehpC," et "A" il est possible de représenter
graphiquement le probléme thermique a l'aide d’iaghmme de Tonti comme le montre la
Figure I-4.
C
0T £ »p E®
/ A |div

E° T

gradl iy /7 E2
£t g 0,

Figure 1-4 Diagramme de Tonti appliqué a la theroeg

oug représente le gradient de la température.
1.3.5 Couplage avec le probleme magnétique
[.3.5.1 Interaction thermique/électromagnétisme

La température influence grandement les caradtfrest électrique et magnétique des
matériaux. Aussi, si les hypothéses sur la condte&tiélectrique et la perméabilité
magnétique énoncées précédemment (81.2.1.2) caoremérpour la plupart des problémes
d’électromagnétisme, leur dépendance vis-a-visadempérature doit étre prise en compte
des lors que cette derniere devient importante.

La résistivité électrique — inverse de la conductivité électrigue — varieava
température selon la relation suivante :

P(T) = Dres [1+ oy, (T=Tet )+, (T~ Teet )2 ot (T=T )”} (1.83)

avec prer la resistiviteé €lectrique @ = Tier et ayp (kD[l, n]) un parametre dépendant
de la température de référentgs. Cependant, pour la plupart des matériaux lesdsrm
Qyp,, avec k>2 sont négligeables devamlpref. La résistivité électrique varie alors

linéairement avec la température et la conductig¢igctrique peut étre exprimée par la
relation :
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1 Oref
U(T)_p(T) _1+aaref (T_Tref) (184)

avec P la resistivite €lectrique a =Tes et a, ~ un parametre dépendant de la

température de réferendgy . A titre d'illustration, on trouvera en Annexedsl valeurs de
Oret €t Qg ainsi que I'évolution de la conductivité électriogre fonction de la température
pour différents matériaux utilisés en électrotegbei

La perméabilité magnétique est également influepagda température. Cependant,
contrairement a la conductivité électrique, cellevarie peu aux températures de
fonctionnement des systemes électrotechniquesiquessqui sont bien inférieures au point
de Curie. En effet, pour les alliages métalliquagelation entre la perméabilité magnétique
et la température peut étre décrite par I'expresgigs) [21].

T.-T
(N, T) = o] 1+ /CT—ﬁ (1.85)
C 1-+‘E;

oua etb sont deux coefficients dépendant du matériau.

A titre d'illustration, on montre sur la Figure IF&volution de la perméabilité relative
en fonction de la température pour différenteswalelu champ magnétiqhe

10000

1000+

—-—H=10 A/m
—~—H=100 A/m

— H=1000 A/m
—H=10000 A/m
—— H=100000 A/m

100

Perméabilité relative

10+

0 200 400 600 800
Température (°C)

Figure 1-5 Evolution de la perméabilité relative famction de la température

On observe sur cette figure que la perméabilitgticed peut étre considérée constante
dans une large gamme de températures. Aussi lars auplage magnétothermique - hors
étude de systemes de chauffage par inductionstipessible de considérer la perméabilité
magnétique comme indépendante de la température.
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[.3.5.2 Grandeurs de couplage

Le couplage entre les problemes magnétique et theenapparait de deux maniéres
différentes : influence du probleme thermique sysrbbleme magnétique et vice versa.

Tout d’abord, comme nous venons de le voir, le gl magnétique est dépendant
du probleme thermique au travers de I'influencdadiempérature sur les caractéristiques des
matériaux, et en particulier sur la conductivitgoélique (1.84).

Ensuite, du point de vue du probleme thermiquetdiaction avec le probléme
magnétique apparait via la détermination des seuwteehaleup dans I'équation (1.76). Dans
notre cas, celles-ci se limiteront aux pertes Jetilseront évaluées lors de la résolution du
probléme magnétique par I'expression :

p=j (1.86)

[.3.5.3 Stratégies de couplage

Il existe deux stratégies de couplage pour leslenods multiphysiques : le couplage
fort et le couplagéaible.

Dans le premier cas, les eéquations de Maxwell ®gtpations de la thermique sont
regroupées dans un seul et unique systeme nornrding@e I'on résout en un seul bloc. I
apparait qu'avec cette stratégie le systéme a désalevient trés volumineux d’une part,
augmentant ainsi les ressources informatiques séices a sa résolution, et bien souvent non
symétrique d’autre part, impliquant l'utilisatiore dystemes de résolution spécifiques. Cette
stratégie s’avere donc plus colteuse et ne séigustinc que dans certains cas particuliers.

Dans le cas d'un couplage faible, la résolution ptobleme magnétique et du
probleme thermique se fait séparément. Le probléagnétique est tout d’abord résolu afin
de déterminer les pertes servant de terme sourcealaul thermique, puis le probleme
thermique est résolu a son tour et permet d’obtamér premiere répartition de la température
dans le systéme étudié. La conductivité électrigstealors mise a jour afin de procéder a
nouveau a la résolution du probléeme magnétiquainsi de suite jusqu’a la convergence de
la solution.

On montre sur la Figure I-6 la stratégie utiliséesld’'un calcul magnétothermique
employant un couplage faible.
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Initialisation
T=To
Calcul de
a(T)
Calcul
Electromagnétique

[ Calcul Thermiqu ]

Convergenc ?

Figure 1-6 Procédure utilisée lors d’un couplage gnétothermique

[.4 Probleme mécanique

l.4.1 Equation de I'élasticité

Pour établir I'équation de [I'élasticité, on congilde principe des déplacements
virtuels [22][40][56].

On considére un domaine d’étubdesoumis a des forces, volumiques ou surfaciques.
De plus, on considére un déplacement virtuel delamaine tel que défini au paragraphe

1.2.4, c'est-a-dire :u :[x, Y, Z]T. Le tenseur des déplacements correspondamts&crit
alors :

e’ :[gxx Ey €2z Vxy Vyz V z} (1.87)

Dans ce tenseur, les termes diagonayxeprésentent les allongements relatifs selon
la directioni, alors que les termes non diagonanx représentent les demi variations de

'angle droit. En outre, a ce tenseur des déplaogsme est associé le tenseur des contraintes
o.

D’aprés le principe des déplacements virtuelsal’ééquilibre du domaine d’étude
implique que, pour tout déplacement virtuglla somme des travaux virtuels internes est
€gale a la somme des travaux virtuels externeglicgecrit :
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!;sT (edT :\J; u' vadr+£uT 0 sor (1.88)

ou les termesf, et fg représentent respectivement les densités de favhenique et
surfacigue s'appliqguant au domaine d'étude.

1.4.2 Comportement des matériaux

Tout comme pour les phénomenes électromagnétiquédsmniques precédemment
présentés, les matériaux peuvent voir leurs carsiities mécaniques dépendre du
déplacement. Dans ce cas, I'étude mécanique eslim@ire. Cependant, dans notre étude,
compte tenu des matériaux utilisés ainsi que dedraiates et des déplacements mis en
ceuvre, nous nous limiterons a un comportement neatinéaire.

La loi de Hooke [1][3] relie le tenseur des déplaeats au tenseur des contraintes :
c=L[0E (1.89)

ou L est un vecteur dont les termes dépendent du matiMieung E, d'une part, et du
coefficient de Poissorv, d'autre part. Le module d’Young, ou constantelagtiité
longitudinale, correspond au rapport entre la @nte de traction appliquée a un matériau et
la déformation qui en résulte. En outre, il a lménsion d’'une pression. Le coefficient de
Poisson, quant a lui, correspond au rapport emre&ontraction transversale unitaire et
I'allongement axial unitaire du matériau. Il eshsaimension.

[.4.3 Conditions aux limites

Comme pour les problemes d’électromagnétisme dhelenique, les problemes de
mécanique nécessitent I'imposition de conditions lamites. Celles-ci peuvent étre de deux
types : les conditions aux limites naturelles eteafielles. Les conditions dites naturelles
concernent l'application des forces externes, alpuge les conditions dites essentielles
consistent, pour les formulations en déplacemefiked certains degrés de liberté. Ce sont
ces dernieres qui permettent notamment de premdoprapte les différentes symétries dans
le systeme étudié.

1.4.4 Couplage avec le probleme magnétique et strat  égie de couplage

Comme nous l'avons dit précédemment, il existéeene de couplage multiphysique,
plusieurs stratégies. Dans le cas d'un couplagen@agécanique, le choix de la stratégie
dépend essentiellement du degré d'influence gquiailes déformations sur le systeme étudié.
En effet, dans certaines applications, comme celdsvant du magnétoformage ou du
thixoformage par exemple, les déformations du systesont importantes et influent
grandement sur les champs électromagnétiques netsio les forces. En revanche, pour des
applications mettant en jeu de faibles déformatiemeachines électriques par exemple — |l
est possible de négliger linfluence des grandemécaniques sur les champs
électromagnétiques. Dans notre cas, hous noutonis a cette configuration. De ce fait, les
problemes électromagnétique et mécanique peuveatrésolus séparément a l'aide d'un
couplage faible selon le déroulement suivant rédbl@me électromagnétique est tout d’abord
résolu afin d’évaluer la force. Puis, cette forstudilisée comme terme source afin de réaliser
une résolution mécanique du probleme.
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‘ Initialisation \

Calcul
Electromagnétique

Force

Calcul
Mécanique

Déformations

Fin

Figure 1-7 Procédure utilisée lors d’'un couplage gnétomécanique
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CHAPITRE Il Projection de grandeurs
discretes

[1.1 Introduction

Un des problemes inhérents au couplage multiphgsicpncerne la question des
maillages sur lesquels s’appuient les calculs. f#t,een fonction du type de probleme a
résoudre — électromagnétique, thermique ou mécanigceux-ci sont le plus souvent
particulierement différents. A titre d'illustratipmn montre sur la Figure 1l-1 les maillages
utilisés pour des études mécanique et électromiagieéd’'un méme turbo-alternateur.

a) b)

Figure 11-1 Maillages utilisés pour I'étude mécani[43] (a)

et I'étude électromagnétique (b) d’'un turbo-altateur

On peut en particulier noter sur ces figures léminces concernant les parties du
turbo-alternateur qui ont été modélisées. En effétiude mécanique nécessite une
modélisation en 3D, notamment pour la prise en ¢erdps clavettes et de fixations au sol.
En revanche, pour la modélisation eélectromagnétigsie on néglige linfluence des
développantes, une modélisation en 2D ou 2D "egtld vue de face sur la Figure 1l-1 — est
suffisante.

Dans ces conditions, lors d’'une étude multiphysique solution simple consiste a
utiliser un maillage prenant en compte toutes ksiqularités des différents domaines de la
physique étudiés. Le maillage ainsi obtenu consiktes en une sorte de "plus petit commun
multiple” des maillages qu’on aurait utilisés dénsas de calculs séparés.
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Si cette méthode peut parfaitement convenir podipdsts" systémes, elle devient en
revanche particulierement contraignante et coltensespace mémoire et en temps de calcul
des lors que le nombre de degrés de liberté némessa bon déroulement du calcul, et donc
la taille du maillage, devient important.

Aussi, lors de calculs couplés, il peut s’avéreces8aire de projeter une grandeur
locale obtenue lors d’'un premier calcul sur un lagé différent de celui sur lequel elle a été
déterminée. Une fois projetée, cette grandeur @leus étre réutilisée, le plus souvent comme
terme source, lors d'un second calcul.

Ce chapitre sera consacré a la présentation etéaelopppement d’'une méthode,
appelée méthode de projection de Galerkin, permteldaprojection de grandeurs discretes
appartenant a un espace fonctionnel donné sur me. &dans un premier temps, la théorie
sera développée dans le cas le plus général. #ans, un second temps, les particularités
inhérentes aux grandeurs intervenant dans les apewpl magnétothermique et
magnétomeécanique seront prises en compte. Enfirx, eemples académiques seront traités
afin de valider la qualité des solutions projetées.

[I.2 Méthode de projection de Galerkin

[1.2.1 Une interprétation géométrique de la Méthode  des Eléments Finis :
projection orthogonale

Pour comprendre l'origine de la méthode de prajadadie Galerkin, qui peut aussi étre
appelée projection orthogonale, nous allons towbatd donner une interprétation
géomeétrique de la méthode des éléments finis aargal’un exemple.

Soit D un domaine de I'espace comme défini précédemnetrga frontiere”. On
considére alors le systeme suivant a résoudre@ans

-Au+u= f dansD 01
u=0 surl (1)

La forme intégrale du probleme (11.1) s’écrit :
[~div[gradu]vdr + [ uvd = [ fvd 0@ £( D (11.2)

D D D

On utilise alors la relation de Green-Ostrogradskycompte-tenu des conditions aux
limites, on obtient :

Igradugradvdr+j uvd=j fvd Ogradd £( D (11.3)
D D D

En utilisant les produits scalairgs, V), = j[gradugradv+ uj d et (1.15) on peut
D
écrire la relation (11.3) de fagon plus compacte :

(uv)y =(f.v), OvO (D) (1.4)
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Soit V4 un sous-espace discret d%(D) . La résolution de I'équation (11.4) a I'aide de
la méthode des éléments finis consiste a trouyetVy tel que :

(ug,vy=(f,v) OvOV (11.5)

Or, Vy étant un sous-espace dé(D) on peut choisir la fonction test dans

I'expression (11.4) telle que v, . De ce fait, par identification des relations4)let (11.5) on
peut déduire :

(U-ug,v)=0 OvOV (1.6)

En considérant les propriétés du produit scaldeepression (11.6) permet de déduire
gue I'écart entrau et ug est orthogonal &y [11], ce qui revient a dire que la solutiog
obtenue par la méthode des éléments finis esbjagtion orthogonale de la solution exagte
surVy, comme illustré sur la Figure II-2 :

A

Vd

\\
Ju- g

Ug

v

Figure 11-2 lllustration de la projection orthogota
En d’autres termes, la solutiog est I'élément d&/4 le plus proche da, ce qui peut
s’écrire :
lu=tfzpy <[u=Mizpy OVO N (11.7)

Ainsi, d'aprés (11.7)uq est la meilleure approximation possible de la tsmuexacteu
dansVy puisqu'aucune autre fonction Wgne permet d’avoir un écafti —v||L2(D) plus petit

auelu= ], 2.

Il est donc possible d'utiliser le principe de lathode des éléments finis, et en
particulier la démarche qui consiste a minimiseedrt entre deux quantités puis a utiliser la
meéthode de Galerkin, pour développer une méthogeajection de grandeurs discretes d’'un
espace vectoriel vers un autre [28].
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I1.2.2 Projection orthogonale : méthode de Galerkin

Soir D un domaine de I'espace tel que défini précédemn@orhme nous I'avons vu,
ce domaine est discrétisable a l'aide de maillag®s. considére alors deux maillages
différents deD appelés respectivemesburceet cible. Notre but est donc de projeter sur le
maillage cible une grandeur discréete définie suméélage source.

On considere pour cela deux espaces fonctionnels? (D) et vOL*(D) ainsi que

deux champsuu et vOV. Le champu est connu et discrétisé sur le maillage source. Le
champv, quant a lui, est inconnu et discrétisé sur lellagg cible. On peut alors écrire ces
deux champs sous leurs formes discretes respectives

N
Us
U= W U (11.8)
i=1
Ny,
v=>y W, Vo (1.9)
j=1

ou N, et N, représentent le nombre d’entites geomeétriques dapearétes, facettes et

volumes) sur lesquelles se décomposent respectitdenehampu (sur le maillage source) et
le champv (sur le maillage cible). De la méme faceq et W, représentent les fonctions

d’interpolation associées définies respectivementes maillages source et cible.

Comme nous l'avons dit dans l'illustration précéelde principe de la méthode repose
sur la minimisation de I'écart entre les champst v, celle-ci étant réalisée a l'aide de la
meéthode des résidus pondéres.

jw(u—v)dr:O OwOvVv (1.10)
D

ou y représente une fonction test que I'on définirandurement.
D’ou, en remplacani etv par leurs expressions respectives (11.8) et (b®pbtient :

Ny, Ny
ijWijcjdrzjwz%usd OOV (1.11)
D j=1 D i=1

On applique alors la méthode de Galerkin. Commerégédemment, elle consiste a
remplacer la fonction tesyy par la fonction d’'interpolation adéquate. Dansreotas,

'inconnue du probleme est le vecte[vc]. Aussi la fonction test est remplacée par les
fonctions d’interpolationwcj définies sur le maillage cible. On obtient aloes systeme

matriciel linéaire suivant :

[Allve] =[B][ w] (1.12)
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Dans ce systéme, tous les termes sont connuscgfiton du vecteu['vc] . En effet,

a l'aide de I'équation (11.11) on peut facilemeréddire I'expression des termes composant
les matriced A] et[B] soit :

Ann = [ we we dr (1.13)
D

Bo,p = | W, wg, or (11.14)
D

La matrice[A] est donc une matrice carrée de dimensignx N, . Celle-ci est par

ailleurs facile a déterminer puisqu’elle est tremblable a une matrice de masse classique —
caractéristiques des matériaux mises a part —léal@ur le maillage cible. La matri(fB]

quant a elle est de dimensioN, xN, et fait intervenir des produits de fonctions
d’interpolation définies sur les deux maillages.

On trouvera, en Annexe I, le calcul détaillé derlatrice[B] sur un exemple en une
dimension.

On peut par ailleurs noter que le systeme matritidll) a été obtenu sans émettre
d'hypothése concernant les propriétés du chanip projeter. En effet, il peut s'agir de
n'importe quel champ de vecteur discret se décoamposous la forme classique (I1.8).
Cependant nous allons voir, dans la suite de ceittbaqu'en fonction de la grandeur a
projeter — magnétique, thermique ou mécanique pellt s'avérer judicieux d'ajouter des
contraintes supplémentaires au systeme (11.12).

Remarques

Il est possible, a l'aide de cette méthode, deefgojdes grandeurs continues [28] au
lieu de grandeurs discretes. C'est notamment lpaas|'imposition de conditions aux limites
non homogenes. Dans ce cas, le charagt défini par une fonction analytique.

Une approche similaire a la méthode de projectigisgntée dans ce paragraphe est
employée pour effectuer des recollements de maglaGette méthode, appelée Mortar [31], a
ete utilisée pour la prise en compte du mouvem26if34][35][44][49]. Il s'agit de définir
une surface de glissement sur laquelle on réaliseecollement entre deux maillages, I'un
étant fixe et I'autre mobile. On construit alors systeme matriciel similaire a (11.12) dans

lequel les vecteurdv.] et [us] représentent les valeurs des inconnues du probléme

(potentiels scalaire ou vecteur magnétique) resmaaent sur le maillage mobile et le
maillage fixe. La matric{A] est alors inversée afin d'exprimer les inconnuebiles en

fonction des inconnues fixes, et le proc{u@ﬂ_l[B] est réintroduit dans le systéme éléments
finis classique.

Enfin, dans la suite de ce chapitre, nous allonglugieurs reprises projeter des
grandeurs depuis un maillage source vers un mailldgle. Les caractéristiques de ces
maillages sont bien entendu différentes et sonhiédfdans le Tableau 11-1 :
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Maillage source Maillage cible
Nombre de nceuds / fonction
- ) > Np_ /W, Np /W,
d'interpolation associée s s c c
Nombre d'arétes / fonction N. /

. . . W, N, /w,
d'interpolation associée 8 ' s 8 " 8

No(rjr?it;rt'(;rdelfa(_:ettes / fo_n,ct|0n Nf /Wf Nf /Wf
polation associée s s c c

Nombre de volumes / fonction N. / N. /w
d'interpolation associée Vs V\«’s Ve ' Ve

Tableau Il-1 Caractéristiques des maillages soweteible

[1.3 Projection de grandeurs magnétiques

Qu'il s'agisse de couplage magnétothermique ou é@agrecanique, I'approche la plus
évidente, concernant les grandeurs a projeteprebaiblement de considérer les grandeurs de
couplage. Dans le cas de la température, par exegite approche est naturelle puisqu'elle
constitue la "grandeur d'état" solution du cald@rimique. En revanche, qu'il s'agisse de la
densité de pertes ou des forces électromagnétiqedies-ci sont obtenues a l'aide d'une
opération de post-traitement mettant en jeu la dgan d'état solution de la résolution
électromagnétique. En effet, comme nous lI'avonpreaédemment, la densité de pertes, par
exemple, est calculée a partir de la densité deaobwet du champ électrique (1.86). Or, ces
derniers sont eux-mémes obtenus a partir des guesd&tat que sont le champ magnétique,
les potentiels scalaires — magnétique ou électriqae le potentiel vecteur magnétique, selon
la formulation employée. De méme, dans le cas diplage magnétomeécanique, les forces
sont évaluées, dans notre cas, par dérivatiorédertie, elle-méme évaluée par une intégrale
impliquant le champ et I'induction magnétique (). @t (1.73)).

Aussi, une autre approche consiste a projeter #ndgur d'état solution de la
résolution électromagnétique sur le maillage ciblpportant la résolution thermique ou
mécanique. On y réalise alors I'opération de pagement permettant d'évaluer la grandeur
de couplage souhaitée, comme par exemple le cadsubensités de pertes dans le cas d'un
couplage magnétothermique.

Par ailleurs, certaines études purement électroétagies nécessitent également
l'utilisation de maillages différents et donc lajection des grandeurs magnétiques d'une
grille vers l'autre. En effet, lors d'une résolaotmagnétodynamique a l'aide de la méthode des
perturbations, [|'étude est réalisée en deux étapesut d'abord, un probleme
magnétodynamique non perturbé est résolu sur umigremaillage. Dans cette premiere
étape les régions conductrices dont on souhaitbegtlinfluence sur le systeme a I'aide de la
méthode des perturbations ne sont pas prises epteodans I'étude. La solution de ce
premier probleme sert alors de source au secorulgone pour lequel I'étude se limite aux
régions précedemment citées et qui a donc pourcsupm maillage difféerent. Dans ces
conditions il est nécessaire de projeter la satutibtenue a la suite de la premiére étape d'un
maillage vers l'autre.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser grdgection des grandeurs
magnétiques a l'aide de la méthode précédemmenmitedéet plus particulierement aux

contraintes supplémentaires a apporter a la fatou (1.11) afin de tenir compte des
spécificités et des propriétés de chacune de eeslgurs.
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[1.3.1 Cas de la magnétostatique
[1.3.1.1 Préliminaire

Comme nous l'avons vu dans le premier chapitrexigte en magnétostatique deux
formulations, l'une en potentiel scalaire magnétjdlautre en potentiel vecteur magnétique.
Si la projection de ce dernier, comme nous allengoir, ne pose pas de probleme particulier,
celle des grandeurs issues de la formulation eangiet scalaire magnétique — a savoir le
potentielQ et le champ sourde;, — s'avere plus délicate. En effet, la projectiampdtentielQ
ne permet d'obtenir une solution que dans les négie I'espace ou il n'existe pas de champ
source hg. Pour inclure les sources de courant, il est rsaes de projeter également ce

champ source. Cependant, ce dernier n'est pasgpleysmais s'apparente a un potentiel.
Aussi, dans le cas de la formulation magnétostatign potentiel scalaire, il nous parait
judicieux de projeter le champ magnétique physiqggei est défini par la relation
h=hg - gradQ, et qui permet de prendre en compte les deux guaach la fois. De plus,

une telle projection permet d'englober tous les aasavoir avec ou sans courant imposé.
Dans la mesure ou cette méthode est égalementséatililors d'un calcul en
magnétodynamique, elle sera développée par ladarite le paragraphe du méme nom.

[1.3.1.2 Projection du potentiel vecteur magnétique

Comme on peut l'observer sur le diagramme de Tappliqué a I'électromagnétisme
(Figure 1-2), le potentiel vecteur magnétique seod&ose dans l'espace des éléments
d'arétes. La décomposition de sur les maillages source et cible est alors donnée
respectivement par les expressions (11.15) etg)l:1

Na,

ag = ziwaﬁ 2 (11.15)
Nac

a.= Y, W, 3, (11.16)
i=1

ou aaﬁ eta, sont les circulations de& respectivement le long de f&'f aréte du maillage
J

source et de 1&T¢aréte du maillage cible.
Aussi, conformément a la démarche présentée agrmaplee 11.2.2, la projection du
potentiel vecteua depuis un maillage source vers un maillage cileris :

N N

X7 Wac‘aac.dr:jwiw%aaﬁdr Oy O (D) (1.17)
p j=1 ' D i=1

Il convient alors de remplacer la fonction test todelle y par les fonctions
d'interpolation d'aréte. On obtient le systéme itiatr linéaire introduit par l'expression

(.12) et dans lequel les vecteufss] et [vc] sont respectivement les vecteurs des

circulation du potentiel vecteur magnétinmaJ et [aac} le long des arétes des maillages
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source et cible. De plus, les termes élémentaesmatriced A et [B] ont dans ce cas pour
expressions :

Ann= [ Wy W, dr mO{1, N, } et n3{ 1,N,} (11.18)
D

B, p = g)wa% (e dr o0{1, Ny} etpi{ 1Ny} (11.19)

Ainsi, de méme que le potentiel vecteur magnétidigeret ag, obtenu suite a une
résolution par la méthode des éléments finis, sgmi@& une approximation du potentiel réel,
le potentiela. obtenu par projection dag en représente une autre. Cependanggsa été
obtenu en résolvant les équations de Maxw&ll,a lui été obtenu mathématiquement, sans
tenir compte de toutes ses propriétés physiquesn etrticulier celle qui le lie a l'induction
magnétiqued (1.39).

Par conséquent, certaines contraintes [58] do@eatajoutées a la formulation (11.17)
afin, notamment, que le potentiel vecteur magnétiqhtenu sur le maillage cible vérifie
I'équation (1.39).

Pour cela, on écrit la décomposition de l'inductivagnétiqueb respectivement sur
les maillages source et cible. Puis, a l'aide delktion (1.39), on exprime cette derniére en
fonction des circulations du potentiel vecteur n&gue.

Ny, Na

bs = > w¢ by =rotag= ) a, rotw (1.20)
E =
N, Ny,

be =D wi by =rotg.= ) a, rotw, (1.21)
R =

Dans cette approche on choisit donc, conformémeria alémarche présentée
précédemment, de minimiser ['écart entig et b.. Puis, en les remplacant par leurs

expressions respectives (1.20) et (1.21), on obteeformulation suivante :

Nac Nas
[ aq rotw, dr=[y3 8, r0tw, dr Oy L?( D) (11.22)
D j=1 ) ) D i=1

Pour cette formulation on prend la fonction tgségale au rotationnel des fonctions
d'interpolation définies sur le maillage ciblez//.:rotwac. Néanmoins, le systeme ainsi

obtenu admet une infinité de solutions. Aussi, cenpour la formulation magnétostatique en
potentiel vecteur magnétique ou la formulation t®igae, il est nécessaire d'ajouter une

condition de jauge. De plus, pour cette formulaties termes €lémentaires des matr{oé]s
et[B] du systéme (11.12) ont pour expressions :
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Ann= I rotwacm Erotwacndr mD{l, Nac} et rEJ{ 1, Nac} (11.23)
D

Bo,p = [ rotwg, Totwy, dr o0{1, Ny} etpd{ 1,N,} (11.24)
D

11.3.2 Cas de la magnétodynamique

Comme nous l'avons vu dans le premier chapitexigte en magnétodynamique deux
familles de formulations : magnétique et électrigbe plus, la premiére de ces deux familles
est elle-méme décomposée en deux formulations.

Dans tous les cas, plusieurs grandeurs intervigrda s chaque formulation. En effet,
la formulation magnétique en potentiets-Q fait intervenir & la fois une grandeur
vectorielle, le potentiel vecteur magnétigieet une grandeur scalaire, le potentiel scalaire
magneétique?, toutes deux se décomposant bien entendu darespases discrets différents.
De la méme facon, la formulation électrigae-v met en jeu a la fois deux grandeurs, l'une
vectorielle et l'autre scalaire, a savoir le pa&ntecteur électriqua et le potentiel scalaire
électriqguev. Enfin, méme si dans la formulation magnétiqueckamp (1.45) [33] seul le
champ magnétiqule apparait clairement, le potentiel scalaire magué intervient lors de
la prise en compte des régions non conductricesysteéme.

Aussi, lors d'un couplage dans lequel il est nétessde projeter les grandeurs
magnétiques issues d'une résolution en magnétodgunam plusieurs approches sont
possibles.

[1.3.2.1 Formulation magnétique

Lors de la résolution d'un probleme magnétodynamigu'aide de la méthode des
perturbations, la grandeur a projeter est le ptussent le champ magnétiqe[50], que le
calcul ait été réalisé a l'aide d'une formulatiarckamp ou en potentiels. Dans le premier cas,
le champ magnétique est directement connu en tangandeur d'état solution du probleme,
alors que dans le second il est évalué a l'aidepdtntiels vecteur et scalaire magnétiques
selon la relation (1.47). Aussi, pour ce type diétul est nécessaire de projdter

Comme indiqué sur le diagramme de Tonti appliqu&lactromagnétisme (Figure
I-2), le champ magnétique se décompose dans lesjcéléements d'arétes. Par conséquent,
le projeter depuis un maillage source vers un agslicible revient a utiliser la formulation
(11.17) en y substituant ses circulatior‘rsxg},_S et hac a celles du potentiel vecteur magnétique

aas etaat:

N

ac Nag
J"”z Wy hg dT:f‘/’Z Wy hy dr Oy (D) (11.25)
D j=1 . ) D i=1

De la méme facon, on remplace la fonction egpar les fonctions d'interpolation
d'aréte, et les termes élémentaires des matr[dgset [B] du systéme linéaire (11.12) sont

identiques a ceux définis par les expressionsgllet (11.19).
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L'utilisation de cette formulation permet donc détr une nouvelle approximation
he du champ magnétique réel Si cette décomposition dheest correcte pour les parties non
conductrices du domaine d'étude, elle s'avere firanfe [53][58] pour les parties
conductrices puisqu'elle n'y vérifie pas le théaratAmpere (oth; # j).

Pour prendre correctement en compte ces partiedothaine d'étude, on choisit de
projeter la densité de couranjg, c'est-a-dire rothg. Cette derniere se décompose,
conformément au diagramme de Tonti (Figure I-2hsdaespace des éléments de facettes. De
plus, a l'aide de la relation (1.5), on peut releflux de la densité de courant au travers des
facettes du maillage a la circulation du champ rédgoe le long des arétes :

NfS Nas
js=D_Wg jg =rothg= > h, rotw (11.26)
Tk = % %

De méme, on peut écrire sur le maillage cible :

Nfc

Ny,
jo=D W j¢ =roth, => h, rotw (1.27)
E =T A

Dans cette formulation il s'agit de minimiser lécantre les densités de courant
exprimées sur les maillages source et cible. Aiesi, remplacantjs et j. par leurs
expressions respectives (11.26) et (11.27) on ofitla formulation suivante :

Nac NaS
= 2
iy/jzﬂhacpj rotw,, dr—iy/i;hasrotwaﬁdr Oy OL%( D) (11.28)

On peut noter que cette formulation est extrémemerthe de celle développée pour
la projection du potentiel vecteur magnétique #).20n prend donc la fonction test égale au
rotationnel des fonctions d'arétes définies suméllage cible ( = rotwac). De méme, le

systeme ainsi obtenu admet une infinité de solstitinest donc nécessaire d'y ajouter une
condition de jauge. Par conséquent, la grandi@’yrobtenue sur le maillage cible n'est pas un
champ physique. Elle a valeur de potentiel. Péewas, on retrouve les mémes matri{:é@;
et [B] du systeme linéaire (11.12) que celles définies lpa termes élémentaires (11.23) et
(1.24).

La densité de courant, = rothCp ainsi calculée est correcte dans la mesure cagits
d'une autre approximation gle Il est donc possible d'utiliser cette formulatafin d'estimer,
par exemple, les pertes par effet Joule sur |elagailcible.

Néanmoins, comme nous l'avons mentionné précédemraemrandeurh, ainsi

obtenue n'est pas un champ physique. La formuldtid@8) s'avere donc insuffisante si I'on
désire avoir acces a la fois au champ magnétiqéel@tdensité de courant sur le maillage
cible.
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Une premiére approche permettant cette opératiosisterait a réaliser deux calculs
successifs utilisant respectivement les formulatidh25) et (11.28). La premiére résolution
permettrait d'obtenir la projection du champ maignét et la seconde celle de la densité de
courant. Cependant, il est possible d'utiliser ange approche n'employant qu'une seule
résolution afin de recalculer le bon champ magoétighysique a partir de la grandeuyr

obtenue par la résolution de (l1.28).

En effet, dans cette formulation, la grande”n&g est definie, a la maniere d'un

potentiel, telle que son rotationnel est égal prigection de la densité de couraft sur le
maillage cible. On peut donc introduire, a l'aide ld relation (1.22), le potentiel scalaire
magnétiqueQ. défini sur le maillage cible tel que :

he =hc, - gradQ, (11.29)

On peut alors, suite a la résolution du problenh2§), calculer le potentiel scalaire
magnétiqueQ. permettant d'obtenir le bon champ magnétiquaur le maillage cible en

résolvant le probléme suivant :
jwl:div(,u(hcp —gradQC)):ldr=O Oyg0 2(Q) (11.30)
D

On peut remarquer que ce probléme s'apparente &sakition magnétostatique en
potentiel scalaire magnétique (81.2.3.1) dhgpt serait le terme source. Ainsi, dans (11.30), on

remplace la fonction test par les fonctions d'piéation nodales. De plus, il est possible de
regrouper les deux problemes (11.28) et (11.30)slan seul systeme d'équations :

Nac Nas
jwlz hy, rotw, dr= MZ hy rotw_dr Oy L2( D)
D j=1 " J D =l

N (11.31)

—Zgrad(wnq(an() dr=0 Og,0 (D)
k=1

Nag
I{l/lz div JZ:lWacj hacpj

Avec la formulation (11.31) on obtient sur le maije cible un champ magnétighge
défini par (11.29) correct dans le sens ou il canstune bonne approximation the et qui, de

plus, vérifie le théoréme d'’Ampeére.
[1.3.2.2 Formulation électrique

La formulation électrique (1.51) fait intervenir wle grandeurs : les potentiels vecteur
magnétiquea et scalaire électrique. Aussi, comme pour la formulation magnétique,
différentes approches peuvent étre considéréesauant la projection.

Bien entendu, il est possible, pour les parties canmductrices, de réutiliser les deux
formulations présentées dans le paragraphe conaderdorojection du potentiel vecteur en
magneétostatique. Cependant, pour prendre en coleptparties conductrices du domaine
d'étude, il est nécessaire d'introduire le potestalaire électrique. sur le maillage cible.
Comme pour la formulation magnétique, nous allatapeer une approche dans laquelle nous
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projetons le potentiel vecteur magnétigquauguel on impose certaines contraintes permettant
de retrouver le bon potentiel scalaire électrigger le maillage cible.

Pour cela, on reprend la formulation (I1.22) quiuagoermet d'obtenir le potentiel
vecteur magneétiques; sur le maillage cible. Comme nous l'avons vu piéo@ment, le
potentiel vecteur obtenu sur le maillage ciblea@® de cette formulation vérifidivb =0.
Cependant, dans le cas de la magnétodynamiqus,ribeessaire pour les grandeurs projetées
de vérifier les équations de Maxwell-Faraday (&Rjle Maxwell-Ampere (1.3).

Dans notre approche, nous proposons de Vvérifierlesmaillage cible, I'équation de
Maxwell-Faraday au sens fort. Pour cela, comme tiausns vu précédemment (1.50), nous
exprimons le champ électrique en fonction du pagerecteur magnétique, et du potentiel
scalaire électrique,, tous deux définis sur le maillage cible.

08

€ = . gradv, (11.32)

De ce fait, nous allons vérifier I'équation de MakwAmpeére au sens faible, ce qui
peut étre réalisé en résolvant l'équatidivi =0 sur le maillage cible. En utilisant

I'expression du champ électrique défini par (1.22)si que la loi d'Ohm (I.7), on peut écrire
[33] :

aw. P4 dw. Ogradv. & = i0 0w O
éagra W, O T+£Ugra w, Ogrady, iV\hCEQJ ) Ow OV (133)

La relation (11.33) n'est bien entendu définie qiens les parties conductrices du
domaine d'étude. Il est possible, comme pour Ian@ikation magnétique précédemment
développée, de regrouper les deux formulation22)let (11.33) en un seul probléme :

Nac Nas
w ) a, rotw, dr=|w ) a, rotw, dr
!) JZ::1 : % !) EL "

Iagradwnc G%itcdr+jagradvxhc Ogrady, or :I Y [( ans) d (1.34)
D D r

Oy OL*(D) Ow, OW

[1.4 Projection des termes de couplage

I1.4.1 Probleme magnétothermique

Dans le cas d'un couplage magnétothermique faibtenme défini au premier
chapitre, il est judicieux d’utiliser des maillagd#éférents selon qu’'on résout le probleme
électromagnétique ou le probléme thermique.

La quantité de chaleur, grandeur source du probtéerenique, est calculée — et donc
connue — sur le maillage supportant la résolutientéomagnétique du systéme. Aussi, il est
nécessaire de projeter cette grandeur sur le meilldilisé pour la résolution du probleme
thermique. De la méme facon, afin de prendre enptera dépendance de la conductivité
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électrigue vis-a-vis de la température, il est séaee de projeter les valeurs de cette derniére
sur le maillage supportant le calcul électromaguéti

De ce fait, le déroulement du calcul magnétothemmjdllustré par la Figure I-6, est
modifié (Figure 11-3).

Initialisation
T:To

Calcul de
o(T)
Calcul
Electromagnétique

| Pertes |

——

Projection Projection des
des pertes températures
[ Calcul Thermique ]

Température

Non

Convergenc 7

Figure 11-3 Déroulement d'un calcul magnétothernmequ
avec projection des pertes et des températuredesimaillages différents.

Dans cette partie nous allons nous intéresserpaojaction des termes de couplage
intervenant dans un calcul magnétothermique, ailsaleodensité de pertes et la température.

[1.4.1.1 Cas de la densité de pertes

D’aprés le diagramme de Tonti appliqué a la theami@Figure 1-4), la quantité de
chaleurg se décompose dans I'espace des éléments de vallomeme nous l'avons dit au
préalable, celle-ci se limitera, dans notre cas,partes par effet Joule, que nous noteqmns
Ainsi la projection de la densité de penpess I'aide de la formulation (11.11) s’écrit :

NVc st
fo>w, p dr=[yd> w pn ¢ OpoE(D (11.35)
p j=1 D i=1
43

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Guillaume Parent, Lille 1, 2008

CHAPITRE Il Projection de grandeurs discrétes

ou les termesp\,S et py_ représentent la valeur discréte de la densité udssgncep
J

exprimée respectivement dans I'élément "i* du mgdl source et dans I'élément "j" du
maillage cible.

Aussi, lorsqu’'on applique la méthode de Galerkionformément a la démarche
présentée au paragraphe 11.2.2, la fonction testest remplacée par les fonctions
d’interpolation de volume. On obtient alors le sysé matriciel linéaire introduit par

I'expression (11.12) dans lequel on substitue Iest@urs[p\,s] et [p\,c}respectivement a

[us] et [v.]. De plus, les termes élémentaires des matfidgset [B] ont dans ce cas pour
expressions :

An n = !)W‘ém w, dr er{l, N\é} et rD{ 1, W} (11.36)

Bo,p = i W W, dr oD{l, ch} et rﬂ{ 1, N/S} (1.37)

On remarque par ailleurs a l'aide de I'expresdiod6] que, de par les propriétés des
fonctions d'interpolation de volumes résumées dan3ableau I-1, la matrice{A] est
diagonale.

Cependant, il est également a noter que, du faiiedpace dans lequel la densité de
pertes est discrétisée, cette derniere est corgpamtélément fini. En outre, lorsque le calcul
thermique est supporté par un maillage beaucoupgrhssier que celui utilisé pour le calcul
électromagnétique un "effet d'escalier” peut agparaur la densité de pertes projetée. Si cet
"effet d'escalier” n'a pas de conséquence du peinue global, il peut en revanche engendrer
localement de forts écarts entre la densité deepearalculée sur le maillage source et son
homologue projetée.

De plus, historiguement, beaucoup de codes déuti&sode problemes de thermique
par la méthode des éléments finis discrétisenesoléls grandeurs dans l'espace des éléments
nodaux. Aussi, lors d'un couplage de codes, il penrer nécessaire d'exprimer la densité de
pertes projetée aux nceuds du maillage cible.

Il est possible, dans la formulation (Il.11), dsefiuer cette derniére opération. En
effet, on peut donner a la densité de pertes @®jahe évolution linéaire a l'intérieur de
chaque élément du maillage cible en choisissant pela de la discrétiser dans l'espace des
eléments nodaux. Sur le maillage source, en rewanch conserve la discrétisation vue
préecédemment. On a alors les deux expressionsnses/a

Ny,

Ps= 2. Wy Py (1.38)
i=1
Nig

P =D Wi, P, (11.39)

La relation (11.35) devient alors :
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Np Ny,
ijWan Pr, dr = jt/lz w, p o D@0 E( D (11.40)
D j=1 D i=1

Dans ce cas, on applique la méthode de Galerkmneraplacant la fonction test par
les fonctions d'interpolation nodales. Les termiésnéntaires des matricds\| et [B] du

systeme (11.12) s'écrivent alors :

Ann = inm wy dr mo{n Ny} et {1 Ny} (11.41)
Bo,p = [ W, W o o0f1, N} et pof 1N} (11.42)
D

[1.4.1.2 Cas de la température

La température se discrétise, toujours d'apresalgramme de Tonti de la Figure -4,
dans l'espace des éléments nodaux. La formulatongitant sa projection est donc similaire
a celle utilisée pour la densité de pertes. Dansgli&ion (11.35) on substitue les valeurs des
températures sur les maillages source et cipleet T, aux densités de perteg,_ et p,_

d'une part, et les fonctions d'interpolation noslallﬁ-S et w, aux fonctions d'interpolation de
volumew, etw, . On obtient alors la formulation suivante :

N Nig
IwZWanTncj dar = jzpz W, T, & OyO E( D (11.43)
D j=1 D i=1

La fonction test est donc remplacée par les fonstid'interpolation nodales. Les
termes élémentaires du systeme matriciel (Il.12)ratypour expression :

Ann = !)Wrbm Wy dr mO{1, Ny} et ii{ 1, N, (11.44)
Bo, p =£w% Wy, o o0f1, N} et pof 1N} (11.45)

11.4.2 Probleme magnétomécanique

Tout comme le couplage magnétothermique, le coeplaggnétomécanique implique
le plus souvent l'utilisation de maillages difféierhors du calcul électromagnétique et du
calcul mécanique. Par ailleurs, dans ce type d¢tla grandeur source du probléme
mécanique est la répartition des forces électrogtagres dans le systeme. Comme nous
l'avons dit précédemment, les forces électromagueési locales sont obtenues, dans notre cas,
a l'aide de la méthode des travaux virtuels.

Cependant, contrairement aux grandeurs précédemnaé@ges dans cette partie, les
forces d'origine électromagnétique ne trouvent pas place naturellement dans le
diagramme de Tonti et leurs espaces de discrétisdtpendent méme de leur nature (force
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de Lorentz, force de Laplace, etc.) [55]. De pldans le cas de la méthode des travaux

virtuels, une attention particuliére est a obsergeant a la nature (champ ou non)
[19][54][55][57][58] des forces obtenues.

[1.4.2.1 Le probléme de la force locale

Bien entendu, le terméorce totale et par extensioffiorce désigne la force totale
exercée sur une région du domaine d'étude. Le tenmoe locale[19][20] quant a lui désigne
la grandeur obtenue aux nceuds du maillage a kbeda méthode des travaux virtuels. C'est
cette grandeur qui est obtenue a l'aide des refatib72) et (1.73). Enfin les termdsrce
distribuée, distribution de forcet densité de forcdésignent une autre grandeur. Celle-ci peut
étre surfacique ou volumique, et est reliée a taefdotale par son intégrale sur le domaine
d'étude.

Qu'il s'agisse d'électromagnétisme (champ magreitioptentiels scalaire ou vecteur)
ou de thermique (température ou densité de peles)grandeurs que nous nous sommes
proposé de projeter jusqu'ici définissent toutes @emps. De plus, elles sont toutes reliées
entre elles, soit au travers des lois de comportemeoit au travers des opérateurs
différentiels définis au premier chapitre et sgment donc toutes dans un diagramme de
Tonti. En outre, elles sont parfaitement définiesteut point de l'espace, notamment au
travers des fonctions d'interpolation, comme dédari I'expression (11.8).

Contrairement a ces précédentes grandeurs, lessfaorlales obtenues par la méthode
des travaux virtuels ne sont pas calculées enqupit un opérateur différentiel a la grandeur
d'état solution de la résolution électromagnétiqummme on le fait par exemple a partir du
champ magnétique pour déduire la densité de caubenplus, ces forces, quoique locales
puisque définies aux nceuds du maillage, s'approaterantage de grandeurs globales. En
effet, celles-ci sont obtenues par intégrationlsarvolumes des éléments du maillage. Par

conséquent, il apparait clairement que le tenqug] défini dans les expressions (1.72) et

(1.73) et qui représente la contribution de I'élatedu maillage a la force nodale exercée au
nceudn, dépend des caractéristiques du maillage, et gicydeer de la taille de ce dernier.

Ainsi la force nodaleF, ,,, obtenue en sommant toutes les contributiﬁhf% des éléments
constitués du nceuy est liee au maillage.

Pour mettre en évidence ce phénomeéne, on se prdfgadier I'exemple académique
de la Figure II-4. Il s'agit d'un électro-aimantmgqmosé d'un inducteur et d'une culasse en fer,
le tout au-dessus d'une plaque, également corestileéfer. Par ailleurs, la perméabilité
magneétique du fer est ici considérée comme corestant
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Inducteu;-..{-»  Ho Culass
. Hs e
) Ho

Plague Ho

A8 <D

Figure 1l-4 Structure étudiée

On se propose ici de calculer, pour deux maillagé®rents, les forces locales
s'exercant sur la plaque au niveau des dentsldett@aimant, c'est-a-dire entre les points A
et B ou C et D. Pour simplifier les calculs, on goge d'une part que I'entrefer, de surface S
sous chaque dent, est suffisamment petit pour gerdies fuites et d'autre part que la culasse
et la plague on une perméabiliig; infinie. On représente sur la Figure II-5 les deux

maillages utilisés au niveau de l'interface Airtfela entre les points A et B.

eMll eMlz eMls eM14 eM21 eMZz eMZs eM24 eMZs eM2e eMZs eM27
Air Air
Ao ® ® ® ¢t Ao—o—o—0—0—0—0—0—0°
anl anz ans an4 nM15 anl nM22 ans nM24 nM25 ans nM27 nM28 ang
Fer Fer
eMls eMle eM17 eMls qV|29 qV|210 qV|211 qV|212 qV|213 qV|214 qV|215 eMZle
y y
L»X LX
a) My b) M,

Figure 11-5 Maillages utilisés a l'interface Air/Rfjue

A l'aide de la méthode des travaux virtuels onestifisur chacun des deux maillages,
les forces locales présentées dans le Tableau Le2détail des calculs est reproduit en

Annexe lll.
Maillage Indice du nceud Force

2

Ny. etny Sh”

Iy 15 8 2/,1

M, 20
De nM12 a nM14 %;L

Ho

2
My, €t Ny, Sk

16 2y

M, b020

. S
De nM22 a nM28 gz
0

Tableau 1I-2 Valeurs des forces nodales obtenuetesudeux maillages
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Par conséquent, on remarque, notamment au tragsrsgudsy,, et ny, , Ny _ et
1 1 2
MMy, » MMy, et MMy, MMy, et Np,, OU encoreny, et Ny, due la valeur de la force locale

calculée en un point donné dépend du maillage.

Aussi, il est nécessaire d'introduire une grandet@rmédiaire, calculée a partir des
forces nodales obtenues par la méthode des trandgurls, et qui permet de rendre compte
de la valeur de la force exercée en tout point'efpace, notamment a I'aide des fonctions
d'interpolation et de la forme (11.8). De par cesactéristiques ainsi définies, cette grandeur

est une densité de force, et s'exprimel\dzm'2 dans le cas d'une force surfacique ou en
N.m™ dans le cas d'une force volumique.

[1.4.2.2 Détermination de la densité de force

Soit N I'ensemble des nceuds inclus dans la région suellages forces nodales sont
calculées. Pour chaque ncaudle N la force nodaleF,, ,, représente une globalisation des

effets de la densité de force [19][54][57][58], @®f, au voisinage direct de ce nceud. De
plus, pour chaque composaniey etz def et deF, ,, cette globalisation peut étre exprimee

par les formes intégrales suivantes :

[wnfidr=Fyn nON (11.46)
D
Iwn fydr = Fu,ny nO N (11.47)
D
[wy fodr=Fyn nON (11.48)
D

Il est par ailleurs a noter que le support diraéign D se limite aux éléments
adjacents au nceund De plus, la densité de forEest exprimée aux nceuds.

Comme nous l'avons dit précédemment, pour pouvargEojetée depuis un maillage
vers un autre, la densité de forfcgoit étre définie en tout point de I'espace. Cettatrainte
est réalisée en discrétisdrselon la forme (11.8). L'expression (11.46) peldra s'écrire :

N
[wn| >Xwf |dr=F, OnON (11.49)
D i=1

N
Iwn > w f, |dr="FR, OnON (11.50)
D i=1

N
Iwn dwh |dr=F, OnON (1.51)
D i=1

En écrivant les relations (11.49), (11.50) et (lLppour chague nceud on obtient, pour
chaque composantey etz le systeme matriciel linéaire suivant :
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[A][fix,yl}{Fu,n”j (1.52)

oll un terme élémentaire de la matfiégd s'écrit :
Ann = j Wi Wndr (1.53)
D
Une fois la densité de fordeainsi obtenue, il est alors possible de la projste un
maillage différent.

11.4.2.3 Projection des densités de force

Comme nous l'avons dit précédemment, la densittorde f est interpolée en tout
point de I'espace a l'aide des fonctions d'intetpami nodales. La formulation permettant la
projection de la densité de force depuis un mallagurce vers un maillage cible s'écrit
donc :

Np Nog
'[(//Z Wy fn dr = '[(//Z wo fo or OgO (D) (1.54)
p j=2 ' D i=1

La fonction test est donc remplacée par les fonstid'interpolation nodales pour
obtenir les mémes matrices que pour la projectoladempérature :

Ann = inm Wy dr mO{1, N, } et io{ 1, N} (11.55)
Bo, :!)w% Wy, o oD{l, th} et pj{ 1, N,E} (11.56)

Par conséquent, lors de l'utilisation de maillagésliés, le protocole pour un calcul
magnétomeécanique présenté sur la Figure 1-7 devient
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‘ Initialisation \
Calcul
Electromagnétique

Force

Détermination de la
densité de forces

Projection de la
densité de forces

Calcul
Mécanique

Déformations

Fin

Figure 11-6 Déroulement d’un calcul magnétomécamiqu
avec détermination et projection de la densité eltgs

[1.5 Validation de la méthode de projection

Nous allons maintenant valider la technique dequtayn développée précédemment
dans le cas des grandeurs magnétiques. Pour cels modélisons deux exemples
académiques.

Le premier, mettant en ceuvre une résolution magtatique, consiste en le cube
traversé par une densité de courant uniforme [9}][Rs'agit, dans cet exemple, d'étudier la
projection du potentiel vecteur magnétique tell&ekpi a été introduite par les formulations
(1.17) et (11.22). Par ailleurs, il permet de nmeteen évidence la différence entre ces deux
formulations, et en particulier la vérification ¢k propriété rota; = b par la formulation

(11.22).

Le second exemple, quant a lui, fait appel a ummditation magnétodynamique. |l
consiste en la sphéere conductrice plongée dantam magnétique uniforme variable dans
le temps [2][10].

Dans les deux cas, les résultats numériques sdovstjue c'est possible, compareés
avec la solution analytique.
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[1.5.1 Cube conducteur traversé par une densité de  courant uniforme

[1.5.1.1 Présentation du systeme étudié
Le systeme étudié dans cette partie consiste enuba d'un metre de coté et de
permeabilité magnétiques = L = 47,10 H.nit. On appligue a ce cube une densité de
courant constantejg =10 MA.m‘Zdirigée selon l'axe (Oz). Par ailleurs, on appligies
conditions aux limites de typk Eh|F =0 de telle sorte que le flux magnétique ne sorte pas
e

du cube.

0 Te+0B 1.4e+07 ;I\x

Figure 11-7 Systeme étudié et densité de courapbsgée

Pour mettre en ceuvre la projection du potentietetgcmagnétique au travers des
formulations (11.17) et (11.22), nous réalisons sikurs maillages de finesses différentes. Les
caractéristiques (nombre d'éléments) de ces dersieit résumées dans le Tableau II-3.

Maillage Nombre d'éléments
M, 27
M, 48
Ms 108
My 243
Ms 432
Ms 675
M- 972
Mg 1728
Mg 2523
Mg 3888
Mg 5808
M, 8748

Tableau 1I-3 Caractéristiques de différents maibtagutilisés
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[1.5.1.2 Etude du potentiel vecteur magnétique

Dans le cas général, lorsqu'on souhaite projeter gnandeur depuis un maillage
source vers un maillage cible, deux configuratijpegvent étre envisagées :

1. le maillage source est plus fin que le maillagéecib
2. le maillage source est plus grossier que le mailtabple

Pour prendre en considération ces deux configurstioous utilisons trois maillages
parmi ceux présentés dans le Tableau 1I-3, a séa®imaillages M M; et My, Le maillage
M- est ici employé comme maillage source. Aussi, dangpremier temps, une résolution
magneétostatique du probleme y est réalisée. Onrmasur la Figure 11-8, la solution obtenue
suite a ce calcul.

Figure 11-8 Distribution du potentiel vecteur magdiggie

Dans un second temps, la solution ainsi obtenuepesgétée tour a tour sur les
maillages M (configuration n°1) et i (configuration n°2) en utilisant, a chaque foes |
deux formulations (11.17) et (1.22) développéeég@demment.

Sur la Figure 11-9, on présente la distributionphientiel vecteur projeté, via les deux
formulations, depuis le maillage/Mur le maillage M
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Figure 11-9 Distribution du potentiel vecteur magdiutie projeté sur le maillage Ma partir du maillage M,

via la formulation (11.17) (gauche) et via la formation (11.22) (droite)

On constate sur cette figure que la distributiorpdientiel vecteur magnétique projeté
est, pour les deux formulations, conforme a ceduliedFigure 11-8.

Hid

REELE N

a_Proj a_Proj
7.26e-20 1.33 2.77 0 1.38 2.77

[  — ——— L —
Figure 11-10 Distribution du potentiel vecteur magique projeté sur le maillage ) a partir du maillage M,

via la formulation (11.17) (gauche) et via la foamation (11.22) (droite)

De méme, le potentiel vecteur magnétique projetés éa cas ou le maillage cible est
plus fin que le maillage source (Figure 11-10), estforme a celui de la Figure 11-8.
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[1.5.1.3 Etude de l'induction magnétique

Dans le cas d'une formulation en potentiel vecteagnétique, la distribution spatiale
de l'inductionb est obtenue en calculant le rotationneadeota = b). A titre d'illustration, la
Figure 11-11 présente la distribution de l'induatimagnétique dans le cube. Il s'agit en fait du
rotationnel du potentiel vecteur magnétique présesat la Figure 11-8.

I
[.
F :

Figure 11-11 Distribution de l'induction magnétique

Cependant, comme nous l'avons vu précédemmerignleshtre le potentiel vecteur
magneétique et l'induction magnétique n'est pas gmiompte lors de la projection dea
l'aide de la formulation (11.17). En revanche, darhulation (11.22) permet de conserver cette
propriété lors de la projection de

Afin d'illustrer cette différence entre les deuxrnfmlations nous reprenons les
potentiels vecteurs présentés sur la Figure Il48at calculons leurs rotationnels. Le résultat
est présenté sur la Figure II-12. De méme, la Eigwl3 présente la distribution du
rotationnel des potentiels vecteurs présentéeadtigure 1I-10.
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0,438 4.83 9.34 0 1.64 3.29

Figure 11-12 Distribution du rotationnel du poteativecteur magnétique projeté sur le maillagge Mpartir du
maillage M, via la formulation (11.17) (gauche) et via larfoulation (1.22) (droite)

b_Proj b_Proj
1.9 R

3.2e-17 19.8

Figure 11-13 Distribution du rotationnel du poteativecteur magnétique projeté sur le maillage,M partir
du maillage M, via la formulation (11.17) (gauche) et via la faulation (11.22) (droite)

Sur ces deux figures, on constate bien que pouddes configurations possibles —
maillage cible plus grossier ou plus fin que leltage source — I'utilisation de la formulation
(I.17) ne permet pas d'évaluer linduction magnéi a partir du potentiel vecteur

magneétique.
En revanche, on peut également noter sur ces figque le potentiel vecteur

magneétique projeté sur le maillage cible via larfolation (11.22) est bien défini de telle sorte
gue son rotationnel est égal a I'induction magnétién effet, d'un point de vue qualitatif, on
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retrouve bien, sur les deux figures, la forme ddiseribution de I'induction magnétique de la

Figure II-11.
Pour étudier quantitativement les variations sfegideb dans le systéme, on choisit
de les représenter le long de coupes représergatiVenterieur du cube (Figure 11-14). Ces

dernieres sont définies de la fagon suivante :

__CGowpen®s

0,90 nr

0,75

0,50

Figure 11-14 Définition des coupes dans le systéme

Coupe n°E{ & x< 1my= O0mz= 0,5m
Coupe n°2={ & x< 1my= 0,75nmz= 0,3
Coupe n°E{ & x< 1my= 0,9mz= 0,5n

Le probleme est invariant selon I'axe (Oz). L'indut magnétique n'‘a donc pas de
composante selon cet axe. De plus, le problemégadément symétrique. De ce fait, le long
de la coupe n°l, seule la composante Y de lindocést non nulle. Sa variation est

représentée sur la Figure II-15.
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Figure 11-15 Variation de la composante Y de l'icdan magnétique
le long de la coupe n°1

Qu'il s'agisse du maillage u du maillage N, on constate sur la Figure 11-15 que
l'induction magnétique calculée a partir du potntecteur magnétique projeté a la méme
évolution spatiale que celle calculée directemantesmaillage M.

Cependant, on remarque également sur cette figiredans le cas de la configuration
n°l (projection depuis M sur M), la qualité de la solution projetée est dégradée
comparativement a la grandeur d'origine. En revendans le cas de la configuration n°2
(depuis M sur M) la solution projetée est extrémement proche dedadeur d'origine.

Le long des coupes n°2 et n°3, les composantesYXdet I'induction magnétique sont

toutes deux non nulles. Elles sont représentépgctgement sur la Figure 11-16 et la Figure
[-17.

3,6

2,74

Composante X
de l'induction magnétique (T)

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
Position selon X (m) [Coupes n°2 et n°3]

— Maillage M7 [Coupe n°2] — Maillage M7 [Coupe n°3] — Maillage M3 [Coupe n°2]
Maillage M3 [Coupe n°3] — Maillage M12 [Coupe n°2}— Maillage M12 [Coupe n°3

—_—

Figure 11-16 Variation de la composante X de l'ietion magnétique
le long de coupes n°2 et n°3.
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Maillage M3 [Coupe n°3] — Maillage M12 [Coupe n°2}— Maillage M12 [Coupe n°?
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Figure 11-17 Variation de la composante Y de l'iatian magnétique
le long des coupes n°2 et n°3.

Ces deux figures confirment la tendance observekadtigure 11-15. En effet, lorsque
la projection est réalisée dans le cas de la cordtgpn n°1, la grandeur issue de la projection
concorde en moyenne avec la grandeur d'origines suit une perte d'information, comme
nous allons le voir lors de I'étude de I'énergielete en fonction des maillages. En revanche,
sur les deux figures, les courbes représentartlliton spatiale des inductions magnétiques
source et évaluée a partir du potentiel vecteurngtague projeté sur le maillageiMsont
confondues. Dans le cas de la configuration n°2néghode de projection permet donc une
évaluation précise des grandeurs projetées suailéage cible.

[1.5.1.4 Etude de I'énergie

Dans cette partie, nous allons étudier I'évoluttn I'énergie calculée a partir du
potentiel vecteur magnétique projeté sur différemddllages cibles. Pour cela, le probleme est
tout d'abord résolu sur le maillage; Mnaillage source) comme précédemment. Le potentiel
vecteur magnétique ainsi obtenu est alors projet& & tour sur chacun des maillages
présentés dans le Tableau 1I-3. L'énergie magredtiegt alors évaluée sur chacun des
maillages cibles a partir du potentiel vecteur gie;

L'énergie ainsi obtenue est ensuite comparée avalesrs obtenues différemment.
Comme indiqué précédemment, le probleme étudié & @olution analytique
W = 2,208 MJ[13]. Par ailleurs, lors d'une résolution de cebfme par la méthode des
eléments finis, la valeur de I'énergie calculéeedépfortement de la finesse du maillage [29]
(Figure 11-18). De ce fait, nous effectuons unehéson magnétostatique sur chaque maillage
cible afin d'y obtenir une valeur de I'énergie nétgue.

Les résultats obtenus suite a ces différents abkurit présentés sur la Figure 11-18.
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Maillage M7 Nombre déléments composant le maillage cible

— Solution analytique
—+— Energie directement calculée sur le maillage cible
—*- Energie évaluée sur le maillage cible a partir dieptiel vecteur magnétique proje

é

—

Figure 11-18 Energie stockée dans le systeme oletgnan différentes méthodes

Sur la Figure 11-18, on retrouve la forme classiglee I'évolution de la valeur de
I'énergie en fonction de la finesse du maillage. dffiet, la courbe représentant I'énergie
calculée a partir du potentiel vecteur issu dertgegtion observe la méme allure que celle
représentant la valeur de I'énergie directemertutad sur les maillages cibles. Par ailleurs,
on constate également, comme pour l'induction ntagre étudiée précédemment, la perte
d'information inhérente a la projection puisque diesix courbes ne sont pas confondues.
Néanmoins, I'écart relatif maximum reste inférialg%.

11.5.2 Sphere conductrice plongée dans un champ mag  nétique sinusoidal
[1.5.2.1 Présentation du systéeme étudié

Dans cette partie, il s’agit de valider les forntiias de projection présentées aux
paragraphes 11.3.2.1 et 11.3.2.2. Pour cela, orsictare le systeme de la Figure 11-19 constitué
d’'une sphére conductrice plongée dans l'air et $se&irda un champ magnétique sinusoidal
uniforme.
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bsou rce

Figure 11-19 Systéme étudié

Dans notre étude, la sphére est constituée deeciBar permeabilité magnétique est

prise égale &, et sa conductivité électrique a pour valeu5,910 Q m™.

L’induction magnétique source appliquée au syst@siedirigée selon I'axe (0Oz)
(Figure 11-19). Elle est par ailleurs définie commat :

bsource(t) =P 5 cOg(at) € , (1.57)
ou bSO est égal a 1 T. De plus, la fréquence du chammeast fixée a 50Hz.

[1.5.2.2 Définition du probléme

Considérations géométrigues

Sur la Figure 1I-19 on constate que le systeme i€étymésente deux types de
symétries permettant de réduire le domaine d’étude.

En effet, pourz=0 l'induction magnétique est perpendiculaire au pl@xy). En
appliguant sur ce plan une condition aux limitestylee h><n|Fh =0 on peut limiter le
domaine d’étude a I'ensemble de I'espace tel gad.

De plus, la symétrie de révolution autour de I'd€z) permettrait de réaliser une
étude axisymétriqgue. Cependant, afin de validerféeswulations de projection présentées
précédemment dans le cas de résolution en 3D,preasns ici en considération une portion
de I'espace comprise entre deux anghest ¢, inférieurs a2s7. Pour cela on appliqgue une

condition aux limites de typbé Eh|F =0 sur les plans tels qug = ¢, et ¢ =¢,. Dans notre
e

étude, nous prenorg =0 et ¢, ZG_IZ'
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Définition des maillages utilisés

Pour prendre en compte les deux configurationsilplessénoncées au paragraphe
précédent, nous réalisons trois maillages de faseddférentes. En effet, le systeme étudié est
sujet au phénomene de pénétration de courant daphEre conductrice. Par conséquent, la
finesse des maillages a proximité de I'interfackesp/air a son importance. Dans notre cas,
les trois maillages employés sont composés deetiia. Leurs caractéristiques sont
résumees dans le Tableau II-4.

Nombre Nombre Nombre total
Maillage d’éléments dans d'éléments dans o2
N s d’éléments
la sphére I'air
M 2073 1456 3429
M, 954 896 1850
Ms 5434 2575 8009

Tableau Il-4 Caractéristiques des maillages utiisé

Par ailleurs, pour cette étude, le maillaggsigra utilisé comme maillage source alors
gue les maillages Met M; constitueront les maillages cibles.

Plans de coupes

Comme dans le paragraphe précédent, nous défisissiodifférentes coupes dans le
systeme afin d'étudier les variations spatialesdifésrentes grandeurs électromagnétiques, et
en particulier l'induction magnétique et la dendiécourant.

Les plans de coupes sont représentés sur la Higde

Coupe \

Ay

Figure 11-20 Définition des coupes dans le systéme

CoupeHE{Qsps O,1m$=7—27 ¢= O}I‘E{ Ox< 0lmp= Oms P

Coupe V={ < p< 0,1m@= 0¢= Ohe{x= Ony= Omsk< OLm
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Comme on peut le remarquer sur cette figure, ce deupes sont significatives
compte tenu des grandeurs que nous allons obsé&nveffet, la coupe H se situe dans le plan
de symétrie (Oxy) alors que la coupe V représeamxe lde la symétrie de révolution. Dans ces
conditions, le long de ces coupes, seule la cormp@gte l'induction magnétique selon z est
non nulle. De plus, comme nous l'avons dit précédem, seule la composante de la densité
de courant selon la directigh est non nulle.

[1.5.2.3 Formulation magnétique

On se propose d'étudier la projection du champ étaggreh a I'aide de la formulation
(11.31). Pour cela, nous procédons de la méme fapon pour I'exemple magnétostatique.
Dans un premier temps, une résolution magnétodyqemien champ magnétique en
formalisme complexe est réalisée sur le maillage Dans un second temps, la solution
obtenue est projetée tour a tour sur les mailldgeéconfiguration n°1) et M(configuration
n°2) a l'aide de la formulation (11.31).

Comme nous l'avons dit précédemment, seule la ceamp® selon z de l'induction
magnétique est non nulle le long de la coupe Wadltdion des parties réelle et imaginaire de
b le long de la coupe V est représentée respectivesw la Figure 11-21 et sur la Figure
[I-22. Sur chacune de ces figures, on trouveraliéion de l'induction magnétique avant et
apres projection pour les deux configurations,iajos la solution analytique du probleme.

1,00

0,80 QE]

0,60 |

0,40

Re[Bz] (T)

0,20

0,00

-0,20
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

Position selon Z (m) [Coupe V]

— Maillage source M2— Maillage cible M1— Maillage cible M3— Solution analytiqué

Figure 11-21 Evolution de la composante selon zadgartie
réelle de l'induction magnétique le long de la celp
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-0,05+

-0,10+

Im[Bz] (T)

-0,15+

-0,20+

-0,25+

-0,30
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

Position selon Z (m) [Coupe V]

— Maillage source M2— Maillage cible M1— Maillage cible M3— Solution analytiqué

Figure 11-22 Evolution de la composante selon Zadpartie
imaginaire de l'induction magnétique le long detape V

L'évolution des parties réelle et imaginaireldie long de la coupe H est représentée
respectivement sur la Figure 11-23 et sur la Figi+s.

1,40
1,204
1,00+
0,80

0,60

Re[Bz] (T)

0,40

0,20

0,00

-0,20
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

Position selon X (m) [Coupe H]

— Maillage source M2— Maillage cible M1— Maillage cible M3— Solution analytiqué

Figure 11-23 Evolution de la composante selon zadgartie
réelle de l'induction magnétique le long de la catp
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Figure 11-24 Evolution de la composante selon Zadpartie
imaginaire de l'induction magnétique le long detape H

Sur les quatre figures précédentes, on peut censiae la méthode de projection a
tout d'abord permis la conservation des conditiasransmission de l'induction magnétique
a l'interface spheére/air. Par ailleurs, on peutetgant noter une légere perte d'information
dans le cas de la configuration n°1 (maillage cgiles grossier que le maillage source). En
effet, dans cette configuration, le maillage cibldisé est moins a méme de prendre en
compte le phénoméne de profondeur de pénétratiammuaiant dans la sphére. Néanmoins, la
meéthode de projection permet une bonne évaluagsrgthndeurs en moyenne sur le maillage
cible. En revanche, on peut noter la trés bonneadiance des différentes courbes dans le
cas de la configuration n°2.

Comme nous l'avons dit précédemment, le long dmilgpe H, seule la composante
selon la directiong de la densité de courant est non nulle. Comme pmgduction

magnétique, on propose d'observer la variationalpate ses parties réelle et imaginaire.

0,00

-40,00

Re[J] (MA/m?2)

-80,00

-120,00
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Position selon X (m) [Coupe H]

— Maillage source M2— Maillage cible M1— Maillage cible M3— Solution analytiqué

Figure 11-25 Evolution de la partie réelle
de la densité de courant le long de la coupe H
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Figure 11-26 Evolution de la partie imaginaire
de la densité de courant le long de la coupe H

Comme pour linduction magnétique, la méthode dgeption permet une bonne
évaluation de la densité de courant sur le maillagke. De méme, la qualité de la solution
projetée dépend de la finesse de ce dernier, ¢icydaar dans I'épaisseur de peau. Cependant,
les grandeurs projetées restent correctes en meyenn

[1.5.2.4 Formulation électrique
On se propose maintenant d’étudier la projectiompakentiel vecteur magnétiqaea
I'aide de la formulation (11.54). Pour cela, on pédle de la méme fagon que précédemment.

On montre, sur la Figure 11-27 et la Figure lI-2&volution respectivement des
parties réelle et imaginaire de I'induction magageéd le long de la coupe V.
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Figure 11-27 Evolution de la composante selon Zadpartie
réelle de l'induction magnétique le long de la cetp
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Figure 11-28 Evolution de la composante selon Zadpartie
imaginaire de I'induction magnétique le long dectaupe V

De méme le long de la coupe H :
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Figure 11-29 Evolution de la composante selon Zadpartie
réelle de I'induction magnétique le long de la ceup
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Figure 11-30 Evolution de la composante selon Zadpartie
imaginaire de I'induction magnétique le long deczupe H

Comme pour la projection du champ magnétipueces quatre figures mettent en
évidence la bonne concordance entre les grandenjetges et originales.

On montre également, sur la Figure 11-31 et la Fedi+32 I'évolution de la densité de
courant le long de la coupe H.
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Figure 11-31 Evolution de la partie réelle
de la densité de courant le long de la coupe H
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Figure 11-32 Evolution de la partie imaginaire
de la densité de courant le long de la coupe H

Par ailleurs, il est a noter que la qualité deolatson projetée dépend, entre autre, de
la qualité du calcul des intégrales constituantdemes élémentaires des matrices du systeme
(11.12). Or, cette opération est réalisée numérnage® aux points de Gauss. Par conséquent,
une augmentation du nombre de points de Gauss gésplors de l'intégration numérique
pourra améliorer la qualité de la solution projetgamment dans le cas de fortes disparités
entre les maillages source et cible [57].

[1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthederajection de grandeurs
discrétes. A partir de cette méthode, différentesmélations de projection ont été
développées afin de prendre en compte les proprggsiques des grandeurs considérees,
comme le champ magnétique, les potentiels — seathivecteur — magnétiques, la quantité de
chaleur, la température et la densité de force.afkmurs, les formulations concernant la
projection de différentes grandeurs magnétiques @®t validées sur deux cas tests
académiques.

Dans le chapitre suivant, les formulations pernmétta projection des grandeurs de
couplage dans le cas de modélisations magnétotipeengt magnétomeécanique seront mises
en ceuvre.
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CHAPITRE Il Modélisation de systemes
électrotechniques

[11.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode pfojection développée
précédemment dans le cas de calculs multiphysicugsés.

Dans un premier temps, un calcul magnétothermicgier@alisé au travers de la
modélisation d'un systéme industriel de transpertl'’énergie électrique de type "jeu de
barres". Puis, dans un second temps, un systémgoseénd'un électro-aimant au-dessus d'une
plague de métal est modélisé afin d'en réalisidéeémagnétomécanique.

[11.2 Couplage magnétothermique

Dans cette partie, nous allons réaliser un calcagmétothermique sur un systeme
industriel de transport de I'énergie électriquetréldout est de déterminer I'évolution de la
température dans le systeme au point de fonctioanenmominal. En outre, nous utiliserons
deux maillages différents pour les calculs élecagn#tique et thermique. Pour cela, nous
utiliserons la méthode de projection développéelzapitre précédent et en particulier les
formulations (11.35) et (11.40), pour la projectiate la densité de pertes Joule, et (11.43) pour
celle de la température.

[11.2.1 Présentation du systéme étudié

Pour cette étude nous avons modélisé un systérmardgort d'énergie électrique sous
basses et moyennes tensions appeitbbar Ce systéeme se compose d'un ensemble de
conducteurs de cuivre ou d'aluminium sertis danbloo constitué d'un alliage de béton et de
résine.

Figure 111-1 Un exemple de betobar

69

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Guillaume Parent, Lille 1, 2008

CHAPITRE IIl Modélisation de systemes électroteghes

Différentes configurations sont possibles en terdegéomeétrie (droite, coudée, "en
T"), de nombre de conducteurs (un seul systemeodeants triphasés ou deux en paralléele)
ou encore de puissance transportable [46].

Le modele étudié dans notre cas correspond a puesenté sur la Figure I11-1. II
présente donc une invariance selon une des tna@stidins de I'espace et se compose de cing
conducteurs de cuivre (trois phases, le neutra é¢rte). Les caractéristiques du dispositif
étudié (dimensions et valeur du courant nominal} séssumées dans le Tableau llI-1.

Dimensions du bloc de Dimensions d'un . , .
, Section d'un Courant nominal
béton (mm) conducteur (mm) conducteur (mm2) A)
(Largeur X Hauteur) (Largeur X Hauteur)
104x 20C 100x 8 800 1955

Tableau llI-1 Caractéristiques du systeme

Par ailleurs, une coupe transversale de la strigtent étre trouvée dans I'Annexe IV.
[11.2.2 Définition du probléme
[11.2.2.1 Stratégie de couplage

Dans cette partie il s'agit de mettre en ceuvre édhatle de projection présentée
précédemment dans le cas d'un couplage magnétatjuernifour cela, I'étude se déroule en
deux parties.

Dans un premier temps, une solution de référencel#snue en réalisant un calcul
magnétothermique a l'aide d'un couplage faiblenstdostratégie de la Figure I-6. Pour ce
calcul, les deux résolutions — électromagnétiquiemique — sont supportées par un seul et
méme maillage fin.

Dans un second temps, un autre calcul magnétotheengst réalise€, toujours a l'aide
d'un couplage faible, selon la stratégie de la ieigll-3. Cette fois, les résolutions
électromagnétique et thermique sont supportéesigmmaillages différents. Les termes de
couplage — densité de pertes par effet Joule epémature — sont donc successivement
projetés d'un maillage a l'autre.

Au cours de ces deux calculs, la résolution dulprob électromagnétique est réalisée
a l'aide d'une formulation magnétodynamique en ghamagnétique (1.45). Le probleme
thermique, quant a lui, est résolu a l'aide detenfilation (1.76).

En outre, les constantes de temps des phénomeemsidhes étant beaucoup plus
élevées que celles des phénomenes électromagreétitpues considérerons que, du point de
vue des ces derniers, le systeme est quasi statdpiee fait, la résolution du probleme
électromagnétique est réalisée en formalisme coraple

[11.2.2.2 Caractéristiques des matériaux

Caractéristiqgues magnétiques

Les deux matériaux — béton et cuivre — constitl@msystéme sont amagnétiques. Leur
permeéabilité magnétique est donc prise égalg a

Par ailleurs, on considere pour cette étude quepitaluctivité électrique du cuivre
dépend de la température. Son expression est dgmexéda relation (1.84). L'étude se
déroulant a température ambiante de 20 °C, lesmgdras o, et a,  intervenant dans
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cette relation ont pour valeurs respectiﬁeQDLO_7Q_1Dm_1et 3,910° Kk* (Tableau A - 1
électriqueo; et constanter,,  pour différents matériaux et poufF20°C).

Caractéristiques thermiques

Pour cette étude, nous prenons des caractéristiqeeriques linéaires. Celles-ci sont
résumées dans le Tableau IlI-2.

Béton  Cuivre

Conductivité thermique

(WKL 0,94203 348
Masse volumique 1800 8920
(kg.m?)
Capacité calorifique
(kJ.kg K™ 820 >

Tableau 1l1I-2 Caractéristiques thermiques du systéem
[11.2.2.3 Conditions aux limites

Résolution électromagnétique

Le systeme étudié est invariant selon la direc{®m) (Figure 11I-1). Aussi, nous ne
modélisons qu'une tranche de 1 cm selon cettetidinedEn outre, sur les deux plans tels que

z=0 et z=1 cm une condition aux limites de tyﬂe[h|r =0 est appliquée. Par ailleurs, le
e

systeme est inclus dans une boite d'air en sudadaquelle on applique une condition aux
limites de typeh x n|Fh =0.

Résolution thermique

Pour la résolution thermique le domaine d'étuderé&dtit au betobar lui-méme. En
effet, 'échange par convection entre la surfacééhon et l'air est modélisé a l'aide de la
condition aux limites donnée par la relation (1.77)

[11.2.2.4 Définition des maillages utilisés

On considere plusieurs maillages. Ces derniersréiit les uns des autres en
particulier selon deux critéres : le type d'élémariilisés (hexaédres, prismes ou tétraédres) et
leur finesse.

Comme nous l'avons dit précédemment, une trancHecde selon la direction (0z) a
été modélisée. En outre, pour tous les maillagesnguis allons considérer, une seule couche
d'éléments sera réalisée selon cette direction.

Maillage supportant la résolution électromagnétique

L'étude s'effectue au point de fonctionnement nainitiest-a-dire a une fréquence de
50 Hz. A cette fréquence, un phénomene d'effet elmu pva apparaitre a l'intérieur des
conducteurs compte tenu de leurs dimensions (Tabl#d). Le maillage supportant la
résolution électromagnétique doit donc étre sufiiseent fin pour prendre en compte
correctement ce phénomeéne.

71

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Guillaume Parent, Lille 1, 2008

CHAPITRE IIl Modélisation de systemes électroteghes

En fonctionnement nominal, sous une températuraaartebde 20 °C, la température
maximale a l'intérieur des conducteurs n'excedelp8s’C [46]. En premiére approximation,

I'expression de I'épaisseur de peau donnée paelddion /2/wuo donne une valeur
comprise entre 9 mm et 11 mm. Il est donc nécesgaaur la résolution électromagnétique,
d'avoir plusieurs couches d'éléments dans cette. zon

Pour ce maillage, nous utilisons deux types d'étésne des hexaédres pour les
conducteurs et des prismes pour le bloc de bétes.caractéristiques de ce maillage sont
résumées dans le Tableau I1-3 :

Nombre Nombre
. Nombre total V414 d'éléments dans Longueur
Nom du maillage A1 d'éléments AN
d'éléments . chacun des caractéristique
dans le béton
conducteurs
M, 28791 17128 1800 0,66 mm

Tableau 1l11-3 Caractéristiques du maillage,M

Remarque: Dans ce tableau, la longueur caractéristiquégdés pour les éléments
contenus dans les conducteurs, la taille d'unead&ss d'une facette contenue dans le plan

(Oxy).
A titre d'illustration, le maillage Mest représenté sur la Figure 111-2.

Figure 111-2 Maillage supportant la résolution dugbléme électromagnétique (gauche)
Agrandissement sur un des conducteurs (droite)

Maillages supportant la résolution thermigue

En ce qui concerne la résolution thermique du gmlel, deux types de maillages sont
réalisés, différenciés par le type d'éléments gai donstituent. Dans le premier cas, les
maillages sont basés sur le maillage Bt ne different de ce dernier que par leur fieeis
sont donc composes d'hexaédres et de prismes @it satés M, dans la suite de ce
document. Dans le deuxiéme cas, nous utilisonstéesedres pour mailler I'ensemble du
systeme. Les maillages de ce type sont notés M
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Les caractéristiques des ces maillages sont résudads le Tableau IlI-4.

Nombre Nombre
. Nombre total A1 4 d'éléments dans Longueur
Nom du maillage 2 d'éléments dans le A
d'éléments : chacun des caracteristique
béton
conducteurs
Mhpp1 20752 11490 1250 0,8 mm
Mhp2 13856 7308 800 1 mm
Mhp3 8266 4065 450 1,33 mm
Mhpa 4010 1554 200 2mm
Mhps 2808 1102 50 4 mm
Mhps 2310 794 12 8 mm
Mu 15261 8121 675 4 mm
M 10075 5741 144 8 mm

Tableau lll-4 Caractéristiques des maillages supaot la résolution du probléme thermique

[11.2.3 Présentation des résultats

La présentation des résultats de cette étude ladim en deux parties. Dans un
premier temps, nous étudierons la qualité des guasdorojetées, densité de pertes Joule et
température, au niveau local. Cette étude s'efegtaur la solution du probléme en régime
permanent. Puis, dans un second temps, nous é@mslidinfluence de la méthode de

projection sur la solution temporelle du problenst, en particulier I'évolution de la
température dans le systeme.

En outre, dans les deux cas, les grandeurs obtesuites a une projection seront
comparées a la solution de référence.

Pour cela, on définit des coupes dans le systemg.d€rnieres sont définies comme
suit :

Coupe Y ={x= 0 mm, -108 y< 100 mmz= O rhm
Coupe y ={x=-18,7mm,-108 y< 100 mnzz O
Coupe \y ={x=-52mm,-108 y< 100 mne= O rhm
Coupe H ={ -5Xx< 52mmy= Omnz= O rmm
Coupe H ={ -5Xxx< 52 mmy= 50 mnz= rom}
Coupe B ={ -5X x< 52 mmy= 100 mnzz= O hm

De plus, afin d'étudier I'évolution temporelle detémpérature dans le systeme, on
définit différents points caractéristiques :

Pointn°1={x= 0mmy= 0mmz= 0 njm
Point n°2={x=-52mmy= 0mmz= 0 njn
Pointn°3={x= 0 mm ,y= 100 mmz= O njr
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Figure 111-3 Définition des coupes dans le systeme

[11.2.3.1 Solution de référence

Comme nous l'avons dit précédemment, un premieukakt réalisé avec le maillage
M;, et selon la stratégie de la Figure 1-6. Dansegadirtie, nous présentons les résultats de ce
calcul qui seront pris comme référence dans l& suit

En outre, pour la solution du probleme en régimenp@ent, nous présentons ici les
résultats qualitativement sous forme de carteshdenp, les résultats quantitatifs le long des
coupes définies précédemment étant repris paitialsus de I'étude des grandeurs projetées.

Solution du probleme en régime permanent

Sur la Figure 111-4 on montre la distribution dedensité de pertes par effet Joule dans
un des conducteurs. Comme nous l'avons dit préa@éeain on observe la présence d'un effet
de peau aux extrémités du conducteur.
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Y
[¢] 1.2e+05 2.4e+05 \Lx
[ -

Figure 111-4 Distribution de la densité de pertesule (W.nT) dans un conducteur

Par ailleurs, la valeur totale des pertes par effetle dans 1 m deetobarest de
347,86 W.

La distribution de la température dans le systemesgime permanent est représentée

sur la Figure IlI-5.

Figure 111-5 Distribution de la température (°C) da le systéme

Sur cette figure, on peut remarquer que, conforrméraex caractéristiques fournies
par le constructeur, la température a l'intériees donducteurs n'excede pas 120 °C d'une
part, et que la température en surface du bétanfésieure a 95 °C d'autre part.

Solution temporelle du probléme

Pour les différents points définis précédemmegtolution de la température en
fonction du temps est représentée sur la Figwe. I11
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Figure I11-6 Evolution de la température en difféte points du systeme
en fonction du temps

[11.2.3.2 Résolution du probléme avec utilisation de maillage s dédiés

Solution du probleme en régime permanent

Pour chaque maillage du Tableau llI-4, le probléesé résolu selon la stratégie
présentée sur la Figure 1I-3. A titre d'exempledistribution de la densité de pertes Joule
projetée sur le maillage supportant la résolutl@rmique du probléeme ainsi que celle de la
température dans le systeme, dans le cas deshiin du maillage M, sont représentées
respectivement sur la Figure IlI-7 et la Figure8ll

Y
c] 1.15e+05 2.31le+05 \Z_X

Figure 111-7 Distribution de la densité de pertesule (W.n¥) dans un conducteur (Maillage )l
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Figure 111-8 Distribution de la température (°C) da le systéme (Maillage Ml

Sur ces deux figures, on remarque bien que la éisation de l'espace est plus
grossiere qu'avec le maillageiMLes effets de cette discrétisation se font rdgsem
particulier sur I'évaluation de la densité de pedeule projetée. Nous allons maintenant
etudier l'influence de la finesse du maillage ssrdrandeurs projetées.

Projection de la densité de pertes Joule

Comme nous l'avons dit préecédemment, il est passillur la projection de la densité
de pertes Joule, d'utiliser soit des fonctionstefpolation d'éléments de volume (11.35) soit
des fonctions d'interpolation d'éléments nodaud@)L

Ecart relatif par rapport a la solution de

Pertes totales dans le systeme (W) référence (%)

Maillage Type de fonction d'interpolation Type de fonction d'interpolation
employée employée
W Wh W Wh
Mpp1 347,67 347,67 0,054 0,054
Mpp2 347,37 347,36 0,142 0,142
Mpps 347,50 347,50 0,102 0,102
Mhppa 347,76 347,76 0,028 0,028
Mpps 346,61 346,61 0,357 0,357
Mhps 346,98 346,98 0,252 0,252
My 345,39 346,98 0,710 0,253
My 345,35 346,62 0,722 0,356

Tableau 11I-5 Valeurs des pertes totales par eftatle en fonction des maillages
et des fonctions d'interpolation utilisées

Au travers de ce tableau, il est possible de fassortir deux points importants. Tout
d'abord, la méthode de projection définie par dations (11.35) et (I11.40) consiste en une
minimisation de I'écart entre les densités de parx@rimées respectivement sur les maillages
source et cible. Cette opération est correctemaaiisée puisque quel que soit le maillage
cible employé, I'écart par rapport a la solutionréi&rence est inférieur a 1%. Ensuite, on
remarque également que, pour la grandeur glob&eaguostitue la valeur totale des pertes par
effet Joule dans le systéme, I'utilisation de fmms d'interpolation d'éléments de volume et
d'élément nodaux n'a pas d'influence sur les grasdgobales dans I'exemple traité.
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Afin de mettre en évidence l'influence de la natdes fonctions d'interpolation
employées pour la projection, on montre la varraipatiale de la densité de pertes le long de
la coupe ¥ dans le cas de l'utilisation de fonctions d'indéspon d'éléments de volume
(Figure 111-9) et d'éléments nodaux (Figure llI-1ppur les maillages M.

250

200 ~

150 4

Densité de pertes Joule (kW/m:

100 T

0 25 50
Position selon Y (mm) [Coupe V2]
— Solution de référence— Maillage Mhp1 — Maillage Mhp2
— Maillage Mhp3 Maillage Mhp4 Maillage Mhp5
— Maillage Mhp6

Figure 111-9 Evolution de la densité de pertes dold long de la coupe,V
(utilisation de fonctions d'interpolation d'élémgmie volume)

250

200

150 +

Densité de pertes Joule (kW/m:

100 T

0 25 50
Position selon Y (mm) [Coupe V2]
— Solution de référence— Maillage Mhp1 — Maillage Mhp2
— Maillage Mhp3 Maillage Mhp4 Maillage Mhp5
— Maillage Mhp6

Figure 111-10 Evolution de la densité de pertes lédie long de la coupe,V
(utilisation de fonctions d'interpolation d'élémemindaux)

Sur la Figure 111-9 on remarque l'allure "en esedlides différentes courbes. En effet,
l'utilisation de fonctions d'interpolation d'élénterde volume implique que la densité de
pertes Joule est constante par élément fini dulagailcible. Dans ce type de configuration,
I'écart relatif local entre la grandeur projetédaegirandeur source augmentera avec la taille
des éléments constituant le maillage cible.

En revanche, I'utilisation de fonctions d'interpiola d'éléments nodaux implique une
variation linéaire de cette méme densité de pdaeate a l'intérieur des éléments du maillage
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cible. Dans cette configuration la grandeur pr@etgste tres proche de la grandeur source
pour chacun des maillages étudiés.

Cependant, comme nous l'avons mis en évidence dablll-5), I'utilisation de
fonctions d'interpolation d'éléments de volumesié@lements nodaux a peu d'influence sur la

valeur totale des pertes Joule dans le systemeydii de vue global, I'approximation est
correcte dans les deux cas.

Projection de la température

Nous allons ici étudier l'influence de la fineses dhaillages sur la qualité de la valeur
de la température issue de la projection. Pour oelamontre sur les figures suivantes
I'évolution de la température le long des difféesntoupes définies sur la Figure IlI-3. Sur ces
figures, les courbes de gauche correspondent @utéan spatiale de la température obtenue
dans le cas ou la densité de pertes a été progetéaide de fonctions d'interpolation
d'éléments de volumes. Celles obtenues dans lelcés densité de pertes a été projetée a
I'aide de fonctions d'interpolation d'éléments npdse situent a droite.

120 120

110\ ————————————— 110\ —————————————

R e 100 — === === mmmmm = o -—-—------~—
90\ ————— : 90——————————————————————————\ ———————
80 fF — - — - —— - - S - - — <o J X,,,,

70 T T T 70 T T T
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Position selon Y (mm) [Coupe V1] Position selon Y (mm) [Coupe V1]

Température (°C)
Température (°C)

— Solution de référence— Maillage Mhp2— Maillage Mhp4-—— Maillage Mhp6— Maillage Mtz‘

Figure 11I-11 Evolution de la température le long th coupe Y
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— Solution de référence— Maillage Mhp2— Maillage Mhp4-—— Maillage Mhp6— Maillage Mt2

Figure 111-12 Evolution de la température le long th coupe ¥
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Figure 111-13 Evolution de la température le long th coupe Y

Sur ces figures, on peut constater que lutligatole fonctions d'interpolation
d'éléments de volumes ou d'éléments nodaux a tiuence négligeable sur le calcul de la
température dans le systéme. Par ailleurs, lesltatsufont apparaitre une trés bonne
concordance entre les grandeurs projetées etdeeréfe.
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— Solution de référence— Maillage Mhp2— Maillage Mhp4-—— Maillage Mhp6— Maillage Mt2

Figure 111-14 Evolution de la température le long th coupe H
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Figure 111-15 Evolution de la température le long th coupe H
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75 75

Température (°C)
Température (°C)

55 T T 55 T
0 20 40 60 0 20 40 60

Position selon X (mm) [Coupe H3] Position selon X (mm) [Coupe H3]

‘—Solution de référence— Maillage Mhp2— Maillage Mhp4-—— Maillage Mhp6— Maillage Mt2‘

Figure 111-16 Evolution de la température le long th coupe H

Comme pour les coupes;, W5 et V3, les figures précédentes mettent en évidence la
bonne concordance entre les courbes représentéarmfz@rature issue de la projection et la
référence.

Solution temporelle du probléme

Le probléme thermique est maintenant résolu erajgess dans le temps afin d'étudier
I'évolution temporelle de la température dans Istesye lors de l'utilisation de maillages
dédiés. Tout comme pour I'étude en régime permaliéntde a été réalisée en projetant la
densité de pertes Joule a l'aide de fonctionsedfintation d'éléments de volumes dans un
premier temps et d'éléments nodaux dans un seeamast L'évolution de la température aux
points n°1, 2 et 3 (Figure 111-3) dans ces deuxfigumations est représentée respectivement
sur la Figure IlI-17 et la Figure 111-18. Par aills, elle est comparée a la solution de
référence, obtenue, comme dans le cas de I'étudeegime permanent, en utilisant le
maillage M lors des deux résolutions, électromagnétiqueestrigue.

120

Point n°1 et

Température (°C)

0 T T T T
0 2 4 6 8 10

Temps (heures)
‘— Solution de référenceA— Maillage Mhp6-©— Maillage Mtz‘

Figure 111-17 Evolution de la température en folctidu temps
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Température (°C)

Temps (heures)
‘— Solution de référenceA— Maillage Mhp6-©— Maillage Mtz‘

Figure 111-18 Evolution de la température en foctidu temps

Comme lors de I'étude en régime permanent, lesltaésuprésentés mettent en
évidence la bonne concordance des courbes.

Temps de calcul

Dans la stratégie de couplage classique de la &igby deux résolutions par éléments
finis sont réalisées : une premiere pour la régmuélectromagnétique du systeme et une
seconde pour la résolution thermique. En revariohede l'utilisation de maillages dédiés, on
rajoute dans ce calcul deux autres résolutionse:pramiere pour la projection de la densité
de pertes Joule et une seconde pour la projecéda ttmpérature. La réalisation de ces deux
opérations implique elle-méme un colt en terme etaps de calcul. Il apparait donc
nécessaire d'évaluer ce co(t.

La Figure IlI-19 montre le temps total de résolatidu probleme en fonction du
maillage utilisé pour la résolution thermique. Sette figure, les temps de calculs sont en
pourcentage du temps de référence, celui-ci carrelgmt au temps de calcul lors de la
résolution des deux problémes — électromagnétigtieamique — a I'aide du maillage;M
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Temps de calcul (% du temps de référence)

Fonctions d'interpolation nodal@Fonctions d'interpolation de volum@sSolution de référende

Figure 111-19 Comparaison des temps de calcul
en fonction du maillage utilisé pour la résolutittrermique

On constate sur cette figure que, pour les matldge plus fins (dev hpy a Mhp4), la

projection de la densité de pertes Joule et denfgérature augmente le temps de calcul. Dans
ces configurations, le temps gagné grace a latitis d'un maillage plus fin lors de la
résolution thermique n'a pas permis de compenser(edes deux opérations de projection.
En revanche, pour les maillages les plus gros$ilsa!r,$p5 et Mhps), on constate un gain de

l'ordre de 10% comparativement a la solution déregice.

Par ailleurs, I'utilisation, lors de la projectidae la densité de pertes Joule, de fonctions
d'interpolation d'éléments nodaux apparait légen¢pleis colteuse par rapport aux fonctions
d'interpolation d'éléments de volume.

On souhaite maintenant étudier, pour chaque meilidge, le temps pris par chacune
des quatre opérations réalisées au cours du caledgolution électromagnétique, projection
de la densité de pertes Joule, résolution thermeuprojection de la température — en
proportion du temps de calcul total. La part ppse chacune de ces opérations sur le temps
total est représentée sur la Figure 111-20 darsakede ['utilisation de fonctions d'interpolation
d'éléments de volume. La Figure 11I-21, quant &,athontre ces mémes temps de calcul dans
le cas de l'utilisation de fonctions d'interpolataiéléments nodaux.
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Figure 111-20 Répartition des différentes opératotans le temps de calcul total
(utilisation de fonctions d'interpolation d'élémgmie volumes)
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Figure 111-21 Répartition des différentes opératsotans le temps de calcul total
(utilisation de fonctions d'interpolation d'élémemindaux)

Sur ces figures, il est possible de mettre plusietaractéristiques du calcul en
évidence.

Tout d'abord, dans notre étude, le maillage suppbfa résolution électromagnétique
du probleme est toujours le méme jMet cela quel que soit le maillage utilisé pour la
résolution thermique. De plus, la résolution élmtiagnétique est celle qui est réalisée sur le
plus grand domaine d'étude puisqu'il inclut le &yst complet (betobar + air). Les autres
résolutions (thermique et projections) sont en mekia réalisées sur des domaines d'étude
réduits : conducteurs + béton pour la résolutiarrttique et la projection de la température,
et conducteurs uniquement pour la projection dielsité de pertes Joule. Pour ces raisons le
systeme matriciel a résoudre est a la fois plug bbgénérer et a inverser. Il est donc logique
de constater que le temps pris par la résolutiectr@magnétique dépasse la moitié du temps
total du calcul.
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Concernant la part prise par la résolution thermigun constate bien qu'elle diminue
logiguement en fonction du maillage utilisé. Pdlears elle reste, dans tous les cas, bien
inférieure aux autres contributions.

Pour ce qui est des deux projections, on peut atarsgue l'utilisation de fonctions
d'interpolation d'éléments de volume ou d'élémantiaux lors de la projection de la densité
de pertes Joule a peu d'influence sur le tempsltelcPar ailleurs, le temps consacré a ces
deux opérations est inversement proportionnel anbme d'éléments constituant le maillage

supportant la résolution thermique. En effet, lietales matrice A] et [B] de I'expression

(1.12) dépend directement du nombre d'élémentstdoant les maillages source et cible. A
titre d'illustration, dans le cas de l'utilisatidno maiIIagthpe, I'ensemble projection de la

densité de pertes Joule - résolution thermiquejeption de la température ne représente que
moins de 3% du temps de calcul total.

[11.2.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons modélisé un systeniansport de I'énergie électrique
pour lequel différents maillages ont été employ@sdiutiliser la méthode de projection dans
le cas d'un couplage magnétothermique.

Les résultats ont pu mettre en évidence la bonmeardance entre les grandeurs
"originales” et les grandeurs projetées, aussi par la projection de la densité de courant
gue pour celle de la température. Par ailleursidssltats du calcul magnétothermique dans le
cas de l'utilisation de maillages dédies ont pa émparés a une solution de référence et sont
tout a fait satisfaisants.

Enfin, une analyse des temps de calcul montre gt des projections peut étre
négligeable dans le cas de l'utilisation de maidadres différents en terme de nombre
d'éléments.

[11.3 Couplage magnétomeécanique

Dans cette partie nous allons mettre en ceuvre thaué de projection dans le cas
d'un couplage magnétomécanique. Pour cela nouslismule dispositif de la Figure 1I-4. 1l
se compose donc d'un électro-aimant situé au siebsne plaque qui peut étre constituée de
fer ou de cuivre, comme nous allons le voir pauie.

Tout comme pour I'étude magnétothermique précédelgex maillages différents
seront utilisés ici pour les calculs électromagnéti et mécanique. Dans un premier temps,
nous validerons la relation (1.52) permettant deed@iner la répartition de la densité de force
dans le systeme a partir des forces nodales olstgrarda méthode des travaux virtuels. Puis,
dans un second temps, nous utiliserons la fornaumgti54) afin de projeter cette densité de
force sur le maillage supportant la résolution méspaze.

Dans cette étude, nous étudierons tout d'abordukdit§ des densités de forces
projetées ainsi que linfluence de la projection lsusolution de la résolution mécanique,
c'est-a-dire le calcul de déplacement.

[11.3.1 Présentation du systéme étudié

Comme nous l'avons dit, nous reprenons pour cétigede dispositif introduit au
chapitre précedent (Figure 111-22).
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Inducteu = Ho Culass
Hs g
Ho
Plaque Ho
v Hplaque

Figure 111-22 Systéme étudié
Les dimensions du dispositif sont résumées damatéeau I11-6

Dimensions de la Dimensions d'un . Dimensions de la
; Largeur d'une dent de la
culasse (mm) inducteur (mm) culasse (mm) plague (mm)
(Largeur X Hauteur) (Largeur X Hauteur) (Largeur X Hauteur)
54x 40 30x10 7 90x 7

Tableau 1lI-6 Caractéristiques du systeme étudié
[11.3.2 Définition du probléme
[11.3.2.1 Stratégie de couplage

Dans cette partie il s'agit de mettre en ceuvre édhade de projection présentée
précédemment dans le cas d'un couplage magnétoimqdeaRour cela nous procédons de la
méme facon que lors de I'étude magnétothermiquegedte.

Deux calculs sont réalisés. Dans le premier, lajygaest composée de fer et le
probleme électromagnétique est résolu a l'aideedianmulation en magnétostatique en
potentiel vecteur (1.41). Ce calcul a pour but detér avec des forces surfaciques. Pour le
second calcul, la plaque est composée de cuivie,pebbléme est résolu en pas a pas dans le
temps a l'aide d'une formulation magnétodynamigleetrique (1.51). Contrairement au
précédent, ce calcul met en ceuvre des forces vqliesi

Dans un premier temps, pour chacun de ses dewxisalme solution de référence est
tout d'abord obtenue a l'aide d'un couplage fablen la stratégie de la Figure I-7. Dans ces
cas, les deux résolutions - électromagnétiqueéstamique — sont supportées par un seul et
méme maillage fin.

Puis, dans un second temps, toujours pour chacsnddex calculs, une autre
résolution magnétomécanique du probleme est réatiséon la stratégie de la Figure 11-6.
Dans ce cas, les résolutions électromagnétiqueeamique sont supportées par des maillages
différents. Le terme de couplage, la densité deefoest donc projeté depuis le maillage
supportant la résolution électromagnétique du @mlbel vers celui supportant la résolution
meécanique.
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[11.3.2.2 Caractéristiques des matériaux et conditions aux li mites

Caractéristiqgues magnétiques

Pour cette étude, nous considérons que le fer acan&ctéristique magnétique
linéaire :b = 14 h, avec 4, =1000C.

Caractéristiques mécaniques

Les caractéristiques pour le calcul élastique corerd la plaque de cuivre. Il s’agit du
module d’Young ainsi que du coefficient de Pois$dous prenons les valeurs suivantes :

« E =130 Gpe
e v=0,34

Conditions aux limites pour la résolution électrorgpétique

La résolution du probleme se fait en deux dimerssidtar ailleurs, le systéme est
inclus dans une boite d'air en surface de laquell@pplique une condition aux limites de

type h><n|Fh =0.

Conditions aux limites pour la résolution mécanigue

En ce qui concerne la résolution mécanique, noussidérons que la plague est
incrustée de part et d'autre. La condition auxtésiicorrespondante revient a imposer un
déplacement nul selon toutes les directions sundesds situés aux extrémités de la plaque.

[11.3.2.3 Définition des maillages utilisés

On considere plusieurs maillages. Ces derniersrdift les uns des autres en
particulier selon deux critéres : le type d'élémartilisés (triangles ou quadrangles) ainsi que
leur finesse.

Maillage supportant la résolution électromagnétique

Pour ce maillage, que nous nommong Nhous utilisons deux types d'éléments : des
guadrangles a l'intérieur de la plaque, et desdhes dans le reste du domaine d'étude. En
outre, le maillage a l'intérieur de la plaque esfird comme suit : 158 couches selon la
direction (Ox) et 14 couches selon la direction)(Oy

Nombre Nombre de Nombre de
. Nombre total 414 divisions dans la  divisions dans la
Nom du maillage 2 d'éléments dans la
d'éléments laque plague selonla  plaque selon la
piaq direction (Ox) direction (Oy)
M, 13872 2212 158 14

Tableau 1ll-7 Caractéristiques du maillage,M

A titre d'illustration le maillage Mest représenté sur la Figure I11-23.
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WS ARKA

Figure 111-23 Maillage supportant la résolution éomagnétique du probleme

Maillages supportant la résolution mécanigue

En ce qui concerne la résolution mécanique le deendiétude se limite a la plaque.
De ce fait, les maillages présentés dans cetteepwetdifferent de lYique dans cette région.
Par ailleurs, nous utilisons deux types de maiiages premiers, notésgvsont constitués de

guadrangles alors que les seconds, notgesdt composeés de triangles. Les caractéristiques
de ces maillages sont résumées dans le Table8u IlI-

Nombre . l_\l(_)mbre de _ qubre de
Nom du mailla Nombre total Jélé ts d | divisions dans la divisions dans la
g€ d'éléments elements dans fa laque selon la laque selon la
plague paque paque
direction (Ox) direction (Oy)
Mgz 12412 1656 138 12
Mgz 11138 1180 118 10
Mgs 9736 784 98 8
Mga 8504 468 78 6
Mgs 7354 232 58 4
Mu 8164 788
Mg 7126 394

Tableau 111-8 Caractéristiques des maillages supaot la résolution mécanique
[11.3.2.4 Validation de la méthode de détermination de la den  sité de force

Définition de coupes caractéristiques

Afin de visualiser les évolutions spatiales et teraples des grandeurs étudiées dans

cette partie, on définit deux coupes et un poimaaaristique a l'intérieur de la plaque. Ces
derniers sont définis comme suit :

Coupe n°2

\ 4

Figure I11-24 Définition de coupes et d'un pointraetéristiques dans le systéme
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Coupe n°kE{ -45x< 45mmy= 7 mnezz O rhm
Coupe H ={ -4& x< 45mmy= 3,5mnz= Ot
Pointn°1={x= 0 y= 7mmz= 0mm

Dans le chapitre précédent nous avons mis en é@adarrelation dure qui existe entre
la force locale obtenue a l'aide de la méthoderdeaux virtuels et le maillage sur lequel elle
est déterminée (811.4.2.1). Afin d'illustrer le call effectué dans ce paragraphe, dont le détail
peut étre trouvé en Annexe Ill, on résout le prolea l'aide d'une formulation
magneétostatique dans le cas ou la plaque est cémmtes fer, et cela sur deux maillages
différents. On montre sur la Figure IlI-25 le rdatilde ce calcul respectivement pour les
maillages M et M, .

Y
0 12 2.4 |z x 0 12 2.4 |z x

Figure 111-25 Forces nodales obtenues par la méthdds travaux virtuels
Maillage M; (gauche) — Maillage M (droite)

On constate bien par le calcul que sur le maillsigdes forces nodales apparaissent
inférieures a celles obtenues sur le maill‘agze Il est donc nécessaire de déterminer la

répartition de la densité de force dans la plagantal'opération de projection a l'aide de la
relation (11.52).

Afin de valider cette relation, on réalise le cakuivant : la plague étant constituée de
cuivre, on impose un courant sinusoidal dans ldsdreurs. Par conséquent, des courants
induits vont apparaitre a l'intérieur de la placgregendrant des forces de Laplace qui peuvent
étre déterminées a l'aide du produit vectoriel dedénsité de courant par l'induction
magnétiqug xb . En outre, le résultat de cette opération nousiedaien une densité de force,
exprimée en N.M[55]. A la suite de cette résolution, on détermies forces nodales a
l'intérieur de la plaque a l'aide de la méthodetdmgux virtuels. A partir de ces forces, on
déduit, a l'aide de la relation (11.52), les dedsitle forces a l'intérieur de la plague que l'on
peut comparer a celles obtenues a l'aide du prpghit Par ailleurs, le calcul est réalisé en

pas a pas dans le temps.
Pour un pas de temps correspondant a un extremula fiece a l'intérieur de la
plague, on montre sur la Figure IlI-26 I'évolutida la composante selon x de la densité de

force de Laplace le long des coupes n°l et n°2ioluéon de la composante selon y est
représentée quant a elle sur la Figure 111-27.
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Figure 111-26 Composante selon x de la densitéadeef de Laplace
le long des coupes n°1 et n°2
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Position selon X (mm) [ Coupe n°1]
— JxB - Coupe n°1 — Densité de forces - Coupe n°1
— JxB - Coupe n°2 Densité de forces - Coupe n°2

Figure 111-27 Composante selon y de la densitéadeef de Laplace
le long des coupes n°1 et n°2

Compte tenu des symétries dans le systeme, au Possule la composante selon Y
de la densité de force est non nulle. Son évolwifonction du temps est représentée sur la
Figure I11-28.
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200

-200

-400

-600 -

-800

densité de force de Laplace (N/m3)

-1000+

Valeur de la composante selon Y de

-1200

Temps (ms)

‘— JxB — Densité de forcds

Figure 111-28 Evolution de la composante selon yadensité de force de Laplace au point P

Sur les courbes précédentes on peut noter la lmmo®rdance entre les valeurs de la
densité de force obtenues par la relation "clagsigwb, et celles obtenues par la relation
(1.52).

Par ailleurs, dans le cas magnétostatique, lesitdensle forces surfaciques
correspondant aux forces nodales de la Figurebliét2obtenues a I'aide de la relation (11.52)
sont représentées sur la Figure [11-29.

f_density v f_density

0 675 1.35e+003 [z x 0 675 1.35e+003 |z x
N - |

Figure 111-29 Densité de force - Maillage ;Mgauche) — Maillage M (droite)

On peut constater sur cette figure que la répamtile cette densité de force est
indépendante du maillage.

[11.3.2.5 Présentation des résultats des calculs magnétomécan iques

On considere a nouveau le systeme dans la cortigieu la plague est constituée de
cuivre. La résolution électromagnétique est réalis@ magnétodynamique (apparition de
courants induits a l'intérieur de la plaque) endasas dans le temps.

On observe tout d'abord I'évolution de la densé&aice projetée sur les différents
maillages cibles. Comme dans le paragraphe prétémencourbes sont obtenues pour un pas
de temps correspondant a un extremum de la fafgeéieur de la plaque.
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Figure 111-30 Composante selon x de la densitéadeef de Laplace
projetée sur les différents maillages cibles leglae la coupe n°1
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Figure 111-31 Composante selon y de la densitéadeef de Laplace
projetée sur les différents maillages cibles leglale la coupe n°1
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500

250

(N/m3)

-250

la densité de force de Laplace

Valeur de la composante selon X

-500
-50 -25 0 25 50
Position selon X (mm) [Coupe n°2]
— Solution de référence— Maillage Mql — Maillage Mq2
Maillage Mq3 Maillage Mg4 Maillage Mt2
Maillage Mt1 — Maillage Mt2

Figure 111-32 Composante selon x de la densitéadeef de Laplace
projetée sur les différents maillages cibles legiae la coupe n°2

-50 -25 0 25 50

\— ]

R e———_——————————

50

-50

11 N A —_—,—————

11 R e ——,———

Valeur de la composante selon Y «
la densité de force de Laplace
(N/m3)

-450

Position selon X (mm) [Coupe n°2]

— Solution de référence— Maillage Mq1l — Maillage Mq2
Maillage Mg3 Maillage Mg4 Maillage Mg5
Maillage Mt1 — Maillage Mt2

Figure 111-33 Composante selon y de la densitéadeef de Laplace
projetée sur les différents maillages cibles leglale la coupe n°2

Sur ces figures on peut constater la bonne conooedantre les grandeurs projetées et
les grandeurs sources sur les deux coupes.

Sur la Figure 111-34 on montre I'évolution de cetensité de force au cours du temps
au niveau du pointsP
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Valeur de la composante selon Y

la densité de force de Laplace
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200

AN AN N

-200 -

-400 - -

(N/m3)

-600 -

-800 -

-1000+

-1200

Temps (ms)
— Solution de référence— Maillage Mgl — Maillage Mg2
Maillage Mq3 Maillage Mg4 Maillage Mg5
Maillage Mt1 — Maillage Mt2

Figure 111-34 Evolution temporelle de la composas&on y

de la densité de force au point P

Comme pour I'évolution spatiale des grandeurs f@egele long des coupes n°1 et n°2,
la Figure 111-34 rend compte de la qualité de lajgction.

Nous allons maintenant analyser l'influence dertgegtion sur le calcul mécanique.
Pour cela on observe la déformation de la plaque.

Valeur de la composante selon Y ¢

déplacement (m)

-50

50

0,00E+000 f f

-4,50E-011

-9,00E-011

-1,35E-010
Position selon X (mm) [Coupe n°1]

— Solution de référence— Maillage Mq1l — Maillage Mg2
Maillage Mg3 Maillage Mg4 Maillage Mg5
Maillage Mt1 — Maillage Mt2

Figure 111-35 Valeur de la composante selon y
du déplacement le long de la coupe n°1

Sur cette figure on peut constater que les résuttatla résolution mécanique sont
proches sur les différents maillageg dnsi que sur le mailladé, , puisque I'écart maximum

avec la solution de référence, constatéMsyy est inférieur a 3%. Sur le maillagd, en
revanche I'écart atteint devient important. Cepetjdai le nombre d’éléments le constituant,

ce dernier semble étre simplement trop lache pewatcul élastique.

© 2009 Tous droits réservés.
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>

-1,5E-10

Temps (ms)
— Solution de référence— Maillage Mgl — Maillage Mg2
Maillage Mq3 Maillage Mg4 Maillage Mg5
Maillage Mt1 — Maillage Mt2

Figure 111-36 Evolution temporelle de la composas&ton y
du déplacement au poing P

On retrouve sur la Figure 111-36 le méme type dsul@t que pour la coupe n°1 :
I'écart relatif entre les solutions obtenues ssimtaillages M ainsi que sur le maillagé, est

trés faible.

Temps de calcul

Comme pour I'étude magnétothermique précédentaug parait nécessaire de realiser
une étude des temps de calculs nécessaires a abénaion (résolution électromagnétique,
détermination de la densité de force, projectioresblution mécanique).

Sur la Figure 11I-37 on montre le temps total deotétion du probléeme couplé en
fonction du maillage utilisé pour la résolution iiméque. Sur cette figure, les temps de calcul
sont en pourcentage du temps de référence. Comme I@ude magnétothermique
précédente, celui-ci correspond au temps de calecéssaire a la résolution du probleme
couplé dans le cas de lutilisation d'un maillaggque — M — pour les résolutions
électromagnétique et mécanique.

95

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



CHAPITRE IIl Modélisation de systemes électroteghes

These de Guillaume Parent, Lille 1, 2008

——

M1
Mt2
Mtl

Mag5

Mg4

Maillage cible

Mq3
Mg2

Mgl

100 200

300 400

Temps de calcul (% du temps de référence)

\ Utilisation de maillages dédid® Solution de référenée

Figure 111-37 Comparaison des temps de calcul
en fonction du maillage utilisé pour la résolutiorécanique

On peut constater que, quel que soit le

maillapke citilisé, les deux opérations que

sont la détermination de la densité de force @rsgection allongent le temps de calcul total.

Il semble donc que l'utilisation d'un maillage pfurspour la résolution mécanique ne permet
pas, sur ce systeme, de compenser les deux opératis citées. Nous allons donc étudier,
pour chaque maillage cible, le temps pris par chades quatre opérations au cours du calcul

en proportion du temps de calcul total.

Mt2

5
3] 53

Mailage cible

25 50

100

Temps de calcul (% du temps total)

Résolution magnétique
Projection de la densité de force B

Détermination de la densité de force
Résolution mécanique

Figure 111-38 Répartition des différentes opératsotans le temps de calcul total

On peut tout d'abord constater sur

bY

cette figure, quentrairement a I'étude

magnétothermique précédente dans laquelle la témolélectromagnétique représentait
systématiguement l'opération la plus colteuse, 'est pas le cas ici. En effet, celle-ci
représente 23,5 % du temps de calcul lors deidatibn de Mg — le plus fin — comme

maillage cible, contre 65 % PO, . Cependant, en valeur absolue, ce temps de adtul

toujours le méme — tout comme celui pris par I'apén de détermination de la densité de
force — puisque le maillage utilisé est toujoursn@&me. En revanche, la proportion de temps
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prise par la projection et la résolution mécanidiminue en fonction du maillage cible. En
effet, en ce qui concerne l'opération de projectiertemps de calcul a été divisé par quatre
lors de l'utilisation de qu par rapport é\Moa. De plus, pour ces deux maillages, le temps

pris par la résolution mécanique a été divisé arc2 qui souligne l'intérét des maillages
dédiés. Cependant, dans ce cas, ce gain de tempermet pas de compenser le colt de la
détermination de la densité de force, d'une padeda projection, d'autre part.

[11.3.2.6 Conclusion

Dans cette partie, nous avons modélisé un éleatrara pour lequel plusieurs
maillages ont été employés afin d’utiliser la mékhale projection dans le cas d’'un couplage
magnétomécanique.

Comme dans le cas d’'un couplage magnétothermigaeiébultats ont pu mettre en
evidence la bonne concordance entre les grandetigirales” et les grandeurs projetées. De
méme, les résultats du calcul magnétomécanique ldanas de I'utilisation de maillages
dédiés ont pu étre comparés a une solution deereféret sont tout a fait satisfaisants.

Cependant, une analyse des temps de calcul mamréagméthode de projection a,
dans notre cas, un colt qui n'est pas compensdepgain de temps obtenu sur le calcul
mécanique en lui-méme.
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Conclusion Générale

Les travaux présentés dans ce mémoire concernamséaen ceuvre d'une méthode de
projection de grandeurs discretes dans le casai#gmnes couplés.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé tastates mathématiques basées sur
les équations de Maxwell pour I'électromagnétisiaéoi de Fourier pour la thermique et la
loi de I'état d'équilibre pour la mécanique. Unés foes structures définies, nous avons
présenté, pour chacun de ces domaines de la physidifférentes formulations,
respectivement en champs et en potentiels, en tatope et en déplacement, permettant la
résolution de ces problémes dans le domaine disEmetoutre, les espaces vectoriels
permettant d'accueillir les inconnues des probléaiesi que les grandeurs de couplage ont
été analysés. Enfin, nous avons présenté la seatiégcouplage que nous avons employée
lors de calculs magnétothermique et magnétomécaniqu

Dans le deuxieme chapitre nous avons présenté ugtbode de projection de
grandeurs discréetes. Cette derniére a été inteduiaide d'une interprétation géométrique de
la méthode des éléments finis. Dans cette parties ravons mis en avant le fait que la
solution discréte obtenue a la suite d'une résmiupar la méthode des éléments finis
constitue une projection orthogonale, sur une kas@lage) définie, de la solution exacte du
probleme. La méthode de projection proposée reptengrincipe : connaissant l'expression
d'une grandeur discrete dans une base donnée th@deépermet d'exprimer cette grandeur
dans une autre base. Ainsi, il est possible desfiéegr des informations d'un maillage vers un
autre. Dans notre cas, nous avons développé ditesdormulations permettant la projection
de grandeurs électromagnétique, thermique et ngwanbDans le cas de I'électromagnétisme,
le but était de projeter le champ magnétique oupletentiels — scalaire ou vectoriel —
magnétiques. Dans ce cas, nous avons ajouté anmilédion générale de la méthode de
projection différentes contraintes permettant lansesvation des propriétés desdites
grandeurs, comme la vérification des lois d'’Ampéetede Faraday. Dans le cas de la
thermique, deux formulations de projection ont @é&eloppées et analysées. Tout d'abord
celle de la quantité de chaleur — pertes par étfate dans notre cas — qui constitue le terme
source du probléme thermique. Puis, celle de lpéeature, qui influence les caractéristiques
des matériaux, et donc le probleme électromagngtiBafin, dans le cas de la mécanique,
nous avons développé une formulation permettaptdgection de la répartition de la densité
de force. La validation, dans ce chapitre, des fibations de projection de grandeurs
magnétiques au travers de deux cas tests acad@&manqiepermis de montrer la bonne
concordance entre les grandeurs d'origine et gegetCependant, nous avons également pu
mettre en évidence le caractére non conservati& aeéthode de projection, notamment au
travers de I'étude de I'énergie stockée dans térags comme toute méthode numérique.

Dans le troisieme chapitre, la méthode de projacticété employée dans le cas de
problémes multiphysiques couplés. Qu'il s'agiss¢étiede magnétothermique ou de I'étude
magneétomeécanique, les résultats obtenus ont purendiefficacité de la méthode dans le cas
de la projection des différentes grandeurs de eggplEn effet, dans les deux cas, I'utilisation
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de maillages dédiés a donné des résultats extrémigoreches des solutions de références,
obtenues en utilisant un maillage unique. Cependaperation de projection a un colt en
terme de temps de calcul. Si, dans le cas de détagnétothermique, celui-ci a bien été
compenseé par le gain de temps obtenu lors de ¢dutis thermique du probleme, cela n'a
pas été le cas pour I'étude magnétomécanique eaeniple traité. Néanmoins, les résultats
obtenus montrent les potentialités d'une telle @gpe dans le cas de systemes pour lesquels
l'utilisation d'un maillage unique est impossibampte tenu des ressources informatiques a
mettre en ceuvre.

Dans la suite de ce travalil, il serait intéressdiapprofondir les possibilités de la
meéthode de projection dans le cas de la modélsafion systeme plus conséquent. D'autre
part, la méthode de détermination de la répartilenla densité de force connait certaines
limites concernant la différenciation entre foreesfaciques et volumiques. Ce phénomene
apparait notamment lorsqu'on considére le carac@melinéaire de la loi de comportement
magneétique [54]. Une approche permettant la diatioa entre les forces surfaciques et
volumiques serait l'utilisation d'éléments dits gégérés" a linterface entre le matériau
ferromagnétique et l'air [37]. Enfin, nous avons dans le chapitre Il qu'une approche
similaire a la méthode de projection présentée dansmémoire peut étre employée pour
effectuer des recollements de maillages. Aussriis intéressant d'employer cette approche
afin de pouvoir utiliser des maillages dédiés densas d'un couplage fort, c'est-a-dire, dans
le cas d'une résolution magnétothermique par exenhpis de la résolution simultanée des
problémes électromagnétique et thermique.
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ANNEXES

Annexe | Evolution de la conductivité électrique en fonction de la
température pour certains matériaux utilisés en éle  ctrotechnique

Le Tableau A - 1 donne les valeurs,; et a, . pour une température de référence

ref

Trer de 20°C pour différents matériaux courammentsgtdien électrotechnique.

Matériau Trer Q.Y O (K
Cuivre 5,67 3,9-3
Aluminium 3,57 4,03-3
Fer 1,047 6,5-3

Tableau A - 1 électriquéZ ¢ et constante; . pour différents matériaux et pour.#20°C

60

— Cuivre
— Aluminium
— Fer

Conductivité électrique (MS/m)

0 200 400 600 800 1000
Température (°C)

Figure A - 1 Evolution de la conductivité électrggen fonction de la température
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Annexe Il Méthode de projection — Calcul des matric  es

Dans cette annexe, nous présentons en détaildel c# la matrice[ B] intervenant
dans I'expression (11.12) dont les termes élémeesasont donnés par :

B, = | w, w, or (A1)
D

Dans un souci de lisibilité, nous nous ne présentue le calcul de la premiére ligne
de la matricgB].

Pour simplifier les calculs, nous nous limitons slaatte annexe a I'étude d’une poutre
modélisée en une dimension. Le maillage sourceu(Eid\ - 2) est composé de six nceuds,
alors que le maillage cible en comprend quatreuféid\ - 3).

p ~ 7N ~ N 4
ANEEAG TN SN Sl PN DA
(IR " AN S¢ 1Nz 1
1 N N 1 N RN 1 N

RN , N 4 s ~ RN
1, N VAR e <1, N
-—-—--& L 4 -& & - -—-—-
lS 25 35 4S 55 65

\

-
/
\
%
/
\

1
1
1
I
P ~ I
o
v

C (3 4'C

Figure A - 3 Maillage cible de la poutre

La matrice[ A] est donc de dimensiohx 4 alors que la matricpB] est de dimension
4% 6, et le systeme matriciel (11.12) s’écrit :

Alxal Vels =[ B sl W]
[ ]4x4[ clg el YBlg (A.2)
P\\ /’P)/P\\ /'T\\ /l\,"]‘\\ //h\ ’//1
1S, 10N ~ Y i1 N ~ - (IS |
1 \‘/>/| N7 \I\,;/ [ TN /\\<|, N2
1 //,\ Ny [N T [ DT |
AN TN A S P N A N
e ¢----

B gy 555 ifZ 5/7

Q

Figure A - 4 Maillages source et cible de la poutre
On observe sur la Figure A - 4 que la fonction t@ipolation W, est non nulle sur

l'intervalle [O,,B] . Or, sur cet intervalle, seules les fonctionstedtipolationw , Ws, et Wy

sont non nulles, ce qui implique que seuls les fpoeémiers termes de la premiere ligne seront
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non nuls. Les expressions des fonctions d’intetpolaw, , W , Ws, et wg sur l'intervalle

[0,8] sont données dans le Tableau A - 2.

O<x<a asxsp
w, 5(8-% 581
Wsl %(U_X) 0
" o o
W 0 1 (x-a)
i (v-a)

Tableau A - 2 Expression des fonctions d'interpohatwcl » Wg , Ws, €TWg  sur lintervalle [O,,B’]

Le calcul des différentes intégrales sur I’inteW@D,,B] donne alors la premiere ligne
de la matricg B] :

P 1 2 3 4 5 6
s ales-a) (a%y-3apy-p(B-%)) (a-p?
N 68 68(y-a) 68(a-y)

Tableau A - 3 Expression des termes élémentairéss matrice [B]
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Annexe Il Calcul des forces dans l'entrefer de I'é  lectro-aimant
par la méthode des travaux virtuels

Dans cette annexe nous présentons le détail dul cids forces locales dans I'entrefer
de I'électro-aimant (Figure A - 5) présenté au graphe 11.4.2.1.

Inducteu.f-»  Ho Culass
. Hs g
Ho
Plaque Ho
v A B Hi C D

Figure A - 5 Electro-aimant au-dessus d'une pladeg@erméabilité infinie

Comme nous l'avons expliqué précédemment, notrediuti de calculer, pour deux
maillages différents, les forces locales obtenusmssd'entrefer a l'aide de la méthode des
travaux virtuels pour deux maillages différents.da&ul a pour but d'illustrer le lien entre la
valeur de la force locale obtenue et la finessmdillage ou, en d'autres termes, le fait que les

forces locales obtenues par la méthode des travatuels ne constituent pas un champ
[19][54][58].

Pour ce calcul, nous nous appuyons sur les madliagest M, introduits par la Figure
[I-5 et que nous rappelons ci dessous.

€
ew, ew,, em,, Mo, €M, [BM,, (B, €M, |OM, | &M, (8, (8,
Air Air
A .n n n .n .nB A n n n n n n n n nB
M11 M12 M13 M14 M15 le M22 M23 M24 M25 M2e M27 M28 MZg
Fer Fer
€
M15 eMle eM17 eMls qV|29 %210%211%212%213%214%215 eM216
y y
Lx LX
a) My b) M,

Figure A - 6 Maillages utilisés a l'interface AitéRjue

Par ailleurs, comme nous l'avons dit précédemmenis prendrons les hypothéses
suivantes : la perméabilité de la culasse ainsioglie de la plaque sont notégs et infinie.

La perméabilité de l'air quant a elle est ngige De plus, nous considérons l'entrefer
suffisamment petit pour négliger les fuites entes dents de la culasse et la plaque.
L'induction magnétique y est alors constante eteigt L'induction magnétique dans la

plaque est alors notée. Enfin, les caractéristiques géométriques d'ure de la culasse
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sont les suivantes : profondeur selon l'axe z nptée largeur selon l'axe x (distance AB)

notéel. La surface de la dent est alordfs=

Pour le calcul, nous distinguons deux cas. Touiadth celui des nceuds situés aux
extrémités A et B (Figure A - 6) puis ceux situésraerieur du segment AB. En effet, cette
distinction est nécessaire dans la mesure ou, auktdypothéses émises précédemment, seuls
deux éléments contribuent a la force locale dansréenier cas, alors que quatre éléments

interviennent dans le second.

Cas des nosuds extérieurs

Nous nous intéressons dans un premier temps audsne#wés aux extrémités du
segment AB. Il s'agit donc des noeuq{;qz11 et nM15 pour le maillage Met des noeudBM21 et

Ny, POUr le maillage Ml Dans la mesure ou le systeme est parfaitemenrgtsigme nous ne

détaillons ici que le calcul de la force exercégaint A, c'est-a-dire aux noeudﬁq11 pour le

maillage M et nM21 pour le maillage Ml

L T . .
On déplace alors ces deux nceuds selon un veute@o,uy,o] comme représenté

sur la Figure A - 7.

Fu,n,wll
e, em,, €M, em,,
Air
Au PN B
Ny, Ny, N, N, v,
Fer
eMls eMls eM17 eM18 eMZg 210 211 212 eM213 214 215 eM216
y y
L.x T—>X
a) M, b) M,
Figure A - 7 Maillages déformés suite au déplacendam nceud
Les valeurs des forceg, , etk ontalors pour expressions :
1 ll 1 21
F I L (VYRYY A3
Uiy U, My UMy, ul My Mg (A-3)
v, em», 0
F = F 1 9 = - W + W .
u'anl U,anl U, erl ou eM21 qvlzg (A 4)

On exprime alors les energlem/eM1 , WeM15,

1
déplacement tel que représenté sur la Figure A - 7.
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_ b by? 1h?S
W, (uy)= | Uohm’j dv= f 2/Jo 2 o % 2ug 4 Y (A.5)
Vemll
b b¢ 2 by 1% s
W, ()= | Uohm’) dv="] 2/; dv= sz Yo Voo 4 Y (A
Ve Yangg
2 1h?S
Wele(uy): I (I hEﬁ)) dv= j bo dv= szo ¥v|21 ——2%—85} (A7)
Vele 2
- I AL SV L
Hora (uy)_ve'wjzg (Jorc) o= en{ 2 ou Y 28 A

La perméabilitéy; de la plaque étant infinie par hypothese, on euidé

F =-9lw, +w, |= Stk (A.9)
Mgy ou| My M |8 2u, '
=0
F - 9lw, +w :E—boz (A.10)
Uiz ou| Mz 12 16 24 '

On remarque que malgré le fait que les noeu@p; et ny, ont les mémes
1 1

coordonnées, les forcﬁ,an et Fu,an ne sont pas identiques.
1 2

Cas des nceuds intérieurs

Il s'agit des noceuds allant d@,llz a Nu,, PoUr le maillage Met denM22 a Np,, Pour

le maillage M. De méme que précédemment, nous effectuons lalaalquement sur un
nceud de chaque maillage, la force locale ainsinoiet&tant la méme pour les autres nceuds
précédemment cités. Comme représenté sur la Figu on choisit d'effectuer le calcul sur
les noeude12 et nM23 en appliquant la méme démarche que pour les noxtéftears.
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A
Fu,anz
&, &, &, em,,
anZ
u
o e ® ®

eMls eMle eM17 eMls eMZQ eMZloeMZMelez%213%214%2156'\/'216
y y
T—»X T—> X
aM b) M.

Figure A - 8 Maillages déformés suite au déplacardam nceud

Les valeurs des forces, , etk
) l '

&y,

em
FFE M5 M
Uy,

lel

1 +F
‘”M

+ W, + W
15 16)

2

VPR
U My,

E'\"211

+FGN|210 +F
Uy,

U o

" %j

2 +F
3

__0
%(Wevwsz% + W,

L 210

ont alors pour expressions :
23

(A.11)

(A.12)

On exprime alors les différentes énergies intermertans les relations (A.11) et
(A.12) en fonction du déplacemantel que représenté sur la Figure A - 8 .

oo (o) ] (g0 q{ll de oy, Sy

o, ()= | (Jonco) ave S B oael g ISy i

We,, () :Vq{% Ufhﬂ*’) dv= VGL SZ av= Z: 15 +12;fj—j_s4 Y  (A15)

WeMle(uy):VqL [Johe) dqu{% 5;,? d ;Lj o %Z—jz Y (A9
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_ b _ ook R 1hS
W, (uy)= | (johtmj dv=" | 200 O 20 Y 2o 8 Y (A.17)
Vemp, Vauy,
W, (u) j Ih[tbdv—jbodv:bong—li§Ls;
Bz, \ 7Y 2y M2 2 2uq 8 (A.18)
Vew,, Vau,
2 2 2
by 1b°s
W, u h[tb dv= dw= +=——
eM210 qv'210
2 2 2 o
_ b ~ by by 1 by
Wy, (w)=| Uohm’) dv=" [ o e oo —8 Y (A.20)
VeMle qu'211
De méme que précédemment on déduit I'expressiofodeass Fu,an et Fu,nM2 en
2 3
prenant la perméabilitg; égale a l'infini. On obtient
Fun, = 0 We, +We +We + W :§—2 (A.21)
M1y oul My 1, Fis M | 421
=0 =0
u,n =0 lw, W, W, W =§—2 (A.22)
" Ma2g oul Mz 25 F210 May | 8 2y
=0 =0
On remarque, comme pour les nceuds extérieurs;equ‘erbesFLLan et Fu,nM2 sont
2 3
différentes bien qu'exprimées au méme point dpdEs

Cependant, la force totale exercée sur la plaquiessous d'une dent de la culasse est
reliée aux forces locales que nous venons de ealsalon les relations suivantes

5

Fiotale = Z Fy My, (A.23)
i=1

9
Frotale = z Fy Wy,
=1

(A.23)

2
Dans les deux cas, on retrouve bien la méme fote&etclassiqud- = SLS.
Ho
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Annexe IV Coupe transversale du betobar

Dans cette annexe nous présentons une coupe trsailsvalu systeme betobar
modélisé dans le chapitre Ill. Sur cette figuretromivera également les dimensions résumées

dans le Tableau IlI-1.

8 mm

<>
IS IS
£ £ X
o o >
S| &
N —

,,,,, [N | R | LS| LT LH |

104 mm

Figure A - 9 Dimensions du systeme betobar modélisé
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Résumé: Pour étudier les systémes électromagnétiquesamgiies ou thermiques, on
a de plus en plus recours a la modélisation numériour la résolution des différents
modéles mathématiques, la méthode des élémerdseBhigénéralement utilisée. Dans le cas
de couplages multi-physiques, les particularitésltune des grandeurs étudiées impliquent
['utilisation d'un maillage commun le plus souvienportant en termes de nombre d'éléments.
L'objectif de ce travail est de proposer et de raeth oeuvre une méthode de projection de
grandeurs discrétes permettant l'utilisation dedlatgs dédiés pour chacun des domaines de
la physique.

Dans le premier chapitre, les modéles mathématigeesvant les phénoménes de
I'électromagnétisme, de la thermique et de la m@uan ainsi que les espaces de
discrétisation des différentes inconnues sont eédgddans la seconde partie, la méthode de
projection est introduite a I'aide d'une interpiiétagéomeétrique de la méthode des éléments
finis, puis est développée, tout d'abord dans $egéméral, puis pour chacun des domaines de
la physique étudiés. Des exemples académiqueségatgment traités dans cette partie afin
de valider la démarche utilisée. Enfin, dans lestéme chapitre, la méthode de projection est
employée pour modéliser des dispositifs électrordagues dans le cas de couplages
magnétothermique et magnétomécanique.

Mots clés : méthode des éléments finis, couplages multipfogsi projection,
électromagnétisme.

Title : Implementation of a projection method for diserguantities : study of
magnetothermal and magnetomechanical coupled pnsble

Abstract : To study electromagnetic, mechanical or thermgstems, numerical
modelling is more and more used. Generally, to migakly solve the mathematical models,
the finite element method is used. In the case wititphysical coupling, the properties of
each of the studied quantities imply the use abrmmon meshing which is mostly important
in terms of number of elements. The aim of thiskmsrto propound and use a projection
method for discrete quantities allowing using datkd meshes for each phenomenon.

In the first chapter, the mathematical models desg the electromagnetic, thermal
and mechanical phenomena, as well as the disdietizapaces of each unknown are
exposed. In the second chapter, the projection adeth presented through a geometrical
interpretation of the finite element method, andntls developed in a general way and for
every physical phenomenon. Academicals examplealapemodelled to validate the method.
Finally, in the third chapter, the projection methas used for the modelling of
electromagnetic systems in the case of magneto#iemnad magnetomechanical couplings.

Key words: finite element method, multiphysical coupledigems, projection method,
electromagnetism.
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