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RESUME

Les systémes de Davey-Stewartson DS sont des modéles pour les équations d’ondes
hydrodynamiques. Ces systémes dans le cas dissipatif s’écrivent

iUy + YU+ OUg gy + Usyry = UG, + X\u\zu + f(xq, x2)

Prizy T MPryzy, = |u|92cl’
olt ¥ > 0 désigne le coefficient de dissipation, f € L?(R?) désigne le teme de la force, u
représente 'amplitude complexe de l'onde, et ¢ et le potentiel moyen de vitesse.
Les parameétres m, 9, x et b sont des parameétres réels dont 6 et m peuvent prendre les
deux valeurs +1 et -1.
On peut classer ces systémes en elliptique-elliptique (E-E), elliptique-hyperbolique (E-
H), hyperbolique-hyperbolique (H-H), et hyperbolique-elliptique (H-E), cela suivant les
valeurs prises par (0, m), soit respectivement (+,+), (+,-), (-,-), (-,+).
Ces systémes sont des généralisations des équations de Schrédinger non linéaires NLS qui
s’écrivent dans le cas dissipatif comme

Up + YU+ WUy gy + Oy + i|u|Pu = f,

ol p est I'exposant du terme non linéaire, v > 0 est le paramétre du terme de dissipation,
f est la force extérieure, § un parameétre réel qui vaut +1 ou -1. Dans le cas o § = —1
on a I’équation de Schrodinger non elliptique NES.

Notre travail se divise en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on considére un
modéle réduit uni-dimensionnel d’un systéme de Davey-Stewartson, une équation aux dé-
rivées partielles de type Schrodinger non linéaire avec une non linéarité non locale, avec
un terme de force et un terme d’amortissement. On démontre I'existence d’un attracteur
global régulier pour le systéme dynamique associé.

Dans le deuxiéme chapitre, on travaille sur un systéme de Davey-Stewartson DS dans le
cas elliptique-elliptique. On démontre 'existence et la régularité d’un attracteur global
avec données initiales assez petites.

Dans le troisiéme chapitre, on considére I’équation de Schrodinger non elliptique NES
avec une non linéarité sous-critique. On démontre que le systéme dynamique associé a
cette équation posséde un attracteur global, pour des données initiales assez petites.
Dans le quatriéme chapitre, on reprend les problématiques de deux premiers chapitres,
mais avec discrétisation en temps par un schéma de relaxation. On démontre I'existence
d’'un attarcteur global régulier pour les systémes dynamiques discrets associés en dimen-
sion infinie.

Mots clés : équations de Schrodinger non linéaires , équations de Schrédinger non
elliptique , systémes de Davey-Stewartson , attracteur global, schéma numérique, méthode
de relaxation.

Classification Mathématique primaire : 35Q55, 35B41

Classification Mathématique secondaire : 37165
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ABSTRACT

The Davey-Stewartson systems (DS) are asymptotical models for water waves. These
systems in the damped case read as follows

WUy + 17U+ OUgy gy + Ugpy = DUP,, + X|u|2u + f(x1,x9)

Prizy T MProzy = |u|92cl’

where 7 > 0 is the damping parameter and where the external force f(z,y) does not
depend on ¢. The four parameters b, x, 6 and m are real numbers. We classify these systems
as elliptic-elliptic (E-E), elliptic-hyperbolic (E-H), hyperbolic-elliptic (H-E), hyperbolic-
hyperbolic (H-H) according to the sign of (§,m) : (+,+), (+,-), (-,+), and (-,-). These
systems are generalizations of nonlinear Schrodinger equations NLS (with a non local
nonlinearity) that read as

Up + YU+ WUy gy + Oy, + B|ulPu = f,

where p is the nonlinearity exponent, v > 0 is the damping parameter and f is the exter-
nal force, ¢ is a real parameter which is +1 ou -1. When § = —1 we have the non elliptic
Schrodinger equation NES.

Our work is subdivided in four chapters. In the first chapter, we consider a simplified 1-D
model of a weakly damped forced Davey-Stewartson equation, which is a partial diffe-
rential equation of Schrédinger type with a non local nonlinearity and with forcing and
damping terms. We prove the existence of a regular global attractor for the associated
dynamical system.

In the second chapter, we are interested in the Davey-Stewartson system in the elliptic-
elliptic case. We prove the existence and the regularity of a global attractor for sufficient
small initial datas.

In the third chapter, we consider the non elliptic Schrodinger equation NES with a subcri-
tical nonlinearity. We prove that the associated dynamical system has a global attractor
for sufficient small initial datas.

In the fourth chapter, we go back to the issue of the first and the second chapter, but
with discrete time using the relaxation scheme. We prove the existence and the regularity
of a global attractor for the infinite-dimensional discrete associated dynamical systems.

Keywords : nonlinear Schrédinger equations, non elliptic Schrédinger equation, Davey-
Stewartson systems, Global attractor, numerical scheme, relaxation method.

Primary Mathematics Classification : 35Q55, 35B41

Secondary Mathematics Classification : 37L65
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INTRODUCTION

1. QUELQUES MODELES ASYMPTOTIQUES POUR L’EVOLUTION
D’ONDES HYDRODYNAMIQUES

Nous nous intéressons ici & des modéles asymptotiques pour la propagation des ondes
a la surface de 'eau. Les modéles asymptotiques sont des modéles obtenus a partir des
équations d’Euler (en négligeant les effets visqueux a l'intérieur du fluide).

Pour la propagation des ondes mono-directionelles on peut mettre en avant deux mo-

déles :

— dans le cas d'une faible profondeur, I’'équation de Korteweg-de Vries KdV est un
modéle asymptotique pour la propagation des ondes unidirectionnelles de faible
amplitude et de grande longueur d’onde (par rapport a la profondeur) en faible
profondeur (voir [56], [42])

U + Uy + Uy + Uy = 0. (0.1)

— dans le cas d'une profondeur infini, I’équation de Schrédinger non linéaire NLS est
un modele de I’évolution d’une onde en profondeur infinie (voir [36], [72])

iy + Ugy = |ulu. (0.2)

Une autre équation qui est du méme ordre d’approximation que 1’équation KdV, est
I'équation BBM, est introduite par Benjamin, Bona et Mahony [11] en remplagant le
quatriéme terme de (0.1)

U + Uy + Uy — Uy = 0. (0.3)

Si on prend en compte les effets transverses a la direction de propagation, nous obtenons
respectivement les modeéles bi-dimensionels suivant :
— la généralisation bi-dimensionnelle de I'équation KdV est due a Kadomtsev et Pet-
viashvili [52], 'équation KP, elle modélise les ondes bi-dimensionnelles avec faible
perturbation transverse

Oy (Ug + Ugy + Ulyy + Ugygyzy ) + Koz, = 0, k = £1. (0.4)

— la généralisation bi-dimensionnelle de NLS, en supposant que 'amplitude dépend
faiblement de la variable transverse xs, a été obtenue par Zakharov [80], Benney et

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Roskes [12], Davey et Stewartson [27] et Djordjevic et Redekopp [30], et a conduit
aux systémes de Davey-Stewartson DS

iU+ Uy + Uz, = DUPy, + X|u|2u

Prray T MPryzy = |u|§c1a
ou u représente I'amplitude complexe de 'onde, et ¢ est le potentiel moyen de
vitesse. Les paramétres m, 9, x et b sont des paramétres réels dont d et m peuvent
prendre les deux valeurs +1 et -1.
Dans cette thése nous allons considérer une version dissipative de ces modéles, avec
un terme de dissipation d’ordre 0 comme introduit dans [29]

WUy + YU+ OUgy gy + Usyey = DUy, + f(21, 22)

Prizr T MProzy = ‘u‘il

Le cadre de notre étude est alors celui des systémes dynamiques en dimension infinie.

2. UN SYSTEME DYNAMIQUE EN DIMENSION INFINIE

Cette theése porte sur I'étude du comportement asymptotique de quelques équations
dissipatives en présence d’un amortissement et une force extérieure (voir [48|, [66], [61]).
Soit une équation d’évolution

u + F(u) =0, (0.5)

avec une donnée initiale uy dans un espace de Banach H. On suppose pour tout uy € H
qu’on peut associer une unique solution wu(t). De plus application ug — u(t) est continue
sur H. On introduit la notion de semi-groupe S(t) comme S(t)ug = u(t) est le flot des
solutions, avec S(t + s) = S(t)S(s) pour tout temps positif. Si I'équation sous-jacente
est réversible en temps, on employera aussi la terminologie groupe ou S(t), la relation
S(t+s) = S(t)S(s) étant vérifice pour tous temps réels.

2.1. Borné absorbant

Définition 1 Soit § C H un ensemble borné, on dit que 3 est un ensemble borné absor-
bant pour le semi-groupe S(t) s’il capture toutes les trajectoires apres un temps fini. En
d’autres termes, VB borné C H, 3 to(B) tel que

S(t)B C B, Yt > to(B).

Le semi-groupe S(t) est dit dissipatif s’il posséde un ensemble borné absorbant ; ’existence
d’un ensemble borné absorbant traduit le caractére dissipatif de I’équation d’évolution.

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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2.2. Attracteur global

Définition 2 On dit que X C H est positivement invariant par {S(t), t > 0} si S(t)X C
X, Vt > 0; cela signifie que Yug € X, u(t) = S(t)ug € X.

Définition 3 On dit que X C H est négativement invariant par {S(t), t > 0} si Vt >
0, S(t)™'X ewiste, est non vide et est contenue dans X ; ici S(t)7'X = {u* € H,S(t)u* €
X}

Si S(t) est réversible en temps, i.e si S(t) est un groupe, alors S(¢)~*(X) = S(—t)X.

Définition 4 On dit que X C H est invariant si seulement s’il est positivement et néga-
tivement tnvariant ;

S(HX = X, Vt > 0.

Définition 5 Soit B C H, on appelle ensemble w-limite de B l’ensemble noté w(B) défini
par
w(B) = Ns>oU>sS(t)B = {a € H;3b, € B et t, — +0o0; S(t,)b, — a}.

On pose
dist(By, By) = sup inf dy(z,y),
r€By yeBy
avec dy qui est une distance sur H. On dit que dist est une semi-distance (appelé la
semi-distance de Hausdorff).

Définition 6 On appelle attracteur global A du systéme dynamique donné par S(t) un
ensemble de H qui vérifie les propriétés suivantes

— A est compact dans H ;

— A est invariant par le flot, i.e S(t)A = AVt >0;

— A attire les bornés de H, i.e VB borné de H,

dist(S(t)B,.A) = sup in/f4 |S(t)p —alg — 0, quand t — +o0.

=S
$EB ac

Théoréme 0.0.1 (voir [74]) On suppose que S(t) posséde un borné absorbant [3, on
suppose aussi que S(t) = Si(t) + Sa(t) avec Si(t) est uniformément compact pour t assez
grand (i.e YC C H borné, 3t1(C) tel que Uiy, S1(t)C est relativement compact), et Sa(t)
est continu de H dans H avec sup, e [Sa2(t)¢ly — 0 quand t — +oo pour tout borné C
dans H, alors S(t) posséde un attracteur global A = w(f3).

Remarque 1 Un attracteur quand il existe est
- unique;
— le plus grand compact invariant par le flot des solutions ;
— le plus petit ensemble qui attire toutes les trajectoires lorsque le temps va a l’infin.

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Une fois établie 'existence de 'attracteur global, une question classique qui se pose est
la question de la régularité de I'attracteur, i.e de savoir si I’attracteur global est inclus dans
un ensemble plus petit que I'espace d’énergie ambiant. Si par exemple ’espace d’énergie
est HY(R) et qu’il est possible de montrer que I'attracteur global est inclus dans H?(R),
alors les semi-groupes définis respectivement sur H'(R) et H%(R) pour la méme equation
ont un méme attracteur. Du point de vue de la physique, cela veut dire que 'attracteur
global du systéme, qui presente le régime permanent du flot, ne dépend pas du cadre
mathématique choisi.

On peut distinguer deux sortes d’équations aux dérivées partielles dissipatives, les
équations paraboliques dissipatives (par exemple les équations de Naviers-Stokes en di-
mension deux (voir [74], [60]) et les équations de Cahn-Hilliard (voir [74], [4])) et équations
d’ondes non-linéaires amorties (par exemple les équations KdV, BBM et NLS). La diffe-
rence essentielle entre les deux est I'existence d’un effet régularisant en temps fini ou non.
En effet une équation d’évolution parabolique possede un effet régularisant en temps fini
(positif), c’est & dire que le semi-groupe S(t) envoie par exemple H* dans H*+?) pour
t > 0. Alors I'attracteur global associé a S(t) est inclus dans H**P) pour un certain p > 0.
Pour les équations d’ondes amorties le semi-groupe associé n’est pas régularisant (car le
flot est reversible en temps), mais il apparait que certaines de ces équations possédent
un effet régularisant assymptotique, c’est a dire que le flot agissait comme si S(+00) pré-
sentait un effet régularisant. Un premier résultat pour une équation d’onde, I’équation
de Sine-Gordon, de l'existence d’un effet régularisant asymptotique a été établi par Ha-
raux (voir [50]). Ceci a été dévelopé pour étudier 'asymptotique de telle équation d’ondes
amortie (voir [37], [49]).

Pour les équations faiblement amorties, les résultats connus sont les suivants :
les premiers résultats obtenus relatifs a la dynamique des solutions de ces équations étaient
I'existence d’un attracteur faible i.e qui attire les trajectoires pour la topologie faible de
I'espace d’énergie ambiant (voir [32], [33]). Ensuite en appliquant un argument du a J.
Ball (voir [9]) on arrive & montrer que cet attracteur faible est en fait un attracteur fort
(voir [75], [77], [57], [34]). Pour I'équation NLS on cite [39] et [1], pour I'équation KdV on
cite |62], [41] et [45], et enfin pour 'équation BBM on cite [8].

3. SCHEMA NUMERIQUE ET SYSTEME DYNAMIQUE

L’appréhension numérique de I'équation (0.5) conduit a discrétiser en temps (puis en

espace) ’équation en X
n+ n

- A;_u + F(u" u™t) = 0. (0.6)

Chaque schéma numérique fournit un exemple d’un systéme dynamique discret S : v —
u ont il est intéressant d’étudier les propriétés dynamiques pour les grands temps
"1 dont il est inté t d’étudier 1 iétés dynami les grands t
(existence de l'attracteur, régularité de I'attracteur, ...).

Pour les équations de type NLS la premiére famille de schémas étudiée dans ce cadre
a ¢té la famille des schémas de type Crank-Nicolson (voir [3], [46]).
Nous nous intéressons ici au schéma de relaxation introduit par C. Besse, (confer [13], [14],

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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[15] pour la description de ce schéma dans le cadre conservatif), mais pour un systéme
dissipatif.

4. RESULTATS OBTENUS DANS LA THESE

Dans cette thése, on s’intéresse a plusieurs modéles, un modele réduit 1-D de ’équation
de Davey-Stewartson, le systéme de Davey-Stewartson dans le cas elliptique-elliptique et
une équation de Schrodinger non elliptique. Dans la suite on décrit les résultats obtenus
et qui sont développés dans les différents chapitres de cette thése.

4.1. Modéle réduit 1-D

On considére une équation aux dérivées partielles de type Schrodinger non linéaire
avec une non-linéarité non locale, avec un terme de force et un terme d’amortissement.
Ce probleme s’écrit habituellement

iy + iy + Uy = X|u|?u 4+ buE(Jul?) + f(z), (0.7)

u(0) = wo,

ol x,b € R, v > 0 est le paramétre de dissipation, et f(x) € L*(R) est le terme de force
qui est indépendant du temps. Le terme x|u|?u étant analogue au terme buFE(|u|?) nous
prendrons dans la suite du manuscrit y = 0. F est un opérateur linéaire, auto-adjoint et
borné sur L?(R; R).

On s’intéresse au comportement asymptotique pour ce modéle qui est un modéle réduit
uni-dimensionnel du systéme DS. On démontre l'existence d'un attracteur global dans
H'(R), qui est en fait compact dans H?(R) (un attracteur global régulier) pour le systéme
dynamique donné par ’équation (0.7). Les résultats obtenus dans ce chapitre prolongent
ceux de I'étude (|7], [8]) pour I’équation NLS cubique en 1-D .

Ce premier chapitre n’a pas fait 'objet d’une publication.

4.2. Systémes de Davey-Stewartson

Les systémes de Davey-Stewartson s’écrivent
iy + YU A Tz, + Ugyey = bUpe, + X|u|?u + (21, 22)

Parzy T MPyyzy = |u|92£1,

olt v > 0 désigne le paramétre du terme de dissipation, f € L*(R?) désigne le terme de
force, u représente 'amplitude complexe de 'onde, et ¢ est le potentiel moyen de vitesse.
Les parameétres m, 9, y et b sont des parameétres réels dont 6 et m peuvent prendre les
deux valeurs +1 et -1.

On peut classer ces systémes en suivant Ghidaglia et Saut [35] en elliptique-elliptique
(E-E), elliptique-hyperbolique (E-H), hyperbolique-hyperbolique (H-H), et hyperbolique-

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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elliptique (H-E), cela suivant les valeurs prises par (d, m), soit respectivement (+,+), (+,-),
('7')7 ("Jr)'

On s’intéresse au cas (E-E) en prenant x = 0, car le terme y|u|?u peut se traiter comme
le terme non local buE(|u|?) défini comme suit : en inversant 'équation liant ¢ a |u|? on
ob‘gient ©o, = E(Jul?) ot E est défini en variable de Fourier par son symbole E(£) =
7ig
linéaire NLS (avec un terme non local). On démontre I'existence de l'attracteur global
dans H*(R?), qui est compact dans H*(R?), pour le systéme dynamique associé.

Les résultats obtenus sont une amélioration de ceux de 'étude (voir [76], [81]) ou le
cas correspond au cas défocalisant dans I’équation de Schrodinger non linéaire est traité
(x +b > 0). Nos résultats sont faits sans supposer un signe sur (x + b), mais le prix a
payer est une condition naturelle sur la taille des données initiales pour éviter I’explosion
en temps fini (on prend les données initiales assez petites dans L*(R?)).

ou £ = (£1,&). Ce systéme est une généralisation de I’équation de Schrodinger non

Ce deuxiéme chapitre fait 'objet de 'article [44], paru dans Communication on Pure
and Applied Analysis.

4.3. Equations de Schrodinger non elliptiques

On considére une équation de Schrédinger non elliptique avec une non-linéarité sous
critique |u|u qui s’écrit

WUy + YU+ Ug gy — Uy, + [U|u =1 f,

ou de maniére équivalente, en multipliant par ¢ et en passant au conjugué
Up + YU+ DUy — WUy + 1 u|u = f,

ot u(t, x1,s) est Pamplitude complexe, v > 0 est le paramétre du terme de dissipation
et la force extérieure f ne dépend pas de t; on suppose que f est dans H'(R?) et que sa
norme L?(R?) est assez petite. Cette équation avec le terme de dissipation et le terme de
force extérieure fournit un exemple d’un systéme dynamique de dimension infinie.

On s’intéresse au comportement asymptotique des solutions lorsque le temps tend vers
infini. La difficulté ici est de prouver l'existence d’un borné absorbant dans H'(R?), car
on travaille sur un opérateur non-elliptique 92 — 92, qui n’est pas coercif sur H*(R?), et
alors la méthode habituelle d’énergie n’est pas efficace ici. En prenant des données initiales
petites et une force assez petite aussi, et en travaillant sur la formule de Duhamel de cette
équation on prouve que ce systéme dynamique a en fait un ensemble borné absorbant

dans H'(R?).

Nous pensons que ce travail peut se prolonger pour le systéme DS en prenant le terme
non local uE/(|u|) comme une non-linéarité sous-critique.

Ce troisiéme chapitre fait 'objet de I'article [51], soumis & Nonlinear Analysis TMA.
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4.4. Problémes semi-discrets

Dans un premier temps, on reprend la problématique de la premiére section, mais
apres discrétisation en temps par un schéma de relaxation du a C. Besse. On considére
une méthode de type relaxation en temps qui consiste a écrire le terme non local E(|u™]?)
a l’aide d’un potentiel discrétisé au temps t = (n+ %)7‘ On définit alors les variables cp"*é
et "™ qui représentent respectivement les approximation de E(|u|?) au temps ¢, 1 et

de u au temps t,1. Soit 7 = dt le pas de temps, u’ = uy € H(R), et § =e", on a

n+1 n
eytu| ~ ew(n—l—l)v—u + du
t:(TL—l—%)T 2 )

et
5_190n+% + 530n_%
2 )

alors le schéma de relaxation associé¢ a I’équation (0.7) s’écrit

2ynT

24t
e Plimnr ~ €

Z_u"Jrl — ou" N Au”Jrl +0u" _ bu"+1 +5u"gpn+% N d+ 1f,
T 2 2 2

n+% +_6¢n—%
2 )

5—1
B(ju") = =
avec u® = ug et o2 = 6otz = B(|u°[?). Ce schéma définit un semi-groupe discret

S, H'(R) — H'Y(R)
u" o umt

On démontre l'existence d’un attracteur global dans H'(R) qui est un sous-ensemble
compact dans H?(R) pour le systéme dynamique discret associé en dimension infinie.

Dans un deuxiéme temps, on prolonge ce dernier travail pour le systéme DS en 2-D
avec une condition sur la taille des données initiales. Ici on reprend la problématique de la
seconde section avec une discrétisation en temps par le schéma de relaxation. On choisit
une méthode de type relaxation en temps qui consiste a écrire le terme non local E(|u™]?)
a laide d’un potentiel discrétisé au temps ¢ = (n+3)7. On définit alors les variables o2
et u" qui représentent respectivement les approximations de E(|ul?) au temps ¢, 1 et
de w au temps t,1. Soit 7 = dt le pas de temps, u® = ug € H(R?), et 6 =e 7", on a

un+1%_5un
2 )

i y(n+1)T
€ u|t:(n+%)7— ~ €

_1, nt3 n—3
2ynT 6 801'1 _I_ 6%01;1
2 Y

2t
e’ 99x1|t:n7 ~ €

et

1

5_190n+% + §pn3
5 .

62’Yt|u|;2(;1|t:n-r ~ 62'yn7-A
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Alors le schéma de relaxation pour le systéme dissipatif s’écrit

Tt — syt u" T oum w4 du e S+ 1
i +A =0 T
T 2 2 2
1 1
5o 2 4 0y,
B(ju?) = ==
1 1
avec u = ug et 8 = 6 Lpa? = E(|u°[?). Ce schéma définit un semi-groupe discret

S.: H' (R*) — HY(R?)
u" o u™t

On se restreint & des données initiales et & une force extérieure assez petites dans L*(R?)
pour assurer la non-explosion des trajectoires, on démontre 'existence d’un attracteur
global dans H!(R?) qui est un sous-ensemble compact dans H?(R?) pour le systéme dy-
namique discret associé en dimension infinie.

Ce quatriéme chapitre fait 'objet de I'article [43], paru dans Analele Stiintifice ale
Universitatii Ovidius Constanta.
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CHAPITRE 1

LA DISSIPATIVITE POUR UN MODELE
REDUIT 1-D DE L’EQUATION DE DAVEY-

STEWARTSON
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1.1 INTRODUCTION

Les équations de Davey-Stewartson, appelées DS dans la suite, sont des équations
de type équations de Schrodinger non linéaires NLS faisant intervenir une nonlinearité
cubique comprenant un terme non local. Dans ce premier chapitre nous allons étudier
le comportement asymptotique pour un modéle réduit 1-D du systéme DS. Ce probléme

s’écrit

iy + iyu + e = buBE(Jul?) + f(2),

u(0) = uy,

(1.1)

ot b € R, v > 0 est le paramétre de dissipation, et f(x) € L*(R) est le terme de force qui
est indépendant du temps.
E est un opérateur linéaire, auto-adjoint et borné sur L*(R;R); en particulier

e F(p) a valeurs réelles si p a valeurs réelles.

. /RE(pW =

© 2011 Tous droits réservés.
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Nous allons établir que le systéme dynamique donné par 1'équation (1.1) vérifie les
mémes propriétés que I'équation NLS cubique en 1-D (voir 7], [8]).

Nous complétons cette courte introduction en introduisant quelques notations. Les
ensembles L*(R), H'(R) sont les espaces de Sobolev classiques et S(R) est 1'espace de
Schwartz.

On notera respectivement F(u)(§) = a(§) = [, u(x)e **dx la transformée de Fourier
d’une fonction de I'espace de Schwartz (ou par dualité d’une distribution tempérée dont
'ensemble sera noté S'(R)), et F~! la transformée de Fourier inverse.

Pour un opérateur différentiel P (ou plus généralement un opérateur pseudo-différentiel)
on appellera symbole la fonction P (&) telle que

Pu= fssi P(€)a(€) = f(€)

dans S(R) (ici, et tout au long de cette section sauf mention explicite du contraire la
transformée de Fourier sera par rapport a la variable d’espace z, F(u)(§) = u(§)).
L’opérateur linéaire E sera défini par son symbole E(f) via E(p) = 1 si et seulement
si B(E)p(€) = (€). L'hypothése E opérateur linéaire borné sur L2(R) revient a dire
E(¢) € L™(R) (voir [68] par exemple). Dans la suite on supposera \E|Lgo =1
Nous désignerons par Cy([0, +oc[; H'(R)) lespace des fonctions continues et bornées a
valeurs dans H'(R).

Dans cette section nous appelerons ¢ une constante numérique qui peut varier d’une
ligne a l'autre.

1.2 TUN SYSTEME DYNAMIQUE BIEN POSE ET DISSIPATIF

1.2.1 Probléme de Cauchy bien posé

L’objectif est de démontrer que (1.1) est associée & un groupe S(t)
S(t): H'(R) — H'(R)

u(t) = S(t)uo,

défini pour tout temps. L’équation considérée est réversible en temps. Méme si la termi-
nologie "groupe" est plus appropriée, nous utiliserons parfois le terme "semi-groupe" pour
désigner S(t).

Dire qu’on définit un semi-groupe sur H'(R) revient & établir que le probléme de Cauchy
est localement bien posé au sens de Hadamard, i.e que 'on a une unique solution dans
Cy([0,T); HY(R)) pour T' > 0 petit et u(t) dépend continiiment de la donnée initiale ug. Le
cas T" < 0 est analogue en remplacant v par —v; le sens du temps ne joue aucun role sauf
pour les estimations pour les grands temps. La démarche est classique comme pour NLS
dans le cas conservatif (voir [38], [21], [23]). Néanmoins, nous esquissons la démonstration
pour expliciter la prise en charge du terme non local.

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Proposition 1 Soit ug € H'(R), I’équation (1.1) admet une unique solution
u € Cy([0, +o00[; H'(R)).
De plus ug — u(t) est continue sur H'(R).

Remarque 2 Dans le cas conservatif v = 0, la démonstration d’un tel résultat apparait
par exemple dans [20], dans le cas plus général de la dimension plus petite ou égale a 3. La
clef de la démonstration est lestimation Lg® sur le symbole E. L’extension au cas v >0
ne présente pas de difficulté.

Démonstration: on commence par démontrer quelques lemmes sur le terme non local

E(lul?)
Lemme 1 Pour p € L*(R), on a

[E(p)|z2 < [pl1z-

Démonstration: grace a la définition de E et au théoréme de Plancherel, on écrit

B = 5 [ IB@POF:

< |E©)l0l7

< |ﬂ|%g,-
O
Lemme 2 Pour u € HY(R), on a
|E(Jul*)|m < clulrg|ulm < cluff,. (1.2)
Démonstration: en fait
FOE(|lu*) = i€EE)[ul*(&)
F(BO(|uf*)).
Donc
[E(ul) i = 10E(ul®)|z: + [E(ul*)|z
< |2Remdul7s + c||uf’|72
< clulf(|0ulz; + |ulzz)
< clulfelulf.
Qui donne grace a I'inégalité d’Agmon (voir |74])
1 1 1
ulpge < clulpslualfy < clulfz |ulf, (1.3)
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que

|E(Jul*) | < clulf.

|
Lemme 3 Pour u € H'(R), on a
3 1
[uB([u*) [y < clulfee|ulm + clulz, lulos|ul o
< clulpeluf}y < clulf,. (1.4)

Démonstration: en utilisant (1.2), (1.3) et I'inégalité¢ de Gagliardo-Nirenberg (voir [19],
[38])

JulLs < cluls fualzz < clulzzlulmy, (1.5)
on trouve

B (Jul) | m;

IN

clul e E(Jul) |y + clul | E(uf?) |15
1

1 1
LIE(uP)l2,

IN

clulelulmy + clulm | E(ul?)

1
clulfeelulmy + clulm|ulpslulfoelul 7,

IN

C|U|L§|u|%{;

IA A

c|u|§{%.
O
Maintenant on montre que le probléme de Cauchy est localement bien posé; pour
T, > 0 on définit X = Cy([0,T]; H'(R)) qui est un espace de Banach muni de la norme

fulx = sup [u(t)]m
t€[0,T%]

Soit. A 'opérateur différentiel non borné A = —iy — A ; soit le groupe libre correspondant
T(t) = e "4, On écrit (1.1) sous la forme intégrale

G(u(t)) = T(t)ug — i /0 T(t — s)F(u(s))ds,

F(v) = bE([v’) + f,
ou G est une application de X dans X (ce point sera vérifié bientot).

T(t) est un semi-groupe de contraction sur H'(R) (et sur tout espace H*(R) d’ailleurs).
Pour f € L?(R) 'équation (1.1) s’écrit

uy + (v — i) u = —ibuE(|ul*) — if. (1.6)

On integre (1.6) sur [0,t], on trouve

t
u(t) = e=ithyg — i / =4 P (y(s5))ds.
0

Lemme 4 Pour t positif, le semi-groupe T(t) est contractant sur H'(R).
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Démonstration: on estime 7'(¢) en norme H'(R)
IT(t) | = e ) [y = e [ .

On pose
U(t) = e,
Veérifions que U(t) est unitaire sur H'(R). Ce résultat est classique en utilisant I’analyse

de Fourier ; puisque le symbole exp(—it€?) de U(t) est de module 1, U(¢) est unitaire sur
tous les espaces de Sobolev H*(R). En particulier

U]y = 1.

Finalement
|T(t)|H% = e"yt\U(t)|H% <1, vt €l0,T.].

Proposition 2 Pour T, assez petit dépendant de |f|r2 et de |ug|m1, Uapplication G est
bien définie de X dans X.

Démonstration: soit Cy > 0 tel que Cy > 2(|ug|m: + ¢|f|r2), ol ¢, constante bien
choisie qui dépend de 7, et soit u € B(0,Cy) C X ; ici B(0,Cy) désigne la boule fermée
de rayon Cj dans X.

On a

t t
Gu(t)) =T(t)up — z/ T(t—s)f(x)ds — ib/ T(t — s)ub(Jul?)ds.
0 0
On veut montrer que G envoie la boule de rayon Cj dans elle méme si T, petit. On a
t t
Gl < T(Ouoly + | [ Tt = )f(a)dslay + | [ Tt = ub(fuP)ds|n
0 0
Comme T'(t) est contractant sur H'(R), alors

T (t)uo|mr < |uolm-

t
On estime la norme dans H'(R) de / T(t—s)f(x)ds; on a
0

/0 T(t—s)f(x)ds = (/0 T(t— s)ds)f(x)
= ([ i
= AT (Id = e f(a);

comme A = —iy — A est un opérateur continu et inversible de H?*(R) dans L?*(R), alors
il existe ¢, qui dépend de v tel que pour f € L*(R) on a

AT flm < oAl < oy fre.
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Alors

t
|/T(t—s)f(:)s)ds|H% = |iA_1(Id—e_“A)f|H%
0
AT fln + e AT f L

<
< C’y|f‘L§-

Il reste a estimer le terme non local. En utilisant (1.4) on trouve

t T
|w/ﬂp@wmmm%gmm/ ds < c|b|C3T..
0 0

A

G(ut)lgy < uoluy + ¢l flrz + c[b|Cy T
C
< §+qwﬁa

On choisit T, tel que
1
cM%ﬂ<?

alors

G(u(t))|x = sup |G(u(®))|m < Co.
te]0,T%]
O

Lemme 5 Pourug € H'(R), il existe T, > 0 assez petit, dépendant de |f|r2 et de |uo|m1,
tel que U'équation (1.1) admette une unique solution "mild" dans C([0,T.]; H'(R)).

Remarque 3 Par solution "mild" nous entendons fonction dans X = C([0,T.]; H'(R))
solution de la forme de Duhamel de [’équation considéré, i.e. de l’équation écrite sous
forme intégrale. Pour les différentes notions de solution d’une EDP dispersive, nous ren-
voyons a4 [73] et aux références qui s’y trouvent. De plus, comme la non-linéarité est une
fonction continue en t a valeurs dans H'(R), en dérivant ’équation intégrale, on peut
montrer que la solution "mild” est une solution faible, au sens des distributions, de [’équa-

tion (confer [38], [25]).

Démonstration: on vient de prouver que G envoie la boule de rayon Cy dans H'(R)
dans elle méme si T, petit. Reste & montrer que G est contractante sur les bornés de X.
Soient u,v € B(0,Cy) C X avec |ul3 < CZ, vk < CE.
Il vient

[wE(|ul?) = vE(|v]*)|m (=) E([uf*) |y + [0E(|u® = [v]*)
el = vl E([uf?) 1y + cloli | E(ul? — o)
clu = v|m ulfp + clolm|[ul® = [
clu — v|H;|u|§{% + c|v| g1 [uT — vT| 1

clu — U|H;|u|§{% + clv| g1 |u(@ — ) + T(u — v)| g

VAN VAN VAN VANS VAN VAN

cCglu—v|g.
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On obtient alors

Gl =Gl < [ 1= (ul) = Pl
< [ 1Fuls) - Foe)lmds

¢
< c|b\C’§/ lu — v|gds.
0

Il en résulte

T,
|IG(u) — Gv)|x < c|b|Cg|u—v|X/ ds
0
< |b|CET|u — v|x.
On choisit T, tel que
1

Donc G est contractante sur les bornés de X. D’aprés le théoréme de point fixe il existe
une unique u dans X solution “mild* de (1.1) tel que G(u) = u, d’ot une solution unique
u de I'équation (1.1) sur [0, 7%] & valeurs dans B(0, Cp). O

Lemme 6 Pour t dans lintervalle [0,T,], ou T, est défini dans le Lemme 5, le semi-
groupe S(t) est fortement continu sur H*(R).

Remarque 4 On verra dans la suite que la restriction sur t n’a pas lieu d’étre et que la
continuité est vraie en tout temps ot le semi-groupe est défini.

Démonstration: soient u(t),v(t) deux solutions issues de ug, vy dans H'(R). On veut
montrer que

si ug — vp alors u(t) = S(t)ug — v(t) = S(t)vy dans H'(R).

)=o)l < 1O = wlla + [ 176 = 5)(F () = P s
< o=l + [ BICEI (= 0)(s) s
< o = ol + ICE | (= )(5) s

On applique alors le lemme de Gronwall a la fonction ¢(t) = f(f [(u —v)(s)|mds; il vient
6c|b|C§t

c|b|Cg
D’ou le résultat voulu. O

(1.7)

lu—v|g1 < |ug — volm
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Remarque 5 La méthode de point fixe local s’itéere. On peut résoudre successivement
l’équation avec conditions initiales en Ty = 0 gusqu’a T, Ty = T, jusqu’a Ts,... ou T
dépend de |f|r2 mais aussi de |u(T1)|g1. Par concaténation on construit une solution
mazximale sur [0, Tyar| avee Tyax = sup Ty, ; m = 1,2,... . Cette solution appartient a
C([0, Trnaxl, H') et vérifie Ualternative d’explosion suivante

Tae = +00 0U Thpap < +00 et |u(t)| g1 — 400, quand t — T,

Si on contréle la norme H)! de u(t) jusqu’a Tyae la solution mazimale sera globale et
vérifiera T, = +o0o. Pour ce faire on utilise l’astuce suivante. On montre aisément
récursivement sur T,, que (1.7) s’itére en, pourt < T,

€c|b|C§Tm

[(u—v)(#) | < |uo — UO\H;W-

En choisissant par exemple v(t) = vy une solution stationaire de l’équation (1.1), il vient
alors la non-explosion de la norme H! de u(t). La solution mazimale est alors globale. On
a en outre prouvé au passage la continuité de S(t) pour tout temps.

1.2.2 Existence d’un borné absorbant

On suit ici le cadre des systémes dynamiques en dimension infinie (voir |74], [61], [48],
[66]). On procéde en deux étapes. L'existence d'un borné absorbant dans L*(R), puis
I'existence d'un borné absorbant dans H'(R).

Lemme 7 [l existe ¢, > 0 qui dépend des données de l’équation |f|r2 et vy, et qui est
indépendant de vy, tel que pour u(t) solution de (1.1), il existe t, qui dépend de |ug|p2 tel
que

‘u(t)h& S C1 Vi Z tl-

Démonstration: Comme E(|u|?) et |u|* sont a valeurs réelles, il vient

Im/E(|u|2)|u|2 =0.

On multiplie I’équation (1.1) par @ dans L?(R), on intégre en prenant la partie imaginaire,
on trouve

Ld

5 il +alu(R; =1 [ fm

donc
EghdtﬂLg4-27hdtﬂLg::21ﬂl fa.
Comme on a 1
2t [ fu < 20 lalulz < 2lulls + 211

alors P .
%W@&+ﬂMMQSjﬂ%
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On obtient
If\ 2|13
[u(t)[22 < e fugl2s + (1 - —vt> <= - v s, (1.8)
\U0|L27
ol ty = —l O
' 1z

Maintenant on va établir la borne supérieure de u, dans L*(R);

Lemme 8 [l existe c; > 0 qui dépend des données de I’équation |f|r2 et v, et qui est
indépendant de v, tel que pour u(t) solution de (1.1), il existe ty qui dépend de |uo|m tel
que

|Ux(t)|L% S (&) Vit 2 t2.

Démonstration: les calculs sont faits en prétendant que toutes les intégrations par par-
ties sont licites. Cela peut étre justifié de la fagon suivante. On démontrer les inégalités
pour ug une donnée initiale dans I'espace de Schwartz par exemple. On conclut ensuite
par densité de I'espace de Schwartz dans H!(R) en utilisant que pour chaque temps S(t)
est continu sur H!(R). Cet argument est standard (voir [22] par exemple). Nous indi-
quons ici seulement comment obtenir les estimations a priori. Le passage a la limite étant
omis. Rappelons que ¢ est une constante numérique qui peut varier d'une ligne a l’autre. on
multiplie I'équation (1.1) par (—u; —~u) dans L*(R), on intégre en prenant la partie réelle

1d b B
sl +alualis = = 3 [ Bl ~ Re [ rm

= 20 [ B(uP)uf - Re [ fu

1 —

[ Bl = ore [ BRI
1 R o~

— R [ EOPIE

1 1 d R ——
= ——— 2112
5o ke [ BT
= ——— 2 2
o dtRe/E(|u| )l
1d

2dt

Mais on a

On trouve dés lors

pril q(u) + 2vq(u) = H(u),

ou

b
o) =l +5 [ BQuP)luf + 28e [ fa
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Hu) = — b/E(|u|2)|u|2+27Re/fﬂ.
On a
—Vb/E(\u\2)\u\2 < ABIE(ul?)|z2|ul7s < v[bl[ulLs,

car |E([uf?)]zz < [|uf*|zz = [ulZ,.
Maintenant on démontre que

1
q(u) = Slualzs = ellulls + ulze) = 112z,

pour u dans H'(R); en utilisant I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (1.5) on trouve

aw) > huell — Dulty — |zl
> fualis = Sludlizlulls = Flizluley
> Juelyy — glually — clully — 1113 — clul?s
>l — ellully + lull) ~ 1713
Par ailleurs
H(w) < eyblludszlufly + 21l uls
< Slusliz +or(ulls + [ulfs) + 1713
< yalu) + ex(ully +lulty) + 211/
Qui donne
() +79(u) < ex(ully + fully) + 231 T3 (19)

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

q(u) < qluo)e™ + 29| f[7: + C/Ot ey (fuls)|7z + luls)[72)ds.
On en déduit
|2 < qluo)e™" + 29| f 72 + c(lulfs + [ulf2) + C/Ot ey (fuls)|3z + lu(s)[72)ds.
On veut alors utiliser le controle de |u|.2, pour ¢ > t;, donné par le Lemme 7. On applique

I'estimation précédente a v(t) = S(t)u(ty) = w(t + ¢1). Il vient alors, puisque v(t) reste
pour tout temps positif captif dans le borné absorbant L?(R)

IN

t
|ua(t +t1)]72 q(u(ty))e™" + 29| f[72 + o(§ + &) + ¢ / e 1y (f + ) ds
0

< qu(tr))e ™™ + 29| f|72 + 2¢( + ),
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or

u(t) = ()l + 5 [ ElulP)futtl + 2Re [ fue)
< K,

ot K dépend de |ug|p1, |f|rz,b. via par exemple supy,,j [w(t)] a1 (w)-
Par conséquent

ug(tr + )72 < Ke "+ 29| f[75 + 2¢(c] + o). (1.10)

On peut alors choisir ¢3 = 47| f[7. 4+ 4c(c§ 4 ¢f) et to = t1 + %log(zc—ff).
x 2

Poser M? = ¢2 + ¢2 compléte la preuve de la proposition. 0

D’ou la preuve de la Proposition 1. O
On résume alors les deux Lemmes précédents

Proposition 3 1] existe un sous ensemble borné 3 de HY(R) qui satisfait
St C p,t =0,
et pour tout sous ensemble borné B de H'(R), il existe to(B) > 0 tel que

S(t)B C B,t > to(B).

Démonstration: on trouve grace aux Lemmes 7, 8
|ulm < My, Vt > to,

ol tg = ty. Donc il existe un borné absorbant S qui est une boule de rayon M; dans

H'(R).

On peut aussi utiliser la démonstration précédente pour construire un borné absorbant

positivement invariant par le flot des solutions. De l'équation (1.8), on déduit que si
V2flp2

uolrz < Mo = ——=

on déduit de (1.9) que si |ug|r2 < My alors

, alors |u(t)|2 < My pour tout temps positif. De la méme maniére,

q(u(t)) < e + (1 — e )y (Mg + Mg) + 2| f17. (1.11)

Dés lors on déduit que pour K? = ¢(M§ + Mg + | f|72), Uensemble
B={ue H;ulz < M et g(u) < K}

est positivement invariant par le flot et absorbe toutes les trajectoires aprés un temps fini.
O
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1.3 EXISTENCE D’UN ATTRACTEUR GLOBAL A
Rappelons tout d’abord la définition d'un attracteur global

Définition 7 (voir [74])

A est un attracteur global pour (S(t))i>o si
~ A est compact dans H'(R) ;
— A est invariant,i.e : S(t)A = AVt >0;
VB borné de H\(R),

dist(S(t)B, A) = sup inf |S(t)¢p — alz: — 0, quand t — +o0.
¢€B acA z

La difficulté majeure ici est que l'injection de H*(R) dans L*(R) n’est pas compacte. On
va utiliser une méthode due & Laurengot [57] pour démontrer le résultat suivant

Théoréme 1.3.1 S(t) possede un attracteur global et compact dans H'(R).

Démonstration: on fait la démonstration en trois étapes. Dans une premiére étape,
on montre la précompacité des trajectoires pour une norme plus faible. Dans une seconde
étape, on montre la précompacité des trajectoires dans H'(R) fort. La derniére étape
explicite alors 'existence de 'attracteur comme ensemble w—limite du borné absorbant.

Premiére étape : précompacité des trajectoires dans L*(R)

Pour o > 0, on considére y, une fonction de troncature C'* vérifiant

1, sijz| <«
Xa(x):{ 2]

0, si|z|>2a.

Soit f € L*(R), (fx«) converge vers f quand a@ — +00, alors Vn € [0, 1], il existe a(n) > 0
tel que

|f - f77|L% S 7]7vn € [07 1]7
ou
fn:fXa(n)'

Soit maintenant une trajectoire captive pour ¢ > 0 dans le borné absorbant 3. Puisque
nous sommes intéressés a montrer la précompacité lorsque le temps va vers 'infini des
trajectoires (ou plus précisément d’ensemble de trajectoires issues d’un méme borné),
nous pouvons, quitte a opérer une translation en temps (confer le ¢y de la Proposition 3),
supposer que u(t) € 3 pour ty > 0.

On décompose maintenant la fonction w solution de (1.1) comme somme de deux
fonctions v et w, ot v est une solution du probléme

10 + Z.'VU + U:c:c(l - “7) - bE(|u|2)'U = f - fn - inuxxa
v(0) = uy.
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Et w est solution du probléme

iwy 4 iyw + we (1 — in) — bE(Jul*)w = f,,
w(0) = 0.

Lemme 9 Pouruy € § etn € [0,1], il existe t(n) >0 et K >0 qui dépend de vy, f, M
tels que
[o]72 < [uolzze™™ +nK,

[lez < 02K, > t(n).
Démonstration: v vérifie 'équation suivante
vy + 70 + Vg (1 — in) — bE(JulPv = f — f, — inys. (1.12)
On multiplie 'équation (1.12) par v, on intégre en prenant la partie imaginaire
ld 2 2 = =
§£|U|Lg + vl +nlvsl: = Im/(f - fn)v+77Re/Uxe

|f = flezloliz + nlua|rz|ve|

IN

IN

1 gl U
5|f — faltz + §|U|ig + vl + Z|Ux|%g?
or | f — fulrz <m et |ugl3. < M7, par conséquent

2
(M? + =).
gl

N3

d
£|U|ig + 7|U|ig <
En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

2 2t Ui 9 , 2 —i
|72 < |ugliee™ " + —(M; + —)(1 —e 7).
|‘L%—| ‘L% 2( 1 ) )

Comme ug € 3 C L*(R), alors |ug|2, < M7, et
[olz2 < MPe™" +nK,

ou K dépend de v, f, M.

2
Finalement pour ¢ > t(n) = %log(%—;}) il vient |v|p2 < n2K. En d’autres termes v(t) est
captif aprés un temps transitoire d'une petite boule fermée B;2(O,/Kn) dans L2(R). On
démontrera dans la suite que v et w (liés par la condition v = v — w) sont bornés dans
H!.
Dans la suite M, désignera le rayon de la boule dans H'(R) ou v reste captif.

Lemme 10 Pourn € [0,1], il existe une constante K' qui dépend de vy, |f|r2, 1 telle que
pour ug € (3
lzw|r: < K’
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Démonstration: soit w solution de I’équation suivante
iwy + iyw + wee (1 —in) — bE(Jul*)w = f,. (1.13)

On multiplie 'équation (1.13) par z*w, on intégre en prenant la partie imaginaire

1d
\xw\Lz +7\xw\L2 —i—Im/x WWey — nRe/x WW,y —Im/x Wy

2 dt
Im/x2wwm = —21m/x@wx,

—nRe/x WWay = 27)Re/xw@m+7]/x2\wx\2.
On obtient

1d
|:L”LU|L2 +’}/|I’UJ|L2 —|—77/x2|wx|2 = QIm/xwxE—277Re/xw@x+1m/x2fn@

et

2 dt

< 2t n)fulludi + [ 215w
< (1 + D|wl3z + n]zw,|3: + z|:mu|%z + i|:)3f 2,.

Comme w = u — v, |u[f; < M{, v}, < M3, ot M; dépend de v, f et M, dépend de
K, n, alors
1d
2dt

En appliquant le lemme de Gronwall on trouve
\xw\%g < Klv
ot K’ dépend de n, |f|r2, 7. O

1 1
—|rw|s + 5 I:cwﬁg < o(M7 + MS)(; +1) + %\xfnﬁg-

Donc, w(t) est bornée dans L?(R, (1 + 2?)dx). On démontre maintenant

Lemme 11 Pour ug € (3 la fonction w est bornée dans H*(R).

Démonstration: comme w =u —v et |w|z < |u|pz + |v][2 < My + My, donc il suffit
d’estimer la norme de w, en L?*(R). On multiplie I'équation (1.13) par —w,, dans L*(R),
on intégre en prenant la partie imaginaire, on trouve

1d
gttty + sl +nlenlty = <t [ BQuPyot. —tn [ £,
< [llE(ul?)|pee [w| 2| waal 2 + | fl 2 |waa] 2
< elb|(My + M) E(Jul®)| g [ wa| 12 4 | fol 2 [as| 12
< C\b|(M1 + M2)|U|§{%‘wm|L§ + ‘f77|L%‘wx:v|L%
< C(Ml +M2)2|b‘2M{l

§‘wm|L§ 2

n 1
+§\wm|ig + %\fn\%g-
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En appliquant le lemme de Gronwall on obtient

o(My + Ms)?|b* My 1 -
( 1 2)‘| 1_|_5|fn|%%)(1_6-yt)‘

[wal7z < we(0)72e7™7" + (

Comme w(0) = 0, alors w,(0) = 0. Qui donne

C(Ml -+ M2)2|b‘2M{l

1

O

On conclut de ces deux Lemmes précédents que w(t) est bornée dans H(R) N L?(R, (1 +
2?)dx).

Lemme 12 H'(R) N L*(R, (1 4+ z?)dz) C L*(R) est une injection compacte.

Ce résultat est classique (voir [26], page 432, par exemple).

Démonstration: en fait H'(R) N L*(R, (1+2%)dx) C L*(R) est une injection continue.
Pour démontrer qu’elle est compacte on prend w,, une suite bornée dans H'(R)NL?(R, (1+

x?)dz), alors il existe w € L*(R) tel que w, — w dans L?(R) faible. On veut démontrer
que w, — w dans L*(R) fort, pour cela on écrit w, comme

Wy = XaWn + (1 - Xa)wru

avec
(W | @) + [Wn L2 R, (1422)dz) < M.

On pose s, = w, —w, on a s, — 0 dans L?(R), en plus cette suite est bornée par 2M
dans H'(R) N L*(R, (1 + 2?)dz). On écrit

|snl 72y < c(IXaSnliz@m) + (1= Xa)snli2w))-

On estime |(1 — Xa)sn‘%ﬁ([k)

/(1 — Xa)zsid:c = / (1-— Xa)%idm
R |z|>a

1 2
< / s2 +x2dm
|z|>a I+a

1
< su so(1+ 2%)dx
< i) [ s
1 2
< 1+a2|sn|L2(R,(1+x2)d:v)
4M*?
< .
T 1+4a?

Comme Y,8, est bornée dans H'([—2«a,+2a]), et H'([—2a,+2a]) — L*([—2«,+2a])
avec injection compacte, alors il existe une sous-suite de x,s, qui converge fortement vers
0 dans L*([—2a, +2a]). Ceci donne par 1'unicité de la limite

XaSn, — 0 dans L*(R).
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On obtient

lim sup |snk\2Lz(R) < (] limsup Xasnk‘%2(R) + limsup | (1 — Xa)snk‘%2(R))

k——+oco k—-+oco k—-+oc0
< o0+ 4eM?
- 1+a?
Quand o — +00, on a s, — 0 dans L*(R). O

Done, pour t > t(n), on a
S(t)8 C Br2(0,12K) + K,, C L*(R),
ou K, est un compact de L*(R). On en déduit que S(¢)/3 est précompact ; en effet
Lemme 13 Ve > 0, 3n > 0 tel que ¥Vt > t(n) on a
S(t)3 C UpBrz(x, 2¢),

cette réunion étant finie.

Démonstration: comme K, est compact, alors il existe un recouvrement fini tel que
K, C UyBp2(z,¢€).
Donc
K, + Br2(0,n2K) C U, Ba(z,€) + Br2(0,n2K) C Uy(Bra(, €) + Br2(0,n2 K)).

Alors
BL2<:C7€) + BLZ(OJI%K) C BL2<x,€—|—n%K)_

On prend (n2K) < ¢, on obtient

K, + Br2(0,72K) C Uy By (x, 2e).

On démontre maintenant la proposition suivante

Proposition 4 Pour tout temps t positif fivé, S(t) est continue sur les bornés de H'(R)
pour la topologie forte de L*(R).

Ce résultat est aussi vrai pour ¢t < 0.
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Démonstration: soient u(t) = S(t)ug et v(t) = S(t)vy deux solutions de I’équation
(1.1) tels que ug, vy € 3 et ug — vy dans L?(R). On pose w = u — v qui vérifie 'équation
suivante

Wy + iYW + Wy = bUE([ul?) — vE(Jv]?)),

w(0) = uy — vy = wp.
On multiplie cette derniére équation par w, en prenant la partie imaginaire, on trouve

1d
wlis +ylwli; = bIm/(uE(\UP)—vE(\vlz))@

S@
< bl / (u — ) E(|[u]2)m + / E(ul? - o))
< DB w2 + fulze | E(ul? — [of?) 2 w]22)
< clpl(B(oP) w2+l — o]z w]2)
< cpl(oRplws + lulan(lulss + o] [wl2)
< epl(loRulwls + ulm (fula + [ola)lulZ)
< M2 w2,
Donc
1d 2 2 2
5wl + (3 — clbl M)l <0

En appliquant le lemme de Gronwall on trouve
_ _ 2
jwliz <e 0 C‘b‘Ml)t|w0|ig-

Donc, quand wy — 0, on a S(t)ug — S(t)vy dans L*(R). O

Lemme 14 Vt, une suite telle que t, — +oo et u, € 3, il existe une sous-suite de
S(tn)un qui converge fortement dans L*(R)

Démonstration: grace au Lemme 13, V¢, > ¢,(n), on a {S(t,)u,} C U.Br2(z,2¢) C
L*(R), cette réunion étant finie.

Donc {S(t,)u,} est précompact dans L*(R), donc Vu, € 3 il existe une sous-suite de
{S(t,)un} qui converge fortement dans L*(R). O

Deuxiéme étape : précompacité des trajectoires dans H'(R)

Proposition 5 Pour toute suite u; € 3 et t; — +oo, il existe z € H(R) et une sous-
suite de S(t;)u; qui converge fortement vers z dans H'(R).

Démonstration: on applique ici un argument de J. Ball [9]. Comme [ est borné dans
H'(R), alors 3 est faiblement sequentiellement compact. Donc Vt; — +o00 et u; € 3, on
peut supposer que S(t;)u; — z dans H'(R). D’aprés le Lemme 14, il existe une sous-suite
de S(t;)u; qui converge fortement vers 2’ dans L*(R), alors

S(t;)u; — z dans H'(R) = S(t;)u; — z dans L*(R),
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S(t;)u; — 2’ dans L*(R) = S(t;)u; — 2’ dans L*(R).

Par unicité de la limite on a z = 2z’. Comme 3 est positivement invariant,
S(t)B C B,vt >0,

alors pour T' > 0 et ¢; > T on a S(t; —T)u; € 3, une suite bornée dans H'(R), alors grace
au Lemme 14 il existe une sous-suite S(¢; — T')u; qui converge fortement dans L*(R) et
faiblement dans H'(R) vers S(—T)z.

Comme S(t) est fortement continu sur les bornés de H'(R) pour la topologie forte de
L*(R) alors

S(t;+t—T)uj = St)S(t; — T)u; — S(t — T)z dans L*(R).
Lemme 15 Pour toute suite t; — 400 et u; € 3, alors

lim sup |S(tj)u‘jﬁ{% < ‘Zﬁ{;-

Démonstration: on multiplie I'équation (1.1) par (—u; — 7u), en prenant la partie
réelle, on trouve

%(WI?{; +G(u(1)) + 2y(Julfy + Gu(t)) = H(u(t)) (1.14)

tels que

Glu) = ~Jufty + 5 [ E(uP)uf + 2Re [ fm
H(w) = 2ke [ fu=by [ E(uP)lul

En intégrant (1.14) entre 0 et ¢ on obtient
t
|S(t)uoltyy + G(S()uo) = e (Juolzy + G(uo)) +/ eI H(S(s)uo).
0

Alors, pour ug = S(t; —T)u;, t =T et j — 400, on obtient

lim sup (|S(tj)uj|§{% + G(S(tj)uj)> <

j—+oo
e lim sup (|5(tj — Ty + G(S(t; — T)uj)) +
j—+o0
T
lim sup/ D H(S(s +t; — T)uy)ds. (1.15)
Jj—+oo JO

Lemme 16 Pour u, v € § C H'(R), avec u — v dans L*(R) on a
G(u) — G(v) dans R,
H(u) — H(v) dans R.
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Démonstration: comme u — v dans L*(R) et u € 3 alors on trouve grace a I'inégalité

371
de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg |u|ps < |u|},|u|f, que u converge fortement vers v dans
x x

L*(R?) quand j — +o0, et
/fﬂ — /f@

/wmm—Ewmww+/Ewmww—m%
B(uP) — B(lo?)| iz a2 + (o)l [uf? — Jof?]2

[Tl = oPles (Julzs + [vlZs)

On a aussi

/MMWW—Ewmmz

IANINCIN TN

([ulZs + [0lZe) (ulzs + [v]za) lu — v]La.

Donc si u — v dans L*(R) il vient

[ EQuPar — [ @

Qui donne le résultat. O

Grace au Lemme 16, quand j — 400, on a
G(S(t; = T)uy) — G(S(=T)z),
H(S(s+t; —T)u;) — H(S(s —T)z).

En utilisant le théoréme de convergence dominée, on obtient

T T
jligi-noo i (S (s 4t — T)u,)ds = /0 D H(S(s — T)z)ds
= |z|§{} +G(z) — (|S(—T)z|%{% + G(S(=T)z))e 2T, (1.16)

En plus, comme S(t;—T')u; reste dans le borné absorbant 3 C H*(R) pour ¢; assez grand ;
en effet la famille {S(—T")u;} demeure dans un borné B de H!, donc dés que t; > to(B)
S(t; — T)u; € B. Par conséquent, limsup; ., [S(t; — T)u;|m < M et

eawmmm(w@—Tmﬁﬂ+maw—ﬂW»gmmﬂw+awpn@gmi

Jj—+oo

On obtient grace a (1.15) que

mmwoﬂmm@+aw@mﬁg (1.17)

Jj—+oo

Mye T 4+ G(S(=T)z)eT + |z|%{% +G(z) — (|S(—T)z|§{% + G(S(=T)z))e 27,

Grace au Lemme 16 on a lim; . o G(S(t;)u;) = G(2), en plus [S(=T")z|g < liminf; [S(t;—
T)uj|g < M, alors, quand T' — 400, on obtient

limsup |S(t)u; |71 < |2[7- (1.18)

Jj—+oo
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Par conséquence S(t;)u; — z dans H'(R). O
Donc on a la précompacité des trajectoires dans H'(R). Alors la preuve de la Proposition
5 est achevée. O

Troisiéme étape : conclusion

Tout d’abord, on démontre l'existence d’'une solution stationnaire de I’équation (1.1).

Théoréme 1.3.2 Il existe u dans H'(R) tel que

|u|L2(R) < |f|f;(R) )

et
Uyy + iyu = buE(|ul?) + f.

Démonstration: rappelons le lemme classique (voir [18])

Lemme 17 Pour F une fonction continue de RP dans RP, et R > 0 tel que F(£).£ >0
pour tout &; |€] = R. Alors il existe £ € RP avec || < R, et tel que F(£) = 0.

Démonstration: raisonnons par Pabsurde. Soit U = {£ € RP : |¢] < R}.
Si F(€) ne s’annule pas dans U, on introduit

 RP(
¢ = ~Trer

G est continue de U dans U. D’aprés le théoréme de point fixe de Brouwer, il existe £, € U

tel que G(&) = &, donc
RF (&)

— = &, (1.19)
| F' (o)
qui donne que |§| = R. On prend le produit scalaire dans R” de (1.19) avec &y, on obtient
_RF(g(])gO _ 52
[F&)l
Qui donne la contradiction avec F(&y).§, > 0. O

En utilisant le Lemme 17 on se rameéne a la résolution d’un probléme approché en dimen-
sion finie par la méthode de Galerkin. Soit (ey)ren une base hilbertienne de H'(R), et soit
Vi Uespace vectoriel engendré par (eg, ..., €, i€q, ..., i€y, ), On résoud :

trouver u,, € V,,; Yv,, € V,,

((Wm)zz Vm) + Y (U, V) = (bumE(‘umF), V) + (f5 Vm), (1.20)

avec (.,.) le produit scalaire dans L?(R),

(u,v) = Re/ uodz.
R
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On considére P, : L? — V,, la projection orthogonale, qui est un opérateur auto-adjoint.
Comme L?*(R) est dense dans H!(R) on peut écrire P, : H~' — V,,, alors

F(up) = P () zw + iyt — bug E(Jun)?) = f) . (1.21)

En prenant v, = —iu,, dans (1.20) il vient

(F (1) i) = At 2y — I / fim.

Soit € petit destiné a tendre vers 0. Alors (F'(um), un) > 0 pour |wy|2m) = @ +e

N . . |fl L2 .
D’aprés le Lemme 17 il existe u;, tel que F'(us,) = 0 et [us,|r2@) < LT“R) +¢. La suite us,
étant bornée dans un espace V,, de dimension finie, on peut en extraire une sous-suite,
toujours notée u; , qui converge vers une fonction u,, dans V,,. D'une part, toutes les

normes étant équivalentes sur V,,,, alors F'(u,,) = lim F'(u$,) = 0 par continuité de F' sur

H*(R) avec k assez grand. D’autre part on a bien sur |u,,|r2@) < M

Il reste a passer a la limite pour dire que w,, converge vers un point fixe, qui est la
solution stationnaire de I'’equation NLS quand m tend vers +oo. Pour cela, on a besoin
d’estimations a priori. On pose v, = —u,, dans (1.20). On obtient

(tn )22z = —bRe / t B ) / Flinda: (1.22)

comme u,, est borné dans L*(R), en utilisant I'inégalité de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg
pour contrdler [ |um,|*E(Jun,|?) par |um|‘ig < C|Um|H;|Um|‘2%, on obtient que u,, est borné
dans H'(R). Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer u,, — u faiblement dans
H'(R), alors ()., converge faiblement vers u,, dans H~*(R). En plus comme u,, est
borné dans H'(R) alors E(|t,,|*)u,, est borné dans L?(R), ce qui donne puisque P, est
un opérateur borné alors P, E(|u;,|*)u,, est borné dans L*(R), donc 3¢ dans L*(R) tel
que
P E (|t |ty — ¢ faiblement dans L*(R).

Ceci donne par la convergence faible dans (1.21), que u, ¢ sont solutions de I’équation
Uy + 1yu = b + f. (1.23)

Il reste a prouver que ¢ = uE(|ul?).

Lemme 18 Pour u € L*(R) on a (¢,iu) =0, ot (.,.) désigne le produit scalaire L*(R).

Démonstration: on observe tout d’abord que si P, E(|um|*)u,, converge faiblement

dans L?(R) alors E(|t,|?)u,, converge aussi vers ¢ faiblement dans L*(R). En effet, si

1 est une fonction dans L*(R), en utilisant le caractére auto-adjoint de P,,, le fait que

P,,1 converge fortement vers ¢ dans L*(R) (par densité des V,, dans L*(R)), et le fait
que E(|tn,]?)u,, soit une suite bornée, il vient

((Id = Po) E(Jtml*)ttm, ) = (E(|tm|*)tem, 0 — Prntp) — 0.
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Soit maintenant 6 € C§°(R) une fonction test & valeurs réelles. Soit K le support de 6.
Quitte a extraire une sous-suite on peut supposer que

Uy, — u dans L?(K) N L™(K),

et
U B (Jum|?) — ¢ dans L*(R) faible.

Il vient alors

0= Re/E(|um|2)umi9ﬂm — Re/qﬁiﬂ@.

Ceci étant vrai V6, alors (¢, iu) = 0. O
En appliquant le Lemme 18, on multiplie (1.23) par 7z dans L?(R) on trouve

2 N1 . T 2
7|U|L% - (.fa ZU) - ml—lg—loo(f’ Zum) - m1_13_1007|um|[,926

Alors u,, — u dans L*(R) fort, donc par interpolation u,, — u dans L*(R) fort et
U E(Jum)?) — wE(|u|*) dans L*(R) ¢ H'(R).

Qui donne
¢ = uB(|ul?).

Alors on a une solution stationnaire u dans H'(R). O

Proposition 6 Soit A l’ensemble suivant
A={ac B Ip, € ett, — +oo, tel que S(t,)p, — a dans H'}.

Cet ensemble est un attracteur global dans H*(R) pour I’équation (1.1).

Démonstration: on démontre que A est un attracteur global dans H*(R) pour I’équa-
tion (1.1), via le Théoréme 1.1.1 de [74], donc on démontre ’égalité

.A = mszoutZsS(t)ﬂ.

D’abord, A est un ensemble non vide car il contient au moins les solutions stationnaires
de I’équation (1.1).

Ensuite on a
S(t)A = AVt > 0;

en effet, si b € S(t)A alors Ja € A tel que b = S(¢)a.
Par conséquent ¢, € 3; 3t, — +oo tel que S(t,)p, — a.
Donc par continuité de S(t) on a

S(t)S(tn)en — S(t)a = 0.
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De plus
S(t>5(tn)90n = S(t + tn)‘Pm

S(t+t,)en — b= S(t)a,

mais t + t, — +00, ¢, € 3, alors b € A.
Donc

S(H)A C A.

Sia € A, alors Jp, € §; 3t, — +oo tel que S(t,)p, — a, donc a = lim,, ., S(t,
t)S(t)¢n. On pose v, = S(t, — t)¢,, on applique la Proposition 5 a v,,, donc il existe vy,
une sous-suite qui converge vers b dans H'(R). Par continuité de S(¢) on trouve

S(t)vp — S(t)b.
De plus v = S(tnk — t)pnk, donc
S(t)vne = S(tnk)Pnr — a.
Donc S(t)b = a, et A C S(t)A.

Maintenant on montre que A est compact dans H'(R); soit z,, une suite a valeurs dans
A, comme S(t) est réversible en temps alors

T, = S(t)S(—t)x,, Vt > 0.
Pour ¢t = n, on pose y, = S(—n)x, € A C 3, donc x, = S(n)y, C 3. On applique la
Proposition 5 & x, donc, il existe une sous-suite de S(n)y, = x, qui converge fortement

dans H'(R), i.e
lim z,, = lim S(n;)y,, =z € A.

i—-+00 i—+oo

Donc A est compact dans H'(R).

Il reste & montrer que A attire les bornés de H'(R), i.e pour tout borné B de H'(R)
dist(S(t)B, A) — 0, quand t — +o0.

On le montre par 'absurde. On prend By tel que

30 > 0, t; — 400, tel que dist(S(t;)By, A) > 9.

Pour chaque j il existe u; dans By tel que

dZSt(S(tj)uj,A) > > 0.

|

On sait que
S(t)By C 3, Vt > t.
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On applique la Proposition 5 a S(t;)u; = S(t; — to)S(to)u;, on trouve qu'il existe une
sous-suite S(t;,)u;, qui converge fortement dans H'(R)

i

lim S(t;,)uj;, = lm S(t; —to)S(to)u; = wu.

Ji—+o0o Ji—+00

Alors il existe une suite S(tg)u; de 3, et t; —tg — 400 tel que S(t; —to)S(to)u; — u, qui
donne grace a la définition de A que u € A, ce qui est une contradiction. En appliquant
le Théoréme 1.1.1 de [74], on trouve que A est un attracteur global dans H'(R) pour
I'équation (1.1). O

Alors, la démonstration du Théoréme 1.3.1 est achevée. O

1.4 REGULARITE DE L’ATTRACTEUR A

On va maintenant démontrer que I'attracteur A est en fait inclus dans un espace de
Sobolev plus petit, H?(R), i.e constitué de fonctions réguliéres. Les solutions stationnaires,
qui sont dans lattracteur, appartiennent elles aussi & H?(R); par conséquent ce résultat
de régularité est optimal. On suit dans cette section les références [39], [7].

On commence par démontrer quelques lemmes sur le terme non local E(Jul?)

Lemme 19 Pour u € H*(R), on a
|E(|ul*)|mz < clulf. (1.24)

Démonstration: en vertu du Lemme 2, il suffit de montrer que [AE(|ul?)|r2 < c|ul3e.
Par ailleurs

—_

F(AE([u]?) = —&E©)ul?©)
= F(EA(lul?)).
Donc

AE(jul)[7; < c(l0sulzy + [2ReT0ulzs

< c(|0sulzy + |ulfe Ol L.

Ceci donne grace a (1.3) et (1.5), et au Lemme 2 que

|E(Jul*)|mz < clulf,.

Lemme 20 Pour u € H*(R), on a

[wE([ul*)|mz < clulps. (1.25)

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



. . Thése de Manal Hussein, Lille 1, 2009
1.4. REGULARITE DE L’ATTRACTEUR A 35

Démonstration: en utilisant (1.2), (1.3), (1.5) et (1.24) on trouve

wE(u*)lmz < clulre | E(ul*)|mz + clulm E(jul?)| 2

1o 1 1
< cllulllulbyluls + luluel EQuP) B )
1o
< c(lulZaulfnluliz + lulmzlulpalulm)
PR 5 5
< clluldfuly ol + lulslulful)
< c|u|?}{%

1.4.1 Probléme auxiliaire

Nous allons approcher pour les grands temps les trajectoires du systéme dynamique donné
par notre équation. Comme précédemment, quitte & opérer une translation en temps, nous
supposons que nous regardons une trajectoire u(t) captive pour tout temps positif dans
le borné absorbant. L’idée de 'approximation est la suivante.

Soit u solution de I’équation (1.1) qui s’écrit sous la forme, en omettant la variable ¢,

ule) = 5= [ alg)eas

ou u désigne transformée de Fourier de u. Pour un niveau donné N, on définit la partie

basse fréquence de u par
1

21 Jigl<n

y(x) a(&)e™ dE.

De méme, on définit la partie haute fréquence de u par
1

21 Jigj>n

a(€)eisde.

La fonction z est solution de I’équation suivante

iz + 172 + 220 = DQ(E(ly + 2*)(y + 2)) + QF, (1.26)
avec une donnée initiale z(0) = Qug = 2o ou @ est le projecteur orthogonal sur
1 1 ~ iz 1
QH'={z=o |  al¢)e™dg, = € H\R)}.
21 Jiglzn

Remarque 6 si u n'est pas intégrable, il faut substituer a lintégrale ci-dessus la distri-
bution tempérée F 1 (ux(|¢] > N)).

Finalement on écrit u = y + z et on définit Pu = (Id — Q)u = y, le projecteur sur les
basses fréquences.

Proposition 7 Pour chaque k dans N*, pour tout temps positif, la fonction y demeure
bornée dans une boule de H*(R) de rayon O(N*~1).
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Démonstration: la démonstration est classique et repose sur des inégalités inverses et
le fait que u demeure pour tout temps positif dans le borné absorbant. Soit £ > 1, on
estime y en norme H*.

wm:—/H%| () de.
Mais
y(@) = — [ ae)ea

27T |€|<N

:-—/ V(lg] < Ny de.

On obtient
9(&) = a(§)x(|€] < N).
Donc, pour k£ > 1

%M%::AOHHH(W%
::AuHWWWWMMSM@

su+NW*/m+m%mW%
R

= 2n(1+ Nz)k_1|u|§{%

< 2rME(1 4+ N?)F

ol M est le rayon de la boule absorbante de u dans H'(R), on en déduit le résultat. O

Puisque NH* C C*, y est C* par rapport a x, alors la régularité de v dépend de celle de

z. I’idée est alors d’approcher la composante haute fréquence de u pour les grands temps.
On considére z la fonction définie pour ¢t > 0 comme solution de I’équation (1.26) sur

QH'(R) avec donnée initiale 2(0) = Qu(0).

Pour N fixé et pour une trajectoire u, et pour y = Pu, on introduit la fonction Z tel que

Z : [0, +oo|— QH',

et qui vérifie I’équation suivante

iZy+ V2 + Zee = VQ(E(ly+ Z1*)(y + 2)) + QF, (1.27)

Z(0) = 0. '
Démontrer que cette EDP non autonome admet une telle solution fait I'objet de la pro-
position suivante

Proposition 8 Pour N assez grand, i.e pour chaque N > Ny ot Ny seuil dépendant des
données |f|12,7, il existe une unique solution Z continue et bornée dans QH?*(R) pour
(1.27), qui vérifie de plus les estimations suivantes : il existe K dépendant de la taille du
borné absorbant (et indépendant de N ) tel que

1
|Z]iy + w121 < K. (1.28)
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Démonstration: on rappelle tout d’abord que 1'on a supposé que les trajectoires entrent
et restent dans le borné absorbant pour les temps positifs. On pourra aussi supposer sans
perte de généralité que N > 1. On fait la démonstration en trois étapes.

Premiére étape : construction d’une solution locale en temps a valeurs dans
H?(R).

La démonstration de l'existence d’une solution locale (qui est en fait classiquement une
solution faible) est trés similaire a la démonstration de la Proposition 2 et du Lemme 5,
mis & part que 1'on opére un point fixe dans QH? et pas dans H!. Soit T, > 0, on définit
ici Pespace X = Cy([0,T.], QH?) muni de la norme

|Z|x = sup |Z|gu2 = sup |Z|p2,
t€[0,T%] t€[0,T%]

car Z € QH?*(R) implique QZ = Z.
L’équation (1.27) peut s’écrire

Zi+ (v —i8)Z = —ibQ(E(ly + Z")(y + 2)) —iQf, (1.29)

ou sous forme intégrale

t t

2(8) = —i / AP (Z(5))ds = —i / T(t — $)F(Z(s))ds, (1.30)
0 0

ot T'(t) est le semi-groupe linéaire de contraction sur Q H?(R) défini par T'(t) = e~ avec
A=y =il et F(Z) = Qf +bQ(E(ly + Z*)(y + 2)).

Soit G I'application de X dans X (ce point sera vérifié dans la suite), définie pour ¢ € [0, 73]
par

G(Z(t)) = —i /0 T(t — s)F(Z(s))ds.

On cherche un point fixe pour G.

Lemme 21 Pour chaque temps positif, le semi-groupe T(t) est contractant sur QH?*(R).

Démonstration: 7'(t) = e "*U(t) avec U unitaire. Le résultat s’en déduit immeédiate-
ment. O

Lemme 22 Pour T, assez petit, l'application G est bien définie de X dans X.

Remarque 7 Le méme résultat est valable avec une donnée initiale Z(0) non nulle le
temps T, étant une fonction décroissante de la norme de Z(0) dans H?. A noter que T,
le temps d’existence local dans H? dépend de N.
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Démonstration: la démonstration est trés similaire a celle de la Proposition 2.
Soit
Co = 2¢,|Qf |1z,
ol ¢, est une constante numeérique. Soit Z dans la boule fermée B(0, Cy) de rayon Cj de
X. Soit

t

G(Z(t) = —z'b/o T(t—s)QE(y+ Z°)(y+ Z))ds —z'/o T(t—s)Qfds.
D’abord on estime la norme H*(R) de
| 7=y + 2P0 + 2))as.

On trouve grace a (1.25), a la Proposition 7 et en utilisant le fait que H? soit une algébre
que

[ T = QBN+ 2P0+ 2)isla < [ 1B+ 2P0+ D)l

/ v+ 2L

< o((MiN)*+C)T.

IN

On choisit T, tel que c¢((MiN)3 4+ C3)T, < <.
t

On estime la norme H*(R) de / T(t—s)Qfds. On a
0

t ¢ t
/ Tt — $)Qfds = | / T(t - $)ds|Qf = / eI DAGGI0F = i AN (Id — e Q.
0 0 0
A est un opérateur continu et inversible de H?(R) dans L*(R), alors on a pour f € L*(R)
AT Qf iz < ¢,|Qf |12,

ol ¢, une constante qui dépend de 7. Alors

| /0 T(t - $)Qfds|u:

IN

AT Qf |z + e AT Q f |z

| AT Qf |2
C’Y|Qf|L_%
@

5

VARVAN

IA

Par conséquent
1G(Z(t))|quz < Co,
qui donne que G est bien définie de X dans X. O

Lemme 23 Pour T, assez petit comme précédemment, G est contractant sur les bornés
de X.
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Démonstration: soient Z, W dans B(0,Cy) C X, donc tels que |Z|éH2 < Cjy et
(WGg: < Co, comme on a H*(R) C L*(R) et |y|3, < c(MiN)? d’aprés la Proposi-
tion 7, alors

QE(ly+ Z)(y+ Z) = QE(ly + WI*)(y + W)| 2

< E(Jy+ZP)y+2) = E(ly + W) (y + W) a2

< (Z-WE(y+Z)|u + 1y + W)E(y + Z = |y + W) a2

< | Z =Wl E(ly+ ZP)|uz + |(y + Wlu2 | E(ly + Z* = |y + W )| 2
< dZ = Wlazly + 21k + [y +W)lezlly + 212 = ly + WP a2

< dZ=Wlmly + Z1he + [y + W)|m2| 2% = W2 +2y(Z = W) u2

< C(MEN+ O Z = Wl

Ceci donne
G2 =G0l < [ 17— 9 (Z(6) — FOV(5) e
< [ 1R - POV lamds
< c(MEIN?* 4 C2) /Ot |Z — W |ou2ds.
Il en résulte

G(2) = GW)|x

IN

t

c(MPN? +C3)|Z — W|X/ ds
0
< o(MIN*+CHT.|Z — W|x.

On choisit T, tel que

1
c(MPN? + C)T, < 5 <L

Donc G est contractante sur les bornés de X. O
D’aprés le théoréme de point fixe, il existe Z tel que G(Z) = Z, d’ou on a une solution
unique Z de I'équation (1.27) sur [0, 7%].

Deuxiéme étape : non explosion dans H'(R) de la solution Z.

La preuve de la premiére étape s’applique de la méme maniére pour construire une solution
locale sur QH?! définie jusqu’a un temps T assez petit. On va maintenant établir que cette
solution vue comme solution dans QH! est globale, en démontrant que la norme H! de
Z n’explose pas en temps fini. On va en fait montrer un résultat quantitatif plus fort :
que la norme QH! est controlée pour tout temps positif par une quantité K qui dépend
des données de I'équation |f|z2 et v mais qui est indépendante de N > Ny. Dans la suite
K pourra changer de valeur d’une ligne & l'autre et sera parfois indéxée par une indice
K1, Ko, ... si nécessaire.
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Proposition 9 Pour N assez grand, i.e pour chaque N > Ny ot Ny seuil dépendant des
données | f|r2,v, U'équation (1.27) admet une unique solution Z telle que

7 € Cy([0, +o00[, QH");

de plus il existe K indépendant de N tel que |Z|g1 < K pour tout temps positif.

Démonstration: il existe Z € Cy([0, T[,QH") ou T est le temps maximal d’existence
de Z, avec 'alternative suivante

T'=+occoul < +ooet |[Z(t)| g — +oo.

On procéde par estimations a priori sur Z. On multiplie équation (1.27) par (—Z; —~vZ),
on intégre en prenant la partie réelle on trouve
1

50(7) +a(2) = H(Z), (131

ou

b _
q(Z) = |Zx|%g,+§/E(|y+Z|2)(y+Z)2+2Re/fz,
et

HZ) = by [EQy+ 2P+ 25+b [ Bly+ 2P0+ 2 (032)

—57 [ Blly+ 2Py + 2P+ ve [ 52 (1.33)

Maintenant on démontre le lemme suivant, pour N > 1

Lemme 24 Pour Z dans QH'(R), Z satisfait a

1
2112 < 5121, (1.34)
2] < —|Z1m, (1.35)
\/,
1 Z] s < N%|Z|H}~ (1.36)

Démonstration: on estime Z en norme H'(R)

1 .
2y = 5= [+ IePIZ© P

260 = 5= [ e

2 l¢|>N

~ 5 | ZOxe = Meae.
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Alors R X
Z(&) = Z(©x(|€l = N).

Donc

Mﬂ%==4@+mmﬂm%£
AOHWWMWWGEM%

v

u+Nﬁ/w@w§
R
> 2wN?|Z|%.

En utilisant I'inégalité d’Agmon (1.3), on obtient
1 1 cC

Par I'inégalité de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (voir [38]), on trouve

c
|Z|i3 < C‘Z‘?ig|Z|H; < m‘z‘%{;-

Lemme 25 Pour Z dans QH'(R), alors il existe K qui dépend de My, f, v tel que, pour
N assez grand on a

1 b
0(2) > 32l e 0|2ty — K

Démonstration: comme on a

Zy = L 7,
27T R
donc A
ct
\L@SW@z/ﬂﬂﬂMW&i /HW&<( 11|22,

Alors, en utilisant les Lemmes 1 et 24,

02) = 4B+ 5 [ B+ 2P+ 27 +28e [ 12

b 1
> 12 - By 21ty - 511 - 20121

10| 10| 1 2y
> |Z|% — C§|y|ig - C§|Z|i;g - Z\fﬁg - m\Zﬁq;-
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: . P : 2y 2y _1 :

Il vient alors une premiére condition a imposer sur Ny. On impose N2 < N2 < 57 e qui
0

permet de minorer |Z|%, — 23| Z|%, par 1|Z|%,. De plus, on a, par injection de Sobolev
et puisque u est captif dans le borné absorbant

yles < |ylmy < clulmy < M. (1.37)
Enfin, par l'inégalité (1.36) on trouve

ol
N3

qui conclut la démonstration du Lemme. O

1
0(2) = S| 2|4 — e 2lm — K, (1.38)

Lemme 26 I existe des constantes K1, Ky dépendants de vy, |f|r2 mais indépendantes
de N > Ny, telles que linégalité suivante soit vérifiée

d

Ko\ o,
“q(Z 7)< Ky + —217|4..
4(Z) +74(Z) < 1+N%| |12

Démonstration: on veut majorer la fonction H(Z) définie précédemment ; commen-
gons par le terme d’ordre principal, celui faisant intervenir y;. On trouve grace a (1.4)

Re [ Elly+2P)ly+ 2
il By + 2Py + 7l

IN

3 1
< eyl (ly+ 2ty + Zlay + vy + 21ty + Zlsly + Z32).

D’une part en revenant a I’équation initiale (1.1) on observe que si u est dans le borné
absorbant pour ¢ positif, alors pour ces mémes temps u; reste born¢ dans H_ ', disons
|ut| 1 < M'. Comme y; = Puy et que le projecteur P est borné sur tous les espaces de
Sobolev H? on en déduit que y; reste borné dans H_ !, uniformément en N, i.e

|yt|§_[;1 S |ut|§{;1 S M,,

D’autre part on controle en utilisant I'inégalité d’Agmon (1.3), les inégalités de Gagliardo-
Nirenberg, on obtient

3 1 1 5
(ly + ZILely + Zlay + ly + Z1inly + Zlesly + Z1i) < cly + Z|3ly + 213,
Alors on trouve grace aux (1.34), (1.35) et (1.36), et au fait que y demeure pour tout

temps positif dans un borné de H! (confer Proposition 7) que pour des constantes K
dépendant des bornes sur le borné absorbant (et donc indépendantes de N)

1 1 5
Re [ E(ly-+ ZPly + 215, < oK + 1213, (K + 1],
2
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Le membre de droite de cette inégalité se controle par K(1 + 1 |Z| %|Z|§{%) par

I'inégalité de Young ab < a” + 1bq

On va maintenant controler le premler et le troisiéme terme dans la définition de H (1.32).
Il vient, grace a (1.37), et (1.36),

Re / Elly + ZP)ly + 21

< |y|Lg°|E(|y+Z|2)|L§|y+Z|L§
< cylmly + Z[7aly + Z12
1 5
< C‘y‘Hl‘y+Z|12{1|y+Z‘i2
1
< <1+|Z|H1><1+N )
<

K+—124 .
1121

On a de nouveau utilisé le controle uniforme sur y et les inégalités de Young. De la méme
facon on trouve

K
Re [ Blly+2P)ly+ 2 < K + 121
2
Le dernier terme dans (1.32) se controle en
— K K
ke [ 7 <1812l 20 < T\ 2l < K + 121
N N2 x

En regroupant toutes ces informations et la pseudo-coercivité de ¢ sur H! donnée par le
Lemme 25, il vient

d

Ko
A )< K, + =274 ..
dt( ) +vq(Z) < 1+N%\ 1

O

On va maintenant conclure la preuve de la Proposition 9. En intégrant en temps
I'inéquation précédente il vient, en explicitant de nouveau la dépendance en temps

K t
020) < g ZO)e "+ 11 [ I 2 hyds + Ko
0

2

Mais, pour Z(0) = 0, on a, puisque y(0) est uniformément borné¢ dans H!

b b
101 = 13 [ QO PO Pl < SOl < K
Alors grace a (1.38), on a

2q(7) +K+cu\Z\H1 > \Z\m
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Il vient finalement,

K Ky, [*
sup |Z(s)fhy < 1120l + 7 [ D2 hyds + Ko
[0.¢] Nz Jo

On pose w(t) = sup |Z(s)|§{%, alors

[0,¢]
w(t) < %w(t)2 + ]Ié /Ot e =D (t)?ds + K.
Donc
wt) < K+ ]I\Zw(t)Q.
On introduit la fonction numérique F(z) = = — %xz — K, de la variable z € R*. On

impose & Ny d’étre suffisament grand par rapport a K, Ky pour avoir F'(2K,) > 0, i.e
GIG 1. Puisque ¢ +— w(t) est continue en temps, vérifie w(0) = 0 et F(w(t)) < 0 pour

Ng
tout temps ou la solution Z existe, alors w(t) reste captive de l'intervalle [0,2K5]. Ceci
assure la non-explosion dans H! de Z et compléte la preuve de la Proposition 9. O

Troisiéme étape : construction d’une solution globale & valeurs dans QH?(R),
(non explosion dans H?*(R)).

Nous allons maintenant établir que 'on peut controler la norme H? de Z tout au long de
son temps de vie par une quantité qui s’écrit KN ot K est comme précédemment. Cela
donnera la non explosion de Z dans H? et complétera la démonstration de la Proposition
8. On pose v = y + Z, Z, = w. On utilisera & plusieurs reprises que |v|y1 reste borné
uniformément en N ; ceci est du aux Propositions 7 et 9. On dérive I’équation (1.29) par
rapport a z € R, on obtient

iwy +iyw 4wy, = 00, (y+ Z)E(ly+ Z*) + by + Z)E(2Re(y + Z)0, (y + Z)) + Q.
= bE(2Retw) + bwE(|v|?) + bvE(2Rety,) + by E(|v]?) + Q f..

On multiplie cette équation par (—w; — yw), on intégre en prenant la partie réelle, on
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trouve

1d
2dt
— bRe/E(QRe@w)(@tv +wv;) + bRe | E(2Revw)wo,

|wx|%g + 7|wx|ig =

_ bRe/E(|v|2)wm—bRe/E(Re@vt)|w|2+bRe/E(Remt)|w|2
— vae/E(QRe@w)vﬁ—vae/E(|v|2)|w|2
— bRe/yzE(|v\2)wt — bRe/E(QRe@yx)wtv
— bﬂyRe/ym@EﬂvP) — byRe/v@E(QRe@yx)

- Re [ Qrm ke [ Qfm

Alors, on synthétise cette inégalité en

ou

q(w) = |wx|%§ +bRe/E(2Re@w)@v —I—bRe/E(|v|2)|w|2 + 2Re/GE,
Hw) = 7Re/GE—I—Re/GtE+bRe/E(2RewE)ﬁvt
+hRe / E(Retvy) w2,

G = by, E(|[v]*) + buE(2Revy,) + Q f..

Lemme 27 [l existe Ny qui dépend de v, et K qui dépend de My, f, v, tel que pour
N > Ny, alors pour Z € QH?*(R) on a

1
q(w) > §|w\§1;. — K.

Démonstration: on rappelle que la constante K peut varier d’un endroit & un autre.
En appliquant le Lemme 24 sur w et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait
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que v reste borné dans H'(R) on trouve

/E(2Rew@)v@ lvw| 2 | E(vw)| 2 (1.39)

IAIA A
=
=
N

IA
i
=
EY

IA
dk
=
=

De la méme fagon on trouve

K
Re / E(oP)uf < full.
N T
On a aussi
Re / BT < wlialyE(oP)
< [Yalrs|wl2 ol
K
S 1|w|H;
2
K

De la méme fagon on trouve
K
Re [ vE(2Revy,)w < N|w|Hl'

En plus

Re/szw = —Re/Qf&Bw

c|Qfrzlwslrz

IN N

1

IN

Alors on obtient

Re/Gw < By D, + K (1.40)

Cecl donne

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



. . Thése de Manal Hussein, Lille 1, 2009
1.4. REGULARITE DE L’ATTRACTEUR A 47

On impose alors & Ny de vérifier la condition supplémentaire % + é < % Alors, il vient
Lo
q(w) > §|w‘H% — K.
Maintenant on veut controdler H(w), pour cela on doit controler / Gau;

Lemme 28 [l existe Ny qui dépend de v, et K qui dépend de My, f, v, tel que pour
chaque N > Ny, pour Z € QH*(R) solution de (1.27) on a

5
\/Gtw\ < D fufyy + KN, (1.41)
|/E(2Rew@)@vt| < 218|w|§{% + KN?, (1.42)
et
|/E(Remt)\w|2| < Ml + KN? (1.43)

Démonstration: on a
Gy = by E(|v]?) + by, E(2Revw,) 4 bv, E(2Revy,) + bwE(2Rev,y, + 2Revyy,).

La clef de I'estimation suivante tient au fait que y; vérifie le méme type d’estimations
inverses que y commes décrites dans la Proposition 7. Plus spécifiquement, [y,|;-1 <
cN|ye| -1+ < KN car y; est captif dans un borné de H; ! uniformément en N. Il vient
alors, en utilisant I'inégalité de Young et le fait que v reste borné dans H'(R)

| / et E([02)0] < [yt gt | E ([0 P)0] s

< eyl g (B0l s [w]pee + [E(|0]*) | pee ] 3)
< Yl g ([olFplwl g + [0l F [wla)
<

T2 2
— KN-~.
Par la définition de 'opérateur E, on peut écrire

| [ vewbme)| =2 [ Emm)

< ol g1 [ E(y0) 0|
< vl g1 (| E(40) g |l e + [E(y20)] e 0] m1)
1 1
< clo g ol ([ + 19|72 [y20] 5 )
1 1 1 1 1 1
< ol lwlmy + Yol mlwlige + [yalfe w2 (1Yal foe lwl F1 4 |Yal W] 7))
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On utilise alors que vy, a U'instar de u; reste borné (uniformément en N) dans H,'. On
utilise aussi les inégalités inverses sur y (confer Proposition 7; en particulier |y,|r~ <

1o
Y| 72 Yzl 1) < KNz) pour en déduire la majoration

1 1 1
|/%mmwmSMNMMﬁwmwwN%mwww@+mm@»

En utilisant le Lemme 24 appliqué & w = Quw il vient alors

| / Y, WE (200,

1 1
Kwﬂw@+wﬁm@wﬂw;>
De la méme fagon on peut démontrer aussi que

| [ woBERe)| < Llult + KN,

et
| /EvE(QRevtyx + 2Revy,)| < l8|w|H1 + KN
Alors
|/Gtw| < Ll + KN
De méme
|/E(2Rew@)ﬁvt| < 218|w|§{% + K,
et

| [ BRevwluf| < Lol + K

Maintenant on trouve grace aux (1.39), (1.40), (1.41), (1.42), et (1.43) que

K Y
H(w) < N Wl +Z|w|§1; + KN,

On impose de nouveau une restriction sur Ny : celle de vérifier T + % < 3, alors

< Tl 2
(W) +7q(w) < Slwlpy + KN

Le Lemme 27 et le lemme de Gronwall assurent alors que

w3 < 2¢(w) + K < KN,

Alors, les démonstrations du Lemme 28 et de la Proposition 8 sont achevées. O
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1.4.2 Comparaison entre Z et z pour les grands temps

Nous avons construit une fonction Z a valeurs dans l'espace des hautres fréquences
qui est plus réguliere que la partie haute fréquence z = Qu de la solution. Nous allons
maintenant montrer que Z et z sont asymptotiquement proches.

Proposition 10 Il existe Ny, K dépendant seulement des données |f|r2 et~y de I’équation
tels que si z = Qu est la partie haute fréquence d’une trajectoire incluse dans le borné
absorbant pour t > 0, pour un N > Ny, et si Z est la solution du probléme auxiliaire
(1.27) alors pour tout temps positif

|Z — 2|m < K exp(—t). (1.44)

Démonstration: soient v =y + Z et x = v —u = Z — z, alors x est une solution de
I’équation suivante

iXt + IVX A+ Xaw = DQ(E(|[v[*)v — E(|ul*)u) = bQ(E(|[v[*)x + E(xT + Xu))u.  (1.45)

On multiplie I’équation (1.45) par (=X, —yX), on intégre en prenant la partie réelle, avec

b [ ECana = [ B -0

et
by [ B =br [ @) ox
On trouve
1d _
stz bl = = oRe [ E(uP)vx - atRe [ E(uP )
- bRe/ (xV)uY, —byRe/E
— bRe/ (xT)uX; —vae/E
Donc
L2000 + 2900 = B
thq X Ya\X) = X)s
avec

000 = [l +0Re [ E@o)P+ oRe [ EGw)(e) + e [ E(@) ). (146
(0 = e [ E(w)ux - 5Re [ B+ mo) + 0Re [ Bqaye. (147

Lemme 29 Pour x solution de (1.45), on a

1
a(0) = 5 Ixli-
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Démonstration: en appliquant le Lemme 24 sur x on trouve

a(x) = Xl = clbllvlzalx|Za — clbllulzalvlralx|za — clbllulzalx|Zs
K,
> |X‘%I%_RX|‘%{%’

puisque u et v restent captifs dans un borné de H!. On impose alors a Ny de satisfaire

1-— % > % Pour N > N,, alors
NO

1
a() = 5 xl7- (1.48)
O
Aprés avoir établit la coercivité de ¢, on contréle le second membre.

Lemme 30 Pour y solution de (1.45), on a

K
H(y) < ——|x|%:,

pour un K comme dans ’énoncé de la Proposition 10.

Démonstration: en appliquant le Lemme 24 sur y, en utilisant une nouvelle fois que
u et v restent bornés dans H! et u;, vy dans H; ', on trouve

H(x) < ebllod g (Ixlese Ixolm + Ixlaxolee + [ulee P + ulgx®lee)
+c|bl|ug| g1 (|X2|Lg°|U|H; + |X2|H;|U|Lg" + x| Lo lux| a1 + |X|H,}|UX|L3<>)
< C|b||Ut|H;1|X|Lg° (|X|Lg°|U|H; + |X|H;|U|Lg° + |U|Lg<>|X|H;. + |U|H;|X|Lgo)

+C|b||ut|H;1|X|Lg° (|X|Lg°|U|H; + |X|H;|U|Lgo + |X|Lgo|U|H; + |X|H;|U|Lgo)

IN

SN

On conclut maintenant la démonstration de la Proposition 10. Il vient

On impose maintenant la derniére condition sur Ny qui est

_|_

Ja(x) <0.

On prend N > Ny, et on trouve
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donc
qa(x(t)) < q(x(0))e ™.
Comme
X(O) = —20 — _Qu(]a
et
q(—2z0) = |(Zo)x|%§ +bRe/E(u@)|zo|2—|—bRe/E(zoﬁ)(v§0)+bRe/E(zoﬂ)(uEO)
< K=K(f7),
alors
X[ < Ke
Alors, pour les grands temps lorsque ¢t — +o00, on a x — 0. O

1.4.3 La régularité de A

Théoréme 1.4.1 Lattracteur A est borné et compact dans H?*(R).

Démonstration: on procéde en deux étapes. Tout d’abord la régularité. Ensuite la
compacité dans H2. Soit uy € A. Alors la trajectoire u(t) = S(t)ug est pour tout temps
dans R captive du borné absorbant. On choisit alors pour m entier arbitrairement grand
de prendre comme temps initial ¢ty = —m. On va approcher z(t) = Qu(t), pour t > —m,
par Z(t) = Z™(t) solution de I’équation suivante

2"+ iy 2™ + 20, = bQE(ly + 2"y + 27) + Qf.

avec
Z™(—m) =0

D’aprés ce que 'on a démontré avant (confer les Propositions 8, 10), Z™ est une solution
globale sur [—m, 00|, de plus

2™ 52 < K(v, f)N,
|Z7(t) = 2(t) 1 < K (7, fle ™,

On note Z,, = Z™(0), alors

|Zm - ZO|H% < Ke—'ym’

et comme H?(R) est un espace de Hilbert, Z,, est une suite bornée dans H*(R) alors on
peut extraire une sous-suite qui converge faiblement vers Z, dans H?*(R), et fortement
vers zg dans H'(R), et d’aprés I'unicité de la limite on a

oy =2y = 29 = QUO c H2<R)
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Comme on a yy € H?(R), alors uy € H*(R). Finalement on a A C H?*(R). On va montrer
que A est borné dans H?(R). Fixons N = Ny. Comme on a Z™(0) = Z,, bornée dans
H?*(R) alors

L — 20,
avec

Donc zj est borné dans H?(R) ainsi que ug, alors A est borné dans H*(R). Pour montrer
la compacité on va utiliser 'argument de J. Ball [9]. Soit u une solution de I’équation
(1.1) incluse dans attracteur global A, on dérive cette équation par rapport a x.

gy + iVl + Upy = bug B (|ul?) + buE(2ReTu, ) + fo. (1.49)

On multiplie 'équation (1.49) par (—u — Y4, ), en prenant la partie réelle

el ol = = [ E(uP)Rewsm, — by [ E(uP)luf
—bRe / utly, E(2Reuu,) — byRe / E(2Reuu, )ut,
- / folia — / folis,
qui donne
L au) + alu) = Hu),
tels que

q(u) = [taal; + G(u),
G(u) :bRe/E(QReﬂux)uﬂx+b/E(|u|2)|ux|2—2Re/fﬂm,

H(u) = —vRe/fﬂm + bRe/E(QReuxﬂ)ﬂxut + b/E(Reﬂut)|ux|2.
Alors on obtient .
q(u) = q(ug)e™ " —I—/ e~ D= H(u)ds.
0

Pour wu(t) = S(t)ug
|(S(t)u0)zalr2 + G(S(t)uo) = (|uoselrz + Glug))e " —I—/O e~ H(S(s)ug)ds. (1.50)

Cette égalité d’énergie est en fait vraie sur tout trajectoire incluse dans H?2. Soit mainte-
nant x; une suite a valeurs dans A qui est borné dans H?(R), alors il existe une sous-suite
x; qui converge faiblement vers p dans H?(R) et fortement dans H'(R), puisque I'attrac-
teur est un sous-ensemble compact de H'(R). Notre but est de montrer que

limsup [Azj| 2w | < [Ap|22w),

oo
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ce qui impliquera la convergence forte. Pour ¢ fixé positif, soit ug = S(—t)z;, en remplacant
dans ’équation (1.50) avec le passage a la limite sup on obtient

lim sup(|(@)zel12 + Ga3)) < limsup(|(S(—H;)ualz + G(S(—t)ay))e "

j——+oo j—+oo

t
+1imsup/ e[ (S(s — t)a;)ds. (1.51)
0

Jj—+oo

Lemme 31 H(S(s — t)z;) (respectivement G(S(s — t)x;)) converge vers H(S(s — t)p)
(respectivement G(S(s —t)p)) dans R

Démonstration: les trajectoires u/(s) = S(s — t)z; sont captives dans 'attracteur qui
est un sous-ensemble borné de H*(R) et compact de H'(R). Puisque z; converge dans
H?*(R) faible et H'(R) fort vers p, alors nécessairement S(s—t)z; converge vers S(s—t)p
dans H*(R) faible et H'(R) fort, puisque S(s — t) est continu sur H'(R) et par unicité
de la limite faible dans H?(R). Par conséquent

v [ .~ [ 155G

Pour les deux derniers termes de H on procéde comme suit. La suite u] converge faible-
ment dans L*(R) vers (S(s—t)p); ; ceci se voit sur 'équation en utilisant que v/ = S(s—t)z;
converge vers S(s —t)p dans H*(R) faible et H'(R) fort. Par ailleurs par interpolation
converge fortement vers S(s — t)p dans H2(R) fort, donc par injection de Sobolev dans
Wh4(R) fort. L'opérateur F étant continu sur tous les espaces LP(R); 1 < p < +o0, (confer
[68]) il vient E(2Reulw’) converge fortement dans L*(R) vers E(2Re(S(s—t)p);S(s — t)p).
En écrivant le produit scalaire sur L*(R) et en combinant convergence forte et faible il
vient alors

(uf, E(2Reulw )ul) — ((S(s — t)p)s, B(2ReS(s — 1)p.S(s — 1)) S(s — D)p),

c’est a dire

Re / E(2Rew! W )wlul — Re / E(2ReS(s —t)paS(s —t)p)S(s —t)p,(S(s —t)pr).
Le dernier terme se traite de maniére similaire. Par conséquent

H(S(s—t)z;) = H(S(s —t)p).

Maintenant pour passer a la limite dans le premier terme définissant GG on utilise que
Rew/ul, converge fortement dans L?(R) puisque par exemple u’ converge fortement dans
H'(R). E étant continu sur L*(R), alors

bRe / B(2ReTul )uli — bRe / E(2ReS(s = 8)pd, (S(s — £)p))(S(s — £)p)8:5(s = Dp.
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Le deuxiéme terme de G se traite de maniére similaire. Par conséquent

G(S(s —t)x;) — G(S(s —t)p).

Maintenant on pose ug = S(—t)p et en remplagant dans I’équation (1.50) on a

Mmﬁg+G00Z(Nﬂ—ﬂmmﬁg+Gﬁﬂ—ﬂMF7”“%A<f”“”“ﬂ5@—tWM&
Donc
eI S5 = s = il + Glo) = ((S(=1p)ucliz + GIS(1p)e"

En passant a la limite dans I'expression (1.51) grace au Lemme 31 et en remplagant cette
expression dans 1’équation limite obtenue on trouve

limsup(|(@;)acl?s + Glay) = Timsup |(e;)alls + Glo)

j——+oo j—+o0

< limsup(|(S(—t)a;)aal 7z + G(S(—t)a;))e "

j—too

Flpaxl 72 + G(p) = (I(S(=1)p)aa| T2 + G(S(—t)p))e "

On utilise maintenant que les suite |(S(—t);) |72 et G(S(—t)x;) sont bornées uniforme-
ment en j et ¢ car les trajectoires S(s)x; pour s € R sont incluses dans l'attracteur. Alors
pour t tend vers l'infini on a

limsup |z;|mz < |pluz-
Jj—+oo

Donc A est compact dans H?(R). O
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CHAPITRE 2

LA DISSIPATIVITE POUR LES SYSTEMES DE
DAVEY-STEWARTSON

Ce chapitre fait l'objet de Uarticle []4], paru dans Communication on Pure and Applied

Analysis.
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2.1 INTRODUCTION

Les systémes de Davey-Stewartson sont des modéles pour les équations d’ondes hydro-
dynamiques, ils apparaissent aussi dans plusieurs domains de la physique, par exemple :
la physique des plasmas (voir [63]), I'optique non linéaire (voir [64]), la gravité interne
(voir [47]), le ferromagnétisme (voir [58], [59]).

Ces systémes s’écrivent

1uy + ivu + 5u$1$1 t Ugyzy = bugpm + X|u|2u + f(xlv x2>7

(2.1)
Prizr T MProzy = |u|i1>

ot 7 > 0 désigne le coefficient de dissipation, f € L?(R?) désigne le terme de force, u
représente 'amplitude complexe de l'onde, et ¢ est le potentiel moyen de vitesse.

Les parameétres m, 0 peuvent prendre une des deux valeurs +1 ou -1, et y et b sont des
parameétres réels.

On peut classer ces systémes en suivant Ghidaglia et Saut [35] en elliptique-elliptique
(E-E), elliptique-hyperbolique (E-H), hyperbolique-hyperbolique (H-H), et hyperbolique-
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elliptique (H-E), cela suivant les valeurs prises par (d, m), soit respectivement (+,+), (+,-),
('7')7 ("Jr)'

Notre objectif est I'analyse du comportement pour les grands temps des solution de
DS dans le cas (E-E), pour cela on est intéressé a étudier l'existence et la régularité de
lattracteur global pour ce systéme (voir [74], [48], [66], [61]).

Comme notre systéme est une généralisation de 1’équation de Schrodinger non linéaire
NLS (avec un terme non local), on donne quelques résultats connus pour 1’équation NLS.
Dans le cas d’un intervalle borné de R, avec des conditions limites périodiques, 1’existence
d’'un attracteur global pour la topologie faible de H! est prouvée dans [32]|. Ensuite la
démonstration que cet attracteur faible est en fait un attracteur fort est faite dans [77].
La régularité de cet attracteur est prouvée dans [39]. Pour © un domaine borné de R?,
lexistence de l'attracteur global dans H' est démontrée dans [2|. Dans [57| Pauteur a
démontré lexistence de lattracteur global dans H'(R?), alors que la régularité de cet
attracteur est prouvée dans [40], (voir aussi [8] pour le cas ou x € R).

Pour le systéme de Davey-Stewartson dans le cas (E-E), les résultats connus sont dans
le cas x +b > 0 (voir [76], [81]), qui correspond au cas défocalisant dans 1’équation de
Schrodinger non linéaire. Dans ce deuxiéme chapitre, on veut étudier le cas focalisant,
c’est & dire sans supposer x + b positif dans (2.1). On supposera dans la suite que x = 0.
En effet le terme x|u|*u peut se traiter comme le terme bugp,,, ou ¢ et |u|* sont liés par
Ap = ul?,.

On introduit maintenant quelques notations; la transformée de Fourier sera par rap-
port a la variable d’espace x = (z1, x9)

Flarma)—(e1,60)(0) = (&1, &2) = / u(z, z2) exp(—ix &y — ixaés)dxrda,.

RQ

On introduit alors un opérateur E dont le symbole est

— 2
E(u)(&1, &) = gffilmgzgﬁ(&,&)-

Dans le cas (E-E), on a m = 1, alors Ap = |u|2 , si et seulement si
__48
&+&

E est un opérateur borné de LP dans LP (voir [68], page 59, Proposition 3), c’est a dire
qu’il existe une constante ¢, dépendant de p, telle que pour tout fonction p dans L”

o = E(ul®); E(Jul?) Juf?.

|E(p)|r < clplir; 1 < p < 4o00.

Ce point sera utilisé plusieurs fois dans la suite.

Tout au long de cette section, ¢ désignera une constante numérique qui peut varier
d’une ligne a l'autre. K désignera une constante dépendant des données de I'équation
|f|L§M2, v et |b], et qui peut aussi varier d’une ligne a l'autre. Ici et dans la suite nous

utiliserons la notation L? , = L*(R?) pour exprimer quelles sont les variables utilisées.
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2.2 UN SYSTEME DYNAMIQUE BIEN POSE ET DISSIPATIF

2.2.1 Probléme de Cauchy localement bien posé dans le cas (E-E)

Nous esquissons ici la démonstration de la résolution locale du probléeme de Cauchy
dans le cas (E-E) ; nous suivons essentiellement [36]. Le systéme de Davey-Stewartson DS
s’écrit :

WUy + YU+ Ug gy + Usgey = DUQy, + f(21, 22),

Ap = [ul;,,
ou de maniére équivalente
By YU+ Uy, + Uz, = BUE(Jul?) + (21, 22), (2.2)
muni d’une condition initiale
u(z1, 22,0) = ug(x1, T2). (2.3)

Nous introduisons des espaces mixtes espace-temps qui seront utilisés dans la suite. Clas-
siquement Cy N L°(H,, ,,) (ou Cy(H] ,,)) désignera lespace des fonctions continues et
bornées en temps a valeur dans H'(R?); les indices ¢, x1, et x5 rappellent les variables

considérées. Ly (W% ) sera I'espace de Banach classique muni de la norme

|U|L§W$ff1-2 - (/]R3

t,xq,x9

=

(Jul* + |vu\4)dtdx1d:c2>

Ce choix est motivé par I'utilisation des inégalités de Strichartz. On définit 1'espace X =

C([0, T.]; H'(R?)) N L*([0, T.]; W'4(R?)) muni de la norme,

|ulx = [ulpeqoryny, ) + Ul s mgmwis,,)-

Maintenant on démontre que le probléme (2.2)-(2.3) est localement bien posé;

Proposition 11 Soit ug € H'(R?). Pour T, > 0 assez petit (T, étant une fonction
décroissante de |ug|3, ), Uéquation (2.2) admet une solution mild locale unique u dans
T1,T2

X = C(0, T.): HY(R?)) N LY([0, T.]; W4(R2)).

Remarque 8 Par solution "mild" nous entendons solution de la formulation de Duhamel
de l’équation, obtenue comme un point fize dans X de cette formulation intégrale. L’ avan-
tage de ce procédé est qu’en utilisant le théoreme de point fize de Picard, nous aurons la
stabilité de la solution par rapport aux variations de la condition initiale ug, ce qui est
nécessaire pour la définition de semi-groupe. Par ailleurs, une solution mild sera a fortiori
une solution faible au sens des distributions de ’équation car Uapplication t — uE(|u|?)
est une fonction continue a valeurs dans Hx_ll’m. Nous renvoyons a [73] et aux références
qui s’y trouvent pour les différentes notions de solution d’une EDP dispersive. Par ailleurs,
nous allons donner ici une démonstration non "optimale” de cette proposition, au sens
qu’il existe des démonstrations plus courtes et plus modernes de ce résultat classique uti-
lisant les inégalités de Strichartz inhomogénes ; nous renvoyons a larticle [20] ot le cas
d’une nonlinéarité non-locale est traité et aux références qui s’y trouvent notamment [22],

[55].
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Démonstration: on commence par démontrer quelques lemmes sur le terme non local

E(Jul?)
Lemme 32 Pour u, v € H'(R?), on a

2 2
B () g < el s, (2.4)
[uB(uf?) = 0B ()| g < elulm,  Juls, o= o, + (2.5)
¢ ((ubwas,, + Wl ol + Ol L+ lolm, ol )= vl

Démonstration: pour la premiére inégalité, on trouve en utilisant 1'inégalité de Holder
et I'injection de Sobolev H'(R?) — L*(R?) que

[uE(|ul?)

| % S C‘U‘Lél,xQ‘E(‘UP)‘L%L@"Z
xT1,TQ
2
< C‘“‘Lél,m‘u‘%wz
< clulf  lulys,
<

cluffy  [ulys

r1,T2
On utilise sans mention explicite que E commute avec les opérateurs différentiels comme
V. Comme V(uE(|ul*)) = VuE(|u]*) + 2uE(uVu), alors on doit controler la norme dans
L3 (R2) de VuE(|Jul?), et uE(uVu):

VuB(uf)ly < eVl Bz,

IN

o Vuls, ful}y

IA
S
S
-

'

\u\ 1,4
zy,09 Wl g

clulfy, | lulyrs, -

IN

IN

clulpa , [aVulrz

IN

x1,T9

cluf}y [ Vulyg

IN

c|u|i41 |1

z1,T9 T1,T9

IN

clulfy | lulyrs, .

Alors
B ()], g < elully  ulys

z1,29 ml’x2.
Pour la deuxiéme inégalité (2.5), en utilisant le fait que
uB(u*) —vE(|vl*) = (u—v)E(|uf*) + vE(jul* - |v]*),

et l'injection W14(R?) < L>*(R?), on peut démontrer (2.5) de fagon analogue a la dé-
monstration de (2.4). O
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Lemme 33 Pour u, v € H'(R?), on a

B (ju)a, ., < clufiy Julyg | (2.6)

[wB(jul?) = 0B (o), ., < e (e + (ubyas, + ol ol ) o= vl .

(2.7)

Démonstration: on commence par démontrer la premiére inégalité. On trouve par
I'inégalité de Holder, I'injection de Sobolev H'(R?) — L%(R?) et le fait que E est borné
sur P, 1 < p < o0, que

wB([ul)ee,,, < eulrs,,, [B(uf)n, .,
< clulzs,, |uffy
< clulypa Juls
<

2
clulypa, fulf | -

En plus comme V(uE(|u|?)) = VuE(|ul?) + 2uE(uVu), alors on doit controler la norme
dans L?(R?) de VuE(|ul?), et uE(uVu);

VubB(|ul*)ez,,, < cVulws  [E(ul®)]es
< C‘“‘Wzli‘fwwﬁgl@
< c\u\W;ﬁzJuﬁ{%lM.
wE@Vu)lrz . < clulrs , [E(@Vu)| 5
< c|u|L§1@2|ﬂVu|L§1@2
< uy [Vulg,,
< C\U\W;i%wwﬁgm
< clulyaa [ul}y

1,22 1,2

Pour la deuxiéme inégalité (2.7), en utilisant le fait que
uB(|ul*) = vE(jv]*) = (u =) E(jul*) + vE(jul* - |v]),
on peut démontrer (2.7) de fagon analogue a la démonstration de (2.6). O

Maintenant on va utiliser le théoréme de point fixe; on cherche une solution a (2.2) sous
la forme d’un point fixe pour I’équation intégrale

G(ut)) = T(t)ug — i /0 T(t — s)F(u(s))ds,
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ou F' contient les termes non-linéaires et de force, et ot 7'(f) est un semi-groupe de
contraction sur H'(R?).
Pour f € L?(R?) I'équation (2.2) s’écrit

u + (7 — iA)u = —ibuBE(|ul|?) —if (2.8)

ol AU = Uyyyy + Ugyz, . On intégre 'équation (2.8) sur [0, 7], on trouve
. t .
u(t) = e=ithyg — i / DA (y(s))ds.
0
avec F(v) = bwE(Jv|*) + f, A= —iy — A et T(t) = e, On définit
. t .
G(u) = e "y — Z/ e =94y B (|ul*)ds
0

et on cherche un point fixe pour GG dans X.
Avant de procéder au calcul proprement dit, on énonce deux résultats sur 7T'(¢).

Lemme 34 Pourt positif, le semi-groupe T(t) est contractant sur H'(R?).

Démonstration: on estime 7'(¢) en norme H'(R?)
(—7t+itA)| itA|Hl

— ot
H1 =€ |€ ey

x1,T9

7)1

‘Cl,x2

On pose U(t) = e¢». Cet opérateur est unitaire sur H*(R?) pour tout s car son symbole
e & +E) est de module 1. O

On va maintenant démontrer quelques inégalités de Strichartz qui restent vraies en
temps local ; pour T" > 0, on introduit

6lzs = ( / 6(s)|ds)?.

De maniére analogue on notera L7, .. Vespace L*([0,T]; L*(R?)).
La proposition suivante est un cas particulier d’un résultat plus général qui se trouve dans
[22].
4
Lemme 35 Il existe ¢ > 0 tel que pour tout ug € L*(R*) et f € L}, ., avec T >0 on
a, pour U(t) = A
\U(t)uo L1, < cluolrz, ., (2.9)
,T1,T2 5
T
| /0 Ut — s)f(s)als|L4:1F,W2 < C|f|L§,zl,12. (2.10)
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Démonstration: pour la premiére inégalité, on trouve grace a l'inégalité de Strichartz
(voir [70], [22], [35]) que

U (t)uolrs

T,xq,T9

< |Uv(t)u0|L4(]R3 ) < C5t7’|u0|L2

- tyxy,xo/ T zy,ap’

Pour la deuxiéme inégalité, on introduit x(o 7 la fonction caractéristique de I'intervalle

[0,T1]. Alors

| vte=9seis = [ U= s)xun () (s)s (2.11)

En utilisant I'inégalité de Strichartz (voir [70], [22], [35])

oy / UGt — ) (xpor)(s)f () dsly <

T
| ve=9reas,,
[ U6 ) 0n() sl < ol gm (212
Rs L t,xy,xg
qui donne le résultat voulu. O

Remarque 9 On peut utiliser le Lemme 35 avec T'(t) a la place de U(t) car la multipli-
cation par e~ < 1 ne joue aucun réle.

Lemme 36 Soit cg,. la meilleure constante dans [’inégalité de Strichartz. Soit ¢ une
constante numérique bien choisie. Pour

flez,.,
R =4max(1, cs)(|uolmy, ,, +c S )

et pour T, assez petit dépendant de R, application G envoie la boule fermée Bx (0, R) de
X dans elle méme.

Démonstration: soit u une fonction dans X telle que |u|y < R. On veut démontrer
|G(u)|x < R. D’abord on controle G(u(t)) en norme L*([0,7.,]; W%, ). Pour le terme
libre, il vient alors

T () ol pago rpwra,y < cluolm (2.13)

T1,x9 T1,TQ ’

On estime maintenant le terme non-linéaire. En utilisant (2.6) et (2.10), il vient

t
|/0 T(t—s)uE(|u|2)0ls|LALT*‘,[,Q};%QC2 < cstr||u|§{%m2|u|wl,4 | 4

1,22 LT
%

1
< ceo T2 |uffe m, Wl wi,
R

3

IN
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Passons au terme de force. On estime la norme dans W14(R?) de fot T(t—s)f(x,22)ds;

/0 T(t—s)f(xy,z0)ds = /0 T(t—s)dsf(xy,xs) (2.14)

¢
= / e A5 f (2, 25)
0
= —iATYId — e ") f (21, 22).

Comme A est un opérateur continu et inversible de H*(R?) dans L*(R?), alors

|f|L£ .
|A™ lf‘WH < c|A” 1f‘H§1 vy = 71 —2 (2.15)
et
1 1 |f|Lw1 =y
A fliy, < AT 2, < S (2.16)
1
Donc en choisissant ¢ < 1 on trouve
|/ t—S dS|L4 W, T |'éA_1(]d—6_itA)f|L4 WhL,
< 1A g wnn, + ITOA™ g s
< CT4|A 1f|W14 —I—CCStT|A f|Hac1 o
o i, +ccm'f'% )
v
1 R R
< A=<=
=S TSR
On a alors établi .
GOy e, < 5

Maintenant on controle G(u(t)) en norme C([0,T.]; H} . );on a

1,72
R
|T(¢)wo g 1 T

1,72

= |uolm, , < (2.17)

1,72

On estime la norme dans H'(R?) de fot T(t — s)uE(|ul*)ds; on trouve grace a (2.6)
que

t t
|/ T(t—s)uE(|u|2)d8|H; < / |uE(|u|2)|H1 ds
0 T1,T9 0 T1,x9
t

e [t e,

IN
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Donc

IN

t T 8 B
[ = B s, < clalyg g, ([l 9}

C|U|L4 111412|U|Loo Hél IQT*Z

IN

CT*4 R3.

IN

3
On choisit 7T} tel que ¢[b|T¥ R* < 1, alors
R
il [ 7= B ()il ., < o

On estime la norme dans H'(R?) de [ T(t — s)f(x1,22)ds; en utilisant (2.14) et (2.16)
on trouve

1,2

+|T()A™ flge

T1,T2

| / (t—=s)f(x)dslpzom, ,, = [iAT (Id—e ™) iz m

T1,%2
A Flosma,
| AT fla

T1,T2

VARVAN

Donc

Ceci donne

|G(u(t)|x < R,

et la démonstration du lemme est compléte. O

Lemme 37 Soit cy, la meilleure constante dans ['inégalité de Strichartz. Pour R comme
dans ’énoncé du Lemme 36, et pour T, assez petit dépendant de R, ’application G est
une stricte contraction sur Bx (0, R).

Démonstration: soient u,v € Bx (0, R). On a par lestimation (2.10) du Lemme 35, et
a 'inégalité (2.5)

|G(u) = G(V)l s s, < clblluB(|uf?) — vE(jo]?)]

4
3

4 o1
LT VVE1 o

< C‘b|(|u|L4 JHL ‘U‘L‘l wii, T ‘U|L4 HY, 12‘U|L4 W;l‘lzz) U_U|L4 Wi,
+C‘b|(|u|L§*Wx s ‘U|L4 JHL o + |U|L4 JHL 12‘U|L%~*Wmi,x2 lu — U|L%~*Wmi,x2
1
S c\b|R2T*4\u U‘L‘* W

L1 12.
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En plus, on trouve grace a (2.7) que pour ¢ € [0, 7]

t
|wa4%wm;xgdm/Wwﬂw%—vawm%@%
0

< bl [ (g, + (el + Fohugs Do, = vl
< c|b|</ ulfse_ds)} + /|u|2 o3 ds)}+ /|v o ds) %)
1112 r1,T 1112
1
g/m—mam@w
3 (112
< bITE(ully a0y e+ ol e Ty e b= vl s,
S C‘b|R2T2|U—U|LooH1

xy,x0 "

Alors
< C|b|R2T2 |u - 'U|Loo Hl

zy,@0 "

G (u) = G(v)|Lg

1,29

On choisit T, tel que c|b| R? (T*Z - Tf) < 1 alors

1

27
1

Gw) ~ G(o)lx < glu—vlx,

qui donne la contraction de G sur Bx (0, R). D’aprés le théoréme de point fixe, il existe
un unique u tel que G(u) = u, d’out 'existence d’une solution unique u de I'équation (2.2)
sur [0, T,]. O
On pose S(t)ug = u(t) la solution de 'équation de Davey-Stewartson. On vérifie mainte-
nant la continuité par rapport a la donnée initiale.

Lemme 38 Soit T, assez petit comme précédemment. Pourt dans [0,T1], le semi-groupe
S(t) est fortement continu sur H'(R?) (i.e continu pour la topologie forte de H'(R?) ).

Remarque 10 On établira dans la suite que S(t) est défini pour tout temps positif. Le
résultat du Lemme 38 s’étendra par induction a tout temps positif. Par ailleurs, on pourrait
en fait énoncer le Lemme de maniére plus forte en disant que l'application qui & ug donne
S(t)ug est continue de H'(R?) dans X.

Démonstration: soient u(t), v(t) deux solutions issues de ugy, vy dans H'(R?), on veut

montrer si uy — vp, alors u(t) = S(t)ug — v(t) = S(t)vy dans H'(R?), et comme on a
que F est contractante sur les bornés de H'(R?) alors

1,29

ult) = v(O)ls,., < 170 (w0~ v, ., /uw—s (u) = F(v)) |1, _ s

< Wm—wm;z+dHR%/|@—vX@@%m®ﬁ

S ‘UO—U0|H% . +C‘b|R2T2|U—U|LooH%1 2g°
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1
On choisit 7% tel que ¢|b|R*T? < 1, alors

‘U—U‘L%C;Hl SQ‘UO_UOH

1 Y
zy,x9 T1,@

d’out le résultat voulu. d

2.2.2 Passage du local au global et ’existence du borné absorbant
dans Y dans le cas (E-E) pour données petites

On va traiter le cas (E-E) pour (2.2), (i.e 6 = m = 1). En fait dans le cas conservatif
ot x < max(—b,0), il existe des données initiales qui donnent une explosion en temps
fini (voir [35]). Pour éviter I'explosion en temps fini, on prend seulement les données
initiales petites en norme L*(R?). On introduit ¢, la meilleure constante dans I'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg

|u|i4(R2) < an|U|%2(R2)|VU|%2(R2)- (218)

On suppose maintenant et dans la suite que la force extérieure est assez petite dans
L*(R?), i.e
|f17:

CMH% <

(2.19)

Wl =

On introduit alors Y défini comme

1
Y ={uc Hl(R2);cgn\b||u|%§1 . < g}

Lemme 39 Muni de la topologie de la norme dans H'(R?), l’ensemble Y est un espace
métrique complet.

Démonstration: on vérifie que Y est un sous-ensemble fermé de H'(R?). Ceci est im-
médiat car Papplication ug — |ug|7.  est continue sur H'(R?). ]
T1,T2

Nous allons maintenant vérifier que sous ces hyptohéses de petitesse le systéme de DS
dans le cas (E-E), qui s’écrit

Uy YU+ Uy g, + Ugye, = DUE(Jul?) + f(21, 22), (2.20)

avec une condition initiale
u(0, 21, w2) = ug(21, T2), (2.21)

dans Y est globalement bien posé dans H'(R?).

Proposition 12 Toute trajectoire commencant en uy € Y reste pour tout temps positif
dans un ensemble borné de H'(R?). Dés lors I’équation définit un semi-groupe S(t),t > 0,
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S(t) : H'(R?) — H'(R?),

u(t) = S(t)uo,

ot u(t) est une solution pour (2.20)-(2.21). De plus, il existe un sous ensemble borné
(borné absorbant) 3 de Y C H'(R?) satisfaisant a

S(t)B C Bt =0,
et tel que, pour tout sous ensemble borné B de Y C H'(R?), il existe to(B) > 0 tel que
S(t)B C B,t > to(B).

Démonstration: en utilisant les Lemmes 36 et 37 sur [0,7; = T3], puis avec la donnée
initiale u(T}) sur [T7, T3], et en recollant les solutions obtenues on construit une solution
maximale définie sur [0, T},,..[. Pour le passage du local au global, on va utiliser le fait que
cette solution maximale vérifie I’alternative suivante

801t Trar = +00, 801t Tee < +00 et \u(t)|H%1 ., =+ quand t — T),q0.

Il suffit d’exhiber alors M; > 0 tel que |u(t)\H%1 y S M, Vt; t < Tyhee poOUr avoir une
solution définie pour tout temps positif.

Lemme 40 Soit ug € Y. Alors pour tout temps positif, u(t) la solution de (2.20)-(2.21)
reste dans 'Y .

Démonstration: on multiplie I'équation (2.20) par @ dans L?(IR?), on intégre en prenant
la partie imaginaire on trouve comme E(Jul?) et |u|? sont & valeurs réelles et Im [ E(|ul?)|u|? =

0, que
i|u(t)\2 + 29| u(t)|? =2Im [ fu
dt L% oo v L3 s '
Mais )
— 2 ‘f|L51@2
A [ 1722, el < Aol +
alors 2
d 2 2 L3 o
N < 1,72
GOl + ol < —
On obtient grace au lemme de Gronwall, uy € Y et 'hypothése (2.19), que
£ 17 1
2 < o 2 ot LT -
ulf,., < ol + (1) < (2.22)
Ceci établit I'invariance de Y. O

Lemme 41 ]I existe une constante K dépendant des données |f(rz , [b], et v de I'équa-

tion, telle que pour tout ensemble borné B C'Y, pour toute u(t) solution de (2.20)-(2.21)

issue de ug appartenant a B, il existe un temps t, dépendant de B, tel que |VU(t)|L§1 by S
K V>t
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Démonstration: on va proceder aux intégrations par parties en supposant que tous
les calculs sont licites. En fait, en toute rigueur, il faudrait établir les estimations pour
des trajectoires issues de données initiales trés régulieres dans Y, et alors étendre ces
estimations par densité a toute trajectoire commengant dans Y. Le passage a la limite, qui
utilise la continuité de S(t) est standard. Nous nous bornons ici & donner les estimations
a priori. Pour v € H'(R?) on a, en utilisant la formule de Plancherel,

[ Euet = (Q}T)QRe [ EGuP)aE

o / : %'u' L

1 fofEluf®
= u|c|u
2 27r 2dt §1+§§
1
= - 2
T / Bl ul?
= S [ Bl

alors

/ E(uP)uf = 2L [ B(up)ul.

On multiplie I'équation (2.20) par —u; — vu dans L?(IR?), on intégre en prenant la partie
réelle on trouve

Za(u) + 2q(w) = H(w), (223

ou

b
q(u) = |Vu|%%w2 + 3 /E(|u|2)|u|2 +2Re/fﬂ,
Hu) = — b/E(|u|2)|u|2+27Re/fﬂ.

En utilisant U'inégalité (2.18) et le fait que F soit un opérateur borné de norme 1 sur
L?*(R?) on obtient

2 lults < Ibllully,

b / E([uf)|uf? < DI E(ul?)

Alors on trouve grace a la définition de Y, en utilisant la borne L?(R?) du Lemme précé-

dent, que
> |\Vu |b‘ —2
qu) = |Vuliy = Tlulis = 20flez, luls,
> |Vl —Cg"'b'|u|2 Vuls = 2fle  lul
- L%l,IEQ 2 Lgl,zz Lgl, Lxl xQ L‘Cl’xQ
> -, O aP - 2Afle
= 5 lulzz )IVulzz Ly (U122, o
> —\Vu|L§”2—K. (2.24)

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Manal Hussein, Lille 1, 2009
68 2. SYSTEMES DE DAVEY-STEWARTSON

Rappelons que K est une constante qui dépend des données f, b, v et qui peut varier d’une
ligne a 'autre. En plus

H (u)

IN

Julrz
L(L‘17132

Yollulzs . +291f1ez, .,

by Vuls  +a(5Bs  + )

i
§|VU|%51’12 + K <vq(u) + K.

IN

IN

En utilisant (2.23), on obtient

d

i q(u) +vq(u) < K.

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

q(u) < qug)e™ ™ + (1 — e ™ K;. (2.25)

b
qlug) = |Vu0\2L% i +—/E(\u0\2)|u0\2+2Re/fﬂo

b
< ol + Duolty, 420, s, ., < Cluon. D).

1,29 1,29
ott C'(up, f) dépend de |ug| g1 (r2), 7, b et de f. D’une part, on conclut grace a (2.24), (2.25)
qu’il n’y a pas une explosion en temps fini dans H'(R?). D’autre part, on déduit de (2.25)
que ’ensemble

B={ueY;q(u) <K}, (2.26)

est un ensemble absorbant pour S(t) dans Y C H'(R?); rappelons que la condition (2.19)
et la définition de Y donnent un contrdle en norme L?(R?) des trajectoires pour tout
temps positif. Cet ensemble (3 est positivement invariant par S(t) et borné dans H'(R?).
O

2.3 EXISTENCE D’UN ATTRACTEUR GLOBAL A

Rappelons la définition d'un attracteur global (voir [74])

Définition 8 A est un attracteur global pour (S(t))i>o si
— A est compact dans H'(R?) ;
— A est invariant par le flot, i.e S(t)A = AVt >0;
~ VB borné de H'(R?),

dist(S(t)B, A) = sup inf [S(t)¢ —alpy , — 0, quandt — +oc.

¢EB acA

Théoréme 2.3.1 S(t) posséde un attracteur global et compact dans Y C H'(R?).
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Démonstration: on suit la démarche de [57]. Pour une décomposition adaptée utilisant
des espaces a poids, on démontre la précompacité des trajectoires dans L?(R?). On en
déduit la précompacité dans H'(R?) par I'argument de J. Ball [9]. On conclut ensuite.
On démontre la compacité asymptotique pour des trajectoires incluses dans le borné
absorbant aprés un certain temps transitoire; quitte a opérer une translation en temps,
on pourra se restreindre a des trajectoires incluses pour tout temps positif dans le borné
absorbant.

Pour a > 0, on considére y, une fonction de troncature C'* telle que

1, sijz|<a
Xa<x):{ ‘|

0, silz|>14a.

Soit f € L*(R?), (fxa) converge vers f quand a — o0, alors Vn €]0, 1], il existe a(n) > 0
tel que

‘f - fn‘L2

2 L, <1,V €)0,1],
ou
fo = FXaw)-

On décompose la fonction u solution de (2.20) comme somme de deux fonctions v et w,
ou v est une solution du probléme

v +iyv + (1 — in)Av — bE(Jul*)v = f — f, — inAu

2(0) = . (2.27)

De méme w est solution du probléme

iwy + iyw + (1 — in)Aw — bE(|u]*)w = f,

0(0) = 0. (2.28)

Lemme 42 Pour ug € 3 et n €]0,1], il existe K > 0 qui dépend de vy, f, b, et t(n) >0
qui dépend de n, ~, f, b tels que

|U|igl,x2 < |u0|%y2cw2€_w + K,

]2, <02K, Yt > tn).

z1,T

Démonstration: on multiplie ’équation (2.27) par 7, on intégre en prenant la partie

imaginaire
el et alVelis =T [~ f)7 4 nRe [ VuT
2 dt L“‘"l’x2 L“‘"l’x2 Lac1,w2 n
< |f‘fn|L%1,x2|U|L§1,x2 +77|VU|L%1M|VU|L%W2
<

1 2 Y2 2 n 2
a|f = falza,, + §|U\L31@2 +nlVolr, + Z\VU|L31@2-
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Or |f = fylez,,, < met |Vul2, < M7, ou M; désigne ici et dans la suite la taille de la
) z1,79
boule absorbante dans H'(R?) définie par le Lemme 41. Par conséquent

d 1
@‘Uﬁil,m +7|U‘2L%1,x2 < n(M?+ ;)-

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve
ol ., < luoliz, e + SOME+ (L= e, (2.29)
et comme uy €  C L*(R?), alors |u0|%%hz2 < M}, donc
[vl7z, , < Mie" +nkK,

ou k dépend de v, f.
Finalement

]2, <mPK, Yt > t(n).

T1,T

Remarque 11 L’estimation (2.29) nous donne qu’il existe une constante K telle que
vlrz, ,, < K pour tout temps t = 0.

On démontrera dans la suite que v reste borné dans H'(R?) pour ¢ positif, en démon-
trant que w = u — v reste borné dans H'(R?). On démontre maintenant une premiére
estimation sur w.

Lemme 43 I existe une constante K dépendant des données f,v,b de l’équation telle
que pour uy € (3, pourt positif, |w|H;M2 <K.

Démonstration: on sait que w = u — v reste borné dans L*(R?) car v l'est en vertu
de la remarque précédente. On montre maintenant une estimation sur Vw. On multiplie
'équation (2.28) par —Aw dans L?*(R?), on intégre en prenant la partie imaginaire, on
trouve avec l'injection de Sobolev H'(R?) — L3(R?) que

Ld
2dt
—bIm/E(|u|2)wA—w—Im/an—w

\Vw\igl,m + 7|Vw|%glyw2 + U\Aw\%glw

< BIEQuP)ey, ol Az, + U folaz, Az,

1 1
< Cblluldy, lold, | [Voll, (Al + I, Al
<

vy 1
U\Aw\%gm + K + §|Vw|%gm + %|f77‘2L2

)
T1,%2
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ou K, dépend de v, f,b,n. Alors

1 12

d
E|vw|%31@2 + ’7|Vw|%§w2 < Ky+ - |fn|L2
En appliquant le lemme de Gronwall on obtient

Vulls, ., < Vo), e+ (K, + Il )0 - o).

1,29

Mais Vw(0) = 0, et
Vully ., < K+ 215k

1, ‘CZ
On montre maintenant une estimation dans un espace a poids.

Lemme 44 1[I existe une constante K, qui dépend de v, f, b, n telle que pour uy € 3, et
pour le poids p = /23 + 23 on a

lpwlpz < K.

Démonstration: soit p = (i;) le gradient de %,02. On multiplie I’équation (2.28) par
p*w, on intégre en prenant la partie imaginaire

1d _ _ _
th\p w3 12, +7‘pw|%%1,w2 +Im/p2wAw—nRe/p2wAw:Im/pzwfn,
Im/p2@Aw = —QIm/(ﬁ.Vw)@

—nRe/p2EAw = 2nRe/(7.Vw)@—l—?7/p2|Vw|2.

On obtient dés lors

1d 2 2 2
slulis,, +aloults, 4 [ 2190
= QIm/(?.Vw)w—2nRe/(7.Vw)@+Im/p2fnw

< 2+l [pVuli  + / 21l

ou

1 2 — 2 Y 2
< (n+2+ 5)|W|L31@2 +alp Vuwlp, + §|pw|L§1’ |an|L

T1s 12

Comme |wlzz < lulrz

+ |’U|Lgl by S K, ou K dépend de v, b, f, alors

1d 7 9 1
<
slrwlie L, +glowliy < Kip+2+ 3 |pf77|L

1 12
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En appliquant le lemme de Gronwall on trouve
|Pw‘L2 < Ky,

T1,T2

ou K, dépend de n, f, v, b. O

Conclusion 1 w(t) est captive dans un borné de H'(R?) N L? (R?, (1 + p?)dx dzxs).

On démontre ensuite un résultat tres classique dont un énoncé plus général se trouve
dans [26].

Lemme 45 L’injection H'(R?*) N L? (R?, (1 + p?)daz1dzs) C L*(R?) est compacte.
Démonstration: soit w, une suite bornée par M dans H'(R*)NL? (R?, (1 + p*)dz1dxs).

Il existe une sous-suite toujours notée w, telle que w, — w dans H'(R?) faible. On veut
démontrer que w, — w dans L*(R?).

Pour w, € H'(R?*) N L* (R?, (1 + p*)dz dxy) on écrit

Wy = XaWn + (1 - Xa)wn>

avec

|wn| g1 (R2) + |Wn|L2(R2,(14p2)dwda) < M.
On pose s, = w, —w, on a s, — 0 dans L?(R?), et cette suite est bornée par 2M dans
HY(R?) N L? (R?, (1 + p?)dx1dxs). On écrit

|$nl72@2) < [Xasnlzz@e) + 1(1 = Xa)SnlZ2(2)-

On estime |(1 — Xoc)sn|2L2(]R2)

/ (1 - Xa)ZSid%diCz = 1— xa 25 d:z:ld:cg
R2

/.
/ o1+ p?

< n1—|— 2dl‘1d.§(32
< 2(1 4 p*)dxrd
< MH 2>/>asn< + A)dryday
< 1+ |5n|L2 (R2,(14p2)dz1 dx2)

AM?
< .
- 1+4a?

Comme X,s, est bornée dans H'(Q); Q = {(z1,72) € R?%; p < 1+4a}, et HY(Q) — L*(Q)
avec injection compacte, alors il existe une sous-suite de x.s, qui converge fortement vers
0 dans L*(€2). Ceci donne par P'unicité de la limite

XaSn, — 0 dans L*(R?).
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On obtient
sl T2@ey < [Xasnel Tomey + (1= Xa)Snel T2r2)
< 0+ A
- 1+a2
Quand o — 400, on a s, — 0 dans L?(R?). O

Conclusion 2 On a pour t > t(n), S(t)3 C B.2(0,n2k) + K, ou K, est un compact de
L*(R?).
On va maintenant en déduire la compacité dans L?(R?).
Lemme 46 Ve > 0,3n > 0 tel que ¥t > t(n) alors
S(t)B C Uy Bra(x, 2¢),

cette réunion étant finie.

Démonstration: comme K, est compact, il existe un recouvrement fini tel que
K, C UyB2(x,¢).
Donc
Ky + Br2(0,72k) C Uy Bpa(, ) + Br2(0,07k) C Up(Bpa(z,€) + Br2(0,72k)),
ou
Bi2(x,¢) + Br2(0,m2k) C Bra(z, e + n2k).
On choisit n%k < ¢, on obtient
K, + Bp2(0,12k) C Uy By (z, 2).

On démontre maintenant la compacité asymptotique dans L?(R?).

Lemme 47 Pour toutes suites t,, — 400 et u, € [3, il existe une sous-suite de S(t,)u,
qui converge fortement dans L?(R?).

Démonstration: pour t > t(n) par le Lemme 46, on a
S(tn)ty C UpBra(z,2¢) € L*(R?),

cette réunion étant finie. Donc S(t,)u,, est précompact dans L*(R?), par conséquent pour
toute suite u, dans (3, il existe une sous-suite de S(t,)u, qui converge fortement dans

L*(R?). O
On a besoin d’un résultat intermédiaire.

Lemme 48 Pour t positif, S(t) est continu sur les ensembles bornés de H*(R?) pour la
topologie forte de L*(R?).

Remarque 12 On démontre en fait que ug — u(t) est continue de L*(R?) & valeurs dans
C([0,T]; L*(R?)), sur les bornés de H'(R?), pour chaque T > 0.
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Démonstration: on peut démontrer ce lemme pour 7" petit et puis on conclut récursi-
vement sur k, de k = 0 jusqu'a m tel que m7T <t < (m+ 1)T.
L’estimation duale de (2.9) est

0)
| / Ut — ) f(s)dsls . < clf

3
T1,T9 L
T

(2.30)

Pour u(t) une solution de (2.20) et U(t) = €2, on utilise la forme de Duhamel de (2.20)
pour 0 <t<T

u(t) :e_”’tU(t)uo—z'/O Ult—s)e "9 f(x) ds—z'b/o Ult—s)e " “DuBE(|u?)ds. (2.31)

Pour u, v deux solutions de (2.20) avec deux données initiales ug, vg, on trouve grace a la
Proposition 35 que

u(t) —v()lez,,, < e uo—volrz, ,, + [bll(w — v) E(Jul*)]

x1,T9

< e Mg — Uo\LgMz

2
il e, ol

+[bl[v]ps |u—vlperz | luto

T "xy,T9
< e Mg — vo\L%wz + [bf|Ju — U|L%°Lil’wz |u|2§H1
T 1,72
bl 0= Ol ot vl s
B 3
< e Mug — UO|L%1,w2 + clb|T*|u — ’U|L§9L§1,x2.

On choisit T tel que ¢[b|T1 < 1, alors

T1,TQ 11’12.

ju—wvlrz . <lu—vlrgr , < 2ug— volr2
O

Maintenant on passe a la démonstration de la précompacité des trajectoires dans H'(R?);

Proposition 13 Pour toute suite u; € 3 et pour toute suite t; — +o0, il existe z €
H(R?) et une sous-suite de S(t;)u; qui converge fortement vers z dans H'(R?).

Démonstration: on applique ici un argument du a J. Ball [9]. Comme [ borné dans
H'(R?), alors [ est faiblement sequentiellement compact. Donc Vi; — +o0o et u; € 3, on
peut supposer que S(t;)u; — z dans H'(R?). On invoque alors le Lemme 47 pour écrire
qu’il existe une sous-suite de S(t;)u; qui converge fortement vers 2’ dans L?(R?).
D’apreés la premiére étape on a

S(t;)u; — z dans H'(R?*) = S(t;)u; — z dans L*(R?),
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S(t;)u; — 2’ dans L*(R?) = S(t;)u; — 2’ dans L*(R?).
Par unicité de la limite on a z = 2z’. Comme (3 est positivement invariant, il vient
S(t)s C B,vt > 0.

De méme pour 7' > 0, la suite S(t; — T)u; € 3 est une suite bornée dans H*(R?), donc
il existe une sous-suite S(¢; — T')u; qui converge vers S(—T')z faiblement dans H'(R?) et
fortement dans L?(R?). Comme S(t) est fortement continu sur les bornés de H'(R?) pour
la topologie forte de L?(IR?) alors

S(tj+t—Tu; =S(t)S(t; — T)u; — S(t — T)z dans L*(R?).
On va alors démontrer
Lemme 49 Pour toute suite t; — +oo et u; € 3, alors

. oo 12 < |42
hfffgop 1S )usle <2l

Démonstration: on multiplie ’équation (2.20) par —u; —~u, en prenant la partie réelle
on trouve

Cul,, + Clt) + 21 (ully |+ Clu(t)) = Hlu(r) (2.32)

tels que

b
Glu) = ~lulty, +5 [ E(uP)af +2Re [ fm

H(u) :27Re/fﬂ—b7/E(\u\2)\u\2.

En intégrant (2.32) entre 0 et ¢ on obtient
t
|S(t)u0|§{%l ot G(S(t)ug) = e‘27t(\u0ﬁ]11 T G(up)) +/ eV H(S(s)ug)ds. (2.33)
s T x1,T 0

Alors, pour ug = S(t; — T)u;, t =T et j — 400, on obtient

lim sup <|S(tj)ujﬁ{%w2 + G(S(tj)“j)> <

j—+o0
e limiup (\S(tj — T)Ujﬁ'{%l’zz +G(S(t; — T>Uj)> +
j—+o0
T
lim sup/ (S (s 4 t; — T)uy)ds. (2.34)
J—+oo Jo

Lemme 50 Pour u, v € 3 C H'(R?), avec u — v dans L*(R?) on a
G(u) — G(v) dans R,

H(u) — H(v) dans R.
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Démonstration: comme u — v dans L*(R?), et comme u € 3 alors u est borné dans
H*(R?). Comme l'injection Hz(R?) — L*(R?) est une injection continue, et |u] ;<

xr1,TQ

1 1
c|u|z%1 gc2|u|;{%1 " donc u converge fortement vers v dans L*(R?) quand j — +oo j'ai
/fﬂ—> /f@

/ E([u)uf — E(|o])[of?

< |/ (luf?) - E(oP) |u||+|/ (oP)(Juf? = [o]?)]

enlevé une virgule et

On a aussi

< |E(ul) = B0z, lulzs  + EQ0P) ez, el = 0P,
< dul —[vf*zz, ,, (ulzs , +IvlLs )
< cfluliy , 1l )(IUILgl o T |U|L§11 Ju—=vlws -

Donc si u — v dans L*(R?) il vient

[ EQuPae— [ B

Qui donne le résultat. O
Grace au Lemme 50, quand j — 400, on a

G(S(t; — T)u;) — G(S(=T)z),
H(s+t;—T)u;) - H(s—T)z.
En utilisant le théoréeme de convergence dominée, on obtient

T T
lim (S (s +t; — T)uy)ds = / D H(S(s — T)z)ds
0

Jj—+oo 0

= o}y +G() = (IS(-T)elfy  +G(S(=T)z))e 7. (2.35)

En plus, comme S(t; — T)u; reste dans le borné absorbant 8 C H'(R?) pour j assez
grand, on trouve

=27 lim sup <|S(tj — Tl +GS( - T)uj)) < (M + G(S(=T)z))e 27,

Jj—+oo

On obtient grace a (2.34) que

hmsup(\S( Duiliy |+ GS( >u3>) < (2.36)

oo

1,9

(My + G(S(-T)2)e™T + |2y +G(=) — (S(-T)afly  +C(S(-T)z)e™".
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Grace au Lemme 50 on a lim; ., G(S(t;)u;) = G(z), en plus |S(—T)z|H%M2 < liminf; |S(t;—
T)uj|H;1@2 < M alors, quand T' — +00, on obtient

limsup |S(t)u;l3n < |z[3m . (2.37)
j—+too 1,29 z1,29
Par conséquence S(t;)u; — z dans H'(R?) fort. O

Donc on a la précompacité des trajectoires dans H'(R?). Comme on sait que Y est fermé
dans H'(R?), alors on a la précompacité des trajectoires dans Y.
Maintenant on conclut

Proposition 14 Soit A l’ensemble suivant
A={a€ B3¢, € P ett, — +oo, tel que S(t,)p, — a dans H'(R*)}.

Cet ensemble est un attracteur global dans H*(R?) pour I’équation (2.20).

Démonstration: on va utiliser le Théoréme 1.1.1 dans [74] pour prouver l'éxistence
d’un attracteur global. En fait A est 'ensemble w-limite de 3 défini par

A = Ns>oUpsS(t) 6.

D’abord, A est un ensemble non vide car il contient au moins les solutions stationnaires
de 'équation (2.20). On démontre dans le Lemme 51 ci-dessous qu'il existe au moins une
solution stationnaire.

Ensuite on a

S(t)A= AVt >0;

en effet, si b € S(t).A alors Ja € A tel que b = S(t)a.
Par conséquentde,, € g;3t, — +oo tel que S(t,)p, — a.
Donc par continuité de S(t) on a

S(1)S(t2)bn — S(t)a = b.
De plus
S(t>5(tn)¢n = S(t + tn)¢na
S(t+ty)p, — b= S(t)a,

mais t +t, — 400, ¢, € 0, alors b € A.
Donc

S(t)A C A.
Soit a € A tel que a = lirJIrl S(t, —t)S(t)¢,. On pose v, = S(t, — t)p,, on applique la

Proposition 13 & v, donc il existe v,; une sous-suite qui converge vers b dans H'(R?).
Par continuité de S(t) on trouve

S(t)ve — S(t)b.
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De plus v, = S(tux — t) Pk, donc

Donc S(t)b = a, et A C S(t)A.

Maintenant on montre que A est compact dans H'(R?); soit x,, une suite a valeurs dans
A, comme on a que S(t) est réversible en temps alors

z, = S(t)S(—t)z,, Yt > 0.
Pour ¢t = n, on pose y, = S(—n)z, € A C 3, donc x, = S(n)y, C 3. On applique la
Proposition 13 a x,, donc, il existe une sous-suite de S(n)y, = x,, qui converge fortement

dans H'(R?) i.e

r= lim z, = lm S(n;)yn,.
1——+00 1——+00

Donc A est compact dans H'(R?).
Il reste & montrer que A attire les bornés de H'(R?), i.e pour tout borné B de H'(R?)
dist(S(t)B, A) — 0, quand t — +o0.
On le montre par I'absurde. On prend By tel que
30 > 0, t; — 400, tel que dist(S(t;) By, A) > 9.

Pour chaque j il existe u; dans By tel que

| S

On sait que
S(t)By C 3, Vt > t,.

On applique la Proposition 13 & S(t;)u; = S(t; — to)S(to)u;, alors il existe une sous-suite
S(tj,)u;, qui converge fortement dans H'(R?)

Ji—+oo Ji—+oo

Mais on a
S(tj)u; € By, Vt; >ty = S(to)u; € By.

Donc u € A, c’est une contradiction. En appliquant le Théoréme 1.1.1 de |74], on trouve
que A est un attracteur global dans H'(R?) pour I'équation (2.20). O

Lemme 51 [ existe u dans Y tel que

Au + iyu = buBE(Jul?) + f.
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Démonstration: rappelons le lemme classique (voir [18])

Lemme 52 Pour F une fonction continue de (RP,|.|) euclidien dans RP, et R > 0 tel
que F(£).€ > 0 pour tout € tel que |£| = R. Alors il existe £ € RP avec |€] < R, et tel que

F() =0,

Démonstration: raisonnons par Uabsurde. Soit U = {¢ € RY : [¢| < R}
Si F(€) ne s’annule pas dans U, on introduit

 RE(®)
O =TFe

G est continue de U dans U. D’aprés le théoréme de point fixe de Brouwer, il existe £, € U
tel que G(&) = &, donc
RE(&)

— = &, 2.38

) 25

qui donne que |§;| = R. On prend le produit scalaire dans R” de (2.38) avec &y, on obtient
_RF(g(])gO _ 52
| F(&o) ’

Qui donne la contradiction avec F'(&y).§o > 0. O

En utilisant le Lemme 52 on se rameéne a la résolution d’un probléme approché en dimen-
sion finie par la méthode de Galerkin. Soit (ej)ren une base hilbertienne de H'(R?), et
soit V, lespace vectoriel engendré par (e, ..., €, i€, ..., i€y, ), on résoud :

trouver u,, € V,,; Yu,, € V,,

(A, V) + V(s V) = (Dt E([tisn|?), V) + (f, V), (2.39)

avec (.,.) le produit scalaire dans L?(R?),

(u,v) = Re/ uvdz.
R2

On considére P, : L?> — V,, la projection orthogonale, qui est un opérateur auto-adjoint.
Comme L?(R?) est dense dans H'(R?) on peut écrire P, : H~' — V,,, alors

F(uy,) = Py (Aum + YU — Dl B[t |?) — f) . (2.40)

En prenant v,, = —iu,, dans (2.39) il vient
(F(tm), ) = fy|um|%z(R2) — Im/fﬂm

Soit € petit destiné & tendre vers 0. Alors (F'(up,), ty,) > 0 pour |t,|r2m2) = M +e.

D’aprés le Lemme 52 il existe uj, tel que F(us,) = 0 et |uf, |22y < m@ +¢. Ceci étant
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vrai pour tout €, on obtient ainsi une solution stationnaire u,, qui satisfait a |u,,| 2Rr2) <

|12 w2 , . . . . .
L&) - en effet, I'espace V,, étant de dimensions finie, on peut extraire une sous-suite

toujours notée us, qui converge vers u,, dans V,, pour la topologie L?(R?). L’application

. o . f12
F étant continue sur Vj,, il vient alors F(u,,) = 0 et bien sur |u,,|?> < —2&.

Il reste a passer a la limite pour dire que wu,, converge vers un point fixe, qui est une
solution stationnaire de 1’equation DS. Pour cela, on a besoin d’estimations a priori. On
pose v, = —u,, dans (2.39). On obtient

[Vt 52 = —BRe / P E (i ?) — Re / i, de: (2.41)

comme 1, est borné¢ dans L?(R?), en utilisant I'inégalité de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg
pour controler [ [y, Eun|?) par [tm|7age) < €| Viin|T2ge) [Uml 72 gey, il vient

Wum‘%%w) < C|b‘Wum|%2(R2)|Um‘2L2(R2) + ‘f|L2(R2)|Um‘L2(R2)'

‘f|L2(R2)
Y

Puisque |ty |r2m2) < assez petit (confer la condition (2.19)) alors on déduit de

(2.42) que u,, est borné dans H'(R?). Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer
Uy, — u faiblement dans H'(R?), alors Au,, converge faiblement vers Au dans H~'(R?).
En plus comme u,, est borné dans H'(R?) alors E(|u,|*)u,, est borné dans L*(R?), ce
qui donne puisque P, est un opérateur borné alors By, E (|t |*)t,, est borné dans L?(R?),
donc 3¢ dans L?*(R?) tel que

P E(|tm|?)ttm — ¢ faiblement dans L*(R?).

Ceci donne par la convergence faible dans (2.40), que u, ¢ sont solutions de ’équation

Au+iyu = bp + f. (2.42)
Il reste a prouver que ¢ = wE(|ul?).
Lemme 53 Pouru € L*(R?) on a (¢,iu) =0, ot (.,.) désigne le produit scalaire L*(R?).
Démonstration: on observe tout d’abord que si P, E(|u,,|*)u,, converge faiblement
dans L%(R?) alors E(|u,,|?)u,, converge aussi vers ¢ faiblement dans L?(R?). En effet, si
1 est une fonction dans L?(R?), en utilisant le caractére auto-adjoint de P,,, le fait que

P, converge fortement vers ¢ dans L*(R?) (par densité des V;, dans L*(R?)), et le fait
que E(|t,]?)u,, soit une suite bornée, il vient

((Id = Po) E(|tm|*)tm, ) = (E(|tim|*)ttm, 90 — Prntp) — 0.

Soit maintenant § € C§°(R?) une fonction test a valeurs réelles. Soit K le support de 6.
Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer que

Uy — u dans L*(K),

et
U B (Jum|?) — ¢ dans L*(R?) faible.

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



. . Thése de Manal Hussein, Lille 1, 2009
2.4. REGULARITE DE L’ATTRACTEUR A 81

I1 vient alors
0= Re/E(|um|2)umi9ﬂm — Re/gbz'ﬂ@.

Ceci étant vrai V6, alors (¢, iu) = 0. O

En appliquant le Lemme 53, on multiplie (2.42) par i@ dans L?(R?) on trouve

2 o N\ . — o . 2
Wully, = (fim) = lim (fil,) = lim Afunfl; .

Alors u,, — u dans L?(R?) fort, donc par interpolation u,, — u dans L*(R?) fort. Comme

[ E(|um|?) — wB([ul*)|r2 < [(m — W E(Juml*)] 12 + [uE(jum]* — [ul?)]z2
< cfum — ufpaftn s + ufrs|(um — w)(u + um)| 5
< |t — wlpa|tm| s + |w]ps|tm — wlpa|u 4+ wp| s,

alors
U B (Jt|?) — wE(Ju)?) dans L*(R?*) ¢ H™'(R?).
Ceci donne
¢ =ub(|uf*).
Alors on a une solution stationnaire u dans Y C H'(R?). O

2.4 REGULARITE DE L’ATTRACTEUR A

On suit ici essentiellement la démarche introduite par [40] pour NLS sous critique sur
R2. On considére des trajectoires incluses dans l'attracteur global que 'on découpe en
deux parties, une partie basse fréquence et une partie haute fréquence pour un seuil N a
choisir convenablement. On va approcher la partie haute fréquence de la trajectoire par
la solution d'une EDP non-autonome qui s’avére plus réguliére a priori que la trajectoire
incluse dans l'attracteur. L’idée est alors de montrer que pour /N assez grand en fonction
des données |f| L2, 0y b et v de I'équation, la solution du probléme auxiliaire et la partie
haute fréquence de la solution sont asymptotiquement proches quand ¢ tend vers +o00 (en
fait on démontrera méme que ceci impliquent que la partie haute fréquence et son ap-
proximation coincident pour des trajectoires dans l'attracteur). Une difficulté inhérente a
la dimension deux d’espace est que 'espace de Sobolev H!(R?) n’est pas une algébre. Pour
surmonter cette difficulté technique, nous allons travailler avec des espaces mixtes temps-
espace et démontrer que les trajectoires sur l'attracteur sont uniforméments localement
intégrables dans des espaces de type L*([0,T]; W4(R?)), ou la taille T de la fenétre est
fixée assez petite en fonction des données |f| L2, .5 b et . Ce processus d’approximation
étant valable pour toute trajectoire aprés un temps transitoire (le temps d’entrée dans
le borné absorbant), nous commencons & décrire le processus pour une trajectoire u(t)
incluse dans le borné absorbant pour ¢ > 0; ceci n’enléve pas de généralité au processus,
quitte & effectuer une translation en temps.
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2.4.1 Probléme auxiliaire

Soit u solution de I'équation (2.20) qui s’écrit sous la forme, en omettant la variable
t, pour r = ($1,.§L’2) et 5 = (51,52)
(@) = 43 [ (€
ulz) = — [ u(f)e
472 R2 ’

ot 4 désigne la transformée de Fourier de u. Pour un niveau donné N > 0 (on supposera
méme sans se restreindre N > 1), on définit la partie basse fréquence de u par

1 .o i
W= i /maX(£1|7|§2)<N e
De méme, on définit la partie haute fréquence de u par
_ P
A= 4r? /maX(|§1|7|§2|)>N ek,

z est alors solution de I’équation suivante

iz + iz + Az = 0Q(E(ly + 21)(y + 2)) + QF, (2.43)
avec une donnée initiale z(0) = Qug = 2o ou @ est le projecteur orthogonal sur

1

=13
A% Jinax(e ], |ea)>N

QH' = {z 2(6)e™d¢, » € H'(R?)).

Finalement on écrit u = y + 2z et on définit Pu = (Id — Q)u = y, le projecteur sur les
basses fréquences.

Proposition 15 Soit u(t) une trajectoire incluse dans le borné absorbant [ pour tout
temps positif. Il existe alors une constante K (qui est proportionelle a la taille dans H'(R)
du borné absorbant) telle que pour tout t positif, pour chaque k € N, alors |y(t)|gr+1(r2) <
KNF,

Démonstration: soit £ > 1, on estime y en norme H*.

4?2 = / (1+ JE12)Ma(€) [2de.
R2

Mais
_ ! ()67
o) = m/HI?LX(|§1|7|§2|S1V)U(g)e *
= 3 L wOxmax(el D < M

ou x désigne la fonction caractéristique. On obtient

(&) = a(§)x(max([& ], [€2]) < N).
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Donc, puisque {&;max(|&],|&]) < N} € {& [¢] < V2N}, il vient

syl = [ 0+ P P
= [ MO Pxmax(al. el) < Vg

IN

2014 N [ (1 lePylace)Pag
= 8m(1+ N%’“%@Qw
< 8TEME(2N?HF
olt M, est le rayon de la plus petite boule absorbante dans H*(R?). O

On en déduit que la partie basse fréquence d’une trajectoire est arbitrairement ré-
guliere. On considére maintenant z la fonction définie pour ¢ > 0 comme solution de
'équation (2.43) sur QH'(R?) avec donnée initiale z(0) = Qu(0).

Pour N fixé et pour une solution u, et pour y = Pu, on introduit Z tel que

Z : [0, +oo[— QH*,
et qui est solution de I’équation suivante

{z’Zt +ivZ + AZ = bQ(E(ly + Z*)(y + 2)) + Qf,

20— (2.44)

On veut démontrer que Z est une approximation réguliére de z pour les grands temps.
On commence par démontrer quelques propositions. Soit T > 0 la taille d’une fenétre
qui sera définie dans la suite. On pourra supposer sans restriction aucune que 7' < 1. On
introduit pour chaque temps ¢t > 0 la seminorme suivante

t+T
|¢|L§lp(t) = (/t |p(s)|*ds)7.

La notation L3.(t) souligne que chaque semi-norme dépend de t. Pour les fonctions qui

dépendent de temps et d’espace on écrit [ulps ¢ = | |uf 7 |24.- On introduit aussi
1,9 z1,T

la fonction caractéristique suivante qui est définie Vt fixé

X[t,t+T) (5) = {

1, siselt,t+T];

0, sinon.

Proposition 16 ] existe un seuil Ty < 1 et une constante K qui dépendent de v, b et
|flL2m), tels que Yu solution de (2.20) incluse pour t > 0 dans (3, alors pour tout temps
positif t et pour chaque T vérifiant T' < Ty alors

|VU|L4

T,z1,x9

0+ [ulps L S I

T,x
Cela traduit que la solution est localement uniformement en temps de puissance quatrieme
intégrable dans W' (R?).

1,22
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Démonstration: comme
uy + (v — iA)u = —ibuE(|ul*) — if,

alors, pour 0 <t <7 <t+7T,o0na
u(T)e’ = u(t)U(r — t)e — z/ U(r —s)fe’ds — ib/ U(r — s)uBE(Jul*)eds, (2.45)
0 0

ott U(t) = €. On note I, I, I3 le premier, le deuxiéme, et le troisiéme terme dans cette
dérniére égalité. Par I'inégalité de Strichartz (confer |71], [70], [22], [35])

\U(7)uol Lagar,ra .y < cluolrz (2.46)

x1,x2 zy,@0 "

Alors, on obtient

T,xq,T9

o < c|U=O)Vu(t)|re
= ce’|Vu(t) Iz
< Ke",

ou K est comme précédemment une constante dépendant de f, b et v et pouvant varier
d’une ligne a 'autre. D’autre part

Vi, = —i(/T U(r — s)e’®ds)V f
= —i(/T e TR 5 )V f
= —ie"(y — i)'V +ie'U(r — t)(y — iA) 'V S

Puisque (y —iA) est un opérateur continu et inversible de H?(R?) dans L?(IR?), alors on
trouve avec l'injection de Sobolev H!(R?) — L*(R?) que

) = |€7T|Lﬁfr(t)‘(7_iA>_1vf‘L4

1,9

|77 (v — z'A)_IVf|L4

T,xq,x9

1
1 i
vt 4T s -1
< @ (£ =0) 10 =8 Vil
< K€W|JC|LgM2
< Ke.
D’autre part, grace a (2.46), on trouve
U (T —t)(y - iA)_lvf|L§{@1@2(t) < e (y - iA)_1Vf|L31@2
< Ke.
Ceci donne
|V[2|L4 () S K€Pyt.
T,z1,79
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On va maintenant traiter le dernier terme. On utilise

[V (uE(|ul*))] < |Vl fulf (2.47)

4 ;
xr1,T
1,29 1,72

4
L}

et 'estimation (2.10) pour obtenir

T,xq,T9

< YT E 2
o S BleTIVuBlPly

< C|b‘ ‘677vu|Lé,xl,x2(t) |U|L4

21 YT
< ¢|b|MiTz|e Vu|L4T,zl,zz(t)'
1
On impose alors la premiére restriction sur Ty qui est d’écrire c|b| METE < % Les calculs
précédents donnent, en reportant dans (2.45)

‘6A’TVU|L%IW2

1
0 <K' 51Vl o) (2.48)

T,xq,z9
d’ott l'estimation [Vulps ) < K.
T,xq,z9

Pour la deuxiéme partie de la norme dans W'*(R?), on utilise le fait que L*®([t,t +
T); HY ) — L*([t,t + T); L3, ,.) pour obtenir

1,22 1,72
|U|L%’11@2(t) < C|U|L°°([O,T];H;1yw2) = csTliI; |U|HQ}M2 < K.
Ceci conclut la démonstration de la Proposition. O

Maintenant on va démontrer une proposition qui donne une estimation sur wu;, pour les
1

grands temps; on introduit D = (Id — A)2, cet opérateur pseudo-differentiel (voir [69]

page 252) vérifie pour 1 < p < +00

|1Dg[r» < C|¢|W;i{’,:2- (2.49)

Proposition 17 Pour T assez petit comme dans [’énoncé de la Proposition 16, il existe
K qui dépend de vy, b et f tel que pour toute solution u(t) de (2.20), on a pour tout temps

positif
|D_1Ut|L4 < K

T,z1,79 (t) -

Démonstration: on a
D7y = —ibD 'uE(|ul*) —iD™ f — D7y — iA)u.

Comme D est un opérateur continu et inversible de H'(R?) dans L?*(R?) alors on obtient
en utilisant H'(R?) — L(R?), Vg < +oo, en utilisant que E est un opérateur borné sur
L4(R?) pour 1 < g < +o0, que

(D B (u)ls, ,, < D7 uB(ul?)]my,

T1,T9 T1,T9

< clulzs, [E(u*)lzs, .,

< cluB(|uf’)lez, ,, (2.50)
<K, |
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1D fles,,, <D flmy,,, <elfliz,,, < K. (2.51)

On intégre (2.50) et (2.51) entre t et ¢t + 7', on trouve

-1 2 -1
(D7 wE(ues, o 1D fls, o <K
Comme D™ 'AD™! = D7?A est borné sur L*(R?), alors on obtient grace a la Proposition
16 que

‘D_lAu(t>|L%",x1,x2(t) = |D_2ADU|L%_"$1’ (t) S C‘DU‘L4 (t) S K

To T,xq,x9

Ceci donne le résultat. O
Maintenant on démontre que Z est une fonction réguliére et bornée pour les grands temps ;

Proposition 18 Soit T' fizé assez petit comme dans les hypothéses des Propositions 16
et 17. Il existe un seuil Ny et une constante K dépendants de v, b, f, tels que pour
N > Ny, Uéquation (2.44) admette une unique solution Z € Cy([0,+o00[; QnH?, ,,) qui
satisfait pour tout temps positif a |Z(t)|my , < K. De plus il existe une constante K(N)
dépendant de v, b, f, N telle que pour tout temps positif |Z(t)|H21 < K(N).

T1,T9

Remarque 13 On conjecture raisonablement que K(N) croit linéairement en N. Comme
on n’a pas besoin de ce degré de précision pour démontrer le résultat principal, on n’expli-
citera pas la dépendance en N de K(N). Le seuil Ny dépend de T', qui est fixé dépendant

de vy, b, f.

Démonstration: on fait la démonstration en trois étapes

Premiére étape : construction d’une solution locale en temps a valeurs dans
H?(R?)

Soit T} > 0, on définit ici Pespace X = Cy([0,T.], QH?) muni de la norme

Z|x = sup |Z|mz , -
t€[0,T%]

La forme de Duhamel de (2.44) s’écrit
t .
Z(t) = —z'/ e =DAR(Z(s))ds, (2.52)
0

avec A = v —iA, F(Z) = bQ(E(ly + Z|*)(y + Z)) + Qf. On pose T(t) = e, et on
cherche un point fixe dans X & I’équation

t
G(Z(t)) = —z'/ T(t—s)F(Z(s))ds.
0
Avant de procéder a 'argument de point fixe, on vérifie

Lemme 54 Pour t positif le semi-groupe T(t) est contractant sur QH?(R?).
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Démonstration: on observe que T'(t) commute avec ) et s’écrit e U(t) ou U(t) uni-
taire sur tous les H*(R?); confer Lemme 39. O

Lemme 55 Pour Cy = 2/’{;|Qf|L§M2 avec k une constante dépendant de ~ bien choisie,
pour T, assez petit dépendant de Cy, Uapplication G envoie la boule fermée Bx(0,Cy) de
X dans elle méme.

Démonstration: soit Z dans Bx(0,Cp). On a
t t
G(2(t) = =it [ QUE(y+ 2P)(w+ 2)ds i | Qras.
0 0
D’abord on estime la norme dans H? de [) T(t — s)Q(E(|y + Z|*)(y + Z))ds; comme on
a H?(R?) est une algeébre, alors

E(lul)ulmz, ., < cul, ,, |E(lul*)]m

T1,T2 vcl r2

< C|U|Hg1 vy

Donc, en utilisant la Proposition 15

| / Tt - )QE(y + Z)y + 2))dsluz ., < / Ely+ 212y + 2)|y_ds

< /|y+Z|H“2
< ¢(KN?+CHT.,

On choisit 7T, tel que ¢(KN?® + C3)T. < % On estime maintenant la norme H? de
t

/ T(t—s)Qfds. On a
0

/OtT(t—s)Qfds _ (/OtT(t—s)ds)Qf
([

= (AT (Id — e "N QT.

A est un opérateur continu et inversible de H?*(R?) dans L?(R?), alors on a pour f €

L?(R?)
A7 Qf |z, ., < KIQfluz, .
avec k qui dépend de 7. Alors, on a bien
| / (t=9)Qfdslyz . < [A7Qf s+ ATQ s
< HATQf s
< KlQflez, .,
< &

7.
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Par conséquent, on a l’estimation

|G(Z(1))|quz

1,22

< CO7

qui conclut la preuve du Lemme. O

Lemme 56 Pour T, assez petit, G est une contraction sur Bx(0,Cy).

Démonstration: soient Z, W dans Bx(0,Cy). Puisque E envoie H%(R?) dans H?(R?)
qui est une algébre, en utilisant de nouveau la Proposition 15, il vient

QE(ly+ Z*)(y+ Z) = QE(ly + W|*)(y + W)| 2

T1,T2

< |E(ly+2ZP)y+2) = E(ly + W)y +W)luz,

< [(Z-W)E(ly+ZP) |z, ,, + 1y +W)E(ly+ Z° = ly + W),
< cllylip,,, +120s , +Whs Z—Wln,

< (KN2+4C2)|Z W|H2

Ty,ap’

Ceci donne
G(Z) = GW)lgnz,,, < / T(t —s)[F(Z(s)) = F(W(s))llgnz, , ds

[ 1R 26 = FOV 6o,
< KN2+4C2)T|Z Wx.

IN

On choisit T, tel que ¢(KN? +4C2)T, < + < 1, qui donne la stricte contraction. O

1

2
D’aprés le théoréme de point fixe, il existe Z tel que G(Z) = Z, d’ott on a une solution

unique Z de I'équation (2.44) sur [0, 7}]. Cette solution mild est une solution de I'EDP

au sens des distributions.

Deuxiéme étape : existence de la solution globale a valeurs dans H'!(R?)

On démontre que cette solution locale n’explose pas dans H'(R?); plus précisément on
démontre

Proposition 19 Soit T' fizé€ petit, T < Ty comme précédement. Il existe un seuil Ny et
une constante K dépendants de v, f, b tels que pour N fixé N > Ny, pour Z solution de
(2.44), pour tout temps positif ou cette fonction existe

\Z(t)|m < K.

T1,22 T
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Démonstration: on démontre tout d’abord le lemme suivant

Lemme 57 Soit Z une solution de ['équation (2.44), alors Z vérifie

L a(2) +a(2) = H(Z) (25

ol

b _
o2) =12, +5 [ Bly+ 2P+ 27+ 2re [ 12,

H(Z) = bRe / E(ly+ Z1%)(y + Z)7 + bRe / E(ly + Z)(y + 2)%

b _
~ [ Bly+ 2Py + 2P + ok [ 42,

Démonstration: on multiplie 'équation (2.44) par —Z, —yZ, on intégre en prenant la
partie réelle on trouve

1d
2 dt
—vae/E(w-l-Z|2)(y+2)7—Re/f7t—vRe/fZ.

V2, oIV 2R, =-bke [ Blly+ 2P0+ 2,

On calcule tout d’abord le terme

—bRe/E(|y+Z|2)(y+Z)Z _ —bRe/E(|y+Z|2)(y+Z)(Z+E)
+bRe/E(\y+Z\2)(y+2)@
= o [ B+ 2+ 27
+bRe/E(\y+Z\2)(y+Z)@.
On a aussi
ke [ B+ ZP)u+ 27 = ke [ Blly+ 2P+ 2)(Z+9)

+ybRe | E(ly+ Z|*)(y + Z)y

= —bRe [ E(ly+ 2P|y + Z|?

+ybRe [ E(ly + ZP*)(y + 2)y.

— T Y
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Par conséquent, il vient

b d
\VZILz L HIVZl o= E(\erle)(erZ)z—bv/E(\erle)(erZ)2
2dt 12 4 dt
sinme [ Blly+ 2P+ 205+ e [ Blly+ 2P0+ 2w
——Re/fZ yRe/fZ
Ceci donne (2.53). O

Maintenant, pour démontrer la coercivité de ¢ sur H'(R?) et pour trouver un bon
controle de H on a besoin les inégalités de Poincaré précisées dans le lemme suivant.

Lemme 58 [l existe une constante numérique c telle que pour tout Z dans QH'(R?), et
pour tout N > 1

211z, ., < —\Z\H,1 " (2.54)
C

121, ., < N%|Z|H;M27 (2.55)

Z1s, ., < 1|Z|H;1 N (2.56)

Démonstration: on estime Z en norme H'(R?) par la formule de Plancherel
iz = [+ iz© P
: R

Puisque 7 a son support inclus dans

{€ e R max(|&i], [&)] > N} C {E € R% €] = (/&§ + & > N},
il vient

Wizl 2 4N [ (2P

ce qui donne (2.54) par la formule de Plancherel. D’autre part, par I'inégalité de Sobolev-
Gagliardo-Nirenberg (voir [38])

1 1
Zlus,.,, <2l |21} < <12,

et
1 3
2y, ., Sel2liy |20y < N—\Z‘H

- 1 ”2
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Remarque 14 Comme conséquence simple de (2.54), on sait que sur QH'(R?) la norme
habituelle et la semi-norme de Poincaré |VZ|pz — sont (uniformément en N) équiva-
lentes, soit

V2L, <12, <2AVZE, (257)

Maintenant on démontre la pseudo-coercivité de q sur Q H'(R?)

Lemme 59 I existe Ny assez grand et une constante K dépendants de v, b, f tel que
pour N > Ny, la solution Z de (2.44) vérifie pour tout temps positif ou elle est définie

b
| ||Z|j£p - K. (2.58)

1
> |72 — L
q(Z) - 2|Z|H%1@2 CN2 51,9

Démonstration: comme y reste borné¢ dans H'(R?) alors

< clulps , <clulm , <K (2.59)

T2 T

|y|L4

1,22

En effet on a utilisé le fait que le projecteur orthogonal P est borné, indépendamment de
N, sur L” pour 1 < p < 400 (voir la Proposition 2.6 dans [40]).

En utilisant (2.55), (2.59), et (2.57), on obtient

I 0] 1 2y
q(Z) > \Z\%I;Lw - C§|y|iglyw2 - Cg\Z\ing - %\fﬁng - —N2|Z|§{;1,x2-
27 2y 1 .
On prend N > Ny tel que — < — < —. Ceci donne le resultat. O
N2 = Nj 2

Lemme 60 [l existe Ny assez grand et une constante K dépendants de v, b, f tel que
pour N > Ny, la solution Z de (2.44) vérifie pour tout temps positif ou elle est définie

K
H(Z) < KID 'yt +— 2%  + K+ 2q(2). (2.60)
T, N3 T1,m2 2

Démonstration: on pose v = y+ Z, on trouve grace a l'inégalité de Sobolev-Gagliardo-
Nirenberg (voir [38], page 12), a 'inégalité de Young, et en utilisant (2.55), (2.56), (2.58)
pour contréler les termes hautes fréquences et la Proposition 15 pour les termes basses
fréquences, et aussi au fait que 'opérateur E et le projecteur P soient bornés uniformément
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en N sur LP(R?) pour 1 < p < +00, que

Re / E(|oP)lol

< | < D7y, DwE(|v]*)) > |
< |D_1yt\L§1,z2|D(UE(\U|2))|L§M
< D7 ylws, L, (WE(0P)| 4 +[VoE(oP)| 4 +[vE@QRetVY)| 4 )
x1,T 3 3 3
12 L"‘cl’xQ L:L'1,:L'2 L:L'1,:L'2
< oD yeles, (lez |, 0lEs 41Vl 0lEs |+ \U|L§.1@2\E(QR@VUHLQ%M)
< oD yeles, (lez |, 0lEs 41Vl 0lEs |+ [Vles, ., 09018 )
< oD yeles ol 01
< KID7wiles, (0412l )0+ 1215 )
_ 1 1
S K|D 1yt|Lé1,w2(1 + E|Z|?‘Iél,12 + E|Z|§I;1,z2 _l_ |Z|H%1vw2)
<

K gl
~1, 14 AP v
K|D yt‘Lgl’w + N% ‘Z‘H»%yf”z + K + QQ(Z)

On rappelle que la constante K peut varier d’une ligne & une autre. Pour les autres termes
dans H, on trouve en utilisant les mémes arguments

b _
ke [ Elly+ 2P0+ 205~ 57 [ B+ 2P+ 2P + ke [ 52

< K(+ 2yl |E(y + ZP)es, ., +ly+ 210 +1flez, 1 2]z, )
< Kyl (it +120 )+ (ults  +1215 )+ (SR +1ZBs )
< Kbl 4l 2l a2,
< K+ %\Z@W.
Ceci donne le résultat. O

On reprend alors la démonstration de la Proposition 19. On revient a I’équation (2.60),
on multiplie par €7, on intégre entre 0 et ¢, on trouve

2

3

t K t
q(Z) < q(0)e " + K/ e_“*te”S|D_1yt|ig1 . ds + / e_V(t_8)|Z|‘}1,%1 . ds + K.
0 ' 0 '

Comme 'opérateur P est un opérateur borné de LP dans L (voir [40]), alors

|D™ |

xT1,TQ

= [D7 Puglrs, , = [PD " wg|ra < ¢| D7 uy| s

RS
Soit T la taille de la fenétre ou I'on controle les normes espace-temps de Du et D~ 1u,.
Soit ¢ un temps positif et soit m lentier tel que mT < ¢t < (m + 1)T. Comme on a

|D_1ut|L%@1@2(t) < K pour tout temps positif (confer Proposition 17), alors
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t m (r+1)T
L ST M R ST}
1, 4 A(r+1)T
< Z%|D yt|L4TL§1@2(rT)e
< Kzeer
=0
e’
vt
= KeVT—le
< Ke.

Donc

3

K t
9(Z) < q(0)e " + —; / e =714, ds+ K.
N 0 1,22
On a en outre, puisque Z(0) =0
b
=B [P oPal < diyol, , <K

Gréce a (2.58), et comme N > 1 on a

10| 10|
2q(Z)+ K +c gy |Z|H; L, 2 24(2) +K+CW|Z|§{;M > |Z|H;1 .
Il vient finalement
Ky [ —(t—5) 4 4
sup [Z(s)[in < —([ e 1Z($)m.  ds+ |2l )+ Ko
[0 t} *1 z2 Ng 0 1,22 1,22

On a numéroté ici les constantes K car elles vont jouer un role dans la suite. On pose

x(t) =sup |Z(s)|5n , alors
[O,t} 1,2

o(t) < 2

2L
3

z(t)? + K.

On pose F(z) =z — %x — K. On prend Ny suffisament grand tel que 25152 < 1 Alors
NO

F(2K,) = Ky(1 — 41}{\%{2) > (. Puisque F(z(t)) < 0 pour tout temps positif ou Z existe
3

et puisque P'application ¢t — z(t) est continue alors z(t) < 2K, ce qui conclut la preuve

de la Proposition 19. O

Troisiéme étape : la solution est globale dans QH?*(R?) On veut démontrer que

| Z| 2

T1,T2

< K(N);
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ici on veut faire remarquer que la constante va dépendre de N. Cette estimation donnera
que la solution Z est globale dans H?(R?).

On pose v =y+ 2, 0Z = w, pour 0 = 0,, ou bien pour d = 0,,. On dérive I’équation
(2.44), on trouve que w est une solution de

iwg +iyw + Aw = QLw+ QL.0y + QJf, (2.62)

ot Lw = bE(Jv]*)w + 20E(Revw)v. On va établir la non-explosion par estimations a
priori. On multiplie (2.62) par —w; — YW, on intégre la partie réelle sur R?; on obtient

1d

S aw) +q(w) = Hw) (263)

ou

q(w) = |Vwl|?, +Re/L.wE+2Re/GE,

1,29

G = L.0y + 0f,
1 . .
H(w) zyRe/ijLiRe/Lw.w—l—Re/L&ytw+Re/L8y.w,

ReLw.w = 2E(Rev,0)|w|* + 2E(Rev,@)Revw + 2E(Revw)Rev,@.

Maintenant on démontre le lemme suivant

Lemme 61 [ existe Ny assez grand et une constante K dépendants de v, b, f tel que
pour N > Ny, tels que pour tout temps positif ot w est défini

1
MWZ§W%1 - K. (2.64)
ou K dépend de v, b, f, mais est indépendant de N .

Démonstration: on commence par traiter le terme [ L.ww, en utilisant le fait que E
est borné sur L?(R?) on trouve

| [ Ll < B, 0, + 1E@O)s,., o0l .,) < ol iy

En plus, grace a l'inégalité de Poincaré (2.55) et au fait que v = y + Z reste borné dans
H'(R?) (confer Proposition 19 pour Z et Proposition 15 pour y), alors

K
|/megﬁm@;. (2.66)

Maintenant on veut traiter le terme Re f Gw; on a

| [ 591 < \fli, . [Vl (2.67)

1,02
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En plus, en utilisant le fait que E est borné sur L?(R?) on trouve

(2.68)

1,79 1,02

\/L.ayw| < c|v\2L%w2|w\L4 10y 14

On utilise alors 'inégalité de Bernstein suivante [24] : en dimension deux d’espace, pour
p € [2,+00], il existe une constante ¢, dépendant de p mais indépendant de N telle que
pour tout y dans PH'(R?)

1—-2
Oy, < cpN' p)‘y‘H}Lm- (2.69)
Par I'inégalité de Bernstein dans le cas p = 4, 'inégalité de Poincaré
_1
ol S N ol
et le fait que y = Pu reste borné dans H'(R?), il vient
Loyw| < K < Liwp K 2.70
[ Loywl < Kol , < —cluliy | + 5. (2.70)
Alors, on obtient
2 Ky 1 2
q(w) = |wli - (W + §)|w‘H%1,x2 — K.
On impose alors a Ny de vérifier % + % < % On en déduit le résultat. O

Maintenant on cherche a trouver une borne supérieure pour H (w) ; on commence par
le terme [ Ldy.w. On va traiter le terme | E(Rev,0)dyw (le traitement des autres terme
est similaire). Comme F est un opérateur auto-adjoint alors

\Re/E(Revﬁ)@ym =| < D', D(vE(Redy.w)) > |
< |D—1vt|L31,x2|D(vE(Re@y.@))|L%

1,2

En utilisant maintenant I'inégalité de Bernstein (2.69) dans le cas p = 400, les inégalités
de Holder, I'inégalité de Poincaré améliorée (2.56), et le contréle sur v en norme H'(R?),

il vient
Re / E(Rew,5) 0y
< D7 Mwilpa, ((I1Dviz,, |0ylrgs , + 1Dyl [oles,  Ywles,
+elDwlpz vl | 10ylLe )
- gl
< oD Mulpy |+ 1—6|w|§%1w2 + K(N), (2.71)

o K(N) dépend de N, b, v, f.Pour le terme [ Lw.w, on va procéder comme ci-dessus.

On a
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|Re/E(Revﬁ)w@| < ID_lvt\Lgl,zz|D(UE(\U)|2)\L§

x1,T9

< D7, 1DVl wlEs, 4 (ol IDE(w)] 5 )
1,22
< oD wulps , [Dvlez | (wlis |+ lwles  [Dwlez )
K
< 1\D glpa | Jwlin (2.72)

1,72 1,23

Maintenant on considére Re [ L.0yw (les autres termes étant d’ordre inférieur).

|w\Lg1 oy

|Re/L8yt | < c|Oyy 12

1,29

‘Uﬁ“ng < KN2|w\H;1@2, (2.73)

grace & I'inégalité inverse |Jy[r2 , < cN2|ut\H;11w2 < KN2
En utilisant (2.71)-(2.73), la borne inférieure de ¢ et (2.63) on trouve

- Ky
1)+ 20q(w) S KN+ D oy, Nl o, + 1D g, [l |, + Ka(N).
(2.74)
Grace a l'inégalité de Young 2ab < na® +n~'0?%, ou n > 0, en utilisant (2.64) et (2.74), on

trouve

000+ 230(0) < Ko+ Dl )+ KalN) + (4 N Dg(w)). (275)

On va citer un lemme sans sa démonstration (car la démonstration est trés similaire
de celle des Propositions 16 et 17

Lemme 62 Soit T assez petit comme précédemment. Il existe une constante K dépendant
de f,b,7y telle que pour toute trajectoire u(t) incluse dans le borné absorbant pourt > 0,
pour v = y + Z Uapprozimation donnée par (2.44), alors pour tout temps positif ot Z
existe

|DU‘L4T,11,962 T |D Ut‘[/l (t) < K’

T,xq,z9

Remarque 15 Les hypotheses de ce lemme nécéssitent de diminuer la taille T = T(~, f,b)
de la fenétre ot on calcule. Il faut observer que T est indépendant de N, ce qui nous per-
mettra d’ajuster N en fonction de T dans la suite.

Maintenant on introduit le lemme de Gronwall suivant qui est démontré dans [40].

Lemme 63 Soit a(t) une fonction positive dans L;,.(R) qui satisfait a : il existe T > 0

tel que YVt > 0,
t+T T 2
/ a(s)ds < 1L < 1092 (2.76)
t
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alors, si q(t) est une fonction positive qui satisfait

d
2740+ 27a(t) < a(t)(a(t) + K), (2.77)
ou K est une constante positive, alors
q(t) <2¢(0)e™ " + K. (2.78)

Maintenant on va appliquer le Lemme 63 & (2.75) ; on pose a(t) = 277K(1+|D‘1vt|Lg1 . )
on choisit 7 assez petit tel que (2.76) reste vraie. On choisit aussi Ny tel que N >
Ny, N=1 < p, donc

d
Z74(w) + 2yg(w) < a(t)(g(w) + K(N)).
Par conséquent le Lemme 63 peut étre appliqué, alors on obtient, comme ¢(w(0)) = 0,

que
q(w) < K(N),

qui donne grace a (2.64) que
| Z] 12

x1,T9

< K(N).

La démonstration de troisieme étape est établie, d’oti la démonstration de la Proposition
18. O

2.4.2 Comparaison entre Z et z pour les grands temps

Proposition 20 [l existe un Ny assez grand et une constante K dépendants des données
f, b, v de Uéquation tels que pour u(t) une trajectoire incluse dans le borné absorbant
pour t > 0, et pour v =y + Z Uapproximation de u donnée par (2.44) alors pour tout
temps positif

12) ~ =0l ., < K exp(—1). (279)

Démonstration: soient v = y+ Z et x = v —u = Z — z, alors x est solution de
I’équation suivante

ixe + ivx + Ax = WQ(E(|v*)v — E(|ul*)u) = bQ(E([v*)x + E(xT + Xu)u).  (2.80)

On multiplie ’équation (2.80) par —Y, — 7X, on intégre en prenant la partie réelle, avec
b/E(X@)UE = b/E(Xﬁ)(v — XXt
by / E(Xv)ux = by / E(x®)(v = x)X-

On trouve

2400 +a(x) = H(),
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a0 = [V, +b [ QPN + tRe [ EGw)en
—bRe/E((v—u)E)b(P—i—bRe/E(Xﬂ)(uY),
et

) = =b [ B(xP)(Reon) + tRe [ Ew)ux
+ 3R [ B(xPE-mu + 5Re [ E(xP)o -me

+ DbRe / E(xu)xu.
Maintenant on démontre un lemme qui donne la coercivité de g(x);

Lemme 64 [ existe Ny assez grand dépendant des données de l’équation v, b, f, tel que
pour x solution de (2.80), on a

1
a(x) > =|x%

XT1,TQ :

Démonstration: en utilisant I'inégalité de Poincaré (2.55), et le fait que u et v restent
bornés dans H'(R?), on trouve

ax) = Ixlay,,, —clbllvlis | IxILs

T1,T9

~clbllulzs, foles, . Ixs  — elbllul?s  Ixl2

1,29 Ty, x1,w9 1,72
K
> |xlin —N\xlfm

1,22 1,72

On impose a Ny de vérifier 1 — Nﬁo > %, alors, pour N > N,
Lo
a(x) = 5lxlm, - (2.81)

Maintenant on veut trouver une borne supérieure pour H(x);

Lemme 65 II existe une constante K dépendant de v, f telle que pour x solution de
(2.80), on a

- 3 K
H(x) < (1D wlrs,,, + 1D lrs, ) — X[t

1,72 NZ 1,9
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Démonstration: on utilise ici Popérateur D = (Id — A)z, on trouve

H() < PPl 4 1D ules,, + BIDEG@X] 4 1D s,
x1,T2 x1,T2
b e .
+ GIDEGE =g (Dl

b _ _
+ el (0wl + 1Dl

x1,T9
1,29

-1
L0y Dl

)
+ [l[DE(xT) X]

Grace a (2.49), (2.55), (2.56) on a par exemple

DE(XPol g < (olo, oy X, L, + 190l X+ Toleg, X, L, [9X 22,
K o
< i, (252
De la méme fagon de (2.82) on peut majorer les termes \DE(X@)X\L% , IDE(|x]*) (v —
T1,T2

)| ¢, |DE(XH).X|L% , par ﬁuﬁﬂwz. Alors

T1,T2 1,2

K
N

H(x) < — (1D wlg,,, + 1D orln, )Xl

T1,TQ x1,T9 :

NI

O

On reprend maintenant la démonstration de la Proposition 20. On obtient grace a l'in-
¢galité de Young et a (2.81)

1d K
R < -1 4
thq(XHW(X) < — (D7 wlp

1 T1,T
1 1

—1
1D Ml )a(y):

On fixe alors Ny assez grand tel que a(t) =

N»—“N

(|D‘1ut|L%1@2 + \D‘lvt|L%1@2) vérifie les

H-oz

hypothéses du Lemme 63. On a alors que ¢(x(t)) < K exp(—~7t) et la démonstration est
terminée grace a (2.81). O

2.4.3 La régularité de A

Théoréme 2.4.1 L’attracteur A est un sous-ensemble compact de H?*(R?).

Démonstration: la démonstration est en deux étapes. Nous prouvons d’abord que A
est un sous-ensemble borné¢ de H?(R?). Soit ug € A. La trajectoire issue de ug est dé-
finie pour tout temps réel et bornée dans H*(R?). On choisit donc comme temps initial
to = —m. Soit Z™(t) la solution de (2.44) avec la condition initiale Z™(—m) = 0.

D’aprés ce qu'on a démontré avant, Z™ est une solution définie sur [—m, +oo[, et
vérifie de plus pour tout temps t > —m

|Z™ g2 < K(N)

r],L9 T
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|Zm(t) _ Z(t)|H}1,x2 S Ke—’Y(t—i-m)’

ot K et K(N) sont comme dans les sections précédentes. On note Z,, = Z™(0). Il vient
alors

2
<
\Zm|H%1’x2 < K(N)
— —ym
|Zm ZO|H%1,x2 S Ke .
Z,, est une suite bornée dans H?(R?) alors on peut extraire une sous-suite qui converge

faiblement vers Z, dans H?, et fortement vers 2y dans H'(R?). D’aprés 1'unicité de la
limite on a

Z():ZO:>ZOIQU0€H2.

Et comme on a yy € H?, alors ug € H?. Finalement on a A C H?. En fixant N = N et en
passant & la limite sur m dans |Z,,[%. < K(N) on montre que A est un sous-ensemble
T1,T9

borné dans H2.

Il reste a démontrer la compacité. Pour ce faire on va utiliser 'argument de Ball [9]. Soit
u une solution de I’équation (2.20), on dérive cette équation par rapport a (xy, zs).

iV +iyVu + Au = bE(Ju|*)Vu + buE(2ReuVu) + V f. (2.83)

On multiplie 'équation (2.20) par —Vu; — vVu, en prenant la partie réelle on trouve

5%%“) +vq(u) = H(u),

q(u) = |Auli:  + G(u),

1,29

G(u) = bRe/E(2ReHVu)uW+b/E(|u|2)|Vu\2 — 2Re/fﬂ,

H(u) = —yRe/fMijRe/E@ReVuﬂ)Wut
—I—/E(Reﬂut)|Vu|2.

On intégre en temps ’équation précédente et on obtient.

t
‘AS(t)uOﬁ/% + G(S(t)U(]) = (|AUO‘%2 ] + G(Uo))e_%/t +/ 6_2W(t_S)H<S<t)U0)d8.
1,22 1,22 0
(2.84)

On va utiliser cette équation d’énergie pour montrer la compacité dans H?(R?) fort. Soit
; une suite a valeurs dans A qui est donc borné dans H?(IR?), alors il existe une sous-suite
xj qui converge faiblement vers x dans H?(R?) et fortement dans H'(R?) (ce point a été
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démontré précédemment dans la section 1.3). Pour ¢ fixé positif, soit ug = S(—t)x;, en
remplacant dans I’équation (2.84) en prenant j' — 00 on obtient

limsup (|Az;y 2, + G(zp < limsup (|AS(=t)zj|3.  + G(S(—t)zj)) e "
iz, ., j iz, ., j

j'—4o0 J'—+oo

t
+ lim sup / e (S(s — t)a)ds. (2.85)
0

j'—too

On va tout d’abord démontrer que
t t
/ e [(S (s — t)xj)ds — / e H(S(s — t)z)ds. (2.86)
0 0

La suite S(t — s)x; converge vers S(t — s)x dans H?(R?) faible et H'(R?) fort. D’une part
par convergence faible

v [ A5G =1y~ [ /5560w,

Prenons un des termes non linéaires, par exemple
/E(Reﬂut)WuP —< w, B(|Vul2)u) >

D’une part, en reportant dans I’équation, on voit que dans Lilm faible

(S(t = s)aj)e = (S(t = s)x)e.
D’autre part, par interpolation, en utilisant le fait d’étre borné dans H?(R?) et la compa-
cité dans H'(R?) de S(t — s)z;:, alors
[VS(t = s)zy|* — [VS(t - s)a?,

dans L*(R?) fort. Puisque S(t — s)z; converge uniformément vers S(t — s)z dans L*(R?),
alors comme E est un opérateur borné sur L*(R?), on a dans L?(IR?) fort

E(|VS(t — 8)x|*S(t — s)xj) — E(|VS(t — s)x[*S(t — s)x).

Par le théoréme de convergence dominée on en déduit que (2.86) est vérifice.
On démontre de méme que G(x;) converge vers G(x). En passant a la limite dans
I'équation (2.85) on trouve

limsup |Azyl7.  +G(zy) < limsup(|AS(—t)zj|7.  + G(S(—t)zj))e "

j,—>+00 T1,%2 j/—>+00 T1,T2
+q(p) — a(S(=t)p)e™™". (2.87)
On peut démontrer que G, comme H, est continu pour la topologie forte W14 (R?), alors
lim G(zj) = G(p), qui donne

' =+o0

limsup [Azjlrz < [Ap|r

1,29
jl——+o0 L2

Alors A est compact dans H*(R?). O
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CHAPITRE 3

LA DISSIPATIVITE POUR LES EQUATIONS
DE SCHRODINGER NON ELLIPTIQUES

Ce chapitre fait l'objet de Uarticle [51], soumis & Nonlinear Analysis TMA.

Sommaire
3.1 Introduction . ... .. ... ... ... 0. 103
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3.3 Définition d’un semi-groupe dissipatif . . ... ... ... ... 105
3.3.1 Probléme de Cauchy . . . . .. ... ... ... ... .. ... 105
3.3.2 Existence d’un borné absorbant . . . . . . ... ... ... 110
3.4 Existence d’un attracteur global . . ... ... ... ...... 114

3.1 INTRODUCTION
Les équations de Schrodinger non elliptiques s’écrivent
Uy + gy, — Mgy + 19(|Ju*)u = 0, (3.1)

ou u(t, 1, x9) est 'amplitude complexe, et g désigne une fonction vérifiant g(0) = 0. Ces
équations ont plusieurs applications dans le contexte des ondes hydrodynamiques (voir
[36], [72]), dans la physique des plasmas (voir [65]), dans le contexte de la propagation
d’un laser ultra-court (voir [72]).

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement asymptotique lorsque le temps tend
vers l'infini des solutions d’une équation de Schrédinger non elliptique dissipative avec
une non-linéarité sous critique g(|u|?)u = |ulu qui s’écrit

Up + YU+ WUy gy — Wy, + 1u|u = f, (3.2)

ol v > 0 est le coefficient de dissipation et la force extérieure f ne dépend pas de ¢; on
suppose que f est dans H2(R2) et que sa norme L2(R2) est assez petite. Cette équation
avec le terme de dissipation et le terme de force extérieure fournit un exemple d’un systéme
dynamique de dimension infinie, dans le cadre décrit dans [74], [48], [66], [61].

Pour commencer, on rappelle I'histoire de la théorie des attracteurs pour les équations
de Schrédinger non linéaires NLS dans le cas elliptique, i.e si on prend un opérateur
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laplacien a la place de 'opérateur différentiel d’ordre deux dans (3.2). Pour les équations
NLS, l'existence d’un attracteur global pour la topologie faible de H! a été démontrée
dans [32]. Ensuite dans [77] auteur a démontré que cet attracteur faible est en fait un
attracteur fort. La régularité de cet attracteur a été démontrée dans [39] pour le cas d’'un
intervalle borné de R, avec des conditions aux limites périodiques. Pour le cas 2-D, la
régularité de Pattracteur a été démontrée dans [40] dans R?. On renvoie également a [7]
pour NLS dans le cas 1-D ou x € R. Pour les équations NES, a notre connaissance il
n’y a pas de résultat a ce jour, car les méthodes habituelles reposent sur des estimations
d’énergie qui ne sont pas efficaces dans notre cas.

Le probléme de Cauchy est associé a une théorie qui est similaire au cas elliptique
habituel (avec A l'opérateur elliptique, et la non-linéarité cubique; voir [54], [21], [7]). 1
est encore inconnu s’il existe des données initiales qui peuvent provoquer ’explosion en
temps fini des solutions.

Quand on cherche 'existence d’'un attracteur global, la difficulté est de prouver I'exis-
tence d’'un borné absorbant dans H'(IR?), car on travaille sur un opérateur non-elliptique
851 — 822. Mais, si on se limite & des données initiales petites, on peut prouver que ce
systéme dynamique a en fait un ensemble borné absorbant dans H'(R?). Pour cette rai-
son, on doit travailler sur la forme de Duhamel de cette équation, puisque la méthode
habituelle d’énergie n’est pas efficace ici, a cause de I'opérateur non-elliptique 8:%1 — 852
qui n’est pas coercif sur H*(R?).

Nous complétons cette courte introduction en introduisant quelques notations.
WH4(R?), H'(R?) sont les espaces de Sobolev classiques. L'espace L{, . désignera l'es-
pace mixte des fonctions de puissances quatriéme intégrable sur R? en les variables t, z1, 5.
Pour I un intervalle de Ry, 'espace L*(I; Wl* ) désignera I'espace des fonctions temps-

Z1,22
espaces u telles \u\‘évm soit intégrable sur I. Si I = [0,7],7 > 0 on notera cet espace
4

11,51?2
- . , ) . -
Ta1.2,- C€Cl Nengendre pas de confusion; la présence d'une lettre majuscule 7" indique

une localisation en temps. De maniére analogue on définit 1’espace L4TVVII{4I2 muni de la
semi-norme

1,9

e, = ([ [ utor+ |Vu<s>\4>dx1dx2>ds)% .

Ici et dans la suite V désignera le gradient par rapport aux variables d’espace.

La lettre ¢ désigne une constante ¢ qui peut varier d’'une ligne a 'autre, quand la lettre
K désigne une constante qui dépend des données f, v et qui peut aussi varier d’une ligne
a une autre.

3.2 INEGALITES DE STRICHARTZ LOCALISEES

On rappelle quelques inégalités de Strichartz dans des espaces locaux qui seront utili-
sées dans la suite; on sait par [36], [35] que les inégalités de Strichartz sont valables pour

(02 —2 o .
0z, afz)uo défini comme la solution de

I’équation NES linéaire, i.e pour le groupe libre e
Up + MWy gy — WUz, = 0, (3.3)

avec la donnée initiale ug. Pour étre précis, on sait qu’il existe ¢y, une constante telle que
pour tout uy dans L?(R?)
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|U(t)u0|L4(R§@1@2) < Cstr|u0|L%1yw2a (3.4)

ol U(t) = e 05, -9%,)

On va maintenant énoncer un résultat qui donne des versions localisées en temps de ces

inégalités.

Lemme 66 [I existe une constante cg, indépendante de T telle que pour tout ug dans
4

L*(R?) et pour tout f dans LZ

T,x1,x27
|U(t)u0|L%« S Cstr|u0|L%1 ey (35)
,T1,T2 s
et
t t
[ vt =ap@ashy, 41 [ U6 =90l <l (3.5)
T,xq,x9

Démonstration: pour la démonstration, nous renvoyons a [55], [22], voire le Lemme 35
de la Section précédente . O

3.3 DEFINITION D’UN SEMI-GROUPE DISSIPATIF

Dans cette section, on prouve que le probléme de Cauchy est bien posé. Ensuite, pour
une donnée initiale petite, on dérive lexistence d’un borné absorbant dans H'(R?).

3.3.1 Probléme de Cauchy
On écrit le probléme de Cauchy pour (NES) comme

Up + YU+ WUy gy — Wy + 1u|u = f, (3.7)

avec la condition initiale

w(0, 1, 29) = up(z1, x2). (3.8)

Proposition 21 Soit uy dans H'(R?). Il existe un temps T. qui est une fonction dé-
croissante de |ug|pi(m2) tel que le probleme de Cauchy (3.7)-(3.8) admette une unique
solution mild u dans X = C([0,T.]; HY(R?))NL*([0, T.]; W'4(R?)). En outre l’application
ug — u(t) est continue sur H'(R?). De plus cette solution s’étend a une solution globale
définie pourt > 0.

Remarque 16 Par solution mild nous entendons une solution obtenue par le théoreme
de point fixe de Picard sur la forme intégrale de ’équation. Il s’avére classiquement que
cette solution muld est une solution faible au sens des distributions de l’équation, puisque
la fonctionelle t — |u(t)|u(t) est continue a valeur dans H='(R?) (voir [21], [38]).
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Démonstration: on commence par le probléme de Cauchy local;

1. Probléme de Cauchy local

On utilise 'argument de point fixe sur la forme de Duhamel associée a cette équation (voir
[21], [35]) pour démontrer que le systéme (3.7)-(3.8) admet une unique solution locale en
temps.

On intégre 'équation (3.7) sur [0, t], on trouve

t t
eu(t) = U(t)ug — z/ U(t — s)e"®|u|uds +/ U(t — s)e’ fds, (3.9)
0 0
ou U(t) est le groupe libre. On appelle 7' G(u) le membre de droite de (3.9).

Lemme 67 Soit ug dans H'(R?). Soit

| fl 3
R =4max(1, cg,) <|u0|H1(R2) + —2E®) ,
Y

ot ¢ est une constante numérique bien choisie. 1l existe un temps T, assez petit tel que
Uapplication G envoie la boule fermée Bx (0, R) de X dans elle-méme.

Démonstration: d’abord on contréle G(u(t)) en norme L*([0, T.]; W%, ) pour u dans

Bx (0, R) ; en utilisant I'inégalité de Strichartz (3.5) on trouve, puisque e 7" <1

R
-t -
e U(t)u0|Li}*W§{fzz < Cstr|uo|my, ,, < 1 (3.10)
Pour estimer le terme non linéaire, on utilisera 'inégalité de Holder suivante, ot €2 est un
domaine quelconque en temps-espace,

|UU‘L§(Q) < [ulpz@)[v]a@); (3.11)

on estime la norme de [ U(t—s)e? Dulu|ds et de V [ U(t—s)e? Dulu|ds dans L}

Ts,x1,22
par (3.6). Il vient, par exemple pour le terme avec le gradient spatial, en utilisant I’esti-

mation ponctuelle

O, (Julu)] = ||ufua, + Re(@y,u) | < 2Julua, (3.12)

Jul

t
|e—7t/ Ut — 5)e"*V (ulul)ds| < 26| €7V (ulul)] 4
. Tyw,x1,T9 %*,xlva
S 208tr|6vsu|L§u,m1,w2|VU|L4T*,961@2
1
< 2ea T2 exp(YL)|ulog 2, [Vuley
1
< cey, TP R?:

en supposant sans restriction aucune y7, < 2. Le terme sans gradient se traite de maniére
1

analogue. Si maintenant on impose a T, de satisfaire a ccy, T2 R < % alors
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t
R
—t
|/0 Ut = s)e"ululds|y o, < 3
Remarque 17 Remarquons qu’en fait il suffit d’imposer ccstr|u|L%o 2., < %, et que

Uhypothése sur T, ne porte dans cette estimation que sur la norme L? de la solution.

On estime maintenant la norme dans W%, de f(f Ut — 5)e?=0 f(x1,25)ds. On a

/t Ut — s)e" f(zy, x0)ds = </t e‘i(t‘s)Ads) f(x1,72)
0 0
= —ATNId — e ™) fay, 20)),

ot A= —iy+Aet A=02 — 02, Comme

|A™H £emsy <

Y

1
Y

puisque son symbole est dans Lg® et est borné par %, alors en utilisant l'injection

1
—iv+Ei—¢3

de Sobolev Hz(R?) C L*(R?)

1 1 f13
— — Z1,x9
A flys, <A f\ngm < —

Ceci donne grace a (3.6) que

t
s— q—1 —itA
[ U= @Sy s, = BAT =)

S AT g wa, FIUOAT Ty e,
1 _ _
< dLT|A 1f|W3}f12 + cegr| A 1f|Hé1,x2

si T, assez petit.
On a alors établi

Maintenant on contrdle G(u(t)) en norme L3 H,

1,22 ,0on a

_ R
|€ 'th(t>u0|L%‘iH%1’zz S ‘UO|H%1@2 S Z
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estimation du terme non-linéaire dans se traite de maniére identique a lesti-
L’estimation du t li dans L3 H, traite d dent Pest

1,72
mation dans Lz, W% en utilisant (3.6).

On passe maintenant au terme de force. Il vient, pour ¢ € [0,7}], en utilisant que e
est contractant sur H'(R?)

—itA

xT1,TQ

t
| / Ut~ S)f(351,$2)d3‘H;1 x2| = [iAT (Id — ™) flus
0 :

< (A7 flu,, +|€‘”AA lm, .,
M,
< 5 g
Donc
Gz, ., < o
Ceci compléte la preuve du lemme. O

Lemme 68 Sous les mémes hypothéses qu’au Lemme 67, l'application G est contractante
sur la boule Bx (0, R).

Démonstration: on utilisera a plusieurs reprises 1’estimation ponctuelle suivante

|0, (Julu = Jofo)] < e ([t [ + vz, [)u = 0] + (Ju] + [0]) e, = va,])- (3.13)

Soient u,v € B(0, R) C X avec |ul3 < R?, |v|3% < R%
On a directement par 'estimation (3.6) et 'inégalité de Holder (3.11)

|G (u) = G(v)|Lge m,,

L 1G) = GOy e, < corle(ulul = vle)] 4 g

3
LT* 1,22

< et (lulzg iz, +lolig, oz, )b~ Vg wi,
+(ulez m, , + |U‘L2 CHL )‘U—U|L§; s
1
S CCStTRT*Q‘U ’U‘L4 Wzll4:52

1
< ey RTZ u— v x.

l\)l»—l

<

l\DI)—‘

On obtient alors la contraction si ccg, 1

On va vérifier la stabilité par rapport a la donnée initiale

Lemme 69 Pour t € [0,1.] assez petit comme précédemment, le semi-groupe S(t) est
fortement continu sur H'(R?) (i.e continu pour la topologie forte de H'(R?)).
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Démonstration: soient u(t), v(t) deux solutions issues de ug, vy dans H'(R?), on veut
montrer si ug — v, alors u(t) = S(t)ug — v(t) = S(t)vy dans H'(R?). On a, pour
t € [0,7.], en utilisant de nouveau (3.13), (3.6) et (3.11)

u(t) —v(®)[x < \6_”U(t)(u(]—vo)lx+\/o Ut — s)(ulul — vfv])|xds

IN

1
CCsr g — v0|H;1’x2 + o€ T2 (Julx + |v|x)|u — v|x

1
< Ccstr‘uo - U0|H%1 ) + CCStTRT*z |U — U|X.

1
On choisit T, tel que ccy, RT? < %, alors

lu — v]x < 2¢ccs|uo — vo|m

x1,T9 ’

D’ou le résultat voulu. d

Remarque 18 On a en fait vérifié que pour T, assez petit ’application ug — u était
continue de H'(R?) dans X. Ce résultat de continuité s’étendra par induction a tout
temps ou le semi-groupe est défini.

2. Passage du local au global
La solution u(t) construite précédemment s’étend par concaténation a une solution maxi-
male définie sur [0, 7,4, [ avec alternative suivante :

501t Tipax = +00, s0it Thpee < 400 et ) lim  |u(t)| g = +o0.

*Imax

Pour démontrer que la solution est globale en temps on démontre que |u(t)|g ne tend
pas vers l'infini. Tout d’abord on contréle la norme L*(R?) de u(t).

Si u(t) est une solution de (3.7)-(3.8) avec vy € H'(R?), on multiplie (3.7) par @ dans
L?*(R?), on intégre en prenant la partie réelle, on obtient

1d
2 dt

|f12:
2 2 — T < *1,T2 l 2
ulzs,,, +lulz: Re/f“ ST Julzz

2 z1,T9 ’

Grace au lemme de Gronwall on trouve que pour tout temps positif

If1Zz 12
‘u‘%%l’ﬂw S €_ﬁ/t|U0‘%%1yw2 -+ (1 - e_fyt)% S Rg = max(%, ‘Uo‘%%lwz). (314)

Nous allons démontrer que la régularité H' de la solution persiste sur un laps de temps
qui ne dépend que de la taille dans L*(R?) de la donnée initiale ; confer Remarque 17.

On passe maintenant a 'estimation dans H'(IR?). Soit 0 <t < T < min(%, Trnaz) ou Tg
sera précisé dans la suite (la condition 7Ty < 1 est juste 1a pour majorer exp(y7y) par

une constante). On reprend I'équation (3.9) et on calcule la norme L2 . de Vu via
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t
evt|Vu(t)|L§1’x2 < |Vuolrz , + |/ U(t — s)e™V(ulul)ds|rz , + K, (3.15)
0

ot K dépend des données f,~ de I’équation. En utilisant une nouvelle fois (3.6), (3.12)
et (3.11) on controle le terme non-linéaire par

T1,T2

¢
| / Ut — s)e”SV(u\u\)dsm} T | / (t—s e'ysV(u\u\)dshoo 12
0 " (3.16)

< 2¢4 e uVul 4 < CCstr\VU|L§FO .

< ccstrT Ro|Vu|pa

\u\ 2 .
L Tp,x1,22

To,x1,79
Tp,x1,T9

Par ailleurs, on estime la norme L3}
méme maniére. 11 vient

de Vu a partir de (3.9), (3.6) et (3.11) de la

To,x1,r2

[Vu(t)| s

Tosx1,22

< Cor|Vuolrz , + |/ (t— s)e“V(u|u|)d8|L40 o —I—K( )
’ o 3.17

+ ceop T RO\VU|L4 + K.

< CSW|VU0|L2 Tosa1,09

1,29

On ajuste maintenant 7j assez petit ne dépendant que de Ry tel que ccstrTOE Ry < % Pour
cette valeur de Ty fixée, on déduit de (3.15)-(3.17) que pour t < T

Vu@)zz, ,, < 1+ car)|Vuolrz , + K. (3.18)

fl:l fl:
On exhibe maintenant m € N tel que mTy < Ty0r < (m + 1)Tp. Par récurrence sur les
intervalles [mTp, (m + 1)Tp] on démontre a partir de (3.18) que pour ¢ < T4

|Vu(t)|Lg:1,gc2 < (14 cgp) ™Y (|Vu0|L% T K). (3.19)
Cette estimation trés grossiere interdit ’explosion en temps fini. O

3.3.2 Existence d’un borné absorbant

On introduit maintenant

| flr2®e)
v

L’espace Y muni de la topologie de la norme H'! est un espace métrique complet sur lequel
on peut définir un semi-groupe S(t); t >0

S(t):Y ¢ HY(R?*) — H'(R?)
u(t) = S(t)uo,

ou u(t) est la solution de (3.7)-(3.8). Sur Y la quantité¢ Ry =
la donnée initiale.

Y = {u € H'(R?); |u|p2me) < }.

|f‘L2(]R2)

ne dépend plus de
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Proposition 22 Supposons que
166, | oy < 7 (3.20)

Alors il existe un ensemble 3 borné dans H;l 2y QUi est un borné absorbant pour le semi-

goupe. Pour tout B borné dans Y, il existe un temps t = t(B) tel que S(t)B C (3 pour
t > t(B).

L’hypotheése clef (3.20) sera supposée vérifiée a partir de maintenant.

Démonstration: la démonstration s’effectue en plusieurs étapes. On démontre qu’il
existe un pas de temps 7', ni trop petit, ni trop grand, tel que pour toute trajectoire il
existe une suite u(m7T'), qui sera absorbée aprés un temps transitoire. On démontre deux
lemmes, le premier donnant une estimation locale, et le deuxiéme permettant de passer
d’une estimation locale & une estimation globale.

Lemme 70 [l existe T, Ky dépendant de f, ~ tel que pour t € [0,T], pour tout uy dans
Y,
| Vut)|rz, ,, < e |Vuolrz , + Ko, (3.21)

r],L9 T

et tel que exp(csy —YT) < 1.

Remarque 19 Ce lemme n’assure pas une contraction du semi-groupe pour tout temps,
mais assure qu’apreés un laps de temps fini il devient contractant a cause de la condition
exp(cgyr — 1) < 1.

Démonstration: soit ¢ € [0,7], ou T sera précisé dans la suite. On prend la forme de
Duhamel de (3.7)-(3.8) qui s’écrit

t t
etu(t) = Ut)ug — z/ Ut — s)e"®|u|uds +/ Ut —s)e’" fds. (3.22)
0 0
On introduit une fonction auxiliaire v(t) = eu(t), on trouve
t t
Vo(t) = U(t)Vug — z/ Ut — s)V(|ulv)ds +67t/ Ut —5)e’ IV fds.  (3.23)
0 0

On dénote par Iy, I, I3, respectivement le premier, le deuxiéme, le troisiéme terme dans
la partie droite de la derniére égalité. Pour I;; on trouve comme U(t) est un opérateur
unitaire sur L*(R?) que

|II|L§1@2 = \U(t)Vuo\Lglmz S ‘VUO‘LQ

1,29 .

Maintenant on va traiter I3 ; comme le terme de force est indépendant du temps alors

t
I3] = | / Ut — 5)e? IV fds| = X |ATIVf — e ATV, (3.24)
0
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ot A = —iy + A. Par conséquent, en utilisant que U(t) est unitaire et que A~! est un
1
opérateur borné dans L*(R?) avec une norme d’ordre —
Y

|I3|L2 o < €7t(|A_IVf‘L§1@2 + |U(t) _PytA IVf\p )

1,22
SOtV < KT
Y

T1,22 T

Maintenant on va traiter I ; grace a l'estimation de Strichartz localisée (3.6) et I'inégalité
(3.11) on trouve, comme |ulrz < Ry, et en utilisant puisque v(t) = emu(t), alors
lulv = |v|u et V(Ju|v) = uV|v| + |[u| Vv,

(ol .+l ,, =

z1,T9
t t
[ vt sViuldsley 1 [ U= 9V (alo)dslis, ., <
0 o o (3.25)
Cstr|v(|u|v)|L§@1@2 < QCstr|u|L% |VU|L4TJC1 o <
2cstTR0T2 |V a )
T,xq,x9
On résume les calculs précédents par la formule
Volie . < [Vuolra , + 2, RoT? Vol + Ke (3.26)
) ’ yT1,T2
Ensuite on doit trouver une borne supérieure pour |Vo| L . De la méme maniére et

1,72

grace a (3.23), (3.5), (3.6) et (3.25) on trouve

1,22 T,xzq, xg'

¢
IVolpa, . < Cotr| Vol 12 +2cstTR0T%|VU|L§F - +|e'yt/ Ut — 5)e" DV fds|pa
yT 1T ,T1,T 0

Pour le dernier terme dans l'inégalité précédente on trouve, en utilisant (3.24) et (3.5),
que

t
|e'yt/ Ut — s)e”’(s_t)Vfds\Lz;T < Ke'T,
0 »T1,T2
ou K = K(|f] 2 ®2) ,7) dépend seulement de v et f.

On choisit T tel que

Cstr 1
<T< 3.27
T A 3:27)
alors
Vol < 2¢q0|Vug|rz, , +2K. (3.28)
,T1,T9 s

En combinant (3.28) et (3.26), il vient
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Vu(t)|zz, ,, < (L+ 43, RoT2)[Vuolsg, ,, + K.

str

ce qui avec 1+ 42, RyTz < exp(4c2, RyT'2) < exp(cqr) grace a (3.27) donne le résultat
voulu. O

Maintenant on passe du résultat local au résultat global.

Lemme 71 Soit T comme précédemment. Soit 6 = e~0T=¢str) < 1. Il existe une constante
K ne dépendant que de f, ~y telle que la suite u(mT) ; m € N vérifie l’estimation

|Vu(mT)|L%w2 < 5”"”|Vu(0)|Lng2 + K;. (3.29)
Démonstration: FEn spécifiant t = T dans le Lemme 70, il vient

|VU<T>|L§1@2 < 5|VU(O>|L%112 + K.

De maniére identique, on peut prouver la méme estimation sur [(m — 1)T,mT] et on
prouve ainsi par récurrence sur m que

(Vu(mT)|rz, , < 0|Vu((m —1)T)|z , + K; (3.30)

xr1,TQ

la preuve est similaire & la preuve de Lemme 70, en utilisant seulement les bornes dans
L*(R?) et les estimations de Strichartz localisées. Par une récurrence immeédiate

IVu(mT)|gz . < O|Vu((m—1T)|g  +K
< 5m|VU0|L§1,x2 +K(1+6++5m_1)
K

< 5m|Vu0|L31@2 + m,
_K

qui compléte la démonstration du Lemme 22 avec K, = ( O

1-90)°

On compléte maintenant la démonstration de I'existence du borné absorbant 3 ; d’une
part de (3.29) on déduit qu’il existe un temps ¢; ne dépendant que de |Vug|r2r2) tel que
pour m1" >ty alors |Vu(mT)| 12, ., < 2K;. D’autre part, en reprenant ’estimation locale
du Lemme 70 qui s’écrit pour ¢ € [mT, (m + 1)T]

e\ Vu(t)| 2

xr1,TQ

< 6cstr|Vu(mT)|L%1’ ) + KQ,

x

on obtient que ’ensemble
6= {u ey, |VU‘L%1@2 < 2Kqetr 4+ K(]},

est absorbant dans Y ; rappelons que Y est inclus dans une boule de L?*(R?) positivement
invariante par S(t). O
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Remarque 20 Notre ensemble absorbant n’est pas positivement invariant par S(t). Ceci
n’est pas requis dans la stratégie de construction d’un attracteur (confer [7}]). Par contre il
existe un temps t(B) tel que S(t)3 C B pourt > t(3). On va indiquer maintenant comment
construire a partir de 3 un ensemble absorbant positivement invariant par le semi-groupe,
quitte a faire grossir cet ensemble un petit peu. Soit le couple (,t(3)) comme précédem-
ment. Soit X = Usejou(s)S(t)B. L'ensemble X est absorbant car il contient un ensemble
absorbant. 3 est un sous-ensemble borné de H'(R?) car S(t) est borné sur H'(R?). Il est
positivement invariant par construction, puisque S(t)3 C [ pour t > t(3). Dans ce qui
suit on appelera 3 ce nouvel ensemble absorbant.

3.4 EXISTENCE D’UN ATTRACTEUR GLOBAL

Dans cette section, on prouve l'existence d'un attracteur global compact dans H*(IR?).
Dans ce but on utilise la méthode de [57] pour établir la compacité de trajectoires dans
L?(R?), ensuite on travaille sur la forme de Duhamel de cette équation pour démontrer que
ces trajectoires sont en fait relativement compactes dans H'(R?). En effet, cet attracteur
est obtenu comme l’ensemble w-limite du borné absorbant du semi-groupe.

Théoréme 3.4.1 S(t) possede un attracteur global dans Y C H'(R?).

Démonstration: soit u(t) une trajectoire incluse pour tout temps positif dans le borné
absorbant. Pour o > 0 on considére y, une fonction de troncature C'*° vérifiant la pro-
priété suivante
1, silz|<a
on(x) = .
0, si|z|]>1+a.
On trouve (fxo) — f dans L*(R?) quand o — +o0. Alors Vn €]0, 1], il existe a(n) > 0

tel que, pour fﬁ = .one(n)a
\f = folr2@wey < n,Vn €]0,1].

On écrit u la solution de (3.7) comme u = v + w, tel que v soit une solution de

v+ v+ iAv = —ijulv + f — f, (3.31)
v(0) = uyp,
et w soit une solution de
wy +yw + iAw = —ilujw + f, (3.32)
w(0) = 0.

Tout d’abord, on énonce un lemme qui affirme que v est arbitrairement petit dans
L?(R?) pour les grands temps.

Lemme 72 Soit  [’ensemble absorbant de la section précédente, supposé positivement
invariant (confer Remarque 20). Pour tout ug € 3, ¥n €]0,1], alors il existe t(n) > 0, tel
que pour t > t(n)

ol < Y2

T1,T T ,y
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Démonstration: on multiplie (3.31) par v, on intégre en prenant la partie réelle, on

trouve
Ld 2 -
salels, ez = Re [(7-po
< |f - fn|L§1,x2|U|L%1,x2
1 Y
< S f_f2 002
— 2/7‘.]0 fn‘L%LLCQ + 2‘U|L%1w27
alors p )
—ul? 2 < 77_
dt|U‘L%1»12 +V|U‘Lg1@2 Y
Ceci donne grace au lemme de Gronwall
2 t),, |12 n?
|U‘L%1,x2 S 6_7 ‘UO|L%1@2 + ? (333)
7luol
Par conséquent dés que t > t(n) avec t(n) = %log(%) alors |v]7, < 217/—2. O
1,72

Remarque 21 L’équation (3.33) nous indique en outre que |v|7,  reste borné pour tout
T1,T2

temps positif dans L*(R?) par R + Z—z Puisque w = v — v, w reste lui aussi borné pour
tout temps positif dans L?(R?).

Maintenant on démontre le lemme suivant

Lemme 73 Yug € 3, pour tout temps t > 0, w reste dans un ensemble borné de H'(R?).

Démonstration: on va procéder comme dans la démonstration du Lemme 70 et de la
Proposition 22. On sait déja que w est borné dans L?(R?) par la remarque précédente.
Considérons l'intervalle de temps 7" = T'(f, ) utilis¢ dans la démonstration du Lemme
70. Introduisons la notation suivante

t+T I
ol o= ([ 100)as) (3.34)

L’indice t indique que l'on calcule sur une fenétre de longueur 7" mais commencant en t.
Soient t, 7 tels que 0 <t <7 <t+T. On pose wy(s) = w(s)e?®, alors w; est une solution
de

wy (1) = U(T — t)wy (t) — Z/t U(r — s)|ulwids + e’”/t Ut —s)e? 7 fds.  (3.35)

En utilisant les inégalités de Strichartz localisées du Lemme 66 il vient alors, comme dans
la démonstration du Lemme 70
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|Vw1|L%",zl,12(t) < Cotr| Vuon (t )|L% . + C81t7“|u|L2 |vw1|L4Tz IQ(t)+ (3.36)
Cstr|w1|L% |VU|L4 s +K(17,T fi). .
D’une part Cstr|U|L%w1’x2(t) < e T2 Ry < 1, d’autre part |w1|LgF,x1, nlVulry o ® S B

puisque respectivement w et u sont bornés dans L*(R?) et H*(R?). Indlquons par exemple

comment controler [Vulps () ; Uestimation (3.28) sur Uintervalle de temps [t,¢ + T
\T1,22

permet d’écrire

Vulps, o) < 2l Va(D)liz, ,, +2K < K.
D’autre part
‘w1|L%zl 2y () < Tze’Y ‘w|Loo ([E+THLE | o) <K,

puisque w est borné dans L?*(R?) pour tout temps positif (confer Remarque 21). Donc

|Vw1|L§@1@2(t) < 2cstr|vw1(t)‘Lgl’zz + K, T, f,7) (3.37)

Ici encore K(n, T, f,~) peut varier d’une ligne & l'autre. On calcule I’équivalent dans
L*(R?) de (3.36). Il vient, en utilisant encore une fois (3.6) et (3.11)

|Vw1|L4

+ cstr((ulz b ey ()

Vwi(7)[rz, ) < [Vwi(t)lzz, N0
ez, olVuls, o)+ K0T, f,7) (3.38)

< +cstr)|Vw1( Nz, ., + K. T, f,7).

»yTQ

En procédant comme dans la Proposition 22 on trouve qu’il existe K(n,T, f,7) tel que
lw|g < K(n, T, f,v) pour t > 0. O

Maintenant on démontre un lemme pour w
Lemme 74 Yu, € (3, Vn €]0, 1], alors pourt >0
lpwlr2 < Ky,

ot p = /xt + 3, et K, est une constante qui dépend de vy, f, n

Démonstration: on multiplie (3.32) par p*w, on intégre en prenant la partie réelle, on
trouve

1d

20lt|p |w

,LQ

+7lpwlz —Im/pzwf\w ZRe/pwan,
T1,T9
avec

—Im/pzu_}Aw = QIm/u_J(xlwxl — LWy, ).
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Par conséquent, on trouve

1d

§E\Pw|ing +alpwliy < cpwlez, [Vwlez | +lewles | lofalee,
Y 2 Cho2 v 2 1 2
< 1 il A -
= 4|P7~U|L361,,:2 + /y|w|H1 + 4|P7~U|L§w2 + fy|p.fn|L§1,x2
Y 2
< §|pw|L§1’12 + K.
Alors p
E\Pwﬁglﬂ ﬂLW\Pwﬁgw2 < K.
Grace au lemme de Gronwall, on conclut la preuve du Lemme 74. O

Maintenant on rappelle sans démonstration le lemme suivant. Nous renvoyons a [26]
ou au Lemme 45 de la Section précédente.

Lemme 75 H'(R?) N L*(R?, (1 + p*)dzidxy) C L*(R?) est une injection compacte.

On a terminé la premiére étape de la preuve du théoréme, i.e la compacité dans L*(R?)
de I'’ensemble w-limite de 3. En écrivant u comme u = v+ w ol v est arbitrairement petit
et w reste dans un ensemble borné de H*(R?) N L?(R?, (1 + p?)dzidx,), alors on obtient

Conclusion 3 Pour tout n > 0, il existe t > t(n) et K, un ensemble compact de L*(R?)
tel que

S(t)8 C B2(0,n7k) + K,).

Alors S(t)3 est relativement compact dans L*(R?), i.e. pour toute suite t; — +oo et
u; € B, il existe une sous-suite S(t;)u; qui converge fortement dans L*(R?).

Maintenant on démontre le lemme suivant

Lemme 76 Pourt € [0,T], S(t) est continu sur les bornés de H*(R?) pour la topologie
forte de L*(R?).

Démonstration: on peut démontrer le lemme pour 7' petit, et puis on conclut par
récurrence sur k de k=0 a m tel que mT <t < (m+1)T; m € N.

En utilisant la forme de Duhamel de (3.7)-(3.8) pour 0 < t < T, si u, v deux solutions
avec données initiales notées respectivement ug et vy, on trouve grace a (3.5) et (3.6)

ult) = v(Oliz,, < o=l el =0l g
Ho(lul =Dl g )
P v
< fuo = volzz, ,, + 2¢s|u— U|L%L§1@2(|U|L‘;@M2 + |U|L‘%,zl,z2)
< Juo—volrz, ,, +2¢a T2 (lulpy,  +olg u—olozs,
< ug — UO‘ngz + 2KcstrT%‘u - U‘L?F’LEI,IQ;
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comme u, v sont dans le borné absorbant. On choisit T tel que 2K cstrT% < %, alors

lu—wvlrz < 2luo — ol

x1,T9 ’

O

Maintenant on passe a la démonstration de la compacité asymptotique dans H*(R?);

Proposition 23 Pour tout suite t; — +oo et u; € 3, il existe z € H'(R?) et une sous-
suite S(t;)u; qui converge fortement vers z dans H'(R?).

Démonstration: pour ¢; — 400 et u; € 5, on sait grace a la premiére étape (confer
Conclusion 3) qu’il existe une sous-suite S(¢;)u; qui converge vers z, faiblement dans
H'(R?), et fortement dans L?(R?). On dénote toujours cette sous-suite par (;,u;).
Il est facile de vérifier que, pour tout 7" > 0 fixe la suite S(¢t; —1")u; converge vers S(—1")z
faiblement dans H'(IR?), et fortement dans L?(IR?), comme on peut reculer dans le temps
pour le semi-groupe et comme S(¢) est continu sur les bornés de H'(R?) pour la topologie
forte de L*(R?).

Maintenant on doit démontrer que VS(¢;)u; converge vers Vz fortement dans L*(R?).
On énonce un résultat qui est le pendant du Lemme 70 pour la différence entre deux
solutions. On commence par un résultat local, que I'on étend ensuite par induction.

Lemme 77 Soit T fixé comme dans la démonstration du Lemme 70. Pour u et r deux
solutions de (3.7) issues respectivement de uq et ro appartenant a 3. Il existed <1, K >0
dépendant de f, ~y tels que pourt € [0,T]

x

|VU(T) — V’I"(T)|L%1,x2 S 5|VUO — VTO|L%1,

On démontre aussi par récurrence sur k que

) +K|UO _T0|L%1,x2'

k—1
Vu(kT) = Vr(kT)|z2, . < 6% |Vuo— Vrolrz .+ K> 6" u(T) = r(T)|z2, .

=0

Démonstration: on introduit les fonctions auxiliaires v = e’u et ¢ = 7. On travaille
sur la forme de Duhamel (3.9). On commence par une estimation dans L* sur le gradient
des fonctions. Il vient, en utilisant (3.5), (3.6), et(3.11)

|VU — Vq|L%‘,zl,12 3

< Cour|Vuo — Virolrz 4 carl €V (Julu — |r|r)|L4
T,xq,x9

x

1
, e (Jlu— T|L%°L%1,x2 Vv + Vgl

T,xq,z9

+|V'U—VC_I|L% |U+T|L%"L2 ) (339)
»L1H,T2

T1,L9

< Cotr|Vug = Vo2

D’une part, on écrit via (3.28)

1
Cotr T2 |u — 7“|L§S’L?1

1,29

|V'U + VQ|L%1@1@2 S K|U — T|L%°L%

1,22
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ou K dépend de v, f, T.

D’autre part, on écrit comme |u|z2 , |r|z2
z1,x9 z1,x9

< Ry, grace a (3.27)

CstrT%‘vU — VQ|L% |U -+ T|L°°L§1 s —|VU — Vq\Lz;T oy (340)
On obtient donc
Vv — VC_I|L;1”61 . < 2¢44 | Vug — VUO|L§ ot Klu —7r|pg 12, (3.41)

Maintenant on estime la norme L? de Vv — Vq. Grace a (3.6), on trouve de maniére
analogue

Vv — VL2

1,72

<|V(UQ—T’Q)|L§ +K|U_T|L?F°Lx 2o —|V'U—VQ|LTxlx2

En utilisant (3.41), on trouve

IVo(T) = Vq(T)|rz2 = < (14 cg)|Vug — Vol 2

z1,x9 z1,xo
S ecstr

VUQ — VTO‘L% 2o +K|U—T|L0<>L2

zy,2g”

—|—K‘U—7"LooL2

1,2

D’ou

‘VU(T) — VT(T)‘Lil v < 6_(7T_CS”)|VU0 — VTO‘L?C o + K\u — T‘LwLil vy
On utilise ensuite le Lemme 76 qui nous permet la majoration |u—r|erz o S K(T)|up—
7o L2, ., La premieére inégalité du Lemme 77 est établie. La seconde se démontre par une

récurrence immédiate, quitte a changer la valeur de K. O

En utilisant le Lemme 77, et comme S(¢;)u;, z sont des solutions de (3.7) alors pour
T comme précédemment, et pour k entier

|VS(tj)uj — VZ|LQ%1sz S 5k|VS(tj — kT)uj — VS(—]{?T)Z|L%L£2
k—1
+K Y 6 S(ty = kT + 1T )u; — ST = kT)z|13
1=0
On fixe k et T. Grace a la convergence forte dans L?(R?) de chaque S(t; — kT + [T )u;
vers S(IT — kT')z, et grace au Lemme 76 que
limsup [VS(t;)u; — Vz|pz, < 6" limsup [VS(t; — kT)u; — VS(=kT)2|p2
j—+oo Jj—+oo 7

Comme S(t; — kT")u;, qui se trouve dans le borné absorbant pour j assez grand, converge
vers S(—kT)z faiblement dans H'(R?), alors (S(t; — kT)u; — S(—kT)z) est borné dans
H'(R?). Par conséquent, en laissant k& — +oo, on trouve que S(;)u; converge vers z
fortement dans H'(R?), et la démonstration du Théoréme 3.4.1 est achevée. 0

On résume les résultats dans cette section par la proposition suivante

Proposition 24 Soit A= {a € 8,3, € 3 et t, — +oo, tel que S(t,), — a dans H'(R?)},
alors A est Uattracteur global pour (3.7)-(5.8).
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Démonstration: on applique le Théoréme 1.1.1 de [74]| pour établir que A est un at-
tracteur global dans Y C H'(R?) pour I'équation (3.7). Une démonstration plus détaillée
se trouve dans le Chapitre 2 de cette thése. Par ailleurs, il faut observer que le Théoréme
[.1.1 de [74] indique que A est non vide. Contrairement aux chapitres précédents, nous ne
sommes pas capable de démontrer que ’équation admet une solution stationnaire. O
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CHAPITRE 4

LA DISSIPATIVITE POUR UN SCHEMA DE
RELAXATION APPLIQUE SUR L’EQUATION

IZ)EDDAVEY—STEWARTSON EN 1-D ET EN

Ce chapitre fait l'objet de larticle [43], paru dans Analele Stiintifice ale Universitatii
Ovidius Constanta.

Sommaire
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4.3 La dissipativité pour un schéma de relaxation appliqué a
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4.3.3 Compacité de 'attracteur global dans H?(R?) . . . . .. .. .. 141

4.1 INTRODUCTION

Le systéme de Davey-Stewartson DS est une généralisation de I’équation de Schrodin-
ger non linéaire NLS (avec un terme non local), pour cela on donne quelques schémas
numeériques connus pour I'équation NLS; dans le cas conservatif (i.e o 7 =0, et f = 0),
on cite par exemple le schéma de Crank-Nicolson (voir 28], [67]), le schéma de Runge-
Kutta (voir [6], [5], [53]), et le schéma de splitting (voir 78], [16]). Dans le cas dissipatif,
on se réfere & [46] ou les auteurs utilisent le schéma de Crank-Nicolson pour discrétiser en
temps I’équation NLS faiblement amortie en 1-D, et prouvent I'existence d'un attracteur
global dans H'(T) qui est compact dans H*(T). On se référe aussi a [31] pour le probléme
en 2-D. Parmis les autres méthodes numériques, les méthodes de splitting, ont été utilisées
dans [10] pour résoudre 'équation NLS avec amortissement.

Le schéma de relaxation en temps pour I’équation NLS et I’équation DS a été introduit par
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C. Besse (voir [15], [14], [13]). Le schéma de relaxation de C. Besse consiste a considérer
I’équation DS en 2-D, dans le cas conservatif, comme un systéme de deux équations

o = E(ul?),

4.1
tuy + Au = buep, (41)

£
R . . g+e
cas du systéme de Davey-Stewartson dans le cas elliptique, ou I'identité pour les équations

NLS. Le schéma d’ordre 2 de ce systéme, en considérant u™ ~ u(n7) et "z ~ o((n+3)7),

dans le

ou E est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est par exemple

s’écrit
un—l—l —ut un—l—l + u™ un—l—l + u™
i + A 5 =b 5 o,
B(lu"?) = S5,
2
Dans ce chapitre on s’intéresse a étudier le schéma de relaxation dans le cas dissipatif en
1-D et en 2-D.

On introduit quelques notations. ¢ sera une constante numérique qui peut changer de
valeur d’'un endroit & un autre. k (ou K') désignera une constante qui dépend des données
f, v de l'équation considérée, et qui pourra elle aussi changer de valeur d'une ligne a
I’autre.

4.2 LA DISSIPATIVITE POUR UN SCHEMA DE RELAXATION
APPLIQUE SUR UN MODELE REDUIT 1-D DE L’EQUATION DE
DAVEY-STEWARTSON

Dans le premier chapitre de cette thése on a étudié le comportement asymptotique
pour un modéle réduit 1D de ’équation de Davey-Stewartson DS
iy + YU+ Uy = buE(|ul?) + f(z). (4.3)
Rappelons les hypothéses sur £ : E est un opérateur linéaire, auto-adjoint et borné
sur L?(R;R) ; en particulier

e F(p) a valeurs réelles si p a valeurs réelles.

o [ B = [ oPW)sipv € PR,

On a démontré l'existence d’un attracteur global dans H'(R) qui est en fait compact
dans H%(R). Dans cette section on s’intéresse a étudier les mémes propriétés dynamiques
mais pour le probléme semi-discret en temps de cette équation donné par le schéma de

relaxation de C. Besse (voir [15], [14], [13]).

On introduit le schéma de relaxation dans le cas dissipatif. Pour préciser notre schéma,
on écrit (4.3) comme

iuy + iyu + Uy, = bup + f(x),

o = E(uP). (44)
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Ce systeme (4.4) est équivalent a

i€ u)e + (€7 u)o = b(e™u)p + 7 f(2),

4.5
¥t = e E(|ul?). (4.5)

On choisit une méthode de type relaxation en temps qui consiste a écrire le terme non
local E(|u"|?) & Paide d’un potentiel discrétisé au temps ¢ = (n + 3)7. On définit alors
les variables g0"+% et u" ™! qui représentent respectivement les approximations de E(|u|?)
au temps £, 1 et de u au temps t,, ;. Soit 7 = At le pas de temps, u° = ug € H(R), et
d0=e 7, ona X §
Ul it )7 ™ e”("“)TiunJr ;r ou ,

et
§Lnts 4 e

5 )
alors le schéma de relaxation pour le systéeme dissipatif s’écrit

2ynT

2vt
e Plimnr ~ €

n+1__5 n n+1 Su n+1 Su ) K 1
U Ut LAY ;— ut U ;— u o 4 ‘; f. (4.6)
T

n+% +_6¢n—%
2 )

B(luP) = % (4.7)

avec 1® = ug et 62 = 0 1pt2 = E(|u°]?).

4.2.1 Un systéme dynamique bien posé et dissipatif

On démontre que le schéma de relaxation dissipatif est bien posé, pour cela on dé-
montre que pour tout 7 > 0 ce schéma définit un semi-groupe discret

S.: H'(R) — HYR)
u" o u"th
On commence par démontrer que S, : u™ — u""! est une application univoque sur H'(R),
ensuite on démontre que S, est une application continue sur H*(R).

Théoréme 4.2.1 L’opérateur S, est un opérateur univoque dans H*(R).

Démonstration: on va démontrer que pour tout uy € H'(R), la suite vt définie
récursivement par (4.6)-(4.7) est bien définie. Pour u® € HY(R) on a ¢ ™2 et @2 dans
H*(R). On démontre par récurrence sur n que (¢"" 2, u") — ("2, u"1) est une appli-
cation univoque. En utilisant (4.7), on trouve que ¢"2 est dans H'(R), comme E est
une application de H*(R) dans H'(R) et comme H'(R) est une algébre. Par récurrence
le systéme revient a résoudre I'équation linéaire suivante

0+1

(Id— i%A + i%b(p’”é)unﬂ =0(Id+ i%A — i%bgomr%)u" -

Tf. (4.8)
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Comme ¢"2 est dans L*°(R), on trouve par le théoréme de Lax-Milgram que (Id—igA+
i%bgpmr%) est un opérateur bijectif de H'(R) dans H!(R), alors il est inversible. Donc

5; (Id—i—= A+12bg0"+2) f, (4.9)

ou Utz = (Id — iz A+ i%bgomr%)_l(]d +igA — i%bgpnﬁ). Maintenant on démontre que

1 , o - 1
U""2 est un opérateur unitaire sur L*(R); on pose v = U" 2w, alors

o 5U”+%u" iT

Z_v—u+Av+u_b n+1v+u
T 2 2

D’une part, en prenant le produit scalaire de cette équation avec i(u + v), on trouve

(4.10)

v|ze®) = |ulr2)- (4.11)

D’autre part, en prenant le produit scalaire de cette équation avec v — u, on trouve

[0l 7o@m) = quliz(m)—b/Rw’”%(fv)(lv(fE)lz—IU(x)IQ)div

L
< ualFamy + 1Bl 2 (@) |1oe ([0(2)[72 + |u()]72).

Grace a (4.11), et comme ¢"*z € L*(R) on trouve que si u est dans H(R) alors v est
aussi dans H'(R). Comme (Id—iZA+iZbp""3)~! f est dans H'(R) alors u"*' € H'(R). O

Proposition 25 Pour tout 7, pour chaque n, S, : u™ — u™*! est une application continue

dans H*(R).

Démonstration: on démontre par récurrence sur n que si la suite ug converge vers u’

dans H'(R), alors u” converge vers u" dans H'(R). On démontre seulement la premiére
1

étape (i.e quand n = 1), Pétape n peut se démontrer de manicre similaire. Comme ¢, 2

1
converge vers ¢~z dans H'(R), alors en utilisant (4.7) on trouve que @2 converge vers 2
dans H'(R). on pose w” = u” — u", on obtient

» 1 0 1
i w, + ow 1 u' + du® w! + ow?
Lt = sul) + AYEIE b O et 0uE
7 2 2

En prenant le produit scalaire de cette équation avec i(w! + dw?) on trouve, comme u?,

u’, w! et w? sont bornés dans H'(R), que

(4.12)

oud—
‘wslﬁpz(R) = O*|wll7 —l—bTIm/ % v _; “ w! + owldz
[ut + 6u°| 2

IN

% w?| 72 +|b\7|903 — %1 w! + 0w 2
[u' + 0u°| g

2

IN

1 1
&% fw? %2(1@) + [bl7|pE — @2 |m |w! + 0w?|

i 1
52‘“’8 2L2(1R) + c|b| 7|z — 02|

IN

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



. . Theése de
4.2. LA DISSIPATIVITE POUR UN SCHEMA DE RELAXATION APPLIQUE SUR U

MODELE REDUIT 1-D DE L’EQUATION DE DAVEY-STEWARTSON 125

I\N/Ianal Hussein, Lille 1, 2009

1
Comme |wg|2L2(R) converge vers 0 et 2 — 2 converge vers 0, alors |w€1|iz(R) converge vers
0 dans L*(R) .
Pour la convergence dans H'(R), on prend le produit scalaire de (4.12) avec w! — dw? on
trouve, comme u', u°, <p%, w; et wg sont bornés dans Hl(R), que

Wwelﬁzug) = 52ng‘2L2(R) - bRe/R(%% - ¢%)@w§ — dwldx
b [ GH(ut - Yty
R
< PVl + |b||s0§ - <PML;°%|W; — w2
+|b||<P%|Lg°(|w§|%g + 0% w? %g)
< PV + Wl — et I g

+|b“¢%‘H%(‘w;|%§ +0%|wl|7z)
1 1
< OVwlliam) + clp2 — 02| + [wl|7s + 8 [wl[7z).

1
En utilisant la convergence dans L?(R) et le fait que @2 — go% converge vers (, on trouve
que |Vw€1|2L2(R) converge vers 0. D’ou la suite u! converge vers u! dans H'(R). De méme

on trouve que u” converge vers u™ dans H'(R). O

4.2.1.1 Borné absorbant dans H'(R)

On commence par démontrer Uexistence d’un borné absorbant dans L?(R) ;

Lemme 78 Le systéeme (4.6)-(4.7) admet un borné absorbant dans L*(R).

Démonstration: on prend le produit scalaire de (4.6) avec i(u"* + ju™), on trouve

1496 —
"2, — Pu3. = ;— T]m/fu"+1+5u"

< T|f‘L2(R)|un+1 + 0u"| L2 ().

Alors
" 2 = 0w 2 < 7| fl 2wy (4.13)

Qui donne grace au lemme de Gronwall discret

T(1—4d")

|un|Lz < (5"‘UO|L2 + ﬁ

|f] L2
On choisit 7 petit tel que {75 < 2, alors il existe M > 0 tel que

)

2(1 — 4
0”1 < 6ol 2 + %my < M= flea
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O

Maintenant on démontre un lemme qui donne une borne pour <p”+% dans H~'(R), une
estimation dont on a besoin pour trouver l'estimation pour u"! dans H'(R). Comme on
est intéressé au comportement des solutions pour les grands temps on peut supposer que
u™ est dans le borné absorbant dans L*(R) pour tout n > 0. Donc

Lemme 79 Pour u" dans L*(R), il existe une constante k qui dépend de v, |f|p2 telle
que

k
|02 |1y < = (4.14)
T
Démonstration: en utilisant (4.7) on trouve
— n 1 n—l n
0 " 2 1wy < 019" 2 1wy + 20 B () 1 )- (4.15)

Comme F est un opérateur borné dans H'(R) et auto-adjoint, alors il est aussi borné

dans H7'(R); pour a € H*(R)

< E(a), 0> _ sup = a, E(¢) >
[apee | D1

Alors en utilisant Pinjection de Sobolev L'(R) — H~'(R) on obtient

< clafg1.

1 n—l n
0" 2 | m1m) < 029" 2 | 1wy + COl[u” | r) =

2|, n—% ni2 nl (416)
O le" 2 g1y + COlu" 2wy < 0(l¢" 2|m1®) + k).
Grace au lemme de Gronwall, et si y7 assez petit pour avoir 1 —e™7 > %
nti k 2]{:
"2 1wy < T—5 <
O

Lemme 80 Le systéeme (4.6)-(4.7) admet un borné absorbant dans H'(R).

Démonstration: on prend le produit scalaire de (4.6) avec —(u"™! — du™), on trouve

‘ n+1|L2(R _ 52‘un‘L2 . b/ Son+%(|un+1|2 _ 52|un|2) _ (5+ 1)Re/ f(un+1 _ 5un)
R R
(4.17)
En utilisant la borne de ¢"*2 dans H~'(R) on trouve

[Pl < Sl Py < Tia e o o (4.18)
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et
k k
[ e P 2 Pl < S e . (419

Grace a l'inégalité d’Agmon |u”|iw(R) < clu™| 2wy |ul|L2r) et le fait que u™ reste borné
dans L*(R) on a

k 5
[ e < 20+ o). (4.20

Cecl donne

|u n+1|L2(R 52|Un|L2(R |b|(1 + |un+1|L2(R + 52|Un|L2(R )+ k. (4.21)

En utilisant I'inégalité de Young pour € > 0

|u +1|L2(R 62|ux|%2(R) < - + =5 e +¢elu +1|L2(R +552|ux|%2(R) + k.
Alors
n+1)2 1+¢

|us L2(R) < 11— 62‘un‘L2(R + k(7).
On choisit € tel que }—J_rzé < 1, on obtient

ui e < OluglLe + k(7).

Alors L
[ul 2, < 6" (uo) o |72 + %k(ﬂﬁ 2k(T).
Qui donne 'existence d’un borné absorbant dans H'(R). O

Remarque 22 Il est important de signaler ici que la borne H*(R) dans le borné absorbant
dépend de 7. Dans la suite cette borne sera appelée k() ; k(1) pourra aussi désigner une
quantité proportionnelle a cette borne, c’est a dire cette borne que multiplie une constante
numérique. C’est un probléme ouvert de trouver une estimation uniforme en 7.

On résume alors
Théoréme 4.2.2 Pour 1 assez petit, le semi-groupe S; admet un borné absorbant 3 qui

est positivement invariant par Sy, i.e pour tout ensemble borné B il existe n(B) tel que
pour tout n > n(B), S"B C 3, et S¥3 C 3 pour k > 0.

4.2.2 L’existence de ’attracteur global

Théoréme 4.2.3 Le semi-groupe S, admet un attracteur global dans H*(R) qui est un
sous-ensemble borné de H*(R).
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Démonstration: on fait la démonstration en quelques étapes. Tout d’abord, on dé-
montre la compacité asymptotique des trajectoires dans L*(R); en fait, on prouve 'exis-
tence d’'un ensemble borné dans H?(R) qui attire toutes les solutions. Aprés on applique
le Théoréme I-1-1 de |74] pour obtenir I'existence d’un attracteur global, qui est compact
dans H*(R) et borné dans H%(R).

Dans la suite on suppose que toutes les trajectoires restent, pour n > 0, dans le borné
absorbant H'(R). On commence par démontrer la proposition suivante

Proposition 26 Pour tout n > 0, la trajectoire u™ peut s’écrit comme u"™ = v™ + w" ou,
pour n assez grand qui dépend seulement du borné absorbant dans L*(R), [w"| 2y < 31

0 )
et, pour tout n, v" reste dans un ensemble borné de H'(R) N L*(R; (1 + 2?)dz).

Remarque 23 L’espace de Hilbert L*(R; (1 + x?)dx) est l'espace des fonction v tel que

/R(l + 23 |v(z)Pdr < 4o0.

Démonstration: on utilise la méthode de [57] dans le cas continu. On prend f, de
Pespace de Schwartz S(R) tel que |f — f,|r2@®) < 1. On éerit SPu® = u™ = v™ + w", ot

ot — Sun ot 4 Sun I N YT L g |

) A = bp"t2 4.22
wt — Sw w4+ Swn Lt 4w 41
L NS & LS S LA R S VS S )

avec v° = 0, w® = 4, tel que (4.7) soit vrai pour tout n. D’une part, on prend le produit
scalaire de (4.23) avec i(w™ ™ + dw™), on obtient

1 -
6; Im/(f — fy)wtt 4+ dwndx
R

< 7If = faleee (W™ 2wy + 0w r2@®).  (4.24)

w™ %Z(R) - 62|wn|%2(R) =T

Alors, apreés simplification par [w"™| 2y + 0|w"|r2(r), on trouve
\w"+1|Lz(R) S 5\w"|Lz(R) +TT] (425)
Grace au lemme de Gronwall discret on trouve

n
1 —

n n 3
R < 777 (4.26)

[e9)

pour n assez grand tel que 0" |u’| 2y < %

Comme u™ et w™ sont bornés dans L*(R) alors v™ reste borné dans L*(R).
D’autre part, on prend le produit scalaire de (4.22) avec —(v™™! — §v™), pour obtenir

Els %2(11%) — 52‘U;L|%2(R)_b/ ¢"+%(|U”+1|2—52\v"\2)—(6+ 1)Re/ Fo(o™ T =50™). (4.27)
R R
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En utilisant la borne de ¢"*2 dans H~'(R) on trouve

\/w ) < " Plney < S0 e 0" @) (4.28)
R T T

|/R<P"+2|U PP < ;||?f P e < ;|U oo @) [0 i ) (4.29)

Grace a l'inégalité d’Agmon |v™ %OO(R) < v 2wy |V | 2wy et le fait que v™ reste borné
dans L*(R) on obtient

1, k n 3
| [l < S0 ) (4.30)
R T
Ceci donne
08 gy — 1 gy < LB [0 gy + 821 ) + Ko (4.31)
En utilisant I'inégalité de Young pour € > 0
P e [ il + L + e|vm 3, R) T 0|0 2oy + Ko
x (R) z|IL2(R) = - 2374 x L2(R)
Alors
n 1 + €5
‘Um—‘rl %2( R) = 1 ‘ m‘LQ +k(7—)
On choisit € tel que %5 < 1, on obtient
o322 < Olupfie + k(7).
Alors
o 2 < k(7). (4.32)

Il reste a vérifier que zv™ reste borné dans L?*(R). On prend le produit scalaire de (4.22)
avec iz%(v" ™! + ™), pour obtenir

|l’ n+1|L2(R 52|ZEU”|%2(R) = (433)

. S .
7Im / (™ 4 Su™) ot 4 Savndr + T Im / (xfp)zontt + dzvnde.
R R

Alors

|zt %2( — 52|atv"|L2 <
T(|av" 2@y + Olav" | Fa)) (g ™ |2y + 0107 | 2@m) + |$fn\L2(R))-

Grace au lemme de Gronwall discret on trouve, en utilisant (4.32), comme v° = 0

|2v" L2 (m) < (|lzfol 2@ + k(1)) < (7, 1m), (4.34)

T
“1-94
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ou k(7,n) dépend de 7 et de 1. Ceci compléte la démonstration de la proposition. O

Comme l'injection de Sobolev H'(R) N L*(R; (1+2%)dx) — L*(R) est compacte, alors
grace a la Proposition 26 le semi-groupe S, est asymptotiquement compact dans L?(R).

Maintenant on démontre une éstimation sur Av™. On prend le produit scalaire de
(4.22) avec A(v™ — §u™). Alors

| AV Loy = 07| AV Loy +
(4.35)

bRe/ g0"+%(v"+1 + ™) A(vmt — dv)dx + (6 + 1)Re/ A+ — dvn)da.
R R

Comme u" est dans le borné absorbant dans H'(R), alors grace a (4.7) ¢™2 est inclu
dans un ensemble borné¢ de H'(R). Par conséquent (4.35) donne

AV Loy — 07| AV Loy < R(T)| AT — 607)|L2qw)- (4.36)
Alors
| A" 2y < O]AV" L2y + k(7).

Qui donne par le lemme de Gronwall
| A" 2y < k(7).

Alors v™ est borné dans H*(R) N L*(R; (1 4 2%)dz) qui est compact dans H'(R). Comme
w" reste borné dans H'(R), on peut conclure de méme fagon de la démonstration du
Lemme 13 du Chapitre 1 que S, est asymptotiquement compact dans H'(R). Qui donne
Iexistence d’un attracteur global A, dans H'(R) qui est borné dans H?(R). Ceci compléte
la démonstration du Théoréme 4.2.3. O

4.2.3 Compacité de I’attracteur global dans H?(RR)
Théoréme 4.2.4 A, est compact dans H*(R).

Démonstration: on démontre la compacité de l'attracteur par 'argument de J. Ball
(voir [9]). Pour u; une suite de A, et u} = STu; la trajectoire correspondante, alors il
existe une sous-suite u; qui converge faiblement dans H?*(R) et fortement dans H'(R)
vers u; on pose u” = Slu la trajectoire correspondante qui est compléte dans A, (i.e
Stu; € A;, Vn € Z). En prenant le produit scalaire de (4.6) avec A(u}”l — du}) on
obtient

|Au?+1 |%2(]R) - 52\Au?|iz(R)+

P - 4.37
bRe/ g0j+2 (u™ + Su) A(uIH — dull)dx + (6 + 1)Re/ AT = dun)da. (4.37)
R R

On pose
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n nt3 Tl | som n n n n
Xr = bRe/RSO, (uj+1 T 5uj)A(uj+1 — 6uf)dz + (0 + 1)Re/RfA(uj+1 — oult)dz.

Si u; converge faiblement dans H?(R) et fortement dans H*(R) (alors <p?+2 converge aussi
dans H*(R)), donc X ;— X". Comme on peut reculer en temps pour le semi-groupe, on
obtient

-1
|Auj[Fo gy = 0" AU ™ Fa@y + > 62UXT (4.38)

n=—m

Comme [Au;™ %Q(R) est borné par k(7) alors

-1
lim sup [Aw; |72 < 6°"k(7) + Y 52X (4.39)
URSES n=—m
Mais
-1
D 5EIX = |Aulfa gy — 07 AUT Fam),
alors
lim sup | A7 @) < 20°7K(T) + | AulFag); (4.40)

|Au_m|iz(R) borné par k(7).
Quand m va a linfini, alors limsup, |Auj|%2(R) < |Au|ig(R) et u; converge fortement
vers u dans H?(R). Ceci compléte la démonstration du Théoréme 4.2.4. O

4.3 LA DISSIPATIVITE POUR UN SCHEMA DE RELAXATION
APPLIQUE A ’EQUATION DE DAVEY-STEWARTSON (E-E)

L’objet de la seconde partie de cette section est de démontrer que la discrétisation
du systéme de Davey-Stewartson par le schéma de relaxation de C. Besse (avec la méme
adaptation au cas dissipatif que dans la premiére partie de cette section) posseéde des
proprié¢tés dynamiques qui correspondent a ce que I'on peut trouver dans le cas continu.

[’énoncé principal est le suivant

Théoréme 4.3.1 Soit le systéme de Davey-Stewartson dans le cas Elliptique-Elliptique
et avec une nonlinéarité focalisante. Soit une discrétisation convenable de ce systéeme par
le schéma de relazation. Alors sous réserve que l’on se restreigne a des données initiales
et a une force extérieure assez petite dans L?(R?) le semi-groupe discret dans H'(R?)
possede un attracteur global qui est un sous-ensemble compact de H*(R?).
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Pour étre complet il faudrait signaler que la taille dans H?*(R?) de lattracteur global
du systéeme discret dépend du pas de temps 7. Ceci n’est pas consistant avec le fait que le
systéme continu (7 — 0) posséde un attracteur global qui est lui aussi un sous-ensemble
de H*(R?). Ce méme probléme apparait dans les résultats des articles [31], [43] et [46].

Nous reprenons les notations de la section 2 pour le systéme de Davey-Stewartson.
Trés vite nous supposerons b = —1, pour assurer que nous sommes dans le cas focalisant
et nous ne donnons pas ici d’importance a la taille de |b|. Le systéme de Davey-Stewartson
dans le cas (E-E) s’écrit

iug + iyu + Au = bup,, + f,

(4.41)
July, = Ap.
On exprime aussi le lien entre ¢ et u en ¢,, = E(|Ju|?) ou E est I'opérateur pseudo-
2
différentiel dont le symbole est 52252. Ce systéme (4.41) est équivalent a
1 2

i(e™u) + Ae™u) = b(e™u) oy, + €',

eMul2, = e Agp.

(4.42)

On choisit une méthode de type relaxation en temps qui consiste a écrire le terme non

local E(|u"|?) a l'aide d’un potentiel discrétisé au temps ¢t = (n + £)7. On définit alors
1
les variables gto 2 et u™™! qui représentent respectivement les approximations de E(|u|?)

au temps ¢, 1 et de u au temps t,,1. Soit 7 = At le pas de temps, u® = vy € HY(R?), et
0=e 7", ona

n+1 n
eytu| ~ efy(n+1)7-u + du
t:(TL—l—%)T 2 )
1 1
-1, "3 n—a
291 2y 0 Pay * + 0pay
Y Y
€ Py |t:n7— ~ € 2 )

et

1

5—180714-% + 5S0n—§
5 .

Alors le schéma de relaxation pour le systéme dissipatif s’écrit

e2fyt|u|:2cl‘t:m_ ~ €2~mTA

n+l_5n n+1 Su n+1 Su L 5 1
Z_u U +Au +ou :bu + ugpxj_z‘l'%f, (4.43)

(4.44)

1 1
avec u® = ug et dp, 2 = 5_1@;2 = E(|u°?).

4.3.1 Un systéme dynamique bien posé et dissipatif

On démontre que le schéma de relaxation dissipatif est bien posé, pour cela on dé-
montre que pour tout pas de temps 7 ce schéma définit un semi-groupe discret

S, HY(R*») — HY(R?)

un . un+17
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ou S, est une application univoque et continue. On démontre successivement ces deux
points.

Théoréme 4.3.2 L’opérateur S, est un opérateur univoque de H'(R?*) dans H'(R?).

Démonstration: on va démontrer que pour tout uy € H'(R?), la suite v définie
_1 1
récursivement par (4.43)-(4.44) est bien définie. Pour u® € H'(R?) on a @,,* et pZ, dans
_1 1
H'(R?). On démontre par récurrence sur n que (@u, 2,u") — (gpzj 2 u™1) est une appli-

. . . n+s ,
cation univoque. En utilisant (4.44), on trouve que ¢, 2 est dans H*(R?). Par récurrence
le systéme revient a résoudre I'équation linéaire suivante

L ntl 0+1
(Id— T A +iTbol )t = 6(1d+iZA — iZbgli ) — i il

Tf. (4.45)

1
Lemme 81 L opérateur Bn+% = -A+ bapZ:rQ est un opérateur auto-adjoint non borné

sur L*(R?) ; de plus il existe Ny € R tel que l'opérateur B, .1+ Md est inversible pour
A > Ag.

L
Démonstration: B, iu=—Au+ bon, 2u, alors pour u, v dans H'(R?)
2

(Bn+%u, v) = Re/VuV@dxldxg + b/ gpzj%Re(uE)dxldzg,

alors B, 1 est symétrique. Ensuite par 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg on obtient

v

n+3
(B 1u, u) [Vl Fagey — Bllwa: 22 [ul Fagre)
n+i
> |Vultagey = conlblln ?|2@2)lul 2@ |Vl 2 @2)
1 n+i
> §\VU|%2(R2) - 503n|b\2|80:c1 ’ |%2(R2)|u|%2(]R2)'

1
Alors il existe \g = %cgn\b|2\<pzrr2 72(m2) tel que B, 1 + A d est inversible pour A > Ao par
le théoréme de Lax Milgram. Ceci compléte la preuve du Lemme. O

Corollaire 1 Le spectre de l’opérateur Bn+% est inclu dans | — oo, A et par conséquent
nl

Vopérateur (Id —iZA + i%b(px:rQ) est inversible sur L*(R?).

On peut donc écrire

0+1
2

1 ,
"t = UM 2y — T

L
(Id - %A + z’%bgoxfzrlf, (4.46)

1 n+3
ott U3 = (Id — i3 A +iZbph, ?)~ (Id +iZA — iben, ?).
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. . . 1 ) o
Maintenant on démontre sucessivement que U™*2 est un opérateur unitaire sur L*(IR?),
. . . 1
puis que u™*! est bien une fonction de H'(R?); on pose v = U™z u, alors

v —u U+ U n+lv 4+ u
A = by, * . 4.4
ey Pm Ty (4.47)

En prenant le produit scalaire de cette équation avec i(u + v), on trouve

‘U|L2(R2) = |u|L2(R2). (448)

D’autre part, en prenant le produit scalaire de 1’équation (4.47) avec v — u, on trouve

nt
Vol = [Valiam = [ (0P = fuP)drds,
R
n+i

< |VU|%Q(R2) + |bllz, |L2(R2)(|U|%4(R2) + |U|i4(R2))

nt
< |VU‘2Lz(R2) + an‘ngOml 2 |L2(R2)(|U‘L2(R2)|VU|L2(R2) -+ ‘U‘LQ(R2)|VU‘L2(R2)>

1 n-i—l 1 1

< |VU‘%Q(R2) + 503n|b\2|90:c1 ’ |%2(R2)|U\%2(R2) + (§WU\%2(R2) + §WU|%2(R2))-

Alors, si u est dans H'(R?) alors v est aussi dans H'(R?). Comme (Id—i%AjLigbgon?)_lf
est dans H'(R?) alors u"™! € H'(R?). O

+1

Proposition 27 Pour tout 7, pour chaquen, S, : u™ +— u""" est une application continue

de HY(R?) dans H'(R?).

Démonstration: on démontre par récurrence sur n que si la suite u? converge vers u°
dans H'(R?), alors u” converge vers u" dans H'(R?). On démontre seulement la premiére

étape (i.e quand n = 1), le passage de I'étape n a I’étape n + 1 pouvant se démontrer
_1 1
de maniére similaire. Comme (. ?),, converge vers ¢,,°> dans L?(R?), alors en utilisant
1 1

(4.44) on trouve que (p2),, converge vers pZ, dans L?(R?). On pose w! = ul — u' et on
obtient alors

: 1 0 1 0 1 0
i w, + dw 1 1w+ ou 1w, + ow
—(w} = dwl) + A—=——= = b((92)s, — ©3) b~ e (4.49)
T 2 2 2

En prenant le produit scalaire de cette équation avec i(w! + dw?) on trouve, comme u?,

u®; w! et w? demeurent dans un sous-ensemble borné de H'(R?), que

112 21, .02 3 ot +ou’————
‘ws‘LQ(RZ) =9 ‘ws|L2(R2) + 07Im R2((8062)z1 - %%1)7“]51 + dwldzyds
1 1 ‘U/l +5UO‘L4 R2
< (0l + [bITI(02)ey — 0|y gk + Gl e
1 1 |u1 +5UO|H1 R2
< 62|wg|%2(R2) + c|b|T|(92 )ey — Pi1]12®2) 5 ( )|w; + 6w o re)

Mol= ~—

1
< 52‘1112 %2(R2) + K|b‘7|(30 )901 - @gl‘LQ(Rzﬁ
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ici K désigne une constante indépendante de €. Comme |wg|iz(R2) converge vers 0 et

1 1
3 p 112 2(T2
(92 )2 — i, converge vers 0, alors |w, |7, g2y converge vers 0 dans L*(R®) . Pour la conver-

gence dans H'(R?), on prend le produit scalaire de (4.49) avec w! —dw? on trouve, comme

1
u', v, w! et w? sont bornés dans H'(R?), ©2, est borné dans L*(R?), que

1 E | —
|V'LU;|%2(R2) = 52|ng|%2(R2) - bRG/ ((QO;_? )961 - (,09%1)7102 - 5w2dx1d:):2

R2 2

) / o (P — 62[w? ) day dr
]R2

1 1 ‘U1+6U0‘L4 R2
< 52|V7~US|2L2(R2) + [b][(p2 )y — 8051|L2(R2) 5 ( )|w€1 - 5w§|L4(Rz>
1
+[bl02, | Lz (Wi Fo ey + 67 w72 ge))
1 1 ‘U/l—'—(SUO‘Hl R2
< PIVellia) + elbll(92) — 92wy ——— L wl — Sl me)

1
+C|b\\<P§1\L4(R2)(\w;\%2(m2) + 52\“’50@2(1&2))

1 1
< 52|V7~Ug|i2(R2) + K(|(02)ar — @21l r2r2) + |w51|%2(R2) + 52|wg|%2(R2))'

1 1
En utilisant la convergence dans L?(R?) et le fait que (¢2)., — @2, converge vers 0, on
trouve que [Vw|7s s converge vers 0. D'out la suite u} converge vers u' dans H'(R?). De

la méme maniére on pourrait prouver par induction sur n que ul converge vers u" dans
H'(R?). 0

4.3.1.1 Borné absorbant dans H'(R?)

L’étape suivante est consacrée a regarder la dissipativité du semi-groupe, c’est a dire
a chercher des ensembles absorbants qui capturent toutes les trajectoires en temps fini.
On commence par démontrer I'existence d’un borné absorbant dans L*(R?);

Lemme 82 Le systeme (4.43)-(4.44) admet un borné absorbant dans L*(R?).

Démonstration: on prend le produit scalaire de (4.43) avec i(u™* + du™), on trouve

1+0 T
|un+l|%2(R2) - 52|un|%2(R2) - T TIm/fU"Jrl + oun

< T\f|L2(R2)\u”+1 + 5u”\L2(R2).

Alors
u" oy — Olu”|2m2) < 71 f|2@2). (4.50)

Ceci donne grace au lemme de Gronwall discret

T(1 — 6"
[u”| 22y < 6"|uolp2re) + %VW(RZ)-
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On choisit 7 assez petit tel que 75 < 2 (cette hypothese est naturelle et sera supposée
vérifice dans la suite). Il existe alors M > 0 tel que

2(1

n n —o" 4
|U |L2(R2) S (5 ‘U‘O‘L2(R2) —|— %Lf.‘LQ(Rz) S M: ;|f‘L2(R2)’

O

Ce résultat indique deux choses. Premiérement 1’existence d’un borné absorbant dans

L?(R?), comme spécifié dans 1’énoncé plus haut. Deuxiémement qu’une boule de rayon
2|f‘L2(R2)
2!

Lemme 83 Le systeme (4.43)-(4.44) admet un borné absorbant dans H'(R?).

est positivement invariante par le semi-groupe S ; ceci sera utilisé dans la suite.

Démonstration: on prend le produit scalaire de (4.43) avec —(u™™! — du™), on trouve
alors

nt+l —_—————
VU 2 g2y = 52|Vu”\2Lz(Rz)—b/R2 om 2 (Ju" 2 =62[u"?) — (6 + 1)Re /11&2 funtt — dun).

(4.51)
On procede alors a des intégrations par parties, qui pourraient étre justifiées pour des
solutions réguliéres et un passage a la limite; on se borne ici a indiquer les calculs

# [ At = = [ e,
R
52
— _5 2@0n+%A(5_1§0n+%+5@n_%)
R

Y 3
= §/|V¢n+é|2+5/v¢n+év¢n_%>
n mn 1 n
Loeitee = = [ i,

— _1/ 4,0”+%A(5_180n+%+5§0n+%)
2 Je

Y n+i 1 n n
= 5 [1verip g [ogrtivgr,

et

Ceci donne
v n+1|2 _52 \V4 n|2 _ __b \V4 n+§v n+3 b;;3 \V4 n-i-lv n—2
Vu |L2(R2) |U|L2(R2)—25 w2V 2+2 w2V 2
—/fu"+1(1+5)+52/fu"(1+5)+5(1—52)/fu".

On pose
b
J(u") = \Vu"ﬁ;z(Rz 25/V¢”+2Vg0 2+/fu (1+40).
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b
Ha ) =) + 36 - 0) [ Vvt e s -8 [ o
Dans le cas focalisant b = —1 qui nous interesse on a
1
T = I + 56— 5) / VetV 4 5(1 - 6?) / fur
et
1
J(un-i-l) — ‘v n+1 %Q(RZ) _ 26/v80n+2v(pn+2_'_/fun+l 1+5)

1
S R N e S R (R

1
— |vun+1 %2 (&2) 25 /(25|un+1 2 52Ag0n+§)g0n+§+/fun+l(1+5)
_ ‘V n+1 %2 ®2) /|un+12 n+2 4= /|V<pn+2| +/fu”+1 1+5)

‘Vun—’_l %Z(RZ —‘VQOM_ |L2(R2 - _|Un+1 izl(RZ) —k

v

v

(1- an|un+1 2L2 R?) )|V %2(11@) + EWSOM%@(R% —k,

ici, comme ailleurs, k désigne une constante qui dépend des données 7,7, |f|r2@2) du
systéme discret (4.43), (4.44). A Tinstar du cas continu, on va maintenant spécifier la
condition de petitesse sur la norme L?*(R?) des données initiales, pour assurer la non-
explosion des trajectoires. Dans la suite on supposera alors que f et ug satisfont a

2| fr2m2)

< (4.52)

209”(|u0|%2(R2)

Ceci implique en vertu de la démonstration du Lemme 82 qu’on puisse substituer v a
ug dans (4.52) et que J soit coercive sur H'(R?), i.e

Ju ) > W +1|L2(R2 E\VSO +2|%2(R2) — k.
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Reprenons alors le calcul

Tl = yﬂdﬁ+%®—ﬁ)/v¢”hw”é+5u—5%/fw

n 1 1 - 62 1

= 2+ (0= [ - S e + 50 - ) [ o

(1= 1—42),
< 23+ L + s
(1 _52) nti
— 58 ‘VQO ta |%2(R2) + ]{?(1 — (5)

< ﬁjwﬂ+5glfﬁchﬂ2 V"2 52y + k(1 = 0)

>~ 2 gn LQ(RQ) u L2(R2)

< (") + 0(1 = 0)(1+ 8)cgnlu [fogge) I (u") + k(1 =)

< 2T (") + 20(1 = 8)egnlu 3oy J (u) + k(1 — ),

on choisit u°, f assez petits tels que 2cgn\u"\%2(R2) < 1, alors
J" ™) < §J(u™) + k(1 -96),

qui donne existence d’un borné absorbant dans H'(R?). O

4.3.2 L’existence de I’attracteur global

Théoréme 4.3.3 Le semi-groupe S, admet un attracteur global dans H*(R?) qui est un
sous-ensemble borné de H*(R?).

Démonstration: on fait la démonstration en quelques étapes. Tout d’abord, on dé-
montre la compacité asymptotique des trajectoires dans L?(R?); en fait, on prouve I'exis-
tence d’'un ensemble borné de H'(R?) qui attire toutes les solutions pour cette topologie
plus faible. On montre ensuite que cet ensemble est un sous-ensemble de H?(R?). Deés lors
on applique le Théoréme I-1-1 de [74] pour obtenir 'existence d’un attracteur global, qui
est compact dans H'(R?) et borné dans H?(IR?).

Dans la suite on suppose que toutes les trajectoires restent, pour n > 0, dans le borné ab-
sorbant L?(R?). On commence par démontrer la proposition suivante. Soit p = /2% + 3.

Proposition 28 Pour tout n > 0, la trajectoire u™ peut s’écrit comme u™ = v"™ + w" o1,
pourn assez grand qui dépend seulement du borné absorbant dans L*(R?), |w"| 2(rz) < 3777

et, pour tout n, v" reste dans un ensemble borné de H'(R?*) N L*(R?; (1 + p?)dx1dxs).

)

Remarque 24 L’espace de Hilbert L*(R?; (1 + p?)dx1dxy) est Uespace des fonctions v tel
que

/ (14 p*)|v]*dzidzy < +o0.
R2
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Démonstration: on utilise la méthode de [57] dans le cas continu. On prend f, dans
espace de Schwartz S(R?) tel que |f — fy|r2r2) < 0. On écrit SPu’ = u™ = 0™ +w", o

pntl — Sy vt s nailo™l 450 § 41
' A _ ppt , 4.53
v - + B 2 5 5 e ( )
n+l _ Sw™ n+1 Sw™ L n+1 Sw™ 5 1

T 2 2

avec v° = 0, w® = u?, tel que (4.44) soit vrai pour tout n. D’une part, on prend le produit
scalaire de (4.54) avec i(w™™ + §w™), on obtient

0+1
2

n+1‘2

w L2(R2) — 52‘“’“&2(&2) =T

Im/ (f = fy)wntt + Swndr dxs. (4.55)
]R2
Alors, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

\w"+1|Lz(R2) S 5|w”\L2(Rz) + T’f]. (456)
Grace au lemme de Gronwall discret on trouve

TN <3n

1-6~ ~

|w"\L2(Rz) S 5n|UO|L2(R2) + (457)

pour n assez grand tel que 6"|u°|zg2) <

=13

Comme u" et w™ sont bornés dans L?(R?) alors v™ reste borné dans L?*(R?).
D’autre part, on prend le produit scalaire de (4.53) avec v" ! — §v™, on trouve

‘vvn+1|%z(R2) :52\Vv”|%z(R2)+/ (p;‘jz(‘vn+1|2_52|vn‘2)_(5—|—1)R€/ T, — ).
R2 R2

(4.58)
En utilisant la borne de V"2 dans L2(R?) on trouve
n+tig n n n n
|/2 Py 2|U |2| S ]{?H’U |2|L2(R2) S k’an|'U |L2(R2)|V'U |L2(]R2)a (459)
R
et
n+y n n n n
|/2 Py 2|'U +1|2| S k’||1} +1|2|L2(R2) S k‘an|U +1|L2(R2)|VU +1|L2(R2)- (460)
R
Comme v" reste borné dans L?(R?) alors
""'% n|2 n
[ e 2] < AIVO" 2. (4.61)
R
Ceci donne
|VUn+1 %Q(Rz) - 52‘V’Un‘%2(R2) S /{;1(|VU"+1|L2(R2) -+ 52‘V’Un‘L2(R2)) + ]{72. (462)
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En utilisant I'inégalité de Young pour € > 0

k
‘V,Un—l—l %2([&2) . (52‘V’UTL|%2(R2) < ?1 + 6‘vvn—l—l %2(R2) + 8(52‘V’U”‘%2(R2) + k.

Alors

1+4+¢
|an+1 %Z(RZ) S 1

0|V [faes) +

On choisit € tel que }—J_FZ(S < 1, on obtient
n+1|2 n|2
‘VU L2(R2) < 5‘VU ‘L2(]R2) + k.
Alors
|an+1 %2(R2) S ]f(T) (463)

Il reste & vérifier que pv™ reste borné dans L?(R?). Soit p = (il) le gradient de £p?. On
2
prend le produit scalaire de (4.53) avec ip?(v" ™! + §v™), on trouve

00" Lo ) — 0% p0" T ey = (4.64)

- S .
rIm [ (Vo™ 4 §Vu™) (vntt + on p )dodoy + 7 —g Im/ (pf)pontt + Spvndada,.
R? R?

Alors

0" Loy — 0% pv" [Lape) <

" a2y + Olpv" 2@ (VO 22 + 0]V 22y + |pfylr2@2))-

7(|pv

Grace au lemme de Gronwall discret on trouve, en utilisant (4.63), comme v° = 0

n T
V" | L2r2) < 1—_5(|ﬂfn|L2(R2) + k(7)) < k(7). (4.65)

Qui compléte la démonstration de la proposition. O

Comme l'injection de Sobolev H'(R?)NL?(R?; (14-p*)dz dze) — L*(R?) est compacte,
alors grace a la Proposition 28 le semi-groupe S, est asymptotiquement compact dans
L?(R?).

Maintenant on démontre une estimation sur Av™. On prend le produit scalaire de

(4.53) avec A(v" ! — dv™). Alors

| Av™ 2L2(1R2) = 52‘Avn‘2L2(]R2)

1
n+3

—Re/ Oy 2 (0" + S0 A (vt — dun)daydas + (5 + 1)Re [ f,A(vnt = o) dxy dis.
R? R?
(4.66)
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hés
A

Comme u" est dans le borné¢ absorbant dans H'(R?), alors grace a (4.44), la suite Oy 2
est incluse dans un ensemble borné de L*(R?). Par conséquent (4.66) donne

| AV Lo mey — 0% AV" | Lapey < K(T)| A" = 00") | r2(me). (4.67)

Alors
|Av"+1|L2(Rz) S 5|A’U”|L2(R2) + k’(T)

Qui donne par le lemme de Gronwall
|A’Un+1|L2(R2) S ]{f(T)

Alors v™ est borné dans H*(R?) N L*(R?; (1 + p*)dzidzs) qui est compact dans H'(R?).
Comme w" reste borné dans H'(R?), on peut conclure que S, est asymptotiquement com-
pact dans H'(R?). Qui donne Pexistence d’'un attracteur global A, dans H'(R?) qui est
borné dans H*(R?). Ceci compléte la démonstration du Théoréme 4.3.3. 0

4.3.3 Compacité de I’attracteur global dans H?(R?)
Théoréme 4.3.4 A, est compact dans H*(R?).

Démonstration: on démontre la compacité de l'attracteur par 'argument de J. Ball
(voir [9]). Pour u; une suite de A, et u} = Slu; la trajectoire correspondante, alors il
existe une sous-suite u; qui converge faiblement dans H?*(R?) et fortement dans H'(R?)
vers u; on pose u” = S"u la trajectoire correspondante qui est compléte dans A, (i.e
Srtu; € A, Vn € Z). En prenant le produit scalaire de (4.43) avec A(ul*" — dul') on
obtient

J

R (4.68)
+(0+DRe [ fAu)T — ul)daydas.

RQ

n+i Tod1 . o
|Au?+1 %Z(Rz) = 52|Au?|%z(R2) — Re/ (mej_Q)j(u;H_l + 5u§‘)A(un+1 — 6ulf)dridzy

On pose

Xj'=—Re L(W»W + 0w A(u ! = uj)driday

J

+(0 + 1)Re g A — dul)dxydas.

1
Si u; converge faiblement dans H?*(R?) et fortement dans H'(R?) (alors (cij— ), ult

J
convergent aussi dans L*(R?)), donc X} — X".
Comme on peut reculer en temps pour le semi-groupe, on obtient
-1
AT a@ey = 67| Au; " Fagey + Y 6 2TIXE (4.69)

n=-—m
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Comme |Au;™ %Q(RQ) est borné par k(7) alors

—1
lim sup |AUj|%2(R2) < 0% k(T) + Z §Am+D xm. (4.70)
J—o0 n=—m
Mais .
Z §2n+1) o |AU|ZL2(R2) - 52m|Au_m|2L2(R2)v
alors
lim sup | A2 ey < 262 k(7) + | Aulfag@e); (4.71)

|Au_m|2L2(R2) borné par k(7).
Quand m va a l'infini, alors limsup;__, |Auj\%2(R2) < |Au\%Q(R2) et u; converge fortement
vers u dans H?(R?). Ceci compléte la démonstration du Théoréme 4.3.4 O
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CONCLUSION

Les travaux effectués dans cette thése portent sur ’étude du comportement asymp-
totique d’équations de type Schrédinger non linéaires. On a travaillé sur des systémes
dynamiques en dimension infinie issus de ces modéles.

Dans un premier temps, on a traité le cas continu d’'un modéle réduit 1-D de systéme
de Davey-Stewartson ; on a démontré 'existence d'un attracteur régulier pour le systéme
dynamique associé a ce modeéle pour prolonger ’étude qui est déja faite pour les équations
de Schrodinger cubiques en dimension 1.

Dans un deuxiéme temps, on a développé une méthode de relaxation introduite par C.
Besse pour discrétiser en temps ’équation précédente pour étudier le systéme dynamique
en dimension infinie associé a cette nouvelle équation.

Ensuite, on a généralisé ce travail en 2-D dans le cas ol le temps est continu; on a
démontré I'existence d’un attracteur global régulier pour le systéme de Davey-Stewartson
en dimension infinie dans le cas ou I'opérateur différentiel principal est elliptique-elliptique.
Ce résultat est une amélioration de résultat déja obtenu dans le cas défocalisant (ce dernier
cas est plus facile a traiter).

On a étudié aussi quelques propriétés dynamiques pour les grands temps de systéme
dynamique en dimension infinie obtenu en discrétisant en temps ce dernier probléme en
2-D par le schéma de relaxation.

Un autre travail présenté dans cette thése, une étude sur les équations de Schrédinger
non linéaires. On s’est affranchi de I'’hypothése d’ellipticité sur 'opérateur différentiel.
On a démontré l'existence d'un attracteur global pour les équations de Schrédinger non
elliptiques, mais avec une non-linéarité sous-critique.

Il serait intéressant de développer cette derniére étude et la prolonger sur le systéme de
Davey-Stewartson dans le cas d'un opérateur différentiel hyperbolique-elliptique. Il semble
qu’on peut utiliser les mémes démarches qu’on a utilisées pour étudier les équations de
Schrodinger non elliptiques, avec un bon traitement pour le terme non local.
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RESUME

Les systémes de Davey-Stewartson DS sont des modéles pour les équations d’ondes
hydrodynamiques. Ces systémes dans le cas dissipatif s’écrivent

WUy + 17U+ OUgy gy + Ugpy = DUP,, + X|u|2u + f(x1,x9)

Prizy + MPryzy = |u|92£1,
olt v > 0 désigne le coefficient de dissipation, f € L?(R?) désigne le teme de la force, u
représente 'amplitude complexe de 1'onde, et ¢ et le potentiel moyen de vitesse.
Les parameétres m, 9, x et b sont des parameétres réels dont 6 et m peuvent prendre les
deux valeurs +1 et -1.
On peut classer ces systémes en elliptique-elliptique (E-E), elliptique-hyperbolique (E-
H), hyperbolique-hyperbolique (H-H), et hyperbolique-elliptique (H-E), cela suivant les
valeurs prises par (§,m), soit respectivement (+,+), (+,-), (-,-), (-,4).
Ces systémes sont des généralisations des équations de Schrédinger non linéaires NLS qui
s’écrivent dans le cas dissipatif comme

Up + YU+ Wy gy + Oy + i|u|Pu = f,

ol p est I'exposant du terme non linéaire, v > 0 est le paramétre du terme de dissipation,
f est la force extérieure, 6 un parametre réel qui vaut +1 ou -1. Dans le cas o § = —1
on a I’équation de Schrodinger non elliptique NES.

Notre travail se divise en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on considére un
modéle réduit uni-dimensionnel d’un systéme de Davey-Stewartson, une équation aux dé-
rivées partielles de type Schrodinger non linéaire avec une non linéarité non locale, avec
un terme de force et un terme d’amortissement. On démontre 1'existence d’un attracteur
global régulier pour le systéme dynamique associé.

Dans le deuxiéme chapitre, on travaille sur un systéme de Davey-Stewartson DS dans le
cas elliptique-elliptique. On démontre 'existence et la régularité d’un attracteur global
avec données initiales assez petites.

Dans le troisiéme chapitre, on considére I’équation de Schrodinger non elliptique NES
avec une non linéarité sous-critique. On démontre que le systéme dynamique associé a
cette équation posséde un attracteur global, pour des données initiales assez petites.
Dans le quatriéme chapitre, on reprend les problématiques de deux premiers chapitres,
mais avec discrétisation en temps par un schéma de relaxation. On démontre I'existence
d’un attarcteur global régulier pour les systémes dynamiques discrets associés en dimen-
sion infinie.

Mots clés : équations de Schrodinger non linéaires , équations de Schrédinger non
elliptique , systéemes de Davey-Stewartson , attracteur global, schéma numérique, méthode
de relaxation.

Classification Mathématique primaire : 35Q55, 35B41

Classification Mathématique secondaire : 37165
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