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CONTRIBUTION A LA MODELISATION 3D DES SYSTEMES
ELECTROMAGNETIQUES BASSE FREQUENCE A L’AIDE DE LA METHODE
D’INTEGRATION FINIE (FIT)

Résumé :

La méthode des ¢léments finis (MEF) est la méthode la plus utilisée pour résoudre
numériquement des problémes rencontrés en mécanique, en thermique, en électroma-
gnétisme, etc. Dans le domaine du génie électrique elle permet de réaliser la simulation
de dispositifs électromagnétiques avec une grande précision. Cependant, devant les
capacités grandissantes des outils de calcul, on est amené a modéliser des systémes de
plus en plus complexes. Paradoxalement, devant les temps de calcul importants que cela
engendre, I’intérét des industriels se porte sur des méthodes alternatives permettant
d’obtenir des résultats plus rapidement.

Les travaux menés durant cette thése se sont portés sur I’étude d’une méthode alter-
native, la technique d’intégration finie (FIT). Cette méthode permet d’obtenir un bon
compromis entre rapidité des temps de calcul et qualité de la solution. A travers des
problémes d’¢électrocinétique, de magnétostatique et de magnétodynamique, il est mon-
tré, avec ces travaux, que les résultats obtenus a I’aide de la FIT sont de bonnes qualités
comparés a la méthode des ¢léments finis. Des outils appliqués a I’imposition des gran-
deurs globales électriques et magnétiques sont aussi présentés dans ce travail.

Mots clefs : Technique d’intégration finie, mod¢lisation électromagnétique, électrociné-
tique, magnétostatique, magnétodynamique, grandeurs globales.
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CONTRIBUTION TO THE 3D MODELLING OF LOW FREQUENCY
ELECTROMAGNETIC SYSTEMS USING FINITE INTEGRATION TECHNIQUE
(FIT)

Abstract :

To solve numerically the mechanics, thermals and magnetodynamics problems, the
finite element method is the most used. In electrical engineering, this method allows the
simulation of electromagnetic devices with a great accuracy. However, in spite of grow-
ing capacity of the computers, the studied models become more and more complicated.
From an industrial point of view, these computation times are not acceptable. Therefore,
a fast and reliable numerical tool is necessary.

The developments realized during this thesis concern an alternative method, the fi-
nite integration technique. This method allows finding a compromise between computa-
tion times and accuracy. For the cases of electrokinetics, magnetostatics and magneto-
dynamics, simulations using FIT proved that results are accurate. Mathematical tools
used to impose the electric and magnetic quantities.

Keywords : Finite integration technique, electromagnetic modeling, electrokinetic,
magnetostatic, magnetodyynamique, global quantities.
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Introduction

Les méthodes numériques de simulation sont utilisées dans de nombreux domaines :
en mécanique pour, par exemple, déterminer la répartition des efforts sur une structure
(code ASTER), en thermique, pour obtenir la distribution de température, en météoro-
logie ou encore en électromagnétisme (flux3D). Ces méthodes numériques sont de plus
en plus utilisées. Les industriels se sont rapidement tournés vers celles-ci, réduisant de
ce fait leurs cofts de prototypage. Les performances des calculateurs augmentant conti-
nuellement, des systémes de plus en plus importants peuvent étre modélisés. Que ce soit
en mécanique ou en ¢lectromagnétisme la méthode de référence largement mise en
ceuvre est la méthode des éléments finis (FEM) [20]. 1l existe cependant d’autres mé-
thodes permettant d’étudier les mémes systémes tout en facilitant la mise en ceuvre,
réduisant de ce fait les temps d’études. La technique d’intégration finie (Finite Integra-
tion Technique, FIT), proposée par T. Weiland en 1977 [51] en est une.

L’objectif de cette theése est d’étudier et de développer la méthode d’intégration finie
pour, a terme, faire cohabiter un code basé sur la FIT avec un code basé sur la méthode
des ¢éléments finis (Finite Element Method) développé au L2EP (code CARMEL) afin
de traiter des applications similaires en vu de comparer les résultats entre ces deux
méthodes. Elle s’inscrit dans le cadre du projet de recherche du Centre National de
Recherche Technologique du Nord-Pas-de Calais FUTURELEC 1V dont le théme est la
mod¢élisation avancée du comportement du matériel €lectrique. Cette these est effectuée
dans le cadre d’une collaboration entre EDF R&D et le Laboratoire d’Electrotechnique
et d’Electronique de Lille (L2EP).

Dans le premier chapitre de ce mémoire une structure mathématique est définie.
Cette structure permet d’accueillir le systeme d’équations de Maxwell qui traduit le
comportement ¢lectromagnétique des systemes ¢€lectrotechniques. Les domaines de
I’électrocinétique, de la magnétostatique, et de la magnétodynamique sont rappelés.
Pour chacun de ces domaines les formulations permettant d’établir un systéme
d’équations sont présentées. On y introduit des potentiels, images des grandeurs électri-
ques et magnétiques. La détermination et I’imposition des grandeurs globales magnéti-
ques et électriques sont développées pour chacune des formulations. Des outils mathé-
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matiques sont introduits a cet effet.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéressera au probléme d’un point de vue numéri-
que. En effet, sauf cas académique, la résolution des équations aux dérivées partielles
s’avere impossible analytiquement. Il est alors nécessaire de discrétiser a la fois le
systéme spatialement, les opérateurs vectoriels ainsi que les lois de comportement afin
d’établir un modele numérique. Différentes méthodes de discrétisation spatiale sont
présentées ainsi que différentes techniques de discrétisation des lois de comportement.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, les formulations, ainsi que les outils permettant
d’imposer les grandeurs globales, seront testées a travers des exemples en électrocinéti-
que, en magnétostatique et en magnétodynamique. Les méthodes et les termes sources
permettant d’imposer les grandeurs globales ¢électriques et magnétiques seront dévelop-
pées pour chaque formulation a travers ces exemples. Les résultats obtenus a 1’aide de la
FIT seront comparés a ceux de la FEM en termes de qualité de la solution et de temps
de calcul.
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Chap 1. Description des problémes
¢lectromagnétiques

En électrotechnique, les problémes rencontrés se composent de matériaux ferroma-
gnétiques et/ou conducteurs ainsi que de sources électriques et magnétiques. Un do-
maine d’étude D incluant un ou plusieurs sous-domaines conducteur D¢ est alors consi-
déré (Figure 1.1).

e D I

M

Ho

- /

Figure I.1. Natures des domaines.

Dans ces différents domaines, les répartitions spatiales et temporelles des champs
¢lectriques (E et J) et magnétiques (H et B) sont a déterminer. Ces différentes grandeurs
dépendent des paramétres géométriques du systeme étudié, du temps ainsi que de la
nature des matériaux. Dans certains cas académiques il est possible de déterminer analy-
tiquement la répartition de ces différents champs de vecteurs. Mais pour des systémes
réels, compte tenu des difficultés engendrées par la complexité des géométries et des
lois de comportement magnétique et ¢lectrique, 1’utilisation de méthodes numériques est
nécessaire. Afin d’entreprendre la modélisation d’un systéme, il est nécessaire d’établir
un modele mathématique. Le comportement magnétique et électrique des grandeurs
mises en jeu est régi par les équations de Maxwell.

Dans ce chapitre sont décrites les différentes notions nécessaires a 1’établissement
d’un modele. Il y sera présenté les différents espaces solutions ou sont définies les
différentes grandeurs électriques et magnétiques, vectorielles et scalaires. Le systéme
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d’équations de Maxwell sera également rappelé dans le cas général. Pour définir com-
plétement un modele de comportement électromagnétique, les différents types de condi-
tions aux limites et lois de comportement seront énoncés. Des outils mathématiques
permettant d’imposer et de calculer les grandeurs globales électriques et magnétiques
seront ¢galement présentés. Leurs utilisations seront illustrées par I’utilisation des diffé-
rentes formulations en électrocinétique, en magnétostatique ainsi qu’en magnétodyna-
mique.

A. Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell forment un systeme d’équations aux dérivées partielles.
Elles traduisent le comportement des phénomenes ¢€lectromagnétiques. Le tableau ci-
dessous récapitule les équations de Maxwell sous leurs formes locales ainsi que sous
leurs formes intégrales. Les formes intégrales des équations de Maxwell sont utiles a la
compréhension de la technique d’intégration finie. L’avantage de cette forme d’écriture
sera présenté dans le chapitre suivant.

Formes locales Formes intégrales
0B 0
Rot E = 5 $E-dl = —aﬂ B -ds Loi de Maxwell-Faraday
C N
oD 0
RotH =J + =~ $H-dl=|[J-ds+ 5 [[D-ds Théoréme de Maxwell-Ampére
C N S
DivB =0 %BB ds=0 Conservation du flux magnétique
Div =0 9‘_]3 J-ds=0 Conservation du flux de la densité de
§ courant
DivD=p C.EﬁD rds=0 Théoréme de Gauss

Tableau 1.1. Formes locales et intégrales des équations de Maxwell.

Avec H : Le champ magnétique (A/m)
B : L’induction magnétique (T)
E : Le champ ¢lectrique (V/m)
J : La densité de courant (A/m?)
D : L’induction électrique (C/m?)
Aux fréquences utilisées en électrotechnique le terme correspondant au courant de
déplacement (0 D/0t) peut étre négligé. Sous forme locale on peut écrire 1’équation
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suivante :
RotH=J (I.1)

Dans ces conditions, on retrouve le théoréme d’Ampere en exprimant cette équation
sous forme intégrale :

25H-d1=jsj.l-ds (1.2)

B. Lois de comportement

Pour compléter le systeme d’équations de Maxwell, il est nécessaire de tenir compte
des lois de comportement des matériaux qui ajoutent un aspect métrique au probléme.
Dans le cas linéaire, ces lois de comportement s’écrivent sous les formes suivantes :

Loi de comportement électrique : J=cE (L3)
Loi de comportement magnétique : B=uH (L.4)
Loi de comportement diélectrique : D=¢E (L.5)

Avec ¢ : La conductivité électrique (S/m)

w : La perméabilité magnétique (H/m)
¢ : La permittivité électrique (F/m)

De maniére générale, on écrit : u = up.u avec uy la perméabilité magnétique de 1’air
(4.7.107 H/m) et u, la perméabilité relative du matériau. Il en est de méme pour la
permittivité €lectrique : € = gy.&, avec g la permittivité du vide (8,854187.10'12 F/m) et
&, la permittivité relative.

Dans le cas de prise en compte de la saturation magnétique et du phénomene hystéré-
tique (Figure 1.2), la loi de comportement magnétique peut étre non linéaire :

B=uHH (L.6)

B

-
—

Figure 1.2. Cycle d’hystérésis magnétique.

=
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Elle peut aussi traduire localement la présence d’aimant :
B=u,H+ B, (I.7)

Avec B, I’induction rémanente et u, la perméabilité de I’aimant.

C. Conditions aux limites

Pour compléter le modele mathématique, on introduit des conditions aux limites sur
les champs. En considérant le cas d’un probléme d’¢lectrocinétique (Figure 1.3), la
frontiere /" du domaine d’étude D peut se décomposer en plusieurs frontieres sur les-
quelles différentes conditions seront imposées.

Dans le cas d’une étude en électrocinétique, une condition sur le champ électrique E
s’applique aux frontiéres /g et une autre concernant la densité de courant J sur la fron-
tiere /. Avec [y ulg=TletIjNnTg=0.

D ’F.J '

Figure I.3. Cas d’un conducteur et frontieres associées.

Ces conditions aux limites s’énoncent de la facon suivante :
Jn=0sur/} (1.8)
Exn=0sur [ (1.9)

On impose a zéro la composante normale de la densité de courant J sur la fronticre
[y ainsi que la composante tangentielle de la circulation de champ électrique E sur /.
Les mémes types de conditions aux limites peuvent s’appliquer sur les composantes
tangentielles du champ magnétique H (1.10) et normales et de I’induction B (I.11) dans
le cas d’un probléme magnétostatique.

Hxn=0sur /'y (I.10)
B-n=0sur /p (L11)

AVeCFBUFH:FCtFBﬂFHZO.
Pour un probléme magnétodynamique, ces quatre conditions aux limites se retrou-
vent également.
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D. Définition des espaces fonctionnels

Pour résoudre les équations de Maxwell, on définit des espaces fonctionnels permet-
tant d’accueillir les fonctions auxquelles on appliquera les opérateurs vectoriels : Gra-
dient (Grad), Divergence (Div) et Rotationnel (Rot). On appelle L°(D) et L*(D), les
espaces fonctionnels des fonctions scalaires et vectorielles de carré intégrable dans D
dans lesquels sont définis les produits scalaires suivants :

[uvdr Avec:u e L’(D)etv e LY(D) (1.12)
D
[u-vdr Avec:u e L’(D)etv e L(D) (1.13)
D

Pour I’opérateur Gradient, on définit un espace H’ tel que :
H’={u e L’(D); Grad u € L*(D)} (1.14)
Pour I’opérateur Rotationnel :
H'={u e L*(D); Rotu € L*(D)} (I.15)
Et pour I’opérateur Divergence :
H?={u e L’(D); Divu € L(D)} (1.16)
Avec u une fonction scalaire et # un champ vectoriel.

Appliqué a un domaine d’étude D contractile, on peut écrire :
Ker(Rot(H")) = Im(Grad(H")) (1.17)
Ker(Div(H?)) = Im(Rot(H")) (L.18)
Ou Ker représente le noyau de 1’opérateur et /m 1’image de 1’opérateur.

Pour compléter I’ensemble des espaces, on introduit un quatriéme espace H°, qui ac-
cueillera ’image de la divergence des fonctions définies dans H’. Ces relations mon-
trent que si une fonction vectorielle u € H telle que Div u = 0, alors il existe une fonc-
tion vectorielle v € H’ vérifiant Rot v = u. Elles montrent ¢galement que si une fonction
vectorielle v est a rotationnel nul, v € H' ; Rot v = 0, alors il existe une fonction scalaire
w e H’ telle que Grad w = v.

Le complexe de Rham (Figure 1.4) représente une suite d’espaces fonctionnels solu-
tions reliées par les opérateurs vectoriels dans le cas d’un domaine contractile.
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H | Ker(Grad) | |

Grad | / /

H ' ’Im(Grad):Ker(Rot)| ‘

Rot / /

" [ m(roy=Kerdi) | |

Div | / /

O Im(Div) |

Figure 1.4. Complexe de De Rham.

Pour un domaine non simplement connexe, ces relations ne sont plus vraies, on a
alors :

Im(Grad(H")) = Ker(Rot(H")) (L.19)
Im(Rot(H")) = Ker(Div(H?)) (1.20)

D’une maniére générale, les fonctions scalaires seront définies dans I’espace H’, les
champs de vecteur issus d’un gradient seront définis dans 1’espace H’, I'utilisation du
rotationnel donnera naissance 4 un champ de vecteurs défini sur H et le résultat scalaire
d’une divergence sera défini sur H°.

Des espaces incluant les conditions aux limites sont ¢galement définis, tel que si :

u est une fonction scalaire : H)={ue H. ;ul,=0} (L.21)
u est une fonction vectorielle :  H, = {u € H! ; uxn|, = 0} (1.22)
Ou: H}={ue H ;un|,=0} (1.23)

La notion d’opérateur adjoint permet d’établir le lien entre deux suites d’espaces, H,
et H, incluant les sous-espaces H,,o a Hu3 et Hvo a Hv3 . Soit £ un opérateur et £ son
opérateur adjoint, £ est défini par I’identité de Green tel que :

IJ;E(M).VC[T - 2[)” L (v) dr+£(u *v)-ds Avecu € H, etv € H,. (1.24)

La suite d’espace H, est duale a la suite définie dans H,. L’ opérateur « * » représente
soit un produit scalaire, soit un produit vectoriel en fonction des sous-espaces ou sont
définies les fonctions u et v.

Pour les grandeurs dont il faut vérifier la divergence, définies sur H, ou Hvz, on uti-
lisera des conditions aux limites de type Dirichlet (u € H,” : u-n = 0) qui conditionne la
composante normale de la fonction u sur la fronti¢re /. Tandis que pour les circulations
définies sur H,' ou H,’, la condition limite de type Neumann (u € H,' : uxn = 0) sera
utilisée sur la fronticre 7

Appliquée aux opérateurs vectoriels, I’identité¢ de Green permet d’écrire :
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[j)v.(;mdudr:_{)u-Divverr!(v-n)uds Avecuc H'etve H/? (1.25)
Et: lj;u-Rotvdr:£v-Rotudr+l(u><n)-vds Avecu € H," etv € H,’ (1.26)

Dans notre cas les intégrales sur la frontiere / sont annulées compte tenu des condi-
tions aux limites. Ces relations établissent un lien entre les deux suites d’espaces H, et
H,. Ces deux suites d’espaces peuvent se représenter graphiquement a 1’aide d’un dia-
gramme de Tonti [48] (Figure 1.5). Ce diagramme permet d’illustrer le passage d’un
espace a un autre via les opérateurs vectoriels.

H0 ___________________ H3
-Grad Div
H e H?
Rot Rot
H! 1 H
Div -Grad
H3 ___________________ H0

Figure 1.5. Diagramme de Tonti.

E. Formulations utilisées

En fonction du type de probléme, les équations de Maxwell sont découplées afin de
garder celles qui traduisent le comportement des grandeurs intéressantes. Les grandeurs
¢lectriques (E et J) sont prises en compte en ¢lectrocinétique, tandis qu’en magnétosta-
tique seuls les champs magnétiques (B et H) sont considérés. La magnétodynamique
permet de prendre en compte les champs magnétiques et électriques.

Cette partie présente les différentes équations a résoudre en fonction de la nature du
probléeme (électrocinétique, magnétostatique ou magnétodynamique) ainsi que les for-
mulations en potentiels associées. Ces potentiels sont des images des différentes gran-
deurs que I’on souhaite déterminer.

L’utilisation des formulations en potentiel permet d’agir sur ces mémes potentiels
pour a la fois imposer des conditions limites, des grandeurs globales ou des termes
sources. L’introduction de ces mémes potentiels permet de satisfaire naturellement
certaines équations de maxwell.
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E.1. Electrocinétique

Dans le cas d’un probléme d’électrocinétique on cherche a obtenir la distribution de
la densité de courant dans un matériau conducteur soumis, par exemple, a une diffé-
rence de potentiels électrique.

Un exemple est donné sur la figure (Figure 1.6). Ce conducteur est constitu¢ de deux
conductivités différentes. Le domaine d’étude D, ici, se limite au conducteur lui-méme.

(g‘l}ﬂ

Figure 1.6. Exemple de cas électrocinétique.

Dans le cas général, les équations a résoudre sont :
RotE=0 (1.27)
DivJ=0 (1.28)
La loi de comportement électrique permet de mettre en relation les champs E et J :
J=0cFE (1.29)
Deux conditions aux limites du type Exn = ( sont définies dans notre cas sur les
frontieres /' g; et [ g2, ainsi que la condition J-n = 0 sur la frontiére 7.
E.1.a. Formulation ¢
Comme le champ électrique est a rotationnel nul (1.27), il s’exprime en fonction d’un
potentiel scalaire électrique ¢ tel que :
E=-Grad ¢ (1.30)

En exprimant la densité de courant J en fonction du potentiel scalaire ¢ et de la loi de
comportement électrique, on résout I’équation (1.28) :

Divo Grad ¢ =0 (L.31)

Cette formulation permet d’imposer naturellement une différence de potentiels élec-
triques en agissant sur le potentiel électrique ¢ sur les frontiéres /g;. En décomposant le
champ électrique en fonction d’un champ source Eg et d’un champ inconnu Ej, on
introduit le potentiel électrique source ¢y tel que :

E=E;+ Eg=- Grad ¢;- Grad ¢y (1.32)

Avec ¢y : le potentiel scalaire €lectrique que 1’on cherche a déterminer et ¢s : le po-
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tentiel scalaire source défini sur les surfaces /g; et /g; tel que :
Ps.., ~Ps, =V (1.33)

En définissant un parcours y quelconque reliant /g7 a /g2, on obtient les conditions
suivantes pour les champs Eg et Ej :

[Eg-dl=V et [E, -dl=0 (L34)
7 ¥ '
La formulation en potentiel scalaire électrique s’écrit alors :
Div o Grad ¢;= - Div o Grad ¢s (L.35)

Pour assurer I’unicité de la solution on jauge le probléme en fixant la valeur d’un po-
tentiel. Les différentes grandeurs utilisées se placent sur le diagramme de Tonti (Figure
L.7).

Figure 1.7. Diagramme de Tonti appliqué a la formulation @.

On vérifie la condition Exn = () sur /g en imposant le potentiel scalaire électrique ¢
constant sur cette frontiere tel que (Grad ¢)xn = 0.

E.1.b. Formulation 7
La densité de courant J, qui est a divergence nulle (I.28), peut étre exprimée a 1’aide
d’un potentiel vecteur tel que :
J=Rot T (1.36)
Ou T représente le potentiel vecteur électrique. En écrivant le champ électrique E en

fonction de la loi de comportement ¢électrique et du potentiel vecteur 7', on obtient :

RothotT =0 (1.37)
o

Cette formulation permet d’imposer un courant traversant le conducteur. Pour cela, la
densité de courant peut se décomposer en deux termes : un terme inconnu Jy et un terme
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source Js tels que :

J=Jr+Js=Rot Ti+ Rot Ts (1.38)
La densité de courant source est a divergence nulle et vérifie :
[[ g ds==I (139)
Lgi
DivJs=0 (1.40)

Pour imposer la condition aux limites /7 il est nécessaire de contraindre le potentiel
vecteur source Tg.

Soit C un contour non contractile quelconque défini sur la frontiére /7 :

C

?iﬁ

Figure 1.8. Définition du contour C.

Les potentiels vecteurs 77 et T introduits doivent vérifier :

SETS-dl:I etivT,-dl:O (L41)
Avec : J, Rot (T, +T;)-ds =0 (1.42)

La formulation en potentiel vecteur ¢électrique 7 s’écrit alors sous la forme suivante :

RothotTI = —Rothot T, (L43)
o o

Pour cette formulation, il est nécessaire d’imposer une condition de jauge au poten-
tiel vecteur 7. On utilisera la condition du type : T.w = (. Avec w un champ de vecteur
présent dans tout le domaine ne formant pas de boucle [1].

Le diagramme de Tonti (Figure 1.9) montre dans quels espaces sont définies les dif-
férentes grandeurs utilisées pour la formulation en potentiel vecteur €lectrique 7.
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Figure 1.9. Diagramme de Tonti appliqué a la formulation T.

Pour respecter la condition limite J-n = 0 sur / on s’assure que les équations (1.41)
et (1.42) sont vérifiées en imposant Tyxn = () sur /'y et en définissant un champ source T
tel que Jg-n = 0 sur 7}.

Comme dans notre exemple (Figure 1.6) la frontiere /7 est non simplement connexe,
il est nécessaire d’ajouter une coupure (Figure 1.10) [21] qui lie les frontiéres /g, et /2
afin de vérifier (I1.28) et (I.39). La frontiére /g est ici discontinue, /g = [g; U [E; et
Tgr N T2 = 0. Le long de cette coupure Ty sera égal a I (Tsxn # 0 sur [)). De cette
maniere, la circulation de T le long d’un contour contractile C’ sera nulle mais pas le
long du contour C (1.41).

Coupure

T

Figure I.10. Coupure, définie sur la frontiere I; non simplement connexe, permettant de pren-
dre en compte le courant.

E.2. Magnétostatique

Un probléme magnétostatique a pour but de déterminer la distribution du champ ma-
gnétique H et de I’induction magnétique B au sein d’un systéme soumis a une excita-
tion. Cette excitation peut provenir de la présence d’aimants permanents ou d’une densi-
té de courant circulant dans un inducteur dont la distribution est parfaitement connue.
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Considérons le systeme de la figure (Figure 1.11). Le domaine d’étude D représente
le systéme ainsi que son environnement (boite d’air). Ce domaine se compose de plu-
sieurs sous-domaines : des sous-domaines ferromagnétiques de différentes perméabili-
tés ainsi que de sous-domaines représentant I’excitation magnétique. Dans notre cas, ce
dernier représente une bobine inductrice traversée par une densité de courant parfaite-
ment connue.

U2

Mo

Ui

Inducteur

Domaine d’étude « D »
(Boite d’air)

Figure I.11. Cas magnétostatique.

Les équations de Maxwell a vérifier en magnétostatique s’écrivent telles que :

RotH=J (1.44)
DivB=0 (1.45)
On y associe la loi de comportement magnétique que 1’on supposera linéaire :
B=uH (1.46)
Ainsi que les conditions aux limites sur les champs :
B-n=0sur [y (1.47)
Hxn=0sur Iy (1.48)

En tenant compte des symétries de I’exemple présenté, il est possible de réduire le
domaine d’étude a un quart de sa structure. Les surfaces relatives aux conditions aux
limites, 7/ et Ip, sont représentées sur la figure (Figure 1.12). La composante normale
de I’induction magnétique B est nulle sur /' et la composante tangentielle du champ
magnétique H est nulle sur /. La figure (Figure 1.13) illustre I’influence de ces condi-
tions limites sur la répartition du champ magnétique.
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Is T
\x Jv'

Lignes de champs

Ho

Lal || ) |fie

Figure 1.13. Contraintes sur la distribution

Fi L12. tostatique.
igure Cas magnétostatique du champ.

E.2.a. Formulation Q

La premiere formulation proposée est la formulation en potentiel scalaire magnétique
Q. Cette formulation permet de résoudre 1’équation qui traduit la conservation du flux
(I1.45). Pour tenir compte de la présence d’excitation, le champ magnétique se décom-
pose a I’aide d’un champ magnétique inconnu H; et d’un champ source Hy :

H=Hg+ H, (1.49)
Hj est le terme relatif a I’'inducteur. Il permet de vérifier :
RotHg=J (1.50)
Le champ magnétique inconnu vérifie la relation suivante :
RotH;=0 (L51)

Le potentiel scalaire magnétique Q se déduit du champ magnétique inconnu Hj. Ce
dernier étant a rotationnel nul, il s’€crit tel que :

H;= - Grad Q (1.52)

La formulation en potentiel scalaire Q est établie en exprimant 1’équation (I1.45) a
I’aide du potentiel scalaire magnétique € et de la loi de comportement :

Div u Grad Q = Div u Hg (1.53)

La condition limite Hxn = ( sur la frontiere /' est obtenue car le potentiel scalaire
magnétique Q est défini constant sur cette frontiere et que Hgxn = 0.

Les différentes grandeurs utilisées dans cette formulation sont représentées sur le
diagramme de Tonti de la maniere suivante :
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Figure I.14. Diagramme de Tonti appliqué a la formulation Q.

E.2.b. Formulation 4

Cette formulation permet de résoudre 1’équation (1.44). Le champ de vecteurs de
I’induction magnétique B étant a divergence nulle, il s’exprime en fonction d’un poten-
tiel vecteur 4 tel que :

B=RotA (1.54)

Avec A, le potentiel vecteur magnétique et J, une densité de courant source parfaite-
ment connue, 1’équation (1.44) s’écrit :

RothotA =J (1.55)
MU

Cette formulation nécessite également une condition de jauge.

Pour obtenir une composante normale nulle de I’induction sur la surface /5, le poten-
tiel vecteur magnétique 4 est défini tel que Axn = 0 sur cette fronticre. Si la frontiére /g
est non-simplement connexe, lorsque I’on est en présence d’une frontiére 7/ disconti-
nue, une coupure sera définie. On pourra imposer un flux magnétique ¢ traversant le
domaine d’étude grace a cette coupure (Figure 1.15). On introduit alors un terme source
Ag de valeur ¢ le long de cette coupure.

Inducteur

FHI

Figure 1.15. Définition d’'une coupure sur un cas magnétostatique.
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Les différentes grandeurs utilisées se placent sur le diagramme de Tonti suivant :

Figure 1.16. Diagramme de Tonti appliqué a la formulation A.
E.3. Magnétodynamique

Considérons le domaine d’étude D ferromagnétique comprenant un domaine conduc-
teur D¢ (Figure 1.17). Les grandeurs magnétiques évoluent dans ces deux domaines
tandis que les grandeurs électriques n’évoluent naturellement que dans le domaine
conducteur Dc.

I's
Domaine d’étude D
(Boite d’air) ~—T—
I'p
I's —1
Vgl
NS
Domaine conducteur = | T
I'p
Ig; /

Figure 1.17. Domaine d’étude et conditions limites.

Dans le cas de la magnétodynamique les équations de Maxwell suivantes sont a ré-
soudre :

0B
RotE =—— 1.56
P (1.56)
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RotH=J (157)
DivJ=0 (158)
DivB=0 (1.59)

Pour établir le lien entre les différentes grandeurs électriques et magnétiques les lois
de comportement électrique et magnétique sont a prendre en compte :

J=0cFE (L.60)
B=uH (Le1)
Les conditions aux limites viennent compléter le probléme. Sur les frontieres /5 se-

ront définies les conditions B-n = 0, sur les frontiéres Iy, les conditions Hxn = 0, sur
les frontiéres /g, les conditions Exn = () et sur /7 la condition J-n = 0.

D’une manicre générale en définissant quatre surfaces /g, /'y, [y et [g. Avec [y
Ty, imposer la condition Hxn = () sur [y entraine la condition J-n = 0 sur /. Avec
Ig c I, imposer la condition Exn = () sur /g entraine la condition B-n = 0 sur /. Ce
sont les conséquences directes des équations Rot H = J et de Rot E = - ) B.

E.3.a. Formulation 4-¢

Cette formulation résout les équations (I.57) et (I.58) du systéme d’équations de
Maxwell. Les équations (1.56) et (1.59) sont vérifiées par 1’introduction des potentiels A
et ¢. L’équation (1.57) s’écrit sous la forme :

Rot H=J;,u+ Js (1.62)

Le terme source Js permet de prendre en compte les inducteurs dont on connait par-
faitement la distribution de courant qui y circule. Le terme Jj,4 traduit les courants
induits a déterminer. Connaissant Jg, la loi de comportement ne concerne que cette
densité de courant induite (1.64).

J=Js + Jina (1.63)
Jina=E (1.64)

Le probléme est alors exprimé en fonction du potentiel vecteur magnétique 4 et du
potentiel scalaire électrique ¢. Le potentiel vecteur est déduit de I’équation (1.59) :

B=Rot A (1.65)

Il apparait dans I’expression du champ électrique E, expression dans laquelle est in-
troduit le potentiel scalaire électrique ¢ a partir de 1’équation (1.56) :

0A
E= —E — Grad Q@ (166)

A D’aide des équations (1.57) et (1.58), des potentiels introduits et des lois de compor-
tement, la formulation 4-¢ s’écrit :
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RothotA =Jg— 0(88—;4 + Grad(pj
# (1.67)

Diva(%—f + Grad (oj =0

Le diagramme de Tonti (Figure 1.18) montre dans quels espaces se définissent les
différentes grandeurs. Pour traduire la variation en fonction du temps, une troisi¢me
dimension est ajoutée.

Pour résoudre ce probléme en assurant 1’unicité de la solution il est nécessaire de jau-
ger le probléme en A4 et en ¢. Les conditions aux limites B-n = 0 sur /g et Exn = 0 sur
['g sont vérifiées en imposant Axn = () sur /g et ¢ constant sur /.

H .
\Hf)

H;.
\HIZ)

HY.
\HII)

H;.
H0
-~p

Figure 1.18. Diagramme de Tonti appliqué a la formulation A-¢.

E.3.b. Formulation 7-Q

Cette formulation résout les équations (1.56) et (I1.59). La densité de courant est dé-
composée en deux termes : J;,q et Js, qui comme dans la formulation précédente repré-
sentent respectivement les courants induits et le terme source parfaitement connu. Le
champ magnétique H se décompose alors en trois termes :

H=H1+Hs+T (168)

Hj représente le champ magnétique inconnu. Hy est le terme relatif aux inducteurs tel
que Rot Hg = Jg et T est issu de I’équation (1.58). L’équation (1.57) s’écrit alors :

Rot (H;+ Hg+ T) = Js + Jina (1.69)
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Compte tenu de la définition de Hy et de 7, on montre que le champ inconnu est a ro-
tationnel nul, il s’écrit alors en fonction du potentiel scalaire magnétique Q tel que :

H;=- Grad Q (1.70)

En utilisant ces termes et les lois de comportement, la formulation 7-Q s’écrit :

Roti(RotHs +RotT) = —%,u(Hs +T - Grad Q)
o

Divu(Hg+T-Grad Q) =0

(1.71)

Le diagramme de Tonti (Figure 1.19) montre ou se placent les différentes grandeurs
utilisées dans les espaces solutions.

Figure 1.19. Diagramme de Tonti appliqué a la formulation T-£.

Le potentiel vecteur ¢€lectrique T est défini dans les domaines conducteurs, tandis que
le potentiel scalaire magnétique Q est défini dans tout le domaine. On utilise, ici, la
condition de jauge du type T.w = 0 et on fixe un potentiel scalaire magnétique Q.

Avec cette formulation on impose au sens fort les conditions aux limites sur /j et /'y
a l’aide des potentiels Q, T et Hg. Il faut imposer Txn = () sur /'y et Q constant sur /.
Le terme source Hy vérifie Rot Hg = 0 sur I tout en vérifiant :

PHy-dl =J (1.72)
C

Avec C, un contour non contractile défini sur /7.
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F. Imposition des grandeurs globales

Il est intéressant pour un utilisateur de pouvoir calculer ou imposer simplement diffé-
rentes grandeurs comme un courant électrique dans un conducteur, une différence de
potentiels électriques, un flux magnétique ou une force magnétomotrice.

Dans cette partie sont présentés des outils permettant d’imposer ces grandeurs globa-
les [23] [27] [28] [31]. Plus précisément des champs de vecteurs supports permettant
d’agir sur les termes sources afin d’imposer la grandeur globale désirée. L utilisation de
ces outils sera développée pour chaque formulation de 1’électrocinétique, de la magné-
tostatique et de la magnétodynamique.

F.1. Outils mathématiques

Dans ce paragraphe sont introduits les champs de vecteurs qui nous permettent d’agir
sur les termes sources afin d’imposer les grandeurs globales. Les premiers champs de
vecteurs présentés permettent de contraindre le flux de la densit¢ de courant, ou
d’induction magnétique. Ensuite seront présentés deux champs de vecteurs permettant
d’imposer une différence de potentiel d’une fonction scalaire.

F.1.a. Vecteurs Net K

Considérons le cas du conducteur sur lequel sont définies trois surfaces : /gy, [g» et
Iy (Figure 1.20). Le champ de vecteurs /V peut servir de support a une densité de courant
source. Ce champ de vecteurs est défini tel que :

[[N-ds=1et [[ N-ds=-1

0 o (1.73)
DivN=10 (1.74)
Avec N-n=0sur [} (1.75)

En définissant un contour C non contractile sur la frontiére 7y du conducteur on re-
trouve la condition suivante :
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Domaine
conducteur D,

T2

T b

Figure 1.20. Exemple de parcours de N.

N peut prendre une infinité de répartitions dans le domaine D¢ pour satisfaire les
conditions (I.73) et (1.76). N suit un parcours quelquonque entre /p; et /g2 comme

I’illustre la figure (Figure 1.20).
N étant a divergence nulle, il est possible d’introduire un potentiel vecteur, noté K,

tel que :
Rot K=N (L.77)

A partir de I’équation (I.76), il nous est possible d’écrire :
iK-dl:il (L78)

Ces deux fonctions [28] permettent d’imposer des flux de courant ou d’induction a
travers des milieux géométriquement complexes en agissant sur les termes sources.

F.1.b. Vecteur f et scalaire a

Les termes f et o sont aussi des outils mathématiques nous permettant d’imposer des
termes sources. A titre d’exemple f# peut étre utilisé pour exprimer un champ source E.

Dans ces conditions, le champ de vecteurs f est défini tel que :
i prdi=1 (L79)

(1.80)
(1.81)

Rotfp =10

Et pxn =0 sur les frontiéres /g; et I g

Avec y un parcours quelquonque reliant 7g; a k2. Quelque soit le parcours y, la
somme des circulations du champ de vecteurs f le long de ce parcours doit étre égal a /.
Comme f est a rotationnel nul il existe une fonction scalaire « tel que :

f=-Grad o

Compte tenu de I’équation (1.79) la différence de potentiels de o entre /g; et /g, doit

(1.82)
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étre égalea / :
I—Gl”ad - dl = OKFEZ - Otl-EI = 1 (183)
V4

Ces deux fonctions permettent quant a elles d’imposer des différences de potentiels
entre deux surfaces [27].

F.2. Electrocinétique

Les probléemes d’électrocinétique consistent a déterminer la distribution de la densité
de courant dans un matériau conducteur. Selon la formulation, pour imposer les gran-
deurs globales ¢€lectriques il faut vérifier les conditions suivantes :

Pour la tension : Vg, =Vep, = IE A=V (1.84)
/4

Pour le courant : [[J-ds==[[J-ds=1 (1.85)
Cgr V)

Ces deux relations peuvent étre utilisées pour déterminer la tension, si le courant est
imposé et réciproquement apres résolution du probléme.

F.2.a. Formulation en potentiel vecteur électrique 7

Comme exposé précédemment, la densité de courant peut se décomposer en deux
termes : Un terme inconnu J; et un terme source Jg (I1.86). Dans le cas de cette formula-
tion, il est possible de faire apparaitre le courant / dans 1’expression du terme source.

J=J,+Jg (1.86)

- Imposition du courant

Le champ de vecteur NV a les mémes propriétés que la densité de courant source a /
pres. Il peut donc étre utilisé pour exprimer cette densité de courant source :

Js=NI (1.87)
De cette maniere on vérifie I’équation (1.85) qui s’€crit a présent sous la forme :

[[J-ds=([J,-ds+ [[Jg-ds=1 et-Isur IE

TEr TEr Ter (1.88)
Avec: [[J,-ds=0 et [[Jg-ds=[[(NI)-ds=1 (1.89)
gy g1 LEr '

En considérant C, un contour non contractile défini sur /), on vérifie également
I’équation suivante :

iT =1 (1.90)
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Avec T le potentiel vecteur électrique se décomposant lui aussi en deux termes :
T=T,+Ts (1.91)

En introduisant le potentiel vecteur K dans I’expression du terme source 7T, la densi-
té de courant s’écrit :

J=Rot(T;+KI) (1.92)

On retrouve la notion de coupure citée précédemment : Kxn # 0 sur I}, mais elle est
réalisée par le biais du champ de vecteur K. A 1’aide de ce champ de vecteur, le courant
apparait dans la formulation en potentiel vecteur électrique qui s’écrit a présent sous la
forme suivante :

RothotTI = —RothotKI (1.93)
o o
Il nous est possible de calculer la tension aux bornes de I’inducteur a 1’aide de
I’équation (I1.84) en utilisant le champ de vecteurs NV qui définit un parcours y entre /g;
et /g2 L’expression de la tension peut aussi étre déterminée a I’aide d’un bilan de puis-
sance [27] :

P:jlyE-Jdr:VI (1.94)

Apres développement, on montre que la différence de potentiels €lectriques V' s’écrit
sous la forme suivante :

V:QCIE-Ndr (1.95)

- Imposition de la tension

Pour imposer la tension dans le cas de cette formulation on utilise 1’équation (1.95)
que I’on ajoute au systéme d’équations initial (I1.93). Le courant devient alors une in-
connue et le systéme a résoudre s’écrit a 1’aide des équations (1.93) et (1.95) :

1 1
Rot—RotT, + Rot—Rot K =0
o o

| (1.96)
[[[—Rot(T,+KI)-Ndc=V
pc O

F.2.b. Formulation en potentiel scalaire électrique ¢

Le champ ¢lectrique E se décompose ici en deux termes (1.32) ou apparait le champ
¢lectrique source Eg. Ce champ source permet d’introduire la tension V' dans
I’expression du champ ¢électrique total.
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- Imposition de la tension

Ce champ électrique source a les mémes propriétés que le champ g a V pres. 1l
s’écrit donc sous la forme suivante :

Eg=pV (1.97)

On vérifie alors : [Eg-dl=[(BV)-dl=V (L98)
V4 4

Le champ électrique inconnu Ej vérifie quant a lui :

[E,-dl=0
S (1.99)

En utilisant le potentiel o dans I’expression du champ source, on établit la formula-
tion en potentiel €lectrique ¢ a tension imposée :

Div o Grad ¢;=- Divo Grad a V (1.100)

L’équation (I.85) donne I’expression du courant mais le bilan de puissance (1.94),
nous permet de déterminer une expression du courant / ou le champ de vecteur f# appa-
rait :

IZQCJ/”'”’ (L.101)

- Imposition du courant

Pour imposer le courant avec la formulation en potentiel scalaire, on utilise la rela-
tion (I.101). On exprime alors f et J en fonction de a et du potentiel scalaire électrique
@;. L’équation (I.101), associée a la formulation (1.100), permet d’établir la formulation
en potentiel scalaire électrique a courant imposé :

Div o Grad ¢, + Divo Grad oV =0
[[[Grad a - Grad (¢, +aV)dr =1 (1.102)
De

La tension devient alors une inconnue lorsque 1’on impose le courant.

Imposer un courant avec la formulation en potentiel vecteur et une différence de po-
tentiel avec la formulation en potentiel scalaire est naturel. Dans ce cas, on fait apparai-
tre les grandeurs globales en agissant sur les termes sources. A I’inverse, si I’on sou-
haite imposer une tension avec la formulation en potentiel vecteur et un courant avec la
formulation en potentiel scalaire, il est nécessaire de rajouter une équation issue d’un
bilan de puissance, établie a I’aide des champs de vecteurs NV ou S.

Le tableau (Tableau 1.2) récapitule les deux formulations en potentiels utilisées en
¢lectrocinétique avec imposition des grandeurs globales électriques.
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Formulation Imposition de la tension Imposition du courant
DivoGrad (J,+aV)=0
® Divo Grad (¢, +aV)=0 [[g-ddr=1
D¢
1
Rot—Rot (T, +K1)=0 {
T o Rot—Rot (T, +K1)=0
[E-Ndr=V o
De

Tableau 1.2. Formulations en électrocinétique a grandeurs globales électriques imposées.

Ces champs de vecteurs sont utilisables sur des systémes nécessitant la prise en
compte de plusieurs sources électriques (courant et/ou tension). On peut définir plu-
sieurs différences de potentiels électriques ainsi que plusieurs sources de courant en
fonctions des grandeurs a déterminer.

Comme le montre la figure (Figure 1.21) pour la formulation en potentiel scalaire, on
cherche a obtenir la distribution du courant dans le conducteur en forme de T en impo-
sant trois potentiels électriques : V; sur Ik, V) sur Ig; et Vi sur [gz. Ceci est réalisé a
I’aide des fonctions scalaires ¢; : On pose ¢ps= .V, + oo. Vo + a3. V3.

Si les valeurs des courants sont & imposer a 1’aide de la formulation en potentiel vec-
teur, la figure (Figure 1.22) nous montre un exemple de définition des champs de vec-
teur /N possible pour résoudre le probléme. On impose alors deux termes sources : N; [;
et IV, I,. La frontiere I sert alors de soupape ou I’on appliquera la loi des noeuds.

I I
D D
Ig: | ¢ a | IE3 Ik N; ¢ )
N;
I; I; I Iy
a
Tk Tk
Figure 1.21. Exemple d utilisation de la Figure 1.22. Exemple d utilisation du champ
fonction o multi-sources électriques. de vecteurs N multi-sources électriques.

F.2.c. Cas des domaines non simplement connexes

Dans le cas d’un probléme électrocinétique, la présence de trous dans le domaine
conducteur entraine des difficultés de modélisation. Le domaine n’est plus simplement
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connexe. Considérons le domaine conducteur représenté sur la figure (Figure 1.23) a
travers lequel on souhaite faire circuler un courant / via /gy et /g».

&

G C;
Figure 1.23. Systéeme non-simplement connexe.

L’utilisation de la formulation en potentiel scalaire n’entraine pas de précautions par-
ticulieres a prendre pour résoudre le probleme. En effet quelque soit le parcours non
fermé y entre les frontieres /g; et [ g2, la condition (1.95) est vérifiée. Par contre, pour la
formulation en potentiel vecteur, en considérant les contours C;, C, et Cs, il faut véri-
fier :

.g].ds:], gj-ds:ll et gJ-ds=12 (1.103)

Avec I=01+1, (1.104)

Cependant ni /; ni /; ne sont connus. Pour imposer le courant /, un champ de vecteur
N est utilis€. 1l est défini tel que :
[[NI-ds=1I

G

(1.105)

Pour prendre en compte qu’une partie du courant traverse les surfaces définies par C>
et C;, un deuxieéme champ N’ est utilisé. Ce deuxiéme terme source, auquel est associé
un deuxieéme courant /’, suit un contour autour du trou (Figure 1.24) et vérifie les condi-
tions suivantes :

QN’I’.ds =0, gN’I’-ds =1 et gN’I’-ds =TI (.106)
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\ 4

FEI i I—VEZ

c, N
' EC?

Figure 1.24. Termes sources N et N permettant de prendre en compte la non connexité.

Le courant /’ devient une inconnue supplémentaire du probléme. Ce deuxiéme terme
source peut étre comparé a un conducteur en court-circuit aux bornes duquel sera impo-
sée une tension €gale a zéro. La tension est imposée en vérifiant 1’équation (1.95) et peut
s’exprime en fonction du champ de vecteur supplémentaire NV’ :

gCSE-dlszfJE-N dr=0 (1.107)
Les champs sources, NV et N’ ainsi définis, vérifient les conditions suivantes :
[[NI-ds=¢KI-dl=I
G G
g(NI +N°I')-ds = g& (KI+K'I')-dl=1-1=1I, (1.108)
2 2

[[N°T-ds=¢K'I"-dl=T=1,
G

G

La frontiere /7y n’est pas simplement connexe mais les potentiels vecteurs sources K /
et K’ I’ jouent le réle de coupure définie précédemment.

Dans cette configuration la formulation en potentiel vecteur s’écrit :

Rot~ Rot(T, + K1+ K'I')=0
(o}

I éRot(T,+K[+K’I’)-Ndr=V1 (1.109)
D¢

miRot(T, +KI+K'I')-N'dr=0
p- O

Les valeurs des courants / et /" sont dans ce cas deux inconnues supplémentaires.

Si le systéme présente plusieurs trous, autant de termes sources sont ajoutés, aug-
mentant de ce fait le nombre d’équations (I.107) supplémentaires a vérifier.
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F.3. Magnétostatique

Dans cette partie est présentée une approche permettant d’imposer des grandeurs glo-
bales magnétiques telles que des flux ou des différences de potentiels magnétiques en
magnétostatique. En plus des termes sources dus aux inducteurs bobinés, les termes
sources provenant de I’imposition des grandeurs globales magnétiques sont introduits a
I’aide des champs N et £.

On souhaite imposer une différence de potentiels magnétiques ¢ entre deux frontieres
notées /gy et Iy (1.110) ou le flux total ¢ de I’induction magnétique a travers /p; et
Ty (IL111).

Q

Iy

-Q, :{H-dlze (L.110)
[| B-ds=— ] B-ds=¢

I'yy Iy

(L111)

Considérons le systéme représenté sur la figure (Figure 1.25). Il se compose de deux
conducteurs, placés dans une boite d’air, dont les densités de courant sont imposées
avec les conventions usuelles.

1)7)
Inducteurs
-
/
RcrlcaL
Air
Th1

Figure 1.25. Exemple magnétostatique.

En plus de la densité de courant source dans les inducteurs, nous allons imposer soit
un flux ¢ traversant les surfaces /'y et /> soit une différence de potentiel magnétique &
entre ces surfaces.

F.3.a. Formulation en potentiel vecteur magnétique A

En se reportant a la définition de la coupure en magnétostatique, pour la formulation
en potentiel vecteur magnétique la grandeur qui s’impose naturellement est le flux
d’induction magnétique 4.

- Imposition du flux

Comme cela a été fait précédemment pour la densité de courant dans le cas d’un pro-
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bléme électrocinétique, 1’induction magnétique se décompose en deux termes, un terme
source Bg et un terme inconnu By tel que : B = B; + Bg. Le terme source est exprimé en
fonction d’un champ de vecteurs NV ou K et du flux ¢:

Bs=N ¢=Rot K ¢ (I.112)
Le champ inconnu B; permet d’introduire le potentiel vecteur magnétique A4 tel que :
B;=Rot A. Le flux apparait alors dans la formulation a I’aide de I’induction source B :
RothotA :J—RothotK¢ (1.113)

u H

En ne tenant compte que des grandeurs globales magnétiques, ¢ et ¢, 1’énergie ma-
gnétique peut s’écrire sous la forme suivante [27] [28] :

W=%UIH-BdT=%6¢ (L114)

Apres développement, nous pouvons déterminer la différence de potentiels magnéti-
ques ¢ qu’entraine I’imposition du flux :

e=|[[H-N dr

| (1.115)

- Imposition d’une différence de potentiels magnétiques
En associant cette équation (I.115) a la formulation (I.113), la différence de poten-
tiels magnétiques peut étre imposée :
RothotA+RothotK¢=J
H H

! (L116)
[[[~Rot (A+K¢)-N dr=¢
D H

Le flux ¢ devient alors une inconnue supplémentaire.
F.3.b. Formulation en potentiel scalaire magnétique

Nous avons vu précédemment qu’a I’aide des potentiels scalaires, 1’introduction
d’une différence de potentiels est facilitée.

- Imposition d’une différence de potentiels magnétiques

Dans le cas de la formulation en potentiel scalaire, I’imposition d’une différence de
potentiels magnétiques ¢ nécessite d’ajouter un terme Hg qui s’exprime en fonction du
champ de vecteurs g tel que :

{HG-dl=£(/)’€)'dl:5 (1117)

Avec y, un parcours quelconque reliant /g7 a Ipp.
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Le champ magnétique H se décompose alors en trois termes (I.118). Le terme incon-
nu Hj qui introduit le potentiel scalaire magnétique €, le terme source Hy relatif a la
présence d’inducteurs et le terme Hg qui correspond a I’introduction de la grandeur
globale ¢, la différence de potentiels magnétiques.

H=H1+H5+HG=-GI’adQ+Hs-Gl‘ad0C8 (1118)
La formulation en potentiel scalaire magnétique Q s’écrit alors :
Div u Grad Q = - Div u Grad o ¢ + Div u Hg (L.119)

Toujours a ’aide du bilan énergétique (I.114) on peut établir 1’équation (1.120), qui
nous donne I’expression du flux en fonction de I’induction B et de la fonction f :

¢:fgﬂ'3df (1.120)

- Imposition du flux

Comparativement a la formulation en potentiel scalaire électrique ¢, 1’équation
(I1.120) est utilisée pour imposer le flux magnétique a 1’aide de la formulation en poten-
tiel scalaire magnétique Q :

Div pGrad Q + Div uGrad o ¢ = Div u H
meda-,u(Grad(Q+a5)—Hs)dr:¢ (L121)
D

Comme pour les formulations de 1’¢électrocinétique certaines grandeurs apparaissent
naturellement dans les formulations, comme le flux pour la formulation en potentiel
vecteur magnétique A4 et la différence de potentiels magnétiques pour la formulation en
potentiel scalaire magnétique Q. Grace aux outils introduits il est possible d’utiliser
I’une ou l’autre des formulations pour résoudre un probléme a flux ou a différence de
potentiels magnétiques imposée. Le tableau ci-dessous regroupe les différentes formula-
tions de la magnétostatique en fonction des grandeurs que 1’on souhaite imposer.

Formulation | Imposition de la ddp magnétique Imposition du flux
Div 1t(Grad (Q+ag)—-Hg)=0
Q Div u(Grad (Q+ac)—-Hg)=0
#(Grad ( )-H) [ Bdr=¢
D
Rothot(A+K ¢)=J 1
A H Rot — Rot (A+ K ¢)=J
[[[H-Ndr=¢ H
D

Tableau 1.3. Formulations en magnétostatique a grandeurs globales magnétiques imposées.

Pour des cas dont les domaines d’étude ne seraient pas simplement connexes,
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’utilisation des champs de vecteur V et f serait alors nécessaire. L’utilisation faite pour
traiter les cas non simplement connexes en magnétostatique est identique au cas électro-
cinétique.

F.4. Magnétodynamique

Afin de généraliser ’introduction des grandeurs globales en magnétodynamique,
I’imposition de flux ou de différence de potentiels (magnétique et/ou électrique) est
présentée.

F.4.a. Formulation 4-¢

Pour cette formulation, les grandeurs qui s’imposent naturellement sont: le flux
d’induction magnétique et la tension électrique. Dans un second, temps ces deux gran-
deurs deviendront des inconnues du probléme.

- Imposition d’un flux et d’une tension

Pour la formulation 4-¢, les grandeurs globales qui apparaissent naturellement sont :
Le flux magnétique (via I’introduction du terme source N ¢) ainsi que la différence de
potentiels électriques (a 1’aide du champ électrique source g V). Elles apparaissent en
décomposant I’induction magnétique B (1.122) et le champ ¢électrique E en termes
sources et inconnues :

B =Rot (A +K ¢) (1.122)
E:—Grad(qoﬁ-aV)—w (1.123)
La formulation A-¢ a flux et a tension imposée s’écrit alors :
Rothot(A +K¢)= —a[erGmd(@m V)j
g t (I.124)

Diva(wntﬁﬁad ((o+aV)] =0

- Imposition d’une force magnétomotrice et d’un courant

Pour déterminer ou imposer une différence de potentiels magnétiques & ainsi qu’un
courant /, on utilise le bilan de puissance, qui s’exprime soit en fonction des grandeurs
¢lectriques (1.125), soit en fonction des grandeurs magnétiques (1.126) [27] [28] :

OB
Pe:m'E-Jerrm'H-Edr:VI (1.125)
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0B d¢

F,=[JE-Jdr+[[[H —~dr=¢—" (1.126)
D¢ D t dt

Le bilan de puissance électrique est établi en considérant un systéme alimenté par
une source électrique et, inversement, le bilan de puissance magnétique est établi en
considérant un systéme alimenté par une source magnétique.

A partir de ces bilans de puissance et a I’aide de la méthode des résidus pondérés on
peut montrer que le courant / ainsi que la différence de potentiels magnétiques &
s’expriment sous les formes suivantes en utilisant les potentiels sources introduits :

IZQU"'”T (L127)

e=|[[H-Ndr—|[[K-Jdr (1.128)
D D¢
L’équation (1.127) est déduite du bilan de puissance électrique (I.125) et I’équation
(I.128) est déduite du bilan de puissance magnétique (1.126). La formulation en poten-
tiel A-p a courant / et a force magnétomotrice & imposée est obtenue en ajoutant au
systeme d’équations (I.124) les relations (I1.127) et (1.128) :

Rothot(A +K¢)= 0(—W—Gmd((o+aV)J
U
Diva(—W—Gmd ((o+aV)J =0

o(A+K p) (1.129)
mﬁ-a —Grad ((0+05V)—T dr=1

ot

.[Lf) %Rot(A+K¢)‘Nd7_%.ggK‘U[_Grad ((o+aV)—MJ=5

F.4.b. Formulation 7-Q

A T’inverse de la formulation précédente, les grandeurs qui apparaissent naturelle-
ment dans cette formulation sont le courant / et la différence de potentiels magnétiques
&

- Imposition d’une force magnétomotrice et d’un courant

Pour faire apparaitre le courant / et la différence de potentiels magnétiques ¢ dans
cette formulation, la densité de courant J et le champ magnétique H sont décomposés en
termes sources et inconnues. Ces grandeurs s’expriment en fonction des champs sources
N, K, peto(1.130)et (L.131).

J=Rot (KI+T) (1.130)
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H=KI+T- Grad (Q+ac) (1.131)

Ces champs sources font naturellement apparaitre ces grandeurs globales au sein de
la formulation 7-Q :

RotéRot(TJr KI)= —%y(KI +T —Grad(Q+ac¢))

Divu(KI+T—Grad(Q+az))=0

(1.132)

- Imposition d’un flux et d’une tension

Pour imposer ou calculer un flux ¢ ou une tension V, on établit les équations suivan-
tes a partir des bilans de puissance €lectrique et magnétique :

=114 Bdr (L133)
0
V:{)ﬂE-Ndr+aj[j)jK-Bdr (L134)

Elles nous permettent d’écrire la formulation 7-Q a flux et a tension imposée en dé-
finissant le courant / ainsi que la différence de potentiels magnétiques £ comme incon-
nues :

RotéRot(T+K])=—%,u(K1+T—Grad(Q+ag))

Divu(KI1+T-Grad (Q+az))=0
Mﬂ‘y(K1+T—Grad(Q+a€))dr=¢ (I.135)

] lRot(TJrKI)-Ndr—i.[ﬂK-y(KIJrT—Grad(QJraa))dr=V
el oty

Les champs de vecteurs N, K, f et la fonction a peuvent servir & imposer plusieurs
grandeurs. En effet, en fonction de la nature du probléme et de la formulation utilisée, il
est possible d’imposer soit un flux magnétique ¢ soit un flux électrique /.

Le tableau (Tableau 1.4) montre quelles grandeurs globales s’imposent naturellement
en fonction des champs source et des formulations utilisées.

Formulation A Q T (0] A-¢9 | T-Q
NetK ¢ 1 ¢ 1
peta £ V V £

Tableau 1.4. Champs sources en fonction des formulations et des grandeurs globales.
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Dans ce chapitre, les ¢quations de Maxwell appliquées aux domaines de
I’¢électromagnétisme ont ét¢ présentées. La structure mathématique ainsi que les espaces
fonctionnels qui accueillent les différents champs de vecteurs ont été définis. Pour
chaque domaine d’application : électrocinétique, magnétostatique et magnétodynami-
que, les formulations en potentiel scalaire ou/et vecteur ont été rappelées.

En introduisant des champs sources via les champs et fonctions N, K, f et a, nous
avons fait apparaitre, dans ces formulations, les grandeurs globales électriques et ma-
gnétiques. Pour des problémes électrocinétiques ou magnétostatiques, 1’imposition d’un
flux (de courant ou d’induction) est naturelle pour les formulations en potentiels vec-
teurs 7T et A. Dans le cas ou I’on souhaite imposer des différences de potentiels, il sera
nécessaire de prendre en compte une équation supplémentaire.

L’imposition de différence de potentiels est cependant naturelle en utilisant les for-
mulations en potentiel scalaire ¢ ou Q. Pour imposer un flux de courant ou d’induction
il sera nécessaire d’ajouter une équation. Pour résoudre les problémes engendrés par les
domaines non simplement connexes, une méthode a été présentée consistant a ajouter
un terme source.
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Chap I1. Schéma de discrétisation du
probléme

Les équations de Maxwell forment un systeme d’équations aux dérivées partielles.
Pour résoudre des cas usuels, industriels, on a recours a des méthodes numériques [5]. 1l
faut pour cela discrétiser le probleme a la fois spatialement et temporellement en garan-
tissant mathématiquement que la solution numérique est proche de la solution exacte.

Dans cette partie, seront présentées les différentes étapes de discrétisation spatiale, la
discrétisation des opérateurs vectoriels nécessaire a I’établissement d’un systéme
d’équations ainsi que la discrétisation des lois de comportement.

A. Discrétisation de I’espace

Pour simuler le comportement électrique et magnétique d’un systéme électromagné-
tique, il faut définir un domaine d’étude. Selon le cas, il faut prendre en compte uni-
quement le systeme étudié ou le systéme et son environnement. On doit également tenir
compte également des symétries géométriques. On ne modélise alors qu’une partie du
systéme. Cette réduction du domaine d’étude permet de diminuer la taille du probléme
et donc les temps de calcul et le colit en taille mémoire.

A.1. Notion de maillage primal et dual

Une fois le domaine défini, il est discrétisé a I’aide de volumes €élémentaires, qui
peuvent étre de différentes formes présentées sur la figure (Figure I1.1).
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<N

1
1
1
1
1
1
—_——t o
-

-
-

Hexaedre Tétraedre Prisme

Figure II.1. Différents volumes pour la discrétisation de [’espace.

Cette liste n’est pas exhaustive, il est possible d’utiliser plusieurs autres volumes se-
lon les besoins comme par exemple des éléments pyramidaux. Ce choix se base généra-
lement sur des considérations de modélisation géométrique.

Tous les éléments de ces volumes sont numérotés, les nceuds, les arétes, les facettes
et le volume lui-méme, les arétes et les facettes sont de plus orientées. La figure (Figure
I1.2) représente un tétraédre, dont les entités sont numérotées et orientées.

Figure I1.2. Orientation des arétes et des facettes dans le cas d’un tétraedre.

On appelle le résultat de ce découpage géométrique le maillage. On fait correspondre
a ce maillage des espaces vectoriels discrets : W’, W, W?, W’ respectivement aux espa-
ces H’ , H' , HZ, P énoncés dans le chapitre précédent. W’ est I’espace ou seront défi-
nies les grandeurs scalaires aux noeuds. W’ et W’ sont les espaces ou sont définies res-
pectivement les grandeurs vectorielles discrétes associées aux arétes et aux facettes et

W? est Iespace discret ot sont définies les grandeurs discrétes relatives aux volumes.

A ce maillage, on fait correspondre un second maillage [3] [10] [30] [48] que 1’on
appellera dual. Comme son appellation I’indique, ce deuxiéme maillage est dual au
premier maillage, appelé primal, de part les propriétés qui lui sont associées. Ce mail-
lage dual permet de définir des supports nécessaires a certaines grandeurs non définies
sur le maillage d’origine. Sur ce second maillage est définie une deuxieéme suite
d’espaces discrets. Il est alors possible d’établir le lien entre ces deux suites d’espaces
W,etW,.

Plusieurs méthodes permettent de construire ce maillage dual. Cependant, d’une ma-
niere générale on fait correspondre les entités géométriques du maillage primal aux
entités du maillage dual comme indiqué dans le tableau (Tableau II.1). Les grandeurs et
les entités relatives au maillage dual seront notées a 1’aide du symbole « ~ ».
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Primal Dual

Aux nceuds n Des volumes v

©
Aux arétes a > Des facettes f°
o Des arétes a

Aux facettes

Aux volumes v © Des nceuds 7

Tableau 11.1. Correspondances entre les éléments du maillage primal et du maillage dual.
A.2. Construction Delaunay Voronoi

La construction du maillage dual par la méthode de type Voronoi se fait tel que le
nceud dual d’un élément primal est le centre d’une sphere sur laquelle sont inscrits les
nceuds primaux de 1’élément primal considéré (Figure 11.3). Les nceuds duaux sont reliés
entre eux par les arétes duales qui traversent les facettes primales perpendiculairement.

Cette méthode de construction de maillage dual nécessite de prendre des précautions
car pour des cas particuliers, un volume fortement déformé (Figure 11.4) peut entrainer
que le nceud dual associé se situe a I’extérieur de I’élément primal.

e Nceud primal

°Neeud dual
— Aréte primale
---- Aréte duale

Figure I1.3. Maillages primal et dual (type Figure I1.4. Cas particulier de maillage dual
Delaunay Voronoi). (type Delaunay Voronoi).

A.3. Construction de type barycentrique

Pour palier au défaut de la construction du type Delaunay Voronoi et ainsi éviter de
lourdes opérations de vérification de qualité des ¢léments, la méthode du type barycen-
trique est une alternative intéressante. Elle permet une certaine liberté quant a la qualité
des ¢léments utilisés. En effet, ici, les nceuds duaux sont les centres de gravité des €lé-
ments primaux. Les nceuds ainsi construits sont reliés entre eux par les arétes duales qui
traversent les facettes primales par leur centre de gravité (Figure I1.5). Les arétes et les
facettes duales sont par conséquent fractionnées.
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* Nceud primal

°Nceud dual
— Aréte primale
----Aréte duale

Figure I1.5. Maillages primal et dual (type barycentrique).

A.4. Cas particulier de la FIT

La discrétisation de 1’espace que nécessite I'utilisation de la FIT [12]-[18], [49]-[52]
est particuliere. En effet, cette méthode requiert 1’utilisation exclusive d’hexaedres pour
mailler un systéme. Contrairement a la méthode des ¢léments finis ou a la Cell-méthod
[7] [18] ou tout type d’éléments est utilisé. On est donc amené a effectuer des simplifi-
cations géométriques comme le montre la figure (Figure I1.6) qui illustre
I’approximation effectuée sur la discrétisation spatiale d’un aimant en forme de U. Cette
approximation peut étre plus ou moins fine selon la précision des résultats souhaités.
Par conséquent, la régularité du maillage primal entraine la régularité du maillage dual
(Figure I1.7).

>

a b c

Figure 11.6. a) Approximation géométrique due a la discrétisation spatiale. b) Maillage lache.
¢) Maillage fin.

*Nceud primal

°Neeud dual
— Aréte primale ‘
----Aréte duale | _____ I

Figure 11.7. Maillages primal et dual utilisés pour la F.1.T.

On appelle I’espace commun entre le maillage primal et dual une micro-cellule
(Figure I1.8 et Figure I1.9). Ces figures représentent, pour deux éléments primaux 2D,
les micro-cellules que ces éléments incluent.
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[P ©

Figure I1.8. Micro-cellules d’un élément Figure I1.9. Micro-cellules d’un élément

primal triangulaire. primal carré.

Il existe des variantes de la technique d’intégration finie comme la FIT conforme
[18] qui contrairement a la FIT classique permet de définir plusieurs milieux au sein

d’un méme élément (Figure 11.10). Nous nous limiterons, dans ce mémoire, au cas de la
FIT dite classique.

Figure 11.10. Exemple de maillage utilisé pour la FIT conforme.

A titre d’exemple la figure (Figure II.11) représente un maillage tétraédrique de type
¢léments finis tandis que la figure (Figure II.12) représente celui utilisé pour la techni-
que d’intégration finie. La méthode des ¢léments finis permet d’utiliser différents types
d’éléments : tétraedres, prismes, hexaeédres ou des pyramides. Or, pour la FIT classique
nous sommes limités aux hexaédres réguliers (Figure I1.12). A I’aide de ces figures on
comprend qu’il sera nécessaire d’effectuer des concessions concernant la précision
géométrique de la modélisation d’un systéme.

—
4." .

b

e N ]

T T
e

i
L
Y

o

g
i

Figure I1.11. Maillage type éléments finis. Figure I1.12. Maillage type FIT.
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B. Discrétisation des opérateurs

Pour établir le systeme d’équations linéaires, les opérateurs vectoriels sont discréti-
sés. On montre que ces opérateurs peuvent étre représentés sous forme de matrices
d’incidence.

B.1. L’opérateur rotationnel

Pour un probléme d’électrocinétique, en considérant un contour C d’une section S
d’un domaine conducteur, la relation Rot E = 0 doit étre vérifiée. La forme intégrale
permet d’exprimer la circulation du champ ¢lectrique en décomposant le contour C tel
que C=C; U C,U C; U Cy (Figure 11.13).

Facette f
ay

a;

as

Figure Il.14. Détermination de la matrice

Figure II.13. Décomposition du contour C.
& P d’incidence rotationnelle.

La circulation du champ électrique s’écrit alors sous la forme suivante :

$E-di=[E-dl+-+ [E-dl=0
C

G Cy

(IL1)

En discrétisant la circulation du champ ¢lectrique E sur les arétes du maillage primal
(Figure 11.14), que I’on notera ¢,, on peut écrire localement, en définissant le contour C
délimité par les arétes d’une facette, la relation suivante :

@E-dlzeal—eaz—ea3+ea4=0 (11.2)
! :

En tenant compte des orientations des arétes et des facettes, 1’opérateur vectoriel Ro-
tationnel se traduit, dans le domaine discret, par une matrice d’incidence de dimension
[Nombre facettes x Nombre arétes] que 1’on notera Ry,. Les termes de cette matrice
valent */ lorsqu’une aréte a appartient a la facette f. Le signe est conditionné par
I’orientation de cette aréte par rapport a celle de la facette. Si I’orientation est la méme :
Ry, = I et dans le cas contraire : Ry = -1. Les arétes ne faisant pas partie de la facette f
n’ont aucune incidence. Les termes correspondants sont alors nuls. Appliquée a une
seule facette (Figure I1.14), I’équation Rot E = 0 s’écrit dans le domaine discret :
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€a1
€12
(R Jle]=[+1 -1 -1 +1] 2 |=[0] (I13)
€43
ea4

En définissant la circulation du champ électrique E sur les arétes du maillage primal,
on écrit alors 1’équation Rot E = 0 sous la forme :

Ry, =0 (1L4)

La méme démarche peut étre effectuée en définissant le champ électrique sur les aré-
tes du maillage dual. L’équation devient alors :

Ry ;=0 (IL5)

B.2. L’opérateur divergence

En considérant le volume conducteur D (Figure I1.15), dont la frontiére S est décom-
posée telle que : S=S; U S> U S3, on vérifie que la divergence des flux de la densité de
courant traversant ces surfaces est nulle :

§pJ-ds=[[J-ds+ [[J-ds+ [[J-ds=0

S 5 s (1L6)

D
j S;
Js

S

Figure I1.16. Détermination de la matrice

Figure I1.15. Décomposition de la surface S. d’incidence divergence.

Si le flux de la densité de courant est discrétisé sur les facettes primales d’un volume
hexaédrique (Figure 11.16), noté j; on peut écrire que :

SESJ"IS =JiJptis —Jntiy—Jg =0 (IL.7)

En tenant compte de 1’orientation des facettes définie sur la figure (Figure I1.16),
I’opérateur vectoriel Divergence discret se représente par une matrice d’incidence de
dimension [Nombre volumes x Nombre facettes] que I’on notera D,,. Les termes de cette
matrice valent : D, = [ si la facette f appartient au volume v et si I’orientation de cette
facette est définie entrante dans le volume et D,, = -/ si la facette est définie sortante. Si
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une facette n’a aucune incidence sur le volume alors D, = 0. Appliquée a un hexaédre
suivant les orientations des facettes définies sur la figure (Figure 11.16), la conservation
du flux de la densité de courant s’écrit sous la forme :

R
Jra
[va][jf]:[ﬂ ~1 +1 -1 +1 -] j,” =0 (1L.8)
f4
ij

s |

En définissant le flux de la densité de courant traversant les facettes du maillage pri-
males, dans le domaine discret, Div J = () s’écrit :

Dy jr=0 (1L.9)

Dans le cas ou le flux de la densité de courant est discrétisé sur les facettes duales,
cette expression s’écrit :

Dyj;=0 (IL10)

B.3. L’opérateur gradient

Le champ électrique E a rotationnel nul s’exprime en fonction du potentiel scalaire
¢lectrique ¢ tel que : E = - Grad ¢. Entre deux points ou sont définis deux potentiels
¢électriques ¢; et ¢, reliés par un parcours y, on peut écrire :

{E‘d’z%‘% (IL11)

En discrétisant la circulation du champ électrique sur les arétes primales, cette circu-
lation s’exprime en fonction des potentiels €lectriques définis sur les nceuds :

eu = ¢nl - (an (II 12)

A I’opérateur Gradient, correspond une matrice d’incidence notée G,, de dimension
[Nombre arétes x Nombre nceuds]. Compte tenu de 1’orientation des arétes (Figure
I1.17), G, = 1 si le nceud considéré est le nceud d’origine de I’aréte a et G, = -1 si le
nceud est le nceud a Uextrémité de ’aréte. G, = 0 si le nceud 7 n’a aucune incidence sur
I’aréte considérée.
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Aréte a

/

n;

n;

Figure I1.17. Détermination de la matrice d’incidence gradient.

On note la relation discréte entre ¢ et E telle que : e, = -G, ,. Avec ¢, le potentiel
scalaire électrique discret.

(Gl @] =[+1 _I]B,ﬂ (IL13)

Appliqué a I’ensemble d’un maillage, on peut écrire :
g ==Gun 0y (1L.14)

Si on discrétise le champ électrique sur le maillage dual, 1’équation (I1.14) prend la
forme :

¢; =Gz P; (IL.15)

Les différents opérateurs vectoriels discrets définis sur le maillage primal peuvent

s’exprimer en fonction des opérateurs discrets du maillage dual a 1’aide des expressions
suivantes [4] :

G, =-D (IL.16)
D, =-Gy; (IL.17)
R, =R}, (IL18)

Ces différents opérateurs définis a partir des maillages primal et dual permettent
d’écrire les équations de Maxwell sous formes discrétes.

C. Discrétisation des lois de comportement

Pour continuer a établir le modéle mathématique discret des équations de Maxwell, il
faut y associer des lois de comportement discrétes. Le cas des maillages orthogonaux
est trait¢ a 1’aide de la FIT classique. Pour des maillages plus complexes la FIT dite
approchée, la Cell-Method et la méthode des ¢léments finis seront présentées.

Les lois de comportement discrétes permettent de lier un flux ¥ discrétisé a travers
les facettes du maillage primal a des circulations X définies sur les arétes duales.

Yy, =M ;x; (IL.19)
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La configuration inverse est a prendre en compte. On peut étre amené a établir le lien
entre une circulation définie sur les arétes primales a un flux, qui par conséquent, est
discrétisé a travers les facettes duales.

y;=M; x, (11.20)

Ces relations s’établissent a 1’aide des matrices de masses. Selon la méthode, elle est
déterminée différemment. Deux types de matrices de masse sont a prendre en compte.
Un diagramme de Tonti peut étre construit dans le domaine discret (Figure 11.18).

w, .. E:I— ;=10 .>EZ| ......... 25
Wir ooy ey = G Hgh- W

Figure I1.18. Diagramme de Tonti discret.

Il permet de situer naturellement les différentes grandeurs dans les différents sous-
espaces discrets et illustre le passage d’un maillage a un autre grace aux lois de compor-
tement discretes.

C.1. Cas de la technique d’intégration finie

La particularité¢ de la technique d’intégration finie classique (FIT classique) est de
n’utiliser que des hexacdres réguliers orthogonaux pour discrétiser spatialement la
géométrie d’un systéme. Nous allons utiliser cette propriété pour construire les lois de
comportement magnétique et électrique discretes utiles a la mise en place d’un modele
discret.

Considérons le cas lorsque que E est défini sur les arétes du maillage primal, noté e,.
I1 faut établir une relation discrete entre la circulation du champ électrique et le flux de
la densité de courant J qui, au regard des considérations présentées précédemment, est
discrétisée sur les facettes du maillage dual [17] [51] (Figure 11.19).
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oA

Maillage primal "'\ Maillage dual

I
1

LA ——
\ \

Figure I1.19. Circulation électrique définie sur le maillage primal.

Considérons un domaine conducteur D¢ de conductivité constante o (Figure 11.20).
Ce domaine est maillé a I’aide de quatre éléments hexaédriques et considérons I’aréte
commune a ces quatre €éléments ainsi que la facette duale associée.

|~ Facette duale

[ ""‘/

b T Aréte primale

Figure 11.20. Aréte primale et facette duale associée.

Le flux de la densité de courant s’exprime en fonction de la densité de courant et de
la surface de la facette duale et la différence de potentiel électrique dépend de la circula-
tion de champ électrique sur I’aréte considérée et de la longueur de 1’aréte :

Jp= fff"'ds (I.21)
¢, =[E-dl (11.22)

A partir de la loi de comportement électrique continu J = ¢ E, on peut écrire la rela-
tion suivante :

L =c—t (11.23)
j.

Avec S 7 la surface de la facette duale et /, la longueur de I’aréte primale. On re-
trouve la loi d’Ohm ainsi que 1’expression de la résistance du tube de flux. La relation
entre le flux de la densité de courant et la différence de potentiel électrique est établie.
Cette derniére relation s’étend facilement a tout le maillage :

~ o -1 o
Jp=8;0l, e, =M3 e (IL24)

Jagr @

Les matrices S 7 et [, sont des matrices carrées et diagonales.

On appelle la matrice M H la matrice de masse.
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Dans le cas ou des conductivités différentes sont définies dans chaque élément du
maillage, la surface duale se décompose en quatre sections (Figure I1.21).

0y

'
'
|
i
'
[ o

03

[ e

02

0]

Figure I1.21. Maillage de quatre éléments de conductivité différente.

Chaque section de la facette duale est traversée par une partie de la densité de cou-
rant. Chacun de ces flux de densité de courant peut s’exprimer en fonction de la diffé-
rence de potentiel électrique définie sur 1’aréte primale :

/)
]f o, ; e, (I1.25)

La somme des flux de la densité de courant nous donne alors la relation entre le flux
qui traverse la surface totale de la facette duale et la différence de potentiel électri-
que définie sur I’aréte primale :

~ 1
=2.05; e, (11.26)
R S

On voit apparaitre dans cette équation 1’expression de la conductivité équivalente qui
permet d’écrire la loi de comportement discrete :

]’_f =S;0 I'e avec o .

4
moy “a moy()‘ a) = ; [ (1127)

~ |\1

La matrice o,,,, est une matrice diagonale.

La détermination de la loi de comportement discréte équivaut a calculer une résis-
tance équivalente a des résistances en parallele, dans notre cas quatre (Figure 11.22).
L’ensemble des micro-cellules, dont la facette duale et I’aréte primale sont communes,
forme ce qu’on appelle un tube de flux de courant. Dans notre cas il se compose de huit
micro-cellules.

© 2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



These de Julien Korecki, Lille 1, 2009

CONTRIBUTION A LA MODELISATION ELECTROMAGNETIQUE A L’AIDE DE LA FIT 73

O Neeuds duaux
® Neeuds primaux

Figure I1.22. Tube de flux de courant électrique, E défini sur le maillage primal.

Un deuxieéme cas de figure doit étre pris en compte. Le choix de discrétiser la circu-
lation du champ électrique sur les arétes primales est arbitraire. Il est possible de définir
cette circulation sur les arétes duales. Le flux de la densité de courant est par conséquent
défini sur les facettes primales (Figure 11.23).

Maillage primal "'\ Maillage dual

Figure I1.23. Circulation électrique définie sur le maillage dual.

Dans le cas d’un maillage ou la conductivité €lectrique est identique pour tous les
¢léments, la loi de comportement électrique discréte s’écrit par dualité :

Jp=S8,0l' e =M7 & (11.28)
Avee Jr= {ff J-ds (I1.29)
B % =|E-d (11.30)

Dans le cas ou des conductivités différentes sont définies pour chaque élément, il
faut tenir compte du fait que la circulation de champ se compose de deux parties de part
et d’autre de la facette primale. Considérons un maillage constitué de deux éléments de
conductivités différentes (Figure 11.24).
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Aréte duale

02

0]

Facette primale

Figure I1.24. Maillage de deux éléements de conductivité différente.

La circulation de champ électrique s’exprime alors en fonction du flux de la densité
de courant qui traverse la facette primale et des deux conductivités o; et o, :

=| =+ |, (IL31)

En introduisant les résistivités p; et p,, on voit apparaitre la résistivité équivalente. La
loi de comportement électrique discrete s’écrit, dans cette configuration :

o B ply Pl

a a

(IL.32)

La détermination de la loi de comportement discréte est équivalente, dans ce cas, a
calculer une résistance équivalente a des résistances en séries (Figure I1.25).

O Neeuds duaux
® Nceuds primaux

Figure I1.25. Tube de flux de courant électrique, E défini sur le maillage dual.

Les matrices de masse ainsi obtenues sont diagonales et carrées. Contrairement a la
méthode des éléments finis ou a la Cell-Method, on établit la relation entre une seule
aréte et sa facette duale et inversement.

Les mémes techniques peuvent s’appliquer a la loi de comportement magnétique. On
construit une matrice de masse a la fois en définissant la circulation du champ magnéti-
que H sur les arétes primales (I1.33) et sur les arétes duales (I1.34).

by =8 L' b, (IL33)
by =Sty ;0 (I1.34)

a

On détermine alors des réluctances €quivalentes a partir de réluctances en séries ou
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en paralléles.
- Cas de la FIT approchée

L’inconvénient majeur de la FIT classique est que son utilisation se limite a des sys-
témes ayant une géométrie simple. Néanmoins, Il est possible d’utiliser un artifice
permettant de modéliser des systémes a géométries de révolution. On utilise alors un
maillage hexaédrique faiblement déformé (Figure 11.26). Ce maillage représente deux
conducteurs curvilignes tournant autour d’un axe de rotation. Il est alors possible

d’envisager de modéliser un secteur de machine électrique tournante. Nous appellerons
cette méthode la FIT dite approchée.

-
.
7
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Figure 11.26. Maillage hexaédrique déformé.

La difficulté pour ce type de maillage est de discrétiser la loi de comportement des
matériaux. Il a été présenté dans le paragraphe précédent que la construction des termes
des matrices de masse était basée sur la notion de tubes de flux électrique ou magnéti-
que orthogonaux, que 1’on travaille sur le maillage primal ou sur le maillage dual. Pour
les maillages faiblement déformés, le maillage dual est construit a I’aide de la méthode
barycentrique (Figure 11.27). Les tubes de flux ne sont donc plus orthogonaux.

® Nceuds primaux
0 Neeuds duaux

Figure 11.27. Maillage hexaédrique déformé et son maillage dual.

Considérons le cas ou I’on choisit de définir la circulation électrique sur les arétes

primales. A 1’aide d’une représentation en deux dimensions, un tube de flux de courant
est représenté sur la figure (Figure 11.28).
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@® Nceuds primaux
O Nceuds duaux

Figure I1.28. Tube de flux issu d’'un maillage déformé, E sur le maillage primal.

Comme dans le cas de la FIT classique, ce tube de flux est construit a 1’aide des
micro-cellules. La particularité dans ce cas, est que la surface duale traversée par le flux
de la densité de courant n’est pas plane. Elle se compose de fractions de facettes duales.

Pour établir la relation discréte entre la circulation de champ électrique et le flux de
la densité de courant nous construisons un tube de flux équivalent. Pour cela les élé-
ments primaux, dont I’aréte considérée est commune, sont considérés comme orthogo-
naux. Les ¢éléments trapézoidaux sont transformés en hexaedres réguliers orthogonaux.
La figure ci-dessous (Figure I1.29) montre dans quelle configuration on se trouve alors.
Le but est de déterminer une résistance équivalente a partir de résistances en paralléle.

Figure I1.29. Tube de flux équivalent, E sur le maillage primal.

L’aréte considérée est alors scindée en plusieurs parties mais les circulations défi-
nies sur chacune de ces arétes lient toujours les flux qui traversent la facette duale. En
faisant I’hypothése que le maillage est suffisamment peu déformé pour confondre les
circulations, €', = e"”,, on écrit donc :

o,S

B R S y

/2 + /3 +
la2 la3 la4

e, (IL.35)

Avec S ; lasurface de la micro-facette duale et /, la longueur de I’aréte.

On néglige donc I’influence de la déformation du tube de flux construit a 1’aide du
maillage dual en déterminant un tube de flux équivalent.

© 2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



These de Julien Korecki, Lille 1, 2009

CONTRIBUTION A LA MODELISATION ELECTROMAGNETIQUE A L’AIDE DE LA FIT 77

En définissant la circulation ¢électrique sur les arétes duales (Figure 11.30), on remar-
que que I’aréte duale sur laquelle cette circulation est définie n’est pas rectiligne. Les
¢léments primaux dont la facette primale est commune sont eux aussi transformés en
hexaedres réguliers orthogonaux (Figure 11.31).

® Nceuds primaux
O Nceuds duaux

Figure 11.30. Tube de flux issu d’un maillage  Figure I1.31. Tube de flux équivalent, E sur le
déforme, E sur le maillage dual. maillage dual.

Pour ce cas de figure, le tube de flux équivalent est de section égale a la surface de la
facette primale équivalente et de longueur égale a la somme des deux longueurs de
segments de I’aréte duale équivalente. On écrit alors :

e. = —Z‘” +—l~‘72 J (11.36)
Q= A :
‘71Sf1 ‘72Sf2

Certaines facettes, primales ou duales sont normalement traversées par des compo-
santes supplémentaires dues aux effets de mutuelle entre deux surfaces non orthogona-
les. Ces composantes supplémentaires sont prises en compte a 1’aide la Cell-Method,
exposée dans le paragraphe suivant. Pour utiliser la FIT sur ce type de maillage, on
néglige donc ces termes. On utilisera cette méthode pour des maillages, que nous appel-
lerons faiblement déformés.

C.2. Cas de 1a Cell-Method

La Cell-Method permet de déterminer la loi de comportement discréte a partir d’un
maillage construit a 1’aide de tous types d’¢éléments [37] [40] [43].

C.2.a. Cas des formulations en potentiel scalaire

Prenons I’exemple de 1’¢lectrocinétique et plus particulierement la formulation en
potentiel scalaire électrique ¢. On choisit de discrétiser le potentiel scalaire €lectrique
sur les nceuds du maillage primal. Le champ électrique E est discrétisé sur les arétes
primales. La densité de courant J est par conséquent discrétisée sur les facettes duales.
La relation entre ces deux grandeurs est définie par la loi de comportement €lectrique
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discréte :

Jp=M;, e, (IL37)

Jacm

Pour déterminer la matrice de masse a 1’aide de la Cell-Method on établit, dans un
premier temps, des micro-matrices de masse relative a chaque micro-cellule. Ces micro-
cellules sont les intersections volumiques entre le maillage primal et le maillage dual
qui est construit a I’aide de la méthode barycentrique. Chaque micro-cellule est consti-
tuée de fractions de facettes duales et de fractions d’arétes primales. En considérant une
micro-cellule (Figure I1.34) issu d’un tétra¢dre et du maillage dual associé (Figure 11.32)
et en associant une partie du flux de J aux facettes duales et aux fractions d’arétes une
circulation de E on construit les micro-matrices de masse.

@®®

Figure I1.32. Tétraédre et maillage dual Figure I1.33. Décomposition du tétraédre en
associe. micro-cellules.

z

Figure I1.34. Eléments d’une micro-cellule.

Dans un premier temps, on projette les surfaces des micro-facettes primales et les
longueurs des micro-arétes duales sur le repére cartésien de référence (I1.38) et (I1.39).
On exprime le flux qui traverse chaque facette duale en fonction des composantes de la
densité de courant Jy, Jy et Jz. De méme, on exprime les circulations du champ des
arétes primales en fonction des composantes du champ électrique Ex, Ey et E.
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JF fix  “fy Sh:|[Jy
iz |=|8; 7 oIy
. 2 5 2x 5 2y 5 2z JZ (H38)
]f3 | /3x 3y 3z |
157
eal Lalx Lal y Az EX
€ay | =| Lay, La2y ay. || £y (I139)
e L Ey
a3 a3y azy a3z
[Ld]
Les micro-matrices de masse s’écrivent donc sous la forme suivante :
~ =~ -1
= |=[8;]elz =[M? J[ }
U =87 ok e =5, e, (140

Contrairement a la FIT, les matrices informant sur la métrique du systéme ne sont ni

diagonales ni symétriques.

Une fois les micro-matrices de masse déterminées, on cherche a déterminer les ma-
trices de masse élémentaire. On y parvient en exprimant les circulations du champ
définies sur les arétes primales d’un élément en fonction des flux définis sur les micro-
facettes duales a 1’aide des micro-matrices de masse (I11.40) :

€l = eal,ucl +ea1ﬂ02 =
1 1 1 jﬁﬂd
], el b
|:l: fa,ucl (11 faycl 1,2) fa,uc (1,3) ~‘f2,ucl
| F3uer | (IL41)
1 1 1 jﬁ”cz
s Ly Y]y ) |7
{[ fa,uCZ W fa,ch (1,2) fa,uCZ (1,3) ~f5,ch
_']iélucz ]

La figure (Figure I1.35) illustre cette étape de reconstitution des circulations.
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ealycl
C ] 7. [ €al
'Ll ']fllu()]?‘/\ pe2
o ~
]flyCZ
uc2

Figure I1.35. Micro-cellules communes a une aréte d’un élément.

On obtient alors une matrice de masse ¢lémentaire pour chaque ¢lément du maillage.
Ces matrices sont carrées de taille égale au nombre d’arétes de 1’é1ément primal consi-
déré (11.42). Les circulations de champ ¢électrique totales sont exprimées en fonction des
flux traversant les micro-facettes duales de 1’élément considéré.

_ o-173_
e, =M ao e (11.42)

Il reste a reconstituer le flux total traversant les facettes duales en fonction des circu-
lations totales définies sur les arétes (Figure 11.36) a I’aide des matrices de masses élé-
mentaires.

Figure I1.36. Eléments et micro facettes considérées

].];1 - ]flycl * ]flyc2 -
€al

g g Z
{[Mfael :|(171) [Mfael :|(172) |:Mfael J(1,3):| G2 |
e.s (I1.43)

€al

M by (M) [M5]
H Jae2 J1) Jaex J1,) Jaez a3 “as
€46

Apres ces différentes opérations (reconstitution des circulations et des flux) on ob-
tient la matrice de masse appliquée a tout le maillage (I11.44).
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j»=M?% e
]f faCM a (1144)

Cette matrice de masse est carré mais n’est ni diagonale ni symétrique. C’est la
conséquence de I’effet mutuel présent entre les grandeurs définies au sein des micro-
cellules et de I’inversion des matrices de masse élémentaires (I1.42). Le tube de flux
considéré est alors semblable a celui représenté sur la figure (Figure 11.37).

Figure I1.37. Représentation 2D du tube de flux consideré.

A titre d’illustration, une représentation 3D d’un maillage de six tétraédres est repré-
sentée sur la figure (Figure 11.38). A 1’aréte primale commune a ces six éléments est
représentée la facette duale associée ainsi qu’une des douze micro-cellules permettant
de construire le tube de flux liant I’aréte a la facette duale.

hf

/ Al\ete prlma)/ \\

Figure 11.38. Représentation d’un tube de flux pour un maillage tétraédrique de 6 éléments. E
defini sur les arétes primales.

C.2.b. Cas des formulations en potentiel vecteur

Dans le cas de la formulation en potentiel vecteur électrique 7, discrétisé sur les aré-
tes du maillage primal, la densité de courant J est discrétisée sur les facettes primales.
Cette densité de courant discrete sera noté j. Le champ électrique est par conséquent
discrétisé sur les arétes duales, que I’on notera ¢€;. La matrice de masse s’écrit dans ce
cas sous la forme suivante :
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Jr= M%CM ; (I11.45)

La figure (Figure 11.39) représente une micro-cellule avec les flux et les circulations
associées.

Figure I1.39. Eléments d’une micro-cellule.

Les mémes opérations que précédemment sont effectuées. A savoir : la détermination
des micro-matrices de masse, la reconstitution des circulations et la reconstitution des
flux. On détermine les micro-matrices de masse a 1’aide des projections des surfaces des
facettes primales et des longueurs des arétes duales (I1.46) et (I1.47) :

Jn | | She Sk, Sk |[Uy

In =Sk Shy Sp ||y

. J, (IL.46)
]f3 Sf3x Sf3y Sf32_

[57]

éﬁl Lﬁlx Lﬁl y Lﬁl z EX

o =l L. @ || B

~a2 ~a2x ~a2y ~a22 p (H47)
6&3 Lﬁ3x Ld3 y Ld3 zx “

Les matrices issues des projections permettent d’établir les micro-matrices de
masse pour chaque micro-cellule :

Jp. =S;0L e =M ¢ (11.48)

e

Cette fois, pour chaque élément dual, et plus précisément, pour chaque aréte duale, a
partir des flux traversant les micro-facettes primales, les circulations définies sur les
arétes duales sont reconstituées. L’équation (I11.49) exprime une circulation de champ en
fonction des flux de chaque facette primale a cette aréte (Figure 11.40).
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il = Cal e T Cal,, =
1 1 T f1e
o] ][] Do
|:|: .fNIucl }(171) [ .fN,ucl (12) J%ucl a, f ucl
e (11.49)
Tl
EARC AR AN 12
Auc2 Ayc2 c2 c2
#da o) layn ) "
Jf6ﬂ62
) T —
e‘ﬂm; , W
a ]fl,ucl

Figure I1.40. Micro-cellules relatives a un élément dual.

La reconstitution des circulations électriques nous permet d’obtenir les matrices de
masse ¢lémentaires pour chaque ¢lément dual en fonction des flux a travers les fractions

de facettes et des micro-matrices de masse (I1.50).

~ -1 .
=M it (IL50)

En ce qui concerne la reconstitution des flux de la densité de courant (Figure 11.41),
la méme démarche est effectuée que pour la configuration précédente. Chaque flux est
exprimé en fonction des circulations déterminées précédemment (I1.51) et des termes

des matrices de masse ¢lémentaire correspondantes :

jfl :jfllucl +jf1,u62 -

13

al
[[M%lél}(l,l) [M}Tﬁa}(l’z) [M%él}(lﬁ)} ;7 |+
a3 (IL51)

e
Cal
HM Jazs }(1,1) [M Fiz2 }(1,2) [M faz: }(173)}&55
6
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Jr1

ucl

Figure I1.41. Eléments et micro-facettes considérées

On obtient alors la matrice de masse appliquée a I’ensemble du maillage :

o

Jr =Mz, & (IL52)

La figure (Figure 11.42) représente le tube de flux alors considéré.

Figure 11.42. Tube de flux considéré

A titre d’exemple, la figure (Figure 11.43) représente un maillage de six tétraédres ot
sont isolées une aréte duale et sa facette primale associée. Une micro-cellule est égale-
ment représentée pour cette configuration.

/

/

\\ / . / N A\ y
N\ / / \a \ ,"“ o\ /
| Arete duale N/ W/
[ ;\\/

N4 /.
\ \ |/ \/ .
\/ \ [/ Facette primale

\-

/

Figure I11.43. Représentation d’un tube de flux pour un maillage tétraédrique de 6 éléments. E
défini sur les arétes duales.

La matrice de masse obtenue est carrée de taille égale au nombre de facettes primales
mais, comme la matrice (IL.45), elle n’est pas symétrique, toujours dii aux effets des
mutuelles et de I’inversion de la matrice de masse élémentaire. Cependant, le systéme
d’équations final est symétrique défini positif. Toutes ces étapes décrites peuvent étre
naturellement transposées a la détermination des lois de comportement magnétique.

L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas, ou peu, de développements
mathématiques mais permet néanmoins de modéliser des systémes géométriquement
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complexes. Par contre, I’inconvénient, est qu’elle nécessite beaucoup d’étapes intermé-
diaires, notamment les étapes de reconstitutions de circulations et de flux, ou de plus,
une inversion de matrice est nécessaire.

C.3. Cas des éléments finis

Dans le cas de la méthode des ¢léments finis (FEM), les mémes relations discrétes
reliant les circulations aux flux peuvent étre développées. Par exemple, la loi de com-
portement €lectrique discréte s’écrit :

[ ]=[Mm7] 2] (I1.53)

La différence avec la méthode d’intégration finie est que dans le cas de la méthode
des éléments finis, la construction de la matrice de masse utilise les fonctions
d’interpolation [20] [27] [33] et plus particuliérement des fonctions d’interpolation
d’arétes ou de facettes.

Dans le cas d’un tétraedre (Figure 11.2), a chaque nceud du maillage est associée une
fonction scalaire continue w,. Tel que si u est une fonction scalaire :

N
U= u,w, (IL.54)
n=1

Avecwy=1sin=n;etw,=0sin+#n,.

A chaque aréte est associée une fonction vectorielle continue w, :
w=2uw, (IL.55)

Avec w, =w,, Grad w, - w, Grad w,,. w, et w,, étant les fonctions d’interpolation no-
dale des n et m appartenant a 1’aréte a.

De méme, on associe a chaque facette une fonction vectorielle continue wy:
F

u= ;ufwf (11.56)

Avec : we= 2 w; (Grad w,, x Grad w,) + 2 w, (Grad w; x Grad w,,) +

(I1.57)
2wy, (Grad w, x Grad w;)

La facette f étant une surface a trois sommets, les fonctions d’interpolation w;, w,, et
w, sont les fonctions d’interpolation nodales des nceuds /, m, n.

Enfin, a chaque volume est associée une fonction scalaire w,.

V
u= u,w, (IL.58)
v=l1
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Avec : W, = siv=v;
vol(v) (IL.59)
Et Wv,~=0 Siv#v;

A partir de ces fonctions d’interpolation et de I’expression de 1’énergie, on peut mon-
trer que la loi de comportement électrique discréte s’écrita partir des fonctions
d’interpolation d’arétes lorsque la circulation électrique est définie sur les arétes du
maillage primal :

[]j} = [M; LF [e,] Avec M= jlj)jawf(j)wa(,.) dz (I1.60)
Avec Ny, le nombre d’arétes du maillage : 1 <i<Nyet1 << N, .

Si le probléme entraine la définition de la circulation sur les arétes duales on utilisera
les fonctions d’interpolations de facettes :

- s . oo 1
[&:]= [M afl;p []f} Avee M7 :jy ;Wj"(_/)”’f(i) dr (IL61)

Avec Np, le nombre de facettes du maillage : 1 <i < Npet1<j<Np.

Dans le cas de la FEM, les matrices de masse obtenues sont symétriques.

D. Discrétisation des termes sources

Dans ce paragraphe est présenté comment sont construits les champs de vecteurs
sources discrets permettant d’imposer ou de calculer les grandeurs globales. Le cas des
domaines non simplement connexes est abord¢.

D.1. Construction de N et de K

Considérons un domaine D dont la surface 77 est décomposée telle que
I'=1T, 0 I3 ¢ (Figure 11.44).

Swp
o

Figure I1.44. Domaine D.
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Le champ de vecteur NV est un champ source servant de support pour, par exemple, la
densité de courant source Js. Dans ces conditions, sur les frontieres /7 et /¢, le champ
de vecteurs N doit vérifier les conditions suivantes :

[[ N-ds=+1 (1L62)
T'youle
Et N-n=0sur /3 (I1.63)

De plus, compte tenu des propriétés de la densité de courant, /V vérifie également
Div N = (. Dans le domaine discret, on choisit de discrétiser le flux de NV sur les facettes
du maillage primal, sur ’espace W-. La conservation du flux de N s’écrit :

[Dy ][N/ ]=[0] (IL64)

Une infinité de solutions permet de vérifier ces équations. Pour en déterminer une, on
utilise une méthode basée sur une technique d’arbre de facettes [33] [34]. On impose, a
I’aide d’un arbre de facettes, une condition de jauge. On utilise une méthode itérative
basée sur cette technique d’arbre pour construire le champ de vecteurs discret de M.
L’arbre de facettes est construit de la maniére suivante :

— Toutes les facettes appartenant a la frontiére /3 font partie de 1’arbre (Pour imposer
N-n = 0 sur celles-ci).

— Tous les ¢léments sont reliés par I’arbre de facettes de /4 & /¢ sans former de bou-
cle.

Préalablement on définit sur une des facettes de /7, oude /¢, Ny=1 et Ny= 0 sur les
autres (Figure 11.45).

Figure 11.45. Définition de N sur une frontiere Iy ou [¢.

En parcourant les ¢léments du maillage la conservation du flux de NV est vérifiée. Les
conditions (I1.62) a (I.64) sont ainsi satisfaites. Pour plus de clarté un exemple 2D
montre comment est calculé NV a partir de ’arbre de facettes sur la figure (Figure 11.46).
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I3
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— Facettes appartenant a 1’arbre de facettes
Facettes n’appartenant pas a ’arbre

Figure I1.46. Exemple de calcul de Ny

A partir du champ de vecteurs discret Ny, peut étre calculé le champ de vecteurs K
discrétisé sur les arétes du maillage primal que I’on notera K,. Une infinité de champs
de vecteurs permet de définir ce champ de vecteurs K, tel que :

Ry Ky =Ny (1L.65)

Cette relation est la relation discréte de I’équation (1.77). Pour calculer ce champ de
vecteurs, une technique d’arbre d’arétes [22] [33] est utilisée. Cet arbre est construit de
telle sorte que tous les nceuds du maillage sont reliés sans former de boucle. Un exem-
ple d’arbre d’arétes appliqué a un maillage de quatre éléments est représenté sur la
figure (Figure 11.47).

— Arbre
---- Co-arbre

Figure I1.47. Exemple d’arbre d’arétes.

Les circulations de K, sont définies a zéro sur les arétes de 1’arbre d’arétes et celles
définies sur les arétes du co-arbre sont inconnues. En parcourant les facettes du mail-
lage, on vérifie Ry K, = 0 sur les facettes qui ne sont pas traversées par le champ de
vecteur Nyet Ry K, = 1, ou -1, sur les facettes traversées par N On détermine alors un
champ de vecteurs [K,] par une méthode itérative.

Dans le cas d’un domaine non simplement connexe (Figure 11.48), les frontiéres /et
I'¢ sont confondues. Le champ de vecteurs /V est alors défini circulant autour du trou.
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Iy=1I¢c

Figure 11.48. Exemple d’une coupure appliquée a un systeme non simplement connexe.

Pour obtenir ce parcours de Ny, on affecte sur certaines arétes une circulation de K,
égale a / tel que Ry K, = I a travers chaque facette connectée au trou débouchant
(Figure 11.49). On retrouve la notion de coupure qui relie la frontiére /4 a /¢.

S
&\

- --A

Figure I1.49. N et K relatif a la coupure.

Le champ de vecteur discret N, est alors défini tel que N-n =0 sur /3 et Ry K, = Ny
simultanément. A titre d’exemple, dans le cas d’un probléme électrocinétique, on pourra
imposer le courant circulant autour d’un trou.

D.2. Construction de f et de a

Le champ de vecteur £ est utilisé¢ pour imposer une différence de potentiels pour les
formulations en potentiels scalaires. Les circulations de champs étant définies sur les
arétes primales, on définira également £ sur les arétes primales afin d’écrire la relation
discrete de E = V sous la forme :

e, =B,V (IL.66)

Ce champ de vecteur doit aussi vérifier I’équation (I1.79) dans le domaine discret. Ce-
pendant g peut prendre une infinité de répartition pour satisfaire cette équation. La
solution retenue pour construire £ est la suivante : On considere tout d’abord un conduc-
teur dont les frontiéres 7y, /g et g sont définies et y un parcours reliant /gy a [ p».
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Une des frontieres [ g; est isolée. On considére alors les arétes connectées a cette fron-
tiere par une seule extrémité sur lesquelles sera défini = / (Figure I1.50). Sur les autres
arétes sera défini # = (. De cette maniére, quelque soit le parcours de y, 1I’équation (1.79)
est vérifiée. Dans le domaine discret cette équation s’écrira :

Eyﬁa =1 (1.67)
'y
i 'y
S R
: Bu=1
Ic

Figure 11.50. Définition de f et d’un parcours quelconque y.

Au méme titre que le champ électrique E, le champ de vecteur f est a rotationnel nul.
Il peut alors s’écrire en fonction d’un potentiel scalaire que 1’on notera a tel que : f=-
Grad o. Compte tenu de la définition de f, précédemment citée, le potentiel scalaire o
est discrétisé sur les nceuds primaux. Ce potentiel sera égal a 1 pour les nceuds apparte-
nant & / g; et sera nul pour les autres nceuds.

On vérifie alors I’équation suivante :
ar,, —ar,, =1 (IL.68)
La relation discréte entre f§ et o s écrit alors a 1’aide de 1’opérateur gradient discret :
Pa=—Gan y (11.69)

Ces deux outils discrétisés vont nous permettre d’introduire les grandeurs globales
¢lectriques et/ou magnétiques a 1’aide des formulations en potentiels par le biais des
termes sources.

E. Formulations discreétes

Pour établir les formulations discrétes, nous avons pris le parti de définir les incon-
nues, donc les potentiels introduits, dans ’espace du maillage primal pour des raisons
de simplicités évidentes. En effet, imposer une condition aux limites sur les fronticres
d’un maillage dual est délicat. La définition géométrique des ¢léments duaux au-dela du
maillage primal n’est pas définie.
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Les potentiels vecteurs ¢€lectriques 7T et magnétiques 4 sont donc discrétisés sur les
arétes du maillage primal, on notera ces quantités : 7" et A pour alléger les notations. Les
inconnues scalaires électriques ¢ et {2 magnétiques sont quant a elles discrétisées sur les
nceuds du maillage primal. Ces potentiels seront notés de la méme facon dans le do-
maine discret @ et Q. Pour des raisons de lisibilité, les matrices d’incidence seront é¢ga-
lement notées sans les indices d’arétes, de facettes et de nceuds. A titre d’exemple, la
matrice d’incidence correspondant a I’opérateur rotationnel discret Ry, sera notée R.

E.1. Electrocinétique

Pour résoudre un probléme d’électrocinétique dans le domaine discret, il est possible
de discrétiser la circulation du champ ¢électrique soit sur les arétes primales, soit sur les
arétes duales. Le choix d’utiliser telle ou telle définition sera conditionné par le poten-
tiel, vecteur ou scalaire, que nous introduirons.

E.1.a. Formulation 7

Pour cette formulation, en discrétisant le flux de la densité de courant sur les facettes
primales, le potentiel vecteur électrique T est par conséquent discrétisé sur les arétes du
maillage primal. Le systeme discret que 1’on résout a 1’aide de cette formulation
est donc :

Ré=0 (I11.70)
Avec la loi de comportement électrique :
j=Mge (IL71)

Le diagramme de Tonti discret (Figure I1.51) représente les différentes grandeurs
dans leurs espaces respectifs.

Figure I1.51. Diagramme de Tonti discret appliqué a la formulation T.
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- Courant imposé

En faisant apparaitre les grandeurs globales, comme introduites dans les paragraphes
précédents la densité de courant s’exprime dans le domaine discret sous la forme sui-
vante :

j=J,+js=RT+RKI (IL.72)
La formulation a courant imposé s’écrit sous la forme :
[R'M7'R|[T]=-[ R"M 'R |[K 1] (1L.73)

En jaugeant le probléme a I’aide de la technique d’arbre d’arétes, on élimine du sys-
teme d’équations les inconnues définies sur les arétes de I’arbre. Jauger un probléme en
potentiel vecteur permet de s’assurer de I’unicité de la solution. On utilise la jauge du
type T-w =0 [1]. L’arbre d’arétes correspond au support du champ de vecteurs w qui
circule dans tout le domaine sans former de boucle. Le systéeme d’équations obtenu est
de taille égale au nombre d’arétes du maillage moins le nombre d’arétes conditionnées
par les conditions aux limites et la condition de jauge.

- Tension imposée

Pour introduire la différence de potentiels électriques comme terme source, il est né-
cessaire d’utiliser 1’équation (1.95) que 1’on écrit sous forme discréte. En introduisant le
champ de vecteur N et en utilisant la loi de comportement discréte, on obtient :

V=N'é=(RK) (M7 'R(T+KI)) (1L74)

Cette équation est ajoutée a la formulation (I1.73). Le courant devient une inconnue
supplémentaire et la tension est alors le seul terme source. A tension imposée, la formu-
lation s’écrit alors :

R'MZ'R  R'M7'RK |[T] [0
- = (IL75)

K'R'MT'R K'R'MSRK || 1] |7

E.1.b. Formulation ¢

Pour cette formulation, en discrétisant la circulation de champ électrique sur les aré-
tes primales, le potentiel scalaire électrique est défini aux nceuds du maillage primal. La
densité de courant est par conséquent discrétisée sur les facettes du maillage dual
(Figure I1.52) a I’inverse de la formulation en potentiel vecteur électrique. On résout
I’équation (1.28) qui, dans le domaine discret, s’écrit sous la forme suivante :

Di=0 (1L.76)

On tient compte de la loi de comportement électrique discrete qui, dans cette confi-
guration, s’écrit :
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J=M73e (IL77)

Figure 11.52. Diagramme de Tonti discret appliqué a la formulation ¢.

- Tension imposée

L’utilisation de la fonction @, nous permet de faire apparaitre la valeur de la diffé-
rence de potentiels €lectriques V" dans I’expression de la circulation du champ électri-
que. Plus précisément a apparait dans 1’expression du champ é€lectrique source :

e=¢ +e;=—G(p+al) (I1.78)

En utilisant la loi de comportement discrete et ’expression de la densité de courant
en fonction de la circulation du champ électrique dans 1’équation (I1.76), la formulation
en potentiel scalaire électrique s’écrit telle que :

|G"M5Glp]=-| "M |[av] (1.79)

D’une maniere générale, on jauge le probleme afin d’obtenir une solution unique.
Pour les formulations utilisant des inconnues scalaires, on fixe un ou plusieurs poten-
tiels pour assurer 1’unicité de la solution. En imposant une différence de potentiels entre
deux frontieres du type /g, les potentiels scalaires €lectriques appartenant a ces frontie-
res sont fixés. On obtient alors un systéeme d’équation de taille égale au nombre de
nceuds du maillage primal moins les noceuds conditionnés par les conditions aux limites
IE;.

- Courant imposé

Pour imposer le courant, I’équation (I.101) est utilisée sous forme discréte. On y fait
apparaitre la fonction scalaire o et a ’aide de la loi de comportement électrique discrete
on obtient :

1=p"j=(Ga) (M}, G(p+aV)) (IL.80)

La formulation en potentiel scalaire électrique a courant imposé devient :
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G'MIG  G'M2Ga 0
. . ]V}H (IL81)

aTGTM}’.aG aTGTM;Ga v 1

En ajoutant I’équation (I1.80) a la formulation (IL.79) la différence de potentiels élec-
triques " devient une inconnue.

E.2. Magnétostatique

La méme remarque qu’en €lectrocinétique s’applique pour les problémes de magné-
tostatique. Le choix de travailler sur le maillage primal ou sur le maillage dual dépendra
de la formulation utilisée.

E.2.a. Formulation 4

Ici, le flux de I’induction magnétique est discrétisé sur les facettes du maillage pri-
mal, ce qui entraine que le potentiel vecteur magnétique A est également discrétisé sur
les arétes du maillage primal. Les circulations de champs magnétiques sont de ce fait
définies sur les arétes du maillage dual (Figure 11.53).

Figure I1.53. Diagramme de Tonti discret appliqué a la formulation A.

Le systéme a résoudre est la forme discréte de 1’équation (1.44) :
Rh=] (11.82)
La forme discrete de la loi de comportement s’écrit :
b=M'h (IL.83)

- Flux imposé

Lorsque 1’on cherche a imposer le flux magnétique ¢, il apparait dans 1’expression de
I’induction source en fonction du potentiel vecteur magnétique 4 et de K (I.112). Dans

© 2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



These de Julien Korecki, Lille 1, 2009

CONTRIBUTION A LA MODELISATION ELECTROMAGNETIQUE A L’AIDE DE LA FIT 95

le domaine discret I’induction s’écrit :
bzR(A+K¢) (11.84)

Le terme A correspond aux inconnues du probléme tandis que le terme K¢ corres-
pond au terme source. L’expression de ’induction (I1.84) et la loi de comportement
nous permettent d’écrire la formulation en potentiel vecteur magnétique a flux imposé :

[ R"MUR|[A]=-[ R"MY'R|[K ¢+ ] (IL.85)

On rappelle que le terme ; correspond & un second terme source relatif a la présence
d’inducteurs dont on connait parfaitement la distribution de la densité de courant.

Comme la formulation en potentiel vecteur électrique, le nombre d’équations a ré-
soudre est égale au nombre d’arétes du maillage primal moins celles conditionnées par
les conditions aux limites et la condition de jauge.

- Force magnétomotrice imposée

A partir de I’équation (I.115), il nous est possible d’imposer une différence de poten-
tiels magnétiques ¢ en utilisant cette formulation. Dans le domaine discret, cette équa-
tion s’écrit sous la forme suivante :

e=N"h=(RK) M%' R(A+Kg) (I1.86)

Le flux ¢ devient une inconnue. La formulation en potentiel scalaire s’écrit alors telle

que :
R'M%'R  R'MY'RK |[4] [0] [
K'RM*“R K'RM“RK || 6| ||’ (IL87)
fa fa ¢1 L&l [0
E.2.b. Formulation Q

Le flux de I’'induction est discrétisé sur les facettes duales. De cette maniere on peut
discrétiser le potentiel scalaire magnétique sur les nceuds du maillage primal (Figure
I1.54). Le systéme discret que 1’on résout a 1’aide de cette formulation est la conserva-
tion du flux :

Db=0 (11.88)

En tenant compte de la loi de comportement magnétique discréte qui, dans cette
configuration, s’écrit :

b=M: h (I1.89)
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Figure 11.54. Diagramme de Tonti discret appliqué a la formulation Q.

- Force magnétomotrice imposée

Pour imposer la force magnétomotrice, on exprime le champ magnétique en fonction
du potentiel scalaire magnétique, de la force magnétomotrice a 1’aide de la fonction a et
du terme source dii a la présence d’inducteurs :

h=h,—G(Q+a¢) (11.90)

On peut alors établir la formulation en potentiel scalaire magnétique dans le cas ou la
force magnétomotrice ¢ est imposée :

|6"M4G |[Q]=| "M, [[h]-| G"M4G [[as] (IL91)

- Flux imposé

Comme nous I’avons vu précédemment, pour imposer un flux avec la formulation en
potentiel scalaire, il est nécessaire d’ajouter une équation supplémentaire (1.120). Sous
forme discréte, cette équation s’écrit :

p=p'b=(-Ga) M:(h-G(Q+ac)) (11.92)

En ajoutant cette équation a la formulation (I1.91), la force magnétomotrice devient
une inconnue, la formulation s’écrit alors sous la forme suivante :

G'M4G  G'MLGa |:Q:| [0} G'M*

fa
+ h, 11.93
aTGTM;f.aG aTGTM;f.aGa £ @ aTGTM%I [] ( )

E.3. Magnétodynamique

La définition des espaces discrets dans lesquels sont définies les grandeurs utilisées
pour traiter des problémes magnétodynamiques est celle utilisée dans les paragraphes
précédents. Concernant la formulation 4-¢, le potentiel 4 est défini sur les arétes du
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maillage primal et le potentiel ¢ aux nceuds et pour la formulation 7-Q, T est discrétisé
sur les arétes et Q sur les nceuds du maillage primal.

E.3.a. Formulation 7-Q

Le systéme discret que I’on résout a 1’aide de cette formulation est issu de I’équation
(I.71). 11 s’écrit alors sous la forme suivante :
- d ~
Re=——>b
dt (1I1.94)
Db=0
Dans la configuration de cette formulation, les lois de comportement électrique et
magnétique discretes s’écrivent :

j=Mge (IL95)
b=M4h (IL96)

Le diagramme de Tonti (Figure 11.55) montre ou sont définies les différentes gran-
deurs dans le domaine discret.

Figure I1.55. Diagramme de Tonti discret appliqué a la formulation T-Q.

Le terme Hg, relatif aux inducteurs bobinés, n’est pas pris en compte ici afin
d’alléger les notations. On écrira le champ magnétique sous la forme suivante :

H=T+KI-Grad (Q+ace) (1L97)

- Courant et force magnétomotrice imposés
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Pour imposer un courant on utilise le champ de vecteurs K. La densité de courant
s’exprime en fonction du champ source K [ ainsi que du potentiel vecteur magnétique 7
(IL.98).

Pour imposer une force magnétomotrice, on utilisera la fonction £ qui nous permet
d’exprimer le champ magnétique source f§ ¢. Le champ magnétique s’exprime en fonc-
tion du potentiel scalaire magnétique €, des champs sources K 7 et f ¢ ainsi que du
champ magnétique induit 7 (11.99).

Jj=R(T+KI) (I1.98)
h=KI+T-G(Q+a¢) (1.99)

On résout alors les équations (I1.94) qui s’écrivent respectivement, en faisant appa-
raitre les grandeurs globales et les potentiels, sous la forme suivante :

RM%'R(T+K1) :—iM;; (T+KI-G(Q+as))

o dt (11.100)
DM4(T+KI1-G(Q+as))=0

La formulation développée ici est détaillée en annexe (A.1) page 134.

- Tension et flux imposés

Pour, a I’inverse, imposer le flux et la tension, on utilise la forme discréte des équa-
tions (1.133) et (1.134) :

o=p"b (IL.101)
VzéTN+KT%I5 (I1.102)

En ajoutant ces équations a celles du systeme (I1.100), on obtient alors le systéme
d’équation suivant a tension et a flux imposé :

EM;;1R(T+K1)=—%M;;(T+K1—G(Q+ag))
DM4(T+KI-G(Q+as))=0

. J (I.103)
(MG'R(T+K 1)) N+KTZM§;(T+KI—G(Q+058)):V

pME(T+KI-G(Q+as))=¢

Cette formulation est elle aussi détaillée en annexe (A.2) page 134.

La force magnétomotrice ¢ ainsi que le courant / sont a présent des inconnues sup-
plémentaires du systéme d’équations.
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E.3.b. Formulation 4-¢

Le systéme d’équations que 1’on résout a 1’aide de cette formulation est formé par les
équations (1.57) et (1.58) sous leurs formes discretes :

Rh=]j
-~ - (I1.104)
Dj=0
Avec les lois de comportement magnétique et €électrique :
Y _ 240
j=M W (I1.105)
b=M%h (I1.106)

Le diagramme de Tonti (Figure 11.56) montre ou sont définies les différentes gran-
deurs dans le domaine discret.

- Flux et tension imposés

Les grandeurs globales que 1’on impose naturellement sont le flux ¢ et la tension V.
Le flux est introduit dans I’expression de 1’induction grace au champ source N ¢
(I.107) et la tension apparait dans 1’expression du champ électrique via le champ
source f V (I1.108).

b=R(A+K ¢) (11.107)

d
e:—E(A+K¢)—G(¢+aV) (11.108)
En utilisant ces deux équations (I1.107) et (I1.108) ainsi que les lois de comportement

discrétes, le systeme (I1.104) s’écrit sous la forme suivante :

RM,R(A+K ¢)=-M?, (%(A+K¢)+G(gp+aV)}
J (1L.109)
DM} (E(A+K¢)+G(¢+QV)J=O

On retrouvera également cette formulation détaillée en annexe (A.3) page 135.
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Figure I1.56. Diagramme de Tonti discret appliqué a la formulation A-¢.

- Courant et force magnétomotrice imposés

Pour faire apparaitre le courant ainsi que la différence de potentiels magnétiques
dans la formulation on utilise les équations (1.127) et (I.128) sous leur forme discréte :

I=p"] (I1.110)
e=NTh-xTj (IL111)

La formulation 4-¢ discréte a courant et a force magnétomotrice imposée s’écrit a
I’aide du systeme (I1.109) et des équations (I1.110) et (IL.111) :

d

ﬁM%*lR(A+K¢)=—M}; (E

(A+K¢)+G(¢+aV)j

d

DM?I| =
f"(dt

(A+K¢)+G(go+aV)]=O
(IL112)

-p'M¢, (%(A+K¢)+G((o+a1/)j:]

4
dt

NTM_;;-IR(A+K¢)+KTM;( (A+K¢)+G(go+aV)j:5

La tension V ainsi que le flux magnétique ¢ sont alors deux inconnues supplémentai-
res. L’¢équation (A.4) page 135 détaille cette formulation a courant et a force magnéto-
motrice imposée.

Afin de comparer les solutions obtenues a I’aide de la FIT et de la FEM, on compare-
ra les valeurs des énergies magnétiques ainsi que des puissances dissipées pour chaque
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formulation. Effectuer une comparaison concernant les grandeurs locales des champs
n’est pas judicieux. En effet la technique d’intégration finie émet 1’hypothése que les
champs sont constants dans les éléments, ou plus précisement, dans chaque tube de flux.
Ce qui n’est pas le cas avec la méthode des éléments finis, qui, en utilisant des fonctions
de forme permet d’obtenir la valeur des champs en tout point d’un élément. On sait a
priori qu’il existera une différence notable entre les deux méthodes au niveau local.
Notamment si, par exemple, on compare la valeur de 1’induction au point chaud d’un
circuit magnétique d’un transformateur. On s’intéresse alors aux grandeurs globales
comme |’énergie magnétique ou la puissance €lectrique.

Dans le cas d’un probléme électrocinétique, le bilan de puissance (1.94) nous permet
d’écrire, dans le domaine continu, la puissance sous la forme suivante :

P:QJE'”T (I.113)

Pour la FIT et pour la formulation en potentiel scalaire électrique ¢, cette relation
s’écrit dans le domaine discret tel que :

P=e; j; (IL.114)
Pour la formulation en potentiel vecteur électrique 7 elle prend la forme suivante :
pP=¢'j, (IL115)

En ce qui concerne la méthode des éléments finis, il est possible de déterminer les
champs en tout point de ’espace a ’aide des fonctions de formes [4] [20]. On effectue
alors une intégration volumique dans chaque ¢lément a I’aide de la méthode de Gauss
pour obtenir la valeur de la puissance :

P= ﬂfe w,w, Jj; d (IL.116)

La méme démarche est suivie concernant la détermination de I’énergie magnétique.
A partir du bilan énergétique (I.114), & ’aide de la FIT en formulation Q, on obtient la
valeur de 1’énergie par 1’équation suivante :

1. .~
W:EhaT b, (I.117)
Et pour la formulation en potentiel vecteur magnétique A4 :
1 -~
W:Eh; b, (IL118)

En ce qui concerne la méthode des éléments finis, en utilisant les fonctions de forme
on peut écrire :

1 ~
Wi =EI£Ib;T-WZWaha dz (IL119)
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Il est naturel de définir les inconnues des problémes sur les entités du maillage pri-
mal. Ce maillage, saisi par 1’utilisateur, suit la géométrie du systeéme a étudier. Mais il
est possible de définir les inconnues dans le domaine du maillage dual. On utilise alors
la notion de dualité a la fois pour le maillage, pour les opérateurs discrets, grace a la
notion d’opérateurs adjoints et également pour les lois de comportement magnétique et
¢lectrique [30].

Cette partie consacrée a la discrétisation d’un probléme permet d’établir un modéle
discret nécessaire a la résolution numérique d’un systeme. Les différentes formulations
en potentiels et la construction, via des méthodes d’arbres d’arétes et de facettes, des
outils permettant d’imposer les grandeurs globales ont été présentées. Ces arbres
d’arétes et de facettes permettent également de jauger le probleéme en agissant sur les
potentiels vecteurs électriques ou magnétiques. L imposition de courant, de flux, et de
différence de potentiels électriques ou magnétiques a été développée pour chaque for-
mulation en potentiel de I’électrocinétique, de la magnétostatique et de la magnétody-
namique. Le cas des domaines non simplement connexes a été abordé.
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Chap II1. Applications et comparaisons

Ce chapitre est consacré a la comparaison des résultats obtenus a 1’aide de la techni-
que d’intégration finie et de la méthode des €léments finis. Les résultats obtenus a I’aide
de cette derniere méthode seront nos résultats de référence. Plusieurs systémes sont
traités pour chaque domaine de 1’¢lectromagnétisme. Chacun de ces problémes est
résolu a I’aide des deux formulations duales.

Le premier domaine auquel on s’intéressera est I’¢lectrocinétique. Un cas non sim-
plement connexe est traité ainsi qu’un cas multi-sources dans lequel sera montré
I’intérét des champs sources NV et f. On s’intéressera ensuite au domaine de la magné-
tostatique, ou I’on traitera des cas simples en 2D extrudées et 3D avec imposition des
grandeurs globales. Le cas de la magnétodynamique est également abordé. L’effet de
proximité de deux conducteurs est mis en évidence. Puis un cas axisymétrique appliqué
a la FIT approchée est présenté, dans lequel est montré I’évolution des courants induits
dans un conducteur soumis a un champ magnétique variable.

A. Electrocinétique

Pour tester les formulations de I’¢électrocinétique a 1’aide de la FIT, plusieurs exem-
ples ont été étudiés. Pour chacun d’eux les simulations sont effectuées a I’aide des deux
formulations (en potentiel scalaire et vecteur ¢électrique) dans le cas ou I’on impose soit
un courant soit une tension électrique.

A.1. Systéme mono-Source

Le premier exemple est un conducteur en forme de U (Figure II1.1) dans lequel on
cherche a déterminer la distribution de la densité de courant. Dans le cas de la formula-
tion en potentiel vecteur ¢€lectrique 7, imposer une densité de courant source souléve
des problémes, notamment dans les parties coudées. Pour contourner cette difficulté on

© 2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



These de Julien Korecki, Lille 1, 2009

104 APPLICATIONS ET COMPARAISONS

utilise les outils introduits précédemment : Le champ de vecteurs N va permettre de
construire le support de la densité de courant source pour I’utilisation de la formulation
en potentiel vecteur électrique 7. De méme, le champ de vecteurs f nous permet de
construire un champ électrique source avec la formulation en potentiel scalaire électri-
que . A titre d’illustration, une distribution possible de densité source utilisée par la
formulation en potentiel vecteur électrique est représentée sur la figure (Figure 111.2).

o A

Facette de sortie Facette d’entrée

Figure Il1.2. Exemple de calcul de N pour le

Fi 11.1. Maill du U conducteur.
igure antage du U conducteur U conducteur.

On impose les conditions aux limites du type Exn = 0 sur les frontiéres /s et I k>
telles que :

Exn=-Grad(p+ o V)xn=0sur I'g
Avec [-Gradp-dl =0 et [-GradaV -dl =V (IL.T)
v v

Ainsi que la condition J-n = 0 sur 7/ telle que :
Jn=Ro(T+KI)n=0sur/j
Avec $T-dl=0 et §(K1)-dl=1 (IIL2)
C C

Les deux formulations de 1’¢électrocinétique sont testées ici, a courant et a tension
imposée. La démarche entreprise est la suivante : A 1’aide de la formulation en potentiel
vecteur ¢lectrique 7, un courant de 100 A est imposé (I1.73). La puissance dissipée ainsi
que la tension (I1.74) apparaissant aux bornes de ce conducteur sont calculées. A travers
de nouvelles simulations, la tension précédemment calculée devient le terme source du
probléme, a la fois de la formulation en potentiel vecteur T et de la formulation en
potentiel scalaire ¢. On déterminera alors le courant ainsi que la puissance dissipée pour
ces deux formulations (I.75) et (II.79). Finalement, la formulation en potentiel scalaire
@ est testée a courant imposé (I1.81) avec pour valeur de courant, celle déterminée pré-
cédemment avec cette méme formulation. On effectue donc quatre simulations a cou-
rant et tension imposée afin de s’assurer de la réversibilité de la résolution.

Pour la formulation en potentiel vecteur ¢électrique 7T a courant imposé, la figure
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(Figure II1.3) représente la distribution de courant obtenue.

Figure I11.3. Distribution du courant pour le U conducteur.

Concernant la formulation en potentiel vecteur électrique 7, les valeurs obtenues sont
reproduites dans le tableau (Tableau III.1). Afin de vérifier le modele proposé, le cou-
rant est d’abord imposé pour ensuite appliquer la tension obtenue comme terme source.
On peut noter que les résultats sont en bonne concordance.

La méme démarche a ¢ét¢ menée pour la formulation en potentiel scalaire électri-
que ¢. Les résultats obtenus a tension puis a courant imposé sont donnés dans le tableau

(Tableau III.2).
[ imposé \Y P N V imposée I P
100 A | 3,025mV | 0,302 W 3,025mV | 100 A | 0,303 W

Tableau I11.1. Résultats a courant imposé puis a tension imposée pour la formulation en poten-
tiel vecteur électrique T.

V imposée I P N [ imposé v P
3.025mV | 101,6 A | 0,307 W 101,6 A | 3,025 mV | 0,307 W

Tableau 111.2.Résultats a tension imposée puis a courant imposé pour la formulation en poten-
tiel scalaire électrique @.

Cet exemple démontre que quelque soit la formulation utilisée, formulation en poten-
tiel vecteur électrique T ou scalaire électrique ¢, I’imposition des grandeurs globales
¢lectriques est effective et permet d’obtenir des résultats cohérents de bonne qualité.
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A.2. Systéme multi-Sources

Pour aller plus avant concernant le comportement de la FIT couplée a I’imposition
des grandeurs globales électriques, un cas multi-sources est étudi¢. Ce deuxiéme exem-
ple est un conducteur alimenté par quatre sources ¢lectriques (Figure I11.4). Cinq fron-
tieres du type /g sont définies. Elles permettent de modéliser les quatre sources.

I

Y,

T

Figure I11.4. Maillage a 7000 éléments.

Entre les frontiéres /g; et /g, sera définie la premicre source, on imposera soit une
différence de potentiel électrique (V;), soit un courant circulant de 1’'une a I’autre des
surfaces (/;). La deuxiéme source sera définie par le couple /g;-7;3, la troisiéme par
TE1-Tg4 et la dernieére source par /g;-/gs. Dans le cas ou 1’on impose les tensions la
frontiére /g; est équivalente a un potentiel de référence nul tandis que dans le cas ou
I’on impose les courants, cette frontiere agira comme un puits de courant ou I’on pourra
appliquer la loi des nceuds.

L’objectif est de déterminer les différentes grandeurs globales électriques dans diffé-
rentes configurations pour les deux formulations de 1’électrocinétique. Par configura-
tion, entendons la maniére dont le conducteur est alimenté. Soit par une tension et trois
courants ou inversement. Les configurations testées sont représentées dans le tableau
(Tableau II1.3).
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Grandeurs imposées

Config. | I, Vi I, v, I; Vs 1, Vy
1 v v v v
2 v v v v
3 v v v v
4 v v v v

Tableau 111.3. Configurations testées sur le cas du conducteur multi-sources.

Sur la figure (Figure IIL.5), sont représentés les quatre champs de vecteurs sources
N utilisés pour la formulation en potentiel vecteur électrique 7. Compte tenu des choix
que nous avons fait, la facette de départ est la méme pour ces quatre champs sources.
L’utilisation de la formulation en potentiel scalaire nécessite de définir les potentiels
o = 1 sur les frontieres /%;.

Figure II1.5. Vecteur source Nj+ N, + N3 + Ny pour les quatre conducteurs sources fictifs.

Intéressons nous tout d’abord a la formulation en potentiel vecteur électrique 7 ou,
dans un premier temps, quatre valeurs de courant sont imposées : 10, 20, 30 et 40 A
respectivement appliquées aux frontieres /g, /g3, [ k4 et Igs (Config. 1 Tableau I11.3).
On détermine donc les valeurs des tensions associées a ces quatre sources ainsi que la
puissance dissipée dans le conducteur. Le tableau (Tableau II1.4) regroupe les résultats
obtenus. La somme des courants qui traverse la frontiere /g; est naturellement de
100 A. Dans un deuxiéme temps les tensions obtenues sont les valeurs sources du pro-
bléme (Config. 2 Tableau II1.3). Pour cette formulation on ajoute alors quatre €quations
(IL.74). Les courants déterminés sont alors 10, 20, 30 et 40 A. Les résultats concordent
bien entendu en ce qui concerne la valeur de la puissance dissipée. On retrouve égale-
ment des résultats analogues pour les configurations 3 et 4.
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Tgi-Tg2 |11 | 10A | VI | 1,826 mV

Tgi-Tg3 |12 | 20A | V2 | 1,916 mV

TEi-TEs | 13 | 30A | V3 | 2,036 mV

Tgi-Tgs | 14 | 40A | V4 | 2,127 mV
P=0,203 W

Tableau 111.4. Résultats pour la formulation en potentiel vecteur électrique T a courant et a
tension imposée.

La figure (Figure II1.6) représente la distribution de la densité de courant obtenue a
I’aide de cette formulation.

Figure I11.6. Distribution de la densité de courant.

Les mémes calculs ont été effectués a 1’aide de la formulation en potentiel scalaire
¢lectrique ¢. Les courants ont tout d’abord été les termes sources du probléme
(config. 1) pour ensuite poursuivre la méme démarche que pour la formulation en po-
tentiel vecteur. Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau (Tableau II1.5). On
obtient systématiquement les mémes couples de courant et tension (/; V;) quelque soit la
configuration utilisée.

Tgr-lg2 |11 | 10A | VI | 1,802 mV

Tgr-lg3 |12 | 20A | V2| 1,892 mV

TEr-TEg | 13 | 30A | V3| 2,008 mV

Tgi-Tgs |14 | 40A | V4 | 2,098 mV
P=02W

Tableau I11.5. Résultats pour la formulation @ a courant et a tension imposée.
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A.3. Systéme mono-Source non simplement connexe

Nous allons maintenant étudier le cas d’un domaine non simplement connexe (Figure
II1.7). Pour résoudre ce probléme, a 1’aide de la formulation en potentiel vecteur électri-
que, il est nécessaire, comme développé précédemment, d’introduire un champ de vec-
teurs IV’ supplémentaire relatif a un inducteur fictif dont le courant circulera autour du
trou. On rappelle que ce champ de vecteurs sert de support au courant /’, de valeur
inconnue, associé¢ a ce conducteur fictif. En revanche, pour la formulation en potentiel
scalaire é€lectrique, aucune précaution n’est a prendre pour 1’étude de ce type de do-
maine. Sur la figure (Figure II1.8) sont représentés les deux champs de vecteurs sources
N et N’ discrets.

A

p=
Figure I11.7. Structure mono-source, cas d’un Figure I11.8. Champs de vecteurs sources
domaine non simplement connexe. pour le systeme non simplement connexe.

Comme pour les cas précédents, les deux formulations ont été testées en imposant le
courant et la tension. Pour les deux formulations, on impose tout d’abord un courant /
de 1 A a travers la frontiére /g; puis la tension apparaissant aux bornes est calculée
ainsi que la puissance dissipée. Le courant I’ est de plus une grandeur supplémentaire a
déterminer pour la formulation en potentiel vecteur électrique 7. Les tensions détermi-
nées sont ensuite les termes sources des deux formulations. Le tableau (Tableau I11.6)
présente les résultats obtenus a 1’aide de la formulation en potentiel vecteur électrique T
ainsi que la valeur du courant /.

I Imposé A" P(W) | I'(A) N V Imposée | I(A) | P(W) | I’ (A)
1A 0,844 | 0,844 | 0,499 0,844 V 1 0,844 | 0,5

Tableau I11.6. Résultats a courant imposé puis a tension imposée pour la formulation en poten-
tiel vecteur électrique T.
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De méme, on trouvera dans le tableau (Tableau II1.7) les résultats obtenus a I’aide de
la formulation en potentiel scalaire électrique ¢. Quant a la figure (Figure I11.9) elle
représente la densité de courant dans le conducteur.

I Imposé | V (V) | P(W) N V Imposée | 1(A) | P (W)
1A 0,828 | 0,828 0,828V | 0,999 | 0,827

Tableau 111.7. Résultats a courant imposé puis a tension imposée pour la formulation en poten-
tiel scalaire électrique ¢.

<
-

Figure I11.9. Distribution de la densité de courant.

Au vu des résultats présentés, on constate qu’il y a une bonne cohérence entre les ap-
proches en potentiel vecteur et scalaire. Notamment en ce qui concerne la détermination
du courant /” associé au conducteur fictif.

On remarque aussi que lorsque E est défini sur le maillage primal (formulation en
potentiel scalaire) on obtient une solution par exce€s en ce qui concerne la puissance.
Inversement, la puissance est donnée par défaut lorsque E est défini sur le maillage dual
(formulation en potentiel vecteur). Ce phénomene a déja été analysé et utilisé pour
I’estimation des erreurs numériques en magnétostatique avec la méthode des éléments
finis [29] [30] [35].

A.4. Comparaison FIT approchée — Cell Method — EF

Dans le chapitre précédent la FIT approchée a été présentée. Cette méthode permet
de discrétiser les lois de comportement a 1’aide d’un maillage déformé en construisant
des tubes de flux équivalents orthogonaux aux tubes de flux issus du maillage déformé.
Afin de valider cette méthode, un cas test électrocinétique est résolu a 1’aide de la FIT
approchée, de la Cell-Method et de la méthode des éléments finis. La formulation utili-
sée est la formulation en potentiel scalaire électrique ¢.

Le cas test présenté sur la figure (Figure II1.10) est un conducteur auquel est imposée
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une différence de potentiels électriques V. Sur la frontiere /; est imposé 0 V et sur la
frontiere /g, est imposé 1 V.

Ik

IE

Figure II1.10. Cas test électrocinétique curvi-

. Figure Il1.11. Maillage de 64 éléments.
ligne.

La puissance dissipée dans ce conducteur est déterminée a I’aide de ces trois métho-
des en faisant varier I’angle 6 de la géométrie entre /5° et 90°. Cet angle représente
I’angle de développement du conducteur. On modifie alors la géométrie du systéme
dans le but d’estimer I’impact de la déformation des hexaedres sur la qualité de la solu-
tion. Un maillage identique de 64 ¢léments est utilisé pour la FIT et la Cell-Method
(Figure II1.11). Pour la méthode des ¢léments finis, cette méthode étant notre référence,
un maillage tétraédrique de 1000 éléments est utilis¢. La figure (Figure II1.12) repré-
sente la distribution du courant dans le conducteur obtenue par la méthode des éléments
finis.

TE>

QFEI

Figure II1.12. Distribution de la densité de courant dans une coupe transversale du conducteur.

Sur la figure (Figure III.13) apparaissent les puissances calculées a 1’aide des trois
méthodes.
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354
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Figure I11.13. Puissances dissipées (W) dans le conducteur pour 15°<6<90°.

Malgré I’écart que 1’on constate habituellement entre les résultats EF et FIT, du fait
des méthodes de calcul de la puissance différentes, les trois méthodes donnent des
résultats comparables. Au vu des résultats obtenus, I’hypothése émise, qui est de cons-
truire des tubes de flux orthogonaux équivalents, est validée pour cet exemple.

B. Magnétostatique

Pour la magnétostatique, nous allons tester les différentes formulations présentées
dans les chapitres précédents sur plusieurs exemples. Nous allons comparer les résultats
obtenus avec la FIT a ceux obtenus a la méthode des ¢léments finis sur des systémes
soumis a des densités de courant sources parfaitement connues ainsi qu’avec
I’imposition des grandeurs globales.

B.1. Exemple académique

Le systéme magnétostatique modélis¢é (Figure II1.14) est un cube d’air
(u = p9=4.1.107 H/m) d’un volume d’un métre cube de dimension traversé par une
densité de courant uniforme de 10 MA/m? [1]. Les conditions limites aux frontiéres sont
du type B-n = (. Pour la formulation en potentiel scalaire magnétique, on rappelle que
cette condition est implicitement imposée. Pour la formulation en potentiel vecteur
magnétique 4, ces mémes potentiels vecteurs définis sur les arétes primales sur la fron-
tiere 7, sont annulés et donc exclus du systéme d’équations.
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J=
10 MA/m? -

Figure Il 14. Exemple académique.

Ce cas test permet de confronter les résultats obtenus a 1’aide de la technique
d’intégration finie a ceux obtenus avec la méthode des ¢léments finis car 1’énergie
magnétique emmagasinée peut étre calculée analytiquement (W, = 2,208 MJ). On
utilise la valeur de 1’énergie calculée a 1’aide de la technique d’intégration finie et de la
méthode des éléments finis comme critére de comparaison pour quantifier la qualité de
la solution fournie par la FIT.

Pour cet exemple, les formulations en champs H et B (A.5) et (A.6), présentées en
annexe page 136, ainsi que les formulations en potentiels 4 et Q seront utilisées. On
exprimera chacune de ces formulations sur le maillage primal et dual afin de constater
I’influence de la nature du maillage sur le résultat. Huit simulations sont donc effectuées
sur différents maillages : /, h , b, b , A, ;1, Q et Q. Les caractéristiques des mailla-
ges sont représentées dans le tableau (Tableau I11.8). Le plus petit maillage posséde 8
¢léments et le plus important se compose de 15 625 éléments.

14 N A F

Mi 8 27 54 36

M2 | 1000 1331 3630 3300
M3 | 2197 2744 7 644 7098
M4 | 4096 4913 13872 | 13056
M5 | 8000 9261 26460 | 25200
M6 | 15625 | 17576 | 50700 | 48 750

Tableau 111.8. Caractéristiques des maillages utilisés.

A titre d’illustration, le module de I’induction est représenté sur la figure (Figure
I1.15).
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| @ W

Figure II1.15. Distribution de I’'induction obtenue pour le maillage de 4 096 éléments avec la
formulation en potentiel scalaire magnétique €.

Sur la figure (Figure I11.16) est représentée 1’évolution de 1’énergie calculée, a 1’aide
de la FIT et de la FEM, en fonction du nombre d’éléments du maillage utilisé pour les
formulations en potentiel scalaire magnétique Q et les formulations en potentiel vecteur
magnétique 4. Avec A et Q discrétisé sur le maillage primal. Par conséquent, le champ
magnétique H est discrétisé sur le maillage dual pour la formulation en potentiel vecteur
A, a I’inverse de la formulation en potentiel scalaire Q ou le champ H est discrétisé sur
le maillage primal.

3,0E+6
20646 1/

—— A FIT

QFIT

—— AFEM
1,0E+6 Q FEM

- - - Solution analytique
0,0E+0 \ \ \

0 5000 10000 15000

Figure II1.16. Energie (J) en fonction du nombre d’éléments.

On constate que la valeur de I’énergie calculée a 1’aide des formulations en potentiel
scalaire Q (FIT et FEM) est supérieure a la valeur analytique et que pour les formula-
tions en potentiel vecteur A elle est inférieure. On retrouve la notion de solution par
exces et par défaut [29] [30] [35]. Ce phénomeéne est d’autant plus marqué lorsque le
maillage utilisé¢ possede un faible nombre d’¢léments. De plus, un écart plus important
subsiste entre les deux méthodes (FIT et FEM) pour ces maillages grossiers. La mé-
thode des ¢éléments finis fournit des résultats plus précis. Ceci est dii a la méthode de
calcul de I’énergie. Comme indiqué précédemment, la technique d’intégration finie
suppose que les grandeurs sont constantes dans les éléments, tandis que la méthode des
¢léments finis permet d’obtenir les composantes des champs en tout point du domaine
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de par I’utilisation des fonctions de formes.

Comme citées précédemment, ces mémes formulations ont été testées en définissant
les potentiels sur le maillage dual (Aet Q). Les résultats obtenus montrent que l’on
obtient les mémes résultats que pour les formulations précédentes (4 et {2) mis a part
que, dans cette configuration, la formulation en potentiel vecteur 4 fournit une énergie
supérieure a la valeur analytique tandis que la formulation en potentiel scalaire Q,
donne une énergie inférieure.

Les formulations en champ H ou B ont elles aussi été testées, exprimées soit sur le
maillage primal soit sur le maillage dual en effectuant la méme série de calcul sur les
différents maillages. Des résultats identiques ont été obtenus a ceux montrés sur la
figure (Figure I11.16). En définissant le champ H sur le maillage primal, les formula-
tions 4 et b nous permettent d’obtenir une énergie W; supérieure a la valeur analytique
de 2 208 kJ. Lorsque le champ H est défini sur le maillage dual, les formulations h et
b donnent, cette fois-ci, une valeur W, (W, < W;) plus faible de 1’énergie par rapport a
I’énergie analytique. Les résultats ne dépendent donc pas de la formulation mais de la
nature du maillage sur lequel on choisit de discrétiser les différentes grandeurs. Le
tableau (Tableau II1.9) montre quelle énergie (W, ou W) sera déterminée en fonction de
la formulation utilisée et du maillage sur lequel on travaille.

H Primal H Dual

h->Ww, h > W,

EQWJ b9W2
Q->w, | Q->w,

A->Ww, A->W,

Tableau II1.9. Energie calculée en fonction de la nature du maillage et de la formulation utili-
sée.

Le tableau (Tableau I11.10) regroupe les différentes caractéristiques des formulations
utilisées (H discrétisé sur maillage primal et sur le maillage dual) sur cet exemple pour
un maillage de 1000 éléments résolus a 1’aide de la FIT.

1000 éléments En champs H En champs B En potentiel A En potentiel Q
Formulation h h b b A A Q Q
Taille 3630 2700 3630 2700 | 2300 810 1331 1000
Nbr de termes # 0 23430 19430 | 23430 19430| 10651 2250 | 4961 3300
Itérations 46 36 125 146 230 15 30 30

Tableau I11.10. Caractéristiques des différentes formulations utilisées.
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B.2. Bobine a noyau de fer

En magnétostatique, pour valider les formulations en potentiels, un autre systéme a
¢été modélisé dont les résultats ont été comparés a la méthode des éléments finis. Il s’agit
d’une bobine a noyau de fer, a proximité¢ d’un U ferromagnétique, plongée dans un cube
d’air (Figure I11.17). La perméabilité relative des matériaux ferromagnétiques est cons-
tante et égale a 1000. Le maillage utilis¢ pour la méthode d’intégration finie et la mé-
thode des ¢léments finis est le méme. Il s’agit d’un maillage hexaédrique de 8000 é1¢é-
ments (Figure III.18).

Figure Il1.18. Maillage des parties ferroma-

Fi 111.17. Bobine a d .
igure obine & noyau de fer gnétiques et de la bobine inductrice.

Sur la figure (Figure II1.19) est représentée la distribution des lignes de champs de
I’induction dans 1’air et dans les parties ferromagnétiques. Pour des raisons de visibilité,
seules 80% des valeurs les plus hautes de I’induction sont représentées.

o s e
| A B SRR
Uy TR

Figure I11.19. Distribution de ['induction.

La comparaison entre les deux méthodes (FIT et FEM) porte essentiellement sur le
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calcul de I’énergie dont la valeur est reportée dans le tableau (Tableau III.11). On com-
pare donc les résultats que donnent les formulations en potentiel vecteur et scalaire
obtenues a 1’aide de la FIT et de la FEM.

Formulation FIT 4 FIT Q FEM A | FEM Q
Energie J) 23,727 26,395 24,239 25,391

Tableau 111.11. Comparaison entre la F.1.T. et la F.E.M.

On constate, d’apres les résultats obtenus que les formulations A4 et Q encadrent bien
la solution et que, comme pour I’exemple précédent, les solutions éléments finis sont
plus proches de la valeur exacte que celles obtenues a I’aide de la FIT.

B.3. Imposition des grandeurs globales magnétiques

Considérons la géométrie représentée sur la figure (Figure I11.20). Ce systéme est
constitu¢ d’un matériau ferromagnétique et d’un inducteur parcouru par une densité de
courant uniforme J . Deux types de conditions limites sont appliqués au systeme. Le
flux magnétique est nul a travers les surfaces /5. A travers Iy; et I; H2, Sera imposé un
flux ou une force magnétomotrice. La distribution du champ imposé a travers ces der-
niéres surfaces sera donc perturbée par I’inducteur.

ITh I

FB FB

I R O I

7

J

T

THi

Figure I11.20. Géométrie du systeme magnétostatique.

Le systéme est soumis a deux excitations, I’une créée par 1’inducteur et 1’autre, pour
la formulation en potentiel vecteur, par le terme N @. Les figures (Figure II1.21) et
(Figure II1.22) représentent 1’induction source NV ¢ ainsi que la densité de courant source
imposée. Dans le cas de la formulation en potentiel scalaire on utilisera le champ source
f € pour modéliser cette deuxieme excitation magnétique.
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Figure II1.22. Tracé de la densité de courant
source.

Figure IIL.21. Tracé de terme source N ¢.

Dans un premier temps, a I’aide des deux formulations en potentiel de la magnétosta-
tique, le sens du flux traversant les surfaces /p; et Iy, sera imposé¢ de telle sorte qu’il
renforcera le champ créé par I’inducteur. Dans un second temps on imposera le flux
dans le sens opposé. Dans chacun de ces cas nous calculerons 1’énergie totale emmaga-
sinée ainsi que la valeur de force magnétomotrice entre /py; et /2. Afin de valider le
code développé, les forces magnétomotrices seront ensuite imposées pour les deux sens
de flux pour chaque formulation. Les figures (Figure I11.23 et Figure I11.24) représen-
tent la distribution de 1’induction pour deux directions du flux que I’on impose a travers
L1 et Ty

Figure I11.23. Induction, flux imposé dans la Figure I11.24. Induction, flux imposé dans la
direction de l’inducteur. direction opposée de [’inducteur.

Notons ¢’ la force magnétomotrice créée par I’inducteur, ¢’ le flux traversant la sec-
tion entre les deux inducteurs et ¢”, la somme du flux traversant les sections a
I’extérieur des inducteurs. Avec R’ et R” les réluctances €quivalentes respectives a ces
flux. 11 est possible de déterminer un schéma équivalent magnétique a reluctances pour
les deux configurations (Figure I11.25 et Figure I11.26).
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Figure I11.26. Schéma équivalent a réluctan-
ces, flux imposé dans le sens contraire de
linducteur.

Figure II1.25. Schéma équivalent a réluctan-
ces, flux imposé dans le sens de l'inducteur.

L’expression de la force magnétomotrice s’écrit pour un flux imposé dans le sens de
I’inducteur :

_IRR"—¢R

R (IIL.3)
Et pour un flux en sens contraire :
R'R”+ &R
= ¢R,—Rf (I1L.4)

La force magnétomotrice doit donc étre plus importante lorsque le flux créé par
I’inducteur est en opposition avec le flux imposé¢ ¢@. C’est ce que I’on constate en
s’intéressant aux valeurs regroupées dans le tableau (Tableau II1.12). Afin de vérifier la
valeur des forces magnétomotrices, la démarche inverse a été effectuée dans le but de
retrouver le flux imposé initialement de 1.10* Wb. Les forces magnétomotrices sont
donc les termes sources des problémes (Tableau I11.13).

Formulation 4 Formulation Q | Formulation 4 Formulation Q
Flux imposé e=0,118 At e=0,119 e=0,198 e=0,199
#=1.10"Wb |W=9,18.10°T W=09,22.10° | W=09,16.10° W =9,21.10°

Tableau I11.12. Résultats obtenus a flux imposé.

£=0,119 £=0,119 £=0,198 £=0,199
F.m.m. imposée | ¢=9,93.10"  $=9,98.10" | $#=993.10" ¢$=9,98.10"
W=9,049.10° W=09,15.10° | W=9,05.10° W=9,14.10°

Tableau I11.13. Résultats obtenus a force magnétomotrice imposée.
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Concernant la valeur de 1’énergie, on retrouve un phénomene déja rencontré. En effet
la valeur déterminée a 1’aide de la formulation en potentiel scalaire Q est supérieure a
celle déterminée a I’aide de la formulation en potentiel vecteur 4. Cet exemple montre
¢galement que la FIT couplée aux outils d’imposition des grandeurs globales permet
d’obtenir des résultats satisfaisants. Bien que les géométries modélisées soient de for-
mes assez simples, il est néanmoins possible de résoudre des problémes complexes
efficacement et de facon assez simple pour un utilisateur.

C. Magnétodynamique

A travers les cas magnétodynamiques suivants, nous mettrons en évidence ’effet de
proximité qui apparait lorsque deux conducteurs proches sont alimentés sous tensions
variables. Nous montrerons aussi qu’il apparait des courants induits dans un matériau
conducteur non alimenté lorsque qu’il se trouve prés d’une source produisant un champ
variable. Ce phénomene bien connu sera étudi¢ a ’aide de la FIT classique et de la FIT
dite approchée. Les résultats obtenus seront comparés a la méthode des éléments finis.

C.1. Effet de proximité

Le premier systéme proposé pour tester les deux formulations de la magnétodynami-
que est représenté sur la figure (Figure I11.27). Il se compose de deux conducteurs cy-
lindriques de conductivités identiques de sections différentes placés dans une boite
d’air. Pour la technique d’intégration finie un maillage hexaédrique est utilisé, on ap-
proxime donc la géométrie réelle. Les frontieres sur lesquelles sont appliquées les
conditions aux limites sont représentées sur la figure (Figure I11.28). Sur la frontiere /3,
on imposera la condition B-n = (. Sur les frontieéres / seront imposées les conditions du
type J-n = 0 et la condition Exn = () sera imposée sur les frontieres /.

Conducteur }W

Conducteur——'@
O-@

Figure I11.27. Deux conducteurs cylindriques

Fi 11.28. 11 imi
maillés a ’aide d’hexaédres igure 8. Conditions limites
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Dans un premier temps, on impose a travers les conducteurs des courants sinusoi-
daux, d’amplitude 1A et de fréquence 4 kHz. Le temps de simulation totale est de 1ms
avec un pas de temps de Sus, soit 200 itérations. On reléve I’évolution dans le temps de
la tension aux bornes de ces conducteurs. La discrétisation temporelle est réalisée a
I’aide de la méthode d’Euler implicite.

Les deux formulations magnétodynamiques sont utilisées et les résultats obtenus a
I’aide de la FIT sont comparés a ceux issus de la méthode des éléments finis en utilisant
le méme maillage. Ensuite la démarche inverse est effectuée, ayant relevé 1’évolution
des tensions induites par la circulation des courants imposés aux bornes des conduc-
teurs, ces tensions deviennent les termes source du probléme dans le but de retrouver les
évolutions des courants imposés lors de la premiere simulation.

A un instant t = 100 us, sont représentées sur les figures (Figure I11.29 et Figure
I1.30) respectivement I’induction magnétique et la répartition du courant dans les
conducteurs mettant en évidence I’effet de proximité sur I’effet de peau.

Figure I11.29. Induction magnétique. Figure I11.30. Courants induits.

La figure (Figure I11.31) représente 1’évolution des tensions V1 et V2 en fonction du
temps pour les deux formulations a courants imposés. Les valeurs des tensions calculées
sont représentées dans le tableau (Tableau II1.14), avec v(t) = Vmax sin (wt - 9).

On remarque une différence entre les résultats obtenus a 1’aide de ces deux formula-
tions. Les conducteurs n’étant pas de sections égales, les tensions V/ et V2 ne sont
naturellement pas les mémes. On remarque également que la formulation 4-¢ donne des
amplitudes de tensions inférieures a celles obtenues a 1’aide de la formulation 7-Q2.

On retrouve un phénomeéne analogue a celui de I’encadrement de la solution.
Contrairement aux amplitudes, les déphasages relevés sont, quant a eux, quasiment
identiques.
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2,50E-04 - V1 A-¢
———-V2 A9

2,00E-04 -
1,50E-04 4
1,00E-04 -

5,00E-05 +

0,00E+00

0,E
-5,00E-05 -
-1,00E-04 -

-1,50E-04 -

-2,00E-04

-2,50E-04 -

Figure Il1.31. Tensions (V) relevées aux bornes des deux conducteurs en fonction du temps (s)
pour les deux formulations a courants imposés dans le cas de la FIT.

Vi V2
T-Q | Vmax=211.10°V §=72° | Vmax=165.10°V &="72°
A-¢ | Vmax=192.10°V §=72° | Vmax=182.10°V §=72°

Tableau I11.14. Amplitudes et déphasages des tensions relevées a [’aide de la FIT pour les
formulations A-¢ et T-Q.

Nous avons ensuite mené la démarche inverse. C’est-a-dire que les données sources
du probléme sont a présent les tensions (Tableau III.14). On compare donc les résultats
concernant 1’évolution du courant dans les conducteurs a ’aide de la FIT et la FEM
pour les deux formulations. Sur la figure (Figure II1.32) est représentée I’évolution des
courants /] et 12 en fonction du temps pour la formulation A-¢. Les mémes relevés sont
effectués pour la formulation 7-Q (Figure I11.33).

Lorsque le régime permanent s’établit, les courants calculés tendent vers le courant
imposé dans 1’essai précédent. C’est-a-dire / 4 d’amplitude, de fréquence 4 kHz, avec
un déphasage de 72° Cependant, pendant le régime transitoire une différence plus
marquée apparait. On retrouve la notion de solutions par exces et par défaut. Au vu des
résultats, la formulation A-¢ semble fournir des résultats sous-estimés concernant les
amplitudes des tensions & courants imposés et lorsque 1’on effectue la simulation a
tensions imposées, pendant le régime transitoire, cette formulation semble surestimer
les amplitudes des courants.

La constatation inverse est faite pour la formulation 7-Q qui semble sous-estimer la
valeur des courants calculés pendant le régime transitoire. Cependant, au cours du ré-
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gime transitoire, les résultats sont satisfaisants comparés a ceux obtenus a 1’aide de la
FEM et quasiment identiques en régime permanent.

I1 FIT

A ————DFIT
11 FEM
— ———12FEM

L5 4 \

0,5 4

0,0E+0

0,5 1

-1,5 -

Figure 111.32. Comparaison FEM FIT de [’évolution du courant (A) en fonction du temps (s)
pour la formulation A-¢.

2 _
11 FIT
15 /./ \\ ——— —12FIT
\ 11 FEM
\ =~ o
L] \ ~ 12 FEM,
\ \
0,5
0 : : ‘

0,E00 1,E-04 5,E-04[ 6,6-04 7¥-04 8,F-04 9,E04 1,E-03
\

1,5

Figure I11.33. Comparaison FEM FIT de [’évolution du courant (A) en fonction du temps (s)
pour la formulation T-.
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C.2. Barreaux conducteurs

A travers cet exemple, nous allons observer et mettre en évidence 1’influence du
champ créé par un conducteur sur la circulation de courants induits dans un second
conducteur a proximité.

Le systéme se compose de deux conducteurs plongés dans une boite d’air (Figure
I11.34). Ces deux conducteurs ont une conductivité €lectrique de 100 M S/m et pour
I’ensemble du systéme on impose une perméabilité magnétique égale a celle de I’air :
o =4m107 H/m.

Tgo2

Iy
Inducteurs Lo /

&« [Tg»

FEII

I E21

Figure I11.34. Dispositif d’étude en

, . Figure I11.35. Description des inducteurs
magnétodynamique

Un échelon de tension de 1 V sera imposé aux bornes du conducteur numéro 2 en
imposant un potentiel électrique nul sur la surface /;; et un potentiel de 1 volt sur la
surface / ;. Quant au conducteur numéro 1, un court-circuit est simulé¢ en imposant
une tension nulle a ses bornes (Figure II1.35). La simulation s’effectue sur 20 ms et est
divisée en 60 points. Ces simulations sont effectuées a 1’aide des deux formulations (A4-
¢ et T-Q) et les résultats obtenus seront comparés a ceux obtenus a I’aide de la FEM en
utilisant le méme maillage.

Sur la figure (Figure II1.36) est représentée 1’évolution du courant dans 1’inducteur
pour chaque formulation (FIT et FEM). L’¢évolution du courant dans 1’inducteur entrai-
nant une variation de flux magnétique dans 1’air, des courants induits prennent nais-
sance dans le conducteur en court-circuit (Figure II1.37). Comme c’est au cours du
régime transitoire que la variation de champ est la plus importante, le courant induit
augmente pendant cet intervalle de temps. Puis au fur et a mesure du temps, le courant
dans I’inducteur étant stabilisé, le courant induit décroit jusqu’a zéro. En régime perma-
nent, on obtient la solution en électrocinétique dans les conducteurs et la solution ma-
gnétostatique dans tout le domaine.
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20

15 4

10 | 10 |
12 A- FIT
2 T-Q FIT 3]
5 — ——-12 A-¢ FEM 0
—— — -2 T-QFEM 0
0 : : : ‘
0 0,005 0,01 0,015 0,02

0,002 0,003

Figure I11.36. Evolution du courant (4) dans l’inducteur (conducteur numéro 2).

0

0,005 0,01 0,015 0,02

0,002 0,003

11 A-¢ FIT

11 T-Q FIT -4
———-11 A-¢ FEM 51
— —— -1l T-Q FEM

6"

Figure I11.37. Evolution du courant (A) dans l’induit (conducteur numéro 1).

Les résultats obtenus a 1’aide des deux méthodes (FIT et FEM) sont quasiment iden-
tiques. La figure (Figure II1.38) montre la répartition des lignes de champ de 1’induction
ainsi que la distribution des courants dans les conducteurs a la premicre itération et la
figure (Figure I11.39) représente les mémes grandeurs mais a t = 10 ms.

Figure I11.38. a) Représentation de la distribution de l'induction dans une coupe transversale
et b) distribution de la densité de courant a la premiére itération.
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Figure I11.39. a) Représentation de la distribution de ['induction dans une coupe transversale
et b) distribution de la densité de courant a t = 10 ms.

Pour I’inducteur, les courants prennent naissance a la périphérie du conducteur, pour
devenir uniformes a la fin du régime transitoire. Tandis que les courants induits tendent
a s’opposer a la cause qui leur a donné naissance (Figure I11.38.b.) en créant un champ
induit perturbant le champ créé par 1’inducteur 1a ou la densité de courant induite est la
plus élevée (Figure II11.38.a.). Ensuite, la variation de champ diminuant, la valeur du
courant induit diminue et sa distribution se modifie se déplagant vers le centre du maté-
riau, 1a ou les courants induits s’annuleront (Figure I11.39).

C.3. Tores conducteurs

Cet exemple a pour but, lui aussi, de mettre en évidence 1’influence du champ ma-
gnétique créé par un conducteur sur un autre conducteur. Le systéme est représenté sur
la figure (Figure I11.40). Ce systéme présente une géométrie de révolution. Pour prendre
en compte cette géométrie la FIT approchée est utilisé. Le systeme se compose de deux
conducteurs. Un conducteur externe sur lequel sera imposée une tension ou un courant
et un conducteur interne dans lequel on cherche a déterminer 1’évolution des courants
induits. Ce systéme présentant des symétries, on ne modélise qu’un huitiéme de sa
géométrie (Figure I11.41).

Contrairement a I’exemple précédent, deux maillages ont été utilisés pour comparer
les résultats FIT et FEM. Pour la FIT, est utilis¢ un maillage hexaédrique déformé tan-
dis que pour la FEM on a recours a un maillage tétraédriques. Le nombre d’inconnues
relatif aux potentiels utilisés en fonction des formulations 4-¢ et 7-Q est représenté
dans le tableau (Tableau III.15). Un nombre d’inconnues électriques le plus proche
possible entre ces deux maillages a été utilis€.
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GZ\

1]

T
Figure I11.40. Deux tores conducteurs. Figure Il11.41. Un huitieme de la géométrie.
Nombre d’inconnues T Q A 0]
FIT 5129 | 25215 | 46960 | 2925
FEM 5785 | 5080 | 29060 | 1674

Tableau I11.15. Nombre d’inconnues résultant des maillages utilisés pour la FIT et la MEF en
fonction des potentiels utilisés et des formulations magnétodynamiques.

C.3.a. Réponse a un échelon de tension

Comme I’exemple traité précédemment, nous allons relever 1’évolution des courants
induits en réponse a I’excitation créée par I’imposition d’un échelon de tension aux
bornes du conducteur numéro 2. Cette simulation s’effectue aussi sur 20 ms en utilisant
60 points de calculs en imposant un échelonde 1 V.

Sur la figure (Figure I11.42) est représentée 1’évolution du courant traversant le
conducteur numéro 2. On y trouve les résultats FIT et FEM, comme sur la figure
(Figure I11.43) ou est représentée 1’évolution du courant dans le conducteur central.

On peut constater que sur ces deux figures (Figure 111.42 et Figure 111.43) les deux
méthodes donnent des résultats équivalents. Sur les figures (Figure 111.44 et Figure
I11.45) sont représentées la distribution des courants induits & deux instants, a la pre-
miere itération ainsi qu’a t = 10 ms. Les répartitions de ce courant sont elles aussi ana-
logues a celles obtenues pour le systéme précédent. Comparés aux résultats FEM, ceux
obtenus a I’aide de la FIT approchée donnent des résultats tres satisfaisants.
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20 - 0 0,005 0,01 0,015 0,02

16 A

12 A

g | 11 A- FIT
Il T-QFIT 45 | 12 A FIT
4 - — = - IL A-pFEM 2 T-Q FIT
— — — -1l T-QFEM % |
— — —-12 A-¢ FEM
0 ‘ ‘ ‘ ! ~— —-RT-QFEM
0 0,005 0,01 0,015 0,02 7,5 4

Figure I111.42. Evolution du courant (A) dans  Figure 111.43. Evolution du courant (4) dans
l’inducteur (conducteur numéro 2). l’induit (conducteur numéro 1).

Figure 111.44. Densité de courant dans Figure 111.45. Densité de courant dans [’induit
Uinduit a la premiere itération. at=10ms.

C.3.b. Réponse a une excitation sinusoidale

Afin d’¢évaluer le comportement de la FIT modifiée, nous avons effectué une
deuxiéme simulation en imposant maintenant un courant de 100 A de fréquence 50 Hz a
travers le conducteur externe (conducteur numéro 2). Le conducteur central est considé-
ré en court circuit. De plus, une simulation avec o; = oy = 100 M S/m est présentée
ainsi qu’avec o; = 100 M S/m et 0= 20 M S/m. Le but étant toujours de confronter les
résultats obtenus a 1’aide de la FIT approchée avec ceux obtenus a ’aide de la FEM.
Ces simulations sont effectuées sur deux périodes du signal source, soit 40 ms en utili-
sant 60 points de calcul. Les évolutions des courants induits obtenues sont représentées
sur les figures (Figure I11.46 et Figure 111.47).
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Figure 111.46. Courant (A) dans le conducteur  Figure I11.47. Courant (A) dans le conducteur
2 avec 0;=0>=100 M S/m. 2 avec o; = 100 et 0, =20 M S/m.

Pour cette simulation également, on retrouve a I’aide de la FIT approchée des résul-
tats équivalents a ceux obtenus avec la FEM. On retrouve des amplitudes et des dépha-
sages des courants induits tout a fait semblables : 30,6 A et 54° pour o; = 0, = 100 M
S/m puis 12,4 A avec un déphasage de 68,4° pour o; = 100 M S/m et 0 =20 M S/m.

De plus il est a noter que, bien qu’ayant plus d’inconnues a résoudre comparative-
ment & la méthode des éléments finis (Tableau III.15), les propriétés de la FIT et plus
particuliérement la régularité du maillage, nous permettent de résoudre ce probleme
pour un temps de calcul moindre (Tableau II1.16).

T7-Q A-¢
FIT 165 sec | 301 sec
EF 221 sec | 774 sec

Tableau I11.16. Temps de calcul nécessaire a la résolution du probleme pour la FIT et la MEF.

Ce gain en temps de calcul est rendu possible principalement grace a I’association
des deux maillages (primal et dual) qui permet de déterminer rapidement les matrices de
masses discretes ainsi que la structure de la matrice de raideur, que ce soit la partie qui
concerne les potentiels vecteurs ou scalaires.
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A travers ces exemples, est montré que la technique d’intégration finie donne des ré-
sultats trés satisfaisants comparés a la méthode de référence qui est la méthode des
¢léments finis et plus particulierement, comparée au code de calcul code CARMEL
développé au L2EP.

Avec I'utilisation des outils permettant 1’imposition des grandeurs globales, les cas
¢tudiés a I’aide de la FIT et de la FEM en électrocinétique, magnétostatique et magné-
todynamique fournissent des résultats similaires malgré les simplifications intrinséques
de la FIT (grandeurs constantes dans les éléments). Ces simplifications entrainent des
erreurs prévisibles que I’on constate sur des cas utilisant des maillages grossiers. En
effet I’étude du cas académique (Figure I11.14) a ’aide d’un maillage a 27 éléments
entraine une importante disparité des résultats, principalement di au fait que les gran-
deurs sont constantes dans les ¢léments. Localement une erreur importante subsiste,
mais en considérant les grandeurs globales comme 1’énergie, la puissance ou encore les
grandeurs globales, 1’utilisation de la FIT permet d’obtenir des résultats exploitables de
bonne qualité. Notamment en magnétodynamique, ou malgré les erreurs locales commi-
ses, on constate que les grandeurs globales obtenues a 1’aide de la FIT ou de la FIT
approchée sont quasiment similaires a celles obtenues avec la FEM.
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Conclusion et perspectives

La premiere partie de ce mémoire rappelle dans quelle structure mathématique sont
définies les équations de Maxwell. La définition des espaces solutions permet de définir
le probleme et de préciser dans quels espaces se définissent les différentes grandeurs
introduites dans les formulations établies en électrocinétique, magnétostatique et ma-
gnétodynamique. Les formulations en potentiels scalaires et vecteurs utilisées dans les
trois cas de figures précédents ont été présentées. Des outils mathématiques permettant
d’agir sur les termes sources et d’imposer les grandeurs globales électriques et magnéti-
ques ont également été présentés. Ces outils sont utilisables dans toutes les formulations
quel que soit le domaine d’application et permettent de prendre en compte les domaines
non contractiles.

Le deuxiéme chapitre est dédi¢ aux étapes de discrétisation d’un systeme. Les ¢él¢-
ments de Whitney sont utilisés pour discrétiser spatialement les champs de vecteurs. Les
notions de maillage primal et dual ont été introduites. Ces deux maillages permettent de
définir les grandeurs discrétes quelque soit la configuration utilisée. Nous avons présen-
té les matrices d’incidences représentant les opérateurs vectoriels. Ces matrices peuvent
étre déterminées soit a partir du maillage primal soit a partir du maillage dual. La der-
niére étape est la discrétisation des lois de comportement. Ces lois de comportement
discrétes établissent le lien entre les grandeurs définies sur le maillage primal et celles
du maillage dual. Nous avons €galement présenté comment sont construits les champs
de vecteur sources nécessaires a I’imposition des grandeurs globales dans le domaine
discret ainsi que leurs utilisations a 1’aide des formulations discrétes, en potentiel sca-
laire et vecteur, dans les trois cas étudiés (électrocinétique, magnétostatique et magné-
todynamique).

Le dernier chapitre a permis d’illustrer, a travers plusieurs exemples, que la techni-
que d’intégration finie permet d’obtenir des résultats satisfaisants. Le cas des problémes
non simplement connexe a été abordé. L’éfficacité ainsi que la souplesse d’utilisation
des champs de vecteurs sources pour ces cas a ét¢ montrée. Malgré 1’inconvénient
majeur de la FIT, qui ne permet de ne modéliser que des systémes a géométrie simple,
nous pouvons aborder des systémes a géométrie de révolution. Les résultats obtenus a
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I’aide de D’artifice présenté (FIT approchée) sont quasiment identiques a ceux obtenues
a I’aide de la méthode des ¢éléments finis.

Les travaux menés pendant cette thése ont permis le développement d’un code basé
sur la technique d’intégration finie. Ce code, initialement dédi¢ FIT s’est vu implanté
dans une version de code CARMEL permettant a I’utilisateur de choisir la fois la formu-
lation a utiliser pour résoudre un probléme et la méthode de résolution (FEM ou FIT).

I1 est possible d’envisager d’étendre 1’utilisation de la FIT a des maillages moins ré-
guliers ou encore a des maillages tétraédriques [50] en utilisant la méthode de construc-
tion de tubes de flux équivalents. Il serait également intéressant d’examiner le compor-
tement numérique de la technique d’intégration finie en prenant en compte la saturation
des matériaux magnétiques ainsi que le mouvement. Des travaux effectués au L2EP
concernant la prise en compte du mouvement ont déja été effectués [46]. La méthode du
pas bloqué semble particulierement bien adaptée a la technique d’intégration finie.

Un autre aspect du travail a été abordé concernant les temps de calcul. La régularité
du maillage permet de déterminer trés rapidement les matrices de raideurs, mais comme
pour la méthode des €léments finis, la résolution du systéme d’équations est la méthode
du gradient conjugué. Cette méthode permet d’obtenir des temps de calcul convenables
mais comparée a des méthodes directes, I’avantage est donné a ces dernieres. Une réso-
lution, utilisant la factorisation de Cholesky et une renumérotation particuliere des
inconnues a alors été testée. Cette démarche est présentée en annexe. Au vu des pre-
miers résultats obtenus, on peut envisager la parallélisation de la démarche en résolvant
de multiples systémes matriciels issus du systéme initial avec des méthodes directes.

La technique d’intégration finie est un outil intéressant car elle permet d’obtenir des
résultats satisfaisants pour un faible colit en temps de calcul. Cette méthode peut étre
utilisée afin de vérifier le comportement de structures de systémes électrotechniques en
premiere approche avec un bon compromis entre temps de calculs et précisions des
résultats. Il serait intéressant de développer un mailleur dédi¢ a la FIT qui permettrait de
passer beaucoup moins de temps a la saisie fastidieuse d’un maillage et plus a
I’exploitation des résultats de simulation. Le maillage deviendrait alors un élément
quasiment transparent pour ’utilisateur.
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A. Formulations discrétes magnétodynamiques en

potentiels

A.1l. Formulation 7-Q

A.l.a. Courant et force magnétomotrice imposés

_ 1 1
RTMUIR+_M»4 -——M,G||T LM, —LMG T
At At ol = At * At Y
-G'M, G'M,G 0] 0 0 )
1
-R"M'R——M 1
oA e o aMe ik
+ N L P L (A1)
G'M,— 0
A
1 1
oA [ae] + _EM” [ag]
’ ® (t-A0)
-G'M G 0
A.1.b. Tension et flux imposés
[ Tasr-1 1 1 Ta -1 1 1 1
R'M]R +—M -——MG R"M)N-—M K —M,p
At ¥ At ¥ At ” At ¥ T
-G'M, G'M,G —GTMHéK -G'M,p ||Q|
NMER +K A kT i NNk Lok KTiMﬂ i
S N At S ’ At * At “TLE Jo
| BM, -p'M G B'M, K BMpB (A.2)
[ 1 1 1 1 .
—M -—M G —-—MK —M
0 At ro At At nP T
0 0 0 0 0 Q
vl T 1 1 1 1 I
K'—M, KT—M G K'—M K K'—M,p"
p] At * At H At F At * &
(1) (t-At)
0 0 0 0 |

© 2010 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



CONTRIBUTION A LA MODELISATION ELECTROMAGNETIQUE A L’AIDE DE LA FIT

A.2. Formulation A-¢

A.2.a. Tension et flux magnétique imposés
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A.2.b. Courant et force magnétomotrice imposés
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B. Formulations en champs B ou H

Ces formulations n’ont pas été introduites dans le corps de ce document. Aucune
grandeur (potentiel) n’est introduite, les équations de Maxwell sont utilisées sous leurs
formes originales.

En faisant I’analogie entre les grandeurs magnétiques discrétes et celles d’un réseau
¢lectrique (Tableau A.1), il est possible de construire un systéme d’équations représen-
tatif du systeme étudié. On peut appliquer la loi des nceuds aux nceuds primaux et la loi
des mailles sur les facettes primales.

Grandeurs magnétiques | Grandeurs électriques
ha U
b; I
h,=Rb; U=RI

Tableau A.1. Analogie entre les grandeurs magnétiques discréetes et les grandeurs électriques.

On peut cependant écrire le systéme d’équations sous deux formes différentes. Soit
en fonction du champ magnétique soit en fonction des flux d’induction (A.5) ou (A.6).
En faisant 1’analogie avec les circuits électriques (Figure A.1), on exprime le probléme
soit en fonction des tensions aux bornes des résistances soit en fonction des courants qui
les traversent.

R [
{[)Mﬂ_[hl{o} (A.5)
RM A [J
{ 5 _[b]_M (A.6)
I R
UTO R ﬂ] hl b;
SU,=U Xh,=J;
$1,=0 >b.=0

Figure A.1. Circuit électrique et magnétique.
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On peut alors construire un réseau de réluctance en trois dimensions. On associe a
chaque aréte une réluctance a laquelle est associée une circulation de champ et un flux.
Le flux magnétique, défini sur les facettes primales, est identifi¢ a une force magnéto-
motrice d’une maille composant un circuit électrique. On retrouve ainsi, transposées au
cas de la magnétostatique, les lois utilisées dans les réseaux électriques. Avec : R, repré-
sentant la loi des mailles et D, la loi des nceuds.

Néanmoins, il apparait une difficulté due au fait que le systéme d’équations a résou-
dre contient plus d’équations que d’inconnues. Pour s’affranchir de cette difficulté, on
utilise un artifice pour rendre le systtme compatible avec la procédure de résolution
(méthode du gradient conjugué). Pour cela, on multiplie chaque membre du systéme par
la transposée de la matrice de raideur initiale.

AAAT

[R'R+M,GG"M, |[n]=]R"|[/] (A.8)

Cette méthode est assez classique pour résoudre les systémes rectangulaires (nombre
d’équations supérieur au nombre d’inconnues). On obtient a I’aide de cette méthode un
systeme dit normal. Toutefois elle entraine un conditionnement de la matrice élevée. En
effet dans ce cas les valeurs propres de la matrice initiale sont élevées au carré. Dans ces
conditions, les méthodes itératives, telle que la méthode du gradient conjugué, converge
difficilement (voir Tableau III.10 page 115). Pour ces raisons, les formulations en po-
tentiels sont préférées. Les matrices des systémes d’équations obtenus sont symétriques
et définies positives.
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C. Résolution des systémes linéaires

L’avantage de la FIT sur les autres méthodes, ou du moins, 1’avantage d’utiliser un
maillage régulier, est que les structures des matrices de raideur se déterminent rapide-
ment. De plus, I'utilisation du maillage dual permet d’établir facilement le lien entre les
¢léments du maillage primal et dual nécessaire a la construction de la matrice de rai-
deur.

A partir de ce constat, la factorisation de Cholesky, suivie d’une résolution directe
simple, du type descente — remonté, semble intéressante. Cette méthode a été appliquée
aux formulations en potentiel scalaire et plus précisément a la formulation en potentiel
scalaire électrique .

C.1. Factorisation de Cholesky

Le systeme d’équations linéaires a résoudre s’écrit sous la forme 4 X' = B. On appelle
A la matrice de raideur et B le terme source. La factorisation de Cholesky permet de
décomposer la matrice de raideur 4, symétrique et définie positive, en fonction d’une
matrice L, une matrice triangulaire inférieure, tel que : 4 = LL". L’avantage majeur de
cette décomposition est de pouvoir résoudre le systeme d’équations a I’aide d’'une mé-
thode directe. Les méthodes directes sont beaucoup moins couteuses en temps de calcul.
Les termes de la matrice L sont définis tels que :

c—1
A —> L, L
L _ lc kZ::l Ik —ck (A9)
Ic L

cc

Avec [ les indices de lignes et ¢ les indices de colonnes. Pour les termes de la diago-

nale, on utilise la relation suivante :
-1 )
Ly=,|4,— kZ_:Isz (A.10)

I1 est également possible de décomposer la matrice de raideur a I’aide de la factorisa-
tion de Crout telle que 4 = L D L”. Avec L, inférieure et D diagonale.

Prenons le cas de la formulation en potentiel scalaire. La structure de la matrice de
raideur, obtenue a 1’aide de la formulation en potentiel scalaire électrique ¢ pour un
systéme a 75 inconnues, est représentée sur la figure (Figure A.2). Numériquement, il
n’est pas utile de sauvegarder toute la matrice et plus particulierement les termes nuls.
La matrice A4, pour cette formulation contient 415 termes non-nuls. La structure de la
matrice L, apres factorisation, est représentée sur la figure (Figure A.3).
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A (4 X = B) 415 termes non nuls L (A4 =LL" 1013 termes non nuls

%, i

Figure A.2. Structure de la matrice de Figure A.3. Structure de la matrice triangulaire
raideur de la formulation en potentiel sca-  inférieure obtenue pour la formulation en poten-
laire électrique pour 75 inconnues. tiel scalaire électrique pour 75 inconnues.

Cette nouvelle matrice contient 1013 termes non-nuls. On constate un remplissage
des lignes entre le premier terme d’une ligne et la diagonale de cette méme ligne. Il peut
étre intéressant de diminuer ce remplissage en diminuant I’écart entre le premier terme
et la diagonale de la matrice de départ 4. Pour effectuer cette opération, on agit sur la
numérotation des inconnues.

C.2. Méthode de la dissection emboitée

Une méthode basée sur la théorie des graphes semble répondre au besoin de diminuer
le remplissage de la matrice L. Elle permet la renumérotation des inconnues nodales a
I’aide de la méthode de la dissection emboitée [25] [26]. On agit sur la structure de la
matrice de raideur en vu d’un remplissage minimal de la matrice L. Cette méthode
consiste a décomposer le domaine d’étude en sous domaines, jusqu'a obtenir des sous-
domaines minimum, de numéroter ces sous domaines indépendamment des autres, puis
d’affecter les inconnues de rang les plus ¢€levés aux fronti€res communes a ces sous
domaines afin de rétablir le lien entre eux.

Considérons le domaine D un domaine conducteur dans lequel on souhaite détermi-
ner la distribution de courant. Dans un premier temps, ’utilisation de la dissection
emboitée entraine la décomposition du domaine D en deux sous-domaines (Figure A.4).
Les inconnues définies dans les sous-domaines D; et D, sont numérotées indépendam-
ment avant de réserver les indices d’inconnues les plus élevées pour les inconnues
situées sur la frontieére /;.,. La structure de la matrice de raideur consécutive a cette
premiére étape de dissection est représentée sur la figure (Figure A.5).
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D; <

D-z{

Figure A.5. Structure de la matrice de raideur
utilisant la numérotation de la dissection
emboitée. Deux sous-domaines.

Figure A.4. Domaine d’étude D décomposé en
deux sous-domaines.

Les matrices correspondantes aux domaines D; et D, sont alors indépendantes 1’une
de I’autre. Seule la derniére ligne donne une information sur leur relation. On peut alors
envisager de traiter ces matrices indépendamment.

En répétant cette décomposition géométrique au sein des sous-domaines D; et D, ,
soit jusqu’a obtenir quatre sous domaines numérotés indépendamment (Figure A.6), on
constate un affinement de la largeur des structures matricielles de ces quatre sous-
domaines (Figure A.7).

Dy

I3y
17234

Figure A.7. Structure de la matrice de raideur
utilisant la numérotation issue de la dissection
emboitée. Quatre sous-domaines.

Figure A.6. Domaine d’étude D décomposé en
quatre sous-domaines.

Un motif de structure de matrice est créé lors de la premiere décomposition qui se
répéte autant de fois que I’on effectue de décomposition en sous-domaines définis. Ces

opérations successives influent sur le remplissage de la matrice triangulaire inférieure L
(Figure A.8).
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Figure A.8. Structure de la matrice triangulaire inférieure utilisant la numérotation issue de la
dissection emboitée. Quatre sous-domaines.

De cette maniére, la renumérotation des inconnues nodales permet de diminuer le
nombre de termes non nuls a stoker. Pour le systéme de 75 inconnues (Figure A.9), d’un
remplissage de 1013 termes non nuls, la dissection emboitée permet de réduire le nom-
bre de termes a 757 termes non nuls (Figure A.10). Ce résultat est obtenu en répétant
quatre fois le découpage des sous-domaines, soit au total huit sous-domaines.

Dissection Dissection

A ﬁ "'. .
L] "'-u..-. .
‘\_!?_;:s’.:. ‘._
."-.-.ﬁ’, . A
B
\‘fﬁm e % ‘~
R
. DI
(0% - S
E
T
._".'?g
415 termes non nuls 1013 = 767 termes non nuls
Figure A.9. Structures de la matrice de rai- Figure A.10. Structures de la matrice L.
deur. Numérotation classique et renumérota-  Numérotation classique et renumérotation a
tion a [’aide de la dissection emboitée. Huit l’aide de la dissection emboitée. Huit sous-
sous-domaines. domaines.

Une fois la factorisation effectuée il suffit de résoudre les systeémes élémentaires
LY=BetL" X=Y. Comparé a la méthode du gradient conjugué, qui est une méthode
itérative, résoudre ces deux systémes ne nécessite que deux boucles sur les inconnues.
Pour le méme probléme I’avantage est indéniablement en faveur de la résolution directe.

Deux inconvénients majeurs existent néanmoins a utiliser la factorisation de Choles-
ky en vue d’une résolution directe. En effet pour un systéme a 1089 inconnues, la ma-
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trice de raideur initiale nécessite le stockage de 4037 termes non nuls (Figure A.11)
tandis que la matrice triangulaire inférieure requiert le stockage de 51767 termes non
nuls (Figure A.12), soit pres de 13 fois plus de termes.

4037 termes non nuls 51767 termes non nuls

=200 fe =200

-400 -400

ST L
=800 -E00

=800 -800

-1000 m“‘..‘u&t‘:

-1000

-1200 -1200
0 200 400 ) BOO 1000 1200 o 200 400 BO0 00 2000 1200

Figure A.11. Structure de la matrice de rai- Figure A.12. Structure de la matrice triangu-
deur utilisant la numérotation issue de la laire inférieure utilisant la numérotation de la
dissection emboitée. Huit sous-domaines. dissection emboitée.

De plus sa construction est d’autant plus coliteuse en temps de calcul, conséquence a
la fois de la détermination des termes de la matrice L et du nombre de termes a calculer.
Les procédures développées ont permis d’effectuer la construction de la matrice de
raideur s’effectue en 0,18 secondes, tandis que celle de la matrice triangulaire s’effectue
en 28 secondes. Cependant, il est possible de pallier a ces inconvénients en utilisant les
propriétés induites par la méthode de résolution directe ainsi qu’en se servant de la
structure de la matrice due a la renumérotation consécutive a la dissection emboitée. La
structure de la matrice triangulaire obtenue a 1’aide de la dissection emboitée entraine
une indépendance des inconnues par blocs. On peut donc envisager une parallelisation
de la construction de cette matrice ainsi que de la résolution du systéme d’équations. En
considérant le domaine décomposé en quatre sous-domaines (Figure A.4), la structure
de la matrice triangulaire est celle représentée sur la figure (Figure A.8). La relation
L Y = B peut se décomposer de la maniere suivante :

[Ll][Yl]:[Bl]

[Lz][Yz]z[BZ]

[L,][Y 1, Y, ] =[B,]

[L,][¥:]=[8] (A.11)
[L,][%]=[5.]

(L ][ Y, V] =[]

(L (MY 1Y, Yy Yo =[Bisss]
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La parall¢lisation s’effectuerait en quatre étapes (Figure A.13). Tout d’abord, la dé-
termination des sous-vecteurs Y; a Y, peut se faire lors de la construction les matrices L;
a Ly, cette étape est la premicre phase de parallélisation. Le parcours inverse de la dé-
composition est ensuite effectué pour remonter a la valeur du vecteur Y entier. Dans
notre cas on calculera simultanément les vecteurs Y;, et Y3, (étape 2) pour, a 1’étape
suivante, déterminer les derniers termes du vecteur Y (étape 3). Pour finir, ayant cons-

truit la matrice L dans les étapes précédentes, il ne reste plus qu’a résoudre le systeme
L'x=v.

Etape 1 FEtape 2 Etape 3 Etape 4

Q [1][x)=(5] |
/ Sy, Y, [y ]
/ "

= (Lx)=[a] [L”]H[B”] :

o

O
=

S R A I O P B QA
D [L][n]=[5] 7 Y . e
&ﬁ Y; > 8 D, _Y;m_
T n=la) | [ |l ©
’ % v, P " 1234
—
LY=B L'x=Y

Figure A.13. Schéma de parallélisation.

La dissection emboitée n’est pas effective pour la renumérotation des inconnues dé-
finies sur les arétes. Par conséquent aucune formulation en potentiel vecteur n’a été
résolue a ce jour a I’aide de cette méthode directe dans le cadre de cette thése.

De ce fait aucun cas magnétodynamique n’a été résolu a 1’aide de cette méthode. En
effet, le systéeme d’équations obtenu pour un probléme magnétodynamique est exprimé
en fonction des inconnues nodales et des inconnues définies sur les arétes. De plus, il
faudrait étre capable de numéroter les inconnues scalaires et vectorielles avec une cer-
taine dépendance pour utiliser la renumérotation des inconnues a I’aide de la dissection
emboitée. Car, avec une numérotation classique, la structure de la matrice de raideur est
semblable a celle représentée sur la figure (Figure A.14). Il faudrait combiner la numé-
rotation des inconnues nodales et d’arétes, de telle sorte que la dissection emboitée
puisse nous permettre de faire apparaitre des blocs indépendants.
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Figure A.14. Structure de la matrice de raideur obtenue en magnétodynamique.

Dans le cas d’une étude en magnétodynamique, en supposant les lois de comporte-
ment linéaires, il n’est nécessaire de ne calculer qu’une seule fois la matrice de raideur.
Le temps excessif du calcul de la matrice triangulaire inférieure pourrait étre négligea-
ble comparé au temps nécessaire a la résolution du méme systéme a I’aide de la mé-
thode du gradient conjugué au fur et a mesure des itérations.
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CONTRIBUTION A LA MODELISATION 3D DES SYSTEMES ELECTROMAGNETIQUES BASSE
FREQUENCE A L’AIDE DE LA METHODE D’INTEGRATION FINIE (FIT)

Résumé : La méthode des ¢éléments finis (MEF) est la méthode la plus utilisée pour
résoudre numériquement des problémes rencontrés en mécanique, en thermique, en
¢lectromagnétisme, etc. Dans le domaine du génie ¢électrique elle permet de réaliser la
simulation de dispositifs électromagnétiques avec une grande précision. Cependant,
devant les capacités grandissantes des outils de calcul, on est amené a modéliser des
systémes de plus en plus complexes. Paradoxalement, devant les temps de calcul impor-
tants que cela engendre, 1’intérét des industriels se porte sur des méthodes alternatives
permettant d’obtenir des résultats plus rapidement.

Les travaux menés durant cette thése se sont portés sur I’étude d’une méthode alter-
native, la technique d’intégration finie (FIT). Cette méthode permet d’obtenir un bon
compromis entre rapidité des temps de calcul et qualité de la solution. A travers des
problémes d’électrocinétique, de magnétostatique et de magnétodynamique, il est mon-
tré, avec ces travaux, que les résultats obtenus a I’aide de la FIT sont de bonnes qualités
comparés a la méthode des ¢léments finis. Des outils appliqués a I’imposition des gran-
deurs globales ¢électriques et magnétiques sont aussi présentés dans ce travail.

Mots clefs : Technique d’intégration finie, modélisation électromagnétique, €lectrociné-
tique, magnétostatique, magnétodynamique, grandeurs globales.

CONTRIBUTION TO THE 3D MODELLING OF LOW FREQUENCY ELECTROMAGNETIC
SYSTEMS USING FINITE INTEGRATION TECHNIQUE (FIT)

Abstract : To solve numerically the mechanics, thermals and magnetodynamics prob-
lems, the finite element method is the most used. In electrical engineering, this method
allows the simulation of electromagnetic devices with a great accuracy. However, in
spite of growing capacity of the computers, the studied models become more and more
complicated. From an industrial point of view, these computation times are not accept-
able. Therefore, a fast and reliable numerical tool is necessary.

The developments realized during this thesis concern an alternative method, the fi-
nite integration technique. This method allows finding a compromise between computa-
tion times and accuracy. For the cases of electrokinetics, magnetostatics and magneto-
dynamics, simulations using FIT proved that results are accurate. Mathematical tools
used to impose the electric and magnetic quantities.

Keywords : Finite integration technique, electromagnetic modeling, electrokinetic,
magnetostatic, magnetodyynamique, global quantities.
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