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Université Lille 1, Sciences et Technologies
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Résumé
Dans cette thèse nous étudions d’un point de vue topologique deux espaces dont l’utilité

et l’importance dépassent le cadre de la topologie algébrique. Le premier espace est constitué
de toutes les fonctions holomorphes de la sphère de Riemann dans une variété de Gassmann
complexe. Cet espace se scinde en composantes connexes et nous identifions entièrement le type
d’homotopie de la composante des applications de degré un. Nous en déduisons des calculs
homologiques explicites. Dans le cas des applications pointées, nous explicitons une action de
l’opérade des deux petits disques sur l’espace des fonctions rationnelles, simplifiant ainsi quelques
travaux de Mann et Milgram. Nous étudions également les espaces de fonctions continues et dans
le cas de la Grassmannienne des deux plans complexes dans C4, nous obtenons une décomposition
homotopique de son espace de lacet. Finalement le second espace que nous étudions est l’espace
des lacets libres sur les configurations de points distincts dans Rn. Dans le cas de 3 points,
nous obtenons de façon simple et élégante un résultat de scindement homologique dû à Fadell
et Husseini et nous l’étendons au cas de la sphère.

Abstract
In this thesis we study from a topological point of view two spaces whose usefulness and

importance go beyond the scope of algebraic topology. The first space consists of all holomorphic
maps of the Riemann sphere into a complex Grassmannian manifold. This space is divided into
connected components and we identify the homotopy type of the component of degree one. We
deduce explicit homological calculations. In the case of based maps, we explain an action of the
operad of little two disks on the space of rational functions, simplifying some work of Mann and
Milgram. We also study the spaces of continuous maps and in the case of the Grassmannian of
complex two planes in C4, we obtain a homotopy decomposition of its based loop space. Finally,
the second space that we study is the free loop space of configurations of distinct points in Rn.
In the case of three points, we obtain a simple and elegant derivation of a homological splitting
result due to Fadell and Husseini and we extend it to the case of points on the sphere.
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2.1 Propriétés Globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2 Représentations Matricielles de Hol(Gr(n,m)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3 L’Espace des Applications Pointées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Introduction

Les espaces des applications holomorphes et continues d’une surface de Riemann dans les
espaces projectifs ou dans des variétés de grassmann complexes, ou encore plus généralement
dans des variétés de drapeaux, ont été beaucoup étudiées ces dernières années. Ce sont des
espaces qui interviennent naturellement dans la physique (sigma-modèles et théorie de jauge) et
en ingénierie (théorie du contrôle).

Nous désignons par Hol(M) l’espace des fonctions holomorphes de la sphère de Riemann dans
M . Cet espace est un sous-espace de l’espace de toutes les applications continues qu’on dénote
par L2M = {f : S2−−−→M}. Il hérite de sa topologie compact-ouverte. On écrira S2 = C∪{∞}
la sphère de Riemann, et on dénotera pas x0 ∈ M un “point base” choisi. Les sous-espaces des
fonctions pointées, c’est à dire des fonctions f : S2−−−→M tel que f(∞) = x0, holomorphes
et continues sont notées respectivement par Rat(M) et Ω2M , et nous avons le diagramme
commutatif suivant

Rat(M) //

²²

Hol(M)

²²
Ω2M // L2M

où toutes les flèches sont des inclusions. Notre objectif est d’étudier l’homologie et idéalement le
type d’homotopie de ces espaces, ainsi que de déterminer l’effet des flèches induites en homologie
et en homotopie entre ces espaces. Il est à noter que les espaces de lacets pointés Ω2M sont ceux
qui sont généralement les mieux compris et pour lesquels une panoplie d’outils de calcul existe.
Les espaces de lacets libres par contre, notés LM = {S1−−−→M} et L2M comme ci-haut ont fait
l’objet de plusieurs travaux plus récents motivés surtout par l’apparition de la string topologie
inventée par D. Sullivan et M. Chas à la fin des années 90 (voir [33]).

On peut dire que l’étude de la topologie des espaces de fonctions holomorphes a demarré
avec Segal en 1979 lequel a travaillé sur l’espace des fonctions holomorphes pointées Rat(Pn),
où Pn dénote l’espace projectif complexe. Il est commode de noter Ratk(Pn) le sous-espace de
toutes les applications de degré (topologique ou géométrique) égal à k ∈ N. Segal montre alors
le joli théorème de stabilité suivant

Théorème 1. (Segal [48]) L’inclusion ιk : Ratk(Pn) dans Ω2
kPn induit une équivalence d’ho-

motopie faible jusqu’à la dimension k(2n− 1).
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Introduction

L’énoncé du théorème veut dire que les groupes d’homotopie supérieurs sont isomorphes par
le biais de ιk jusqu’au degré k(2n− 1). On dira que k(2n− 1) est une borne de stabilité.

A la suite des travaux de Segal, le sujet a pris une envolée. Ainsi F. Kirwan [36] démontre
en 1986 un théorème de stabilité analogue pour M = Gr(n,m) ; la variété de Grassmann des n-
plans complexes dans Cn+m, alors que M. Guest [20] établit un résultat similaire pour les variétés
toriques et que Boyer-Hurtubise-Mann-Milgram [4] démontrent la stabilité pour les variétés de
drapeaux généralisées. Ces résultats établissent des bornes de stabilité qui ne sont pas toujours
optimales. De plus, comparer l’homologie de ces espaces n’est pas calculer explicitement les
groupes d’homologie.

Dans [33], Kallel et Salvatore étudient les espaces des fonctions non-pointées L2(Pm) et
Hol(Pm). Ils arrivent à calculer complètement les groupes d’homologie avec coefficients dans un
corps de ces espaces. Pour cela ils utilisent des techniques de la string topologie et se basent sur
une observation fondamentale de Cohen-Cohen-Mann-Milgram [13] qui montrent que l’inclusion
Rat(Pm)−−−→Ω2Pm est une inclusion compatible avec l’action de l’opérade des petits disques
(voir section 2.6), et que l’homologie de Rat(Pm) est essentiellement engendrée par l’homologie
des applications de degré 1 sous l’action de l’algèbre de Dyer-Lashof (voir section 1.6.1).

Un objectif premier de notre travail est donc d’essayer de généraliser les travaux de Kallel-
Salvatore de Pm = Gr(1,m) à Gr(n,m) pour n quelconque. Idéalement, nous souhaitons décrire
assez précisément l’homologie de Holk(Gr(n,m)). Ceci s’avère difficile en général mais nous
réussissons à bien comprendre les composantes de degrés k = 1 et à clarifier le cas k = 2.
Il s’avère que les techniques de la string topologie ne sont pas suffisantes pour tout expliquer
et qu’il faut faire appel à d’autre méthodes. Evidemment et tout d’abord, il est nécessaire de
bien comprendre l’espace Hol1(Gr(n,m)). Le théorème principal suivant donne une description
complète de cet espace.

Théorème 2. Soit Fl(1, n, n+m) = U(n+m)/U(1)×U(n−1)×U(m) la variété de drapeaux

de tous les drapeaux (1, n) dans Cn+m avec les projections

p1 : Fl(1, n, n + m)−−−→Pn+m−1

p2 : Fl(1, n, n + m)−−−→Gr(n,m)

alors Hol1(Gr(n,m)) est, à homotopie près, le fibré en sphère au-dessus de Fl(1, n, n+m) associé

au fibré vectoriel de rang complexe m donné par

p∗1(H)⊗ p∗2(Q)

où H = O(1) est l’hyperplan dual au fibré en droite tautologique au-dessus de Pn+m−1, et Q le

fibré anti-tautologique au-dessus Gr(n,m).

Les définitions et constructions qui vont avec le théorème sont dans le chapitre 3. Ce
résultat nous permet par exemple d’utiliser la suite de Gysin d’un fibré en sphères, les classes
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caractéristiques ainsi que la description dûe à Paul Baum de la cohomologie d’une variété de dra-
peaux [3], pour donner une description complète de l’homologie de la composante Hol1(Gr(n,m)).
Voici un exemple intéressant et concret (voir section 3.3.1).

Corollaire 1.H̃∗(Hol1(Gr(2, 2));Z) =





Z, ∗ = 13

Z2, ∗ = 11

Z2, ∗ = 9

Z4, ∗ = 8

Z, ∗ = 7

Z⊕ Z4, ∗ = 6

Z2, ∗ = 4

Z2, ∗ = 2
L’homologie est nulle en tout autre degré.

Notons que Hol1(Gr(n,m)) se déforme par rétracte sur une variété orientée de dimension
réelle 2nm+2n+2m−3, d’où la classe en top degré 13 dans le cas Gr(2, 2). Des calculs similaires
mais avec coefficients dans Q peuvent être donnés pour Hol1(Gr(2,m)) pour tout m.

Un corollaire intéressant du Théorème 2 est de retrouver un résultat de Cohen-Lupercio-Segal
[14] sur le type d’homotopie des applications rationnelles dans la Grassmannienne Gr(n,∞),
également connue pour être BU(n) l’espace classifiant du groupe unitaire. En particulier, on en
déduit qu’il existe une équivalence d’homotopie (voir section 3.2)

Rat1(BU(n)) ' Pn−1

Il est à noter que [14] compare le type d’homotopie de Ratk(BU(n)) aux composantes d’une
certaine filtration de Mitchell de ΩSU(n) pour tout n ∈ N. Les méthodes qu’ils utilisent sont
très différentes des nôtres.

Un joli et difficile résultat de Mann et Milgram [40] énonce que l’inclusion

ι : Ratk(Gr(n,m)))−−−→Ω2
kGr(n,m))

induit un monomorphisme en homologie. Les auteurs donnent même une borne de stabilité
optimale. Ceci généralise les résultats de Segal mentionnés plus haut. Le calcul de l’homologie
de Rat(Gr(n,m)) ou de celle de Hol(Gr(n,m)) revient donc et dans une certaine mesure à
la détermination de l’homologie des espaces de lacets, pointés et libres, sur Gr(n,m). Dans le
chapitre 1 nous faisons la collecte de plusieurs résultats sur Ω2Gr(n, m) et L2Gr(n, m), leurs
modèles rationnels et dans le cas de Gr(2, 2) le type d’homotopie. Un de nos plus intéressants
résultats est la décomposition suivante :

9
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Théorème 3. L’espace des lacets sur Gr(2, 2) se décompose comme produit

ΩGr(2, 2) ' S1 × S3 × ΩS5 × ΩS7

Cette décomposition n’est pas une décomposition de H-espaces.

Dans la deuxième et dernière partie de cette thèse, nous étudions les espaces de lacets d’es-
paces de configurations dans un espace Euclidien. Nous rappelons que pour tout espace X,
F (X, n) ⊂ Xn est le sous-espace des uplets de points (x1, . . . , xn) tel que xi 6= xj , i 6= j. Ces
espaces, et leurs analogues non-ordonnés B(X, n) = F (X, n)/Sn sont l’objet de nombreux tra-
vaux en géométrie et en théorie de l’homotopie [32]. En analyse fonctionnelle, ils sont utilisés
pour donner des estimations sur l’existence de solutions pour des systèmes Hamiltoniens du type
N -corps. Plus particulièrement on considère pour i, 1 ≤ i ≤ k, des “masses” mi qui se meuvent
le long de trajectoires qi(t) : S1−−−→Rn, qi(t) 6= qj(t) pour tout t, i 6= j, et qui satisfont à
l’équation Hamiltonienne du type N -corps

. miq̈+
∂V

∂qi
= 0 (1)

où V est un potentiel d’interaction

V : Rn − {0}−−−→R, V (~q) =
∑

Vij(t, qi − qj)

Le vecteur des orbites q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)) prend ses valeurs dans

LF (Rn, k) := Map(S1, F (Rn, k))

l’espace des lacets qui consiste en toutes les fonctions continues du cercle dans F (Rn, k). Comme
F (Rn, k − 1) peut être vu comme un sous-espace de F (Rn, k), on dénote par bq(X) le q-ème
nombre de Betti. L’important rémarque suivante, qui découle directement du théorème de Bahri-
Rabinowitz [2], généralisé par H. Riahi dans [46] et a initié de nombreux travaux dans le domaine.

Remarque 1. Sous certaines conditions facilement identifiables sur V et q(t), les nombres

de Betti bq(LF (Rn, 3)) sont non bornés, alors le système (1) possède une infinité de solutions.

Ce résultat a servi de motivation à Fadell et Husseini pour étudier les espaces de lacets sur
F (Rn, k). Dans leur livre [18] ils donnent des estimations de la croissance des nombres de Betti
de ces espaces pour tout n et k. Leurs résultats ne sont pas toujours complets.

Dans le chapitre 4 de cette thèse, nous étudions en détail les espaces LF (Rn, 3) et LF (Sn, 3)
et nous essayons de combler certains points manquants de [18]. Notre approche consiste à établir
tout d’abord un résultat utile sur la formalité de ces espaces (voir section 4.2), en utilisant un
critère de M. El Haouari [17], et ensuite d’appliquer un théorème clé de J.D. Jones reliant la
cohomologie des espaces de lacets à l’homologie de Hochschild [43]. Ceci nous permet de retrouver
facilement et de façon plus conceptuelle les résultats de scindement homologiques établis par
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Fadell et Husseini. Dans ce qui suit, nous donnons notre dernier résultat principal.

Théorème 4.Les espaces F (Rn, 3) et F (Sn, 3) sont formels sur tout corps K. Il existe un

isomorphisme d’espaces vectoriels

H∗(LF (Rn, 3);K) ∼= H∗(LSn−1;K)⊗H∗(L(Sn−1 ∨ Sn−1);K)

valable pour tout n si K = Z2 et pour n pair si K = Q. De même nous avons l’isomorphisme

H∗(LF (Sn, 3);K) ∼= H∗(LSn−1;K)⊗H∗(LSn;K)

pour n impair à coefficients dans Z, ou pour n pair et K = Z2.

Voici un résumé du contenu de cette thèse. Nous commençons par rappeler des définitions et
des constructions qui vont nous servir ultérieurement. Dans un premier chapitre nous résumons
les propriétés topologiques des variétés de Grassmann complexes ainsi que de leurs espaces de la-
cets. Nous y démontrons le théorème 3 ainsi qu’un résultat de non-scindement de H∗(Ω2Gr(2, 2);Zp)
en tant que module sur l’algèbre de Dyer-Lashof. Dans un second chapitre, nous définissons les
espaces des fonctions holomorphes dans la variété de Grassmann et nous donnons une descrip-
tion matricielle de telles fonctions en nous basant sur les travaux de Mann-Milgram et Havlicek.
Le côté géométrique est revu en détail. En utilisant la description des fonctions holomorphes
pointées comme des matrices rationnelles (point de vue de la théorie du contrôle), nous obtenons
une construction limpide de l’action des opérades des deux petits disques sur Rat(Gr(n,m)).
Les calculs homologiques avec la suite de Gysin pour le cas de Rat1Gr(2, 2) sont relégués au
troisième chapitre. Dans le quatrième et dernier chapitre nous développons notre approche sur
les espaces de lacets sur les espaces de configurations et démontrons le Théorème 4.

Cette thèse aboutit à de nombreuses questions ouvertes que nous espérons étudier à l’avenir.
Par exemple, la structure de H∗(Ω2Gr(n, m);K) en tant que module sur l’algèbre de Dyer-
Lashof n’est pas connue (pour K = Z2 ou Zp). Dans le cas rationnel, on aimerait savoir si
Rat(Gr(n,m)) pour n > 1 se scinde stablement comme dans le cas n = 1 (Théorème de [13]).
L’homologie de Holk(Gr(n,m)) pour k ≥ 2 reste encore à élucider et est assez complexe. D’un
autre côté l’introduction du complexe de Hochschild dans le calcul de H∗LF (Rn;K)) nous permet
de simplifier les calculs et les appliquer à d’autres espaces de configurations.

Le chapitre 3 fait partie d’une prépublication conjointe avec S. Kallel et P. Salvatore [34].
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Chapitre 1

Définitions et Constructions

1.1 Résultats Classiques sur la Variété de Grassmann

Soit Gr(n,m) la Grassmannienne de n-plans complexes dans Cn+m. Elle est identifiée à un
espace homogène U(n + m)/U(n)× U(m). C’est une variété complexe de dimension nm.

Nous pouvons décrire la Grassmannienne autrement. Soit Mn,n+m(C) l’espace des matrices
complexes n × (n + m) et Pn,n+m(C) le sous-espace des matrices dont les vecteurs lignes sont
linéairement indépendants. En particulier, GLn(C) := Pn,n(C) est l’ensemble des matrices in-
versibles. Plus généralement, Pn,n+m(C) est la variété de Stiefel des n-repères dans Cn+m. Le
repère associé à M ∈ Pn,n+m(C) est constitué de l’ensemble des vecteurs lignes. L’action de
GLn(C) sur M par multiplication à gauche se traduit par des opérations sur les lignes et donc,
elle conserve le span des vecteurs lignes. Nous obtenons ainsi l’identification

Gr(n,m) = Pn,n+m(C)/GLn(C) (1.1.1)

Le lemme suivant découle de la définition.

Lemme 1.1.1 Une matrice M est dans Pn,n+m(C) si et seulement si les déterminants des n×n

mineurs de M ne s’annulent pas tous en même temps.

Ceci veut dire, en particulier, en prenant les n×n déterminants (dans un certain ordre), que
nous avons une application bien définie

Pn,n+m(C)−−−→P(n+m
n )−1

La multiplication à gauche par A ∈ GLn(C) ne change pas la valeur de cette application puisque
ça revient à multiplier toutes les entrées homogènes par le déterminant de A. Nous avons donc
une application

℘ : Gr(n,m)−−−→P(n+m
n )−1 (1.1.2)
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Chapitre 1. Définitions et Constructions

qui est un plongement et réalise Gr(n,m) comme une variété algébrique [1]. En effet, c’est le
plongement de Plucker. Notons que pour m = 1, ℘ : Gr(n, 1)−−−→Pn est un isomorphisme.

Exemple 1.1.2 (La Grassmannienne Quadrique) La variété que nous allons traiter comme
exemple dans tout ce travail est Gr(2, 2) ⊂ P5. En identifiant Gr(2, 2) comme des classes de
matrices dans P2,4(C), l’application de Plucker est donnée comme suit

℘ :

(
a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

)
7−→ (d12 : d13 : d14 : d23 : d24 : d34)

où dij = aibj −ajbi. Nous pouvons facilement vérifier que ces relations réalisent Gr(2, 2) en tant
qu’une hypersurface dans P5 de degré 2, ayant l’équation

z0z5 − z1z4 + z2z3 = 0 (1.1.3)

1.2 Fibrés au-dessus de la Variété de Grassmann

Nous allons rassembler les constructions et les définitions cruciales pour notre travail. Le
fibré tautologique γn au-dessus de Gr(n,m) est le fibré complexe de dimension n d’espace total

{(P, v) ∈ Gr(n, m)× Cn+m | P ∈ Gr(n, m), v ∈ P}

Il existe une suite exacte de fibrés

0−−−→γn−−−→Gr(n,m)× Cn+m−−−→Qm−−−→0 (1.2.1)

où Qm est le fibré anti-tautologique de rang m. Il est donc utile de considérer parfois la Grass-
mannienne Gr(n,m) comme le quotient de Cn+m de rang m au lieu de sous-espaces linéaires de
rang n.

Une autre manière de voir γ et Q est de les considérer comme les fibrés associés. Par la suite,
il pourrait être utile de considérer la variété de drapeaux

Fl(i1, i2, . . . , in) := U(i1 + i2 + · · ·+ in)/U(i1)× · · · × U(in)

que nous voyons comme l’espace de tous les drapeaux orthonormaux imbriqués (i.e. sous-espaces
linéaires) P1 ⊂ P2 ⊂ · · · ⊂ Pn−1 ⊂ Ci1+···+in , avec dimPk = ik. Au-dessus de Fl(i1, i2, . . . , in)
existe le fibré tautologique de rang n d’espace total

γk := Cik ×U(ik)

[
U(i1 + i2 + · · ·+ in)

U(i1)× · · · × Û(ik)× · · · × U(in)

]

où Û veut dire la suppression du produit. Pour n = 2, nous appelons γ1 le fibré tautologique et
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γ2 son orthogonal qui est isomorphe au fibré anti-tautologique Qi1 .

Définition 1.2.1 Soit O(d) le fibré en droite au-dessus de Pn dont l’espace total est la construc-
tion de Borel

C×C∗ (Cn+1 − {0}) := C× (Cn+1 − {0})/∼
qui est le quotient obtenu par identification des uplets

(x, z0, . . . , zn) ∼ (λdx, λz0, . . . , λzn) λ ∈ C∗, d ∈ Z

Il est clair que le fibré trivial en droite est ε = O(0). Nous pouvons vérifier que

– HomC(O(n), ε) = O(−n), et que
– O(d1)⊗O(d2) ∼= O(d1 + d2), plus particulièrement O(±d) := O(±1)⊗d.

Il est évident que les fibrés en droite complexes au-dessus de Pn sont classifiés par H2(Pn;Z) = Z,
et que O(d) est le fibré correspondant à d ∈ Z. Ceci est un fibré classifié par l’application
Pn−−−→BS1 = P∞ ayant un degré topologique d.

Exemple 1.2.2 Le fibré tautologique γ1 au-dessus de Pn est isomorphe à O(−1). Ce fibré n’a
pas de section globale non-nulle. Le fibré γ1 est appelé le fibré de Hopf en droite puisque le
complémentaire de sa section nulle est le fibré γ∗1 d’espace total

C∗ ×C∗ (Cn+1 − {0}) = Cn+1 − {0}−−−→Pn

et qui est précisément la fibration de Hopf.

Exemple 1.2.3 Le dual du fibré en droite de Hopf est le fibré hyperplan H ([27]). C’est un
fibré obtenu par projection

Pn+1 − {[0 : · · · : 0 : 1]}−−−→Pn , [z0 : · · · zn : z] 7→ [z0 : · · · : zn]

Notons que l’espace total peut être décrit comme

Pn+1 − {[0 : · · · : 0 : 1]} = C×C∗ (Cn+1 − {0})

où l’action de la diagonale par λ ∈ C∗ sur (z; z0, . . . , zn) est donnée par (λz; λz0, . . . , λzn). Ce
qui montre que H = O(1) est le dual de O(−1).

Remarque 1.2.4 Si η est le fibré au-dessus de Pn, nous écrivons nη la somme de Whitney de
n-copies de η et nous notons η∗ le complémentaire de sa section nulle. Il ne faut pas confondre
la notation de O(n) avec nO(1) qui est de rang n.
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1.3 Cohomologie de la Grassmannienne

Nous allons travailler avec une expression explicite de H∗(Gr(n,m)). Cette cohomologie est
engendrée par les classes de Chern du fibré tautologique de Gr(n,m). Nous allons présenter des
outils standards que nous allons utiliser par la suite et qui existent dans [44, 1].

Proposition 1.3.1 Il existe un isomorphisme d’anneau gradué

H∗(Gr(n,m);Z) ∼= Z[c1, . . . , cn, c̄1, . . . , c̄m]/


 ∑

i+j=k

ci · c̄j ; 1 ≤ k ≤ n + m




avec deg ci = deg c̄i = 2i.

Preuve : L’argument peut-être donné rapidement en se basant sur un résultat principal de
Baum (Théorème 1.3.6). Par contre, nous reprenons un argument tout aussi rapide de [21] (voir
la section 2). Le point de départ est la fibration des espaces classifiants

Gr(n,m)
i−−−→BU(n)×BU(m)

φ−−−→BU(n + m)

La cohomologie de BU(n) = Gr(n,∞) est donnée par H∗(BU(n);Z) = Z[c1, . . . , cn] où les ci sont
les classes de Chern universelles. De même, H∗(BU(m)) = Z[c̄1, . . . , c̄m] et H∗(BU(n + m)) =
Z[c′1, . . . , c

′
n+m]. La cohomologie de Gr(n,m) est concentrée en degrés pairs car Gr(n,m) admet

une décomposition cellulaire avec des cellules de dimensions paires (en utilisant la décomposition
de Ehresmann voir [16], paragraphe 5 et 7), donc la cohomologie de tous les espaces concernés
est concentrée en degrés pairs, la suite spectrale de Serre pour cette fibration dégénère et i∗ est
surjective de noyau l’idéal engendré par l’image de φ∗ des classes de degrés strictement positifs ;
i.e.

H∗(Gr(n,m)) ∼= H∗(BU(n)×BU(m))
< φ∗H∗

+(BU(n + m)) >
(1.3.1)

L’inclusion de U(1)n → U(n) induit un monomorphisme en cohomologie qui envoie ci au i-ème
polynôme symétrique élémentaire σi(t1, . . . , tn) sur les générateurs tj ∈ H2(BU(1)n). De même,
c̄i s’envoie sur σi(tn+1, . . . , tn+m) et c′i sur σi(t1, . . . , tn+m). La formule

φ∗(c′k) =
k∑

i=0

ci × c̄k−i

résulte à partir de la formule de correspondance pour les polynômes symétriques.

Plusieurs remarques s’imposent.

Remarque 1.3.2 Définissons la classe de Chern totale d’un fibré complexe ζn de dimension n

comme étant c(ζn) = 1+ c1 + · · ·+ cn. Nous avons la relation c(ζm⊕ ζn) = c(ζm)c(ζn) (voir [19]
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par exemple). En particulier et comme γn⊕Qm = εn+m, où γn et Qm sont dans (1.2.1) et εn+m

est le fibré trivial, nous avons la relation c(γn ⊕Qm) = 1, c’est à dire

(1 + c1 + · · ·+ cn)(1 + c̄1 + · · ·+ c̄m) = 1 (1.3.2)

Remarque 1.3.3 Puisque les relations
∑k

i=0 ci × c̄k−i = 0 pour k = 1, . . . ,m peuvent être
résolues par récurrence pour exprimer c̄1, . . . , c̄m en terme de c1, . . . cn, l’anneau H∗(Gr(n,m))
est un quotient de Z[c1, . . . , cn] par un idéal (ρ1, . . . , ρn). Pour m ≥ n ≥ 2, H∗(Gr(n,m)) =
Z[c1, . . . , cn]/(ρ1, . . . , ρn) avec deg ρi = 2m + 2i, 1 ≤ i ≤ n. Les ρi forment ce qu’on appelle une
suite régulière ([38], lemme 2.3).

Exemple 1.3.4 Pour n = 2, et par la remarque (1.3.3), H∗(Gr(2,m)) = Z[c1, c2]/(ρ1, ρ2) avec

ρi =
∑

p1+2p2=m+i

(−1)p1+p2

(
p1 + p2

p1

)
cp1
1 cp2

2 (1.3.3)

En particulier, rappelons que Gr(2,m) = U(m + 2)/U(2) × U(m) est de dimension complexe
2m, et que la classe d’orientation peut être déterminée à partir de (1.3.3) et est donnée par cm

2 .
La classe c2m

1 , en d’autres termes, quand elle est évaluée sur la classe d’orientation [Gr(2, n)] est
le nombre de Catalan

c2m
1 =

1
m + 1

(
2m

m

)

Nous explicitons le cas de la Grassmannienne quadratique G(2, 2).

Lemme 1.3.5 H∗(Gr(2, 2)) = Z[c1, c2]/(ρ1, ρ2) où ρ1 = c3
1 − 2c1c2 et ρ2 = c4

1 − 2c2
2.

Preuve : Nous allons exploiter les relations qui découlent de (1 + c1 + c2)(1 + c̄1 + c̄2) = 1.
En degré 2, c1 + c̄1 = 0 ainsi c̄1 = −c1. En degré 4, c1c̄1 + c2 + c̄2 = 0 d’où c̄2 = c2− c2

1. En degré
6, c1c̄2 + c̄1c2 = 0 conduisant à la première relation c3

1 − 2c1c2 = 0. La relation c4
1 = 2c2

2 résulte
de la même manière. Ceci est bien compatible avec (1.3.3).

Plus généralement, nous avons le résultat suivant de Baum, qui sera appelé dans la section
3.3 pour calculer la cohomologie de certaines variétés de drapeaux.

Théorème 1.3.6 [3] Si G est un groupe de Lie compact connexe et H est un sous groupe fermé
connexe dont les cohomologies sont des algèbres extérieures sur les générateurs de degrés impairs
(sur les entiers), alors la suite

H∗(BG)
ρ∗−−−→H∗(BH)

σ∗−−−→H∗(G/H)

a la propriété que le noyau de σ∗ est l’idéal de H∗(BH) généré par les éléments de degrés positifs
dans l’Image (ρ∗).
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1.3.1 Point de Vue Géométrique

Soit X un espace topologique métrisable et séparable. On appelle stratification de X une
partition localement finie S = (X(s))s∈S de X dont les éléments, appelés strates, sont localement
fermés.

La variété Gr(n,m) est stratifiée par les sous-variétés de Schubert, une pour chaque partition
λ constituée d’une suite décroissante d’entiers non négatifs

λ := (m ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0) (1.3.4)

Une telle sous-variété Xλ est construite comme suit. Fixons un drapeau

F• : 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn+m = Cn+m (1.3.5)

Le choix d’un tel drapeau influe sur les constructions seulement par une action par un élément
de GLn+m(C) près). Alors

Xλ = {V ∈ Gr(n,m) | dim(V ∩ Fm+i−λi) ≥ i , ∀ 1 ≤ i ≤ n}

La classe de Schubert associée à λ est alors σλ := Pd[Xλ] ∈ H2
∑

λi(Gr(n,m);Z), où Pd veut
dire le dual de Poincaré. Additivement

H∗(Gr(n,m);Z) =
⊕

λ

Zσλ

où λ varie selon toutes les partitions de la forme (1.3.4). Les générateurs pour H∗(Gr(n,m))
sont les classes de Schubert spéciales σ1, σ2, . . . , σm où σi est la classe de Schubert associée à la
partition λ avec λ1 = i ≤ m, et λj = 0 pour j > 1. Les relations sont de type déterminant.

Théorème 1.3.7 H∗(Gr(n, m),Z) est l’anneau polynomial Z[σ1, . . . , σm] quotienté par les re-
lations

Dm+1 = Dm+2 = · · · = Dn+m = 0

où Dk = det(σi+j−i)1≤i,j≤k. Ici, nous supposons que σp = 0 si p 6∈ {1, . . . ,m}. Plus précisément
(Giambelli [51]), σλ = det(σλi+j−i)1≤i,j≤m.

Exemple 1.3.8 Nous allons illustrer le théorème 1.3.7 en étudiant le cas de la Grassmannienne
quadratique Gr(2, 2). Cette variété peut être écrite comme l’union de six cellules de Schubert

σ0 = 1 , σ1 , σ2 , σ1,1 , σ2,1 , σ2,2 = [pt]

Ici, [pt] veut dire le dual de Poincaré du point. Une formule de Pieri (voir Exemple 1 [51])
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implique que

σ2
1 = σ2 + σ1,1 , σ3

1 = 2σ2,1 = 2σ1σ2 , σ4
1 = 2σ2,2 = 2σ2

2 = 2[pt]

et ceci est bien vérifié par les calculs dans le lemme 1.3.5.

1.4 Espace des Lacets de Gr(n,m)

Soit Vn,m = U(n + m)/U(m) la variété de Stiefel de tous les n-repères orthonormaux dans
Cn+m. Nous avons un fibré principal U(n)−−−→Vn,m−−−→Gr(n,m), duquel nous pouvons déduire
la fibration des lacets

ΩVn,m−−−→ΩGr(n,m)−−−→U(n) (1.4.1)

Nous savons que

1. Nous avons les équivalences U(n) ' S1 × SU(n) et ΩU(n) ' Z × ΩSU(n). D’autre part
H∗(U(n);Z) ∼= H∗(S1 × S3 × · · · × S2n−1;Z) et

H∗(Ω0U(n)) ∼= H∗(ΩSU(n)) ∼= H∗(ΩS3 × · · · × ΩS2n−1)

où Ω0U(n) désigne n’importe quelle composante connexe de ΩU(n). En fait, il existe une
application Pn−1−−−→ΩSU(n) qui induit une injection en homologie et donne lieu à un
isomorphisme H∗(ΩSU(n)) ∼= S(H̃∗(Pn−1)), où S est l’algèbre symétrique (voir Remarque
3.2.7).

2. Nous avons des fibrations itérées

ΩVn−1,m−−−→ΩVn,m−−−→ΩS2(n+m)−1

tel que l’homologie de la base et celle de la fibre sont concentrées en degrés pairs. Par
récurrence, nous en déduisons l’isomorphisme

H∗(ΩVn,m) ∼= H∗(ΩS2m+1 × · · · × ΩS2(n+m)−1)

Lemme 1.4.1 Il existe des scindements additifs pour n ≤ m

H∗(ΩGr(n,m);Z) ∼= H∗(ΩVn,m;Z)⊗H∗(U(n);Z)

Preuve : L’homologie de U(n) est générée multiplicativement par des classes de degrés
≤ 2n− 1. D’autre part, l’homologie de ΩVn,m commence en degré 2m. Toutes les différentielles
sur les générateurs de H∗(U(n)) sont nulles dans la suite spectrale de Serre dans (1.4.1). Puisque
la projection ΩGr(n,m)−−−→U(n) ' ΩBU(n) est une application de lacets, la fibration (1.4.1)
est une fibration multiplicative. Les différentielles dans la suite spectrale de Serre étant des
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dérivations, elles sont nulles sur H∗(U(n)). Mais si toutes les classes d’homologie provenant de
la base dans une fibration multiplicative sont des cycles infinis, alors la suite spectrale dégénère
nécessairement, d’où le résultat.

Le scindement ci-dessus n’est pas toujours un scindement multiplicatif (voir section 1.4.1).

1.4.1 La Structure de l’Anneau de Pontryagin

Nous rappelons que ΩX est un espace muni d’une multiplication µ : ΩX × ΩX−−−→ΩX

associative à homotopie près. La flèche µ∗ induite en homologie confère à H∗(ΩX;F) la structure
d’anneau que nous appellerons anneau de Pontryagin de ΩX.

En considérant les lacets sur une fibration (F,E, B), nous obtenons une fibration multipli-
cative (ΩF, ΩE,ΩB) dont la suite spectrale de Serre associée est multiplicative dans le sens
que les Er-termes ont une structure d’algèbre et ils convergent vers le terme gradué associé
E∞ comme algèbres. La structure d’algèbre dans le E2-terme est la structure produit dans
H∗(ΩB)⊗H∗(ΩF ), en supposant que B est simplement connexe et que nous travaillons sur un
corps. Toutefois, il n’est généralement pas le cas que E∞ ∼= H∗(ΩE) en tant qu’algèbre.

Exemple 1.4.2 Nous pouvons illustrer cela par l’exemple simple de la fibration de Hopf

S3−−−→S2−−−→P∞

de laquelle nous tirons ΩS3−−−→ΩS2−−−→S1. Notons que E∞ = T [b] ⊗ Λ(e) avec T [b] l’algèbre
tensorielle sur un générateur b de dimension 2 et Λ(e) l’algèbre extérieure sur e de degré 1. Mais
H∗(ΩS2) = T [a] avec deg a = 1. Nous voyons alors que e2 = 0 mais a2 6= 0.

De même et dans le cas de ΩGr(2, 2), le lemme 1.5.1 montre que

H∗(ΩGr(2, 2);Z) ∼= H∗(U(2))⊗H∗(ΩV2,2) ∼= Λ(e1, e3)⊗ Z[a4, a6]

Ceci n’est cependant pas un isomorphisme d’anneau de Pontryagin comme nous allons le voir.

Proposition 1.4.3 La suite spectrale cobar convergeant vers H∗(ΩGr(2, 2);Z) a pour terme E2

l’algèbre différentielle H∗(T [x1, a3, b3, z5, t7], d) avec

d2x = d2a = 0 , d2b = x2 , d2z = ax + xa et d2t = a2 + ab + ba + xz + zx

Preuve : Rappelons que pour un CW complexe 1-connexe X, il existe un isomorphisme
d’anneaux

H∗(ΩX) ∼= H∗(ΩC∗X)

où ΩC∗X est la construction cobar d’Adams sur les complexes de châınes de X qui est une
algèbre. En effet, Ω est un foncteur qui envoie une coalgèbre différentielle graduée à une algèbre
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différentielle graduée. De façon explicite, H∗(ΩC∗X) est l’homologie de l’algèbre différentielle
graduée (

⊕
A⊗n, d) où A = s−1C∗(X) et dc est la différentielle donnée sur les générateurs par

dc|σ| = ±
∑

|σ′|σ′′| (1.4.2)

où |σ| := s−1σ, σ ∈ C∗(X), et
∑

σ′⊗σ′′ est le coproduit réduit sur σ. Elle est étendue à l’algèbre
comme une dérivation. En filtrant par le nombre de bar, il résulte une suite spectrale de terme
E2 = (H∗(ΩH∗X), d2) avec sa différentielle cobar d2 = dc.

Nous appliquons cette méthode à X = Gr(2, 2). Ici, l’homologie de X est concentrée en
degrés pairs de sorte que d2|σ| =

∑ |σ′|σ′′|, et sa structure de coalgèbre est déduite à partir de
son algèbre de cohomologie (coefficients dans Z)

H∗(Gr(2, 2)) ∼= Z[c1, c2]/( c3
1 = 2c1c2 et c4

1 = 2c2
2 = 2c2

1c2 ) (1.4.3)

Etant sans torsion, nous identifions H∗(Gr(2, 2)) avec Hom(H∗(Gr(2, 2)),Z) et nous écrivons
x∗ la classe d’homologie qui est hom-duale à la classe de cohomologie x. Nous posons

x1 = |c∗1| , a3 = |c∗2| , b3 = |(c2
1)
∗| , z5 = |(c1c2)∗| , t7 = |(c2

1c2)∗|

(les indices indiquent le degré homologique). Le terme E2 de la suite spectrale cobar associée
à ΩGr(2, 2) est maintenant l’homologie de l’algèbre tensorielle sur ces générateurs avec la
différentielle dc qui peut être déterminée à l’aide (1.4.3), et le fait standard que si ∆̃∗ est le
coproduit réduit ; ∆̃∗(x) =

∑
x′ ⊗ x′′, alors en cohomologie le cup produit (x′)∗(x′′)∗ = x∗.

Puisque les classes c∗1 et c∗2 sont primitives, nous voyons que d2x1 = d2a3 = 0. Ensuite
∆̃∗(c2

1)
∗ = (c1)∗ ⊗ (c1)∗, et donc d2b = d2|(c2

1)
∗| = |c∗1|c∗1| = x2 par définition de d2 dans (1.4.2).

Plus intéressant est le cas de c2
1c2 = c1(c1c2) = c2

2 où on trouve que

∆̃∗(c2
1c2)∗ = ∆∗(c2

2)
∗ = (c2

1)
∗⊗(c2)∗+(c2)∗⊗(c2

1)
∗+(c1)∗⊗(c1c2)∗+(c1c2)∗⊗(c1)∗+(c2)∗⊗(c2)∗

A partir de cette expression nous déduisons que d2t = a2 + ab + ba + xz + zx. Nous calculons
d2z de la même façon. On trouve le début du terme E2 (on note [a] la classe d’homologie de a)

E2 =





Z{[x]}
Z{[a3]}
Z{e4, α4}
Z{e5}
Z{e6}
...

(1.4.4)

avec deg x = 1, deg a3 = 3, deg e4 = deg α4 = 4, deg e5 = 5 et deg e6 = 6, e4 = [ax],
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α4 = [xb− bx] et e5 = [x2b− bx2].

Remarque 1.4.4 Nous pensons que cette suite spectrale dégénère au terme E2. Ceci serait le
cas si Gr(2, 2) était un espace formel (voir section 4.2). On montre dans la section 1.4.2 que

H∗(ΩGr(2, 2)) ∼= H∗(ΩS4)⊗H∗(ΩS5)⊗H∗(S1)

Les deux classes de non torsion en dimension 4 correspondent à [S1×S3] et à la plus basse classe
dans H4(ΩS5).

Le corollaire suivant est utile dans la démonstration du Théorème 1.6.5.

Corollaire 1.4.5 Dans l’anneau de Pontryagin H∗(ΩGr(2, 2)), il existe une classe a ∈ H3 dont
le carré est non nul.

Preuve : On notera H∗ = H∗(ΩGr(2, 2)). Décrivons tout d’abord le générateur du H6.
Dans l’algèbre tensorielle nous avons les classes a2, b2, ab, ba, zx, xz en degré 6. On voit que a2

est un cycle. En utilisant la formule d(xy) = dx.y + (−1)|x|xdy, on vérifie que si

α1b
2 + α2ab + α3ba + α4xz + α5zx , αi ∈ Z

est un cycle, alors α1 = 0 et α2 = · · · = α5. Ceci nous donne deux cycles en degré 6 : a2 et
ab + ba + xz + zx. Mais ces deux cycles donnent au terme E2 deux classes opposées puisque
dt = a2 + ab + ba + zx + xz. Donc a2 engendre le terme E2 en degré 6 et sa classe est notée [a2].

Nous pouvons affirmer ensuite que les classes [a] et [a2] doivent nécéssairement survivre au
terme E∞ car nous savons que H3 6= 0 6= H6, ceci étant une conséquence du fait par exemple que
rationnellement ΩGr(2, 2) ' S1×S3×ΩS5×ΩS7 (voir (1.5.1)). Mais comme la suite spectrale
cobar est une suite spectrale d’algèbres, convergeant vers H∗(ΩGr(2, 2)) en tant qu’algèbre, alors
forcément [a2] = [a]2 et la preuve est faite.

Nous pouvons maintenant revenir à la fibration (1.4.1) et faire des déductions supplémentaires.
Notons que dans le cas n = 1, ΩP2−−−→S1 admet une section, qui est également multiplicative.
Ce n’est cependant pas le cas en général.

Corollaire 1.4.6
(i) L’application ΩGr(2, 2)−−−→U(2) n’a pas de section multiplicative.
(ii) Il ne peut pas y avoir de scindement d’anneaux de Pontryagin H∗(ΩGr(2, 2)) ∼= H∗(ΩV2,2)⊗
H∗(U(2)).

Preuve : Ecrivons H∗(U(2)) ∼= Λ(e1, e3) une algèbre extérieure sur les générateurs de degrés
1 et 3 respectivement. Si une telle section s existe, alors forcément s∗(e1) = x1 et s∗(e3) = a3 ,
où x1, a3 sont comme dans le Théorème 1.4.3, mais e2

3 = 0 alors que a2
3 6= 0 dans H∗(ΩGr(2, 2))

qui empêche s d’être multiplicatif.
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1.4.2 Le type d’homotopie de ΩGr(2, 2)

L’objet de cette section est de démontrer le théorème 3 présenté dans l’introduction.

Théorème 1.4.7 Nous avons une équivalence d’homotopie ΩGr(2, 2) ' S1 × S3 × ΩS5 × ΩS7

qui n’est pas une équivalence de H-espaces.

Preuve : Tout d’abord, remarquons que si cette décomposition était une décomposition
de H-espace (le terme à droite ayant la structure multiplicative du produit), alors les deux
espaces auraient des anneaux de Pontryagin isomorphes, ce qui n’est pas le cas d’après le Corol-
laire précédent. Pour analyser le type d’homotopie de ΩGr(n, m), nous utilisons une construc-
tion géométrique que nous pouvons retrouver dans [45]. On montre en effet que Gr(2, 2) est
difféomorphe à l’hypersurface de Fermat Q4 = {∑ z2

i = 0} ⊂ P5. Ceci découle du fait général que
les hypersurfaces lisses dans Pn de même degré sont “ambiantly” difféomorphes, c’est à dire qu’il
existe un difféomorphisme de Pn qui prend une hypersurface dans l’autre. Un difféomorphisme
explicite Q4

∼= Gr(2, 2) est dans [34]. On peut alors remplacer Gr(2, 2) par Q4 et on considère
le pullback de la fibration de Hopf

Q̃4

²²

// S11

²²
Q4

Â Ä // P5

(1.4.5)

Écrivons ui = Re(zi) et vi = Im(zi). Alors

S11 =
{

(u1, v1, . . . , u6, v6)|
∑

u2
j +

∑
v2
j = 2

}

Le pullback est donc donné par

Q̃4 =
{

(u1, v1, . . . , u6, v6) |
∑

u2
j =

∑
v2
j = 1 |

∑
ujvj = 0

}

et ceci est de façon évidente difféomorphe à l’espace de Stiefel des 2-repères orthonormaux dans
R6 qui s’identifie au tangent en sphères ST (S5) de S5. Ceci est un S1-fibré au dessus de Gr(2, 2)
et en prenant les espaces de lacets, nous obtenons la fibration

ΩST (S5)−−−→ΩGr(2, 2)
p−−−→S1 (1.4.6)

Notons que la projection p induit un isomorphisme au niveau du groupe fondamental. Cette
fibration (1.4.6) possède de plus un retracte à homotopie près S1 → ΩGr(2, 2). Voici une justi-

fication pour ceci : soit ΩE−−−→ΩB
p−−−→F

i−−−→E
f−−−→B une suite de fibration induite par f .

Alors il est connu que la flèche i est homotopiquement triviale, si et seulement si, p admet une
section à homotopie près. L’existence de cette section pour (1.4.6) implique d’autre part que

ΩGr(2, 2) ' S1 × ΩST (S5)
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Là aussi la justification est la suivante : Soit F
i−−−→E

s−−−→B une fibration avec section et E un
H-espace avec produit ∗. Alors la flèche F ×B−−−→E, (x, y)−−−→i(x) ∗ s(y) est une équivalence
faible (ceci se voit immédiatement à travers le fait que la suite exacte longue en homotopie se
scinde). Si tous les espaces sont des CW finis, alors i ∗ s est une équivalence d’homotopie.

Pour conclure, la projection ST (S5)−−−→S5 admet également une section et pour les mêmes
raisons que précedemment

ΩGr(2, 2) ' S1 × ΩST (S5) ' S1 × ΩS4 × ΩS5

' S1 × S3 × ΩS7 × ΩS5 (1.4.7)

Ici, nous avons utilisé le fait que ΩS4 ' S3 × ΩS7.

1.5 Modèles Rationnels

Soit V =
⊕

i≥0 V i un espace vectoriel sur Q positivement gradué, et soit
∧

V l’algèbre
graduée, commutative, libre engendrée par V , i.e,

∧
V = S[V pair]⊗ ∧[V impair]

où S[ ] est l’algèbre symétrique (sur les éléments de degrés pairs) et ∧[ ] l’algèbre extérieure (sur
les éléments de degrés impairs).

Définition 1.5.1 Un modèle minimal de Sullivan d’une ADGC A est la donnée de V , avec V 0 =
0, et d’un homomorphisme d’algèbre de

∧
V dans A qui est un isomorphisme en cohomologie.

Pour tout CW-complexe X, simplement connexe, avec tous les groupes d’homologie ration-
nelle de dimension finie, il existe une algèbre minimale de Sullivan

∧
V qui a la propriété que

V 1 = 0 et que tous les V k sont de dimension finie. Ce modèle satisfait à :
– La cohomologie rationnelle de l’espace est la cohomologie de son modèle minimal.
– L’espace V est le dual des groupes d’homotopie rationnels de l’espace X.
– Deux espaces simplement connexes ont le même type d’homotopie rationnelle si et seule-

ment si leurs algèbres minimales de Sullivan sont isomorphes.
Nous pouvons rapidement donner le modèle rationnel de Gr(n,m) et de ses espaces de lacets,

en renvoyant à [26] pour les détails de la théorie.
Puisque H∗(Gr(n,m)) est le quotient Z[c1, . . . , cn]/(r1, . . . , rn), avec ri une suite régulière

(voir remarque 1.3.3), alors le modèle minimal de Sullivan pour Gr(n, m) a la forme

(Λ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn); d) dyi = ri

Les degrés des yi sont dim ri = 2(m+i) comme cela a été affirmé dans la remarque 1.3.3. D’autre
part, ΩGr(n, m) est un H-espace et le modèle minimal pour tout H-espace est juste l’algèbre
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libre sur les groupes d’homotopie avec la différentielle identiquement nulle. Cela signifie que le
modèle minimal pour ΩGr(n,m) est

Λ(x̄1, . . . , x̄n, ȳ1, . . . , ȳn); d = 0)

avec deg(x̄) = deg(x)− 1. Nous obtenons que ΩGr(n,m) a le type d’homotopie rationnelle

ΩGr(n,m) 'Q S1 × · · · × S2n−1 × ΩS2m+1 × · · · × ΩS2(n+m)−1 (1.5.1)

Cela cöıncide avec le type d’homotopie rationnelle de U(n)× ΩVn,m.

D’autre part et toujours rationellement, l’homologie de LGr(n,m) peut être déduite à partir
du modèle minimal de Gr(n,m) selon un théorème de Vigué-Poirrier et Sullivan [47] :

Théorème 1.5.2 Si M est un CW-complexe simplement connexe fini, et si M a le modèle mini-
mal Λ(x1, x2, · · · , d), alors l’espace de courbes fermées sur M a le modèle Λ(x1, x1, x2, x2 · · · , d)
où dim xi = dim xi − 1, d est définie par di + id = 0 où i est la dérivation de Λ(x1, x2, · · · )
dans Λ(x1, x1, x2, x2 · · · ) définie par i xj = xj.

Notons que Λ(x1, x2, · · · ) est un d-sous-complexe de AL := Λ(x1, x1, x2, x2 · · · ) et que l’image
de d dans AL est contenue dans l’idéal de (x1, x2, · · · ). Ainsi, la différentielle d induite sur le
quotient Λ(x1, . . . , xi, . . .) est nulle. Cette image algèbrique correspond à la fibration naturelle

ΩM−−−→LM−−−→M

où M est un retract de LM via la section envoyant x ∈ M au lacet constant en x, et où le
modèle de ΩM est Λ(x1, x2 · · · ; d = 0), comme nous l’avons discuté.

Exemple 1.5.3 Soit M = Sn avec le modèle minimal Λ(e; d = 0) si n est impair. Dans ce cas,
le modèle minimal de LSn est Λ(e, e; d) et H∗(ΩSn;Q) = Λ(e; d) = Q[e] en tant qu’anneau. Si n

est pair alors le modèle minimal de Sn est Λ(e, a; d) avec da = e2 et le modèle minimal de LSn

est Λ(e, e, a, a; d) avec de = de = 0, da = e2. Puisque di(a) + id(a) = 0 alors

da = −id(a) = −i(x2) = −2xx

et H∗(ΩSn;Q) = Λ(e, a; d) = Λ(e)⊗Q[a]. Ceci n’est pas un isomorphisme d’anneau car en tant
qu’anneau H∗(ΩSn;Q) est une algèbre tensorielle sur un générateur de degré n− 1.

Exemple 1.5.4 Le modèle minimal de Pn est donné par (
∧

(x, y), d) avec d(y) = xn+1, |x| = 2,
|y| = 2n + 1. Le modèle minimal de LPn est

(∧
(x, x̄, y, ȳ), d

)
, d(x̄) = 0 , d(ȳ) = −(n + 1)xnx̄
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Une base linéaire de la cohomologie

H∗(LPn;Q) ∼= H∗(
∧

(x, x̄, ȳ)/(yn+1), d) ∼= Q · 1⊕
(∧

(x, x̄)/(xn+1, xnx̄)⊗
∧

ȳ
)

est donnée par 1, xpγq(y), xrx̄γs(y), p = 1, ..., n, q ≥ 0, s ≥ 0, r = 0, . . . , n − 1, et avec
γs(y) = ȳs/s!.

Corollaire 1.5.5 La cohomologie rationnelle de LGr(2, 2) est la cohomologie de l’algèbre différentielle
graduée Λ(x, x, y, y, z, z, t, t; d), avec la différentielle dx = dx = dy = dy = 0,

dz = x3 − 2xy , dt = x4 − y2 , dt = 2yy − 4x3x

et dz = x(2y − 3x2) + 2xy

Preuve : Ceci est une conséquence du modèle minimal de Gr(2, 2) donné par Λ(x, y, z, t; d)
voir le lemme 1.3.5, avec dz = x3 − 2xy et dt = x4 − y2. Nous appliquons alors le formalisme
précédent.

1.6 Espace des Lacets Doubles et un Résultat de Non-Scindement

Dans cette section, nous entamons l’étude des espaces des lacets doubles pour la variété de
Grassmann complexe et la variété de Stiefel. On remarquera que Ω2Gr(n,m) se scinde en des
composantes connexes indexées par un degré k ∈ Z (les détails sur ce degré dans le chapitre 2).
On écrira Ω2Gr(n,m) =

∐

k∈Z
Ω2

kGr(n,m) où Ω2
kGr(n,m) est la composante de degré k.

– La fibration U(n)−−−→Vn,m−−−→Gr(n,m) induit la fibration

Ω2Vn,m−−−→Ω2
0Gr(n,m)−−−→Ω0U(n)

Cette fibration est homologiquement triviale exactement pour les mêmes raisons que pour
le lemme 1.4.1 et

H∗(Ω2
0Gr(n,m);Z) ∼= H∗(Ω2Vn,m;Z)⊗H∗(Ω0U(n);Z) (1.6.1)

– Il existe un scindement additif pour n ≤ m (voir [39])

H∗(Ω2Vn,m;Z) ∼= H∗(Ω2S2m+1 × · · · × Ω2S2(n+m)−1;Z) (1.6.2)

La structure d’algèbre de Hopf de H∗(Ω2Vn,m;Zp) et H∗(ΩU(n)) avec l’action duale de
l’algèbre de Steenrod sont décrites dans [52].

Remarque 1.6.1 Selon (1.6.2), Ω2Vn,m a l’homologie de Ω2S2m+1 × · · · × Ω2S2(n+m)−1 mais
pas le même type d’homotopie. En effet, nous pouvons vérifier que Vn,m et le produit S2n+1 ×
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· · · × S2(n+m)−1 n’ont pas les mêmes groupes d’homotopie. Notons que Vn,m est 2n-connexe et

π2m+1Vn,m
∼= Z

généré par l’inclusion de V1,m = S2m+1 (voir par exemple [50]). Les Calculs de Gilmore [23]
montrent par exemple que pour n ≥ 2

π2n+2(Vn,m) =





0 m impair

Z2 m pair
et π2n+3(Vn,m) =




Z m impair

Z⊕ Z2 m pair

Il est possible de donner un modèle explicite pour les doubles lacets libres d’une façon qui
est complètement analogue au corollaire 1.5.5. Ceci est obtenu à partir du modèle minimal des
espaces de fonctions donné par Brown et Szczarba [9].

Soient X et Y deux CW complexes finis et simplement connexes. Alors Map(X, Y ), ainsi que
toute composante Mapf (X,Y ) de toutes les applications homotopes à f , sont des espaces nil-
potents et donc admettent des modèles minimaux. Supposons que (A, d) est un modèle connexe
et de dimension fini pour X.

Théorème 1.6.2 [9] Soit X un espace simplement connexe avec π2(X) = Z. Soit (ΛV, d) un
modèle de X, avec ΛV = Λ(x1, . . . , xn), |x1| = 2 et |xj | > 2 pour j > 1. Alors un modèle pour
L2

fX est Λ(x1, . . . , xn, x̄1, . . . , x̄n) avec |x̄i| = |xi| − 2 et x̄1 = 0 si f est homotopiquement nulle,
et x̄1 = 1 sinon. La différentielle d est définie sur les xi par la différentielle provenant du modèle
de X, et sur les x̄i par la formule di + id = 0, sachant que i est la dérivation de Λ(x1, x2, · · · )
dans Λ(x1, x1, x2, x2, · · · ) définie par i xj = xj.

Le corollaire suivant sera utile dans la démonstration du Théorème 3.3.5.

Corollaire 1.6.3 La cohomologie rationnelle de L2
1Gr(2, 2), où L2

1Gr(2, 2) est la composante
connexe de degré 1 de L2Gr(2, 2), est la cohomologie de l’algèbre différentielle graduée
Λ(x2; x0; y4; y2; z5; z3; t7; t5; d), avec différentielle :
dx = dx = dy = dy = 0, dz = x3 − 2xy ; dt = x4 − y2 et

dt = 2yy − 4x3 , dz = (2y − 3x2) + 2xy

Preuve : di(t) + id(t) = 0 donc dt + i(x4 − y2) = 0.
di(z) + id(z) = 0 donc dz + i(x3 − 2xy) = 0.

1.6.1 Algèbres de Dyer-Lashof

Nous rappelons ce que c’est qu’une telle structure et comment elle agit sur l’homologie des
espaces de lacets pointés.
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L’opérade des petits disques {Dk(Rn)}k≥0 agit sur les espaces de lacets n-itérés ΩnX pour
tout X. Par Dk(Rn) nous dénotons l’espace de k-disques dans Rn deux à deux disjoints (voir
[42]). Cette action prend la forme de flèches

Dk(Rn)× (ΩnX)k−−−→ΩnX

qui sont compatibles avec la structure de l’opérade [42] (voir aussi la section 2.6). En passant
à l’homologie sur un corps quelconque et en utilisant le théorème de Kunneth, on obtient des
actions

H∗(Dk(Rn))⊗H∗(ΩnX)⊗k−−−→H∗(ΩnX)

et {H∗(Dk(Rn))}k≥0 est également une opérade dans la catégorie des espaces vectoriels. Chaque
classe d’homologie dans Hm(Dk(Rn)) donne lieu à une opération homologique

H∗(ΩnX)⊗k−−−→H∗+m(ΩnX)

Dans le cas où k = 2, une telle opération est le ”crochet de Browder” qui utilise le fait que
D2(Rn) ' F (Rn, 2) ' Sn−1 et qui donne l’opération

[, ]n : Hi(ΩnX)⊗Hj(ΩnX)−−−→Hi+j+n−1(ΩnX) (1.6.3)

Cette opération est définie sur Z puisque Sn−1 n’a pas de torsion dans son homologie. Lorsqu’on
travaille sur Zp, p premier, ou dans Z2, d’autres opérations existent qui ne proviennent pas
directement de l’action des petits disques, mais d’une version équivariante de cette action. Ces
opérations engendrent, par composition et addition, une algèbre qu’on appelle l’algèbre de Dyer-
Lashof (bien que Dyer-Lashof n’ont étudié que le cas n = ∞). Nous avons par exemple les
opérations

Qi : Hq(ΩnX;Zp)−−−→Hpq+i(p−1)(Ω
nX;Zp) , i < n

Pour n = 2, nous ne sommes en présence que de Q1. Les itérés de Q1 sont écrits Qs
1 =

Q1(Q1(· · ·Q1)). Dans le cas où n = 2 = p, nous écrivons Q1 = Q.

Nous renvoyons à [12] pour une définition de cette algèbre, de ses générateurs et relations.
Nous utilisons par contre la structure de module sur cette algèbre pour filtrer l’homologie de
Ω2Gr(n,m).

Définition 1.6.4 [40] Réécrivons

H∗(Ω2Gr(n,m);Z2) = Z2[b2, · · · , b2n−2]⊗H∗(Ω2S2m+1;Z2)⊗ · · · ⊗H∗(Ω2S2m+2n+1;Z2)

On sait d’après [12] que

H∗(Ω2S2s+1;Z2) = Z2[f,Q1(f), · · · , Qi
1(f), · · · ]
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où f ∈ H2s−1(Ω2S2s+1;Z2) = Z2. On définit alors “le poids” sur cette homologie comme étant
le morphisme

W = W2 : H∗(Ω2Gr(n,m);Zp)−−−→Z+

tel que :

1. W (b2i) = 1 pour 1 ≤ i ≤ n− 1,

2. W (f2s−1) = 1 pour m ≤ s ≤ m + n− 1,

3. W (x ∗ y) = W (x) + W (y),

4. W (Q1(x)) = 2W (x)

où ∗ est le produit de Pontryagin.

Dans l’isomorphisme (1.6.1), chaque composante est un module sur l’algèbre de Dyer-Lashof.
Nous allons montrer dans cette section que ce scindement n’est pas un scindement de modules.
Cela se produit parce que les extensions dans la suite spectrale de Serre pour la fibration (1.4.1)
ne sont pas triviales. Plus precisémment, nous allons voir que si H∗(Ω2Gr(n, m)) se scindait
au-dessus de l’algèbre de Dyer-Lashof, alors ce serait imposer certaines extensions dans le scin-
dement

H∗(ΩGr(n,m)) ∼= H∗(ΩVn,m)⊗H∗(U(n))

comme anneau de Pontryagin et à partir de ceci nous obtenons une contradiction à notre calcul
précédent (Théorème 1.4.3). Pour mener à bien cette idée, nous faisons quelques rappels encore.

Rappels :

– La suspension homologie σ. Soit X un espace pointé et σ : S1 × ΩX−−−→X l’évaluation.
Alors la suspension homologique toujours notée σ est l’homomorphisme

σ : H̃∗(ΩX)−−−→H∗+1(X) , σ(a) = σ∗([S1]× a) (1.6.4)

Cette application est naturelle par rapport aux applications entre les espaces. L’image de
σ∗ est inclue dans les primitives de H∗(X) ([53], chapter VIII).

– Si σ : H̃∗(ΩnX)−−−→H∗+1(Ωn−1X) est la suspension homologique, alors nous avons la
propriété ([12], Théorème 1.4)

σ[x, y]n = [σx, σy]n−1

où [−]n est l’opération de Browder (1.6.3). Quand n = 1, [x, y] = xy − (−1)|x||y|yx est le
commutateur gradué.

Contrairement à ce qui a été avancé dans [39], le splitting dans (1.6.1) n’est pas un splitting
de double lacets.
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Théorème 1.6.5 Supposons n = m = 2. Alors le scindement homologique dans (1.6.1) est
un scindement multiplicatif mais n’est pas un scindement de modules au-dessus de l’algèbre de
Dyer-Lashof.

Preuve : En tant que groupes abéliens (coefficients dans Z), nous avons la décomposition

H∗(Ω2Gr(n,m)) ∼= H∗(Ω2Vn,m)⊗H∗(ΩU(n))

Nous avons une application H∗(Ω2Vn,m)−−−→H∗(Ω2Gr(n,m)) qui est une application de mo-
dules sur l’algèbre de Dyer-Lashof car induite d’une application de double lacets. Il en est
de même pour l’application H∗(Ω2Gr(n,m))−−−→H∗(ΩU(n)). Or, ΩU(n) ' Z × ΩSU(n) et
H∗(ΩSU(n)) ∼= Z[b2, b4, . . . , b2n−2] est libre, donc nécessairement la structure d’algèbre de Pon-
tryagin sur H∗(Ω2Gr(n,m)) est isomorphe à la structure de produit.

Pour étudier l’action de l’algèbre de Dyer-Lashof pour p impair, considérons le cas de Gr(2, 2).
Nous avons montré dans le corollaire 1.4.5 qu’il existe une classe a ∈ H3(ΩGr(2, 2)) telle que 0 6=
a2 ∈ H6(ΩGr(2, 2)). Considérons les diagrammes commutatifs suivants d’espaces et d’éléments

H2(Ω2Gr(2, 2)) σ //

²²

H3(ΩGr(2, 2))

²²

ā
Â σ //

_

²²

a_

²²
H2(ΩU(2)) σ // H3(U(2)) b̄

Â σ // b

La classe a s’envoie sur un générateur b ∈ H3(U(2)) qui est dans l’image de

σ : H2(ΩU(2))−−−→H3(U(2))

qui dans ce cas est un isomorphisme. Il existe donc une classe ā dans H2(Ω2Gr(2, 2)) avec
σ(ā) = a comme dans le diagramme. Nous savons ([12], Théorème 1.4) que σ commute avec
l’opération de Browder. Cela implique que σ[ā, ā] = [a, a] = 2a2 6= 0 d’où [ā, ā] 6= 0 dans
H5(Ω2Gr(2, 2)). Si les opérations d’homologie sont compatibles avec le scindement dans (1.6.1),
alors [b̄, b̄] serait également non trivial dans H5(Ω2BU(2)) = H5(ΩU(2)). Or, ce dernier groupe
est nul, ce qui conduit à une contradiction.
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Chapitre 2

Applications Holomorphes dans une

Variété de Grassmann

Dans ce chapitre, nous allons introduire l’espace des fonctions holomorphes et décrire ses
différentes applications en géométrie, analyse et topologie.

Soit Hol(M) l’espace des applications holomorphes de la sphère de Riemann dans une variété
complexe M , et soit Rat(M) le sous-espace des applications qui préserve le point base. Cet espace
est muni de la topologie compacte-ouverte. Pour un espace homogène complexe M = G/H, le
groupe G agit sur Hol(M) et le stabilisateur d’un point est un sous-groupe conjugué à H. Il
existe une construction de Borel reliant les deux espaces

Hol(M) = Rat(M)×H G

où H agit à droite de G et à gauche sur M . La projection sur G/H est équivalente à l’“évaluation”
qui prend f ∈ Hol(M) et l’évalue au point base de P1 [24].

Dans le cas de la Grassmannienne Gr(n,m), nous avons

Hol(Gr(n,m)) = Rat(Gr(n,m))×H GLn+m(C) (2.0.1)

où H =

(
GLn(C) 0

0 GLm(C)

)
.

À une application f : P1−−−→Gr(n,m), nous associons un degré d ∈ N. Géométriquement,
c’est le degré de l’application induite sur le second groupe d’homologie que nous écrivons :

d := 〈f∗[P1], c1〉 = #
(
Pd(c1) ∩ f∗[P1]

)

= #f−1(X1(F•))

où # est le cardinal, ∩ est l’intersection algébrique des classes d’homologie et Pd(c1) est le dual
de Poincaré correspondant à la variété de Schubert X1(F•). Ici F• est une variété de drapeaux en
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position générale (1.3.5) (voir [51]). Nous utilisons cette description dans le lemme 2.2.3. Notons
que X1(F•) s’envoie sur l’hyperplan dans PN par l’inclusion de Plucker.

Deux applications dans Hol(M) sont reliées par un chemin, si et seulement si, elles ont le
même degré (voir proposition 2.4.7). Nous écrivons Hold(Gr(n,m)) la composante connexe par
arc de degré d, d ≥ 0, et nous définissons Ratd(Gr(n,m)) le sous espace des applications pointées
de degré d. Nous avons donc le fibré suivant :

Ratd(M)−−−→Hold(M)
ev−−−→M , ev(f) = f(x0) (2.0.2)

Il est évident que Hol0(Gr(n,m)) = Gr(n, m) est le sous espace des applications constantes.

2.1 Propriétés Globales

– Point de vue Algébrique. Les équations algébriques pour Gr(n, m) comme une variété
projective sont données par l’inclusion de Plucker P : Gr(n,m) ↪→ PN ; N =

(
n+m

m

) − 1.
Elles peuvent être utilisées pour donner une description explicite de Hold(Gr(n,m)) comme
un sous-espace de Hold(PN ). Ceci est bien illustré dans le cas de la quadrique Gr(2, 2) qui
est plongée P5 comme les zéros de l’équation

z0z5 − z1z4 + z2z3 = 0 (2.1.1)

Dans ce cas, une application f : [x : y] 7−→ [p0 : p1 : p2 : p3 : p4 : p5] dans Hold(P5),
avec les pi(x, y) des polynômes homogènes de degré d, est un élément de Hold(Gr(2, 2))
si et seulement si p0p5 − p1p4 + p2p3 = 0. Ainsi par exemple (voir [24], exemple 2.10),
l’application

g : [x : y] 7−→ [x3 : xy2 : x2y : −x2y : 0 : y3]

est un élément bien défini de Hol3(Gr(2, 2)). Une représentation matricielle de g dans
Gr(2, 2), vu comme P2,4(C) modulo l’action à gauche de GL2(C) (1.1.1), est

f : [x : y] 7−→
(

x −x 0 −y

0 x2 y2 xy

)

avec P ◦ f = g. Cette description des applications dans Gr(n,m) en terme de matrices va
être discutée plus tard dans la section 2.2.

– Point de vue Géométrique. Nous pouvons associer à un élément dans Hol(Gr(n,m))
un noyau et un Span [7]. Le noyau d’un morphisme f : P1 → Gr(n,m) est l’intersection de
tous les sous-espaces V ⊂ Cn+m correspondant à l’image des points par f . Similairement,
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le span de f est le sous-espace engendré par ces sous-espaces. Alternativement

ker(f) =
⋂

p∈P1

f(p) , sp(f) =
∑

p∈P1

f(p)

Notons que ker(f) ⊂ sp(f) ⊂ Cn+m. Le degré d de f se reflète dans les dimensions
de son noyau et span. Nous montrons dans [34] que la paire (ker(f), sp(f)) détermine
complètement f à PGL2(C) près.

2.2 Représentations Matricielles de Hol(Gr(n,m))

Les applications holomorphes dans Gr(n,m) admettent des descriptions explicites en termes
de matrices avec des entrées polynômiales (voir Hurtubise [28]). Ce point de vue est ce qui a
été utilisé pour étudier l’espace des fonctions holomorphes pointées [39, 40] et nous poursuivons
cette idée dans ce travail. Nous considérons la sphère de Riemann dans la suite comme étant
C ∪ {∞}.

Soit Mn,n+m(C[z]) l’espace des matrices n×(n+m) à coefficients dans l’anneau des polynômes
C[z], et soit Pn,n+m(C[z]) le sous-espace des matrices dont les vecteurs lignes sont linéairement
indépendants en tout point (i.e les lignes sont indépendantes lorsqu’elles sont évaluées en tout
point z ∈ C). En particulier, GLn(C[z]) := Pn,n(C[z]) est l’ensemble des matrices dont les
déterminants sont non nuls lorsqu’ils sont évalués pour tout z ∈ C. La description équivalente
suivante est utilisée à plusieurs reprises et nous l’avons donc enregistrée séparément :

Une matrice M est dans Pn,n+m(C[z]) si et seulement si les déterminants de ses
n × n mineurs n’ont pas tous des zéros en commun. En particulier, les coefficients
polynômiaux sur une même rangée ne peuvent pas avoir un zéro en commun

Une application polynômiale est un élément de Pn,n+m(C[z]). Une telle matrice A lorsqu’elle
est évaluée en tout point z, donne un élément de V (n,m) := Vn,m(C) la variété de Stiefel des
n-repères dans Cn+m en considérant les rangées de A. Le groupe GLn(C[z]) agit à gauche sur
Pn,n+m(C[z]) et deux matrices sont dans la même orbite si et seulement si elles sont linéairement
équivalentes. Cela signifie que chaque élément de Pn,n+m(C[z])/GLn(C[z]) correspond à une ap-
plication P1−−−→Gr(n,m) en prenant le span des vecteurs lignes. Une telle correspondance est
une bijection. En outre, il est un homéomorphisme si nous considérons la topologie compacte-
ouverte sur Hol(Gr(n,m)) et la topologie quotient sur Pn,n+m(C[z]/GLn(C[z]) ; qui est la topo-
logie induite par les coefficients de la matrice. Il s’agit d’un résultat classique qui est traité en
détail dans [28] :

Théorème 2.2.1 [28] (version non pointée) Il existe un homéomorphisme

Hol(Gr(n, m)) = Pn,n+m(C[z])/GLn(C[z])
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où GLn(C[z]) agit par multiplication matricielle à gauche. La correspondance envoie la classe
d’une matrice P (z) à l’application qui à z associe l’unique n-plan dans Cn+m défini par les
vecteurs lignes de P (z).

Remarque 2.2.2 Il en résulte que pour chaque application holomorphe f : P1−−−→Gr(n,m), il
existe un polynôme f̃ : C−−−→Vn,m tel que f = π ◦ f̃ , où π : Vn,m−−−→Gr(n,m) est la projection
de GLn(C)-fibration principale. Bien sûr, un tel relèvement ne provient pas d’un relèvement
global (ou section globale) Gr(n,m)−−−→Vn,m car, généralement, une telle section n’existe pas.

Rappelons que nous avons défini Hold(Gr(n,m)) comme étant le sous-espace de degré d

au début de ce chapitre. Grâce à notre description ci-dessus, ce sous-espace peut être identifié
comme suit.

Lemme 2.2.3 Hold(Gr(n,m)) correspond au sous-espace de Pn,n+m(C[z])/GLn(C[z]) composé
de matrices telles que les déterminants de ses mineurs sont tous des polynômes de degrés ≤ d

avec au moins un déterminant de degré d.

Preuve : Nous pouvons identifier Hold(Gr(n,m)) avec son image dans Hold
(
P(

n+m
n )−1

)

induite par l’inclusion de Plucker ℘ de Gr(n,m). Si f ∈ Hold(Gr(n,m)), alors le composé

P1
f // Gr(n,m)

℘ // PN

est une courbe rationnelle de degré d et envoie donc z à [p0(z) : . . . : pN (z)], où les pi sont
des polynômes de degré au plus d, et au moins l’un des polynômes est exactement de degré d.
Mais ces polynômes sont précisément les déterminants des n× n mineurs de chaque application
polynômiale représentant f .

Remarque 2.2.4 Notons que Hold(Gr(n, m)) est le quotient d’une variété de dimension infinie
et donc, il n’est pas clair que ce quotient est de dimension finie. Nous expliquerons dans la
section 2.4 que ceci est pourtant le cas. En fait et en vue de la construction de Borel (2.0.1),
il suffit de montrer que Ratd(Gr(n,m)) est une variété complexe pour pouvoir en déduire une
structure de variété sur l’espace des applications non-pointées. La fibration de l’évaluation

Ratd(Gr(n,m))−−−→Hold(Gr(n,m))−−−→Gr(n,m)

peut être utilisée pour donner une relation entre les dimensions de ces variétés

dimHold(Gr(n,m)) = dim(Ratd(Gr(n,m))) + nm = d(m + n) + mn

2.3 L’Espace des Applications Pointées

Le sous-espace des applications pointées est l’ensemble des applications holomorphes f ∈
Hol(Gr(n,m)) qui envoient ∞ à une classe d’équivalence de matrices fixée dans Pn,n+m(C[z]).
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Le sous espace en question ne dépend pas, à homéomorphisme près, de ce choix puisque P1 est
un espace homogène. Nous allons donc faire le choix de pointage suivant : Ecrivons un élément
de Pn,n+m(C[z]) comme la concaténation de deux matrices (D(z) : N(z)), avec D(z) une matrice
n× n (un mineur), N(z) est n×m, et tel que D et N soient co-premières. Ceci veut dire qu’il
existe des matrices A(z) et B(z) tel que

N(z)A(z) + D(z)B(z) = I ∈ Mn,n(C[z])

Il s’ensuit que pour tout z, la matrice (D(z), N(z)) est de rang n, et définit donc correctement un
élément dans Pn,n+m(C[z]). Elle définit également pour tout z ∈ C un unique n-plan dans Cn+m

donné par le span des vecteurs lignes. La classe d’équivalence d’une telle matrice sous l’action
de GLn(C[z]) est notée [D(z), N(z)]. Définissons l’application f : P1−−−→Gr(n,m) qui envoie z

au plan défini par les vecteurs lignes de (D(z), N(z)). Choisissons D(z) de façon à ce que son
déterminant soit un polynôme en z de degré maximal. Pour |z| assez grand, le déterminant de
D(z) est non nul et donc D(z) est inversible. La condition sur le degré du déterminant montre
que

lim
z→∞D−1(z)N(z) = 0

Ceci implique que f(∞) = [Id : 0].
Nous pouvons donc résumer la discussion ci-dessus comme suit : Soient e1, . . . , en+m les

vecteurs de base standards de Cn+m.

Théorème 2.3.1 [39](version pointée) Il y a une correspondance bijective

{
[D, N ] ∈ Pn,n+m(C[z]), rang = n,

limz→∞D−1(z)N(z) = 0

}
mod GLn(C[z]) ←→

{
f ∈ Rat(Gr(n,m))

f(∞) = span{e1, . . . , en}
}

Notons que l’action à gauche de GLn(C[z]) ne modifie pas la condition sur le rang et ne
change pas la limite quand z → ∞. Pour être en mesure de travailler avec la description ci-
dessus, nous allons réfléchir à des représentations simplifiées des matrices pour chaque application
holomorphe considérée comme une matrice modulo l’action de GLn(C[z]). Nous obtenons des
représentations sous des “formes normales” (qui nous donnent un recouvrement par des ouverts
et donc des cartes pour Ratd(Gr(n,m)) ; voir preuve de théorème 2.4.3 après), et les formes
triangulaires supérieures (qui nous donnent une stratification de Ratd(Gr(n,m)) ; voir section
2.5).

2.4 Forme Normale et Structure de Variété

Nous allons voir que Ratk(Gr(n,m)) est une variété complexe de dimension complex k(n+m).
Ceci est un fait bien connu des géomètres algébristes [37] ainsi que des experts de la théorie du
contrôle en génie électrique [11]. La démonstration constructive de Clark est par contre très
difficile à suivre en terminologie et en notation. Une présentation succinte de cette construction
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est dans [39] et une autre plus complète dans [24]. Nous allons clarifier un tant soit peu cette
dernière description de Havlicek nous basant sur le Théorème 2.3.1 , et nous en tirons quelques
conséquences.

Nous avons décrit une application f ∈ Ratk(Gr(n,m)) par une classe de matrices [D(z), N(z)],
où D est n × n et N est n ×m comme précédement. Nous prétendons qu’on peut trouver un
représentant D

D =




p11(z) p12(z) · · · p1n

...
... · · · ...

pn1 · · · · · · pnn




de façon que :

– Les polynômes de la diagonale soient unitaires, deg pii = ki,
∑

ki = k, et
– deg pij < deg pii (le plus haut degré polynômial dans chaque colonne est sur la diagonale).

Lorsque D est sous cette forme, nous dirons qu’elle est sous forme normale de multi-degré
K = (k1, . . . , kn). Nous dirons aussi et plus simplement que D, ou encore (D, N), est une
K-forme normale de l’application f = [D, N ]. Dans la proposition 2.5.1, nous indiquons la
procédure pour obtenir, via des opérations sur les lignes, une forme normale unique qui est
triangulaire supérieure. Une application polynômiale peut admettre plusieurs formes normales
pour différents multidegrés K. Par contre, on peut vérifier que si deux matrices ont la même
K-forme normale, alors elles sont égales ([24], lemme 2.22).

Exemple 2.4.1 (exemple 2.21 dans [24]) Soit D =

(
z z2 + z

1 z2 + 1

)
. Alors en multipliant à gauche

par

(
0 1
−1 z

)
∈ GL2(C[z]), nous pouvons changer D à la (0, 3)-forme normale

(
0 1
−1 z

) (
z z2 + z

1 z2 + 1

)
=

(
1 z2 + 1
0 z3 − z2

)

tandis que la multiplication à gauche par

(
1 −1
0 1

)
le rend sous le (1, 2)-forme normale

(
1 −1
0 1

)(
z z2 + z

1 z2 + 1

)
=

(
z − 1 z − 1

1 z2 + 1

)

Définition 2.4.2 On définit pour chaque multidegré fixé K, la K-sous variété normale

UK := {[D : N ] | D dans la K-forme normale}

Puisqu’on ne peut associer qu’une seule application pour chaque forme normale de (D, N), on

36



a une inclusion UK ↪→ Ratk(Gr(n,m)), et une décomposition

Ratk(Gr(n,m)) =
⋃

K

UK

Nous allons argumenter dans la démonstration du théorème suivant que UK est un sous
ensemble ouvert de Ck(n+m).

Théorème 2.4.3 Ratk(Gr(n,m)) est une variété complexe connexe de dimension complexe
k(n + m).

Preuve : La preuve de ce théorème est éparpillée dans [24] et nous faisons donc l’exercice
d’isoler les points les plus importants et de les expliquer. En ce faisant, on fera un calcul de la
dimension. Ecrivons

(D, N) =




p11 p12 · · · p1n q11 · · · q1m

p21 p22 · · · p2n q21 · · · q2m

...
...

. . .
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn qn1 · · · qnm




(2.4.1)

une K-forme normale de f ∈ Ratk(Gr(n,m)), où D est donnée en terme de pij , et N en terme des
qrs. Ceci veut dire que D est K-normale, que nous avons la condition de pointage f(∞) = [Id : 0]
et que finalement (D, N) sont co-premières.

Les polynômes définissant D ont des coefficients libres (ou paramètres libres). Chaque po-
lynôme pii étant unitaire et de degré ki nous donne ki paramètres. Chaque entrée au dessus et
en dessous de pii est de degré ki − 1 au plus, ce qui nous donne ki paramètres supplémentaires.
Au total, la matrice D nous donne n

∑
ki = nk paramètres complexes (le degré de liberté de

D). Essayons de calculer le degré de liberté de la deuxième matrice N . Nous avons besoin de
décortiquer la condition du pointage

lim
z→∞D−1(z)N(z) = 0 (2.4.2)

Les entrées polynômiales de N sont donc les qij(z) avec 1 ≤ i ≤ n (les lignes) et 1 ≤ j ≤ m

(les colonnes). La condition de pointage donne tout de suite que deg pnn = kn > deg qnj pour
1 ≤ j ≤ m (i.e. dans la dernière ligne, le plus haut degré apparait sur la diagonale). Il n’est
par contre pas vrai que les entrées qij, j > n, ont des degrés inférieurs ou égaux à ki − 1. Il
peut arriver que deg qij > ki pour certains j > n (voir remarque 2.5.3). Ce qui est cependant
important à retenir est que les coefficients a` d’un tel polynôme qij qui apparaissent avec les
exposants aiz

ki +ai+1z
ki+1+ · · · sont non libres car complètement déterminés par les coefficients

des polynômes précédents qrj , r > i, provenant des lignes inférieures (c’est le point discuté dans
p. 312 de [39] et illustré dans l’exemple 2.5.3 et l’exemple 2.5.6 ci-dessous). Le seul terme de qij

qui a des coefficients libres est le terme de degré inférieur ou égal à ki. En faisant le compte, on
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trouve que chaque qij contribue ki paramètres et donc comme nous le souhaitons la matrice N

contribue m
∑

ki = mk degrés de liberté.

Si on prend toutes les matrices (D, N) comme dans (2.4.1), avec la condition de pointage
uniquement, alors on voit qu’elles forment un sous-espae homéomorphe à Ck(n+m). Le sous-
espace UK des K-formes normales est le complémentaire dans ce Ck(n+m) de l’ensemble des
matrices (D, N) (un fermé) qui ne sont pas de plein rang ; c’est à dire qui ont le défaut de ne
pas être dans Pn,n+m(C[z]). Par conséquent, UK est de de dimension complexe k(n + m), qui
est la dimension de Ratk(Gr(n,m)). Notons que généralement UK n’est pas une “carte” (i.e. il
n’est pas difféomorphe à Ck(n+m) ; voir exemple 2.4.5).

Si nous regardons maintenant dans les intersections UK ∩ UK′ , on peut y représenter une
application f sous deux formes normales (D, N) et (D′, N ′), de multidegrés respectifs K et K ′.
Pour passer d’une forme à l’autre, on multiplie par une matrice de GLn(C[z]). Si on identifie ces
formes normales avec des points de Ck(n+m) comme précédemment expliqué, nous voyons alors
que ce passage revient à transformer les coordonnées par des fonctions rationnelles. Il n’est alors
qu’un pas pour voir que Ratk(Gr(n,m)) est une variété complexe. L’exemple suivant explique
la procédure de passage en détail.

Exemple 2.4.4 Nous donnons l’exemple d’un changement de “cartes” dans Rat2(Gr(2, 1)), le-
quel sera donné par les fonctions rationnelles. Les formes normales associées dans Rat2(Gr(2, 1))
sont

U(1,1) =

{
[D : N ] =

(
x + z1 x + z3 z5

z2 x + z4 z6

)}

U(0,2) =

{
[D : N ] =

(
1 w1x + w2 α

0 x2 + w3x + w4 w5x + w6

)}

et similairement U(2,0). Nous identifions les formes normales dans U(1,1) avec leurs coefficients
(z1, z2, z3, z4, z5, z6) ∈ C6, et nous identifions les formes dans U(0,2) avec (w1, w2, w3, w4, w5, w6).
Notons que α n’est pas un paramètre libre (comme nous le savons déjà) puisque la condition de
pointage limz→∞D−1N = 0 implique que

w1w5 = α

Une matrice A est dans l’intersection U(1,1) ∩ U(0,2) si et seulement si z2 6= 0. La raison derrière
une telle affirmation est que si f était dans l’intersection et admettait une représentation avec
z2 = 0, alors f admettrait deux formes normales distinctes qui sont triangulaires supérieures,
et ceci n’est pas possible d’après l’unicité de telles formes triangulaires (Proposition 2.5.1). La
procédure décrite dans la démonstration de la Proposition 2.5.1 nous explique comment passer

de

(
x + z1 x + z3 z5

z2 x + z4 z6

)
à

(
1 w1x + w2 α

0 x2 + w3x + w4 w5x + w6

)
quand z2 6= 0. Dans notre cas, il
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suffit de multiplier tout simplement par la matrice

(
0 1/z2

−z2 x + z1

)
. Traduisons cela en termes

de coordonnées. Nous voyons que cela correspond au changement de variables

(z1, z2, z3, z4, z5, z6) 7−→ (1/z2, z4/z2, z1 + z4, z1z4 − z2z3, z6, z6z1 − z5z2)

= (w1, w2, w3, w4, w5, w6)

qui est holomorphe.

Exemple 2.4.5 Pour n = 1, Gr(1,m) = Pm. Alors f ∈ Ratk(Pm) est décrite par une matrice
avec une seule rangée à coordonnées homogènes (c’est à dire à GL1(C[z])) = C∗ près)

[D,N ] = [g, p1, . . . , pn] , D = g, N = [p1, . . . , pn]

La condition du pointage f(∞) = [1 : 0 : . . . : 0] revient à la condition lim
z→∞ g−1pi = 0 et donne

que deg pi < deg g = k. Le fait que [D, N ] ∈ P1,1+n(C) signifie que g, p1, . . . , pn n’ont pas de
zéros en commun. Dans ce cas, il existe un unique multidegré K = k et Ratk(Pm) = Uk est
ouvert dans Ck(n+1) = Ck × (Ck)n, où le premier facteur Ck donne les racines de g et le terme
de droite sont les coefficients des pi.

Notons que pour k = 1, les éléments dans Rat1(Pm) sont de la forme f(z) = [z − z0 : a1 :
· · · : am] avec a1, . . . , am non tous nuls. Le choix de z0 et des ai donne un homéomorphisme

Rat1(Gr(1, m)) ∼= C× (Cm − {0}) ' S2m−1 (2.4.3)

Cette remarque est généralisée dans le corollaire 3.1.1 plus loin.

Exemple 2.4.6 Nous pouvons combiner les deux exemples précédents car, en effet, Gr(2, 1) =
Gr(1, 2) = P2. Les sous-variétés U(1,1) et U(0,2) s’identifient avec des sous-espaces de Ratk(P2)

que nous identifions comme suit. L’application U(1,1)−−−→Rat2(P2) envoie

(
x + z1 x + z3 z5

z2 x + z4 z6

)

vers l’application

x 7−→ [x2 + (z1 + z4)x + (z1z4 − z2z3) : z6x + z1z6 − z2z5 : −z5x + z3z6 − z5z4]

où les entrées sont données par les déterminants des mineurs comme dans la formule de Plucker,
similairement pour U(0,2)−−−→Rat2(P2).

Finalement un corollaire facile mais utile.

Corollaire 2.4.7 Hold(Gr(n,m)) est connexe par arc.

Preuve : Il suffit de montrer que Ratd(Gr(n,m)) est connexe. Ceci se fait en montrant que
UK et U(0,...,0,k) se coupent toujours pour tout multi-indice K, de plus elles sont connexes ([24],
proposition 2.32). Comme ces variétés couvrent Ratd(Gr(n,m)), le résultat résulte.
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2.5 Formes Triangulaires Supérieures et Stratification de Mann-

Milgram

2.5.1 Formes Triangulaires Supérieures

Les formes triangulaires supérieures sont utilisées pour stratifier l’espace Rat(Gr(n,m)) et
en déduire un calcul homologique précis dans la section 2.5.2. Fixons un degré k > 0 et soit
f : P1−−−→Gr(n,m) une application holomorphe de degré k. Choisissons un relèvement de f dans
Vn,m(C) telle que f(z) est donnée par les vecteurs lignes d’une matrice à coefficients polynomiaux
(D(z), N(z)) ∈ Pn,n+m(C[z]). Nous allons écrire

D = (pij)1≤i≤n, 1≤j≤n et N = (qij)1≤i≤n, 1≤j≤m

Proposition 2.5.1 Soit f ∈ Ratk(Gr(n,m)). Alors f peut être représentée par une unique
matrice (D, N) ∈ Pn,n+m(C[z]) telle que :
(a) D est triangulaire supérieure et les pii sont unitaires,
(b) deg pji < deg pii pour tout j < i (i.e. pii est de degré maximal en chaque colonne).
(c) deg qnj < deg pnn.
(d) Les degrés des qij sont déterminés par la condition du pointage. Si deg pii = ki, alors deg qij

doit satisfaire
deg qij ≤ ki + ki+1 + · · ·+ kn

On peut donner quelques précisions supplémentaires :

(i) Le polynôme diagonal pii est unitaire de degré ki veut dire que pii(z) = zki +
αi−1z

ki−1 + · · · .
(ii) Notons que contrairement au cas des lignes du bas, deg(qij) pour i < n peut être
supérieur à deg pii.
(iii) Pour représenter une flèche dans Ratk(Gr(n,m)), il faut bien evidemment que
(D, N) soit de rang maximal pour tout z ∈ C (voir section 2.2). Ceci implique en
particulier la condition que pnn, qn1, . . . , qnm n’ont pas de zéros en commun.

Remarque 2.5.2 Notons que deux couples de matrices (D,N) et (D′, N ′) sont équivalents
et représentent le même élément dans Ratk(Gr(n,m)) si et seulement s’il existe une matrice
U ∈ GLn(C[z]) tel que UD = D′ et UN = N ′.

Nous ne donnons pas une démonstration de cette longue et fastidieuse proposition, mais nous
renvoyons à la thèse de Havlicek [24] (en particulier son Lemma 2.19) et à [39] (voir p. 312). La
clé réside dans la manière de triangulariser la matrice D. Nous illustrons un peu la méthode avec

le cas n = 2. Considérons la matrice des polynômes D0 =

(
r1 r2

s1 s2

)
. Soit g = pgcd(r1, s1) le
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plus grand diviseur en commun, et d = det D. Il existe des polynômes a, b tels que ar1 + bs1 = g.

Si nous multiplions D à gauche par

(
a b

−s1/g r1/g

)
∈ GL2(C[z]), nous obtenons la matrice

D1 =

(
g ar2 + bs2

0 d/g

)
. L’algorithme euclidien nous donne une matrice h telle que ar2 + bs2 =

h(d/g) + t avec deg t < deg(d/g). Mutiplions D1 à gauche par

(
1 h

0 1

)
nous amène à la forme

triangulaire supérieure (
g t

0 d/g

)

Le cas général est similaire et procède par induction. L’étape de récurrence est d’écrire α le pgcd
unitaire des entrées de la première colonne d’une application polynômiale A = [D : N ] et ensuite
d’éliminer les autres entrées de la première colonne pour obtenir A1 = [D1 : N1] avec

D1 =




α ∗
0
... B

0




Par induction, B est sous forme triangulaire supérieure. En utilisant la division euclidienne, nous
pouvons réduire les degrés des entrées ∗ pour arriver à la forme triangulaire désirée.

Exemple 2.5.3 Considérons dans Rat3(Gr(2, 2)) les applications avec les formes triangulaires
supérieures tel que k1 = 0 et k2 = 3 (Il s’agit de la strate notée X(0, 3), voir la section suivante).
La forme triangulaire supérieure est donc

[D : N ] =

(
1 az2 + bz + c z + α z + β

0 z3 + dz2 + ez + f q21 q22

)

avec q21 et q22 de degrés au plus 2. Dans ce cas, q11 = z + α et q12 = z + β sont de degrés
1 > 0 = deg p11. La condition du pointage limz→∞D−1N = 0 donne les relations entre α (resp.
β) et les coefficients de q21 et q22. Il s’avère que dim(X(0, 3)) = 12.

2.5.2 La Stratification de Mann-Milgram

Etant donné un multi-indice (k1, . . . , kn),
∑

ki = k, nous définissons X(k1, . . . , kn) le sous-
espace de toutes les fonctions f ∈ Ratk(Gr(n,m)) qui admettent une forme triangulaire supérieure
comme dans la Proposition 2.5.1, avec deg pii = ki. Ces sous-espaces sont des sous-variétés com-
plexes de Ratk(Gr(n,m)) ([39], Proposition 4.2) et forment une stratification (voir section 1.3.1).
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On peut écrire (en tant qu’ensemble)

Ratk(Gr(n,m)) =
⊔

(k1,...,kn)

X(k1, . . . , kn)

La fermeture d’une strate contient les strates de plus petites dimensions. La strate de plus grande
dimension (ouverte et dense) est X(0, 0, · · · , 0, k) et a donc pour dimension complexe k(n +m).
Les autres strates ont des dimensions complexes données dans la même proposition de [39]

dimC(X(k1, . . . , kn)) = (m + 1)k +
n∑

i=2

(i− 1)ki (2.5.1)

Nous pouvons par exemple déterminer de façon explicite la strate de plus basse dimension
X(k, 0, · · · , 0) et celle de plus grande dimension X(0, . . . , 0, k).

Proposition 2.5.4 En tant que variété complexe, X(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, k) ∼= Ck(n−1) × Ratk(Pm).

Preuve : Les éléments dans X(0, . . . , 0, k) sont de la forme




1 0 · · · 0 p1n q11 · · · q1m

...
...

...
...

0 0 · · · 0 pnn qn1 · · · qnm




avec des 1 le long de la diagonale sauf pour pnn, deg pnn = k, deg qni < k, deg p1n, · · · , deg pn−1,n <

k. Les pij avec i < n peuvent varier librement et donc par leurs coefficients ils définissent un
Ck(n−1). Ce dont il faut se rappeler (preuve du Théorème de 2.4.3) est que les autres polynômes
qij ont des coefficients qui dépendent totalement de pnn et qni. En effet et pour rappel, si
ki = deg pii (qui est ici égale à 1 pour i 6= n), la condition de pointage fait de sorte que les
coefficients des puissances zki+... dans l’expression qij dépendent des coefficients des polynômes
qrj , r > i. Dans notre cas, ki = 0 pour i 6= n, et donc les qij pour i 6= n ne jouent aucun rôle.
Reste la ligne du bas formée de polynômes n’ayant aucun zéro en commun. La ligne du bas est
précisemment la donnée qui définit Ratk(Pm) (Exemple 2.4.5). Le résultat en découle.

Exemple 2.5.5 La strate X(k, 0, · · · , 0) de toutes les fonctions admettant la forme triangulaire




p11 0 · · · 0 q11 · · · q1m

...
...

...
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0


 deg p11 = k , deg q1j ≤ k − 1

est une copie de Ratk(Pm) (comme précédemment, nous référons à l’exemple 2.4.5). Nous pou-
vons vérifier que cette strate est l’image de l’inclusion

Ratk(Pm) ↪→ Ratk(Gr(n,m))
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induite du plongement Pm = Gr(1,m) ↪→ Gr(n,m).

Exemple 2.5.6 Rat2(Gr(2, 2)) se décompose en trois strates X(0, 2), X(1, 1) et X(2, 0) dont
les éléments admettent respectivement des formes triangulaires supérieures suivantes

– (
1 az + b ac ae

0 z2 + αz + β cz + d ez + f

)
∈ X(0, 2)

– (
z + α a b c

0 z + β d e

)
∈ X(1, 1)

– (
z2 + αz + β 0 az + b cz + d

0 1 0 0

)
∈ X(2, 0)

Les coefficients ae et ac dans la première matrice apparaissent en raison de la condition de
pointage comme nous avons discuté. Toutes les coordonnées sont libres dans C qui donne
dimX(0, 2) = 8,dimX(1, 1) = 7 et dimX(2, 0) = 6. Il faut bien evidemment que toutes les
matrices soient de rang maximal. D’après l’exemple 2.5.5, X(2, 0) est une copie de Rat2(P2),
tandis que la Proposition 2.5.4 montre que X(0, 2) ∼= C2×Rat2(P2). La strate X(1, 1), d’un autre
côté, est un peu plus difficile à déterminer. Elle est le complémentaire dans C7 du sous-espace

défini par toutes les matrices

(
z + α a b c

0 z + β d e

)
comme ci-dessus avec

(i) |a|+ |b|+ |c| = 0 ou, (ii) |d|+ |e| = 0 , ou,

(iii) c = e, b = d = a = 0 ou, (iv) b = d, c = e = a = 0

La première condition dit que a, b et c ne peuvent être tous nuls (de même pour d, e).

Remarque 2.5.7 [39] Notons que par élimination de la première ligne, nous obtenons une
projection bien définie X(k1, . . . , kn)−−−→X(k2, k3, . . . , kn). Cette projection a la structure d’une
fibration de fibre homotopique Ratk1(Pm) et est largement étudiée dans [39]. En fait, le résultat
principal affirme que ces fibrations sont homologiquement triviales. Dans le cas de X(1, 1), nous
avons une fibration

Rat1(P2)−−−→X(1, 1)−−−→Rat1(P2)

Comme Rat1(P2) ' S3, nous avons trivialement dans ce cas que H∗(X(1, 1)) ∼= H∗(S3)⊗2.

2.5.3 Homologie de Ratk(Gr(n,m))

La stratégie de [39] pour calculer l’homologie de Ratk(Gr(n, m)) est d’étudier la suite spec-
trale associée à une filtration obtenue à partir de la stratification de May-Milgram. Tout d’abord,
les auteurs vérifient que pour tout K = (k1, . . . , kn), X(K) est une variété lisse de fibré normal
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trivial dans Ratk(Gr(n,m)). On introduit alors la filtration de Ratk(Gr(n, m)) par les

Y (K) =
⋃

(l1,...,ln)≥(k1,...,kn)

X(l1, . . . , ln)

où ≥ est l’ordre lexicographique, c’est à dire (l1, . . . , ln) < (k1, . . . , kn) si ln < kn ou li = ki

pour i > j et lj < kj . Les Y (K) induisent une filtration décroissante telle que Y (K)/Y (K + 1)
est homéomorphe à l’espace de Thom de X(L) dans Ratk(Gr(n,m)). Comme le fibré normal de
X(L) est trivial, on a que Y (K)/Y (K + 1) ∼= Σ2t(K)X(K)+ et on a que le terme E2 de la suite
spectrale associée à cette filtration est la somme des H∗(Σ2t(K)X(K)+), où t(k) est défini dans
l’équation 2.5.2. Le résultat principal de ([39], section 6) est que cette suite spectrale dégénère
au terme E2.

Théorème 2.5.8 [39] Pour tout k, n, m, et à coefficients dans un corps K,

H∗(Ratk(Gr(n,m));K) = H̃∗(Σ2t(k) (X(k1, . . . , kn)+)
∼=

⊕

K

H∗(Σ2t(k)(Ratk1(P
m)× · · · × Ratkn(Pm))+;K)

où K = (k1, · · · , kn) toutes les partitions possibles de k et

t(K) := k(n− 1)−
n∑

i=2

(i− 1)ki (2.5.2)

qui est la codimension complexe de X(K) = X(k1, . . . , kn) dans Ratk(Gr(n,m))

Exemple 2.5.9 Nous pouvons expliciter l’homologie de Rat1(Gr(2, 2)) et Rat2(Gr(2, 2)) en
utilisant le Théorème 2.5.8. Nous obtenons :

H∗(Rat1(Gr(2, 2))) ∼= H̃∗(Σ2(Rat1P2)+)⊕ H̃∗(Rat1P2
+)

∼= H̃∗(Σ2(S3
+)⊕H∗(S3)

∼= H̃∗(S2 ∨ S5)⊕H∗(S3)

H∗(Rat2(Gr(2, 2))) ∼= H̃∗(Σ2t(2,0)Rat2P2
+)⊕ H̃∗(Σ2t(1,1)(Rat1P2 × Rat1P2)+)⊕ H̃∗(Σ2t(0,2)Rat2P2

+)
∼= H̃∗(Σ4Rat2P2

+)⊕ H̃∗(Σ2(Rat1P2 × Rat1P2)+)⊕ H̃∗(Rat2(P2)+)

Nous obtenons donc :

Hi(Rat1(Gr(2, 2));Z) ∼=





Z, i = 2

Z i = 3

Z i = 5

On note par u, f3 et f5 les générateurs en degrés respectifs 2, 3 et 5. En fait, on montre dans
[34] que Rat1(Gr(2, 2)) ' S2×S3, ou ce qui revient à dire que la fibration 3.1.1 est triviale dans
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le cas n = m = 2. Soit le tableau récapitulatif suivant des classes dans H∗(Rat2Gr(2, 2));Z2)

degré 2 3 4 5 6 7 8 10 11
classes u f3 u2 f5, uf3 f2

3 uf5, Qf3 f3f5 f2
5 Qf5

Rappelons que nous avons défini dans la définition 1.6.4 un poids sur l’homologie de Ω2Gr(n,m).
Comme H∗(Rat2(Gr(2, 2))) ↪→ H∗(Ω2

2Gr(2, 2)) alors nous pouvons hériter de cette notion sur
H∗(Rat2(Gr(2, 2))). D’après [40] on a que les classes produits f2

3 , uf3, etc, et les classes Qf3 et
Qf5 sont de poids 2.

2.6 L’action de l’opérade des petits disques

À toute application holomorphe pointée f = [D : N ] ∈ RatkGr(n,m), nous pouvons
associer une fonction rationnelle T (z) ∈ Mn,m(C[z]), que nous appelons fonction de transfert,
définie par :

T (z) = D−1(z)N(z)

Cette matrice est propre dans le sens où les entrées sont des fractions rationnelles avec le degré
du dénominateur supérieur au degré du numérateur. Ceci est le cas car le déterminant de D(z)
(un mineur) est de degré maximal d’après la condition de pointage (2.4.2).

Exemple 2.6.1 Soit f ∈ Rat3Gr(n,m) représentée par

(D(z) : N(z)) =

(
z + 1 0 1 2

0 (z + 1)(z + 2) −1 z + 1

)

La fonction de transfert associée à cette fonction est :

f(z) =

(
1 2
−1 0

)

z + 1
+

(
0 0
1 1

)

z + 2

La fonction de transfert représentant une fonction holomorphe dans Rat(Gr(n,m)) peut
donc s’écrire comme somme finie

f(z) =
∑

i,j

Qij

(z − λi)j

où les Qij sont des matrices dans Mn,m(C) (matrices n×m) et les λi sont les racines du det(D).
La réciproque est vraie. Plus précisement, un théorème de la théorie du contrôle, connu sous
le nom de “left coprime factorization” affirme que toute matrice rationnelle T (z) peut s’écrire
sous la forme T (z) = D−1(z)N(z), avec D et N des matrices de polynômes en z, co-premières,
c’est à dire qu’il existe des matrices de polynômes X et Y telles que XN + Y D = I. Ces deux
matrices sont uniques à multiplication près à gauche par une matrice de GLn(C[z]). Si la matrice
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de transfert est propre, alors limz→∞ T (z) est la matrice nulle. Ce théorème implique donc le
résultat fondamental suivant (détails dans [25]).

Théorème 2.6.2 À toute fonction rationnelle propre, on peut associer une unique application
dans Rat(Gr(n,m)).

Nous allons utiliser ce théorème pour expliciter l’action de l’opérade D2 des petits disques
dans le disque unité sur Rat(Gr(n,m)) :=

⊔
k≥0 Ratk(Gr(n, m)).

Nous écrivons l’opérade comme étant la collection D2 := {D(n)}n≥1, où D(n) est l’ensemble
de tous les n-uplets de disques inclus dans R2, dont les intérieurs sont disjoints, vus comme
étant les images réciproques des disques dans le disque unité et avec la topologie induite de
Map(D2,R2)n, où D2 est le disque unité dans R2.

Etant donné un petit disque D(r, x0) = {z ∈ C | |z − x0| ≤ r}, nous pouvons l’identifier
canoniquement avec le plan complexe C de la façon suivante : écrivons z = ρeiθ sous forme
polaire. Alors l’application

z 7−→ 2r

π
arctan(ρ)eiθ

est un homéomorphisme de C dans le disque ouvert de rayon r. En composant par la translation
de vecteur x0, on définit une application bijective hD(r,x0) : C−−−→D(r, x0). Il est important de
noter que ces applications forment pour x0 ∈ R2 un choix continu dans R2 d’homéomorphismes.

Soit p(z) = a(z − λn)(z − λn−1) · · · (z − λ0) un polynôme et soit D(1) l’espace de tous les
petits disques dans le disque unité. A tout disque D = D(r, x0) ∈ D(1), nous associons un
nouveau polynôme pD, de même degré que celui de p,

pD := a(z − hD(λn))(z − hD(λn−1)) · · · (z − hD(λ0))

Comme on le voit, on s’arrange pour que les zéros de ce nouveau polynôme soient dans D.
Similairement, si f(z) =

∑
i,j

Qij

(z−λi)j est une fonction rationnelle à coefficients dans Mn,m(C),
et qui représente f ∈ Ratk(Gr(n,m)), et si D est un petit disque dans le disque unité, alors
nous construisons la nouvelle fonction rationnelle

fD(z) :=
∑

i,j

Qij

(z − hD(λi))j
(2.6.1)

Ceci donne une application au niveau des composantes

D(1)× Ratk(Gr(n,m))−−−→Ratk(Gr(n,m)) , (D, f) 7−→ fD

De même, nous pouvons construire une application pour tout r positif

θr : D(r)× Ratk1(Gr(n, m))× · · · × Ratkr(Gr(n, m))−−−→Ratk1+k2+···+kr(Gr(n,m)) (2.6.2)

θr(D1, . . . , Dr; f1, . . . , fr) =
∑

fDi
i
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Autrement dit, nous “poussons” les pôles de chaque fi dans le disque Di via hDi , nous obtenons
fDi

i , ensuite nous faisons la somme et obtenons une nouvelle fonction rationnelle. Parce que les
pôles de fDi

i sont distincts de ceux des f
Dj

j , i 6= j, les degrés s’additionnent. Nous affirmons
que les applications θr, r ≥ 1 confèrent à Rat(Gr(n, m)) une structure d’algèbre sur l’opérade
D2, c’est à dire qu’ils satisfont les conditions de compatibilité définies par May [42]. Revoyons
la définition.

Définition 2.6.3 Une action d’une opérade C sur un espace X est la donnée d’une application
θj : C(j)×Xj−−−→X, pour tout j ≤ 0, tel que :

1. Le diagramme suivant commute :

C(k)× C(j1)× · · · × C(jk)×Xj

1×u

²²

γ×1 // C(j)×Xj

θj

%%JJJJJJJJJJ

X

C(k)× C(j1)×Xj1 × · · · × C(jk)×Xjk
1×θj1

×···×θjk // C(k)×Xk

θk

::tttttttttt

avec u le shuffle évident et Σjk = j.

2. θ1(1, x) = x pour tout x ∈ X.

Nous allons justifier la commutativité d’un tel diagramme pour X = Rat := Rat(Gr(n,m))
et l’action θ explicitée dans 2.6.2. Ce calcul est l’analogue du résultat connu pour le cas de
Rat(Pm) ([5], Theorem 4.12 1). La commutativité est tout simplement la conséquence du fait
que le produit de composition de translations est commutatif et que la somme de fonctions
rationnelles est également commutative. On se restreint au cas k = 2 pour des raisons de
simplicité (l’argument étant le même pour k > 2). On considère le diagramme

D(2)×D(1)×D(1)× Ratr × Rats

²²

// D(2)× Ratr × Rats

θ2

((QQQQQQQQQQQQQ

Ratr+s

D(2)×D(1)× Ratr ×D(1)× Rats
// D(2)× Ratr × Rats

θ2

66mmmmmmmmmmmmm

En toutes lettres, ceci veut dire que : si f et g sont deux applications holomorphes (que nous
voyons comme des matrices rationnelles) et si D1 et D2 sont deux disques et si (B1, B2) ∈ D(2),

1. Le pointage dans [5] est différent du notre. Dans notre cas un élément de Ratd(Pm) est de la forme
[g, p1, . . . , pm] avec deg g > deg pi (voir Exemple 2.4.5) avec le pointage ∞ 7→ [1 : 0 : · · · : 0], alors que dans
[5], une application pointée de degré d est donnée par [p0 : p1 : . . . : pm] ou tous les pi sont des monômes de même
degré d et n’ayant pas de zeros en commun. Le pointage dans ce cas est ∞ 7→ [1 : 1 : · · · : 1]. L’action opéradique
décrite dans [5] est donc légèrement différente de la nôtre mais équivalente.
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alors nous devons comparer
(
fD1

)B1 +
(
fD2

)B2 (la flèche du bas) et f
hB1

(D1)

1 +f
hB2

(D2)

2 (la flèche
du haut). Mais ces deux flèches sont identiques d’après la définition (2.6.1) ! Ici nous utilisons le
fait que la composition dans l’opérade des petits disques D(2) ×D(1) ×D(1)−−−→D(2) envoie
((B1, B2), D1, D2) 7−→ (hB1(D1), hB2(D2)).

Remarque 2.6.4 Une première tentative de construire l’action des petits disques est dans [40].
La construction de Mann et Milgram utilise la description des formes normales qui la rend
beaucoup plus difficile à décrire. Au fait, Mann et Milgram donnent leur construction pour le
produit mais il n’est pas clair comment étendre au cas plus général.

Sur tout espace de lacets doubles Ω2X, il existe une action naturelle de D2 donnée par des
flèches

ck : D2(k)× (Ω2X)k−−−→Ω2X

On peut expliciter cette application. Pour cela on représente un lacet f ∈ Ω2X comme étant
une flèche

C ∪ {∞}−−−→X , ∞ 7→ x0 ∈ X

Soit D un disque dans R2. Alors l’application fD : C ∪∞ → X définie par

fD(z) =





f ◦ h−1
D (z), z ∈ D

x0, z 6∈ D

représente un nouvel élément de Ω2X, de “support” D. On dira que fD est est une application
concentrée dans D (c’est à dire qu’en dehors de D elle vaut x0). Ceci définit c1 : D(1) ×
Ω2X−−−→Ω2X. De même, si (D1, D2) ∈ D(2), (f, g) ∈ (Ω2X)2, alors on définit

c2(D1, D2, f, g) =





f ◦ h−1
D1

(z), z ∈ D1

g ◦ h−1
D2

(z), z ∈ D2

x0, z 6∈ D1 ∪D2

(2.6.3)

De manière analogue, on obtient toutes les flèches ck.

Remarque 2.6.5 Le produit de Pontryagin Ω2X × Ω2X−−−→Ω2X est défini comme l’effet de
la flèche θ2(D(1, (−1, 0)), D(1, (0, 1)),−,−).

L’application ι : Rat(Gr(n,m))−−−→Ω2(Gr(n,m)) est une flèche entre deux D2-espaces, et
on peut se poser la question si elle même est une D2-application, c’est à dire si elle commute avec
les actions de l’opérade. La réponse est rapidement non, puisque l’action d’un élément c ∈ D2(2)
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ne commute pas avec ι ; i.e. le diagramme suivant

Ratk1(Gr(n,m))× Ratk2(Gr(n,m))

ι×ι
²²

θc // Ratk1+k2(Gr(n,m))

ι
²²

Ω2
k1

(Gr(n,m))× Ω2
k2

(Gr(n,m)) θc // Ω2
k1+k2

(Gr(n,m))

(2.6.4)

ne commute pas, où θc = θ2(c,−,−) (resp. λc = c2(c,−,−)) avec θ2 l’application de structure
définie dans (2.6.2) pour Rat (resp. dans (2.6.3) pour Ω2). En effet, l’application en bas est
constante en dehors d’un grand disque et ne peut jamais être holomorphe. Par contre et à
homotopie près, ce diagramme commute.

Remarque 2.6.6 Les arguments de ([5], Theorem 4.16) suggèrent que fort probablement l’ap-
plication ι : Rat(Gr(n,m))−−−→Ω2(Gr(n,m)) est une D2-application à homotopie près. C’est à
dire que le diagramme suivant commute à homotopie près

D2(p)× (Ratk(Gr(n,m)))p θk //

1×ι
²²

Ratkp(Gr(n,m))

ι
²²

D2(p)× (Ω2
k(Gr(n,m)))p ck // Ω2

kp(Gr(n,m))

L’affirmation est facile à vérifier pour p = 1 et pour tout disque donné D, c1(D,−) et θ1(D,−)
sont toutes les deux homotopes à l’identité. Dans ce dernier cas, on peut prendre l’homotopie

I × RatkGr(n,m) −−−→ RatkGr(n,m)
t,

∑

i,j

Qij

(z − λi)j


 −−−→

∑

i,j

Qij

(z − ϕt(λi))j

où ϕt(λi) = (1 − t)λi + hD(λi). Une rédaction complète pour p > 1 est fastidieuse (voir [6],
Theorem 6.3) et à la remise de cette thèse nous n’avons pas encore vérifié tous les détails.

Remarque 2.6.7 Remarquons que l’action des petits disques Rat(Gr(n,m)) ne respecte pas
la stratification de May-Milgram discutée dans la section 2.5.2. Pour l’illustrer, on se limite au
cas de l’action de deux petits disques X(1, 0) × X(1, 0)−−−→Rat2(Gr(2, 2)). On montre que le
produit est soit dans X(2, 0) soit X(0, 2), selon le choix des fonctions. Plus précisément, soit

f1(z) =

(
z 0 0 1
1 1 0 0

)
, f2(z) =

(
z + 1 0 0 1

1 1 0 0

)

deux éléments dans X(1, 0) représentants des fonctions dans une forme triangulaire. Les fonctions
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de transfert respectives sont

T1(z) =
1
z

(
0 1
0 −1

)
, T2(z) =

1
z + 1

(
0 1
0 −1

)

Choisissons un élément de D2(2) qui se compose de deux disques centrés en 0 et 1, l’action
correspondante donne

T1(z) + T2(z) =
1
z

(
0 1
0 −1

)
+

1
z + 1

(
0 1
0 −1

)
=

1
z(z + 1)

(
0 2z + 1
0 −2z − 1

)

et la forme normale de cette somme est
(

1 −1 0 0
0 z(z + 1) 0 −2z − 1

)
∈ X(0, 2)

D’autre part, si nous choisissons nos éléments dans X(1, 0) comme

g1(z) =

(
z 0 0 1
0 1 0 0

)
, g2(z) =

1
z + 1

(
1 1
0 0

)

avec des fonctions de transfert G1(z), G2(z) et l’action

G1(z) + G2(z) =
1
z

(
1 1
0 0

)
+

1
z + 1

(
1 1
0 0

)
=

1
z(z + 1)

(
2z + 1 2z + 1

0 0

)

alors la forme triangulaire dans ce cas est

(
z(z + 1) 0 2z + 1 2z + 1

0 1 0 0

)
∈ X(2, 0)
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Chapitre 3

Applications de Degré Un et Calculs

Homologiques

Nous étudions dans ce chapitre la géométrie de Rat1(Gr(n,m)) et Hol1(Gr(n, m)) des espaces
de toutes les applications de degré un, ou plus simplement des applications “linéaires”. Nous
supposerons tout le temps que n ≤ m.

3.1 L’Espace des Applications Pointées

La proposition suivante est due à Mann et Milgram [39, 40]. Si η est un fibré vectoriel, nous
noterons η∗ ce fibré privé de sa section nulle.

Proposition 3.1.1 [40] Supposons que n ≤ m. Il existe un homéomorphisme

Rat1(Gr(n,m)) ∼= C× (mO(−1))∗

avec O(−1) le fibré au-dessus de Pn−1. En particulier, il existe une fibration

S2m−1−−−→Rat1(Gr(n, m))−−−→Pn−1 (3.1.1)

qui, dans le cas où m = 1, est réduite à la fibration de Hopf.

Preuve : Le fibré O(−1) est comme dans la définition 1.2.1. Nous allons procéder légèrement
différemment de [39] et notre idée est de montrer directement que Rat1(Gr(n, m)) est à homo-
topie près la construction de Borel

S2n−1 ×S1 S2m−1

avec S1 qui agit diagonalement de façon usuelle. Tout d’abord, dans la section 2.4 nous avons
décrit Rat1(Gr(n,m)) =

⋃Ui en terme d’un recouvrement par des ouverts Ui = U(0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

),
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où 1 est dans la i-ème entrée. On rappelle que les éléments de Ui sont des classes d’applications
polynômiales ayant une représentation de la forme :

[Di, Ni] =




−1 · · · a1i · · · 0 0 · · · 0
...
0 · · · z − aii · · · 0 wi1 · · · wim

...
0 · · · ani · · · −1 0 · · · 0




(3.1.2)

avec la seule contrainte que les wij ne soient pas tous nuls (Di est n×n et Ni est n×m). Notons
que ce n’est pas exactement la manière avec laquelle nous avons décrit les formes normales
sachant que nous avions des 1 et non des −1 tout au long de la diagonale, mais les deux
descriptions sont équivalentes.

Soit (Cn − {0} ×C∗ (Cm − {0}) le quotient du produit par l’identification de la diagonale

(z1λ, . . . , znλ; w1, . . . , wm) ∼ (z1, . . . , zn; w1λ, . . . , wmλ) , λ ∈ C∗ (3.1.3)

Si nous avions Cm au lieu de Cm − {0}, alors ce quotient définirait l’espace total de mO(−1)
selon la définition 1.2.1. Avec Cm−{0}, nous obtenons le complémentaire de la section nulle de
ce fibré. Notre objectif est alors d’établir un homéomorphisme

Rat1(Gr(n,m)) ∼= C× (Cn − {0})×C∗ (Cm − {0}) (3.1.4)

Définissons l’application

Rat1(Gr(n,m))
Θ−−−→ C× (Cn − {0})×C∗ (Cm − {0}) (3.1.5)

[Di : Ni] ∈ Ui 7−→ aii × (a1i, . . . , ai−1,i, 1, ai+1,i, . . . , ani)×C∗ (wi1, . . . , wim)

Nous avons besoin de vérifier que cette application est bien définie ; i.e. qu’elle donne le même
résultat sur l’intersection des Ui.

Par exemple et lorsque a1 6= 0, la matrice

[D1 : N1] =

(
−1 a1 0 0
0 z − a2 w1 w2

)

est équivalente à

[D2 : N2] =

(
z − a2 0 a1w1 a1w2

1
a1

1 0 0

)
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On passe d’une forme à l’autre en multipliant à gauche par la matrice

(
a2 − z a1

−1
a1

0

)
. Ceci donne

une classe d’équivalence qui est donc dans l’intersection U1∩U2. On voit que Θ[D1, N1] = Θ[D2 :
N2] car

a2 × (a1, 1)× (w1, w2) ∼ a2 × (1,
1
a1

)× (a1w1, a1w2)

Plus généralement, avec la notation (3.1.2), deux formes normales Ai = [Di : Ni] et Ak = [Dk :
Nk] pour i 6= k sont équivalentes si et seulement si

aki 6= 0 , akk = aii , aik =
1

aki
, ajk =

aji

aki
∀ j 6= k, i , and wkj = akiwij

Ce calcul est vérifié dans [24]. Comme pour n = 2, l’application Θ est invariante par ce
changement de cartes et ainsi elle est bien définie. Il est immédiat de vérifier que Θ est un
homéomorphisme.

Nous retrouvons (avec une légère correction) un calcul de Delchamps basé sur la théorie de
Morse [15]

Corollaire 3.1.2 Hi(Rat1(Gr(n, m));Z) ∼=





Z, i = 2j, j ≤ n− 1

i = 2j − 1, m ≤ j ≤ n + m− 1

0 sinon

.

Preuve : Pour des raisons de degré et lorsque n ≤ m, la suite spectrale de Serre pour la
fibration sphérique d’espace total Rat1(Gr(n,m)), dégénère au terme E2. On en déduit que

H∗(Rat1(Gr(n,m))) ∼= H∗(S2m−1 × Pn−1) (3.1.6)

d’où la réponse (voir aussi [40], lemme 4.4).

Dans le cas de la Grassmannienne quadrique, n = m = 2, nous avons la fibration sphérique
orientée au-dessus de la sphère de Riemann

S3−−−→Rat1(Gr(2, 2))−−−→S2 (3.1.7)

laquelle est classifiée par un élément de π1(U(2)) = Z ; le clutching number. En effet (3.1.7) est
le fibré en sphères associé à un fibré complexe de rang 2 de groupe structural U(2).

Corollaire 3.1.3 Le fibré (3.1.7) a le clutching number −2 ∈ Z.

Preuve : Puisque (3.1.7) est le fibré en sphère de O(−1)⊕O(−1), il est donc associé à un
fibré principal de groupe U(1)×U(1) ⊂ U(2). Ce fibré principal est classifié par une application
S2−−−→B(U(1)× U(1))−−−→BU(2), où BG veut dire l’espace classifiant du groupe topologique
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G. Cette flèche est adjointe à l’application S1−−−→U(1)× U(1)−−−→U(2) envoyant

λ 7−→ (λ−1, λ−1) 7−→
(

λ−1 0
0 λ−1

)

La composée de cette application par le déterminant det : U(2)−−−→S1 envoie λ 7−→ λ−2. En
identifiant π1(U(2)) avec H1(U(2);Z), de générateur l’application déterminant det, on voit que
le clutching number est d = −2.

3.2 Théorème Principal

Dans cette section, nous allons décrire l’espace Hol1(Gr(n,m)).

Théorème 3.2.1 Soit Fl(1, n, n+m) = U(n+m)/U(1)×U(n−1)×U(m) la variété de drapeaux
de tous les drapeaux (1, n) dans Cn+m avec les projections

p1 : Fl(1, n, n + m)−−−→Pn+m−1

p2 : Fl(1, n, n + m)−−−→Gr(n,m)

alors Hol1(Gr(n, m)) est, à homotopie près, le fibré en sphère au-dessus de Fl(1, n, n+m) associé
au fibré vectoriel de rang complexe m donné par

p∗1(H)⊗ p∗2(Q)

où H = O(1) est l’hyperplan dual au fibré en droite tautologique au-dessus de Pn+m−1, et Q le
fibré anti-tautologique au-dessus Gr(n,m).

Preuve : En utilisant (2.0.1) et (3.1.4), nous pouvons écrire les identifications suivantes

Hol1(Gr(n,m)) = Rat1(Gr(n,m))×U(n)×U(m) U(n + m)

' [(Cn − {0})×C∗ (Cm − {0})]×U(n)×U(m) U(n + m) (3.2.1)

L’action de (A,B) ∈ U(n)×U(m) en terme (Cn−{0})×C∗ (Cm−{0}) est donnée comme suit.
Identifions

(a1, . . . , 1, · · · , an)× (w1, . . . , wm) ∈ (Cn − {0})×C∗ (Cm − {0})

avec

[D : N ] =




1 · · · a1 · · · 0 0 · · · 0
...
0 · · · z − 1 · · · 0 w1 · · · wm

...
0 · · · an · · · 1 0 · · · 0
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Alors l’action de B sur (w1, · · · , wm) peut être vue comme une multiplication à gauche sur le
vecteur [w1, · · · , wm]T . L’action de A sur D est donnée par DAT et il n’est pas facile de la voir
en terme des formes normales mais c’est obligatoire. Nous définissons

X(n,m) := [Cm ×C∗ (Cn − {0})]×U(n)×U(m) U(n + m)

= Cm ×C∗×U(m)

[
(Cn − {0})×U(n) U(n + m)

]

' Cm ×U(1)×U(m)

[
U(n)

U(n− 1)
×U(n) U(n + m)

]

= Cm ×U(1)×U(m)

[
U(n + m)
U(n− 1)

]

où ici nous avons remplacé Cn−{0} à homotopie près (équivariant) par S2n−1 = U(n)/U(n−1)
et C∗ par U(1) = S1. La projection

X(n,m)−−−→U(m + n)/U(1)× U(n− 1)× U(m) (3.2.2)

envoie X(n,m) dans un fibré vectoriel complexe de dimension m au-dessus de Fl(1, n, n + m)
dont (3.2.1) est un fibré en sphère. Notre objectif est donc de montrer que (3.2.2) est un fibré
isomorphe à p∗1(H) ⊗ p∗2(Q). Ici, l’action de (λ,A) ∈ U(1) × U(m) sur ~v ∈ Cm est λA(~v), et
l’action de U(1) sur U(n + m)/U(n − 1) est -par la multiplication gauche si nous considérons
U(1) comme un sous-groupe de U(n + m)- donnée par la matrice standard en haut à gauche.

Notons que la multiplication U(1)×U(n− 1)−−−→U(n) induit la projection p2 : Fl(1, n, n +
m) → Gr(n,m) et l’espace total du pullback de Q étant précisément (voir section 1.2)

Cm ×U(m) [U(n + m)/U(1)× U(n− 1)]

et le pullback de la projection p1 induit à partir de U(n− 1)× U(m) → U(n + m− 1) est

C×U(1) [U(n + m)/U(n + m− 1)]

Leur produit tensoriel est donné par le fibré

(C⊗ Cm)×U(1)×U(m) [U(n + m)/U(n− 1)]

où (λ,A) ∈ U(1)× U(m) agit sur z ⊗w par λ−1z ⊗Aw. Après identification C⊗Cm avec Cm,
on retrouve précisement le fibré X(n,m) et le théorème est démontré.

Remarque 3.2.2 Notons que la série de Poincaré de Hol1(Gr(n,m)), à coefficients dans un
corps, satisfait la dualité du Poincaré en dimension

2m− 1 + dimFl(1, 2, n + m) = 2m + (n + m)2 − (n− 1)2 −m2 = 2n(m + 1) + 2m− 3
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Corollaire 3.2.3 [33] Hol1(Pm) est à homotopie près, le fibré en sphère de Pm.

Preuve : D’après le Théorème 3.2.1, Hol1 est homéomorphe à l’espace total du fibré en
sphères Q∨ ⊗ γ, où γ est le tautologique sur F (1, 1,m + 1) = Pm. Nous avons besoin de vérifier
que ce produit tensoriel est isomorphe au fibré tangent de Pm. Nous savons que Q⊕γ ∼= (m+1)ε
est le fibré trivial de rang (m + 1) au-dessus de Pm (voir (1.2.1)) et ainsi, en prenant les duaux,
Q∨ ⊕ γ∨ ∼= (m + 1)ε. Nous pouvons tensoriser des deux cotés par γ et nous obtenons

(Q∨ ⊗ γ)⊕ ε = (m + 1)γ

utilisant le fait que γ∨ ⊗ γ = ε. D’autre part, il est bien connu [27] que

TPm ⊕ ε ∼= (m + 1)γ

Ceci montre que TPm et Q∨ ⊗ γ sont stablement isomorphes. Mais d’après [27], chapter 9,
Theorem 1.5, les deux fibrés doivent être isomorphes.

Remarque 3.2.4 La preuve du théorème 3.2.1 montre que pour n ≤ m, il existe un diagramme
de fibrations

S2m−1 = //

²²

S2m−1

²²
Rat1(Gr(n,m)) //

²²

Hol1(Gr(n,m))

²²

ev // Gr(n,m)

=

²²
Pn−1 // Fl(1, n, n + m) // Gr(n,m)

où la fibration verticale de gauche est la même que le fibré en sphère mO(−1) au-dessus de Pn−1.

Corollaire 3.2.5 Rat1(Gr(n,∞)) = Rat1(BU(n)) ' Pn−1.

Preuve : On rappelle que BU(n) est choisi comme étant la limite directe des inclusions
Gr(n,m) ↪→ Gr(n, m + 1), et que donc l’espace Rat1(BU(n)) est obtenu comme limite directe
des plongements Rat1(Gr(n,m)) ↪→ Rat1(Gr(n,m + 1)). Nous avons une flèche de fibrations

S2m−1 //

²²

S2m+1

²²
Rat1(Gr(n, m)) //

²²

Rat1(Gr(n,m + 1))

²²
Pn−1 = // Pn−1

En passant à la limite directe, on voit que Rat1(BU(n)) est un fibré au dessus de Pn−1 de fibre
S∞, laquelle est contractible. Ceci démontre le corollaire. On aurait pu également argumenter
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que l’équivalence Rat1(Gr(n,m)) ' S2m−1 ×S1 S2n−1 et le diagramme ci-dessus entrainent que
Rat1(BU(n)) ' S∞ ×S1 S2n−1 ' Pn−1.

Finalement, nous remarquerons que l’idée principale de [40] est d’analyser l’application

ι : H∗(Rat1(Gr(n,m)))−−−→H∗(Ω2
1Gr(n,m))

en homologie. Rappelons que l’isomorphisme (1.6.1) qui dit que H∗(Ω2
1Gr(n,m)) admet les

f2i+1 ∈ H2i+1(Ω2S2(i+1)−1) et les b2i ∈ H∗(Ω0U(n)) = Z[b1, . . . , b2i−2], 1 ≤ i ≤ n comme
générateurs sur l’algèbre de Dyer-Lashof. D’autre part, H∗(Rat1(Gr(n, m))) = Γ(e)⊗Z[u]/(un).
Cette algèbre est de non torsion et nous indiquerons par x∗ le hom-dual de x.

Théorème 3.2.6 [40] L’inclusion ι induit une injection en homologie et nous avons

ι∗((uj)∗) = b2j , ι∗((euj)∗) = f2(j+m)−1 + f2m−1 ⊗ b2j

Remarque 3.2.7 De façon un peu surprenante, il ne peut exister d’application de fibrations
comme ci-dessous

S2m−1 //

²²

Ω2Vn,m

²²
Rat1(Gr(n,m)) //___

²²

Ω2
1(Gr(n,m))

²²
Pn−1 // ΩSU(n)

(3.2.3)

où nous essayons d’avoir entre les fibres l’application adjointe au générateur de π2m+1Vn,m = Z,
et en bas l’application classique qui à une droite vectorielle de Cn (représentant un élément de
Pn−1) et à un θ ∈ S1, associe la rotation d’angle θ autour de l’axe de cette droite. Cette dernière
flèche est une injection en homologie et il est connu que H∗(ΩSU(n)) est une algèbre symétrique
sur l’image H̃∗(Pn−1). Pour voir qu’un diagramme commutatif comme dans (3.2.3) ne peut pas
exister, il suffit de comparer les suites spectrales de Serre de ces fibrations. Si le diagramme était
commutatif, alors au terme E2, la classe u ⊗ e, avec u ∈ H2(Pn−1) et e = [S2m−1], s’enverrait
obligatoirement sur b2 ⊗ f2m−1, ce qui n’est évidemment pas le cas.

3.3 La Grassmannienne Quadratique

Dans cette section, nous donnons un calcul rationnel complet pour Hol1(Gr(2, 2)) où Gr(2, 2)
la Grassmannienne quadrique (voir section 2.1). Nous commençons par comprendre la suite de
Gysin pour la fibration décrite dans le théorème 3.2.1

S2m−1−−−→Hol1(Gr(n,m))−−−→Fl(1, n, n + m) (3.3.1)
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Celle ci est donné par

· · · −−−→H i+2m−1Hol1Gr(n,m)−−−→H iFl(1, n, n + m)
χ−−−→ (3.3.2)

H i+2mFl(1, n, n + m)−−−→H i+2mHol1Gr(n,m)−−−→· · ·

où χ est cup-produit par la classe d’Euler de Fl(1, n, n + m) ; qui est la classe de Chern de plus
haut degré du fibré p∗1(H)⊗ p∗2(Q) dans le Théorème 3.2.1, donnée par :

χ = cm(p∗1(H)⊗ p∗2(Q)) =
m∑

i=0

(−1)ip∗1(c
i
1) ∪ p∗2(cm−i)

Dans le cas de la Grassmannienne quadratique, nous avons :

S3−−−→Hol1(G(2, 2))−−−→Fl(1, 2, 4) (3.3.3)

Pour commencer, nous avons besoin de la structure de cohomologie de Fl(1, 2, 4) = U(4)/U(1)×
U(1)× U(2). Notons qu’il existe une fibration

P1−−−→Fl(1, 2, 4)−−−→G(2, 2) (3.3.4)

qui est triviale en cohomologie (additivement) puisque tous les générateurs sont concentrés en
degrés pairs. Ceci veut dire que H∗(Fl(1, 2, 4)) est une torsion libre pour le polynôme de Poincaré

P(Fl(1, 2, 4)) = P(P1) · P(G(2, 2))

= (1 + t2)(1 + t2 + 2t4 + t6 + t8)

= 1 + 2t2 + 3t4 + 3t6 + 2t8 + t10 (3.3.5)

Pour avoir la structure de cohomologie, dans ce cas, nous faisons appel au théorème de Baum
expliqué dans le Théorème 1.3.6.

Lemme 3.3.1 Il existe un isomorphisme d’anneau

H∗(Fl(1, 2, 4)) = Z[x, y]/((x + y)(x2 + y2), x3y + xy3 + x2y2)

= Z[x, y]/((x + y)(x2 + y2), x4, y4)

où |x| = 2, |y| = 2.

Preuve : Considérons la courte suite exacte

H∗(BU(4))
ρ∗−−−−−→H∗(BU(1)×BU(1)×BU(2))

σ∗−−−−−→H∗(Fl(1, 2, 4))

avec le noyau de σ∗ l’idéal des éléments de degrés positifs dans ρ∗. Ici, H∗(BU(1) × BU(1) ×
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BU(2)) = Z[x, y, z1, z2] ainsi que

H∗(Fl(1, 2, 4)) = Z[x, y, z1, z2]/I

où les relations dans I sont données par l’équation : (1 + x)(1 + y)(1 + z1 + z2) = 1 en les
regrouppant sous forme d’éléments homogènes comme suit :

1 + (x + y + z1) + (z2 + xy + xz1 + yz1) + (yz2 + xz2 + xyz1) + xyz2 = 1

À partir de ceci, nous pouvons déduire que z1 = −x− y, z2 = −xz1 − xy − yz1 = x2 + y2 + xy

et que (x + y)(x2 + y2) = 0 et x3y + xy3 + x2y2 = 0. Le second isomorphisme résulte par
l’identification des générateurs en chaque dimension comme dans (3.3.5).

Remarque 3.3.2 Comme c’est déjà indiqué, il existe deux applications

p1 : Fl(1, 2, 4)−−−→P3 et p2 : Fl(1, 2, 4)−−−→Gr(2, 2)

et ainsi nous déterminons leurs effets sur la cohomologie. Nous écrivons H∗(Gr(2, 2)) = Z[c1, c2]/I

et H∗(P3) = Z[u]/(u4). La première application est détrminée par U(4)/U(1)×U(1)×U(2)−−−→
U(4)/U(1) × U(3) qui est induite à partir de la multiplication U(1) × U(2)−−−→U(3). Il existe
un diagramme

Fl(1, 2, 4) //

²²

BU(1)×BU(1)×BU(2)

π

²²
P3 // BU(1)

où π est la projection sur la première composante. Puisque le générateur u est induit à partir
d’une seule copie de BU(1), f∗(u) = x. Similairement, p2 est déterminée à partir de la mul-
tiplication H∗(BU(2))−−−→H∗(BU(1) × BU(1)) qui envoie 1 + c1 + c2 à (1 + x)(1 + y) ainsi
que

p∗2(c1) = x + y , p∗2(c2) = xy

Nous sommes maintenant en mesure de considérer la classe d’Euler du fibré (3.3.3), ou de
manière équivalente, la classe de Chern de plus haut degré c2 de ζ(Gr(2, 2)) = p∗1(γ)⊗ p∗2(Q

∨).

Lemme 3.3.3 c2(ζ) = 3x2 + y2 + 2xy ∈ H4(Fl(1, 2, 4)) = Z{x2, xy, y2}.

Preuve : Par la formule de la classe de Chern totale du produit tensoriel des deux fibrés L

et E ; avec L un fibré en droite, nous obtenons la relation générale c2(E⊗L) = c2(E) + c1(E)×
c1(L) + c2

1(L) (voir [19], p.55). Appliquons ceci dans notre cas avec L = p∗1(γ) donc c1(L) = x

et E = p∗2(Q
∨), nous avons : c1(E) = x + y et c2(E) = x2 + y2 + xy et nous obtenons donc :

c2(ξ) = (x2 + y2 + xy) + x(x + y) + x2 = 3x2 + y2 + 2xy
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Proposition 3.3.4 Les séries de Poincaré rationnelles pour les espaces des applications holo-
morphes sont

P(Hol1Gr(2, 2)) = 1 + 2t2 + 2t4 + t6 + t7 + 2t9 + 2t11 + t13

et P(Rat1Gr(2, 2)) = 1 + t2 + t3 + t5.

Preuve : Les séries de Poincaré pour Rat1Gr(2, 2) résultent à partir de (3.1.6). Soit bi

le rang de H i(Hol1Gr(2, 2);Q). Nous avons besoin d’analyser la suite de Gysin (??) où χ est
la multiplication par 3x2 + y2 + 2xy. Puisque la cohomologie de Fl(1, 2, 4) est concentrée en
dimension paire, la longue suite exacte se scinde en courtes suites exactes

0−−−→H2i+1Hol1Gr(2, 2)−−−→H2i−2Fl(1, 2, 4)
χ−−−→H2i+2Fl(1, 2, 4)−−−→H2i+2Hol1Gr(2, 2)−−−→0

à partir de là, nous déduisons que

H impairHol1Gr(2, 2) = ker(H impair−3Fl(1, 2, 4)−−−→H impair+1Fl(1, 2, 4))

HpairHol1Gr(2, 2) = coker(Hpair−4Fl(1, 2, 4)−−−→HpairFl(1, 2, 4))

Maintenant, nous allons citer les générateurs de H∗(Fl(1, 2, 4))

H2 = Z{x, y}
H4 = Z{x2, xy, y2}
H6 = Z{x3, x2y, y2x} y3 = −x3 − x2y − xy2 (3.3.6)

H8 = Z{x3y, y3x} x4 = y4 = 0 , x2y2 = −xy3 − x3y

H10 = Z{x3y2} x3y2 = −x2y3

où H∗ = H∗(Fl(1, 2, 4)) et nous avons écrit les relations à droite pour chaque degré, et alors
nous analysons la multiplication par la classe d’Euler en chacun d’eux. Pour i = 2, nous avons

0−−−→H5Hol1Gr(2, 2)−−−→H2Fl(1, 2, 4)
χ−−−→H6Fl(1, 2, 4)−−−→H6Hol1Gr(2, 2)−−−→0

χ(x) = 3x3 + xy2 + 2x2y

χ(y) = 3x2y + y3 + 2xy2 = 3x2y − x3 − x2y − y2x + 2xy2

= −x3 + 2x2y + xy2

Dans la base choisie (x3, x2y, xy2), les vecteurs χ(x) et χ(y) sont indépendants, et puisque

H5Hol1G(2, 2) = ker(H2Fl(1, 2, 4)−−−→H6Fl(1, 2, 4))
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et
H6Hol1G(2, 2) = coker(H2Fl(1, 2, 4)−−−→H6Fl(1, 2, 4))

nous concluons que b5 = 0 et b6 = 1. Similairement, pour i = 4 nous obtenons

O−−−→H7Hol1Gr(2, 2)−−−→H4Fl(1, 2, 4)
χ−−−→H8Fl(1, 2, 4)−−−→H8Hol1Gr(2, 2)−−−→0

où χ : Q3{x2, xy, y2}−−−→Q2{x3y, xy3}. Gardons en mémoire la relation x2y2 = −x3y − xy3,
nous voyons que

χ(x2) = 3x4 + x2y2 + 2x3y = −x3y − xy3 + 2x3y = x3y − xy3

χ(xy) = 3x3y + xy3 + 2x2y2 = 3x3y + xy3 + 2(−x3y − xy3)

= x3y − xy3

χ(y2) = 3x2y2 + y4 + 2xy3 = 3(−x3y − xy3) + 2xy3 = −3x3y − xy3

Dans la base choisie (x3, x2y, xy2), les deux vecteurs χ(x) et χ(y) sont indépendants. Ainsi,
b7 = 1 et b8 = 0. Le reste résulte similairement.

Nous obtenons des calculs précédents le corollaire suivant qui décrit les différentielles dans
la fibration de l’évaluation pour Hol1(Gr(2, 2)). Nous nous apercevons qu’il existe plusieurs
différentielles internes dont certaines ne peuvent pas être détectées par la “string topologie”
comme pour les méthodes de [33]

Théorème 3.3.5 La suite spectrale de Serre avec coefficients rationnels pour la fibration de
l’évaluation

Rat1Gr(2, 2)−−−→Hol1Gr(2, 2)
ev−−−→Gr(2, 2) (3.3.7)

a les termes E2 et E4 suivants et elle dégénère au terme E5.
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E4 term

-

6
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Preuve : Essayons de traduire tout d’abord le calcul de la Proposition 3.3.4 en terme de cette
suite spectrale. Nous avons deux classes en degré 2 et les classes u et c1 doivent obligatoirement
survivre. Nous avons deux classes en degré 4 et on peut se convaincre que la seule possibilité
est que ι s’envoie sur αc1, α ∈ Q∗, et par dérivation d2(ιc1) = αc2

1. Il n’y a qu’une seule classe
en degré 6 et donc l’une des classes c1c2 ou uc2 doit disparâıtre. Pour cela il existe, soit une
différentielle provenant de g au terme E4, soit une différentielle provenant de la même classe au
terme E6. Nous n’avons pas suffisamment de données pour pouvoir décider et nous devons faire
appel au modèle minimal. Pour cela, le modèle de Brown-Sczarba présenté dans le Théorème
1.6.2 sera utile.

Le fibré (3.3.7) s’envoie sur la fibration de l’évaluation

Ω2
1(Gr(2, 2))−−−→L2

1(Gr(2, 2))−−−→Gr(2, 2) (3.3.8)

Nous savons qu’au niveau des fibres, nous avons un monomorphisme en homologie. Par com-
paraison de suites spectrales de Serre, nous pouvons donc lire les différentielles dans la suite
spectrale de la fibration (3.3.7) à partir de celle de (3.3.8).

Nous avons montré dans le corollaire 1.6.3 que la cohomologie rationnelle de L2
1Gr(2, 2) est la

cohomologie de l’algèbre différentielle graduée Λ(x2; x0; y4; y2; z5; z3; t7; t5; d), avec différentielle
dx = dx = dy = dy = 0, dz = x3 − 2xy ; dt = x4 − y2 et

dt = 2yy − 4x3 , dz = (2y − 3x2) + 2xy

Les classes x et y dans le modèle correspondent à c1 et c2. Alors que les classes ȳ, z̄, t̄ corres-
pondent aux classes u, ι, g. À partir de ce modèle et rationnellement, nous voyons que nécessairement
dans la suite spectrale de Serre, nous avons des différentielles internes qui apparâıssent. Dans
l’expression de dz, le terme “2xy” montre qu’au terme E2, nécessairement d2(ι) = 2uc1 (comme
prévu) et que donc d2(ck

1ι) = 2uck+1
1 . De même, la différentielle dt = 2yy − 4x3 induit dans la

suite spectrale la différentielle d4g = 2uc2.
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Au terme E2, pour déterminer d2(ιc2
1) et d2(ιc2), nous observons la différentielle totale

d(yz̄) = 3x2y − 2y2 − 2xyȳ

qui donne que d2(ιc2) = c1c2u, et d(x2z̄) = 3x4−2yx2−2x3ȳ donne que d2(ιc2
1) = 2c3

1u. Puisque
c3
1 = 2c1c2, nous remarquons que d2(ι(c2

1−c2) = 0 et nous avons un générateur ι(c2
1− c2) ∈ E3,4

2 -
terme.

Maintenant, écrivons la différentielle totale

d(z̄(x2 − y)) = (x2 − y)(3x2 − 2y − 2ȳx)

Ceci se traduit dans la suite spectrale de Serre comme suit : les classes xyȳ et x3ȳ correspondent
à c1c2u et c3

1u respectivement, et elles ont été touchées au niveau du terme E2. Il reste le terme
en x et y ; 4x4− 5yx2 et cela correspond à un multiple non trivial de c2

2 qui est le générateur de
H8(Gr(2, 2)). Ceci veut dire que d4 de la classe ι(c2

1 − c2) est non-trivial.

3.3.1 Calcul Homologique

Nous souhaitons décrire l’homologie de Hol1(Gr(2, 2)) à coefficients dans Z. Pour cela, nous
devons donner un procédé pour décrire les noyaux et conoyaux de la multiplication par la classe
d’Euler comme modules sur Z. Nous rappelons comment ceci est fait.

Soit f : Zm−−−→Zn une application linéaire d’un groupe abélien libre de rang m dans un
autre de rang n. Soit K le conoyau de f , soient u1, · · · , um une base de Zm et v1, · · · , vn une
base de Zn. Alors f est déterminée par une matrice m× n d’entiers ; R = [aij ], où

f(ui) =
n∑

j=1

aijvj , 1 ≤ i ≤ m

Cette matrice détermine K de la façon suivante : une représentation du groupe abélien K est
donnée par :

K ∼= 〈v̄1, . . . , v̄n |
n∑

j=1

ai,j v̄j , 1 ≤ i ≤ m〉

où v̄i sont les images des vi dans K.

Les opérations sur les lignes et sur les colonnes de la matrice R nous donnent la forme

63



Chapitre 3. Applications de Degré Un et Calculs Homologiques

canonique de Smith

S =




d1 0 0 0 0 0 · · 0
0 d2 0 0 0 0 · · 0

0 0 · 0 dk 0 · · 0
0 0 · 0 0 0 · · 0
0 0 · 0 0 0 · · 0




où les di, 1 ≤ di ≤ k, sont des entiers positifs formant une chaine de diviseurs d1|d2| · · · |dk. Ils
sont uniques.

En d’autres termes, S est une matrice diagonale k × k que nous complétons à une matrice
m× n en ajoutant des zéros. Le conoyau K est alors le groupe abélien

Zd1 ⊕ · · · ⊕ Zdk
⊕ Zn−k

De plus, les di peuvent être déterminés à partir des facteurs invariants de la matrice R comme
suit. Le iieme facteur invariant est le PGCD de tous les i × i sous-déterminants de R, 1 ≤ i ≤
min{m,n}. Alors d1 = E1, d1d2 = E2, . . . , d1d2 · · · dk = Ek.

En particulier, K n’a pas de torsion, si et seulement si, pour un entier k nous avons Ei = 1
pour i = 1, . . . , k, et Ei = 0 pour k + 1 ≤ i ≤ min{m,n}. Si cette condition est vérifiée, alors K

est un groupe abélien libre de rang n− k.
Nous allons maintenant utiliser la méthode décrite ci-dessus pour déterminer l’homologie de

Hol1(Gr(2, 2)).

Proposition 3.3.6 H∗(Hol1(Gr(2, 2));Z) =





Z, ∗ = 13

Z2, ∗ = 11

Z2, ∗ = 9

Z/4Z, ∗ = 8

Z, ∗ = 7

Z⊕ Z/4Z, ∗ = 6

Z2, ∗ = 4

Z2, ∗ = 2

Z, ∗ = 0
et 0 pour tout autre degré.

Preuve. Nous avons besoin d’analyser de nouveau la suite de Gysin (??) mais cette fois ci sur
Z. Les cas les plus intéressants que nous reprenons sont les suivants : Le premier cas est

O−−−→H5Hol1G(2, 2)−−−→H2Fl(1, 2, 4)
χ−−−→H6Fl(1, 2, 4)−−−→H6Hol1G(2, 2)−−−→0
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où H2Fl(1, 2, 4) = Z{x, y} et H6Fl(1, 2, 4) = Z{x3, x2y, xy2}. La matrice de χ dans les bases

(x, y) et (x3, x2y, xy2) est donnée par




3 −1
1 2
2 1


 de forme de Smith associée




1 0
0 1
0 0


. Le

conoyau de cette application est Z ⊕ Z4 d’où H5Hol1G(2, 2) = 0 et H6Hol1G(2, 2) = Z4 ⊕ Z.
De même pour

O−−−→H7Hol1G(2, 2)−−−→H4Fl(1, 2, 4)−−−→H8Fl(1, 2, 4)−−−→H8Hol1G(2, 2)−−−→0

avec H4Fl(1, 2, 4) = Z3{x2, xy, y2} et H8Fl(1, 2, 4) = Z2{x3y, xy3} et la relation x2y2 = −x3y−
xy3. La flèche χ a pour matrice

(
1 1 −3
−1 −1 −1

)
de forme de Smith associée

(
1 0 0
0 4 0

)

d’où H7Hol1G(2, 2) = Z et H8Hol1G(2, 2) = Z4⊕Z. Le reste se démontre de manière analogue.

3.3.2 Le cas des (1, 2, n + 2)-drapeaux

Nous essayons d’étendre les résultats de la Grassmannienne quadrique aux applications dans
Gr(2, n). Nous généralisons le lemme 3.3.1 d’abord

Lemme 3.3.7 Nous avons l’isomorphisme d’algèbre

H∗Fl(1, 2, n + 2) = Z[x, y]/


 ∑

i+j=n+1

xiyj , xn+2 = 0 = yn+2




Preuve : H∗Fl(1, 2, n + 2) = Z[x, y, zi]/I où les relations dans I sont données au terme des
éléments homogènes de l’équation suivante :

(1 + x)(1 + y)(1 + z1 + z2 + · · ·+ zn) = 1

à partir duquel nous obtenons les relations récursives

(xy) zk−2 + (x + y) zk + zk = 0 , ∀k > 1

Nous pouvons écrire ceci sous forme de matrice

(
zk

zk−1

)
=

(
−(x + y) −xy

1 0

)(
zk−1

zk−2

)
=

(
−(x + y) −xy

1 0

)k−1 (
−(x + y)

1

)

Après diagonalisation, nous obtenons la puissance matricielle

(
−(x + y) −xy

1 0

)k

=
1

y − x

(
(−x)k+1 − (−y)k+1 y(−x)k+1 − x(−y)k+1

(−x)k − (−y)k y(−x)k − x(−y)k

)
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à partir de laquelle, nous déduisons toutes les relations

zn = (−1)n
∑

i+j=n

xiyj

zn+1 = 0 = −(xy) zn−1 − (x + y) zn =⇒
∑

i+j=n+1

xiyj = 0

zn+2 = 0 = −(xy) zn − (x + y) zn+1 =⇒ xy
∑

i+j=n

xiyj = 0.

Ainsi
H∗Fl(1, 2, n + 2) = Z[x, y]/{

∑

i+j=n+1

xiyj , xy
∑

i+j=n

xiyj = 0}

Maintenant, nous avons besoin de voir que les deux idéaux


 ∑

i+j=n+1

xiyj , xy
∑

i+j=n

xiyj = 0


 ↔


 ∑

i+j=n+1

xiyj , xn+2 = 0 = yn+2




sont équivalents mais ceci est immédiat.
Ensuite, nous calculons la classe d’Euler du fibré (Théorème 3.2.1)

ζ(Gr(2, n)) : S2n−1−−−→Hol1(G(2, n))−−−→Fl(1, 2, n + 2)

Notons cette classe e(ζ(Gr(2, n))

Proposition 3.3.8 e(ζ(Gr(2, n)) = ∂
∂x

∑

i+j=n+1

xiyj.

Preuve : D’après le Théorème 3.2.1, cette classe d’Euler correspond à la classe de Chern
de plus haut degré cn(p∗1(O(1))⊗ p∗2Q

∨) de ζ(Gr(2, n)) et ceci peut être calculé par la formule

e(Gr(2, n)) =
n∑

i=0

ci
1(p

∗
1O(1)) · cn−i(p2Q

∨)

Nous avons à déterminer les classes de Chern du pullback de Q∨. Une étude rapide du diagramme

Fl(1, 2, n + 2)

²²

p2 // Gr(2, n)

²²
BU(1)×BU(1)×BU(n) // BU(2)×BU(n)

montre que l’application en cohomologie H∗(Fl(1, 2, n+2))−−−→H∗(Gr(2, n)) = Z[c1, c2]/I avec
I l’idéal généré par (1 + c1 + c2)(1 + c1 + c2 + · · ·+ cn) est telle que

c1 7−→ x + y
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c2 7−→ xy

ck = ck(Q) 7−→ zn = (−1)k
∑

i+j=k

xiyj

Utilisant le fait que la multiplication BU(2)−−−→BU(1)×BU(1) en cohomologie envoie c1 7→ x+y

et c2 7→ xy. Mais ck(Q∨) = (−1)kck(Q). Ainsi

p∗2(ck(Q∨)) = (−1)2k
∑

i+j=k

xiyj =
∑

i+j=k

xiyj ∈ H∗(Fl(1, 2, n + 2)

Pour montrer que e (Gr(2, n)) = ∂
∂x

∑

i+j=n+1

xiyj , nous procédons par récurrence. Le cas n = 2 a

été vérifié dans le lemme 3.3.3

e(Gr(2, 2)) = 3x2 + 2xy + y2

Procédons inductivement

e (Gr(2, n + 1)) = cn+1(Q∨) + e (Gr(2, n))

=
∑

i+j=n+1

xiyj +
∂

∂x

∑

i+j=n+1

xiyj

=
∑

i+j=n+1

xiyj +
∑

i+j=n+1

i xi−1yj

=
∂

∂x

∑

i+j=n+2

xiyj

c’est ce que nous voulons prouver.

3.3.3 Cas de Gr(2, 3)

Par les calculs explicites précédents pour H∗(Fl(1, 2, n + 2) et la classe d’Euler du fibré en
sphère ζ(Gr(2, n)), il est possible- en utilisant la suite de Gysin pour Hol1(Gr(2, n))- d’obtenir
des calculs complets pour H∗(Hol1(Gr(2, n)) à coefficients dans un corps. Ce calcul a été déjà fait
pour la Grassmannienne quadrique Gr(2, 2) dans la Proposition 3.3.4. Voici un autre exemple :

Corollaire 3.3.9 Les nombres de Betti rationnels pour Hol1(Gr(2, 3)) sont les suivants :

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
bi 0 2 0 3 0 3 0 2 1 1 2 0 3 0 3 0 2 0 1

Nous remarquons évidemment que ces nombres de Betti satisfont à la dualité de Poincaré.
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Chapitre 4

Homologie de l’espace des lacets des

espaces de configurations

4.1 Introduction et constructions

Dans [18], Fadell et Husseini ont donné des estimations pour la croissance des nombres de
Betti sur le corps Z2 des espaces des lacets libres sur l’espace des configurations F (Rn, k), pour
tout n et tout k. Nous rappelons que

F (Rn, k) = {(x1, · · · , xk) ∈ (Rn)k | xi 6= xj si i 6= j}.

Ces calculs ont été utilisés par H. Riahi [46] pour affirmer l’existence d’orbites périodiques d’un
système de type Hamiltonien (voir Introduction).

Pour le cas k = 3, dans [18], Fadell et Husseini démontrent la décomposition d’espaces
vectoriels suivante

H∗(LF (Rn, 3);Z2) ∼= H∗(LSn−1;Z2)⊗H∗(L(Sn−1 ∨ Sn−1);Z2) (4.1.1)

Ceci est un joli résultat, mais les méthodes utilisées sont assez fastidieuses et consistent à calculer
dans la suite spectrale de Serre de la fibration (voir section 4.2)

L(Sn−1 ∨ Sn−1)−−−→LF (Rn, 3)−−−→LF (Rn, 2) ' LSn−1

L’objectif de ce chapitre est de donner une démonstration conceptuelle bien plus rapide de cette
décomposition. L’aspect conceptuel se base sur le fait que F (Rn, 3) est un espace formel sur
Z (voir 4.2). Ceci veut dire en particulier qu’une bonne partie de sa topologie (du moins celle
qui nous intéresse) réside dans sa cohomologie, et non pas seulement dans son complexe des
cochaines singulières C∗(X). Le coté rapide de notre calcul s’appuie sur l’identification de la
cohomologie de LX avec l’homologie de Hochschild des cochaines C∗(X).
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Nos méthodes s’appliquent également à la sphère Sn et nous montrons un analogue de (4.1.1)
qui prend la forme

H∗(LF (Sn, 3)) ∼= H∗(LSn−1)⊗H∗(LSn)

pour n pair et à coefficients dans Z, ou pour tout n avec coefficients dans Z2. Dans une dernière
section, nous donnons une estimation des nombres de Betti de LF (Rn, 4) se basant sur le com-
plexe de Hochschild.

Soit X un CW-complexe, simplement connexe, à cohomologie de type fini. Soit (A, d) une
algèbre différentielle graduée (ADG) ; A =

⊕
k≥0 Ak ayant une augmentation ε : A−−−→K (l’an-

neau ou le corps de base) et une différentielle d. On note A = ker(ε) l’idéal associé et on écrira
sA la suspension de A tel que (sA)q = (A)q+1.

Définition 4.1.1 “Double bar construction” (voir Menichi [43])
La double bar construction sur une ADG augmentée (A, d) est le complexe

(B(A,A, A), D) =
⊕

k

(Bk(A,A, A), D)

avec Bk(A,A, A) := A⊗ (sA⊗ · · ·⊗ sA)⊗A. On note par a[a1| · · · |ak]a′ les éléments a⊗ (sa1⊗
· · ·⊗ sak)⊗a′ ∈ Bk(A,A, A). La différentielle D se décompose en deux termes D = d1 +d2 avec

d1 : A⊗ T (sA)⊗A −−−→ A⊗ T (sA)⊗A

d1(a[a1| · · · |an]a′) = d(a)[a1|a2| · · · |ak]a′

+
k−1∑

i=1

(−1)εia[a1| · · · |d(ai)| · · · |ak]a′

−(−1)εka[a1| · · · |ak]d(a′)

avec εi = deg(a) + deg(sa1) + · · ·+ deg(sai), et puis

d2 : A⊗ T (sA)⊗A −−−→ A⊗ T (sA)⊗A

d2(a[a1| · · · |ak]a′) = (−1)deg aaa1[a2| · · · |ak]a′

+
k−1∑

i=1

(−1)εia[a1| · · · |aiai+1| · · · |ak]a′

−(−1)deg|ak|εk−1a[a1| · · · |ak−1]aka
′

Le complexe B(A,A, A) est un A-module à droite et à gauche, quasi-isomorphe à A en tant
que A-bimodule. On dénotera comme d’habitude Aop l’algèbre opposée à A.

Définition 4.1.2 Le complexe de Hochschild B∗(A) est

B∗(A) := A⊗ T (sA) = A⊗A⊗Aop B(A,A, A)
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et la différentielle D est aussi la somme de d1 (différentielle interne) et d2 (différentielle externe)
données par

d1(a[a1| · · · |ak]) = d(a)[a1|a2| · · · |ak] +
k−1∑

i=1

(−1)εia[a1| · · · |d(ai)| · · · |ak]

d2(a[a1| · · · |ak]) = (−1)deg aaa1[a2| · · · |ak]

+
k−1∑

i=1

(−1)εia[a1| · · · |aiai+1| · · · |ak]

−(−1)deg|ak|εk−1aka[a1| · · · |ak−1]

L’homologie de Hochschild, notée HH∗(A), est l’homologie du complexe B∗(A).
Le théorème suivant est essentiel pour le reste de notre travail et il est dû à plusieurs auteurs

(Burghelea[8], Jones, Goodwillie[22]).

Théorème 4.1.3 Soit X un espace 1-connexe pointé. Alors il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels H∗(LX;K) ∼= HH∗(C∗(X;K)), où C∗(X;K) sont les cochaines singulières de X à
coefficients dans K.

En fait, cet isomorphisme est un isomorphisme d’algèbres comme l’ont montré Ndombol-
Thomas, Menichi et Idrissi.

En général, il est très difficile de travailler avec les cochaines singulières dans le complexe de
Hochschild. Pour cela, on cherche à travailler avec les espaces formels pour simplifier les calculs.

Définition 4.1.4 Soit A un anneau commutatif. Un espace X est dit A-formel s’il existe une
algèbre différentielle graduée (A, d) qui est quasi-isomorphe en tant que ADG à la fois à C∗(X;A)
avec sa différentielle usuelle δ et à (H∗(X;A), 0) ; i.e.

(C∗(X), δ)
quasi−iso←−−−−−−−(A, d)

quasi−iso−−−−−−−→(H∗(X), 0)

C’est un résultat standard qu’un quasi-isomorphisme de ADG (A, d)
∼=−−−→(A′, d′) induit un

isomorphisme HH∗(A;A) ∼= HH∗(A′;A). La A-formalité de X implique alors immédiatement
que

H∗(LX;K) ∼= HH∗(H∗(X;K))

en tant qu’espaces vectoriels. Dans ce cas, le calcul dans le complexe de Hochschild se simplifie
grandement puisque la différentielle interne d1 est nulle.

Nous aurons également besoin du critère de formalité très utile suivant.

Théorème 4.1.5 Pour tout espace X, 1-connexe, à cohomologie de type fini dans un corps A,
ou dans A = Z. Si cette cohomologie est sans torsion, les conditions suivantes sont équivalentes :

– X est A-formel.
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– Le modèle d’Adams-Hilton (A(X), dX) admet une différentielle purement quadratique.

Nous rappelons que le modèle d’Adams-Hilton (A(X), dX) est un modèle pour les chaines
sur ΩX, X simplement connexe. Plus precisémment, soit A(X) l’algèbre Ts−1H̃∗(X;A), où s

est l’opérateur de suspension. Si {b0, b1, · · · } est une base de H∗(X;A), alors A(X) est l’algèbre
associative libre engendrée par les ai = s−1bi. La différentielle dX est obtenue comme suit

dX(ai) = dc(ai) + Ω , Ω ∈ T≥3(A)

où dc est la différentielle de la cobar construction, et T≥3(A) veut dire la filtration des termes
s’écrivant comme somme de produits ayant au moins 3 facteurs dans A(X) (voir [17], Lemme
1.4.2). La partie quadratique est le terme de la différentielle qui s’écrit sous la forme

dq(ai) =
∑

cijlaj ⊗ al

Le Théorème 4.1.5 pour K = Zp est énoncé et démontré dans [17].

Corollaire 4.1.6 Les sphères et les wedges des sphères sont des espaces formels sur Z et sur
tout corps.

Preuve : La preuve est évidente pour Sn si n ≥ 2 en vue du paragraphe qui précède. Par
contre et comme le cercle S1 n’est pas 1-connexe, le théorème 4.1.5 ne s’applique pas directement.
Mais ce cas peut être traité avec d’autres méthodes et nous renvoyons à [43] par exemple.

Exemple 4.1.7 Calculons les nombres de Betti, modulo 2, dans le cas de LSn. Rappelons que
H∗(Sn) = Λ(a), l’algèbre extérieure sur a. Dans le complexe de Hochschild, nous aurons un
produit tensoriel sur une seule classe, et les classes qui apparaissent dans la bar construction
sont de la forme :

[a| · · · |a] ∈ A⊗ T (sA)

a[a| · · · |a] ∈ A⊗ T (sA)

D’autre part, ces classes sont des cycles car

d2([a| · · · |a]) = a[a| · · · |a] +
∑

[a| · · · |a2| · · · |a] + a[a| · · · |a] = 0

d2(a[a| · · · |a]) = a2[a| · · · |a] +
∑

[a| · · · |a2| · · · |a] + a2[a| · · · |a] = 0

Ces classes ne peuvent pas être des bords, et donc elles forment des classes d’homologie de
Hochschild dont la première est de degré m(n−1) et la seconde de degré m(n−1)+1 pour tout
m dans Z. D’où la série de Poincaré bien connue

P (LSn;Z2) = 1 + (1 + z)
∑

m≥1

zm(n−1)
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Remarque 4.1.8 Rationnellement, il s’avère que F (Rn, k) est formel pour tout n et pour tout
k. Ceci est un important et difficile résultat de Kontsevich. Ceci implique en particulier dans
notre cas que

H∗(LF (Rn, k);Q) ∼= HH∗(H∗(F (Rn, k);Q)

4.2 L’espace de lacets libres de l’espace de configurations de

trois points dans Rn

L’espace de configurations F (Rn, 3) a été amplement étudié par Massey [41]. Dans le cas où
n = 2 ou 4, Rn est une algèbre à division et Rn − {0} est un groupe. Dans ce cas, nous avons
des équivalences

F (Rn, 3) ∼= Rn × F (Rn − {0}, 2) ∼= Rn − {0} × (Rn − {0, 1})

Chacune de ces équivalences est un cas particulier du fait que, lorsque G est un groupe topolo-
gique avec identité {e}, F (G, k) ∼= G× F (G− {e}, k − 1) via l’application qui à (x1, . . . , xk) 7→
(x1, (x2x

−1
1 , . . . , xkx

−1
1 )). Pour le cas de Rn, nous avons donc l’équivalence

F (Rn, 3) ' Sn−1 × (Sn−1 ∨ Sn−1) , n = 2, 4

Ceci reste vrai pour n = 8, bien que Rn − {0} ne soit pas un groupe. Pour n général, il existe
toujours une fibration du type Fadell-Neuwirth

Sn−1 ∨ Sn−1 ' Rn −Q2−−−→F (Rn, 3)−−−→F (Rn, 2) ' Sn−1

mais cette fibration n’est pas toujours triviale [18]. Ici Q2 veut dire un ensemble à deux points.

Nous allons montrer dans cette section que F (Rn, 3) est Z-formel et utiliser ce résultat pour
calculer complètement l’homologie de LF (Rn, 3).

Proposition 4.2.1 F (Rn, 3) est Z-formel.

Preuve : Le cas n = 2 est immédiat puisque F (R2, 3) ' S1×(S1∨S1) comme déjà expliqué,
et puisque le produit de deux espaces formels est formel. Nous pouvons donc supposer que n ≥ 3.
Dans ce cas F (Rn, 3) est simplement connexe. La cohomologie de F (Rn, 3) est donnée par

H∗(F (Rn, 3);Z) ∼= Z[a, b, c]/(a2=b2=c2=0 , ab+bc+ca=0) (4.2.1)

Le degré des générateurs est n − 1, et l’idéal des relations est engendré par les relations de la
sphère (carré nul) et la “relation d’Arnold” (voir [12, 18]). Evidemment nous avons également
les relations usuelles de commutativité graduée. Nous écrirons additivement cette cohomologie
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avec ses générateurs sous la forme

H∗(F (Rn, 3);Z) ∼=



Z{a1, a2, a3} degré n− 1

Z{b1, b2} degré 2n− 2

Le modèle d’Adams-Hilton de F (Rn, 3) est alors donné par T (a1, a2, a3, b1, b2; d), (deg(x) =
deg(x)− 1) avec d(a1) = d(a2) = d(a3) = 0. D’autre part et pour des raisons évidentes de degré,
la différentielle de b1 et b2 ne peut être que quadratique. L’espace n’ayant pas de torsion dans
son homologie, nous invoquons le Théorème 4.1.5 pour établir sa formalité.

Théorème 4.2.2 Il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels

H∗(LF (Rn, 3);K) ∼= H∗(LSn−1)⊗H∗(L(Sn−1 ∨ Sn−1))

valable pour tout n si K = Z2 et pour n pair si K = Q.

Preuve : Nous traitons tout d’abord le cas modulo 2. On commence par construire un iso-
morphisme entre H∗(F (Rn, 3)) et H∗(Sn−1)⊗H∗((Sn−1 ∨ Sn−1)). La cohomologie de F (Rn, 3)
modulo 2 est donnée par la même expression que dans (4.2.1). D’autre part, H∗(Sn−1) ∼=
Z2[a]/a2=0 et H∗(Sn−1 ∨ Sn−1) = Z2[a, b]/a2=b2=0. On peut alors construire le morphisme :

H∗(Sn−1)⊗H∗(Sn−1 ∨ Sn−1) −−−→ H∗F (Rn, 3)

Z2[c]/(c2) ⊗ Z2[a, b]/(a2, b2, ab) 7−→ Z2[a, b, c]/(a2, b2, c2, ab+bc+ca)

c 7−→ c

a 7−→ a + c

b 7−→ b + c

Cette flèche est bien définie car ab = 0 s’envoie à (a+c)(b+c) qui est également nulle par la rela-
tion d’Arnold. Ce morphisme est un morphisme d’algèbre et c’est clairement un isomorphisme.
Nous pouvons donc remplacer dans le complexe de Hochschild

H∗(LF (Rn, 3)) ∼= HH∗(H∗(F (Rn, 3)))
∼= HH∗(H∗(Sn−1)⊗H∗(Sn−1 ∨ Sn−1))
∼= HH∗(H∗(Sn−1))⊗HH∗(H∗(Sn−1 ∨ Sn−1))
∼= H∗(L(Sn−1))⊗H∗(L(Sn−1 ∨ Sn−1))

en utilisant, pour obtenir le dernier isomorphisme, la formalité de la sphère et du wedge (Corol-
laire 4.1.6). En travaillant avec des coefficients rationnels, et pour n pair, on peut vérifier que le
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morphisme

ψ : H∗(Sn−1)⊗H∗(Sn−1 ∨ Sn−1) −−−→ H∗F (Rn, 3)

c 7−→ c

a 7−→ a− c

b 7−→ b− c

est bien défini et donne également un isomorphisme d’algèbre. En effet, c est le générateur de
H∗(Sn−1) et a et b sont les générateurs de H∗(Sn−1 ∨ Sn−1). Nous vérifions que ab = 0 dans
le wedge s’envoie à (a − c)(b − c) = ab − ac − bc, et que ceci est égal à ab + ca + bc = 0 car
deg(a) = deg(b) = deg(c) = n−1 est impair. Notons que sur Q, on aurait pu également appliquer
le théorème de Sullivan-Vigué, Théorème 1.5.2.

Remarque 4.2.3 Notons que dans le cas où n est impair, la flèche ψ n’est pas bien définie en
tant que morphisme d’algèbre, et le théorème dans ce cas n’est plus valable comme le montre
d’ailleurs l’exemple suivant.

Exemple 4.2.4 Dans cet exemple, nous montrons que le théorème 4.2.2 ci-dessus n’est plus vrai
sur Q et pour n impair. Pour cela, reprenons le complexe de Hochschild et calculons le nombre
de classes en degré 2(2n− 1). Les classes dans le complexe de Hochschild sont : [a|a], [a|b], [b|a],
[a|c], [c|a], [b|b], [b|c], [c|b] et [c|c]. Seules [a|a], [b|b] et [c|c] sont des classes d’homologies en plus
de la classe qui est la somme de ces trois classes. Donc le nombre total des classes en degré
2(2n− 1) est 4. D’autre part, la série de Poincaré du wedge de deux sphères de degrés pairs est
donnée dans [31] par :

P (LS2n;Q) = 1 + (1 + z)(z2n−1 + z3(2n−1) + · · · )

P (L(S2n ∨ S2n);Q) = 1 + (1 + z)(
∑

m≥1

amzm(2n−1))

avec a1 = 2 et a2 = 3 ce qui donne que le nombre de classes de degré 2(2n−1) est a1+a2 = 5. Le
nombre de classes de degré 2(n−1) dans le produit des séries de Poincaré de LSn−1 et L(Sn−1∨
Sn−1) (qui est égal à 5) n’est pas égal au nombre de classes de même degré dans le modèle
rationnel de F (Rn, 3) (qui est égal à 4). Nous n’avons pas un isomorphisme rationnellement
entre H∗(LF (Rn, 3);Q) et H∗(LSn−1)⊗H∗(L(Sn−1 ∨ Sn−1)) pour n impair.

4.3 L’espace de lacets libres de l’espace de configurations de

trois points dans une Sphère

Dans cette section, nous proposons un calcul de l’homologie des espaces des lacets sur l’es-
pace de configuration de trois points sur une sphère LF (Sn, 3). Nous commençons par décrire
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F (Sn, 3). Nous avons un fibré

F (Rn, 2)−−−→F (Sn, 3)
p1−−−→Sn

qui est obtenu comme suit : on projette (x1, x2, x3) ∈ F (Sn, 3) sur la première coordonnée x1.
La fibre au dessus d’un point est identifiée à F (Sn − {p}, 2) ∼= F (Rn, 2) ' Sn−1. La projection
p1 a une structure de fibré d’après un résultat général de Fadell-Neuwirth.

Définition 4.3.1 Soient E−−−→B et E′−−−→B deux fibrés sur B. On dit que E′ est un retracte
fiberwise de E s’il existe des flèches sur B

E′ i //

ÃÃA
AA

AA
AA

E
r //

²²

E′

~~}}
}}

}}
}

B

tel que r o i = IdE′

Lemme 4.3.2 Soit τSn le fibré tangent en sphère sur Sn. Il existe une flèche de fibrés

Sn−1

²²

' // F (Rn, 2)

²²
τSn

f //

²²

F (Sn, 3)

²²
Sn = // Sn

qui est un rétracte par déformation fiberwise.

Preuve : Nous identifions τSn = {(x, y) ∈ Sn × Rn+1 | x.y = 0} avec la variété de
Stiefel de deux vecteurs orthogonaux dans Rn+1. On peut alors écrire explicitement la flèche
f : τSn−−−→F3(Sn), (x, y) 7→ (x, y,−y). Cette flèche est au dessus de Sn. Etant donné (x, y, z) ∈
F (Sn, 3), la projection steréographique stx de centre x identifie Sn − {x} avec un hyperplan
Vx ⊂ Rn+1, la paire (y, z) avec (stx(y), stx(z)) ∈ F (Vx, 2), et la sphère unité du tangent en x

avec la sphère unité de Vx.
Considérons l’inclusion Sn−1 ↪→ F (Rn, 2), y 7→ (y,−y) qui est un rétracte par déformation.

Cette rétraction Ft est donnée par la composée de deux homotopies

ft(a, b) =
(

a− t
a + b

2
, b− t

a + b

2

)
, t ∈ I

suivie par

gt(x, y) =
(

(1− t)x + t
x

|x| , (1− t)y + t
y

|y|
)

, t ∈ I
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L’homotopie gt est bien définie sur l’image de f1. Notons qu’à la fin de la déformation nous
obtenons F1(a, b) qui est une paire de points diamétralement opposés dans la sphère Sn−1. De
même et pour tout hyperplan Vx, nous avons une rétraction par déformation également notée
Ft de F (Vx, 2) dans sa sphère unité. Nous pouvons alors écrire l’homotopie H : F (Sn, 3) ×
I−−−→F (Sn, 3) ;

Ht(x, y, z) = (x, Ft(stx(y), stx(z))

Cette homotopie est clairement fiberwise. Pour t = 1, (x, F1(stx(y), stx(z)) s’identifie à un unique
point de la forme (x, a,−a) avec a dans la sphère unité de Vx et donc à un élément de τSn,
donnant ainsi un retracte de l’application f . La démonstration est complète.

Pour calculer la cohomologie de F (Sn, 3), il suffit donc de calculer H∗(τSn).

Proposition 4.3.3 Pour n impair, nous avons un isomorphisme d’anneaux entre H∗(F (Sn, 3))
et H∗(Sn−1)⊗H∗(Sn) à coefficients dans un corps K. Ce résultat reste valable pour n pair et à
coefficients dans Z2.

Preuve : Nous avons identifié F (Sn, 3) à homotopie près avec le fibré unitaire en sphères
de Sn. Dans la suite spectrale de Serre associée, il existe une différentielle dn qui envoie la classe
d’orientation [Sn] dans la base à la classe χ(Sn)[Sn−1] dans la fibre, avec χ(Sn) = 1+(−1)n. Ceci
est une conséquence connue de la suite de Gysin (Mimura-Toda [44] Theorem 3.5 Remarque 3.6
p. 118). Lorsque n est impair, dn est nulle et la suite spectrale degénère totalement. Mais cette
suite spectrale est une suite spectrale d’algèbres et il n’y a aucune extension possible au terme
E2. Il s’ensuit que ce terme E2 donne la cohomologie de F (Rn, 3) en tant qu’algèbre. Le même
argument s’applique mot pour mot si n est pair, et la caractéristique du corps est divisible par
2.

Pour les mêmes raisons que pour le cas de F (Rn, 3), l’espace de configurations sur la sphère
F (Sn, 3) est formel et nous aboutissons au résultat suivant.

Théorème 4.3.4 F (Sn, 3) est Z-formel et on a l’isomorphisme

H∗(LF (Sn, 3)) ∼= H∗(LSn−1)⊗H∗(LSn)

valable pour n impair et coefficients dans Z, ou pour n pair et coefficients dans Z2.

Preuve : Le modèle d’Adams-Hilton de F (Sn, 3) est une algèbre tensorielle T (an−1, bn, c2n−1)
avec une différentielle d qui est nécessairement quadratique pour des raisons de degré. En ap-
pliquant alors le Théorème 4.1.5, on voit que F (Sn, 3) est Z-formel. On peut donc considérer
comme précédemment la suite d’isomorphismes

H∗(LF (Sn, 3)) ∼= HH∗(H∗(F (Sn, 3)))
∼= HH∗(H∗(Sn−1)⊗H∗(Sn)) (voir proposition 4.3.3)
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∼= HH∗(H∗(Sn−1))⊗HH∗(H∗(Sn))
∼= H∗(L(Sn−1))⊗H∗(L(Sn))

et le résultat est démontré.

Remarque 4.3.5 Notons que le splitting dans le Théorème 4.3.4 est également un résultat qui
peut être déduit des calculs de Chataur et Leborgne (voir [10]).

Remarque 4.3.6 Les arguments de la preuve du Théorème 4.3.4 donnent le résultat plus
général suivant : si F−−−→E−−−→B est une fibration d’espaces 1-connexes et A-formels, et si
H∗(E) ∼= H∗(F )⊗H∗(B), alors toujours avec coefficients dans A

H∗(LE) ∼= H∗(LF )⊗H∗(LB)

4.4 Cohomologie de LF (Rn, 4) à Coefficients dans Z2

La cohomologie de F (Rn, k) pour tout n et tout k a été calculée par Fred Cohen [12], et une
référence détaillée est [18]. Nous pouvons expliciter le cas de 4 points

H∗(F (Rn, 4);Z2) ∼= Z2[a, b, c, d, e, f ]/I

où I est l’idéal donné par les relations sphèriques a2 = b2 = c2 = d2 = e2 = f2 = 0 et les
relations d’Arnold ab + da + bd = 0, ac + ea + ce = 0, cb + fc + bf = 0 et ed + fe + df = 0.

Utilisons de nouveau le complexe de Hochschild sur les générateurs de la cohomologie de
F (Rn, 4). Le complexe de Hochschild est donc A ⊗ T (sA), A := H∗(F (Rn, 4);Z2). Nous com-
mençons par calculer le nombre de classes de degré k(n − 2). Ce sont les classes de la forme :
[x1| · · · |xk] ∈ T (sA) ⊂ A⊗T (sA). Ces classes sont de la forme : [x1| · · · |x1] ou bien

∑
[x1| · · · |x2| · · · |x1]

où les termes de la somme sont toutes les permutations posssibles de placer x2 entre les x1. En-
suite on place deux termes dans les x1 ainsi de suite.
Par exemple : pour k = 2 les classes sont :

[a|a], [a|b] + [b|a], [a|c] + [c|a], · · · , [e|f ] + [f |e], [f |f ]

et le nombre des classes est 21. Nous vérifions que toutes ces classes sont des cycles :

d([a|b] + [b|a]) = a[b] + [ab] + b[a] + b[a] + [ba] + a[b] = 0

D’autre part, ces classes ne peuvent pas être des bords puisque, dans le complexe de Hochschild,
nous n’avons pas de classe de degré k(n− 2)− 1. Le nombre total de ces classes en chaque degré
k(n− 2) est donné par la formule suivante :

bk(n−2) ≥ C5
5+k
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