Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

UNIVERSITE LILLE 1 - SCIENCES ET TECHNOLOGIES Numéro d’ordre : XXXX

Modélisation et classification de
comportements dynamiques des

systemes hybrides

THESE

présentée et soutenue publiquement le 12 juillet 2011

pour l'obtention du

Doctorat de I’Université Lille 1 - Sciences et Technologies
(spécialité Automatique, Génie Informatique, Traitement du Signal et des Images)
par

Khaled BOUKHAROUBA

Composition du jury
Président : L. BELKOURA MCF HdR, Université Lille 1

Rapporteurs : G. BLocH Professeur des Universités, Université Nancy 1
A. RAKOTOMAMONJY Professeur des Universités, Université de Rouen

Eraminateurs : D. LEFEBVRE Professeur des Universités, Université du Havre
L. BELKOURA MCF HdR, Université Lille 1
Y. DELIGNON Professeur des Universités, TELECOM Lille 1
Directeur de thése :  S. LECGBUCHE Professeur des Ecoles des Mines, Mines de Douai
Co-encadrant : L. BAKO Maitre Assistant, Mines de Douai

Ecole des Mines de Douai, Unité de Recherche en Informatique et Automatique (URIA).

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Mis en page avec la classe thloria.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Remerciements

Je souhaite remercier en premier lieu mon directeur de these, Stéphane Lecoeuche,
Adjoint Chargé de la Recherche - Directeur de 'URIA, pour m’avoir accueilli au sein du
département «IA». Je lui suis également reconnaissant pour sa disponibilité, son aide
précieuse et ses qualités pédagogiques et scientifiques. J’ai beaucoup appris a ces cotés et

je lui adresse toute ma gratitude.

J’adresse mes vifs remerciements a mon co-encadrant de these, Laurent Bako, pour
m’avoir conseillé, encouragé et soutenu avec patience et disponibilité. Je salue ses qualités

scientifiques et ses conseils judicieux apportés tout au long de cette these.

J’exprime ma sincere reconnaissance a Monsieur Gérard Bloch, Professeur a 1’Uni-
versité Nancy 1, ainsi qu’a Monsieur Alain Rakotomamonjy, Professeur a 1'Université
de Rouen, pour avoir accepté de juger ce travail en qualité de rapporteurs au sein du jury.
Je remercie également Messieurs Dimitri Lefebvre, Lotfi Belkoura et Yves Deli-

gnon de m’avoir fait I’honneur de participer au jury en tant qu’examinateurs.

Je remercie mes amis et collegues du département Informatique et Automatique, pour
I’ambiance conviviale qu’ils ont contribuée a entretenir, les bons moments passés en leur
compagnie et leur sympathie. En particulier, je tiens a saluer Lyes, Moussa, Dulin, Ines,

Aznul, Eric, Christiane et Frédéric.

Enfin, mes remerciements les plus chaleureux vont a mes parents, mon frere et mes

sceurs, ainsi qu’a toute ma famille, pour leur soutien moral et leurs encouragements.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

i

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

A mes parents.

A mon frére et mes sceurs.

il

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

v

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Table des matieres

Table des figures ix
Introduction générale 1
1 Contexte et motivation . . . . . . . . . ... 1
2 Contribution . . . . . . . . .. 2
3 Organisation . . . . . . . . . . .. 3

Chapitre 1

Un état de art sur I’identification des systéemes dynamiques hybrides 7

1.1 Introduction . . . . . . . . . .. 8
1.2 Les systemes dynamiques affines par morceaux . . . . . . . . .. .. .. .. 9
1.2.1  Représentation sous forme d’état . . . . . . .. ... 9
1.2.2  Représentation sous forme entrée-sortie . . . . . . . . ... ... .. 10
1.3 Problemes d’identification des modeles dynamiques affines par morceaux . 12
1.4 Techniques d’identification des systemes hybrides . . . . . . .. .. .. .. 14
1.4.1 Introduction a l'identification de systemes a commutations . . . . . 14

1.4.2  Principales techniques d’identification des modeles dynamiques af-

fines par morceaux PWARX . . . . . . .. ... ... 16
1.5 Méthodes basées sur les techniques de classification . . . . . ... ... .. 19
1.5.1 Méthode basée sur la technique de classification K-means . . . . . . 20
1.5.2  Méthode basée sur la classification EM . . . . ... ... ... ... 24

1.6 Méthode basée sur la régression par les machines a vecteurs de support
(SVR) . . 28
1.7 Conclusion . . . . . . . . . 31

v

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Table des matiéres

Chapitre 2

Classification de données et estimation de parametres 33

2.1 Introduction . . . . . . . ... 34
2.2 Motivation et formulation du probleme . . . . . . .. ... 35
2.3 Classification de données et estimation de parametres des modeles PWA . 37
2.3.1 Inmitialisation . . . . . . . . . ... 39
2.3.2 Réaffectation de données . . . . . . .. ... 42
2.3.3 Critered’arrét . . . . . . . .. 45
2.3.4 Réaffectation de données basée sur la théorie de Dempster-Shafer . 46
2.3.4.1 Quelques rappels sur la théorie de Dempster-Shafer . . . . 47

2.3.4.2 Réaffectation de données par les plus proches voisins basés
sur la théorie de Dempster-Shafer . . . . . . . .. ... .. 50
2.3.5 Exemples numériques . . . . . . ..o 54
2.4 Extension aux modeles dynamiques non linéaires par morceaux . . . . . . . 60
2.4.1 Définition de modeles dynamiques non linéaires par morceaux . . . 61

2.4.2  Identification des modeles dynamiques non linéaires par morceaux . 62

2.4.2.1 Régression par les LS-SVM . . . . .. ... 62
2.4.3 Exemple numérique . . . . . ... 64
2.5 Conclusion . . . . . .. Lo 65
Chapitre 3
Détermination de la loi de commutation - Estimation des régions 69
3.1 Introduction . . . . . . .. . 70
3.2 Formulation du probleme . . . . . . . ... oL 71
3.3 Classification multi-classe pour I'estimation des régions . . . . . . . . . .. 72
3.3.1 Approche "un-contre-reste” . . . . . .. ... L. 72
3.3.2 Approche "un-contre-un” . . . . . ... ... L 74
3.3.3  Approche tous-contre-tous : séparateur linéaire par morceaux . . . . 76
3.3.4 Exemples numériques . . . . . ... 81
3.3.5 Estimation de frontieres séparatrices non-linéaires . . . . . . . . .. 83
3.4 Conclusion . . . . . . . L 85
Chapitre 4
Identification récursive des modeles PWA et PWN 87
4.1 Introduction . . . . . . . .. 88

vi

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

4.2 Modele théorique et formulation du probleme . . . . . . . ... ... ... 89
4.3  Algorithme générique d’identification récursive . . . . . . . . . .. ... .. 90
4.3.1 Principe de l'algorithme . . . . . . . . ... ... 0oL 90
4.3.2 Procédures d’adaptation des sous-modeles . . . . . . ... ... .. 95

4.3.2.1 Adaptation des parametres des sous-modeles affines : les
moindres carrés récursifs a fenétre glissante . . . . . . .. 95

4.3.2.2 Adaptation des parametres des sous-modeles non linéaires :

régression par les LS-SVM récursifs . . . . . . .. .. ... 96
4.3.3 Adaptation des régions : classifieur incrémental et décrémental multi-
classe a vecteurs de support . . . . . .. ... ... 99
4.4  Exemples numériques . . . . . ... Lo 106
4.5 Conclusion . . . . . . . . 116
Chapitre 5
Validation expérimentale 119
5.1 Imtroduction . . . . . . .. Lo 120
5.2 Modélisation de systemes hydrographiques a surface libre . . . . . . . . .. 121

5.3 Modélisation d'une machine de montage de composants sur circuit imprimé 128
5.3.1 Identification de modeles dynamiques affines par morceaux . . . . . 130
5.3.2 Identification de modeles dynamiques non linéaires par morceaux . 134

5.4 Identification récursive de modeles dynamiques affines par morceaux . . . . 137

5.5 Segmentation temporelle de vidéo par l'estimation de sous-modeles dyna-

MIQUES . . . . o o e e 140
5.5.1 Détection de transitions brusques . . . . . . .. ... ... .. ... 143
5.5.2  Détection de transitions progressives . . . . . . .. ... ... ... 144

5.6 Classification automatique de visages sous différents seuils d’éclairage par

les PWA . . . . 146

5.7 Conclusion . . . . . . . .. 152
Conclusion et perspectives 153

1 Conclusion . . . . . . . . . . 153

2 Perspectives . . . . . . .. 154

Bibliographie 157

vii

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Table des matiéres

Annexe
Annexe A
A.1 Recherche d’un hyperplan séparateur linéaire . . . . . . . . .. ... . ... 165
A.1.1 Cas de données linéairement séparables . . . . . . . .. ... .. .. 165
A.1.2 Données bruitées et relaxation . . . . . . . . ... ... L. 168
Annexe B

B.1 Expressions des vecteurs I', B et des matrices .2, ¢ et £ de I'équation
(4.40) . . 171

viil

http://doc.univ-lille1.fr

© 2012 Tous droits réservés.



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Table des figures

1.1 Principe des systemes dynamiques hybrides. . . . . . . ... ... ... .. 8

1.2 Représentation d'un systeme PWARX possédant 3 sous-modeles (s =3). . 11

1.3 Ensembles locaux de données dans l'espace de régression augmenté, 67 :
ensemble local pur, %5 : ensemble local mixte. . . . . . .. ... ... ... 20

1.4 Representation des variables ressort &;; dans le cas de I'identification d'un

systeme dynamique affine par morceaux. . . . . . . ... ... 29
2.1 Procédures d’identification des PWA. . . . . . . . ... ... 35
2.2 Algorithme de classification de données et d’estimation de parametres des

modeles PWA. . . . . . .. 39
2.3 Représentation des vecteurs de parametres initiaux pour différents niveaux

de bruit et pour différentes valeurs de ¢ pour s =N =30.. . . .. ... .. 41
2.4 Tllustration de trois sous-modeles affines dans ’espace de régression augmenté. 44
2.5 Approximation de la fonction sinus par des modeles affines par morceaux. . 56
2.6 Classification de données dans l'espace R"* ave c=50 . . . ... .. ... 58

2.7 (a) La sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite a par-
tir du modele identifié. (b) La séquence des modes estimés. (c¢) L’erreur
d’identification. . . . . ... oL 59
2.8 Histogramme d’une simulation de Monte-Carlo (100 réalisations de 300

données), (a) Nombre d’itérations, (b) Moyenne des erreurs quadratiques

(SSE). . . o 60
2.9 Variation du nombre de sous-modeéles s en fonction du parametre c¢. . . . . 60
2.10 L’entrée d’excitation u(k) du modele PWNARX. . . . . ... ... ... .. 65

2.11 Sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite a partir du mo-
dele identifié; Séquence des modes estimés par différentes méthodes de

modélisation. . . ... Lo 66
3.1 Séparateurs "un-contre-reste” de trois régions. . . . . .. .. ... 73

X

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Table des figures

3.2 Séparateurs "un-contre-un” de trois régions (I’espace hachuré représente la

région d’ambiguité). . . . . . .. 75
3.3  Séparateurs "un-contre-un” de trois régions adjacentes deux a deux. . . . . 76
3.4 Séparateur linéaire par morceaux de trois régions. . . . . . . . .. ... .. 7

3.5 Séparateurs linéaires réels (en pointillé) et estimés (en continu) par I’ap-
proche "un-contre-un”. . . . . . . . ... 82

3.6 Séparateurs linéaires réels (en pointillé) et estimés (en continu) par I’ap-
proche "tous-contre-tous”™. . . . . . .. ... 83

3.7 Séparateurs non linéaires réels (en pointillé) et estimés (en continu) par

I’approche "tous-contre-tous”. . . . . . .. ... ... 85
4.1 Structure de l'algorithme d’identification récursive . . . . . . . . . . . . .. 92
4.2 Séparateur non linéaire par morceaux de trois régions. . . . . . . . . . . .. 100
4.3 Tllustration des différents cas de figure de la fonction g¥. . . . . . .. . .. 102

4.4  Frontieres séparatrices de trois régions, estimées a différents instants (Ré-
gion 1 : triangles, Région 2 : étoiles, et Région 3 : croix). . . . . .. .. .. 107
4.5 Influence du parametre g, sur 'approximation de la fonction sinus (Haut)

Nombre de sous-modeles en fonction de .. (Bas) La moyenne des erreurs

quadratiques SSE en fonction de O - . . . . . . Lo 108
4.6 Approximation récursive de la fonction sinus par des modeles affines par

morceaux par l'algorithme 4.1 . . . . . .. ... ..o 108
4.7 (haut) L’entrée d’excitation u(t), (bas) le bruit e(¢). . . . . . . .. ... .. 110
4.8 (haut) La sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite a partir

du modele identifié. (bas) La séquence des modes réels et estimés. . . . . . 110
4.9 Influence du parametre 0,.,; sur le nombre de sous-modeles estimés. . . . . 111

(t)

4.11 L’entrée d’excitation w(t). . . . . . . . . . .. 112

4.12 (haut) La sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite a partir

4.10 Evolution des composantes des parametres 6.7, i =1,...,3, dans le temps. 112

du modele identifié. (bas) La séquence des modes réels et estimés. . . . . . 113
4.13 Influence du parametre N sur la précision du modele estimé. . . . . . . . . 113
4.14 Evolution des parameétres a(t), as(t), bi(t), ba(t), c1(t) et co(t) dans le temps.115
4.15 L’entrée d'excitation w(t). . . . . . .. ... Lo 115

4.16 (haut) La sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite a partir

du modele identifié. (bas) La séquence des modes réels et estimés.. . . . . . 116
4.17 Frontieres séparatrices des deux régions, estimées a différents instants :

t =200, t = 500 et t = 800 (Région 1 : étoiles, Région 2 : cercles). . . . . . 116

5.1 Représentation schématique du barrage et de la galerie de la riviere Save. . 122

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

5.2 Caractéristiques géométriques de la galerie. . . . . . . . . .. .. ... ... 122
5.3 Estimation de deux modes. (Haut) La sortie réelle du systeme (en continu)

et la sortie reconstruite a partir du modele (en pointillé). (Bas) La séquence

des modes estimés. . . . .. ..o Lo 123
5.4  Estimation de trois modes. (Haut) La sortie réelle du systéme (en continu)

et la sortie reconstruite a partir du modele (en pointillé). (Bas) La séquence

des modes estimés. . . . . ... oL 125
5.5 (Haut) La sortie réelle du systéme (en rouge), la sortie reconstruite a partir

des PWA modeles (en bleu) et la sortie reconstruite a partir de la linéari-

sation de I’équation de I'onde de diffusion (en vert). (Bas) La séquence des

modes estimés par notre méthode. . . . . . . ... oL 126
5.6 Influence du parametre ¢ sur les résultats fournis par I'algorithme 2.1 (en

continu) et par I’algorithme 2.2 (en pointillé) : (a) Nombre de sous-modeles

(b) Le FIT (c) Nombre d’itérations (noir) et temps de calcul en secondes

(TOuge). . . .. 127
5.7 (a) Modele physique du systeme de montage. (b) Photo de la maquette de

montage. . . . . .. 129
5.8 (a) Données utilisées pour lidentification, (b) Données utilisées pour la

validation (en continu : la sortie réelle du systéme; en pointillé : I'entrée

dusysteme.) . . . ..o 130
5.9 (a)-Identification de deux modes et (b)-Validation du modele PWA avec

(Na, p, ¢) = (2,1,150). La sortie réelle du systeme (en continu) et la sortie

reconstruite a partir du modele (en pointillé). . . . . . .. ... L. 132
5.10 (a)-Identification de quatre modes et (b)-Validation du modele PWA avec

(na, i, ¢) = (2,1,100). La sortie réelle du systeme (en continu) et la sortie

reconstruite a partir du modele (en pointillé). . . . . ... 133
5.11 Influence du parametre ¢ sur les résultats fournis par l'algorithme 2.1 (en

continu) et par l'algorithme 2.2 (en pointillé) : (a) Nombre de sous-modeles

(b) Le FIT (c) Nombre d’itérations (noire) et temps de calcul en secondes

(TOUGE). .« o o o 135
5.12 (a)-Identification et (b)-Validation du modele PWN avec (ng,, ny, ¢) = (2,1, 100).

La sortie réelle du systeme (en continu) et la sortie reconstruite a partir du

modele (en pointillé). . . . . . ..o 136
5.13 Identification récursive du systeme hydrographique avec 7 = 40, ¢ = 30

et Oseua = 14. (Haut) La sortie réelle du systeme (en pointillé), la sortie

reconstruite a partir des modeles PWA (en continu) . (Bas) La séquence

des modes estimeés. . . . . . . . 138

X1

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Table des figures

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20
5.21

5.22

5.23

5.24

0.25
5.26

Al
A2
A3

xii

© 2012 Tous droits réservés.

Identification récursive de la machine de montage avec 7 = 10, ¢ = 9
et Oseuiy = 2. (Haut) La sortie réelle du systéme (en pointillé), la sortie
reconstruite a partir des modeles PWA (en continu) . (Bas) La séquence
des modes estimés. . . . ... Lo
Identification récursive du systeme hydrographique avec 7 = 40, ¢ = 30
et Oseuiy = 4. (Haut) La sortie réelle du systéme (en pointillé), la sortie
reconstruite a partir des modeles PWA (en continu) . (Bas) La séquence
des modes estimés. . . . ... Lo
Influence du parametre 6,.,;; sur 'identification du systeme hydrographique
(Haut) Nombre de sous-modeles en fonction de Oy (Bas) Le FIT en
fonction de Ogopir. - - - - o o
Influence du parametre 6,.,;; sur 'identification du systeme hydrographique
(Haut) Nombre de sous-modeles en fonction de Ogeyi. (Bas) Le FIT en
fonction de Ogepir. - - - - o
Influence du parametre 6,.,; sur I'identification de la machine de montage
(Haut) Nombre de sous-modeles en fonction de €geyy. (Bas) Le FIT en
fonction de Ogepir. - - . . o
Echantillon d’images des différentes scenes et labels des images en fonction
du temps de la séquence "Worlds Smaller than Saturn”. . . . . . . . .. ..
Transition progressive : fondu enchainé. . . . . . . . ... ... ... .. ..
Echantillon d’images des différentes scenes et labels des images en fonction
du temps de la séquence "Hurricane Force - A Coastal Perspective”.
Echantillon d’images des différentes scenes et labels des images en fonction
du temps de la séquence "The society raffles”. . . . . .. ... ... .. ..
Influence du parametre ¢ sur la segmentation temporelle de la séquence 1
(en continu) et de la séquence 3 (en pointillé) : (a) Nombre de scenes (b)
Nombre d’itérations (c) Temps de calcul en secondes. . . . . . ... .. ..
Appareil d’éclairage de la base de données "Yale Face Database B” [38]. . .
Echantillons d’images des sujets 1 a 7 sous différents seuils d’éclairage.

Représentation des données issues d’'une ACP d’ordre 3 des 7 sujets. . . . .

Hyperplans séparateurs linéaires entre deux régions. . . . . . . . . . .. ..
L’hyperplan séparateur linéaire optimal entre deux régions. . . . . . . . . .

Deux régions non linéairement séparables. . . . . . . . . .. ... ... ..

http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Introduction générale

1 Contexte et motivation

De fagon générale, un systeme dynamique peut étre défini comme une entité qui in-
teragit avec son environnement ou avec d’autres systemes suivant des entrées et sorties
bien définies. Pour étre en mesure d’analyser et de controler ce systeme, on a besoin d'un
modele décrivant la relation entre ses entrées et ses sorties. Un modele est alors une des-
cription (plus ou moins approximative) du systeme. Il refléte le plus fidelement possible le
comportement du systeme, c’est-a-dire qu’il est capable de prédire la sortie du systeme s’il
subit I'influence d’'une entrée donnée. Un modele doit en général vérifier trois propriétés
[75], qui sont : (i) la simplicité dans la compréhension, l'interprétation et 1'utilisation du
modele, (ii) la précision dans la description et la prédiction de la dynamique du systeme,
(iii) la capacité a rendre compte complétement du comportement du systeme. Malheureu-
sement, il existe un conflit inhérent entre ces trois propriétés idéales, c’est-a-dire qu'un
modele tres précis sera en général complexe et peu généralisable, ce qui nous oblige a

trouver un compromis entre ces trois propriétés.

Dans le cas de la modélisation de systemes complexes, construire un seul modele ma-
thématique est susceptible de déboucher sur une structure non-linéaire tres compliquée
qui peut étre tres difficile a exploiter en pratique. Une alternative serait alors de recourir
a des approches d’identification favorisant les trois propriétés citées précédemment. Les
systemes dynamiques hybrides (SDH) [71] sont un concept rigoureux pour modéliser des
systemes complexes. Les systemes dynamiques hybrides sont des systemes dynamiques fai-
sant intervenir simultanément des phénomenes de type dynamique continue et événemen-
tielle. L’exemple classique est le cas des processus continus supervisés. La commutation
d’un mode de fonctionnement a un autre est régie par I’évolution de variables internes du
systeme ou par une loi externe non maitrisée.

Dans cette these, nous nous intéressons a l'identification d’une classe particuliere de
systémes dynamiques hybrides, celle des systemes dynamiques affines par morceaux (Pie-

ceWise Affine - PWA en anglais). Cette classe est probablement I'une des plus impor-

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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tantes des SDH. C’est une collection de modeles linéaires/affines partageant un méme
état continu, reliés par des commutateurs déterminés par une partition polyédrique de
'espace décrit a partir de 1’état et de I'entrée [71]. Les PWA sont utilisés pour modéliser
un grand nombre de processus physiques. Ils ont été introduits en vue d’approximer des
dynamiques non linéaires via la linéarisation du comportement non linéaire en différents
points de fonctionnement autour desquels des modeles linéaires peuvent étre définis.

Le travail de these présenté dans ce manuscrit s’inscrit dans la continuité des travaux
développés par notre équipe, a savoir le développement de techniques d’identification
récursive et de techniques de classification dynamique. Ces techniques ont pour objectif
d’assurer le suivi de systemes complexes modélisés sous la forme de systemes a plusieurs

modes de fonctionnements.

2 Contribution

La contribution de cette these comporte essentiellement les points suivants :

— La proposition d'une nouvelle approche d’identification des modeles dynamiques
affines par morceaux. Cette approche est basée sur une technique innovante de clas-
sification non supervisée combinée avec une technique de régression linéaire pour
grouper les données de régression relatives au méme sous-modele affine. Elle consiste
a alterner 'assignation des données de régression a un sous-modele et ’estimation
des parametres de ce sous-modele [19]. L’assignation des données est ensuite amé-
liorée par 'utilisation d’une classification de données basée sur une modélisation
de connaissances incertaines exploitant la théorie de Dempster-Shafer [15]. Cette
théorie permet de représenter explicitement, a partir d’outils mathématiques, 1'in-
certitude liée aux connaissances.

— La proposition d’un algorithme récursif d’identification de modeles affines par mor-
ceaux et de modeles non linéaires par morceaux dont les parametres des sous-modeles
et des régions de validité peuvent varier dans le temps. Une technique de régres-
sion par les LS-SVM (Least Squares-Support Vector Machines) récursifs permettant
I’adaptation des fonctions de régression apres I'incorporation ou le retrait d'une don-
née sera ainsi proposée. L’adaptation des parametres des régions de validité variant
dans le temps sera assurée par un nouvel algorithme de classification incrémentale
et décrémentale multi-classe a vecteurs de support [16]. Grace a deux procédures in-
crémentale et décrémentale, cet algorithme est capable d’estimer de facon récursive
les parametres des frontieres séparatrices délimitant les régions et donc de permettre
le suivi de I’évolution des régions dans le temps.

— La validation de techniques développées dans ce manuscrit sur plusieurs types d’ap-
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plications. Nous procédons d’abord a la modélisation d'un systeme hydraulique a
surface libre [20] puis a Iidentification d’une machine de montage de composants
électroniques sur circuits imprimés [15]. Ensuite, nous montrons comment la segmen-
tation temporelle de vidéos en différentes scenes peut étre effectuée en se basant sur
une estimation de sous-modeles linéaires locaux, chaque sous-modele dynamique cor-
respondant a une scéne [18] [17]. Enfin, une approche de classification automatique
et de reconnaissance de visages sous différents seuils d’éclairage par ’estimation de

sous-modeles dynamiques locaux sera proposée.

3 Organisation

Ce mémoire, décomposé en cing chapitres, est organisé de la fagon suivante :

Chapitre 1

Le premier chapitre est dédié a un état de I’art sur I'identification des systemes dyna-
miques hybrides. Nous dressons d’abord quelques formulations du probleme d’identifica-
tion pour la classe des modeles dynamiques affines par morceaux (PWA). Nous décrivons,
ensuite, les méthodes d’identification des modeles PWA, qui sont disponibles dans la lit-
térature. Puis, nous détaillons plus particulierement les méthodes qui sont basées sur les
techniques de classification [35][67] et sur la régression par les machines & vecteurs de
support [54]. Nous montrons, ainsi, les avantages et les inconvénients de chaque méthode
suivant les hypotheses faites sur le nombre de sous-modeles, les ordres du systeme, le cotit

de calcul, les connaissances a priori sur le systeme, etc.

Chapitre 2

Ce chapitre traite le probleme de classification des données dans le but de les sépa-
rer selon leurs sous-modeles affines respectifs et d’estimer les parametres associés a ces
sous-modeles. Des algorithmes sont alors développés afin d’effectuer cette tache. Les al-
gorithmes proposés rentrent dans la catégorie des méthodes basées sur les techniques de
classification. A part les ordres du systeme, nos algorithmes ne nécessitent aucune connais-
sance a prior: sur la nature des données ni sur le nombre de sous-modeles. De plus, le

nombre de parametres nécessaires a leur utilisation est réduit a un seul parametre.
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Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a I'estimation de la loi de commutation dans le cas des PWA.
Cette loi est définie par un partitionnement polyédrique de I’ensemble des données de
régression. Chaque sous-modele est alors valide dans une région bien définie. L’estimation
de ces régions constitue l'estimation de I'état discret de la classe PWA des systemes
dynamiques hybrides. Nous utilisons, dans ce chapitre, deux catégories de classification
pour effectuer cette tache. La premiere catégorie combine des séries de classifieurs SVM
binaires en faisant appel a des schémas de décomposition du type "un-contre-reste” ou
"un-contre-un”. La deuxieme catégorie consiste a résoudre le probleme multi-classe en une

seule étape sans le décomposer en un ensemble de sous-problemes binaires.

Chapitre 4

Ce chapitre traite de I'identification récursive de modeles affines par morceaux ou de
modeles non linéaires par morceaux dont les parametres des sous-modeles et des régions
peuvent varier dans le temps. Un algorithme générique d’identification récursive est alors
proposé. Des procédures permettant d’adapter les parametres définissant chaque sous-
modele aussi bien dans le cas de sous-modeles linéaires que dans le cas de sous-modeles non
linéaires sont présentés. Un classifieur incrémental et décrémental multi-classe a vecteurs
de support est également proposé pour l'estimation en ligne des frontieres séparatrices
des régions de validité. Les procédures d’adaptation permettent de prendre en compte les
modifications locales et le suivi de I’évolution des modes au travers de la mise a jour de

leurs parametres.

Chapitre 5

Ce chapitre est réservé a la validation expérimentale. Plusieurs processus sont étudiés
et modélisés. Tout d’abord, les approches proposées sont appliquées a la modélisation
de systemes hydrauliques a surface libre. Ces systemes, caractérisés par des dynamiques
non linéaires, sont soumis a de larges plages de fonctionnement. Ensuite, une machine de
montage de composants électroniques sur circuits imprimés est modélisée par des modeles
dynamiques affines par morceaux puis par des modeles dynamiques non linéaires par mor-
ceaux. Puis, une nouvelle méthode de segmentation temporelle de vidéos en différentes
scenes basée sur une estimation de sous-modeles locaux linéaires est proposée. Chaque
sous-modele correspond a une scene. La procédure de segmentation basée sur I'estimation
de sous-modeles locaux est appliquée a trois types de séquences vidéo. Enfin, ce chapitre

s’acheve par la proposition d'une derniere application. Cette application concerne la clas-
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sification automatique et la reconnaissance de visages sous différents seuils d’éclairage par

I’estimation de sous-modeles dynamiques locaux.
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Chapitre 1. Un état de l'art sur l'identification des systémes dynamiques hybrides

1.1 Introduction

On appelle systeme dynamique hybride (SDH), tout systeme faisant intervenir simul-
tanément des phénomenes de type dynamique continue et événementielle. Les SDH sont
régis par des équations différentielles continues et des variables discretes. Ils résultent géné-
ralement de I'interaction entre des algorithmes discrets de planification et des algorithmes
continus de commande (voir Fig. 1.1). Par exemple, dans plusieurs systemes industriels,
les stratégies de décision et de coordination de haut niveau sont modifiées par les résultats
des processus physiques de bas niveau. De nombreux exemples de systemes dynamiques
hybrides peuvent étre trouvés dans la vie réelle : les systemes embarqués, ou 1’on notera
une interaction entre la partie discrete (le programme) et la partie physique (le systeme),
les chaines de production industrielle, les réseaux de télécommunication, les systemes de
gestion de trafic aérien, etc. Les variables discretes peuvent étre régies par 1’évolution de
variables internes du systeme ou par une loi externe non maitrisée. En réalité, les commu-
tations entre les modeles ne sont pas rigoureusement instantanées. Elles sont considérées
comme telles parce que leur durée est tres inférieure aux durées d’évolution des phéno-

menes physiques continus mis en jeu dans le SDH.

Théorie du

Informatique
controle
Algorithmes Systemes
discrets de dynamiques
planification continus

Systemes Hybrides

FI1GURE 1.1 — Principe des systemes dynamiques hybrides.

Selon la description de la loi gérant la variation de la variable discrete qu’on appelle lo:
de commutation, diverses représentations des systemes hybrides sont obtenues. Quelques
exemples de modeles sont : les modeles linéaires a sauts (Jump Linear) [83], les modeles
linéaires & sauts markoviens (Jump Markov Linear) [31], les modeles MLD (Mixed Logic
Dynamical) [9], les modeles LC (Linear Complementarity) [40][29], les modeles ELC (Ex-

tended Linear Complementarity) [27], les modeles affines par morceaux ou modeles PWA
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(PieceWise Affine) [79], etc. L'équivalence entre les différentes classes de modeles a été
montrée dans [7][39]. L’objectif de ce chapitre est de définir les systemes hybrides et plus
particulierement les systemes dynamiques affines par morceaux puis de présenter le prin-
cipe des méthodes d’identification des SDH existantes dans la littérature et de discuter

leurs performances actuelles.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la Section 1.2, nous définissons les modeles
dynamiques affines par morceaux, d’abord sous la forme d’une représentation d’état puis
sous la forme entrée-sortie. Ensuite, dans la Section 1.3, nous dressons quelques formu-
lations du probleme d’identification pour cette classe de systemes hybrides. Enfin, dans
la Section 1.4, nous présentons quelques méthodes développées dans la littérature pour
I'identification de tels systemes en donnant une breve description de leurs principes. Nous
détaillons plus particulierement les méthodes qui rentrent dans la catégorie des méthodes
basées sur les techniques de classification [35][67] et de la méthode basée sur la régression

par les machines a vecteurs supports [54].

1.2 Les systemes dynamiques affines par morceaux

Un systeme dynamique affine par morceaux (PWA) est une collection de systemes
linéaires/affines partageant un méme état continu, reliés par des commutateurs déterminés
par une partition polyédrique de I’ensemble état + entrée [71]. Les PWA sont utilisés pour
modéliser un grand nombre de processus physiques, ou pour approximer une dynamique
non linéaire via la linéarisation du comportement non linéaire en différents points de
fonctionnement. Dans cette section, les systemes dynamiques affines par morceaux sont

définis, d’abord sous forme de représentation d’état, ensuite sous forme entrée-sortie.

1.2.1 Représentation sous forme d’état

Dans le cas général, les systemes commutants sont décrits sous forme d’état par des

équations de la forme :

w(k+1) = Aoyz(k) + Boyu(k) + for) +w(k)

(1.1)
y(k) = Copyz(k) + Doryu(k) + gory + v(k)

ou z(k) € R", u(k) € RP et y(k) € R? sont respectivement, ’état continu, 'entrée et la
sortie du systeme a l'instant k& € Z. w(k) € R™ et v(k) € R? sont respectivement les bruits
d’état et de sortie du modele.

Les matrices A;, B;, C; et D;, i = 1,....,s, sont réelles et de dimensions appropriées;

elles décrivent la dynamique du systeme dans chaque sous-modele. Par conséquent, le
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modele (1.1) peut étre considéré comme une collection des modeles linéaires (affines) a

état continu z(k) indexés par I'état discret o (k).

L’état discret o(k) indexe le modele ou le régime actif a chaque instant & et prend ses
valeurs dans un ensemble fini {1,..., s}, ou s représente le nombre de sous-modeles. En
général cet état peut étre une fonction de k, x(k) et u(k) ou d’autres entrées externes.
L’évolution de l'état discret peut étre décrite de diverses fagons. Dans les modeles li-
néaires a sauts ou modeles JL, o(k) est une entrée inconnue, déterministe. Dans les
modeles linéaires a sauts markoviens ou modeles JML, la dynamique de o(k) est mo-
délisée comme une chaine de Markov irréductible régie par la probabilité de transition :
7(i,5) 2 P(o(k+1)=jlok)=1).

Dans le cas des systemes dynamiques affines par morceaux (PieceWise Affine), (k) est
donnée par la loi

(k)

o(k)=i ssi [u(k)

]eéﬁi, i=1,...,s (1.2)

ot {:;}, est une partition complete du domaine état-entrée & C R™*7; les régions R;

sont supposées étre des polyedres convexes. Chaque polyedre est décrit par

u

ot H; € Rrx(ntptl) i — 1 s et pu; est le nombre d’inégalités linéaires définissant la

x
ER"™: H; |u| =<0 (1.3)
1

ieme région R;.

1.2.2 Représentation sous forme entrée-sortie

Le modele sous forme entrée-sortie d’un systeme dynamique affine par morceaux

(PWARX) peut étre représenté sous la forme

+e(k) (1.4)

otp(k)=[y(k—1)"...y(k —na)" ulk)" u(k —1)" ... u(k — nb)T}T est le vecteur de
régression avec n, et n; les ordres du systeme, o(k) € {1,..., s}, I'état discret indexant le
régime actif a l'instant k. 6;, ¢ =1,... s, sont les matrices de parametres associés aux

différents sous-modeles du systeme, et e(k) € RY est le bruit.
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Dans ce qui suit le vecteur ¢(k) = [p(k)T 1}T sera appelé vecteur de régression
étendu. Comme pour les modeles sous forme d’état, I’évolution de I’état discret o (k) peut
etre décrite de diverses fagons. Dans le cas des modeles dynamiques affines par morceaux,
le mécanisme de commutation est déterminé par une partition polyédrale du domaine de
régression $ C R, ont d = ¢.n, + p.(ny + 1) (voir figure 1.2). Cela signifie que pour ces

modeles, I’état discret o(k) est donné par :
o(k)=1i ssi pk)eR;, i=1,...,s (1.5)

ot {<;};_, est une partition complete de R, chaque région R; est un polyedre convexe

décrit par :

R ={peR’: Hip=0} (1.6)

FIGURE 1.2 — Représentation d’'un systeme PWARX possédant 3 sous-modeles (s = 3).

Dans le cas des systemes dynamiques hybrides, le passage modele d’état/modele entrée-
sortie (et vice versa) peut étre établi pour certaines formes particulieres de modeles. Nous
nous intéressons, dans ce qui suit, a la littérature existante sur 'identification des sys-
temes dynamiques affines par morceaux sous forme entrée-sortie. Dans la section suivante,
nous dressons quelques formulations du probleme d’identification des modeles dynamiques

affines par morceaux.

11
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1.3 Problemes d’identification des modeles dynamiques

affines par morceaux

Dans cette section, nous posons le probleme d’identification des modeles dynamiques
affines par morceaux MISO sous forme entrée-sortie. Avant cela, nous formulons le pro-
bleme d’identification des systemes a commutation MISO sous forme entrée-sortie. Nous

rappelons que le modele MISO sous forme entrée-sortie est donnée par

o(k)

y(k) =0 [ + e(k) (1.7)

Dans ce cas, les parametres 6;, i = 1,...,s, ne sont plus des matrices (comme dans
le cas du modele (1.4)) mais des vecteurs de parametres associés aux différents sous-
modeles du systéeme. Le vecteur de régression p(k) est défini par p(k) = [y(k—1)...y(k—
ng) w(k)Tu(k —1)7 . u(k —ny) )T

Dans le cas général, le probleme d’identification des systémes linéaires commutants (mo-

dele (1.7)), ou la loi de commutation est totalement arbitraire, peut étre formulé comme :

Probléme 1.1 Etant donné les mesures entrée-sortie (u(k),y(k)), k=1,..., N, estimer
les ordres n, et ny du modéle, le nombre s de sous-modeéles, et les vecteurs de parameétres

0;, 1=1,...,s. De plus, estimer ’état discret o(k) pour tout k > n ot n = max {n,,ny}.

Si les ordres du modele n, et n, sont connus, le probleme d’identification consiste a
ajuster les données a un certain nombre d’hyperplans. Ce probleme a été abordé dans
le domaine de I’analyse des données, et plusieurs approches sont proposées, ou s est soit
estimé a partir des données, soit fixé a priori. Une facon d’estimer s est de résoudre le

probleme suivant

Probléme 1.2 Etant donné § > 0, trouver le plus petit nombre s de vecteurs de parametres

O;, ;i =1,...,s et lapplication k — o(k), avec o(k) € {1,...,s}, tel que

|y(k) = Oy 0 (k)| <6, (1.8)

pour tout k =n+1,...,N.

Le parametre ¢ dans (1.8) ne doit pas étre nécessairement fixé a priori, il peut étre
plutdt ajusté (apres plusieurs essais) afin de trouver un meilleur compromis entre sim-

plicité et précision du modele. En fait, plus d est petit, plus le nombre de sous-modeles
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nécessaires est grand. Tandis que plus ¢ est grand, plus mauvaise est la précision du mo-
dele.

Dans le cas des modeles dynamiques affines par morceaux ou I’état discret est défini par

I'équation (1.5), le probleme d’identification peut étre reformulé comme suit

Probleme 1.3 Etant donné les mesures entrée-sortie (u(k),y(k)), k=1,..., N, estimer
les ordres n, et ny du modéle, le nombre s de sous-modéles, les vecteurs de paramétres

0;,, 1=1,...,s et les régions R;, i =1,...,s.

Notons que dans ce cas, la partition du domaine de régression en différentes régions
R; est équivalente a l'estimation de ’état discret. La plupart des techniques développées
pour l'identification des modeles PWARX, supposent les ordres n, et n, connus. L’esti-
mation des ordres du modele peut étre réalisée par des techniques algébriques [82], ou des
techniques classiques de sélection d’ordres de modeles [60].
Sous I’hypothese que les ordres du systeme sont connus a priori, le probleme d’identifica-
tion considéré consiste a trouver le modele PWARX qui correspond le mieux aux données

entrée-sortie fournies selon un critere d’ajustement spécifié. 11 s’agit d’estimer
1. Le nombre s de sous-modeles du systeme.
2. Les vecteurs de parametres #;, 1 = 1,..., s, associés aux sous-modeles.

3. Les coefficients H;,7 = 1,..., s, définissant les frontieres délimitant le partitionne-

ment de I’ensemble de régression.

Ce probleme traite a la fois des problemes de classification et de régression. L’estimation
simultanée de toutes les quantités mentionnées ci-dessus est un probleme tres difficile.

L’une des principales préoccupations est de savoir comment choisir correctement s. Des
pénalités sur I'accroissement de s peuvent étre mises en place pour maintenir le nombre de
sous-modeles raisonnablement faible, afin d’éviter que le modele soit difficile a exploiter.
Dans la situation ou le nombre s de sous-modeles du systeme est connu, le probleme
d’identification sera équivalent a la recherche des parametres d’'une fonction affine a partir

du jeu de données entrée-sortie. En introduisant la quantité

i { 1 si pk)eR; (L.9)

0 sinon

le probleme d’identification (1.3) peut se ramener au probleme de minimisation suivant

min 573 1((k) — 67 @) (1.10)

k=1 i=1
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ot [ est une fonction non négative. Les deux choix les plus courants pour la fonction [ sont

la norme euclidienne au carré, c’est-a-dire [(€) = €2 et la norme 1, c’est-a-dire [(€) = |e|.

Le probleme d’optimisation (1.10) est généralement non convexe avec des minima
locaux. Pour estimer efficacement le vecteur de parametres correspondant a chaque sous-
modele, il faut déja connaitre les données qui caractérisent ce sous-modele. Ceci est donc
un probleme de classification non supervisée. Une difficulté supplémentaire est la maniere
d’exprimer efficacement la contrainte selon laquelle les régions doivent former une partition

complete de 'ensemble de régression .

1.4 Techniques d’identification des systemes hybrides

Dans cette section, nous allons présenter quelques méthodes développées pour 'identi-
fication de systemes a commutations. A la suite de cela, nous allons décrire les principales
techniques d’identification existantes dans la littérature des modeles dynamiques affines

par morceaux.

1.4.1 Introduction al’identification de systemes a commutations

La plupart des méthodes d’identification des modeles sous forme entrée-sortie concernent
I'identification des modeles dynamiques affines par morceaux. Néanmoins, on trouve dans
la littérature quelques méthodes développées pour l'identification des systemes commu-
tants SARX. Sans doute, la méthode la plus connue est celle proposée par Vidal et al.
[85][82]. Cette approche traite l'identification des modeles SARX comme un probléme
algébro-géométrique. Elle fournit une solution analytique au probleme d’identification qui
est théoriquement fondée dans un cadre déterministe. La méthode algébrique consiste a
considérer I'identification de plusieurs modeles ARX comme l'identification d’un seul mo-
dele qui inclut simultanément tous les sous-modeles ARX et ne dépend pas de la séquence
de commutation. L’idée de base est de trouver une équation vérifiée par toutes les données

collectées quelque soit le modele générateur. Cette équation est donnée par

S

H (b 2(k)) = 0, Vk > 7t = max(nq, ) (1.11)
i=1
ou b = [16]]" et 2(k) = [—y(k) ¢(k)T]". L’équation (1.11) est appelée «contrainte

de découplage hybride » car elle est indépendante de la séquence de commutation et du
mécanisme générant la transition.

Les parametres de chaque sous-modele ARX peuvent étre estimés a partir de la dérivée
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d’un certain polynome multivariable de degré s issu du développement de la contrainte
de découplage hybride (1.11).

En présence de bruit, la contrainte de découplage hybride (1.11) n’est plus strictement
vérifiée. Le produit considéré dans cette équation ne sera plus nul. Cela peut dégrader
considérablement les performances de cette méthode. En plus, la dimension du vecteur de
coefficients définissant le polynome multivariable augmente d’une facon exponentielle en
fonction de la dimension du systeme a estimer.

Pour pallier le probleme des données bruitées les auteurs proposent de résoudre I’équation
(1.11) dans le sens des moindres carrés en minimisant :

N s

J=3"T[ (oF=(k))* (1.12)

k=1 i=1
Bako et al. [5] ont proposé une extension de cette méthode algébrique a l'estimation de
systemes MIMO commutants, dans le contexte général ou les ordres sont inconnus et
peuvent différer d’un sous-modele a un autre et le nombre de sous-modeles est également
inconnu. Contrairement au cas de l'identification de modeles SISO SARX [85] ou un
seul polynome multivariable est utilisé pour réaliser une transformation polynomiale de
données appartenant a un mélange d’hyperplans, I'identification de modeles MIMO SARX
implique un nombre inconnu de polynomes homogenes indépendants qui s’annulent sur des
sous-espaces qui ne sont plus des hyperplans. Les auteurs commencent d’abord par estimer
les ordres des sous-modeles ainsi que le nombre d’états discrets a partir de conditions de
rang portant sur les données entrée-sortie. Ensuite, sous certaines hypotheses, ils calculent
le nombre de polynomes multivariable et ils identifient les parametres des modeles ARX
a partir des dérivées des polynomes.

Inspirés de la méthode algébro-géométrique, Lauer et al [57] ont introduit un estimateur
appelé Produit-des-Erreurs (PE) pour l'identification des modeles SARX. Cet estimateur

est défini par

=

min s SR + 3 S TTH08) o6 (1.13)
ot R(f;) est un régularisateur pour le sous-modele fi(o(k)) = 0] (k) et I est une fonction
de perte robuste. Le deuxiéme terme de 1’équation (1.13) correspond a l'erreur algébrique
définie dans (1.12) quand I(e) = €. Cependant I'estimateur Produit-des-Erreurs (PE)
implique la résolution d’un probleme d’optimisation non linéaire et non convexe.

Une autre méthode développée pour I'identification des systemes commutants SARX a été
proposée par Bako et al. [3] [4]. C’est une méthode d’identification récursive. L’approche
commence d’abord par donner des valeurs initiales aux vecteurs de parametres représen-

tant les différents sous-modeles. Ensuite, la procédure alterne entre la classification des
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données de régression et I'estimation des parametres des sous-modeles. A chaque instant,
I’état discret est déterminé comme étant l'indice du sous-modele qui, en termes de pré-
diction d’erreur (ou d’erreur a posteriori), apparait comme celui qui a le plus de chance
d’avoir généré la donnée de régression a cet instant. Etant donné I'état discret, le vecteur

de parametres associé est alors adapté par un algorithme de moindres carrés récursifs.

1.4.2 Principales techniques d’identification des modeles dyna-

miques affines par morceaux PWARX

La méthode HFA (Hinge Finding Algorithm) : Utilisée pour I'approximation des
fonctions non-linéaires, cette méthode a été proposée par Breiman [23]. Elle est basée
sur la détermination des hyperplans représentant les modeles locaux de type HHARX.
Cette classe de modele est une sous-classe des modeles PWARX. Les fonctions affines par
morceaux des modeles HHARX sont toujours continues sur les frontieres des polyedres
définissant la partition polyédrique alors qu’elles peuvent étre discontinues dans le cas
des modeles PWARX. Un modele HHARX constitué de demi-hyperplans est décrit par
I'équation y(k) = h(e(k)) ou h est défini par

h()
ouh(p) =min (6 ¢,0 )

max (91@, 930) (1.14)

avec 6, et 6_ les vecteurs de parametres des deux hyperplans. Les deux hyperplans se
rejoignent a {(p (04 — 9,)T Y= 0}. L’intersection des deux hyperplans est appelée gond.
L’équation (1.14) signifie que toutes données générées par un modele local sont réparties
sur un demi-hyperplan limité par l'intersection avec I'hyperplan de 'autre modele. Ce-
pendant, deux hyperplans peuvent ne pas étre suffisants pour représenter au mieux le
systeme. Breiman a démontré que toute fonction f (non linéaire) définie et continue sur

un support compact peut étre approchée sur une base d’hyperplans de Breiman par

flo) = Zhi(¢)7 (1.15)

ou s est le nombre d’hyperplans nécessaires pour 'obtention des performances souhai-
tées. La détermination des différents hyperplans h; est effectuée par 'algorithme HFA.
La méthode HFA se base sur une détermination des hyperplans deux a deux. La pro-
cédure commence d’abord par estimer deux hyperplans expliquant la sortie du modele
puis si la performance du modele obtenu n’est pas satisfaisante, une nouvelle sortie qui
est la différence entre la sortie du systeme et les prédictions du modele est alors calcu-
lée. Malheureusement, ’algorithme HFA souffre de problemes de convergence. En effet,

la convergence de 'algorithme proposé dépend du découpage initial des données entre les
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deux hyperplans. Pucar et al. [73] ont pu apporter quelques améliorations pour assurer la

convergence de I’algorithme vers un minimum local.

La méthode de la programmation mixte en nombres entiers : Roll et al. [10]
ont reformulé le probleme d’identification comme un probleme de programmation qua-
dratique mixte en nombres entiers ("MIQP” de I'anglais "Mixed Integer Quadratic Pro-
graming”). L’algorithme est développé pour des modeles ARX du type hyperplans de
Breiman (HHARX) [23]. Contrairement aux autres méthodes qui vont étre présentées ci-
apres, cette approche garantit la convergence vers 'optimum global. Cependant le cofit
important de calcul restreint 'utilisation de cette méthode a un nombre tres faible de
données. En effet, la complexité des algorithmes MIQP croit exponentiellement en fonc-
tion du nombre de données et de l'ordre du systeme. Pour remédier a ce probleme, les
auteurs recommandent de subdiviser I’ensemble des données en de petits groupes de taille
tres faible puis de partitionner chaque groupe. La méthode élaborée par ces auteurs peut
étre utilisée dans le cas ou il n’y a pas de données sur U'intersection des hyperplans (ce

qui n’est pas le cas de la méthode précédente).

La méthode de ’erreur bornée : Inspiré par 'idée des méthodes ensemblistes d’es-
timation (voir par exemple [66]), Bemporad et al. [8] traitent l'identification des mo-
deles PWARX comme un probleme de partitionnement en un nombre minimum de sous-
systémes réalisables (MIN PFS). Le principe de cette méthode, appelée méthode de 1’er-
reur bornée, est d’imposer que l'erreur définie comme étant la différence entre la sortie
y(k) et 0, @(k) soit bornée par un nombre réel positif § > 0 pour tous les échantillons de

données (y(k), p(k)), c’est-a-dire
ly(k) — 0/ ¢(k)| <6, Vk=n+1,...,N. (1.16)

La solution proposée a ce probleme souffre de deux inconvénients. Le premier est lié a la
sous-optimalité de la méthode utilisée, c’est-a-dire que I’obtention du nombre minimum de
sous-modeles n’est pas garantie. Le second est lié au probleme des points de données dits
indécidables, c’est-a-dire les points pour lesquels 'inégalité (1.16) peut étre vérifiée pour
plusieurs sous-modeles. Pour faire face a ces inconvénients, une procédure de raffinement
itératif de réaffectation des données est appliquée. La procédure de raffinement alterne
entre la réaffectation des données et la mise a jour des vecteurs de parametres définissant
les sous-modeles.

Le parametre de réglage 0 permet de fixer la précision du modele recherché ainsi que le
nombre de sous-modeles réalisables. Plus ¢ est grand, plus le nombre de sous-modeles est
petit et plus aussi le modele estimé est moins précis. A I'inverse un ¢ petit conduit a une

surestimation du nombre de sous-modeles.
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Méthode basée sur le choix des fonctions de pondération adaptées : Ragot et
al. [74] proposent une méthode pour identifier les parametres des modeles locaux PWARX
basée sur le choix d’une fonction de pondération adaptée. Cette fonction permet de sé-
lectionner les données pour lesquelles chaque modele local est actif. En effet, la méthode
proposée est capable de résoudre simultanément la répartition des données et 1’estimation

des parametres. La méthode consiste a réduire au minimum la fonction d’erreur suivante :

=" (y(k) — 0] o(k))*pr (1.17)

j=1 k=1

ou les poids py;, doivent étre congus de telle sorte que le modele local j est adapté
uniquement avec les données qu’il a générées.

En général, I'indice de performance (1.17) doit étre minimisé par rapport aux vecteurs de
parametres ¢;, pour toutes les partitions disjointes possibles de I’ensemble des données de
régression et pour tous les nombres possibles de sous-modeles. Ragot et al. ont restreint
le probleme d’identification au cas ou le nombre de sous-modeles est choisi a priori.

Un algorithme itératif a été alors introduit pour adapter les fonctions de pondération.
Chaque itération se compose de deux étapes. Le premiere étape consiste a déterminer
une estimation des fonctions de pondération py; compte tenu des modeles locaux. La
deuxieme étape permet d’identifier les modeles locaux en se basant sur les fonctions de
pondération. Il convient de noter que l'algorithme proposé estime séquentiellement ces
modeles locaux par l'utilisation d'une allocation de données en série. Plus précisément,
I’algorithme estime le premier modele local, le deuxieme modele local explique les résidus
du premier modele local et ainsi de suite. La méthode basée sur le choix des fonctions de
pondération suppose le nombre de sous-modeles et les ordres du systeme connus a priori.

De plus, elle est sensible a 'initialisation des parametres.

La méthode bayésienne : La procédure bayésienne proposée par Juloski et al. [47][49]
est basée sur I'idée d’exploiter les connaissances a prior: disponibles sur les modes et les
parametres des systemes PWARX. Les vecteurs de parametres 6; sont considérés comme
des variables aléatoires, et sont décrits par leurs fonctions de densité de probabilité (f.d.p.)
peo, (.). Un algorithme itératif sous-optimal a été alors proposé pour mettre a jour la f.d.p.
de chaque mode. Une méthode de filtrage particulaire est utilisée pour une mise en oeuvre
numérique de la procédure proposée. Le partitionnement de données est basé sur la ré-
affectation de chaque donnée au mode ayant la plus forte probabilité. Enfin, I'estimation
des régions est basée sur une version modifiée de la méthode de programmation linéaire
multi-classes [11]. L’approche bayésienne exige la connaissance a priori des ordres du

modele n, et n,, et du nombre de sous-modeles s. De plus, les fonctions de densité de

18

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

1.5. Meéthodes basées sur les techniques de classification

probabilité (f.d.p.) sont estimées au prix d'un cott de calcul prohibitif.

Nous avons exposé dans la section précédente quelques méthodes dédiées a I'identi-
fication des modeles dynamiques affines par morceaux. On notera la méthode de déter-
mination d’hyperplans de Breiman "Hinging Hyperplanes” introduite par Breiman [23].
Cette méthode fut améliorée par Bemporad et al. [10] pour assurer la convergence vers
le minimum global au prix d’un cott de calcul prohibitif. Nous avons ensuite présenté la
méthode de lerreur bornée [8] qui partitionne les données de régression en un nombre
minimum de sous-systemes réalisables (MIN PFS). Enfin nous avons présenté la méthode
basée sur le choix des fonctions de pondération adaptées [74] et la méthode bayésienne
[49].

Comme nous 'avons évoqué dans la section 1.3, la principale difficulté dans la reconstruc-
tion des modeles dynamiques affines par morceaux est que ’estimation de sous-modeles
linéaires est tres rarement dissociée du probleme de classification des données, a savoir,
I’attribution de chaque donnée de régression au sous-modele qui I’a générée. Nous expo-
sons dans la section suivante des méthodes exploitant des techniques de classification pour

I'identification des modeles dynamiques affines par morceaux.

1.5 Meéthodes basées sur les techniques de classifica-

tion

Récemment, quelques auteurs ont introduit des méthodes d’identification exploitant
'utilisation combinée de la classification non supervisée (ou clustering) et des techniques
d’identification linéaire. Chaque mode est alors caractérisé par une classe pour laquelle
I’affectation de données doit étre effectuée suivant une mesure de similarité spécifiée. En
effet, les techniques de classification offrent des possibilités de catégorisation des données
de régression qui s’averent étre tres intéressantes. Contrairement aux méthodes basées sur
la programmation quadratique par exemple, les méthodes de classification peuvent étre
appliquées a un nombre important de données. Elles peuvent également prendre en consi-
dération le bruit dans les données par le rejet de I'information aberrante (outliers). L’idée
consisterait par exemple a utiliser dans un premier niveau de décision une approche par
modélisation pour rejeter les outliers, puis classer les données ne présentant aucune am-
bigiiité. Les méthodes de classification pour I'identification peuvent effectuer une double
tache a savoir le partitionnement des données de régression mais aussi l'estimation des
zones de fonctionnement (régions). Par exemple, si on suppose que les données apparte-

nant a un sous-modele peuvent étre modélisé par un modele gaussien, alors 1’ellipsoide
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définissant ce modele pourra constituer la frontiere délimitant sa région de validité dans

le cas ou les régions ne sont pas définies par des hyperplans linéaires.

Dans cette section nous présentons deux méthodes basées sur des techniques de clas-
sification. La premiere méthode est développée par [35], elle utilise une variante de ’algo-
rithme des K-means. Cette méthode a été ensuite modifiée en utilisant une approche de
classification hiérarchique dite du lien-unique (single-linkage) [34]. La deuxieme méthode
est proposée par [67], elle est basée sur une technique de classification statistique des

données au moyen d'un modele de mélange gaussien.

1.5.1 Meéthode basée sur la technique de classification K-means

Ferrari-Trecate et al. [35] ont proposé une méthode d’identification basée sur une tech-
nique de classification exploitant un algorithme des K-means [33] modifié. Cette méthode
suppose connus le nombre s de sous-modeles et les ordres n, et n,. Elle est basée sur la
subdivision des données en plusieurs classes ou ensembles locaux. Les vecteurs de para-
metres identifiés a partir de ces petits ensembles locaux devront "ressembler” aux vecteurs
de parametres des vrais sous-modeles. Par conséquent, les parametres des sous-modeles

peuvent étre obtenus par regroupement des vecteurs de parametres locaux.

y(k) jg
N

u(k —1)

FIGURE 1.3 — Ensembles locaux de données dans 'espace de régression augmenté, 47 :

ensemble local pur, %5 : ensemble local mixte.

La procédure proposée par [35] comporte quatre étapes qui sont :

— (i) la construction d’ensembles locaux de données a partir des données fournies;
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— (ii) 'identification d'un vecteur de parametres pour chaque ensemble local et la
construction d'un vecteur de caractéristiques basé sur ce vecteur de parametres;

— (iii) le partitionnement des vecteurs de caractéristiques en s groupes disjoints par
I'utilisation d’une variante de ’algorithme des K-means;;

— (iv) la classification des données de régression et l'estimation des vecteurs de para-

metres des s sous-modeles.

(i) Pour chaque donnée (y(j), ¢(j)),j =n+1,..., N, un ensemble local de données &; de
taille ¢ contenant la donnée (y(j), ¢(j)) et ses ¢c—1 plus proches voisins est construit. Parmi
les ensembles locaux constitués, on distingue des ensembles locaux ne contenant que des
points de données générés par le méme sous-modele, ces ensembles sont dits "ensembles
locaux purs” et des ensembles contenant des données générées par plusieurs sous-modeles,
ils sont dits “ensembles locaux mixtes” (cf. Fig. 1.3). Le nombre des ensembles locaux
mixtes dépend a la fois de la facon dont les données sont disposées dans 1'espace de ré-

gression et du parametre ¢, supposé strictement supérieur a dim(9).

(ii) Un vecteur de parametres 055 est ensuite calculé & partir de chaque ensemble local

¢; par la méthode des moindres carrés ordinaires :
—1
075 = (0,0])  0,%, (1.18)

o ®; = [p(k}),...,0(kS)] et Z; = [y(k}),... ,y(kj)]T, les k% étant les indices des plus

proches voisins de la jéme donnée.

Un résultat classique de la théorie des moindres carrés [60] assure que si les ensembles
¢; sont des ensembles locaux purs, alors les vecteurs de parametres estimés sont des
vecteurs aléatoires gaussiens de moyenne 6,., r étant I'indice du sous-modele qui a généré
les points de données dans €. En outre, la matrice de covariance empirique V; du vecteur

07 est donnée par [60]

SRR g Ty
Vi=— D) (®;9,) (1.19)
ou SER; =" (1- o] (a;0]) 0,) % (1.20)

ouc>n+1.

La matrice de covariance V; est une mesure pouvant distinguer les ensembles locaux purs
des ensembles locaux mixtes. En effet, la covariance des ensembles locaux purs ne dépend
que du niveau de bruit et devrait étre plus petite que la covariance des ensembles locaux

mixtes.
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Afin de mesurer la dispersion des données dans les ensembles locaux €, les auteurs font

appel a la matrice de dispersion des régresseurs [33]| définie par :

Q= Y (p(k)—my)(e(k) —my)T (1.21)

k.o (k)€
1

mj = - > (k). (1.22)
k,go(k)e%j

La prochaine étape consiste a construire ce que les auteurs appellent "le vecteur de caracté-

ristiques” &;. Chaque donnée (y(j), p(j)) est transformée en un vecteur de caractéristiques

LS\ T 17
£ = [(Gj ) m]l
Ce vecteur représente la moyenne d’un nuage de caractéristiques distribuées selon une

distribution gaussienne de variance :

Vi 0
0 @

(iii) Classification des vecteurs de caractéristiques : les vecteurs de caractéristiques sont

. (1.23)

J

ensuite partitionnés en s groupes disjoints %;. Ferrari-Trecate et al. utilisent un algorithme
des "K-means” en exploitant convenablement les mesures de confiance (les matrices R;)
définies sur les vecteurs de caractéristiques. Les mesures de confiance permettent de réduire
I'influence des valeurs aberrantes. Le regroupement des vecteurs de caractéristiques est
basé sur la minimisation d'un cotit de regroupement fonctionnel exprimé par

s

TUYi ¥ = 3 30 16 — malle (1.2
i=1 &€,

ou p; est le centre de la classe (de I'ensemble) Z; et ||&; — ui||?%;1 = (& —ui)TRj_l(fj — [hi)-
L’objectif du regroupement optimal consiste a trouver les ensembles Z; et les centres p;
qui minimisent le critere (1.24). La classification non supervisée des vecteurs de caracté-

ristiques est accomplie grace a ’algorithme de classification 1.1, donné ci-apres.
(iv) En utilisant I'application bijective existant entre les vecteurs de caractéristiques
& et les points de données, les données d’origine peuvent maintenant étre partition-
nées. En fait, chaque vecteur de caractéristiques §; correspond a un point de donnée
(y(4),¢(j)). Par conséquent, on peut former des sous-ensembles disjoints .%; selon la
regle suivante : si ; € Z; alors (y(j), ¢(j)) € -%;. Une fois les données partitionnées, un
algorithme des moindres carrés ordinaires est utilisé pour estimer les vecteurs de para-

metres 05, j =1,...,s des différents sous-modeles.

La technique proposée par Ferrari-Trecate et al. remet a jour de maniere itérative les

centres et les matrices de covariance. Il est bien connu que la convergence de ce genre
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Algorithme 1.1

(0)

1. Initialiser les centres p; 7,7 = 1,..., s des classes, poser r = 0 et trouver les domaines

Z; des vecteurs & qui minimisent le critere

AN 0) s : 0|
120 AWy =23 e -n?| (1.25)
=1 5]'691‘ J
2. Recalculer les centres des classes ,uETH) pour tout ¢ = 1, ..., s en résolvant le systeme

linéaire suivant :

SR = > R, (1.26)

;€7 i€z

SiJ({27) Ay = {20} A" Y alors poser 77 = 917, ;=
,uz(-r), terminer l’algorithme, sinon aller a I’étape (3).

. 41 . e s
3. Trouver le domaine .@i(r ) des vecteurs §; qui minimise le critere :

r+1) )% r+41 s
T2 L), (1.27)
i J{ 2 YL AN = T2 Y AT L) alors poser
;= .@Zm, pE = MET“), terminer I'algorithme, sinon faire r = r + 1 et aller &

I’étape (2).

d’algorithme dépend des conditions initiales utilisées. Cette approche exige que les ordres
n, et ny du modele, et le nombre s de sous-modeles soient connus. En plus de tous ces
parametres, le parametre ¢ doit étre convenablement réglé pour avoir une convergence de

I’algorithme proposé.

Une modification de I'approche [35] a été proposée dans [34] pour permettre 'esti-
mation simultanée du nombre de sous-modeles au fur et a mesure que les données sont
classées. Les auteurs de [34] utilisent une méthode de classification dite du lien-unique
(single-linkage) [33] qui est une méthode de classification hiérarchique. L’idée est de défi-
nir une distance entre deux ensembles locaux disjoints

d(ng’ Cgp) = eeégﬁ% Heq - ep” : (1-28)
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Ces ensembles sont ensuite fusionnés au fur et & mesure si un critere de fusion basé
sur cette distance est vérifié. L’algorithme hiérarchique du "lien unique” est décrit dans
I’Algorithme 1.2.

Algorithme 1.2

1. Partitionner les données en N ensembles locaux €© = {%},..., %y} comme &
I'étape (i) (cf. page 24), fixer [ > 0,

Poser 1 = 0,

2. Tant que card(€9) > 1et @ = min d(%,%,) <!

Cq et
Faire

1. 65 = 65 U €; ou 65 et 65, avec ¢ < ¢, correspondent aux ensembles locaux qui

minimisent la distance (1.28),
2. G _ gl _ (),
3. Faire 1 =1+ 1.

Le parametre [ doit étre fourni par 1'utilisateur. Il est a noter que le nombre de sous-
modeles s dépend fortement de [, une petite valeur de [ produirait un nombre important
de sous-modeles. Par contre, si [ est trop grand, cela pourrait déboucher sur un seul sous-
modele linéaire. Certes, la modification apportée a la procédure de Ferrari-Trecate et al.
a permis de s’affranchir de la nécessité de connaitre a priori le nombre s de sous-modeles.
Cependant, cela s’accompagne de l'introduction d’un nouveau parametre [ a régler en
plus de la variable c. Notons que I'un des intéréts de 1'algorithme d’identification que nous
proposons dans le chapitre suivant est qu’il ne nécessite que la connaissance d’un seul
parametre.

Nous exposons dans la section suivante une méthode basée sur une classification statistique
au moyen d’un modele de mélange gaussien. Contrairement a la méthode de Ferrari-
Trecate et al., cette méthode pose une hypothese un peu forte sur la nature des données.
Les auteurs supposent que la densité de probabilité des données suit un modele de mélange

Gaussien.

1.5.2 Méthode basée sur la classification EM

Nakada et al. [67] ont introduit une méthode pour l'identification des modeles PWARX

basée sur une classification statistique des données mesurées au moyen d’'un modele de
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mélange gaussien. Ils supposent que le nombre s de sous-modeles ainsi que les ordres n, et
ny, sont connus a priori. Cette approche comporte trois étapes qui sont : (i) classification
des données. Dans cette phase, les mesures entrée-sortie sont partitionnées en plusieurs
groupes en utilisant une technique de classification statistique de données par des modeles
de mélange Gaussien. (ii) estimation des hyperplans définissant les régions dans ’espace
de régression. (iii) estimation des vecteurs de parametres de chaque sous-modeéle par ap-

plication de la méthode des moindres carrés ordinaires.

Phase 1 : Classification des données

Pour pouvoir effectuer la tache de classification de données, Nakada et al. supposent que
la densité de probabilité des données (y(k),p(k)),k = i+ 1,..., N suit un modele de
mélange Gaussien. En posant z;, = [(p(k:)Ty(k)}T, 2z, € R™P on définit

p(Zk; cp) = Z%‘pi(zk; Hi, Ei) (1-29)
i=1

ou ¢ est défini par & = (a,pu, X)), avec a = (v, q,. .., ) des coefficients vérifiant
> Lo =1, pet Xreprésentent respectivement les vecteurs moyennes p = (fi1, fi2, . . -, fls)
de dimension (n + p) et les matrices de covariance ¥ = (X, X, ..., Xy), chaque matrice

¥; étant de dimension (n + p)(n +p) .

La fonction p;(z; p;, %;) est une densité de probabilité Gaussienne définie par :

pi(Z; i, 5i) = (27r)(”+p)/21[dct(2i)]1/2 X €Xp {—%(2 — i) "5 (2 - ﬂz)}

1=1,...,s

(1.30)

A partir des données z, ;k =1,..., N, 'objectif consiste a trouver le parametre ® qui

atteint le maximum de la fonction log-vraisemblance définie par :
N
L(®) = 3 Inp(z; @)
Sy (1.31)
=> In (Z ipi(2x; i Zz))
k=1 i=1
de facon a ce que le modele de mélange corresponde le mieux aux données.
Une fois le parametre ® qui décrit la densité de probabilité des données est obtenu, la
probabilité que z soit dans la classe C; est donnée par
aipi(2k; i, Xi)
p(zr; @)

Cette probabilité sert de critere pour la classification des données. Pour que la classi-

Pz, € C;) = (1.32)

fication soit faite de fagon univoque, chaque donnée z;, doit étre affectée a la classe C;
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pour laquelle P(z; € C;) est maximale pour tout ¢ = 1,...,s. L’obtention du meilleur

parametre ® est basée sur 'estimation du maximum de vraisemblance.

Le maximum (éventuellement local) est obtenu par l'utilisation de ’algorithme EM
qui consiste a mettre a jour itérativement le parametre ®. Cet algorithme est essentielle-
ment composé de deux étapes : I'étape "Expectation” (étape E) et I’étape "Maximisation”
(étape M). L’étape M consiste a maximiser la fonction log-vraisemblance qui est redéfinie

apres chaque itération dans I'étape E (cf. Algorithme 1.3).

Algorithme 1.3

1. Fixer les valeurs initiales ®© = (@, 4@ %©) et mettre le compteur d’itération I
a0 (l=0).

2. Effectuer pour tout @@ = (a®, 4 ¥O) les procédures suivantes :
Etape E : Calculer

) 2 (D)
0 _ opizein” M) _ _
i _W,k—l,...,N,@—l,...,s,

N
v =Syl =1 s,
k=1

Etape M : Mettre a jour @ = (o, 1O ¥.O) par

0
+1) _ v
alth =%

; =2, 1=1,...,s,
N
I+1 l :
/~L§+):\1/1(l)z z(k)zkalzlw"?s?
ik]:\fl
I+1 l I+1 +1 ’
Ez(‘+):\1;1(1);wz‘(k)(zk_ﬂz(+))<zk_ﬂz(+))TvZ:L""S’
i k=1

3. Si la condition de convergence définie par

‘ Z<-l+1>—2(l>H
max{ - . 2,i=1,...,8}<8

»(?
e<<1

oél(l+1) _

‘ M§l+l)_ﬂ5l)

0

@ ‘

o)

ai-l) )

2 2 2

est satisfaite, alors mettre [* = [ + 1 et terminer. Le parametre ® est alors donné par
d* = &) Sinon, faire [ =1+ 1 et aller & I'étape 2.

Phase 2 : Estimation des hyperplans définissant les régions
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Nakada et al. utilisent un classifieur binaire SVM [81] pour 'identification des parametres
des hyperplans définissant les régions dans 'espace de régression. L’objectif consiste a
trouver I'hyperplan J4; = { ¢ : a,?jgo + bj; = 0}, séparant deux classes C; et C; ou
a;; € R" et b;; € R. A cette fin, ils résolvent le probleme de programmation quadratique
(QP) [81] suivant :

minimiser ||a;||” + v > Uhk

he{i,gtzkeCh
sous contrainte aiTjtp(k:) +bij > 1 — v, v, > 0,2, € C;
(l;;(p(k) + bij < —(1 — lec)7 Vik >0,z € Oj

(1.33)

Ici, > °,c (i.j}.2neCy, Vnk €st une mesure du degré de classification erronée que 'on souhaite
minimiser. La quantité ||a;;|| dans la fonction objectif représente 'inverse de la marge

entre les deux classes. Le scalaire v est une constante réelle positive.

Phase 3 : Estimation des vecteurs de parametres des sous-modeles
A partir des données regroupées en différents sous-modeles disjoints, les vecteurs de pa-
rametres 6;, i = 1,2,...,s, sont estimés par I'algorithme des moindres carrés. Pour tout

1=1,2,...,s, le parametre de chaque sous-modele peut étre estimé par la formule

0; = (X, X)) X,'Y;,
X; = [@p(kin), @(kia), - .., Bkin,)]

N T T T
ot p(ky) = [90 (ki) 1} Y= [y(ka), y(kia), - y(kin,)] et Ci = {kazkm e ,ZkiNi}'

Ici, la quantité N; désigne la cardinalité de Cj.

L’approche proposée par [67] pour partitionner les données est tres discutable. En effet,
les auteurs ne se basent que sur le modele de mélange gaussien pour séparer completement
les données sans tenir compte des vecteurs de parametres. Cette approche risque de ne pas
étre efficace si les données des différents sous-modeles ne forment pas des classes assez dis-
tantes dans l'espace de régression. De plus, du fait de I’équipartition des différents modeles,

certains modeles se retrouvent favorisés par rapport aux autres lors de la prise de décision.

Nakada et al. suggerent une technique d’extraction du nombre de sous-modeles lorsque
les ordres sont connus sur la base du critere associé a ’estimation du maximum de vraisem-
blance. Tout d’abord, ils fixent deux entiers positifs $,,i, €t Smae tels que Spmim < 8 < Smae-
Ensuite, pour tout s € [Spin, - - - » Smaz|, 1ls estiment le parametre ®,, ou ®, désigne 'esti-
mée de ® pour un s donné. Puis, I'estimation de s est donnée par

§= argmin J (g, s) (1.34)

$=S8min;---;Smax
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ou J est un critere spécifié choisi parmi les criteres d’information existants pour la sélection
de modele [43]. 11 est défini par

J (D, 5) = —2L(®,) + A(N)D(s) (1.35)

ou L est la fonction de log-vraisemblance définie par (1.31). Le second terme pénalise le
nombre de données et de sous-modeles. Dans (1.35), D(s) représente le nombre de para-
metres indépendants, tandis que A(N) est une fonction dépendant du nombre de données
N.

Dans la section suivante, nous présentons une méthode basée sur la régression par les

machines a vecteurs de support [54].

1.6 Méthode basée sur la régression par les machines

a vecteurs de support (SVR)

Lauer et al. [54] [56] [55] proposent une approche basée sur la régression par les ma-
chines a vecteurs de support (SVR). Le probleme d’identification est reformulé comme
un programme d’optimisation non-linéaire sous contraintes linéaires. Les non-linéarités
impliquées dans le critere de ce programme d’optimisation sont des produits de variables
continues et positives. Le critere est donc donné sous la forme d'une fonction réguliere,
contrairement a ’approche basée sur I'optimisation mixte impliquant des variables en-
tieres. La méthode ainsi proposée par [54] est ensuite étendue pour traiter les systeémes

hybrides non-linéaires.

Le modele considéré est défini par §(i) = fi,(@(i)) ou A; € {1,..., s} est I'état discret

a l'instant 7. Les s sous-modeles affines sont de la forme :

file)=w/g, j=1,....s (1.36)

Suivant I’approche de régression par les machines a vecteurs de support (SVR), les sous-
modeles (1.36) sont estimés en minimisant les normes des vecteurs de parametres ||w;||,.
En exploitant I'idée de la contrainte de l'erreur bornée (1.16), Lauer et Bloch reformulent
le probleme d’identification comme le probleme d’optimisation suivant

S
. 2
min 3 f|lw;
wj =1

J =
—0 <y(i) —wy,@(i) <4, i=1,...,N

7

(1.37)
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olt I'erreur absolue |e;;| = |y(i) — w}@(z)! doit étre inférieure au parametre § uniquement
pour le sous-modele f;. Cependant, sans connaissance a priori de I'état discret (ou de
la région R; dans le cas des systemes dynamiques affines par morceaux) le probleme
ne pourra pas étre résolu. Pour contourner cette difficulté, les auteurs considerent une
fonction de perte non négative qui permet de pénaliser les erreurs supérieures a . Une

solution approximative du probléme (1.37) peut alors étre trouvée en résolvant le probleme

suivant
. 5 2

wg}ﬁg%; [[wj[;

& —0<y(i) —w/p(i) <0+&;, i=1,...,N,j=1,...s (1.38)

[[€,=0,i=1,...,N,

j=1
qui met en oeuvre cette fonction de perte pour € = § avec des variables ressort! :
&j > ley), 1 =1,...,N, j = 1,...,s. La variable ressort {;; peut étre vue comme

I’erreur du sous-modele j pour le point de donnée i sous le seuil 4.

FIGURE 1.4 — Representation des variables ressort &;; dans le cas de l'identification d'un

systeme dynamique affine par morceaux.

Les égalités non linéaires ne sont pas faciles a traiter du point de vue de I'optimisation.

En outre, le fait d’imposer des contraintes dures, telles que dans (1.38), n’est pas robuste

1. En anglais : slack variables
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aux valeurs aberrantes, car le probleme peut devenir impossible. Les contraintes sont donc

relachées et le probleme est enfin formulé sous la forme

min w w; +C i
wy £y > Z ! IZUH@ (1.39)

—§j—(51N§y—<I>wj§(51N+£j,jzl,...,s

ot ® = [ (1) p(2) ... @(N)}T, v = [v(1) ¥ ...y(N)}T, &= |6 & ...gNj]T,

1y =[11...1]" € RN et C est une constante de régularisation.

La résolution du probleme (1.39) permet d’obtenir les vecteurs de parametres w;, j =
1,...,s. En outre, I’état discret \; peut étre déduit a partir des variables §;;. En effet
N = J, quand &;; = 0.

Pour tenir compte des niveaux de bruit qui peuvent différer d’un sous-modele a un autre,
[54] propose de remplacer le parametre § par 0;. Cependant, cette solution augmente le
nombre de parametres et la quantité d’informations a connaitre a priori.

La régularisation peut également étre obtenue en minimisant la norme /1 des vecteurs de
parametres w; au lieu de [Jw;||, dans la fonction objectif (1.39). Cela est équivalent au

probleme d’optimisation suivant :

min Z 1Ta; +C Z H &ij

wj,a;>0,85> i=1j=
—£J—(5]1§y—<bwj§(5]1+§], jzl,...,S
—ajgwjgaj, jzl,...,s

(1.40)

oll les vecteurs a; sont des variables positives introduites pour borner ||w;|, par 1\a;.

Lauer et Bloch ont également proposé des procédures d’estimation des ordres du sys-
teme et du nombre de sous-modeles s a partir d'une surestimation des ordres et du nombre
de sous-modeles. Néanmoins, ces procédures nécessitent quelques connaissances a priori

sur le systeme a modéliser.

Pour estimer les régions correspondant a chaque sous-modele, Lauer et Bloch ont fait
appel a un classifieur non linaire binaire SVM (voir Annexe 1). La frontiere séparatrice

non linéaire S est donnée, dans ce cas, par

=D Bik(e(),0) +b=0. (1.41)

Compte tenu de ce qui a été présenté précédemment, la procédure du regroupement de

données est présentée dans Algorithme 1.4. Le probleme d’identification (1.39) est un pro-
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Algorithme 1.4

1. Estimer les vecteurs de parametres en résolvant le probleme d’optimisation (1.39).
2. Estimer ’état discret par \ = argmin;_;  gle; |, i=1,..., N.

3. Identifier ’ensemble U des données dites indécidables pour lesquelles le critere
leij| < 0; est satisfait pour plusieurs sous-modeles f;.

4. Estimer les frontieres séparatrices S; en utilisant le classifieur b (Eq. (1.41)) sur les
données décidables ¢(i), i € {1,..., N}\U.

5. Pour tout i € U si }y(z) - f/\(go(z))} < d5,, assigner la donnée (i) en se basant sur

h(p(4)).

bleme d’optimisation non linéaire sous contraintes linéaires. Ces méthodes sont connues
pour leur cotit calculatoire important. De plus, la méthode proposée nécessite la connais-

sance a priori de quelques parametres.

1.7 Conclusion

Ce premier chapitre a été consacré a un état de I’art sur 'identification des systemes

dynamiques hybrides. Apres avoir défini et reformulé le probleme d’identification des sys-
temes hybrides (plus particulierement les systemes dynamiques affines par morceaux),
nous avons décrit les principales techniques d’identification existantes dans la littérature.
Nous avons notamment détaillé les méthodes basées sur les techniques de classification et
la méthode basée sur la régression par les machines a vecteurs de support (SVR). Cha-
cune des contributions mentionnées ci-dessus possede des avantages et des inconvénients
suivant les hypotheses faites sur le nombre de sous-modeles, les ordres du systeme, le cotit
de calcul ou encore suivant les performances réalisables en présence de bruit.
Les approches d’identification que nous proposons dans les chapitres suivants s’appuient
sur une classification non supervisée pour grouper les données de régression relatives au
méme sous-modele affine. Contrairement aux autres méthodes citées, elles ne nécessitent
la connaissance a priori que d’'un seul parametre de réglage.

Nous considérons également dans cette these des modeles dynamiques affines/non li-
néaires par morceaux dont les parametres des sous-modeles et des régions peuvent varier
dans le temps. L’objectif sera alors de modéliser les différents sous-modeles et leurs do-
maines de validité mais aussi de suivre I’évolution de leurs parametres et de leurs régions

dans le temps.
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Chapitre 2. Classification de données et estimation de parametres

2.1 Introduction

Apres avoir présenté dans le chapitre précédent un état de I'art sur les principales tech-
niques d’identification de systemes hybrides existant dans la littérature, nous proposons,
dans ce chapitre, une nouvelle approche d’identification de systemes dynamiques affines
par morceaux (PieceWise Affine — PWA en anglais). Les modeles dynamiques affines par
morceaux ont été introduits pour décrire les phénomenes non linéaires dans les systemes
réels. Des systemes dynamiques décrits par les PWA ont été considérés dans de nombreux
travaux (réseaux de neurones [6],[37], approximation de fonctions [45],[46] , analyse de

séries temporelles [63],[64]).

Comme nous ’avons indiqué dans le chapitre précédent, I'identification des modeles af-
fines par morceaux (PWA) est un probleme complexe qui implique a la fois la classification
de données, I’estimation des vecteurs de parametres définissant les différents sous-modeles
affines, et I'estimation des coefficients des hyperplans définissant la partition du domaine
de régression [71]. Nous traitons dans ce chapitre, le probleme de la classification des don-
nées en des classes disjointes et de I'estimation des vecteurs de parametres caractérisant
chaque sous-modele (voir figure 2.1). L’estimation des parametres des hyperplans définis-
sant la partition du domaine de régression sera traitée dans le chapitre suivant. L.’approche
proposée, dans ce chapitre, est basée sur une classification non supervisée combinée avec
une technique de régression linéaire pour grouper les données de régression relatives au
méme sous-modele affine. Cette approche consiste a alterner 1’assignation des données de
régression a un sous-modele et I'estimation des parametres de ce sous-modele. La mesure
de similarité employée est originale; elle est composée de la distance euclidienne entre
les données appartenant au meéme sous-modele et de 'erreur entre la sortie du chaque

sous-modele et la sortie réelle.

L’approche que nous proposons dans ce chapitre rentre dans la catégorie des méthodes
basées sur les techniques de classification [35][67]. Elle se distingue de ces méthodes par
le fait qu’elle ne nécessite pas de connaissance a priori sur le nombre de sous-modeles.
Seulement les ordres du systemes doivent étre fournis. De plus, nous avons réduit le nombre
de parametres que les autres méthodes exigent a l'utilisateur a un seul parametre ¢ qui

est le nombre de plus proches voisins.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la section 2.2, nous présentons
la structure des systemes affines par morceaux, et nous formulons le probleme de 1’iden-
tification pour ces systemes. Dans la section 2.3, nous décrivons une procédure générale
de classification des données et d’estimation des vecteurs de parametres. La procédure
de réaffectation de données sera ensuite améliorée via une modélisation de connaissance

incertaine par la théorie de Dempster-Shafer [77], [78]. Cette théorie permet de repré-

34

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

2.2. Motivation et formulation du probleme

Données

(mesures entrée-sortie)

Classification de données
et

Estimation de parametres

\ 4

Estimation des régions

Procédures d’identification

F1GURE 2.1 — Procédures d’identification des PWA.

senter explicitement, a partir d’outils mathématiques, 'incertitude sur les connaissances.
Enfin, dans la section 2.4, nous montrons comment cette approche de classification des
données peut étre adaptée afin de traiter le cas des modeles dynamiques non linéaires par

morceaux.

2.2 Motivation et formulation du probleme

Les modeles PWA forment une classe particuliere et probablement 'une des plus im-
portantes des systemes hybrides. Ils possedent la propriété d’approximateurs universels.
Ils sont construits en partitionnant ’espace des régression en un nombre fini de régions po-
lyédriques et en associant un modele local affine (que nous appellerons aussi sous-modele)
a chaque région.

La principale difficulté lors de 'identification des modeles affines par morceaux réside dans
le fait que le probleme d’identification des vecteurs de parametres n’est pas proprement
séparable de la phase de classification automatique (clustering en anglais) des données
caractérisées par des mesures entrée-sortie en des classes disjointes. Chaque donnée est
associée au sous-modele affine le plus approprié. En effet, la connaissance des parametres

décrivant chaque sous-modele du systeme permettrait de partitionner immédiatement 1’en-
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semble des données.

Deux cas peuvent alors étre distingués :

1. La partition des données est connue a priori.

2. La partition des données est estimée au fur et a mesure que les parametres des

sous-modeles sont estimés.

Dans le premier cas, la classification des données n’est pas nécessaire et ’estimation
des sous-modeles peut étre effectuée en recourant a des techniques standards d’identifica-

tion linéaire telles que les moindres carrés.

Dans le second cas, la classification des données ne peut pas s’effectuer sans connais-
sance des vecteurs de parametres définissant les sous-modeles. Il est donc nécessaire de
traiter simultanément le probleme de la séparation des données par sous-modele et celui

de I'estimation d’un vecteur de parametres pour chaque sous-modele.

Cette tache d’identification est encore plus délicate a effectuer quand le nombre de
sous-modeles s doit lui aussi étre estimé. En effet, si le nombre de sous-modeles n’est pas
connu a priori, s’ajoute aux problemes de la classification des données et de I'estimation
des vecteurs de parametres, le probleme de trouver le nombre minimal de sous-modeles
qui correspondent le mieux aux mesures entrée-sortie. Sans contrainte de minimalité sur
le nombre de sous-modeles, on pourrait obtenir un modele qui expliquerait parfaitement
le comportement du systeme en choisissant autant de sous-modeles que de données. Il
est évident que cette solution est a proscrire car elle introduit une surparamétrisation du
modele obtenu. Il est donc nécessaire d’imposer des contraintes sur le nombre de sous-
modeles s de fagon a minimiser le nombre de sous-modeles identifiés tout en garantissant

une erreur d’identification faible.

Considérons un systeme MISO, dynamique affine par morceaux de s sous-modeles,

défini par
y (k)= fp(k) +e(k), (2.1)
ou (k) est l'erreur de prédiction et p(k) € R" est le vecteur régression, défini par

(p(k) = [y<k - 1)7 e 7y(k - na)7 u(k)Tv T 7u(k - nb>T]T ) (2'2)

ou u(k) € R™ et y(k) € R sont respectivement l'entrée et la sortie mesurée du systeme a

I'instant k € Z, n, et n, sont ses ordres.
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Dans I"équation (2.1), f est une fonction affine par morceaux de la forme

07 a(k) sio(k) =1
fle(k) =1 : (2.3)
0. (k) sio(k) =s,

-
ou ¢ = [ng 1} est le vecteur de régression étendu et {6;}°_, sont les vecteurs de
parametres qui définissent les sous-modeles. o (k) est la loi de commutation qui est définie

par
o(k)=1i ssi @pk)eR;, i=1...,s. (2.4)

Les régions {#;};_, forment une partition compléte du domaine de régression & C R”,

avec n = n, + m(ny, + 1), chaque région R; est un polyedre convexe décrit par
R, ={peR": Hp <0}, (2.5)

ou H; est une matrice de dimensions appropriées et 0 est le vecteur nul.

Etant donné les mesures entrée-sortie (u(k),y(k)), générées par un systéme caracté-
risé par (2.1), la procédure présentée dans ce chapitre consiste a (i) déterminer le nombre
de sous-modeles nécessaires a 1’obtention d’une bonne approximation du systeme, (ii) ré-
soudre un probleme de classification des données dont le but est de séparer les données
disponibles selon leurs sous-modeles affines respectifs, (iii) estimer les parametres associés
a ces sous-modeles.

Il est a noter que les procédures que nous proposons, dans ce chapitre, permettent 1’esti-

mation de ces trois quantités de facon simultanée.

2.3 Classification de données et estimation de para-
metres des modeles PWA

L’approche proposée s’appuie sur une classification non supervisée combinée avec des
techniques de régression linéaire pour grouper les données de régression relatives au méme
sous-modele affine. Cette approche consiste a alterner ’assignation des données de régres-
sion a une classe et 'estimation des parametres du sous-modele correspondant a cette
classe [15],[19].
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Dans le cas de la classification non supervisée, les étiquettes (ou indices des classes
d’appartenance) des données de régression ne sont pas connues a priori. La méthode de
classification a donc pour objectif de construire la partition des données, c¢’est-a-dire de
déterminer 'appartenance des données aux classes. L’affectation des données aux classes

se fait a partir de I’évaluation d’un critere de ressemblance.

Pour surmonter la difficulté liée au fait que le nombre de sous-modeles est inconnu a
priori, la procédure proposée procede, dans sa phase initiale, a la création de N classes
singletons %;, © = 1,..., N avec les N données de régression disponibles. Pour chacune de
ces classes singletons, nous commencgons par estimer un vecteur de parametres avec les ¢
vecteurs de régression les plus proches (au sens de la distance euclidienne) du régresseur
concerné (avec ¢ un entier donné). A chaque étape de l'algorithme, les données peuvent
migrer selon des regles convenues, d’une classe a une autre, entrainant ainsi une réduction
progressive du nombre de classes (et donc du nombre de sous-modeles) par élimination
des classes vides ou inconsistantes. Chaque vecteur de parametres est alors adapté suivant
I’évolution de la classe correspondante. La réaffectation de chaque donnée est basée sur
des mesures d’appartenance originales calculées a partir des ¢ plus proches voisins de la
donnée concernée. La procédure de réaffectation de données est ensuite modifiée par une
modélisation de données incertaines par la théorie de Dempster-Shafer. Enfin, I'algorithme
de classification de données est doté d’un critere d’arrét permettant d’arréter la procédure

de réaffectation de données quand les vecteurs de parametres se stabilisent.

Grace a cette procédure, nous traitons simultanément le probleme de la séparation
des données par sous-modele, I’estimation d'un vecteur de parametres pour chaque sous-
modele (a partir des données contenues dans chaque classe) et 1’estimation du nombre de

sous-modeles.

Comme il est montré sur le synopsis de la figure 2.2, 'approche que nous proposons

est composée de trois étapes qui sont :
1. Initialisation.
2. Réaffectation de données.
3. Test de convergence.

L’algorithme proposé a comme entrées : les données entrée-sortie {y(z),go(z)}fil et le
nombre ¢ fixant le nombre des plus proches voisins, et comme sor;:ies : le nombre de sous-
modeles s, les classes {€;};_, et les vecteurs de parameétres {él} . A T'initialisation, les
données sont utilisées pour créer N classes, ensuite elles sont rlé_alﬁectées par itérations

successives jusqu’a ce que le critere d’arrét soit vérifié afin de stopper la procédure de
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réaffectation de données. Dans ce qui suit, nous détaillerons les trois étapes constituant

notre algorithme.

Nombre ¢

{y(z), Qp(i)}i:

Initialisation

> Réaffectation de données

Non

Test de convergence

— Nombre de sous-modeles s,
— Classes {€;};_,,

~ S
— Vecteurs de parametres {91}

1:1.

FIGURE 2.2 — Algorithme de classification de données et d’estimation de parametres des
modeles PWA.

2.3.1 Initialisation

Le nombre de sous-modeles étant inconnu, I'idée est alors de procéder a la création de N
classes singletons avec les N données de régression disponibles ¢ = {4}, ..., ¢y }. Chaque
classe €; correspond a un sous-modele. Cela revient a poser (a I’étape initiale) s = N, ou §
est 'estimée du nombre de sous-modeles. Les données & classer sont z(i) = [¢(i) ", y(i)] !
;i=1,..., N, cest-a-dire que chaque donnée est obtenue par la concaténation du vecteur
de régression et de la sortie mesurée.

A ces N classes, on associe les vecteurs de parametres égo), e ,éj(\?). Cependant, étant
donné que chaque classe ne contient qu’une seule donnée, elle peut admettre une infi-

nité de vecteurs de parametres. Nous proposons pour le calcul de égo) de considérer la
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donnée z(i) de la classe €; et ses ¢ plus proches voisins (¢-ppv) et d’utiliser la technique

des moindres carrés sur ces c+1 données de régression ; cette technique est décrite ci-apres.

La méthode des moindres carrés
Soient NN; données (p(k),y(k)), k = 1,..., N; générées par un modele affine, ou (k) et
y(k) sont respectivement le vecteur de régression et la sortie du modele a U'instant k. Un

tel modele s’écrit :
y(k) = 0] @(k) (2.6)

-
ol @ = [apT 1 } .
La méthode des moindres carrés consiste a calculer le vecteur de parametres 6;, définissant

ce modele affine, en minimisant

N

1 N,

V(0:) = 5 22 (k) — 07 e(k))". (2.7)

Ce critere est minimisé pour :

d = (i sO(k)sOT(k)>

Cette derniere équation peut s’écrire sous la forme suivante :

S o(k)u(k). 2.8)

b= (27d) DY (2.9)
.

et Y = [y(1),y(2),...,y(N:)] ",

o [«p(l) P(2) -+ o)
1 1

Le parametre ¢ devrait étre convenablement choisi afin d’obtenir une bonne initiali-
sation des vecteurs de parametres 9}0). Si le rapport signal sur bruit est élevé, une faible
valeur du nombre de plus proches voisins ¢ pourrait induire une estimation correcte des
vecteurs de parametres alors que si le parametre ¢ augmente, cela augmenterait le nombre
de vecteurs de parametres aberrants calculés a partir des plus proches voisins issus de diffé-
rents sous-modeles. Cependant lorsque le niveau de bruit n’est pas négligeable, une faible
valeur du parametre ¢ produirait une mauvaise estimation des vecteurs de parametres
(une estimation avec une forte variance). Dans ce cas, la solution serait d’augmenter la
valeur de ¢ pour lisser 'influence du bruit. Néanmoins, si la valeur de ¢ dépasse le nombre
de données de régression dans chaque sous-modele, cela donnerait des vecteurs de para-

metres initiaux erronés.
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FIGURE 2.3 — Représentation des vecteurs de parametres initiaux pour différents niveaux

de bruit et pour différentes valeurs de ¢ pour s = N = 30.
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Pour illustrer 'influence du parametre ¢ sur ’étape d’initialisation, nous considérons
un systeme dynamique affine par morceaux d’ordres n, = n, = 1 a trois sous-modeles
(s = 3). Un ensemble de N = 30 données est généré suivant ce modele. Sur la figure 2.3,
nous représentons les deux composantes des vecteurs de parametres initiaux correspon-
dants aux 30 classes singletons, dans le cas de données non bruitées (colonne 1) et dans
le cas de données bruitées avec un rapport signal sur bruit SNR=20db (colonne 2). Dans
la premiere colonne, nous constatons que l'initialisation est meilleure pour ¢ = 2 ou les
trois classes des vecteurs de parametres se distinguent bien. Plus le nombre ¢ augmente,
plus les trois classes de vecteurs de parametres se chevauchent. Ceci est du au fait que
certains vecteurs de parametres sont calculés a partir de plus proches voisins issus de dif-
férents sous-modeles. Dans le cas des données bruitées (colonne 2), nous constatons que
I'initialisation est meilleure pour ¢ = 5. En effet pour ¢ = 2, suite aux effets du bruit, les
vecteurs de parametres sont estimés avec une forte variance. Pour ¢ = 10, les vecteurs de
parametres sont calculés a partir de plus proches voisins issus de différents sous-modeles.
Notons qu’'une mauvaise initialisation n’influe pas beaucoup sur la convergence de la pro-
cédure de classification de données et d’estimation de parametres vers les bonnes valeurs.
En effet, comme on peut le constater plus tard, dans I'exemple 2.2, quelle que soit la valeur
de ¢, la procédure proposée permet I'obtention du modele PWA qui correspond le mieux
aux données entrée-sortie fournies. Le parametre ¢ est donc un parametre de réglage qui

pourra étre ajusté en fonction de la précision souhaitée.

Pour diminuer le nombre de classes, il est nécessaire d’utiliser une regle de décision
efficace pour réaffecter les données initialement partitionnées en N classes. Les données
pourront alors migrer vers les classes les plus représentatives. Les classes les moins repré-
sentatives deviennent vides et sont alors éliminées permettant ainsi de diminuer le nombre

de classes (de sous-modeles).

2.3.2 Réaffectation de données

Cette étape de la procédure consiste a regrouper les données de régression (initiale-
ment réparties en N classes) en un nombre minimal s de classes disjointes. Dans le cas
des PWA | les données appartiennent a des modeles localement affines. Cela signifie que
deux données z(i) et z(j) suffisamment proches (au sens de la distance euclidienne) sont
susceptibles d’appartenir au méme sous-modele affine. C’est pourquoi notre stratégie vise
a minimiser simultanément la distance euclidienne entre chaque paire de données apparte-
nant au méme sous-modele ainsi que 'erreur entre la sortie mesurée et la sortie de chaque

sous-modele affine.
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L’affectation des données aux sous-modeles se fait a 1’aide d’un certain critere de si-
milarité. Ce critére permettra de déterminer I'apport d’information (d’un point de vue de
la ressemblance) des données de régression x(i) par rapport aux N classes %; initialement
créées afin de réaffecter ces données et donc de diminuer le nombre de classes. Les infor-
mations prises en compte dans la construction des mesures de similarité peuvent étre de
différentes natures, et ceci en exploitant toutes les formes de ressemblance qui peuvent
exister entre les données.

Etant donné que les données de régression z(i),i = 1,..., N appartiennent a des modeles
localement affines, leur réaffectation peut donc étre basée sur les apports d’information
(sur la proximité géométrique et la linéarité locale) fournis par leurs ¢ plus proches voisins
(c-ppv). Le choix des plus proches voisins est motivé par le fait qu'’ils représentent des
sources d’information pouvant balayer un environnement local. En effet, ces informations
peuvent nous renseigner sur le modele qui englobe la donnée concernée. Ainsi, la donnée
x(2) peut migrer vers I'une des classes contenant ses plus proches voisins suivant une regle
de décision.

Soit I'. (x(7)) I'ensemble des c¢-plus proches voisins de z(i) et soit x(j) € I'. (z(7)), j # 1
un des plus proches voisins de x(¢) appartenant a la classe (), 0(j) € {1,...,5}. Nous

introduisons la mesure de similarité
) . 2
65 = oxp (~asepllo) = s = Bay (400~ ppt) ) (210)

pour caractériser l'information fournie par x(j) sur I’éventuelle appartenance de z(i) a la
classe €5 ;).

La plus grande valeur que peut prendre cette mesure de similarité est 1. Cela ne se produit
que si (i) = z(j) et Perreur entre la sortie réelle y(7) et la sortie reconstruite QAI( »P(i) est
nulle. A l'inverse, la valeur minimum de cette mesure de similarité est 0. Cela se produit
si la donnée (i) se situe a U'infini par rapport a z(j) ou si 'erreur entre la sortie réelle
et la sortie reconstruite est infinie. Dans ce cas, nous disons que la source d’information
fournie par z(j) apporte une information selon laquelle z(7) ne peut pas étre attribué a

la classe € ;).

A~

Dans I'équation (2.10), 5(;) est le vecteur de parametres associé a la classe €.
Ce vecteur de parametres est calculé en utilisant la technique des moindres carrés sur
I'ensemble des données de la classe €5(;) via la formule (2.9). La mesure (2.10) vise a la
fois & minimiser la distance euclidienne entre les vecteurs x(i) et z(j) et l'erreur entre la
sortie du sous-modele 6(j) et la sortie y(i) (voir Figure 2.4).

Les parametres ags(j) et fs(j),0(j) € {1,...,5} sont strictement positifs, et sont calculés

43

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Chapitre 2. Classification de données et estimation de parametres

y(k)

w(k)

FIGURE 2.4 — Illustration de trois sous-modeles affines dans 1’espace de régression aug-

menté.

selon les formules

Oz&(j) = 1 (2.11)

0 (k) = (D]

2
" kothze0) Lo=s()
1

S (uth)— 00

90| ko2

Ba) = (2.12)

ol |,| représente la cardinalité de €.

Le parametre ag(;) représente l'inverse de la moyenne du carré la distance entre chaque
paire de données appartenant a la classe €5(;). En d’autres termes, il représente I'inverse
de la distance intra-classe de la classe 65 ;). Le parametre 3;(;) est l'inverse de la valeur
moyenne du carré de 'erreur entre la sortie mesurée et la sortie du sous-modele corres-

pondant a la classe ;).

A présent, nous disposons de ¢ mesures de similarité pour décider sur la réaffectation
de la donnée x(i) aux § classes existantes. Il est alors nécessaire de combiner ces ¢ mesures
afin d’obtenir s criteres d’appartenance. Ainsi, nous introduisons le critere d’appartenance
de x(i) a la classe €, comme :

i
P(2(i) € 6)) = ’“/”(’“)egz(m;?%} Lge{l,... 5. (2.13)
k=1 Pk

Cette mesure sert de critere pour la réaffectation de données. Elle représente la somme

de toutes les informations fournies par les plus proches voisins appartenant a la classe
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¢, sur la somme de toutes les informations fournies par les c-ppv. On peut noter que
Zizl P(x(i) € 6;) =1et 0 < P(x2(i) € 6,) < 1. Le critere d’appartenance P (z(i) € 6,)
vaut 1 si tous les éléments de I'. (z(7)) appartiennent a la classe €, et il vaut 0 si aucun

élément de I'. (x(7)) n’appartient a €.

La décision se fait par laffectation de x(i) a la classe @, ret € {1,...,5} qui maxi-

mise le critere (2.13). Dans ce cas, 'affectation de z(i) s’effectue par :

Cret = Cree U{x (i)} tel que ret = argmax (P (z(i) € 6,)). (2.14)
q=1,...,5
Les données z(i), i = 1,..., N, sont réaffectées apres chaque itération. Les parameétres
a, et By,q € {1,...,5} ainsi que le nombre de classes § sont adaptés a chaque itération

(apres l'affectation de la donnée) afin de tenir compte de I’évolution des classes. La pro-

cédure de réaffectation de données est arretée des que le critere d’arret est satisfait.

2.3.3 Critere d’arrét

La mise en place d'un critere d’arrét est nécessaire pour détecter la stabilisation de la
partition de données. La procédure peut étre arrétée quand les performances n’augmentent
plus, c’est-a-dire quand lerreur d’identification (I’erreur calculée entre le systéme réel
et le modele reconstruit) ne diminue plus. Ainsi, le critere d’arrét de la procédure de
classification des données et d’identification des parametres est basée sur la comparaison
entre les vecteurs de parametres antérieurs ©() et les vecteurs de parametres postérieurs
O+ o r est l'indice de l'itération et O = [éy), . ,ég)} Le critere d’arrét est le
suivant

e+ — e < w. (2.15)

ou v est un seuil au choix de I'utilisateur. Dans nos simulations, un seuil v de 'ordre de
1075 a été utilisé.
Si le critere (2.15) est satisfait, alors la procédure de réaffectation des données est arrétée,

sinon on fait r = r + 1 et on continue la réaffectation des données.

En tenant compte de ce qui précede, la procédure de classification de données et
d’estimation de parametres est exposée dans la table Algorithme 2.1. Le parametre
¢, c’est-a-dire le nombre de plus proches voisins, est le parametre de réglage de notre
I’algorithme. Les simulations montrent que plus c est petit, plus le nombre de sous-modeles
obtenus par 'algorithme est grand. Ainsi, le choix de ¢ dépend de la précision souhaitée

sur le modele estimé.

45

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

Chapitre 2. Classification de données et estimation de parametres

Algorithme 2.1

Etape 1 Initialisation :

— Fixer ¢, §= N, r =0, poser ¢, = {z(1)},i=1,...,5.
— Calculer les parametres 00 = [é%o), .. ,ééo)].

Etape 2 Réaffectation des données :

Pour:=1,...,N

— Pour tous les c-ppv z(j) € I (z(4)), j = 1,. .., ¢, calculer ¢, Eq. (2.10).

— Calculer les mesures d’appartenance P(x(i) € 6,),q € {1,...,5}, Eq. (2.13).
— Décider sur 'affectation de (i), Eq. (2.14).

Fin pour.

— 5§ = nombre de classes non vides.
— Adaptation des parametres :
- Adapter ©) en utilisant la méthode des moindres carrés sur les données de chaque
classe non vide.
- Adapter les parametres a, et 8,,q € {1,...,5}, Eq. (2.11) et (2.12).

Etape 3 Test de convergence :

Si H@(T“) — @(’”)” <w, s = §, terminer 'algorithme. Sinon faire » = r + 1 et retourner

a ’étape 2.

Pour atténuer les problemes des erreurs de classification de données de régression si-
tuées dans les zones de chevauchement de sous-modeles dans 1’espace de régression, nous
présentons dans la section suivante une classification de données basée sur une modé-
lisation de connaissances incertaines par la théorie de Dempster-Shafer. Cette théorie
permet de représenter explicitement, a partir d’outils mathématiques, l'incertitude liée

aux connaissances.

2.3.4 Réaffectation de données basée sur la théorie de Dempster-
Shafer

La théorie de Dempster-Shafer [77], [78] (ou théorie des fonctions de croyance) est un
formalisme utilisé pour la modélisation de connaissances incertaines. Contrairement a la
théorie bayésienne, elle ne se base pas sur une quantification probabiliste, mais sur un
modele plus général basé sur les fonctions de croyance. En effet, elle permet de raisonner

dans l'incertain avec un degré de croyance suffisamment général pour englober les ap-
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proches probabiliste classique et possibiliste. Le but de cette théorie est de permettre de
combiner des informations distinctes pour décider sur une hypothese définie.

La théorie de Dempster-Shafer repose sur deux niveaux de perception des informations.
Le premier niveau est appelé "niveau crédal”. Il permet la modélisation et la fusion de
I'information par les masses de croyance. Le deuxieme niveau est appelé "niveau pignis-
tique”. Ce niveau est entierement dédié a la prise de décision et est clairement séparé de

la modélisation des données.

2.3.4.1 Quelques rappels sur la théorie de Dempster-Shafer

Dans cette section, nous présentons le principe de la théorie de Dempster-Shafer. Nous
définissons tout d’abord ce qu’on appelle une fonction de masse de croyance. Ensuite,
nous montrons comment des masses de croyance issues de plusieurs sources d’information
distinctes peuvent étre combinées pour donner une seule masse de croyance grace a la regle
de combinaison de Dempster. Enfin, nous présentons le niveau pignistique de cette théorie
ou les mesures de croyance sont transformées en une probabilité pignistique permettant

la prise de décision.

Définition de la fonction de masse : Considérons une variable aléatoire x prenant
sa valeur dans un ensemble %. Une connaissance partielle quant a I’hypothese de 'appar-
tenance de la valeur de x & un sous-ensemble de € (z € A) peut étre représentée par une
masse de croyance [77], [78], définie comme une fonction m de 2% (ensemble des parties
de €) vers [0, 1], vérifiant :

S (4) = 1. (2.16)
AC%

Les sous-ensembles de % qui recoivent une masse non nulle sont appelés des éléments
focaux de m. L’absence totale d’information concernant I’appartenance éventuelle de la
valeur de x a un sous-ensemble de % peut étre modélisée par une fonction telle que
m(%€) = 1 et m(A) = 0 pour tout sous-ensemble strict de €. Une connaissance parfaite
conduit a l'allocation de la totalité de la masse a un singleton de 4. On parle alors de

masse certaine.

Etant donnée une fonction de masse m, il est possible de définir une fonction de plausibilité

pl et une fonction de croyance bel de 2% dans [0,1]

pA)= 3 m(B)

B|BNA#)D
(2.17)
bel (A)= Y m(B).
B|BCA
A7
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La plausibilité pl désigne le degré avec lequel les informations disponibles ne discréditent
pas I'hypothese © € A. La croyance bel représente le degré avec lequel les informations

disponibles accréditent 'hypothese z € A.

Regle de combinaison des masses des croyances : La regle de combinaison origi-
nale, connue en tant que Regle de combinaison de Dempster, est une généralisation du
théoreme de Bayes. Cette regle met clairement en valeur ’accord entre des sources mul-
tiples et ignore les conflits grace a un facteur de normalisation.

Plusieurs masses de croyances my, mao,...my issues de différentes sources d’information
peuvent étre combinées par la regle de combinaison de Dempster pour donner une nou-
velle masse m = my @ mo & - - - & my appelée la somme orthogonale de my, mso,...my et

définie par :

J
(ml@m2@“'@mJ)(A):ﬁ > [T m;(4;),
A Az, Ayl 0 A=A =1 (2.18)
VACE,A#N0.
J
ou 1 — K est un coefficient de normalisation tel que K = > [T m;(4))

AI,AQ,...AJ\?AJ-:@jzl
représente la masse affectée a 'ensemble vide. En d’autres termes, la masse m représente
la somme sur les ensembles d’éléments incluent dans 2% tels que I'intersection des éléments
d’un ensemble donne A. Si on ne prend pas en compte la masse affectée a I’ensemble
vide, on obtient la regle de combinaison non normalisée de Dempster appelée regle de

combinaison conjonctive. Cette regle est définie par :

(@m0 - OmNA) = ¥ [ImyA)),

A1,Az,. Aj|NAj=A =1 (219)
J

VYAC €, A+

Prise de décision : Une caractéristique de la théorie de Dempster-Shafer est I'existence
de deux niveaux d’interprétation des croyances : le niveau crédal et le niveau pignistique.
Au niveau crédal, la connaissance est modélisée par I'intermédiaire des différentes mesures
de croyance. Le niveau pignistique est, quant a lui, dédié a la prise de décision. Les mesures
de croyance sont alors transformées en une distribution de probabilité, appelée probabilité
pignistique BetP, au moyen d’une opération appelée transformation pignistique. Cette

probabilité est définie par

BetP (A) =) —pr VACY. (2.20)
48
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ou | B| représente la cardinalité de B.

A partir de cette distribution de probabilité, il est alors possible d’utiliser les outils clas-
siques de la théorie de la décision statistique pour la prise de décision. Notons que la
fonction BetP satisfait a 'inégalité bel (A) < BetP (A) < pl (A).

Exemple explicatif :

Le Docteur Dupont a été retrouvé mort la veille de son 30eme anniversaire. Trois personnes
{Pierre, Paul, Marie} sont suspectées de son assassinat. Les enquéteurs disposent de deux
éléments d’enquéte : un témoignage et un indice. En effet, un témoin croit avoir vu un
homme sortir de la maison du docteur la nuit de sa mort avec une confiance de 0.7.
D’autre part, un mégot a été retrouvé sur la sceéne du crime ce qui amene les enquéteurs
a penser que le tueur est un fumeur avec une confiance de 0.6. Deux des trois suspects
sont fumeurs : Pierre et Marie. Se basant sur ces deux éléments les enquéteurs doivent
retrouver le meurtrier. Les enquéteurs décident alors de résoudre ce probleme en utilisant
la théorie de Dempster-Shafer.

L’ensemble de tous les suspects est ¢ = {Pierre, Paul, Marie}. L’ensemble des parties de
€ est donné par 2¢ = {(), {Pierre}, {Paul}, {Marie} , {Pierre, Paul} , {Pierre, Marie}

{Paul, Marie} , €¢’}. Les enquéteurs disposent de deux sources d’informations qui sont :

Source 1 (Témoignage) : La masse allouée a I'hypothese que {Pierre, Paul} soient
les meurtriers est égale a 0.7. Cette masse reste attachée a I'ensemble {Pierre, Paul}, elle
ne peut étre distribuée a ses éléments en l'absence d’informations complémentaires. La
masse allouée a I'ignorance, c’est-a-dire a I’ensemble de tous les suspects % est donc égale

a 0.3. Ceci se traduit par :

my ({Pierre, Paul}) = 0.7,
my (%) = 0.3, (2.21)
myi(A) = 0,VA € 2%\ {{Pierre, Paul} , ¢’} .

Source 2 (Indice) : La masse allouée a I'hypothese que {Pierre, Marie} soient les
meurtriers est égale a 0.6. La masse allouée a I’ensemble de tous les suspects € est égale
a 0.4. On a alors :

mo({Pierre, Marie}) = 0.6,

ma(€) = 0.4, (2.22)

ma(A) = 0,VA € 2%\ {{Pierre, Marie} , %4’} .

La regle de combinaison de Dempster (2.18) est ensuite utilisée pour combiner les masses

issues des deux sources

m(A) = (my ® my)(A), VA € 27.

49
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Calculons, par exemple, la masse m({Pierre}) issue de la combinaison des masses des deux

sources d’information :

m({Pierre}) :ﬁ Z mi(A1)ma(As),

Aq,Az2| A1 NAs={Pierre}
On a
m1(A1)m2(A2) =

A1,As| A1 NAy={Pierre}
my ({Pierre})my({Pierre}) + my ({Pierre})mq({Pierre, Paul})
+my ({Pierre})ms({Pierre, Marie}) + my ({Pierre})msy (%)
+my ({Pierre, Paul})msy({Pierre}) + m, ({Pierre, Paul})ms({Pierre, Marie})
+my ({Pierre, Marie})mq({Pierre}) + my({Pierre, Marie} )ms({Pierre, Paul})
+my (€ )mso({Pierre})
= 0.7 x 0.6 = 0.42.

Et

K = Z ml(Al)mg(Ag)

A1,Az| A1 NA2=0
= my ({Pierre})my({Paul}) + m; ({Pierre})my({Marie})
+ my ({Paul})my({Pierre}) + m; ({Paul})mo({Marie})
+ my ({Marie})mq({Pierre}) + m4 ({Marie})ms({Paul})
+ my ({Pierre})mso({Paul, Marie}) + my ({Paul})ms({Pierre, Marie})
+ my({Marie})msy({Pierre, Paul}) + my ({Pierre, Paul})my({Marie})
+ my ({Pierre, Marie})mo({Paul}) 4+ m; ({Paul, Marie} )ms({ Pierre})
=0.

Alors m({Pierre}) = 0.42.

La masse issue de la regle de combinaison, la plausibilité pl, la croyance bel ainsi que la
probabilité pignistique BetP sont calculées et présentées sur le tableau 2.1. A partir de ce
tableau, on constate que la probabilité pignitique la plus élevée est celle de Pierre. Cela

signifie que le coupable serait Pierre.

2.3.4.2 Réaffectation de données par les plus proches voisins basés sur la

théorie de Dempster-Shafer

Comme nous 'avons évoqué dans la section 2.3.2, puisque les données appartiennent a
des modeles localement affines, leur réaffectation peut donc étre basée sur les informations

fournies par leurs ¢ plus proches voisins (c-ppv). Les plus proches voisins basés utilisant

20
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A mq(A) | mao(A) | m(A) | bel(A) | pl(A) | BetP(A) | Décision
{Pierre} 0 0 0.42 | 0.42 1 0.69 Coupable
{Paul} 0 0 0 0 0.4 0.18 Innocent
{Marie} 0 0 0 0 0.3 0.13 Innocente
{Pierre, Paul} 0.7 0 0.28 0.7 1 X X
{Pierre, Marie} 0 0.6 0.18 0.6 1 X X
{Paul, Marie} 0 0 0 0 0.58 X X
4 0.3 0.4 0.12 1 1 X X
Niveau crédal Niveau pignistique

TABLE 2.1 — Masses de croyance, plausibilités, croyances et probabilités pignistiques des

différents sous-ensembles de % .

la théorie de Dempster-Shafer [28] sont une alternative a la procédure de réaffectation de
données présentée précédemment pour modéliser les connaissances incertaines. La réaf-
fectation d’une nouvelle donnée de régression x(i) est basée sur les apports d’information
des masses de croyance fournies par ses ¢ plus proches voisins. De plus, la théorie de
Dempster-Shafer est dotée de regles efficaces de fusion de masses de croyance permettant
de fusionner les informations apportées par les ¢ plus proches voisins.
Le degré de croyance qu’offre x(j), un des plus proches voisins de z(i), peut étre assimilé
a une fonction de croyance qui ne possede que deux éléments focaux qui sont {‘5&(]-)} et
¢ = {%1,...,%s} (ensemble de toutes les classes). Une partie de la croyance sera affectée
a la classe @) et le reste a 'ensemble €. Dans ce cas, I'information fournie par z(j)
sur I'éventuelle appartenance de x(i) a la classe €3(;) peut étre donnée par la masse m§
définie par
| v st A={%}
mi(A)=q 1—¢isi A=7F (2.23)
0 si A €2\ {{%}. ¢},

oll ¢ est défini par I'équation (2.10).
m%(%) est la fraction de masse allouée a I'ignorance sur I'affectation de la donnée (i) a

la classe @5(;). v est un parametre tel que 0 << v < 1. Il empéche I'allocation de toute la
masse de croyance a la classe @(;). En effet, on a vu que 0 < (bé < 1. Alors si qb§ =1et

si 7 = 1 toute la masse sera affectée & {%5(;)} puisque > m} (A) = 1.

ce
Chacun des plus proches voisins pourra alors étre considéré comme une part de croyance
quant a l'appartenance de z(7) a I'une des classes existantes. Si nous considérons les ¢-plus

i

proches voisins de z(i), nous obtenons alors ¢ masses de croyances m',ms, ..., m’.

o1
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Dans notre cas, on ne prend pas en compte la masse affectée a I’ensemble vide. Pour
combiner les ¢ masses de croyance, on utilise alors la régle de combinaison conjonctive

(regle de combinaison non normalisée de Dempster). Cette regle donne

m({}) = (M@ ... Om)({E}). Vg =1,....5 (2.24)
m' (€)= (m@ ... ©Om) (%) (2.25)
mKA):(mﬂD.“CMﬁXA):O,VAEQ%\{ﬁ%EﬂJ%}. (2.26)

Calcul de m'(¢) : Pour calculer m’(%¢), on applique directement la formule (2.19)

permettant la fusion de plusieurs masses de croyance comme suit :

m'(€) = > [miA). (2.27)

Al,Az,...Ac| ﬂAjZC(pﬁ j=1
J

Il est évident que VA; € 2¢ (O A= %) = (A;=%), j =1,...,c. L'expression
j
(2.27) devient alors

7M%ZH@%) (2.28)
:IIO—W@) (2.29)

Calcul de m'({¢,}) Vg = 1,...,5 : L’utilisation directe de la formule (2.19) dans ce
cas n'est pas évidente. Pour calculer m‘({%,}), on fusionne, dans un premier temps, les
masses de croyance mé-, x(j) € €, issues des plus proches voisins appartenant a la classe
%, On appelle la masse résultante p! ({%,}). Dans un deuxieme temps, on fusionne les
5 .
classes ¢, p = 1,...,5,p # q. On appelle la masse résultante ji;({%;}). La fusion des

masses de croyance m’, x(j) ¢ %, issues des plus proches voisins appartenant aux autres

deux masses i, ({%,}) et p:({%,}) donne la masse m*({%,}). Cette démarche est possible
car la regle de combinaison conjonctive (2.19) est commutative et associative [76]. On a

alors

m({€}) = (M@ ... Om)({E}), Vg =1,....5 (2.30)
— (@) {6,}). (2.31)

L’application de la formule (2.19) sur 'équation (2.31) donne :
(g Ore) {C}) = 1y ({€0}) - mg({€3}) + 1 ({60}) - 1g(€) + g (€) - 1i({€, ). (2.32)
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En réalité, la masse p,({€,}) est nulle car, comme il est indiqué dans I’équation (2.23),
les masses m}({%,}) = 0 si x(j) ¢ ;. Par conséquent, I'équation (2.32) s’écrit :

(g Org) ({€a}) = 1g({€3}) - 11 (%) (2.33)

Pour calculer la masse m'({€,}), il suffit alors de calculer les deux masses yu}({%,}) et
1o({€'}) et de les multiplier.

Calculons d’abord la masse pi), ({€,}). Onsait que Yy} (A) = 1, alors p), ({6 })+pi(€) =
ACe

1. On a donc :
1 ({6,}) = 1 — 11 (€) (2.34)
=1- ] (1-n¢). (2.35)
i/2(5)EE,

Par application de la regle (2.19), la masse p (%) est donnée par

H IT (-~e). (2.36)

1 €C)p
gﬁ 3/=(5)

Enfin, Pexpression de la masse de croyance m'({é,}), Vg =1,..., 5 peut étre donnée par

s

m'{&H=0- [ Q-] [ (-9l (2.37)

J/x(§)€Cq p=1j/x(j)€G)
PF#q

La croyance et la plausibilité sont déduites de 1'équation (2.17) et elles sont données par

Pl ({%g}) = m' ({6, }) +m' (€)

. . (2.38)
bel' ({%4}) = m" ({64}) -
D’apres I’équation (2.20), la probabilité pignistique est alors exprimée par
: : mi(€
BetP'({%,}) = m' ({%,}) + i ) (2.39)

Une fois que les masses de croyance de chaque classe sont transformées en probabilité
pignistique, la décision peut étre déduite immédiatement. En effet, la décision se fait par
'affectation de z(i) a la classe G, ret € {1,..., 5} qui réalise le maximum de probabilité

pignistique BetP. Dans ce cas, 'affectation de x(z) s’effectue par la regle :

Gret = Cret U{x(1)} telque ret= meax (BetP' ({€,})) - (2.40)
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La majeure différence entre cette approche est celle présentée dans la section 2.3.2,
peut se résumer en deux points. Le premier point est que dans ’approche basée sur la théo-
rie de Dempster-Shafer, contrairement a la premiere approche, une partie de la croyance
concernant I’hypothese de I'appartenance d’'une donnée quelconque a un ensemble %, est
attribuée a I'ensemble % de toutes les classes. Cette quantité représente la fraction de
masse allouée a l'ignorance. En d’autres termes, nous ne pouvons jamais affirmer qu’une
source d’information (ici un plus proche voisin) est entierement fiable. Comme nous pou-
vons le constater dans 1’expression de la probabilité pignistique (équation (2.39)), la masse
allouée a l'ignorance est redistribuée sur les différentes classes existantes. Le deuxieme
point réside dans la facon dont les mesures de similarité fournies par les c-ppv sont com-
binées. En effet, la regle de combinaison de Dempster fournit une relation efficace pour

combiner les mesures de confiance provenant de différentes sources d’information.

La procédure modifiée de classification de données et d’estimation de parametres est
présentée dans 1’Algorithme 2.2. Il est a noter que 1’'étape d’initialisation et le critere

d’arrét resteront les mémes que ceux de l'algorithme 2.1.

2.3.5 Exemples numériques

Exemple 2.1. Approximation de la fonction sinus

Les modeles dynamiques affines par morceaux sont une alternative tres attractive pour
approximer les systemes non linéaires. Pour montrer les potentialités de notre approche en
termes d’approximation de non-linéarité, nous considérons dans cet exemple la fonction
sinusoidale y(k) = sin(¢(k)) ou p(k) = 2mk/125. Le domaine de définition considéré est
[0, 27]. Un ensemble de N = 125 données est alors généré. La modélisation par les modeles
PWA décompose le domaine de définition en un nombre fini d’intervalles. Sur chacun de
ces intervalles, un modele affine est utilisé pour approximer la non-linéarité.

La procédure de classification des données et d’estimation de parametres est appliquée
pour différentes valeurs de ¢ (¢ = 10 et ¢ = 15). Les deux algorithmes (Algorithme 2.1 et
2.2) présentés précédemment sont employés. Nous représentons sur la figure 2.5 la fonction
sinus ainsi que les modeles affines estimés et leurs domaines de validité.

Pour ¢ = 15, cinq modeles affines ont été identifiés par les deux approches de réaffectation
de données alors que pour ¢ = 10, six modeles affines ont été identifiés par I’Algorithme 2.1
et sept par ’Algorithme 2.2. Les vecteurs de parametres estimés par les deux approches
sont données dans les tables 2.2 et 2.3.

Pour mesurer la similitude entre la fonction sinus et son approximée par des modeles

locaux affines par morceaux, nous calculons la moyenne des erreurs quadratiques définie
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Algorithme 2.2

E’tape 1 Initialisation :

— Fixer ¢, s=N,r=0,v=0.9, poser 6; = {z(i)},i=1,...,8.
— Calculer les parametres 00 = [é@, e ééo)} )

Etape 2 Réaffectation des données :

Pouri=1,...,N

— Pour tous les c-ppv z(j) € T (z(3)), j = 1, ..., ¢, calculer ¢/, Eq. (2.10).

— Combiner toutes les masses de croyance en utilisant la regle de combinaison de
Dempster, Eq. (2.29) et (2.37).

— Calculer les probabilités pignistiques BetP' ({%,}),q € {1,...,5}, Eq. (2.39).

— Décider sur l'affectation de z(i), Eq. (2.40).

Fin pour.

— § = nombre de classes non vides.
— Adaptation des parametres :
- Adapter ©) en utilisant la méthode des moindres carrés sur les données de chaque

classe non vide.
- Adapter les parametres o, et 5,,q € {1,...,5}, Eq. (2.11) et (2.12).

Etape 3 Test de convergence :

Si ot — e
a I'étape 2.

< w, s = §, terminer l'algorithme. Sinon faire r = r 4+ 1 et retourner

c Les vecteurs de parametres estimés

10 6, = [—0.798 —2.563}, 6, = [0.004 —0.967]. 65 = [0.779 —0.071],
0, = |0.854 0.024] : 05 = 0.036 0.909] . = |—0.807 2.587|,

15 6, = [—0.798 —2.563} 0y = [0.125 —0.766] , 65 = [0.900 0,005 ,
0, = |—0.036 1.013] , —0.852 2.710

>
o
I

TABLE 2.2 — Les parametres estimés de la fonction sinus par I’Algorithme 2.1.
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Approximation par I’Algorithme 2.2

FIGURE 2.5 — Approximation de la fonction sinus par des modeles affines par morceaux.

par :

SSE= 1 3 (y(k) 5 (k) (2.41)

Les moyennes des erreurs quadratiques SSE des différents cas sont présentées dans le
tableau 2.4. On peut constater que les moyennes des erreurs quadratiques obtenues dans le
cas de la deuxieme méthode de réaffectation de données (Algorithme 2.2) sont inférieures
a celles trouvées par la premiere méthode (Algorithme 2.1). Cela montre que, sur cet
exemple, I'approche basée sur la théorie de Dempster-Shafer est plus performante puisque
elle a donné de meilleurs résultats. On constate également que plus le nombre de sous-
modeles augmente, plus la moyenne des erreurs quadratiques diminue. Ceci est justifié

puisque la précision augmente avec le nombre de sous-modeles.
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c Les vecteurs de parametres estimés
10 0, = |—0.858 —2.728], 0y = |—0.216 —1.340], 0y = 0.456 —0.373|,
0, = [0.926 —0.003], 65 = [0.255 0.608} , 05 = |—0.419 1.732] |
0; = |—0.903 2.855/,
15 6, = [—0.814 —2.606] 0y = [0.028 —0.918], ;= [0.889 —o.ooo] ,
0, = |—0.012 0.978] s = |—0.837 2.670

TABLE 2.3 — Les parametres estimés de la fonction sinus par I’Algorithme 2.2.

¢ | SSE par Algorithme 2.1

SSE par Algorithme 2.2

10 | 7.40-1074

2.85-1074

15| 15.2-1074

9.21-1074

TABLE 2.4 — Les moyennes des erreurs quadratiques SSE de la fonction sinus des deux

approches pour différentes valeurs de c.

Exemple 2.2. Identification d’un modele PWARX

A titre illustratif, nous considérons maintenant un modele affine par morceaux SISO

composé de trois sous-modeles (s = 3) d’ordre un (n, = n, = 1) défini par les équations

suivantes : .
0.4.0.50.3] @(k) +=(k)
y(k) =14 [-0.70.6 —0.5}
0.4 0.2 —0.2}
\ L
o T
ot (k) = [@T(k) 1] et (k) =
avec
3%1 = {(p S R2 :
§R2 = {QD S R?:
3?3:{<peR2: 1-030

si (p(k‘) € Ry,
o(k) + (k) st p(k) € Ry, (2.42)

p(k) +e(k) si p(k) € Rs,

[y(k = 1) ulk = 1)

_10.30}@206t[00.50]@>0}

_10.30}@§Oet [1 —0.30}@<0}

5> 0 et [00.50}@30}

L’entrée d’excitation u(k) et le bruit e(k) sont tous les deux générés selon une loi normale

de moyenne nulle et de variance 0.5 et 0.05 respectivement. Le rapport signal sur bruit

© 2012 Tous droits réservés.
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SNR est de 20 dB.

FIGURE 2.6 — Classification de données dans I'espace R*™! avc ¢ = 50

Nous effectuons sur le modele (2.42) une simulation de Monte-Carlo de taille 100 avec
différentes réalisations du bruit et de I'entrée d’excitation. Un ensemble de 300 données
est généré suivant ce modele pour chaque réalisation.

La procédure de classification des données et d’estimation de parametres de ’algorithme
2.2 a été appliquée a ce jeu de données en choisissant le parametre de réglage (le nombre
des plus proches voisins) ¢ = 50. Les résultats de la classification des données pour une de
ces réalisations sont représentés sur la figure 2.6. Le nombre de classes obtenues est de 3.
On représente sur la figure 2.7, la sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite
a partir du modele identifié. La séquence des modes estimés ainsi que ’erreur d’identifica-
tion sont également tracées. On constate que la sortie reconstruite est presque identique
a la sortie réelle et que l'erreur d’identification ne dépasse pas le bruit introduit dans le
modele.

Nous avons également calculé, pour chaque réalisation, la moyenne des erreurs quadra-
tiques (SSE) définie dans (2.41) et le nombre d’itérations. Les résultats de ces calculs sont
représentés sur les histogrammes de la figure 2.8. Nous notons que 'algorithme converge

apres un nombre d’itérations tres réduit qui ne dépasse pas 12 itérations. La valeur maxi-
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2.3. Classification de données et estimation de parametres des modéeles PWA

male du SSE avoisine 3 x 1072 et la valeur minimale est de 1.7 x 1073. Le temps total
pour identifier les modeles PWA de toutes les réalisations est de 162.90 secondes, soit un
temps moyen de 16,29 secondes par réalisation. Ce temps semble étre correct pour un jeu

de 300 données. Les vecteurs de parametres estimés 6; sont donnés par

15
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FIGURE 2.7 — (a) La sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite a partir

du modele identifié. (b) La séquence des modes estimés. (c¢) L’erreur d’identification.

0, = _0.3962 0.5102 0.3010] ;

0, = [—0.7160 0.6119 —0.4974} ,

05 = [0.4054 —0.2336 —0.2140} .

On peut remarquer que les vecteurs de parametres estimés sont tres proches des vecteurs
de parametres réels, et ce, malgré le niveau élevé du bruit.

Pour voir 'influence du parameétre ¢ (le nombre des plus proches voisins) sur I'estimation
du nombre de sous-modeles, nous avons appliqué la procédure de classification de données
et d’estimation de parametres pour différentes valeurs de ¢ sur le méme jeu de données
(d’une seule réalisation). La figure 2.9 montre la variation du nombre de sous-modeles s
en fonction du parametre ¢. On peut noter que plus le nombre de plus proches voisins

¢ est petit, plus le nombre de sous-modeles estimés est grand sur tout l'intervalle [5,40].
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25

1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8

(b) X107

FIGURE 2.8 — Histogramme d’une simulation de Monte-Carlo (100 réalisations de 300

données), (a) Nombre d’itérations, (b) Moyenne des erreurs quadratiques (SSE).
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FIGURE 2.9 — Variation du nombre de sous-modeles s en fonction du parametre c.

Néanmoins, a partir de la valeur ¢ = 40, on constate que le nombre de sous-modeles
estimés se stabilise et qu'il est égal a 3. Si le parametre ¢ augmente plus (par exemple

¢ = N), le nombre de sous-modeles serait égal a 1.

2.4 Extension aux modeles dynamiques non linéaires

par morceaux

Les modeles dynamiques affines par morceaux ont été introduits en vue d’approximer
des systemes non linéaires. Quand les systemes présentent des non linéarités fortes et tres
différentes, leur approximation par des modeles PWA avec une faible erreur d’identifi-
cation peut nécessiter un nombre important de sous-modeles affines. Afin de diminuer

le nombre de sous-modeles composant le modele PWA, une alternative serait alors de
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2.4. FExtension auxr modeéles dynamiques non linéaires par morceaux

modéliser ce systéme par des modeles dynamiques non linéaires par morceaux (en an-
glais : PWNARX- PieceWise Nonlinear AutoRegressive), notés PWN par la suite. En
effet, chaque sous-modele non linéaire peut remplacer un certain nombre de sous-modeles
affines avec approximativement la meéme précision. La procédure d’identification de para-
metres et de classification de données des modeles PWARX présentée dans la section 2.3
peut étre modifiée pour traiter la modélisation par des modeles dynamiques non linéaires

par morceaux.

2.4.1 Définition de modeles dynamiques non linéaires par mor-

ceaux

Les modeles dynamiques non linéaires par morceaux sont définis par :

y (k) = four (p(K)) + e(k). (2.43)

ou £(k) est lerreur de prédiction et ¢(k) est le vecteur de régression, il est défini par

I’équation (2.2).

fo(k) est une fonction non linéaire. On considere qu'’il existe un espace de dimension plus
élevé, possiblement infini, dans lequel f, ) peut étre considérée comme linéaire par rapport
a un vecteur n(y) ot 7 est une fonction non linéaire choisie a priori. La fonction fy )

peut alors s’écrire comme suit :

ot (9) = Waay(9) + Py, (2.44)

avec Wy (j) un vecteur de poids et p,(;) un biais.

o(k) est la loi de commutation, elle est définie par I'équation (2.4). Les régions R; peuvent
étre définies par une loi plus générale que celle donnée en (2.5). Les frontieres séparatrices
considérées dans (2.5) sont des hyperplans et donc des frontieres linéaires. Cependant,
cette condition peut étre relachée en considérant des frontieres non linéaires délimitant

les différentes régions. Dans ce cas, les régions R; sont définies par :

ou h; est la fonction non linéaire délimitant la région R;.
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2.4.2 Identification des modeles dynamiques non linéaires par

morceaux

L’objectif est de séparer les données de régression selon leurs sous-modeles non linéaires
respectifs. Puisque les données appartiennent a des modeles localement non linéaires,
la stratégie employée dans le cas des PWA (c’est-a-dire que deux données z(i) et x(j)
suffisamment proches sont susceptibles d’appartenir & un méme sous-modele linéaire) peut

étre utilisée ici en modifiant la mesure de similarité (2.10). Cette mesure devient dans ce

cas :
; . . . A 2
¢; = exp <—%(j) l2(7) = 2()1* = By (4() = faiz((0))) > : (2.46)
Dans ce cas, les parametres as(jy et B¢y, 0(j) € {1,...,5} sont calculés par :
1
Qg (j) = (2.47)

1|2 > > k) = 2]

%ol koti=e () Lod)=6 ()
1
= > (y(k) = fapn(@(k)))

90| ko250

Boi) = (2.48)

2

Les algorithmes 2.1 ou 2.2 proposés précédemment peuvent étre modifiés pour traiter le
cas des modeles dynamiques non linéaires par morceaux. Les principales modifications
concernent les points suivants. La procédure d’initialisation, dans le cas des PWN, estime
pour chaque donnée x(i) une fonction non linéaire f; en se basant sur ’ensemble formé
par z(i) et ses ¢ plus proches voisins dans l'espace de régression. Cette estimation sera
assurée par l'algorithme de régression par les LS-SVM [80]. Les procédures de réaffec-
tation de données proposées dans la section précédente peuvent s’appliquer directement
au partitionnement de données de régression en des classes disjointes ou chaque classe
caractérise un sous-modele non linéaire. Seule la mesure de similarité sera remplacée par
celle donnée dans (2.46). Le critere d’arrét se base, dans ce cas, sur la comparaison entre
les parametres antérieurs w'”, p\"”) et les parametres postérieurs w!™™, p!"tY de toutes

les fonctions f;, e =1,...,5.

Nous présentons dans le paragraphe suivant la méthode de régression par les LS-SVM

[80] employée pour I'identification des parametres des fonctions f;.

2.4.2.1 Régression par les LS-SVM

La méthode de régression par les LS-SVM a été proposée par Suykens et Vanderwalle
[80] pour la classification et la régression non linéaire. La solution est obtenue en résolvant

un systeme d’équations linéaires dont le nombre de lignes est égal a N; + 1, N; étant le
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nombre de données.
Soit un ensemble de N; données {@(k),y(k)}n:,. L'objectif est de trouver une fonction f;

réguliere telle que :

y(k) = file(k)) + ei(k).

oll f; est définie par : f;(¢) = w,/ n(p) + p;.

L’estimation des parametres w; et p; de la fonction f; s’effectue en résolvant le probleme

de minimisation quadratique sous contraintes suivant [80] :

Ny
min lewZ—i- €; 2
wipies 2 ;gl (k) (2.49)

s.c. y(k) =wn(ek)) +p;i +ei(k), k=1,...,N;

La solution de ce probleme d’optimisation correspond au point selle du Lagrangien sui-

vant :

IS

Dl et = St 2S00 =3 k)l g (h) + i+ exlh) — (k) (250

k=1 k=1
ou «;(k) sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes du probléeme ori-
ginal. Le Lagrangien L doit étre minimisé par rapport a w;, p; et e;(k) et maximisé par
rapport a «;.

Les conditions d’optimalité du Lagrangien (ou conditions nécessaires a ’obtention d’un

minimum) sont données par :

oL >
. 0 T W= > ailk)n(e(k)) (2.51)
! k=1
N;
oL oy > ai(k) =0 (2.52)
Ip; 1
oL
Fer(h) =0 — ar=n7ek), k=1,...,N; (2.53)

En remplacant les expressions (2.51) et (2.52) dans (2.54) et en tenant compte de (2.53),

on obtient alors le systeme d’équations linéaires suivant :

0 15 i 0
N Pl = (2.55)
1Ni Q + 7_1INZ‘ Q4 Y
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ot 1y, = [1,...,1]" e RNi et y = [y(1),...,y(N;)]". Iy, est la matrice identité de dimen-
sion N; x N; et Q € RV*Ni est une matrice définie par Q;; = n(¢(i)) "n(¢(j)). Qi peut
étre calculé par Q;; = k(p(i), (7)) [81] ot K : RY x RY — R* est une fonction définie

positive appelée fonction noyau [80].

En remplacant I'expression de w; dans f;, cette fonction peut s’écrire comme suit :

Fi) = S R (olk). ) + g (2.56)

ou oy(k), k=1,...,N; et p; sont obtenus a partir de 1’équation (2.55).

2.4.3 Exemple numérique

Nous considérons maintenant un modele SISO composé de deux sous-modeles (s = 2)

d’ordre un (n, = n, = 1) défini par les équations suivantes :

k) { 0.6y(k — 1)+ 0.2u(k —1) si (k) € Ry (257

y(k—1) —0.5u(k — 1) si (k) € Ry

ot (k) = [y(k — 1) u(k — 1)
et

%1:{<pe]12<2: [—0.5—10]@20}

m:{@eRQ: [—0.5—10]@<0}

L’entrée d’excitation u(k) est générée selon une loi normale de moyenne 0 et de variance
0.4 (voir Figure 2.10). Un ensemble de N = 100 données a été généré suivant le modele
(2.57).

Pour montrer I'intérét de la modélisation par les modeles dynamiques non linéaires par
morceaux (PWNARX), nous comparons la sortie reconstruite par ces modeles a celles
reconstruites par des modeles dynamiques affines par morceaux (PWARX) et par un seul
modele non linéaire (NARX) pour le méme jeu de données.

Nous supposons que le type de non linéarité des sous-modeles est inconnu. Sans cette
connaissance a priori, nous décidons d’utiliser un noyau gaussien (trés connu pour sa
capacité de modélisation) dans le cas de la modélisation par les modeles dynamiques
non linéaires par morceaux (PWNARX) et dans la modélisation par un seul modele non
linéaire (NARX) :

k(i (i), 2(0)) = exp (= lpi) = w1 /o)
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FIGURE 2.10 — L’entrée d’excitation u(k) du modele PWNARX.
avec 0 = 1.
PWNARX (s =2) PWARX (s =6) PWARX (s=2) NARX (s=1)
SSE  3.68-107° 2.45-107° 3-1073 31-1073

TABLE 2.5 — Comparaison des moyennes des erreurs quadratiques SSE des différentes
méthodes (PWNARX, PWARX, NARX).

La sortie réelle ainsi que les sorties reconstruites dans les différents cas sont présentées
sur la figure 2.11. Nous présentons dans le tableau 2.5 les moyennes des erreurs quadra-
tiques SSE des différents cas. A partir du tableau 2.5 et de la figure 2.11, nous constatons
que la modélisation par un seul modele non linéaire donne un SSE considérable comparé
a celui obtenu par les PWN pour la méme valeur de 0. Nous constatons également que
pour obtenir un SSE équivalent a celui obtenu par la modélisation par les modeles dy-
namiques non linéaires par morceaux avec seulement deux sous-modeles non linéaires il
a fallu identifier six sous-modeles affines par la modélisation par les modeles dynamiques

affines par morceaux.

2.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré au probleme de la classification de données de régression en
des classes disjointes et a celui de I'estimation des vecteurs de parametres caractérisant
chaque sous-modele. Ce probleme a été traité d’abord dans le cas des modeles dynamiques
affines par morceaux puis il a été étendu au cas des modeles dynamiques non linéaires
par morceaux. L’approche proposée repose sur une technique de classification non su-

pervisée combinée avec une technique de régression linéaire pour grouper les données de
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FIGURE 2.11 — Sortie mesurée sur le systeme réel et la sortie reconstruite a partir du

modele identifié ; Séquence des modes estimés par différentes méthodes de modélisation.

régression relatives au méme sous-modele affine. Elle consiste a alterner 1’assignation des
données de régression aux différents sous-modeles et I'estimation des vecteurs de para-
metres correspondants. La réaffectation de données a été modifiée par 1'utilisation d’une
classification de données basée sur une modélisation de connaissances incertaines par la
théorie de Dempster-Shafer. L’avantage majeur de la procédure de classification de don-
nées et d’estimation de parametres présentée dans ce chapitre est qu’elle ne nécessite qu'un
seul parametre de réglage qui est le nombre des plus proches voisins ¢. Ensuite, nous avons
vu que l'utilisation des modeles dynamiques non linéaires par morceaux diminue consi-

dérablement le nombre de sous-modeles tout en gardant une bonne erreur d’identification.

Nous traitons, dans le chapitre suivant, ’estimation des régions caractérisant le mé-

canisme qui gere les commutations d’un sous-modele a un autre. Le probleme consiste a

66

http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Khaled Boukharouba, Lille 1, 2011

2.5. Conclusion

trouver une partition complete {R;};_, de l'espace de régression R. Ce probléme revient
a trouver les frontieres qui délimitent chaque région dans la partition complete et donc a

séparer les s régions par des séparateurs linéaires (hyperplans).
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Chapitre 3. Détermination de la loi de commutation - Estimation des régions

3.1 Introduction

Ce chapitre traite I’estimation de la regle gérant les commutations d’'un sous-modele a
un autre. Dans le cas des modeles dynamiques affines par morceaux, cette regle est définie
par un partitionnement polyédrique du domaine de régression. Chaque sous-modele est
alors valide dans une région bien définie. L’estimation de ces régions constitue I’étape
finale de la procédure d’identification des modeles PWARX (voir figure 2.1) apres 'étape
de classification des données et d’identification des vecteurs de parametres (cf. Chapitre
2). Elle consiste & trouver une partition compléte {R;}°_, de l'espace de régression . Ce
probleme revient a trouver les frontieres qui délimitent chaque région dans la partition

complete et donc a séparer les s régions par des séparateurs linéaires (hyperplans).

Les séparateurs les plus utilisés en pratique sont les Machines a Vecteurs de Support
ou encore Séparateurs a Vaste Marge (SVM) [81] qui sont connus pour leur capacité de
généralisation. Le principe est de trouver I'hyperplan qui minimise la somme des erreurs
associées aux mauvaises classifications tout en maximisant la marge de séparation entre
les régions.

Le probleme de la séparation linéaire de s régions Ry,...,Rs peut étre abordé en

utilisant deux catégories différentes de classification :

1. La premiere catégorie combine des séries de classifieurs linéaires binaires en faisant

appel a des schémas de décomposition du type "un-contre-reste” ou "un-contre-un”.

2. La deuxieme catégorie consiste a résoudre le probleme multi-classe en une seule

étape sans le décomposer en une collection de sous-problemes binaires.

La décomposition "un-contre-reste” consiste a construire s classifieurs binaires a vecteurs
de support ou chaque classifieur sépare une région R; du reste des régions tandis que la
décomposition "un-contre-un” consiste a construire s(s — 1)/2 classifieurs binaires, cha-
cun séparant uniquement deux régions tout en ignorant les autres régions. L’approche
multi-classe permet de séparer les régions en considérant simultanément 1’ensemble de
toutes les données et en recherchant directement un séparateur linéaire par morceaux.
Cette approche nécessite la résolution d'un seul probleme d’optimisation quadratique sous

contraintes linéaires.

Apres avoir formulé le probleme de l'identification de la loi de commutation dans la
Section 3.2, nous traitons dans la Section 3.3, I’estimation de séparateurs linéaires dans le
cas de s > 2 régions. Nous présentons les différents schémas de décomposition (approche
un-contre-reste et approche un-contre-un). Ensuite, nous détaillons le séparateur linéaire

par morceaux. Enfin, nous montrons comment les techniques de classification linéaire
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peuvent étre étendues pour traiter le cas ou la loi de commutation est définie non pas par
un partitionnement polyédrique mais par un partitionnement ot les frontieres séparatrices

sont non linéaires.

3.2 Formulation du probleme

Dans les modeles dynamiques affines par morceaux (PWARX), la loi de commutation
est déterminée par une partition polyédrique de ’espace de régression R. Cela signifie que,

pour ces modeles, I'état discret o(k) est donné par :
o(k)=1i ssi pk)eR;, i=1,...;s (3.1)

avec p(k) = [y(k — 1), y(k —mng),ulk) - Ju(k — nb)T}T.

{R;};_, est une partition compléte de 'ensemble de régression R, c’est-a-dire

RoNR; =0, Vi # 5. '

Chaque région R; est un polyedre convexe décrit par I'inégalité suivante :

R, ={peR"": Hip<0}, (3.3)

.
avec ¢ = [(pT 1} , H; € R+ ol my; désigne le nombre d’hyperplans contribuant a

la définition de la région ®; et 0 est le vecteur nul.

L’estimation des régions du modele affine par morceaux (PWARX) consiste a trouver
une partition complete {R;};_; de espace de régression R de telle sorte que, si z(k) € €,
alors (k) € R;. On rappelle que le regroupement des données z(k) = [p(k) T, y(k;)}T en
des classes %;, a été effectué dans le chapitre précédent par la procédure de classification
de données et d’estimation de parametres. On cherche, ici, a retrouver les parametres

{H;};_, des polyedres convexes définissant les régions de validité de chaque sous-modele.

Dans le cas ou la partition {R;};_, est délimitée par des fonctions non linéaires, chaque
région R; est définie par :

ot h; est la fonction non linéaire délimitant la région ;.

L’objectif revient, dans ce cas, & retrouver les parametres des fonctions {h;};_;.
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Dans la section suivante nous traitons I'estimation de séparateurs linéaires pour plus
de deux régions (s > 2). Nous présentons d’abord les différents schémas de décomposition
binaire, ensuite nous présentons ’approche multi-classe par les séparateurs linéaires par

morceaux.

3.3 Classification multi-classe pour l’estimation des
régions

La technique SVM binaire, présentée dans I’Annexe 1, a été étendue au probleme de la
classification multi-classe [42]. Cette généralisation peut étre divisée en deux catégories de
méthodes différentes. La premiere catégorie fait appel a des schémas de décomposition du
type "un-contre-reste” ou "un-contre-un”. La regle de décision multi-classe est ensuite dé-
rivée en combinant toutes les regles de décision binaire issues du schéma de décomposition
adopté. La deuxieme catégorie de méthodes consiste a résoudre le probleme multi-classe
en une seule étape. Cette méthode revient a résoudre un unique probleme d’optimisation
quadratique conformément a ce qui est fait lorsqu’il s’agit de deux régions. Ces deux ca-

tégories sont détaillées dans les parties qui suivent.

3.3.1 Approche "un-contre-reste”

L’approche un-contre-reste (en anglais one-against-all) est une généralisation du cas
binaire pour traiter le cas de la classification multi-classe. Cette approche est la plus simple
et probablement la plus ancienne, utilisée pour les machines a vecteurs de support multi-
classes. Elle consiste a construire s classifieurs binaires a vecteurs de support ou s est
le nombre total de régions. La construction du zeme classifieur s’effectue en considérant
toutes les données de la iéme région comme ayant une étiquette positive z = +1 et
toutes les autres données comme ayant une étiquette négative z = —1. Le ieme classifieur

s’obtient en résolvant le probleme d’optimisation suivant (voir Annexe 1)

. . 1
Wi,04,8 5

sc. wlp(j)+bi>1—& Vo)) € R (3.5)
wlp(j) +b < —1+&, Yo(j) € R\ {Ri}
§>0,j=1,.. N

N .
min  [|w||* +C 3 &
j=1

En se basant sur I’Annexe 1, le probleme d’optimisation (3.5) est équivalent au probleme
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FIGURE 3.1 — Séparateurs "un-contre-reste” de trois régions.

dual suivant ' S
max >, oaj—3 >, > ojapzziel)e(k)

. p(l)eR e()eR p(k)eR
sc. Y. aizi=0 (3.6)
p(heR

0<al<C, Vp(l)eR
ot 2i = 1si () € Riet zj = —1sip(l) € R\ {R:}.

La résolution du probleme (3.6) pour chaque valeur de i € {1,...,s} donne lieu a s
fonctions de décision :
hi(p) =w p+b;, i=1,...,s. (3.7)
otw; = Y, aizio(l).
p(k)eR
On obtient ainsi s hyperplans H;, © = 1, ..., s, chaque hyperplan étant obtenu en séparant

la région R; de 'union des s — 1 régions restantes, et il est défini par :
H, = [—wj —bi} . (3.8)

La donnée ¢(l) appartient a la région R; si h;(¢(l)) > 0. Cette égalité peut étre satis-
faite pour plus d’une région. Dans ce cas, I'observation ¢(l) est dite non-classable. Ainsi,
les régions estimées par cette classification peuvent ne pas constituer une partition com-
plete de l'espace de régression R (équation (3.2) non vérifiée) car I'intersection des régions
peut ne pas étre vide (régions de couleur turquoise schématisées dans la figure 3.1) et
I'union de toutes les régions ne forme pas tout ’espace de régression. La région grisée au

centre de la figure 3.1 n’est incluse dans aucune des régions R;.
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Pour éviter I'existence de la région grisée, on applique le principe "le gagnant emporte
le tout” 2. L’étiquette retenue est celle associée au classifieur ayant renvoyé la valeur la
plus élevée. Ainsi, une donnée ¢ sera affectée a la région R; selon la regle de décision

suivante
i = argmax h;(p). (3.9)

1<j<s
L’espace de régression R sera subdivisé en s régions convexes. Cependant, 1'inconvénient

majeur de cette heuristique est qu’elle ne conserve pas les s frontieres de séparation.

3.3.2 Approche ’un-contre-un”

Cette approche procede en recherchant un hyperplan séparateur pour chaque paire de
régions (R;, R;). Cette méthode de décomposition attribuée a Knerr et ses co-auteurs [50]
a été utilisée pour la premiere fois dans le contexte des machines a vecteurs de support
par Krefel [52]. Elle consiste a construire s(s —1)/2 classifieurs binaires, chacun séparant

uniquement deux régions tout en ignorant les autres régions.

L’hyperplan séparateur des deux régions (R; et R;) a pour équation
wiio + by =0, (3.10)

ou wj; et b;; sont les solutions du probleme d’optimisation suivant :

N,
min L flwy |’ +C 3 ¢
wij,big,€% k=1
sc. wip(k)+bi; >1-¢&), Yo(k) e R; (3.11)
wio(k) +by; < —1+&7, Vo(k) € Ry
& >0, k=1,...,Ny
ol N;; est le nombre des observations issues des régions Jt; et R;.

Le probleme dual équivalent au probleme d’optimisation (3.11) est donné par

max oo =3 X X afalz’mle)e(k)

o p(l)ER;; o pDER; o(k)ERy;
sc. Yoooaly = (3.12)
w(l)ER;;

0< Oé;'j < C, V(,O(l) € §Rz’j

ot 2/ = 1si p(l) € R; et 27 = —1si p(I) € R, et Ry = N; UR;.
La résolution du probleme (3.12) pour chaque valeur dei € {1,...,s}etje {i+1,... s}

donne lieu a s(s — 1)/2 fonctions de séparation linéaire :

hij(gp):wggo—i—bij, i=1,...,8, J=1i+1,...,s. (3.13)

2. En anglais : winner-takes-all
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FIGURE 3.2 — Séparateurs "un-contre-un” de trois régions (’espace hachuré représente la

région d’ambiguité).

L’ensemble des hyperplans qui séparent la région &; du reste des régions est défini par :

T

_wll DY _w/L],]#Z DY _wZS

H; = (3.14)

—biy oo —bijjgi e —bis
Pour décider sur l'affectation d’une donnée, Friedman [36] définit une nouvelle fonction

de décision de la fagon suivante :
hi(p) = Zsigne (hij(¢)), i=1,...,s (3.15)
j=1

et introduit la regle de classification d'une donnée ¢ a la classe £ comme

k = arg max h;(y). (3.16)
1<i<s

Cette regle est connue sous le nom de "vote majoritaire”3. Comme dans le cas un-contre-
reste, la regle (3.16) peut étre satisfaite pour plusieurs classes. Egalement, Les régions
estimées par cette méthode peuvent ne pas constituer une partition complete de I’espace
de régression R (voir section grisée schématisée dans la figure 3.2). Néanmoins, cette
approche peut étre la plus adéquate dans le cas ou les régions sont adjacentes deux a
deux (Figure 3.3). Un test d’adjacence de région permettra de détecter ce cas. Dans ce
cas, il n’est pas nécessaire de résoudre s(s — 1)/2 problemes de séparation linéaire mais

seulement s — 1 problemes de séparation linéaire.

3. En anglais : max-wins voting
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FIGURE 3.3 — Séparateurs "un-contre-un” de trois régions adjacentes deux a deux.

Détection de 1’adjacence des régions : Il est nécessaire de connaitre la facon dont
les régions sont disposées dans I'ensemble de régression avant toute opération de décom-
position en série de classifieurs binaires. Un classifieur binaire est nécessaire pour séparer
deux régions si ces deux régions sont adjacentes. Par conséquent, afin de connaitre le
nombre de classifieurs linéaires nécessaires pour effectuer une classification multi-classe,
les régions R;, i = 1,..., s sont soumises a un test permettant de détecter une éventuelle
adjacence, deux a deux, entre elles. Deux régions R; et &; sont dites adjacentes si le critere
suivant est satisfait :

card {gp(/{:) c §RZ/ FC(QO(]C)) N ?Rj # Q)} Z Nadj- (317)

On rappelle que I'.(¢(k)) est I'ensemble des ¢ plus proches voisins de ¢(k).

Cela veut dire que les deux régions R; et R, sont adjacentes si le nombre de données
appartenant a la région R; dont I’ensemble des ¢ plus proches voisins peut contenir des
données de la région R; est supérieur a un seuil Nyq;. Le seuil de cardinalité N,q4 sera

choisi par 'utilisateur en fonction de la taille des régions.

3.3.3 Approche tous-contre-tous : séparateur linéaire par mor-
ceaux

4

L’approche tous-contre-tous * consiste a construire un séparateur linéaire par morceaux

pour séparer les s > 2 régions, en considérant simultanément ’ensemble de toutes les

4. En anglais : all-together
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FIGURE 3.4 — Séparateur linéaire par morceaux de trois régions.

données [22][16][86][58]. Dans le cas de données linéairement séparables, le probleme de la
construction d'un classifieur linéaire par morceaux consiste a trouver (wy, by), ..., (ws, by),
tels que

wio+b>w o+b, VoeR, Vie{l,... s}, j#i (3.18)

Par la suite, la fonction de décision de ce classifieur est définie par

h(p) = max (hi(¢)) (3.19)

i=1,...,s

ou chaque fonction h; est définie par

Pour ce probleme de séparation linéaire par morceaux, il existe un nombre infini d’hyper-
plans (wj, b;) satisfaisant ’équation (3.18). Intuitivement, les hyperplans optimaux (w;, b;),
sont ceux qui maximisent la marge de séparation. Ainsi, par une approche analogue a celle
de la classification binaire par les machines & vecteurs de support (SVM), nous allons ajou-
ter des termes de régularisation.

Les distances entre les lignes en pointillés dans la figure 3.4 représentent les marges de
chaque séparateur (w; — w;, b; — b;) de la fonction linéaire de séparation par morceaux.
La marge de séparation entre deux régions R; et R;, c’est-a-dire la distance entre les

hyperplans

<P‘|‘(bz—b]):1 et
(w; —w;) " o+ (b —by) = =1

est égale a 2/ ||w; — wjl|,. La maximisation de cette distance revient donc a minimiser la

quantité ||w; — wj||§, pour tous ¢ = 1,...,s;j = i+ 1,...,s. Bredensteiner et Bennett
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22] ont ajouté un terme de régularisation supplémentaire S°°_ [|w;||5 et ont proposé de
résoudre le probleme d’optimisation sous contraintes suivant :

S

2 2

mmzZ > s ijer%ZIHwiIIQ
1=

wisbi < 5= 1j=i+1
s.c. (wi —w;) (1) + (b —b;) =1 > 0,Yp(1) € R (3.21)
(w; —w;) (1) + (b; —b;) +1 < 0,Vp(l) € R;
1=1,...,85=14+1,...,5
Le terme de régularisation 35_, ||ws]|> permet d’avoir un vecteur w; de norme minimale.
Dans le cas général ou les données peuvent ne pas étre linéairement séparables par mor-

ceaux (suite a la présence du bruit par exemple), on doit trouver la regle de décision qui

minimise les erreurs de mauvaise classification. A cet effet, on peut minimiser aussi la

Y > ¢ (3.22)

=1 j=i+1 xl€§R¢j

fonction

ol flij sont des variables ressorts et R;; = ¥; U R;.
En relachant les contraintes du probleme d’optimisation (3.21), nous proposons de ré-
soudre le probleme d’optimisation suivant [16] :

mle >l — w2 4 4 lewzHﬁCZ >

wisbi © 2] j=it1 i=1j=i+1 p(l)eRy;

s.c. (wi—wj)Tgo(l)+(bi—bj)—1+£l” > 0,Yp(l) € R
(w; = wy) (1) + (b = b)) + 1= &7 < 0,¥p(l) € R,
530

r=1,....8;5=1+1,...,s;

(3.23)

ou C' est un parametre de régularisation.

Cette écriture du probleme est appelée formulation primale. Nous sommes ainsi face a
un probleme d’optimisation quadratique convexe sous des contraintes de type inégalités
linéaires. Les méthodes classiques de programmation mathématique peuvent donc étre
utilisées [21].

D’un point de vue théorique, une formulation primale possede une forme duale. Dans
le cas ou la fonction objectif et les contraintes sont strictement convexes, ce qui est bien
le cas pour le probleme (3.23), la résolution de I'expression duale du probléeme est équi-

valente a la solution de la formulation primale.

Pour résoudre ce type de probléeme, on utilise une fonction que I'on appelle Lagrangien
qui incorpore des informations sur la fonction objectif et sur les contraintes. Plus préci-

sément, le lagrangien est défini comme étant la somme de la fonction objectif et d'une
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combinaison linéaire des contraintes dont les coefficients sont appelés multiplicateurs de
Lagrange o',

Dans le cas traité ici, le Lagrangien IL est exprimé par

L=}3 > u-wli+iSlul+0Y 3 %

=1 j=i+1 1=1g=i+1 p(l)eR;;

—Y Y Y ala ((w—wy) (D) + (b — by) — 1+ €7) (3.24)

1 j:i+1 (p(l)eﬂij

Sl SR ST/

1=1j=i+1 o(l)eR;;

ot ) et i’ sont des coefficients de Lagrange, 27 =1sip(l) € Riet 27 = —1sip(l) € R;.

Le Lagrangien L doit étre minimisé par rapport a w;, b; et §lij et maximisé par rapport
a a;j et ,ufj . Le théoreme de Kuhn-Tucker [53] démontre que le probleme primal et sa
formulation duale ont la méme solution qui correspond a un point-selle du Lagrangien.

Au point-selle, la dérivée du Lagrangien IL par rapport aux variables primaires s’annule :

33; = sw; — Zw] Z Z oo (1) Z a) = 0; (3.25)

]# ;#11 p(hHeR; p(l)eR;
L & i i
=2 (> ol = Y a)=0 (3.26)
L=l p(hew; p(DER;
Ji
OL .
—=C—a —p/ =0. (3.27)

[
l

De I'équation (3.27) on a aff + pui* = C et donc 0 < al* < C,i=1,...,s,k=i+1,...,s,

cela signifie que tous les poids «F sont majorés par la constante de régularisation C'.

Le parametre C' est une constante positive fixée a ’avance qui permet de controler I'im-
portance de l'erreur que l'on s’autorise par rapport a la taille de la marge. Plus C est
important, moins les erreurs sont autorisées. Si la valeur de C' tend vers l'infini, la fonc-
tion de séparation risque d’étre plus complexe. La majoration des coefficients a?j par C

permettra ainsi d’ajuster a la fois la précision et la complexité des fonctions séparatrices.

En vue de déterminer 'expression de w;, a partir de I’équation (3.25), nous sommons les
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lignes suivantes

swy — Zw] Z Z qle)= Y ae )

1 o()e NeR;
#1 g;ﬂ OIS OIS
SwrZwJ > Z ale)= >, ae®)
J=1 p()eR p(l)ER;
J7£2 J#2

ij Z Z a;J¢<l)_ Y afe )

1 (e DER;
#S g#s QIS p(HER;

(s+Duwi=Y (> Oéfw(l)— Y ale)
(HeR;

=1 w()ER;
J#i

Ce résultat est facile a obtenir, sachant que 04? = a{ '. Cela a permis d’annuler un grand
nombre de termes de la sommation de la partie droite des égalités.

Il résulte de cette sommation, I'expression suivante de w;

D 0)! (3.28)
P(1)ER;

wi—

31@
J#i

Remarque 3.1. On peut noter qu’a partir de Uexpression de w; (équation (3.28)), on

peut facilement déduire que Y. w; = 0.

En remplacant I'expression (3.28) de w; dans I’équation (3.20), la fonction définissant

chaque séparateur linéaire s’écrira comme suit :

hlo) = —= 3 > o0 o= 3 oo eh @)

J=1 p(heR; p()ER;
J#i

Selon le théoreme classique de Kuhn—Tucker, aux points selle : a) ((w; — w;) (1) + (b; —
bj)—l—i-flij) 0 et ulg 0;¢=1,...,8;7 = 1+ 1,...,s. Par conséquent, en

remplacant w; par son expression dans L (équation (3.24)), le probleme dual correspondant
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au probleme d’optimisation (3.23) s’écrit

mindy 3 | % <2a§f+ki1: a)pl) = % <2a§j+ki1: o) p(1)

o by i=1 j=it1 ||pD)eR; S()ER;

ki kg
2 2
. i kj . 5 i i
- 2 (@ =) +o2 || X X afe)— X affe(l)
ézl Cp(D)ERy i=1 |1 k=1 p(l)eR; QIS
#1,J 2 ki 2

S S ..
-2 2 x o
i=1 j=it+1 p()eR;

S

se. Y (Y af = ¥ af)=0
J=1 p()eR; pl)eR;
J#F
0<a) <C, i=1,....;8;7=1+1,...,s.
(3.30)

o d =1/(2(s+1)?).
Le probleme revient donc a résoudre la forme duale (3.30) pour laquelle les méthodes
classiques de programmation mathématique peuvent étre utilisées. La résolution de ce
probleme permettra de calculer les coefficients a?j 1=1,...,s, =1+ 1,...,s et donc
de calculer les parametres w;; et bj; i =1,...,s, j=1+1,...,s
Dans ce cas, 'hyperplan qui sépare la région R; du reste des régions est défini par :

T
Wi — Wy =+ Wi — Wy jzq -0 Wi — Ws

Hi:
bz_bl bz_bj,];él bz_bs

(3.31)
Contrairement aux deux autres approches (un-contre-reste et un-contre-un), les régions
estimées par cette méthode constituent bien une partition complete de I'espace de régres-
sion R.

3.3.4 Exemples numériques

Exemple 3.1. Nous considérons un modele affine par morceaux SISO composé de trois
sous-modeles (s = 3) d’ordre un (n, = n, = 1). Les régions correspondantes aux sous-

modeles sont définies par :

Ry — {(,0 eR’: [1-03 —0.4} 5 < 0}
Ry — {4,0 eR?: [1-03 —0.4} 5> 0et [3 0.3 0.8] 5 < o}
9%3:{¢6R2: _30.30.8}@>0}

ou ¢ = [@TI]T

Un ensemble de 300 données a été généré suivant trois vecteurs de parametres 6, 0y et
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FIGURE 3.5 — Séparateurs linéaires réels (en pointillé) et estimés (en continu) par 'ap-

proche "un-contre-un”.

fs. Nous supposons ici que nous connaissons les étiquettes de toutes les données.

La procédure de détection de ’adjacence entre les régions a été appliquée en choisissant
Nagj = N/10 = 30. Les résultats montrent que les régions sont adjacentes deux par deux.
Ainsi un classifieur binaire a été utilisé pour chaque paire (R;,R;) partageant une frontiere

commune. Le nombre de classifieurs nécessaires dans ce cas est de 2.

Les hyperplans H; identifiés définissant les trois régions sont donnés par : H = izl,

N PN T ~ o
= | =hi hf| et ;= ~h].

ou
hy = [1 —0.328 —0.4