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Nomenclature

Ra = (KgαfH(T0 − T1)(ρc)f )/λ
∗νf : nombre de Rayleigh

Le = D∗/Dth : nombre de Lewis.

Da = K/H2 : nombre de Darcy.

PrD = ϕPr/Da : nombre de Prandtl-Darcy.

Pr = ν/Dth : nombre de Prandtl.

−→
V , Vf : vitesse et vitesse de �ltration du milieu poreux.

T : température, K

Nu : nombre de Nusselt.

K : perméabilité, m2

P : pression, Pa

g : accélération de la pesanteur, m.s−2

H : hauteur entre les deux plaques, m

k : nombre d'onde.

w : composante verticale de la vitesse, m.s−1

Dth : di�usivité thermique.

D∗ : di�usion de la concentration.

ST : coe�cient de thermodi�usion.
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C0 : concentration de référence.

VG, Vϕ : vitesse de groupe du paquet d'onde et vitesse de phase adimensionnée.

m : nombre de cellules convectives.

a : rapport de forme entre la longueur et la hauteur.

Symbole grecs

ψ : rapport de séparation.

λ̄1, λ̄2 : temps de relaxation et de retardation dimensionnés.

λ1, λ2 : temps de relaxation et de retardation adimensionnés.

λ∗1, λ
∗
2 : valeur des temps de relaxation et de retardation au point de codimension

2.

ω : fréquence.

λ : conductivité thermique, W.m−1.K−1

α : coe�cient d'expansion thermique, K−1

µ : viscosité dynamique, Pa.s

ν : viscosité cinématique, m2.s−1

(ρc) : chaleur spéci�que , J.K−1.m−3

θ : perturbation de la température.

ε : paramètre de la perturbation.

ϕ : porosité.

φ : fonction de courant.

σ = (ρc)∗/(ρc)f : rapport des chaleur spéci�que équivalente du milieu poreux et
du �uide.



Nomenclature 3

ρ : densité volumique.

β : coe�cient de dilatation du soluté.

ε∗ = ϕ/σ : porosité relative.

µs, µp : viscosités du solvant et du polymère.

λs, λf , λ
∗ : coe�cient de conductivité thermique du solide et du �uide, et coef-

�cient de conductivité thermique équivalent du milieu poreux.

Indice et exposants

c : critique.

r : partie réelle.

i : partie imaginaire.

s : stationnaire.

o : oscillatoire.

f : relatif au �uide.

m : relatif au milieu.
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Introduction

L'étude des instabilités hydrodynamiques qui se développent dans un milieu
fermé a béné�cié d'un intérêt considérable depuis les trente dernières années. Ci-
tons par exemple le problème de Rayleigh-Bénard.

Ce problème consiste à chau�er un �uide entre deux plaques planes horizontales.
Celle du bas est maintenue à une température T0 supérieure à la température T1
imposée à celle du haut. On parle alors de convection naturelle car le mouvement est
induit dans le champ de pesanteur par les variations su�santes de masse volumique
dues aux di�érences de température. Lorsque la di�érence de température est en
dessous d'un certain seuil, il y a un transport de chaleur par conduction thermique
(pro�l linéaire de la température). Au premier abord cette situation semblerait être
en déséquilibre car les particules de �uides les plus légères se trouvent en dessous
des éléments les plus lourds. Mais le freinage visqueux et la di�usion de la chaleur
atténuent toutes perturbations sur une particule quelconque : ce sont des e�ets sta-
bilisants. L'état de conduction est donc un état d'équilibre mécanique. Mais lorsque
la di�érence de température est au dessus de ce seuil critique, une perturbation sur
une particule des couches inférieures, moins denses, entraîne un mouvement ascen-
dant par la poussée d'Archimède. Les e�ets stabilisants ne sont plus assez forts pour
lutter contre l'ascension de la particule. Une structure spatiale périodique apparaît
(�gure (1)).

L'équivalent du problème de Rayleigh-Bénard en milieu poreux est le très célèbre
problème de Horton-Rogers-Lapwood, étudié en premier par Horton et Rodgers [26]
et par la suite par Lapwood [33]. Le livre de Nield et Bejan [46] constitue une do-
cumentation des plus complètes sur le sujet.

Par ailleurs, les applications liées aux écoulements des �uides viscoélastiques sont
nombreuses et variées de telle sorte que leur modélisation a suscité un vif intérêt de
la communauté scienti�que. L'objectif était, et reste encore, d'arriver à une meilleure
compréhension des phénonomènes viscoélastiques. Les physico-chimistes ont élaboré
plusieurs modèles rhéologiques permettant de bien représenter le comportement de
ces �uides. De leur côté, les numériciens ont développé des méthodes plus ou moins
e�caces pour résoudre numériquement les équations liées à ces modèles.

Le cas de la convection des �uides viscoélastiques, dont les applications sont
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Figure 1 � Cellules hexagonales obtenues dans des conditions similaires à celles de
Bénard par Koschmieder et Pallas [30]

nombreuses notamment dans le cas des industries pétrolières etc., a été très peu
étudié par la communauté scienti�que. Mais depuis une dizaine d'années l'intérêt
suscité par ce problème est de plus en plus grandissant. En e�et, la compréhension
de la convection naturelle dans un milieu poreux saturé par un �uide non-newtonien
a de grandes importances dans les réservoirs pétroliers, en géophysique etc. Les per-
formances d'un réservoir dépendent dans une large mesure de la nature physique du
pétrole brut présent dans le réservoir. Le brut léger est un �uide Newtonien. Alors
que le brut lourd est un �uide non-Newtonien. En outre, le sable pétrolier contenant
du brut cireux à des hauteurs peu profondes du réservoir pétrolier est considéré
comme un �uide viscoélastique.

Récemment, Kim et al. [42] ont mené une étude linéaire et faiblement non li-
néaire de la convection thermoconvective de �uides viscoélastiques en milieu poreux
de grande extension horizontale en utilisant le modèle de Darcy-Oldroyd. Leur in-
vestigation a été étendue par Zhang et al. [66] en utilisant comme équation du
mouvement le modèle de Darcy-Brinkman-Oldroyd. Il a été montré dans [42] et [66]
que les structures bifurquées peuvent être stationnaires ou oscillatoires suivant les
valeurs prises par les temps de relaxation et de retardation associés à l'élasticité du
�uide. Lorsque la convection est de nature stationnaire, ces auteurs ont montré que le
transfert de chaleur demeure insensible à l'élasticité du �uide et se comporte comme
pour un �uide Newtonien. Dans le cas où le système est le siège d'une bifurcation
de Hopf, leur étude non linéaire s'est focalisée sur les ondes �xes et le transfert de
chaleur associé à ces ondes sans se soucier de leur stabilité.
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Du point de vue de la simulation numérique, Fu et al. [7] se sont intéressés aux
di�érentes bifurcations qui se produisent dans un massif poreux de forme carrée et
ont comparé le transfert de chaleur qui en résulte à celui observé pour un �uide
Newtonien. Trois combinaisons du temps de relaxation λ et du temps de retarda-
tion ε caractérisant l'élasticité du �uide ont été considérées : i) λ = 0.3 ; ε = 0.2,
ii)λ = 0.2 ; ε = 0.1 et iii) λ = 0.3 ; ε = 0.1.

La �gure (2) illustre les variations du nombre de Nusselt (Nu) en fonction du
nombre de Raygleigh de �ltration (Ra) pour les trois jeux de paramètres en plus
du cas Newtonien pour lequel λ = ε = 0. Si l'état de conduction perd sa stabi-
lité en faveur de structures stationnaires pour un �uide Newtonien, les simulations
numériques directes montrent que l'élasticité du �uide favorise l'émergence et le
développement de structures oscillantes dans le temps et pour les trois jeux de pa-
ramètres utilisés. Au delà de la première bifurcation, et en augmentant les valeurs
de Ra, ces simulations numériques attestent d'une seconde transition qui se produit
pour les deux combinaisons i) et ii) d'un état de convection oscillatoire monocellu-
laire vers un état convectif stationnaire et monocellulaire. La �gure (2) illustre bien
cette seconde bifurcation observée pour les deux cas i) et ii) vers un état stationnaire
par le comportement des courbes associées au nombre de Nusselt qui �nissent par
se confondre avec la courbe du Nusselt stationnaire caractéristique du transfert de
chaleur d'un �uide Newtonien. Remarquons que cette seconde bifurcation ne se pro-
duit pas pour la combinaison des paramètres iii) pour laquelle l'élasticité du �uide
contraint la convection à continuer d'osciller dans le temps pour des grands Ra.

Du point de vue expérimental, malheureusement jusqu'à ce jour, et à notre
connaissance, il n'existe aucune investigation expérimentale sur la convection na-
turelle de �uides viscoélastiques saturant un milieu poreux. Cependant, dans le cas
d'un �uide viscoélastique con�né en milieu clair (i.e. non poreux), la convection
naturelle est documentée par des données expérimentales très peu abondantes. L'in-
vestigation expérimentale de Kolodner [29] constitue une documentation des plus
complètes sur le sujet. Kolodner avait entrepris des essais de convection naturelle en
utilisant des suspensions de molécules d'ADN mélangées avec de l'eau salée con�nées
dans une cavité annulaire chau�ée par le bas.

La visualisation du champ de vitesse et l'enregistrement de l'évolution de la tem-
pérature au sein du milieu a permis de dégager les points suivants :

� Les expériences menées sans les molécules d'ADN montrent que la convection
s'établit sans aucune oscillation temporelle de celle-ci et ce sur des temps très
grands.

� Les expériences menées en présence d'ADN ont montré que les premiers types
de structures convectives observées étaient oscillatoires. La valeur critique du
nombre de Rayleigh qui correspond à la naissance de la convection est trouvée
en bon accord avec celle prédite par la théorie dans le cas de �uides visco-
élastiques purs. Par contre, les fréquences d'oscillations mesurées di�èrent de
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Figure 2 � Représentation du nombre de Nusselt en fonction du nombre de Rayleigh
[7].

celles prédites par la théorie par plusieurs ordres de grandeur. Kolodner avait
suggéré que ce désaccord serait dû au caractère binaire du mélange utilisé, la
théorie ne tenant pas compte de l'e�et Soret inhérent à ce genre de mélanges
binaires.

� En augmentant la di�érence de température entre les plaques inférieures et su-
périeures, une transition se produit d'une instabilité oscillatoire (�gure 3(a))
vers une instabilité stationnaire (�gure 3(b)).

Un bref résumé des travaux analytiques, numériques et expérimentaux très ré-
cents traitant de la convection naturelle des �uides viscoélastiques permet la mise
en perspective des points majeurs proposés dans cette thèse.

L'objectif de cette étude est de mener une analyse de stabilité linéaire et non
linéaire de �uides viscoélastiques saturant un milieu poreux chau�é par le bas. Alors
que les di�érentes transitions de structures convectives qui s'opèrent dans ce système
peuvent être décrites à l'aide de simulations numériques directes du problème, une
alternance théorique est proposée le long de ce travail. Les outils mathématiques déve-
loppés montrent que la dynamique de ces structures peut être décrite par un ensemble
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(a)

(b)

Figure 3 � Apparition des di�érentes formes de structures convectives dans le temps.
[29]
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réduit d'équations di�érentielles non linéaires de formes génériques. Ces équations
décrivent l'évolution temporelle des modes instables présents dans le système. Le rap-
port de forme du milieu poreux en plus des paramètres caractérisant l'élasticité du
�uide conditionne le nombre de modes instables. Lorsque le rapport de forme du mi-
lieu est supposé non borné, des instabilités sous la forme de paquets d'ondes peuvent
se développer. On distinguera deux sortes d'ondes, celles provenant d'oscillations
temporelles de la vitesse à l'intérieur de rouleaux spatialement �xes(ondes �xes) et
celles qui peuvent provenir du déplacement de l'ensemble des rouleaux convectifs
(ondes progressives). La dynamique spatio-temporelle de ces ondes est décrite par
des équations aux dérivées partielles, appelées équations d'amplitude ou équa-

tions d'enveloppe. Dans ce cadre, nous étudierons la stabilité de ces deux types
de structures convectives et discuterons de l'in�uence de l'élasticité du �uide sur le
transfert de chaleur. La partie non linéaire de ce travail constitue une généralisation
et une extension à la dynamique spatio-temporelle de l'étude réalisée dans [42] et
[66]. Dans le cas où le massif poreux se présente sous la forme d'une boite carrée,
on montre que la sélection linéaire d'un mode plus ampli�é que les autres tombe en
défaut au voisinage d'un point singulier que l'on désignera par point de codimen-
sion 2. Au voisinage de ce point et lorsque l'état de conduction se déstabilise, le
système hésite à s'organiser en rouleaux stationnaires ou en rouleaux oscillatoires.
Indépendamment de l'intérêt théorique de comprendre la dynamique non linéaire au
voisinage de cette singularité, nous espérons apporter une explication aux résultats
des simulations numériques de Fu et al. [7] et à ceux obtenus expérimentalement par
Kolodner [29].

En�n, une dernière partie traite le �uide viscoélastique comme un mélange bi-
naire. Dans ce cas trois sources d'instabilités sont en compétition : l'échau�ement,
le caractère viscoélastique du �uide et l'e�et Soret dû au caractère binaire du �uide.
Les prévisions issues de l'interaction entre ces di�érents moteurs d'instabilités sont
en bon accord qualitatif avec les observations expérimentales de Kolodner [29] en
milieu non poreux.

Le présent document est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre de cette thèse est composé de deux parties. Après une pre-
mière partie qui traite des caractéristiques rhéologiques des milieux poreux, et des
�uides viscoélastiques ; dans la deuxième partie nous proposons une modélisation
mathématique du problème. Nous terminons en mettant en évidence l'état de base,
ainsi que les paramètres caractéristiques du problème des instabilités thermiques des
�uides viscoélastiques saturant un milieu poreux.

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude linéaire et non linéaire en milieu
illimité horizontalement dans l'espace. Dans une première partie, on étudiera la sta-
bilité de la solution de conduction vis-à-vis des perturbations. Les caractéristiques
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linéaires des structures convectives susceptibles de se former au seuil de l'instabilité
sont déterminées et leur dépendance vis-à-vis des paramètres représentant l'élasti-
cité du �uide viscoélastique est discutée. La deuxième partie de ce chapitre portera
sur la dynamique non linéaire des structures stationnaires et oscillatoires.

Le troisième chapitre est consacré à une analyse de stabilité linéaire et faible-
ment non linéaire du problème lorsque le milieu poreux est con�né horizontalement.
La théorie des systèmes dynamiques permet une analyse �ne de l'interaction non
linéaire entre les deux modes convectifs les plus instables. Une comparaison quan-
titative est menée entre nos prédictions issues de modèles réduits et des résultats
numériques de Fu et al. [7].

Le quatrième chapitre aborde la question de la convection des �uides viscoélas-
tiques lorsque ces derniers sont considérés comme des mélanges binaires. Cette étude
fait suite aux nombreuses interrogations issues d'études sur des suspensions de molé-
cules d'ADN. Dans cette partie, nous trouvons que les seuils de l'instabilité (nombre
d'onde critique, fréquence et nombre de Rayleigh critique) ne dépendent plus uni-
quement des paramètres rhéologiques des milieux poreux, des �uides viscoélastiques,
mais à cela s'ajoutent des propriétés qui sont propres aux mélanges des �uides.

A la �n de ce mémoire, les résultats obtenus tout le long de ce travail sont synthé-
tisés sous forme d'une conclusion générale, avec l'énoncé de certaines perspectives.
Les annexes détaillent certains calculs utilisés dans le chapitre (2).





Chapitre 1

Présentation des �uides
viscoélastiques et de la convection en
milieu poreux

Ce premier chapitre est une présentation des �uides viscoélastiques et de la
convection en milieu poreux. Nous allons dé�nir les notions fondamentales tant pour
les �uides viscoélastiques, les milieux poreux que pour les mélanges binaires.

1.1 Convection

La convection est une notion très ancienne remontant au moins au XVIII-ème
siècle puisqu'elle était invoquée pour expliquer les mouvements atmosphériques.
L'étude scienti�que commence avec les expériences de Bénard (1905) et l'analyse
théorique de Rayleigh (1916). Récemment ce sujet de mécanique des �uides as-
sez traditionnel a reçu une attention considérable, tant théorique qu'expérimentale,
car le mécanisme d'instabilité primaire est particulièrement intuitif et, de plus, le
système peut être dé�ni de façon su�samment "propre" pour permettre une com-
paraison détaillée entre théorie et expérience.

On parle de convection naturelle d'origine thermique lorsque le milieu est limité
par des plaques imperméables et qu'il est chau�é par le bas.

Le problème de l'étude de la convection naturelle en milieux poreux a béné�-
cié d'un intérêt considérable ces dernières années. Le livre de Nield et Bejan [46]
constitue une excellente référence sur le sujet. Lorsque le �uide con�né est un �uide
viscoélastique, on peut se référer au travail de Do-young et al [12], tant du point de
vue des conditions d'apparition de la convection, que du transfert de chaleur.
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1.2 Caractérisation d'un milieu poreux

On trouve de nombreux exemples de milieu poreux dans la vie courante : textiles,
cuirs, papiers, tissus etc. Les écoulements de �uide à travers les milieux poreux
se rencontrent dans des domaines très variés des sciences et techniques. A titre
d'exemple, on peut citer les problèmes de puri�cation de l'eau, de dépollution des
sols, d'extraction de pétrole et de gaz, les problèmes géophysiques,...

1.2.1 Dé�nition du milieu poreux

Un milieu poreux est composé d'une matrice solide, à l'intérieur de laquelle se
trouvent des pores reliés entre eux ou éventuellement isolés. On peut distinguer :

� les matrices solides non consolidées où la phase solide est formée de grains (par
exemple le sable, le gravier, les billes de verre, d'acier, les lits de particules pas
encore �uidisées...), con�gurations pratiques pour l'expérimentation.

� Les matrices solides consolidées (par exemple les roches calcaires, le grès, l'ar-
gile, le bois, le tissu biologique...).

Dans la nature les roches et les sols sont certainement les milieux poreux les plus
exploités. Les roches poreuses peuvent contenir des hydrocarbures.

D'une manière générale, les milieux poreux sont dé�nis par deux critères :

(1) Le matériau doit contenir de petits espaces vides appelés pores, délimités par
une matrice solide.

(2) Le matériau doit être perméable à un écoulement de �uide (gaz ou liquide).

1.2.2 Paramètres des milieux poreux

1.2.2.1 Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R)

L'échelle du pore d varie généralement de 0.5µm pour les nanopores, à 0.05mm
pour les macropores. Or la distribution des pores est généralement très irrégulière. A
cette échelle, la pression, la vitesse, la température varient donc très irrégulièrement
d'un point à l'autre du domaine. On est donc amené à e�ectuer une moyenne spatiale
de ces grandeurs. Elle a pour but d'éliminer les �uctuations à l'échelle du pore, mais
pas les �uctuations à l'échelle macroscopique du milieu poreux L. Cette moyenne
s'e�ectue donc sur de nombreux pores par l'intermédiaire d'un Volume Elémentaire
Représentatif V.E.R (voir �gure 1.1) du milieu. De plus, l'échelle l du V.E.R doit
véri�er :

d≪ l ≪ L

On obtient donc les caractéristiques de la vitesse, la pression et la température, en
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les moyennant sur le V.E.R. Cela permet de représenter un point dans un nouveau
milieu continu �ctif par changement d'échelle. Il est équivalent au domaine poreux
étudié mais à l'échelle macroscopique. Lorsque les propriétés locales, dé�nies sur le
V.E.R, sont indépendantes de la position de celui-ci, le milieu est dit homogène,
à l'échelle macroscopique. Dans la suite, sauf cas particulier, toutes les grandeurs
(pression, vitesse, température) apparaissant dans les di�érents modèles seront dé-
�nies sur le V.E.R.

solide

milieu poreux à
l’échelle des pores d

fluide

milieu poreux à l’échelle
macroscopique L

V.E.R

L
d

l

Figure 1.1 � La �gure illustre la taille intermédiaire l du volume élémentaire représentatif
(V.E.R) entre la taille du milieu poreux à l'échelle macroscopique L et à l'échelle des pores
d

1.2.2.2 Porosité

La porosité ϕ est dé�nie comme le rapport du volume vide occupé par les pores,
sur le volume total soit :

ϕ =
volume des pores

volume total
La proportion occupée par la matrice solide est donc donnée par 1−ϕ. En fait ϕ

est plus exactement appelé porosité totale. En e�et, cette dé�nition prend en compte
les pores fermés.

Beaucoup de résultats sont issus de modèles géométriques particuliers de grains
ou de pores. Ils sont obtenus dans le cas d'empilements réguliers de sphères de même
diamètre. Ces empilements forment des réseaux et la porosité dépend fortement de
l'arrangement (voir �gure 1.2). Dans le cas d'un réseau cubique il y a beaucoup plus
d'espace pour le �uide (ϕ = 0.476) que dans le cas d'un réseau cubique à face centrée
(ϕ = 0.255) qui est le réseau régulier le plus compact que l'on puisse obtenir avec
des sphères de même diamètre.
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Il existe de nombreux cas où la porosité est variable mais on la considère comme
uniforme.

(a) cubique (b) cubique centrée (c) cubique à face centrée
ϕ = 0.476 ϕ = 0.32 ϕ = 0.255

Figure 1.2 � Arrangements réguliers de sphères de même diamètre avec la porosité ϕ
associée.

1.2.2.3 Perméabilité

La perméabilité K se réfère à la capacité du milieu poreux à laisser passer le ou
les �uides à l'intérieur des pores. Elle ne dépend que de la géométrie de la matrice
solide, en particulier de la porosité et de la tortuosité. Ainsi le milieu est d'autant
plus perméable que les pores sont connectés entre eux.

Généralement K est déterminé par des mesures expérimentales, par le biais de
la loi de Darcy régissant le mouvement du �uide dans le milieu poreux. Il existe de
nombreux travaux répertoriant la perméabilité pour di�érents milieux. On pourra
consulter [46], pour trouver quelques valeurs de K ; elles se situent entre 10−7−10−9

pour le gravier et 10−13 − 10−16 pour l'argile strati�ée.
Il est possible d'évaluer la perméabilité K grâce à des géométries particulières

du milieu, par l'intermédiaire de ϕ et d'une dimension caractéristique de la matrice
solide à l'échelle du pore. On note notamment :

� La relation de Kozeny-Carman(1937) [1] qui donne une estimation satisfaisante
de K pour un milieu poreux non consolidé constitué d'éléments identiques de
géométries simples :

K =
D2ϕ3

36C0(1− ϕ)2
, (1.1)

D est une dimension caractéristique des éléments constituant la matrice po-
reuse, C0 est un coe�cient de forme, il est compris entre 3.6 et 5. Il est égal à
4.8 pour les grains sphériques.
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� Le modèle de faisceaux de tubes capillaires ondulés, parallèles en moyenne à
une direction donnée qui est donc fortement anisotrope [22] :

K = ϕ
D2

32T

avec T la tortuosité des tubes capillaires ondulés, D le diamètre des tubes.
Il existe également des modèles statistiques permettant le calcul de la perméa-
bilité . Cela se révèle utile lorsque le milieu poreux présente des inhomogénéités
dans une large gamme d'échelle (il n'y a plus de description continue �ctive
équivalente).

1.3 Fluides viscoélastiques et modèle de type Ol-

droyd

Un �uide viscoélastique est un exemple de �uide complexe. Il s'agit d'un maté-
riau intermédiaire entre un �uide simple (de l'eau, de l'huile, etc.) et un matériau
élastique (du caoutchouc, voire tout type de solide). Le comportement viscoélastique
est fréquemment observé dans les solutions de polymères et dans les polymères fon-
dus. Un �uide viscoélastique soumis à une déformation donnée présente une réponse
intermédiaire entre celle d'un solide élastique, et celle d'un �uide visqueux pour le-
quel la contrainte est proportionnelle à la vitesse de déformation. Cette réponse va
dépendre en partie du rapport entre le temps de la sollicitation et le temps caracté-
ristique (appelé aussi temps de relaxation) du matériau viscoélastique. Si le temps de
sollicitation est petit devant le temps caractéristique du matériau, les composantes
du matériau n'ont pas le temps de se déformer et on observe une réponse élastique.
Si le temps de sollicitation est grand devant le temps caractéristique, la réponse sera
de type visqueux. Certaines propriétés non-Newtoniennes des �uides viscoélastiques
sont fondamentales pour la modélisation, et ont des conséquences directes sur la
description théorique de ces derniers. Parmi les phénomènes les plus importants, on
peut citer :

1. La dépendance de la viscosité vis-à-vis du taux de cisaillement

2. Anisotropie des contraintes normales

3. Relaxation de contraintes et e�et de mémoire

Plusieurs approches existent a�n de modéliser le comportement des �uides visco-
élastiques. Ces approches proposent une représentation assimilant le comportement
viscoélastique à une association de ressort (contribution élastique) et d'amortis-
seur (contribution visqueuse), contributions montées en parallèle ou en série a�n
d'obtenir la représentation la plus proche possible du comportement dynamique du
�uide. Ces modèles analogiques sont des moyens e�caces pour construire une loi de
comportement, et constituent la base des modèles actuels. Un des modèles les plus
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présents dans la littérature est celui développé par James Gardner Oldroyd 1 aussi
appelé modèle d'Oldroyd-B.

1.3.1 Modèle d'Oldroyd-B

Oldroyd a introduit plusieurs modèles, des modèles à six et à huit constantes pour
décrire le comportement viscoélastique des �uides. Nous allons décrire un modèle
viscoélastique simple qui est le modèle d'Oldroyd-B.

Le tenseur des tensions viscoélastiques pour le modèle d'Oldroyd-B obéit à
l'équation suivante :

τ + λ̄1
D

Dt
τ = 2µ0(D + λ̄2

D

Dt
D), (1.2)

D = dij dé�ni par dij = (1/2)(∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi) représente le tenseur des dé-
formations. µ0 n'est autre que la viscosité statique. λ̄1 > 0 est le temps de relaxation
qui représente le temps que le tenseur des contraintes a besoin pour réagir au chan-
gement de déformation dans le système. λ̄2 > 0, temps de retardation, représente le
temps nécessaire à la déformation pour se propager.

Dans le cas des polymères, le temps de relaxation est plus important.
Le temps de retardation λ̄2 permet de distinguer la partie élastique de la partie

visqueuse du �uide : il est compris entre 0 et λ̄1. Si λ̄2 est proche de 0 alors le �uide
est très élastique et inversement si λ̄2 est proche de λ̄1 alors le �uide est plutôt
newtonien. Le cas λ̄1 = λ̄2 = 0 correspond à un �uide purement visqueux, tandis
que le cas λ̄2 = 0, λ̄1 > 0, correspond au cas d'un �uide purement élastique (modèle
de Maxwell).

Comme exemple, nous pouvons citer le �uide de Boger qui est constitué d'eau
(1.6%), de sirop (98.3%) et de polyacrylamide (0.1%). Les temps de relaxation et de
retardation sont respectivement λ̄1 = 2.54s et λ̄2 = 1.94s

La dérivée invariante D/Dt s'écrivant :

D

Dt
τ =

∂

∂t
τ + (v⃗.∇)τ − (∇v⃗).τ − τ.(∇v⃗)T . (1.3)

Le comportement des �uides viscoélastiques peut être plus ou moins compliqué,
mais ils ont en commun le fait que le tenseur des contraintes peut être décomposé
en deux parties :

τ = τs + τp. (1.4)

1. James Gardner Oldroyd (1921-1982) est un ancien président de la société britannique de
rhéologie. Il a formulé le modèle d'Oldroyd-B pour décrire le comportement viscoélastique des
�uides non newtoniens.
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En e�et, un �uide viscoélastique est composé d'un solvant et d'un polymère. Ainsi
le tenseur des contraintes τs représente la contribution du solvant soit τs = 2µsD,
tandis que la contribution du polymère est transmise respectivement par la viscosité
des solvants et des polymères µs et µp. Les temps de relaxation et de retardation
sont liés par la relation :

λ̄2 =
µs

µs + µp
λ̄1 (1.5)

Pour de faibles variations de la vitesse, la relation 1.2 devient :

(1 + λ̄1
∂

∂t
)τ = 2µ0(1 + λ̄2

∂

∂t
)D (1.6)

1.4 Formulation mathématique de l'étude des �uides

viscoélastiques purs

1.4.1 Modélisation du problème

On considère un milieu poreux (voir �gure 1.3) d'épaisseur H, saturé par un �uide
viscoélastique. La paroi inférieure est chau�ée à une température constante T0, tan-
dis que la plaque supérieure est maintenue à une température inférieure T1 < T0. Le
milieu est dans le champ gravitationnel g⃗.

Le �uide a une viscosité cinématique νf , une viscosité dynamique µf , une masse
volumique ρf , et une conductivité thermique λf .

Comme nous l'avons vu précédemment, les grandeurs sont moyennées sur un
V.E.R (les moyennes volumiques sont dé�nies dans [38]-[63]). De plus la méthode
d'homogénéisation [51]-[52] permet le changement d'échelle pour obtenir de nou-
velles grandeurs continues d'un milieu poreux continu �ctif équivalent. Elle repose
essentiellement sur des développements asymptotiques de la vitesse et de la pression
à l'échelle du pore, puis sur l'application d'un opérateur moyen d'intégration, qui
permet de passer à l'échelle macroscopique. Les coe�cients des équations macro-
scopiques ainsi obtenues re�ètent la nature complexe du milieu à l'échelle microsco-
pique.

On introduit donc la vitesse de �ltration Vf , moyenne de la vitesse du �uide
sur tout le V.E.R c'est à dire pores remplis + solides. On peut également dé�nir la
vitesse intersticielle Vi qui représente la vitesse moyenne du �uide mais à l'intérieur
des pores. La relation de Dupuit-Forchheimer permet de relier les deux vitesses.

Vf = ϕVi
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Figure 1.3 � Con�guration du domaine physique : milieu poreux saturé d'un �uide
viscoélastique de hauteur H, chau�é par le bas et refroidi par le haut

On peut construire le nombre de Reynolds Rep basé sur la taille moyenne des
pores d et la vitesse intersticielle :

Rep = Vi
d

νf
(1.7)

1.4.2 Equation de conservation de la masse

L'équation de conservation de la masse la plus générale s'écrit sous la forme
suivante :

ϕ
∂ρf
∂t

+ div(ρf
−→
V f ) = 0.

En première approximation la densité s'écrit comme fonction linéaire de la tem-
pérature :

ρf = ρ0(1− αf (T − T0)).



Formulation mathématique de l'étude des �uides viscoélastiques purs 21

αf est le coe�cient d'expansion thermique, T la température en un point donné
et T0 une température de référence par exemple la température de la plaque du bas
dans le cas de notre étude. Dans les gaz et les liquides, le coe�cient d'expansion
thermique α est très petit , 10−4 < α < 10−3C−1. Nous adoptons donc l'hypothèse
Oberbeck-Boussinesq [3] pour la densité du �uide qui montre que les variations de
densité sont négligeables, excepté dans le terme gravitationnel ρf g⃗ où elles rendent
compte de la poussée d'Archimède qui est la cause de la convection thermique.

L'équation de conservation de la masse s'écrit alors :

div
−→
V f = 0 (1.8)

1.4.3 Equation de conservation de la quantité de mouvement

1.4.3.1 Loi de Darcy pour les �uides viscoélastiques

A partir d'expériences de percolation d'eau à travers une colonne de sable verti-
cale saturée de hauteur H Henry Darcy dans les années 1950 déduisit la relation :

Q = K ′S
∆Pm
H

(1.9)

où Q représente le débit de l'eau percolant à travers la colonne, ∆Pm la di�érence
de pression motrice entre le haut et le bas de la colonne, K ′ une constante dépendant
de la perméabilité de la couche poreuse du milieu et du �uide. On montre [54] que
K ′ = K/µf avec K la perméabilité et µf la viscosité dynamique du �uide.

A�n de tenir compte du comportement des �uides viscoélastiques, comme dans
le cas d'un �uide Newtonien, l'équation du mouvement pour un �uide viscoélastique
saturant un milieu poreux s'obtient grâce à la théorie d'homogénéisation [31]. Cette
équation prend la forme d'une loi de Darcy généralisée et s'écrit sous la forme :

(1 + λ̄2
∂

∂t
)
−→
Vf = −K

µf
(1 + λ̄1

∂

∂t
)(∇P + ρfge⃗z), (1.10)

Dans cette réécriture de la loi de Darcy pour les �uides viscoélastiques, on peut
immédiatement remarquer que pour le cas particulier λ̄1 = λ̄2 = 0, l'équation 1.10
correspond à la loi de Darcy habituellement utilisée pour un �uide newtonien.

L'équation de Darcy (1.10) généralisée aux fuides viscoélastiques néglige les e�ets
d'inertie du �uide. Or, P. Vadasz [60] a souligné l'importance de ces e�ets lorsqu'on
s'intéresse au phénomène de propagation d'onde en milieu poreux. En e�et, l'étude
de stabilité linéaire et faiblement non linéaire de la convection naturelle en milieu
poreux soumis à une rotation uniforme autour de son axe vertical menée par P.
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Vadasz [60], montre que la prise en compte du terme instationnaire d'inertie peut
induire une convection oscillante, qui n'est pas prévue lorsque ce terme d'inertie est
négligé. Ainsi, dans le chapitre 3 et le chapitre 4, le modèle utilisé tient compte du
terme instationnaire, souvent négligé dans la plupart des études liées à la convection.
Pour une �uide viscoélastique pur, un terme instationnaire est rajouté à l'équation
(1.10) qui s'écrit sous la forme :

ρ0K

ϕµf

(
1 + λ̄1

∂

∂t

)
∂
−→
Vf
∂t

+ (1 + λ̄2
∂

∂t
)
−→
Vf = −K

µf
(1 + λ̄1

∂

∂t
)(∇P + ρfge⃗z). (1.11)

1.4.4 Equation de conservation de l'énergie

La convection en milieu poreux favorise le transfert de chaleur entre la paroi
chaude et la paroi froide. Ce transfert est assuré à la fois par la phase �uide et
la phase solide. Or ces deux phases ne possèdent ni la même capacité thermique
(respectivement (ρc)f et (ρc)s), ni la même conductivité thermique (respectivement
(λ)f et (λ)s). Pour cette raison et dans le but de tenir compte du transfert de chaleur
lié à la présence des 2 phases, Combarnous et Bories [10] avaient proposé un modèle
de deux équations d'énergie décrivant l'évolution de la température des deux phases :

ϕ(ρc)f
∂Tf
∂t

+ (ρc)fϕ
−→
V .∇Tf = div[λ∗f∇Tf ]− h(Tf − Ts), (1.12)

(1− ϕ)(ρc)s
∂Ts
∂t

= div[λ∗s∇Ts]− h(Ts − Tf ]. (1.13)

avec Tf,s désignant la température, moyennée sur un V.E.R, les indices f,s dési-
gnant la partie �uide et la matrice solide. Au regard de (1.12) et (1.13), on constate
que si Ts > Tf , soit Ts − Tf > 0, le transfert de chaleur est compté positivement de
la matrice solide vers la phase �uide.

Les scalaires λ∗f et λ
∗
s sont des coe�cients de conductivité thermique équivalente

et dépendent 2 des coe�cients de conductivité thermique propre λf et λs et de la
porosité ϕ. Ils dépendent aussi entre autres paramètres :

� pour λ∗f , de la dispersion hydrodynamique due à la présence du squelette solide.
� pour λ∗s de l'état de division de la phase solide.

Le coe�cient de transfert entre les deux phases, h, dépend, par analyse dimension-
nelle :

� des caractéristiques thermiques de la phase �uide et de la matrice solide
(conductivité et chaleur volumique)

2. si le milieu est isotrope ce sont des scalaires ; si le milieu est anisotrope, ce sont des tenseurs,
par hypothèse ils sont sphériques
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� de la porosité ϕ
� une dimension caractéristique du milieu poreux par exemple

√
K avec K la

perméabilité ou alors la taille d'un pore, d'un grain, d'une �bre.
h peut être déterminé expérimentalement de manière indirecte [46].

Lorsque que l'on suppose l'équilibre thermique entre la phase �uide et la matrice
solide on a alors Tf = Ts (le coe�cient de transfert h→ ∞). Sa justi�cation repose
sur la comparaison des temps caractéristiques de mise à l'équilibre thermique du
milieu poreux. Sa validité a été systématiquement étudié dans [49]. Pour les modèles
variant entre 10−2 < λs

λf
< 103, on observe qu'au cours d'un processus transitoire,

l'écart maximal entre les températures moyennes adimensionnées de chaque phase
est de l'ordre de 10%.
On en déduit par sommation terme à terme des équations (1.12) et (1.13), le modèle
de transfert de chaleur le plus couramment utilisé pour les milieux poreux (équation
de transport-di�usion) :

(ρc)∗
∂T

∂t
+ (ρc)f

−→
V f .∇T = div[λ∗∇T ], (1.14)

avec T la température équivalente du milieu poreux, (ρc)∗ = ϕ(ρc)f + (1 − ϕ)(ρc)s
la chaleur spéci�que volumique équivalente (car additivité des enthalpies donc des
chaleurs spéci�ques volumiques) et λ∗ = λ∗f + λ∗s. Généralement λ∗ est mesuré ex-
périmentalement mais il dépend de la température. On le prendra constant dans la
suite. On peut quand même en donner une approximation assez simple. Parmi les
modèles les plus usuels [46], on distingue :

� les modèles séries λ⊥, dé�nis par un milieu constitué de strates de solide et de
�uide perpendiculaires au transfert de chaleur qui donnent :

λ⊥ = ϕλf + (1− ϕ)λs

� les modèles parallèles λ∥, dé�nis par un milieu constitué de strates solides et
de �uides parallèles au transfert de chaleur qui donnent :

1

λ∥
=

ϕ

λf
+

1− ϕ

λs

Ces approximations permettent d'encadrer λ∗ :

λ⊥ < λ∗ < λ∥,

Si λ∗ ne varie pas spatialement, on peut écrire :

(ρc)∗

(ρc)f

∂T

∂t
+
−→
V f .∇T = Dth∆T,

avec Dth =
λ∗

(ρc)f
le coe�cient de di�usivité thermique équivalente.
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1.4.5 Conditions aux limites

On impose les conditions aux limites suivantes :
� pour la vitesse, on utilise l'équation de Darcy pour les �uides viscoélastiques,
avec les conditions d'imperméabilité à la frontière :

−→
V f .n⃗ = 0 sur la surface en z = 0 , H

� pour la température, on utilise l'équation de l'énergie avec les conditions :

En z = 0, T = T0

En z = H, T = T1

1.4.6 Adimensionnement et conditions aux limites

1.4.6.1 Equations adimensionnées

Toutes les grandeurs physiques du problème peuvent être exprimées à l'aide de
quatre grandeurs fondamentales : la longueur [m], la masse [kg], la température [K]
et le temps [s]. Or les phénomènes physiques sont indépendants du choix de l'unité,
ils dépendent donc de nombres sans dimension. D'autre part, cette analyse va orien-
ter tout notre travail, en mettant par exemple en évidence un petit paramètre qui
suggère un développement asymptotique. Pour cela on va adimensionner toutes les
grandeurs par les échelles de références suivantes :

� Longueur :

x∗ =
x

H
; y∗ =

y

H
; z∗ =

z

H
� Temps :

t∗ =
t

H2 (ρc)
∗

λ∗

=
t

t0
avec t0 =

H2(ρc)∗

λ∗

λ∗1 =
λ1
t0

et λ∗2 =
λ2
t0

� Température :

T ∗ =
T − T1
T0 − T1

Avec T0 − T1 : la di�érence de température entre les deux plaques.
� Vitesse de �ltration :

−→
V ∗ =

−→
V f

λ∗

H(ρc)f

� Pression :

P ∗ =
P
λ∗µf
K(ρc)f
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La longueur de référence représente la hauteur H sur laquelle se développe prin-
cipalement le phénomène de convection.

Le temps de référence représente le temps de di�usion thermique équivalent sur
une surface H2.

La température au sein du milieu est comprise entre la température de la plaque
du haut et celle de la plaque du bas, alors la di�érence de température est prise
comme référence.

En milieu poreux, la vitesse de �ltration de référence est basée sur le temps ca-
ractéristique de di�usion thermique Dth et la longueur caractéristique H où seule la
partie �uide est en mouvement d'où le terme (ρc)f et non (ρc)∗.

Au regard de la loi de Darcy pour les �uides viscoélastiques, on construit la
pression de référence et la longueur de référence.

Par souci de simpli�cation, dans la suite de ce document, on ôte les étoiles aux
grandeurs adimensionnées. Les équations du problème deviennent :

div(
−→
V ) = 0, (1.15)

Da

ϕPr

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∂
−→
V

∂t
+ (1 + λ2

∂

∂t
)
−→
V = (1 + λ1

∂

∂t
)(−∇P +RaT z⃗), (1.16)

∂T

∂t
+
−→
V .∇T = ∇2T (1.17)

Les conditions aux limites associées deviennent :

Pour la vitesse :

w = 0 en z = 0 et z = 1, (1.18)

Pour la température :

T = 1 en z = 0 et T = 0 en z = 1, (1.19)

Ces équations font intervenir les nombres sans dimension suivants :

� Nombre de Rayleigh de �ltration :
Le nombre de Rayleigh caractérise les e�ets convectifs au sein d'un �uide. Il
est dé�ni par :

Ra =
KgαfH(T0 − T1)(ρc)f

λ∗νf
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En e�et, en convection naturelle, les e�ets stabilisants se traduisent par la dif-
fusion thermique du �uide en mouvement où le temps caractéristique lors d'un

trajet H d'une particule est H2 (ρc)f
λ∗

. Les e�ets stabilisants sont également dus
à la viscosité où le temps caractéristique associé est K

νf
. De ce fait, le temps

caractéristique de stabilisation est t2stabilisation =
H2(ρc)fK

λ∗νf
. Les e�ets déstabi-

lisants proviennent de la poussée d'Archimède par variation de la densité, le
temps de relaxation associé est donc t2dstabilisation = H

αf (T0−T1)g
. Le nombre de

Rayleigh est donc le rapport des 2 temps :

Ra =
t2stabilisation
t2destabilisation

� Coe�cient de relaxation λ1
Ce coe�cient représente le comportement élastique du �uide, il est dé�ni
comme suit :

λ1 =
λ̄1

(λ∗/(ρCp)∗H2)

où (λ∗/(ρCp)
∗H2) est le temps de di�usion thermique verticale.

Dans le cas du modèle de type Oldroyd-B et dans toute la suite de notre
travail, nous aurons toujours :

0 ≤ λ2 ≤ λ1

� Coe�cient de retardation λ2
Il représente également le comportement élastique du �uide. Il s'écrit de façon
explicite :

λ2 =
λ̄2

(λ∗/(ρCp)∗H2)

� Le nombre de Prandlt-Darcy
Cette grandeur est dé�nie par :

PrD =
ϕPr

Da

où :
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� Nombre de Prandtl

Pr =
ν

Dth

La di�usivité thermique Dth et la viscosité cinématique ν ayant même di-
mension, leur rapport dé�nit une grandeur sans dimension Pr appelée nombre
de Prandtl. Pr permet d'évaluer l'e�cacité relative du transport de chaleur
et de quantité de mouvement.

� Nombre de Darcy
Le nombre de Darcy Da est caractéristique de la �nesse du milieu poreux.

Da =
K

H2

1.4.7 Solution de conduction

Une solution stationnaire simple du système (1.15)-(1.16)- (1.17) avec les condi-
tions aux limites peut être trouvée et ce quels que soient Ra, λ1, λ2, c'est la solution
de conduction :

V0 = 0, (1.20)

T0 = 1− z, (1.21)

P0 = Ra(z − z2

2
). (1.22)

Cette solution est caractérisée par un pro�l linéaire de la température.

1.5 Formulation du problème pour les mélanges bi-

naires de �uides viscoélastiques

Les travaux publiés sur la convection thermique des �uides viscoélastiques dans
des milieux poreux décrivent des polymères avec des modèles de �uides viscoélas-
tiques purs sans se soucier de l'aspect de mélanges binaires. On suppose maintenant
que le �uide viscoélastique est un mélange de deux �uides miscibles. Dans ce cas la
séparation des constituants du �uide binaire se fait par couplage thermodi�usion-
convection. Les applications de tels phénomènes sont nombreuses, et notamment
dans l'industrie pétrolière où la thermodi�usion convection peut aider à expliquer
la redistribution de divers hydrocarbures constituant les huiles naturelles sous l'in-
�uence de gradients thermiques naturels dans les rôches-réservoirs.
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1.5.1 Phénomène de thermodi�usion-E�et Soret

Le �uide viscoélastique étant un mélange de deux �uides miscibles, on dé�nit par
C la concentration du mélange, cette concentration étant le rapport de la masse de
l'un des constituants à la masse totale du �uide contenu dans un élément de volume
donné.

La thermodi�usion appelée E�et Soret, est la formation d'un �ux de matière
induit par un gradient de température appliqué à un mélange binaire initialement
homogène. Elle a été découverte il y a plus d'un siècle par Ludwig (1856) et Soret
(1880). Soret donne son nom à cet e�et [56], qui représente le couplage entre la
di�usion thermique et la di�usion du soluté. Les applications sont nombreuses et
notamment l'e�et Soret permet de séparer des constituants au sein d'un mélange.
C'est Klaus Clusius [8] qui a découvert une séparation possible des éléments d'un
mélange avec son tube à séparation, processus appelé plus tardivement di�usion
thermogravitationnelle. L'e�et de séparation est faible et nécessite une cascade de
plusieurs étapes, par exemple 20 pour le néon et plusieurs milliers pour l'uranium.

Dans un mélange binaire, la première loi de Fick datant du 19e siècle, montre que
le vecteur �ux de di�usion (quantité de matière traversant par seconde une surface
d'aire normale au mouvement) est donné en fonction de la chute de concentration
. S'il existe en plus un gradient de température, le �ux de matière contiendra, à
côté du terme provenant de la loi de Fick, un terme traduisant la contribution du
gradient de température. Cette contribution est pondérée par un coe�cient de dif-
fusion thermique ou coe�cient de thermodi�usion ST . Le �ux de di�usion de l'un
des constituants du mélange s'écrit sous la forme suivante :

−→
J = −D∗ (∇C + STC0(1− C0)∇T ) . (1.23)

C0 est la concentration du composant le plus lourd, D∗ la di�usion de la concen-
tration. L'expression de ce �ux montre bien que le gradient de température engendre
un �ux de matière. L'e�et contraire i.e. l'apparition d'un �ux thermique sous l'in-
�uence d'un gradient de concentration est nommé E�et Dufour ; présent essentielle-
ment dans les gaz, il sera négligé dans ce travail. A l'état stationnaire, le �ux total
est nul et on a pour un mélange binaire :

∂C

∂z
= −STC0(1− C0)

∂T

∂z
. (1.24)

Si l'on suppose que la couche �uide est chau�ée par le bas (gradient de tempéra-
ture négatif), on voit d'après l'expression du �ux à l'état stationnaire que le sens de
migration des constituants n'est connu que si le signe du rapport de thermodi�usion



Formulation du problème pour les mélanges binaires de �uides
viscoélastiques 29

ST est connu. Ainsi si ST est positif, le constituant de concentration C se déplace
vers la paroi froide (gradient de concentration positif) et inversement si le rapport
de thermodi�usion ST est négatif. Le signe du coe�cient de thermodi�usion n'est
pas déterminé a priori (voir �gure 1.4).

Les mesures du coe�cient de thermodi�usion sont rares, dues à de grandes di�-
cultés expérimentales, telles que l'apparition de rouleaux convectifs dans le liquide.

Figure 1.4 � Pro�l de température dans le cas où le �uide est chau�é par le bas et
pro�ls de concentration correspondants. Ils montrent le déplacement du constituant de
concentration C vers la paroi froide (chaude) lorsque ST est positif (négatif)
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1.5.2 Formulation du problème

1.5.2.1 Modélisation mathématique

On considère une couche poreuse homogène et isotrope d'épaisseur H, saturée
par un mélange binaire de �uide viscoélastique. La paroi inférieure est chau�ée à
la température T0, tandis que la paroi supérieure est maintenue à une température
T1 < T0 (�gure 1.3).

1.5.2.2 Hypothèse adoptée

La densité du �uide est désormais considérée comme une fonction linéaire de la
température et de la concentration :

ρ = ρ0(1− α(T − T0)− β(C − C0))

où α et β sont respectivement le coe�cient de dilatation thermique et le coef-
�cient de dilatation du soluté. T0 et C0 sont respectivement la température et la
concentration de référence.

1.5.2.3 Equation de continuité

Le �uide étant supposé incompressible, l'équation de conservation de la masse
est exprimée par l'équation d'incompressibilité :

∇.u = 0. (1.25)

1.5.2.4 Loi de Darcy pour les mélanges binaires de �uides viscoélastiques

A�n de tenir compte de l'ajout de la concentration dans l'expression de la densité
du �uide, la loi de Darcy pour les mélanges binaires de �uides viscoélastiques peut
être réecrite selon :

µ

K

(
1 + λ̄2

∂

∂t

)
u+

ρ0
ϕ

(
1+ λ̄1

∂

∂t

)
∂u

∂t
= (1.26)

−
(
1 + λ1

∂

∂t

)
{∇P + ρ0 [α(T − T0 )− β(C − C0 )]g},

où µ est la viscosité dynamique, K la perméabilité du milieu, ϕ la porosité, λ̄2
et λ̄1 les temps de retardation et de relaxation respectivement ; ρ0 est la densité
uniforme.
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1.5.2.5 Equation de l'énergie

L'équation de conservation de l'énergie pour les mélanges binaires de �uide vis-
coélastiques reste la même que celle utilisée pour les �uides viscoélastiques purs en
milieu poreux et s'écrit :

(ρCp)
∗ ∂

∂t
T + (ρCp)fu.∇T = λ∗∇2T . (1.27)

λ∗ étant la conductivité thermique équivalente.

1.5.2.6 Equation de la di�usion moléculaire

Elle détermine la distribution de la concentration dans le �uide et le transport
des constituants du �uide dans le milieu poreux. Elle sécrit :

ϕ
∂C

∂t
+ (u.∇)C = D∗[∇2C + STC0 (1 − C0 )∇2T ]. (1.28)

ϕ représente la porosité, D∗ la di�usion de la concentration et ST le coe�cient
de Soret.

1.5.2.7 Conditions aux limites

� La température est imposée à la fois sur la plaque inférieure en z = 0 et sur
la plaque supérieure en z = H :

T = T0 en z = 0 et T = T1 en z = H, (1.29)

� La composante normale de la vitesse de �ltration doit s'annuler sur les parois :

w = 0 en z = 0 et z = H, (1.30)

� La condition aux limites sur la concentration traduit que la composante nor-
male du �ux de di�usion doit s'annuler aux bords de la matière Jez = 0 :

∂C

∂z
= −STC0(1− C0)

∂T

∂z
en z = 0 z = H, (1.31)
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1.5.2.8 Etat de base : solution de conduction

Le système (1.25-1.28) est fermé et admet une solution appelée solution de base.
Elle est obtenue en supposant que le �uide est au repos et que la température, la
concentration et la pression dépendent de la coordonnée verticale z. Si nous cher-
chons des solutions des équations sous la forme TB(z) et CB(z), on obtient l'état de
base :

u = 0, (1.32)

TB = T0 −
T0 − T1
H

z, (1.33)

CB = STC0(1− C0)
∆T

H
z + C0. (1.34)

Cette solution du système est aussi appelée solution de conduction pure, puisque
le transfert de chaleur s'e�ectue sans changement macroscopique, l'énergie thermique
se propageant grâce à des chocs non élastiques entre molécules.

1.5.2.9 Adimensionnalisation et linéarisation autour de la solution de
conduction

Les équations du mouvement peuvent être adimensionnées, en notant σ = (ρCp)∗

(ρCp)f
,

etDth =
λ∗

(ρCp)f
. On choisit alors les échelles de référenceH,Dth/H,H2σ/Dth, T0−T1

et −STC0(1−C0)(T − T0) respectivement pour la longueur, la vitesse de �ltration,
le temps, la perturbation de la température θ et la perturbation de la concentration
C. On dé�nit également une nouvelle variable ξ telle que ξ = C − θ.

En prenant deux fois le rotationnel de l'équation de conservation de la quantité
de mouvement et en tenant compte de l'équation de continuité (∇.u = 0), on ob-
tient en projetant sur l'axe vertical z, le système d'équations linéairisées autour de
(1.32-1.34) véri�ées par les perturbations u, θ et ξ :

∇.u = 0, (1.35)

(
1 + λ2

∂

∂t

)
∇2W +

(
1 + λ1

∂

∂t

)(
1

PrD

∂

∂t
∇2W

)
−Ra

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∇2
h[(1 + ψ)θ + ψξ] = 0, (1.36)

∂θ

∂t
−W −∇2θ = 0, (1.37)
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ε∗
∂ξ

∂t
− (1− ε∗)W + ε∗∇2θ − Le∇2ξ = 0, (1.38)

Avec le laplacien horizontal :

∇2
h =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
.

En plus des nombres sans dimension Ra, PrD, λ1 et λ2 s'ajoutent trois autres
nombres sans dimension :

� Rapport de séparation ψ
ψ est le rapport de séparation, il peut être stabilisant ou déstabilisant en
fonction du mélange binaire considéré.

ψ =
β

α
STC0(1− C0).

Dans le cas d'un �uide pur ψ = 0.
� Nombre de Lewis

Le =
D∗

Dth

De manière similaire au nombre de Prandtl, le nombre de Lewis représente le
rapport entre les temps de di�usion thermique et massique. Dans la suite de
ce travail, nous prendrons un nombre de Lewis de l'ordre de 10−2.

� porosité relative
Cette grandeur est dé�nie par :

ε∗ =
ϕ

σ

1.5.2.10 Condition aux limites

Les parois sont imperméables :

∂ξ

∂z
= 0 en z = 0 et 1 (1.39)

θ = 0 en z = 0 et 1 (1.40)

W = 0 en z = 0 et 1. (1.41)

1.6 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons déterminé les caractéristiques rhéologiques
des milieux poreux, et nous avons présenté une modélisation mathématique du pro-
blème basée sur l'équation de Darcy généralisée aux �uides viscoélastiques.
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Les paramètres adimensionnés du problème et l'état de conduction ont été déter-
minés. La partie introductive sur les mélanges binaires de �uides viscoélastiques en
milieu poreux nous a permis de présenter et de modéliser le probème physique. Le
milieu, constitué de deux phases, l'une �uide (elle même composée de deux �uides
miscibles), l'autre solide, est assimilé à un �uide �ctif, continu et unique. En sup-
posant que le �uide véri�e l'hypothèse de Boussinesq, ce problème physique est régi
par les équations adimensionnées du mouvement où l'équation de la quantité de
mouvement est exprimée sous la forme de la Loi de Darcy généralisée aux �uides
viscoélastiques dans le modèle d'Oldroyd-B. Ce problème admet une solution dite
solution de conduction.



Chapitre 2

Analyse linéaire et faiblement non
linéaire en milieu illimité

Ce chapitre est consacré à l'étude linéaire des instabilités qui apparaissent lorsque
l'état de conduction se déstabilise. Pour cela, il faut étudier l'évolution au cours du
temps d'une perturbation in�nitésimale, qui peut simuler, par exemple, le bruit in-
hérent aux situations réelles. La solution de conduction est dite instable lorsque
cette perturbation s'ampli�e asymptotiquement dans le temps, cependant dans le
cas contraire on parle d'état de conduction stable.

Deux approches de stabilité linéaire sont alors possibles, temporelles et spatio-
temporelles.

2.1 Etude de stabilité de la solution de conduction

2.1.1 Formulation du problème de stabilité et équation de
dispersion

L'analyse linéaire qui correspond à l'étude de l'évolution d'une perturbation in�-
nitésimale, donne une condition su�sante d'instabilité, l'état étudié est linéairement
stable ou instable. En e�et, même si un état peut être stable vis-à-vis d'une pertur-
bation in�nitésimale, il ne l'est peut être pas vis-à-vis d'une pertubation d'amplitude
�nie(analyse non linéaire). Néanmoins l'analyse linéaire permet d'obtenir les seuils
d'instabilité primaires, les nombres d'ondes et les fréquences des structures bifur-
quées.

Pour le problème de la convection des �uides viscoélastiques, le système (1.15)-
(1.16)-(1.17) avec les conditions aux limites (1.18)-(1.19), dépend de trois para-
mètres :

� Le nombre de Rayleigh Ra
� Le coe�cient de relaxation λ1
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� Le coe�cient de retardation λ2
En superposant des petites perturbations de la vitesse v⃗ = (u, v, w)T de la tem-

pérature θ et de la pression p à la solution de conduction, on peut écrire :


V⃗ = V⃗0 + v⃗(x, y, z, t),

T = T0 + θ(x, y, z, t),

P = P0 + p(x, y, z, t),

(2.1)

En reportant (2.1) dans le système initial (1.15)-(1.16)-(1.17), on obtient après
linéarisation :



∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0,

(1 + λ2
∂

∂t
)V − (1 + λ1

∂

∂t
)(−∇p+Raθ−→e z) = 0,

∂θ

∂t
− w = ∇2θ.

(2.2)

Les conditions aux limites pour les perturbations sont :

w(z = 0) = w(z = 1) = 0 et θ(z = 0) = θ(z = 1) = 0. (2.3)

En prenant deux fois le rotationnel de l'équation de conservation de la quantité de

mouvement et en tenant compte de l'équation de continuité (∇.
−→
V = 0) et l'équation

de l'énergie, on obtient en projetant sur l'axe vertical z, une seule équation véri�ée
par la perturbation θ, soit :

(1 + λ2
∂

∂t
)(
∂

∂t
−∇2)∇2θ = (1 + λ1

∂

∂t
)Ra∆hθ, (2.4)

avec le laplacien horizontal :

∆h =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

Les conditions aux limites (2.3) se réduisent aux conditions limites pour θ :

θ =
∂2θ

∂z2
= 0 , en z = 0 et z = 1 . (2.5)



Etude de stabilité de la solution de conduction 37

L'analyse en modes normaux est désormais classique pour une étude de stabilité
linéaire.

En e�et, celle-ci consiste à chercher des solutions écrites en modes de Fourier, dits
modes normaux. Ces solutions sont développées sur une base de fonctions adaptées
à la géométrie du système.

Ainsi l'équation (2.4) admet des solutions de la forme :

θ = ei[(kxx+kyy)−ωt]θ1sin(nπz) + C.C, (2.6)

où C.C est le complexe conjugué, θ1 est l'amplitude, kx et ky sont respective-
ment les nombres d'onde suivant l'axe des abscisses et des ordonnées. Cette hypo-
thèse signi�e qu'on étudie une perturbation périodique qui s'étend indé�niment dans
l'espace. Les solutions proposées représentent alors des ondes qui se déplacent à la

vitesse de phase
−→
V ϕ =

(
ωr

kx
, ωr

ky

)
et s'accroissent ou s'amortissent avec un taux de

croissance temporelle.

En injectant la forme de la perturbation de la température θ dans l'équation
(2.4), cela conduit à une expression appelée relation de dispersion qui relie le nombre
d'onde k à la pulsation ω.

Cette équation s'écrit :

Dϕ(k, ω) = (−B2ω
2 −B1iω +B0) = 0, (2.7)

Les coe�cients B1, B2 et B3 dépendent des nombres sans dimension.

B2 = λ2(k
2 + n2π2), (2.8)

B1 = λ2(k
2 + n2π2)2 + (k2 + n2π2)−Rak2λ1, (2.9)

B0 = (k2 + n2π2)2 −Rak2. (2.10)

Avec les paramètres ϕ = [Ra, λ1, λ2], en toute généralité k = kr + iki ∈ C et
ω = ωr + iωi ∈ C, avec l'interprétation suivante :

1. ℜ(k) = kr : nombre d'onde
−ℑ(k) = −ki : taux de croissance spatial (à un temps �xé t, lorsque ki < 0
l'instabilité s'ampli�e dans l'espace pour x > 0 sinon elle s'amortit).

2. ℜ(ω) = ωr : fréquence de l'onde,
ℑ(ω) = ωi : taux de croissance temporelle(à une position �xée. Lorsque ωi > 0
l'instabilité s'ampli�e sinon elle s'amortit).
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Deux approches de stabilité linéaire sont adoptées. Lorsque la perturbation est
supposée être étendue dans tout le système, une approche temporelle est su�sante.
En revanche, la réponse du système à une perturbation localisée nécessite une analyse
spatio-temporelle.

2.1.2 Approche temporelle

Comme l'écoulement n'est pas tout le temps instable, on s'intéresse pour l'instant
à la naissance des premiers modes déstabilisant la solution de conduction. Pour cela
il faut e�ectuer une étude d'instabilité temporelle. Elle consiste à étudier l'évolution
temporelle de la perturbation en supposant :

k ∈ R et ω ∈ C
Lorsque la pertubation n'est ni ampli�ée ni atténuée, nous sommes dans les

conditions de stabilité marginale qui sont atteintes pour :

ωi = 0

Dans ce cas ωr contrôle le reste de la dépendance temporelle :
� ωr = 0, une instabilité stationnaire s'installe.
� ωr ̸= 0, Le comportement oscillatoire apparaît.

2.1.2.1 Caractéristique linéaire de l'instabilité stationnaire ωr = 0

On peut dès lors calculer les seuils critiques du nombre de Rayleigh Ra et du
nombre d'onde k. En tenant compte du fait que nous sommes au seuil marginal
(ωi = 0) et que ωr = 0, on injecte ces deux conditions dans la relation de dispersion
(2.7). Il nous vient automatiquement : B0 = 0.

D'où :

Ra(s) =
(k2 + n2π2)2

k2
(2.11)

On notera toutefois que le seul paramètre de contrôle est ici le nombre de Rayleigh
Ra(s) lequel dépend exclusivement de k. On remarque que le Ra(s) ne dépend pas
du coe�cient de relaxation λ1 et du coe�cient de retardation λ2.

Pour déterminer le mode qui se déstabilise en premier (mode le plus instable), on
doit calculer le nombre d'onde qui minimise le paramètre de contrôle Ra(s). Comme
Ra(s) est une fonction croissante de n, le minimum est atteint pour n = 1 et on
obtient ainsi le mode critique (ksc , Ra

s
c), au-delà duquel l'écoulement cesse d'être

stable et fait place à la convection. La valeur du nombre d'onde critique est obtenue
en imposant :

∂Ra(s)

∂k
= 0 =⇒ ksc = π (2.12)
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ce qui donne :

Rasc = 4π2 et ksc = π

On retrouve là le résultat bien connu pour la convection naturelle d'un �uide
Newtonien saturant un milieu poreux.

2.1.2.2 Caractéristique linéaire de l'instabilité oscillatoire ωr ̸= 0

La valeur du Ra dans le cas de l'instabilité oscillatoire est obtenue en posant
B1 = 0 et ωi = 0 dans la relation de dispersion, ce qui conduit à :

Raosc =
(k2 + n2π2) + λ2(k

2 + n2π2)2

k2λ1
(2.13)

La courbe neutre de stabilité est illustrée sur la �gure (2.1) pour di�érentes va-
leurs des temps de relaxation et de retardation.

En minimisant Raosc comme précédemment, les valeurs critiques du nombre de
Rayleigh oscillatoire Raoscc et du nombre d'onde koscc obtenues pour n = 1 sont :

Raoscc =
1

λ1
[1 + 2λ2π(π + (π2 +

1

λ2
)
1
2 )], (2.14)

koscc = π
1
2 (π2 +

1

λ2
)
1
4 (2.15)

Cependant B1 = 0 impose à la fréquence ω = ωr de véri�er :

−B2ω
2 +B0 = 0

ce qui implique

B0B2 > 0

A l'état critique, la fréquence pour la convection oscillatoire s'écrit :

ω±
c = ±

√
π4 + 2kosc2c π2 + kosc4c −Raoscc kosc2c

λ2(π2 + kosc2c )

La �gure (2.3) illustre la dépendance de la fréquence critique vis-à-vis de λ2 pour
λ1 = 0.5.



40 Analyse linéaire et faiblement non linéaire en milieu illimité

k

R
a

o
s
c

0 2 4 6 8 10
0

50

100

150

200

250

(λ1 = 0.75, λ2 = 0.6)
(λ1 = 0.75, λ2 = 0.7)

Figure 2.1 � Courbe neutre de stabilité.

Le mode avec une fréquence ω+(ω−) correspond à une onde progressive descen-
dante(montante). Remarquons que tous les modes dont le vecteur d'onde décrit un
cercle de rayon ksc pour l'instabilité stationnaire et k

osc
c pour l'instabilité oscillatoire

peuvent émerger simultanément indiquant qu'il y a absence d'une direction privilé-
giée du vecteur d'onde.

Nous avons représenté sur la �gure (2.2), les deux seuils Raoscc et Rasc en fonc-
tion de λ2 pour di�érentes valeurs de λ1. Le résultat très important dans cette
courbe concerne principalement l'e�et déstabilisant du temps de relaxa-
tion λ1 et l'e�et stabilisant du temps de retardation λ2.

La deuxième condition d'existence d'une instabilité oscillatoire :

(k2 + n2π2) + λ2(k
2 + n2π2)2

k2λ1
<

(k2 + n2π2)2

k2
(2.16)

Conduit à l'expression :
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Figure 2.2 � Dépendance du nombre de Rayleigh critique pour les instabilités station-
naire et oscillatoire en fonction de λ2 pour di�érentes valeurs de λ1.

λ1 > λ2 +
1

k2 + n2π2

Ce qui délimite la zone d'existence d'une instabilité oscillatoire dans le plan des
paramètres (λ1, λ2)

La courbe de la �gure (2.4) représente, dans le plan (λ1, λ2), la frontière qui
sépare la zone des paramètres où l'instabilité est stationnaire de celle où l'instabilité
est oscillatoire. Cette �gure montre bien que l'étendue de la région où se produit
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Figure 2.3 � Fréquence critique oscillatoire en fonction du temps de retardation pour
λ1 = 0.5.

une bifurcation de Hopf est plus large que celle où le système observe une transition
vers une instabilité stationnaire.

2.1.3 Nature convective ou absolue des instabilités

La réponse linéaire du système à une perturbation localisée permet d'étudier sa
stabilité linéaire et constitue un critère local d'instabilité. Le système est stable si
toute perturbation décroît dans le temps. Dans le cas où la perturbation n'est ni
ampli�ée ni atténuée, la stabilité est dite marginale. En complément à cette étude,
il est important de distinguer les instabilités convectives des instabilités absolues.
Les notions d'instabilités convectives et absolues apparaissent pour la première fois
dans un contexte général dans un article de Twiss en 1952 [59], puis de Landau et
Lifshitz [32] et Briggs [5]. Ces notions ont été introduites par les physiciens des plas-
mas, puis ont été appliquées par Huerre et Monkewitz [27] aux écoulements cisaillés
ouverts, tels que les jets, les couches de mélange ou de sillages. La théorie de stabilité
temporelle linéaire est très bonne pour prédire un grand nombre de comportements
d'écoulements. Le nombre k est réel, et l'objectif de cette étude est de déterminer
une fréquence complexe ω fonction de k. Cette théorie temporelle est utilisée no-
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Figure 2.4 � Régions dans le plan (λ1, λ2) où le déclenchement de l'instabilité se produit
en mode stationnaire ou oscillatoire.

tamment dans les études de Taylor-Couette et de Rayleigh-Bénard. Toutefois, pour
l'étude d'instabilités dans des écoulements parallèles tels que les couches limites, le
mécanisme d'instabilité est souvent contrôlé par un forçage périodique de l'écou-
lement à une certaine fréquence. Il faut distinguer l'analyse spatiale de l'analyse
temporelle. Dans cette dernière, les perturbations évoluent temporellement à partir
d'une perturbation spatiale initiale. L'approche spatiale consiste elle à se donner
ω réel et le nombre d'onde complexe. L'évolution des perturbations localisées en
régime linéaire est décrite en termes d'instabilités convectives et d'instabilités ab-
solues. Dans une telle situation comment choisir entre l'aspect temporel et l'aspect
spatial ?

Le régime de conduction pure est convectivement instable quand la perturba-
tion, apparaissant en (t0, x0), s'ampli�e dans un repère mobile, tout en s'atténuant
en chaque point du domaine pour des temps asymptotiquement grands ; ainsi, le
système retourne à son état de base non perturbé en absence de bruit. L'e�et de
cette instabilité est donc temporaire. Physiquement, puisqu'en régime instable, les
perturbations croissent spatio-temporellement sous la forme de paquets d'ondes ; les
deux fronts possédant un taux d'accroissement nul, se propagent dans la même di-
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rection, c'est à dire dans la direction du centre du paquet d'ondes. Si le système est
soumis à un bruit microscopique continu dû à l'expérience par exemple, des struc-
tures macroscopiques se créent et sont entretenues par le bruit.

x

t

a)
x

t

b)

t

x
c)

Figure 2.5 � Evolution d'une perturbation localisée en x = 0, t = 0 dans le plan (x, t),
stable en a), convectivement instable en b) et absolument instable c).

Le régime est absolument instable quand la perturbation est ampli�ée à la fois
à l'aval et à l'amont. Elle grossit et envahit totalement le domaine d'étude jusqu'à
saturation et formation des structures. Ainsi, le paquet d'ondes se répand aussi bien
dans la direction du mouvement, que dans la direction opposée [23]. Ici, le bruit est
ampli�é mais ne modi�e pas les structures macroscopiques propres à la dynamique
du système i.e. ces structures sont dites auto-entretenues. Par exemple, l'instabilité
primaire en convection de Rayleigh-Bénard est absolue, tandis que l'écoulement de
Poiseuille plan est convectif.

2.1.3.1 Branches spatiales

La condition nécessaire pour que l'instabilité soit absolue est qu'il existe un point
k dans le plan complexe relié à une fréquence ω telle que :


D[Ra,λ1,λ2](k, ω(k)) = 0,

∂ω(k)

∂k
= 0,

(2.17)
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De plus, une condition su�sante impose que les branches spatiales dans le plan
complexe k suivent un processus de pincement décrit ci-dessous.

Structures stationnaires

Les branches spatiales sont représentées par les courbes dé�nies par [k ∈ C, ω ∈
R/D[Ra,λ1,λ2](k, ω) = 0]

La relation de dispersion 2.7 peut être développée en polynôme de degré 4 en
k. Cette équation est alors résolue numériquement en faisant varier Ra, pour des
valeurs du temps de relaxation λ1 et du temps de retardation λ2 �xés. Nous observons
distinctement quatre branches spatiales dans le plan (kr, ki). Un exemple est illustré
sur la �gure 2.6.
Lorsqu'on augmente le nombre de Rayleigh Ra, les branches spatiales se déforment.
En augmentant Ra jusqu'au seuil de l'instabilité absolue marginale, des branches
émanant de part et d'autre de l'axe réel se pincent 2.6(b). Le point de pincement
correspond à un point où une fréquence d'oscillation est sélectionnée. Le système
agit alors comme un oscillateur auto-entretenu.
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Figure 2.6 � Comportement des
branches spatiales des structures station-
naires pour l'analyse spatiale, avec λ1 =
0.82, λ2 = 0.8, à di�érentes valeurs de
Ra, avant le seuil absolu Ra = 30 (a),
au seuil absolu Ra ≃ 39.47 (b) et dans le
régime absolu Ra = 50 (c).
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Structures oscillatoires

En procédant comme précédemment, on augmente le nombre de Rayleigh jus-
qu'au seuil de l'instabilité convective 2.7(b). Le système devient convectivement
instable lorsque l'une des branches spatiales traverse l'axe des réels. Le système
agit alors comme un ampli�cateur de perturbations permanentes. En augmentant
Ra jusqu'au seuil de l'instabilité absolue, des branches spatiales émanant de part
et d'autre de l'axe des réels se pincent 2.7(c). Le système se comporte comme un
oscillateur auto-entretenu.
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Figure 2.7 � Comportement des branches spatiales pour les structures oscillatoires pour
l'analyse spatiale à di�érentes valeurs de Ra, avec λ1 = 0.9, λ2 = 0.8, avant le seuil
convectif Ra = 30 (a), au seuil convectif Ra ≃ 37.28 (b), au seuil absolu Ra ≃ 37.34 (c),
dans le régime absolu Ra = 50 (d)
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2.1.4 Equations de Ginzburg-Landau linéaire pour les struc-
tures oscillatoires

Le comportement dynamique des structures au seuil peut être décrit phénomé-
nologiquement sous une forme très générale à l'aide de deux équations couplées non
linéairement de type Ginzburg-Landau. Ces équations rendent compte de la mo-
dulation spatio temporelle lente des amplitudes complexes A(x, t) des ondes. Nous
nous arrêterons juste à établir les termes de la partie linéaire de cette équation. Une
étude plus détaillée sera réalisée ultérieurement en prenant en compte les termes
non linéaires (voir Annexe A).

Les termes linéaires de l'équation d'amplitude ont été calculés à partir de l'équa-
tion de dispersion. Si on écrit l'équation de Ginzburg-Landau complexe linéarisée
sous la forme suivante :

τ0(
∂A

∂t
+ Vg

∂A

∂x
) = ε(1 + ic0)A+ ξ20(1 + iβ)

∂2A

∂x2
(2.18)

cette équation admet dans la plus grande généralité des coe�cients complexes.
L'équation contient un terme instationnaire (∂A

∂t
), un terme d'advection (∂A

∂x
) à la

vitesse de groupe Vg, un terme d'instabilité εA, un terme di�usif (∂
2A
∂x2

) et un terme

dispersif (iβ ∂
2A
∂x2

)

Le calcul des termes linéaires est classique et conduit à :

τ0 =
1

Raoc[
∂ωi

∂Ra
]c
,

τ0 =
2λ2

1 + λ2(k2c + π2)
,

ε =
Ra−Rac
Rac

,

Vg = [
∂ωr
∂k

]c,

Vg =
koc
ωoc

(
1

λ2
− 1

λ1
),

co = Racτo[
∂ωr
∂Ra

]c,

co = − 2k2cRa
o
c

ωoc(1 + λ2(k2c + π2))(k2c + π2)
,
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ξ20 =
1

2Rac
[
∂2Ra

∂k2
]c,

ξ20 =
1

(k2c + π2)(1 + λ2(k2c + π2))
(λ2k

2
c +

3π2(1 + λ2π
2)

k2c
),

β = −[
τ0
2ξ20

∂2ωr
∂k2

]c.

On peut écrire di�éremment l'équation d'amplitude linéarisée a�n de simpli�er
son écriture en divisant 2.18 par τ0 et en arrangeant à nouveau l'équation, on obtient
alors :

∂A

∂t
+ Vg

∂A

∂x
= (µr + iµi)A+ (βr + iβi)

∂2A

∂x2
(2.19)

Où les coe�cients µr, µi, βr et βi sont :

µr =
Ra−Raoc
2λ2Raoc

(1 + λ2(k
2
c + π2)),

µi = − k2c (Ra−Raoc)

2ωocλ2(k
2
c + π2)

,

βr =
1

2λ2(k2c + π2)
(λ2k

2
c +

3π2(1 + λ2π
2)

k2c
),

βi =
1

2ωc
[

k2cλ1λ2
(k2c + π2)(λ1 − λ2)− 1

(
1

λ2
− 1

λ1
)2 − ((

1

λ2
− 1

λ1
) +

4k2c
λ1(k2c + π2)

)],

On cherche les solutions de l'équation 2.19 sous la forme :

A = eikx−iωt

avec k ∈ C et ω ∈ C
D'autre part au seuil de l'instabilité absolue, on aura ∂ω

∂k
= 0 et ωi = 0, on obtiendra :

µAr =
V 2
g βr

4(β2
r + β2

i )
, (2.20)

kA = −iVg
2

βr − iβi
β2
r + β2

i

. (2.21)

Le seuil absolu ainsi que le nombre d'onde absolu sont donnés en fonction des
paramètres de l'équation d'amplitude linéarisée. La �gure (2.8) est une comparaison
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Figure 2.8 � Comparaison des seuils absolus et convectifs pour λ1 = 0.9.

des seuils critiques à la naissance des instabilités convectives et absolues. Les deux
seuils sont très proches. On peut également comparer la valeur approchée du RaA à
la solution exacte.

Comme on peut le remarquer à l'aide de la �gure (2.9), les deux courbes
coïncident parfaitement et l'approximation de l'équation d'amplitude est
donc valable près du seuil. Lorsque la vitesse de groupe s'annule, le seuil absolu
est confondu avec le seuil de l'instabilité critique. L'état de base est convectivement
instable si les perturbations se propagent vers l'aval loin de la source, tandis que pour
un écoulement linéairement absolument instable, les perturbations se répandent à
la fois vers l'amont et vers l'aval, envahissant de ce fait tout le domaine d'étude.
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Figure 2.9 � Comparaison des seuils absolus issus de l'équation de dispersion (trait
discontinu) et de l'équation d'amplitude (trait plein) pour λ1 = 0.9.

2.2 Dynamique faiblement non linéaire

2.2.1 Equations de Ginzburg-Landau couplées

L'analyse temporelle de stabilité menée dans la section précédente a permis de
déterminer le seuil d'apparition des structures convectives ainsi que le nombre d'onde
et les fréquences associées ω+

c et ω−
c . Au delà de ce seuil où se produit une bifur-

cation, le taux de croissance temporelle devient positif indiquant que l'instabilité
s'ampli�e linéairement. La prise en compte des termes non linéaires devient néces-
saire car ils permettent d'endiguer cette ampli�cation linéaire. Nous limitons l'étude
non linéaire à une instabilité bidimensionnelle.

Le comportement dynamique au voisinage du seuil peut être décrit par deux
équations couplées non linéairement de type Ginzburg-Landau.

Historiquement, l'équation de Ginzburg-Landau a été obtenue, d'une façon plus
ou moins indépendante, par plusieurs auteurs. Les articles les plus pertinents sont
ceux de Newell et Whitehead en 1969 [45], Segel la même année [53] (qui ont obtenu
une équation de Ginzburg Landau avec des coe�cients réels dans le cas du problème
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de Rayleigh-Bénard), Stewartson et Stuart en 1971 [58] (ils ont étudié le problème
de l'écoulement de Poiseuille et ont obtenu une équation de Ginzburg-Landau avec
des coe�cients complexes) et en�n Diprima et al. en 1974 [11] (ils ont étudié des
problèmes d'instabilités hydrodynamiques dans un contexte plus général). En 1965,
la version stationnaire de cette équation a été obtenue par Landau et Ginzburg [17]
dans un article sur la supraconductivité.

Dans notre étude les deux équations couplées non linéairement de type Ginzburg-
Landau obtenues rendent compte de la modulation spatio-temporelle des amplitudes
des ondes. Une analyse classique basée sur des méthodes de développements asymp-
totiques et d'échelles multiples permet de chercher les solutions à l'ordre dominant.
On pourra à cet e�et consulter l'ouvrage [3] pour une introduction aux méthodes
d'échelles multiples et faiblement non linéaires et aux méthodes perturbatives dans
[44].

Comme on s'intéresse à la convection bidimensionnelle, il est commode d'intro-
duire la fonction de courant φ dé�nie par

u =
∂φ

∂z
, (2.22)

w = −∂φ
∂x
. (2.23)

Les solutions à l'ordre dominant sont recherchées sous la forme :

θ1 = (A1(x, t)e
iωct+ikcx + A2(x, t)e

iωct−ikcx) sin(πz) + c.c; (2.24)

φ1 = (B1(x, t)e
iωct+ikcx +B2(x, t)e

iωct−ikcx) sin(πz) + c.c. (2.25)

où A1(x, t) et A2(x, t) représentent respectivement les amplitudes de l'onde mon-
tante et de l'onde descendante. Pour la clarté de ce chapitre, la dérivation des équa-
tions d'enveloppe est détaillée dans l'Annexe A.
On aboutit à deux équations de type Ginzburg-Landau complexe véri�ées par les
amplitudes A1(x, t) et A2(x, t) :

∂A1

∂t
+ v−g

∂A1

∂x
= (µr + iµi)A1 + (βr + iβi)

∂2A1

∂x2

−(αr + iαi)A1|A1|2 − (γr + iγi)A1|A2|2. (2.26)
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∂A2

∂t
+ v+g

∂A2

∂x
= (µr + iµi)A2 + (βr + iβi)

∂2A2

∂x2

−(αr + iαi)A2|A2|2 − (γr + iγi)A2|A1|2. (2.27)

Les coe�cients qui apparaissent dans (2.26) et (2.27) dépendent des temps de
relaxation λ1 et de retardation λ2 et sont donnés explicitement dans l'annexe A.

Chaque terme correspond à une caractéristique macroscopique du système. Consi-
dérons par exemple l'équation (2.26). Elle contient un terme décrivant l'accroisse-
ment linéaire de l'instabilité (µrA1), une correction linéaire de la fréquence (µiA1),

un terme di�usif (βr
∂2A1

∂x2
), la dispersion de l'onde (βi

∂2A1

∂x2
), un terme d'advection

(v−g
∂A1

∂x
), un terme de saturation non linéaire (−αrA1|A1|2), une correction non li-

néaire de la fréquence (−αiA1|A1|2) et un terme de couplage entre l'onde descendante
et l'onde montante (γr + iγi)A1|A2|2.

Les solutions homogènes
(
∂A1

∂x
= ∂A2

∂x
= 0
)
du système (2.26) et (2.27), autre que

la solution triviale (A1 = 0, A2 = 0), sont de deux types :

� Celles qui correspondent à des ondes progressives �travelling waves� :

As1 =
√

µr
αr
exp

(
i
(
µi − αi

αr
µr

)
t
)

et As2 = 0 ou As1 = 0 et As
2 =√

µr
αr
exp(i

(
µi − αi

αr
µr

)
t),

� Celles qui correspondent à des ondes �xes �Standing waves� :

Am1 = Am2 =
√

µrαr

αr+γr
exp(i

(
µi − αi+γi

αr+γr
µr

)
t)

La question qui se pose à ce stade est celle de savoir laquelle de ces solutions
est physiquement acceptable sachant que les deux solutions ne peuvent se manifes-
ter simultanément. Une analyse de stabilité de l'une par rapport à l'autre est alors
su�sante.

2.2.2 Stabilité des ondes progressives vis-à-vis des ondes �xes

Si on s'intéresse à la stabilité des ondes progressives vis-à-vis des ondes �xes, on
introduit alors des perturbations homogènes a(t) et b(t). On pose donc :

A1 = (

√
µr
αr

+ a)exp[i(µi −
αi
αr
µr)t], (2.28)

A2 = 0 + b. (2.29)
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Il vient en reportant dans les équations (2.26, 2.27) :

∂a

∂t
= −µr(1 + i

αi
αr

)(a+ ā), (2.30)

∂ā

∂t
= −µr(1− i

αi
αr

)(a+ ā), (2.31)

∂b

∂t
= µr(1− i

γi
αr

− γr
αr

)b. (2.32)

Le taux de croissance temporelle de la perturbation b est :

σb =
µr
αr

(αr − γr)

Ce taux s'avère être négatif, après calcul de la di�érence (αr − γr), pour toutes les
valeurs de λ1 et λ2.

Par conséquent, on conclut que les ondes progressives sont stables par
rapport aux ondes �xes. Les travaux menés par Zhang et al [66] se sont focalisés
sur les ondes �xes sans se soucier de leur stabilité.

En ce qui concerne les perturbations de A1, on est amené à calculer les valeurs
propres associées à a et ā. Elles s'écrivent σ1 = 0 et σ2 = −2µr. L'existence du
mode marginal (σ1 = 0) est liée à l'invariance de l'équation d'amplitude (2.26) par
la transformation (A1, 0) → (A1e

iθ, 0). L'existence de ce mode marginal pourrait
être la signature d'instabilités de phases.

2.2.3 Stabilité des ondes progressives par rapport à une per-
turbation quelconque

Les rouleaux installés dans le système au-dessus du seuil de l'instabilité primaire
peuvent être désormais considérés comme le nouvel état de base dont la stabilité
doit être étudiée. Comme pour le cas de l'instabilité primaire, la stabilité de ces so-
lutions non linéaires est recherchée en introduisant des perturbations in�nitésimales
de grande longueur d'onde. C'est par l'action de brisure de symétries présentes dans
le système que des instabilités secondaires sont créées.

Une solution homogène de l'équation (2.27) est écrite sous la forme d'une onde
progressive :

A0 = Zexp[i(Ωt+ px)], (2.33)

avec Z2 = µr − p2 et Ω = µi + ( αi

αr
− βi)p

2 − αi

αr
µr − vgp.

A�n d'étudier la stabilité de (2.33), on pose A = (Z+a)exp[i(Ωt+px)], et on calcule
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l'équation linéarisée régissant l'évolution de la perturbation :

∂a

∂t
= (βr + iβi)

(
∂2a

∂x2
+ 2ip

∂a

∂x

)
− (1 + i

αi
αr

)Z2(a+ ā)− v−g
∂a

∂x
, (2.34)

∂ā

∂t
= (βr − iβi)

(
∂2ā

∂x2
− 2ip

∂ā

∂x

)
− (1 + i

αi
αr

)Z2(a+ ā)− v−g
∂ā

∂x
. (2.35)

On prend la transformée de Fourier des deux équations :

∂â

∂t
= −(βr + iβi)

(
k2x + 2pkx

)
â− (1 + i

αi
αr

)Z2(â+ ˆ̄a)− iv−g kxâ, (2.36)

∂ˆ̄a

∂t
= −(βr − iβi)

(
k2x − 2pkx

)
ˆ̄a− (1 + i

αi
αr

)Z2(â+ ˆ̄a)− iv−g kxˆ̄a. (2.37)

On doit trouver les valeurs propres de la matrice :

(
a11 a12
a21 a22

)
avec :

a11 = −[(βr + iβi)(k
2
x + 2pkx) + (1 + i

αi
αr

)Z2 − iv−g kx], (2.38)

a12 = −(1 + i
αi
αr

)Z2, (2.39)

a21 = −(1− i
αi
αr

)Z2, (2.40)

a22 = −[(βr − iβi)(k
2
x − 2pkx) + (1− i

αi
αr

)Z2 − iv−g kx]. (2.41)

Si on note Tr la trace de cette matrice et D son déterminant, les valeurs propres
sont données par la relation :

σ± =
Tr
2

±
√
T 2
r

4
−D. (2.42)

On trouve après calcul en remplaçant
√

T 2
r

4
−D par son développement limité à

l'ordre deux en kx :
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Re(σ±) = −(Z2 + ivgkx + βrk
2
x + 2ipβikx)± Z2 + 2ip

αi
αr
kx +

2p2(1 +
(
αi

αr

)2
)

Z2
− αi
αr
βi

 k2x.
La valeur propre σ− est toujours négative : Re(σ−) = −2Z2 +0(k2x). Les pertur-

bations proportionnelles au vecteur propre qui lui est associé seront donc amorties
au cours du temps. Par contre la partie réelle de σ+ est nulle à l'ordre zéro, ce
qui traduit l'existence d'un mode marginal dû à la liberté de choix de l'origine des
phases pour la solution A0 :

Re(σ+) =

2p2(1 +
(
αi

αr

)2
)

Z2
− (

αi
αr
βi + βr)

 k2x (2.43)

2.2.3.1 Instabilités de Benjamin Feir

Une solution homogène de l'équation (2.27) est écrite sous la forme où l'on consi-
dère p = 0 :

A0 = Zexp[iΩt]. (2.44)

Si on pose p = 0 dans l'expression de la valeur propre de Re(σ+), les perturba-
tions sont associées à :

σBF = −(
αi
αr
βi + βr)k

2
x. (2.45)

Ainsi, une instabilité de Benjamin-Feir [2] peut s'installer dans le système si
αiβi+αrβr est négatif. Cette instabilité correspond physiquement à une turbulence
faible.

L'instabilité de Benjamin-Feir n'apparaît jamais dans notre système.
En e�et nous avons représenté sur la �gure (2.10) la quantité −(αiβi + αrβr) dans
le plan des paramètres λ1 et λ2, cette grandeur est toujours négative, indiquant par
la même occasion que le terme αiβi + αrβr est toujours positif.
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Figure 2.10 � Représentation de la quantité sigma = −(αiβi+αrβr) en fonction de λ1
et λ2

2.2.4 Transfert de chaleur

L'importance du transfert de chaleur est caractérisée par le nombre de Nusselt.
Ce dernier est dé�ni comme le rapport du �ux de chaleur total au �ux de chaleur de
l'état de conduction pure, traversant un élément dS. Le principal transfert de cha-
leur s'e�ectue verticalement, le �ux de chaleur total à travers dS s'écrit en grandeur
adimensionnée :

dQ =

(
W.T − ∂T

∂z

)
dS. (2.46)

Lorsque l'élément de surface est pris sur l'une des deux plaques horizontales en
z = −1

2
ou z = 1

2
, en vertu de l'imperméabilité de ces plaques, l'expression du �ux

de chaleur se réduit à :

dQ = −∂T
∂z

(
z = ±1

2

)
dS. (2.47)
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Le �ux de chaleur moyen traversant l'une ou l'autre plaque est obtenu en intro-
duisant la moyenne spatiale suivant x :

< Q(z = ±1

2
, t) >= − 1

2L

∫ L

−L

∂T

∂z
(z = ±1

2
, t)dx. (2.48)

Comme le �ux de chaleur de l'état de conduction est égale à −1, le nombre de
Nusselt global instantanné est alors :

Nu(t) = − < Q(z = ±1

2
, t) > . (2.49)

2.2.4.1 Nombre de Nusselt pour les ondes progressives

Pour les ondes progressives, l'expression totale de T (x, z, t) est :

T (x, z, t) = 1− z +
[
As1e

iωct+ikcx + C.C
]
sin(πz)− k2c + π2

2π
|As1|2 sin(2πz) (2.50)

où on rappelle que As1 s'écrit :

As1 =

√
µr
αr
exp

(
i

(
µi −

αi
αr
µr

)
t

)
. (2.51)

En injectant T (x, z, t) dans (2.48) et (2.49) et en tenant compte de l'expression de
As1, pour la convection bidimensionnelle structurée en ondes progressives, on trouve :

Nu = 1 + 2

(
Ra−Rac
Rac

)
. (2.52)

La relation (2.52) montre que la droite décrivant la dépendance de Nusselt vis-
à-vis de la distance au seuil admet une pente égale à 2. Le nombre de Nus-
selt moyen instantanné relatif aux ondes progressives est indépendant du
temps.
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Nous avons représenté sur la �gure (2.11), les variations du nombre de Nusselt
en fonction du nombre de Rayleigh, pour di�érentes valeurs �xées des temps de re-
laxation et de retardation. Cette �gure montre bien que le transfert de chaleur
augmente avec le temps de relaxation λ1 et diminue avec le temps de
retardation λ2.

2.2.4.2 Nombre de Nusselt pour les ondes �xes instables

De même pour les ondes �xes l'expression totale de T (x, z, t) est :

T (x, z, t) = 1− z +
[
Am1
(
eiωct+ikcx + eiωct−ikcx

)
+ C.C

]
sin(πz)− k2c + π2

π
|Am1 |2 sin(2πz)

−π
(
k2c + π2 + iωc
2π2 + iωc

|Am1 |2e2iωt + C.C

)
sin(2πz)

(2.53)

avec :

Am1 =

√
µrαr
αr + γr

exp(i

(
µi −

αi + γi
αr + γr

µr

)
t) (2.54)

Le transfert de chaleur moyen pour les ondes �xes est donné par :

Nu− 1 =
4µr

αr + γr

(
C

2
+ π2

√
C2 + ω2

c√
4π4 + ω2

c

cos[2(ωc + ϕ)t+ ϕ0]

)
. (2.55)

avec C = k2c + π2, ϕ = µi − (αi+γi)
αr+γr

µr et ϕ0 est une constante.

Le nombre de Nusselt moyen instantané relatif aux ondes �xes instables oscille
près du seuil avec une fréquence 2ωc. Ce nombre de Nusselt dépend des paramètres
caractéristiques du problème, les temps de relaxation λ1 et de retardation λ2.

Comme précédemment, nous avons représenté sur la �gure (2.12), les variations
du nombre de Nussselt en fonction du nombre de Rayleigh. Le résultat trouvé
conforte bien la conclusion tirée précédemment : le transfert de chaleur aug-
mente avec le temps de relaxation λ1 et diminue avec le temps de retar-
dation λ2.
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Nos résultats théoriques qui prédisent que les ondes �xes sont instables au pro�t
des ondes progressives peuvent être véri�és expérimentalement par évaluation du
transfert thermique et véri�cation de son caractère oscillatoire ou indépendant du
temps.

2.2.4.3 Comparaison des transferts de chaleur pour les ondes progres-
sives et �xes

Il est intéressant de comparer le nombre de Nusselt moyenné dans l'espace et le
temps pour les deux structures thermoconvectives.

La �gure (2.13) représente les variations du nombre de Nusselt moyen en fonction
de l'écart au seuil critique du nombre de Rayleigh pour les ondes progressives et les
ondes �xes pour di�érentes valeurs de λ1 et λ2. Cette �gure montre clairement
que le transfert de chaleur est plus important lorsque la convection est
structurée en ondes progressives. Ce résultat est nouveau et n'a pas été
prédit par Zhang et al. [66].

2.3 Conclusion

A l'aide du modèle de Darcy étendu aux �uides viscoélastiques, nous avons mené
une étude linéaire et faiblement non linéaire de la convection naturelle d'un �uide
non-Newtonien de type Oldroyd-B.

Dans le régime linéaire nous avons montré que deux types de structures sont
susceptibles de se former au seuil de l'instabilité lorsque la solution de conduction
perd sa stabilité. Un premier type de structures stationnaires dont les caractéris-
tiques, à savoir le nombre de Rayleigh et le nombre d'onde ne dépendent pas des
propriétés viscoélastiques du �uides, et un deuxième type de structures dont les ca-
ractéristiques sont entièrement dépendantes de l'élasticité. Une comparaison de ces
deux types de structures a permis de voir le rôle déstabilisant joué par le temps de
relaxation associé à l'élasticité du �uide.

Dans le régime non linéaire, nous avons obtenu par des méthodes asymptotiques
appropriées deux équations couplées de type Ginzburg-Landau complexes qui dé-
crivent l'évolution spatio temporelle de l'amplitude des structures convectives. Ce
modèle non linéaire réduit admet deux solutions d'équilibre, à savoir des ondes pro-
gressives ou des ondes �xes. Une analyse de stabilité de ces deux solutions d'équilibre
a permis de conclure que les ondes progressives sont stables, contrairement aux ondes
�xes qui demeurent instables indépendamment des valeurs prises par les nombres
sans dimension du problème.
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L'évaluation du nombre de Nusselt associé à ces ondes progressives stables in-
dique que le temps de relaxation favorise le transfert de chaleur, alors que le temps
de retardation provoque l'e�et inverse.
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Figure 2.11 � In�uence du temps de relaxation(a) et de retardation(b) sur le transfert
de chaleur : cas des ondes progressives
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Figure 2.12 � In�uence du temps de relaxation(a) et du temps de retardation(b) sur le
transfert de chaleur : cas des ondes �xes.
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Chapitre 3

Dynamique linéaire et faiblement
non linéaire en milieu con�né

Le chapitre précédent, consacré à la convection de �uides viscoélastiques saturant
un milieu poreux d'extension illimitée nous a permis de mettre en évidence les di�é-
rents types de structures pouvant apparaître dès lors que la solution de conduction
perd sa stabilité.

A ce niveau, une question se pose, quelle sera l'in�uence du con�nement latéral
sur ces di�érents types de structures ?

3.1 Etude de stabilité de la solution de conduction

en milieu con�né

3.1.1 Analyse linéaire

Nous considérons donc une couche poreuse rectangulaire saturée par un �uide
viscoélastique de hauteur H, longueur aH et largeur bH, telle que b ≤ 1, chau�ée
par le bas. Toutes les grandeurs adimensionnées ont été dé�nies dans le chapitre
précédent. Les équations adimensionnées deviennent alors :

∇ · u⃗ = 0, (3.1)((
1 + λ2

∂

∂t

)
+

(
1 + λ1

∂

∂t

)
1

PrD

∂

∂t

)
∇2w −Ra

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∇2
hθ = 0, (3.2)

∂θ

∂t
− w + (u⃗ · ∇)θ −∇2θ = 0, (3.3)

On considère une couche poreuse représentée par la �gure (3.1) :

Les conditions aux limites pour la vitesse expriment l'imperméabilité des parois
et s'écrivent :
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Figure 3.1 � Con�guration du domaine étudié : une couche poreuse saturée par un �uide
viscoélastique.

w = 0 en z = 0 et 1, u = 0 en x = 0 et a, et v = 0 en y = 0 et b, (3.4)

Les parois horizontales sont supposées parfaitement conductrices de la chaleur
alors que les parois verticales sont considérées comme adiabatiques. Les conditions
aux limites s'écrivent alors pour les �uctuations de la température :

θ = 0 en z = 0 et 1,
∂θ

∂x
= 0 en x = 0 et a, et

∂θ

∂y
= 0 en y = 0 et b. (3.5)

Avec l'approximation b ≤ 1 le problème de stabilité peut être simpli�é en un
problème bidimensionnel. Dans de telles conditions on peut chercher u, w et θ sous
la forme de modes de Fourier. Le système (3.1-3.3) admet des solutions véri�ant les
conditions aux limites (3.4) et (3.5) de la forme :
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w = w1 sin(πz) cos(
mπ

a
x)e−iωt + c.c (3.6)

θ = θ1 sin(πz) cos(
mπ

a
x)e−iωt + c.c (3.7)

u = u1 cos(πz) sin(
mπ

a
x)e−iωt + c.c (3.8)

où ω = ωr + iωi, et m représente le nombre de cellules convectives. Le nombre
ωi est le taux de croissance temporelle, et ωr la fréquence des oscillations.

En remplaçant (3.6-3.8) dans (3.1-3.3), on obtient après linéarisation l'équation
caractéristique :

A3iω
3 − A2ω

2 − A1iω + A0 = 0, (3.9)

avec,

A3 =
λ1
PrD

(
1 +

m2

a2

)
(3.10)

A2 =

(
λ2 +

1

PrD
+

λ1
PrD

π2

(
1 +

m2

a2

))(
1 +

m2

a2

)
(3.11)

A1 =

(
1 + π2

(
1 +

m2

a2

)(
1

PrD
+ λ2

))(
1 +

m2

a2

)
− m2

a2
Raλ1 (3.12)

A0 = π2

(
1 +

m2

a2

)2

− m2

a2
Ra (3.13)

On peut remarquer que pour PrD → ∞ et λ2 = 0, c'est-à-dire dans le cas
d'un �uide de Maxwell, les coe�cients de l'équation de dispersion (3.9) donnent
A3 = A2 = 0. Dans ce cas le système peut être le siège d'une instabilité stationnaire
pour ωr = 0.

3.1.1.1 Instabilité dans une cavité carrée

L'état de stabilité marginale, pour lequel les perturbations ne sont ni ampli�ées
ni atténuées est atteint pour ωi = 0. L'équation (3.9) permet alors de distinguer
deux types de structures :



68 Dynamique linéaire et faiblement non linéaire en milieu con�né

Instabilité stationnaire

Les structures stationnaires sont obtenues pour ω = 0, cela entraîne automati-
quement A0 = 0.

Ras =
π2 (1 +m2)

2

m2
. (3.14)

Le minimum de Ras se produit pourm = 1 (régime monocellulaire), ce qui donne
la valeur critique du nombre de Rayleigh :

Rasc = 4π2 (3.15)

Instabilité oscillatoire

Le système présente une instabilité oscillatoire pour ωr ̸= 0. En tenant compte
de l'équation caractéristique on trouve que ω2

r = A0

A2
. En posant au seuil ω = ωr,

dans ce cas la valeur critique du nombre de Rayleigh et la fréquence d'oscillation
associée sont :

Raoc = Rasc − 2ω2
c

(
2π2 λ1

PrD
+ λ2 +

1

PrD

)
, (3.16)

et :

ω2
c =

2π2(λ1 − λ2 − 1/PrD)− 1

λ1(λ2 + 2π2λ1/PrD)
, (3.17)

La condition d'existence d'une solution oscillatoire impose à ω2
c d'être strictement

positive. Cette condition impose au temps de relaxation λ1 d'être supérieur à une
valeur particulière λ∗1, ou d'une façon équivalente le temps de retardation λ2 doit
être inférieur à une valeur seuil λ∗2. Soit

λ1 > λ∗1 = λ2 + 1/PrD + 1/(2π2), (3.18)

λ2 < λ∗2 = λ1 − 1/PrD − 1/(2π2), (3.19)

Lorsque la relation (3.18) ou (3.19) est statisfaite, l'expression de Raoc donnée
par (3.16) montre que l'émergence de l'instabilité oscillatoire précède la naissance
de l'instabilité stationnaire (i.e Raoc < Rasc).
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Figure 3.2 � Nombre de Rayleigh critique pour les instabilités stationnaire et oscillatoire.

3.1.1.2 Point de bifurcation de codimension 2

Il est important de noter que lorsque λ1 = λ∗1 ou λ2 = λ∗2, la fréquence s'annule
et le seuil Rasc de l'instabilité stationnaire est confondu avec celui de l'instabilité
oscillatoire Raoc. Dans ce cas, l'analyse de stabilité linéaire ne peut prédire le type
de structures convectives naissantes.

Par la suite le point (λ∗1, Ra
∗) (Rasc = Raoc) ou (λ∗2, Ra

∗) est appelé un point de
bifurcation de codimension 2. Au voisinage de ce point, une compétition entre les
deux types d'instabilités a lieu et la compréhension de la dynamique associée à cette
compétition nécessite de prendre en compte les non linéarités du problème. Cette
tâche fera l'objet d'une étude particulière au paragraphe (3.2).

Notons en�n que les expressions (3.18) et (3.19) montrent que les temps de
relaxation et de retardation sont d'autant plus proches que le nombre de Darcy-
Prandtl PrD est grand. Lorsque PrD tend vers l'in�ni, le rapport λ∗1/λ2 tend vers
1. Or les temps de relaxation et de retardation sont liés par la relation :

λ2
λ1

=
µs

µs + µp
. (3.20)
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où µs et µp représentent respectivement la viscosité du solvant et celle du po-
lymère constituant la solution viscoélastique. Le rapport entre les deux temps tend
vers 1 signi�e que la solution viscoélastique est très fortement diluée (µp → 0). Telle
est la condition expérimentale pour l'observation d'une bifurcation de codimension
2 pour des valeurs du nombre de Darcy-Prandtl très élevées. En revanche pour des
valeurs modérées de PrD, on peut s'attendre à détecter expérimentalement la bifur-
cation de codimension 2 pour des solutions de polymères qui ne sont pas forcément
très diluées.

3.1.1.3 In�uence du rapport de forme

Structures stationnaires

En tenant compte du rapport de forme a, à l'état marginal le seuil des structures
stationnaires est obtenu en posant A0 = 0 dans la relation de dispersion, on a :

Ras =
π2
[
1 +

(
m
a

)2]2(
m
a

)2 . (3.21)

Le nombre m de cellules convectives dépend de a :

� Lorsque a est entier , Ras présente un minimum pour m = a soit Rasc = 4π2.
� Lorsque a n'est pas entier et a2 < as2c = m(m + 1) alors on aura m = [a]
cellules convectives qui vont se former. [a] représente la partie entière de a.

� Lorsque a2 > as2c = m(m+ 1) on aura m=[a]+1
� Si a2 = m(m+1), le système va hésiter entre [a] et [a] + 1 cellules convectives
qui pourront se former.

Ces comportements sont illustrés sur la �gure (3.3)

Structures oscillatoires

Le seuil d'apparition des structures oscillatoires est obtenu en posant ωr ̸= 0 dans
la relation de dispersion et en tenant compte du fait que ωr =

A0

A2
et que ω = ωr, on

trouve :

Raoc =

(
1 +

a2

m2

)[
1

λ1
+ π2

(
1 +

m2

a2

)(
λ2
λ1

+
1

λ1PrD

)
− ω2

PrD

]
. (3.22)

et
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Figure 3.3 � Nombre de Rayleigh critique en fonction du rapport de forme a pour les
structures stationnaires.

ω2
c =

π2
(
1 + m2

a2

)(
1− λ2

λ1
− 1

λ1PrD

)
− 1

λ1

λ2 +
λ1
PrD

π2
(
1 + m2

a2

) . (3.23)

Nous pouvons déterminer le rapport critique pour lequel deux modes, constitués
de [a] et [a] + 1 cellules convectives sont simultanément ampli�és,

Raoscm = Raoscm+1, ceci conduit pour PrD =⇒ ∞ à :

aosc4c =
π2λ2m

2(m+ 1)2

1 + λ2π2
(3.24)

Les résultats sont représentés sur les �gures (3.4) et (3.5).
Nous désignons par R les cellules convectives. Comme dans le cas des structures
stationnaires (ω = 0), le nombre de cellules convectives dans le cas des structures
oscillatoires dépend également du rapport de forme a.
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� Lorsque a est entier, il y a exactement m = a cellules convectives.
� Lorsque a4 = aosc4c , [a] et [a] + 1 cellules sont simultanément ampli�ées.
La �gure (3.5) con�rme les résultats sur le role joué par le temps de relaxation.

En e�et, les seuils d'apparition des structures oscillatoires sont inférieurs à 4π2,
valeur seuil pour le cas des structures stationnaires. On retrouve bien que le temps
de relaxation joue un rôle déstabilisant dans le système.
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Figure 3.4 � In�uence du rapport de forme a dans le cas des structures oscillatoires
pour PrD → ∞, λ1 = 0.6 et λ2 = 0.4

3.2 Etude non linéaire dans une cavité carrée

3.2.1 Dynamique loin du point de codimension 2

Dans une cavité carrée, le con�nement interdit toute modulation spatiale de la
convection monocellulaire quand elle s'installe, contrairement au cas d'un milieu
illimité horizontalement. Les parois verticales forcent la convection à osciller sous la
forme d'ondes �xes. La dynamique non linéaire est alors décrite par (2.26) et (2.27)
valables pour un milieu illimité, où on pose :
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Figure 3.5 � In�uence du rapport de forme a et du temps de relaxation dans le cas des
structures oscillatoires pour PrD → ∞

A1 = A2 et
∂A1

∂x
=
∂2A1

∂x2
= 0

Les coe�cients de l'équation d'amplitude sont évalués avec un nombre d'onde
kc = π �xé, cette fois, par les parois verticales. Nous avons véri�é que dans ce cas, le
nombre de Nusselt se comporte exactement comme pour le cas d'un milieu étendu
(voir 2.13).

La �gure (3.6) représente les variations de la fréquence d'oscillation en fonction de
l'écart au seuil pour les jeux de paramètres des temps de relaxation et de retardation
identiques à ceux pris par Fu al. dans [7]. A�n d'analyser ces résultats et de les
comparer aux simulations numériques de Fu et al. [7], nous les avons condensés sous
la forme d'un tableau (3.1).

On peut voir que les prédictions issues de notre modèle, lequel est basé sur
l'équation d'amplitude que nous avons obtenue, sont en très bon accord avec les
résultats obtenus numériquement par Fu et al. En e�et, pour Ra = 39.5 un écart
très faible avec les résultats numériques est observé pour les deux premiers couples
de valeurs de (λ1, λ2) de notre tableau. De même cet écart reste faible dans le cas
du troisième jeu de paramètres bien que la distance au seuil soit de près de 100%.
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Figure 3.6 � Représentation de la fréquence d'oscillation du Nusselt pour les ondes �xes
avec le même jeu de paramètres que dans [7].
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Table 3.1 � Comparaison des fréquences d'oscillation de Nusselt obtenues par l'équation
d'amplitude et par simulation numérique directe [7] pour Ra = 39.5.

(λ1, λ2) Rac Ecart au seuil en % Fréquences Fréquences Ecart en %
de notre modèle numériques [7]

(0.3, 0.2) 32.98 19.7 7.84 7.85 0.12
(0.2, 0.1) 29.74 33 14.08 15.06 6.5
(0.3, 0.1) 19.83 99 21.46 19.5 9.1

3.2.2 Equation d'amplitude au voisinage du point de codi-
mension 2

L'objet de ce paragraphe est d'obtenir une équation d'amplitude non linéaire
décrivant l'évolution temporelle au voisinage de (λ∗1, Ra

∗)
Dans ce cas on pose :

Ra = Ra∗ + ε2R̄ et λ1 = λ∗1 + ε2λ̄1 (3.25)

Où ε≪ 1, R̄ = O(1) et λ̄1 = O(1).
En tenant compte de (3.25), dans ce cas l'expression de ω2

c de (3.17) devient :

ω2
c =

2π2λ̄1ε
2

λ∗1(λ2 + 2π2λ∗1/PrD)
+O(ε4), (3.26)

L'expression 3.26 suggère l'introduction d'un temps lent

τ = εt (3.27)

La structure des termes non linéaires dans (3.2) implique que l'expression correcte
des solutions convectives est de la forme

w = εw1(τ) sin(πz) cos (πx) +O(ε3) (3.28)

u = −εw1(τ) cos(πz) sin (πx) +O(ε3) (3.29)

θ = εθ1(τ) sin(πz) cos (πx) + ε2θ2(τ) sin(2πz) +O(ε3) (3.30)

En remplaçant les expressions (3.25), (3.28)-(3.30) dans les équations (3.1)- (3.3),
et prenant (3.27) en compte, nous obtenons

ε
dθ1
dτ

= w1 + πw1θ2ε
2 − 2π2θ1 (3.31)
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ε
dθ2
dτ

= −π
2
w1θ1 − 4π2θ2 (3.32)((

1 + ελ2
d

dτ

)
+

(
1 + (λ∗1 + ε2λ̄1)ε

d

dτ

)
ε

PrD

d

dτ

)
(−2π2w1)

+ π2(Ra∗ + ε2R̄)

(
θ1 + ε(λ∗1 + ε2λ̄1)

dθ1
dτ

)
= 0

(3.33)

L'équation (3.31) implique que θ1 = O(w1). Nous devons pour cela écrire

θ1 =
1

2π2
w1 + εF(τ) (3.34)

De l'équation (3.32) nous avons θ2 = O(w1θ1). En prenant (3.34) en compte, nous
écrivons

θ2 = − 1

16π3
w2

1 + εG(τ) (3.35)

Il vient de (3.31) que

F(τ) =
1

2π
w1θ2ε−

1

2π2

dθ1
dτ

(3.36)

Alors, l'utilisation répétée des équations (3.34) et (3.36) donne

F(τ) =
1

2π
w1θ2ε−

1

4π4

dw1

dτ

− ε2

4π3

d(w1θ2)

dτ
+

ε

8π6

d2w1

dτ 2
+

ε2

4π4

(
− 1

4π4

d3w1

dτ 3

) (3.37)

Où les termes O(ε3) et au delà sont négligés. Avec l'utilisation des équations (3.32) et
(3.35), la même démarche peut être appliquée pour éliminer θ2 de l'équation (3.37).
Il vient alors

F(τ) = − 1

4π4

dw1

dτ
+ ε

(
− 1

32π4
w3

1 +
1

8π6

d2w1

dτ 2

)
+ ε2

(
3

64π6
w2

1

dw1

dτ
− 1

16π8

d3w1

dτ 3
+

1

2π
w1G(τ)

)
+O(ε3)

(3.38)

Des équations (3.32) et (3.35) nous avons

G(τ) = 1

16π5
w1
dw1

dτ
(3.39)

La substitution de (3.28)-(3.30) dans (3.33) et en prenant en compte (3.38) et (3.39)
donne((

1 + ελ2
d

dτ

)
+

(
1 + (λ∗1 + ε2λ̄1)ε

d

dτ

)
ε

PrD

d

dτ

)
(−2π2w1)

+ π2(Ra∗ + ε2R̄)

(
w1

2π2
+ εF(τ) + ε(λ∗1 + ε2λ̄1)

(
1

2π2

dw1

dτ
+ ε

dF(τ)

dτ

))
= 0

(3.40)
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Il est facilement véri�é que les termes O(ε0) et O(ε) dans l' équation (3.40) dispa-
raissent identiquement. Les termes d'ordre supérieur donnent alors

Ad
2w1

dτ 2
= −1

8
w3

1 +
1

2
R̄w1+

ε

(
dw1

dτ

(
2π2λ̄1 −

R̄

4π2
+
R̄λ∗1
2

)
+

(
− 1

4π4
+

λ∗1
2π2

)
d3w1

dτ 3
+ w2

1

dw1

dτ

(
5

16π2
− 3

8
λ∗1

))
+O(ε2)

(3.41)

Où A = λ2+1/PrD+2π2λ∗1/PrD. Nous dérivons les équations ci-dessus et trouvons
d3w1/dτ

3, qui sont alors remplacés dans les mêmes équations. Après troncation nous
obtenons

d2w1

dτ 2
+ f1w

3
1 − ν1w1 = ε

dw1

dτ
(ν2 − f2w

2
1) (3.42)

avec ν1 =
R̄

2A
, ν2 =

λ∗1
2A2

(
λ2 + 2π2 λ∗1

PrD

)(
Ra−Raoc

ε2

)
, f1 =

1

8A
, et

f2 = − 1

A

((
5

16π2
− 3λ∗1

8

)
+

3

8A

(
1

4π4
− λ∗1

2π2

))
. Le signe du coe�cient f2 est tou-

jours positif. En remplaçant
d

dτ
=

1

ε

d

dt
,
d2

dτ 2
=

1

ε2
d2

dt2
et w = εw1 dans l'équation

(3.42), nous obtenons aisément

d2w

dt2
+ f1w

3 − ε2ν1w − ε2ν2
dw

dt
+ f2w

2dw

dt
= 0 (3.43)

Si nous posons t = (f2/f1)t
∗ et w = (

√
f1/f2)w

∗, les équations ci-dessus peuvent
être réécrites en un système d'équations di�érentielles ordinaires

dw∗

dt∗
= Z(t∗)

dZ(t∗)

dt∗
= −w∗3 + µ1w

∗ + µ2Z(t
∗)− w∗2Z(t∗)

(3.44)

avec µ1 = ε2ν1f
2
2 /f

2
1 et µ2 = ε2ν2f2/f1.

3.2.2.1 Portrait de phase associé à l'équation d'amplitude

Nous avons obtenu grâce à des méthodes asymptotiques une forme explicite de
l'équation d'amplitude qui peut représenter la dynamique du système (3.1-3.3) au
voisinage du point de bifurcation (λ∗1, Ra

∗). Le type de stabilité des points �xes, les
cycles limites et les trajectoires des bifurcations, ainsi que les portraits de phases
associés sont sur les �gures (3.7), (3.8)et (3.9)et sont analysés en détail par Gucken-
heimer et Holmes dans leur livre [21].
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La �gure (3.7) présente le portrait de phase dans le plan (µ1, µ2), alors que les
�gures (3.8) et (3.9) le représentent respectivement dans le plan physique (λ1, Ra)
et (λ2, Ra).

L'analyse des bifurcations prédit que le point �xe (W ∗, Z) = (0, 0) qui corres-
pond à l'état de conduction pure perd sa stabilité au pro�t d'une bifurcation de
Hopf quand Ra = Raoc (i.e µ2=0). Lorsque Ra augmente un cycle limite apparaît
autour du point �xe instable (0, 0) (région II sur les �gures 3.7, 3.8 et 3.9). Quand le
nombre de Rayleigh Ra dépasse Rasc = 4π2, deux points �xes instables non triviaux
(±√

µ1, 0) apparaissent et une orbite fermée autour de ces trois points �xes se déve-
loppent (région III). Cela indique que les instabilités oscillatoires vont se développer
indépendamment des conditions initiales dans cette région.

En augmentant Ra à RaNL1 correspondant à la valeur de Rayleigh pour µ1 = µ2,
les points �xes (±√

µ1, 0) subissent une bifurcation sous-critique de Hopf, donnant
ainsi lieu à deux cycles limites instables, les fréquences des cycles limites augmentent
dans la région IV jusqu'à ce qu'elles coincident avec les trajectoires doubles homocli-
niques qui relient le point �xe (0, 0) à lui-même avec une période in�nie d'oscillations.
Cette bifurcation homoclinique apparait pour Ra = RaNL2 obtenue pour µ2 =

4
5
µ1.

Plus loin en augmentant Ra dans la région V à RaNL3 correspondant à µ2 ≃ 0.752µ1,
le cycle limite instable coïncide avec le stable. Pour Ra > RaNL3 , les deux cycles li-
mites disparaissent et nous avons seulement deux points �xes stables (±√

µ1, 0) et
le point �xe instable (0, 0).

Nous pouvons résumer comme ci-dessous :

� Pour Ra < RaNL1 on va avoir une instabilité oscillatoire.
� Les deux modes convectifs coexistent entre les seuils non linéaires RaNL1 et
RaNL3 . La nature stationnaire ou oscillatoire dépend entre autre des conditions
initiales.

� La valeur critique RaNL3 représente physiquement le seuil non linéaire de tran-
sition d'une instabilité oscillatoire à une instabilité stationnaire indépendam-
ment des conditions initiales.

3.3 Comparaison avec les résultats issus des simu-

lations numériques directes

Par simulation numérique directe bidimensionnelle Fu et al. [7] ont mené une
investigation sur les e�ets des paramètres viscoélastiques sur l'évolution des bifur-
cations et du transfert de chaleur dans un �uide viscoélastique saturant une cavité
carrée chau�ée par le bas. Ils ont choisi trois combinaisons de valeurs : (i) (λ1 = 0.3,
λ2 = 0.2), (ii) (λ1 = 0.2, λ2 = 0.1) et (iii) (λ1 = 0.3, λ2 = 0.1) pour un nombre de
Darcy-Prandtl in�ni et pour des valeurs de Ra allant jusqu'à 400. La valeur moyenne
du nombre de Nusselt Nu est représentée dans la �gure (2) de l'introduction de ce
mémoire. Ils trouvent que lorsque l'état de base perd sa stabilité, l'écoulement oscille
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Figure 3.7 � Portrait de phase du système (3.44) dans le plan (µ1, µ2).
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Figure 3.8 � Portrait de phase dans le plan (λ1, Ra). Convection oscillatoire (cercle
plein) pour λ2 = 0.2, convection stationnaire (cercle vide) et état de transition (carré
plein).
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Figure 3.9 � Portrait de phase dans le plan (λ2, Ra). Convection oscillatoire (cercle
plein) pour λ1 = 0.2, convection stationnaire (cercle vide) et état de transition (carré
plein).
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périodiquement pour tous les couples de valeurs choisies, impliquant des oscillations
de Nu dans le temps. La �gure (2) montre par ailleurs que la courbe de Nu pour la
combinaison (iii) des paramètres est complètement éloignée du cas Newtonien quelle
que soit la valeur du nombre de Rayleigh. Cette �gure atteste aussi que pour les
deux jeux de paramètres i) et ii), la courbe représentant Nu se confond avec celle du
cas Newtonien au delà d'une certaine valeur de Rayleigh. Ce dernier comportement
de Nu suggère que dans le régime non linéaire, si Ra dépasse une valeur critique, la
convection oscillatoire pour les cas (i) et (ii) est complètement supprimée et rempla-
cée par la convection stationnaire. Des questions se posent à ce niveau : Pourquoi les
simulations numériques revèlent l'existence d'une transition d'une convection oscil-
latoire à une convection stationnaire pour les cas (i) et (ii) tandis que cette transition
n'apparaît jamais pour le cas (iii).

Nous avons répondu à ces questions primordiales en prenant en compte un cri-
tère majeur qui est la proximité de la bifurcation au point de codimension 2 de ces
trois couples de valeurs des paramètres viscoélastiques utilisés dans les expériences
numériques. Cette proximité est mesurée par la fraction d = (λ1 − λ∗1)/λ

∗
1 au delà

de λ∗1. En accord avec l'analyse de stabilité linéaire, le temps de relaxation λ1 cor-
respondant au point de codimension 2 vaut λ∗1 = λ2 + 1/PrD + 1/2π2.

Pour PrD → ∞ utilisé dans les simulations numériques, nous trouvons d = 20%
pour le cas (i), d = 33% pour le cas (ii) et d = 100% pour le cas (iii). Nous avons
conclu que des distances au point de codimension 2 raisonnables sont observées pour
les cas (i) et (ii) tandis que les paramètres selectionnés pour le cas (iii) sont très
éloignés du point de codimension 2. Ainsi nous ne pouvons espérer observer les e�ets
résultant des intéractions entre la convection oscillatoire et stationnaire s'agissant
du cas iii).

Pour une comparaison quantitative avec les résultats numériques de [7], nous
avons sélectionné des valeurs de Ra qui appartiennent aux régimes de bifurcation ,
appelés II−V I que l'on peut voir sur les �gures (3.8) et (3.9). Pour la combinaison i),
la �gure (3.8) indique les di�érents types de structures convectives observés dans les
expériences numériques pour Ra = 37, Ra = 39.5, Ra = 45 et Ra = 50. Dans cette
dernière �gure les cercles pleins et vides représentent la convection oscillatoire et
stationnaire respectivement, tandis que le carré correspond à un état de transition
caractérisé par un comportement temporel complexe. Les expériences numériques
conduites par Fu et al. [7] montrent un comportement périodique dans le temps
du nombre de Nusselt pour Ra = 37, Ra = 39.5 et Ra = 45. En augmentant le
nombre de Rayleigh-Darcy à Ra = 50, ces simulations numériques témoignent d'une
transition d'un état de convection oscillatoire à un état stationnaire.

Il est important de noter que cette valeur de Ra = 50, se situe dans la zone VI
du diagramme de bifurcation représenté sur la �gure (3.8) et où notre modèle réduit
prévoit l'émergence de structures convectives stationnaires uniquement.
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Pour le cas (ii) avec Ra = 60, la �gure (3.9) montre qu'un comportement simi-
laire est observé. Cette transition d'un état oscillatoire à un état stationnaire est
précédée par un comportement temporel complexe pour Ra = 50 avec un nombre
de Nusselt oscillant à 4 fréquences (voir �gure 7.a et 7.b de [7]). Il est intéressant de
noter que ce phénomène se produit pour un nombre de Darcy-Rayleigh se trouvant
dans l'intervalle [RaNL1 , RaNL3 ] prédit par l'équation d'amplitude. Quand Ra diminue
successivement à 39.5, 37 et 33, le nombre de Nusselt trouvé dans [7] oscille avec
une fréquence dominante. Ces résultats sont en bon accord qualitatif avec l'existence
prédite de cycle limite dans la région II de la �gure (3.9) de notre étude.

3.4 Conclusion

L'étude de stabilité temporelle menée montre que les propriétés des structures
thermoconvectives bifurquées dépendent du rapport de forme a du milieu poreux.

Nous avons également montré que deux type de structures (stationnaires et os-
cillatoires) peuvent se former lorsque la solution de conduction perd sa stabilité.
Toutefois la sélection linéaire d'un type de structure tombe en défaut au voisinage
d'un point appelé point de codimension 2. La dynamique non linéaire au voisinage
de ce point a été ensuite analysée grace à une équation d'amplitude que nous avons
obtenue par des méthodes asymptotiques appropriées.

Nous avons décrit les bifurcations successives qui résultent de l'interaction non
linéaire entre les deux types d'instabilités. Cela nous a permis de donner une inter-
prétation théorique aux résultats de simulations numériques directes menées par Fu
et al. [7] et aux observations expérimentales de Kolodner [29].





Chapitre 4

Convection de mélanges binaires de
�uides viscoélastiques en milieu
poreux

Kolodner [29] a e�ectué une étude expérimentale de convection dans des suspen-
sions d'ADN et a observé des modes oscillants de convection avec des fréquences
critiques qui peuvent être di�érentes de plusieurs ordres de grandeur avec les pré-
dictions théoriques. Il a suggéré qu'une origine possible de cette non-conformité soit
due à des aspects de mélanges binaires ( e�et Soret). C'est la raison pour laquelle
Martinez-Mardones et al [40] ont analysé les seuils de convection thermique pour des
mélanges binaires avec des propriétés viscoélastiques dans des milieux non-poreux.
A notre connaissance, le cas de ce genre d'étude pour les milieux poreux n'a pas été
e�ectué.

L'objectif de ce chapitre est d'analyser la stabilité linéaire d'un mélange binaire
de �uide viscoélastique saturant un milieu poreux. Nous analyserons les e�ets com-
binés de thermodi�usion et de l'élasticité du �uide sur le nombre de Rayleigh, le
nombre d'onde et la fréquence à la naissance de la convection.

4.1 Equations linéarisées et conditions aux limites

Le point de départ est le système d'équations (1.35-1.38) linéarisées autour de la
solution de conduction et véri�ées par les perturbations du champ de vitesse −→v , du
champ de température θ et de ξ = c−θ où c est le champ de concentration perturbé :

∇.u = 0, (4.1)
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(
1 + λ2

∂

∂t

)
∇2w +

(
1 + λ1

∂

∂t

)(
1

PrD

∂

∂t
∇2w

)
−Ra

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∇2
h[(1 + ψ)θ + ψξ] = 0, (4.2)

∂θ

∂t
− w −∇2θ = 0, (4.3)

ε∗
∂ξ

∂t
− (1− ε∗)w + ε∗∇2θ − Le∇2ξ = 0, (4.4)

Deux types de conditions aux limites seront considérées. Des conditions aux li-
mites réalistes traduisant l'imperméabilité des parois horizontales au �ux de chaleur
massique :

w = θ =
∂ξ

∂z
= 0 en z = 0 et z = 1, (4.5)

et des conditions aux limites non réalistes qui supposent que les parois sont per-
méables à la matière et dont l'intérêt est de permettre un traitement analytique
donnant lieu à des expressions simples et utiles :

w = θ = ξ = 0 en z = 0 et z = 1 (4.6)

Les résultats issus de ces deux modèles seront systématiquement comparés.
Les milieux poreux les plus usuels admettent une très faible granulométrie ca-

ractérisée par un nombre de Darcy Da = K/H2 très petit (valeurs comprises entre
10−6 et 10−8). Il en découle que le nombre de Darcy-Prandtl PrD = ϕPr/Da où
(Pr = ν/λ) prend des valeurs très élevées. Cela justi�e de négliger dans la plu-
part des études consacrées à la convection en milieu poreux le terme instationnaire
d'inertie 1

PrD

∂
∂t
∇2w dans l'équation du mouvement (4.2). Nous verrons que cette

approximation pourrait avoir de lourdes conséquences en termes des résultats de
stabilité linéaire et de leur interprétation physique. Dans la perspective d'illustrer
cela, nous analyserons les deux cas de �gure. Dans un premier temps, nous négligeons
le terme d'inertie instationnaire et caractérisons les propriétés de l'instabilité à sa
naissance pour un �uide viscoélastique de type Maxwell. Ensuite nous explorons les
phénomènes physiques liés à la compétition entre les termes d'inertie (PrD �ni) et
les autres moteurs de l'instabilité, à savoir l'échau�ement, le caractère viscoélastique
du �uide et la nature thermodi�usive du mélange binaire.
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4.2 Fluide de Maxwell pour PrD −→ ∞
Nous nous intéressons dans cette partie à l'étude des �uides de Maxwell (λ2 = 0,

λ1 = λ ̸= 0), dans le cas où PrD −→ ∞ et avec le modèle de parois imperméables.
Dans de telles conditions les équations (1.35)-(1.38) deviennent :

∆w −Ra

(
1 + λ

∂

∂t

)
∆h{(1 + ψ)θ + ψξ} = 0, (4.7)

∂

∂t
θ − w −∆θ = 0, (4.8)

ε∗
∂ξ

∂t
− (1− ε∗)w + ε∗∆θ − Le∆ξ = 0. (4.9)

Les conditions aux limites des parois imperméables s'écrivent :

w = θ =
∂ξ

∂z
= 0 en z = 0 et z = 1. (4.10)

On cherche des solutions au système (4.7-4.9) véri�ant les conditions aux limites
(4.10) sous la forme :

wθ
ξ

 = ei[(kxx+kyy)−ωt].

ŵ(z)θ̂(z)

ξ̂(z)

 (4.11)

où kx et ky sont les composantes du vecteur d'onde
−→
k dans les directions x et y

respectivement et ω est la fréquence.
Ensuite, on utilise la méthode de Galerkin en développant les perturbations de

vitesse, de température et de concentration de la façon suivante :

ŵ(z) =
M∑
m=1

wm sin(mπz). (4.12)

θ̂(z) =
M∑
m=1

θm sin(mπz). (4.13)

ξ̂(z) =
M−1∑
m=0

ξm cos(mπz). (4.14)
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Les résultats qui vont suivre et qui sont issus de cette méthode sont obtenus
pour un développement à l'ordre m = 1, c'est à dire que nous allons considérer
uniquement w1, θ1 et ξ0 comme dans [35] dans leur étude des mélanges binaires de
�uides Newtoniens.

On obtient ainsi une équation de dispersion simpli�ée :

2k2Raψ

π
(1− iωλ)

(
−2iω(1− ε∗)

π
+

2

π
(k2 + π2)

)
+[−iωε∗ + Lek2]

(
−k

2 + π2

2
(−iω + k2 + π2) +

k2

2
Ra(1− iωλ)(1 + ψ)

)
= 0(4.15)

4.2.1 Approche analytique

Le taux de croissance temporelle des perturbations est donné par la partie ima-
ginaire ωi de la fréquence. La courbe neutre de stabilité Ra(k) est obtenue en posant
ωi = 0. Cette condition, à laquelle s'ajoute la condition d'un extremum Ra(k) au
point critique(∂Ra/∂k = 0), nous permet de déterminer le nombre d'onde et la
fréquence critique du mode dominant au démarrage de la convection ainsi que le
nombre de Rayleigh associé.

Structures stationnaires

Dans ce cas les grandeurs critiques sont :

Rasc =
4π2Le2(1 + ψ)(
Le+ Leψ + 8ψ

π2

)2 , (4.16)

k(s)2c =
π2
(
Le+ Leψ − 8ψ

π2

)(
Le+ Leψ + 8ψ

π2

) (4.17)

Ces expressions montrent que lorsque l'état de conduction perd sa stabilité au
pro�t d'une instabilité stationnaire, cette instabilité n'est pas a�ectée par le carac-
tère viscoélastique du �uide et on retrouve ainsi les résultats des mélanges binaires
de �uides Newtoniens.

Structures Oscillatoires

Dans la plupart des situations qui sont rencontrées lors des expériences, le nombre
de Lewis pour les mélanges de liquide est très petit (≃ 10−2). Aussi dans ce qui suit
nous utilisons cette propriété pour donner une approximation des caractéristiques
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linéaires de la bifurcation de Hopf. En négligeant dans l'équation (4.15) les termes
de l'ordre de Lewis Le, nous obtenons, le nombre d'onde, le nombre de Rayleigh
ainsi que la fréquence critique des oscillations pour l'instabilité oscillatoire :

k(o)2c =
π2(A+ 4λψ)

A− 4λψ
(4.18)

avec A = 4
π2ψ(1− ε∗) + 1

2
ε∗(1 + ψ)

Dans la limite ψλ → 0, le nombre de Rayleigh critique et la fréquence critique
deviennent :

Raoc =
4π2ε∗

16ψλ+ ε∗(1 + ψ) + 8
π2ψ(1− ε∗)

, (4.19)

ω2
c =

−32π2ψ

ε∗(1 + ψ) + 8
π2ψ(1− ε∗)− 2π2ε∗λ

. (4.20)

Comme ω2
c doit être positif, l'instabilité oscillatoire peut apparaître si ψ se trouve

dans l'intervalle :

[ψ∞, 0] pour λ < λc et [0, ψ∞] pour λ > λc. (4.21)

où λc = 1/(2π2) et :

ψ∞ = −(1− 2π2λ)ε∗/(ε∗(1− 8

π2
) +

8

π2
) (4.22)

On peut noter que la fréquence de l'instabilité oscillatoire tend vers l'in�ni si
ψ = ψ∞.

A ce stade de l'analyse, l'approche analytique basée sur les approximations
Le≪ 1 et ψλ≪ 1 permet de dégager quelques résultats signi�catifs.

� Cas d'un mélange binaire Newtonien
Pour des mélanges binaires Newtoniens (i.e λ = 0), les relations (4.21) et
(4.22) montrent qu'une bifurcation de Hopf, donnant naissance à des structures
convectives oscillatoires, se produit pour des valeurs de séparation ψ négatives
et supérieures à

ψ∞ = − ε∗(
ε∗
(
1− 8

π2

)
+ 8

π2

)
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Par ailleurs, la bifurcation de Hopf ne se produit jamais pour des rapports
de séparation positifs. A contrario, une bifurcation stationnaire peut se mani-
fester dès lors que la valeur du nombre de Rayleigh dépasse la valeur critique
donnée par l'expression (4.16). Il est à noter que le nombre d'onde de ces struc-
tures stationnaires naissantes peut s'annuler lorsque le rapport de séparation
ψ dépasse la valeur ψ0 dé�nie par

ψ0 =
Le

8
π2 − Le

cela est illustré sur la �gure (4.1)
Dans ce cas, un régime stationnaire de convection monocellulaire s'installe.
Tous ces résultats relatifs aux mélanges binaires Newtoniens sont en parfait
accord avec ceux existant dans la littérature (voir par exemple les travaux [19],
[20] et [57]).

� Cas d'un mélange binaire de type Maxwell.
Pour les mélanges binaires viscoélastiques de type Maxwell(λ ̸= 0), l'émergence
d'une instabilité oscillatoire est le résultat d'une compétition entre l'e�et Soret
et le caractère viscoélastique du mélange �uide. Selon les valeurs prises par le
rapport de séparation ψ et le temps de relaxation λ, le scénario suivant est
prédit :

� Pour ψ < 0 et λ < λc, la région dans le plan (ψ,Ra) où l'instabilité oscilla-
toire se produit, comparée au cas Newtonien diminue lorsque λ augmente.
Cela signi�e physiquement que l'élasticité du �uide contrebalance l'e�et So-
ret. Pour des valeurs de λ ≥ λc, l'état de conduction demeure linéairement
stable vis-à-vis de perturbations oscillatoires.

� Pour ψ > 0, deux situations di�érentes peuvent être observées selon la valeur
du temps de relaxation λ.
Lorsque λ < λc, l'élasticité du �uide ne produit aucun e�et et le mélange
binaire se comporte comme un �uide Newtonien. L'instabilité se présente
alors sous la forme d'une structure convective stationnaire dont les caracté-
ristiques au seuil sont données par les relations (4.16) et (4.17).

� Pour des valeurs de λ supérieures à λc, l'élasticité du �uide favorise l'émer-
gence de structures convectives oscillatoires pour des valeurs de ψ comprises
dans l'intervalle ]0, ψ∞[. Une bifurcation de Hopf peut alors se produire pour
des rapports de séparation positifs, contrairement au cas d'un mélange New-
tonien pour lequel la bifurcation vers un état de convection est de nature
stationnaire.

Le paragraphe suivant illustre ces résultats obtenus numériquement en résolvant
l'équation de dispersion approchée (4.15) sans approximations supplémentaires.
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Figure 4.1 � Courbe neutre de stabilité pour le cas d'un mélange binaire Newtonien,
ψ = 0.002 < ψ0(a) et ψ = 0.015 > ψ0(b). Le = 10−2
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4.2.2 Illustrations des propriétés linéaires de l'instabilité

Rapport de séparation négatif

Les propriétés de l'instabilité oscillatoire pour ψ < 0 ont été identi�ées numéri-
quement à l'aide du logiciel Maple, en se servant de l'équation de dispersion (4.15).
La �gure (4.2) représente les variations du nombre de Rayleigh critique à la naissance
de l'instabilité oscillatoire, en fonction du rapport de séparation à di�érentes valeurs
�xées de λ, de la porosité normalisée ε∗ = 0.5, et du nombre de Lewis Le = 10−2.
Pour comparaison, le cas des résultats pour les mélanges binaires de �uides Newto-
niens a été également représenté.

Cette �gure montre que la viscoélasticité gouverne l'intervalle du rap-
port de séparation dans lequel une bifurcation de Hopf apparaît. Nous
remarquons que l'augmentation de λ de 0 (cas Newtonien) à 0.035 reduit la région
de l'instabilité oscillatoire dans le plan(ψ,Ra). De plus, les résultats numériques
montrent que pour des valeurs λ légèrement au-delà de 0.035, l'état de conduction
est linéairement stable vis-à-vis d'une perturbation oscillatoire pour toutes valeurs
négatives du rapport de séparation. La valeur 0.035 trouvée numériquement est
proche de la valeur λ = 1/(2π2) trouvée analytiquement.

Sur la �gure (4.3) où nous avons représenté la fréquence critique en fonction de
ψ, on peut remarquer un écart entre les mélanges de �uides Maxwelliens et Newto-
niens. Cet écart augmente de façon considérable avec l'augmentation de λ.

Nous avons également représenté sur la �gure (4.4) le nombre d'onde critique
au seuil de l'instabilité oscillatoire. L'inspection de cette �gure montre que pour le
cas Newtonien, le nombre d'onde n'est pas modi�é par le rapport de séparation ψ,
alors que l'e�et Soret peut in�uencer fortement le nombre d'onde dans le cas des
mélanges de �uides Maxwelliens.

Rapport de séparation positif

La résolution numérique de l'équation de dispersion de (4.15) pour ψ > 0 et
λ < λc indique que seule l'instabilité stationnaire apparaît, indépendamment du fait
que le �uide soit viscoélastique ou pas. Cependant, pour λ su�samment grand le
système peut être le siège aussi bien d'une instabilité stationnaire qu'oscillatoire.

Des résultats présentés sur la �gure (4.5(a)) pour des valeurs de ε∗ et Le �xées,
nous pouvons observer que le Rayleigh critique correspondant à l'instabilité oscil-
latoire diminue lorsque λ augmente. Autrement dit l'élasticité du �uide a un e�et
déstabilisant. Nous observons toujours selon cette �gure qu'en augmentant λ, la
courbe neutre représentant la bifurcation de Hopf croise la courbe neutre de stabi-
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Figure 4.2 � Nombre de Rayleigh critique pour les instabilités oscillatoires, Le = 10−2

et ε∗ = 0.5

lité relative à l'instabilité stationnaire en un point qui se déplace vers le bas par la
droite dans le plan (ψ, Ra). Ainsi nous pouvons conclure que l'augmentation de l'
élasticité du mélange �uide promeut l'instabilité oscillatoire dans un intervalle du
rapport de séparation relativement important.

L'e�et de la porosité normalisée est représenté sur la �gure (4.5(b)). Cette �gure
nous révèle que l'intervalle du rapport de séparation où se produit une bifurcation
de Hopf avant l'instabilité stationnaire augmente avec la diminution de la porosité
normalisée.

4.3 E�et de l'inertie sur la stabilité des mélanges

binaires viscoélastiques

Le paragraphe précédent supposait que le terme instationnaire d'inertie était
négligeable dans la limite où PrD → ∞. Les résultats qui découlent de ce cas li-
mite n'expliquent pas notamment les di�érents sauts de la fréquence d'oscillations
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Figure 4.3 � Fréquence critique pour l'instabilité oscillatoire avec Le = 10−2 et ε∗ = 0.5

des structures convectives observées expérimentalement par Kolodner [29] lorsque
l'élasticité du mélange augmente. La prise en compte du terme instationnaire d'iner-
tie pourrait apporter un nouvel éclairage sur le problème de stabilité. C'est l'objet
de la partie qui suit.

4.3.1 Parois perméables : approche analytique

On rappelle le système d'équations linéarisées véri�ées par les perturbations de
vitesse −→u , de température θ et du champ ξ = c− θ.

∇.u = 0, (4.23)(
1 + λ2

∂

∂t

)
∇2w +

(
1 + λ1

∂

∂t

)(
1

PrD

∂

∂t
∇2w

)
−Ra

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∇2
h[(1 + ψ)θ + ψξ] = 0, (4.24)

∂θ

∂t
− w −∇2θ = 0, (4.25)
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Figure 4.4 � Nombre d'onde critique pour l'instabilité oscillatoire Le = 10−2 et ε∗ = 0.5

ε∗
∂ξ

∂t
− (1− ε∗)w + ε∗∇2θ − Le∇2ξ = 0, (4.26)

Les conditions aux limites associées s'écrivent pour des parois supposées per-
méables au �ux de matière :

w = θ = ξ = 0 pour z = 0 et z = 1, (4.27)

Les solutions du système (4.23-4.26) véri�ant les conditions aux limites (4.27)
sont recherchées sous la forme de modes normaux :

wθ
ξ

 = ei[(kxx+kyy)−ωt].

w̃(z)θ̃(z)

ξ̃(z)

 sin(πz) (4.28)

En remplaçant dans le système (4.23-4.26), w, θ et ξ par leur expression (4.28),
la condition d'existence d'une solution non triviale conduit à une équation de dis-
persion analytique exacte qui s'écrit de façon compacte :
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Figure 4.5 � Nombre de Rayleigh critique pour les instabilités oscillatoire et
stationnaire,Le = 10−2 et ε∗ = 0.6(a) et Le = 10−2 et λ = 1(b)
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k2Ra = −D1A1 +D2A2

A2
1 + A2

2

+ i
D2A1 −D1A2

A2
1 + A2

2

. (4.29)

Avec :

A1 = ω2λ1(ψ + ε∗)− c(ψ(1 + Le) + Le), (4.30)

A2 = ω(λ1cψ(1 + Le) + λ1cLe+ ψ + ε∗), (4.31)

D1 = (ε∗ω2 − c2Le)

(
−1 +

ω2λ1
PrD

)
c− ω2(Le+ ε∗)

(
λ2 +

1

PrD

)
c2, (4.32)

D2 = ωc2(ε∗ + Le)

(
−1 + ω2 λ1

PrD

)
+ (ε∗ω2 − c2Le)ωc

(
λ2 +

1

PrD

)
. (4.33)

et c = k2 + π2

La séparation de la partie réelle et de la partie imaginaire permet d'obtenir une
expression explicite du nombre de Rayleigh et une équation algébrique du quatrième
ordre pour la fréquence d'oscillations des structures convectives. Celle-ci s'écrit pour
le cas général d'un mélange binaire viscoélastique d'Oldroyd-B :

Eω4 + Fω2 +G = 0 (4.34)

ou

ω = 0, (4.35)

Avec :

E =
1

PrD
λ21c
[
ε∗2 + Leψ(1− ε∗)

]
+ λ1λ2(ψ + ε∗)ε∗. (4.36)

F = c
PrD

[c2Leλ21(ψ + Leψ + Le) + ε∗2 + ψLe(1− ε∗)] (4.37)

−c(ε∗2 + Leψ(1− ε∗)(λ1 − λ2)) + c2λ1λ2 [ε
∗ψ(1 + Le) + (1 + ψ)Le2]

+ε∗(ε∗ + ψ).
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G = 1
PrD

Lec3(ψ + ψLe+ Le)− c3(ψ + ψLe+ Le)Le(λ1 − λ2)

+c2 [ψε∗(1 + Le) + (1 + ψ)Le2] . (4.38)

La relation (4.35) traduit l'existence d'une instabilité stationnaire, alors que
l'équation (4.34) régit la dépendance de la fréquence des structures convectives vis-à-
vis du rapport de séparation ψ, du nombre de Lewis Le, des paramètres caractérisant
la viscoélasticité du �uide λ1 et λ2, du nombre de Darcy-Prandtl PrD et de la po-
rosité relative ε∗ du milieu poreux. Tous ces paramètres agissent en concert dans
le phénomène de déstabilisation. La stratégie, à but pédagogique, adoptée par la
suite est de considérer des cas limites, avant de traiter le cas général d'un mélange
binaire de �uides viscoélastiques de type Oldroyd-B. Ces cas limites consistent à
comprendre le phénomène de déstabilisation pour :

� Les mélanges binaires de �uides Newtoniens
� Les �uides purs viscoélastiques de type Maxwell
� Les mélanges binaires viscoélastiques de type Maxwell.

4.3.1.1 Cas d'un mélange binaire de �uides Newtoniens

Cela correspond à λ1 = λ2 = 0, ce qui entraîne E = 0 dans (4.34). L'expression
de la fréquence est alors donnée par :

ω2
1 = −c

2 [ψ(ε∗ + Le2) + Le2]

ε∗(ε∗ + ψ)
. (4.39)

La condition ω2
1 > 0 délimite l'intervalle des rapports de séparation ψ pour

qu'une bifurcation de Hopf puisse avoir lieu :

−ε∗ < ψ < ψCT
= − Le2

ε∗ + Le2

Lorsque ψ dépasse la valeur ψCT , l'instabilité se manifeste sous la forme de struc-
tures stationnaires. La valeur ψ = ψCT correspond à une bifurcation de codimension
2 où les deux types d'instabilités se développent simultanément [Ouarzazi et al. [47].]

4.3.1.2 Cas d'un �uide pur de type Maxwell

Le cas d'un �uide pur correspond à ψ = Le = 0. La résolution de l'équation
(4.34) fournit :



E�et de l'inertie sur la stabilité des mélanges binaires viscoélastiques 99

ω2
1 = 0, (4.40)

ω2
2 = −PrD

(1− (k2 + π2)λ1)

λ21(k
2 + π2)

. (4.41)

A condition que λ1 dépasse une valeur particulière λ1c =
1

(k2+π2)
. Autrement c'est

une instabilité stationnaire, correspondant à la solution ω2
1 = 0 qui se développe

4.3.1.3 Cas d'un mélange binaire de type Maxwell

L'e�et Soret inhérent aux mélanges binaires et les propriétés viscoélastiques
propres à un �uide Maxwelien rentrent en compétition dans ce cas. Les deux fré-
quences d'oscillations ω1 due à l'e�et Soret et ω2 due aux e�ets viscoélastiques
s'écrivent dans la limite des grandes valeurs de PrD :

ω2
1 =

c3Le(ψ + Le)λ1 − c2 [ψε∗ + (1 + ψ)Le2]

ε∗2(1− cλ1) + ε∗ψ
, (4.42)

ω2
2 = −PrD

ε∗2(1− cλ1) + ε∗ψ

λ21cε
∗2 . (4.43)

Les conditions d'existence de ω2
1 et ω

2
2 permettent de déterminer lequel des deux

régimes que l'on appellera régime de Soret et régime viscoélastique, est le plus do-
minant. Ces deux régimes correspondent respectivement à des oscillations avec des
petites fréquences ω1 et des fréquences élevées ω2. Les résultats de l'analyse peuvent
être résumés de la manière suivante :
Posons

ψCT = − Le2(1− (k2 + π2)λ1)

ε∗ + Le2 − (k2 + π2)Leλ1
. (4.44)

et

λ1c =
1

ε∗(k2 + π2)
(ψ + ε∗). (4.45)

� Pour des valeurs de séparation ψ inférieures à ψCT , le type de régime prévu
dépend de la valeur prise par le temps de relaxation λ1. Lorsque λ1 < λ1c (res-
pectivement > λ1c), le régime dominant est le régime de Soret (respectivement
le régime viscoélastique). Par conséquent, pour une valeur ψ �xée inférieure
à ψCT , une transition est observée de structures convectives avec des petites
oscillations vers des grandes oscillations lorsque λ1 augmente et dépasse la
valeur de transition λ1c .
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� Pour des rapports de séparation ψ > ψCT , contrairement au cas des mélanges
binaires Newtoniens où le seul type d'instabilité est de nature stationnaire, la
viscoélasticité du mélange peut induire des oscillations des structures convec-
tives, pourvu que le temps de relaxation λ1 soit supérieur à la valeur λ1c .

Ces résultats obtenus en tenant compte des termes d'inertie di�èrent qualitative-
ment de ceux présentés au paragraphe précédent lorsque PrD → ∞. Mathématique-
ment cette di�érence qualitative s'explique par la forte dégénérescence de l'équation
(4.34) où le coe�cient E → 0 lorsque PrD → ∞, réduisant cette équation à un
ordre deux en ω au lieu d'un ordre quatre en ω.

La suite de ce paragraphe est consacrée à illustrer certains résultats issus de la
résolution numérique de l'équation de dispersion (4.29).

4.3.1.4 Résultats pour λ1 variable et ψ �xé.

La �gure 4.6(a) illustre la variation de la fréquence ωc au seuil, en fonction du
temps de relaxation pour di�érentes valeurs négatives de ψ et pour Le = 10−2,
PrD = 100 et ε∗ = 0.5. Cette �gure montre que pour des valeurs petites de λ1, la
fréquence ωc est pratiquement indépendante de λ1 et est fortement sensible à la va-
leur prise par le rapport de séparation ψ. Il s'agit d'un régime de convection dominé
par l'e�et Soret. En revanche pour des valeurs modérées de λ1, les fréquences rela-
tives à di�érentes valeurs de ψ tendent vers une valeur asymptotique qui ne dépend
que de λ1. Dans ce cas, on observe une prédominance des propriétés viscoélastiques.
Entre ces deux régimes, s'opère une transition brutale entre une région de faible fré-
quence et une autre caractérisée par une fréquence plus élevée de plusieurs ordres de
grandeur. Ce résultat est en bon accord et explique qualitativement les observations
expérimentale de Kolodner [29].

La �gure 4.6(b) montre la dépendance de la valeur critique du nombre de Ray-
leigh Rac vis-à-vis du temps de relaxation λ1. Cette �gure illustre clairement l'exis-
tence d'un régime de convection dominé par l'e�et Soret pour des valeurs petites de
λ1 et d'un régime où les e�ets viscoélastiques sont prépondérants pour des valeurs
de λ1 un peu plus élevées. Il est à noter que Rac diminue lorsque λ1 augmente,
signalant la nature déstabilisante des e�ets viscoélastiques.

La dépendance du nombre d'onde critique vis-à-vis du temps de relaxation λ1
est illustrée sur la �gure 4.7(a). Là aussi, la transition brutale entre ces deux régimes
d'instabilités est clairement prononcée. La période spatiale des structures convec-
tives augmente d'autant plus que λ1 est élevé. Nous avons tenté d'expliquer cette
transition brutale observée entre le régime Soret et le régime viscoélastique en ex-
plorant le comportement de la courbe neutre de stabilité lorsque λ1 varie. La �gure
4.7(b) illustre ce comportement pour ψ = −0.01, Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5
pour di�érentes valeurs de λ1. Pour λ1 = 0.03, la courbe neutre de stabilité présente
un seul minimum k = kc ≃ π. Lorsque λ1 augmente à λ1 = 0.0369, la courbe neutre
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de stabilité admet deux minimums kc1 ≃ π et kc2 ≃ 7, indiquant que deux modes
convectifs deviennent simultanément instables. Ces deux modes simultanément in-
stables correspondent à une situation où les deux contributions, viscoélastiques et
thermo-di�usives sont de même intensité. Avec l'augmentation de λ1, à λ1 = 0.1 et
puis à λ1 = 0.2, la courbe neutre de stabilité présente un seul minimum kc2 associé
au mode viscoélastique qui, à ces valeurs de λ1, l'emporte sur le mode purement
thermo-convectifs.

4.3.1.5 Résultats pour ψ variable et λ1 �xé.

Les fréquences d'oscillations des structures convectives et les valeurs critiques du
nombre de Rayleigh sont respectivement représentées sur les �gures 4.8(a) et 4.8(b)
en fonction de ψ et pour di�érentes valeurs de λ1. Pour λ1 = 0.001, ces �gures
montrent que les e�ects viscoélastiques n'ont pratiquement aucune in�uence puisque
ωc et Rac se comportent comme pour un �uide Newtonien. Lorsqu'on augmente λ1
à 0.01, on remarque que l'e�et Soret est dominant pour des valeurs de ψ proches de
zéro, alors que pour des valeurs de ψ su�samment négatives, c'est plutôt le caractère
viscoélastique qui l'emporte. En augmentant λ1 à 0.03 puis à 0.05, ωc et Rac sont
pratiquement indépendants du rapport de séparation ψ.

Il est important de noter que cette prépondérance des modes visco-
élastiques pour des valeurs de ψ su�samment négatives est due à la prise
en compte du terme d'inertie instationnaire. En e�et, lorsqu'on néglige
ce terme d'inertie (PrD → ∞), les �gures (4.2) et (4.3) du paragraphe
précédent montrent que pour ψ su�samment négatif, la valeur seuil Rac
et la fréquence associée ωc tendent vers l'in�ni, contrairement au com-
portement observé sur les �gures 4.8(a) et 4.8(b).

Pour des rapports de séparation ψ positifs, la �gure (4.9) représente le seuil
de l'instabilité stationnaire (resp. oscillatoire) en trait continu (resp. en traits dis-
continus) en fonction de ψ pour di�érentes valeurs de λ1. Le résultat le plus im-
portant qui émane de cette �gure est que les e�ets viscoélastiques induisent des
structures convectives oscillatoires dont le seuil d'apparition Rac précède celui des
modes convectifs stationnaires. L'étendue de la région dans le plan (ψ,Ra) où l'in-
stabilité se manifeste en premier est d'autant plus grande que l'élasticité du �uide
augmente.

4.3.1.6 Cas général :

Le cas général correspond à un mélange binaire viscoélastique de type Oldroyd-B
pour lequel les temps de relaxation λ1 et de retardation λ2 sont non nuls. La résolu-
tion numérique de l'équation de dispersion (4.29) où on pose Γ = λ2

λ1
permet d'établir

les propriétés linéaires de la convection naissante. Certaines de ces propriétés sont
illustrées sur les �gures 4.10(a), 4.10(b) et 4.11.
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Figure 4.6 � fréquence critique (a) et Rayleigh critique(b) en fonction du temps de
relaxation λ1. Pour Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5, pour des petites valeurs du rapport
de séparation ψ.
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Figure 4.7 � Nombre d'onde critique (a) en fonction du temps de relaxation λ1. Pour
Le = 10−2, Prd = 100 et ε∗ = 0.5, pour des petites valeurs du rapport de séparation ψ.
(b) représente la courbe neutre de stabilité pour les mêmes valeurs de Le, PrD, ε

∗ que
précédemment avec ψ = −0.01.
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Figure 4.8 � Caractéristiques linéaires de l'instabilité ( fréquence critique(a) et Rayleigh
critique(b)) au seuil en fonction du rapport de séparation ψ pour des valeurs �xées Le =
10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5
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Figure 4.9 � Caractéristiques linéaires de l'instabilité (Rayleigh critique) au seuil en
fonction du rapport de séparation ψ pour des valeurs �xées Le = 10−2, PrD = 100 et
ε∗ = 0.5

En vue d'apprécier le rôle joué par le temps de retardation λ2, ces �gures
montrent aussi les caractéristiques de l'instabilité pour un mélange binaire Max-
wellien. Un bref aperçu de ces trois �gures montre que le comportement qualitatif
des caractéristiques linéaires de l'instabilité pour un mélange d'Oldroyd-B est simi-
laire à celui observé pour un mélange Maxwellien largement discuté au paragraphe
précédent et ne mérite pas de commentaires supplémentaires.

Quantitativement, le temps de retardation λ2 diminue la valeur de la fréquence
ωc dans le régime viscoélastique 4.10(a), fait tarder la transition de la convection
entre les deux régimes (4.10(a) et 4.10(b)), et joue un rôle stabilisant 4.11.

4.3.2 Résultats numériques issus du cas imperméable

Considérons maintenant ce qui se passe dans le cas des parois imperméables pour
lequel on rappelle que le système d'équations s'écrit :

∇.u = 0, (4.46)
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Figure 4.10 � Caractéristiques linéaires de l'instabilité ( fréquence critique (a) et Ray-
leigh critique (b)) au seuil en fonction du temps de relaxation λ1 pour des valeurs �xées
Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5. ψ = −0.01. Γ = λ2

λ1
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Figure 4.11 � Caractéristiques linéaires de l'instabilité ( Rayleigh au seuil en fonction
du rapport de séparation ψ pour des valeurs �xées Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5

(
1 + λ2

∂

∂t

)
∇2w +

(
1 + λ1

∂

∂t

)(
1

PrD

∂

∂t
∇2w

)
−Ra

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∇2
h[(1 + ψ)θ + ψξ] = 0, (4.47)

∂θ

∂t
− w −∇2θ = 0, (4.48)

ε∗
∂ξ

∂t
− (1− ε∗)w + ε∗∇2θ − Le∇2ξ = 0, (4.49)

Avec les conditions aux limites

w = θ =
∂ξ

∂z
= 0 en z = 0 et 1

Dans ce cas, on cherche les solutions sous la forme de modes normaux :
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(w, θ, ξ) =
[
ŵ(z), θ̂(z), ξ̂(z)

]
ei(kx−ωt). (4.50)

On obtient alors le système linéaire du troisième ordre :

{
(1− iωλ2)(D

2 − k2)− iω

PrD
(1− iωλ1)(D

2 − k2)

}
ŵ(z)

+k2Ra(1− iωλ1)(1 + ψ)θ̂(z) + k2Ra(1− iωλ1)ψξ̂(z) = 0, (4.51)

−ŵ(z)− (iω +D2 − k2)θ̂(z) = 0, (4.52)

−(1− ε∗)ŵ(z) + ε∗[D2 − k2]θ̂(z) + [−iωε∗ − Le(D2 − k2)]ξ̂(z) = 0. (4.53)

Avec

ŵ(z) = θ̂(z) =
∂ξ̂

∂z
= 0 en z = 0 et z = 1, (4.54)

Les amplitudes ŵ(z), θ̂(z) et ξ̂(z) véri�ant les conditions aux limites (4.54) sont
développées sous la forme :

(ŵ(z), θ̂(z), ξ̂(z)) =
M∑
m=1

(wmfm(z), θmfm(z), ξm−1gm−1(z)). (4.55)

Avec fm(z) = sin(mπz) et gm−1(z) = cos(m− 1)πz

On introduit (4.55) dans (4.51-4.53) pour aboutir à un problème aux valeurs
propres qui est résolu à l'aide de la méthode de Galerkin. L'application de la mé-
thode de Galerkin conduit au système algébrique de dimension 3M suivant :
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... a(−p2π2−k2)Ap,q ... bBp,q ... cCp,q ...

... −Dp,q ... −(iω2−p2π2−k2)Ep,q ... 0 ...

... −(1−ε∗)Fp,q ... ε∗(−p2π2−k2)Gp,q ... [−iωε∗−Le[−(p−1)2π2−k2]]Hp,q
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



w1

...
wp

...
wM

θ1

...
θp

...
θM

ξ0

...
ξp

...
ξM−1



= 0,

avec

a = (1− iωλ2)−
iω

PrD
(1− iωλ1)

b = k2Ra(1− iωλ1)(1 + ψ)

c = k2Ra(1− iωλ1)ψ

Ap,q =

∫ 1

0

sin pπz sin qπzdz =

{
1
2

si p = q
0 si p ̸= q

Bp,q = Ap,q = Dp,q = Ep,q

Cp,q =

∫ 1

0

cos(p− 1)πz sin qπzdz =

{
0 si p+ q est impaire

2
π

q
q2−(p−1)2

si p+ q est paire.

Gp,q = Fp,q

Hp,q =

∫ 1

0

cos(p− 1)πz cos(q − 1)πzdz

Fp,q =

∫ 1

0

cos(q − 1)πz sin pπzdz
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Le système matriciel précédent peut s'écrire sous une forme plus simple :

M
−→
X = 0, (4.56)

où
−→
X est un vecteur composé des coe�cients spectraux des amplitudes(w1,..,wM ,θ1,-

..,θM ,ξ0,..,ξM−1) et M est une matrice dont les éléments dépendent de Ra, k, ω, ψ,
Le, λ1, λ2, PrD et ε∗.
Le système (4.56) n'admet des solutions non nulles que si :

detM = 0 (4.57)

Cette relation conduit à une équation de dispersion reliant la fréquence ω au
nombre d'onde k et faisant apparaître le reste des nombres sans dimension du pro-
blème. La résolution de cette équation de dispersion grace au logiciel de calcul sym-
bolique Mathematica permet d'identi�er les caractéristiques linéaires de l'instabilité,
à savoir le seuil critique du nombre de Rayleigh à partir duquel le système bifurque
vers un état de convection, et la fréquence et le nombre d'onde des structures convec-
tives naissantes.

Pour un mélange Maxwelien, nous avons illustré quelques résultats sur les �gures
(4.12) et (4.13) pour ψ = −0.01, Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5.

A�n de tester la convergence des séries (4.55), nous présentons les résultats pour
M = 1 et M = 4. Nous constatons que la convergence est très satisfaisante pour
M = 4 ; les résultats issus de M = 5 di�èrent de ceux obtenus pour M = 4 d'une
quantité de l'ordre du trait. Nous remarquons également que les résultats issus du
premier mode M = 1 constituent une bonne approximation.

4.3.3 Comparaison des résultats : modèles perméable/imperméable

Nous avons obtenu des résultats analytiques exprimés par des expressions simples
en considérant des conditions aux limites idéales violant la condition réaliste d'im-
perméabilité des bords horizontaux du massif poreux au �ux de la matière. Il est
primordial de véri�er la pertinence de ces expressions analytiques en comparant
les résultats qui en découlent à ceux obtenus par voie numérique et respectant les
conditions aux limites réalistes physiquement acceptables.

Pour un mélange de type Maxwell avec un temps de relaxation λ1 = 0.01, nous
avons représenté sur les �gures (4.14)a, b et �gure (4.15) les propriétés linéaires au
seuil de l'instabilité à la fois pour le modèle de parois perméables (lignes discon-
tinues) et imperméables (points). Pour comparaison, nous avons aussi illustré ces
mêmes propriétés pour un mélange binaire Newtonien (ligne tirets-points : -.). Ces
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Figure 4.12 � Représentation des caractéristiques au seuil pour le modèles des parois
imperméables en fonction du temps de relaxation. Rayleigh critique (a) et nombre d'onde
critique (b). Avec Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5. ψ = −0.01.
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Figure 4.13 � Représentation de la fréquence critique en fonction du temps de relaxation
pour le modèle de parois imperméables. Avec Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5. ψ =
−0.01.

trois �gures montrent que la dépendance de la valeur critique du nombre de Ray-
leigh Rac, du nombre d'onde kc et de la fréquence d'oscillation ωc des structures
oscillatoires naissantes, vis-à-vis du rapport de séparation ψ est similaire pour les
deux modèles correspondant à des parois perméables ou imperméables. Ces trois
�gures montrent par ailleurs que pour des valeurs de ψ négatives et voisines de
zéro, les caractéristiques de l'instabilité sont presque identiques à celle d'un mélange
binaire Newtonien. A contrario, pour des valeurs de ψ su�samment négatives, ces
caractéristiques s'écartent fortement de celles propres au cas Newtonien. Pour des
valeurs positives de ψ, l'instabilité est de nature stationnaire comme dans le cas d'un
mélange Newtonien.

La situation change qualitativement lorsque le temps de relaxation λ1 augmente.
A titre d'exemple, pour λ1 = 0.2, et pour le même jeu de paramètres que précé-
demment, la �gure 4.16 montre que la valeur du nombre de Rayleigh au seuil de
l'instabilité oscillatoire ne dépend pratiquement plus de ψ indiquant une prédomi-
nance des e�ets viscoélastiques. Il est à noter que l'étendue d'un régime de convection
oscillatoire s'étend pour des valeurs de ψ positives et �nit par endiguer l'instabilité
stationnaire.



E�et de l'inertie sur la stabilité des mélanges binaires viscoélastiques113

4.3.4 Bilan énergétique

La compétition entre les trois moteurs de l'instabilité qui sont l'échau�ement, les
propriétés viscoélastiques et le phénomène de thermodi�usion est analysée ici grace
à une approche énergétique.

Cette approche est un outil très utile en vue d'isoler et de comparer les di�érentes
contributions de chacune des sources d'instabilité. Pour cela, il est nécessaire de
reformuler les équations de conservation en faisant apparaître la concentration c
comme grandeur physique à la place de ξ = c− θ.

L'équation du mouvement s'écrit, après avoir développé les perturbations en
modes normaux comme précédemment :

(1− iωλ2)u(z)−
iω

PrD
(1− iωλ1)u(z) (4.58)

+(1− iωλ1)ikp(z) = 0,

(1− iωλ2)w(z)−
iω

PrD
(1− iωλ1)w(z) (4.59)

+(1− iωλ1)
dp

dz
− (1− iωλ1)Ra(θ(z) + ψc(z)) = 0

En multipliant (4.58) par u∗ le complexe conjugué de u et (4.59) par w∗ le com-
plexe conjugué de w, et en additionnant les deux expressions trouvées, on aboutit à
l'équation :

(1− iωλ2)(|u|2 + |w|2)− iω

PrD
(1− iωλ1)(|u|2 + |w|2)

+(1− iωλ1)ikpu
∗ + (1− iωλ1)w

∗dp

dz
− (1− iωλ1)Ra(w

∗θ + ψw∗c) = 0. (4.60)

Par intégration de (4.60) le long de la hauteur d'une section droite du massif
poreux et en tenant compte des conditions aux limites l'équation (4.60) se réduit au
seuil (ωi = 0) à :

Ed + Ev + Et + Es + Etv + Esv = 0. (4.61)

Avec
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Figure 4.14 � Modèle de parois imperméables avec M = 4 (...), modèle de parois
perméables (�) et cas Newtonien (-.-) : Rayleigh critique (a) et nombre d'onde critique
(b) en fonction du rapport de séparation. Avec Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5.
λ1 = 0.01
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Figure 4.15 � Modèle de parois imperméables (...) avec M = 4, modèle de parois
perméables (�) et cas Newtonien (-.-) : nombre d'onde critique en fonction du rapport de
séparation. Avec Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5. λ1 = 0.01

Ed = −PrD
2

∫ 1

0

(|u|2 + |w|2)dz < 0

Ev =
ω2
cλ1
2

∫ 1

0

(|u|2 + |w|2)dz

Et =
PrDRac

4

∫ 1

0

(w∗θ + wθ∗)dz

Etv =
PrD
2
ωcλ1Rac

∫ 1

0

Im(w∗θ)dz

Es =
PrDψRac

4

∫ 1

0

(w∗c+ wc∗)dz

Esv =
PrD
2
ωcλ1ψRa

∫ 1

0

Im(w∗c)dz

Où Ed représente l'énergie dissipative, Ev est l'énergie due au caractère visco-
élastique du �uide et provenant de la contribution du terme instationnaire d'inertie.
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Figure 4.16 � Nombre de Rayleigh stationnaire (trait plein) et Rayleigh oscillatoire pour
le modèle de parois imperméables (...) avec M = 4 et modèle de parois perméables (�) en
fonction du rapport de séparation, pour les mêmes jeux de paramètres que précédemment
avec λ1 = 0.2
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L'énergie liée à la poussée d'Archimède est composée :

� d'une partie indépendante de la viscoélasticité du �uide Et + Es ; Et étant la
production d'énergie d'origine thermique et Es est la partie due au caractère
thermodi�usif(e�et Soret) ;

� d'une deuxième partie Etv + Esv qui résulte de la viscoélasticité.
Etv étant l'énergie qui découle du couplage de la thermique et de la viscoélas-
ticité, alors que Esv représente l'apport combiné de la thermodi�usion et des
propriétés viscoélastiques du mélange.

Il est important de noter que les 3 contributions d'énergie Ev, Etv et Esv ne
rentrent en jeu que pour une instabilité à caractère oscillatoire avec une fréquence
ωc non nulle.

Nous notons que l'énergie dissipative Ed est toujours négative et joue naturelle-
ment un rôle stabilisant. Cette dissipation est compensée ou renforcée par les autres
formes d'énergie qui peuvent être stabilisantes ou déstabilisantes de l'état de base.

Pour déterminer l'expression de chacune de ces énergies, nous résolvons le pro-
blème linéaire et nous obtenons :

u(z) = ũ cos(πz), (4.62)

w(z) = w̃ sin(πz), (4.63)

θ(z) = θ̃ sin(πz), (4.64)

c(z) = c̃ sin(πz). (4.65)

avec

ũ = i
π

kc
w̃, (4.66)

θ̃ =
π2 + k2c + iωc
(k2c + π2)2 + ω2

c

, (4.67)

c̃ =
1

−iωcε∗ + Le(k2c + π2)

[
1 + Le(k2c + π2)

k2c + π2 + iωc
(k2c + π2)2 + ω2

c

]
. (4.68)

une fois que nous introduisons ces expressions dans (4.61) et en tenant compte
des valeurs critiques Rac, ωc et kc obtenues grace à l'analyse de stabilité linéaire,
nous sommes en mesure de comparer la contribution respective de chacune de ces
énergies.
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Figure 4.17 � Bilan énergétique pour le modèle de paroi perméable en fonction des
rapport de séparation et du temps de relaxation. Pour ψ = 0(a), λ1 = 0.2(b). Le = 10−2,
PrD = 100 et ε∗ = 0.5
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Figure 4.18 � Bilan énergétique pour le modèle de paroi perméable en fonction du temps
de relaxation, pour ψ = −0.001, Le = 10−2, PrD = 100 et ε∗ = 0.5

4.3.4.1 Origine de l'instabilité

Echange d'énergie dans le cas d'un �uide viscoélastique pur

Pour un �uide viscoélastique pur (ψ = 0 et Le = 0), l'énergie solutale Es et
l'énergie viscosolutale Esv s'annulent. La dépendance vis-à-vis du temps de relaxa-
tion λ1 est représentée sur la �gure 4.17(a) pour les quatre énergies restantes. Cette
�gure montre bien que pour les valeurs de λ1 voisines de zéro, l'énergie dissipée par
le système est complètement restituée par l'apport d'énergie d'origine thermique ; la
viscoélasticité ayant une contribution nulle ne joue aucun rôle pour ces valeurs de
λ1. On peut parler dans ce cas d'un régime purement thermique et où l'instabilité se
manifeste d'une façon stationnaire comme nous l'avons vu au paragraphe (4.3.1.2).
Lorsque λ1 est augmentée au délà de λ1 ≃ 0.04, l'énergie thermique chute d'une
façon drastique, alors que l'énergie dûe à la viscoélasticité augmente (e�et déstabi-
lisant) et compense en grande partie la chute avérée de l'énergie thermique. Il s'agit
d'un régime viscoélastique où le mode d'échange se fait d'une façon oscillatoire dans
le temps. Pour λ1 = λ1c où s'opère cette transition entre les deux régimes, l'apport
d'énergie thermique est comparable à l'apport d'énergie viscoélastique, et agissant
en concert pour compenser la dissipation du système.
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Echange d'énergie pour des �uides viscoélastiques avec un rapport de
séparation positif

Nous avons illustré les di�érentes contributions énergétiques sur la �gure 4.17(b)
pour des rapports de séparation ψ positifs en �xant λ1, Le, ε

∗ et PrD. Cette �gure
montre que l'énergie d'origine thermique Et est très faible comparée à l'énergie Ev
d'origine viscoélastique pour des valeurs de ψ inférieures à ψc ≃ 0.1 d'une part et à
la contribution énergétique Es d'origine thermodi�usive pour ψ > ψc d'autre part.
D'un point de vue physique, cela traduit le fait qu'un échau�ement faible est de
nature à ampli�er soit les e�ets viscoélastiques pour ψ < ψc, soit l'e�et Soret pour
ψ > ψc. Cela est conforme aux résultats illustrés sur la �gure (4.9) où on constate
d'une part une forte chute du nombre de Rayleigh critique avec l'accroissement des
valeurs de ψ, et une transition du mode viscoélastique oscillant (traits discontinus)
à un mode thermodi�usif stationnaire (trait continu).

Echange d'énergie dans le cas d'un rapport de séparation négatif

Le bilan énergétique est représenté sur la �gure 4.18(c) pour une valeur de
ψ = −0.001 en fonction de λ1 à Le, PrD et ε∗ �xés. On constate que pour des
faibles valeurs de λ1, l'énergie Es d'origine thermodi�usive est légèrement négative
traduisant un e�et stabilisant de l'e�et Soret alors que la contribution des e�ets
viscoélastiques est très négligeable. Cela se traduit par la prédominance du régime
de Soret caractérisé par un mode oscillant à basse fréquence.

Par augmentation de λ1, l'énergie viscoélastique Ev augmente d'une façon consé-
quente forçant la convection à s'organiser sous la forme de structures oscillantes à
haute fréquence d'après les résultats issus de l'analyse de stabilité linéaire.

4.4 Conclusion

Il est bien reconnu que pour un mélange binaire de �uides Newtoniens, les pre-
mières instabilités convectives naissantes sont de nature oscillatoires dans le temps
pour des rapports de séparation négatifs, alors que ces instabilités se présentent sous
la forme de structures convectives stationnaires pour des rapports de séparation po-
sitifs. L'étude linéaire de stabilité de l'état de conduction et une analyse de l'origine
de l'instabilité grace à une approche énergétique montrent l'existence de deux ré-
gimes concurrents pour des rapports de séparation négatifs. Un régime dans lequel la
viscoélasticité est le principal moteur de l'instabilité et un régime où le phénomène
de thermodi�usion est le plus dominant. Les fréquences d'oscillation des structures
convectives di�èrent d'un régime à l'autre et de plusieurs ordres de grandeur. Ce
résultat est qualitativement conforme aux observations expérimentales de Kolodner
[29].
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Pour des rapports de séparation positifs, il est clairement établi que l'élasticité
du �uide induit des oscillations des structures convectives, au détriment du caractère
stationnaire de ces structures naturellement promu par l'e�et Soret.





Conclusion générale et perspectives

Les résultats obtenus le long de ce travail sont synthétisés et une extension pos-
sible de ces travaux est suggérée dans cette section.

Ce travail porte sur une étude théorique des instabilités spatio-temporelles pou-
vant naître et se développer dans un �uide con�né en milieu poreux chau�é par
le bas. Deux approches de �uides viscoélastiques ont été abordées : une approche
considérant le �uide viscoélastique comme pur et une autre approche dans laquelle
le �uide viscoélastique est vu comme un mélange binaire de �uides viscoélastiques
miscibles.

La formulation mathématique de l'équation du mouvement repose sur la loi de
Darcy étendue aux �uides viscoélastiques.

La stabilité de la solution de l'état de conduction est étudiée aussi bien par rap-
port à des perturbations spatialement étendues que par rapport à des perturbations
localisées. Dans un milieu poreux illimité horizontalement, on montre que la nature
des structures thermoconvectives dépend des temps de relaxation et de retardation
associés à l'élasticité du �uide.

Deux types de structures sont susceptibles de se former lorsque l'état de conduc-
tion perd sa stabilité. Des structures stationnaires ne dépendant pas des paramètres
représentant l'élasticité du �uide, et des structures oscillatoires dont les caractéris-
tiques (fréquences, nombre de Rayleigh et nombre d'onde) dépendent des temps de
relaxation et de retardation. Les structures oscillatoires peuvent apparaître avant
les structures stationnaires. En comparant les seuils d'apparition de ces deux types
de structures, on montre que le temps de relaxation joue un rôle déstabilisant dans
le système alors que le temps de retardation joue le rôle inverse.

La dynamique non linéaire a été explorée grace à deux équations couplées, de
type Landau-Ginzburg que nous avons obtenues rigoureusement. Chacune de ces
équations décrit l'évolution spatio-temporelle de l'amplitude de la composante ver-
ticale du champ de vitesse, composée d'onde descendantes et d'ondes montantes. Ces
deux équations admettent deux types de solutions ; les ondes progressives (traveling
waves) et les ondes �xes (standing waves). L'analyse de stabilité de chacune de ces
deux solutions conduit à conclure que les ondes progressives sont stables, alors que
les ondes �xes sont instables indépendamment des valeurs prises par les paramètres
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viscoélastiques.

L'évaluation du transfert de chaleur représenté par le nombre de Nu, pour les
deux types de structures a permis de voir que le transfert de chaleur est plus impor-
tant pour les ondes progressives stables d'une part et que d'autre part le temps de
relaxation favorise le transfert de chaleur lorsque le temps de retardation provoque
l'e�et inverse.

On s'est intéressé à la convection dans un milieu con�né a�n d'étudier l'in�uence
jumelé du rapport de forme a et des temps de relaxation et de retardation sur les
caractéristiques linéaires de l'instabilité.

Comme en milieu illimité horizontalement nous avons montré que deux types de
structures pouvaient se former au seuil de l'instabilité. Cependant, au voisinage d'un
point appelé point de codimension 2, l'instabilité oscillatoire et l'instabilité station-
naire peuvent apparaître simultanément. Dans le régime non linéaire, nous avons
étudié l'interaction entre ces deux modes d'instabilité grace à un modèle réduit que
nous avons obtenu au voisinage du point de codimension 2. Ce modèle réduit nous
a permis d'identi�er les bifurcations successives pouvant se produire en fonction
des valeurs prises par les paramètres viscoélastiques. Le succès de ce modèle réduit
réside dans le fait qu'il reproduit qualitativement et quantitativement les résultats
issus des simulations directes du problème [7] et qu'il apporte un éclairage sur les
observations expérimentales [29].

Dans la dernière partie de cette thèse nous avons considéré le �uide viscoélas-
tique comme un mélange de deux �uides parfaitement miscibles, et étudié les e�ets
thermodi�usives sur la naissance des structures thermoconvectives.

Les études menées pour les mélanges binaires de �uides Newtoniens montrent
que les premières structures naissantes pour des rapports de séparation négatifs sont
de nature oscillatoires tandis qu'elles sont stationnaires dans le cas des rapports de
séparation positifs.

Pour les mélanges binaires de �uides viscoélastiques, l'approche de stabilité li-
néaire et une analyse du bilan énergétique ont permis de mettre en évidence la
concurrence entre deux régimes pour des rapports de séparation négatifs. Un pre-
mier régime dans lequel l'élasticité du �uide est dominante et caractérisé par une
convection oscillante à haute fréquence et un autre régime dans lequel l'e�et Soret
prend le dessus, donnant lieu à des oscillations à basse fréquence. Les résultats trou-
vés sont en bon accord avec des observations expérimentales [29]. Pour des rapports
de séparation positifs, on montre que l'élasticité du �uide est responsable de la nais-
sance d'un régime de convection oscillatoire.

Des questions intéressantes peuvent donner lieu à des approfondissements de
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cette thèse. La partie réservée aux mélanges binaires s'est arrêtée à une analyse
de stabilité linéaire. Une perspective intéressante de cette thèse est d'apprécier la
dynamique non linéaire, de déterminer la nature des bifurcations et d'élucider le
transfert de chaleur qui en résulte. Une autre perspective non moins intéressante
est d'élucider les e�ets de l'élasticité du �uide sur le problème de Rayleigh-Bénard-
Poiseuille tant en milieu �uide qu'en milieu poreux. Il est à noter qu'une thèse a
débuté actuellement sur ce sujet et j'espère que ce mémoire sera utile pour accomplir
cette tâche.





Annexe A

Calculs annexes

Cette partie est consacrée à la détermination des équations d'amplitude utilisées
au chapitre 2, ainsi que le développement de calculs utiles pour cette thèse.

A.1 Equations de Ginzburg-Landau couplées

Comme on s'intéresse à la convection bidimensionnelle, les vitesses selon les di-
rections x et z peuvent être représentées sous l'expression d'une fonction de courant
φ(x, z, t), tel que :

u =
∂φ

∂z
et w = −∂φ

∂x
. (A.1)

Les équations gouvernant le problème bidmensionnel s'écrivent :


(
1 + λ2

∂

∂t

)
∇2φ+Ra

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∂θ

∂x
= O,

∂θ

∂t
+
∂φ

∂x
−∇2θ = −∂φ

∂z

∂θ

∂x
+
∂φ

∂x

∂θ

∂z
.

(A.2)

Avec les nouvelles conditions aux limites

φ = θ = 0 en z = 0 et z = 1

Les équations de (A.2) peurvent être écrites sous la forme matricielle :

(L
′
∂t + L(Ra))V = N. (A.3)
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avec

L
′
=

(
λ2

(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂z2

)
λ1Ra

∂
∂x

0 1

)
. (A.4)

où le vecteur V = (φ, θ)T avec θ la perturbation de la température et φ est la
fonction de courant. La notation T représente la transposée. L est l'opérateur li-
néaire :

L =

 (
∂2

∂x2
+ ∂2

∂z2

)
Ra ∂

∂x

∂
∂x

−
(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂z2

)  . (A.5)

N est l'opérateur non linéaire dont les expressions seront explicitées par la suite.
On sait d'après l'étude linéaire menée au chapitre 2 que pour Ra = Rac, V présente
une bifurcation. Pour Ra > Rac, la méthode consiste à introduire un petit para-
mètre ε qui mesure les ordres de grandeur, et à devélopper V , le paramètre Ra, ainsi
que les variables de temps et d'espace, en fonction de ε.

θ = εθ1 + ε2θ2 + ... (A.6)

φ = εφ1 + ε2φ2 + ... (A.7)

Ensuite, on introduit deux variables lentes dans le temps

t1 = εt, (A.8)

t2 = ε2t, (A.9)

Ra = Rac + ε2R2. (A.10)

De même, on introduit une échelle lente de l'espace : X = εx
Ce qui conduit aux dérivées partielles temporelles et spatiales :

∂

∂t
→ ∂

∂t
+ ε

∂

∂t1
+ ε2

∂

∂t2
, (A.11)

∂

∂x
→ ∂

∂x
+ ε

∂

∂X
, (A.12)

∂2

∂x2
→ ∂2

∂x2
+ 2ε

∂2

∂x∂X
+ ε2

∂2

∂X2
. (A.13)
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Ces transformations consistent à séparer les ordres de grandeur temporels et
spatiaux auxquels interviennent les divers phénomènes.

Lorsque l'état de conduction perd sa stabilité i.e Ra = Rac, le taux d'accroisse-
ment temporel de certains modes diverge comme 1

Ra−Rac . Cet accroissement temporel
linéaire de l'instabilité est compensé par les termes non linéaires d'ordre minimal
dans l'équation d'amplitude.

En remplaçant le développement (A.7) et les relations (A.10) et (A.13) dans le
système (A.2), et en identi�ant les coe�cients de même puissance en ε, le système
s'écrit sous la forme d'une série de problèmes linéaires :

(L
′
∂t + L0)V

1 = 0 = SM1, (A.14)

(L
′
∂t + L0)V

2 = −L′
∂t1V

1 +N (2) = SM2, (A.15)

(L
′
∂t + L0)V

3 = −L′
∂t1V

2 − L
′
∂t2V

1 +N (3) = SM3. (A.16)

où L0 est l'opérateur L linéaire pour Ra = Rac, N
(2) et N (3) sont des termes non

linéaires et les SMn les seconds membres.

Les équations (A.16) peuvent alors s'écrire comme suit :

(L
′
∂t + L0)V

n = SMn. (A.17)

Ces équations n'ont de solution que si le second membre SMn est orthogonal
au noyau de l'opérateur adjoint (L

′ ∂
∂t

+ L0)
†. Cette condition de compatibilité ou

alternative de Fredholm s'écrit :

⟨Vp, SMn⟩ = 0. (A.18)

Où Vp est le vecteur propre qui engendre ker(L
′ ∂
∂t

+ L0)
† et ⟨, ⟩ est le produit

scalaire. La condition A.18 entraine l'existence de V n, mais pas son unicité. On im-
pose alors une condition d'othogonalité des solutions d'ordres successifs avec V 1 :

⟨V n, V 1⟩ = 0

en suivant cette démarche on résoud successivement les équations (A.16) à chaque
ordre.

A l'ordre ε, on a :
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
∂θ1
∂t

+
∂φ1

∂x
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
θ1 = 0,(

1 + λ2
∂

∂t

)(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
φ1 +Rac

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∂θ1
∂x

= 0.

(A.19)

Avec

φ1 = θ1 = 0 en z = 0 z = 1

On pose donc :

θ1 = (A1e
iωct+ikcx + A2e

iωct−ikcx) sin(πz) + cc; (A.20)

φ1 = (B1e
iωct+ikcx +B2e

iωct−ikcx) sin(πz) + cc. (A.21)

Les valeurs de Rac, kc et ωc ont déjà été obtenues précédemment, ainsi bien pour
une instabilité stationnaire (ωc = 0) que pour une instabilité oscillante (ωc ̸= 0).

La solution dans les deux cas est :

B1 =
ic− ωc
kc

A1 et B2 = −ic− ωc
kc

A2. (A.22)

Avec C = k2c + π2

A l'ordre ε2, on obtient :


(
1 + λ2

∂

∂t

)(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
φ2 +Rac

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∂θ2
∂x

= SM21

∂θ2
∂t

+
∂φ2

∂x
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
θ2 = SM22.

(A.23)

où SM21 et SM22, s'écrivent :
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

SM21 = −
(
1 + λ2

∂

∂t

)
2

∂2

∂x∂X
φ1

− λ2
∂

∂t1

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
φ1

−Rac

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∂θ1
∂X

−Racλ1
∂2θ1
∂t1∂x

,

SM22 = −∂θ1
∂t1

− ∂φ1

∂X

+ 2
∂2θ1
∂x∂X

− ∂φ1

∂z

∂θ1
∂x

+
∂φ1

∂x

∂θ1
∂z

.

(A.24)

φ2 = θ2 = 0 pour z = 0 et z = 1

L'alternative de Fredholm appliquée à cet ordre donne deux équations de com-
patibilité qui s'écrivent :

∂A1

∂t1
=
kc
ωc

(
1

λ2
− 1

λ1

)
∂A1

∂X
, (A.25)

∂A2

∂t1
= −kc

ωc

(
1

λ2
− 1

λ1

)
∂A2

∂X
(A.26)

Ces deux équations permettent de décrire le phénomène d'advection des ampli-
tudes A1 et A2 aux vitesses de groupes respectives :

V −
g =

kc
ωc

(
1

λ2
− 1

λ1

)
et V +

g = −V −
g . (A.27)

Ces deux conditions de compatibilité étant véri�ées, on cherche θ2 en supposant
qu'elle est orthogonale à θ1 a�n d'éviter d'introduire une nouvelle amplitude. Dans
ce cas, on trouve que :

θ2 = θ20 sin(2πz) + (θ22e
2iωt + c.c) sin(2πz).

(A.28)

avec

θ20 = − c

2π
(| A1 |2 + | A2 |2)
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et

θ22 = −π c+ iωc
2π2 + iωc

A1A2

φ2 = − i

kc

{
−kc
ωc

(
1

λ2
− 1

λ1

)
− ic− ωc

kc
+ 2ikc

}
× (A.29){

∂A1

∂X
eiωt+ikcx +

∂A2

∂X
eiωt−ikcx

}
sin πz + c.c. (A.30)

A l'ordre ε3

(
1 + λ2

∂

∂t

)(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
φ3 +Rac

(
1 + λ1

∂

∂t

)
∂θ1
∂x

= SM31, (A.31)

∂θ3
∂t

+
∂φ3

∂x
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
θ3 = SM32.

(A.32)

Avec

SM31 = −∂θ2
∂t1

− ∂θ1
∂t2

− ∂φ2

∂X
+ 2 ∂2

∂x∂X
θ2 +

∂2

∂X2 θ1

−∂φ2

∂z
∂θ1
∂x

− ∂φ1

∂z
∂θ2
∂x

− ∂φ1

∂z
∂θ1
∂X

+∂φ2

∂x
∂θ1
∂z

+ ∂φ1

∂x
∂θ2
∂z

+ ∂φ1

∂X
∂θ1
∂z
, (A.33)

SM32 = −
(
1 + λ2

∂
∂t

)
2 ∂2

∂x∂X
φ2 −

(
1 + λ2

∂
∂t

)
∂2

∂X2φ1

−λ2 ∂
∂t1

(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂z2

)
φ2 − λ2

∂
∂t2

(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂z2

)
φ1

−2λ2
∂3

∂t1∂x∂X
φ1 −R2

(
1 + λ1

∂
∂t

)
∂θ1
∂x

−Rac
(
1 + λ1

∂
∂t

)
∂θ2
∂X

(A.34)

−Racλ1 ∂
∂t1

∂θ2
∂x

−Racλ1
∂2θ1
∂t1∂X

−Racλ1
∂2θ1
∂t2∂x

.

On sait que lorsque l'état de conduction perd sa stabilité, deux types de struc-
tures sont susceptibles d'apparaitre au seuil, celles pour lesquels la fréquence ωc ̸= 0
(instabilité oscillatoire) et celles pour lesquelles la fréquence ωc = 0 (instabilité sta-
tionnaire).

A.1.1 Equation d'amplitude pour les structures oscillatoires

Dans le cas des structures oscillatoires pour lesquelles ωc ̸= 0,
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A l'ordre ε3, la condition de compatibilité est obtenue en appliquant l'alternative
de Fredholm.
Pour obtenir une équation d'amplitude contenant les variables d'espace et de temps
originelles x et t, il faut réintroduire les relations :

∂tA1 = ε∂t1A1 + ε2∂t2A1, (A.35)

∂xA1 = ε∂XA1. (A.36)

On obtient les deux équations d'amplitudes couplées :

∂A1

∂t
+ v+g

∂A1

∂x
= (µr + iµi)A1 + (βr + iβi)

∂2A1

∂x2

−(αr + iαi)A1|A1|2 − (γr + iγi)A1|A2|2. (A.37)

∂A2

∂t
+ v−g

∂A2

∂x
= (µr + iµi)A2 + (βr + iβi)

∂2A2

∂x2

−(αr + iαi)A2|A2|2 − (γr + iγi)A2|A1|2. (A.38)

Les coe�cients qui apparaissent dans (A.37) et (A.38) dépendent des temps de
relaxation λ1 et de retardation λ2 :

v+g =
koc
ωoc

(
1

λ2
− 1

λ1
) = −v−g ,

µr =
Ra−Raoc
2λ2Raoc

(1 + λ2(k
2
c + π2)),

µi = − k2c (Ra−Raoc)

2ωocλ2(k
2
c + π2)

,

βr =
1

2λ2(k2c + π2)
(λ2k

2
c +

3π2(1 + λ2π
2)

k2c
),

βi =
1

2ωc
[

k2cλ1λ2
(k2c + π2)(λ1 − λ2)− 1

(
1

λ2
− 1

λ1
)2 − ((

1

λ2
− 1

λ1
) +

4k2c
λ1(k2c + π2)

)],

αr =
k2c + π2

4λ2

(
1 + λ2(k

2
c + π2)

)
,
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αi = −(k2c + π2)(1 + λ2(k
2
c + π2))

4λ1λ2ωc
,

γr =
1 + λ2(k

2
c + π2)

2λ2
× a,

γi = −1 + λ2(k
2
c + π2)

2λ2
× b,

a =
k2c + π2

2
+ (1− λ1(k

2
c + π2))(

1

λ2
− 2π2)

π2

λ1(4π4 + ω2
c )
,

b =
π2(2π2 + (k2c + π2))ωc

4π4 + ω2
c

+
k2c + π2

2λ1ωc
+
π2(2π2(k2c + π2)− ω2

c )

λ1ωc(4π4 + ω2
c )

,

A.1.2 Equation d'amplitude pour les structures stationnaires

Par souci de briéveté, nous ne détaillerons pas les calculs qui permettent d'obtenir
l'équation d'amplitude dans le cas des structures stationnaires. La même démarche,
appliquée précédemment aux structures oscillatoires permet d'obtenir les résultats
suivants :

A l'ordre ε, les solutions qui décrivent des rouleaux stationnaires sont :

θ1 = Aeikcx sin(πz) + c.c; (A.39)

φ1 = Beikcx sin(πz) + c.c. (A.40)

avec kc = π et B = 2πiA.

A l'ordre ε2, la condition de compatibilité est automatiquement véri�ée dans ce
cas.

Les solutions à cet ordre s'écrivent :

θ2 = −π|A|2 sin(2πz), (A.41)

φ2 = 0. (A.42)

A l'ordre ε3, l'application de l'alternative de Fredholm fournit l'équation qui dé-
crit l'évolution spatio-temporelle de A(x, t) :

[
1− 2π2(λ1 − λ2)

] ∂A
∂t

=
Ra− 4π2

2
A+ 2

∂2A

∂x2
− 2π4A|A|2. (A.43)
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A.2 Calcul de αr − γr

On rappelle :

αr =
k2c + π2

4λ2

(
1 + λ2(k

2
c + π2)

)
,

γr =
1 + λ2(k

2
c + π2)

2λ2
× a,

avec

a =
k2c + π2

2
+ (1− λ1(k

2
c + π2))(

1

λ2
− 2π2)

π2

λ1(4π4 + ω2
c )
,

On aura �nalement :

αr − γr = (1− (k2c + π2)λ1)π
2

(
2π2 − 1

λ2

)(
1 + λ2(k

2
c + π2)

2λ2

)[
1

λ1(4π4 + ω2
c )

]
.

(1− (k2c + π2)λ1) < 0 car λ2 < λ1 − 1
(k2c+π

2)
.

D'autre part 2π2− 1
λ2
> 0 si et seulement si 2π2 > 1

λ2
soit encore λ2 >

1
2π2 ≃ 1

20
= 0.05

or pour les �uides viscoélastiques les plus couramment rencontrés λ2 ∈ [0.1; 1]
�nalement, on obtient que αr − γr < 0.
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Résumé :

Dans ce travail de thèse, on étudie les di�érentes instabilités pouvant se dévelop-
per dans un milieu poreux saturé par un �uide viscoélastique et chau�é par le bas. La
formulation mathématique des équations de ce problème repose sur la loi phénomé-
nologique de Darcy généralisée à un �uide viscoélastique véri�ant l'approximation
de Boussinesq.

Ce problème admet une solution de conduction, et on trouve que deux types
de structures sont susceptibles d'apparaître lorsque l'état de conduction perd sa
stabilité : des structures stationnaires et des structures oscillatoires. Les propriétés
linéaires de ces structures sont étudiées en fonction des paramètres adimensionnés
du problème. L' investigation non linéaire de l'instabilité oscillatoire montre que
l'élasticité du �uide favorise l'émergence d'ondes progressives au dépend d'ondes
spatialement �xes lorsque le massif poreux est supposé de grande extension hori-
zontale. Le transfert de chaleur qui découle des mouvements convectifs est évalué et
discuté en fonction de l'élasticité du �uide.

Lorsque le milieu poreux est con�né, on montre qu'une compétition entre les
structures stationnaires et oscillatoires ait lieu au voisinage d'un point appelé point
de codimension 2. La dynamique non linéaire montre alors qu'une succession de
bifurcations se produit et qui permet une meilleure interprétation physique des ré-
sultats issus de simulations numériques directes.

En�n, s'appuyant sur les propriétés de mélanges binaires des �uides viscoélas-
tiques, une étude théorique est réalisée tenant compte des nombreuses sources phy-
siques de l'instabilité. Nous montrons l'existence de deux régimes : un régime où la
viscoélasticité est dominante et un autre où l'e�et thermo-di�usif l'emporte. Ce ré-
sultat permet d'expliquer certaines observations expérimentales relatives à la convec-
tion des �uides viscoélastiques de chaînes d'ADN.

Mots clés : Instabilités, �uides viscoélastiques, mélanges binaires, milieu poreux.



Abstract :

Title : Thermal and thermo-di�usive instabilities of viscoelastic �uids in a porous
media

In this theoretical and numerical work, we study di�erent instabilities which
can develop in a porous media saturated by a viscoelastic �uid and heated from
below. The mathematical formulation of the equations of this problem is based on
phenomenological Darcy law generalized to a viscoelastic �uid under Boussinesq
approximation.

A conduction state is a solution of this problem, and we �nd that two types of
convective structures may appear when this basic solution loses its stability : sta-
tionary and oscillatory structures. The linear properties of these thermo-convectives
structures are determined and the in�uence of the �uid elasticity is highlighted. In
particular, when the porous layer is considered in�nitely extended in the horizon-
tal direction, a nonlinear stability analysis demonstrated that the �uid elasticity
promotes the traveling waves. The convective heat transfer associated to stable tra-
velling waves is evaluated by means of Nusselt number.

When the porous medium is con�ned, it is found that a nonlinear competition
between stationary and oscillatory structures may occur near a codimension-two
bifurcation point . Near that point, we determined the phase portrait and the suc-
cessive bifurcations associated with nonlinear dynamics. The theoretical results al-
lows one to better understand the physical mechanisms behind the full numerical
simulation results.

Finally, by taking into account binary mixture properties of the viscoelastic
�uids, a theoretical study is performed which takes into account di�erent mecha-
nisms of the instability. It is found that there is a competition between two states in
which either viscoelasticity or thermo-di�usive e�ect is dominant. This result shed
a new light on the experimental observations dealing with convection with DNA
suspensions.

Key words : instabilities, viscoelastic �uid, binary mixtures, porous media.
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