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2 RésuméL'objetif de notre travail est de déterminer des algorithmes qui failitent la résolution dejeux ombinatoires par des aluls informatiques. En premier lieu, nous expliquons ommentl'implémentation du nimber permet d'aélérer le alul de jeux impartiaux en version nor-male. Puis, nous proposons des ra�nements ou des généralisations d'algorithmes de paroursdes arbres de jeu, en partiulier le PN-searh, tout en disutant de l'intérêt de l'interven-tion humaine lors de l'exéution de es algorithmes. En�n, nous présentons des algorithmesde véri�ation, dont le but initial était de s'assurer de la validité de nos aluls, mais quipermettent également d'obtenir des arbres solutions de taille réduite.Ces tehniques sont appliquées à l'étude de deux jeux : le Sprouts, où les joueurs relientdes points par des lignes, et le Dots-and-boxes, dont le but est de ompléter le maximum deboîtes en plaçant des arêtes. Le Sprouts est un jeu ombinatoire impartial, dont la naturetopologique rend di�ile la représentation informatique. Nous expliitons une telle représen-tation, avant d'étudier une généralisation où le jeu se déroule sur des surfaes ompates. LeDots-and-boxes est un jeu partisan, et nous détaillons diverses simpli�ations théoriques quinous ont permis d'obtenir informatiquement des résultats nouveaux sur e jeu.Mots-lefs : Théorie des jeux ombinatoires, PN-searh, Jeu impartial, Jeu partisan, Nim-ber, Sprouts, Dots-and-boxes.AbstratThe aim of this thesis is to determine algorithms that help to solve ombinatorial gamesby omputation. First, we explain how the implementation of the nimber speeds up theomputation of impartial games in normal version. Then, we propose re�nements or genera-lizations of tree-traversal algorithms, espeially the PN-searh, while disussing the bene�t ofhuman intervention during the exeution of these algorithms. Finally, we present veri�ationalgorithms, whose initial goal was to ensure the validity of our omputation, but also allowedus to obtain small solution trees.We have applied these methods to the game of Sprouts, where players onnet dots withlines, and Dots-and-boxes, where players omplete boxes by drawing edges. Sprouts is animpartial ombinatorial game, whose topologial nature makes it di�ult to represent fora omputer. We explain suh a representation, before studying a generalization where thegame is played on ompat surfaes. Dots-and-boxes is a partizan game, and we detail varioustheoretial simpli�ations that allowed us to ompute new results for this game.Keywords : Combinatorial game theory, PN-searh, Impartial game, Partizan game, Nim-ber, Sprouts, Dots-and-boxes.
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Chapitre 1Présentation de la thèseNotre thèse est dédiée à l'étude des jeux ombinatoires. Notre objetif est de détermineromment gagner à ertains de es jeux, et plus préisément, omment être sûr de gagner.1.1 Contexte1.1.1 Théorie des jeux ombinatoiresLa théorie des jeux ombinatoires à laquelle nous faisons référene ii est elle dériteprinipalement par Berlekamp, Conway et Guy dans le livre fondateur Winning Ways foryour mathematial plays, publié en 1982, et republié en 2001 [6℄. On trouvera un historiquedu développement de e domaine dans l'artile de 2009 par Rihard J. Nowakowski [27℄, dontnous redonnons i-dessous les prinipales étapes.Le point de départ de la théorie vient des jeux impartiaux, où les oups disponibles à partirde toute position sont les mêmes pour les deux joueurs. Le premier jeu impartial onsidéré estle jeu de Nim, résolu dès 1902 par C. L. Bouton [7℄. Sprague et Grundy ont ensuite déouvertindépendamment en 1935 [36℄ et 1939 [20℄ la lassi�ation des jeux impartiaux grâe au jeude Nim, aujourd'hui référenée sous le nom de théorème de Sprague-Grundy. Le jeu de Nimest vraiment remarquable : ses règles sont parmi les plus simples et les plus élégantes qu'ilsoit possible d'imaginer, mais il n'en joue pas moins un r�le entral dans la théorie des jeuximpartiaux.La théorie s'est ensuite grandement enrihie ave l'étude des jeux partisans dans lesannées 1960. La renontre de Berlekamp, Conway et Guy aboutira en 1982 à la publiationde Winning Ways, qui reste enore une référene inontournable sur le sujet. Les oneptsdérits dans Winning Ways sont très nombreux, ave en partiulier les notions de oupréversible, d'option dominée, de valeur d'un jeu et de somme de jeux.Le développement théorique depuis la publiation de Winning Ways est moins faile àretraer. Rihard J. Nowakowski publie régulièrement des séletions d'artiles dans une sériede livres intitulés Games of No Chane, ave de nombreuses études spéi�ques de jeux et desgénéralisations théoriques. Parmi les travaux les plus intéressants par rapport au ontenu deette thèse, on peut iter une avanée théorique sur les jeux impartiaux en version misèrepar Thane Plambek en 2005 [28℄ ave l'introdution du onept de quotient misère.1.1.2 Caluls des jeux ombinatoiresLe problème du alul des stratégies gagnantes des jeux ombinatoires est rattahé his-toriquement à un autre domaine, elui de l'intelligene arti�ielle. Ce domaine a fait l'objetd'un nombre très élevé de reherhes et de publiations, en partiulier à partir des années11



12 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSE90, lorsque la apaité de alul des ordinateurs a atteint un niveau su�sant pour résoudredes problèmes intéressants.Les aluls de stratégies gagnantes peuvent être subdivisés en deux branhes prinipales :d'une part, les aluls de stratégie partielle, dont le but est de jouer aussi bien que possibleontre un joueur humain, et d'autre part, les aluls de stratégie omplète, dont le but est dedéterminer la stratégie théorique exate permettant d'assurer la vitoire de l'un des joueurs.Ces deux domaines utilisent ertaines méthodes ommunes (en partiulier les algorithmes dereherhe au sein de l'arbre de jeu), mais posent des problèmes di�érents. Dans ette thèse,nous nous intéresserons uniquement aux aluls de stratégie omplète.Caluls partielsDans le as de aluls partiels, un élément essentiel est la rapidité du alul, puisqueelui-i est réalisé au ours d'une partie réelle ave un joueur humain, mais l'exatitudepeut par ontre être sari�ée. Même si le programme ontient des erreurs, ela n'a pas deonséquene plus grave que de jouer un mauvais oup. Il est également possible d'éliminer deszones entières de l'arbre de jeu, si des heuristiques permettent de prédire leur résultat aveune bonne probabilité. On pourra onsulter l'artile de 2000 de Jonathan Shae�er [30℄, quidonne un état des lieux à l'aube du nouveau millénaire, et reste pour l'essentiel d'atualité.Le jeu d'éhes a été l'un des plus étudiés en terme de aluls partiels, permettant àl'ordinateur d'atteindre le niveau des meilleurs humains dès 1987 (ChipTest, anêtre deDeep Blue), avant de battre de justesse le hampion du monde Garry Kasparov en 1997(Deep Blue, super-ordinateur fabriqué par IBM). L'amélioration onstante des programmesd'éhes permet maintenant d'atteindre le même niveau de jeu ave une puissane de alulbien plus faible (un téléphone portable au lieu d'un super-ordinateur...).Le niveau des meilleurs humains est désormais atteint pour la plupart des jeux. On peutiter le jeu d'Othello (1997, programme Logistello ontre le hampion du monde TakeshiMurakami) ou les dames (depuis environ 2005, mais sans math d'exhibition). Le jeu de Goest l'un des jeux les plus résistants aux aluls de stratégie partielle. Des progrès réents,en utilisant des algorithmes probabilistes de type Monte-Carlo, ont ependant permis de serapproher du niveau professionnel sur les plateaux de petite taille (9× 9 ases, programmeMogo), et du niveau de fort amateur sur les plateaux de taille normale (19× 19 ases). Surette taille de plateau, les meilleurs programmes (MogoTW, Zen) sont enore environ 5 à 6pierres plus faibles que les professionnels en 2011.Caluls ompletsDans le as de aluls omplets, la stratégie gagnante est avant tout un résultat mathéma-tique, qui est soumis au même problème d'exatitude que tout autre résultat mathématique.Une erreur dans le programme est don suseptible de rendre tout ou partie des résultatsfaux. Par ailleurs, il est moins faile d'éliminer ertaines zones de l'arbre de jeu. Même siun oup semble mauvais, enore faut-il le prouver. En éhange, les aluls omplets n'ontauune ontrainte de temps, et il est possible de réaliser le alul sur plusieurs années, sinéessaire. Les aluls de stratégie gagnante omplète réalisés es vingt dernières années sonttrès nombreux. Nous en présentons i-dessous seulement quelques-uns qui nous semblentreprésentatifs.Le onnet-four est l'un des premiers jeux grand publi dont la stratégie gagnante om-plète a été alulée, en 1988, par James D. Allen et indépendamment par Vitor Allis [2℄.Les aluls ont ensuite été régulièrement étendus par John Tromp, qui a alulé une solutionpour le plateau de taille 9 × 6 en 2005. Le jeu du moulin (Nine Men's Morris) a été résolupar Ralph Gasser en 1993 [19℄. De nombreux aluls ont été faits sur le Domineering, DennisBreuker, Jos Uiterwijk et Jaap van den Herik obtenant une solution pour le plateau 8 × 8



1.2. HISTORIQUE DE LA THÈSE 13en 2000 [8℄, puis 9× 9. Nathan Bullok est parvenu à atteindre ensuite le plateau 10× 10 en2002 [10℄.Le alul de stratégie gagnante omplète le plus long et le plus di�ile réalisé jusqu'iiest elui des dames anglaises (jeu de Chekers, ou English draughts en anglais). JonathanShae�er a ommené le développement du programme Chinook en 1989, atteignant unniveau à peu près égal à elui du hampion du monde dès 1990. Les aluls réalisés à emoment-là étaient seulement des aluls partiels, mais Shae�er et Lake ont onjeturé dansun artile de 1996 [15℄ qu'une extension pour obtenir une solution omplète serait sans doutepossible à l'avenir. En 2007, après des aluls étalés au total sur une quinzaine d'années et desentaines d'ordinateurs, Shae�er est �nalement parvenu à obtenir une stratégie omplète[31℄.1.1.3 Positionnement de la thèseLe point entral de la théorie des jeux ombinatoires réside dans la notion de sommesde jeux, et herhe notamment à aluler le résultat d'une somme en fontion du résultatde ses omposantes. Ce domaine se rattahe plut�t aux mathématiques. Les aluls de jeuxombinatoires (que e soit d'une stratégie gagnante partielle ou omplète) sont par ontreplut�t foalisés sur les méthodes de parours de l'arbre de jeu, et se rattahent nettement àl'informatique. Bien que es deux domaines de reherhe partagent un objet d'étude ommun(les jeux ombinatoires), ils ont évolué jusqu'ii de façon relativement indépendante.Une des raisons tient en partie à la di�érene entre les jeux étudiés. La théorie des jeuxombinatoires a tendane à s'intéresser à des jeux sur lesquels une rihe théorie mathéma-tique est possible (jeu de Nim, Dots-and-boxes, Domineering), alors que les aluls de jeuxombinatoires ont été appliqués en premier lieu à des jeux très joués par les humains (éhes,Othello, dames), dans lesquels la notion théorique entrale de somme de jeux n'apparaît pas.Dans ette thèse, nous avons herhé à aluler les stratégies gagnantes omplètes de jeuxombinatoires (Sprouts, Cram, Dots-and-boxes), e qui rattahe notre travail en premier lieuau domaine du alul des jeux ombinatoires. Cependant, alors que es aluls pourraientêtre réalisés uniquement ave le onept d'issue gagnante ou perdante, nous avons introduitdans les algorithmes des onepts plus omplexes, issus de la théorie des jeux ombinatoires(en partiulier le nimber). Cela nous a permis d'aélérer les aluls notablement. De epoint de vue, ette thèse peut être onsidérée à la frontière entre les deux domaines exposési-dessus.1.2 Historique de la thèsePremier programmeNous nous sommes intéressés au jeu de Sprouts pour la première fois lorsque nous étionsétudiants en 1999. Le jeu avait un ertain suès parmi les étudiants, sous le nom de taupe duPérou, ave des parties géantes à la raie au tableau. Nous avons déouvert quelques annéesplus tard que e jeu était surtout onnu sous le nom de Sprouts, e qui nous a naturellementamené à l'artile de 1991 d'Applegate, Jaobson et Sleator, la référene sur le sujet [4℄.Nous avons ommené à programmer sérieusement le Sprouts en 2005, une fois nos études�nies. L'annone en 2006 de nouveaux résultats par Josh Purinton [29℄ nous a motivés àapprofondir notre travail et à le mettre en forme. Nous avons ainsi publié sur internet 1 en2007 nos résultats, et le ode soure de notre programme, aompagnés d'un artile expliquantles éléments essentiels de nos aluls [22℄.1. http://sprouts.tuxfamily.org/



14 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSEL'originalité de e premier travail était théorique d'une part, ave le mélange des oneptsde nimber et d'issue dans les aluls, mais aussi pratique, ave la possibilité d'interationshumaines en ours de alul. Cela nous a permis d'atteindre 32 points de départ, le reordpréédent de 2006 étant de 14 points seulement.Début de la thèseLes résultats obtenus en 2007 ont ensuite attiré l'attention de Jean-Paul Delahaye en2008, dans le adre de sa préparation d'un artile sur le jeu de Sprouts pour la revue Pour laSiene [13℄. L'éhange de mails a débouhé sur l'idée d'approfondir le travail déjà e�etué.C'est ainsi que nous avons ommené une thèse, à partir de septembre 2008, sous sa diretion.Nous avons ommené par étudier le Sprouts sur les surfaes ompates, une généralisationassez naturelle du jeu sur le plan. Nous avions déjà ré�éhi aux aspets théoriques avant dedébuter la thèse, et il ne restait don plus qu'à programmer, e qui nous a oupés d'août àdéembre 2008, ave la publiation d'un artile sur arXiv [23℄.L'intérêt prinipal de ette généralisation aux surfaes ompates est indiret : en her-hant à formaliser ertaines propriétés, ela nous a amenés au onept d'arbre anonique,onept qui s'est ensuite répandu petit à petit dans l'ensemble de notre travail.Le Sprouts en version misèreÀ partir de janvier 2009 prinipalement, nous avons étudié l'autre variante naturelle duSprouts, qui onsiste ette fois à inverser la onvention de vitoire, plut�t qu'à hanger lespropriétés topologiques du terrain de jeu. Cette variante avait déjà été étudiée par Applegate,Jaobson et Sleator en 1991, puis par Josh Purinton et Roman Khorkov de 2006 à 2008. Lesrésultats de Purinton et Khorkov, jusqu'à 16 points de départ, se sont d'ailleurs révélésdi�iles à battre.Nous ne disposons pas en version misère d'une méthode aussi e�ae que les nimbers dela version normale pour tenir ompte des déoupages en positions indépendantes. Nous avonsependant réussi à atteindre 20 points de départ, en utilisant de façon originale le oneptd'arbre anonique réduit pour aélérer les aluls. Nous avons publié un artile en août 2009sur arXiv [24℄.L'étude de la version misère du Sprouts nous a également permis de omprendre plus pro-fondément ertaines propriétés théoriques des aluls en version normale, à base de nimbers.Nous avons publié un artile sur e sujet sur arXiv en 2010 [26℄.Le jeu de CramDe juin 2009 à août 2010, la majeure partie de notre travail s'est foalisée sur la générali-sation des algorithmes à d'autres jeux que le Sprouts. L'idée était de réutiliser les algorithmeset la base de ode existants. Le andidat idéal qui s'est présenté (après quelques fausses pistes)est le jeu de Cram. Il s'agit d'un jeu impartial, dont ertaines positions sont déoupables enpositions indépendantes. Ces deux propriétés permettent d'appliquer à e jeu exatement lesmêmes algorithmes que eux développés initialement pour le Sprouts.Malheureusement, s'il est simple sur le papier d'utiliser un même algorithme pour deuxjeux di�érents, ela l'est beauoup moins dans un programme informatique. Notre base deode début 2009 résultait de plusieurs années de travail entièrement onsarées au jeu deSprouts, et rien n'avait été onçu dans un but plus général. Il a don fallu un long travailde démêlage du ode, pour séparer la partie spéi�que au Sprouts de elle qui pouvait êtreréutilisée.La suppression des dépendanes au Sprouts dans la partie appelée à devenir ommune auCram (les bases de données, les algorithmes réursifs de aluls, le suivi, et.) s'est révéléel'une des étapes les plus di�iles, à tel point que ertaines fontions entrales du programme



1.3. MÉTHODES DE TRAVAIL 15ont �nalement été réérites entièrement. C'est e proessus de généralisation du programmequi nous a pris le plus de temps, et qui a rendu le Cram di�ile à programmer. Le jeu deCram en lui-même � tout du moins une programmation lassique sous la forme d'un tableau� est en e�et relativement aisé à implémenter, par rapport au jeu de Sprouts.Les premiers reords de Cram, dépassant les résultats préédents de 2009 par MartinShneider [34℄, ont �nalement été obtenus à partir de mai 2010.Le Proof-number searhL'idée d'appliquer des algorithmes de parours de type Proof-number searh remonte audébut de la thèse, en 2008, lorsqu'elle nous fut suggérée par Tristan Cazenave. Il a ependantfallu attendre septembre 2010 pour que notre programme soit apable de réaliser onrète-ment e type de aluls. Cela vient en partie du fait que que nous nous sommes onentrésd'abord sur les sujets présentés préédemment, mais il y a également une raison intrinsèque.Au ontraire d'un algorithme de type depth-�rst, l'algorithme de parours Proof-numbersearh demande de maintenir en mémoire une bonne partie des n÷uds développés dansl'arbre de reherhe. Cela implique des méthodes de programmation totalement di�érentes del'algorithme de parours alpha-bêta, que nous utilisions jusqu'alors. Nous avons ommené àpréparer l'implémentation du PN-searh dès 2009, lors de la généralisation des algorithmes aujeu de Cram, mais les di�ultés tehniques de programmation nous ont �nalement demandéplus d'un an et demi de travail.Le PN-searh a donné de bons résultats sur le Sprouts, meilleurs que le simple alpha-bêta,et presque aussi bons que l'alpha-bêta ave interations manuelles. L'ajout d'interationsmanuelles au PN-searh lui-même a ensuite permis d'améliorer tous nos reords de Sproutsà partir de déembre 2010.Le Dots-and-boxesLe Dots-and-boxes est le dernier sujet que nous avons abordé dans le adre de ette thèse,à partir d'avril 2011. Ce jeu est très di�érent du Sprouts et du Cram étudiés jusqu'ii. Nonseulement il n'est pas impartial, mais il fait même intervenir potentiellement la notion departie nulle. Plusieurs propriétés relient ependant le Dots-and-boxes au reste de la thèse :le jeu est presque impartial, il permet des déoupages du plateau en omposantes séparées(bien que non indépendantes), et il est possible d'utiliser une représentation informatiquetrès prohe de elle du Cram.La théorie des aluls du Dots-and-boxes est ependant très di�érente. Plusieurs ap-prohes sont envisageables, et nous avons hoisi de baser nos aluls sur les notions de soreet de ontrat. Combiné ave une théorie détaillée de ertaines équivalenes de positions, elanous a permis d'obtenir de premiers résultats dès juin 2011.Nous on�rmons tous les résultats obtenus par David Wilson en 2002 [39℄, et les omplé-tons ave le sore de plusieurs nouvelles positions de départ.1.3 Méthodes de travailTravail en ommunNotre travail est partiulier, dans la mesure où son intégralité a été menée à deux sur unedurée de plusieurs années, e qui n'est pas si fréquent dans le monde de la reherhe 2. C'estle as aussi bien pour le développement du programme, que pour les ré�exions théoriques,ou même la rédation des artiles et des mémoires.2. Malgré ertains exemples élèbres, omme Appel et Haken, lors de leurs travaux sur le théorème des 4ouleurs.



16 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSELa séparation des hapitres entre les deux mémoires n'a don pas été faile, mais elle re�ète�nalement en partie des préférenes di�érentes : plut�t théoriques et algorithmiques d'un�té, ave par exemple les hapitres sur l'utilisation du nimber, la représentation des positionsde Sprouts et son extension aux surfaes ompates ; plut�t orientées vers la programmationpratique de l'autre, ave par exemple les hapitres sur le suivi et l'arhiteture du programme.Cette di�érene d'approhe est sans doute l'un des éléments les plus utiles du travailollaboratif. Si l'une des approhes bloque sur un problème, l'autre apporte souvent uneperspetive di�érente, à même de résoudre ou de ontourner les di�ultés. L'inonvénient dutravail ollaboratif est par ontre de néessiter un temps assez important de ommuniation,et parfois de négoiation, ertaines idées devant néessairement être privilégiées par rapportà d'autres.Théorie et pratiqueDe manière plus générale, il y a une opposition et une omplémentarité entre la théorie(algorithmique, ombinatoire) et l'implémentation pratique des aluls.L'approhe théorique privilégie par exemple instintivement la solution parfaite, maisles impératifs de programmation en termes de temps de alul, espae mémoire, ou tempsde programmation, néessitent souvent des onessions. On peut iter la anonisation desreprésentations en haînes des positions du Sprouts (voir setion 6.4). La méthode herhantà déterminer la anonisation exate est vouée à l'éhe ar d'une omplexité trop grande. À laplae, il vaut mieux avoir reours à une pseudo-anonisation, imparfaite, mais su�sammentrapide pour permettre un alul e�etif.Inversement, il est faile de perdre de vue des onsidérations théoriques essentielles lorsdu travail de programmation. Notamment, ertaines optimisations de ode peuvent se révélerdérisoires lorsque l'on déouvre un nouvel algorithme nettement plus performant. La élèbreitation de Donald Knuth en 1974 est toujours d'atualité : � L'optimisation prématurée estla soure de tous les maux en programmation �.Le juste équilibre entre la théorie et l'implémentation est di�ile à trouver, notammenten terme de timing. Si la programmation est entreprise trop t�t, elle est vouée à n'être qu'unbrouillon sans intérêt rapidement balayé par des onsidérations théoriques. Entreprise troptard, et la théorie n'avane plus, omme si elle-i attendait d'avoir sous les yeux un objet àdétruire avant de se développer.Ce n'est pas un hasard si nos premiers résultats sur le Sprouts reposent prinipalementsur deux idées, relevant haune d'une approhe di�érente : le nimber, onept théorique quia permis de diminuer de plusieurs ordres de grandeur la di�ulté du alul, et le zappage,onept expérimental qui a permis de débloquer à la volée des aluls trop longs.Outils de travailLe travail en ommun néessite des outils adaptés, en partiulier pour deux personneshabitant respetivement au Japon et en Frane. Les deux éléments essentiels qui nous ontpermis de travailler dans de bonnes onditions sont un wiki et un repository.Le wiki (le programme utilisé est Mediawiki, le moteur de wikipedia) permet la rédationaisée ainsi que la struturation des idées qui émergent. En omparaison, la ommuniationpar mail n'a été que très peu utilisée.Le repository (Subversion) permet de sauvegarder sur internet des �hiers, ave réationd'un historique, e qui a prouvé son utilité tant dans la oneption du programme que larédation des artiles. Ces deux outils sont lassiques lors du développement ollaboratif delogiiel sur internet.Tous les outils que nous avons utilisés, que e soit pour la ommuniation, le dévelop-pement du logiiel ou la rédation des artiles, sont des logiiels libres. En aord ave leur



1.4. PLAN DE LA THÈSE 17philosophie, et dans un soui de transparene, nous avons déidé non seulement de di�userle ode soure de notre programme, mais aussi les bases de données issues de nos aluls.1.4 Plan de la thèseThéorie des jeux ombinatoiresNous avons regroupé dans e premier hapitre l'ensemble des notions générales qui noussemblent ommunes à tous les autres hapitres, a�n d'harmoniser la terminologie employée.Notre travail se situe à la frontière entre la théorie mathématique des jeux ombinatoires,et la théorie informatique du alul des stratégies gagnantes des jeux, deux domaines qui ontévolué jusqu'ii de façon relativement indépendante, ave une terminologie parfois di�érente.Un exemple parmi d'autres : la théorie des jeux ombinatoires parle de l'ensemble des optionsdisponibles pour un joueur, là où dans les aluls de stratégies gagnantes, on parle plusfréquemment de l'ensemble des oups disponibles pour un joueur.Nous avons don essayé de redonner une dé�nition des prinipaux onepts lassiques, enpartiulier elui de jeu ombinatoire impartial, d'arbre de jeu, d'issue gagnante ou perdante,de stratégie gagnante.Par ailleurs, la théorie des jeux ombinatoires est relativement réente, e qui fait queertaines notions, même élémentaires, ne sont pas enore lairement établies en tant quetelles, ou bien ne possèdent pas une dé�nition onsensuelle. Nous dé�nissons en partiulierles notions d'arbre solution, d'arbre anonique, et de jeu déoupable.Jeux impartiaux en version normaleCe hapitre présente les algorithmes que nous avons appliqués au jeu de Sprouts et aujeu de Cram en version normale. Le point ommun de es deux jeux est d'être impartiauxet déoupables, 'est-à-dire que ertaines positions peuvent être déoupées en omposantesindépendantes. Les algorithmes que nous avons utilisés sont relativement simples, et nous lesavons présentés dès 2007, dans notre premier artile sur le jeu de Sprouts [22℄. Ces algorithmesutilisent le onept théorique de nimber, qui déoule du théorème de Sprague-Grundy, et quiest partiulièrement important dans l'étude des jeux impartiaux en version normale.Ces algorithmes sont une omposante essentielle des reords obtenus sur le Sprouts et surle Cram. Ils permettent un gain exponentiel par rapport à des méthodes plus basiques quin'exploiteraient pas la notion de déoupage.En 2009, nous avons ensuite ompris plusieurs propriétés théoriques intéressantes de esalgorithmes. D'une façon informelle, la méthode de alul ave les nimbers est inévitable,dans le sens où la solution d'un alul sans les nimbers ontient la solution d'un alul avela théorie des nimbers. La formalisation nous a onduit au onept d'arbre solution nimber,qui généralise le onept d'arbre solution.Algorithmes de paroursNous détaillons dans e hapitre les algorithmes de parours utilisés dans notre pro-gramme, à savoir l'alpha-bêta et le PN-searh. La présentation que nous donnons du PN-searh est un peu partiulière dans la mesure où elle est adaptée aux jeux impartiaux. Lesprinipales améliorations apportées à es algorithmes résultent de la possibilité d'intervenirdiretement sur leur déroulement pendant le alul.Par ailleurs, nous livrons quelques ré�exions théoriques, que nous n'avons ependant paspu valider par le alul, faute de les avoir implémentées. Elles onernent l'appliation deoe�ients aux proof et disproof numbers du PN-searh, a�n de foaliser le alul sur ertains



18 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSEn÷uds de l'arbre de reherhe, ainsi que l'adaptation du PN-searh aux algorithmes baséssur le nimber (algorithmes présentés dans le hapitre 3).Véri�ationLes algorithmes de véri�ation ont été développés suite à l'introdution des méanismesd'interation en temps réel dans notre programme. Ces méanismes, di�iles à séuriser,nous ont amenés a douter de la validité de nos aluls.La véri�ation est un alul qui se mène a posteriori, et qui onsiste à utiliser les résultatspréédemment obtenus pour guider le nouveau alul, à travers une boule dont la program-mation est si simple qu'elle ne peut ontenir d'erreur. Son utilisation permet de ramener lesrisques d'erreurs liées au parours des arbres de reherhe à une probabilité in�me.De plus, nous avons développé une tehnique originale de olmatage, qui onsiste à re-bouher les trous de tables de transpositions inomplètes, dans lesquelles seules quelquespositions manquent.Dans un deuxième temps, nous avons onstaté que l'algorithme de véri�ation permettaitd'obtenir des arbres solutions de taille réduite, e qui était initialement involontaire, mais s'estmontré fort utile, tant pour obtenir des preuves ompates que pour améliorer les apaitésde alul de notre programme. En�n, l'utilisation lors du alul de véri�ation d'un paroursaléatoire de l'arbre de reherhe nous a permis d'engendrer des arbres solutions enore pluspetits.Représentation des positions de SproutsLe jeu de Sprouts est di�ile à représenter informatiquement à ause de l'aspet topolo-gique du jeu. Nous dérivons dans e hapitre omment il est possible de dérire les positionsde Sprouts par des haînes de aratères. Notre représentation est un approfondissement deelle de l'artile dérivant le premier programme apable de mener des aluls de Sprouts [4℄.C'est un des prinipaux éléments qui nous ont permis d'obtenir des reords sur e jeu.Une première représentation est obtenue en analysant les positions ave les onepts desommet, de frontière et de région. Nous simpli�ons ensuite es haînes de aratères, lorsd'un proessus de rédution, qui onsiste à éliminer ertains éléments (sommets ou régions)inutilisables, et à distinguer ertaines atégories de sommets (sommets génériques, distintiondes sommets internes à une région seulement ou non).Nous détaillons ensuite la anonisation des haînes de aratères, dont le but est d'assoierune unique haîne à haque position, et la pseudo-anonisation, qui permet de réaliser uneanonisation imparfaite, mais plus rapide. Nous utilisons en�n nos aluls pour disuter dela omplexité spatiale du jeu de Sprouts à n points.Le Sprouts sur les surfaes ompatesCe hapitre détaille la théorie néessaire pour étendre les aluls du jeu de Sprouts las-sique, sur le plan, à des surfaes ompates quelonques. Le jeu sur les surfaes ompatesest la généralisation la plus naturelle du jeu lassique, e qui justi�e que nous nous soyonsintéressés à son étude. Notre programme est le premier à être apable de mener des alulssur les surfaes, e qui n'est pas une mine a�aire, tant le ode néessaire pour le simplealul des options d'une position est ompliqué.Après un rappel des propriétés essentielles des surfaes ompates et de leur lassi�ation,nous montrons tout d'abord quels sont les oups possibles lorsque le jeu se déroule sur unesurfae ompate, que elle-i soit orientable ou non-orientable.Nous dérivons ensuite omment modi�er la représentation des positions de Sprouts pourtenir ompte des spéi�ités des surfaes, puis omment nous pouvons aluler les di�érentstypes de oups possibles à partir de ette représentation.



1.4. PLAN DE LA THÈSE 19Nous établissons en�n le théorème du genre limite, qui montre que pour un nombre �xéde points de départ, les propriétés essentielles de la position �nissent par se stabiliser quandle genre de la surfae augmente. Cette propriété est on�rmée par les résultats obtenus, quee soit en version normale, ou en version misère.Le jeu de Dots-and-boxesLe jeu de Dots-and-boxes, un jeu partisan, est nettement di�érent du Sprouts et du Cram,qui eux, sont impartiaux. En partiulier, pour dérire le résultat d'une position de Dots-and-boxes, on peut utiliser une notion de sore, qui est plus préise que l'issue. Nous introduisonsainsi le onept de ontrat, qui permet d'e�etuer des aluls de sore omme s'il s'agissaitde aluls d'issue.L'obligation de rejouer lorsqu'un joueur apture un jeton néessite de distinguer les no-tions de oup et de tour de jeu. Nous développons aussi une théorie de la apture des jetons,en oloriant les jetons en blan ou noir suivant qu'ils sont apturables ou non durant le tourde jeu. Le théorème des jetons blans exprime une propriété importante limitant fortementles possibilités optimales du joueur onernant le nombre de jetons blans qu'il doit apturer.Nous montrons ensuite omment déteter ertaines équivalenes de positions grâe à desdéformations, puis omment une utilisation adéquate des tables de transpositions permetd'optimiser le rapport entre le temps de alul et la quantité de mémoire utilisée.Les résultats obtenus sont légèrement meilleurs que les préédents reords, obtenus parDavid Wilson [39℄ par une méthode totalement di�érente de résolution forte, sans pourautant les dépasser nettement. Une analyse détaillée des résultats obtenus jusqu'ii nouspermet en�n d'estimer la di�ulté des aluls futurs.
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Chapitre 2Théorie des jeux ombinatoiresDans e hapitre, nous présentons des notions générales de la théorie des jeux ombi-natoires, utiles à la ompréhension des autres hapitres. La plupart de es notions sontlassiques, mais du fait de la relative jeunesse de ette théorie au regard de l'histoire desmathématiques, ertains éléments de voabulaire (notamment � arbre anonique � et � jeudéoupable �) sont propres à notre travail, bien qu'ils traduisent des notions élémentaires.2.1 Jeux ombinatoires2.1.1 Qu'est-e qu'un jeu ombinatoire ?Nous nous intéressons dans ette thèse aux jeux ombinatoires. Deux joueurs s'a�rontent,ils jouent alternativement jusqu'à e qu'il ne soit plus possible de jouer. On détermine alorsle vainqueur (ou l'on délare le math nul) selon une règle qui dépend du jeu onsidéré.Les jeux ombinatoires sont à information omplète : pour hoisir son oup, haque joueurdispose de toutes les informations onernant le jeu pour prendre sa déision. Cei exlut parexemple le jeu de la bataille navale, où le plateau de l'adversaire est ahé.Il n'y a pas d'intervention du hasard : on ne lane pas de dé omme au Yahtzee, on netire pas de artes omme au Poker.Voii quelques jeux ombinatoires parmi les plus élèbres :
∗ les éhes.
∗ le jeu de Go.
∗ les Dames.
∗ le Ti-ta-toe (souvent appelé � Morpion �).
∗ le Connet-Four (� Puissane 4 �).2.1.2 Jeux partisans et impartiauxAu sein des jeux ombinatoires, nous pouvons distinguer deux grandes atégories. Toutd'abord, les jeux partisans, où les oups que l'on peut jouer à partir d'une position donnéedi�èrent suivant le joueur dont 'est le tour. C'est le as des éhes, où le premier joueurne peut déplaer que les pièes blanhes, et le seond joueur, que les pièes noires. Si auontraire, les deux joueurs peuvent jouer les mêmes oups à partir d'une position donnée, onparle de jeu impartial. Le jeu de Nim dérit dans le paragraphe 2.2.1 est l'exemple le pluslassique de jeu impartial.Les jeux impartiaux et les jeux partisans sont de nature fondamentalement di�érente.Dans les jeux partisans, un joueur peut aumuler de l'avane. Aux Dames, un joueur qui aenore 15 pions et qui est opposé à un joueur qui n'a plus que 5 pions dispose, sauf ertains21



22 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESas pathologiques, d'une nette avane. Au jeu de Go, l'avane aumulée par le gagnant sematérialise lors du déompte des points en �n de partie. Il est ainsi assez naturel, pour unjoueur humain, de développer des heuristiques pour évaluer les positions des jeux partisans.Dans les jeux impartiaux, par ontre, 'est uniquement la parité du nombre de oups quidétermine le gagnant. Plus préisément, dans un jeu impartial en version normale, le joueurqui joue le dernier oup gagne. À l'inverse, en version misère, le joueur qui joue le dernieroup perd. Le fait que la vitoire se joue forément à peu de hoses � un seul oup � rendles jeux impartiaux plus di�iles à appréhender. Généralement, le joueur est inapable deprédire l'issue de la partie, jusqu'au moment où il l'a totalement analysée. Les heuristiquessont plus di�iles à imaginer.Fait a priori surprenant, malgré leur dé�nition très similaire, les jeux impartiaux enversion misère sont généralement beauoup plus di�iles à étudier que les jeux en versionnormale.Les jeux impartiaux ont un intérêt mathématique partiulier. Historiquement, 'est unjeu impartial, le jeu de Nim, qui a été le premier jeu ombinatoire à disposer d'une résolutionexate et omplète. Ce jeu a ensuite débouhé sur une lassi�ation des jeux impartiaux enversion normale (théorème de Sprague-Grundy), lassi�ation qui a été historiquement lepoint de départ de l'étude des jeux ombinatoires, qu'ils soient impartiaux ou partisans.La présentation usuelle, mise en ÷uvre tant dans [6℄ que [33℄, onsiste à dé�nir les jeuximpartiaux omme des as partiuliers de jeux partisans (le as où, quelle que soit la position,les oups jouables par les deux joueurs sont identiques). Puisque nous étudions surtout desjeux impartiaux dans le adre de ette thèse, nous avons au ontraire hoisi de présenterdans e premier hapitre des dé�nitions spéi�ques aux jeux impartiaux.2.2 Jeux étudiés dans ette thèseNous présentons ii les jeux qui ont été plus partiulièrement étudiés dans le adre de ettethèse. Si le jeu de Nim est depuis longtemps déjà omplètement résolu, il apparaît néanmoinsdans e doument du fait de son intérêt sur le plan théorique. Les autres jeux ont tous faitl'objet d'une étude partiulière de notre part, débouhant sur des résultats nouveaux.2.2.1 Jeu de NimLe jeu de Nim se joue ave des olonnes d'objets, par exemple des allumettes 1. Un ouponsiste à enlever un ertain nombre d'allumettes dans une seule olonne. Ainsi, les mêmesoups sont jouables quel que soit le joueur dont 'est le tour, et le jeu de Nim est impartial.Lorsque le jeu se joue en version normale, le joueur qui enlève la dernière allumette gagne(ar l'autre joueur ne peut alors plus jouer).On notera n la olonne de Nim à n allumettes et l'on utilisera l'opérateur + pour indiquerles di�érentes olonnes. Ainsi, la position 7+5+4+2 est la position omposée de 4 olonnesontenant respetivement 7, 5, 4 et 2 allumettes. Le joueur dont 'est le tour pourrait parexemple hoisir d'enlever 3 allumettes dans la deuxième olonne, e qui onduirait à laposition 7 + 2 + 4 + 2. Ou alors, il pourrait enlever toutes les allumettes de la troisièmeolonne, et la nouvelle position serait 7+ 5+ 0+ 2.La résolution du jeu de Nim a été dérite pour la première fois par Bouton, en 1902 [7℄.Ce jeu tient un r�le fondamental dans la théorie des jeux impartiaux. Non seulement il s'agitdu premier jeu impartial omplètement résolu, mais il permet également de lassi�er les jeuximpartiaux en version normale.1. C'est ainsi que le jeu, en version misère, apparaît dans le �lm d'Alain Resnais L'année dernière àMarienbad (1961).



2.2. JEUX ÉTUDIÉS DANS CETTE THÈSE 23
Figure 2.1 � Position 7+ 5+ 4+ 2 du jeu de Nim.2.2.2 Jeu de SproutsLe jeu de Sprouts est un jeu impartial, réé réemment (1967), et qui jouit d'une ertainenotoriété dans le milieu sienti�que. Le premier artile présentant e jeu est dû à MartinGardner [18℄. Outre et artile, on peut également trouver une présentation de e jeu dansWinning Ways [6℄. Le jeu se joue sur une feuille de papier, il débute ave un ertain nombrede points traés sur la feuille. À haque oup, le joueur dont 'est le tour doit relier un pointà un autre (éventuellement à lui-même) ave une ligne, puis rajouter un point sur ette ligne.Deux onditions doivent être respetées : les lignes ne doivent pas se roiser, et d'un mêmepoint ne peuvent partir plus de 3 lignes.

Figure 2.2 � Exemple de partie de Sprouts, en ommençant ave 2 points (le deuxièmejoueur gagne).Le jeu de Sprouts est le point de départ de ette thèse. C'est en herhant à aluler lesstratégies gagnantes du Sprouts que nous nous sommes intéressés à la théorie plus généraledes jeux impartiaux, en version normale, puis en version misère. Le Sprouts oupe don uneplae importante dans ette thèse. Le hapitre 3 sur la théorie des jeux impartiaux en versionnormale s'applique diretement au Sprouts. Les hapitres 6 et 7 dérivent respetivement laméthode de représentation des positions de Sprouts, et l'étude d'une généralisation du jeulorsqu'il se déroule sur d'autres surfaes que le plan.2.2.3 Jeu de CramLe jeu de Cram est un jeu impartial qui se joue sur un quadrillage ave des règles extrême-ment simples : les joueurs posent alternativement un domino sur deux ases vides adjaentes,jusqu'à e que l'un d'entre eux ne puisse plus jouer. On trouve par exemple une présentationde e jeu dans le volume 3 de Winning Ways [6℄.
Figure 2.3 � Exemple de partie de Cram sur une grille 3× 3 (le deuxième joueur gagne).On verra dans la setion 2.6 que le Cram partage ave le Sprouts une propriété essentiellede déoupage en positions indépendantes, e qui nous a motivé à étudier e jeu.



24 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRES2.2.4 Dots-and-boxesLe Dots-and-boxes est un jeu partisan qui se joue sur un quadrillage. À haque oup,un joueur ajoute une arête. S'il omplète un arré, il le marque de son initiale, puis joue unautre oup. Il passe son tour dès qu'il ne peut plus ompléter de arré. À la �n, le joueur quia remporté le plus de arrés gagne.La première publiation relative au Dots-and-boxes, due à Édouard Luas, date de 1882.Par la suite, e jeu a été étudié en profondeur, en partiulier par Elwyn Berlekamp [5℄, undes trois o-rédateurs de Winning Ways [6℄.Le Dots-and-boxes est presque un jeu impartial, puisque étant donnée une position, lesdeux joueurs peuvent jouer les mêmes oups ; la seule di�érene ave un jeu impartial estque l'initiale marquée sur haque arré dépend du joueur qui a joué le oup.
Figure 2.4 � Deux oups dans une partie de Dots-and-boxes.Autre di�érene notable ave le Sprouts ou le Cram, le Dots-and-boxes peut faire interve-nir la notion de partie nulle si les deux joueurs obtiennent un même nombre de arrés à la �nde la partie, e qui pourrait modi�er en profondeur ertains algorithmes. Nous verrons epen-dant dans le hapitre 8 qu'il est en fait possible de mener des aluls sur le Dots-and-boxessans avoir besoin d'introduire la notion de partie nulle.2.3 Notion de jeu2.3.1 Dé�nition formelle des jeuxLes jeux impartiaux peuvent être dé�nis réursivement, omme par exemple dans Shlei-her et Stoll [33℄, dé�nition 7.2 p. 27.Dé�nition 1.

∗ si G est un ensemble de jeux impartiaux, alors G est un jeu impartial.
∗ Il n'existe pas de suite in�nie G 0, G 1, G 2, ... où G i+1 ∈ G i pour tout i ∈ N (onditionde terminaison).En partiulier, l'ensemble vide ∅ est un jeu impartial, appelé jeu terminal. Les éléments del'ensemble G sont appelés les options de G , et seront notés G = {G1,G2,G3, ...}. Auune res-trition n'est faite a priori sur l'ensemble des options, qui peut don être in�ni, dénombrableou non.Contrairement à l'usage habituel dans la théorie des jeux ombinatoires, nous autoriseronsla même option à apparaître plusieurs fois dans la dé�nition des jeux impartiaux. L'ensembledes options ne sera don plus un ensemble au sens strit, mais plut�t un multi-ensemble,sans que ela ne pose de problème partiulier. Par exemple, on s'autorisera à onsidérer lejeu G = {G1,G2}, même si G1 = G2. L'expliation de ette onvention est donnée à la setion2.5.2.3.2 Déroulement du jeuDeux joueurs peuvent jouer à un jeu G de la façon suivante :
∗ Ils hoisissent qui joue en premier.



2.3. NOTION DE JEU 25
∗ La position ourante est G en début de jeu.
∗ Le joueur dont 'est le tour hoisit une option de la position ourante, et ette optiondevient la position ourante.
∗ Les joueurs jouent à tour de r�le jusqu'à e que l'un d'entre eux ne puisse plus jouer.Les positions d'un jeu G donné sont G (la position de départ), et toutes les positions desdi�érentes options de G . C'est-à-dire que les positions d'un jeu représentent tous les étatsatteignables au ours d'une partie quelonque, et la position ourante représente l'état dujeu à un moment de la partie.Les options orrespondent don aux oups disponibles pour le joueur dont 'est le tour.Une option est une position, don un état, tandis qu'un oup est la transition entre deuxétats. Une partie est une suite de positions, dont haune est une option de la préédente. Laondition de terminaison de la dé�nition des jeux impartiaux assure que la partie se termineen un nombre �ni de oups.En�n, pour dé�nir quel joueur est le gagnant, nous avons vu que deux onventions sontpossibles : soit le joueur qui ne peut plus jouer est le perdant (version normale), soit elui-iest le gagnant (version misère).2.3.3 Jeux ourtsOn appelle jeu ourt (� short game �, dé�ni dans On Number And Games [12℄ p. 97)un jeu dont l'ensemble des positions est �ni. Dans l'ensemble de ette thèse, nous nousrestreindrons aux jeux ourts.Certains résultats ne néessitent pas ette restrition, mais pour des raisons évidentes determinaison, les algorithmes de alul ne sont en général appliables qu'aux jeux ourts : ilparaît di�ile de stoker ou d'étudier une in�nité de positions ave un ordinateur. Heureuse-ment, en pratique, les gens raisonnables jouent surtout à des jeux ourts, et les algorithmesdérits dans ette thèse s'appliquent à de nombreux jeux lassiques. En partiulier, le Cramou le Dots-and-boxes sont des jeux ourts. Par ontre, le jeu de Nim ave une in�nité d'al-lumettes ([12℄ p. 124) n'est pas un jeu ourt.Le jeu de Sprouts est un as partiulier. A priori, il ne s'agit pas strito sensu d'unjeu ourt � étant donnée une position ave deux points, il existe une in�nité de façons detraer une ligne entre es deux points. Cependant, si l'on identi�e les positions identiques àdéformation près, qui onduisent exatement aux mêmes parties, le Sprouts redevient un jeuourt, 'est pourquoi il est possible de l'étudier informatiquement.Dans toute la suite de e hapitre, nous utiliserons simplement le terme de jeu pourdésigner un jeu impartial ourt.2.3.4 Indution de ConwayLa dé�nition des jeux impartiaux étant réursive, la plupart des preuves les onernantsont des preuves par indution. Pour harmoniser la rédation de es preuves, nous utiliseronsl'indution de Conway telle que présentée par Shleiher et Stoll [33℄, théorème 2.3 p. 3.Adaptée au as partiulier des jeux impartiaux, elle-i peut s'énoner :Théorème 1. Soit P une proposition dé�nie sur les jeux impartiaux qui est vraie pour unjeu G = {G1,G2,G3, ...} dès que P est vraie pour tout Gi. Alors, P est vraie pour tout jeu G .Démonstration. Supposons qu'il existe un jeu G 0 pour laquelle P est fausse. Alors, il existeune option G 1 de G 0 telle que P est fausse pour G 1. En réappliquant et argument, on peutonstruire une suite de jeux G 0, G 1, G 2, ... dont haun est une option du préédent. Cettesuite in�nie est en ontradition ave la ondition de terminaison de la dé�nition des jeuximpartiaux.



26 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESPour prouver qu'une ertaine proposition P est vraie pour l'ensemble des jeux, il seradon su�sant de montrer qu'elle est vraie pour un jeu G dès lors qu'elle est vraie pour toutesles options de G . En partiulier, P doit être vraie pour le jeu terminal {}, ar e jeu n'a pasd'option, don toute proposition est vraie pour l'ensemble de ses options.Dans les démonstrations utilisant l'indution de Conway, nous supposerons que P estvraie pour toutes les options de G (e que nous appellerons l'hypothèse d'indution), et nousmontrerons simplement que P est vraie pour G .2.4 Stratégies gagnantes2.4.1 Issue d'une positionOn dé�nit réursivement l'issue d'une position (outome en anglais) omme perdante (oul'on dira simplement que la position est perdante) si auune de ses options n'est d'issue per-dante. Une position qui n'est pas d'issue perdante sera dite d'issue gagnante, ou simplementgagnante. Toute position d'un jeu donné est don soit perdante, soit gagnante.L'ensemble vide est d'issue perdante en version normale, et d'issue gagnante en versionmisère.Le théorème suivant justi�e les termes de � position perdante � et de � position gagnante �.Théorème 2. À partir d'une position gagnante, le joueur dont 'est le tour dispose d'unestratégie lui assurant la vitoire, et réiproquement, à partir d'une position perdante, quel quesoit le oup hoisi par le joueur dont 'est le tour, 'est son adversaire qui dispose d'unestratégie assurant la vitoire.Démonstration. Par indution de Conway :
∗ Par dé�nition, une position gagnante possède au moins une option perdante. La stra-tégie assurant la vitoire onsiste alors simplement à hoisir ette option perdante,puisque ela plae l'adversaire dans une situation où, par hypothèse d'indution, il nepossède auun oup lui assurant la vitoire.
∗ Inversement, étant donné une position perdante, toutes les options disponibles sontdes positions gagnantes. Par hypothèse d'indution, l'adversaire possède une stratégiegagnante pour haune de es positions. Quelle que soit l'option hoisie par le joueurdont 'est le tour, il ne peut don pas éviter la vitoire de son adversaire.2.4.2 Arbre de jeuDé�nition 2. L'arbre de jeu d'un jeu G est l'arbre dont les n÷uds sont les positions de G ,et où deux positions P1 et P2 sont reliées par une arête si P2 est une option de P1.La �gure 2.5 présente en guise d'exemple l'arbre de jeu d'une position de Cram, obtenuen identi�ant les positions égales à symétrie(s) près, et en supprimant les ases isolées.L'arbre de jeu onstitue une représentation graphique de l'ensemble des positions attei-gnables à partir de la position de départ, la raine de l'arbre. Nous avons établi une orres-pondane entre les termes de théorie des jeux ombinatoires et le voabulaire de théorie desgraphes assoié aux arbres dans la table 2.1.Il est possible de déterminer réursivement l'issue d'une position à partir de son arbre dejeu : en version normale, les feuilles sont perdantes, puis, étant donné un n÷ud interne del'arbre, si e n÷ud a une option perdante, alors il est gagnant, sinon, il est perdant.Sur la �gure 2.5, nous avons indiqué l'issue des positions renontrées si l'on joue en versionnormale. Nous avons utilisé les lettres W et L pour les positions gagnantes (Win en anglais)et perdantes (Loss en anglais).
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Figure 2.5 � Arbre de jeu d'une position de Cram.Jeu Arbre de jeuPosition Sommet ou n÷udOption FilsCoup ArêtePosition de départ RainePosition terminale Sommet terminal ou feuilleTable 2.1 � Termes de théorie des jeux ombinatoires et de théorie des graphes.2.4.3 Arbre solutionLa dé�nition de l'issue d'une position donnée dans le paragraphe 2.4.1 montre qu'il suf-�t de trouver une unique option perdante pour démontrer qu'un n÷ud est gagnant. Celaimplique qu'il est en fait possible de déterminer l'issue de la raine d'un arbre de jeu sansonnaître les issues de tous ses desendants.Sur la �gure 2.6, nous n'avons gardé qu'un ensemble de n÷uds de l'arbre de la �gure 2.5qui su�t à démontrer que la raine est perdante. Il y a trois n÷uds gagnants pour lesquelsnous n'avons pas eu besoin de aluler toutes les options.

Figure 2.6 � Arbre solution d'une position de Cram.Un tel ensemble de n÷uds sera appelé arbre solution de la raine. Il fournit de fato unestratégie gagnante pour le joueur qui est en position de fore.Les arbres solutions sont dé�nis formellement par indution :Dé�nition 3. ∗ S = ∅ est un arbre solution de G = ∅.
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∗ Si G1 est une option perdante de G et S1 un arbre solution de G1, alors S = {S1} estun arbre solution de G .
∗ Si toutes les options G1,G2,G3, ... d'un jeu G sont gagnantes, et si pour tout i, Si estun arbre solution de l'option Gi, alors S = {S1,S2,S3...} est un arbre solution de G .Cette dé�nition formelle onsiste simplement à élaguer l'arbre de jeu de ses positionsinutiles en ne onservant qu'une seule option perdante haque fois que 'est possible. Onremarquera que si une option gagnante possède plusieurs options perdantes, on a le hoix del'option perdante retenue dans l'arbre solution. L'arbre solution n'est don pas unique.Il est immédiat par indution qu'un arbre solution permet au joueur en situation de forede jouer une stratégie gagnante, au sens du théorème 2.Les arbres solutions sont beauoup plus petits que les arbres de jeu auxquels ils sontassoiés. Les �gures 2.5 et 2.6 montrent qu'un arbre de jeu à 66 n÷uds peut avoir un arbresolution à 12 n÷uds, mais l'éart peut être bien plus signi�atif. Le jeu de Sprouts, spetau-laire de par le déséquilibre de ses arbres de jeu (ertaines parties de es arbres sont bien plusomplexes que d'autres), permet d'obtenir des arbres solutions limités à quelques milliers den÷uds, pour des arbres de jeu ayant plus de 1020 n÷uds.Remarquons également que les arbres solutions omportent généralement beauoup moinsde positions perdantes que de positions gagnantes. Cei s'explique failement, étant donnéela dissymétrie entre les positions perdantes, pour lesquelles il est néessaire de montrer quetoutes les options sont gagnantes, et les positions gagnantes, pour lesquelles il su�t de trouverune option perdante. Cette remarque s'avèrera utile pour éonomiser de la mémoire, ommenous le montrerons au paragraphe 2.7.5.Les arbres solutions sont au entre du hapitre 5 sur la véri�ation des aluls.2.4.4 Preuves par méthodeUn arbre solution permet don de disposer d'une stratégie gagnante tout en stokantmoins d'information que l'arbre de jeu omplet. Il est parfois possible de faire enore mieux,quand la stratégie gagnante peut être dérite par un simple algorithme. On parle alors depreuve par méthode (� solve the problem by knowledge � [9℄), par opposition aux preuves parreherhe (� by searh �) qui herhent à déterminer des arbres solutions.Une preuve par méthode est en fait un moyen de ompresser l'information d'un arbresolution partiulier, ar à partir de ette preuve, on peut fabriquer un arbre solution.Un exemple simple de preuve par méthode est la stratégie de symétrie. Étant donné unjeu impartial en version normale, si une position est omposée de deux omposantes indé-pendantes et identiques, alors le deuxième joueur peut gagner en opiant systématiquementles oups de son adversaire.En guise d'exemple, expliquons omment le premier joueur peut gagner la position deCram de taille 2 × 7. Il ommene par jouer un oup qui sinde la position de départ en 2omposantes identiques, puis il applique la stratégie de symétrie en jouant le symétrique duoup joué par son adversaire. La �gure 2.7 présente le début du développement de l'arbresolution engendré par ette stratégie.La résolution du jeu de Nim par Bouton [7℄ que nous expliiterons dans le hapitre 3 estun autre exemple de preuve par méthode. En général, les résolutions de jeux obtenues pardes moyens informatiques sont des ombinaisons de preuves par méthode et par reherhe :des preuves par méthode permettent de simpli�er les arbres de jeu, de sorte que les preuvespar reherhe s'e�etuent plus rapidement.
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Figure 2.7 � Stratégie de symétrie.2.5 Arbres anoniques2.5.1 CanonisationLorsque l'on dispose d'une relation d'équivalene sur l'ensemble des positions, ela permetde ranger es positions par lasses d'équivalene. Parmi toutes les positions d'une mêmelasse d'équivalene, nous hoisissons une unique position, que nous appelons le représentantanonique de ette lasse d'équivalene.Cette tehnique présente un intérêt dès lors que les positions appartenant à une mêmelasse d'équivalene onduisent à jouer des parties similaires. Durant l'exéution du pro-gramme, on remplae alors haque position par le représentant anonique de sa lasse d'équi-valene, e qui permet de réduire le nombre de n÷uds de l'arbre de jeu, et don de failiterson étude. Ce proédé est appelé anonisation, et l'on dit que la position qui a été remplaéea été anonisée.Des onsidérations de symétrie ou de déformation 2 permettent généralement d'établirde telles relations d'équivalene. Par exemple, les positions de Cram de la �gure 2.8 sontéquivalentes.
Figure 2.8 � Positions de Cram équivalentes.Parfois, le hoix du représentant anonique est naturel, et parfois, auun élément dela lasse ne se détahe. Dans e as, nous hoisissons généralement omme représentantanonique le plus petit pour un ordre arbitraire, le plus simple à aluler possible, ommel'ordre lexiographique pour les haînes de aratères.Dans l'étude de la plupart des jeux, le travail sur la anonisation est ruial pour quel'étude informatique du jeu soit performante. En partiulier, une bonne partie du hapitre 6est onsarée à la anonisation des positions du Sprouts.2.5.2 Arbres anoniquesLorsque deux branhes d'un arbre de jeu sont parfaitement identiques, ela signi�e que lejoueur peut e�etuer un hoix parmi deux oups qui mènent exatement à la même situation.E�etuer l'un ou l'autre hoix n'in�uene pas le déroulement de la partie, et les branhes2. Ce sont les raisons les plus fréquemment renontrées, mais ette liste n'est pas exhaustive.



30 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESredondantes d'un arbre de jeu sont don inutiles. On appelle arbre anonique l'arbre de jeudans lequel on a éliminé toutes les branhes redondantes.
Figure 2.9 � Arbre de jeu d'une position de Sprouts, et arbre anonique assoié.La �gure 2.9 présente à gauhe l'arbre de jeu d'une position de Sprouts. On remarquequ'à partir de la position de départ, les deux oups de droite onduisent à deux parties quise déroulent de la même façon. On fusionne don es deux branhes quand on représentel'arbre anonique à droite.Dé�nition 4. Pour aluler réursivement l'arbre anonique assoié à un arbre de jeu,
∗ on alule l'arbre anonique de haun des �ls de la raine.
∗ on supprime les doublons parmi les �ls anonisés.La �gure 2.10 montre la anonisation de l'arbre de jeu d'une position de Sprouts, ellequi s'obtient à partir de la position de départ à 2 points en reliant un point à lui-même (laposition de gauhe sur la �gure 2.11).

Figure 2.10 � Canonisation d'un arbre de jeu.Cette notion d'arbre anonique permet de onserver la quantité d'information néessaireet su�sante pour dérire une position : si deux positions ont le même arbre anonique, alorstoute partie jouée sur l'arbre de jeu non anonique est équivalente à une ertaine partie jouéesur l'arbre anonique et inversement.L'objetif d'une anonisation, telle qu'expliquée au paragraphe préédent, est de simpli�erl'arbre de jeu au maximum pour le rapproher de l'arbre anonique. Plus l'arbre de jeuobtenu après anonisation est petit et prohe de l'arbre anonique, et plus la anonisationest performante.2.5.3 Lien ave la dé�nition formelle des jeuxLa terme d'arbre anonique n'est pas un terme standard de la théorie des jeux ombina-toires. Cependant, il désigne une notion tout à fait naturelle, puisqu'il orrespond à la notionde jeu au sens de Conway (dans Winning Ways [6℄ ou ONAG [12℄) : une même option nepeut apparaître qu'une et une seule fois.Cette notion de jeu ne modélise pas parfaitement les jeux réels. En e�et, deux positionspeuvent sembler très di�érentes d'après les règles du jeu, et être pourtant équivalentes, 'est-à-dire orrespondre au même jeu (et don avoir le même arbre anonique). La �gure 2.11



2.6. JEUX DÉCOUPABLES 31montre ainsi deux positions de Sprouts, qui bien que n'ayant a priori rien à voir l'une avel'autre, sont équivalentes. Elles ont le même arbre anonique, elui de la �gure 2.10.Figure 2.11 � Deux positions de Sprouts ave le même arbre anonique.Pour modéliser au mieux et aspet des jeux réels, il nous semble don naturel qu'un jeusoit dé�ni formellement omme un ensemble qui peut ontenir plusieurs options équivalentes(dé�nition 1). C'est-à-dire que si un jeu dé�ni au sens de Conway orrespond à la notiond'arbre anonique, un jeu dé�ni omme dans la dé�nition 1 orrespond plut�t à la notiond'arbre de jeu.2.6 Jeux déoupables2.6.1 Somme de jeuxDé�nition 5. Soient deux jeux impartiaux G = {G1,G2,G3, ...} et H = {H1,H2,H3, ...}.On dé�nit réursivement le jeu somme G +H par G +H = {G1+H ,G2+H ,G3+H , ...,G +
H1,G + H2,G + H3, ...}.

G et H seront appelées les omposantes de la somme G + H .Dans le as de l'ensemble vide, qui ne possède auune option, on a don G + ∅ = G et
∅+ H = H .Le jeu somme G +H se omporte en fait omme si les deux jeux G et H étaient plaés�te à �te, et le joueur dont 'est le tour peut jouer un oup soit dans G , soit dans H ,laissant l'autre jeu intat.Cette dé�nition s'étend sans di�ulté à la somme d'un nombre quelonque de jeux, et lasomme possède alors les propriétés habituelles d'assoiativité et de ommutativité.Cette notion de somme pourrait sembler arti�ielle puisqu'en dehors des mathématiiens,deux joueurs n'ont auune raison partiulière de jouer soudainement à une somme de deuxjeux. Pourtant, ette notion apparaît spontanément à l'intérieur même de ertains jeux, equi justi�e son introdution (voir les �gures 2.12 et 2.13).2.6.2 Positions déoupablesDé�nition 6. Étant donné un jeu G donné, on dit qu'une position P du jeu G est déou-pable si elle-i peut s'érire omme une somme de jeux P = GA + GB + ....Les jeux GA, GB, ... sont souvent désignés omme étant des positions indépendantes. Voiila justi�ation de ette dénomination.Proposition 1. Les omposantes GA, GB, ... d'une position déoupable sont des positionsdu jeu G .Démonstration. Il est possible pour les joueurs de ne pas jouer dans le jeu GA jusqu'à e quetous les autres jeux onstituant la somme soient ramenés à l'ensemble vide. Cela prouve que
GA est atteignable depuis G et don que GA est une position du jeu G . Un argument similaireest possible pour haune des omposantes de la somme.Dé�nition 7. On dira don qu'une position déoupable P est une somme de positions PA,
PB, ..., et les omposantes de la somme seront dites positions indépendantes.



32 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESCe déoupage en positions indépendantes se produit dès lors qu'une position P peuts'érire omme une réunion de positions PA, PB, ... et qu'à haque tour, tout oup jouén'in�uene qu'une et une seule de es positions.
Figure 2.12 � Position de Sprouts déoupable.Par exemple, la position de Sprouts de la �gure 2.12 peut être vue omme la somme dedeux positions indépendantes : on ne peut plus jouer ave les deux points à l'interfae desrégions A et B, si bien que lors de haque oup ultérieur, le joueur dont 'est le tour devrahoisir de jouer, ou bien dans la région A, ou bien dans la région B.Le déoupage en positions indépendantes se produit également dans le as du Cram. La�gure 2.13 montre un exemple de partie de Cram jouée sur un quadrillage de taille 3×5 : aprèsdeux oups, la position obtenue se déompose en une somme de deux positions indépendantes.
Figure 2.13 � Position de Cram déoupable.Dé�nition 8. Nous appelons jeux déoupables les jeux dans lesquels interviennent des po-sitions déoupables.Comme le montrent les �gures 2.12 et 2.13, le Sprouts et le Cram sont des jeux déou-pables. Le jeu de Nim ou les jeux otaux sont également des jeux impartiaux déoupables.Par ontre, le jeu de Nim restreint à une seule olonne ou le jeu de Chomp sont bien des jeuximpartiaux, mais ne sont pas déoupables.L'un des objetifs de ette thèse est de dérire des méthodes e�aes pour résoudre lesjeux déoupables, omme le Sprouts et le Cram. Le hapitre 3 s'attahera don à montreromment exploiter e�aement les déoupages pour aélérer les aluls en version normale.Bien que les notions de positions et de jeux déoupables soient fondamentales dans lathéorie des jeux impartiaux, nous attirons l'attention du leteur sur le fait que le terme� déoupable � hoisi dans le adre de ette thèse ne semble pas exister de façon standarddans la littérature, ni en français, ni en anglais.2.6.3 IndistinguabilitéDeux positions sont dites indistinguables si, dans toute somme de positions indépendantesoù l'une d'elle intervient, on peut la remplaer par l'autre sans hanger l'issue de la somme.On peut alors remplaer la position la plus ompliquée par la plus simple dans haque sommela omportant, e qui permet d'aélérer les aluls.Par exemple, dans la �gure 2.14, les deux positions à gauhe sont indistinguables, e quiimplique que la somme de positions du milieu a la même issue que la somme de positionsde droite. Si notre objetif est de aluler l'issue de la somme du milieu, alors nous avonssimpli�é e problème, puisque l'étude de la somme de droite sera plus rapide.Plus formellement, nous pouvons donner la dé�nition suivante de l'indistinguabilité :Dé�nition 9. Soit E un ensemble de positions de jeux impartiaux.Deux positions P1 et P2 seront dites indistinguables dans l'ensemble E , et nous noterons

P1 ∼
+
E

P2 (respetivement P1 ∼
−
E

P2), si quelle que soit la position P ∈ E , les sommes
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Figure 2.14 � Simpli�ation d'une somme de positions de Cram en utilisant l'indistingua-bilité.de positions P1 + P et P2 + P ont la même issue en version normale (respetivement enversion misère).Dans ette dé�nition, les positions P1 et P2 peuvent appartenir à n'importe quel jeuimpartial.Il est important de préiser si nous travaillons en version normale ou en version misère.Si nous prenons pour E l'ensemble des positions du jeu de Sprouts, et pour P1 et P2 lespositions de départ du Sprouts à respetivement 1 et 2 points, alors P1 ∼

+
E

P2 : nousverrons que es deux positions ont le même nimber, 0, e qui assure leur indistinguabilitéen version normale. Par ontre, P1 ≁
−
E

P2. En e�et, on peut prendre la position terminaleomme position P pour les distinguer, puisqu'en version misère P1 est gagnante, et P2 estperdante.L'indistinguabilité étant une relation d'équivalene, on peut déterminer des lasses d'in-distinguabilité. En prenant pour E l'ensemble des jeux impartiaux, en version normale, lethéorème de Sprague-Grundy établit que toute position d'un jeu impartial est indistinguabled'une ertaine olonne du jeu de Nim, appelée son nimber. L'utilisation des nimbers pouraélérer les aluls sera l'objet du hapitre 3.En version misère, les lasses d'indistinguabilité sont bien plus nombreuses et ompli-quées. C'est le onept d'arbre anonique réduit, dérit dans l'artile [24℄, qui modélise eslasses. Cette di�ulté supplémentaire illustre le fait que les jeux en version misère sont plusompliqués à étudier.Si l'on limite l'ensemble E à un jeu partiulier (par exemple, l'ensemble des positions duSprouts), il est possible que les lasses d'indistinguabilité soient moins nombreuses que lesarbres anoniques réduits. Mais il est rarement faile de déterminer préisément es lasses.Au moins, le onept d'arbre anonique réduit est assuré de fontionner sur tous les jeuximpartiaux en version misère.2.7 Caluls informatiques2.7.1 Résolution des jeuxLe prinipal objetif de ette thèse est de résoudre des jeux, 'est-à-dire de déterminer si laposition de départ est gagnante ou perdante, et d'expliiter la stratégie du joueur en positionde fore. Notre but sera don en général de aluler un arbre solution pour les positions dedépart de es jeux.On trouve parfois dans la littérature le terme de résolution faible (� weak solution �) pourdésigner le alul d'un arbre solution, par opposition aux termes de résolution ultra-faible(� ultra-weak solution �) et forte (� strong solution �). Une résolution ultra-faible onsisteseulement à déterminer l'issue gagnante ou perdante de la raine, sans forément expliiterun arbre solution, et une solution forte onsiste ette fois à déterminer l'issue gagnante ouperdante de l'ensemble des positions du jeu.Si l'on reprend les exemples des paragraphes préédent, la �gure 2.5 onstitue une solutionforte pour la raine et la �gure 2.6 une solution faible. Une solution ultra-faible onsisteraità prouver par un moyen simple et indiret que la raine est gagnante.



34 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESUn exemple lassique de résolution ultra-faible est le suivant : aux éhes, Kasparov nouslaisse hoisir Blan ou Noir. Or, la position de départ lassique aux éhes est soit gagnantepour les blans, soit gagnante pour les noirs, soit nulle. Dans les deux premiers as, nousnous trouvons dans une position gagnante, et dans le troisième as, nous nous trouvonsdans une position nulle. Ainsi, la position dans laquelle nous nous trouvons est de résolutiontriviale, 'est une position nulle ou gagnante. Mais, omme il ne s'agit que d'une résolutionultra-faible, il y a fort à parier qu'au �nal nous perdions notre partie ontre e bon Garry...On remarquera que le alul d'une solution forte se ramène en général à un simple alulréursif et diret de la totalité de l'arbre de jeu, e qui néessite des tehniques algorithmiquesspéi�ques, axées sur la ompression de données, plut�t que sur l'exploration des arbres dejeu. Le prinipal fateur limitant est la taille de l'arbre de jeu. Une solution forte n'estpratiable que pour des jeux dont la ombinatoire est relativement limitée, la limite étantsurtout �xée par les outils informatiques existants.Inversement, une solution ultra-faible est généralement obtenue par un argument nononstrutif, qui permet d'a�rmer que la vitoire appartient à tel joueur, mais sans indiquerde quelle façon elui-i peut gagner. Il s'agit souvent d'un argument immédiat, du type volde stratégie (� strategy-stealing argument �). Une solution ultra-faible n'est d'auun intérêtpratique pour le joueur, et n'est possible que pour ertains jeux partiuliers.Le as le plus intéressant est en fait elui des jeux qui sont trop omplexes pour êtrerésolus fortement, mais qui restent tout de même aessibles à une résolution faible. Il fautalors développer des algorithmes � intelligents �, apables de trouver un arbre solution detaille raisonnable au sein d'un arbre de jeu parfois de taille extrêmement importante.La plupart des aluls réalisés dans ette thèse sont des résolutions faibles. Nous verronsependant que les aluls d'arbres anoniques ou d'arbres anoniques réduits sont équivalentsà une résolution forte. Nous avons également pu observer la possibilité d'utiliser des teh-niques de résolution ultra-faible dans les jeux impartiaux, et nous avons même implémentéde telles tehniques pour aélérer les aluls de Dots-and-boxes.2.7.2 Complexité spatiale d'un jeuLa omplexité spatiale 3 d'un jeu est le nombre de positions di�érentes de e jeu. C'est unindiateur usuel de la di�ulté des jeux : a priori, plus la omplexité spatiale est importante,plus la résolution du jeu est di�ile à obtenir.Voii les omplexités spatiales de quelques jeux lassiques.Ti-Ta-Toe 103Connet Four 1013Dames anglaises 1020Éhes 1047Go 10171Table 2.2 � Complexité spatiale de ertains jeux.On pourra onsulter à e sujet l'artile fondateur de Claude Shannon sur le jeu d'éhes[35℄, dans lequel il livrait dès 1950 une première estimation du nombre qui porte désormais sonnom, ainsi que le élèbre artile de Jonathan Shae�er de 2007 onernant les dames anglaises[31℄, où il dérit omment il a pu obtenir une résolution faible du jeu. La omplexité spatialedu Connet Four dans sa version standard (grille de taille 6 × 7) a été déterminée de façonexate par Peter Kissmann en 2008 [21℄ et indépendamment par John Tromp [37℄. Une borne3. Le terme de omplexité spatiale n'est pas standard. Il orrespond à l'anglais state-spae omplexity, etn'a auun lien ave le terme de omplexité en espae (anglais spae omplexity) utilisé dans la théorie de laomplexité lors de l'étude de la mémoire utilisée par un algorithme.



2.7. CALCULS INFORMATIQUES 35supérieure pour le jeu de Go a été alulée en 2009 par John Tromp et Gunnar Farnebäket ils onjeturent que la valeur exate sera atteignable dans les dix prohaines années [38℄.Cependant, la omplexité spatiale est loin d'être le seul élément permettant de justi�er dela di�ulté d'un jeu. Nous avons résolu le jeu de Sprouts à 53 points, jeu dont la omplexitéspatiale dépasse elle des éhes... mais nous serions évidemment bien inapables d'obtenirle même résultat sur les éhes. La notion de omplexité spatiale ne reouvre pas toutes lessimpli�ations théoriques, ompressions de données, ou autres idées que l'on peut avoir pouraélérer la résolution des jeux.2.7.3 Arbres de reherheNotre objetif prinipal, étant donné un jeu, est don de déterminer un arbre solutionpour e jeu. Pour ela, nous développons partiellement un arbre de jeu � partiellement, arsinon, trop de mémoire serait oupée par le développement de l'arbre omplet. Puis, à partirdes positions terminales dont nous onnaissons l'issue, nous remontons l'information jusqu'àobtenir l'issue de la raine. Cet arbre de jeu partiellement développé, qui évolue au ours dualul, s'appelle arbre de reherhe.Pour développer l'arbre de reherhe, on utilise un algorithme de parours. Le plus élé-mentaire onsiste à parourir l'arbre en profondeur (� depth-�rst � en anglais, ou alpha-bêta).La �gure 2.15 illustre et algorithme lassique.

Figure 2.15 � Parours d'un arbre en profondeur.Les n÷uds sont numérotés dans l'ordre de leur étude. La fore de l'algorithme de paroursen profondeur est qu'il ne néessite que peu de mémoire. À un instant donné, il lui su�t destoker en mémoire la branhe de alul (les n÷uds en blan sur la �gure 2.15), et il �nirapar déterminer l'issue de la raine. Remarquons que et algorithme fait des aluls inutiles.Par exemple, le alul du n÷ud numéroté � 3 � est inutile, puisque le n÷ud � 4 � est perdant.On peut améliorer les performanes de l'algorithme de parours en développant des heu-ristiques pour trier les n÷uds, de sorte à éviter d'étudier des n÷uds inutiles, et à étudieren priorité les n÷uds perdants dont le sous-arbre est le plus simple possible, lorsqu'il estpossible de hoisir entre plusieurs n÷uds perdants.Ces améliorations se révèlent parfois insu�santes. Il est alors néessaire de se tournervers des parours de type � meilleur d'abord � (� best-�rst � en anglais). En partiulier,nous utiliserons l'algorithme Proof-number searh (PN-searh), développé initialement parL. Vitor Allis [1℄.



36 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRES2.7.4 TranspositionsUne transposition intervient dès lors qu'une position peut être atteinte par des suitesde oups di�érentes. Il en résulte que dans les arbres de jeu, on peut identi�er les n÷udsorrespondants à une même position. Ce faisant, on obtient des graphes qui ne sont plus desarbres, mais on ontinuera à parler d'arbres de jeu ou de reherhe, par abus de langage.La �gure 2.16 montre un exemple de transposition, que l'on a isolée à l'intérieur del'arbre de jeu de la position de départ 3× 5 du Cram. Les transpositions de e type sont trèsfréquentes dans les jeux ombinatoires, e sont elles qui se produisent quand un joueur joueun oup A, que l'autre joueur joue un oup B, et que les oups A et B se produisent dansdes endroits di�érents des plateaux de jeu. Ainsi, l'ordre dans lequel on a joué les oups Aet B n'a pas d'importane, on retrouve la même position après avoir joué es deux oups.Des transpositions de e type interviennent tout à la fois dans le Sprouts, le Cram ou leDots-and-boxes.
Figure 2.16 � Transposition dans un arbre de jeu.Ce ne sont ependant pas les seules transpositions possibles. Certaines transpositions,omme sur la �gure 2.17, interviennent suite à l'identi�ation de positions équivalentes. Ii,on a identi�é les positions identiques après suppression des arrés isolés, dans lesquels on nepeut plus jouer. Le oup onsistant à jouer au entre de la pièe de 4 arrés, et qui produit 2arrés isolés, engendre une position équivalente aux deux oups qui reouvrent omplètementla pièe.

Figure 2.17 � Transposition suite à l'identi�ation de positions équivalentes.Une transposition omme elle de ette �gure ne peut intervenir, a priori, que dans unjeu impartial. Dans un jeu partisan, il y a alternane entre les étages de l'arbre de jeu :la raine (étage 0), et tous les n÷uds plaés aux étages pairs orrespondent aux positionspour lesquelles 'est le tour du premier joueur, et les n÷uds plaés aux étages impairs, àelles pour lesquelles 'est le tour du deuxième joueur. Les transpositions ne peuvent donintervenir qu'entre des positions dont les étages ont la même parité. Nous verrons toutefoisdans le hapitre 8 qu'il est possible d'identi�er des positions dont les étages sont de paritédi�érente même pour des jeux partisans.



2.7. CALCULS INFORMATIQUES 37L'utilité prinipale des transpositions est d'éviter de refaire de nombreuses fois les mêmesaluls. Une fois l'issue d'une position alulée dans une partie de l'arbre de reherhe, onpeut en pro�ter dans toutes les autres parties de l'arbre où ette position intervient. Le gainen temps de alul est tel que pour tous les aluls un tant soit peu omplexes que nousavons menés, il aurait été inenvisageable d'espérer obtenir le résultat sans tenir ompte destranspositions.Le prix à payer pour e gain en temps de alul, 'est le stokage d'une table de trans-positions, dans laquelle nous stokons les issues des positions préédemment alulées. Nousdérirons dans e mémoire plusieurs tehniques visant à empêher es tables de saturer lamémoire. Ce n'est pas le seul inonvénient des transpositions, nous pouvons notamment i-ter la perte du aratère arboresent de l'arbre de reherhe, qui pose des problèmes avel'algorithme de parours PN-searh.2.7.5 Espae et temps de alulLes transpositions sont une des multiples illustrations d'un problème lassique en infor-matique, elui de la transformation de l'espae en temps de alul. Le titre du mémoire deDennis Breuker, � Memory versus Searh in Games � [9℄, retransrit e problème de manièreéloquente.La transformation est possible dans les deux sens. Dans le as des transpositions, uneperte de mémoire permet un gain beauoup plus important en temps, e qui permet dejusti�er leur utilisation. Mais nous avons fréquemment dû lutter ontre la saturation de lamémoire, du fait de la taille importante de es tables.Une méthode lassique que nous avons presque systématiquement utilisée pour ontrer eproblème onsiste à ne stoker que les positions perdantes. Nous avons vu au paragraphe 2.4.3que les positions perdantes sont nettement moins nombreuses que les positions gagnantes.Ainsi, on peut nettement diminuer la taille des tables de transpositions (typiquement, d'unfateur 5 ou 10 dans les jeux que nous avons programmés), pour le prix d'un temps dealul plus important. En e�et, lorsque l'on renontre à nouveau une position que l'on savaitgagnante, il faut d'abord aluler ses options, puis se rendre ompte qu'une de es optionsest dans la table de transpositions, avant de onstater que la position est gagnante.Cette méthode est don un exemple de transformation dans l'autre sens, on utilise moinsd'espae mémoire mais plus de temps de alul.
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Chapitre 3Jeux impartiaux en versionnormale3.1 IntrodutionLe hapitre 2 a posé les bases du problème qui nous intéresse. Nous herhons à résoudredes jeux impartiaux par le alul informatique, et en partiulier les jeux déoupables. Pourtout jeu impartial, il existe deux versions de jeu, suivant la onvention de vitoire hoisie :version normale si le joueur qui ne peut plus jouer a perdu, et version misère si le joueurqui ne peut plus jouer a gagné. En règle générale, l'étude des jeux en version misère estnettement plus ompliquée que elle des jeux en version normale. Dans e hapitre, e sontes derniers que nous allons étudier.Nous reviendrons tout d'abord sur le onept de sommes de positions, présenté brièvementdans le hapitre préédent. Il débouhe sur le résultat fondamental de Sprague et Grundyqui permet de lassi�er tous les jeux impartiaux en version normale en se basant sur le jeude Nim.Dans les setions suivantes, qui forment le point original de e hapitre, nous aborderonsalors le problème du alul de l'issue d'une somme de positions, ainsi que elui du alul dunimber d'une position. La notion d'arbre solution, et son extension, la notion d'arbre solu-tion nimber nous permettront d'obtenir plusieurs théorèmes, dont le théorème d'inévitabilitéqui apporte une réponse au problème du alul de l'issue d'une somme de positions. Cesthéorèmes débouhent diretement sur des algorithmes, algorithmes qui ont ontribué à larésolution de deux jeux impartiaux, le Sprouts, et le Cram.3.2 Sommes de positionsLa notion de somme de positions ayant déjà été présentée à la setion 2.6, dans ettesetion, nous expliquons des tehniques élémentaires qui permettent d'utiliser les sommes depositions pour aélérer les aluls. Le but de la suite de e hapitre sera alors d'exploiter aumieux es sommes de positions à l'aide de méthodes plus élaborées.3.2.1 Stratégie de symétrieNous présentons en premier lieu un résultat simple onernant l'issue des sommes depositions, à savoir que la somme d'une position ave elle-même est toujours d'issue perdante.39



40 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALEThéorème 3 (stratégie de symétrie). Quelle que soit la position P, la somme P+P estd'issue perdante.Démonstration. Par indution de Conway : le joueur dont 'est le tour hoisit une option,qui est forément du type P + Pi (la somme étant ommutative, Pi + P orrespond à lamême position). Mais son adversaire peut alors hoisir l'option Pi + Pi qui est perdantepar hypothèse d'indution. Toutes les options de P +P sont don gagnantes, e qui prouveque ette somme est perdante.La stratégie dérite dans ette preuve est appelée stratégie de symétrie, ar le joueur quijoue en seond se ontente de opier dans l'autre omposante haque oup de son adversaire,s'assurant ainsi de ne jamais jouer en dernier.3.2.2 Issue d'une somme de positionsLe résultat du paragraphe préédent ne s'applique que rarement en pratique. Le théorèmequi suit est plus utile, il énone que dans ertains as, on peut déterminer l'issue de la sommeave la seule onnaissane des issues de haune des omposantes.Théorème 4. La somme de deux positions d'issue perdante est d'issue perdante. La sommed'une position d'issue perdante et d'une position d'issue gagnante est d'issue gagnante.Démonstration. Par indution de Conway.Tout oup joué à partir d'une somme P de deux positions perdantes onduit à unesomme d'une position perdante et d'une position gagnante (la position gagnante étant elledans laquelle le oup a été joué). Par hypothèse d'indution, toutes es sommes sont despositions gagnantes et don P est perdante.Inversement, à partir d'une somme P d'une position perdante et d'une position gagnante,on peut jouer un oup dans la position gagnante pour que l'adversaire soit onfronté à unesomme de deux positions perdantes. Par hypothèse d'indution, ette somme est perdanteet don P est gagnante.Ce résultat a notamment été utilisé dans la programmation du jeu de Sprouts par Ap-plegate, Jaobson et Sleator [4℄. On notera ependant qu'il n'indique rien sur l'issue de lasomme lorsque les deux omposantes sont gagnantes. Pour déterminer l'issue de la sommemême dans e as, il faut faire appel à la notion de nimber, qui fait l'objet de la setion 3.3.3.3 Nimber3.3.1 Le jeu de NimNous avons déjà présenté le jeu de Nim dans le hapitre préédent (�2.2.1). Il se joue avedes olonnes d'allumettes, et haque oup onsiste à enlever un ertain nombre d'allumettesdans une seule olonne. Rappelons que la olonne de Nim à n allumettes est notée n. Parexemple, 7 + 5 + 4 + 2 est la position omposée de 4 olonnes, de 7, 5, 4 et 2 allumettesrespetivement.Comme à haque oup, on ne peut jouer que dans une et une seule olonne, les olonnessont indépendantes les unes des autres. Le jeu de Nim est don un jeu déoupable au sensde la dé�nition 8. Une position du jeu de Nim est la somme de ses olonnes, qui formenthaune une position indépendante.La résolution du jeu de Nim a été dérite pour la première fois par Charles L. Bouton, en1902 [7℄. Cette méthode utilise l'opérateur ⊕ (ou exlusif bit à bit), que nous appellerons laNim-addition. Pour aluler la Nim-addition de deux nombres entiers, on met haque nombresous forme binaire, puis on ajoute les bits orrespondants ave l'addition de Z/2Z (0+0=0,



3.3. NIMBER 410+1=1 et 1+1=0). Par exemple, 9⊕ 12 s'érit en binaire 1001⊕ 1100, e qui donne 0101 enbinaire, don 5 : 9⊕ 12 = 5.La méthode de Bouton peut maintenant s'exprimer simplement :Théorème 5 (Bouton). Une position du jeu de Nim est perdante si et seulement si laNim-addition de toutes ses olonnes vaut 0.En reprenant l'exemple préédent, la position 7+5+4+2 est gagnante, ar 7⊕5⊕4⊕2 = 4.Les oups gagnants sont eux qui onduisent à une position perdante : il faut don jouer vers3+ 5+ 4+ 2 (ar 3⊕ 5⊕ 4⊕ 2 = 0), vers 7+ 1+ 4+ 2 ou vers 7+ 5+ 0+ 2.3.3.2 IndistinguabilitéLa notion d'indistinguabilité a été présentée dans un adre général au paragraphe 2.6.3.Dans e hapitre-i, nous dirons que deux positions A et B sont indistinguables, et nousnoterons A ∼B, si quelle que soit la position P, les sommes A +P et B+P ont la mêmeissue. Dans ette dé�nition, les positions A , B ou P peuvent appartenir à n'importe queljeu ombinatoire impartial.Rappelons que l'intérêt de l'indistinguabilité est de permettre de remplaer, dans unesomme de positions, des positions ompliquées par des positions plus simples, de façon àaélérer les aluls. Un premier résultat va nous permettre d'identi�er des positions indis-tinguables :Proposition 2. A et B sont indistinguables si et seulement si A +B est d'issue perdante.Démonstration. Si A et B sont indistinguables, alors quelle que soit la position P, lessommes A +P et B+P ont la même issue. En partiulier, A +A et B+A ont la mêmeissue. Or, A + A est d'issue perdante par la stratégie de symétrie du théorème 3, et don
A + B est également perdante.Inversement, si A + B est d'issue perdante, alors, d'après le théorème 4, A + P a lamême issue que (A + P) + (A + B), 'est-à-dire la même issue que (B + P) + (A + A ).Or, d'après le théorème 3, A +A est d'issue perdante, et don ave une nouvelle appliationdu théorème 4, (B + P) + (A + A ) a la même issue que B + P. On a don bien montréque pour toute position P, les sommes A + P et B + P ont la même issue.Ce résultat va maintenant nous servir à démontrer le résultat fondamental des jeux im-partiaux en version normale, qui dérit les lasses d'équivalene pour la relation d'indistin-guabilité.3.3.3 NimberLe prinipal résultat de la théorie des jeux impartiaux est le théorème de Sprague-Grundy,qui fut déouvert indépendamment par Roland Sprague en 1935 [36℄ et Patrik Grundy en1939 [20℄. La dé�nition suivante est néessaire à l'énoné du théorème.Dé�nition 10. On dé�nit le mex (minimum exlu) d'un ensemble de nombres entiers ommele plus petit entier naturel n'appartenant pas à et ensemble.Par exemple, mex(1, 4) = 0, mex(0, 1, 2, 5) = 3.Théorème 6 (Sprague-Grundy). Toute position d'un jeu ombinatoire impartial ourt estindistinguable d'une ertaine olonne de Nim, appelée son nimber, qui vaut le mex des nim-bers de ses options.Signalons que le nimber est également appelé nombre ou fontion de Sprague-Grundy.



42 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALEDémonstration. Nous allons prouver e résultat par indution de Conway.Soit P une position d'un jeu ombinatoire impartial. Par hypothèse d'indution, onsuppose que haque option Pi de P est indistinguable d'une ertaine olonne de Nim, notéepi. Il nous faut montrer que P est indistinguable de p = mex(pi), 'est-à-dire que P + pest perdante d'après la proposition 2.Les options de P + p appartiennent à l'une des trois atégories suivantes, et l'on vamontrer qu'elles sont toutes gagnantes, 'est-à-dire qu'elles possèdent haune une optionperdante :
∗ P + q, ave q < p. Or, par dé�nition du mex, il existe néessairement une option Piindistinguable de q, 'est-à-dire telle que Pi + q est perdante.
∗ Pi+p où Pi est indistinguable d'un ertain pi < p. Comme pi est inférieur à p, 'estune option de p, et don Pi + pi est une option perdante de Pi + p.
∗ Pi+p où Pi est indistinguable d'un ertain pi > p. Or, par hypothèse d'indution, piest le mex des options de Pi, et don Pi admet une option Pij de nimber p. Pij +pest don une option perdante de Pi + p.Ce théorème et sa démonstration appellent quelques ommentaires.Nous nous sommes restreints dans notre présentation du théorème aux jeux ourts, et lesnimbers sont don simplement des olonnes de Nim ave un nombre �ni d'allumettes. Maise théorème peut se généraliser aux jeux ombinatoires impartiaux quelonques, auquel asil faut étendre la dé�nition des nimbers à un ordinal quelonque 1.Dans la démonstration, nous avons utilisé la aratérisation suivante qui se déduit de laproposition 2 :Proposition 3. Une position P est de nimber k (i.e. P ∼ k) si et seulement si P + k estd'issue perdante.Cette aratérisation s'avère très utile en pratique, et dans le as partiulier où k = 0, onobtient :Proposition 4. Une position est perdante si et seulement si son nimber est 0.On notera en�n que la dé�nition du mex implique la propriété suivante :Proposition 5. Si l'on peut jouer n oups à partir d'une position, alors son nimber est auplus n.3.3.4 Détermination du nimberEn pratique, si l'on onnaît l'arbre de jeu d'une position, il est faile de aluler réursi-vement le nimber de ette position. En e�et, le nimber d'une position terminale est 0, puisle fait que le nimber d'une position soit égal au mex des nimbers de ses options permet deremonter les valeurs.Sur la �gure 3.1, nous avons appliqué e prinipe à une position de Cram.3.3.5 Nimber d'une sommeLe nimber trouve son intérêt lorsque l'on renontre une somme de positions indépen-dantes. On peut en e�et aluler le nimber de la somme si l'on onnaît le nimber de haunedes omposantes, ave la Nim-addition, puis en déduire son issue ave la proposition 4 : lasomme sera perdante si son nimber est 0, et gagnante si son nimber est ≥ 1. Cette méthode1. Voir par exemple ONAG [12℄, p.124, ou Shleiher et Stoll [33℄, théorème 7.5.
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Figure 3.1 � Nimbers de l'arbre de jeu d'une position de Cram.est plus e�ae que le théorème 4, ar elle permet de trouver l'issue de la somme mêmelorsque ses deux omposantes sont gagnantes.En guise d'exemple, nous reprenons sur la �gure 3.2 deux sommes de positions que nousavions présentées ave les �gures 2.12 et 2.13.
Figure 3.2 � Deux sommes de positions.La première omposante de la somme de gauhe est de nimber 1, et l'autre de nimber 0,don la somme de gauhe est de nimber 1 (ar 1 ⊕ 0 = 1). On en déduit que la somme estgagnante, résultat que l'on aurait pu déduire aussi du théorème 4.Mais dans la somme de droite, haque omposante est de nimber 2, don la somme estde nimber 0 (ar 2 ⊕ 2 = 0). On en déduit que la somme de droite est perdante, as que lethéorème 4 ne savait pas traiter.Le résultat suivant explique omment déterminer l'issue de la somme à partir des nimberssans qu'il soit néessaire d'avoir reours à la Nim-addition. En e�et, en remarquant que

m⊕ n = 0⇔ m = n, on obtient :Proposition 6. Soit P1 et P2 deux positions.
∗ P1 + P2 est perdante ⇔ les nimbers de P1 et P2 sont égaux.
∗ P1 + P2 est gagnante ⇔ les nimbers de P1 et P2 sont di�érents.3.4 Arbre solution nimber3.4.1 Position du problèmeÉtant donnée une position P d'un jeu impartial donné, il se pose désormais prinipale-ment deux questions :
∗ Quelle est l'issue de P ?
∗ Quel est le nimber de P ?La première question se pose évidemment pour le joueur qui veut disposer d'une stratégiegagnante à partir de ette position. La deuxième question trouve son utilité lorsque la position

P intervient dans une somme de positions, la onnaissane de son nimber étant utile à ladétermination de l'issue de la somme via la proposition 6.Dans la suite de e hapitre, nous allons don dérire des algorithmes qui permettent derépondre à es deux prinipales questions onernant une position donnée en version normale,



44 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALEà savoir aluler l'issue et/ou le nimber de ette position. Mais avant ela, il est néessairede préiser e que nous entendons par � aluler �.Dans les jeux ombinatoires, il est parfois possible de onnaître l'issue d'une positiongrâe à une preuve non onstrutive. On parle alors de résolution ultra-faible (�2.7.1). La�gure 3.3 fournit un exemple simple d'une résolution de e type.
Figure 3.3 � Preuve non onstrutive de l'issue d'une position.Dans et exemple, issu du jeu de Sprouts, on ne onnaît pas l'état des positions B et C,mais on sait tout de même que la position A est gagnante. En e�et, ou bien la position Cest perdante, et don la position A est gagnante ; ou bien la position C est gagnante, et donla position B est perdante, et la position A est gagnante également. Un joueur onfronté àette situation saurait qu'il dispose d'une stratégie gagnante, mais il ne saurait pas hoisirentre l'option B et l'option C.Une telle résolution n'est pas pleinement satisfaisante : il serait frustrant de déterminerl'issue ou le nimber d'une position sans pouvoir en déduire une stratégie gagnante. Ainsi, lesrésolutions que nous mènerons seront des résolutions faibles. L'outil adéquat pour les dérireest l'arbre solution (�2.4.3).Par ailleurs, pour déterminer les arbres solutions, nous e�etuerons des preuves par re-herhe (�2.4.4), où l'on explore les arbres de jeu, notion qui s'oppose aux preuves par mé-thode, où l'on détermine une méthode assurant un joueur de la vitoire (omme dans larésolution du jeu de Nim).Les preuves par méthodes sont plus e�aes que les preuves par reherhe. Elles réalisenten quelque sorte la ompression des données de ertains arbres solutions, puisqu'il est possiblede déduire un arbre solution d'une preuve par méthode. Mais il est souvent di�ile derésoudre un jeu exlusivement par méthode. En pratique, la résolution d'un jeu est souventobtenue par une ombinaison de preuves par méthode et par reherhe.En résumé, les résultats que nous démontrons plus loin (en partiulier, le théorème d'in-évitabilité) sont à onsidérer dans le adre de preuves par reherhe exlusivement, débou-hant sur une résolution faible. Notre objetif sera de simpli�er les arbres solutions que nousobtenons de façon à aélérer le alul.3.4.2 Arbre solution nimberLe fait que la dé�nition du mex utilise toutes les options d'une position a parfois faitroire, à tort, que le alul du nimber d'une position néessite de développer tout son arbrede jeu, omme nous l'avons fait au paragraphe 3.3.4 (lire par exemple [4℄, p. 17). Si eraisonnement était orret, l'utilisation du nimber serait trop oûteuse en temps de alullorsque l'on herhe seulement à déterminer l'issue d'une somme de positions, hormis pourles positions presque terminales.Une simple observation su�t pour se rendre ompte de l'erreur de jugement : si le nimberde la position est 0, il su�t de montrer qu'elle est perdante pour obtenir son nimber. Or,



3.4. ARBRE SOLUTION NIMBER 45le prinipe d'un arbre solution est justement de ne pas développer tout l'arbre de jeu de laposition pour démontrer qu'elle est perdante.Nous allons généraliser le onept d'arbre solution aux nimbers, et dé�nir la notion d'arbresolution nimber d'une position, qui sera un arbre dont la donnée est su�sante pour alulerle nimber de la position. À ette �n, nous ommençons par établir deux règles de alul quise déduisent immédiatement de la dé�nition du mex.Règle 1. La position P ∼ n ⇔ P admet une option ∼ 0, une option ∼ 1, ..., une option
∼ n− 1, et toutes les autres options sont ≁ n.Règle 2. La position P ≁ n ⇔ P ∼ 0, ou P ∼ 1, ..., ou P ∼ n− 1, ou P admet uneoption ∼ n.L'énoné de la règle 2 est l'énoné dual de elui de la règle 1. On remarquera aussi qu'enappliquant es dé�nitions ave n = 0, on retombe sur les règles lassiques de alul de l'issue.En utilisant es règles, nous avons établi la �gure 3.4. Il s'agit d'un sous-arbre de la �gure3.1 qui su�t pour déterminer le nimber de la raine. On notera en partiulier que pourtrois des �ls de la raine, on montre simplement que le nimber est di�érent de 2. Pour ledémontrer, il nous a su� de aluler qu'une de leurs options était de nimber 2, et il n'a pasété néessaire d'étudier les autres options. Partout ailleurs, l'arbre est élagué des branhesqui sont inutiles pour démontrer que la raine est de nimber 2.
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Figure 3.4 � Arbre de jeu partiel permettant de aluler le nimber de la raine.Cet arbre est en fait un exemple d'arbre solution nimber. Nous allons maintenant lesdé�nir formellement. Ils sont de deux types : un arbre solution nimber de P ∼ n démontreque le nimber de P est n, et un arbre solution nimber de P ≁ n démontre que le nimberde P est di�érent de n. Là enore, la dé�nition est indutive :Dé�nition 11. ∗ S = ∅ est un arbre solution nimber de ∅ ∼ 0.
∗ Si S est un arbre solution nimber de P ∼ n, alors S est un arbre solution nimber de

P ≁ p ave p > n.
∗ Si S1 est un arbre solution nimber de P1 ∼ n, où P1 est une option de P, alors

S = {S1} est un arbre solution nimber de P ≁ n.
∗ Si P = {P0,P1, ...,Pn−1, ...}, et si S0, S1, ... sont des arbres solutions nimbersde P0 ∼ 0, P1 ∼ 1, ..., Pn−1 ∼ n− 1, et de Pi ≁ n pour i ≥ n, alors S =
{S0,S1, ...,Sn−1, ...} est un arbre solution nimber de P ∼ n.Remarquons qu'un arbre solution est un as partiulier d'arbre solution nimber, qui or-respond au as où n = 0. En e�et, un arbre solution d'une position P perdante est également



46 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALEun arbre solution nimber de P ∼ 0, et un arbre solution d'une position P gagnante est éga-lement un arbre solution nimber de P ≁ 0.Malgré son apparente omplexité, ette dé�nition est une simple onséquene des règles1 et 2, et l'on a les propriétés suivantes :Proposition 7. ∗ P ∼ n⇔ il existe un arbre solution nimber de P ∼ n.
∗ P ≁ n⇔ il existe un arbre solution nimber de P ≁ n3.4.3 Théorème pas à pasSoit P une position dont nous souhaitons aluler le nimber. A priori, nous ne savonspas quelle est la valeur de e nimber. Quelle valeur essayer en premier ? Le théorème suivantrésout e problème, et montre qu'en fait, on peut simplement essayer les di�érentes valeurspossibles du nimber dans l'ordre roissant.Théorème 7 (pas à pas). Un arbre solution nimber de P ∼ n ontient un arbre solutionnimber de P ≁ 0, un arbre solution nimber de P ≁ 1, ..., et un arbre solution nimber de

P ≁ n− 1.Démonstration. La preuve se déduit immédiatement de la dé�nition 11. Supposons que l'ona alulé un arbre solution nimber S de P ∼ n. S est néessairement de la forme S =
{S0,S1...Sn−1, ...Si...} ave Si un arbre solution nimber de Pi ∼ i si i < n, et de Pi ≁ nsi i ≥ n. Pour haque i < n, on déduit alors S ′

i = {Si}, un arbre solution nimber de
P ≁ i.L'intérêt pratique de e théorème est important, dans la mesure où il implique que pouraluler le nimber de P, on peut simplement déterminer dans l'ordre si P ∼ 0, puis si
P ∼ 1, ... jusqu'à e que l'on trouve le nimber, sans que ela n'introduise d'informationinutile dans l'arbre solution nimber obtenu.L'algorithme 5 dérit plus loin expliite la manière dont nous avons implémenté ette idéedans notre programme.3.5 Calul de l'issue d'une sommeOn suppose dans ette setion que l'on herhe à aluler l'issue d'une position d'un jeuimpartial déoupable. Le as intéressant est elui des positions déoupables en sommes depositions indépendantes, et il se pose la question de savoir quelle est la meilleure façon dealuler l'issue de ette somme.3.5.1 Calul élémentaire de l'issue d'une sommeL'algorithme 1 présente la méthode la plus simple pour aluler l'issue d'une sommede positions P1 + P2. Elle onsiste à ne pas tenir ompte du déoupage, et à simplementonsidérer l'ensemble des options de la somme omplète P1 + P2.La �gure 3.5 est un exemple d'utilisation de ette méthode. Toutes les sommes de positionsde et arbre solution � en partiulier la position de départ � sont du type W+W, et donle théorème 4 n'est d'auun seours pour failiter le alul de leurs issues.3.5.2 Autres méthodes élémentairesL'algorithme 2 présente une amélioration possible grâe au théorème 4, qui indique qu'uneposition d'issue perdante n'in�uene pas l'issue de la somme.



3.5. CALCUL DE L'ISSUE D'UNE SOMME 47Algorithme 11: Pour haque option de P1 + P2 faire2: aluler l'issue de l'option3: Si l'option est perdante alors4: renvoyer gagnant5: �n Si6: �n Pour7: renvoyer perdant (ar toutes les options sont gagnantes)

Figure 3.5 � Arbre solution d'une somme de positions indépendantes.Un exemple d'utilisation de ette deuxième méthode pour le Sprouts peut être trouvé dans[4℄. La faiblesse de ette méthode est par ontre qu'une somme de deux positions gagnantespeut être soit gagnante, soit perdante selon les as. Le alul séparé des issues ne permet pasde onlure dans e as, et l'on est ramené au alul de l'issue P1 +P2 ave l'algorithme 1.Une troisième méthode, présentée dans l'algorithme 3, permet de résoudre le point faibledes méthodes préédentes. Il s'agit bien sûr d'appliquer le théorème de Sprague-Grundy, enalulant les nimbers de P1 et de P2, pour en déduire le nimber de P1+P2, et don l'issuede P1 + P2.Cette troisième méthode a l'avantage d'exploiter systématiquement le déoupage en po-sitions indépendantes, mais elle utilise des aluls de nimbers, au lieu de aluls d'issue, etl'on peut alors se demander si le alul des nimbers des positions n'est pas plus oûteux quele alul diret de l'issue de la somme. Le théorème d'inévitabilité va se harger d'apporterune réponse à e problème.Algorithme 21: aluler l'issue de P12: aluler l'issue de P23: Si P1 est perdante alors4: renvoyer l'issue de P25: �n Si6: Si P2 est perdante alors7: renvoyer l'issue de P18: �n Si9: aluler et renvoyer l'issue de P1 + P2 ave l'algorithme 1



48 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALEAlgorithme 31: aluler le nimber de P12: aluler le nimber de P23: en déduire le nimber de P1 + P2 (Nim-addition des nimbers)4: Si le nimber de P1 + P2 est nul alors5: renvoyer perdant6: sinon7: renvoyer gagnant8: �n Si3.5.3 Théorème d'inévitabilité des nimbersThéorème 8 (inévitabilité des nimbers). De tout arbre solution pour une somme de positions
P1 + P2, on peut extraire un arbre solution nimber pour P1 et P2.Si la somme est perdante, alors 'est un arbre solution nimber de P1 ∼ n et de P2 ∼ npour un ertain nimber n.Si la somme est gagnante, alors 'est un arbre solution nimber de P1 ∼ n et de P2 ≁ n,ou de P1 ≁ n et de P2 ∼ n, pour un ertain nimber n.Démonstration. La démonstration fontionne par indution, et explique la signi�ation dumot � extraire � de l'énoné.* Cas terminal : si P1 = ∅ et P2 = ∅, alors S = ∅ est un arbre solution pour l'issueperdante de P1 + P2, et aussi un arbre solution nimber de P1 ∼ 0 et de P2 ∼ 0.* Indution :� Cas 1 : supposons que l'on dispose d'un arbre solution pour la somme gagnanteP1+P2.On dispose don d'un arbre solution pour une option perdante de P1 +P2, par exemple dela forme P1 + Pi

2.Par hypothèse d'indution, on peut en extraire un arbre solution nimber S1 de P1 ∼ n,et un arbre solution nimber S2 de Pi
2 ∼ n pour un ertain nimber n. {S2} est don unarbre solution nimber de P2 ≁ n.� Cas 2 : supposons que l'on dispose d'un arbre solution pour la somme perdante P1+P2.Il ontient don un arbre solution pour haque option gagnante de P1 + P2. Ces optionssont soit de la forme Pi

1 + P2, soit de la forme P1 + Pj
2 .Appelons n le nimber de P1 et de P2. Nous allons montrer que l'on peut extraire del'arbre solution de P1 + P2 un arbre solution nimber de P1 ∼ n, la preuve pour l'arbresolution nimber de P2 ∼ n étant symétrique.Si l'une des options P1 + Pj

2 fournit un arbre solution nimber de P1 ∼ n (et don de
Pj

2 ≁ n), il n'y a rien à faire. Sinon, haque option P1+Pj
2 fournit un arbre solution nimberde Pj

2 ∼ nj et de P1 ≁ nj, ave nj 6= n.De plus, omme haque option Pj
2 de P2 est représentée, et que P2 est de nimber n,on dispose don d'un arbre solution nimber de P1 ≁ nj pour tout nj < n. Chaun de esarbres est un arbre solution nimber de Pi

1 ∼ nj, où Pi
1 est une ertaine option de P1.Regardons maintenant les options de la somme P1 +P2 de la forme Pi

1 +P2. Chaunede es options, soit fournit un arbre solution nimber de P2 ∼ n, et don de Pi
1 ≁ n, soitfournit un arbre solution nimber de P2 ≁ k ave k 6= n, et don également un arbre solutionnimber de Pi

1 ∼ k. Or un tel arbre ontient un arbre solution nimber de Pi
1 ≁ n.En résumé, on dispose d'un arbre solution nimber de Pi

1 ∼ nj pour tout nj < n, et d'unarbre solution nimber de Pi
1 ≁ n pour toute option Pi

1 de P1 : d'après la dé�nition 11, onen déduit un arbre solution nimber de P1 ∼ n.Ce résultat est surprenant : il exprime que tout algorithme de alul de l'issue d'unesomme par une résolution faible fournit su�samment d'informations pour déterminer le



3.5. CALCUL DE L'ISSUE D'UNE SOMME 49nimber d'une des deux positions, et si le nimber de l'autre est égal ou di�érent (suivantque la somme est perdante ou gagnante). C'est le as bien sûr de l'algorithme 1, mais plusgénéralement de tout algorithme qui permet de déterminer un arbre solution pour l'issue dela somme.Il est don illusoire de se passer des nimbers en supposant que leur alul sera tropoûteux, 'est pourquoi nous parlons d'inévitabilité. Au ontraire, il est toujours plus rentablede aluler l'un des deux nimbers.Par exemple, plut�t que de développer tout l'arbre de la �gure 3.5, il est plus e�aede aluler séparément les nimbers de haune des positions indépendantes omme dans la�gure i-après. Chaune de es deux positions est de nimber 2, et don la somme est denimber 0 (ar 2⊕ 2 = 0), don est perdante.
∅

∅
1

2

∅

∅

1

2

∅

1Figure 3.6 � Calul des nimbers des omposantes de la somme.3.5.4 Évaluation des algorithmesIl est désormais lair que l'algorithme 1 est loin d'être optimal s'il s'agit de déterminerl'issue d'une somme. Mais les algorithmes 2 et 3 ne sont pas non plus parfaits.L'algorithme 2 est optimal si l'une des omposantes est perdante, mais il e�etue enoreplus de aluls inutiles que l'algorithme 1 si les deux omposantes sont gagnantes. En e�et, siles deux omposantes sont gagnantes, on a ertes besoin de aluler le nimber (supérieur ouégal à 1) de l'une des omposantes et don également son issue, mais pour l'autre omposante,il su�t de montrer que son nimber est di�érent de ette valeur, e qui ne néessite pasforément de aluler son issue.L'algorithme 3, qui onsiste à aluler le nimber de haque omposante, e�etue égalementdes aluls inutiles dans ertains as : seul le nimber de l'une des omposantes est néessaire.Pour l'autre omposante, il est su�sant de aluler si le nimber est identique ou non.3.5.5 Calul d'une somme de 3 positions ou plusLorsque nous serons onfrontés à une somme de deux positions, en appliation du théo-rème d'inévitabilité, nous alulerons le nimber d'une des deux omposantes, puis nous her-herons à déterminer si l'autre omposante est de nimber identique (dans e as la sommesera perdante), ou di�érent (la somme sera gagnante).Mais en pratique, omme on le verra dans la setion 3.6, les algorithmes de alul fontsouvent intervenir des sommes de la forme P1+P2+n, où n est un ertain nimber, lorsqueplusieurs déoupages ont eu lieu suessivement.Le résultat suivant explique omment prendre en ompte e as dans nos algorithmes.Proposition 8. Pour aluler l'issue d'une somme de positions P1 + P2 + n, il su�t dealuler le nimber p de l'une des omposantes P1 ou P2, et si le nimber de l'autre omposanteest égal à p+n (il sera égal si la somme est perdante, et di�érent si la somme est gagnante).Rappelons que la somme p+ n doit s'e�etuer ave la Nim-addition.



50 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALEDémonstration. Si le nimber de l'une des omposantes P1 ou P2 est p et elui de l'autreest p+ n, alors le nimber de la somme P1 +P2 + n est p+(p+ n)+ n = 0, don la sommeest perdante.Si le nimber de l'autre omposante est di�érent de p + n, alors le nimber de la somme
P1 + P2 + n est di�érent de 0, don la somme est gagnante.On peut étendre e résultat à un nombre quelonque de omposantes :Proposition 9. Pour aluler l'issue d'une somme de positions P1 +P2 + ...+Pn + n, ilsu�t de aluler les nimbers p1, p2, ..., pn−1 de (n− 1) omposantes, puis de aluler si lenimber de la omposante restante est égal à p1+p2 + ...+pn−1 +n (il sera égal si la sommeest perdante, et di�érent si la somme est gagnante).Démonstration. Comme pour la proposition 8, la preuve repose sur l'assoiativité de la Nim-addition, et sur le fait que pour tout nimber p, p+ p = 0.Ce as général ave un nombre quelonque de omposantes est assez rare dans les alulsde Sprouts ou de Cram que nous avons e�etués. Il se produit lorsqu'une position est dé-oupable d'un oup en trois omposantes ou plus. Pour le Sprouts, en un oup, une positionse déoupe au maximum en 3 positions indépendantes. Pour le Cram, le maximum est de4 positions indépendantes. La �gure 3.7 présente des exemples de oups qui engendrent esnombres maximaux de omposantes indépendantes.

Figure 3.7 � Déoupage de positions de Sprouts et de Cram.3.6 Algorithmes de alulLes résultats des setions préédentes se traduisent diretement en algorithmes de alulpour les jeux impartiaux en version normale. On se plae dans le adre du alul, soit del'issue, soit du nimber, d'une position d'un jeu impartial déoupable. Les algorithmes sontappliables également aux jeux non déoupables, mais leur intérêt est moindre dans e as.3.6.1 Algorithme de alul de P ∼ nLe but de et algorithme va être de déterminer si le nimber de la position P est égal oudi�érent de n. La proposition 3 a montré que le alul de P ∼ n était équivalent à elui de
P + n est d'issue perdante, et P ≁ n à elui de P + n est d'issue gagnante. Pour savoir si
P ∼ n ou P ≁ n, on alule don simplement l'issue de P + n.Informatiquement, on peut représenter P + n par un ouple (P, n). Dans e as, onappelle P la partie position du ouple, et n la partie nimber. Les options d'un tel ouple (P,n) sont de deux sortes :
∗ elles de la partie position, du type (Pi, n), où Pi est une option de P.
∗ elles de la partie nimber, du type (P, i) ave i < n.Le point-lef dans le as d'un jeu déoupable est de tester si P est déoupable ou nonavant de aluler (P, n) réursivement. Si P est déoupable, on utilise l'algorithme 6 pré-senté plus loin.On remarquera que si n = 0 et si P n'est pas déoupable, et algorithme est simplementl'algorithme lassique de alul de l'issue de P.



3.6. ALGORITHMES DE CALCUL 51Algorithme 4 Calul réursif de l'issue de (P, n)1: Si P est déoupable sous la forme P1 + ...+ Pp alors2: aluler l'issue de (P1 + ..+ Pp, n) ave l'algorithme 63: sinon4: Pour haque option (Pi, n) de la partie position et (P, i) de la partie nimber faire5: aluler l'issue de l'option, et si elle-i est perdante, renvoyer gagnant6: �n Pour7: renvoyer perdant (ar toutes les options sont gagnantes)8: �n Si3.6.2 Algorithme pas à pas de alul du nimberLe théorème pas à pas (théorème 7) a montré que l'on pouvait aluler le nimber d'uneposition en essayant suessivement les nimbers par ordre roissant, e qui se traduit parl'algorithme suivant :Algorithme 5 Calul du nimber de P1: n← 02: Tant que le alul de l'issue de (P, n) ave l'algorithme 4 renvoie gagnant faire3: n← n+ 14: �n Tant que5: renvoyer la valeur �nale de nLa valeur renvoyée est bien le nimber puisque la sortie de la boule se produit lorsque
P + n est trouvé perdant.3.6.3 Algorithme de alul de l'issue d'une sommeLa proposition 9 nous fournit l'algorithme pour aluler l'issue d'une somme P1 +P2 +
... + Pp + n. On alule d'abord les nimbers n1, ...,np−1 de (p − 1) omposantes, puis onalule si le nimber de la dernière omposante est identique ou non à n1 + ... + np−1 + n,'est-à-dire que l'on alule l'issue de Pp + (n1 + ...+ np−1 + n).Algorithme 6 Calul de l'issue de P1 + P2 + ...+ Pp + n1: Pour i de 0 à p− 1 faire2: aluler ni, le nimber de Pi ave l'algorithme 53: �n Pour4: aluler n′ = n1 + ...+ np−1 + n ave la Nim-addition5: aluler l'issue de (Pp, n′) ave l'algorithme 4 et renvoyer la valeur obtenue3.6.4 Appliation pratiqueCes algorithmes peuvent être utilisés :
∗ pour aluler l'issue d'une position P d'un jeu déoupable, en appliquant l'algorithme4 au ouple (P, 0).
∗ pour aluler le nimber d'une position P d'un jeu, déoupable ou non, en appliquantl'algorithme 5 à P.Par ontre, es algorithmes n'apportent rien dans le as du alul de l'issue d'une positiond'un jeu non déoupable, puisqu'ils se ramènent alors tout simplement au alul de l'issueave la méthode lassique de l'algorithme 1.



52 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALEOn remarquera que même dans le as du alul du nimber d'une position ave l'algo-rithme 5, 'est toujours à l'intérieur de l'algorithme 4 que l'on est onfronté à des positionsdéoupables, e qui amène à aluler l'issue des sommes de positions indépendantes, et nonpas leur nimber.Le théorème d'inévitabilité implique que l'utilisation de es algorithmes relatifs au nimberest au moins aussi e�ae que les algorithmes 1 et 2. En pratique, l'utilisation du nimber,tout du moins dans le adre du Sprouts et du Cram, se révèle inomparablement plus rapide.Ainsi, l'utilisation de l'algorithme 2 dans [4℄ a onduit les auteurs de l'artile à alulerl'issue de la position de Sprouts à 11 points en 100 000 positions environ. En utilisant lenimber, quelques entaines de positions nous su�sent à mener le même alul. Même siune partie des améliorations ont d'autres auses (omme une meilleure représentation despositions), la majeure partie de l'éart est due à l'utilisation du nimber.En e�et, tandis que nous pouvons nous ontenter, ave les algorithmes 4, 5 et 6, de nestoker qu'une seule ourrene de haque position indépendante dans la table de transposi-tions, les algorithmes 1 et 2 onduisent à très vite saturer la table de transpositions ave dessommes de positions indépendantes.Par exemple, les positions de Sprouts représentées 2 par les haînes de aratères 1 ; 22 ;2A|2A et AB|AB sont des petites positions, haune de nimber 1, qui interviennent très fré-quemment dans les aluls de Sprouts. Alors que nos algorithmes de alul n'ajouteront que4 entrées relatives à es positions dans la table de transpositions, les algorithmes 1 et 2 ajou-teront toutes les façons de faire une somme de deux ou même plus de es positions (1+22 ;1+2A|2A ; 1+1+AB|AB...), sans ompter les sommes faisant intervenir d'autres positions quees quatre (omme 0*4+22).3.6.5 Ordre de alul des optionsOrdre dans l'algorithme 4L'ordre dans lequel les aluls sont réalisés a en général une in�uene très forte surle temps d'exéution. Dans l'algorithme 1, il est bien onnu que le point-lef, lorsque l'onherhe à démontrer qu'une position est gagnante, est de trouver le plus rapidement possibleune option perdante. Idéalement, si l'option perdante est toujours la première à être explorée,ela équivaut à réduire de moitié la profondeur de l'arbre de jeu. Dans le as des positionsperdantes, par ontre, l'ordre de parours des options n'a pas d'importane, puisque de toutefaçon, il est néessaire de les aluler toutes.Ce problème lassique apparaît dans l'algorithme 4 de alul de l'issue de (P, n), ave lamême solution : idéalement, il faut explorer en premier l'option perdante parmi les optionsde (P, n), qui sont les options de la partie position (Pi, n), et les options de la partie nimber(P, i), ave i < n.On peut noter que si le alul de (P, n) est réalisé en tant que l'un des pas de l'algorithmepas à pas, alors les options (P, i) ave i < n ont déjà toutes été démontrées gagnantes, etque le problème ne onerne don que l'ordre de alul des options (Pi, n). Mais dans leas général, il faut onsidérer l'ensemble des options, aussi bien du type (Pi, n) que (P, i)ave i < n. Il n'y a pas de règle simple pour savoir quelle est l'option qui a le plus de hanesd'être perdante, ar tous les as sont possibles, omme le montrent les exemples i-dessous.ExemplesPremier exemple : une position P a deux options, P1 et P2, de nimbers respetifs 0 et5, et l'on herhe à aluler l'issue de P + 2 = {P1 + 2,P2 + 2,P + 0,P + 1}. Dans eas, P est de nimber 1, l'issue de P +2 est gagnante, et la seule option perdante est P +1.2. Le 1 et le 2 utilisés dans la représentation du Sprouts ne doivent pas être onfondus ave les nimbers1 et 2, ave lesquels ils n'ont auun rapport. Leur signi�ation est expliquée dans le hapitre 6.



3.6. ALGORITHMES DE CALCUL 53Deuxième exemple : une position P a trois options, P1, P2 et P3, de nimbers respetifs0, 1 et 2, et l'on herhe là enore à aluler l'issue de P + 2 = {P1 + 2,P2 + 2,P3 +2,P + 0,P + 1}. Cette fois, P est de nimber 3, l'issue de P + 2 est gagnante, et la seuleoption perdante est P3 + 2.Ces deux exemples montrent qu'il est possible que l'option que l'on doive aluler enpremier soit une option de la partie position (Pi, n), ou de la partie nimber (P, i), avei < n.Le deuxième exemple montre également que, ontrairement à e qui se passe quand onherhe à aluler un nimber ave l'algorithme 5, lorsque l'on herhe à aluler l'issue de
P+2, aluler d'abord l'issue de P+0 ou de P+1 peut s'avérer ontre-produtif. En e�et,si l'on alule d'abord l'issue de P + 0, ette issue est gagnante, et sa seule option perdanteest P1 + 0, or le alul de ette option est inutile pour prouver que P + 2 est gagnante.Ordre dans l'algorithme 6Dans l'algorithme 6, on alule le nimber de toutes les omposantes, sauf une ertaineomposante Pp, que l'on alule en dernier, et pour laquelle on alule seulement l'issuede (Pp, n), où n est la Nim-addition des nimbers des autres omposantes. Là enore, ilest néessaire de faire un hoix parmi les omposantes Pi, pour déterminer elle que l'onalulera en dernier.Dans notre implémentation, nous hoisissons généralement pour Pp la omposante quisemble la plus di�ile, le ritère de di�ulté hoisi étant spéi�que au jeu étudié. Ainsi,plut�t que de aluler son nimber, il su�ra de aluler si elui-i est égal ou di�érent den. Les règles implémentées sur la di�ulté des omposantes sont approximatives, mais ellesfontionnent assez bien si les omposantes ont des degrés de di�ulté nettement di�érents.On peut remarquer que e problème de l'ordre de alul des omposantes n'in�uene letemps de alul que si la somme est gagnante, ar le alul de l'issue de (Pp, n) est alorsplus faile que elui du nimber de Pp. Dans le as d'une somme perdante, le alul de l'issuede (Pp, n) est équivalent au alul du nimber de Pp, et l'ordre de alul n'a don pasd'importane.3.6.6 Table de transpositionsComme dans la plupart des aluls lassiques, il est important pour le temps d'exéutiond'éviter de faire plusieurs fois les mêmes aluls. Une méthode simple pour ela est d'im-plémenter une table de transpositions qui stoke le résultat des aluls déjà e�etués. Lesinformations à stoker pour une position donnée sont soit le nimber de la position, soit uneliste de nimbers dont on sait qu'ils ne sont pas eux de la position. Alternativement, on peutstoker des ouples (P, n), en préisant s'il s'agit de ouples perdants ou gagnants.Dans notre implémentation, nous utilisons généralement une table de transpositions quistoke uniquement les ouples (P, n) perdants, 'est-à-dire les positions dont on onnaît lenimber. Cela permet de diminuer la quantité d'information stokée, au détriment d'une pertede temps lors des aluls. En e�et, si l'on renontre à nouveau un ouple (P, n) gagnantlors d'un alul, il faut aluler ses options et les reherher dans la table jusqu'à e que l'onretrouve l'option perdante, avant de pouvoir onlure que e ouple est gagnant.3.6.7 N÷uds multiplesNous avons implémenté la notion de ouple en assoiant un n÷ud di�érent de l'arbre dereherhe à haque ouple renontré. De ette manière, es nouveaux algorithmes basés sur lenimber sont su�samment similaires à l'algorithme lassique de alul des issues (algorithme



54 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALE1) pour permettre le reours aux algorithmes usuels de parours des arbres de reherhe (detype depth-�rst, ou best-�rst, omme le PN-searh), moyennant quelques adaptations.Il y a ependant un prix à payer pour et avantage. Le n÷ud (P, n) de l'arbre de reherheadmet pour �ls tous les n÷uds de la forme (P, i), ave i < n (si l'on joue un oup dans lapartie nimber). Chaun de es n÷uds admet lui-même des n÷uds de la forme (P, j), avej < i (hormis le n÷ud (P, 0)).Au total, l'arbre de reherhe est suseptible de ontenir n+1 n÷uds admettant P ommepartie position, voire 2n si l'algorithme de parours n'implémente pas les transpositions. Etde même, l'algorithme 4 est suseptible de aluler n+ 1, voire 2n fois les options de P.Il est possible d'éviter es aluls inutiles, en utilisant un algorithme plus omplexe, quin'assoie qu'un unique n÷ud à haque position. L'implémentation onrète est ependantdi�ile, si bien que notre implémentation atuelle orrespond pour l'instant à elle de l'al-gorithme 4.Le suroût, dans le as d'un algorithme depth-�rst, est juste un suroût de temps dealul dû aux aluls multiples des options d'une même position, puisque de toute façon lenombre de n÷uds stokés dans l'arbre de reherhe est à haque instant négligeable. Dans leas d'un algorithme omme le PN-searh qui, lui, onserve un arbre de reherhe onséquenten mémoire, le suroût est en temps de alul omme en mémoire.Dans les aluls que nous avons menés, e suroût n'est a priori pas si important, dans lamesure où la plupart des nimbers renontrés sont petits. Quoi qu'il en soit, l'amélioration desalgorithmes en tenant ompte de es remarques onstitue une piste de reherhe intéressante.3.7 Résultats obtenus3.7.1 Jeu de SproutsNous avons appliqué au jeu de Sprouts les algorithmes dérits dans e hapitre, e quinous a permis de résoudre le jeu jusqu'à 32 points de départ en 2007, puis jusqu'à 44 pointsde départ en 2011, ainsi que quelques valeurs isolées jusqu'à 53 points de départ. Chaunedes issues alulées véri�e la � onjeture du Sprouts � émise dans [4℄ : la position de départà p points est perdante si et seulement si p ≡ 0, 1 ou 2 mod 6.Il est intéressant de noter qu'avant l'introdution des algorithmes présentés dans ettethèse, la plus grande valeur onnue était le as p = 11, ave plus de 100 000 positionsperdantes stokées en �n de alul [4℄, alors que nous sommes désormais apables de alulerla même position ave seulement 113 ouples perdants. Les algorithmes utilisant le nimbersont partiulièrement e�aes dans le as du Sprouts pare que les déoupages sont trèsnombreux et interviennent rapidement (il peut su�re de 2 oups à partir d'une position dedépart pour qu'un déoupage intervienne).Des détails sur les optimisations liées au Sprouts sont donnés dans le hapitre 6, quionerne la représentation des positions par des haînes de aratères, et dans notre artilede 2007 [22℄, dont une mise à jour a été publiée en 2010 [25℄.3.7.2 Jeu de CramNous avons appliqué les mêmes algorithmes au jeu de Cram, et nous présentons ii lesrésultats obtenus en version normale.Il existe une stratégie de symétrie sur les plateaux de taille pair×pair, qui sont perdants(et don de nimber 0), et sur les plateaux de taille pair×impair, qui sont gagnants. Maisette stratégie ne fontionne pas sur les plateaux de taille impair×impair, et n'indique riennon plus sur le nimber des plateaux de taille pair×impair (en dehors du fait que e nimberest non nul).



3.8. CONCLUSION 55Dans les tableaux i-dessous, nous avons indiqué entre parenthèses les résultats qui nenéessitent pas de alul grâe à la stratégie de symétrie. Par ailleurs, nous avons indiquépar un � − � les plateaux n×m ave n > m, ar la valeur est identique par symétrie à elledu plateau m× n.À notre onnaissane, les meilleurs résultats onnus préédemment étaient eux de MartinShneider en 2009 [34℄ que nous avons indiqués par un astérisque dans les tableaux.3 4 5 6 7 8 9 10*0 *1 *1 *4 *1 *3 *1 211 12 13 14 15 16 17 180 1 2 3 1 4 0 1Table 3.1 � Résultats obtenus sur les plateaux de taille 3× n.4 5 6 7 8 94 (0) *2 (0) 3 (0) 15 − *0 2 *1 1 W6 − − (0) > 3 (0) (W)7 − − − W (W)Table 3.2 � Résultats obtenus sur les plateaux de taille n×m, ave n ≥ 4 et m ≥ 4.Les résultats nouveaux sur les plateaux de taille supérieure à 4 sont don les nimbers desplateaux 4×7, 4×9, 5×6, et 5×8, et l'issue gagnante des plateaux 5×9 et 7×7. Par ailleurs,l'algorithme 5 a permis de montrer que le nimber du plateau 6×7 est stritement supérieurà 3, mais sans parvenir pour l'instant à aluler la valeur exate.Dans le as du jeu de Cram, nous avons onstaté expérimentalement que la moindreaugmentation de la taille du plateau rée une forte augmentation de di�ulté du alul. Celaest dû d'une part à l'augmentation exponentielle du nombre de positions possibles ave lenombre de lignes ou de olonnes, et aussi au fait que le déoupage en positions indépendantesintervient d'autant plus tard que le plateau est grand.3.8 ConlusionDepuis la déouverte du théorème de Sprague-Grundy, les nimbers ont été utilisés avesuès pour analyser les jeux impartiaux, en partiulier les nombreuses variantes du jeu deNim, omme par exemple les jeux otaux. Cependant, dans le as de jeux très omplexes àanalyser, omme le Sprouts ou le Cram, les nimbers étaient jusqu'ii onsidérés omme tropoûteux en temps de alul, et n'étaient pas ou peu utilisés dans les aluls d'issues.Le théorème présenté dans e hapitre montre que l'utilisation du nimber dans les jeuximpartiaux déoupables est en fait inévitable, même dans e dernier as, dans la mesure oùle alul lassique d'une somme de positions sans utiliser le nimber est systématiquementmoins e�ae. Les algorithmes qui en déoulent ont été appliqués ave suès au Sproutset au Cram, deux jeux impartiaux déoupables, et le nimber est un onept sous-jaentindispensable pour obtenir les reords présentés.



56 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION NORMALE



Chapitre 4Algorithmes de paroursNous dérivons dans e hapitre di�érents algorithmes de développement des arbres dereherhe. L'objetif de es algorithmes est d'explorer les arbres de jeu, de façon à alulerl'issue de la raine (gagnante ou perdante).Leur performane peut être jugée sur plusieurs ritères. Des ritères de rapidité ou d'es-pae mémoire oupé tout d'abord, ar e sont les points essentiels pour que le alul sedéroule ave suès. Mais on peut également souhaiter minimiser la taille des arbres solu-tions obtenus à la �n du alul, lorsque l'on utilise des tables de transpositions.Certains des algorithmes dérits ont été implémentés, mais d'autres n'ont pas dépasséle stade des ré�exions théoriques. Il onvient d'être prudent onernant leur potentiel, dansla mesure où la validation expérimentale est irremplaçable pour juger de l'e�aité d'unalgorithme.4.1 Algorithme alpha-bêta4.1.1 Minimax et NégamaxOn suppose que l'on étudie un jeu ombinatoire, dont le résultat peut être représentépar un nombre, la valeur du jeu. Cette valeur doit être d'autant plus grande que le résultatavantage le premier joueur. Par exemple, dans le jeu de Go, à la �n d'une partie, e nombreserait le nombre de points du premier joueur, moins le nombre de points du deuxième. Pourle jeu d'éhes, on pourrait �xer e nombre à 1 en as de vitoire des blans, −1 en as devitoire des noirs, et 0 en as de math nul.Une fois la valeur du jeu �xée pour les positions terminales, on peut remonter dans l'arbrede jeu pour déterminer la valeur des autres positions. Étant donné une position partiulière,sa valeur est le résultat d'une partie qui se déroulerait en partant de ette position, si lesdeux joueurs jouaient parfaitement. En remontant tout l'arbre de jeu, on �nit par obtenir lavaleur de la raine, don de la position de départ.L'algorithme le plus lassique pour déterminer la valeur d'une position est l'algorithmeréursif Minimax, expliité dans l'algorithme 7. L'appel réursif intervient aux lignes 6 et8. L'algorithme ommene par aluler réursivement la valeur du �ls N1, avant de alulerla valeur du �ls N2... et une fois toutes les valeurs onnues, on en déduit la valeur de N .Cette méthode onduit à e�etuer un parours en profondeur de l'arbre de jeu : il s'agit d'unalgorithme de type depth-�rst.L'algorithme Minimax prend en ompte les intérêts opposés des deux joueurs : le premierjoueur a intérêt à jouer vers la position dont la valeur est la plus grande, alors que le deuxièmejoueur doit au ontraire jouer vers la position de valeur la plus petite. Un n÷ud pour lequel57



58 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE PARCOURSAlgorithme 7 Calul de la valeur d'un n÷ud N ave l'algorithme Minimax.1: Si le n÷ud N est terminal alors2: renvoyer la valeur du n÷ud N3: �n Si4: Caluler les �ls Ni de N5: Si 'est au tour du premier joueur alors6: renvoyer max (minimax(N1), ...,minimax(Nk))7: sinon8: renvoyer min (minimax(N1), ...,minimax(Nk))9: �n Si'est le tour du premier joueur est ainsi appelé un n÷ud Max, au ontraire des n÷uds Min,lorsque 'est le tour du deuxième joueur.Cette distintion entre les n÷uds Min et Max traduit un shéma de pensée issu de l'étudedes jeux partisans : à partir d'une position, les oups disponibles ne sont pas les mêmes pourles deux joueurs. Il est don néessaire de tenir ompte du tour de jeu pour identi�er lespositions. Ainsi, dans les arbres de jeu, les étages de hauteur paire (en onsidérant que laraine est de hauteur 0) sont eux pour lesquels 'est le tour du premier joueur, et les étagesde hauteur impaire sont eux pour lesquels 'est le tour du deuxième joueur. Il ne peut yavoir de transpositions qu'entre n÷uds plaés à des étages de même parité.Cette distintion n'est plus néessaire dans le adre des jeux impartiaux, et même, elles'avère ontre-produtive. En e�et, il est possible d'avoir des transpositions entre des étagesde parités di�érentes, omme la �gure 4.1 le montre pour le jeu de Cram. La distintion entreles n÷uds Min et Max ne permet pas d'en tenir ompte.
Figure 4.1 � Transposition entre étages de parités di�érentes.Il est ependant possible de réérire l'algorithme Minimax sous une forme qui ne di�é-renie pas les n÷uds Min et Max, appelée Négamax, et qui paraisse plus logique pour l'étudedes jeux impartiaux. En e qui onerne les valeurs des positions, une position perdante aurapour valeur −1, et une position gagnante aura pour valeur 1.Algorithme 8 Calul de la valeur d'un n÷ud N ave l'algorithme Négamax.1: Si le n÷ud N est terminal alors2: renvoyer la valeur du n÷ud N3: �n Si4: Caluler les �ls Ni de N5: Renvoyer max (−négamax(N1), ...,−négamax(Nk))C'est ette implémentation que nous avons privilégiée dans notre programme, qui a étéinitialement développé pour étudier des jeux impartiaux (Sprouts, puis Cram). Elle s'estégalement avérée utile pour le Dots-and-boxes, qui, bien qu'étant un jeu partisan, peut lui



4.1. ALGORITHME ALPHA-BÊTA 59aussi engendrer des transpositions entre étages de parités di�érentes, du fait de sa struturepresque impartiale (voir la �gure 8.10).Remarquons en�n que même des jeux purement partisans peuvent engendrer de tellestranspositions, via un argument de symétrie. C'est le as du jeu d'éhes : partant de laposition de départ, les séquenes de oups 1.a4 5 et 1.3 a5 2.4 onduisent à deuxpositions équivalentes pour les joueurs dont 'est le tour (Blan dans le premier as et Noirdans le deuxième).4.1.2 Élagage alpha-bêtaL'élagage alpha-bêta est une amélioration des algorithmes Minimax et Négamax qui re-pose sur une remarque : si, pour un n÷ud Max N , on sait que la valeur du �ls Ni estsupérieure ou égale à elle du �ls Nj , alors il est inutile de aluler la valeur de Nj pourobtenir la valeur de N .Dans le as des jeux impartiaux, une fois que l'on sait que la valeur d'un �ls est −1,'est-à-dire que e �ls est perdant, on en déduit que négamax(N ) = 1, 'est-à-dire que Nest gagnant. Il est don inutile de aluler les autres �ls de N . L'algorithme 9 prend enompte ette idée.Algorithme 9 Élagage alpha-bêta pour un jeu impartial.1: Si le n÷ud N est terminal alors2: renvoyer la valeur du n÷ud N3: �n Si4: Caluler les �ls Ni de N5: Pour haque �ls Ni de N faire6: Si la valeur de Ni est perdant alors7: renvoyer gagnant8: �n Si9: �n Pour10: Renvoyer perdantL'algorithme alpha-bêta présente l'avantage de néessiter seulement une petite quantitéde mémoire pour fontionner : à un instant donné, seule la branhe de alul est onservéeen mémoire 1, 'est-à-dire une liste N 0, N 1, N 2... où N 0 est la raine de l'arbre, et oùpour tout i, N i+1 est un ertain �ls de N i.L'adjontion d'une table de transpositions permet souvent d'aélérer le alul, en éhanged'une onsommation de mémoire plus importante : on onserve l'issue des n÷uds préé-demment alulés, e qui évite d'avoir à les realuler si on les renontre ailleurs lors del'exploration de l'arbre de jeu.4.1.3 Ordre des optionsL'algorithme alpha-bêta montre qu'il n'est nullement néessaire d'étudier tout l'arbre dejeu d'une position pour déterminer son issue. Sur la plupart des aluls, il permet un gainde plusieurs ordres de grandeur par rapport à l'algorithme Minimax, qui n'est jamais utiliséen pratique.Le prinipal levier dont on dispose pour améliorer l'algorithme alpha-bêta est l'ordredans lequel on étudie les �ls des n÷uds. Cet ordre in�ue tant sur la rapidité du alul quesur la taille de la table de transpositions, et e, de trois façons. Premièrement, si un n÷ud
N est gagnant, il vaut mieux étudier en premier un de ses �ls perdants (tout �ls de N1. Ainsi que la liste des �ls de haque n÷ud de la branhe de alul.



60 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE PARCOURSalulé gagnant le serait en pure perte). De plus, si N a plusieurs �ls perdants, il vautmieux étudier en priorité elui dont le sous-arbre est le plus simple. En�n, si l'on utilise destables de transpositions, on peut améliorer leur e�aité en dirigeant systématiquement lealul vers les mêmes zones de l'arbre de jeu, e qui aura tendane à augmenter le nombrede transpositions renontrées.Ainsi, dans haun des jeux que nous avons étudiés, la détermination de règles généralespour ordonner les �ls des n÷uds, basées sur les trois points que l'on vient d'énoner, asouvent été une des premières étapes pour disposer d'algorithmes de parours performants.L'e�aité de l'algorithme alpha-bêta est maximale lorsque es règles ne sont jamais prisesen défaut. Or, en pratique, 'est rarement le as : un jeu pour lequel on pourrait prédirequelles sont les positions perdantes serait résolu par méthode. Si l'on ne dispose pas d'unetelle résolution, on ne peut être assuré que l'on ordonnera les �ls de la meilleure manière.Des améliorations de l'ordre sont don souvent possibles. Une première façon de proéderonsiste à mener plusieurs aluls basés sur di�érents ordres, en onservant les modi�ationsqui semblent avoir un e�et béné�que. Cette approhe est elle que nous avons adoptée surle jeu de Dots-and-boxes (voir à e sujet la setion 8.7). En revanhe, sur le jeu de Sprouts,quelles que soient les modi�ations apportées, le alul semble systématiquement s'engluersur ertaines positions, quali�ées de bloquantes, qui orrespondent à des zones de l'arbrede jeu dont l'étude est très di�ile. Il s'est don avéré néessaire de développer une autreapprohe a�n d'éviter autant que possible es positions bloquantes.4.1.4 ZappagePour faire fae aux di�ultés induites par les positions bloquantes dans l'étude duSprouts, nous avons développé une tehnique intitulée zappage, qui onsiste à modi�er entemps réel les n÷uds étudiés par l'algorithme alpha-bêta, a�n de le diriger vers d'autres zonesde l'arbre de jeu lorsque l'on renontre une position bloquante.L'utilisateur dispose d'une interfae de suivi qui a�he la liste des n÷uds de la branhede alul (�gure 4.2). Un li sur un de es n÷uds, le zappage, onduit à étudier le n÷udsuivant dans sa fratrie.

Figure 4.2 � Suivi et zappage dans un alul de Sprouts à 12 points de départ.Cette méthode onstitue ainsi un hoix manuel de l'ordre de l'exploration de l'arbre dejeu. L'utilisateur détermine ses hoix en fontion des informations que l'interfae lui renvoie :dès qu'un n÷ud semble bloquant, 'est-à-dire que l'algorithme alpha-bêta l'étudie pendantun temps que l'utilisateur onsidère omme étant exagérément long, il peut déider de le



4.2. PN-SEARCH 61zapper et de laner l'étude sur un n÷ud frère. Il réitère ensuite e proédé autant qu'il luisemble néessaire.Le zappage a donné des résultats probants dans l'étude du Sprouts en version normale,bien meilleurs que n'importe quel ordre que nous avons imaginé. Néanmoins, ette tehniqueest perfetible : sa prinipale faiblesse est l'utilisateur lui-même, limité par sa ondition d'êtrehumain. Ainsi, son intervention dans le parours de l'arbre est limitée aux étages supérieursde l'arbre de jeu, l'algorithme alpha-bêta étant trop rapide sur les zones de l'arbre situées enbas. De plus, il peut être sujet à des erreurs d'interprétation, ayant du mal à quanti�er seshoix. Et puis, il est évidemment sujet à la fatigue, son temps d'intervention est don limité.Or, quand il se sert de l'interfae pour zapper, l'utilisateur adopte seulement un petitnombre de omportements di�érents. Par exemple, si l'étude montre que la position de dé-part est probablement perdante, il va herher des positions perdantes aux étages de hauteurpaire, et des positions gagnantes aux étages de hauteur impaire. L'automatisation des om-portements de l'utilisateur permettrait de remédier aux faiblesses que nous venons d'énoner.L'algorithme PN-searh, que nous étudions dans la setion suivante, répond bien à ette pro-blématique.4.2 PN-searh4.2.1 PrinipeLe Proof-number searh est un algorithme développé au début des années 1990 par VitorAllis [1℄. Au ontraire de l'algorithme alpha-bêta, il ne s'agit pas d'un algorithme de typedepth-�rst : le PN-searh herhe à étudier en priorité les n÷uds dont l'étude semble la plusprometteuse, on parle d'un algorithme de type best-�rst.Dans la logique de e que nous avons fait ave l'algorithme alpha-bêta, nous allons donnerune présentation du PN-searh adaptée aux jeux impartiaux. Ce n'est pas la présentationlassique, mais elle nous paraît plus adaptée aux jeux que nous avons étudiés, et 'est làenore elle que nous avons implémentée.À haque n÷ud, nous assoions un ouple (p; d) de nombres de [0;∞], le proof-number pet le disproof-number d.Le proof-number p traduit une estimation de la di�ulté de la tâhe onsistant à prouverle n÷ud, 'est-à-dire démontrer qu'il est gagnant. Une valeur petite signi�e qu'il semble failede prouver le n÷ud, et une valeur grande signi�e à l'inverse qu'il semble di�ile de prouverle n÷ud. Les extremums sont atteints lorsque l'issue du n÷ud est onnue : p = 0 signi�e quele n÷ud est gagnant, et p =∞ signi�e que le n÷ud est perdant.De même, le disproof-number d traduit une estimation de la di�ulté de la tâhe onsis-tant à déprouver le n÷ud, 'est-à-dire démontrer qu'il est perdant. d = 0 signi�e que le n÷udest perdant, et d =∞ que le n÷ud est gagnant.Les valeurs p et d sont déterminées en partant des feuilles, puis en remontant l'arbre.Chaque feuille est initialisée à une ertaine valeur qui sera disutée au paragraphe suivant,quant aux règles de remontée des valeurs, elles sont une onséquene logique des relationsentre n÷uds gagnants et perdants.Soit N un n÷ud, de valeurs (p; d). Ses �ls N1, ..., Nk sont de valeurs respetives (p1; d1),..., (pk; dk). N est gagnant si et seulement si un de ses �ls est perdant, le oût de la preuvede N est don elui de son �ls le moins her à déprouver. On a don :Règle 3. p = min(d1, ..., dk)Inversement, N est perdant si et seulement si tous ses �ls sont gagnants. Le oût de ladémonstration de la nature perdante de N est la somme des oûts des preuves de ses �ls.Règle 4. d = p1 + ...+ pk



62 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE PARCOURS4.2.2 Initialisation des feuillesDans la version lassique de l'algorithme PN-searh, les feuilles sont initialisées à (1; 1).De ette façon, quel que soit le n÷ud de l'arbre, p représente le nombre minimal de feuillesà aluler pour prouver le n÷ud, et d, le nombre minimal de feuilles à aluler pour ledéprouver.Une variante fréquemment renontrée onsiste à initialiser les feuilles ave une heuristiquequi dénote la di�ulté de la démonstration de la position. Ainsi, une position qui sembledi�ile à aluler sera initialisée ave des valeurs plus grandes qu'une position qui semblefaile à aluler ; et une position qui semble perdante sera initialisée ave une valeur de pplus grande que d.Dans le as du Sprouts, les quelques essais d'heuristiques menés n'ont pas été onluants.L'initialisation lassique semble en fait ne pas si mal fontionner, dans la mesure où beauoupde n÷uds se font aluler immédiatement par l'intermédiaire d'un déoupage.4.2.3 Développement de l'arbreAu fur et à mesure que le alul progresse, l'arbre de reherhe évolue. L'algorithmePN-searh proède par étapes, et à haque étape :
∗ il détermine quelle feuille est la plus intéressante à aluler.
∗ il la développe, e qui signi�e qu'il alule ses �ls, puis qu'il les intègre à l'arbre dereherhe.
∗ il met à jour les valeurs des n÷uds de l'arbre en tenant ompte des valeurs des nouveauxn÷uds.La feuille que l'algorithme déide de développer est appelée most-proving node. Pour ladéterminer, partons de la raine. Si ette raine est perdante, alors il faut aluler tous ses�ls ; mais si elle est gagnante, il su�t de montrer qu'un de ses �ls est perdant. On hoisit enpriorité elui qui semble le plus simple à étudier, 'est-à-dire elui dont le disproof-number estle plus petit. Le même raisonnement peut s'appliquer au �ls hoisi, et ainsi de suite jusqu'àobtenir une feuille, qui se trouve être le most-proving node.En résumé, le most-proving node s'obtient à partir de la raine en hoisissant systéma-tiquement le �ls qui a le plus petit disproof-number. Il est possible de démontrer que lemost-proving node est à la fois dans l'ensemble de feuilles de oût minimal permettant deprouver la raine, et dans l'ensemble de feuilles de oût minimal permettant de déprouver laraine, e qui justi�e de se onentrer sur son étude [32℄.Une fois les �ls du most-proving node alulés, et leurs valeurs initialisées, on met à jourles valeurs (p; d) des n÷uds en remontant l'arbre de reherhe. On utilise pour ela les règles3 et 4. Seuls sont onernés les anêtres du most-proving node. Si, lors de la remontée, onrenontre un anêtre pour lequel le développement du most-proving node ne hange pas leouple (p; d), alors il est inutile de ontinuer à remonter l'arbre, et pour déterminer le most-proving node de l'étape suivante, on peut repartir de e n÷ud plut�t que de la raine pourgagner un peu de temps de alul.4.2.4 FaiblessesLe PN-searh a deux faiblesses prinipales. La première est sa forte onsommation mé-moire, le PN-searh ayant besoin de stoker beauoup de n÷uds dans l'arbre de reherhepour s'orienter onvenablement dans l'arbre de jeu. De nombreuses tehniques ont été déve-loppées pour remédier à e problème. On peut iter entre autres :
∗ La suppression des branhes obsolètes. Une fois qu'un n÷ud a été alulé, on peutsupprimer tout son sous-arbre, e qui libère de la mémoire.



4.3. INTERVENTION DANS LE PN-SEARCH 63
∗ Delete-least-proving-node. On �xe une limite au nombre de n÷uds, et lorsque ettelimite est atteinte, on supprime les n÷uds qui seront le moins probablement développésdans la suite de la reherhe.
∗ L'algorithme PN2 initialise haque feuille en utilisant pendant un temps limité l'algo-rithme PN-searh sous ette feuille. Une fois le délai éoulé, on initialise la feuille àl'aide des valeurs renvoyées par le PN-searh, puis on supprime l'arbre de reherhesous la feuille. L'algorithme PN2 permet au PN de disposer de plus d'informationspour s'orienter, du fait de la meilleure évaluation des feuilles, en éhange d'un tempsde alul plus important.La deuxième faiblesse est que le PN-searh est un algorithme qui a été développé pourles arbres, il ne tient pas ompte des transpositions. Cei induit un double problème. Toutd'abord, le PN-searh détermine mal le most-proving node, ar il ne tient pas ompte dufait qu'une feuille peut apparaître en plusieurs endroits de l'arbre, e qui augmente sonimportane. Et ensuite, si l'on vient de aluler un n÷ud dans un endroit de l'arbre, et quee n÷ud est une transposition, on ne s'en rend pas ompte dans les autres endroits de l'arbreoù e même n÷ud intervient.La solution de e problème est bien expliquée dans [32℄. Martin Shijf dérit tout d'abordune solution théorique qui permet de déterminer le most-proving node d'un arbre de reherheomprenant des transpositions, à l'aide de formes normales disjontives. Cependant, ettesolution théorique est d'une omplexité bien trop importante pour que son implémentationsoit utile. Il dérit don ensuite un algorithme pratique imparfait, mais utilisable, qui améliorenettement les performanes du PN-searh par rapport à une version qui ne tiendrait pasompte des transpositions.4.3 Intervention dans le PN-searhL'algorithme PN-searh que nous avons développé dans notre programme est enore as-sez rudimentaire. Parmi les idées lassiques dérites dans le paragraphe 4.2.4, nous n'avonsimplémenté pour l'instant que la suppression des branhes obsolètes. Néanmoins, nous avonsprogrammé ou imaginé ertaines méthodes, notamment en faisant usage de l'interfae gra-phique (de la même façon que pour l'algorithme alpha-bêta ave le zappage).4.3.1 RedémarrageUn alul typique de Sprouts en utilisant l'algorithme PN-searh sature la mémoire en24 heures sur nos ordinateurs de bureau. Cette saturation est le fait de l'arbre de reherhe,bien plus que de la table de transpositions, qui n'utilise qu'une petite fration de la mémoiredisponible.Ainsi, la première méthode élémentaire que nous avons utilisée pour ontrer le problèmede la saturation mémoire du PN-searh est tout simplement le redémarrage de l'algorithme.Ce faisant, l'arbre de reherhe est vidé, mais on dispose tout de même des informationsstokées dans les tables de transpositions, que l'on onserve.4.3.2 SuiviComme pour l'algorithme alpha-bêta, nous avons développé une interfae nous permet-tant de suivre le déroulement de l'algorithme PN-searh. Mais ontrairement au as del'alpha-bêta, l'a�hage de la branhe de alul n'est pas pertinent, ette branhe han-geant en permanene, au fur et à mesure que le most-proving node se déplae dans l'arbrede reherhe.



64 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE PARCOURSLa méthode de suivi hoisie est présentée dans la �gure 4.3. On a�he les informationsdétaillées d'un n÷ud : entre autres, ses valeurs (p; d), le nombre de n÷uds dans son sous-arbre, et la hauteur de son sous-arbre (olonne � Traversal �). On a�he également le n÷udpère (il pourrait y avoir plusieurs n÷uds pères si l'on implémentait les transpositions), et laliste des n÷uds �ls.

Figure 4.3 � A�hage des informations d'un n÷ud de l'arbre de reherhe.Un li sur un n÷ud père ou �ls a�he les informations de e n÷ud. De ette manière, onpeut naviguer dans l'arbre de reherhe. Ces opérations peuvent se dérouler soit pendant quele alul est mis en pause, soit pendant qu'il est en train de se dérouler, et que les diversesinformations se mettent à jour sous nos yeux.4.3.3 BloageLa prinipale tehnique d'interation que nous avons mise au point est appelée bloage.Un li dans une zone dédiée de l'interfae onduit à bloquer le PN-searh sur le n÷ud hoisi.Le alul se poursuit omme si e n÷ud était la raine de l'arbre de reherhe, jusqu'à soitqu'il soit alulé (que l'issue soit gagnante ou perdante), soit que l'on déide d'interromprele bloage (auquel as les valeurs (p; d) des anêtres du n÷ud sont mises à jour en tenantompte des nouvelles valeurs du n÷ud).Cette méthode permet de foaliser l'étude sur un point préis de l'arbre de reherhe quel'on estime important pour la démonstration, sans que l'algorithme ne se disperse. Elle estéquivalente à peu de hoses près à ouper le alul, puis le redémarrer sur la position hoisie,l'interfae permettant juste de réaliser ette opération de manière plus aisée.L'inonvénient prinipal, 'est que l'algorithme PN-searh n'est pas apable de remettrenotre hoix en question de lui-même. Ainsi, si on laisse le alul tourner trop longtemps surun n÷ud mal hoisi, ela peut s'avérer ontre-produtif (perte de temps de alul et d'espaemémoire).4.3.4 Coe�ients sur les n÷uds internes du PN-searhPour éviter de privilégier exagérément un seul n÷ud de l'arbre de reherhe, on pourraitintroduire un système de favorisation de ertains noeuds par rapport à d'autres, plut�t quede bloage. Idéalement, il faut pouvoir favoriser ertains noeuds par rapport à d'autres,



4.4. ADAPTATION DU PN-SEARCH AUX CALCULS DE NIMBER 65tout en gardant l'aspet essentiel du PN-searh qui onsiste à remettre en permanene enquestion les hoix de parours. Si l'étude d'un n÷ud favorisé s'avère en dé�nitive trop di�ile,l'algorithme doit pouvoir de lui-même partir explorer d'autres zones de l'arbre.La solution envisagée se dérit simplement : il su�t de multiplier les valeurs (p; d) du n÷udque l'on souhaite favoriser, et juste elui-i, par un oe�ient k, 'est-à-dire que l'on aluleles valeurs (p; d) de e n÷ud ave la variante suivante des règles 3 et 4 : p = k×min(d1, ..., dk)et d = k × (p1 + ...+ pk).Rien d'autre n'est hangé dans l'algorithme, en partiulier, on ontinue à déterminer lemost-proving node de la même façon. Dérivons le omportement qu'adopte l'algorithme enfontion du oe�ient k :
∗ k = 0 orrespond au bloage, ave une légère di�érene : si l'on donne le oe�ient aun÷ud alors qu'il n'appartient pas à la branhe de alul, il faut attendre que le alulrevienne dessus pour que le bloage soit e�etif. Ensuite, le bloage perdure jusqu'à eque le n÷ud soit alulé.
∗ k = 1 orrespond au PN-searh lassique.
∗ 0 < k < 1 favorise d'autant plus le n÷ud que k est prohe de 0.
∗ k > 1, au ontraire, lèse e n÷ud par rapport aux autres.Par exemple, dans le as où l'on initialise les feuilles à (1; 1), hoisir k = 0,5 équivaut àonsidérer que haque feuille en dessous du n÷ud est initialisée à (0,5; 0,5), i.e. qu'elle estdeux fois plus faile à aluler que les autres.La problème qui se pose ensuite est la détermination des n÷uds pour lesquels on appliqueun oe�ient, et lequel. Là enore, on pourrait le déterminer interativement via l'interfaegraphique, e qui permettrait dans un premier temps de se faire une idée de l'e�et de ettetehnique sur le développement de l'arbre de reherhe.Dans un seond temps, il serait possible de faire intervenir une méthode automatique,basée sur des heuristiques. En partiulier, nous avons imaginé une méthode basée sur lesobservations que nous avons faites de l'évolution des ouples en ours de alul. Elle onsisteà favoriser d'autant plus un n÷ud que le quotient p

d
est grand, e qui signi�e que le n÷ud ade grandes hanes d'être perdant.En e�et, un n÷ud de ouple (13; 546) est un n÷ud pour lequel il faut aluler au minimum13 feuilles pour démontrer qu'il est gagnant, et 546 pour démontrer qu'il est perdant. Il estdon probable que e soit un n÷ud gagnant, et on a p

d
= 1

42 . À l'inverse, si son ouple est
(546; 13), e n÷ud a de grandes hanes d'être perdant, et p

d
= 42.Une fontion du type k = e− p

d onduirait k à être prohe de 1 pour un n÷ud probablementgagnant, et prohe de 0 pour un n÷ud probablement perdant.4.4 Adaptation du PN-searh aux aluls de nimberNous disutons dans ette setion de l'implémentation du PN-searh dans le as de al-uls de nimbers. Ces aluls, adaptés à l'étude de jeux impartiaux déoupables en versionnormale, ont été présentés dans le hapitre 3. Or l'algorithme PN-searh a été développé pourdes aluls lassiques d'issue, si bien que l'introdution des nimbers pose divers problèmestehniques.Nous dérivons deux méthodes d'implémentation dans ette setion. La première, la plussimple à mettre en ÷uvre, est elle qui est utilisée dans notre programme. La seonde, plustehnique, n'a pas été implémentée, mais ontient plusieurs améliorations potentielles.



66 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE PARCOURS4.4.1 Méthode 1 : un n÷ud par ouple (position, nimber)MéthodeComme expliqué dans le paragraphe 3.6.1, nous pouvons assoier un n÷ud di�érent àhaque ouple (P, n) (où P est une position, et n un nimber). Il va nous falloir adapter lesalgorithmes 4, 5 et 6 du hapitre 3 pour aluler les valeurs (p; d) de haun de es n÷uds.L'algorithme 4 ne pose auun problème, on utilise les règles lassiques 3 et 4 en vigueurdans les aluls d'issues. Le as problématique intervient lorsque l'on renontre une positiondéoupable 2, dans un n÷ud du type (P1 + P2, n).Un tel n÷ud a deux �ls d'un type un peu partiulier. Le �ls (P1, 0), une fois alulégagnant, devient (P1, 1), puis (P1, 2)... en vertu de l'algorithme 5. L'inrémentation dunimber ontinue jusqu'à e que l'on trouve la valeur n1 pour laquelle (P1, n1) est perdante,à savoir le nimber de P1. Le même algorithme s'applique au �ls (P2, 0). Puis, une foisl'un de es deux nimbers alulés, par exemple n1, l'algorithme 6 le fusionne dans le n÷udsomme (P1 + P2, n) qui devient (P2, n+ n1) (la somme des nimbers étant e�etuée avela Nim-addition).La question se pose alors de savoir omment l'algorithme PN-searh peut aluler lesvaleurs (p; d) du n÷ud somme (P1 + P2, n). Il n'est malheureusement pas possible dedonner des valeurs traduisant à oup sûr la di�ulté du alul du n÷ud somme. En e�et, si
P1 et P2 sont de nimber 2, alors au début du alul, les deux n÷uds �ls sont (P1, 0) et(P2, 0), et on ne peut évaluer la di�ulté de la démonstration de (P1, 2) et (P2, 2) quiseront pourtant néessaires pour aluler le n÷ud somme.Faute de mieux, nous posons p = d = min(p1; d1) + min(p2; d2), qui sont des minorantsdes valeurs réelles. En onséquene, le PN-searh aura tendane à se diriger trop souventvers le n÷ud somme, en sous-estimant la di�ulté de e n÷ud. En�n, lors de la reherhedu most-proving node, on se dirige vers le �ls du n÷ud somme pour lequel la valeur de
min(pi; di) est minimale.InonvénientsCette méthode présente l'avantage d'être simple à programmer, et de n'avoir que peude di�érenes ave l'algorithme lassique du PN-searh. Mais elle présente aussi un ertainnombre d'inonvénients.Outre des valeurs (p; d) peu réalistes pour un n÷ud somme, un autre problème apparaîtlors du alul de l'issue d'un ouple (P, n) ave n > 0. Dans e as, l'arbre de reherheontient n+1 n÷uds admettant P omme partie position. Pour haun de es n÷uds, nousdevons aluler ses �ls ; or le alul des options des positions de Sprouts est partiulièrementoûteux en temps de alul, il est don préférable de ne pas l'e�etuer plusieurs fois.De plus, si n est grand, il y a de nombreuses transpositions entre les n÷uds admettantune même partie position. Par exemple, (P, 0) est le �ls d'à la fois (P, 1), (P, 2)... Ornous avons vu au paragraphe 4.2.4 que le PN-searh a du mal à prendre en ompte lestranspositions.La méthode dérite au paragraphe suivant a pour objetif de résoudre e problème dela multipliation des n÷uds et des transpositions, en n'assoiant qu'un seul n÷ud à haqueposition renontrée.2. Nous ne traitons ii que le as d'une somme de deux positions indépendantes. Le as de trois termesou plus n'est pas beauoup plus ompliqué, et en pratique, il n'intervient que très rarement.



4.4. ADAPTATION DU PN-SEARCH AUX CALCULS DE NIMBER 674.4.2 Méthode 2 : un n÷ud par position(dis)proof-numbers généralisésÉtant donné une position P, nous allons dé�nir les nombres pn(P) et dn(P) pour
n ≥ 0. Ces nombres vont permettre d'évaluer la di�ulté de la démonstration du fait que laposition P admette ou n'admette pas n omme nimber. Ainsi, à l'intérieur d'un n÷ud, nousstokerons à la fois la position P, et les valeurs pn(P) et dn(P).
∗ pn(P) est le proof-number de P + n. Il représente le oût de la démonstration de

P ≁ n.
∗ dn(P) est le disproof-number de P + n. Il représente le oût de la démonstration de

P ∼ n.Il pourrait sembler étonnant d'assoier � proof � à ≁ et � disproof � à ∼. Cependant,dans la dé�nition lassique, � proof � est assoiée à une position gagnante, et � disproof � àune position perdante. Ii, P + n est prouvé ⇔ P + n est gagnante ⇔ P ≁ n, et P + nest déprouvé ⇔ P + n est perdante ⇔ P ∼ n. Ainsi, notre dé�nition est ohérente ave ladé�nition usuelle.Si l'on prend n = 0, on remarque que p0(P) et d0(P) sont les proof et disproof-numberslassiques, ar P ≁ 0⇔P est gagnante, et P ∼ 0⇔P est perdante.Valeurs possiblesComme ave les nombres lassiques, (pn(P); dn(P)) = (0;∞) signi�e que l'on a démontréque P ≁ n, et (pn(P); dn(P)) = (∞; 0) signi�e que l'on a démontré que P ∼ n.Il y a une limite naturelle aux valeurs de n pour lesquelles il est utile de aluler
(pn(P); dn(P)). Si P a k �ls, on sait par la proposition 5 (du hapitre 3) que son nim-ber est ≤ k, et don que (pn(P); dn(P)) = (0;∞) pour n > k. Ainsi, l'algorithme peutfontionner sans qu'il soit néessaire de stoker une in�nité de valeurs dans les n÷uds.Une seule relation lie les pi et les dj d'une même position :Proposition 10. Si i 6= j, alors pi ≤ dj .En e�et, si P ∼ j, alors P ≁ i.Par ontre, on peut avoir pi > di (par exemple, si l'on a démontré P ∼ i, alors pi(P) =∞et di(P) = 0).On peut également avoir i > j et pi < pj (par exemple si l'on a démontré P ∼ j), oubien i > j et di < dj (par exemple si l'on a démontré P ∼ i).Règles de remontée des valeursNous généralisons ii les règles 3 et 4 qui régissent la remontée des valeurs (p; d) depuisles feuilles jusqu'à la raine de l'arbre de reherhe. On notera ∨ l'opérateur minimum. Dela règle 2, on déduit la relation suivante :Règle 5. Soit P une position dont les �ls sont P1, ..., Pk.Pour tout n ≥ 0, on a :

pn(P) =

(

n−1
∨

i=0

di(P)

)

∨





k
∨

j=1

dn(Pj)



Cette formule n'engendre auune di�ulté partiulière. Il n'en est pas de même pour lasuivante, qui déoule de la règle 1 :



68 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE PARCOURSRègle 6. Soit P une position dont les �ls sont P1, ..., Pk.Pour tout n ≥ 0, on a :
dn(P) =

∨
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dn(P) se alule don en faisant le minimum de n!Cn
k éléments, haque élément étant unesomme de k termes. Néanmoins, on peut érire ette somme di�éremment pour simpli�er lealul. Si l'on pose S =

k
∑

i=1

pn(Pi), il vient :
dn(P) = S +

∨

(x0;...;xn−1)⊂J1;kK

{

n−1
∑

i=0

di(Pxi
)− pn(Pxi

)

}Caluler dn se ramène don au problème suivant : on dispose de n lignes de k nombres,ave n ≤ k. On doit hoisir un nombre par ligne, mais ne pas hoisir plus d'un nombre parolonne. Comment hoisir es nombres de façon à minimiser leur somme ? Il s'agit du prinipalproblème ombinatoire à régler pour implémenter e�aement ette deuxième méthode.Cas des sommes de positionsContrairement au as de la première méthode, il est possible de aluler les valeurs d'unn÷ud somme.Règle 7. Si P = P1 + P2 :
dn(P) =

+∞
∨

i=0

di(P1) + di⊕n(P2)

pn(P) =

+∞
∨

i=0

(di(P1) + pi⊕n(P2)) ∨ (pi⊕n(P1) + di(P2))Remarquons qu'en pratique, on ne alule le minimum que d'un nombre �ni de valeurspour la raison évoquée préédemment.



Chapitre 5Véri�ationDans le adre de ette thèse, nous avons mené de nombreux aluls, néessitant souvent untemps de alul important, et trop omplexes pour que leur résultat soit véri�é manuellement.Qui plus est, l'ériture de notre programme a néessité des dizaines de milliers de lignes deodes. On peut dès lors raindre que des erreurs de programmation, ou des erreurs dues àune mauvaise exéution du ode suite à une défaillane matérielle, aient onduit ertains denos résultats à être faux. Dans e hapitre, nous allons dérire les tehniques que nous avonsmises en ÷uvre de sorte à nous prémunir du mieux possible de es erreurs. Cependant, nousallons voir que nos objetifs initiaux ont été étendus, puisque ertaines de es tehniques ontomme appliation la détermination d'arbres solutions de taille réduite.5.1 Calul des optionsNous pouvons shématiquement séparer le travail e�etué par notre programme, lorsqu'ilétudie des jeux ombinatoires, en deux parties bien distintes. La partie � alul des options �est hargée de aluler les options d'une position, et la partie � reherhe � détermine l'issued'une position en étudiant son arbre de jeu. La plus grosse partie de e hapitre onerne lapartie � reherhe �, mais dans ette setion, nous allons disuter de la validité de la partie� alul des options �.En fait, nous pouvons subdiviser ette partie en autant de omposantes qu'il y a de jeuxétudiés, haque omposante étant hargée de aluler les options d'une position pour un jeupartiulier 1.5.1.1 Erreurs potentiellesPour haque jeu étudié, la partie � alul des options � peut être divisée en deux sous-parties, la première étant hargée de la génération basique des options, et la seonde, de laanonisation de es options (proédé qui permet d'identi�er les positions qui engendrent lesmêmes parties, voir le paragraphe 2.5.1).La simple génération des options peut être très simple ou très ompliquée suivant le jeuétudié. Pour le Cram ou le Dots-and-boxes, les règles du jeu sont si simples qu'il est quasimentimpossible que le ode onerné ontienne une erreur. À l'inverse, le Sprouts, en partiuliersur les surfaes, néessite des fontions très omplexes, et leur véri�ation est un problèmesérieux.1. Ces omposantes ne sont pas indépendantes, dans la mesure où nous avons programmé les jeux deplateau selon une base ommune. 69



70 CHAPITRE 5. VÉRIFICATIONLa partie anonisation, elle, est rarement simple. Il faut non seulement produire un odejuste, mais ne pas non plus faire d'erreur théorique, 'est-à-dire, éviter d'identi�er des posi-tions qui ne soient pas équivalentes. Même sur des jeux de dé�nition simple, la partie relativeà la anonisation peut rapidement se omplexi�er, ar le gain dû aux équivalenes est sou-vent su�samment important pour justi�er le reours à des équivalenes ompliquées. Lathéorie � Choolat-Toile-Forêt � présentée en annexe C proure un exemple d'équivalenespartiulièrement omplexes.5.1.2 Méthodes de véri�ationLa première méthode de véri�ation utilisée est la véri�ation manuelle des tables detranspositions générées par le programme. Par exemple, nous avons véri�é à la main lasolution générée par notre programme du fait que la position de Sprouts à 9 points de départ(en version normale) est gagnante. Bien sûr, ela ne prouve en rien la validité du programme,mais 'est une des multiples armes que nous avons pour diminuer la probabilité que nos alulssoient faux.Une autre méthode, qui fontionne pour s'assurer de la justesse du programme dans sonintégralité, onsiste à véri�er la ohérene de nos résultats ave eux préédemment publiés.Là enore, ette méthode est très imparfaite. Première di�ulté, il est rare que les auteurspublient plus que leur résultat. Lorsque nous disposons des bases de données alulées dansleur intégralité, ou au moins d'une partie de es données (omme 'est le as ave les donnéesde David Wilson pour le Dots-and-boxes [39℄), nous pouvons faire une véri�ation plus �ableque lorsque nous ne onnaissons que l'issue des positions de départ alulées, omme 'estmalheureusement le plus souvent le as. Ce soui de véri�ation nous a onduit à publier enligne l'intégralité de nos bases de données, a�n de permettre de les onfronter aux donnéesd'éventuels futurs autres programmes.Une autre di�ulté réside dans la stabilité des arbres de jeu. Des erreurs mineures n'ontparfois pas un impat su�sant pour hanger l'issue des positions de départ. Ainsi, il estpossible d'arriver à retrouver le bon résultat, mais par des moyens inorrets. Lors de nostous premiers aluls onernant le Sprouts, nous trouvions des résultats identiques à [4℄, endépit d'erreurs qui furent détetées ultérieurement.Une méthode idéale de véri�ation serait le reours à un assistant de preuve. Dans leas du Sprouts, un tel reours serait loin d'être aisé, quand on voit que les justi�ationstopologiques à l'ériture d'un programme oupent les quelques 350 pages d'un mémoireentièrement dédié au sujet [14℄, utilisant des résultats, omme le théorème de Jordan, quisont à la limite des possibilités atuelles des assistants de preuve.5.2 Parours de l'arbre de reherhe5.2.1 Erreurs potentiellesOn peut distinguer prinipalement deux types d'erreurs liées aux parours des arbres dereherhe :
∗ des aluls inomplets.
∗ des aluls faux.Un alul est inomplet si les issues alulées (elle de la raine, et elles des n÷uds deson arbre de jeu qui ont été alulées) sont toutes justes, mais qu'une partie de l'arbre dejeu néessaire pour le alul n'a pas été étudiée, si bien que la démonstration est inomplète.Par exemple, une position perdante a été onsidérée omme telle, alors que seules ertainesde ses options ont été alulées gagnantes.Un alul est faux si un n÷ud perdant a été alulé gagnant, ou inversement.



5.3. CALCUL DE VÉRIFICATION 71Les soures potentielles d'erreurs sont multiples. On peut bien sûr imaginer des erreurslogiielles, liées par exemple à la omplexité du ode de ertains algorithmes, ou à des teh-niques de programmation omme le � zappage � (modi�ation par l'utilisateur, via l'inter-fae graphique et en temps réel, de la branhe de alul de l'algorithme depth-�rst) assezpérilleuses à mettre en ÷uvre. Mais on peut également imaginer des erreurs matérielles :orruption de RAM, rayons osmiques... le développement de tehniques de véri�ation n'estdon pas super�u.Cependant, les tehniques de véri�ation que nous expliquerons plus loin, et que nousavons systématiquement utilisées, ont permis de déteter ave une ertitude quasi-absolue latotalité des erreurs liées au parours des arbres de reherhe. Nous savons ainsi qu'il y a eude rares erreurs de e type dans nos aluls, et le plus souvent, du premier type : 'était uneposition qui manquait.Toutes les erreurs n'ont pas été expliquées, mais nous pouvons tout de même livrer unexemple d'erreur réurrente. Lorsque nous modi�ons les algorithmes de anonisation, lesaniennes tables de transpositions deviennent obsolète, ar le alul des options d'une mêmeposition ne renvoie plus le même résultat. Ainsi, si dans un premier temps, on a prouvé qu'uneposition était gagnante grâe à une ertaine option perdante, et qu'ensuite, la modi�ationde la anonisation hange la représentation de ette option, on ne saura plus prouver que laposition est gagnante.L'erreur intervient suite à une modi�ation involontaire de la anonisation : les tables detranspositions préédemment alulées deviennent alors inomplètes. Il nous est ainsi arrivéqu'une modi�ation mineure de la anonisation rende obsolète une table de transpositionsde 30 000 positions pour une unique position. Il est à noter que e type d'erreurs est en faitlié au alul des options, même si 'est la véri�ation de la partie � reherhe � qui a permisde la déteter.5.2.2 Cohérene des tables de transpositionsNous pouvons présenter une première tehnique élémentaire de véri�ation, à même dedéteter des aluls faux. Il s'agit de la véri�ation de la ohérene de plusieurs tables detranspositions, obtenues lors de di�érents aluls. Sur un alul lassique d'issues, on véri�eque les issues des positions ommunes à plusieurs tables de transpositions sont égales danstoutes es tables : si une position s'avère perdante dans une table et gagnante dans une autre,'est qu'il y a une erreur.Cette véri�ation de la ohérene peut s'avérer un peu moins binaire sur d'autres typesde aluls. Sur un alul de nimber, le fait que le ouple (P;n) soit perdant prouve que lenimber de la position P est égal à n. Inversement, si le ouple (P;n) est gagnant, alorsle nimber de P est di�érent de n. Une inohérene peut être détetée si, pour une mêmeposition, le nimber est par exemple égal à 1 dans une table, et égal à 0 dans une autre, oubien di�érent de 1. Par ontre, trouver le nimber di�érent de 0 dans une table et di�érentde 2 dans une autre reste ohérent.Le même type de phénomène apparaît ave le sore dans le adre du Dots-and-boxes : ilest possible d'avoir obtenu que le sore d'une position est ≤ 5 dans une table de transpositionset ≤ 6 dans une autre, sans qu'il n'y ait de ontradition.5.3 Calul de véri�ationNous présentons dans ette setion les algorithmes de véri�ation qui onstituent le pointessentiel de e hapitre. La véri�ation est un seond alul, qui se mène une fois le alulterminé. Outre le fait qu'elle règle le problème des erreurs liées au parours des arbres de



72 CHAPITRE 5. VÉRIFICATIONreherhe, la véri�ation a également des appliations imprévues que nous détaillerons dansles setions suivantes.5.3.1 Calul d'un n÷udNous ommençons par présenter ave l'algorithme 10 un algorithme réursif de alul d'unn÷ud qui servira de base au alul de véri�ation. Le pseudo-ode présenté dans l'algorithme10 existe quasiment tel quel dans notre programme.Algorithme 10 Calul du résultat du n÷ud N .1: Si le résultat de N existe déjà dans la table de transpositions alors2: renvoyer e résultat3: �n Si4: Caluler et ordonner la liste des �ls de N5: Pour haque �ls Ni de N faire6: Caluler le résultat de Ni (appel réursif de l'algorithme 10)7: Si le résultat de N peut se déduire de elui de Ni alors8: Stoker le résultat de N dans la table de transpositions9: Renvoyer le résultat de N10: �n Si11: �n PourL'intérêt de et algorithme est qu'il reste très général. Il ne détaille pas e qu'est un n÷ud
N , ni e que signi�e le résultat de N . Il ne détaille pas non plus omment on alule les �lsde N , ou omment on déduit le résultat de N à partir de l'une (ou plusieurs) de ses �ls Ni.Une telle généralité permet au ode de et algorithme d'être ommun à tous les algorithmesde type depth-�rst que nous avons implémentés dans notre programme :
∗ alul lassique d'issue (gagnante/perdante).
∗ alul des jeux impartiaux en version normale ave le nimber.
∗ alul misère utilisant les arbres anoniques réduits ([24℄).
∗ alul omplet de l'arbre de jeu, par exemple pour les arbres anoniques.
∗ alul du sore dans le as du Dots-and-boxes.Chaque algorithme spéi�que réimplémente les di�érentes notions apparaissant dans l'al-gorithme 10. Dans le as d'un alul lassique de l'issue d'une position, un n÷ud N estsimplement une position P, le résultat du n÷ud est l'issue de P, la liste des �ls du n÷udest la liste des options de P, et le résultat du n÷ud est gagnant dès qu'un �ls perdant estalulée.Dans le as d'un alul de sore pour le Dots-and-boxes, le résultat du n÷ud est tou-jours une issue, mais le n÷ud N est ette fois un ouple (position, ontrat). Les règlesde manipulation de es ouples sont détaillées dans le paragraphe 8.3.2 du hapitre sur leDots-and-boxes.Dans le as du alul d'un arbre anonique, le n÷ud N est une position P, le résultat dun÷ud est l'arbre anonique de la position P, et ne peut pas se déduire d'un �ls seulement. Ilne se déduit que de l'ensemble des résultats des �ls, la boule doit don arriver à son termepour que l'on obtienne le résultat.5.3.2 Calul de véri�ationL'algorithme de véri�ation que nous allons maintenant dérire est une modi�ation mi-neure de l'algorithme 10. L'algorithme 10 étant ommun à tous les types de aluls menés,l'algorithme de véri�ation sera méaniquement lui aussi ommun à tous es aluls. Ainsi,



5.3. CALCUL DE VÉRIFICATION 73dans notre programme, nous n'avons pas eu besoin d'implémenter une fontion réursivespéi�que pour haque type de alul.Le point essentiel des aluls de véri�ation est qu'il n'est pas néessaire de mener ànouveau une reherhe dans l'arbre de jeu, ar la véri�ation peut se baser sur les résultatsdéjà obtenus lors du alul initial pour se guider dans l'arbre de jeu. Par onséquent, il faudraonsidérer deux tables de transpositions lors d'un alul de véri�ation : elle du alul initial,et elle ontenant les résultats déjà véri�és, qui va se remplir petit à petit. Dans l'algorithme11, nous désignerons es tables par table-I et table-V respetivement.Algorithme 11 Véri�ation du résultat du n÷ud N .1: Si le résultat de N existe dans table-V alors2: renvoyer e résultat3: �n Si4: Caluler et ordonner la liste des �ls de N5: Véri�er les résultats des �ls dans table-I6: Réordonner les �ls en donnant une priorité aux �ls adéquats7: Pour haque �ls Ni de N faire8: Caluler le résultat de Ni (appel réursif de l'algorithme 11)9: Si le résultat de N peut se déduire de elui de Ni alors10: Véri�er que le résultat de N est ohérent ave table-I11: Stoker le résultat de N dans table-V12: Renvoyer le résultat de N13: �n Si14: �n PourLa prise en ompte des résultats onnus intervient suite au alul des �ls, lignes 5�6.On ommene par véri�er, à la ligne 5, que les �ls dont le résultat est stoké dans la table-I permettent de déduire le résultat de N . Par exemple, dans le as d'un alul lassiqued'issue, il faut soit disposer d'un �ls perdant, soit que tous les �ls soient gagnants. Dans leas ontraire, on renvoie un message d'erreur.Ensuite, ligne 6, on donne la priorité à ertains �ls adéquats. Ces �ls adéquats dépendentde l'algorithme en question, mais dans la majeure partie des as, il s'agit tout simplementdes �ls perdants. En donnant la priorité aux �ls trouvés perdants dans le alul préédent,l'algorithme de véri�ation se dirige immédiatement vers les branhes orretes de l'arbre dejeu, et évite des aluls inutiles de �ls gagnants.La véri�ation à proprement parler intervient ligne 10 : si l'on détete un n÷ud dont lerésultat n'est pas ohérent ave le alul préédent, on interrompt le alul, et l'on renvoieun message d'erreur préisant le problème.5.3.3 Intérêt de la véri�ationAu fur et à mesure du développement de notre programme, nous avons implémenté destehniques d'intervention de l'utilisateur en temps réel pour guider le alul. Ces tehniquesont nettement omplexi�é le ode, et ont parfois engendré de l'instabilité dans le fontion-nement du programme (rashs). Il était don néessaire de s'assurer de la validité de nosrésultats.La véri�ation a permis de résoudre e problème de manière omplètement satisfaisante :la programmation de la boule de véri�ation dérite dans l'algorithme 11 n'a néessitéque quelques lignes de ode, si bien qu'il est ertain que e ode extrêmement simple neomporte auune erreur. Peu importe l'instabilité du ode des algorithmes de parours oud'intervention en temps réel, l'utilisation a posteriori de la véri�ation permet de valider toutalul, et même de se prémunir d'éventuels problèmes matériels.



74 CHAPITRE 5. VÉRIFICATIONCette fontionnalité nous a ainsi permis développer des algorithmes de parours expéri-mentaux en toute tranquillité. Conernant la validité de nos aluls, seul subsiste le problèmede la justesse des fontions de alul des options.5.3.4 Véri�ation omplèteLors de l'exéution de l'algorithme 11, les �ls se font réordonner. Il s'ensuit que tous lesn÷uds de la table-I ne sont pas traités par l'algorithme. Même si la véri�ation e�etuéesu�t à s'assurer de la justesse du résultat onernant le n÷ud initial, on peut vouloir véri�erles résultats de tous les n÷uds de la table-I.L'algorithme 12 apporte une réponse à e problème. On lane une véri�ation relative àla première entrée de la table-I. Si à la suite de ette véri�ation, toutes les entrées de latable-I n'ont pas été véri�ées, on relane une véri�ation sur la première entrée qui ne l'aitpas enore été. On reommene jusqu'à e que l'intégralité de la table-I ait été véri�ée.Algorithme 12 Véri�ation omplète d'une table de transpositions.1: Pour haque n÷ud N de table-I faire2: Si le résultat de N n'est pas dans table-V alors3: exéuter l'algorithme 11 sur N4: �n Si5: �n Pour5.3.5 ColmatageSi le alul est inomplet, mais sans être faux, l'algorithme 11 s'en rend ompte ligne 5.Il renvoie alors un message d'information, mais ne s'arrête pas pour autant. L'algorithmedepth-�rst lassique ontinue à s'exéuter, jusqu'à e que le n÷ud soit alulé.De plus, si le n÷ud qui manque se trouve en milieu d'arbre, les n÷uds situés plus basdans l'arbre préédemment stokés dans table-I ontinuent de guider le alul. Ainsi, l'algo-rithme �nit par rebouher le trou, ave l'e�aité d'un algorithme depth-�rst qui disposedes résultats du alul préédent pour le guider.En pratique, nous avons utilisé ette tehnique de olmatage pour deux tâhes bien di�é-rentes. Premièrement, nous avons vu au paragraphe 5.2.1 que les hangements de anonisationont pour e�et de rendre les tables de transpositions déjà alulées obsolètes. Dans un tel as,on prend l'anienne table omme table-I, et on lane l'algorithme 11, si bien que les troussont rebouhés et que l'on retrouve des tables fontionnelles. Pour un hangement de ano-nisation mineur, les trous sont peu nombreux, et le depth-�rst, bien qu'étant un algorithmebasique, n'a auun mal à les olmater. Nous avons utilisé ette méthode ave suès plusieursfois sur le jeu de Sprouts, pour lequel la représentation des positions a subi de nombreusesévolutions.L'autre utilisation de ette tehnique intervient dans le as du Dots-and-boxes. Le para-graphe 8.4.5 dérit une méthode permettant d'obtenir de manière immédiate le résultat deertains n÷uds, e qui permet de mener le alul plus rapidement et en utilisant moins demémoire. Cependant, ette méthode est non onstrutive : on sait quel joueur dispose de lastratégie gagnante, mais on ne onnaît pas ette stratégie.Il est possible de disposer de l'avantage de ette méthode, sans son inonvénient. On mènele premier alul ave la méthode non onstrutive, puis on relane le alul de véri�ationsans ette méthode. Ainsi, la véri�ation renontre ertains n÷uds dont on ne onnaît plusle résultat, qu'elle olmate selon la tehnique que l'on vient d'expliquer. Là enore, dans lesaluls que nous avons menés, le depth-�rst n'a pas eu de mal à olmater es n÷uds 2.2. Il est ependant tout à fait envisageable de renontrer des as où le olmatage se fasse plus di�ilement,



5.4. ARBRE SOLUTION 755.4 Arbre solution5.4.1 Obtention d'un arbre solutionNous avons expliqué au paragraphe 5.3.4 que le alul de véri�ation ne passait pasen revue toutes les entrées de la table de transpositions du premier alul. Expliquons ephénomène.Nous avons traé un arbre de jeu sur la �gure 5.1. Supposons que l'algorithme de paroursen profondeur étudie les n÷uds de et arbre en ommençant par la gauhe, les n÷uds serontdon étudiés dans l'ordre de leur numérotation.
Figure 5.1 � Arbre de jeu.Lors du premier alul de l'issue de la raine, tous les n÷uds sont parourus, hormis len÷ud numéro 5. En e�et, l'algorithme détermine l'issue du n÷ud 3, puis du n÷ud 4. Commele n÷ud 4 est perdant, on en déduit immédiatement que le n÷ud 2 est gagnant, et il n'estpas néessaire de onnaître l'issue du n÷ud 5.Lors du alul de véri�ation, on ordonne les n÷uds de façon à parourir les n÷udsperdants en premier. Ainsi, les n÷uds numéro 3 et 7, qui sont inutiles pour onnaître l'is-sue de la raine, ne seront pas parourus, et n'apparaîtront pas dans la nouvelle table detranspositions.La véri�ation permet ainsi de se débarrasser des n÷uds inutiles de la table de transpo-sitions, et fournit des arbres solutions plus ompats. Il est à noter que ette propriété de lavéri�ation est un e�et de bord initialement involontaire. Nous l'avons observée lors de nospremiers aluls de véri�ation, nous demandant même s'il ne s'agissait pas d'une erreur,avant d'expliquer e omportement. A posteriori, 'est maintenant l'inverse : la plupart desaluls de véri�ation que nous menons ont pour objetif l'épuration des arbres solutionsplut�t que la détetion d'éventuelles erreurs.5.4.2 AppliationsJeu manuelCette propriété de la véri�ation pro�te en premier lieu au joueur humain. Elle permetd'obtenir des preuves ompates pour des positions de départ su�samment simples. Dans leas du Sprouts, notre programme a ainsi permis de déterminer des preuves très ompatespour les positions de départ jusqu'à 11 points. D'une part, es preuves sont véri�ables enun temps raisonnable par un être humain (moins d'une journée de travail), alors que lapreuve manuelle la plus importante publiée jusqu'alors onernait le jeu à 7 points de départ[16℄. Et d'autre part, elles ontiennent toutes moins de 140 positions perdantes 3, il est dondu fait de l'e�aité limitée du depth-�rst pour ertains problèmes.3. Une journée de travail peut être néessaire pour véri�er 140 positions perdantes, ar ertaines de espositions peuvent avoir plusieurs dizaines d'options.



76 CHAPITRE 5. VÉRIFICATIONenvisageable pour un joueur humain de les apprendre par ÷ur a�n de jouer parfaitementsur papier ontre un adversaire.En guise d'exemple, nous présentons en annexe B un arbre solution de la position deSprouts à 5 points, déterminé à l'aide de notre programme.Le reours à l'ordinateur peut paraître super�u pour la détermination de preuves ma-nuelles, et pourtant, il est au ontraire essentiel. En e�et, ertaines preuves fabriquées in-formatiquement n'auraient probablement pas vu le jour sans programme, ar trop di�ilesà déouvrir, ahées dans la omplexité des arbres de jeu. Par ontre, une fois les preuvesalulées, leur utilisation par des joueurs humains devient possible.Jeu assisté par ordinateurPour des positions de départ plus omplexes, il devient di�ile pour un joueur humaind'assimiler la totalité de la preuve. Le jeu assisté par ordinateur est alors la solution : siles solutions ont été préalulées, l'ordinateur peut nous fournir les oups de façon à jouerparfaitement les parties, du moment que l'on est en position de fore lors du premier oup.Dans ette optique, la véri�ation permet de fabriquer des binaires apables de jouerparfaitement les plus petits possible. Par exemple, pour le Sprouts, la solution de l'ensembledes jeux jusqu'à 30 points n'oupe, après ompression par un algorithme standard, que 56Ko.Aide à la reherhePar ailleurs, en diminuant la taille des tables de transpositions, la véri�ation permetde diminuer la onsommation de RAM. Cela peut s'avérer utile dans le as d'un alul quiserait trop important pour être mené en une seule fois : lorsque la mémoire est prohe de lasaturation, on utilise un alul de véri�ation pour réduire la table de transpositions, puison reprend le alul. En pratique, ela nous a été utile pour terminer ertains aluls deDots-and-boxes qui, sans ela, auraient dépassé les apaités mémoire de nos ordinateurs.Il est également envisageable d'utiliser ette propriété pour le alul distribué : les dif-férents ordinateurs partiipant au alul peuvent ainsi renvoyer des données de taille moinsimportante à elui hargé de les entraliser.5.4.3 PerformanesLe tableau 5.1 présente les résultats de quelques aluls de véri�ation. S+
8 désigne laposition de Sprouts à 8 points en version normale, C+

5×5 la position de Cram de taille 5× 5en version normale, et D3×5−am7 la position de Dots-and-boxes amériaine de taille 5 × 5,ave le ontrat 7. Le premier alul a été réalisé ave l'algorithme depth-�rst, puis on a réaliséune véri�ation.On peut observer que le nombre de n÷uds supprimés par la véri�ation n'est jamaisnégligeable. Il n'est inférieur à 50% que sur les aluls de Sprouts ave un petit nombrede points de départ, sur lesquels l'ordre des �ls par défaut fontionne bien. Remarquonségalement l'énorme di�érene de di�ulté entre S+
11 et S+

12 : sur le Sprouts, à partir de 12points de départ, l'ordre par défaut se retrouve systématiquement pris en défaut, et onduitl'algorithme depth-�rst à explorer des zones de l'arbre beauoup plus omplexes que ellesqui onduisent au alul le plus rapide.En e�et, regardons maintenant le tableau 5.2 qui présente les mêmes résultats, en utilisantette fois l'algorithme PN-searh. Le PN-searh permet d'obtenir des tables de transpositions�nales plus petites que le depth-�rst, au prix d'une utilisation mémoire en ours d'algorithmenettement plus importante (pour le stokage de l'arbre de reherhe). Le gain sur les tables de
S+
8 à S+

11 n'est pas �agrant, mais il est remarquable sur S+
12 : le alul de PN-searh se termine



5.4. ARBRE SOLUTION 77Position Taille de la table Taille de la table Pourentage dede départ avant véri�ation après véri�ation n÷uds supprimés
S+
8 468 263 44%

S+
9 113 81 28%

S+
10 420 284 32%

S+
11 417 279 33%

S+
12 669 321 37 973 94%

C+
5×5 683 164 76%

C+
5×7 76 029 5 968 92%

D3×5−am7 637 271 276 532 57%
D3×5−am8 9 354 626 3 192 441 66%
D4×4−am8 4 519 269 1 932 199 57%
D4×4−am9 7 508 596 1 331 000 82%Table 5.1 � Performane de la véri�ation sur des aluls réalisés ave l'algorithme depth-�rst.en stokant 1 000 fois moins de n÷uds que le depth-�rst dans la table de transpositions, etmême 60 fois moins que le depth-�rst suivi d'une véri�ation.Position Taille de la table Taille de la table Pourentage dede départ avant véri�ation après véri�ation n÷uds supprimés

S+
8 359 159 56%

S+
9 120 73 39%

S+
10 278 215 23%

S+
11 304 144 53%

S+
12 651 372 43%

C+
5×5 252 142 44%

C+
5×7 5 545 1 443 74%Table 5.2 � Performane de la véri�ation sur des aluls réalisés ave l'algorithme PN-searh.Cela montre que la véri�ation ne peut pas ompenser à elle seule les défauts de l'al-gorithme de parours initial. Si l'on herhe à obtenir des tables de transpositions les pluspetites possibles, l'algorithme de parours est l'élément déterminant, la véri�ation ne venantque dans une seonde étape pour épurer les bases de données obtenues.Par ailleurs, plus l'algorithme de parours est performant vis-à-vis de la taille des tablesde transpositions �nales, et moins la véri�ation est e�ae, ar l'algorithme aura tendaneà stoker moins de n÷uds inutiles. Sur les as les plus représentatifs des aluls que nousavons mené (S+
12, C+

5×5 et C+
5×7), on onstate que la véri�ation semble, en pourentage,moins performante après un algorithme de PN-searh qu'après un algorithme de depth-�rst.Mais même dans le as d'un algorithme de type PN-searh, qui est un des algorithmesqui stoke le moins de n÷uds inutiles, la véri�ation permet tout de même de réduire la tailledes tables de transpositions d'un fateur pouvant aller jusqu'à plus de 70%. Cela vient dufait que nos algorithmes de PN-searh ne prennent pas en ompte les transpositions de façonoptimale, mais aussi d'une di�ulté intrinsèque des aluls. Les algorithmes de parours onten e�et des di�ultés à aluler les n÷uds qui sont des faux-amis, 'est-à-dire des n÷udsgagnants qui semblent perdants, ar ils n'ont en proportion que très peu de �ls perdants.



78 CHAPITRE 5. VÉRIFICATION5.5 Suppression des n÷uds inutiles5.5.1 N÷uds inutilesL'algorithme 11 de véri�ation ne permet ependant pas de supprimer la totalité desn÷uds inutiles de l'arbre. Un problème apparaît dans ertains as de transpositions perdantes.La �gure 5.2 montre un exemple d'arbre de jeu où e phénomène se produit : et arbre nedi�ère de elui de la �gure 5.1 que par le n÷ud 5, qui remplae le n÷ud 8 à droite de la�gure. Ce n÷ud est don présent deux fois, 'est une transposition perdante.
Figure 5.2 � Arbre de jeu ave une transposition perdante.On suppose là enore que l'exploration de l'arbre par l'algorithme depth-�rst se mènede la gauhe vers la droite. Par onséquent, lors du premier alul, tous les n÷uds serontexplorés par l'algorithme. En partiulier, le n÷ud 5 ne sera pas renontré dans la partiegauhe de l'arbre, ar l'algorithme remonte une fois le n÷ud 4 alulé perdant, mais il seraalulé dans la partie droite de l'arbre.La véri�ation, telle que nous l'avons présentée jusqu'ii, va supprimer les n÷uds indiquésen gris. On ne onserve qu'un seul �ls perdant pour haque n÷ud gagnant, e qui rend inutileles n÷uds 3, 5 (à gauhe) et 7. Or, le n÷ud 5 réapparaît ensuite dans le alul, si bien qu'ilsera présent dans la table de transpositions à la �n de la véri�ation.Le problème est le suivant : l'arbre solution obtenu va ontenir à la fois le n÷ud 4 et len÷ud 5, alors qu'idéalement le n÷ud 5 seul pourrait su�re. Le n÷ud 4 est inutile dans notrearbre solution, et le but de ette setion sera de supprimer le plus possible de tels n÷uds.5.5.2 Parours aléatoireLe problème de la �gure 5.2 vient de l'ordre de parours de l'arbre de jeu lors de lavéri�ation. Si, à gauhe, les n÷uds 3, 4 et 5 étaient ordonnés 3, 5, 4, ou bien 5, 3, 4, len÷ud 5 serait hoisi avant le n÷ud 4, e qui permettrait d'éliminer orretement le n÷ud 4de l'arbre solution.Il n'y a ependant pas de solution simple pour savoir a priori quel est l'ordre idéal deparours des n÷uds lors de la véri�ation, d'autant plus que ontrairement à l'exemple de la�gure, les n÷uds 2 et 6 peuvent être très éloignés au sein de l'arbre de jeu. Pour ontournere problème, nous avons implémenté une solution originale de parours aléatoire de l'arbresolution.L'algorithme de véri�ation est inhangé, mais au lieu d'ordonner les n÷uds ave l'ordrepar défaut du programme, on utilise un ordre aléatoire, ave une fontion random. Dans leas de la �gure 5.2, un alul simple indique que la probabilité d'éliminer le n÷ud 4 est alorsde 75% (il su�t de aluler la probabilité du as gênant : une hane sur deux de hoisirle n÷ud 2 en premier, suivie d'une hane sur deux de donner la priorité au n÷ud 4 sur len÷ud 5). On peut ensuite augmenter ette probabilité en e�etuant plusieurs véri�ations



5.5. SUPPRESSION DES N×UDS INUTILES 79aléatoires d'a�lée. Ave 2 véri�ations aléatoires onséutives, on passe à 94%, et ave 3véri�ations aléatoires onséutives à plus de 98%.De façon générale, les séries de véri�ations aléatoires permettent de supprimer les n÷udsinutiles ave une forte probabilité.5.5.3 Aléatoire et déterminismeSur la �gure 5.3, nous avons omparé plusieurs séries de véri�ations aléatoires. Nousavons ommené par e�etuer un alul de Sprouts en version normale ave 13 points dedépart, qui s'est terminé en 1 446 ouples (position, nimber) perdants. Nous avons alorsréalisé trois séries de 10 véri�ations aléatoires.
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Figure 5.3 � Taille de l'arbre solution de S+
13 en fontion du nombre de véri�ations aléa-toires.La �gure 5.3 indique le nombre de ouples perdants restant dans la table de transpositionsen fontion du nombre de véri�ations aléatoires réalisées. On remarque tout d'abord que lestrois essais mènent à des résultats similaires, et à peu près à la même vitesse. Les graphesdes di�érents essais semblent quasiment superposés à l'éhelle de la �gure 5.3.Pourtant, il su�t de zoomer sur la bande de 360 à 480 ouples, omme sur la �gure5.4, pour onstater que les trois essais sont réellement di�érents. En partiulier, ils semblentonverger vers des valeurs légèrement di�érentes. Ce phénomène peut s'expliquer en imagi-nant un panier rempli d'objets de diverses formes et tailles. Si l'on demande à di�érentespersonnes de ranger le panier pour le tasser et diminuer son enombrement, on obtiendra desempilements loalement di�érents (l'aspet aléatoire), mais ave une ertaine onvergeneglobale.La �gure 5.3 montre que dans le as étudié, l'essentiel du gain de la véri�ation aléatoireest obtenu après 3 itérations, et la �gure 5.4 montre à une éhelle plus �ne que la onvergeneest quasiment atteinte après une dizaine d'itérations. Ces valeurs dépendent du jeu, de laposition, et du alul initial onsidérés, mais es ordres de grandeur sont représentatifs.5.5.4 PerformanesLe gain que l'on peut espérer de ette tehnique est assez modeste par rapport à lavéri�ation lassique : on gagne quelques pourents sur la taille de la table si l'on e�etueune véri�ation aléatoire après la véri�ation lassique, et le gain maximal que l'on peut
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Nombre de yles aléatoiresFigure 5.4 � Zoom dans la bande 360�480 ouples.espérer ave une série de véri�ations est souvent ompris entre 10% et 25%. Compte-tenudu petit gain en mémoire et du temps de alul néessaire pour mener les véri�ations, il neparaît pas évident que ette tehnique puisse être d'un grand seours pour aider à terminerun alul qui onsommerait trop de mémoire.En revanhe, dans l'optique d'obtenir des arbres solutions les plus petits possibles pourdes démonstrations manuelles, ette tehnique est tout à fait utile. C'est elle notamment quinous a permis d'obtenir la démonstration de S+
5 présentée dans l'annexe B ave seulement15 positions perdantes.Par ontre, elle ne peut pas garantir que l'arbre solution obtenu soit minimal : une autresérie de véri�ations aléatoires pourrait onverger vers une valeur plus petite, et des arbressolutions plus petits pourraient être obtenus ave un autre alul initial.



Chapitre 6Représentation des positions duSprouts6.1 IntrodutionLe Sprouts est un jeu ombinatoire impartial, qui fut réé en 1967, par John H. Conwayet Mihael S. Paterson, à l'université de Cambridge. L'artile de Martin Gardner [18℄, éritquelques mois après la réation du jeu, fournit de bonnes informations tant sur sa genèseque pour démarrer dans l'étude du jeu. Outre et artile, on peut également trouver uneprésentation de e jeu dans Winning Ways [6℄.Le Sprouts ne néessite qu'une feuille de papier et un rayon pour pouvoir être pratiqué,et ses règles sont partiulièrement simples. Le jeu débute ave un ertain nombre de pointstraés sur la feuille. À haque oup, le joueur dont 'est le tour doit relier un point à un autre(éventuellement à lui-même) ave une ligne, puis rajouter un point sur ette ligne. Deuxonditions doivent être respetées : les lignes ne doivent pas se roiser, et d'un même pointne peuvent partir plus de 3 lignes.
Figure 6.1 � Exemple de partie de Sprouts, en ommençant ave 2 points (le deuxièmejoueur gagne en version normale).Dans la version normale du jeu, le résultat est déterminé par la règle suivante : le joueurqui ne peut plus jouer a perdu. En version misère, 'est le ontraire, le joueur qui ne peutplus jouer a gagné. Il ne peut don y avoir de math nul. Dans un as omme dans l'autre,le vainqueur est déterminé par la parité du nombre de oups de la partie.La terminaison du jeu n'est pas évidente a priori. Comme à haque oup, on rée unnouveau point, il est néessaire de trouver un argument qui justi�e que es points ne peuventêtre réés indé�niment. La proposition suivante règle la question.Proposition 11. Le nombre de oups d'une partie de Sprouts ommençant ave p points estmajoré par 3p− 1.Démonstration. On appelle vie un oup qui peut potentiellement enore être joué ave unpoint : un point dispose initialement de 3 vies. Si k lignes (k ≤ 3) partent de e point, alorsil lui reste 3 − k vies. Étant donnée une partie de Sprouts ommençant ave p points, il y adon globalement 3p vies au départ. Chaque oup onsomme deux vies, mais rée un point81



82 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTSdéjà relié à deux lignes, don ave une vie. Au total, haque oup diminue ainsi d'exatement1 le nombre de vies de la position. Après 3p− 1 oups, la partie est terminée, ar il ne resteplus qu'une vie dans la position, or on a besoin de deux vies pour pouvoir jouer un oup.La partie peut ependant se terminer en moins de 3p − 1 oups, si dans la positionterminale, il y a plusieurs points isolés, 'est-à-dire des points à une vie, que l'on ne peutrelier entre eux ar ils sont séparés par des lignes. Par exemple, une partie ave deux pointsau départ se termine en au plus 3×2−1 = 5 oups. Mais la partie de la �gure 6.1 se termineen 4 oups, ar dans la position terminale, il y a deux points isolés. En général, le nombre deoups d'une partie est minoré par 2p, omme démontré par des onsidérations élémentairesdans [6℄ p. 601.Il semble que dans ses premières années, le jeu de Sprouts ait été l'objet d'un ertainengouement, au point de servir de trame à un roman de 1969, Marosope [3℄. L'intérêt poure jeu peut s'expliquer par la omplexité qui émerge de règles du jeu relativement simples.Rien que l'étude du jeu à deux points de départ n'est pas triviale. Mais ette omplexité estpeut-être aussi la ause de la désa�etion pour e jeu durant les deux déennies suivantes.Ainsi, si dans son artile de 1967, Gardner fait état de la résolution manuelle du jeu à 6 pointsde départ, qui �t l'objet d'une analyse de 49 pages par Denis Mollison, il fallut attendre lapremière analyse par ordinateur en 1991 par Applegate, Jaobson et Sleator [4℄ pour que ereord soit battu.On peut se demander pourquoi le jeu de Sprouts n'a pas été programmé plus t�t. Commenous allons le voir dans e hapitre, déterminer une représentation des positions du Sproutssous une forme permettant à l'ordinateur de aluler les oups est di�ile, le jeu sous formepapier-rayon n'étant pas adapté à la programmation. Le premier problème à traiter est lefait que sous ette forme, le jeu de Sprouts n'est pas un jeu ourt (voir à e sujet le paragraphe2.3.3).À partir d'une position, on peut jouer une in�nité de parties, et même, une in�nité deoups, ar il existe une in�nité de hemins entre deux points. Mais dès lors que l'on identi�eles positions égales à déformation 1 près, il n'y a plus qu'un nombre �ni de parties possibles,et le Sprouts devient un jeu ourt.À titre d'illustration, nous présentons dans la �gure 6.2 l'arbre de jeu d'une position deSprouts qui s'obtient en deux oups à partir de la position de départ à deux points. Danset arbre de jeu, nous avons identi�é les positions égales à déformation près.La position étudiée est très simple, elle intervient dans l'analyse du jeu à deux pointsde départ. Elle n'a que 4 vies, et l'argument de la démonstration de la proposition 11 peuts'adapter pour montrer que l'on ne peut jouer qu'un maximum de 3 oups à partir de etteposition. Malgré ette relative simpliité, son arbre de jeu ne ontient rien de moins que 25n÷uds. Une page ne su�rait pas pour traer l'arbre de jeu de la position de départ à deuxpoints.Il va don être néessaire d'identi�er des positions équivalentes (au sens du paragraphe2.5.3), 'est-à-dire qui ont le même arbre anonique, pour réduire la taille des arbres de jeuet avoir une hane d'étudier les positions de Sprouts en un temps raisonnable. La premièreéquivalene que nous pouvons onstater est elle entre positions symétriques. Cette équiva-lene intervient entre 4 paires de positions dans la �gure 6.2, elles qui sont séparées par learatère � ∼ �.L'équivalene suivante est moins évidente, mais plus e�ae. Elle permet d'identi�er lespositions marquées par la même lettre. Pour onstater ette équivalene, il faut avoir reoursà la projetion stéréographique, qui permet de montrer que jouer au Sprouts sur le plan estéquivalent à jouer sur la sphère. Pour être préis, la projetion stéréographique permet deramener toute position traée sur le plan à une position traée sur la sphère privée d'un1. La notion exate est un homéomorphisme du plan sur lui-même, 'est-à-dire une bijetion ontinue, deréiproque ontinue.
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Figure 6.2 � Arbre de jeu d'une position de Sprouts.unique point (le p�le nord sur la �gure 6.3). Mais que e soit sur un plan ou sur une sphère,supprimer un unique point de la surfae ne hange pas les parties jouables, ar il est toujourspossible de jouer les mêmes oups, éventuellement en déviant légèrement les lignes pour éviterde touher le point supprimé. Il est don équivalent de jouer sur le plan ou sur la sphère,'est-à-dire que toute position, qu'elle soit traée sur le plan ou sur la sphère, aura le mêmearbre anonique.
Figure 6.3 � Projetion stéréographique.Une fois une position de Sprouts représentée sur la sphère, on peut à nouveau utiliser laprojetion stéréographique pour la projeter sur le plan. Mais ette position déoupe la sphèreen plusieurs régions, et suivant la région dans laquelle on plae le p�le lors de la projetion,on obtient di�érentes positions du plan. Ces di�érentes positions du plan sont équivalentes,puisqu'elles dérivent de la même position sur la sphère.Par exemple, les 3 positions marquées � A � sur la �gure 6.2 orrespondent à une seule etmême position sur la sphère. C'est une position à 3 régions, lesquelles omportent respetive-ment 3, 4 et 5 sommets sur leur frontière. Lorsque l'on e�etue la projetion stéréographiqueave le p�le dans une région donnée, ette région devient l'extérieur (la seule région nonbornée) de la position projetée sur le plan. La position � A � de gauhe est don obtenue enmettant le p�le dans la région à 5 points, elle du milieu en mettant le p�le dans la région à4 points, et elle de droite en mettant le p�le dans la région à 3 points.Depuis la onstrution de l'arbre de jeu de la �gure 6.2, nous avons présenté deux nou-velles équivalenes : la symétrie, et l'équivalene entre intérieur et extérieur. Une fois es



84 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTSéquivalenes prises en ompte, on obtient l'arbre de jeu de la �gure 6.4, de taille bien plusraisonnable. On peut trouver un exemple un peu plus fourni dans Winning Ways [6℄, p. 599,ave le développement de l'arbre de jeu de la position de départ à 2 points, utilisant es deuxéquivalenes. Cet arbre ontient la bagatelle de 51 positions, e qui traduit la omplexité dujeu de Sprouts.

Figure 6.4 � Arbre de jeu d'une position de Sprouts.Le but de e hapitre sera ainsi de développer une représentation qui soit adaptée à laprogrammation, mais aussi qui identi�e le maximum de positions équivalentes, a�n de ontrerdu mieux possible la omplexité spatiale partiulièrement élevée du Sprouts.6.2 Représentation des positions du Sprouts6.2.1 HistoriqueNous avons vu qu'entre l'invention du jeu, en 1967, et la première programmation e�etivedu Sprouts, en 1991, 24 ans se sont éoulés. En e�et, de par sa nature topologique (lesjoueurs traent des lignes dans le plan), le jeu de Sprouts est partiulièrement peu adapté àla programmation.La première tentative de programmation dont nous avons trouvé la trae remonte à 1987,il s'agit d'un artile intitulé A logi programming model of the game of Sprouts [11℄. Lesauteurs de et artile avaient établi les prinipaux onepts de la représentation en haînedérite plus tard dans [4℄. Cependant, leur artile ontenait une erreur onernant l'orien-tation (sujet abordé au paragraphe 6.4.1). Et bien qu'ayant programmé leur représentation,ils ne l'avaient pas exploitée, ne poussant pas leur travail jusqu'à aluler l'issue de ertainespositions.Nous pouvons ensuite signaler un doument de topologie de 350 pages [14℄, dont le butest de démontrer que le jeu de Sprouts sous sa forme topologique (papier et rayon) estéquivalent au jeu sous sa forme informatique (représentation en haîne).La première programmation du jeu de Sprouts qui permit d'obtenir des résultats est dûeà Applegate, Jaobson et Sleator [4℄. Non seulement ils développèrent une représentatione�ae, mais ils surent également la mettre en ÷uvre de façon à obtenir la résolution faibledu jeu normal jusqu'à 11 points de départ, et du jeu misère jusqu'à 9 points de départ. Leur



6.2. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTS 85doument ne se limite pas à dérire leur représentation, mais omporte de nombreuses idéessur la programmation du jeu de Sprouts en général.Notre représentation des positions de Sprouts, sous forme de haînes de aratères, dérivede elle de [4℄. Nous la développons dans la suite de e hapitre.6.2.2 Régions et frontièresUne position de Sprouts peut être visualisée omme un graphe G plongé dans le plan P.On appelle région l'union d'une omposante onnexe de P − G et des éléments de G qui latouhent. Les règles du jeu interdisent de roiser une ligne existante, si bien qu'un oup sedéroule néessairement dans une seule région, et peut éventuellement la diviser en deux. Auours d'une partie, le nombre de régions ne peut don qu'augmenter.Utilisant le voabulaire lassique de la théorie des graphes, les points seront désignés sousle nom de sommets, et les lignes sous le nom d'arêtes.À l'intérieur d'une région, on appelle frontières les omposantes onnexes de la partiedu graphe G en ontat ave ette région. Un sommet vierge (un sommet qui n'est relié àauune arête), est onsidéré omme une frontière à part entière.
Figure 6.5 � Une position de Sprouts obtenue après 10 oups, ave 11 points de départ.Par exemple, la �gure 6.5 ontient 5 régions et 9 frontières : il y a 3 frontières dans larégion D, 2 frontières dans les régions A et C et 1 frontière dans les régions B et E.6.2.3 Représentation en haîne de aratèresChaque sommet est noté par une lettre, et le graphe est dérit de la façon suivante :
∗ Le graphe est représenté par la liste des haînes des régions le omposant. Le aratèreséparateur de deux régions dans la liste est : � | �
∗ Chaque région est représentée par la liste des haînes des frontières la omposant. Learatère séparateur de deux frontières dans la liste est : � . �
∗ Chaque frontière est représentée par la liste de ses sommets (sans aratère séparateur,haque sommet étant identi�é par un aratère unique).Pour une frontière donnée, nous érivons les sommets dans leur ordre d'apparition lorsquel'on parourt la frontière, jusqu'à revenir au point de départ. Le sens dans lequel on tourneautour de la frontière a son importane, et sera disuté dans le paragraphe 6.4.1.Pour le moment, nous adoptons la onvention suivante. Étant donnée une région, uneunique frontière entoure ette région (hormis pour la région extérieure, qui n'a pas de tellefrontière). Nous tournons autour de ette unique frontière dans le sens diret, et nous tournonsautour de toutes les autres frontières dans le sens indiret. En donnant des noms aux sommetsde la �gure 6.5, une haîne représentant la position est par exemple :AL|AL.BNMCMN|D.COFPGQFOCM|E.HRISJSIUKTKUIR.FQGP|KT



86 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTSLa frontière AL apparaît deux fois, pare qu'elle est à l'intérieur de la même région queles 4 autres sommets B;N;M;C, et pare qu'elle entoure en elle-même une région.Détaillons la façon dont nous obtenons la frontière ontenant les sommets B;N;M;C : enpartant de B, nous passons sous N, puis M, puis nous suivons le bas de la frontière avant derenontrer C. Nous ontinuons ensuite le long du haut de la frontière, et un demi-tour plustard, nous renontrons une nouvelle fois M puis N (mais sur le �té opposé) et nous nousarrêtons lorsque nous sommes revenu au point de départ.En fait, une frontière est topologiquement équivalentes à une liste irulaire de sommets,omme l'illustre la �gure 6.6. Nous avons utilisé sur la �gure les notations M, M', N, N'pour bien montrer la distintion qui est faite entre les deux �tés d'un même sommet. Onremarquera que le hoix du premier sommet est arbitraire. On aurait tout aussi bien pudérire la frontière par la haîne MCMNBN.
Figure 6.6 � Liste irulaire orrespondant à une frontière (du point de vue de la régionintérieure).6.2.4 Positions équivalentes et représentation en haîneLa représentation en haîne de aratères présente l'avantage d'intégrer les équivalenesdues aux déformations, et l'équivalene entre intérieur et extérieur. Par exemple, la haînede aratères BDCDBE|BE.A peut représenter les deux positions de la �gure 6.7, qui sontéquivalentes via la projetion stéréographique.Du fait que la représentation en haîne intègre les équivalenes dues aux déformations,elle pro�te du statut de jeu ourt du Sprouts, et ainsi, on obtient des arbres de jeu ave unnombre �ni de n÷uds, pour peu que l'on s'oblige à utiliser les premières lettres de l'alphabetdans les représentations en haînes.

Figure 6.7 � Deux positions équivalentes.L'inonvénient prinipal de la représentation en haîne vient malheureusement tempérerl'avantage que nous venons de dérire. Si ette représentation permet e�etivement d'identi-�er des positions équivalentes, elle produit également l'e�et ontraire à savoir qu'elle engendredes doublons. Ces doublons sont dus aux noms que l'on donne aux lettres (quel sommet ap-pelle t-on A, quel autre sommet appelle t-on B,...), et à l'ordre dans lequel on ite les sommetsd'une frontière, les frontières d'une région ou les régions d'une position.Par exemple, la première position de la �gure 6.7 peut onduire aux représentationsBDCDBE|BE.A ou A.EB|DCDBEB, mais aussi B.AC|EDECAC en nommant les sommets di�érem-ment. Au total, il y a 5760 représentations qui onviennent si l'on utilise les lettres de Aà E (soit 5! = 120 façons d'a�eter une lettre à haque sommet, multiplié par 48 façonsd'ordonner les aratères).



6.2. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTS 87En résumé, une haîne de aratères unique représente une in�nité de positions, puisquel'on peut traer les arêtes d'une in�nité de façons di�érentes du moment que la topologieest respetée. Inversement, à une position ne orrespond qu'un nombre �ni de haînes dearatères, sous réserve de n'utiliser que les premières lettres de l'alphabet. Ce nombre dehaînes, bien que �ni, est bien trop important pour ne pas s'en souier. Rien que le hoix dunom des sommets onduit à n! possibilités, s'il y a n sommets.Pour éviter une explosion ombinatoire, il est néessaire d'identi�er les représentationsen haînes équivalentes. L'étape de anonisation dérite dans la setion 6.4 est hargée demener à bien ette identi�ation.6.2.5 CoupsLa représentation en haîne dérite plus haut permet de dé�nir et de aluler simplementles oups autorisés. Les oups ont toujours lieu à l'intérieur d'une seule et même région, maisils sont de deux types di�érents, suivant que l'on relie une frontière à elle-même, ou biendeux frontières di�érentes.Coup (dans une frontière). Un oup dans une frontière onsiste à relier deux sommetsappartenant à une même frontière.Soit x1...xn une frontière, ave n ≥ 2. Nous supposons que xi et xj sont des sommets quiapparaissent deux fois ou moins dans la totalité de la haîne représentant la position, ave
1 ≤ i < j ≤ n, ou bien que i = j et xi apparaît une seule fois dans la totalité de la haîne 2.Le oup onsiste alors à séparer les autres frontières de la même région en 2 ensembles
F1 et F2, et la région initiale est divisée en deux nouvelles régions : x1...xizxj ...xn.F1 et
xi ...xjz.F2 où z est le nouveau sommet réé.La même dé�nition reste valide si n = 1, mais dans e as, xj ...xn est une frontière vide.

Figure 6.8 � Coup dans une frontière.Coup (dans deux frontières). Un oup dans deux frontières onsiste à relier deux sommetsappartenant à des frontières di�érentes.Soit x1...xm et y1...yn deux frontières di�érentes à l'intérieur d'une même région, ave
m ≥ 2 et n ≥ 2. Nous supposons que xi et yj sont des sommets qui apparaissent deux foisou moins dans la totalité de la haîne représentant la position, ave 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n.Le oup onsiste alors à fusionner les deux frontières en
x1...xizyj ...yny1...yjzxi ...xm où z est le nouveau sommet réé.La même dé�nition est valide si m = 1 ou si n = 1, mais dans es as-là, xi ...xm et
yj ...yn sont des frontières vides.Donnons un exemple de es deux types de oups dans une partie ave 3 points de départ.La représentation en haîne initiale est A.B.C. Tout d'abord, nous e�etuons un oup dans2. Cette préaution permet de s'assurer de la validité du oup, il ne doit pas réer de sommet de degrésupérieur à 3.
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Figure 6.9 � Coup dans deux frontières.deux frontières (B et C), e qui nous amène à A.BDCD, puis nous e�etuons un oup dans unefrontière (BDCD), e qui sépare la position en deux régions, et donne la haîne de aratèresBDCDBE|BE.A. La �gure 6.10 montre les trois positions orrespondantes.

Figure 6.10 � Un début de partie à partir de 3 points de départ.Les oups dans une frontière sont généralement bien plus nombreux que eux dans deuxfrontières. En e�et, une fois hoisis les deux sommets à relier dans une même frontière, il fautensuite répartir les autres frontières de la région dans laquelle on joue dans les deux régionsnouvellement réées. S'il y a n frontières di�érentes à répartir, il y a 2n façons de les répartirdans es deux régions.Ce phénomène est problématique ; par sa faute, le nombre d'options d'une position deSprouts est souvent très élevé. Dans nos aluls, nous avons été fréquemment onfrontés àdes positions ayant plusieurs entaines d'options. Il a tout de même été possible d'aomplires aluls, grâe aux tehniques énumérées i-après.
∗ Lorsqu'il y a n frontières identiques à répartir dans deux régions, il n'y a pas 2n, mais
(n+ 1) façons de le faire. Ce problème est abordé au paragraphe 6.5.2.
∗ Le jeu omporte de nombreuses transpositions. L'implémentation d'une table de trans-positions (voir paragraphe 2.7.4) s'est avérée très e�ae pour élaguer l'arbre de re-herhe dans le adre du Sprouts.
∗ Les parties de l'arbre de reherhe omportant les positions les plus simples (ave leplus petit nombre d'options) sont étudiées en priorité.6.3 Rédution des haînesLes dé�nitions données dans la setion 6.2 sont su�santes pour réer une première ver-sion d'un programme de alul du Sprouts. Ce programme pourrait déterminer l'issue dujeu à p points de départ pour quelques valeurs de p (peut-être 4 ou 5), mais à ause desnombreuses haînes de aratères équivalentes, la mémoire serait rapidement saturée. Il vadon être néessaire d'identi�er es haînes équivalentes, e dont sera hargé le proessus deanonisation dérit dans la setion 6.4.Nous allons expliquer dans ette setion-i des simpli�ations destinées à préparer eproessus de anonisation, et qui onstituent l'étape de rédution des haînes. La rédutionest ainsi nommée dans la mesure où son exéution engendre des haînes de aratères plusourtes, et utilisant moins de lettres di�érentes.Les simpli�ations abordées dans ette setion sont de deux types. Celles dérites dansles paragraphes 6.3.2 (onernant les sommets génériques 0 et 1), 6.3.3 et 6.3.4 ne réduisentpas le nombre de sommets de l'arbre de jeu, mais permettent de rendre le proessus de



6.3. RÉDUCTION DES CHAÎNES 89anonisation plus rapide. Aessoirement, elles fournissent des haînes de aratères pluslisibles, il est ainsi plus faile d'imaginer à quelle position une haîne orrespond.Les simpli�ations dérites dans les paragraphes 6.3.1, 6.3.2 (onernant le sommet gé-nérique 2) et 6.3.5, elles, réduisent le nombre de sommets de l'arbre de jeu. En e sens,elles e�etuent également un travail de anonisation, puisqu'elle permettent de rapproherl'arbre de jeu de l'arbre le plus petit possible, l'arbre anonique. Cependant, nous ne lesavons pas énonées dans la setion 6.4, dans laquelle nous traitons uniquement le problèmedes doublons issus de la représentation en haîne.6.3.1 Suppression des parties mortesDans le traé d'une position de Sprouts, on peut supprimer les sommets reliés à 3 arêtes.Puisque l'on ne peut plus jouer ave es sommets, leur suppression n'altère pas le déroulementultérieur du jeu. Nous dirons que e sont des sommets morts. Dans la �gure 6.11, représentant4 positions équivalentes, la première étape orrespond à la suppression de es sommets.Figure 6.11 � Suppression des parties mortes.La deuxième étape est la suppression d'un sommet isolé, devenu inutile, ar on ne peutplus jouer ave lui. En�n, la troisième étape est la suppression des régions mortes (ne om-prenant plus auun sommet), ainsi que des arêtes inutiles (tant que la suppression de esarêtes ne modi�e pas le degré des sommets enore vivants).Ces simpli�ations peuvent s'opérer ave les représentations en haînes de aratères.Tout d'abord, on supprime les sommets morts, que l'on détete sahant qu'ils apparaissent3 fois dans la haîne. Puis nous supprimons les frontières vides (elles dont tous les sommetsétaient morts), et en�n nous supprimons les régions mortes (elles ave 0 ou 1 vie, e qui faitdisparaître les sommets isolés).Dans l'exemple du paragraphe 6.2.3, nous pouvons supprimer les 5 sommets morts M, C,F, I et K. Il n'y a pas de frontière vide, mais la région KT est morte. La nouvelle représentationen haîne devient : AL|AL.BNN|D.OPGQO|E.HRSJSUTUR.QGP
6.3.2 Sommets génériquesNous pouvons remplaer les sommets vierges (eux qui apparaissent une seule fois dans latotalité de la haîne, à l'intérieur d'une frontière ontenant un seul sommet) par le sommetgénérique � 0 �. Nous remplaçons également les sommets qui apparaissent une seule fois,mais qui ne sont pas vierges ('est-à-dire qu'ils apparaissent dans une frontière ave plusieurssommets) par le sommet générique � 1 �. Cette utilisation de sommets génériques est possiblear il n'y a pas de risque de onfusion : es sommets n'apparaissent qu'une fois dans la haîneet ne néessitent pas d'être distingué par une lettre en propre. Le hoix des notations est liéau degré des sommets onernés.



90 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTSL'utilisation de es sommets génériques permet de limiter le nombre de lettres utilisées,e qui simpli�era le proessus de anonisation expliqué dans la setion 6.4.Le première idée nouvelle par rapport à la représentation de [4℄ est l'introdution dusommet générique � 2 �. L'idée est d'utiliser e sommet générique pour les sommets de degré2 (et qui devraient don apparaître deux fois dans la haîne), mais pour lesquels auuneonfusion n'est possible. Deux as sont possibles.Le premier as est elui des sommets qui apparaissaient deux fois à l'origine, mais quin'apparaissent plus qu'une seule fois à ause de la suppression d'une région morte, omme Tdans notre exemple. Comme le sommet n'apparaît plus qu'une seule fois dans la représenta-tion, il est su�sant de retenir son degré, sans lui attribuer une lettre en propre.Le deuxième as est elui des sommets qui apparaissent deux fois d'a�lée dans une mêmefrontière, omme N ou O dans notre exemple. L'utilisation des lettres permet normalementde bien faire orrespondre les deux �tés d'un sommet de degré 2, mais omme ii les deuxlettres se suivent immédiatement, il n'y a pas de risque de onfusion, et l'on peut utiliser lesommet générique � 2 �.La représentation en haîne de l'exemple devient don :AL|AL.12|0.2PGQ|0.1RS1SU2UR.QGP
L'interprétation graphique de e sommet générique réside dans la �gure 6.12. Le premieras est illustré par la position de gauhe, et le deuxième, par elle du milieu. Le sommetgénérique de type � 2 � est indiqué par une �èhe sur haque position.

Figure 6.12 � Sommet générique 2.Ces deux sommets ont un r�le équivalent, ar dès qu'un oup sera joué ave un de essommets, toute la partie de droite de la position qui les ontient sera morte, et pourra alorsêtre supprimée. On peut don représenter es positions de manière simpli�ée omme sur laposition de droite.6.3.3 PaysLorsque la position étudiée est déoupable (voir la setion 2.6), nous la déomposons enune somme de positions indépendantes, appelées pays. Le aratère séparateur des pays dansles haînes de aratères est logiquement � + �.Il est faile de déteter les pays dans une haîne de aratères : haque pays est unensemble de régions, et deux pays di�érents doivent n'avoir auune lettre en ommun.Dans notre exemple, il y a 2 pays, et la haîne devient :AL|AL.12+0.2PGQ|0.1RS1SU2UR.QGP



6.3. RÉDUCTION DES CHAÎNES 916.3.4 Renommage des lettresÀ e point, les lettres désignent des sommets qui apparaissent deux fois dans la haîne.Ces sommets sont de deux types di�érents : eux qui apparaissent deux fois dans la mêmefrontière, que nous désignerons par des lettres minusules, et eux qui apparaissent dans deuxrégions di�érentes, que nous désignerons par des lettres majusules. L'idée de distinguer esdeux types de sommets est nouvelle par rapport à la représentation de [4℄.Nous renommons les sommets minusules à partir de � a � pour haque nouvelle frontière,et nous renommons les sommets majusules à partir de � A � pour haque nouveau pays, sanspour l'instant nous souier de quelle lettre nous a�etons à haque sommet.AB|AB.12+0.2ABC|0.1ab1b2a.CBA
L'intérêt de ette distintion entre les deux types de sommets vient du fait que les sommetsminusules sont forément internes à une frontière donnée. Cela permet de réutiliser lesmêmes lettres minusules d'une frontière à l'autre, et don de diminuer le nombre total delettres utilisées. Ce phénomène ne se produit pas dans la position de l'exemple, ar il fautau moins deux frontières utilisant des minusules pour qu'il soit apparent. En diminuant lenombre de lettres majusules utilisées, on augmente l'e�aité du proessus de anonisationdérit plus loin.La distintion entre les majusules et les minusules pose ependant quelques di�ultéslors du alul des options. Si l'on relie deux frontières qui utilisent haune des lettres minus-ules, un on�it se produit entre les lettres minusules de la première frontière et elles dela seonde frontière. Autre soui, lorsque l'on relie une frontière à elle-même, il est possibleque ertaines minusules de ette frontière deviennent des majusules.Pour éviter tout problème, avant de aluler les options d'une position donnée, nous re-nommons toutes les lettres de la position en majusules. Puis, lors de la phase de rédutionde es options, nous distinguons à nouveau les minusules des majusules. Ces opérationss'avèrent oûteuses en temps de alul, mais ela est ompensé par une e�aité plus élevéede la anonisation. Au �nal, la distintion entre majusules et minusules s'est révélée re-lativement neutre sur le temps de alul, et a permis une rédution notable de la taille desbases de données.En�n, remarquons 3 que les minusules pourraient être remplaées par de simples paren-thèses. Dans une haîne, en remplaçant la première ourrene de haque lettre minusule parune parenthèse ouvrante, et la deuxième ourrene par une parenthèse fermante, on obtien-drait un parenthésage orret. Nous n'avons ependant pas implémenté ette fontionnalité,pour des raisons de ompatibilité ave le jeu sur des surfaes, raisons qui seront abordéesdans le hapitre 7 (�7.4.1).6.3.5 Équivalenes de régionsQuand une région possède 3 vies ou moins, nous obtenons une position équivalente enfusionnant les frontières. Par exemple, la région A.BC devient ABC, et 2.2 devient 22. Deplus, on peut remplaer toute minusule qui intervient dans une telle région par le sommetgénérique 2 (par exemple, la région aAaB devient 2AB).3. Cette remarque est due à Dan Hoey.



92 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTSEn e�et, onsidérons deux positions identiques en tous points, hormis qu'elles ontiennentdeux régions équivalentes de e type. Les oups disponibles à partir de es deux positionssont les mêmes : il y a les oups à l'extérieur de la région, et les oups à l'intérieur de larégion, qui onsistent à relier deux des sommets de la région en réant un sommet générique2. L'équivalene provient du fait qu'il sera toujours possible de relier toute paire de sommetsde la région, quels que soient les oups qui seront joués, du moment qu'ils sont enore dedegré ≤ 2.Le même argument permet de montrer qu'une région du type A.B.C.D est équivalenteà AB.CD. Par ontre, la région AB.C.D n'est pas équivalente à es deux régions, ar le oupindiqué en pointillés sur la �gure 6.13 onduit à séparer les sommets C et D, e qui n'est paspossible ave les deux autres régions.
Figure 6.13 � Deux régions équivalentes, et une troisième qui di�ère.Cette équivalene des petites régions est une idée nouvelle par rapport à la représentationde [4℄, et s'avère très utile dans notre programme, en réduisant onsidérablement le nombrede haînes à étudier.6.4 Canonisation des haînesNous savons déjà que plusieurs haînes peuvent représenter la même position. La positionde notre exemple pourrait ainsi être également représentée par :BA2C.0|0.2a1ab1b.CBA+AB.21|ABDe la même façon que dans [4℄, nous appellerons anonisation dans e hapitre le hoixd'une haîne partiulière parmi toutes les haînes équivalentes possibles représentant uneposition. En fusionnant des branhes équivalentes dans l'arbre de jeu, la anonisation permetde diminuer e�aement la onsommation de mémoire et le temps d'exéution. Par ontre,la anonisation elle-même onsomme du temps de alul, et il faut trouver un juste équilibreentre les gains et les pertes liés à son utilisation.6.4.1 OrientationJusqu'ii, une onvention nous permettait de déterminer le sens dans lequel il fallaittourner autour des frontières lorsque l'on herhait à déterminer une représentation en haîned'une position de Sprouts. Nous avions orienté le plan, et ette orientation s'appliquait àhaune des régions de la position. On obtiendrait une représentation tout aussi orrete enhangeant l'orientation du plan, ou, de manière équivalente, si l'on onsidérait le symétriquede la position.Or, nous pouvons aller plus loin. Si nous hangeons l'orientation d'une unique région,'est-à-dire, si nous hangeons simultanément le sens de toutes les frontières dans sa re-présentation, nous obtenons une représentation équivalente. Cette remarque nous permetd'identi�er un ertain nombre de représentations en haînes, et le proessus de anonisationen sera plus e�ae.Il est à noter qu'il est interdit de hanger l'orientation d'une frontière séparément. Nouspouvons seulement hanger l'orientation d'une région omplète, 'est-à-dire l'orientation



6.4. CANONISATION DES CHAÎNES 93de toutes les frontières d'une région donnée. Nous pouvons fournir un ontre-exemple :12A.1B222|2A|2B représente une position gagnante en version misère (à gauhe sur la �-gure 6.14), tandis que 12A.222B1|2A|2B représente une position perdante 4 (à droite sur la�gure 6.14). Ces deux positions ne sont don pas équivalentes.
Figure 6.14 � Deux positions qui ne sont pas équivalentes.6.4.2 CanonisationNous expliquons maintenant le proessus de anonisation. Commençons par dé�nir uneéquivalene sur l'ensemble des haînes. Deux haînes seront équivalentes si elles sont égalesmodulo :

∗ le premier sommet hoisi dans l'énumération des sommets de la frontière.
∗ l'ordre des frontières dans la région.
∗ l'ordre des régions dans le pays.
∗ l'ordre des pays dans la position.
∗ l'orientation hoisie pour haque région.
∗ un renommage quelonque des sommets non génériques (les lettres).Nous pouvons maintenant dé�nir formellement le terme de anonisation : nous dirons que'est le hoix d'une haîne unique dans haque lasse d'équivalene. Ce hoix devrait êtreaussi simple que possible, et nous avons hoisi la haîne minimale pour l'ordre lexiographiquesuivant : 0 < 1 < 2 < a < b < ... < A < B < ... < . < | < +Une ourte ré�exion montre que la haîne anonisée de l'exemple préédent est :0.1ab1b2a.ABC|0.2ABC+12.AB|ABe qui orrespond à la �gure 6.15 (qui est identique à la préédente, hormis un renommagedes sommets A et C à droite).

Figure 6.15 � Nom des sommets après anonisation.6.4.3 Pseudo-anonisationRéaliser une anonisation parfaite est une opération très oûteuse en temps de alul.Autant ordonner frontières, régions, pays, ou hoisir la meilleure orientation de haque régionne pose pas de problème partiulier, autant le renommage des sommets est di�ile à mettre en÷uvre. En partiulier, elui des lettres majusules, 'est-à-dire des sommets qui appartiennentà deux régions di�érentes.4. Des exemples plus évidents existent peut-être, mais elui-i est le plus simple que nous onnaissions, etmalheureusement, il ne peut être véri�é que par un alul informatique, vu sa omplexité.



94 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTSABCDEF|ABCDEG|FGABCDEF|ABCDGF|EGABCDEF|ABCGEF|DGABCDEF|ABGDEF|CGABCDEF|BCDEFG|AGTable 6.1 � Chaînes de aratères représentant une même position.Si un pays possède k lettres majusules, une méthode de vraie anonisation onsisteraità hoisir la haîne minimale pour l'ordre lexiographique parmi les k! renommages possiblesdes sommets. Comme on renontre fréquemment des pays omprenant de multiples lettresmajusules, et algorithme est inenvisageable du fait de sa omplexité fatorielle.Pour ette raison, en pratique, nous nous ontentons d'e�etuer une pseudo-anonisation,'est-à-dire une anonisation imparfaite : la même position pourra être représentée pardes haînes di�érentes. Notre pseudo-anonisation peut par exemple engendrer les haînes0.AB.CD|0.AB|CD et 0.AB.CD|0.CD|AB, bien qu'elles représentent les mêmes positions.Notre algorithme de pseudo-anonisation se dérit rapidement : on renomme les lettresmajusules à partir de la lettre � A � dans leur ordre d'apparition, puis on trie la haîne.En�n, on e�etue une seonde fois es deux opérations, ar l'expériene montre que ela estplus e�ae tant au niveau de la mémoire onsommée que du temps de alul.Le tri est e�etué ave un ordre partiulier. Pour distinguer deux haînes, nous utilisonsdans un premier temps l'ordre suivant :0 < 1 < 2 < a = b = ... < A = B = ... < . < | < +Puis, si et ordre n'a pas permis de départager les deux haînes, l'ordre lexiographiquedérit au paragraphe préédent s'en harge.Voii l'intérêt de et algorithme de tri. Les trois représentations en haînes suivantesdésignent la même position : ABCDE|ABC|DF|EF ; ABC|ABDEC|DF|EF ; AB|ACDEF|BF|CDE. Sil'on n'utilise que l'ordre lexiographique pour trier les haînes, notre pseudo-anonisationengendre es trois haînes. Mais si l'on utilise d'abord le deuxième ordre, seule la premièrereprésentation est engendrée. Le deuxième ordre permet en e�et de ommener par trier lesrégions seulement en fontion du nombre de lettres qu'elles ontiennent.Ave et algorithme de pseudo-anonisation, nous ne perdons que quelques pourents demémoire par rapport à une vraie anonisation dans les aluls d'issue, tandis que le temps dealul néessaire augmente raisonnablement ave la taille des haînes. L'algorithme de vraieanonisation a lui une omplexité si élevée qu'il ne permettrait pas de aluler l'issue desjeux ave p points de départ au-delà de p ≥ 5 ou 6.Dans le but d'évaluer les performanes de notre pseudo-anonisation, nous avons déve-loppé l'arbre de jeu omplet pour p points de départ ave p ≤ 7. La table 6.1 présente despositions extraites de l'arbre de jeu omplet pour le jeu à 4 points de départ.Toutes es haînes représentent la même position, et une vraie anonisation n'auraita�hé qu'une seule haîne au lieu des inq. Par ontre, ette position n'est pas néessairepour aluler l'issue du jeu à 4 points de départ. En fait, les performanes de la pseudo-anonisation (par rapport à la vraie anonisation) sont meilleures dans un alul réel d'issueque dans le développement d'arbres omplets. Cela est dû au fait que dans un alul d'issue,on renontre surtout des haînes plus failes à aluler, ave moins de lettres majusules.La table 6.2 donne le nombre de haînes pseudo-anonisées stokées après un développe-ment omplet de l'arbre de jeu ave p points de départ.Cette table pourrait aider à omparer les performanes de notre pseudo-anonisation àelles d'autres programmes. Les résultats dérits dans la setion suivante vont nous permettred'évaluer ses performanes dans l'absolu.



6.4. CANONISATION DES CHAÎNES 95p nombre de haînes2 183 1574 17965 247846 3931037 6849627Table 6.2 � Performane de notre pseudo-anonisation sur les positions de départ du Sprouts.p nombre d'arbres anoniques2 103 554 7135 104616 1501477 2200629Table 6.3 � Nombre d'arbres anoniques dans les arbres de jeu des positions de départ.6.4.4 Complexité spatialeÉtant donnée une position de départ du Sprouts à n points, ombien y a t-il de positionsdi�érentes dans son arbre de jeu ? Ce problème, elui de la omplexité spatiale du jeu deSprouts (voir le paragraphe 2.7.2 qui introduit ette notion) est di�ile à dé�nir lairement.En e�et, le jeu de Sprouts n'est pas strito sensu un jeu ourt, étant donné qu'il y aune in�nité de façons de relier deux points par une ligne. On pourrait ainsi énoner que laomplexité spatiale du jeu de Sprouts est in�nie. Cependant, nous avons vu qu'en identi�antles positions égales à déformation près, le Sprouts redevient un jeu ourt, et l'on pourraitalors déterminer la omplexité spatiale d'une position. Par exemple, la omplexité spatialede la position étudiée dans la �gure 6.2 serait 25.Mais est-il normal que dans es 25 positions, on ompte haune des positions égales àsymétrie près ? Ou elles qui sont égales modulo l'équivalene entre intérieur et extérieur ? Ilparaît normal de ne pas les ompter, ar la représentation en haîne intègre es équivalenesautomatiquement. Ainsi, la omplexité spatiale de ette position passerait de 25 à 9.Et que penser des équivalenes dérites au paragraphe 6.3.1 (suppression des partiesmortes), ou au paragraphe 6.3.2 (utilisation du sommet générique 2) ? Où s'arrêter ?La notion qui permet de tenir ompte d'absolument toutes les équivalenes imaginables estelle d'arbre anonique (voir la setion 2.5). Deux positions ave le même arbre anonique sontsuseptibles d'être identi�ées par une équivalene, tandis que deux positions ave deux arbresanoniques di�érents sont deux positions essentiellement di�érentes, qu'auune équivalenene pourra identi�er. Notre programme permet de aluler les arbres anoniques, e qui nouspermet de déterminer le nombre de positions essentiellement di�érentes dans les arbres dejeu des positions de départ. Cei est résumé dans la table 6.3.Quelle que soit la dé�nition hoisie en dé�nitive pour la omplexité spatiale, il sera ainsipossible de la minorer par le nombre donné dans ette table. Par interpolation, nous pouvonsen déduire un minorant rédible de la omplexité spatiale pour un nombre n de points dedépart, en remarquant que le rapport de deux termes de la olonne de droite se rapproheapproximativement de 14,5. On obtient la formule :
2,2× 106 × 14,5n−7La �gure 6.16 montre la bonne orrélation entre la loi extrapolée et les valeurs exates
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Figure 6.16 � Nombre d'arbres anoniques en fontion du nombre de points (éhelle loga-rithmique)onnues jusqu'à 7 points de départ. En supposant que ette loi reste globalement valable pourun nombre plus élevé de points initiaux, on en déduit une omplexité spatiale de 5,8× 1059pour n = 53, la position de départ la plus grande que nous ayons alulée. Pour n = 44(nous avons alulé toutes les issues des positions à 44 points de départ ou moins), on trouve
2× 1049. C'est une omplexité spatiale supérieure à elle du jeu d'éhes.Bien sûr, nous ne serions pas apable de résoudre le jeu d'éhes. Ce résultat montresurtout que la omplexité spatiale n'est pas un ritère su�sant de di�ulté pour les jeuxombinatoires. De fait, le Sprouts a ertaines di�érenes ave le jeu d'éhes qui rendent sarésolution plus faile, à omplexité spatiale identique. Les arbres de jeu du Sprouts sont trèsdéséquilibrés, e qui permet d'obtenir une résolution rapide en menant les aluls dans lesparties les plus simples de es arbres, l'utilisation du nimber permet de simpli�er l'étude despositions déoupables, et le Sprouts omporte de plus nombreuses transpositions que le jeud'éhes.En�n, une omparaison entre les tables 6.2 et 6.3 permet d'évaluer la qualité de notrepseudo-anonisation. Dans le pire des as, le nombre de haînes de aratères est à peine troisfois plus élevé que le nombre d'arbres anoniques. Cei est probablement améliorable, maisdans la mesure où en pratique, les doublons se trouvent dans des parties des arbres de re-herhe que nous n'avons pas besoin d'étudier, développer une meilleure pseudo-anonisationn'est lairement pas un objetif prioritaire si l'on désire pousser les aluls du Sprouts unpeu plus loin.6.5 Programmation6.5.1 GénéralitésLes notions théoriques que nous venons de présenter, et qui sont néessaires pour dé-velopper une représentation performante des positions du jeu de Sprouts, sont loin d'êtreévidentes. La programmation de es notions n'est pas non plus une partie de plaisir. Ellenéessite l'ériture de nombreuses fontions 5, pas toujours failes à érire, et est don unesoure de bugs dont il faut se mé�er.Il est probable que es di�ultés soient la raison pour laquelle si peu de programmesapables de mener des aluls sur le jeu de Sprouts ont vu le jour jusqu'ii. En e�et, outre5. De l'ordre de 2 000 lignes de ode au total.



6.5. PROGRAMMATION 97le programme d'Applegate, Jaobson et Sleator en 1991 [4℄ et le n�tre, nous avons justeonnaissane d'un autre programme, jamais publié ependant 6.Dans l'exéution de notre programme, la plus grande partie du temps de alul estonsommée par nos fontions de alul des options, du fait de leur omplexité. Cei n'estpas évident a priori ; pour les autres jeux ombinatoires, 'est plut�t les aès aux tables detranspositions, du fait de leur grande taille, ou la gestion de l'arbre de reherhe, qui s'avèrentles plus oûteux. Il est don important que ette partie du programme soit e�ae. Nous ladétaillerons au paragraphe 6.5.3.6.5.2 Frontières multiplesLa représentation que nous avons détaillée jusqu'ii présente un inonvénient. La repré-sentation de la position de départ à 8 points est 0.0.0.0.0.0.0.0, or ette ériture gaspillede l'espae mémoire, et de plus, elle n'est pas très lisible. Nous utilisons ainsi dans notreprogramme la notation ompate 0*8.Il est à noter que ette notation ompate pourrait être étendue à d'autres frontières que0. La position 0.1a1a.1a1a pourrait ainsi être notée 0.1a1a*2. En pratique, la quasi-totalitédes frontières multiples renontrées dans nos aluls sont des 0, et nous nous sommes donlimités au traitement de e as.La prise en ompte des frontières multiples est par ailleurs inontournable lors de lagénération des oups. En e�et, lorsque l'on joue un oup dans une frontière, ela rée deuxnouvelles régions et il faut alors répartir de toutes les façons possibles les autres frontièresde la région dans les deux régions nouvellement réées.S'il s'agit d'une région ontenant n ourrenes de la frontière 0, une programmationnaïve onduirait à 2n répartitions possibles, alors qu'en tenant ompte du fait que es nfrontières sont de même nature, le nombre de répartitions possibles est en réalité de n + 1seulement. Cette astue de programmation est devenue néessaire à partir d'une quinzainede points de départ, ar le simple alul des options de la position de départ prenait plusieursseondes à ause de e problème (et évidemment, deux fois plus de temps à haque fois quel'on rajoutait un point de départ).En général, une région est onstituée à la fois de frontières 0 et de frontières quelonques.Pour obtenir l'ensemble des répartitions possibles, il faut onsidérer les n+1 façons de répartirles n frontières 0, et les 2k façons de répartir les k frontières quelonques. Le nombre totalde répartitions est don de (n+ 1)× 2k.6.5.3 Graphe d'appelNous dérivons ii la liste des fontions utilisées pour aluler les options d'une position.Ce doument n'est pas assez exhaustif ni expliite pour permettre de reproduire exatementnos algorithmes, mais permet de se faire une bonne idée des tehniques mises en ÷uvre.Les fontions présentées sur l'arbre de la �gure 6.17 sont exéutées dans l'ordre d'unparours en profondeur de l'arbre, la priorité étant donnée aux fontions plaées en haut.Cet ordre est respeté partout, sauf dans ertaines fontions liées au tri (en bas de la �gure),qui peuvent être exéutées plusieurs fois (nous détaillerons lesquelles un peu plus loin).Le ode s'exéute en deux blos indépendants : on ommene par aluler les options nonanonisées (blo du haut), puis on les anonise dans un seond temps (blo du bas). Cesfontions sont implémentées en 4 lasses, matérialisées par les grands adres retangulaires :la lasse Frontière, à droite, dans laquelle on retrouve les fontions ne se déroulant quedans une frontière, et de même, les lasses Région, Pays et Position.6. Il s'agit de Aunt Beast, programmé par Josh Purinton, un des partiipants au World Game Of SproutsAssoiation (W.G.O.S.A.), prinipal lieu d'éhange autour du jeu de Sprouts sur la toile. http://www.wgosa.org/
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Figure 6.17 � Graphe d'appel des fontions de alul des options.Nous dérivons dans la suite e que haune des fontions e�etue, dans l'ordre de leurexéution par le programme.Calul des options non anonisées- Position::alul_des_options : alule les oups que l'on peut jouer à partir d'uneposition. Un oup ne se déroule que dans un pays, sans modi�er les autres.- Pays::préparation_du_alul_des_options : renomme les sommets minusules (a, b,...) en majusules (A, B...) omme expliqué dans le �6.3.4. Par exemple, 0.1a1a.AB|AB devient0.1C1C.AB|AB. Dans la suite, les haînes de aratères ne ontiendront que des sommetsgénériques et des majusules jusqu'à l'exéution de Pays::renomme_en_minusules.- Pays::alul_des_options : alule les oups jouables dans un pays. Un oup sedéroule toujours à l'intérieur d'une seule région 7.7. Il peut avoir de l'in�uene dans d'autres régions par l'intermédiaire des sommets situés à la frontière,mais ette in�uene ne se manifestera que dans les fontions de anonisation, où l'on repèrera les sommets� morts �.



6.5. PROGRAMMATION 99- Région::oup_dans_une_frontière : alule les oups jouables en reliant un sommetd'une frontière à un autre sommet d'une même frontière. Une nouvelle région est alors réée.- Région::partition : quand on sépare une région en deux en reliant une frontière àelle-même, ette fontion permet de répartir de toutes les façons possibles les autres frontièresde la région, ave la tehnique du �6.5.2.- Frontière::oup_dans_une_frontière : alule les deux frontières obtenues quandon relie une frontière à elle-même. Il faut faire attention de ne pas relier un sommet de degré2 (2 ou une lettre) à lui-même.- Région::oup_dans_deux_frontières : alule les oups jouables en reliant un sommetd'une frontière à un sommet d'une autre frontière. Ces deux frontières fusionnent alors.- Frontière::oup_dans_deux_frontières : alule les moitiés de frontière que l'onpeut obtenir si la frontière étudiée est reliée à une autre frontière.Canonisation des options- Position::anonisation : ommene par réduire la haîne, puis teste si le pays a étéséparé en plusieurs pays suite au oup qui vient d'être joué. En�n, termine la anonisationde la haîne.- Pays::rédution : fontions destinées à simpli�er la haîne de aratères, voir la setion6.3.- Pays::suppression_des_sommets_morts : suppression des sommets de degré 3, déte-tés failement, ar une même lettre apparaît trois fois dans la haîne.- Pays::suppression_des_sommets_adjaents : si une même lettre apparaît deux foisde suite dans une frontière, on supprime une des deux ourrenes. Par exemple, 1AA donne1A, ou A11A donne 11A.- Pays::suppression_des_frontières_vides : supprime les frontières devenues videssuite à la suppression des sommets de degré 3.- Pays::suppression_des_régions_mortes : supprime les régions mortes.- Région::région_morte : teste si la région est morte. On ne peut plus jouer dans unerégion si elle ne ontient plus que 0 ou 1 vie.- Frontière::renomme_en_minusules : renomme en minusules les sommets qui n'ap-partiennent qu'à une seule frontière (à partir de a). Cette fontion s'exéute dans haquefrontière indépendamment des autres, les fontions orrespondantes des lasses Région etPays ne servent qu'à l'appeler sur haque frontière.- Pays::rédution_des_petites_régions : simpli�ations sur les régions à 3 vies oumoins dérites dans le �6.3.5.- Pays::sommet_générique_2 : utilisation de la lettre 2 pour remplaer les lettres n'ap-paraissant qu'une seule fois dans le pays (suite à la suppression des sommets adjaents etdes régions mortes).- Pays::séparation_en_pays : teste si le pays est séparable en plusieurs pays, suite auoup joué.- Pays::anonisation : proessus de anonisation disuté dans la setion 6.4. Si ses troisfontions �lles sont numérotées dans l'ordre 1, 2, 3 en partant du haut, ette fontion appelledans l'ordre 1 ; 2 ; 3 ; 1 ; 2.- Pays::renomme_dans_l'ordre(majusules) : les sommets apparaissant dans 2 régionssont renommés (A, B...) dans l'ordre où on les renontre.- Pays::tri : trie haque région ave Région::tri, puis trie la liste des régions, enutilisant l'ordre du �6.4.3.- Région::tri : on trie la région ave Région::tri_simple puis on hange l'orientationde haque frontière (�6.4.1), et l'on exéute la même fontion. En�n, on garde la plus petitedes deux possibilités pour l'ordre du �6.4.3.



100 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTS- Région::tri_simple : on trie haque frontière en appelant la fontion Frontière::tri,puis on trie la liste des frontières, à haque fois ave l'ordre du �6.4.3.- Frontière::renomme_dans_l'ordre(minusules) : les lettres apparaissant deux foisdans une seule frontière sont renommés (a, b...) dans l'ordre où on les renontre. Là enore, lesfontions orrespondantes des lasses Région et Pays ne servent qu'à appeler ette fontionsur haque frontière.6.6 Équivalenes sporadiquesNous nous sommes interrogés sur les améliorations supplémentaires que nous pourrionsapporter à notre représentation des positions du Sprouts, pour la rendre plus performante.Ce que nous avons envisagé onerne essentiellement des équivalenes qu'il serait possibled'implémenter, en plus de elles dérites dans la setion 6.3. Comme souvent, la program-mation de es équivalenes serait à double tranhant : le gain se ferait par la rédution de lataille des arbres de reherhe et des tables de transpositions qui déoulerait de l'identi�ationdes positions équivalentes, mais au prix d'une perte de rapidité d'exéution des fontions deanonisation.Voii omment nous avons proédé pour déouvrir es équivalenes. On ommene paraluler les arbres anoniques d'une grande quantité de positions, par exemple, toutes lespositions de l'arbre de jeu de la position de départ à 5 points. Cei fournit environ 24 800positions dans l'état atuel de notre anonisation, pour environ 10 500 arbres anoniquesdi�érents. Ces deux nombres sont di�érents, 'est don qu'il y a des doublons, des positionsdont la représentation en haîne est di�érente, mais qui ont le même arbre anonique. Ensuite,nous observons es doublons. Certains d'entre eux sont dus à l'imperfetion de notre pseudo-anonisation, 'est le as de eux présentés dans la table 6.1. Mais ertains autres doublons nesont pas liés à la pseudo-anonisation, et ils sont parfois dus à une équivalene plus générale,qu'il faut alors déteter puis démontrer.Nous allons rapidement dérire ertaines de es équivalenes dans la suite de ette se-tion, avant de disuter de l'intérêt de leur implémentation. Préisons en�n que ertaines deséquivalenes abordées ont été préalablement déouvertes par un membre du W.G.O.S.A. etsont répertoriées sur la page suivante : http://wgosa.org/Equivalenes.htm6.6.1 Équivalenes de frontièresNous onnaissons une unique équivalene de frontières : on peut indistintement utiliserla frontière 1 ou la frontière 22 dans une position, e qui signi�e par exemple que les positions0.1a1a.1 et 0.1a1a.22 sont équivalentes.Attention, ei n'est valable que si es frontières sont isolées. Les positions 0*2.1AB|ABet 0*2.22AB|AB n'ont ainsi pas le même arbre anonique.6.6.2 Équivalenes de régionsLe paragraphe 6.3.5 énone une première équivalene de régions qui onerne les régionsontenant 3 vies ou moins. Ainsi, on peut remplaer la région A.B.C par A.BC ou ABC dansune position, sans hanger son arbre anonique.Cependant, 'est loin d'être la seule équivalene de régions. En voii quelques autres :
∗ A.B.C.D ∼ AB.CD (également valable en remplaçant une ou plusieurs lettres par lesommet générique 2).
∗ 1A ∼ 22A ∼ ABC|BD|CD ∼ 2AB|2B
∗ 0.B|2AB ∼ 0+1A
∗ 22aAa ∼ 1A.2



6.6. ÉQUIVALENCES SPORADIQUES 101Dans l'équivalene 1A ∼ 22A, la lettre A orrespond à un sommet situé entre la régionet le reste de la position. Un tel sommet n'est pas forément nommé A dans toutes lespositions renontrées. Par exemple, ette équivalene permet de dire que 0.2.A|1B|AB et0.2.A|22B|AB ont le même arbre anonique.Hormis elle de la première ligne, qui est une généralisation des équivalenes du para-graphe 6.3.5, es équivalenes se produisent entre des régions topologiquement très di�é-rentes, et sont don di�iles à justi�er par des arguments uniquement topologiques. Nousles quali�ons don de sporadiques.À titre d'illustration, nous allons maintenant démontrer l'équivalene 1A ∼ 2AB|2B. Lesautres équivalenes peuvent se démontrer par des arguments similaires.Démonstration. Sur la �gure 6.18, nous pouvons voir l'aspet de l'arbre de jeu d'une positionontenant la région 1A, que nous notons 1A|resteA. La haîne reste, qui ode le reste de laposition, est assoiée à A, ar une des régions de e reste ontient le sommet A.
Figure 6.18 � Arbre de jeu d'une position ontenant la région 1A.Les deux options de gauhe orrespondent à des oups joués dans la région 1A. La premières'obtient en reliant le sommet 1 à lui-même, et la seonde, en le reliant au sommet A. Danse seond as, la position se sinde alors en deux pays, dont l'un est le reste de la position.Le sommet A est mort, don il n'apparaît plus aolé au reste.On peut voir deux �èhes dirigées vers la troisième option, ar en fait, la haîne 1+reste'ode toutes les options obtenues en jouant un oup dans le reste qui utilise le sommet A. Demême, la haîne 1A|reste'A ode toutes les options obtenues en jouant un oup dans le restequi n'utilise pas le sommet A.Si, sur e modèle, on établit maintenant l'arbre de jeu de la même position, en remplaçantla région 1A par 2AB|2B, on obtient la �gure 6.19.

Figure 6.19 � Arbre de jeu d'une position ontenant la région 2AB|2B.Les options AB|AB+reste du premier arbre et 22+reste du seond sont équivalentes,ar les pays AB|AB et 22 ont le même arbre anonique. De même pour les options du type1+reste' et 2A|2A+reste', ar 1 et 2A|2A ont le même arbre anonique.En�n, il ne reste que les options qui orrespondent à un oup joué dans le reste, et qui nefait pas intervenir le sommet A. Ces options sont exatement du même type que les positionsde départ. Ainsi, on peut régler e as en faisant une preuve par réurrene sur le nombremaximal de oups jouables à partir de la position de départ (à savoir, la hauteur de l'arbreanonique de ette position).6.6.3 Équivalenes plus généralesCes équivalenes (les positions équivalentes ont le même arbre anonique) ne sont pasles seules qu'il est utile de onsidérer. Par exemple, voii des équivalenes de régions qui



102 CHAPITRE 6. REPRÉSENTATION DES POSITIONS DU SPROUTSfournissent des positions qui n'ont pas le même arbre anonique, mais qui ont le même arbreanonique réduit.
∗ 0.A ∼ 2A
∗ 0.AB ∼ 2ABCette notion d'arbre anonique réduit est détaillée dans notre artile de 2009 [24℄, et sideux positions ont le même arbre anonique réduit, alors on sait qu'elles auront même issuetant en version normale que misère. Leur implémentation serait don tout à fait envisageable,et aélérerait les aluls d'autant plus que ertaines régions seraient remplaées par d'autresave moins de vies, dont l'étude est plus rapide.6.6.4 IntérêtLes équivalenes les plus importantes ont été présentées dans ette setion. Les autres sontsans doute bien plus nombreuses, mais n'apparaissent quasiment pas dans les aluls réels. Ilest probable que la programmation des équivalenes que nous avons présentées débouheraitsur une amélioration des performanes. La détetion d'une équivalene ne néessite en e�etqu'un test, e qui n'est pas oûteux en temps de alul.Cependant, le gain que l'on pourrait espérer serait sans doute de l'ordre de quelquespourents, alors qu'au �l de la programmation du jeu de Sprouts, nous avons plusieurs foisapporté des améliorations qui divisaient le temps de alul par un fateur qui s'exprime avedes puissanes de 10. Il est don peu probable à notre avis qu'une franhe amélioration desrésultats déoule de la programmation de es équivalenes.



Chapitre 7Le Sprouts sur les surfaesompatesCe hapitre présente une généralisation du jeu de Sprouts, lorsqu'il est joué sur d'autressurfaes que le plan. Sa bonne ompréhension néessite la leture préalable d'autres hapitresde ette thèse, ou de ertains de nos artiles.Conernant l'étude des jeux ombinatoires impartiaux, le hapitre 3 est relatif à l'étudedes jeux en version normale et présente la notion importante de nimber, et notre artile [24℄présente des tehniques permettant d'étudier les jeux impartiaux en version misère.Conernant le jeu de Sprouts, le hapitre 6 permet de se familiariser ave la représentationdes positions de e jeu sous une forme utilisable par un programme informatique, et notreartile [25℄ détaille l'étude du jeu lassique sur le plan.7.1 Une généralisation naturelleL'étude du jeu de Sprouts fait émerger une périodiité qui rappelle elle des jeux otaux.En e�et, une fois que le nombre p de points de départ dépasse la quinzaine, l'étude du jeuà p + 6 points ressemble à elle du jeu à p points. Les aluls menés n'ont révélé que peud'irrégularités relativement à ette observation. Aussi, il est tentant de herher à altérer lesrègles, de façon à ramener un peu de haos dans l'étude du jeu, haos qui pourrait augmenterson intérêt.Dans e hapitre, nous développons ainsi l'étude du jeu de Sprouts sur les surfaes om-pates. Conformément aux objetifs que nous venons d'énoner, le jeu sur les surfaes nousréservera de nombreuses surprises. Mais avant de ommener son étude, nous allons expliqueren quoi ette généralisation du jeu lassique est légitime.Le jeu de Sprouts est un jeu topologique : seule la forme des positions onsidérées estimportante, les longueurs ne le sont pas. Si l'on désire onserver le prinipe qui onsiste àrelier deux points par une ligne, et à en rajouter un sur la ligne, alors il ne reste que peu delatitude pour modi�er les règles du jeu. En e�et, la variation qui onsiste à déréter que eluiqui joue le dernier oup a perdu, la version misère, a déjà été étudiée dans notre artile [24℄.Autoriser le roisement des lignes ne mènerait pas à grand hose, il serait toujours possiblede relier deux points quelonques, du moment que leur degré n'exède par 2. Ainsi, haquepartie à p points de départ se terminerait en 3p− 1 oups, le nombre maximal, et le gagnantserait le même quelle que soit la partie jouée.Il ne reste guère que le terrain de jeu que l'on puisse modi�er. Un terrain de jeu tridimen-sionnel ne serait pas non plus très motivant. Là enore, deux points quelonques pourraienttoujours être reliés en slalomant entre les lignes existantes, et la partie se terminerait tou-103



104 CHAPITRE 7. LE SPROUTS SUR LES SURFACES COMPACTESjours en 3p−1 oups. Un terrain de jeu unidimensionnel ne laissant auune plae au jeu pourse développer, il est néessaire de onsidérer un terrain à deux dimensions, 'est-à-dire unesurfae.C'est ainsi assez naturellement que l'on est amené à onsidérer le jeu sur d'autres surfaesque le plan. Avant de voir quelles surfaes pourraient modi�er le déroulement du jeu demanière aeptable, rappelons quelques notions relatives à l'étude du jeu lassique, qui sedéroule sur le plan. Certaines de es notions ont été détaillées dans le hapitre 6.On appelle position une partie de Sprouts à un instant donné : 'est un graphe G , omposéde sommets et d'arêtes, plongé dans le plan P. Une région R est une omposante onnexe de
P −G , 'est don un ouvert du plan. On note R l'adhérene de R, et l'on appelle frontièresde la région les di�érentes omposantes onnexes de la frontière (au sens topologique) de R,à savoir R −R. Conrètement, les frontières de R sont les éléments de G en ontat ave larégion.Il est assez intuitif qu'une � petite � déformation d'une position, 'est-à-dire, qui ne vapas hanger la forme globale de la position (et ne pas induire de roisement entre les arêtes,par exemple), n'altère pas les parties jouables à partir de ette position. Cette idée peut êtreformalisée par la notion d'homéomorphisme. Un homéomorphisme est une bijetion ontinue,de réiproque ontinue. Toute déformation aeptable d'une position orrespond en fait àun homéomorphisme du plan sur lui-même. Et si deux positions sont homéomorphes, alorses deux positions sont équivalentes au sens du paragraphe 2.5.3 : elles ont le même arbreanonique.Intéressons-nous maintenant aux régions. Une région intérieure à f frontières est homéo-morphe à un disque, borné par l'unique frontière qui entoure la région, auquel on rajoute
f −1 bords, les autres frontières. Or, un disque est homéomorphe à une sphère à un bord. Onen déduit qu'une région intérieure à f frontières est homéomorphe à une sphère à f bords.L'unique région extérieure, si elle admet f ′ frontières, est homéomorphe à une sphère à f ′+1bords, le bord supplémentaire orrespondant au p�le réé lorsque l'on projette ette régionsur une sphère ave la projetion stéréographique. Toute région est ainsi homéomorphe à unesphère à bords. En partiulier, la position de départ à p points sur le plan est homéomorpheà une sphère à p + 1 bords. Rappelons en�n que rajouter des bords, par exemple ave desfrontières mortes (ave lesquelles on ne peut plus jouer) n'in�uene pas le déroulement dujeu.Maintenant, imaginons que le jeu ommene non pas sur le plan, ou de manière équiva-lente, sur la sphère, mais sur une autre surfae ompate, par exemple, le tore. Cela va t-ilhanger quelque hose ? Les �gures 7.1 et 7.2 vont nous montrer que oui.Sur la �gure 7.1, nous avons ommené à développer l'arbre de jeu d'une position deSprouts sur le plan. Pour haque �ls de la raine, nous avons indiqué en pointillés le oupque le deuxième joueur va répondre. En poussant un peu l'étude, on se rend ompte que ledeuxième joueur a une stratégie gagnante. La position de départ a 6 vies, le deuxième joueurfait en sorte que la partie se termine ave 2 points isolés, et don, la partie se termine en
6− 2 = 4 oups.

Figure 7.1 � Arbre de jeu d'une position de Sprouts.



7.2. NOTIONS DE BASE SUR LES SURFACES COMPACTES 105Si l'on étudie la même position sur le tore, on se rend ompte que ette fois-i, 'est lepremier joueur qui dispose d'une stratégie gagnante. Son premier oup, représenté sur la�gure 7.2, onsiste à faire le tour du tore. Une étude détaillée montrerait qu'il peut ensuiteforer la partie à se terminer ave un seul point isolé, don en 6 − 1 = 5 oups, e qui luiassure la vitoire.
Figure 7.2 � Position de Sprouts sur le tore.Jouer sur le tore produit des arbres de jeu qui ontiennent eux sur le plan, 'est-à-direque ela onduit à rajouter des oups, sans en enlever. En e�et, toute partie jouée sur le planpeut être également jouée sur le tore, en restreignant l'aire de jeu à un disque ouvert prélevésur le tore. Dans l'exemple que nous venons d'étudier, le fait de jouer sur le tore a rajoutédes options à la position de départ, et une de es options permettait au premier joueur degagner, e qui n'était pas le as sur le plan.On peut imaginer ommener le jeu sur un tore, mais aussi sur une autre surfae orientable(tore à n trous), ou même sur des surfaes non orientables (ruban de Möbius, bouteille deKlein...). Cette généralisation est su�samment naturelle pour qu'elle soit apparue dès lespremiers jours de l'histoire du jeu. Dans son artile de 1967 qui suivit de quelques moisl'invention du jeu [18℄, Martin Gardner ite John Conway : � The day after sprouts sprouted,it seemed that everyone was playing it. At o�ee or tea times there were little groups of peoplepeering over ridiulous to fantasti sprouts positions. Some people were already attakingsprouts on toruses, Klein bottles and the like, while at least one man was thinking of higher-dimensional versions. �Dans la suite de e hapitre, nous allons ommener par énoner à la setion 7.2 quelquesnotions élémentaires sur les surfaes ompates qui seront utiles à notre exposé. Ensuite,dans la setion 7.3, nous étudierons en détail omment une surfae autre que le plan oula sphère a�ete les oups disponibles. Nous verrons que la prinipale di�ulté réside dansles oups qui relient une frontière à elle-même, modi�ant de façon intéressante le type desurfae sur laquelle le jeu évolue. Dans la setion 7.4, nous détaillerons les di�érenes entrel'implémentation sur le plan et elle sur les surfaes, qui se produisent exlusivement dansle alul des options. Puis nous expliquerons la notion théorique de genre limite dans lasetion 7.5 : ette notion traduit le fait qu'il est inutile, si l'on �xe les frontières d'une région,d'assoier une surfae trop omplexe à ette région. En�n, nous réapitulerons les résultatsobtenus à l'aide de notre programme dans la setion 7.6.7.2 Notions de base sur les surfaes ompates7.2.1 Surfaes orientablesOn notera S la sphère, T le tore. Étant données deux surfaes S1 et S2, on obtient leursomme onnexe S1♯S2 en supprimant un disque de haune des surfaes, puis en reollantles bords d'un ylindre sur les deux bords ainsi réés. Remarquons que quelle que soit la



106 CHAPITRE 7. LE SPROUTS SUR LES SURFACES COMPACTESsurfae S , on a S ♯S = S , 'est-à-dire que la sphère est un élément neutre pour la sommeonnexe.La �gure 7.3 montre que la somme onnexe de deux tores donne un tore à deux trous.On notera ette surfae T
2. Plus généralement, la somme onnexe de n tores sera notée T

n,pour n ≥ 1. Pour simpli�er l'énoné de ertains résultats, on s'autorisera à érire T0 = S.
Figure 7.3 � Somme onnexe de deux tores.7.2.2 Surfaes non orientablesLa surfae non orientable la plus élèbre est le ruban de Möbius. Elle s'obtient en reollantdeux �tés opposés d'un retangle, après lui avoir fait subir une torsion d'un demi-tour. Cettesurfae n'est ependant pas une surfae ompate, puisqu'elle a un bord (e bord est unique,e qui est surprenant quand on ompare le ruban au ylindre qui, lui, en a deux).

Figure 7.4 � Le ruban de Möbius.On obtient une surfae ompate à partir du ruban de Möbius en ollant un disque lelong de son bord. La surfae ainsi obtenue est appelée plan projetif réel, et sera notée P.Cette surfae ne peut pas être plongée dans R3, mais seulement dans R4, et omme beauoupd'objets de e type, elle est di�ile à représenter.Nous verrons au paragraphe 7.2.5 une astue permettant de jouer sur ette surfae aveune feuille de papier. En attendant, on peut tout de même jouer sur ette surfae si l'onse rappelle que rajouter un bord ne hange pas le déroulement du jeu. Ainsi, il su�t defabriquer un ruban de Möbius en sothant du papier transparent, et de jouer la partie aufeutre sur e ruban, pour attaquer l'étude du Sprouts sur le plan projetif.La somme onnexe de deux plans projetifs sera notée P2, et, plus généralement, lasomme onnexe de n plans projetifs sera notée Pn, pour n ≥ 1. La surfae P2 porte un nompartiulier, il s'agit de la bouteille de Klein. Comme toute surfae ompate non orientable,elle ne peut être plongée dans R3, mais ette fois, une de ses représentations est relativementfaile à appréhender. La �gure 7.5 montre ette représentation dans un ontexte qui expliquepourquoi ette surfae porte le nom de bouteille.7.2.3 Classi�ation des surfaes ompatesOn rappelle que toute surfae ompate onnexe sans bord est homéomorphe soit à Tn(pour un n ≥ 0) si elle est orientable, soit à Pn (pour un n ≥ 1) si elle n'est pas orientable[17℄. De plus, la somme onnexe de deux surfaes ompates s'e�etue ainsi :
Tm♯Tn = Tm+n (m,n ≥ 0)
Pm♯Pn = Pm+n (m,n ≥ 1)
Pm♯Tn = Pm+2n (m ≥ 1, n ≥ 0)
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Figure 7.5 � La bouteille de Klein.7.2.4 Caratéristique d'EulerOn notera χ(S ) la aratéristique d'Euler de la surfae S . On rappelle la aratéristiqued'Euler des surfaes ompates :
χ(Tn) = 2− 2n (n ≥ 0)
χ(Pn) = 2− n (n ≥ 1)Le nombre n est appelé le genre de la surfae.Si la surfae S n'est pas onnexe, sa aratéristique d'Euler est la somme des araté-ristiques d'Euler de ses omposantes onnexes. Si une surfae S est homéomorphe à unesurfae ompate SC à b bords, alors χ(S ) = χ(SC)− b. Par exemple, une surfae S ayantdeux omposantes onnexes, l'une homéomorphe à un tore à 2 trous, l'autre à une sphèreave 3 bords, a une aratéristique d'Euler valant : χ(S ) = (−2) + (2− 3) = −3.� Souder � une surfae selon un laet, ou inversement, � déouper � une surfae selon unlaet ne hange pas la aratéristique d'Euler de la surfae. Par exemple, quand on réalise lasomme onnexe de deux surfaes S1 et S2, on rajoute un bord à S1 et un bord à S2, puison soude selon es bords. Ainsi, χ(S1♯S2) = (χ(S1)− 1) + (χ(S2)− 1).7.2.5 Représentation plane des surfaes ompatesS'il est faile d'utiliser une feuille de papier pour jouer au Sprouts sur le plan, il ne paraîtpas très onfortable d'utiliser une bouée et un feutre pour jouer au Sprouts sur le tore...Un outil mathématique vient à notre seours : le shéma. On a représenté dans la �gure 7.6le shéma d'un plan projetif et elui d'un tore. Sur haque shéma, on identi�e les �tésmarqués par une même lettre, la �èhe nous renseignant sur le sens de l'identi�ation. Ona représenté à haque fois une unique ligne en pointillés sur le shéma, de façon à se rendreompte de la façon dont il fontionne.Si l'on déoupait une feuille de papier ayant la forme d'un de es shémas, et qu'on lareollait en respetant l'orientation, on retrouverait la surfae assoiée (en gardant à l'espritqu'une telle réalisation n'est pas possible ave seulement 3 dimensions dans le as des surfaesnon orientables).On peut représenter un shéma par une suite de aratères, en partant d'un sommet, puisen énonçant les arêtes lors d'un tour du polygone. Par exemple, le shéma de P donné en�gure 7.6 est aa, et elui de T est aba−1b−1 (partir du sommet en haut à gauhe puis tournerdans le sens des aiguilles d'une montre). On insrit a quand on renontre l'arête dans le sensde la �èhe, et a−1 sinon.
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Figure 7.6 � Shémas d'un plan projetif et d'un tore.Ensuite, pour obtenir les shémas d'autres surfaes ompates, on peut utiliser le faitque le shéma de la somme onnexe de deux surfaes est la mise bout à bout des shémasde es deux surfaes. Par exemple, un shéma de P2 est le arré aabb, un shéma de T2 estl'otogone aba−1b−1cdc−1d−1.Il faut noter qu'il n'y a pas uniité des shémas. Par exemple, aabb est un shéma de labouteille de Klein P2, mais abab−1 est également un shéma orret pour P2.7.2.6 Surfae assoiée à une régionDans une partie de Sprouts sur une surfae ompate, toute région est homéomorphe àune surfae ompate à bords, le nombre de bords étant égal au nombre de frontières de larégion. On appellera surfae assoiée à une région la surfae ompate homéomorphe à larégion privée de ses bords.Comme le nombre de bords n'in�uene pas le déroulement du jeu, les seules donnéestopologiques importantes sont les types des surfaes assoiées aux régions. Dans la setionsuivante, nous dérivons à quelles surfaes peuvent être assoiées les nouvelles régions obte-nues lorsque l'on joue un oup.7.3 Types de oups sur les surfaesNous allons présenter dans ette setion les di�érents types de oups que l'on peut jouersur les surfaes ompates. Dans le jeu sur le plan, deux types de oups seulement existent :ou bien on relie une frontière à une autre, ou bien on relie une frontière à elle-même en réantune nouvelle région. Lorsque l'on généralise aux surfaes ompates, beauoup plus de typesde oups sont possibles.7.3.1 Desription des oupsOn suppose que l'on joue un oup de Sprouts dans une région R. La surfae assoiée à

R sera notée S .Coup (type I). On relie deux frontières.Ce oup est une généralisation du oup sur le plan. Il aboutit à la fusion des deux fron-tières, et la région R reste homéomorphe à la même surfae ompate.Coup (type II). On relie une frontière à elle-même.En reliant une frontière à elle-même, on rée un laet L qui va modi�er la struture dela région R. Dans le as du jeu sur le plan, la région était séparée en deux. Ce n'est pasforément le as ave les surfaes ompates, et l'on va détailler les di�érentes possibilités.Coup (type II.A). R −L a deux omposantes onnexes.



7.3. TYPES DE COUPS SUR LES SURFACES 109Ce oup orrespond à sinder la région R en deux surfaes ompates dont la sommeonnexe est homéomorphe à R. En inversant les relations du paragraphe 7.2.3, on obtient :
Tn → Tk + T(n−k) (n ≥ 0, 0 ≤ k ≤ n) (a)
Pn → Pk + P(n−k) (n ≥ 2, 0 < k < n) (b)

Pn → Tk + P(n−2k) (n ≥ 1, 0 ≤ k < n
2 ) (c)

Figure 7.7 � Coup de type II.A.(a).Coup (type II.B). R −L a une seule omposante onnexe.La surfae assoiée à R −L sera notée S ′. Deux as émergent :Coup (type II.B.1). Couper R selon L engendre deux bords.On a la relation χ(S ) = χ(S ′)− 2, et omme de plus, déouper une région orientable nehange pas l'orientabilité de la région, il su�t de onsidérer la aratéristique d'Euler pourvoir que les seuls as possibles sont :
Tn → T(n−1) (n ≥ 1) (a)

Pn → P(n−2) (n ≥ 3) (b)

Pn → T
n−2

2 (n = 2k, k ≥ 1) (c)Ce oup orrespond au as où l'on � asse � l'anse 1 d'un tore dans les deux premiers as,ou le goulot d'une bouteille de Klein dans les deux derniers as (le deuxième as pouvantêtre vu des deux façons).
Figure 7.8 � Coup de type II.B.1.(a) ou II.B.1.(b).Coup (type II.B.2). Couper R selon L engendre un unique bord.On obtient la relation χ(S ) = χ(S ′)− 1, e qui onduit ette fois à :

Pn → P(n−1) (n ≥ 2) (a)

Pn → T
n−1

2 (n = 2k + 1, k ≥ 0) (b)Ce oup orrespond à e qui se passe quand on asse un plan projetif. Pour le visualiser,on a représenté un tel oup en gris sur la �gure 7.10, joué sur un ruban de Möbius, unesurfae qui est homéomorphe à un plan projetif à un bord.C'est e oup qui permet au premier joueur de gagner le jeu à deux points de départsur le plan projetif, situation qui di�ère du jeu sur le plan, où 'est le deuxième joueur quigagne (f annexe A). Nous expliquons la stratégie gagnante au paragraphe suivant.1. Selon le point de vue adopté, la surfae ompate orientable de genre n peut en e�et être désignéeomme étant un tore à n trous, ou omme une sphère à n anses.
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Figure 7.9 � Coup de type II.B.1.(b) ou II.B.1.().
Figure 7.10 � Coup de type II.B.2 sur un ruban de Möbius.7.3.2 Jeu à deux points sur le plan projetifLe jeu ommene ave deux points, soit un total de 6 vies. Le premier joueur peut gagneren faisant en sorte qu'il n'y ait qu'un seul point isolé à la �n de la partie, qui ainsi se seraterminée en 6 − 1 = 5 oups. Pour gagner, il n'a pas le hoix de son premier oup, il doitjouer le seul oup de type II.B.2.(b). Cei est représenté en haut de l'arbre solution de la�gure 7.11.Le deuxième joueur a ensuite trois réponses possibles. Nous avons représenté en pointillésle oup que doit jouer le premier joueur au tour suivant, après quoi, quelle que soit la façondont la partie se termine, il est sûr de gagner.On notera en partiulier qu'après le oup de type II.B.2.(b) du premier joueur, la surfaeassoiée à l'unique région de la position n'est plus un plan projetif : onformément auparagraphe 7.3.1, elle se omporte ensuite omme une sphère, et il n'y a plus de oup de typeII.B.2.(b) disponible.7.3.3 Cas partiuliersLorsque le jeu se déroule sur un plan ou une sphère, toute région réée est homéomorpheà une sphère à bord. Par onséquent, parmi tous les oups présentés au paragraphe 7.3.1, onn'utilise que les oups de type I et de type II.A.(a) ave n = k = 0.De même, si un jeu débute sur une surfae orientable, toutes les régions qui apparaissentlors du déroulement de la partie sont homéomorphes à une surfae orientable. On n'utiliseque les oups de type I, de type II.A.(a), et de type II.B.1.(a).Remarquons d'ailleurs que seul le dernier type de oup, II.B.1.(a), qui orrespond à� asser une anse �, est suseptible de hanger le déroulement de la partie sur une surfaeorientable par rapport au jeu sur le plan. Si l'on interdisait de jouer les oups de e type, le jeusur une surfae orientable serait exatement le même que elui sur le plan. Les positions qui ne
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Figure 7.11 � Arbre solution partiel pour le jeu à 2 points sur le plan projetif.di�èrent que par les surfaes orientables assoiées à leurs régions seraient toutes équivalentes(ave le même arbre anonique). Cei implique que le haos induit par l'introdution dessurfaes orientables reste somme toute assez limité.7.4 Représentation adaptée aux surfaesAu hapitre 6, nous avons expliqué omment représenter les positions du jeu de Sproutsave des haînes de aratères. Dans ette setion, nous expliquons omment généraliser ettereprésentation pour qu'elle fontionne sur les surfaes ompates.7.4.1 Représentation en haîneLa prinipale modi�ation par rapport au jeu sur le plan vient de la néessité de noterquelle est la surfae assoiée à haune des régions omposant la position. Pour ela, nousavons hoisi de simplement assoier à haque région un nombre entier qui orrespond augenre. Ainsi, les régions orientables sont notées ave un nombre positif, et les régions non-orientables ave un nombre négatif. Les régions planes (homéomorphes à une sphère à bords)sont elles notées sans nombre, e qui permet de garder la ompatibilité ave le jeu lassique.Le aratère � � � est plaé avant l'indiation du nombre, e qui donne par exemple0*2.AB�-1|0.CD�2|AB.CD pour une position omposée de trois régions homéomorphes res-petivement à un plan projetif, un tore à deux trous, et une sphère.Par ailleurs, ave les surfaes ompates, un nouveau type de sommet apparaît. Dansune partie sur le plan, les sommets à une vie sont de deux types seulement : ou bien ils



112 CHAPITRE 7. LE SPROUTS SUR LES SURFACES COMPACTESn'appartiennent qu'à une seule région, et alors ils n'appartiennent également qu'à une seulefrontière, ou bien ils appartiennent à deux régions et don à deux frontières di�érentes. Maisdans le as des surfaes ompates, les oups de type II.B.1 engendrent des sommets à unevie qui sont sur deux frontières tout en n'appartenant qu'à une seule région. Bien que ladistintion de es trois types de sommets ne soit pas néessaire pour programmer le Sprouts,elle-i nous permet d'aélérer ertaines fontions liées à la anonisation.Comme dans le as des sommets qui n'appartiennent qu'à une seule frontière, nous notonses nouveaux sommets en lettres minusules, mais en ommençant par z et dans l'ordreinverse pour les di�érenier. Par exemple, en partant de la position de départ à 2 points surle tore, notée 0*2�1, et en jouant un oup de type II.B.1.(a), on obtient une position notée0.zy.zy.En�n, détaillons un piège tehnique dans le as des sommets à une vie qui apparaissentdeux fois à l'intérieur d'une même frontière. Lorsque l'on joue une partie dans le plan, il estpossible de simpli�er les notations en remplaçant de tels sommets par des parenthèses 2. Parexemple, dans la �gure 7.12, à gauhe, on peut noter la frontière de deux façons équivalentes :abdedafgf ou (b((e)))(g).
Figure 7.12 � Positions parenthésable et non parenthésable.Par ontre, ela n'est plus possible si l'on joue une partie sur une surfae autre que leplan. L'exemple de la �gure 7.12, à droite, orrespond à une partie à deux points de départsur le tore, dans laquelle 3 oups ont été joués. Si l'on parourt la frontière dans le sensindiqué par la �èhe, on renontre dans l'ordre les sommets abab, e qui ne orrespondpas à un parenthésage orret.Autre exemple, la position obtenue après un oup sur la �gure 7.11 se note 0.abab etn'est pas non plus parenthésable.7.4.2 E�ets de l'orientabilitéLa notation d'une région assoiée à une surfae orientable obéit à la même règle que pourune région lassique du jeu sur le plan. Quand on note une frontière, on énumère ses sommetsen tournant autour. Il faut alors toujours tourner dans le même sens autour de toutes lesfrontières de ette région (soit diret, soit indiret).Dans le as d'une région assoiée à une surfae non orientable, on ne doit plus tenir omptede l'orientation, et don, on peut tourner dans des sens di�érents suivant les frontières quandon énumère leurs sommets. La �gure 7.13 montre que sur un plan projetif, quand on énumèreles sommets dans un même sens, une même frontière peut se lire ab ou ab.Par ontre, quand on joue un oup du type II.A.(), II.B.1.() ou II.B.2.(b), on rée desrégions orientables. Il faut don hoisir une orientation pour haque frontière de la régionorientable nouvellement réée. Chaque hoix d'orientation orrespond à un oup possible.2. Une idée de Dan Hoey.
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Figure 7.13 � E�et de la non-orientabilité.La �gure 7.14 montre un exemple de oup de type II.B.2.(b), on voit que l'orientation desfrontières dans la nouvelle surfae hange suivant la façon dont le oup serpente.

Figure 7.14 � Passage d'une surfae non orientable à une surfae orientable.Ce hoix de l'orientation, lorsqu'une région orientable émerge d'une région non orientable,augmente enore le nombre d'options dans le as du jeu sur des surfaes non orientables.Ainsi, si une région orientable à n frontières est réée, il y a 2n−1 façons distintes d'orienterles frontières.7.4.3 Programmation des oupsNous avons dérit dans le paragraphe 6.2.5 omment transformer les haînes de aratèrespour aluler les représentations des di�érents oups jouables à partir d'une position. Nousallons maintenant généraliser es expliations au jeu sur les surfaes. Pour dérire les di�érentstypes de oups, nous suivons la terminologie du paragraphe 7.3.Coup de type ISi l'on suppose que dans les frontières x1...xm ave m ≥ 2 et y1...yn ave n ≥ 2, on relie
xi à yj en réant z, alors :* la frontière issue de la fusion sera xi...xmx1...xizyj...yny1...yjz si l'on joue dans unerégion orientable.* elle pourra également être xi...xmx1...xizyj...y1yn...yjz si l'on joue dans une région nonorientable.Notons que dans le as partiulier où la frontière x1...xm n'a qu'un seul sommet x1, alors
xi...xmx1...xi = x1.



114 CHAPITRE 7. LE SPROUTS SUR LES SURFACES COMPACTESCoup de type II.A, ou II.B.1.(a) ou (b)Si l'on suppose que dans la frontière x1...xn , on relie xi à xj (i ≤ j) en réant z, on obtientdeux frontières : xj...xnx1...xiz et xi...xjz.Coup de type II.B.1.()Si l'on suppose que dans la frontière x1...xn , on relie xi à xj (i ≤ j) en réant z, on obtientdeux frontières : xj...xnx1...xiz et xj...xiz.Coup de type II.B.2.Si l'on suppose que dans la frontière x1...xn , on relie xi à xj (i ≤ j) en réant z, on obtientune unique frontière : xj...xnx1...xizxj...xiz.7.4.4 Di�ulté de la programmationLes nombreuses modi�ations qui interviennent dans le jeu sur les surfaes rendent laprogrammation du alul des options di�ile. Le risque d'erreurs est assez important.Contrairement au jeu sur le plan, la véri�ation manuelle de ertaines positions manqued'e�aité pour déteter d'éventuelles erreurs de programmation, vu le grand nombre d'op-tions des positions de Sprouts sur les surfaes, et vu la omplexité de leur représentationgraphique. Dès que les positions se ompliquent un peu, il est di�ile de générer à la mainsans erreur toutes les options possibles d'une position, en partiulier sur les surfaes nonorientables. La véri�ation manuelle n'est envisageable que pour de petits as (ave un petitnombre de points de départ).Il serait probablement plus e�ae, pour déteter des erreurs de programmation, deonfronter les bases de données engendrées par notre programme à elles d'une autre im-plémentation du jeu de Sprouts sur les surfaes. Le problème est qu'à notre onnaissane,notre programme est le premier à être apable d'e�etuer e type de aluls, et il faudra donattendre une implémentation indépendante pour une véri�ation plus omplète.7.5 Genre limite des surfaesDans ette setion, nous disutons le onept théorique de genre limite. Ce onept ex-prime que si l'on �xe les frontières d'une région et que l'on fait varier la surfae qui lui estassoiée, alors il est inutile de onsidérer des surfaes de genre trop important.Le genre limite a des impliations théoriques, en dérivant omment se omportent lespositions lorsque l'on fait varier les surfaes assoiées à leurs régions, mais également desappliations pratiques, en permettant de simpli�er les aluls sur les surfaes.7.5.1 Cas des régions à 3 vies ou moinsPour ommener, nous étudions le as partiulier des très petites régions. Étant donnéeune position qui ontient une région à 3 vies ou moins, la proposition suivante exprime quela surfae assoiée à ette région n'a auune importane.Proposition 12. Si dans une position, une région omporte 3 vies ou moins, hanger lasurfae assoiée à ette région ne modi�e pas l'arbre anonique de ette position.En e�et, l'argument exposé au paragraphe 6.3.5 reste valide quelle que soit la surfaeassoiée à la région : il est toujours possible de relier toute paire de sommets de la région,quels que soient les oups joués (e qui aboutit à la réation de sommets génériques 2).Modi�er la surfae ne peut don pas rajouter de oup.



7.5. GENRE LIMITE DES SURFACES 115Là enore, les sommets notés en minusules, mais à partir de z (eux qui appartiennentà une seule région mais à deux frontières) peuvent être remplaés par le sommet générique2. Par exemple, la région 2z.Az est équivalente à la région 22A.L'intérêt pratique de ette proposition est important. Dès lors qu'une région a 3 vies oumoins, nous pouvons supprimer les informations relatives à la surfae qui lui est assoiée. Parexemple, 0*4.AB|0*2.C|ABC�3 est remplaée par 0*4.AB|0*2.C|ABC. Ce faisant, on identi�edes positions équivalentes, don on réduit la taille des arbres de jeu, et l'on aélère le alul.Remarquons que 3 est la meilleure valeur : nous avons représenté sur la �gure 7.15 uneposition de Sprouts à 4 vies dont l'arbre anonique dépend de la surfae.
Figure 7.15 � Position dont l'arbre anonique dépend de la surfae de jeu.Si la région extérieure est un plan, l'arbre anonique obtenu est représenté en traits pleinsà droite de la �gure : ou bien on relie a à  ou b à d, et la partie se termine en deux oups.Ou bien on relie a à b, b à ,  à d ou d à a, et la partie se termine en trois oups. Par ontre,si l'on joue sur T, le oup représenté en pointillés donne la branhe de l'arbre anoniquereprésentée en pointillés : ou bien on relie b à d à l'intérieur de la petite région irulaire,et la partie est �nie, ou bien on joue tout autre oup, et la partie se termine en un oupsupplémentaire.Ainsi, suivant que ette région est assoiée à un plan ou à un tore, la position n'a pas lemême arbre anonique. La proposition 12 ne marhe pas en général ave les régions à 4 viesou plus. Elle fontionne néanmoins ave ertaines régions partiulières, omme par exempleles régions dont la représentation en haîne est du type A.B.C.D.Les représentations en haînes des positions de la �gure 7.15 sont 2A2B|AB (sur le plan)et 2A2B�1|AB (sur le tore). Remarquons que es positions non seulement n'ont pas le mêmearbre anonique, mais qu'elles n'ont pas le même nimber. On peut déterminer failementleurs nimbers à partir de leurs arbres anoniques : le nimber de 2A2B|AB est 2, elui de2A2B�1|AB est 3. Cei montre que es deux positions sont fondamentalement di�érentes enversion normale. Par exemple, 2A2B|AB+2AB|AB est perdante, tandis que 2A2B�1|AB+2AB|ABest gagnante. Les di�érenes observées ne sont don pas super�ielles.7.5.2 Genre limite sur les surfaes orientablesOn peut énoner un résultat moins fort, mais plus général, qui délimite l'in�uene dessurfaes sur le jeu. On se restreint pour ommener aux surfaes orientables.Proposition 13. Étant donnée une région R, il existe un entier naturel g(R), le genrelimite, tel que quel que soit l'entier n ≥ g(R), et quelle que soit la position P ontenantla région R, l'arbre anonique de P où R est homéomorphe à Tn est identique à l'arbreanonique de P où R est homéomorphe à T

n+1.D'une manière moins formelle, e résultat exprime que lorsqu'il y a trop d'anses dans unerégion R, on n'a pas le temps de toutes les utiliser avant que la partie ne se termine. L'arbre



116 CHAPITRE 7. LE SPROUTS SUR LES SURFACES COMPACTESanonique de P est don onstant à partir d'une ertaine valeur g(R) de n : on obtient unarbre anonique limite.Démonstration. On travaille par réurrene sur le nombre de vies de la région. Pour unerégion R inluse dans une position P, quatre types de oups peuvent la modi�er. Chaqueoup va transformer R en une ou deux nouvelles régions, haune ayant stritement moinsde vies que R, de sorte que nous puissions a�rmer par hypothèse de réurrene que esnouvelles régions ont un genre limite.1. oups de type I dans la région : haque oup de e type transforme R en une région
Ri, ave g(Ri) = ai (l'indie i ne peut prendre qu'un nombre �ni de valeurs, parequ'il n'existe qu'un nombre �ni de oups à partir d'une position donnée). La surfaeassoiée à haque Ri est la même que la surfae assoiée à R. Par onséquent, si lasurfae assoiée à R est Tn ave n ≥ max{ai}, alors l'arbre anonique de toute optionde P obtenue après avoir joué un oup de type I est son arbre anonique limite.2. oups de type II.B.1.(a) dans la région : on obtient des régions Rj , ave g(Rj) = bj.Comme le genre de la région diminue d'une unité lors d'un tel oup, il faut que n ≥
max{bj + 1} pour s'assurer d'avoir l'arbre anonique limite.3. oups de type II.A.(a) dans la région : la région est sindée en deux nouvelles régions
Rk et R′

k, ave g(Rk) = ck et g(R′
k) = dk. Il faut ette fois-i que n ≥ max{ck + dk},ar un oup de e type partage le genre de R entre les deux régions réées.4. oups extérieurs à la région : il su�t de onsidérer les oups qui tuent une ou deuxvies sur les frontières extérieures de la région (il faut onsidérer toutes les façons desupprimer une ou deux vies, y ompris lorsqu'il y a deux vies sur deux frontièresdi�érentes). On obtient des régions Rl, ave g(Rl) = el. Comme la surfae assoiée à

R n'est pas modi�ée, il su�t d'avoir n ≥ max{el}.Si la surfae assoiée à R est Tn, ave n = max{ai; bj + 1; ck + dk; el}, alors l'arbreanonique de la position P est l'arbre anonique limite. Don g(R) existe, et g(R) ≤
max{ai; bj + 1; ck + dk; el}.Un exemple d'arbre anonique limite a été donné sur la �gure 7.15 : l'arbre du jeu sur leplan est représenté en traits pleins, et elui du jeu sur le tore s'obtient en rajoutant la partieen pointillés. Dans le as de ette position, le genre limite est 1, don à partir du tore, l'arbreanonique est onstant, 'est l'arbre anonique limite.En général, les arbres anoniques évoluent au fur et à mesure que l'on augmente le genrede la surfae assoiée à une région, mais pas toujours en gagnant des branhes, omme eluide la �gure 7.15. Car si augmenter le genre fait systématiquement augmenter la taille del'arbre de jeu, ei peut aboutir à rendre identiques ertaines de ses branhes, qui dès lorsfusionnent dans l'arbre anonique.7.5.3 Conséquenes du genre limiteSelon la proposition 13, si l'on �xe une position, que l'on séletionne une de ses régions,et que l'on augmente le genre de la surfae qui lui est assoiée, alors au bout d'un moment,l'arbre anonique de la position ne hange plus. Cei implique que l'issue de la position(gagnante ou perdante) reste onstante au-delà d'un ertain genre, que e soit en versionnormale ou en version misère. Le même phénomène se produit aussi ave le nimber, e quis'avère utile si la position apparaît dans une somme de positions pour un jeu en versionnormale, ainsi qu'ave l'arbre anonique réduit (pour les sommes de positions en versionmisère).En partiulier, une fois un entier p �xé, nous pouvons dire qu'il existe une valeur limite
n0, telle que si n ≥ n0, le jeu à p points sur Tn a le même vainqueur que le jeu à p points



7.5. GENRE LIMITE DES SURFACES 117sur Tn0 . Nous démontrons dans le paragraphe suivant 7.5.4 que n0 = 0 si p = 2, 'est-à-direque la position de départ à 2 points a le même gagnant quelle que soit la surfae orientablesur laquelle on joue. Les résultats que nous avons obtenus informatiquement nous ont mêmepermis de onjeturer que n0 = 0 pour tout p.Beauoup de résultats du type de elui du paragraphe 7.5.4 peuvent être établis en o-rollaires de la proposition 13, mais leur démonstration ne néessite pas forément d'avoirreours aux arbres anoniques. Notamment, la proposition 12 est très utile pour obtenir detelles démonstrations.Par exemple, on peut démontrer rapidement que la position de départ à 4 points estgagnante sur toute surfae orientable. En e�et, 0*4�n a pour option 0*3.AB|AB�n ('estl'option obtenue en reliant un sommet à lui-même, en mettant d'un �té les autres sommets,et de l'autre �té les n trous de la surfae. Or la proposition 12 implique que 0*3.AB|AB�nest équivalente à 0*3.AB|AB, qui est une position perdante.7.5.4 Jeu à 2 points sur les surfaes orientablesNous allons montrer de manière élémentaire que si l'on joue ave deux points sur unesurfae orientable, 'est le deuxième joueur qui dispose d'une stratégie gagnante. Il y a 6vies : le deuxième joueur gagne en faisant en sorte que la partie se termine ave 2 pointsisolés, don en 6− 2 = 4 oups.Au premier oup, le premier joueur a 3 possibilités :* oup de type I : il relie les deux points entre eux. Le deuxième joueur forme alors unquadrilatère ave un oup de type II.A.(a), séparant le terrain de jeu en deux régions.Aux oups suivants, lorsque le premier joueur jouera dans une région, le deuxièmejoueur jouera dans l'autre pour gagner.* oup de type II.A.(a) : il sépare la surfae en deux régions, en reliant un point à lui-même. Le deuxième joueur joint alors les deux points de la frontière dans la région quine omporte pas le point inutilisé. Il ne restera alors plus que deux oups à jouer, avee point inutilisé.* oup de type II.B.1.(a) : il asse une anse, en reliant un point à lui-même. Le deuxièmejoueur relie alors l'autre point à lui-même selon une trajetoire parallèle, séparant lasurfae en deux parties, un ylindre, et le reste de la surfae. Pour gagner, si le premierjoueur joue dans le ylindre, le deuxième jouera le dernier oup dans le reste de lasurfae, et réiproquement.La �gure 7.16 présente le début de e raisonnement appliqué au tore. Le premier oupest en trait plein, la réponse du deuxième joueur est en pointillés. Notons que la réponseapportée au oup de type II.B.1.(a) est la seule possible, toutes les autres sont gagnantespour le premier joueur.
Figure 7.16 � Solution du jeu à deux points sur le tore.7.5.5 Genre limite sur les surfaes non orientablesLa propriété préédente de genre limite s'applique également aux surfaes non orientables,ave une variante : à partir du genre limite, l'arbre anonique reste onstant sur Pn si etseulement si n onserve la même parité.



118 CHAPITRE 7. LE SPROUTS SUR LES SURFACES COMPACTESProposition 14. Étant donnée une région R, il existe un entier naturel g′(R) tel que quelque soit l'entier n ≥ g′(R), et quelle que soit la position P ontenant la région R, l'arbreanonique de P où R est homéomorphe à Pn est identique à l'arbre anonique de P où Rest homéomorphe à P
n+2.La di�érene ave la propriété préédente provient, d'une part, de e que l'existene deoups de type II.B.1.() et II.B.2.(b) dépend de la parité de n, et d'autre part, des oups detype II.A.(). En e�et, dans un tel oup, le genre de la surfae assoiée à la région initiale etle genre de la surfae assoiée à la région non orientable engendrée par le oup ont forémentla même parité.Deux as sont don envisageables : à partir du genre limite, soit l'arbre anonique resteonstant, soit il alterne entre deux arbres anoniques limites. On peut dire la même hose del'issue, voire du nimber ou de l'arbre anonique réduit : ils peuvent être onstants à partird'un ertain rang, ou alterner entre deux valeurs di�érentes.En pratique, les aluls de petites positions ne permettent pas d'observer d'alternane. Parexemple, les positions de départ à 2, 3 et 4 points sont gagnantes sur l'ensemble des surfaesnon orientables. Nous avons don ommené par tester de nombreuses petites positions, maisnous avons été bien en peine d'observer la moindre alternane d'issue. Cette situation étaitassez frustrante : la théorie prévoit la possibilité d'alternane entre positions perdantes etgagnantes, mais nous étions inapable d'en trouver une seule.Notre programme est alors venu à notre seours. Tout d'abord ave un résultat peu spe-taulaire, mais rassurant : l'alternane entre deux arbres anoniques di�érents pour ertainespetites positions. C'est le as de 0.0.2�-n, dont le genre limite est 3 sur les surfaes nonorientables. L'étude manuelle de et exemple est envisageable, mais est très longue et fas-tidieuse, aussi nous l'avons omise dans et exposé. C'est également le as de la position dedépart à 3 points 0*3�-n, dont le genre limite est 8, mais ette fois, e résultat est beauouptrop omplexe pour l'étudier à la main.Nous avons observé un ertain nombre de résultats similaires sur de petites positions.Cependant, es résultats sont d'un intérêt purement théorique : dans haque as, seul l'arbreanonique alterne, e n'est pas le as du nimber, ni de l'arbre anonique réduit. Ainsi, im-possible d'espérer les onvertir en une position où l'issue alterne (en version normale ou enversion misère), e qui aurait été bien plus spetaulaire.Nous avons �nalement trouvé une telle position, sans la herher : il s'agit tout simplementdu jeu à 11 points de départ. Notre programme nous a permis d'observer que pour la position0*11�-n, 'est le premier joueur qui a une stratégie gagnante si n est impair, et le seond sin est pair. Le oup gagnant pour le premier joueur n'existe que si le genre n de la surfaenon-orientable est impair. C'est un oup de type II.A.(), qui onsiste à jouer vers la position0*8.AB�-1|0*2.AB�m où m est un entier positif ou nul.Cela fournit ainsi la validation expérimentale d'un résultat théorique : nous avons d'aborddéterminé qu'il était théoriquement possible que les arbres anoniques, et même les issues,alternent ave le genre des surfaes sur ertaines positions, avant d'en trouver des exemplesonrets ave notre programme.7.6 Résultats obtenus par la programmation7.6.1 Surfaes orientables en version normaleNous avons mené le alul pour toutes les positions de départ jusqu'à 14 points aveun genre allant jusqu'à 9. Pour auune de es positions, le joueur disposant d'une stratégiegagnante ne hange par rapport au jeu sur le plan. Et même, résultat plus fort, le nimberde es positions de départ est 1 lorsque 'est le premier joueur qui dispose d'une stratégiegagnante. On peut don exprimer une onjeture plus générale que elle de [4℄ :



7.6. RÉSULTATS OBTENUS PAR LA PROGRAMMATION 119Conjeture 1. Le nimber de la position de départ à n points sur une surfae orientable est0 si n ≡ 0, 1 ou 2 mod 6, et 1 sinon.Ce résultat n'est pas totalement surprenant, si l'on se souvient que seuls les oups de typeII.B.1.(a) induisent une modi�ation par rapport au jeu sur le plan. Néanmoins, il ne fautpas espérer une démonstration reposant sur le fait qu'il serait équivalent de jouer sur le planou sur une surfae orientable quelle que soit la position, ar nous avons vu ave la �gure 7.2un exemple de position dont l'issue hange suivant qu'elle est jouée sur le plan ou sur le tore.De tels résultats ne sont pas si rares. Outre la position de la �gure 7.15, dont le nimbervaut 2 sur le plan et 3 sur le tore, la �gure 7.17 présente d'autres positions dont le nimber estdi�érent sur le plan et sur les autres surfaes orientables. Elles sont su�samment simples (5ou 6 vies) pour que l'on puisse véri�er les résultats assez rapidement à la main. La premièreen partant de la gauhe est de nimber 2 si la région extérieure est un plan, 4 si ette régionest toute autre surfae orientable. Pour la deuxième, es nimbers sont respetivement 1 et 4,et pour la dernière, es nimbers sont respetivement 0 et 3.Figure 7.17 � Positions dont le nimber hange sur le tore.Pour de petites valeurs de n (jusqu'à 6), nous ne nous sommes pas ontentés de aluler lenimber jusqu'à T9, mais nous avons alulé e nimber sur Tn pour tout n, par une méthodeidentique à elle expliquée sur la position de départ à 4 points dans le paragraphe 7.5.3.Il est probablement possible d'obtenir bien mieux que n = 6, via la programmation d'uneautomatisation du proédé.Plus généralement, il est envisageable de programmer des algorithmes de reherhe quifavoriseraient les positions où les surfaes ont disparu, du fait de la proposition 12, e quiontribuerait à aélérer les aluls.7.6.2 Surfaes non orientables en version normaleJouer sur des surfaes non orientables hange les résultats de manière beauoup plussigni�ative. Il su�t de onsidérer le jeu à deux points sur P (�7.3.2) pour avoir un premierexemple de résultat qui hange par rapport au jeu sur le plan (en e�et, 'est le deuxièmejoueur qui a une stratégie gagnante sur toute surfae orientable, et le premier joueur surtoute surfae non orientable).2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
S 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
P 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
P2 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
P3 1 1 1 0 0 0 1 1 1 4 0 0 > 2
P4 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 > 0
P5 1 1 1 0 0 0 1 1 1 > 1 0 0 > 2
P6 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 > 0
P7 1 1 1 0 0 0 1 1 1 > 1 0 0 > 2
P8 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 > 0Table 7.1 � Nimbers des positions de départ à p points sur Pn.La table 7.1 présente des résultats obtenus à l'aide de notre programme. Les positions dedépart ont entre 2 et 14 points, et l'on joue sur les surfaes Pn ave n entre 1 et 8.



120 CHAPITRE 7. LE SPROUTS SUR LES SURFACES COMPACTESPour pouvoir omparer plus aisément, nous avons rappelé les résultats sur le plan en hautdu tableau. Une di�érene entre le jeu sur le plan et elui sur les surfaes non orientablesapparaît dès 2 points de départ, omme nous l'avons vu dans le paragraphe 7.3.2, mais il ya de nombreuses autres irrégularités. Le as du jeu à 8 points, perdant sur P, mais gagnantà partir de P2, montre qu'il ne faut pas mettre toutes les surfaes non orientables dans lemême panier.Autre résultat surprenant, la déouverte de positions de départ dont le nimber n'est ni0 ni 1, la plus simple étant la position de départ à 11 points sur P3, dont nous avons réussiave di�ulté à aluler le nimber, qui vaut 4.On remarque également l'alternane pour 11 points de départ, disutée au paragraphe7.5.5. Nous n'avons pas pu établir formellement que ette alternane se poursuit pour tout n,mais il est probable que l'automatisation de la méthode du paragraphe 7.5.3 que nous avonsdisutée au paragraphe préédent puisse en venir à bout.En�n, ontrairement au jeu sur les surfaes orientables, il semble plus di�ile d'émettreune onjeture onernant les nimbers ou même les issues. Les résultats dont nous disposonspour l'instant sont trop partiels pour qu'émerge une régularité.7.6.3 Version misèreL'implémentation du Sprouts sur les surfaes ompates est assez tehnique à ause de ladi�ulté théorique du sujet, mais les modi�ations néessaires du programme sont limitéesuniquement au ode de génération des options d'une position de Sprouts. Une fois ettemodi�ation faite, tous les types de aluls qui étaient possibles pour le Sprouts sur le planle deviennent pour le Sprouts sur les surfaes ompates. Nous avons don pu mener desaluls de Sprouts sur les surfaes ompates en version misère.Il n'y a pas grand-hose de spéi�que à indiquer sur le sujet : la méthode de alul estexatement la même que elle utilisée sur le plan en version misère, ave les arbres anoniquesréduits (voir l'artile [24℄). Par ailleurs, les résultats sur le genre limite de la setion 7.5 ontété établis sur les arbres anoniques, et sont don valables aussi bien en version normalequ'en version misère. Sur les surfaes orientables, l'issue misère des positions de départ doitdon se stabiliser au-delà d'un ertain genre limite. Sur les surfaes non orientables, l'issuemisère doit se stabiliser, ou bien alterner ave la parité du genre de la surfae.Nous n'avons pas herhé à pousser les aluls très loin, ave simplement quelques valeursjusqu'à 11 points de départ. Sur les surfaes orientables, nous avons alulé les issues enversion misère de toutes les positions de départ de 2 à 11 points pour des tores de 1 à3 trous. Nous avons fait la même onstatation qu'en version normale, à savoir que pourun nombre de points initiaux �xés, le gagnant en version misère sur une surfae orientablesemble être le même que sur le plan.Pour les surfaes non orientables, nous avons alulé les issues en version misère de toutesles positions de départ de 2 à 11 points sur les surfaes Pn ave n entre 1 et 4. Les résultatsobtenus sont donnés dans la table 7.2. On onstate, omme en version normale, que l'issuede ertaines positions est di�érente sur le plan et sur ertaines surfaes non orientables. Parexemple, la position de départ à 4 points en version misère est perdante sur le plan, maisgagnante sur la bouteille de Klein.Par ontre, l'issue misère de toutes es positions semble se stabiliser quand le genreaugmente. Théoriquement, il est tout à fait possible d'après les résultats du paragraphe 7.5.5d'obtenir une alternane plut�t qu'une stabilisation pour ertaines positions de départ, maisil faudrait e�etuer des aluls ave un nombre plus élevé de points de départ pour espéreren trouver une.On notera tout de même un résultat intéressant sur la position de départ à 11 points :d'après les résultats, on peut onjeturer que l'issue alterne ave le genre en version nor-male, mais qu'elle se stabilise ave le genre en version misère. Ces résultats ne sont pas



7.7. CONCLUSION 1212 3 4 5 6 7 8 9 10 11
S L L L W W L L L W W
P L L W W W L L L W W
P
2 L L W W W L L W W W

P
3 L L W W W L L W W W

P4 L L W W W L L W W WTable 7.2 � Issues en version misère des positions de départ sur Pn.ontraditoires. La onjeture en version normale implique forément de onjeturer aussiune alternane de l'arbre anonique, mais des arbres anoniques di�érents peuvent bien sûravoir la même issue en version misère.7.7 ConlusionLe jeu de Sprouts sur les surfaes orientables est une variante dont l'étude n'est pas sitriviale. Nous avons étudié en détail le jeu à deux points, et nous avons onstaté que lenouveau oup induit par les surfaes ne possède qu'une réponse valide, e qui en fait unoup intéressant à jouer fae à un novie. Nous avons également observé plusieurs positionsdont l'issue ou le nimber hange sur le tore. Cependant, les di�érenes observées ave le jeuplan ne semblent pas su�santes pour hanger l'issue d'une position de départ, que e soit enversion normale, ou en version misère.Ave les surfaes non orientables, e bémol n'existe plus. Les di�érenes ave le jeu surle plan sont beauoup plus importantes, les arbres de jeu beauoup plus omplexes ave detrès nombreuses options, si bien que l'on a pu observer des positions de départ dont l'issuesur ertaines surfaes non orientables hange par rapport au plan, que e soit en versionnormale ou misère. Les éventuelles régularités dans les listes d'issues, similaires à elles desjeux otaux, et qui ont été observées sur les surfaes orientables, n'apparaissent pas enorede façon évidente sur les surfaes non orientables ave les seules valeurs que nous avonsalulées.Plus surprenant enore, on observe sur la position de départ à 11 points un phénomèneétonnant : le vainqueur dépend de la parité du genre de la surfae. La théorie du genrelimite, qui a su prévoir qu'un tel phénomène pourrait se produire, ouvre également la voiepour établir des résultats généraux du type : � La position de départ à 6 points est perdantesur toute surfae orientable �, et permet d'envisager des améliorations substantielles de larapidité de nos algorithmes de alul.Le Sprouts sur les surfaes est un jeu très rihe, et nous sommes loin d'avoir poussé lesaluls et la théorie autant qu'il est possible.
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Chapitre 8Le Dots-and-boxes8.1 Introdution8.1.1 HistoriqueLe Dots-and-boxes est un jeu ombinatoire, dont la première desription onnue remonteà 1889. Dans une revue éphémère de sa fabriation, intitulée sobrement � Jeux sienti�quespour servir à l'histoire, à l'enseignement et à la pratique du alul et du dessin � 1, ÉdouardLuas présente un jeu intitulé Pipopipette, dont il attribue la paternité à des élèves de l'éolePolytehnique. Il présente le as partiulier du jeu à 5× 5 ases.Il semble que le jeu se soit ensuite répandu, on en retrouve des variantes diverses dansle monde entier, où hangent le nombre de ases, le fait que les arêtes du bord soit ou nonprésentes en début de partie, voire la forme des boîtes qui peuvent tout aussi bien êtretriangulaires ou hexagonales. On peut iter par exemple la boîte de jeu signée MB datée de1976 : le jeu s'intitule � Les petits arrés � et se joue sur un plateau retangulaire omportant
9× 8 ases.8.1.2 Règles du jeuLe Dots-and-boxes est un jeu ombinatoire qui se joue sur une grille omposée de points.Chaun leur tour, les deux joueurs joignent deux points adjaents par une arête horizontaleou vertiale. Dès qu'un joueur omplète un arré, il le marque de son initiale, puis rejoue (àmoins bien sûr qu'il ne s'agisse du dernier arré de la grille). Il passe son tour dès qu'il nepeut plus ompléter de arré. À la �n, le joueur qui a remporté le plus de arrés gagne lapartie.La �gure 8.1 présente deux oups joués lors d'une partie entre les joueurs � Gauhe �et � Droite �. Au premier oup, Gauhe omplète un arré, puis rejoue sans ompléter dearré. Au deuxième oup, Droite omplète deux arrés ave une seule arête, puis rejoue. Auprohain tour, Gauhe pourra ompléter les 5 arrés restants.

Figure 8.1 � Deux oups dans une partie de Dots-and-boxes.1. C'est dans le numéro suivant de sa revue qu'Édouard Luas introduisit le problème devenu fameux desTours de Hanoï. 123



124 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXESLe Dots-and-boxes n'est pas un jeu impartial, omme le Sprouts ou le Cram, mais un jeupartisan. Il n'est ependant pas loin d'être impartial, puisque étant donnée une position, lesmêmes oups sont disponibles pour les deux joueurs. La seule hose qui l'en di�érenie estque l'initiale sur haque arré omplété dépend du joueur qui a joué le oup.8.1.3 Analyses existantesLe Dots-and-boxes tient une plae importante dans Winning Ways [6℄, où un hapitred'une quarantaine de pages, vraisemblablement dû à Elwyn Berlekamp, lui est onsaré.Elwyn Berlekamp qui, en 2000, a publié à part un approfondissement de e hapitre [5℄.La plupart des méthodes dérites dans es ouvrages sont destinées à des joueurs humains.Elles fontionnent dans un grand nombre de positions, mais pas systématiquement. Notam-ment, le fait que le Dots-and-boxes soit presque un jeu ombinatoire a permis à Berlekampde mettre au point une variante du nimber qui permet d'exploiter les sommes de positions,et qui permet de trouver le vainqueur dans un grand nombre de as. Cependant, la pro-grammation de ette méthode (le � Nimstring �) pour la résolution parfaite du jeu seraitprobablement assez di�ile.L'analyse informatique la plus poussée dont nous ayons onnaissane est due à DavidWilson en 2002 [39℄. Il s'agit d'une résolution forte, il a alulé l'intégralité des positions quiémergent des jeux à 4 × 4 et 5 × 3 arrés. Le plus gros de son travail a ainsi porté sur laompression de ses données. Contrairement au as d'une résolution faible, l'ordre dans lequelon explore l'arbre de jeu n'a pas d'importane, puisque l'intégralité de l'arbre est de toutefaçon parourue.La fore de l'analyse de Wilson est sa simpliité. C'est également sa faiblesse : haquenouvelle arête sur le plateau multiplie par 2 le nombre de positions qu'il doit étudier, si bienqu'il estime à 2034 la date à laquelle son programme sera apable d'analyser le jeu à 5 × 5arrés, en supposant que la loi de Moore sur l'augmentation de la vitesse des miroproesseurset l'augmentation de la RAM des ordinateurs ontinue à être valable d'ii-là.8.1.4 Présentation de notre travailAprès avoir travaillé sur le Sprouts et le Cram, et pour tirer parti de l'arhiteture mo-dulaire de notre programme, nous avons déidé de mener des aluls sur un autre jeu. C'estainsi que nous avons entrepris l'étude du Dots-and-boxes, ave pour objetif d'obtenir larésolution faible des plateaux les plus grands possibles. Le travail présenté est le résultat dequatre mois de travail seulement, e qui montre la failité ave laquelle nous pouvons adapternotre programme pour l'étude d'un nouveau jeu ombinatoire.L'avantage que proure le fait de se limiter à la résolution faible, par rapport à la résolutionforte de Wilson, 'est que nous n'explorons qu'une partie de l'arbre de jeu. La table detranspositions omporte don moins de positions. Mais et avantage est à double tranhant :Wilson alule toutes les positions, sur un jeu de plateau dont la représentation est simple, equi rend partiulièrement aisé le travail de ompression des données. À l'inverse, les positionsque nous renontrons sont plus aléatoires, don di�iles à ompresser.Comme Wilson, nous avons plafonné sur les plateaux lassiques au niveau des tailles 4×4et 5 × 3. Cependant, nous avons ramené es aluls à des tailles plus raisonnables : haunpeut être mené en moins de 24 heures sur un ordinateur de bureau atuel, en ne stokantqu'une dizaine de millions de positions dans la table de transpositions (là où Wilson enstokait plusieurs dizaines de milliards). Il est désormais envisageable de mener un alul surplusieurs mois a�n d'obtenir la résolution du jeu 5× 4. Et e, d'autant plus que si ave unerésolution forte, le passage de 4 × 4 à 5 × 4 néessite de aluler 512 fois plus de positions,ave une résolution faible, les résultats obtenus sur les autres plateaux laissent penser que efateur devrait être plus petit, plut�t de l'ordre de 50 (voir �8.8.3).



8.2. TERMINOLOGIE 125En�n, nous avons également résolu un ertain nombre de plateaux de tailles diverses, dontertains auraient été impossibles à aluler ave le programme de Wilson. En e�et, l'e�aitéde son programme est liée diretement au nombre d'arêtes potentielles de la position dedépart, alors que le n�tre est plut�t lié au nombre de oups potentiellement jouable, e quinous proure un avantage sur ertains plateaux.8.2 TerminologieDans ette setion, nous établissons quelques dé�nitions qui nous seront utiles pour larésolution du Dots-and-boxes.8.2.1 Représentation des positionsÀ la plae de positions du Dots-and-boxes, on onsidérera les positions du jeu dual, àsavoir le Strings-and-oins, pour lequel la visualisation de ertaines propriétés est plus aisée.Ce jeu équivalent est obtenu en remplaçant les boîtes par des jetons, et en reliant deuxjetons par une arête si, sur la position orrespondante du Dots-and-boxes, l'arête situéeentre les deux boîtes n'est pas traée. Dans le as partiulier d'une arête située entre uneboîte et l'extérieur de la position, si ette arête n'est pas traée, on représente la positionorrespondante de Strings-and-oins ave une �èhe (représentation héritée deWinning Ways[6℄ et du livre de Berlekamp [5℄). La �gure 8.2 présente à gauhe une position de Dots-and-boxes, et au milieu la position orrespondante de Strings-and-oins.
Figure 8.2 � Position du Dots-and-boxes, position duale de Strings-and-oins, et représen-tation en tableau.Si un oup de Dots-and-boxes onsiste à traer une nouvelle arête, un oup de Strings-and-oins onsiste au ontraire à en supprimer une. En début de partie de Strings-and-oins,les arêtes relient soit deux jetons entre eux (arêtes internes), soit un jeton au bord du plateau(�èhes). Remarquons que les arêtes ne hangent pas de type au ours de la partie : les �èhesrestent des �èhes, et les arêtes internes restent des arêtes internes.Les positions seront représentées informatiquement par des tableaux, formés des ara-tères suivants :
∗ � A �, � B � et � C � représentent un jeton, ave respetivement 2 �èhes, 1 �èhe ouauune �èhe lui étant raordées. On ne peut pas dépasser 2 pour une position deDots-and-boxes lassique (hormis pour les positions amériaines de taille 1× n).
∗ � L � représente une arête interne (� L � étant l'abbréviation de link en anglais).
∗ � G � représente une ase grise, inutilisable.La �gure 8.2 illustre le fait qu'une position du Dots-and-boxes 3 × 3 est représentée parun tableau de taille 5× 5, et, plus généralement, une position du Dots-and-boxes n×m serareprésentée par un tableau de taille (2n−1)× (2m−1). Cette représentation ave un tableaude (2n−1)× (2m−1) ases au lieu de n×m ases, n'est pas la plus ompate possible. Nousl'avons hoisie prinipalement pour permettre une ériture plus faile de ertains algorithmes,en partiulier eux ommuns au jeu de Cram.



126 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXES8.2.2 Positions de départOn peut distinguer 3 types de positions de départ (en utilisant la terminologie de Berle-kamp) :
∗ amériaine, la plus lassique, où les arêtes extérieures ne sont initialement pas traéesdans le as du Dots-and-boxes. C'est-à-dire qu'il y a des �èhes dans la représentationdu Strings-and-oins.
∗ suédoise, où les arêtes extérieures sont initialement traées pour le Dots-and-boxes.C'est-à-dire que dans la représentation du Strings-and-oins, il n'y a que des arêtesinternes, et pas de �èhe.
∗ islandaise, où seules les arêtes extérieures du haut et de la gauhe sont initialementtraées pour le Dots-and-boxes. C'est le as intermédiaire.

Figure 8.3 � Positions de départ amériaine, suédoise et islandaise du Dots-and-boxes, etleurs positions duales de Strings-and-oins.8.2.3 Coups et ToursConsidérant une position de Strings-and-oins, on appelle oup la suppression d'une arête.Mais dans un tour de jeu, plusieurs oups peuvent être joués, ar si un joueur apture un(ou deux) jeton(s) suite à son oup, il doit rejouer.Détaillons un peu plus à quoi ressemble un tour. On peut distinguer deux types de oups :les oups apturants, où l'on apture un jeton, et les oups non apturants. Le joueur joue desoups tant qu'il veut (et peut) jouer des oups apturants, et au premier oup non apturant,il passe son tour. Il faut bien préiser que 'est tant qu'il veut jouer des oups apturants,ar ontrairement au jeu de dames, on peut hoisir de ne pas apturer un jeton. D'autantplus qu'il existe des positions où il vaut mieux ne pas prendre tous les jetons que l'on peut ;'est le as de la position à gauhe de la �gure 8.1. Gauhe a hoisi de ne apturer qu'uneboîte au lieu de trois. En jouant ainsi, il gagne la partie 6/3, alors qu'en apturant les troisboîtes, il aurait perdu 3/6.Dans les arbres de reherhe que nous allons développer pour déterminer les stratégiesgagnantes du Dots-and-boxes, haque sommet orrespondra à une position, et haque arête,à un tour de jeu. Cette implémentation est plus éonome qu'une implémentation où haquearête orrespondrait à un oup.Dans l'étude des �ns de parties, dès lors qu'il y a des jetons que l'on peut apturer, ilfaudrait don lister toutes les façons possibles de prendre un ertain nombre de jetons, puisd'en�n jouer un oup où l'on ne prend pas de jeton. S'il y a beauoup de jetons que l'onpeut apturer dans une position, le nombre de tours possibles est très élevé. Heureusement,le théorème 9 énoné plus loin permettra de fortement limiter l'explosion ombinatoire.



8.3. SCORE ET CONTRAT 1278.2.4 ChaînesOn appelle haîne une suite de jetons et d'arêtes onséutifs. Les haînes onsidéréesseront supposées élémentaires, 'est-à-dire qu'elles ne passent pas deux fois par le mêmejeton.
Figure 8.4 � Cei n'est pas une haîne.La longueur d'une haîne est son nombre d'arêtes. Voii les di�érents types de haînes :

∗ un yle : la haîne n'a pas d'extrémité. Tous les jetons sont de degré 2.
∗ une haîne fermée : elle ommene et �nit par un jeton.
∗ une haîne ouverte : elle ommene et �nit par une arête.

Figure 8.5 � Cyle, haîne fermée, haîne ouverte.Remarquons que la longueur d'un yle est forément paire et ≥ 4.On pourra onsidérer des haînes indépendantes, ou plongées dans une position.
Figure 8.6 � Chaînes ouvertes : indépendante, plongée dans une position.8.2.5 Sommes de positions indépendantesLe déoupage d'une position de Strings-and-oins en positions indépendantes est trèsfaile : les positions indépendantes sont exatement les omposantes onnexes du grapheformé par la position de Strings-and-oins. Ainsi, haque oup joué se déroule dans une etune seule de es omposantes.Cependant, étant donnée une position qui est somme de positions indépendantes, un tourde jeu peut se dérouler dans plusieurs omposantes de ette somme. En e�et, lorsqu'il rejoue,le joueur peut déider de jouer son oup dans une autre omposante de la somme. La théorielassique des sommes de jeux partisans ne s'applique don pas.Il est néanmoins utile de programmer es sommes. Tout d'abord, reonnaître les ompo-santes onnexes et sinder les plateaux en onséquene, sans oublier de trier es omposantes,permet d'identi�er des positions équivalentes. La �gure 8.7 présente une équivalene de etype.Nous verrons également au paragraphe 8.4.6 que l'on peut obtenir un résultat partielpermettant d'aélérer le alul de ertaines sommes partiulières.8.3 Sore et ontratNous présentons dans ette setion les notions de sore et de ontrat, qui permettent dedérire l'état d'une position de manière plus préise que l'issue (gagnante ou perdante), en



128 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXES
Figure 8.7 � Deux sommes de positions indépendantes équivalentes.spéi�ant ombien de jetons haque joueur peut s'assurer de apturer, s'il joue de façon àmaximiser e nombre de jetons.Il serait possible d'obtenir des résultats équivalents en se limitant à la notion usuelled'issue, mais ette formulation sous forme de sore et ontrat nous paraît plus laire etnaturelle.8.3.1 Sore théoriqueLe sore théorique d'une position est le nombre maximal de jetons que le joueur dont 'estle tour est sûr de apturer, s'il joue parfaitement. Étant donnée une position à n jetons, lesore théorique est don un nombre s tel que 0 ≤ s ≤ n. Selon les as, on pourra égalementnoter le sore s/n− s, pour signi�er que le deuxième joueur est sûr de apturer n− s jetonsen jouant parfaitement 2.Par exemple, le sore théorique de la position suivante est 3/0, ar le premier joueur peutapturer tous les jetons.Le sore théorique de ette nouvelle position est 2/3 :Le premier joueur, faute de mieux, apture la paire de jetons, puis est obligé de jouerun oup dans la haîne ouverte. Suite à e oup, le seond joueur apture tous les jetonsrestants.Si l'on souhaite déterminer le sore de positions plus ompliquées à étudier, la propositionsuivante énone omment aluler réursivement le sore d'une position à partir de elui deses options :Proposition 15. Le sore théorique d'une position P à n jetons et d'options Fi se déter-mine par la formule : sore(P) = max

i
{n− sore(Fi)}La notion d'option orrespond ii aux tours de jeu.On pourrait roire suite à ette formule que aluler le sore d'une position néessite dealuler le sore de haque position de son sous-arbre. Nous verrons au paragraphe 8.3.3 que,omme pour le nimber dans un autre ontexte (f hapitre 3), e n'est pas le as.Donnons maintenant en tant qu'illustration quelques sores de positions simples issuesdu jeu suédois (il n'y a don pas de �èhe, uniquement des arêtes internes).Proposition 16. Le sore d'une haîne fermée de longueur n (n ≥ 1) est n+ 1/0.

nEn e�et, le joueur dont 'est le tour peut apturer la totalité des jetons durant son tourde jeu.2. � / � ne représente pas une division !



8.3. SCORE ET CONTRAT 129Proposition 17. Le sore d'un yle de longueur n est 0/n.
nTout oup joué onduit à la formation d'une haîne fermée de longueur n − 1, don ledeuxième joueur peut apturer tous les jetons au tour suivant.Proposition 18. Le sore d'un yle de longueur n jetons ollé à un yle de longueur mpar un sommet est 2/m+ n− 3 (m,n ≥ 4 et sont pairs).

n

mEn e�et, le premier joueur est obligé de asser un des deux yles. Le deuxième joueur enpro�te et apture tous les jetons de e yle, sauf une paire. Le premier joueur n'a d'autrehoix que de ramasser la paire, marquant ses deux points, puis de asser l'autre yle, et ledeuxième joueur apture les jetons restants.8.3.2 ContratOn peut imaginer de nombreuses implémentations du Dots-and-boxes. Notre objetif estde développer des arbres de reherhe de façon à aluler l'issue (gagnante, perdante, voirenulle si la onvention est ainsi faite), ou le sore théorique d'une position. Ainsi, il est légitimede se demander e qu'il est pertinent de onserver omme information dans les n÷uds del'arbre de reherhe. Nous allons dérire l'implémentation que nous avons hoisie avant depréiser ses avantages.Dans un n÷ud, nous stokerons 2 paramètres :
∗ le paramètre � position �.
∗ le paramètre � ontrat �.Le terme de ontrat est emprunté au bridge. Étant donné un n÷ud, il sera gagnant si àpartir de sa position, le joueur dont 'est le tour peut remplir son ontrat, don si le sorethéorique de la position est supérieur ou égal à e ontrat. Sinon, le n÷ud est perdant. Enrésumé :Proposition 19. Soit une position P de sore s.
∗ Le n÷ud (P; c) est gagnant si et seulement si c ≤ s.
∗ Le n÷ud (P; c) est perdant si et seulement si c > s.Par exemple, soit P la position de départ 5× 2 du jeu suédois, représentée sur la �gure8.8. On peut démontrer que son sore théorique est 6, moyennant un alul non trivial, maisque l'on peut e�etuer à la main 3. Par onséquent, les n÷uds (P; 1) ... (P; 6) sont gagnants,tandis que les n÷uds (P; 7) ... (P; 10) sont perdants.Figure 8.8 � Position de sore théorique 6/4.Pour pouvoir développer un arbre de reherhe, il faut expliquer omment aluler les �lsd'un n÷ud. La proposition suivante s'en harge simplement :3. Prévoir quelques dizaines de minutes et un bon afé.



130 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXESDé�nition 12. Soit une position P à n jetons, et soit le ontrat c.Les �ls du n÷ud (P; c) sont les n÷uds de la forme (option(P);n− c+ 1).On peut justi�er ette formule ave un exemple. Si l'on onsidère l'arbre de reherhe 4de la �gure 8.9, la raine a pour paramètres une position de 12 jetons et un ontrat de 8,'est-à-dire que le joueur dont 'est le tour espère apturer 8 jetons. Pour le faire éhouer,l'autre joueur doit en apturer 12− 8+ 1 = 5, don tous les �ls de la raine ont pour ontrat5.
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Figure 8.9 � Arbre de reherhe.Cette dé�nition des �ls d'un n÷ud permet de disposer de la relation lassique énonéedans la proposition 20.Proposition 20. ∗ Un n÷ud est gagnant s'il a un �ls perdant.
∗ Un n÷ud est perdant si tous ses �ls sont gagnants.Le premier avantage de ette implémentation est qu'elle ne asse pas ette relation, nouspourrons don utiliser les algorithmes de parours lassiques omme le PN-searh.Le deuxième avantage est que ette implémentation tient ompte de la nature quasimentimpartiale du Dots-and-boxes : les n÷uds sont impartiaux, il n'est pas néessaire de savoirsi 'est le tour du premier ou du deuxième joueur pour étudier un n÷ud. Cei va permettred'augmenter le nombre de transpositions dans l'arbre de reherhe, don d'augmenter lavitesse de alul, et de diminuer le nombre de n÷uds stokés. La �gure 8.10 présente unexemple de telle transposition se produisant dans un arbre de reherhe.En�n, dans les n÷uds de l'arbre de reherhe, on n'a pas besoin de garder une trae dusore de la partie qui se déroule entre la raine et le n÷ud (une information équivalente étantvéhiulée par le ontrat). En partiulier, dans les positions, on n'a pas besoin de onserverl'information de savoir qui a apturé tel ou tel jeton : une fois un jeton apturé, il disparaîttout simplement. Cei augmente enore le nombre de transpositions, notamment par rapportà une implémentation alquée sur le jeu papier-rayon, où l'on indiquerait par une lettre si'est le premier ou le deuxième joueur qui a apturé tel jeton.8.3.3 Lien entre sore et issueLe sore théorique et l'issue (gagnante ou perdante) sont deux notions distintes, mais onpeut obtenir des résultats équivalents quelles que soit la notion retenue dans l'implémenta-4. Certaines options sont absentes, elles ont été éliminées par des onsidérations de symétrie, ou l'appli-ation du théorème 9 que nous verrons plus loin.
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5 5

5Figure 8.10 � Arbre de reherhe présentant une transposition.tion. Nous allons dérire dans ette setion les rapports entre es deux notions.Commençons par reformuler la proposition 19.Proposition 21. Soit P une position à n jetons, alors :
∗ le n÷ud (P; c) est trivialement gagnant si c ≤ 0.
∗ le n÷ud (P; c) est trivialement perdant si c > n.De plus, si le sore théorique est s (don 0 ≤ s ≤ n) :
∗ les n÷uds (P; 1) ... (P; s) sont gagnants.
∗ les n÷uds (P; s+ 1) ... (P;n) sont perdants.Par � trivialement �, on entend qu'il n'est pas néessaire de mener le moindre alul. Ene�et, étant donné une position à 10 jetons, le premier joueur aura du mal à en apturer 13...Au ontraire, la détermination de l'issue des n÷uds (P; k) pour 1 ≤ k ≤ n est nontriviale. La démonstration du fait que (P; 1) est gagnant est généralement assez rapide, aril su�t de prouver que le premier joueur peut apturer au moins un jeton. Dans e as, ledeuxième joueur n'a pas beauoup de latitude, et il est don possible de le démontrer mêmepour des positions de départ très ompliquées.Puis, la démonstration de (P; 2) est un peu plus ompliquée que elle de (P; 1), elle de

(P; 3) enore plus... Symétriquement, la démonstration du fait que (P;n) est perdante estfaile, elle de (P;n − 1) un peu moins... Les plus dures des démonstrations étant elle de
(P; s) pour les n÷uds gagnants, et elle de (P; s+ 1) pour les n÷uds perdants.Par exemple, on démontre très failement que la position P de la �gure 8.11, position à10 jetons, est de sore au plus 9 : quel que soit le oup du premier joueur, le deuxième joueurpeut prendre un jeton dès le tour suivant. Par ontre, démontrer que son sore est au plus 5néessite de développer un arbre de reherhe beauoup plus onséquent.Pour disposer d'un exemple hi�ré, nous avons alulé informatiquement l'issue de (P; c),où P représente la position de départ amériaine 3 × 3, en faisant varier le ontrat c entre0 et 10. Cette position étant de sore théorique 3/6, le n÷ud (P; c) est gagnant si c ≤ 3, etperdant si c > 3. Nous avons mené le alul ave un algorithme de type depth-�rst, avantd'utiliser la véri�ation (dérite dans le hapitre 5) de sorte à optimiser l'arbre solutionobtenu. Les résultats sont résumés dans la table 8.1.Les résultats pour c = 0 ou 10 sont les résultats triviaux, 'est pourquoi leur arbre solutionne omporte auun n÷ud. Les aluls extrêmes sont c = 3 (issue gagnante), et c = 4 (issueperdante). À gauhe de c = 3, la di�ulté diminue quand le ontrat diminue. À droite de
c = 4, la di�ulté diminue quand le ontrat augmente.
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Figure 8.11 � Position de sore inférieur ou égal à 9.ontrat 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10positions 0 241 380 533 1410 884 825 808 673 427 0Table 8.1 � Taille des arbres solutions sur le jeu 3×3 amériain, en faisant varier le ontrat.Ainsi, aluler le sore s d'une position P néessite de aluler l'issue de 2 n÷uds : il fautdémontrer que le n÷ud (P; s) est gagnant, mais aussi que le n÷ud (P; s + 1) est perdant.Il faut don trouver deux arbres solutions distints. Sur l'exemple préédent, il faut alulerles n÷uds pour c = 3 et 4. Autre exemple, la �gure 8.12 montre que le sore de la positionétudiée est 5.Cei nous montre qu'en dépit de la proposition 15, il n'est pas néessaire de disposer detout l'arbre de jeu pour onnaître le sore d'une position.En général, un joueur de Dots-and-boxes ne souhaite déterminer que l'issue d'une position,et non pas son sore, l'objetif étant de battre l'adversaire. Ainsi, pour démontrer que laposition 3× 3 amériaine, qui omporte 9 jetons, est perdante, il su�t de démontrer que sonsore est stritement inférieur à 5, 'est-à-dire que le n÷ud (P; 5) est perdant. Son soreexat est plus di�ile à obtenir. Pour ela, il faut non seulement démontrer que le n÷ud
(P; 4) est perdant, e qui est plus dur que pour (P; 5), mais aussi que le n÷ud (P; 3) estgagnant.En�n, il reste le as où le nombre n de jetons est pair, et où le sore est n

2 /
n
2 , lorsquehaque joueur peut s'assurer de apturer la moitié des jetons. L'issue du math dépend alorsde la onvention utilisée. Dans Winning Ways [6℄ (p. 547), Berlekamp hoisit de délarer ledeuxième joueur gagnant, pour ontrer l'avantage qu'a le premier joueur de pouvoir hoisirle premier oup. Mais rien n'interdit de déider que e serait un math nul.8.4 ColoriagesL'analyse développée dans ette setion se onentre sur la apture des jetons, qui peutonduire un tour de jeu à être omposé de plusieurs oups. L'objetif est d'éliminer le pluspossible d'options équivalentes ou dominées, pour éviter que es options surnuméraires nesaturent les arbres de reherhe.8.4.1 Coloriage de la positionOn appelle jeton-feuille un jeton relié à une seule arête (arête interne ou �èhe). C'estdon un jeton que l'on peut apturer au oup suivant, en supprimant l'arête qui lui est
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Figure 8.12 � Arbres solutions prouvant que le sore est 5.reliée. Et réiproquement, les seuls jetons que l'on peut apturer au oup suivant sont lesjetons-feuilles.Étant donnée une position de Strings-and-oins, nous allons lui appliquer l'algorithme deoloriage 13.Algorithme 13 Coloriage blan-noir1: Tant que il reste des jetons-feuilles dans la position faire2: supprimer tous les jetons-feuilles, ainsi que toutes les arêtes qui leur sont reliées.3: �n Tant queRevenant à la position initiale, les jetons et les arêtes qui n'ont pas été supprimés parl'algorithme 13 sont alors oloriés en noir, et eux qui ont été supprimés sont oloriés enblan. La �gure 8.13 présente quelques exemples de oloriages de positions.
Figure 8.13 � Coloriage en blan et noir de diverses positions.La position est ainsi déomposée en deux parties disjointes par l'algorithme 13, que nousappellerons parties blanhe, et noire.Pour simpli�er les raisonnements ultérieurs, nous onsidérerons que la pointe de haque�èhe est reliée à un même jeton spéial, le sol. Le sol ne pouvant être apturé, il est noir.Les omposantes onnexes de la partie blanhe sont des arbres 5, que nous appelleronsarbres blans. Un arbre blan est relié à au plus un élément noir : un jeton noir, via une5. Pas strito sensu pour les arbres liés : e sont des arbres si l'on leur rajoute le sommet auquel ils sontliés.



134 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXESarête interne blanhe, ou le sol, via une �èhe blanhe. Si 'est le as, on parle d'arbre blanlié, par opposition à un arbre blan libre. Un arbre blan libre est onstitué uniquement dejetons et d'arêtes internes blans. Sur la �gure 8.13, on observe de gauhe à droite :
∗ Un arbre blan réduit à un jeton, lié au sol.
∗ Un arbre blan libre.
∗ Un arbre blan lié au sol.
∗ Un arbre blan réduit à un jeton, lié à un jeton noir.
∗ Deux arbres blans, haun lié à un jeton noir di�érent.L'intérêt de l'algorithme 13 réside dans la proposition suivante.Proposition 22. Les jetons blans sont eux qu'il est possible de apturer au tour suivant,tandis que les jetons noirs sont eux que l'on ne peut pas apturer durant le tour suivant,quels que soient les oups joués.On appelle oup blan la suppression d'une arête blanhe, et oup noir la suppressiond'une arête noire. Un oup noir ne permet pas de apturer de jeton, et signi�e don la �ndu tour de jeu. Un oup blan, en revanhe, peut onduire ou non à la apture d'un jeton,suivant le moment où il est joué durant le tour de jeu.8.4.2 Théorème des jetons blansNous venons de voir qu'il est possible de apturer tous les jetons blans durant un tourde jeu. On pourrait penser que la meilleure façon de jouer le tour implique justement de tousles apturer. Cependant, il est alors néessaire de rejouer un oup noir, et, pour ertainespositions, jouer un oup noir peut onduire à la défaite.C'est le as par exemple sur la �gure 8.14. Si l'on apture tous les jetons blans, on perd2/6. Inversement, prendre la �èhe et laisser les jetons blans à l'adversaire onduit à unevitoire 6/2.

Figure 8.14 � Pour gagner ii, il ne faut pas apturer tous les jetons blans.Il est ainsi parfois néessaire de ne pas apturer tous les jetons blans. Le théorème i-après exprime que le tour optimal onsiste soit à prendre tous les jetons blans (et don àjouer ensuite un dernier oup qui sera noir), soit à prendre � presque � tous les jetons blans,de sorte qu'au tour suivant, l'adversaire soit foré de jouer un oup noir.Théorème 9 (des jetons blans). Étant donnée une position de Strings-and-oins, le meilleurtour de jeu possible est de l'un des deux types suivants :
∗ type A : � apturer tous les jetons blans, puis jouer un oup noir �.
∗ type B : � apturer le maximum de jetons blans possible, sans jouer de oup noir �.Commençons par dérire plus préisément les tours de type B.1. S'il existe quelque part dans la �gure un arbre blan lié ontenant au moins 2 jetons,alors, partant de l'élément noir lié à l'arbre (le sol ou un jeton noir), on va s'intéresseraux deux premiers jetons blans que l'on renontre dans l'arbre, une paire 6. Les deuxas sont présentés sur la �gure 8.15.Le tour qu'il faut retenir onsiste à ommener par prendre tous les jetons blans dela position, sauf la paire. Puis le dernier oup onsiste à supprimer soit la �èhe, soit6. Si plusieurs paires onviennent, on hoisit n'importe laquelle d'entre elles.



8.4. COLORIAGES 135l'arête reliant la paire au jeton noir, de sorte qu'il ne reste que la paire de jetons blansisolée à la �n du tour. Au tour suivant, l'adversaire ommenera par prendre la paireblanhe pour s'assurer au moins es 2 points, puis il jouera forément un oup noir, lesseuls oups enore disponibles étant de e type.Figure 8.15 � Paires de jetons blans reliées au sol ou à un jeton noir.2. Sinon, les jetons blans reliés aux jetons noirs ou aux �èhes sont � isolés �, ommedans la �gure 8.16. Les autres jetons blans de la position appartiennent à des arbresblans libres. Là enore, il va falloir distinguer deux as.Figure 8.16 � Jetons blans isolés.(a) S'il existe un arbre blan libre ontenant une haîne fermée à 4 jetons, ommedans la �gure 8.17, alors le tour à retenir onsiste à apturer tous les jetons blansde la �gure, sauf eux de la haîne. Puis, on supprime l'arête entrale de la haîne,ne laissant que 2 paires de jetons blans à l'adversaire au tour suivant. Là enore,il ommenera par prendre es 2 paires pour s'assurer es 4 points, avant de jouerun oup noir.
Figure 8.17 � Chaînes fermées à 4 jetons blans, plongées dans des arbres blans.On peut remarquer que les seuls arbres blans libres ne ontenant pas de haînefermée à 4 jetons sont (à symétrie près) eux de la �gure 8.18.(b) Sinon, 'est qu'il est impossible de � rendre la main � à l'adversaire. Tout tour dejeu débouhe sur un oup noir, et don le meilleur tour de jeu est forément detype A.En résumé, les seuls tours qu'il est utile de onsidérer sont les tours de type A, aussinombreux que la position omporte d'arêtes noires, et éventuellement un unique tour de typeB. Ce tour de type B n'existe que si la position ontient soit un arbre blan lié omportantau moins 2 jetons blans, soit un arbre blan libre ontenant une haîne fermée à 4 jetons.Nous pouvons maintenant démontrer le théorème.Démonstration. On a éliminé 2 types de tours.Le premier type de tour éliminé est T1 : � apturer une partie seulement des jetons blans,puis jouer un oup noir C �. Or e tour est dominé par T ′

1 , le tour de type A suivant :� apturer tous les jetons blans, puis jouer le même oup noir C �. En e�et, si la meilleureréponse à T ′
1 onsiste à jouer vers la position P, alors on a la possibilité de répondre le toursuivant à T1 : � apturer les jetons blans restants, puis jouer vers la position P �. Ainsi, onpeut renvoyer l'adversaire vers exatement la même position, sauf que l'on aura un meilleursore. On dispose ainsi d'une meilleure réponse à T1 qu'à T ′

1 .Le deuxième type de tour éliminé est T2 : � apturer un nombre non maximal de jetonsblans, sans jouer de oup noir �. Ce type de tour est évidemment dominé par l'unique tourde type B. En e�et, la réponse optimale au tour de type B onsiste à prendre la (ou les)
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Figure 8.18 � Arbres blans libres ne ontenant pas de haîne de 4 jetons.paire(s) que le joueur a laissées, puis à jouer un oup noir. Or, on obtient une position plusfavorable si l'on répond à T2 en apturant tous les jetons blans restants, puis en jouant lemême oup noir, puisque l'on aboutit à la même position mais ave un meilleur sore.L'intérêt de e théorème est évident si l'on se réfère à la �gure 8.9. L'arbre de reherhea été traé en utilisant le théorème, si bien que la raine n'a que 5 �ls, alors que sans lethéorème, elle en aurait 51. L'implémentation de e théorème ne fait pas débat. Une foisprogrammé, le temps de alul omme l'espae de stokage ont été divisés par un fateur 5à 10, même sur de petits aluls.En�n, remarquons que l'implémentation de e théorème implique que ertaines positionsne pourront pas être renontrées lors de nos aluls. C'est le as des positions numéro 2, 3et 5 de la �gure 8.13.8.4.3 Coup noirDans la partie noire d'une position, toute arête noire appartient à une unique haîne. Sila haîne n'est pas un yle, les arêtes aux extrémités de la haîne sont reliées à des joints,'est-à-dire des jetons de degré 3 ou 4, ou le sol. En e�et, les extrémités ne peuvent pas êtredes jetons de degré 1, ar alors la haîne serait blanhe, ni de degré 2, ar alors la haîne seprolongerait au-delà.Une position se déompose ainsi en trois parties disjointes : la partie blanhe, les jointsnoirs, et les haînes noires.Soit une haîne noire de longueur L, elle appartient à un de es trois types de haînes :

∗ un yle libre : la haîne ne omporte pas d'extrémité. Elle omporte don L arêtesinternes et L jetons internes. L est forément pair et ≥ 4.
∗ un yle lié : les deux extrémités de la haîne sont un seul et même joint (autre que lesol). Elle omporte don L arêtes internes, L − 1 jetons internes, puis une extrémité,le joint. L est forément pair et ≥ 4.
∗ une haîne ouverte : les deux extrémités de la haîne sont deux joints di�érents (dontéventuellement le sol), ou deux fois le sol. Elle omporte don L arêtes (les arêtesextrêmes pouvant être des �èhes), et L− 1 jetons internes.À titre d'exemple, nous avons représenté sur la �gure 8.19 la partie noire d'une position.Les joints sont représentés en noir, et les haînes en gris. On peut dénombrer :
∗ 6 joints.
∗ un yle libre de longueur 6.
∗ un yle lié de longueur 4.
∗ inq haînes ouvertes de longueur 1.
∗ deux haînes ouvertes de longueur 2.
∗ une haîne ouverte de longueur 3.
∗ une haîne ouverte de longueur 4.Suite à un oup noir, auun jeton n'est apturé, mais ertains jetons ou arêtes noirspeuvent devenir blans. Plus préisément, lorsque l'on joue un oup dans une haîne noire,tous les jetons et arêtes de ette haîne deviennent blans. De plus, si ette haîne est unyle lié à un jeton de degré 3, e joint et la haîne ouverte située de l'autre �té du jointdeviennent blans également.
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Figure 8.19 � Déomposition en joints et haînes de la partie noire d'une position.8.4.4 Équivalenes lors de l'ouverture d'une haîneNous allons voir ave la proposition 23 que dans la plupart des as, les oups noirs jouésdans une même haîne sont équivalents, 'est-à-dire qu'ils onduisent à une position de mêmesore. De plus, ertains oups noirs sont dominés, 'est-à-dire qu'ils onduisent à une positionmoins favorable pour le joueur dont 'est le tour que d'autres oups. Ne pas étudier des oupséquivalents ou dominés permet de gagner du temps de alul.Proposition 23. 1. Étant donnée une haîne ouverte de longueur 3, les deux oupsonsistant à supprimer une arête extrême sont dominés par le oup qui onsiste àsupprimer l'arête entrale de la haîne.2. Pour toute autre haîne, tous les oups joués à l'intérieur de la haîne sont équivalents.Démonstration. 1. Si le premier joueur supprime l'arête entrale, le meilleur oup duseond joueur onsiste à apturer les deux jetons blans réés, puis à jouer un oupnoir. Il ne peut rendre la main à l'adversaire.Maintenant, si le premier joueur supprime une des deux autres arêtes, le seond joueurpeut là enore apturer les deux jetons blans, puis jouer un oup noir. Mais il peutaussi ne pas apturer la paire de jetons blans, laissant au premier joueur l'obligationde jouer un oup noir. Il a don plus de possibilités dans e seond as, son sore estdon au moins aussi bon que dans le premier as.2. Si la haîne est de longueur 1, le as est trivial. Si elle est de longueur 2, le tour duseond joueur ommene par la apture du jeton blan réé, e qui renvoie à la mêmesituation quel que soit le oup hoisi parmi les deux possibles. Si la haîne est delongueur L ≥ 4, quel que soit le oup hoisi dans la haîne, le tour du seond joueurommene par la apture de L− 3 jetons, puis il est toujours possible, soit de apturerles deux jetons restants puis de jouer un oup noir, soit de ne pas apturer les deuxjetons restants, pour forer le premier joueur à jouer un oup noir.Nous illustrons l'implémentation de es équivalenes ave la �gure 8.20, qui présenteune amélioration de l'arbre de reherhe de la �gure 8.9. Par rapport à et anien arbre, letroisième �ls de la raine, le troisième �ls du premier �ls de la raine, et le inquième �ls duinquième �ls de la raine ont disparu, ar es options étaient dominées.De plus, nous avons modi�é ertains n÷uds, en supprimant les jetons blans qui sontobligatoirement apturés au tour suivant (en vertu du théorème des jetons blans), et enmettant à jour le ontrat de es n÷uds en onséquene. Cette modi�ation a pour e�et defusionner les n÷uds qui orrespondent à des ouvertures de haînes équivalentes.Comme ave le théorème des jetons blans, l'implémentation de es équivalenes permetun gain su�samment net (de l'ordre d'un tiers en moins pour l'espae, et de deux tiers enmoins pour le temps) pour ne pas avoir à remettre en ause le bien fondé de leur utilisation.
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Figure 8.20 � Arbre de reherhe simpli�é.8.4.5 Résolution ultra-faibleSi l'on se trouve dans une position à partir de laquelle on peut jouer un tour de type B,'est-à-dire que l'on peut hoisir de jouer ou non un oup noir, alors le résultat suivant vaexprimer que l'on est assuré de apturer au moins la moitié des jetons présents sur le plateau.L'adversaire a don été mal inspiré 7 au tour préédent, à tel point que Berlekamp dit dans[5℄ p. 24 qu'il vient de jouer un � loony move � (un oup de inglé).Théorème 10. Soit P une position à n jetons. Si à partir de P, on peut jouer un tour detype B, pendant lequel on apture k jetons, alors sore(P) ≥ ⌈n+k
2 ⌉Démonstration. Rappelons qu'à partir de P, on peut jouer deux types de tours de jeu :

∗ type A : apturer tous les jetons blans, puis jouer un oup noir.
∗ type B : ne apturer que k jetons blans, en ne laissant qu'une ou deux paires de jetonsblans à l'adversaire, suivant les as. L'adversaire est alors obligé de jouer un oup noirau tour suivant.Appelons M le sore minimal d'une position obtenue suite à un oup noir, 'est-à-dire,soit après un tour de type A, soit après un tour de type B puis la réponse de l'adversaire.Deux as se distinguent.
∗ Si M ≤ n−k

2 , on hoisit de jouer un tour de type A à partir de P, elui justement quipermet d'obtenir un sore de M . On a ainsi sore(P) ≥ (n − n−k
2 ), ar l'adversairepourra prendre au maximum n−k

2 jetons sur les n jetons de P.
∗ Si M ≥ n−k

2 , on hoisit de jouer le tour de type B à partir de P. On a ainsi sore(P) ≥

k + n−k
2 , k étant le nombre de jetons apturés lors du tour de type B, et n−k

2 le soreminimal que l'on est assuré de faire après la réponse de l'adversaire.Une fois l'expression simpli�ée, on obtient dans haque as sore(P) ≥ n+k
2 , et donsore(P) ≥ ⌈n+k

2 ⌉ ar le sore est un entier.Ce résultat est très fort : pour de nombreuses positions où une haîne vient d'être ouverte,il permet d'a�rmer que le joueur dont 'est le tour peut apturer au moins la moitié desjetons. Mais, revers de la médaille, il a deux faiblesses importantes.La première est qu'il ne permet pas systématiquement de se passer de l'étude de la position
P. Il peut être néessaire de aluler que le sore de P est nettement supérieur à la moitiédu nombre de jetons, et dans e as, le théorème ne permet pas de tranher. Par exemple, onpeut vouloir étudier le ontrat 12 pour la position de la �gure 8.21. Or, le théorème assure7. Si tant est qu'il avait le hoix...



8.4. COLORIAGES 139juste que son sore est supérieur ou égal à ⌈ 16+3
2 ⌉ = 10, il ne permet don pas de déider sie ontrat peut être rempli.

Figure 8.21 � Position de sore au moins 10.La deuxième faiblesse est que ette méthode n'est pas onstrutive : on peut s'assurer lamoitié des jetons, mais on ne sait pas omment ! En utilisant ette astue, on n'opère qu'unerésolution ultra-faible. On peut ainsi onnaître la valeur théorique des positions alulées,mais on ne dispose pas d'une stratégie permettant de jouer parfaitement toute partie àpartir de es positions.Après implémentation, les performanes de ette méthode sont un peu déevantes : pourles positions de départ amériaines, entre 4 et 5 % de gain pour la mémoire, et entre 8 et10 % de gain pour le temps de alul. Les performanes sont légèrement meilleures pourles positions de départ suédoises, ar elles engendrent plus d'ouvertures de haînes. Mais lesgains restent limités, et l'on pourrait onsidérer que le jeu n'en vaut pas la handelle, puisquel'on ne dispose plus d'une stratégie gagnante une fois le alul ahevé.Cependant, l'utilisation de la véri�ation permet, dans un deuxième temps, de � rebouherles trous � générés par ette résolution ultra-faible, et de disposer à nouveau d'une résolutionfaible sit�t la véri�ation terminée. Nous avons ainsi pu nous débarrasser des srupules quinous retenaient d'utiliser ette méthode, et pro�ter de ses modestes gains.8.4.6 Sommes de jetons isolés ou de pairesNous avons vu que les théories lassiques exploitant les sommes de positions indépen-dantes ne s'appliquent pas au Dots-and-boxes, un tour de jeu pouvant se dérouler dans plu-sieurs omposantes. Dans e paragraphe, nous présentons tout de même un résultat partielqui permet de simpli�er ertaines sommes.Proposition 24. On note J un jeton isolé à deux �èhes. Soit P une position de sore
a/b. Alors la position P + J + J a pour sore a+ 1/b+ 1.Démonstration. Le premier joueur dispose d'une stratégie pour marquer au moins a + 1points. Quand 'est son tour, il joue dans P la stratégie lassique qui lui permet de marquer
a points, et e, tant que le deuxième joueur répond dans P. Si soudain, le deuxième joueurdéide de jouer dans un des deux jetons J , e jeton devient un jeton blan isolé. Le premierjoueur doit alors obligatoirement apturer e jeton, puis il joue dans l'autre jeton J . Ledeuxième joueur apture alors l'autre jeton J , puis le jeu lassique sur P reprend.En�n, si le jeu dans P se termine avant que le deuxième joueur ait joué dans un jeton J ,le sore d'une sommeJ+J est 1/1, don le premier joueur marque un point supplémentaire.La stratégie symétrique permet au deuxième joueur de marquer au moins b + 1 points,e qui permet de onlure que le sore théorique de P + J + J est bien a+ 1/b+ 1.Des résultats similaires existent ave des paires de jetons, 'est-à-dire deux jetons reliéspar une arête interne.Proposition 25. On note P1 une paire de deux jetons à une �èhe, P2 une paire onstituéed'un jeton à une �èhe et d'un jeton à deux �èhes, et P3 une paire de deux jetons à deux�èhes. Soit P une position de sore a/b. Alors :
∗ la position P + P1 + P1 a pour sore a+ 2/b+ 2.
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∗ la position P + P2 + P2 a pour sore a+ 2/b+ 2.
∗ la position P + P3 + P3 a pour sore a+ 2/b+ 2.Figure 8.22 � Positions de type J , P1, P2 et P3.Démonstration. L'argument est similaire à elui de la proposition 24. Il faut là aussi véri�erque les sommes P1 + P1, P2 + P2, et P3 + P3 ont pour sore 2/2.Il est à noter qu'auun joueur ne devrait ommener à jouer dans P1 en prenant unearête extrême, e oup étant dominé par elui qui onsiste à prendre l'arête entrale.On peut préiser que la preuve onernant P2 utilise les résultats de J et P1, et quela preuve onernant P3 utilise les résultats de J et P2.L'implémentation de es simpli�ations nous a permis de diminuer de plusieurs pourentsla taille de nos tables de transpositions, et de diminuer le temps de alul en onséquene.8.5 DéformationsNous allons présenter dans ette setion des tehniques de déformation des positionspermettant d'identi�er des positions équivalentes. Hormis les déformations, l'autre méthodelassique pour reonnaître des positions équivalentes est la symétrie, que nous avons bien sûrimplémentée. Cela n'a pas été di�ile, ar les symétries avaient déjà été implémentées pourle jeu de Cram, et ette partie du ode est don ommune au Cram et au Dots-and-boxes.Sur un plateau arré, il faut prendre en ompte 8 symétries par position, et seulement 4 surun plateau retangulaire, une fois que l'on a orienté le plateau de sorte que la longueur soitsupérieure à la hauteur.8.5.1 Redressement des haînes indépendantesLa première méthode implémentée onsiste à redresser les haînes indépendantes : lorsquel'on renontre une telle haîne sous une forme non linéaire, on la remplae par la même haîne,mais représentée linéairement. Une telle haîne se reonnaît au fait qu'après suppression des�èhes, elle n'est onstituée que de jetons de degré 2, hormis les deux extrémités qui sont dedegré 1. La �gure 8.23 est su�samment parlante pour arrêter ii les expliations.

Figure 8.23 � Redressement d'une haîne indépendante.Cette méthode, omme toutes les méthodes de anonisation (�2.5.1) qui n'alourdissent pastrop le alul des options, permet de gagner tant en espae mémoire qu'en temps de alul.Le gain est ii variable suivant les positions étudiées, mais il est généralement de l'ordrede plusieurs dizaines de pourents. En e�et, ela onerne toutes les sommes de positionspour lesquelles un ou plusieurs termes de la somme sont des haînes indépendantes, qui sontd'autant plus nombreuses que nous essayons justement de privilégier les sommes de positionsdans le développement des arbres de reherhe (voir plus loin le �8.7.3).



8.5. DÉFORMATIONS 1418.5.2 Orientation des angles droitsOn appelle angle droit la �gure obtenue lorsque deux arêtes internes reliées à un mêmejeton ne sont pas alignées. Il faut de plus que e jeton soit de degré 2, et que les trois jetonsformant l'angle droit soient aux sommets d'un arré dont le quatrième sommet est vide (jetondéjà apturé).La �gure 8.24 montre un tel angle droit. On obtient alors une position équivalente enplaçant le jeton entral à l'emplaement du jeton déjà apturé. La anonisation est hargéede ne onserver qu'une seule position parmi es deux positions équivalentes.
Figure 8.24 � Positions équivalentes via l'orientation d'un angle droit.Cette méthode est un peu moins élémentaire que elle du paragraphe préédent. Sonintérêt prinipal est qu'elle est faile à programmer, on peut déteter diretement sur la re-présentation en plateau si un tel angle est présent dans la position. Le gain, moins important,est limité à quelques pourents. Il peut ependant être plus important sur les grands plateaux(don ette méthode a plus servi au jeu suédois). En e�et, sur les petits plateaux, il n'y apas assez de plae pour que des angles apparaissent.8.5.3 ExtensionLa théorie � Choolat-Toile-Forêt �, expliquée en annexe C et développée initialementpour le Cram, est suseptible de s'appliquer au Dots-and-boxes. Cette théorie ontient lesdeux équivalenes déjà expliquées dans e hapitre, mais prend en ompte de nombreusesautres équivalenes de positions.La �gure 8.25 présente un exemple de position de Dots-and-boxes dans lequel nous avonsidenti�é les trois éléments onstitutifs de la théorie CTF : la partie hoolat, la plus interne,est représentée en noir, la partie toile est en gris, et la partie forêt, la plus externe, est enblan. Il est à noter que les �èhes n'ont pas d'importane pour savoir à quelle partie unjeton appartient.

Figure 8.25 � Déomposition en Choolat-Toile-Forêt.Étant donnée la omplexité du ode néessaire pour implémenter ette théorie, nousn'avons pas enore eu le temps de l'expérimenter. Nous pensons toutefois qu'elle est susep-tible d'apporter des améliorations signi�atives, sans doute du même ordre que la méthodedu redressement des haînes indépendantes.



142 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXES8.6 Table de transpositions8.6.1 Stokage des positionsUne fois l'issue d'un n÷ud démontré, on le stoke dans une table de transpositions, desorte que l'on n'ait pas à refaire le alul si l'on renontre à nouveau e n÷ud plus tard. Ceiest partiulièrement important, du fait du nombre élevé de transpositions ; d'autant plusqu'outre les transpositions � strites �, omme elle de la �gure 8.10, on trouve égalementdes transpositions où la position est identique, mais où le ontrat est di�érent. Par exemple,dans la �gure 8.9, si l'on ommene par démontrer que le petit-�ls de la raine situé le plusà gauhe est gagnant, don que le sore de sa position est d'au moins 6, on en déduit que le�ls situé le plus à droite est gagnant, ar le sore de ette même position sera d'au moins 5.Étant donné une position P à n jetons, on sait initialement que son sore théorique setrouve dans l'intervalle J0;nK. Si l'on démontre que le n÷ud (P; c) est gagnant, ela prouveque le sore théorique de ette position est d'au moins c, don on réduit l'intervalle des sorespossibles à Jc;nK. Inversement, si l'on démontre ensuite que le n÷ud (P; c′) est perdant, onréduit l'intervalle des sores possibles à Jc; c′ − 1K. Le sore théorique de P sera alulélorsque les deux bornes de l'intervalle seront identiques.Il su�ra don de stoker, dans la table de transpositions, les intervalles des sores possiblespour toutes les positions des n÷uds que l'on aura démontrés.8.6.2 Stokage des positions perdantes seulementPour éonomiser de la mémoire, on peut déider de ne stoker que les n÷uds perdants.Dans e as, il su�t de stoker dans la table, pour haque position, le plus petit ontrat quel'on sait impossible à remplir. Par exemple, soit P la position suédoise 5×2 (voir �gure 8.8),à 10 jetons, et de sore théorique 6/4. On peut imaginer que l'on a d'abord démontré qu'ilest impossible de remplir le ontrat 10. On stoke alors (P; 10) dans la table. Si, un peuplus tard, on démontre que l'on ne peut pas remplir le ontrat 9, on stoke ensuite (P; 9).On aura alulé le sore de P quand on saura d'une part que le ontrat 7 est impossible àremplir, et d'autre part que l'on peut remplir le ontrat 6, 'est-à-dire qu'il existe un �ls de
P qui ne peut pas remplir le ontrat 10− 6+ 1 = 5. Don, dans la table, il y aura (P; 7) et
(F ; 5), où F est un ertain �ls de P.Nous avons utilisé ette astue, ar elle permet de diminuer la taille de la table de trans-positions d'un fateur qui osille entre 4 et 5,5 dans les aluls que nous avons menés. Lesaluls les plus di�iles sont généralement eux pour lesquels le fateur est le plus important,e qui paraît logique, ar es aluls ont un fateur d'embranhement plus important, donils omportent en proportion plus de positions gagnantes.Le gain en mémoire est don important, pour une perte de temps assez limitée : del'ordre de 50% de temps de alul supplémentaire. La perte de temps vient de e que lorsquel'on renontre une position déjà alulée gagnante, elle n'est pas stokée en mémoire. Pourretrouver le fait que ette position est gagnante, il faut don aluler ses options et véri�erque l'une d'entre elles est perdante.8.6.3 Cahe de positions gagnantesPour ontrebalaner ette perte de temps, nous avons utilisé une astue fontionnanten sens inverse, à savoir, qui transforme l'espae mémoire en temps de alul. Le prinipeest d'utiliser un ahe de positions gagnantes. Le alul fontionne ave deux tables detranspositions, une pour les positions perdantes, une pour les positions gagnantes. Au départ,le alul stoke à la fois les positions gagnantes et perdantes, puis, périodiquement, lorsquele nombre de positions gagnantes stokées atteint une valeur limite, on vide le ahe.
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Taille du ahe (en kilo-positions)Figure 8.26 � Temps de alul de 3× 4−am6 en fontion de la taille du ahe.Un exemple est présenté sur la �gure 8.26. Nous avons alulé l'issue de la position dedépart amériaine sur le plateau 3 × 4, ave un ontrat de 6 (que nous notons en abrégé
3× 4−am6). Ce alul se termine normalement en 17 500 positions perdantes (17,5 kpos enabrégé), plus éventuellement 60,8 kpos gagnantes.Si nous ne limitons pas la taille du ahe, il termine ave les 60,8 kpos stokées, e quidonne un gain en temps de 34,7% (inversement, ela donne une perte de temps de 53% sansahe, e qui orrespond à la valeur de 50% environ donnée préédemment). Ave un ahede 17,5 kpos, e qui néessiterait don deux fois plus de mémoire que le alul sans ahe,le gain est prohe de 25%, et ave un ahe de 5 kpos, e qui ne néessiterait qu'un tiers demémoire en plus, le gain est supérieur à 15%.Une fois que l'on sait que le alul que l'on souhaite mener ne néessitera pas plus d'uneertaine quantité de mémoire, l'utilisation de ette astue permet d'utiliser la mémoire enoredisponible pour la onvertir en temps de alul.En�n, nous pouvons préiser que nous avons gagné quelques dizaines de pourents d'es-pae mémoire en optimisant la taille des haînes de aratères qui représentent les positions.8.6.4 Visualisation des positionsLes haînes de aratères représentant le Dots-and-boxes sont di�iles à visualiser, equi gêne l'analyse des bases de données (ainsi que le suivi des aluls). Pour remédier à etinonvénient, nous avons implémenté un outil de visualisation graphique des positions, quipeut être utilisé dans les tableaux d'a�hage du programme. Cela nous permet d'analyserles bases de données failement et de suivre les aluls de Dots-and-boxes ave un a�hagegraphique en temps réel.

= =Figure 8.27 � A�hage graphique d'une position dans le programme.La �gure 8.27 montre une position de Dots-and-boxes, la position duale de Strings-and-



144 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXESoins, et l'a�hage graphique résultant dans le programme. On voit que l'a�hage du pro-gramme est très prohe de la position de Strings-and-oins : les n÷uds et les arêtes de laposition de Strings-and-oins sont représentés tels quels, par des arrés et des arêtes. Pourdes questions de lisibilité (et aussi de failité d'implémentation), nous représentons les �èhespar des arrés de ouleur. Un jeton ave une �èhe est représenté par un arré jaune, tandisqu'un jeton ave deux �èhes est représenté par un arré rouge.La �gure 8.28 montre le as d'une position somme de deux omposantes indépendantes.
Figure 8.28 � A�hage graphique d'une position somme.La programmation de ette méthode de visualisation nous a permis de déouvrir despropriétés théoriques, omme elles du paragraphe 8.4.6, et aussi de déterminer ertaines desheuristiques dérites dans le paragraphe 8.7 pour ordonner les aluls.8.7 Heuristiques orientant le depth-�rst8.7.1 Di�ultés du jeu quasi-impartialComme sur les jeux de Sprouts et de Cram, l'ordre des options lors des aluls de depth-�rst (alpha-bêta) est un élément essentiel de l'e�aité des aluls. La mise au point d'heu-ristiques sur l'ordre des options s'est d'ailleurs révélée aussi di�ile pour le Dots-and-boxesque pour es deux autres jeux. L'une des raisons tient à la nature quasi-impartiale du Dots-and-boxes, e qui empêhe de réer des heuristiques pour déterminer quels sont les oupsperdants ou gagnants.Une exeption notable ependant : ouvrir une haîne est en général une mauvaise idée,ar ela permet à l'adversaire de ramasser immédiatement des jetons. Nous avons don misune priorité aux positions qui ne ontiennent pas de jeton de degré 1.Toutes les autres règles relèvent d'une tehnique similaire aux heuristiques du Sproutset du Cram, à savoir que l'on herhe à diriger le alul prioritairement soit vers les partiesles plus failes de l'arbre, soit vers des parties toujours identiques (pour favoriser les trans-positions). Le suivi des aluls, ave la visualisation graphique des positions qui permet deomprendre le déroulement du alul, et le zappage qui permet de tester di�érents parours,a joué un r�le important dans la mise au point de es heuristiques. La plupart des idées quisuivent déoulent en fait d'observations faites en réalisant et en manipulant diretement denombreux aluls de tests.8.7.2 Équilibre de l'arbre de jeuSi l'on programme le Dots-and-boxes de manière basique, et en assoiant les arêtes del'arbre de reherhe aux oups plut�t qu'aux tours de jeu, on obtient des arbres de reherheparfaitement équilibrés. En e�et, si l'on étudie une position de départ à 40 arêtes, la rainede l'arbre a 40 �ls, haun de es �ls a 39 �ls, qui haun en ont 38...En pratique, e n'est pas tout à fait vrai. Par exemple, les équivalenes de positions,omme la symétrie, diminuent le nombre d'options. Mais globalement, les arbres de jeu duDots-and-boxes sont plut�t bien équilibrés, surtout quand on les ompare à eux du Sprouts,qui eux, sont exessivement déséquilibrés. Ainsi, dans un premier temps, nous avons onentrénos e�orts sur une exploration de l'arbre de reherhe qui se dirige le plus possible vers lemême endroit de l'arbre, a�n de faire apparaître le plus de transpositions possible.



8.7. HEURISTIQUES ORIENTANT LE DEPTH-FIRST 145L'ordre lexiographique s'est révélé partiulièrement intéressant dans ette optique : il estsimple à programmer et peu oûteux en temps de alul, et a une bonne tendane à envoyerl'exploration dans les mêmes zones de l'arbre de jeu.Pour améliorer et ordre un peu basique, nous avons ensuite essayé de donner la prioritéaux positions plus symétriques que les autres, ar elles ont moins d'options que les autres,e qui nous aurait permis d'exploiter une des rares manifestations du déséquilibre des arbresde jeu. Cela n'a pas donné de bons résultats, probablement à ause d'un on�it ave l'ordrelexiographique, provoquant l'exploration de zones très di�érentes de l'arbre de jeu.Puis, à un ertain moment, nous avons inversé l'ordre lexiographique. Notre premierordre donnait en e�et la priorité aux oups qui suppriment les �èhes plut�t que les arêtesinternes, mais nous nous sommes aperçus ensuite qu'il était préférable de supprimer d'abordles arêtes internes, puis les �èhes.Les lettres représentant les �èhes, les arêtes, les jetons et les ases grises ont été hoisiesen onséquene : G < L, 'est-à-dire ase grise < arête interne, donne la priorité aux asesgrises sur les arêtes internes, favorisant don leur suppression. Par ailleurs, A < B < C,'est-à-dire deux �èhes < une �èhe < jeton normal, donne la priorité aux positions avede nombreuses �èhes, favorisant don leur maintien.8.7.3 DéoupagesCette inversion de l'ordre lexiographique était un premier indie du fait que le faibledéséquilibre des arbres de jeu était exploitable. Nous avons pu également le onstater avela programmation d'une autre priorité, qui onsiste à favoriser les déoupages.Car même si l'on ne sait pas tenir ompte de es déoupages aussi bien que pour les jeuximpartiaux, les positions déoupées sont néanmoins plus simples à aluler. Les opérations deanonisation (dont le alul de la symétrie anonique) sont réalisées sur haque omposanteindépendamment et sont don plus performantes. Cela favorise aussi l'apparition de jetonsisolés ou de paires, sur lesquels on peut appliquer la théorie du paragraphe 8.4.6, ainsi quedes haînes indépendantes, qui peuvent être redressées (�8.5.1).Pour aller plus loin, plut�t que de simplement favoriser les déoupages au moment où ilsapparaissent, nous avons fait en sorte de jouer en priorité les oups les plus suseptibles defaire apparaître des déoupages. Nous avons essayé dans un premier temps de jouer les oupsà l'endroit où le nombre de oups néessaire à l'obtention d'un déoupage était le plus faible.Cependant, le résultat n'était pas onluant, ar e faisant, l'exploration de l'arbre de jeu sefaisait dans des zones trop di�érentes.Nous avons don réalisé un ompromis : nous jouons des oups en priorité dans une deslignes, horizontale ou vertiale, qui sinde un plateau le plus rapidement possible, et en deuxparties de taille les plus prohes possibles. Sur un plateau arré, il y a 2 lignes privilégiées sile nombre de jetons d'un �té du arré est pair, et 4 si e nombre est impair. Sur un plateauretangulaire, il y a 1 ou 2 lignes privilégiées, suivant que le nombre de jetons du plus grand�té du retangle est pair ou impair.
Figure 8.29 � Lignes privilégiées de déoupage.En�n, nous favorisons les oups les plus prohes possible du entre de la position, e



146 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXESqui permet de jouer en priorité des arêtes internes. Voii en dé�nitive les priorités que nousutilisons, les plus importantes étant plaées en haut :
∗ Priorité aux oups qui n'engendrent pas de jeton apturable.
∗ Priorité aux déoupages.
∗ Priorité aux oups sur une des lignes privilégiées.
∗ Priorité aux oups les plus prohes du entre de la position.
∗ Ordre lexiographique.8.8 Résultats8.8.1 Tableaux réapitulatifsLes meilleurs résultats onnus jusqu'ii étaient eux de David Wilson en 2002 [39℄. Lesrésultats nouveaux par rapport à Wilson ont été indiqués par un astérisque dans les tableaux.Il est à noter que Wilson n'a pas réalisé de aluls exhaustifs pour ertains types de positions,en partiulier les positions de taille 2×n, même si son programme est théoriquement apablede aluler le sore de n'importe quelle position jusqu'à une limite de 40 arêtes (sur lespositions amériaines). Dans les tableaux, nous n'avons don pas onsidéré omme nouveauxdes résultats qui auraient probablement pu être alulés par Wilson, même s'il ne sont pasindiqués sur son site web.Pour des raisons évidentes de symétrie, le sore du plateau n×m est le même que eluidu plateau m× n, et nous ne donnons que les valeurs des plateaux n×m ave n ≤ m.2 3 4 5 6 7 82 3/1 2/4 5/3 4/6 7/5 7/7 *8/83 − 3/6 6/6 7/84 − − 8/8Table 8.2 � Sores alulés des positions amériaines n×m.Le tableau 8.2 montre les résultats obtenus sur les positions de départ amériaines. Laseule position amériaine qui dépasse la limite de 40 arêtes du programme de Wilson est laposition de taille 2 × 8, ave 42 arêtes. Nous avons été apables de aluler ette positionpare qu'à nombre d'arêtes équivalent, les plateaux aux dimensions déséquilibrées sont plusfailes à aluler. En e�et, un déséquilibre des dimensions du plateau implique une apparitionplus rapide des déoupages, mais aussi un nombre de jetons plus élevé, don un nombre detours de jeu moins important. Ce phénomène se retrouve aussi dans les versions islandaiseset suédoises. 2 3 4 5 6 7 8 9 102 3/1 5/1 6/2 6/4 7/5 8/6 9/7 9/9 *10/103 − 4/5 8/4 7/8 10/84 − − 10/6 *11 ou 12Table 8.3 � Sores alulés des positions islandaises n×m.Le tableau 8.3 montre les résultats obtenus sur les positions de départ islandaises. Nousne sommes pas ertain de la limite de alul du programme de Wilson en version islandaise.Une des astues qu'il utilise en version amériaine (la non-distintion des arêtes de oin)ne marhe pas aussi bien en version islandaise, puisqu'il n'y a qu'un seul oin onerné aulieu de quatre. Nous avons don onsidéré omme nouveau le sore de la position islandaise



8.8. RÉSULTATS 147de taille 2 × 10, qui ontient 40 arêtes, limite du programme de Wilson dans les onditionsidéales de la version amériaine.Remarquons que nous avons obtenu un résultat partiel sur la position de taille 4 × 5(40 arêtes également) : nous avons démontré que le premier joueur est apable de s'assurer11 points, e qui est su�sant pour prouver qu'il est vitorieux, et également qu'il ne peutobtenir 13 points si son adversaire joue parfaitement. C'est-à-dire que ette position de taille
4 × 5 est gagnante ave le ontrat 11, et perdante ave le ontrat 13. Pour obtenir le soreexat, il reste à aluler l'issue lorsque le ontrat est 12.position 2× 2 2× 3 2× 4 2× 5 2× 6 2× 7arêtes 4 7 10 13 16 19sore 0/4 6/0 4/4 6/4 4/8 9/5position 2× 8 2× 9 2× 10 2× 11 2× 12 2× 13arêtes 22 25 28 31 34 37sore 8/8 10/8 9/11 12/10 12/12 14/12position 2× 14 2× 15 2× 16 2× 17 2× 18 2× 19arêtes 40 43 46 49 52 55sore *14/14 *16/14 *16/16 *17/17 *18/18 *20/18Table 8.4 � Sores alulés des positions suédoises de taille 2× n.Le tableau 8.4 montre les résultats obtenus sur les positions de départ suédoises de taille
2×n. Comme pour la version islandaise, nous avons onsidéré omme nouveaux uniquementles sores de positions de départ ontenant au moins 40 arêtes. La position 2× 19 suédoise,ave 55 arêtes, est la position de départ de sore onnu qui ontient le plus d'arêtes.3 4 5 6 7 8 9 103 8/1 8/4 10/5 11/7 11/10 12/12 *13/14 *14/164 − 8/8 10/10 13/11 *13/155 − − *11/14Table 8.5 � Sores alulés des positions suédoises n×m.En�n, le tableau 8.5 montre les résultats obtenus sur les positions de départ suédoisesave des dimensions supérieures à 3. Le sore de la position suédoise 5 × 5 (40 arêtes) estsans doute le résultat nouveau le plus élégant. Les positions suédoises 3× 9, 3× 10 et 4× 7omportent respetivement 42, 47 et 45 arêtes di�érentes.8.8.2 Exploitation des résultatsQuels que soient les types de positions de départ onsidérés (amériaines, islandaisesou suédoises), il est di�ile de voir émerger une régularité dans les résultats alulés. Ceilaisse penser qu'une résolution totale du jeu, sur les plateaux de toute taille, sera di�ile àobtenir. Le problème le plus simple que l'on puisse imaginer, la résolution totale des positionssuédoises de taille 2 × n, n'est visiblement pas trivial quand on regarde les sores obtenussur les 18 premiers plateaux.Le prinipal enseignement que l'on puisse tirer des sores alulés, 'est que mis à partles petits plateaux, les parties sont toutes relativement équilibrées. Hormis sur les positionssuédoises de tailles 3× 2 et 3× 3, l'éart de points ne dépasse jamais 4, et n'est que rarementsupérieur à deux.



148 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXESCes résultats sont à mettre en relation ave l'existene possible de stratégies permettantà haque joueur de s'assurer un minimum de points quoi qu'il arrive. Une telle stratégiepeut s'expliquer rapidement : un joueur déoupe la position en un maximum de omposantesindépendantes, en prenant garde de ne pas laisser de jeton apturable pour son adversaire.En �n de partie, s'il y a n omposantes, il sera assuré de marquer au moins 2×(n−1) points,eux des paires que l'autre joueur devra abandonner dans haque omposante pour onserverla main.Établie de manière plus rigoureuse, voire adaptée à la programmation, ette stratégiepourrait permettre de minorer et majorer les sores des positions de départ.8.8.3 ComplexitéNotre programme est atuellement du niveau de elui de Wilson, et même légèrementplus performant. Notre prinipal avantage est que nous nous sommes limités à une résolutionfaible, alors qu'il pratiquait une résolution forte. Ce qui laisse d'ailleurs penser que plus lesaluls que nous mèneront seront ompliqués, et plus le fossé se reusera.En e�et, un programme du type résolution forte fait fae à une omplexité en O(2n),où n est le nombre d'arêtes. La omplexité de notre résolution faible est expérimentalementmoins importante. Nous pouvons l'évaluer à l'aide du graphique de la �gure 8.30.
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Nombre d'arêtes de la position de départFigure 8.30 � Évaluation de la omplexité des positions de départ en fontion du nombred'arêtes.Sur e graphique, nous avons représenté par un point haque alul que nous avons mené.L'absisse orrespond au nombre d'arêtes de la position de départ, et l'ordonnée (en éhellelogarithmique), au nombre de positions stokées dans la table de transpositions à la �ndu alul. Un arré symbolise une position de départ suédoise, un triangle symbolise uneislandaise, et un erle, une amériaine.Certains arrés sont relativement bien alignés le long d'une droite qui passe sous tousles points de e graphique. Ces arrés orrespondent aux positions suédoises de taille 2× n,e sont les aluls les plus failes à mener. La omplexité qui orrespond à ette droite estenviron de O(20,45n).Quant aux triangles et aux erles, ils sont également à peu près alignés sur une droite quiorrespond à une omplexité en O(20,6n) : 'est la omplexité approximative de la résolutionfaible des positions amériaines et islandaises.



8.8. RÉSULTATS 1498.8.4 Pistes de reherheIl ne manque plus grand hose à notre programme pour réussir à aluler la premièreposition amériaine inonnue, la position de taille 4× 5. Entre la position 4× 4 déjà alulée,et elle-i, il y a 9 arêtes supplémentaires, e qui donne un alul 20,6×9 ≃ 42 fois plus di�ile,selon l'estimation développée au paragraphe préédent. Nous livrons dans e paragraphequelques pistes qui devraient permettre d'y parvenir.Tout d'abord, les aluls les plus ompliqués menés n'ont jamais dépassé 24 heures sur unordinateur de bureau ordinaire. Des progrès sont don envisageables simplement en menantdes aluls plus longs. Toutefois, ela néessiterait de régler le problème de la taille des tablesde transpositions, qui saturent rapidement la mémoire disponible. Mais la grande quantitéde temps de alul disponible (on peut envisager de mener un alul sur plusieurs mois, donde disposer de 100 fois plus de temps de alul) laisse de la latitude pour régler e problème,le manque de mémoire pouvant être ompensé par un temps de alul plus long, moyennantune tehnique de programmation adéquate.D'autres méthodes sont envisageables pour améliorer les performanes du programme.Des progrès sont possibles dans la anonisation des positions ave la théorie CTF que nousavons déjà évoquée pour exploiter la déformation des positions. On pourrait également en-visager une théorie qui prenne en ompte les sommes de positions indépendantes de façonplus omplète que e qui est développé au paragraphe 8.4.6. Ce type d'améliorations estsuseptible de réduire l'exposant dans la formule donnant la omplexité du alul.En�n, les algorithmes de parours de l'arbre utilisés jusqu'ii restent assez élémentaires.De meilleures heuristiques pour le parours en profondeur, voire un algorithme de type best-�rst (PN-searh ou variante) seraient probablement à même d'aélérer les aluls.L'estimation du paragraphe préédent, appliquée au jeu amériain de taille 5× 5, indiqueque e alul serait 4 000 fois plus di�ile que elui de 4× 4. Ce nombre n'est pas si impor-tant. Entre l'amélioration des performanes des ordinateurs, et les améliorations théoriquespotentielles, il est probable que dans quelques années, le vainqueur du jeu qu'Édouard Luasavait présenté en 1889 soit en�n onnu.



150 CHAPITRE 8. LE DOTS-AND-BOXES



Annexe ARésolution du jeu de Sprouts à 2pointsNous présentons dans la �gure A.1 un arbre solution pour le jeu de Sprouts à 2 points,dans sa version normale, joué sur le plan ('est-à-dire le jeu lassique du Sprouts, pas sa gé-néralisation sur des surfaes). Cet arbre résume une stratégie que peut appliquer le deuxièmejoueur s'il souhaite gagner à oup sûr la partie.

Figure A.1 � Arbre solution pour le jeu de Sprouts à deux points.Les positions perdantes sont marquées de la lettre � L � (pour � Loss �), et les positionsgagnantes de la lettre � W � (pour � Win �). Pour les positions gagnantes, il n'a pas éténéessaire d'indiquer toutes les options, seule su�t la donnée d'une position perdante.Certaines positions équivalentes ont été identi�ées ave les méthodes dérites dans lehapitre 6. Par exemple, le premier oup du premier joueur qui onsisterait à relier un pointà lui-même en enfermant l'autre point dans la région réée est équivalent à son premier oupde droite sur la �gure A.1, en utilisant l'équivalene entre intérieur et extérieur que l'ondéduit de la projetion stéréographique.
151



152 ANNEXE A. RÉSOLUTION DU JEU DE SPROUTS À 2 POINTS



Annexe BRésolution du jeu de Sprouts à 5pointsDans la �gure B.2, nous présentons un arbre solution pour le jeu de Sprouts à 5 points,dans sa version normale, noté S+
5 . Cet arbre résume une stratégie que peut appliquer lepremier joueur s'il souhaite gagner à oup sûr la partie.Les positions entourées par une ellipse sont perdantes. Pour véri�er qu'elles sont per-dantes, nous avons représenter haune de leurs options. Celles entourées par un retanglesont des sommes de deux positions perdantes, don sont elle-mêmes perdantes. Celles quine sont pas entourées sont gagnantes, il nous su�t don de représenter une de leurs optionsperdantes.La table B.1 explique à quelles positions orrespondent les numéros des n÷uds de la �gureB.2. La numérotation utilise un nombre qui orrespond au nombre de vies de la position,ainsi qu'une lettre arbitraire pour di�érenier les positions qui ont le même nombre de vies.La leture du hapitre 6 permet de omprendre quelles positions de Sprouts sont odéespar les haînes de aratères de la deuxième olonne de la table, ainsi que les astues deanonisation qui permettent d'identi�er des positions équivalentes.Ce shéma ne omporte que 15 positions perdantes (sans ompter la position terminale),nombre à omparer ave les 114 positions néessaires à Applegate, Jaobson et Sleator en 1991[4℄, et ave les 24 784 arbres anoniques di�érents dans l'arbre de jeu de S5, qui traduisent laomplexité de e jeu. La réalisation d'une preuve aussi ompate a été rendue possible parl'utilisation onjointe de plusieurs tehniques.Tout d'abord, la anonisation dérite dans le hapitre 6 a permis d'identi�er des positionséquivalentes. L'algorithme PN-searh a permis quant à lui une exploration de l'arbre de jeuqui se dirige rapidement vers la solution. En�n, la véri�ation aléatoire dérite dans le hapitre5 a permis de supprimer des positions inutiles dans l'arbre solution.Cet arbre permet de bien visualiser ertaines partiularités du jeu de Sprouts. Ainsi, dansle haut de l'arbre, on observe que la plupart des positions peuvent se aluler grâe à undéoupage en deux positions plus petites, failes à aluler. C'est le as des positions 13a à13e, ou 11f à 11l.On observe également que les positions 13f et 11e ne se démontrent qu'après une étudebien plus ompliquée que e qui se pratique ailleurs dans l'arbre : e sont les positions obtenueslorsque le deuxième joueur a joué un oup qui relie entre eux deux points vierges, e quiaboutit à une frontière dont la représentation est 1a1a. Ce sont quasi-systématiquement lespositions de e type dont l'étude est la plus problématique dans les aluls de Sprouts.L'étude des positions de Sprouts ave un grand nombre de points de départ ressembleaux 6 premiers étages de ette �gure : le fateur d'embranhement est très important, mais153



154 ANNEXE B. RÉSOLUTION DU JEU DE SPROUTS À 5 POINTS
Figure B.1 � Positions 13f et 11e (di�iles à étudier).la plupart des options des positions perdantes se démontrent grâe à un déoupage. Seulessubsistent un petit nombre de positions dont la démonstration est di�ile, notamment ellesdu type 1a1a.
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156 ANNEXE B. RÉSOLUTION DU JEU DE SPROUTS À 5 POINTS
# position perdante14b 0*2.AB|0*2.AB12a 0*2.AB|CDEF.AB|CDEF10a ABCD.EF|GHIJ.EF|ABCD|GHIJ9a 0*2.AB|2AB7 2AB|CDEF.AB|CDEF6a 0.A|1A6b 0.A|ABC|BC6 0.AB|2AB6d 0*24b 2A|ABC|BC4 ABC|BCD|AD4d ABCD|ABCD4e 2AB|2AB3a 123b 0
# position gagnante15a 0*513a 0*2.A|0.1aAa13b 0*2+0.A|0.A13 0*2.AB|0.AB.CD|CD13d 0*2.AB|0.CD|AB.CD13e 0*2.2+0*213f 0*2.AB|1a1a.AB11a 0*2.AB|2CD.AB|CD11b 0*2.AB|2CD|AB.CD11 0*2.AB|ABC|CDE|DE11d 0*2.AB|AB.CD|CE|DE11e 1a1a.AB|CDEF.AB|CDEF11f 0*2+2.ABCD|ABCD11g 0*2.A|aAaBCD|BCD11h 0.1aAa|BCDE.A|BCDE11i 0.AB.CD|EFGH.AB|EFGH|CD11j 0.A|0.A+ABCD|ABCD11k 0*2.2+ABCD|ABCD11l 0.AB|CDEF.GH|CDEF|AB.GH

# position gagnante9b 2AB.CD|EFGH.CD|EFGH|AB9 ABCD.EF|ABCD|EFG|GHI|HI9d ABCD.EF|ABCD|EF.GH|GI|HI9e 2AB|CDEF.GH|CDEF|AB.GH9f 2.ABCD|ABCD+ABCD|ABCD9g aAaBCD|EFGH.A|EFGH|BCD8a 0.1aAa|2A8b 0.AB.CD|2AB|CD8 0.AB|2CD|AB.CD8d 0*2.A|2A8e 0*2+228f 1a1a.AB|2AB7a 0.A|0.A7b 0*2.26e 2A|aAaBCD|BCD6f 22+ABCD|ABCD6g 2A|BCDE.A|BCDE6h 2AB.CD|2CD|AB6i 2AB|2CD|AB.CD6j 2AB|ABC|CDE|DE6k 2AB|AB.CD|CE|DE5a 1A|ABC|BC5b 12+15 0+AB|AB5d 12+AB|AB5e 0.A|2A5f ABC|ADE|BC|DE5g 0+225h 1aAa|2A5i 0.AB|AB5j 2AB|AB.CD|CD5k 1a1a5l 2.ABCD|ABCD4a 0.23 2A|2A3d AB|AC|BC3e 2AB|AB2a AB|AB2b 22Table B.1 � Positions orrespondant à la �gure B.2.



Annexe CReprésentationChoolat-Toile-ForêtC.1 ProblématiqueTant pour le Cram que pour le Dots-and-boxes, on peut obtenir des jeux équivalents enonsidérant leurs jeux duaux.Pour le Cram, on remplae haque ase vide par un sommet, et l'on relie deux sommetspar une arête lorsque les deux ases vides orrespondantes sont situées à �té : on obtient ungraphe dual.Pour le Dots-and-boxes, on remplae haque boîte par un sommet, puis on relie deuxsommets par une arête lorsque les deux boîtes sont situées à �té l'une de l'autre, et que laligne qui les sépare n'a pas enore été traée. Le jeu équivalent obtenu est appelé Strings-and-oins.
Figure C.1 � Positions de Cram et de Dots-and-boxes, et leurs graphes duaux.Cette représentation sous forme de graphe revêt un intérêt : si deux graphes sont iso-morphes, alors les positions orrespondantes sont équivalentes. Considérer les graphes duauxpermet don de tenir ompte des équivalenes liées aux déformations des positions.La �gure C.2 présente à titre d'exemple trois positions de Cram (déjà renontrées auhapitre 2) qui ont le même graphe dual, représenté à droite de la �gure. Ces trois positionssont don équivalentes.

Figure C.2 � Trois positions de Cram ave le même graphe dual.Ensuite se pose le problème de la représentation informatique de es graphes. Une re-157



158 ANNEXE C. REPRÉSENTATION CHOCOLAT-TOILE-FORÊTprésentation basée sur la dé�nition des graphes (on a�ete un numéro di�érent à haquesommet, puis on stoke les paires de numéros orrespondant aux arêtes) poserait quelquessouis. Outre le fait qu'une telle représentation onsommerait beauoup de mémoire, le prin-ipal problème serait de déterminer un algorithme rapide et e�ae pour identi�er les graphesisomorphes.Or, les graphes duaux de Cram et les positions de Strings-and-oins ont de nombreuxpoints ommuns : e sont des graphes qui proviennent de plateaux, don des graphes planaires,et dont tous les sommets sont de degré au plus 4. Ainsi, dans ette annexe, nous détaillonsune représentation informatique qui nous semble plus adaptée à es graphes partiuliers.Nous n'avons pas eu le temps d'implémenter ette représentation, mais nous pensonsqu'elle permettrait d'améliorer nos résultats du fait de l'identi�ation de nombreuses po-sitions équivalentes. Cette représentation est d'autant plus e�ae que les plateaux sontgrands, ainsi, nous pensons qu'elles donnerait de meilleurs résultats sur le Cram, où noustraitons des plateaux plus grands, que sur le Dots-and-boxes. Et sur le Dots-and-boxes, lesrésultats seraient sans doute meilleurs sur les positions suédoises, en partiulier elles dontles deux dimensions du plateau sont déséquilibrées.C.2 Choolat, Toile et ForêtLe premier travail va onsister à séparer les arêtes du graphe en trois ensembles disjoints :le hoolat, la toile et la forêt. Dans le adre du Dots-and-boxes, seules les arêtes internessont onernées 1.C.2.1 ChoolatNous avons voulu dérire ave le hoolat une partie du graphe trop rigide pour laisserla moindre latitude lorsque l'on herhe à traer la position duale du graphe. Ainsi, auontraire de la �gure C.2 où le même graphe orrespond à plusieurs positions, un graphe quine omporterait qu'une seule tablette de hoolat ne pourrait orrespondre qu'à une seuleposition. Une dé�nition plus formelle va nous permettre d'élairir e propos.Dé�nition 13. Étant donné un graphe, un arré est un ensemble de 4 sommets A, B, C et
D, reliés entre eux par des arêtes : A�B ; B�C ; C�D et D�A.On peut maintenant dé�nir le hoolat :Dé�nition 14. On olorie les arêtes du graphe, de sorte que les 4 arêtes de tout arré soientde même ouleur, et en utilisant un maximum de ouleurs. Une tablette de hoolat est unensemble de plusieurs arêtes ayant la même ouleur.

Figure C.3 � Graphe à deux tablettes.Un graphe peut ontenir plusieurs tablettes de hoolat. Par exemple, le graphe dual dela position de Cram de la �gure C.1 ontient 2 tablettes, représentées en noir sur la �gureC.3. Remarquons également qu'il est possible qu'un sommet appartienne à deux tablettes,omme le sommet gris sur la �gure C.4.1. Il est également néessaire de tenir ompte des �èhes (les arêtes non internes) dans la représentationdérite à la setion C.3. Nous ne détaillons pas e point dans un soui de onision.



C.2. CHOCOLAT, TOILE ET FORÊT 159
Figure C.4 � Sommet ommun à deux tablettes.C.2.2 ForêtLa forêt est la partie externe des graphes, onstituée d'arbres au sens de la théorie desgraphes. Il est faile de déteter les arêtes qui appartiennent à la forêt : on supprime lessommets de degré 1 du graphe, ainsi que les arêtes qui leur sont liées. On reommene tantqu'il reste des sommets de degré 1. Les arêtes qui se font supprimer lors de et algorithmeappartiennent à la forêt.Remarquons que si et algorithme termine en ne laissant qu'un sommet de degré nul, 'estque le graphe est un arbre. Hormis e as partiulier, si l'on onsidère le graphe omposéde tous les éléments qui se font supprimer par et algorithme, les di�érentes omposantesonnexes obtenues sont des arbres.Sur la �gure C.5, on peut observer 3 arbres représentés en pointillés.

Figure C.5 � Graphe à 3 tablettes, 3 �laments et 3 arbres.C.2.3 ToileLes arêtes qui n'appartiennent ni au hoolat, ni à la forêt, appartiennent à la toile. Siun sommet du graphe est de degré 2, et si les deux arêtes qui le touhent sont des arêtes detoile, on olorie es deux arêtes d'une même ouleur. Ainsi, les arêtes de toile sont lasséesen di�érentes omposantes uniolores appelées �laments. Un �lament est au minimum delongueur 1, lorsqu'il ne ontient qu'une arête.Par exemple, la �gure C.5 ontient 3 �laments de longueurs respetives 1, 2 et 3, repré-sentés en gris.Un �lament a toujours deux extrémités qui sont deux sommets de degré au moins 3, saufdans un as : si le �lament est un yle. Si e yle forme une omposante onnexe isolée dugraphe, alors le �lament n'a pas d'extrémité, sinon, il n'a qu'une seule extrémité, de degréau moins 3.
Figure C.6 � Cyle isolé, et yle à une extrémité.



160 ANNEXE C. REPRÉSENTATION CHOCOLAT-TOILE-FORÊTC.3 Représentation du grapheLettresDans la représentation que nous allons dérire, ertains sommets partiuliers seront dé-signés par des lettres, à partir de � a �. Il s'agit des sommets qui sont reliés à des arêtesd'au moins 2 objets parmi les tablettes, les �laments, et les arbres (il peut s'agir de ta-blette+tablette, ou tablette+�lament+arbre, ou �lament+�lament+arbre... il y a de nom-breuses possibilités).
Figure C.7 � Sommets désignés par des lettres dans un graphe.ChoolatPour haque tablette, on peut utiliser une représentation sous forme de tableau. Lessommets sont représentés par le hi�re 0, ou par la lettre qui leur orrespond si néessaire,et les ases vides par la lettre G. Le aratère * est utilisé pour déterminer la longueur d'uneligne du tableau.ToileChaque �lament sera représenté sous la forme ab4, où a et b sont les lettres aux extrémitésdu �lament, et où 4 est sa longueur.Si le �lament est un yle isolé, on utilise la lettre spéiale � pour dérire e as partiulier :�10 désigne ainsi un yle de longueur 10. Si par ontre le �lament est un yle lié au restedu graphe, alors il est lié par une unique lettre, et sa représentation est du type aa8.ForêtPour représenter un arbre, on ommene par noter la lettre de sa raine, puis on réaliseun parours en profondeur : lorsque l'on renontre un sommet pour la première fois lors duparours, on érit � { �, et lorsqu'on le renontre pour la dernière fois, on érit � } �.La représentation de l'arbre de la �gure C.8 est don :a{{{}{{{}{{}{}}}}{{{}{}}}}}

Figure C.8 � Arbre ontenu dans un graphe.



C.3. REPRÉSENTATION DU GRAPHE 161ExempleUne représentation orrete du graphe des �gures C.5 et C.7 serait :� 00a*000dG b0*00f0 ef*0h pour le hoolat.� ab2 dg1 eg3 pour la toile.� {{{}{}}} g{{{}{{}{{}}}}} h{{}{{}}} pour la forêt.CanonisationCanoniser haque objet indépendamment du reste de la position n'est pas très di�ile.Pour anoniser une tablette, il su�t de onsidérer ses 4 symétries (8 si la tablette est arrée),et de ne garder que la plus petite pour l'ordre lexiographique. Il n'y a auun travail à fairepour un �lament, et en�n, on peut anoniser les arbres réursivement : un arbre est onstituéd'une raine, reliée au maximum à 3 arbres �ls. On trie haque �ls séparément ave un appelréursif à la fontion de tri, puis on trie les �ls entre eux.Le plus di�ile est de anoniser l'ensemble de la position, ar il se pose le même problèmeave les lettres que dans le as du Sprouts (voir le paragraphe 6.4.3). En e�et, pour être sûrd'avoir une représentation anonique, il faudrait tester toutes les façons de renommer leslettres, anoniser haune des représentations obtenues, puis garder la meilleure pour l'ordrelexiographique. Cei introduirait un fateur en n! dans la omplexité de la anonisation, où
n est le nombre de lettres de la représentation.Un tel proédé n'est pas aeptable, ar beauoup trop oûteux en temps de alul.Comme dans le as du Sprouts, le reours à une pseudo-anonisation peut permettre detrouver un bon ompromis entre rapidité d'exéution de la anonisation, et perte de perfor-mane liée à l'apparition de multiples représentations orrespondant au même graphe.
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