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2 RésuméNous herhons dans ette thèse à aluler les stratégies gagnantes de jeux ombinatoiresave un programme informatique. Nous montrons omment les déoupages qui apparaissentau sein de ertains jeux impartiaux peuvent être utilisés pour aélérer les aluls. Nousdétaillons en partiulier l'utilisation du onept d'arbre anonique réduit dans les aluls enversion misère. Ces méthodes ont été appliquées ave suès au alul de deux jeux impartiauxen apparene très di�érents : le Sprouts, où les joueurs relient des points par des lignes,et le Cram, qui onsiste à remplir un plateau ave des dominos. Nous exposons ensuiteune méthode originale de suivi des aluls de jeux, ave des interations en temps réel parl'opérateur humain. En�n, nous dérivons l'arhiteture du programme modulaire qui nous apermis de réaliser de nombreux aluls di�érents au sein d'un adre ommun, et qui pourraitêtre étendu à l'avenir à d'autres jeux ou algorithmes.Mots-lefs : Théorie des jeux ombinatoires, Jeu impartial, Nimber, Arbre anoniqueréduit, Sprouts, Cram.AbstratThe goal of this thesis is to ompute the winning strategies of ombinatorial games.We show how to aelerate the omputation of impartial games when some positions an besplitted into sums of independent omponents. We detail in partiular the onept of reduedanonial tree in misere omputations. We have applied these algorithms suessfully to thegame of Sprouts, where two players draw lines between spots, and the game of Cram, wherethe players �ll a grid with dominoes. Then, we present an innovative method for monitoringthe omputation and allowing the human operator to interat in real-time. We also desribethe arhiteture of the modular program that allowed us to ompute a lot of di�erent resultsin a single framework.Keywords : Combinatorial game theory, Impartial game, Nimber, Redued anonial tree,Sprouts, Cram.
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Chapitre 1Présentation de la thèseNotre thèse est dédiée à l'étude des jeux ombinatoires. Notre objetif est de détermineromment gagner à ertains de es jeux, et plus préisément, omment être sûr de gagner.1.1 Contexte1.1.1 Théorie des jeux ombinatoiresLa théorie des jeux ombinatoires à laquelle nous faisons référene ii est elle dériteprinipalement par Berlekamp, Conway et Guy dans le livre fondateur Winning Ways foryour mathematial plays, publié en 1982, et republié en 2001 [5℄. On trouvera un historiquedu développement de e domaine dans l'artile de 2009 par Rihard J. Nowakowski [27℄, dontnous redonnons i-dessous les prinipales étapes.Le point de départ de la théorie vient des jeux impartiaux, où les oups disponibles à partirde toute position sont les mêmes pour les deux joueurs. Le premier jeu impartial onsidéré estle jeu de Nim, résolu dès 1902 par C. L. Bouton [6℄. Sprague et Grundy ont ensuite déouvertindépendamment en 1935 [36℄ et 1939 [17℄ la lassi�ation des jeux impartiaux grâe au jeude Nim, aujourd'hui référenée sous le nom de théorème de Sprague-Grundy. Le jeu de Nimest vraiment remarquable : ses règles sont parmi les plus simples et les plus élégantes qu'ilsoit possible d'imaginer, mais il n'en joue pas moins un r�le entral dans la théorie des jeuximpartiaux.La théorie s'est ensuite grandement enrihie ave l'étude des jeux partisans dans lesannées 1960. La renontre de Berlekamp, Conway et Guy aboutira en 1982 à la publiationde Winning Ways, qui reste enore une référene inontournable sur le sujet. Les oneptsdérits dans Winning Ways sont très nombreux, ave en partiulier les notions de oupréversible, d'option dominée, de valeur d'un jeu et de somme de jeux.Le développement théorique depuis la publiation de Winning Ways est moins faile àretraer. Rihard J. Nowakowski publie régulièrement des séletions d'artiles dans une sériede livres intitulés Games of No Chane, ave de nombreuses études spéi�ques de jeux et desgénéralisations théoriques. Parmi les travaux les plus intéressants par rapport au ontenu deette thèse, on peut iter une avanée théorique sur les jeux impartiaux en version misèrepar Thane Plambek en 2005 [28℄ ave l'introdution du onept de quotient misère.1.1.2 Caluls des jeux ombinatoiresLe problème du alul des stratégies gagnantes des jeux ombinatoires est rattahé his-toriquement à un autre domaine, elui de l'intelligene arti�ielle. Ce domaine a fait l'objetd'un nombre très élevé de reherhes et de publiations, en partiulier à partir des années11



12 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSE90, lorsque la apaité de alul des ordinateurs a atteint un niveau su�sant pour résoudredes problèmes intéressants.Les aluls de stratégies gagnantes peuvent être subdivisés en deux branhes prinipales :d'une part, les aluls de stratégie partielle, dont le but est de jouer aussi bien que possibleontre un joueur humain, et d'autre part, les aluls de stratégie omplète, dont le but est dedéterminer la stratégie théorique exate permettant d'assurer la vitoire de l'un des joueurs.Ces deux domaines utilisent ertaines méthodes ommunes (en partiulier les algorithmes dereherhe au sein de l'arbre de jeu), mais posent des problèmes di�érents. Dans ette thèse,nous nous intéresserons uniquement aux aluls de stratégie omplète.Caluls partielsDans le as de aluls partiels, un élément essentiel est la rapidité du alul, puisqueelui-i est réalisé au ours d'une partie réelle ave un joueur humain, mais l'exatitudepeut par ontre être sari�ée. Même si le programme ontient des erreurs, ela n'a pas deonséquene plus grave que de jouer un mauvais oup. Il est également possible d'éliminer deszones entières de l'arbre de jeu, si des heuristiques permettent de prédire leur résultat aveune bonne probabilité. On pourra onsulter l'artile de 2000 de Jonathan Shae�er [30℄, quidonne un état des lieux à l'aube du nouveau millénaire, et reste pour l'essentiel d'atualité.Le jeu d'éhes a été l'un des plus étudiés en terme de aluls partiels, permettant àl'ordinateur d'atteindre le niveau des meilleurs humains dès 1987 (ChipTest, anêtre deDeep Blue), avant de battre de justesse le hampion du monde Garry Kasparov en 1997(Deep Blue, super-ordinateur fabriqué par IBM). L'amélioration onstante des programmesd'éhes permet maintenant d'atteindre le même niveau de jeu ave une puissane de alulbien plus faible (un téléphone portable au lieu d'un super-ordinateur...).Le niveau des meilleurs humains est désormais atteint pour la plupart des jeux. On peutiter le jeu d'Othello (1997, programme Logistello ontre le hampion du monde TakeshiMurakami) ou les dames (depuis environ 2005, mais sans math d'exhibition). Le jeu de Goest l'un des jeux les plus résistants aux aluls de stratégie partielle. Des progrès réents,en utilisant des algorithmes probabilistes de type Monte-Carlo, ont ependant permis de serapproher du niveau professionnel sur les plateaux de petite taille (9× 9 ases, programmeMogo), et du niveau de fort amateur sur les plateaux de taille normale (19× 19 ases). Surette taille de plateau, les meilleurs programmes (MogoTW, Zen) sont enore environ 5 à 6pierres plus faibles que les professionnels en 2011.Caluls ompletsDans le as de aluls omplets, la stratégie gagnante est avant tout un résultat mathéma-tique, qui est soumis au même problème d'exatitude que tout autre résultat mathématique.Une erreur dans le programme est don suseptible de rendre tout ou partie des résultatsfaux. Par ailleurs, il est moins faile d'éliminer ertaines zones de l'arbre de jeu. Même siun oup semble mauvais, enore faut-il le prouver. En éhange, les aluls omplets n'ontauune ontrainte de temps, et il est possible de réaliser le alul sur plusieurs années, sinéessaire. Les aluls de stratégie gagnante omplète réalisés es vingt dernières années sonttrès nombreux. Nous en présentons i-dessous seulement quelques-uns qui nous semblentreprésentatifs.Le onnet-four est l'un des premiers jeux grand publi dont la stratégie gagnante om-plète a été alulée, en 1988, par James D. Allen et indépendamment par Vitor Allis [2℄.Les aluls ont ensuite été régulièrement étendus par John Tromp, qui a alulé une solutionpour le plateau de taille 9 × 6 en 2005. Le jeu du moulin (Nine Men's Morris) a été résolupar Ralph Gasser en 1993 [16℄. De nombreux aluls ont été faits sur le Domineering, DennisBreuker, Jos Uiterwijk et Jaap van den Herik obtenant une solution pour le plateau 8 × 8



1.2. HISTORIQUE DE LA THÈSE 13en 2000 [7℄, puis 9× 9. Nathan Bullok est parvenu à atteindre ensuite le plateau 10× 10 en2002 [9℄.Le alul de stratégie gagnante omplète le plus long et le plus di�ile réalisé jusqu'iiest elui des dames anglaises (jeu de Chekers, ou English draughts en anglais). JonathanShae�er a ommené le développement du programme Chinook en 1989, atteignant unniveau à peu près égal à elui du hampion du monde dès 1990. Les aluls réalisés à emoment-là étaient seulement des aluls partiels, mais Shae�er et Lake ont onjeturé dansun artile de 1996 [13℄ qu'une extension pour obtenir une solution omplète serait sans doutepossible à l'avenir. En 2007, après des aluls étalés au total sur une quinzaine d'années et desentaines d'ordinateurs, Shae�er est �nalement parvenu à obtenir une stratégie omplète[31℄.1.1.3 Positionnement de la thèseLe point entral de la théorie des jeux ombinatoires réside dans la notion de sommesde jeux, et herhe notamment à aluler le résultat d'une somme en fontion du résultatde ses omposantes. Ce domaine se rattahe plut�t aux mathématiques. Les aluls de jeuxombinatoires (que e soit d'une stratégie gagnante partielle ou omplète) sont par ontreplut�t foalisés sur les méthodes de parours de l'arbre de jeu, et se rattahent nettement àl'informatique. Bien que es deux domaines de reherhe partagent un objet d'étude ommun(les jeux ombinatoires), ils ont évolué jusqu'ii de façon relativement indépendante.Une des raisons tient en partie à la di�érene entre les jeux étudiés. La théorie des jeuxombinatoires a tendane à s'intéresser à des jeux sur lesquels une rihe théorie mathéma-tique est possible (jeu de Nim, Dots-and-boxes, Domineering), alors que les aluls de jeuxombinatoires ont été appliqués en premier lieu à des jeux très joués par les humains (éhes,Othello, dames), dans lesquels la notion théorique entrale de somme de jeux n'apparaît pas.Dans ette thèse, nous avons herhé à aluler les stratégies gagnantes omplètes de jeuxombinatoires (Sprouts, Cram, Dots-and-boxes), e qui rattahe notre travail en premier lieuau domaine du alul des jeux ombinatoires. Cependant, alors que es aluls pourraientêtre réalisés uniquement ave le onept d'issue gagnante ou perdante, nous avons introduitdans les algorithmes des onepts plus omplexes, issus de la théorie des jeux ombinatoires(en partiulier le nimber). Cela nous a permis d'aélérer les aluls notablement. De epoint de vue, ette thèse peut être onsidérée à la frontière entre les deux domaines exposési-dessus.1.2 Historique de la thèsePremier programmeNous nous sommes intéressés au jeu de Sprouts pour la première fois lorsque nous étionsétudiants en 1999. Le jeu avait un ertain suès parmi les étudiants, sous le nom de taupe duPérou, ave des parties géantes à la raie au tableau. Nous avons déouvert quelques annéesplus tard que e jeu était surtout onnu sous le nom de Sprouts, e qui nous a naturellementamené à l'artile de 1991 d'Applegate, Jaobson et Sleator, la référene sur le sujet [3℄.Nous avons ommené à programmer sérieusement le Sprouts en 2005, une fois nos études�nies. L'annone en 2006 de nouveaux résultats par Josh Purinton [29℄ nous a motivés àapprofondir notre travail et à le mettre en forme. Nous avons ainsi publié sur internet 1 en2007 nos résultats, et le ode soure de notre programme, aompagnés d'un artile expliquantles éléments essentiels de nos aluls [22℄.1. http://sprouts.tuxfamily.org/



14 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSEL'originalité de e premier travail était théorique d'une part, ave le mélange des oneptsde nimber et d'issue dans les aluls, mais aussi pratique, ave la possibilité d'interationshumaines en ours de alul. Cela nous a permis d'atteindre 32 points de départ, le reordpréédent de 2006 étant de 14 points seulement.Début de la thèseLes résultats obtenus en 2007 ont ensuite attiré l'attention de Jean-Paul Delahaye en2008, dans le adre de sa préparation d'un artile sur le jeu de Sprouts pour la revue Pour laSiene [11℄. L'éhange de mails a débouhé sur l'idée d'approfondir le travail déjà e�etué.C'est ainsi que nous avons ommené une thèse, à partir de septembre 2008, sous sa diretion.Nous avons ommené par étudier le Sprouts sur les surfaes ompates, une généralisationassez naturelle du jeu sur le plan. Nous avions déjà ré�éhi aux aspets théoriques avant dedébuter la thèse, et il ne restait don plus qu'à programmer, e qui nous a oupés d'août àdéembre 2008, ave la publiation d'un artile sur arXiv [23℄.L'intérêt prinipal de ette généralisation aux surfaes ompates est indiret : en her-hant à formaliser ertaines propriétés, ela nous a amenés au onept d'arbre anonique,onept qui s'est ensuite répandu petit à petit dans l'ensemble de notre travail.Le Sprouts en version misèreÀ partir de janvier 2009 prinipalement, nous avons étudié l'autre variante naturelle duSprouts, qui onsiste ette fois à inverser la onvention de vitoire, plut�t qu'à hanger lespropriétés topologiques du terrain de jeu. Cette variante avait déjà été étudiée par Applegate,Jaobson et Sleator en 1991, puis par Josh Purinton et Roman Khorkov de 2006 à 2008. Lesrésultats de Purinton et Khorkov, jusqu'à 16 points de départ, se sont d'ailleurs révélésdi�iles à battre.Nous ne disposons pas en version misère d'une méthode aussi e�ae que les nimbers dela version normale pour tenir ompte des déoupages en positions indépendantes. Nous avonsependant réussi à atteindre 20 points de départ, en utilisant de façon originale le oneptd'arbre anonique réduit pour aélérer les aluls. Nous avons publié un artile en août 2009sur arXiv [24℄.L'étude de la version misère du Sprouts nous a également permis de omprendre plus pro-fondément ertaines propriétés théoriques des aluls en version normale, à base de nimbers.Nous avons publié un artile sur e sujet sur arXiv en 2010 [26℄.Le jeu de CramDe juin 2009 à août 2010, la majeure partie de notre travail s'est foalisée sur la générali-sation des algorithmes à d'autres jeux que le Sprouts. L'idée était de réutiliser les algorithmeset la base de ode existants. Le andidat idéal qui s'est présenté (après quelques fausses pistes)est le jeu de Cram. Il s'agit d'un jeu impartial, dont ertaines positions sont déoupables enpositions indépendantes. Ces deux propriétés permettent d'appliquer à e jeu exatement lesmêmes algorithmes que eux développés initialement pour le Sprouts.Malheureusement, s'il est simple sur le papier d'utiliser un même algorithme pour deuxjeux di�érents, ela l'est beauoup moins dans un programme informatique. Notre base deode début 2009 résultait de plusieurs années de travail entièrement onsarées au jeu deSprouts, et rien n'avait été onçu dans un but plus général. Il a don fallu un long travailde démêlage du ode, pour séparer la partie spéi�que au Sprouts de elle qui pouvait êtreréutilisée.La suppression des dépendanes au Sprouts dans la partie appelée à devenir ommune auCram (les bases de données, les algorithmes réursifs de aluls, le suivi, et.) s'est révéléel'une des étapes les plus di�iles, à tel point que ertaines fontions entrales du programme



1.3. MÉTHODES DE TRAVAIL 15ont �nalement été réérites entièrement. C'est e proessus de généralisation du programmequi nous a pris le plus de temps, et qui a rendu le Cram di�ile à programmer. Le jeu deCram en lui-même � tout du moins une programmation lassique sous la forme d'un tableau� est en e�et relativement aisé à implémenter, par rapport au jeu de Sprouts.Les premiers reords de Cram, dépassant les résultats préédents de 2009 par MartinShneider [33℄, ont �nalement été obtenus à partir de mai 2010.Le Proof-number searhL'idée d'appliquer des algorithmes de parours de type Proof-number searh remonte audébut de la thèse, en 2008, lorsqu'elle nous fut suggérée par Tristan Cazenave. Il a ependantfallu attendre septembre 2010 pour que notre programme soit apable de réaliser onrète-ment e type de aluls. Cela vient en partie du fait que que nous nous sommes onentrésd'abord sur les sujets présentés préédemment, mais il y a également une raison intrinsèque.Au ontraire d'un algorithme de type depth-�rst, l'algorithme de parours Proof-numbersearh demande de maintenir en mémoire une bonne partie des n÷uds développés dansl'arbre de reherhe. Cela implique des méthodes de programmation totalement di�érentes del'algorithme de parours alpha-bêta, que nous utilisions jusqu'alors. Nous avons ommené àpréparer l'implémentation du PN-searh dès 2009, lors de la généralisation des algorithmes aujeu de Cram, mais les di�ultés tehniques de programmation nous ont �nalement demandéplus d'un an et demi de travail.Le PN-searh a donné de bons résultats sur le Sprouts, meilleurs que le simple alpha-bêta,et presque aussi bons que l'alpha-bêta ave interations manuelles. L'ajout d'interationsmanuelles au PN-searh lui-même a ensuite permis d'améliorer tous nos reords de Sproutsà partir de déembre 2010.Le Dots-and-boxesLe Dots-and-boxes est le dernier sujet que nous avons abordé dans le adre de ette thèse,à partir d'avril 2011. Ce jeu est très di�érent du Sprouts et du Cram étudiés jusqu'ii. Nonseulement il n'est pas impartial, mais il fait même intervenir potentiellement la notion departie nulle. Plusieurs propriétés relient ependant le Dots-and-boxes au reste de la thèse :le jeu est presque impartial, il permet des déoupages du plateau en omposantes séparées(bien que non indépendantes), et il est possible d'utiliser une représentation informatiquetrès prohe de elle du Cram.La théorie des aluls du Dots-and-boxes est ependant très di�érente. Plusieurs ap-prohes sont envisageables, et nous avons hoisi de baser nos aluls sur les notions de soreet de ontrat. Combiné ave une théorie détaillée de ertaines équivalenes de positions, elanous a permis d'obtenir de premiers résultats dès juin 2011.Nous on�rmons tous les résultats obtenus par David Wilson en 2002 [39℄, et les omplé-tons ave le sore de plusieurs nouvelles positions de départ.1.3 Méthodes de travailTravail en ommunNotre travail est partiulier, dans la mesure où son intégralité a été menée à deux sur unedurée de plusieurs années, e qui n'est pas si fréquent dans le monde de la reherhe 2. C'estle as aussi bien pour le développement du programme, que pour les ré�exions théoriques,ou même la rédation des artiles et des mémoires.2. Malgré ertains exemples élèbres, omme Appel et Haken, lors de leurs travaux sur le théorème des 4ouleurs.



16 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSELa séparation des hapitres entre les deux mémoires n'a don pas été faile, mais elle re�ète�nalement en partie des préférenes di�érentes : plut�t théoriques et algorithmiques d'un�té, ave par exemple les hapitres sur l'utilisation du nimber, la représentation des positionsde Sprouts et son extension aux surfaes ompates ; plut�t orientées vers la programmationpratique de l'autre, ave par exemple les hapitres sur le suivi et l'arhiteture du programme.Cette di�érene d'approhe est sans doute l'un des éléments les plus utiles du travailollaboratif. Si l'une des approhes bloque sur un problème, l'autre apporte souvent uneperspetive di�érente, à même de résoudre ou de ontourner les di�ultés. L'inonvénient dutravail ollaboratif est par ontre de néessiter un temps assez important de ommuniation,et parfois de négoiation, ertaines idées devant néessairement être privilégiées par rapportà d'autres.Théorie et pratiqueDe manière plus générale, il y a une opposition et une omplémentarité entre la théorie(algorithmique, ombinatoire) et l'implémentation pratique des aluls.L'approhe théorique privilégie par exemple instintivement la solution parfaite, maisles impératifs de programmation en termes de temps de alul, espae mémoire, ou tempsde programmation, néessitent souvent des onessions. On peut iter la anonisation desreprésentations en haînes des positions du Sprouts. La méthode herhant à déterminer laanonisation exate est vouée à l'éhe ar d'une omplexité trop grande. À la plae, il vautmieux avoir reours à une pseudo-anonisation, imparfaite, mais su�samment rapide pourpermettre un alul e�etif.Inversement, il est faile de perdre de vue des onsidérations théoriques essentielles lorsdu travail de programmation. Notamment, ertaines optimisations de ode peuvent se révélerdérisoires lorsque l'on déouvre un nouvel algorithme nettement plus performant. La élèbreitation de Donald Knuth en 1974 est toujours d'atualité : � L'optimisation prématurée estla soure de tous les maux en programmation �.Le juste équilibre entre la théorie et l'implémentation est di�ile à trouver, notammenten terme de timing. Si la programmation est entreprise trop t�t, elle est vouée à n'être qu'unbrouillon sans intérêt rapidement balayé par des onsidérations théoriques. Entreprise troptard, et la théorie n'avane plus, omme si elle-i attendait d'avoir sous les yeux un objet àdétruire avant de se développer.Ce n'est pas un hasard si nos premiers résultats sur le Sprouts reposent prinipalementsur deux idées, relevant haune d'une approhe di�érente : le nimber, onept théorique quia permis de diminuer de plusieurs ordres de grandeur la di�ulté du alul, et le zappage,onept expérimental qui a permis de débloquer à la volée des aluls trop longs.Outils de travailLe travail en ommun néessite des outils adaptés, en partiulier pour deux personneshabitant respetivement au Japon et en Frane. Les deux éléments essentiels qui nous ontpermis de travailler dans de bonnes onditions sont un wiki et un repository.Le wiki (le programme utilisé est Mediawiki, le moteur de wikipedia) permet la rédationaisée ainsi que la struturation des idées qui émergent. En omparaison, la ommuniationpar mail n'a été que très peu utilisée.Le repository (Subversion) permet de sauvegarder sur internet des �hiers, ave réationd'un historique, e qui a prouvé son utilité tant dans la oneption du programme que larédation des artiles. Ces deux outils sont lassiques lors du développement ollaboratif delogiiel sur internet.Tous les outils que nous avons utilisés, que e soit pour la ommuniation, le dévelop-pement du logiiel ou la rédation des artiles, sont des logiiels libres. En aord ave leur



1.4. PLAN DE LA THÈSE 17philosophie, et dans un soui de transparene, nous avons déidé non seulement de di�userle ode soure de notre programme, mais aussi les bases de données issues de nos aluls.1.4 Plan de la thèseThéorie des jeux ombinatoiresNous avons regroupé dans e premier hapitre l'ensemble des notions générales qui noussemblent ommunes à tous les autres hapitres, a�n d'harmoniser la terminologie employée.Notre travail se situe à la frontière entre la théorie mathématique des jeux ombinatoires,et la théorie informatique du alul des stratégies gagnantes des jeux, deux domaines qui ontévolué jusqu'ii de façon relativement indépendante, ave une terminologie parfois di�érente.Un exemple parmi d'autres : la théorie des jeux ombinatoires parle de l'ensemble des optionsdisponibles pour un joueur, là où dans les aluls de stratégies gagnantes, on parle plusfréquemment de l'ensemble des oups disponibles pour un joueur.Nous avons don essayé de redonner une dé�nition des prinipaux onepts lassiques, enpartiulier elui de jeu ombinatoire impartial, d'arbre de jeu, d'issue gagnante ou perdante,de stratégie gagnante.Par ailleurs, la théorie des jeux ombinatoires est relativement réente, e qui fait queertaines notions, même élémentaires, ne sont pas enore lairement établies en tant quetelles, ou bien ne possèdent pas une dé�nition onsensuelle. Nous dé�nissons en partiulierles notions d'arbre solution, d'arbre anonique, et de jeu déoupable.Jeux impartiaux en version misèreCe hapitre détaille les algorithmes que nous avons utilisés pour e�etuer des aluls dejeux impartiaux en version misère, 'est-à-dire lorsque la onvention de vitoire est inver-sée. Comme dans la version normale, nous essayons d'exploiter au mieux les déoupages deertaines positions en omposantes indépendantes.La théorie de la version misère fait intervenir les onepts de oup rédutible et d'arbreanonique réduit. Ces onepts sont lassiques depuis le livre de Conway On Numbers AndGames [10℄, mais l'idée de les utiliser pour aélérer ertains types de aluls en versionmisère est nouvelle.Notre méthode de alul de l'issue en version misère est onstituée de deux étapes. Nousommençons dans une phase préliminaire par aluler les arbres anoniques réduits de nom-breuses omposantes de petite taille. Puis, dans l'étape prinipale du alul, nous remplaçonssystématiquement les petites omposantes par leur arbre anonique réduit dans les sommesde positions. Cette méthode a été appliquée aussi bien au Sprouts qu'au Cram en versionmisère.Suivi des alulsNous abordons dans e hapitre les méanismes de suivi des aluls et d'interation ma-nuelle que nous avons programmés. Bien que le suivi des aluls à travers une interfaegraphique soit une idée en apparene toute simple, elle nous a permis de déouvrir de nom-breuses propriétés des di�érents jeux que nous avons étudiés.Nous avons amélioré petit à petit notre interfae pour disposer du maximum d'informa-tions pertinentes sur l'arbre de reherhe. Cela nous a permis de déouvrir des faiblessesdans les hoix de parours faits par les algorithmes, et nous avons alors donné la possibilitéà l'utilisateur humain d'en déteter une partie et de les orriger en temps réel.



18 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THÈSENous avons appliqué ette méthode aussi bien à l'algorithme alpha-bêta, qu'à l'algo-rithme PN-searh, qui néessitent haun une méthode de suivi et une méthode d'interationdi�érentes à ause des di�érenes fondamentales entre es algorithmes.Arhiteture du programmeL'arhiteture de notre logiiel a évolué au ours du temps, vers une modularisationroissante. Au départ, le programme n'était destiné qu'à mener des aluls de Sprouts enversion normale. Puis, petit à petit, d'autres fontionnalités sont apparues : la version misère,la généralisation à d'autres jeux...Nous dérivons dans e hapitre les prinipaux éléments onstituant le programme, no-tamment la boule prinipale de alul, les tables de transpositions, la sérialisation des don-nées, et l'interfae graphique.Un aspet essentiel de l'arhiteture est la possibilité d'ajouter des modules de l'un destrois types suivants : jeux, algorithmes de alul, et algorithmes de parours. Si le nouveaumodule est dé�ni onformément à ertaines règles, il devient alors immédiatement fontionneldans notre programme, et l'on peut lui appliquer tous les autres outils à notre disposition,omme le suivi, les interations en temps réel, ou l'a�hage des tables de transpositions.Le jeu de SproutsNous présentons dans e hapitre un historique des aluls de Sprouts que nous avonsmenés, en version normale et en version misère. Ce hapitre ne traite que la version la pluslassique du Sprouts, sur une surfae plane.Nous omparons tout d'abord les aluls en version normale ave et sans la théorie dunimber, puis montrons l'e�et de di�érentes heuristiques de l'ordre d'exploration des options.Nous montrons ensuite omment les aluls ont pu être améliorés ave le suivi, le zappage,puis l'algorithme Proof-number searh. Nous réapitulons en�n les meilleurs résultats obtenusjusqu'ii après utilisation des algorithmes de véri�ation.Ce hapitre a surtout pour but de montrer omment la reherhe de l'obtention de reordssur le jeu de Sprouts a servi de moteur à l'élaboration de nombreuses idées, qui sont haunedétaillées dans des hapitres séparés.Le jeu de CramLe jeu de Cram est un jeu impartial déoupable, auquel nous avons pu appliquer lesmêmes algorithmes de alul que pour le jeu de Sprouts. Nous dérivons dans e hapitre lesaspets spéi�ques au Cram.Tout d'abord, nous détaillons la représentation des positions sous la forme de tableau oude haînes de aratères. Puis nous montrons l'importane de la anonisation, qui herhe àidenti�er autant que possible les positions de Cram équivalentes. Nous tenons ompte des sy-métries, des ases que l'on ne peut plus utiliser, et des déoupages en positions indépendantes.Nous présentons une méthode intéressante pour évaluer la qualité de ette anonisation aveles arbres anoniques.Nous détaillons ensuite nos di�érentes heuristiques d'ordre des options, avant de terminerpar un réapitulatif des di�érents résultats obtenus, en version normale et en version misère.Dans les deux versions du jeu, nous avons pu dépasser les résultats préédents de 2009 parMartin Shneider [33℄.



Chapitre 2Théorie des jeux ombinatoiresDans e hapitre, nous présentons des notions générales de la théorie des jeux ombi-natoires, utiles à la ompréhension des autres hapitres. La plupart de es notions sontlassiques, mais du fait de la relative jeunesse de ette théorie au regard de l'histoire desmathématiques, ertains éléments de voabulaire (notamment � arbre anonique � et � jeudéoupable �) sont propres à notre travail, bien qu'ils traduisent des notions élémentaires.2.1 Jeux ombinatoires2.1.1 Qu'est-e qu'un jeu ombinatoire ?Nous nous intéressons dans ette thèse aux jeux ombinatoires. Deux joueurs s'a�rontent,ils jouent alternativement jusqu'à e qu'il ne soit plus possible de jouer. On détermine alorsle vainqueur (ou l'on délare le math nul) selon une règle qui dépend du jeu onsidéré.Les jeux ombinatoires sont à information omplète : pour hoisir son oup, haque joueurdispose de toutes les informations onernant le jeu pour prendre sa déision. Cei exlut parexemple le jeu de la bataille navale, où le plateau de l'adversaire est ahé.Il n'y a pas d'intervention du hasard : on ne lane pas de dé omme au Yahtzee, on netire pas de artes omme au Poker.Voii quelques jeux ombinatoires parmi les plus élèbres :
∗ les éhes.
∗ le jeu de Go.
∗ les Dames.
∗ le Ti-ta-toe (souvent appelé � Morpion �).
∗ le Connet-Four (� Puissane 4 �).2.1.2 Jeux partisans et impartiauxAu sein des jeux ombinatoires, nous pouvons distinguer deux grandes atégories. Toutd'abord, les jeux partisans, où les oups que l'on peut jouer à partir d'une position donnéedi�èrent suivant le joueur dont 'est le tour. C'est le as des éhes, où le premier joueurne peut déplaer que les pièes blanhes, et le seond joueur, que les pièes noires. Si auontraire, les deux joueurs peuvent jouer les mêmes oups à partir d'une position donnée, onparle de jeu impartial. Le jeu de Nim dérit dans le paragraphe 2.2.1 est l'exemple le pluslassique de jeu impartial.Les jeux impartiaux et les jeux partisans sont de nature fondamentalement di�érente.Dans les jeux partisans, un joueur peut aumuler de l'avane. Aux Dames, un joueur qui aenore 15 pions et qui est opposé à un joueur qui n'a plus que 5 pions dispose, sauf ertains19



20 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESas pathologiques, d'une nette avane. Au jeu de Go, l'avane aumulée par le gagnant sematérialise lors du déompte des points en �n de partie. Il est ainsi assez naturel, pour unjoueur humain, de développer des heuristiques pour évaluer les positions des jeux partisans.Dans les jeux impartiaux, par ontre, 'est uniquement la parité du nombre de oups quidétermine le gagnant. Plus préisément, dans un jeu impartial en version normale, le joueurqui joue le dernier oup gagne. À l'inverse, en version misère, le joueur qui joue le dernieroup perd. Le fait que la vitoire se joue forément à peu de hoses � un seul oup � rendles jeux impartiaux plus di�iles à appréhender. Généralement, le joueur est inapable deprédire l'issue de la partie, jusqu'au moment où il l'a totalement analysée. Les heuristiquessont plus di�iles à imaginer.Fait a priori surprenant, malgré leur dé�nition très similaire, les jeux impartiaux enversion misère sont généralement beauoup plus di�iles à étudier que les jeux en versionnormale. Ce point est développé en partiulier dans le hapitre 3.Les jeux impartiaux ont un intérêt mathématique partiulier. Historiquement, 'est unjeu impartial, le jeu de Nim, qui a été le premier jeu ombinatoire à disposer d'une résolutionexate et omplète. Ce jeu a ensuite débouhé sur une lassi�ation des jeux impartiaux enversion normale (théorème de Sprague-Grundy), lassi�ation qui a été historiquement lepoint de départ de l'étude des jeux ombinatoires, qu'ils soient impartiaux ou partisans.La présentation usuelle, mise en ÷uvre tant dans [5℄ que [32℄, onsiste à dé�nir les jeuximpartiaux omme des as partiuliers de jeux partisans (le as où, quelle que soit la position,les oups jouables par les deux joueurs sont identiques). Puisque nous étudions surtout desjeux impartiaux dans le adre de ette thèse, nous avons au ontraire hoisi de présenterdans e premier hapitre des dé�nitions spéi�ques aux jeux impartiaux.2.2 Jeux étudiés dans ette thèseNous présentons ii les jeux qui ont été plus partiulièrement étudiés dans le adre de ettethèse. Si le jeu de Nim est depuis longtemps déjà omplètement résolu, il apparaît néanmoinsdans e doument du fait de son intérêt sur le plan théorique. Les autres jeux ont tous faitl'objet d'une étude partiulière de notre part, débouhant sur des résultats nouveaux.2.2.1 Jeu de NimLe jeu de Nim se joue ave des olonnes d'objets, par exemple des allumettes 1. Un ouponsiste à enlever un ertain nombre d'allumettes dans une seule olonne. Ainsi, les mêmesoups sont jouables quel que soit le joueur dont 'est le tour, et le jeu de Nim est impartial.Lorsque le jeu se joue en version normale, le joueur qui enlève la dernière allumette gagne(ar l'autre joueur ne peut alors plus jouer).On notera n la olonne de Nim à n allumettes et l'on utilisera l'opérateur + pour indiquerles di�érentes olonnes. Ainsi, la position 7+5+4+2 est la position omposée de 4 olonnesontenant respetivement 7, 5, 4 et 2 allumettes. Le joueur dont 'est le tour pourrait parexemple hoisir d'enlever 3 allumettes dans la deuxième olonne, e qui onduirait à laposition 7 + 2 + 4 + 2. Ou alors, il pourrait enlever toutes les allumettes de la troisièmeolonne, et la nouvelle position serait 7+ 5+ 0+ 2.La résolution du jeu de Nim a été dérite pour la première fois par Bouton, en 1902 [6℄.Ce jeu tient un r�le fondamental dans la théorie des jeux impartiaux. Non seulement il s'agitdu premier jeu impartial omplètement résolu, mais il permet également de lassi�er les jeuximpartiaux en version normale.1. C'est ainsi que le jeu, en version misère, apparaît dans le �lm d'Alain Resnais L'année dernière àMarienbad (1961).



2.2. JEUX ÉTUDIÉS DANS CETTE THÈSE 21
Figure 2.1 � Position 7+ 5+ 4+ 2 du jeu de Nim.2.2.2 Jeu de SproutsLe jeu de Sprouts est un jeu impartial, réé réemment (1967), et qui jouit d'une ertainenotoriété dans le milieu sienti�que. Le premier artile présentant e jeu est dû à MartinGardner [14℄. Outre et artile, on peut également trouver une présentation de e jeu dansWinning Ways [5℄. Le jeu se joue sur une feuille de papier, il débute ave un ertain nombrede points traés sur la feuille. À haque oup, le joueur dont 'est le tour doit relier un pointà un autre (éventuellement à lui-même) ave une ligne, puis rajouter un point sur ette ligne.Deux onditions doivent être respetées : les lignes ne doivent pas se roiser, et d'un mêmepoint ne peuvent partir plus de 3 lignes.

Figure 2.2 � Exemple de partie de Sprouts, en ommençant ave 2 points (le deuxièmejoueur gagne).Le jeu de Sprouts est le point de départ de ette thèse. C'est en herhant à aluler lesstratégies gagnantes du Sprouts que nous nous sommes intéressés à la théorie plus généraledes jeux impartiaux, en version normale, puis en version misère. Le Sprouts oupe donune plae importante dans ette thèse. Notamment, le hapitre 3 sur la théorie des jeuximpartiaux en version misère s'applique diretement au Sprouts, et le hapitre 6 dérit lesaluls réalisés sur e jeu.2.2.3 Jeu de CramLe jeu de Cram est un jeu impartial qui se joue sur un quadrillage ave des règles extrême-ment simples : les joueurs posent alternativement un domino sur deux ases vides adjaentes,jusqu'à e que l'un d'entre eux ne puisse plus jouer. On trouve par exemple une présentationde e jeu dans le volume 3 de Winning Ways [5℄.
Figure 2.3 � Exemple de partie de Cram sur une grille 3× 3 (le deuxième joueur gagne).On verra dans la setion 2.6 que le Cram partage ave le Sprouts une propriété essentiellede déoupage en positions indépendantes, e qui nous a motivé à étudier e jeu. Le hapitre7 est onsaré au jeu de Cram.



22 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRES2.2.4 Dots-and-boxesLe Dots-and-boxes est un jeu partisan qui se joue sur un quadrillage. À haque oup,un joueur ajoute une arête. S'il omplète un arré, il le marque de son initiale, puis joue unautre oup. Il passe son tour dès qu'il ne peut plus ompléter de arré. À la �n, le joueur quia remporté le plus de arrés gagne.La première publiation relative au Dots-and-boxes, due à Édouard Luas, date de 1882.Par la suite, e jeu a été étudié en profondeur, en partiulier par Elwyn Berlekamp [4℄, undes trois o-rédateurs de Winning Ways [5℄.Le Dots-and-boxes est presque un jeu impartial, puisque étant donnée une position, lesdeux joueurs peuvent jouer les mêmes oups ; la seule di�érene ave un jeu impartial estque l'initiale marquée sur haque arré dépend du joueur qui a joué le oup.
Figure 2.4 � Deux oups dans une partie de Dots-and-boxes.2.3 Notion de jeu2.3.1 Dé�nition formelle des jeuxLes jeux impartiaux peuvent être dé�nis réursivement, omme par exemple dans Shlei-her et Stoll [32℄, dé�nition 7.2 p. 27.Dé�nition 1.

∗ si G est un ensemble de jeux impartiaux, alors G est un jeu impartial.
∗ Il n'existe pas de suite in�nie G 0, G 1, G 2, ... où G i+1 ∈ G i pour tout i ∈ N (onditionde terminaison).En partiulier, l'ensemble vide ∅ est un jeu impartial, appelé jeu terminal. Les éléments del'ensemble G sont appelés les options de G , et seront notés G = {G1,G2,G3, ...}. Auune res-trition n'est faite a priori sur l'ensemble des options, qui peut don être in�ni, dénombrableou non.Contrairement à l'usage habituel dans la théorie des jeux ombinatoires, nous autoriseronsla même option à apparaître plusieurs fois dans la dé�nition des jeux impartiaux. L'ensembledes options ne sera don plus un ensemble au sens strit, mais plut�t un multi-ensemble,sans que ela ne pose de problème partiulier. Par exemple, on s'autorisera à onsidérer lejeu G = {G1,G2}, même si G1 = G2. L'expliation de ette onvention est donnée à la setion2.5.2.3.2 Déroulement du jeuDeux joueurs peuvent jouer à un jeu G de la façon suivante :
∗ Ils hoisissent qui joue en premier.
∗ La position ourante est G en début de jeu.
∗ Le joueur dont 'est le tour hoisit une option de la position ourante, et ette optiondevient la position ourante.
∗ Les joueurs jouent à tour de r�le jusqu'à e que l'un d'entre eux ne puisse plus jouer.



2.3. NOTION DE JEU 23Les positions d'un jeu G donné sont G (la position de départ), et toutes les positions desdi�érentes options de G . C'est-à-dire que les positions d'un jeu représentent tous les étatsatteignables au ours d'une partie quelonque, et la position ourante représente l'état dujeu à un moment de la partie.Les options orrespondent don aux oups disponibles pour le joueur dont 'est le tour.Une option est une position, don un état, tandis qu'un oup est la transition entre deuxétats. Une partie est une suite de positions, dont haune est une option de la préédente. Laondition de terminaison de la dé�nition des jeux impartiaux assure que la partie se termineen un nombre �ni de oups.En�n, pour dé�nir quel joueur est le gagnant, nous avons vu que deux onventions sontpossibles : soit le joueur qui ne peut plus jouer est le perdant (version normale), soit elui-iest le gagnant (version misère).2.3.3 Jeux ourtsOn appelle jeu ourt (� short game �, dé�ni dans On Number And Games [10℄ p. 97)un jeu dont l'ensemble des positions est �ni. Dans l'ensemble de ette thèse, nous nousrestreindrons aux jeux ourts.Certains résultats ne néessitent pas ette restrition, mais pour des raisons évidentes determinaison, les algorithmes de alul ne sont en général appliables qu'aux jeux ourts : ilparaît di�ile de stoker ou d'étudier une in�nité de positions ave un ordinateur. Heureuse-ment, en pratique, les gens raisonnables jouent surtout à des jeux ourts, et les algorithmesdérits dans ette thèse s'appliquent à de nombreux jeux lassiques. En partiulier, le Cramou le Dots-and-boxes sont des jeux ourts. Par ontre, le jeu de Nim ave une in�nité d'al-lumettes ([10℄ p. 124) n'est pas un jeu ourt.Le jeu de Sprouts est un as partiulier. A priori, il ne s'agit pas strito sensu d'unjeu ourt � étant donnée une position ave deux points, il existe une in�nité de façons detraer une ligne entre es deux points. Cependant, si l'on identi�e les positions identiques àdéformation près, qui onduisent exatement aux mêmes parties, le Sprouts redevient un jeuourt, 'est pourquoi il est possible de l'étudier informatiquement.Dans toute la suite de e hapitre, nous utiliserons simplement le terme de jeu pourdésigner un jeu impartial ourt.2.3.4 Indution de ConwayLa dé�nition des jeux impartiaux étant réursive, la plupart des preuves les onernantsont des preuves par indution. Pour harmoniser la rédation de es preuves, nous utiliseronsl'indution de Conway telle que présentée par Shleiher et Stoll [32℄, théorème 2.3 p. 3.Adaptée au as partiulier des jeux impartiaux, elle-i peut s'énoner :Théorème 1. Soit P une proposition dé�nie sur les jeux impartiaux qui est vraie pour unjeu G = {G1,G2,G3, ...} dès que P est vraie pour tout Gi. Alors, P est vraie pour tout jeu G .Démonstration. Supposons qu'il existe un jeu G 0 pour laquelle P est fausse. Alors, il existeune option G 1 de G 0 telle que P est fausse pour G 1. En réappliquant et argument, on peutonstruire une suite de jeux G 0, G 1, G 2, ... dont haun est une option du préédent. Cettesuite in�nie est en ontradition ave la ondition de terminaison de la dé�nition des jeuximpartiaux.Pour prouver qu'une ertaine proposition P est vraie pour l'ensemble des jeux, il seradon su�sant de montrer qu'elle est vraie pour un jeu G dès lors qu'elle est vraie pour toutesles options de G . En partiulier, P doit être vraie pour le jeu terminal {}, ar e jeu n'a pasd'option, don toute proposition est vraie pour l'ensemble de ses options.



24 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESDans les démonstrations utilisant l'indution de Conway, nous supposerons que P estvraie pour toutes les options de G (e que nous appellerons l'hypothèse d'indution), et nousmontrerons simplement que P est vraie pour G .2.4 Stratégies gagnantes2.4.1 Issue d'une positionOn dé�nit réursivement l'issue d'une position (outome en anglais) omme perdante (oul'on dira simplement que la position est perdante) si auune de ses options n'est d'issue per-dante. Une position qui n'est pas d'issue perdante sera dite d'issue gagnante, ou simplementgagnante. Toute position d'un jeu donné est don soit perdante, soit gagnante.L'ensemble vide est d'issue perdante en version normale, et d'issue gagnante en versionmisère.Le théorème suivant justi�e les termes de � position perdante � et de � position gagnante �.Théorème 2. À partir d'une position gagnante, le joueur dont 'est le tour dispose d'unestratégie lui assurant la vitoire, et réiproquement, à partir d'une position perdante, quel quesoit le oup hoisi par le joueur dont 'est le tour, 'est son adversaire qui dispose d'unestratégie assurant la vitoire.Démonstration. Par indution de Conway :
∗ Par dé�nition, une position gagnante possède au moins une option perdante. La stra-tégie assurant la vitoire onsiste alors simplement à hoisir ette option perdante,puisque ela plae l'adversaire dans une situation où, par hypothèse d'indution, il nepossède auun oup lui assurant la vitoire.
∗ Inversement, étant donné une position perdante, toutes les options disponibles sontdes positions gagnantes. Par hypothèse d'indution, l'adversaire possède une stratégiegagnante pour haune de es positions. Quelle que soit l'option hoisie par le joueurdont 'est le tour, il ne peut don pas éviter la vitoire de son adversaire.2.4.2 Arbre de jeuDé�nition 2. L'arbre de jeu d'un jeu G est l'arbre dont les n÷uds sont les positions de G ,et où deux positions P1 et P2 sont reliées par une arête si P2 est une option de P1.La �gure 2.5 présente en guise d'exemple l'arbre de jeu d'une position de Cram, obtenuen identi�ant les positions égales à symétrie(s) près, et en supprimant les ases isolées.

Figure 2.5 � Arbre de jeu d'une position de Cram.



2.4. STRATÉGIES GAGNANTES 25L'arbre de jeu onstitue une représentation graphique de l'ensemble des positions attei-gnables à partir de la position de départ, la raine de l'arbre. Nous avons établi une orres-pondane entre les termes de théorie des jeux ombinatoires et le voabulaire de théorie desgraphes assoié aux arbres dans la table 2.1.Jeu Arbre de jeuPosition Sommet ou n÷udOption FilsCoup ArêtePosition de départ RainePosition terminale Sommet terminal ou feuilleTable 2.1 � Termes de théorie des jeux ombinatoires et de théorie des graphes.Il est possible de déterminer réursivement l'issue d'une position à partir de son arbre dejeu : en version normale, les feuilles sont perdantes, puis, étant donné un n÷ud interne del'arbre, si e n÷ud a une option perdante, alors il est gagnant, sinon, il est perdant.Sur la �gure 2.5, nous avons indiqué l'issue des positions renontrées si l'on joue en versionnormale. Nous avons utilisé les lettres W et L pour les positions gagnantes (Win en anglais)et perdantes (Loss en anglais).2.4.3 Arbre solutionLa dé�nition de l'issue d'une position donnée dans le paragraphe 2.4.1 montre qu'il suf-�t de trouver une unique option perdante pour démontrer qu'un n÷ud est gagnant. Celaimplique qu'il est en fait possible de déterminer l'issue de la raine d'un arbre de jeu sansonnaître les issues de tous ses desendants.Sur la �gure 2.6, nous n'avons gardé qu'un ensemble de n÷uds de l'arbre de la �gure 2.5qui su�t à démontrer que la raine est perdante. Il y a trois n÷uds gagnants pour lesquelsnous n'avons pas eu besoin de aluler toutes les options.

Figure 2.6 � Arbre solution d'une position de Cram.Un tel ensemble de n÷uds sera appelé arbre solution de la raine. Il fournit de fato unestratégie gagnante pour le joueur qui est en position de fore.Les arbres solutions sont dé�nis formellement par indution :Dé�nition 3. ∗ S = ∅ est un arbre solution de G = ∅.
∗ Si G1 est une option perdante de G et S1 un arbre solution de G1, alors S = {S1} estun arbre solution de G .
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∗ Si toutes les options G1,G2,G3, ... d'un jeu G sont gagnantes, et si pour tout i, Si estun arbre solution de l'option Gi, alors S = {S1,S2,S3...} est un arbre solution de G .Cette dé�nition formelle onsiste simplement à élaguer l'arbre de jeu de ses positionsinutiles en ne onservant qu'une seule option perdante haque fois que 'est possible. Onremarquera que si une option gagnante possède plusieurs options perdantes, on a le hoix del'option perdante retenue dans l'arbre solution. L'arbre solution n'est don pas unique.Il est immédiat par indution qu'un arbre solution permet au joueur en situation de forede jouer une stratégie gagnante, au sens du théorème 2.Les arbres solutions sont beauoup plus petits que les arbres de jeu auxquels ils sontassoiés. Les �gures 2.5 et 2.6 montrent qu'un arbre de jeu à 66 n÷uds peut avoir un arbresolution à 12 n÷uds, mais l'éart peut être bien plus signi�atif. Le jeu de Sprouts, spetau-laire de par le déséquilibre de ses arbres de jeu (ertaines parties de es arbres sont bien plusomplexes que d'autres), permet d'obtenir des arbres solutions limités à quelques milliers den÷uds, pour des arbres de jeu ayant plus de 1020 n÷uds.Remarquons également que les arbres solutions omportent généralement beauoup moinsde positions perdantes que de positions gagnantes. Cei s'explique failement, étant donnéela dissymétrie entre les positions perdantes, pour lesquelles il est néessaire de montrer quetoutes les options sont gagnantes, et les positions gagnantes, pour lesquelles il su�t de trouverune option perdante. Cette remarque s'avèrera utile pour éonomiser de la mémoire, ommenous le montrerons au paragraphe 2.7.5.2.4.4 Preuves par méthodeUn arbre solution permet don de disposer d'une stratégie gagnante tout en stokantmoins d'information que l'arbre de jeu omplet. Il est parfois possible de faire enore mieux,quand la stratégie gagnante peut être dérite par un simple algorithme. On parle alors depreuve par méthode (� solve the problem by knowledge � [8℄), par opposition aux preuves parreherhe (� by searh �) qui herhent à déterminer des arbres solutions.Une preuve par méthode est en fait un moyen de ompresser l'information d'un arbresolution partiulier, ar à partir de ette preuve, on peut fabriquer un arbre solution.Un exemple simple de preuve par méthode est la stratégie de symétrie. Étant donné unjeu impartial en version normale, si une position est omposée de deux omposantes indé-pendantes et identiques, alors le deuxième joueur peut gagner en opiant systématiquementles oups de son adversaire.En guise d'exemple, expliquons omment le premier joueur peut gagner la position deCram de taille 2 × 7. Il ommene par jouer un oup qui sinde la position de départ en 2omposantes identiques, puis il applique la stratégie de symétrie en jouant le symétrique duoup joué par son adversaire. La �gure 2.7 présente le début du développement de l'arbresolution engendré par ette stratégie.La résolution du jeu de Nim par Bouton [6℄ est un autre exemple de preuve par méthode.En général, les résolutions de jeux obtenues par des moyens informatiques sont des ombi-naisons de preuves par méthode et par reherhe : des preuves par méthode permettent desimpli�er les arbres de jeu, de sorte que les preuves par reherhe s'e�etuent plus rapidement.2.5 Arbres anoniques2.5.1 CanonisationLorsque l'on dispose d'une relation d'équivalene sur l'ensemble des positions, ela permetde ranger es positions par lasses d'équivalene. Parmi toutes les positions d'une même
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Figure 2.7 � Stratégie de symétrie.lasse d'équivalene, nous hoisissons une unique position, que nous appelons le représentantanonique de ette lasse d'équivalene.Cette tehnique présente un intérêt dès lors que les positions appartenant à une mêmelasse d'équivalene onduisent à jouer des parties similaires. Durant l'exéution du pro-gramme, on remplae alors haque position par le représentant anonique de sa lasse d'équi-valene, e qui permet de réduire le nombre de n÷uds de l'arbre de jeu, et don de failiterson étude. Ce proédé est appelé anonisation, et l'on dit que la position qui a été remplaéea été anonisée.Des onsidérations de symétrie ou de déformation 2 permettent généralement d'établirde telles relations d'équivalene. Par exemple, les positions de Cram de la �gure 2.8 sontéquivalentes.
Figure 2.8 � Positions de Cram équivalentes.Parfois, le hoix du représentant anonique est naturel, et parfois, auun élément dela lasse ne se détahe. Dans e as, nous hoisissons généralement omme représentantanonique le plus petit pour un ordre arbitraire, le plus simple à aluler possible, ommel'ordre lexiographique pour les haînes de aratères.Dans l'étude de la plupart des jeux, le travail sur la anonisation est ruial pour quel'étude informatique du jeu soit performante.2.5.2 Arbres anoniquesLorsque deux branhes d'un arbre de jeu sont parfaitement identiques, ela signi�e que lejoueur peut e�etuer un hoix parmi deux oups qui mènent exatement à la même situation.E�etuer l'un ou l'autre hoix n'in�uene pas le déroulement de la partie, et les branhesredondantes d'un arbre de jeu sont don inutiles. On appelle arbre anonique l'arbre de jeudans lequel on a éliminé toutes les branhes redondantes.La �gure 2.9 présente à gauhe l'arbre de jeu d'une position de Sprouts. On remarquequ'à partir de la position de départ, les deux oups de droite onduisent à deux parties quise déroulent de la même façon. On fusionne don es deux branhes quand on représentel'arbre anonique à droite.Dé�nition 4. Pour aluler réursivement l'arbre anonique assoié à un arbre de jeu,2. Ce sont les raisons les plus fréquemment renontrées, mais ette liste n'est pas exhaustive.
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Figure 2.9 � Arbre de jeu d'une position de Sprouts, et arbre anonique assoié.
∗ on alule l'arbre anonique de haun des �ls de la raine.
∗ on supprime les doublons parmi les �ls anonisés.La �gure 2.10 montre la anonisation de l'arbre de jeu d'une position de Sprouts, ellequi s'obtient à partir de la position de départ à 2 points en reliant un point à lui-même (laposition de gauhe sur la �gure 2.11).

Figure 2.10 � Canonisation d'un arbre de jeu.Cette notion d'arbre anonique permet de onserver la quantité d'information néessaireet su�sante pour dérire une position : si deux positions ont le même arbre anonique, alorstoute partie jouée sur l'arbre de jeu non anonique est équivalente à une ertaine partie jouéesur l'arbre anonique et inversement.L'objetif d'une anonisation, telle qu'expliquée au paragraphe préédent, est de simpli�erl'arbre de jeu au maximum pour le rapproher de l'arbre anonique. Plus l'arbre de jeuobtenu après anonisation est petit et prohe de l'arbre anonique, et plus la anonisationest performante.L'implémentation des arbres anoniques sera détaillée dans le hapitre 3 sur la théorie desjeux impartiaux en version misère. On verra que e onept peut être amélioré pour failiterertains aluls en version misère.2.5.3 Lien ave la dé�nition formelle des jeuxLa terme d'arbre anonique n'est pas un terme standard de la théorie des jeux ombina-toires. Cependant, il désigne une notion tout à fait naturelle, puisqu'il orrespond à la notionde jeu au sens de Conway (dans Winning Ways [5℄ ou ONAG [10℄) : une même option nepeut apparaître qu'une et une seule fois.Cette notion de jeu ne modélise pas parfaitement les jeux réels. En e�et, deux positionspeuvent sembler très di�érentes d'après les règles du jeu, et être pourtant équivalentes, 'est-à-dire orrespondre au même jeu (et don avoir le même arbre anonique). La �gure 2.11montre ainsi deux positions de Sprouts, qui bien que n'ayant a priori rien à voir l'une avel'autre, sont équivalentes. Elles ont le même arbre anonique, elui de la �gure 2.10.Pour modéliser au mieux et aspet des jeux réels, il nous semble don naturel qu'un jeusoit dé�ni formellement omme un ensemble qui peut ontenir plusieurs options équivalentes(dé�nition 1). C'est-à-dire que si un jeu dé�ni au sens de Conway orrespond à la notion



2.6. JEUX DÉCOUPABLES 29Figure 2.11 � Deux positions de Sprouts ave le même arbre anonique.d'arbre anonique, un jeu dé�ni omme dans la dé�nition 1 orrespond plut�t à la notiond'arbre de jeu.2.6 Jeux déoupables2.6.1 Somme de jeuxDé�nition 5. Soient deux jeux impartiaux G = {G1,G2,G3, ...} et H = {H1,H2,H3, ...}.On dé�nit réursivement le jeu somme G +H par G +H = {G1+H ,G2+H ,G3+H , ...,G +
H1,G + H2,G + H3, ...}.

G et H seront appelées les omposantes de la somme G + H .Dans le as de l'ensemble vide, qui ne possède auune option, on a don G + ∅ = G et
∅+ H = H .Le jeu somme G +H se omporte en fait omme si les deux jeux G et H étaient plaés�te à �te, et le joueur dont 'est le tour peut jouer un oup soit dans G , soit dans H ,laissant l'autre jeu intat.Cette dé�nition s'étend sans di�ulté à la somme d'un nombre quelonque de jeux, et lasomme possède alors les propriétés habituelles d'assoiativité et de ommutativité.Cette notion de somme pourrait sembler arti�ielle puisqu'en dehors des mathématiiens,deux joueurs n'ont auune raison partiulière de jouer soudainement à une somme de deuxjeux. Pourtant, ette notion apparaît spontanément à l'intérieur même de ertains jeux, equi justi�e son introdution (voir les �gures 2.12 et 2.13).2.6.2 Positions déoupablesDé�nition 6. Étant donné un jeu G donné, on dit qu'une position P du jeu G est déou-pable si elle-i peut s'érire omme une somme de jeux P = GA + GB + ....Les jeux GA, GB, ... sont souvent désignés omme étant des positions indépendantes. Voiila justi�ation de ette dénomination.Proposition 1. Les omposantes GA, GB, ... d'une position déoupable sont des positionsdu jeu G .Démonstration. Il est possible pour les joueurs de ne pas jouer dans le jeu GA jusqu'à e quetous les autres jeux onstituant la somme soient ramenés à l'ensemble vide. Cela prouve que
GA est atteignable depuis G et don que GA est une position du jeu G . Un argument similaireest possible pour haune des omposantes de la somme.Dé�nition 7. On dira don qu'une position déoupable P est une somme de positions PA,
PB, ..., et les omposantes de la somme seront dites positions indépendantes.Ce déoupage en positions indépendantes se produit dès lors qu'une position P peuts'érire omme une réunion de positions PA, PB, ... et qu'à haque tour, tout oup jouén'in�uene qu'une et une seule de es positions.Par exemple, la position de Sprouts de la �gure 2.12 peut être vue omme la somme dedeux positions indépendantes : on ne peut plus jouer ave les deux points à l'interfae des



30 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRES
Figure 2.12 � Position de Sprouts déoupable.régions A et B, si bien que lors de haque oup ultérieur, le joueur dont 'est le tour devrahoisir de jouer, ou bien dans la région A, ou bien dans la région B.Le déoupage en positions indépendantes se produit également dans le as du Cram. La�gure 2.13 montre un exemple de partie de Cram jouée sur un quadrillage de taille 3×5 : aprèsdeux oups, la position obtenue se déompose en une somme de deux positions indépendantes.
Figure 2.13 � Position de Cram déoupable.Dé�nition 8. Nous appelons jeux déoupables les jeux dans lesquels interviennent des po-sitions déoupables.Comme le montrent les �gures 2.12 et 2.13, le Sprouts et le Cram sont des jeux déou-pables. Le jeu de Nim ou les jeux otaux sont également des jeux impartiaux déoupables.Par ontre, le jeu de Nim restreint à une seule olonne ou le jeu de Chomp sont bien des jeuximpartiaux, mais ne sont pas déoupables.L'un des objetifs de ette thèse est de dérire des méthodes e�aes pour résoudre lesjeux déoupables, omme le Sprouts et le Cram. Le hapitre 3 s'attahera don à montreromment exploiter e�aement les déoupages pour aélérer les aluls en version misère.Bien que les notions de positions et de jeux déoupables soient fondamentales dans lathéorie des jeux impartiaux, nous attirons l'attention du leteur sur le fait que le terme� déoupable � hoisi dans le adre de ette thèse ne semble pas exister de façon standarddans la littérature, ni en français, ni en anglais.2.6.3 IndistinguabilitéDeux positions sont dites indistinguables si, dans toute somme de positions indépendantesoù l'une d'elle intervient, on peut la remplaer par l'autre sans hanger l'issue de la somme.On peut alors remplaer la position la plus ompliquée par la plus simple dans haque sommela omportant, e qui permet d'aélérer les aluls.Par exemple, dans la �gure 2.14, les deux positions à gauhe sont indistinguables, e quiimplique que la somme de positions du milieu a la même issue que la somme de positionsde droite. Si notre objetif est de aluler l'issue de la somme du milieu, alors nous avonssimpli�é e problème, puisque l'étude de la somme de droite sera plus rapide.

Figure 2.14 � Simpli�ation d'une somme de positions de Cram en utilisant l'indistingua-bilité.Plus formellement, nous pouvons donner la dé�nition suivante de l'indistinguabilité :Dé�nition 9. Soit E un ensemble de positions de jeux impartiaux.



2.7. CALCULS INFORMATIQUES 31Deux positions P1 et P2 seront dites indistinguables dans l'ensemble E , et nous noterons
P1 ∼

+
E

P2 (respetivement P1 ∼
−

E
P2), si quelle que soit la position P ∈ E , les sommesde positions P1 + P et P2 + P ont la même issue en version normale (respetivement enversion misère).Dans ette dé�nition, les positions P1 et P2 peuvent appartenir à n'importe quel jeuimpartial.Il est important de préiser si nous travaillons en version normale ou en version misère.Si nous prenons pour E l'ensemble des positions du jeu de Sprouts, et pour P1 et P2 lespositions de départ du Sprouts à respetivement 1 et 2 points, alors P1 ∼

+
E

P2 : nousverrons que es deux positions ont le même nimber, 0, e qui assure leur indistinguabilitéen version normale. Par ontre, P1 ≁
−

E
P2. En e�et, on peut prendre la position terminaleomme position P pour les distinguer, puisqu'en version misère P1 est gagnante, et P2 estperdante.L'indistinguabilité étant une relation d'équivalene, on peut déterminer des lasses d'in-distinguabilité. En prenant pour E l'ensemble des jeux impartiaux, en version normale, lethéorème de Sprague-Grundy établit que toute position d'un jeu impartial est indistinguabled'une ertaine olonne du jeu de Nim, appelée son nimber. L'utilisation des nimbers pouraélérer les aluls est l'objet de l'artile [25℄.En version misère, les lasses d'indistinguabilité sont bien plus nombreuses et ompli-quées. C'est le onept d'arbre anonique réduit, dérit dans le hapitre 3, qui modélise eslasses. Cette di�ulté supplémentaire illustre le fait que les jeux en version misère sont plusompliqués à étudier.Si l'on limite l'ensemble E à un jeu partiulier (par exemple, l'ensemble des positions duSprouts), il est possible que les lasses d'indistinguabilité soient moins nombreuses que lesarbres anoniques réduits. Mais il est rarement faile de déterminer préisément es lasses.Au moins, le onept d'arbre anonique réduit est assuré de fontionner sur tous les jeuximpartiaux en version misère.2.7 Caluls informatiques2.7.1 Résolution des jeuxLe prinipal objetif de ette thèse est de résoudre des jeux, 'est-à-dire de déterminer si laposition de départ est gagnante ou perdante, et d'expliiter la stratégie du joueur en positionde fore. Notre but sera don en général de aluler un arbre solution pour les positions dedépart de es jeux.On trouve parfois dans la littérature le terme de résolution faible (� weak solution �) pourdésigner le alul d'un arbre solution, par opposition aux termes de résolution ultra-faible(� ultra-weak solution �) et forte (� strong solution �). Une résolution ultra-faible onsisteseulement à déterminer l'issue gagnante ou perdante de la raine, sans forément expliiterun arbre solution, et une solution forte onsiste ette fois à déterminer l'issue gagnante ouperdante de l'ensemble des positions du jeu.Si l'on reprend les exemples des paragraphes préédent, la �gure 2.5 onstitue une solutionforte pour la raine et la �gure 2.6 une solution faible. Une solution ultra-faible onsisteraità prouver par un moyen simple et indiret que la raine est gagnante.Un exemple lassique de résolution ultra-faible est le suivant : aux éhes, Kasparov nouslaisse hoisir Blan ou Noir. Or, la position de départ lassique aux éhes est soit gagnantepour les blans, soit gagnante pour les noirs, soit nulle. Dans les deux premiers as, nousnous trouvons dans une position gagnante, et dans le troisième as, nous nous trouvonsdans une position nulle. Ainsi, la position dans laquelle nous nous trouvons est de résolution



32 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIREStriviale, 'est une position nulle ou gagnante. Mais, omme il ne s'agit que d'une résolutionultra-faible, il y a fort à parier qu'au �nal nous perdions notre partie ontre e bon Garry...On remarquera que le alul d'une solution forte se ramène en général à un simple alulréursif et diret de la totalité de l'arbre de jeu, e qui néessite des tehniques algorithmiquesspéi�ques, axées sur la ompression de données, plut�t que sur l'exploration des arbres dejeu. Le prinipal fateur limitant est la taille de l'arbre de jeu. Une solution forte n'estpratiable que pour des jeux dont la ombinatoire est relativement limitée, la limite étantsurtout �xée par les outils informatiques existants.Inversement, une solution ultra-faible est généralement obtenue par un argument nononstrutif, qui permet d'a�rmer que la vitoire appartient à tel joueur, mais sans indiquerde quelle façon elui-i peut gagner. Il s'agit souvent d'un argument immédiat, du type volde stratégie (� strategy-stealing argument �). Une solution ultra-faible n'est d'auun intérêtpratique pour le joueur, et n'est possible que pour ertains jeux partiuliers.Le as le plus intéressant est en fait elui des jeux qui sont trop omplexes pour êtrerésolus fortement, mais qui restent tout de même aessibles à une résolution faible. Il fautalors développer des algorithmes � intelligents �, apables de trouver un arbre solution detaille raisonnable au sein d'un arbre de jeu parfois de taille extrêmement importante.La plupart des aluls réalisés dans ette thèse sont des résolutions faibles. Nous verronsependant que les aluls d'arbres anoniques ou d'arbres anoniques réduits sont équivalentsà une résolution forte. Nous avons également pu observer la possibilité d'utiliser des teh-niques de résolution ultra-faible dans les jeux impartiaux, et nous avons même implémentéde telles tehniques pour aélérer les aluls de Dots-and-boxes.2.7.2 Complexité spatiale d'un jeuLa omplexité spatiale 3 d'un jeu est le nombre de positions di�érentes de e jeu. C'est unindiateur usuel de la di�ulté des jeux : a priori, plus la omplexité spatiale est importante,plus la résolution du jeu est di�ile à obtenir.Voii les omplexités spatiales de quelques jeux lassiques.Ti-Ta-Toe 103Connet Four 1013Dames anglaises 1020Éhes 1047Go 10171Table 2.2 � Complexité spatiale de ertains jeux.On pourra onsulter à e sujet l'artile fondateur de Claude Shannon sur le jeu d'éhes[34℄, dans lequel il livrait dès 1950 une première estimation du nombre qui porte désormais sonnom, ainsi que le élèbre artile de Jonathan Shae�er de 2007 onernant les dames anglaises[31℄, où il dérit omment il a pu obtenir une résolution faible du jeu. La omplexité spatialedu Connet Four dans sa version standard (grille de taille 6 × 7) a été déterminée de façonexate par Peter Kissmann en 2008 [21℄ et indépendamment par John Tromp [37℄. Une bornesupérieure pour le jeu de Go a été alulée en 2009 par John Tromp et Gunnar Farnebäket ils onjeturent que la valeur exate sera atteignable dans les dix prohaines années [38℄.Cependant, la omplexité spatiale est loin d'être le seul élément permettant de justi�er dela di�ulté d'un jeu. Nous avons résolu le jeu de Sprouts à 53 points, jeu dont la omplexitéspatiale dépasse elle des éhes... mais nous serions évidemment bien inapables d'obtenir3. Le terme de omplexité spatiale n'est pas standard. Il orrespond à l'anglais state-spae omplexity, etn'a auun lien ave le terme de omplexité en espae (anglais spae omplexity) utilisé dans la théorie de laomplexité lors de l'étude de la mémoire utilisée par un algorithme.



2.7. CALCULS INFORMATIQUES 33le même résultat sur les éhes. La notion de omplexité spatiale ne reouvre pas toutes lessimpli�ations théoriques, ompressions de données, ou autres idées que l'on peut avoir pouraélérer la résolution des jeux.2.7.3 Arbres de reherheNotre objetif prinipal, étant donné un jeu, est don de déterminer un arbre solutionpour e jeu. Pour ela, nous développons partiellement un arbre de jeu � partiellement, arsinon, trop de mémoire serait oupée par le développement de l'arbre omplet. Puis, à partirdes positions terminales dont nous onnaissons l'issue, nous remontons l'information jusqu'àobtenir l'issue de la raine. Cet arbre de jeu partiellement développé, qui évolue au ours dualul, s'appelle arbre de reherhe.Pour développer l'arbre de reherhe, on utilise un algorithme de parours. Le plus élé-mentaire onsiste à parourir l'arbre en profondeur (� depth-�rst � en anglais, ou alpha-bêta).La �gure 2.15 illustre et algorithme lassique.

Figure 2.15 � Parours d'un arbre en profondeur.Les n÷uds sont numérotés dans l'ordre de leur étude. La fore de l'algorithme de paroursen profondeur est qu'il ne néessite que peu de mémoire. À un instant donné, il lui su�t destoker en mémoire la branhe de alul (les n÷uds en blan sur la �gure 2.15), et il �nirapar déterminer l'issue de la raine. Remarquons que et algorithme fait des aluls inutiles.Par exemple, le alul du n÷ud numéroté � 3 � est inutile, puisque le n÷ud � 4 � est perdant.On peut améliorer les performanes de l'algorithme de parours en développant des heu-ristiques pour trier les n÷uds, de sorte à éviter d'étudier des n÷uds inutiles, et à étudieren priorité les n÷uds perdants dont le sous-arbre est le plus simple possible, lorsqu'il estpossible de hoisir entre plusieurs n÷uds perdants.Ces améliorations se révèlent parfois insu�santes. Il est alors néessaire de se tournervers des parours de type � meilleur d'abord � (� best-�rst � en anglais). En partiulier,nous utiliserons l'algorithme Proof-number searh (PN-searh), développé initialement parL. Vitor Allis [1℄.2.7.4 TranspositionsUne transposition intervient dès lors qu'une position peut être atteinte par des suitesde oups di�érentes. Il en résulte que dans les arbres de jeu, on peut identi�er les n÷udsorrespondants à une même position. Ce faisant, on obtient des graphes qui ne sont plus desarbres, mais on ontinuera à parler d'arbres de jeu ou de reherhe, par abus de langage.



34 CHAPITRE 2. THÉORIE DES JEUX COMBINATOIRESLa �gure 2.16 montre un exemple de transposition, que l'on a isolée à l'intérieur del'arbre de jeu de la position de départ 3× 5 du Cram. Les transpositions de e type sont trèsfréquentes dans les jeux ombinatoires, e sont elles qui se produisent quand un joueur joueun oup A, que l'autre joueur joue un oup B, et que les oups A et B se produisent dansdes endroits di�érents des plateaux de jeu. Ainsi, l'ordre dans lequel on a joué les oups Aet B n'a pas d'importane, on retrouve la même position après avoir joué es deux oups.Des transpositions de e type interviennent tout à la fois dans le Sprouts, le Cram ou leDots-and-boxes.
Figure 2.16 � Transposition dans un arbre de jeu.Ce ne sont ependant pas les seules transpositions possibles. Certaines transpositions,omme sur la �gure 2.17, interviennent suite à l'identi�ation de positions équivalentes. Ii,on a identi�é les positions identiques après suppression des arrés isolés, dans lesquels on nepeut plus jouer. Le oup onsistant à jouer au entre de la pièe de 4 arrés, et qui produit 2arrés isolés, engendre une position équivalente aux deux oups qui reouvrent omplètementla pièe.

Figure 2.17 � Transposition suite à l'identi�ation de positions équivalentes.Une transposition omme elle de ette �gure ne peut intervenir, a priori, que dans unjeu impartial. Dans un jeu partisan, il y a alternane entre les étages de l'arbre de jeu :la raine (étage 0), et tous les n÷uds plaés aux étages pairs orrespondent aux positionspour lesquelles 'est le tour du premier joueur, et les n÷uds plaés aux étages impairs, àelles pour lesquelles 'est le tour du deuxième joueur. Les transpositions ne peuvent donintervenir qu'entre des positions dont les étages ont la même parité.L'utilité prinipale des transpositions est d'éviter de refaire de nombreuses fois les mêmesaluls. Une fois l'issue d'une position alulée dans une partie de l'arbre de reherhe, onpeut en pro�ter dans toutes les autres parties de l'arbre où ette position intervient. Le gainen temps de alul est tel que pour tous les aluls un tant soit peu omplexes que nousavons menés, il aurait été inenvisageable d'espérer obtenir le résultat sans tenir ompte destranspositions.



2.7. CALCULS INFORMATIQUES 35Le prix à payer pour e gain en temps de alul, 'est le stokage d'une table de trans-positions, dans laquelle nous stokons les issues des positions préédemment alulées. Nousdérirons dans e mémoire plusieurs tehniques visant à empêher es tables de saturer lamémoire. Ce n'est pas le seul inonvénient des transpositions, nous pouvons notamment i-ter la perte du aratère arboresent de l'arbre de reherhe, qui pose des problèmes avel'algorithme de parours PN-searh.2.7.5 Espae et temps de alulLes transpositions sont une des multiples illustrations d'un problème lassique en infor-matique, elui de la transformation de l'espae en temps de alul. Le titre du mémoire deDennis Breuker, � Memory versus Searh in Games � [8℄, retransrit e problème de manièreéloquente.La transformation est possible dans les deux sens. Dans le as des transpositions, uneperte de mémoire permet un gain beauoup plus important en temps, e qui permet dejusti�er leur utilisation. Mais nous avons fréquemment dû lutter ontre la saturation de lamémoire, du fait de la taille importante de es tables.Une méthode lassique que nous avons presque systématiquement utilisée pour ontrer eproblème onsiste à ne stoker que les positions perdantes. Nous avons vu au paragraphe 2.4.3que les positions perdantes sont nettement moins nombreuses que les positions gagnantes.Ainsi, on peut nettement diminuer la taille des tables de transpositions (typiquement, d'unfateur 5 ou 10 dans les jeux que nous avons programmés), pour le prix d'un temps dealul plus important. En e�et, lorsque l'on renontre à nouveau une position que l'on savaitgagnante, il faut d'abord aluler ses options, puis se rendre ompte qu'une de es optionsest dans la table de transpositions, avant de onstater que la position est gagnante.Cette méthode est don un exemple de transformation dans l'autre sens, on utilise moinsd'espae mémoire mais plus de temps de alul.
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Chapitre 3Jeux impartiaux en version misère3.1 IntrodutionDeux onventions possibles de vitoire sont envisageables dans le as des jeux impartiaux.Dans la version dite normale, elui qui ne peut plus jouer a perdu. Cette onvention peutêtre onsidérée omme naturelle d'un point de vue psyhologique : la liberté de mouvementest largement préférable à son impossibilité, aussi bien dans la plupart des jeux que dans lavie réelle.La onvention de jeu inverse, dite misère onsiste au ontraire à délarer vainqueur eluiqui ne peut plus jouer. Winning Ways [5℄ présente ette onvention de façon amusante, enimaginant le as d'un joueur qui souhaite s'assurer de perdre à un jeu en version normale,pour faire plaisir à un adversaire plus faible par exemple.3.1.1 Algorithme élémentaire ommunLa seule di�érene entre la version normale et la version misère réside dans la onventionde vitoire des positions terminales, si bien que l'algorithme 1 dérit i-dessous permet dealuler l'issue d'une position P dans les deux versions de jeu. La di�érene entre les versionsnormale et misère est prise en ompte aux lignes 2 et 3 de l'algorithme.Algorithme 1 Calul réursif de l'issue de P1: Si P est vide alors2: en version normale : renvoyer perdant3: en version misère : renvoyer gagnant4: sinon5: aluler la liste des options de P6: Pour haque option Pi faire7: aluler l'issue de Pi, et si elle-i est perdante, renvoyer gagnant8: �n Pour9: renvoyer perdant (ar toutes les options sont gagnantes)10: �n SiCet algorithme élémentaire montre que dans le as d'un jeu sans propriétés théoriquessupplémentaires, la version misère n'est pas plus di�ile que la version normale. La di�ultéest même tout à fait similaire. 37



38 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈRE3.1.2 Di�ultés de la version misèreL'algorithme 1 n'est ependant pas optimal dès lors que les jeux possèdent des propriétésthéoriques permettant d'érire des algorithmes plus omplexes. Le as qui nous intéresse dansle adre de ette thèse est bien sûr elui des jeux déoupables, présentés dans la setion 2.6du hapitre d'introdution.Les jeux déoupables sont les jeux ombinatoires, omme le Sprouts ou le Cram, dontertaines positions sont déoupables en omposantes indépendantes. On herhe alors à ex-ploiter es déoupages pour réaliser, dans le as idéal, des aluls indépendants sur haunedes omposantes.Dans le as de la version normale, nous avons détaillé dans notre artile [26℄ omment leonept de nimber permettait d'e�etuer des aluls indépendants sur les omposantes d'unesomme. Nous allons voir dans e hapitre que, de façon surprenante, l'étude des sommes enversion misère est nettement plus di�ile qu'en version normale.Nous illustrons dans les deux paragraphes qui suivent la di�ulté de la version misère enmontrant que ertaines stratégies simples, qui fontionnent sur les sommes de positions enversion normale, sont mises en défaut en version misère.Ine�aité de la stratégie de symétrieDans le as des jeux impartiaux en version normale, une stratégie de symétrie permetde montrer que pour tout jeu G , la somme G + G est d'issue perdante. En e�et, le seondjoueur peut s'assurer de jouer le dernier oup de la partie simplement en opiant tout oupdu premier joueur dans l'autre omposante.Cette stratégie ne peut pas fontionner en version misère. Si le deuxième joueur l'applique,il s'assure bien de jouer le dernier oup, mais en version misère, ela signi�e uniquement qu'ila perdu, e qui ne l'intéresse évidemment pas !
Figure 3.1 � Arbres solutions de positions de Cram.La �gure 3.1 montre qu'en fait une somme G + G peut être gagnante ou perdante enversion misère. L'arbre de gauhe est un arbre solution prouvant que la position de Cramsomme de deux plateaux de taille 1×2 est gagnante, et l'arbre de droite prouve que la sommede deux plateaux de taille 1× 4 est perdante.Ine�aité de la simpli�ation des omposantes perdantesUn autre résultat immédiat de la théorie des jeux impartiaux en version normale est lapossibilité de supprimer les omposantes perdantes dans les sommes. Si G est d'issue per-dante, alors G+H a la même issue que H . Ce résultat s'obtient en observant que lorsqu'unjoueur joue dans G , son adversaire lui répond dans G de façon à retrouver une positionperdante. Le point-lef réside dans la ondition d'arrêt : si un joueur s'entête à jouer dans G(pare qu'il ne veut pas jouer dans H ), son adversaire va �nir par jouer le dernier oup dansette omposante, et le joueur qui ne voulait pas jouer dans H y sera foré quand même.



3.2. ARBRES CANONIQUES RÉDUITS 39On voit qu'en version normale, 'est ette propriété de onservation de la parité du nombrede oups qui est à l'origine de toutes les simpli�ations : les joueurs ne peuvent pas utiliserles omposantes perdantes pour modi�er elui qui a le trait, e qui rend les omposantesperdantes sans in�uene sur l'issue d'une somme.En version misère, il n'y a pas de onservation de la parité, e qui empêhe la simpli-�ation des omposantes perdantes. Considérons une somme G+H en version misère ave
G perdante. Le fait que G soit perdante en version misère signi�e que elui qui ommeneà jouer dans ette omposante peut s'assurer d'y jouer le dernier oup. Contrairement à laversion normale, le joueur qui a le trait peut don utiliser G pour � passer son tour � (inverserla parité). Cela peut lui permettre de ne pas jouer en premier dans H , et don G+H estun jeu essentiellement di�érent de H .En fait, il n'y a auune règle simple dans le as de la version misère. Par exemple, enversion normale, la somme de deux positions perdantes est perdante à ause de la propriétéque nous venons de dérire, alors qu'en version misère, elle peut être gagnante ou perdante.3.1.3 Présentation de notre travailLa notion qui, en version misère, sera amenée à jouer le r�le que joue le nimber en versionnormale � remplaer les di�érentes omposantes d'une somme de positions indépendantespar l'objet le plus simple possible � est la notion d'arbre anonique réduit.Nous présentons dans e hapitre la théorie relative à ette notion, des détails sur sonimplémentation, et les résultats qu'elle a permis d'obtenir sur les jeux de Sprouts et de Cram.3.2 Arbres anoniques réduitsDans ette setion, nous allons rappeler quelques résultats usuels de l'étude des jeuxen version misère, sans herher systématiquement à fournir les démonstrations. Un bonpoint de départ bibliographique pour ette théorie est On Numbers And Games [10℄, le livrede Conway (hapitre 12, p. 136�152), ou bien le fameux Winning Ways [5℄ de Berlekamp,Conway et Guy (hapitre 13, p. 413�452).3.2.1 IndistinguabilitéNous avons déjà présenté la notion d'indistinguabilité dans le hapitre sur la théorie desjeux ombinatoires, au paragraphe 2.6.3.Suivant [28℄, nous dirons que deux jeux G et H sont indistinguables, et l'on notera
G ∼ H , si quel que soit le jeu T , les sommes G + T et H + T ont la même issue.Cette notion a un intérêt pratique : si l'on sait que deux positions d'un jeu donné sontindistinguables, on peut remplaer la plus ompliquée par la plus simple à haque fois qu'onla renontre, e qui permet d'aélérer le alul.Cette notion dépend du jeu onsidéré, mais aussi de la version du jeu : deux positionspeuvent être indistinguables en version normale, mais pas en version misère. Par exemple,pour le Sprouts, les positions de départ à 1 et 2 points S1 et S2 sont indistinguables dans laversion normale (on pourra noter S1 ∼+ S2). Mais elles ne le sont pas dans la version misère(S1 6∼−

S2) : il su�t de prendre pour T la position vide pour les distinguer, ar en misère,
S1 est gagnante et S2 est perdante.3.2.2 Indistinguabilité en version normaleL'indistinguabilité est une relation d'équivalene, et les lasses d'équivalene orrespon-dantes sont appelées lasses d'indistinguabilité. En version normale, il s'avère que les lasses



40 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈREd'indistinguabilité sont partiulièrement simples et peu nombreuses, omme l'a�rme le théo-rème de Sprague-Grundy :Théorème 3. (de Sprague-Grundy) Étant donné un jeu ombinatoire impartial, toute posi-tion de e jeu est indistinguable d'une ertaine olonne du jeu de Nim, appelée nimber de laposition.Dans le adre du Sprouts, on peut observer par exemple : S2 ∼+ 0, ou enore : ABCD|AB|CD
∼+ 3, 'est-à-dire que le nimber de S2 est 0 et elui de ABCD|AB|CD est 3 (voir l'artile [25℄et le hapitre 6 pour la notation des positions de Sprouts).Pour les jeux en version misère, malheureusement, e théorème ne fontionne pas. Leslasses d'indistinguabilité sont bien plus nombreuses, et John Conway démontre dans [10℄que e qui joue le r�le du nimber dans le as des jeux misère est le onept, dérit i-après,d'arbre anonique réduit.3.2.3 Arbres anoniquesNous avons déjà dé�ni dans le hapitre 2 les notions d'arbre de jeu (�2.4.2) et d'arbreanonique (�2.5). Rappelons que l'arbre anonique s'obtient à partir de l'arbre de jeu ensupprimant l'ensemble des branhes redondantes, ar elles-i n'in�uenent pas les possibilitésde jeu des joueurs.La �gure 3.2 i-dessous reprend l'exemple de la �gure 2.5 et montre la anonisation del'arbre de jeu de la position de Sprouts 0.AB|AB (ette position s'obtient à partir de S2, enreliant un point à lui-même), obtenu ave notre programme.

Figure 3.2 � Canonisation d'un arbre de jeuCette notion d'arbre anonique permet de onserver la quantité d'information néessaireet su�sante pour dérire une position : si deux positions ont le même arbre anonique, alorselles sont indistinguables, que e soit en version normale ou misère.Cependant, l'élagage des branhes redondantes n'est pas le seul possible. Il est en faitpossible de supprimer d'autres branhes de l'arbre tout en onservant la propriété essentielleque l'arbre de jeu résultant est indistinguable de l'arbre de jeu initial.3.2.4 Coups réversiblesCoups réversiblesDé�nition 10. Soit G = {G1,G2,G3, ...} un arbre anonique non vide.On dit qu'un arbre anonique H s'obtient à partir de G en ajoutant des oups réversibleslorsque H = {G1,G2,G3, ...,R1,R2,R3, ...} et que haque arbre Rj a un �ls qui est G (lesoups Rj sont dits réversibles).
G et H ont la même issue : si G est gagnant, 'est qu'un des Gi est perdant. H ayant e

Gi omme �ls, il est don également gagnant. Inversement, si G est perdant, 'est que haque
Gi est gagnant. De plus, haque Ri est gagnant, ar haun a G omme �ls. Don H estégalement perdant.



3.2. ARBRES CANONIQUES RÉDUITS 41Mais surtout, G et H sont indistinguables en version misère. En e�et, si l'un des joueursdispose d'une stratégie gagnante pour la somme G +T , alors, pour jouer H +T , il lui su�tde jouer les mêmes oups, hormis dans le as suivant :
∗ si à un moment donné, l'autre joueur joue un oup du type Rj , alors il faut répondreen jouant G pour ette omposante du jeu (d'où le nom de oups réversibles).

Figure 3.3 � Exemple de oup réversibleLa �gure 3.3 présente un exemple de oup réversible : H est l'arbre à gauhe de la �èhe,
G elui à droite de la �èhe. Il existe un oup réversible R1, à partir duquel on peut jouerdeux oups, l'un des deux étant G .Cas partiulier de l'arbre videSi G est l'arbre vide, la dé�nition est similaire, mais il faut rajouter une lause pourpouvoir a�rmer que G et H sont indistinguables en version misère : il faut que H soitgagnant dans la version misère.En e�et, lorsque les joueurs jouent H + T omme dérit i-dessus, un as partiuliersupplémentaire se présente quand T est terminé avant d'avoir joué le moindre oup dans H .Si e as se présente lorsque G est non vide, la �n de partie repose sur l'expliation donnéei-dessus du fait que G et H ont la même issue.Mais si G est vide, le jeu sur G + T est supposé être terminé, et le joueur dont 'est letour devrait avoir gagné. Or, il se retrouve obligé de jouer l'un des oups réversibles Rj etdon, pour lui assurer de pouvoir gagner dans e as partiulier, il faut que H soit gagnantdans la version misère. La lause impose en fait que là enore, G et H aient la même issue.3.2.5 Arbres anoniques réduitsRéduteursNous avons vu que si H s'obtient à partir de G en ajoutant des oups réversibles, alors Get H sont indistinguables en version misère, mais e qui nous intéresse est plut�t la démarheinverse : partant d'un arbre H , on herhe à le simpli�er en le ramenant à un ertain arbre
G ⊂H , obtenu en �tant des oups réversibles. Un tel arbre G sera appelé réduteur de H .Remarquons tout d'abord que G n'est pas forément unique, e qui pose a priori unproblème de hoix lorsque plusieurs réduteurs di�érents sont possibles. Cependant, les oupsréversibles R1,R2,R3, ... doivent ontenir G , et don avoir une hauteur au moins égale à ellede G plus 1. On en déduit immédiatement que :
∗ Un réduteur est toujours de la forme : {�ls de H d'une hauteur inférieure à uneertaine valeur}.
∗ Deux réduteurs sont toujours omparables pour l'inlusion. S'il existe deux réduteursdi�érents, alors le plus petit est inlus dans le plus grand, et même, 'est un réduteurdu plus grand.
∗ Il existe un (unique) plus petit réduteur.



42 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈREArbres anoniques réduitsOn peut alors dé�nir l'arbre anonique réduit à partir de l'arbre anonique, en supprimanttoutes les possibilités de oups réversibles qu'il ontient. On détermine et arbre anoniqueréduit réursivement :
∗ alul de l'arbre anonique réduit de haun des �ls.
∗ suppression des doublons parmi les �ls anonisés et réduits.
∗ rédution de l'arbre obtenu en utilisant le plus petit réduteur possible.3.2.6 Indistinguabilité en version misèreL'intérêt de ette notion est que si deux positions ont le même arbre anonique réduit,alors elles sont indistinguables dans la version misère. Il paraît alors logique de s'intéresser àla réiproque. Cette réiproque est valide pour un jeu ombinatoire en version normale : onsait que si deux positions n'ont pas le même nimber, alors elles sont distinguables. En e�et,si P1 et P2 n'ont pas le même nimber, alors P1 les distingue, ar P1 + P1 est perdante,et P2 + P1 est gagnante.Pour le as d'un jeu misère, un résultat démontré dans [10℄ (p. 149) semble à premièrevue régler la question : étant donné deux arbres anoniques réduits G et H di�érents, ilexiste un arbre anonique réduit T tel que G + T et H + T n'aient pas la même issue enversion misère, et don T permet de distinguer G et H .On pourrait don roire qu'en version misère, les lasses d'indistinguabilité orrespondentexatement aux arbres anoniques réduits. Cependant, lorsque l'on se plae dans le adre d'unjeu partiulier, il est possible que des positions qui n'ont pas le même arbre anonique réduitsoient tout de même indistinguables. Nous allons donner un exemple.On onsidère le jeu de Nim, restreint aux olonnes de taille ≤ 2. En utilisant le fait que1 + 1 ∼

−
0, on obtient que les lasses d'indistinguabilité sont du type n × 2 ou n × 2 + 1(n ≥ 0). Les oups que l'on peut jouer à partir de es positions sont failes à dérire :

∗ à partir de n× 2 (n ≥ 1), on peut jouer (n− 1)× 2+ 1 ou (n− 1)× 2.
∗ à partir de n× 2+ 1 (n ≥ 1), on peut jouer n× 2, (n− 1)× 2+ 1 ou (n− 1)× 2.Cei nous permet de déterminer réursivement que les seules positions perdantes sont 1,et 2n× 2 (n ≥ 1), puis que les seules lasses d'indistinguabilité sont 0 ; 1 ; 2 ; 2+ 1 ; 2+ 2 ;2+ 2+ 1. En e�et, dès qu'une position omporte au moins 3 fois 2, enlever une paire de 2ne hange pas l'issue de ette position.Ainsi, même si les arbres anoniques de 2 et 2+2+2 sont di�érents, omme auun arbreanonique apparaissant dans le adre e jeu ne permet de les distinguer, ils sont indistin-guables 1. En fait, e phénomène peut se produire dès lors que tous les arbres anoniquesréduits n'apparaissent pas dans le déroulement du jeu. Les nouvelles lasses d'indistinguabi-lité, plus grandes et don moins nombreuses, sont à la base des travaux de Thane Plambek(voir par exemple [28℄) sur les quotients misère.Malheureusement, ette théorie semble di�ilement appliable dans le as du Sprouts oudu Cram, où une grande variété d'arbres anoniques réduits apparaît. Nous nous sommes donrestreints à l'étude des arbres anoniques réduits dans nos travaux, même si la déterminationde lasses d'indistinguabilité moins nombreuses reste toutefois envisageable.Pour en revenir à l'exemple, 2 et 2+ 2+ 2 sont par ontre distinguables dans le adre duSprouts : la position ABCD|ABEF|CDFE, dont l'arbre anonique réduit est {1; {2}}, permet deles distinguer, ar 2+ {1; {2}} est gagnante, et 2+ 2+ 2+ {1; {2}} est perdante.1. Cet exemple est expliqué plus en détail dans [35℄.



3.2. ARBRES CANONIQUES RÉDUITS 433.2.7 DénombrementIl est intéressant de dénombrer les arbres anoniques et les arbres anoniques réduits, equi permet de se faire une première idée de l'intérêt pratique de es notions.Pour ommener, on peut dénombrer le nombre exat d'arbres anoniques d'une ertainehauteur, omme sur la �gure 3.4, qui montre les 16 arbres anoniques de hauteur ≤ 3.
Figure 3.4 � Arbres anoniques de hauteur ≤ 3Proposition 2. Il y a 2(2

(...(2
0))) (ave h+1 fois le nombre 2) arbres anoniques de hauteur

≤ h.Cette relation se démontre simplement par réurrene. Si l'on note Ch l'ensemble desarbres anoniques de hauteur ≤ h et ch son ardinal, le dénombrement i-dessus des arbresanoniques peut se réérire ch+1 = 2ch . Cette relation déoule diretement du fait qu'unarbre anonique de hauteur ≤ h+ 1 se dé�nit omme l'ensemble des arbres anoniques deses enfants, qui sont de hauteur ≤ h. L'ensemble Ch+1 des arbres anoniques de hauteur
≤ h+ 1 est don en bijetion ave P(Ch), l'ensemble des parties de Ch.Le nombre d'arbres anoniques de hauteur ≤ n vaut don, pour n roissant : 1 ; 2 ; 4 ;16 ; 65 536 ; 265 536... À omparer ave le nombre de nimbers orrespondant à des arbres dehauteur ≤ n : 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6...

Figure 3.5 � Arbres anoniques réduits de hauteur ≤ 3 : 0 ; 1 ; 2 ; 3 et {2}Quand on regarde le nombre d'arbres anoniques réduits, on observe une roissane mal-heureusement plus prohe du premier as : 1 ;2 ;3 ;5 ;22 ;4 171 780... (voir [18℄). En fait, ily a beauoup de simpli�ations pour les petites valeurs, mais très vite, il n'y en a plusqu'un nombre négligeable et l'on retrouve une roissane du type cn+1 = 2cn . Par exemple,
222 = 4 194 304 est très prohe de 4 171 780 (et le terme suivant vaut plus de 99,99% de
24 171 780, la formule exate étant disponible dans [10℄ p. 140).3.2.8 Colonnes de NimLes arbres anoniques réduits orrespondant aux positions de Sprouts, utilisés dans laversion misère, sont don en général bien plus nombreux et ompliqués que les nimbers de laversion normale. Néanmoins, les positions presque terminales ont souvent un arbre anoniqueréduit très simple, à savoir elui d'une olonne de Nim. Nous allons expliquer quelles sont lespropriétés à l'origine de ette situation.



44 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈREDé�nition 11. Le mex (minimum exlu) d'un ensemble de nombre entiers naturels est dé�niomme le plus petit nombre entier naturel n'appartenant pas à et ensemble.Par exemple, mex(0; 1; 4; 3; 1; 7) = 2.Les arbres anoniques orrespondants à des olonnes de Nim ne peuvent pas se simpli�erave des oups réversibles. Par ontre, une position dont les �ls sont de tels arbres estfréquemment simpli�able (e résultat, ainsi que le suivant, sont démontrés dans [10℄ p. 139) :Théorème 4. Une position dont tous les �ls sont des olonnes de Nim est elle-même indis-tinguable, en version misère, d'une olonne de Nim, à moins que haun des �ls omportedeux allumettes ou plus. Pour trouver la olonne dont elle est indistinguable, on alule le
mex des �ls.Par exemple, P1 = {0; 1; 3; 5} (une position dont les �ls sont des olonnes de Nimà 0 ;1 ;3 ;5 allumettes) est indistinguable d'une olonne de Nim à 2 allumettes : P1 =
{0; 1; 3; 5} ∼

−
2.Par ontre, P2 = {2; 3} (une position dont les �ls sont des olonnes de Nim à 2 et 3allumettes) ne peut pas se simpli�er.Par ailleurs, les olonnes de Nim possèdent une deuxième propriété intéressante, quiexprime qu'une position somme de olonnes de Nim est elle aussi parfois simpli�able :Théorème 5. Si au moins un des deux nombres m, n est égal à 0 ou à 1, alors : m+n = q,où q = m⊕ n.� ⊕ � dérit la Nim-addition, 'est-à-dire que l'on e�etue le ou exlusif bit à bit des deuxnombres. Par exemple, 3+ 1 ∼ 2, ou 4+ 1 ∼ 5.Là enore, il y a un as problématique : lorsque m et n sont ≥ 2. Dans e as, m+n n'estpas indistinguable d'une olonne de Nim. Par exemple, 2 + 2 = {2 + 0; 2 + 1} = {2; 3}, etl'on a déjà vu i-dessus que ette position ne pouvait pas se simpli�er.Citons en exemple le alul de l'arbre de jeu de la position de Sprouts S3. Il y a 55 arbresanoniques di�érents dans les positions issues de ette position de départ. Dans le lot, seules2 d'entre elles ne sont pas rédutibles à une olonne de Nim :

∗ S2 =0*2, qui a deux �ls, tous les deux indistinguables de 2. Son arbre anonique réduitest don {2}.
∗ 0*2.AB|AB, qui est � ontaminée � par S2 quand on remonte dans l'arbre : son arbreanonique réduit est {1; {2}}.Les 53 autres positions se ramènent à des olonnes de Nim, e qui montre l'importanede ette notion dans l'analyse des petites positions du Sprouts misère.3.2.9 Rétablissement grâe aux oups réversiblesNous avons vu dans le paragraphe préédent que la position 0*2.AB|AB était ontaminéepar l'un de ses �ls. Mais il arrive parfois qu'en remontant l'arbre, ertaines positions ne lesoient pas, 'est-à-dire qu'elles sont indistinguables de olonnes de Nim, même si e n'est pasle as de ertaines positions de leur desendane.C'est le as par exemple de S3 : elle a deux �ls dont l'arbre anonique réduit est 0, etun autre �ls qui est 0*2.AB|AB. Elle est don indistinguable de {0; {1; {2}}}. Or ei estrédutible à 1, ar s'obtient à partir de 1 en rajoutant le oup réversible {1; {2}}. Don S3est indistinguable d'une olonne de Nim, alors même que e n'était pas le as de l'un de ses�ls.Cette propriété de rétablissement grâe aux oups réversibles augmente le nombre deolonnes de Nim dans les positions presque terminales. Elle n'est bien sûr pas limitée auxolonnes de Nim, et peut se produire ave des arbres anoniques plus ompliqués. C'est leas par exemple de l'arbre de la �gure 3.3, qui orrespond à la position de Sprouts 0*2.A|1A.



3.3. CALCUL DES ARBRES CANONIQUES RÉDUITS 45
Figure 3.6 � Arbre anonique réduit de la position de départ à 3 points3.2.10 Fatorisation par 1Certains arbres anoniques réduits peuvent s'érire sous la forme : G + 1. L'intérêt estque lorsque l'on onsidère une somme de tels arbres, on peut réduire la taille des arbresonsidérés grâe à la propriété 1+ 1 ∼ 0.Par exemple, en utilisant que 3 ∼ 2 + 1 et que {3; {2}} ∼ 1 + {2}, on obtient : 3 +

{3; {2}} ∼ 2+1+1+{2} ∼ 2+{2}, et l'on est passé de la somme de deux arbres de hauteur3 et 4, à la somme de deux arbres de hauteur 2 et 3.D'autres simpli�ations onduisant à une diminution de la taille des arbres existent.Conway observe par exemple que {0; {2}; {3; {2}}} + 2 ∼ {2} dans [10℄ p. 151. Mais essimpli�ations semblent trop rares pour être utiles, et nous détaillerons dans le paragraphe3.4.8 pourquoi, dans notre programme, nous avons uniquement implémenté la simpli�ation :1+ 1 ∼ 0.3.3 Calul des arbres anoniques réduits3.3.1 Représentation et stokageReprésentation en haîneLa façon intuitive de représenter les ACR 2 est de dé�nir réursivement des haînes dearatères, haque ACR étant représenté par la liste de ses �ls. Par exemple, la position dedépart à 4 points serait représentée par la haîne {3; {1; 2; {3; {2}}}} 3.Mais ette représentation en haîne devient rapidement inutilisable quand les ACR de-viennent grands : si le même ACR apparaît en plusieurs endroits d'un ACR plus gros, soninformation est dupliquée autant de fois qu'il apparaît, alors qu'il est évident qu'il su�raitde stoker une seule fois ette information. Ce défaut est enore plus important dès lors quel'on stoke de multiples ACR dans la base de données.Représentation par liensPour ontourner le problème de la redondane des représentations en haînes, nous avonsimplémenté une représentation par liens, en a�etant à haque ACR un identi�ant unique (unnombre). Un ACR reste représenté par la liste de ses �ls, mais ette fois-i, nous ne stokonsque la liste de leurs identi�ants, au lieu de la liste de leurs représentations omplètes. Celapermet de ne stoker qu'une seule fois un ACR donné dans la base et ensuite d'y faireréférene plusieurs fois à travers son identi�ant.Cependant, lors des aluls utilisant les ACR, nous avons fréquemment besoin de ertainesinformations à propos d'un ACR donné : la hauteur de l'arbre, ou son issue (gagnante ouperdante). Il est bien sûr possible de les aluler réursivement, mais ela est oûteux en2. Dans la suite de e hapitre, arbre anonique réduit sera abrégé en ACR.3. 'est une forme ompate. Ave une représentation en haîne même pour les olonnes de Nim, il faudraitremplaer 0 par {}, 1 par {{}}, 2 par {{}; {{}}} et 3 par {{}; {{}}; {{}; {{}}}}



46 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈREtemps de alul ar la manipulation de la représentation par liens néessite des reherhesd'identi�ants dans une base de données.Nous avons don hoisi une représentation par liens qui ontient les prinipales informa-tions dont nous avons besoin à propos d'un ACR. L'identi�ant d'un ACR est omposé detrois paramètres :
∗ la hauteur de l'ACR.
∗ un numéro unique qui permet de di�érenier les ACR de même hauteur.
∗ le aratère � W � ou � L � selon l'issue de l'ACR (en version misère).Par onvention, le numéro vaut 0 si l'ACR est une olonne de Nim. Sinon, on numérote1 le premier ACR d'une hauteur donnée renontré, 2 le deuxième...Le aratère qui dérit l'issue de l'ACR sert lors de la phase de rédution, ar un arbren'est rédutible à 0 que s'il est gagnant en version misère (f paragraphe 3.3.2).Nous allons maintenant donner un exemple ave l'ACR de la �gure 3.7, qui est e-lui de la position de Sprouts 1ABC|BCDE|ADE. La représentation usuelle de et ACR est

{0; 2; {3}; {1; 3; {2}}}.
Figure 3.7 � Arbre anonique réduit de hauteur 5Dans le tableau 3.1, pour haun des di�érents sous-arbres de et ACR, nous donnonsson identi�ant, ainsi que la liste des identi�ants de ses enfants.ACR identi�ant liste des enfants0 0-0-W -1 1-0-L 0-0-W2 2-0-W 0-0-W 1-0-L3 3-0-W 0-0-W 1-0-L 2-0-W
{2} 3-1-L 2-0-W
{3} 4-1-L 3-0-W

{1; 3; {2}} 4-2-W 1-0-L 3-0-W 3-1-L
{0; 2; {3}; {1; 3; {2}}} 5-1-W 0-0-W 2-0-W 4-1-L 4-2-WTable 3.1 � Exemple d'identi�ants représentant des ACR.Les ACR renontrés lors des aluls sont stokés dans une base de données semblableaux deux dernières olonnes du tableau, sous la forme de ouples (ACR ; liste des enfants del'ACR).Dépendane vis-à-vis de l'ordre des alulsLa représentation par liens présente toutefois un inonvénient : le numéro de l'identi�antne dépend que de l'ordre dans lequel les ACR ont été renontrés, si bien que d'un alulà l'autre, un même ACR peut avoir di�érents identi�ants. Il faut don faire attention à lanon-ompatibilité des bases de données engendrées.Nous verrons au paragraphe 3.4.6 que dans nos aluls, nous avons produit une base dedonnées d'ACR une fois pour toutes, de façon à éviter e problème.



3.3. CALCUL DES ARBRES CANONIQUES RÉDUITS 473.3.2 Calul de l'arbre anonique réduit d'une positionLa dé�nition du paragraphe 3.2.5 s'adapte immédiatement pour fournir un algorithmeréursif de alul de l'ACR d'une position :
∗ alul de l'ACR de haun des �ls de la position.
∗ suppression des doublons parmi es ACR.
∗ rédution de l'arbre obtenu (si possible), en utilisant le plus petit réduteur possible.Les deux premières étapes ne posent auune di�ulté, mais la programmation de larédution mérite d'être détaillée.Rédution dans le as de olonnes de NimLa première rédution qu'il est utile de traiter est elle orrespondant au théorème 4 : sitous les ACR des �ls de la position sont des olonnes de Nim, et si l'un au moins est 0 ou 1,alors, l'ACR de la position est lui-même une olonne de Nim que l'on peut déterminer avela règle du mex.Rédution à 0Ensuite, il faut tester si l'ACR de la position est 0. Cette rédution est partiulière, arnous avons vu dans le paragraphe 3.2.4 qu'elle n'est possible que si la position est gagnanteen version misère.Il faut don ommener par véri�er si l'un des �ls est perdant en misère, e qui estimmédiat, ar l'issue est stokée dans l'identi�ant de l'ACR (sans ela, il faudrait déterminerl'issue de la position en menant un alul sur tout l'arbre, e qui serait bien plus oûteux entemps de alul).Puis, on regarde si haun des ACR des �ls est un oup réversible, 'est-à-dire s'il a 0omme �ls.Autres réduteursSi auune des rédutions préédentes n'a fontionné, il faut voir s'il est possible de trouverun autre réduteur. Imaginons don que nous sommes en train de aluler l'ACR d'uneposition, et qu'après avoir supprimé les doublons parmi les ACR de ses �ls, nous ayonsobtenu l'ensemble : {A1;A2;A3...}. On note hi La hauteur de Ai. On trie les ACR Ai desorte que la suite (hi) soit roissante. Alors le résultat du paragraphe 3.2.5 implique qu'ilsu�t de tester les réduteurs de la forme {A1;A2; ...;Ai}, où hi+1 ≥ hi + 2.En reprenant les notations de l'exemple du paragraphe 3.3.1, imaginons que nous her-hons à réduire : {0-0-W 2-0-W 4-1-L 4-2-W 5-0-W 7-0-W}. Nous devons don tester uni-quement les réduteurs potentiels suivants :
∗ {0-0-W}
∗ {0-0-W 2-0-W}
∗ {0-0-W 2-0-W 4-1-L 4-2-W 5-0-W}Pour être sûr de trouver le plus petit réduteur possible, notre algorithme examine enpriorité les petits réduteurs potentiels.{0-0-W}=1-0-L n'est pas un réduteur onvenable, ar 1-0-L est ertes un �ls de 2-0-W,mais pas de 4-1-L.Ensuite, notre algorithme regarde le réduteur potentiel {0-0-W 2-0-W}. Il ommenepar herher dans la base de données l'identi�ant de l'ACR qui a es deux �ls, mais il nele trouve pas. Et pour ause : {0-0-W 2-0-W} se réduit à 1-0-L (voir paragraphe 3.3.2).Comme le plus petit réduteur possible doit être un ACR, et que et ACR doit être le �lsd'au moins un des �ls de la position, la nature réursive de l'algorithme implique que etACR a déjà été stoké dans la base de données. Don, quand notre algorithme ne trouve pas



48 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈREun réduteur potentiel dans la base de données, 'est que e réduteur potentiel est lui-mêmerédutible, et don il n'est pas néessaire de l'essayer.Il reste juste à tester {0-0-W 2-0-W 4-1-L 4-2-W 5-0-W} omme réduteur potentiel.Or, il ne peut pas onvenir, ar les seuls �ls de 7-0-W sont des olonnes de Nim. Don,{0-0-W 2-0-W 4-1-L 4-2-W 5-0-W 7-0-W} ne peut pas être réduit. C'est un nouvel ACR,et notre programme lui fournit alors un identi�ant de la forme 8-n-W (omme le �ls 4-1-Lest perdant en misère, alors il est gagnant en misère).3.3.3 Fatorisation par 1Nous avons vu dans le paragraphe 3.2.10 qu'il pouvait être utile de repérer quels ACRpouvaient s'érire omme somme d'un autre ACR et de la olonne de Nim 1. Nous allonsdétailler ii l'implémentation de ette fatorisation, l'étape de fatorisation devant se déroulerjuste après les di�érentes rédutions dans l'algorithme réursif.Représentation d'une position fatorisable par 1Si deux ACR G et H véri�ent G ∼ H + 1, alors leurs hauteurs di�èrent de 1. Dans lanotation hoisie, on ne hangera pas l'identi�ant du plus petit des deux, mais par ontre,elui du plus grand s'érira en fontion de elui du plus petit.Expliitons ette nouvelle notation. On sait que 3 ∼ 2 + 1 (ou, symétriquement, que2 ∼ 3 + 1). Le plus petit arbre des deux est 2. Don 2 onserve son identi�ant : 2-0-W,tandis que 3 aura désormais l'identi�ant : 2-0+1-W.On a vu également que {3; {2}} ∼ 1+ {2}. Comme l'identi�ant de {2} est : 3-1-L, eluide {3; {2}} sera : 3-1+1-W (l'issue W est elle de 3-1+1, pas elle de 3-1).Détetion d'une position fatorisable par 1Reprenons l'exemple et les notations du paragraphe 3.3.1. En utilisant le nouvel identi�antdérit au paragraphe préédent, on a :4-2-W={0-0+1-L 2-0+1-W 3-1-L}Maintenant, alulons les �ls de 4-2-W+1. Pour obtenir un �ls, soit on joue un oup dans4-2-W, soit dans 1. On a don :4-2-W+1={0-0-W 2-0-W 3-1+1-W 4-2-W}On peut observer sur et exemple un résultat plus général : si G est un ACR qui ne sefatorise pas par 1, alors G + 1 = {(�ls de G )+1 ; G }. Don dans notre algorithme, pourrepérer que l'ensemble des ACR des �ls d'une position orrespond à une position fatorisablepar 1, il su�t de véri�er que et ensemble est bien de ette forme. En partiulier, G doit êtrel'unique ACR de hauteur maximale qui ne se fatorise pas par 1.3.4 Algorithme de alul utilisant les ACRLa théorie des arbres anoniques réduits dérite jusqu'ii sou�re d'un défaut majeur,omparé à la version normale : elle ne permet pas de déduire immédiatement l'issue d'unesomme de omposantes à partir d'informations indépendantes sur les omposantes. Il neva don pas être possible de séparer le alul de la somme en alul sur les omposantes.Heureusement, ela ne rend pas la théorie des arbres anoniques inutiles pour autant.



3.4. ALGORITHME DE CALCUL UTILISANT LES ACR 493.4.1 Composantes des sommesL'idée générale est de ommener par remarquer que dans la plupart des jeux ('est le asaussi bien du Sprouts que du Cram), ertaines petites positions réapparaissent fréquemment.Elles peuvent réapparaître en tant que positions à part entière, auquel as il s'agit d'unetransposition lassique, omme expliqué dans le paragraphe 2.7.4 du hapitre d'introdution.Mais elles peuvent apparaître plus généralement en tant que omposante dans des positionsde type somme.Imaginons par exemple le as d'une position déoupée en deux omposantes P1 + D etd'une autre position somme P2 + D . La omposante D est ommune aux deux positions,tandis que P1 et P2 sont di�érentes. On ne peut pas séparer le alul de la somme enalul sur les omposantes, omme en version normale, mais on peut tout de même essayerde pro�ter du fait que D est une omposante ommune.Par exemple, on pourrait préaluler les options de D une fois pour toutes, et les stokerdans une table. Cela onsommerait de la mémoire supplémentaire, et aélèrerait en éhangele temps de alul puisque l'on n'aurait besoin de aluler les options de D qu'une seule fois.On peut bien sûr aller plus loin, et préparer à l'avane le alul des options de D , et mêmetout l'arbre de jeu de D .C'est ii qu'intervient une idée intéressante : quitte à préparer le alul de tout l'arbre dejeu de D , autant en pro�ter aussi pour supprimer les branhes redondantes. Cela reviendraittout simplement à remplaer D par son arbre anonique. Et en poussant ette idée jusqu'aubout, on arrive �nalement à la notion qui nous intéresse : quitte à remplaer D par son arbreanonique, autant aluler l'arbre anonique réduit, qui permet notamment de supprimer lesoups rédutibles en plus des oups redondants.3.4.2 Simpli�ation des positions ave les ACRVoii maintenant omment il est possible d'utiliser les ACR pour aélérer les aluls.Lors de l'exéution de l'algorithme 1, on remplae ertaines omposantes des sommes parleurs ACR. La di�ulté prinipale est que l'on ne peut plus se ontenter de manipuler despositions d'un jeu donné, il faut manipuler des objets plus omplexes, qui sont des sommeshybrides de positions du jeu et d'ACR. Ainsi, un n÷ud de l'arbre de reherhe sera omposéde trois parties :
∗ la partie position (de Sprouts ou de Cram), qui omporte une ou plusieurs positionsindépendantes, trop grandes pour que l'on puisse aluler leur ACR.
∗ la partie 0/1, qui vaut 0 ou 1 suivant la parité du nombre de 1.
∗ la partie ACR, qui ontient une liste d'ACR.3.4.3 Exemple sur une position de SproutsNous allons détailler la nature de es n÷uds sur un exemple. On onsidère la position deSprouts : 0*8 + 22 + 2ab2ba + 0*2.A|2ACette position omporte 4 positions indépendantes, plus ou moins omplexes :
∗ 0*8 est trop grande pour que l'on puisse aluler son ACR.
∗ 22∼ 1.
∗ 2ab2ba∼ 3 ∼ 1+ 2 ∼ 1+2-0-W.
∗ 0*2.A|2A∼ 1+3-1-L.Les identi�ants des ACR sont eux de la table 3.1 utilisée dans un exemple préédent.Finalement, en utilisant que 1+ 1+ 1 ∼ 1, on obtient que ette position a la même issueque 0*8+1+{2-0-W+3-1-L}.



50 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈRE3.4.4 Calul des enfants d'un n÷udLe alul des enfants d'un n÷ud se fait en prenant en ompte les 3 types de oupspossibles. Chaque oup s'e�etue dans une des 3 parties du n÷ud, en ne hangeant pas lesdeux autres :
∗ un oup dans la partie position.
∗ un oup dans la partie 0/1, qui onsiste à remplaer 1 par 0.
∗ un oup dans la partie ACR, qui onsiste à remplaer un des ACR par un de ses �ls.3.4.5 Intérêt des ACRLe remplaement des positions indépendantes par leur ACR quand il est onnu a plusieursavantages. Quel que soit le jeu onsidéré, beauoup de positions presque terminales ont lemême ACR, don les remplaer par leur ACR permet de simpli�er l'arbre de jeu, en diminuantle nombre de n÷uds stokés et explorés (et don, ela diminue la RAM onsommée et améliorele temps de alul).Pour les positions de taille plus grande, il est rare qu'elles soient identiques, même aprèsle alul de l'ACR. Le gain est alors essentiellement elui dérit dans le paragraphe 3.4.1 :on gagne du temps haque fois que la position apparaît dans une somme, en évitant d'avoirà realuler la liste de ses options. La base de données des ouples (ACR ; liste des optionsde l'ACR) proure une mémoire ahe qui permet de ne pas réaliser inutilement les mêmesaluls d'options plusieurs fois.3.4.6 Remplaement d'une position par son ACRLe alul de l'ACR d'une position demande l'exploration de tout son arbre de jeu. Ceilimite malheureusement la taille des positions que l'on peut remplaer par leur ACR. Lataille de l'arbre de jeu d'une position augmente en e�et extrêmement rapidement quand lataille de la position augmente, que e soit sur le Sprouts, ou sur le Cram. On peut s'enaperevoir dans le tableau 3.2 : nous avons ompté le nombre d'arbres anoniques di�érentsqui interviennent dans les arbres de jeu de positions de départ du Sprouts.points de départ nombre d'arbres anoniques2 103 554 7135 10 4616 150 1477 2 200 629Table 3.2 � Nombre d'arbres anoniques di�érents dans les arbres de jeu des positions dedépart du Sprouts.Nous avons envisagé deux ritères di�érents pour déider de aluler l'ACR d'une position.Le premier serait de aluler l'ACR de toutes les positions en dessous d'une ertaine limitesur la taille de la position. Dans le as du Sprouts, il pourrait s'agir du nombre de vies. Dansle as du Cram, on pourrait utiliser le nombre de ases enore vides omme ritère. Cetteméthode présente l'avantage de s'adapter au alul en ours : on ne alule les ACR que pourles positions e�etivement renontrées. Par ontre, elle a pour inonvénient de modi�er labase des ACR stokés au fur et à mesure du alul.Nous avons remarqué également que e ritère dynamique n'est pas bien adapté au aspartiulier du Sprouts : deux positions ayant le même nombre de vies peuvent engendrer desarbres de omplexités très diverses. Par exemple, dans l'arbre de jeu de la position de départ



3.5. RÉSULTATS 51à 3 points (don à 9 vies), on renontre 55 arbres anoniques di�érents, alors que dans l'arbrede jeu de la position 1abde2edba.2 (qui omporte également 9 vies) on en ompte 478.Nous avons don retenu un autre ritère de remplaement des positions par les ACR :dans une étape de préalul, nous alulons les ACR d'un ertain ensemble de positions bienhoisies. Une fois et ensemble d'ACR alulé, nous n'en alulons plus auun autre, et nousdisposons ainsi d'une base d'ACR �xe pour laner le alul prinipal qui nous intéresse.3.4.7 Cas du SproutsDans le as du Sprouts, les positions de départ ave p points, ainsi que les positions deleur desendane, interviennent rapidement dans les aluls de positions ave un nombre depoints plus élevé. Nous avons don alulé l'ACR de la position de départ ave 6 points dedépart.Ensuite, lors de la phase de alul prinipale, si une omposante s'avère être une positionapparaissant dans l'arbre de jeu à 6 points de départ, elle sera remplaée par son ACR.Par exemple, imaginons que depuis la position de Sprouts à 12 points, on joue le oup0*8.AB|0*3.AB, puis le oup 0*8 + 0*2.A|0.A. À e moment-là, notre algorithme modi�erale n÷ud, ar on peut lire dans la base de données préalulée que 0*2.A|0.A∼3-1+1-W. Parontre, le reste de la position n'apparaît pas dans ette base.Le nouveau n÷ud est don 0*8+1+3-1-L.3.4.8 Sommes de positionsOn pourrait envisager de regrouper les parties 0/1 et la liste d'ACR des n÷uds dansun unique ACR, en alulant l'ACR de leur somme. Dans le as du paragraphe 3.4.3, onremplaerait 1+{2-0-W+3-1-L} par un unique ACR de hauteur 6, 5-1+1-W. L'intérêt d'unetelle méthode est double : outre une ériture simpli�ée des n÷uds, elle permettrait de déteterles simpli�ations dérites à la �n du paragraphe 3.2.10.Cependant, ette méthode n'est pas envisageable, ar le alul de la somme des ACRnéessite le stokage de trop nombreux ACR supplémentaires. Par exemple, dans le as duSprouts, après avoir mis en mémoire l'ACR de la position de départ à 6 points, imaginons quenous herhions à aluler l'issue de la position 0*5 + 0*4. Les ACR de es deux positionsindépendantes sont onnus (et sont de hauteurs respetives 13 et 6).L'algorithme dérit préédemment remplaerait haune de es deux positions par sonACR, et lanerait don le alul sur le n÷ud 4 :
∅+ 0+{13-7-W+6-208-L}L'algorithme de alul permet alors de trouver l'issue de ette position en stokant seule-ment 10 positions, alors qu'au ontraire, le alul de l'ACR de 13-7-W+6-208-L néessite destoker plus de 35 000 nouveaux ACR, soit plus que pour le alul de l'ACR de la positionde Sprouts à 6 points de départ.Lorsque nous menons un alul misère, nous sommes fréquemment amenés à étudier detelles sommes (et même de plus omplexes), et il n'est don pas envisageable de alulerl'ACR résultant. En�n, les simpli�ations espérées du paragraphe 3.2.10 ne ompensent pase problème : lors des tests que nous avons menés, nous n'en avons observé auune.3.5 RésultatsNous avons appliqué les algorithmes à base d'arbres anoniques réduits aux jeux deSprouts et de Cram en version misère.4. Rappelons que les numéros des identi�ants dépendent du préalul des ACR. Les numéros 7 et 208n'ont don auune importane.



52 CHAPITRE 3. JEUX IMPARTIAUX EN VERSION MISÈRE3.5.1 Jeu de SproutsNous avons pu aluler les issues gagnantes (W) ou perdantes (L) des positions de Sproutsjusqu'à 20 points de départ, alors que le meilleur résultat onnu auparavant était elui de laposition de départ à 16 points, par Josh Jordan Purinton et Roman Khorkov [20℄.
points 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
issue W L L L W W L L L W
points 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
issue W W L L L W W W L LTable 3.3 � Issues gagnantes/perdantes alulées.Les résultats onernant le jeu de Sprouts sont détaillés dans le hapitre 6.3.5.2 Jeu de CramLes meilleurs résultats onnus préédemment en version misère étaient eux de MartinShneider en 2009 [33℄, indiqués par un astérisque dans les tableaux.4 5 6 7 8 94 *L *L *L W W W5 − *W W W6 − − WTable 3.4 � Résultats misère obtenus sur les plateaux de taille n×m, ave n ≥ 4 et m ≥ 4.Les prinipaux résultats nouveaux sont le plateau misère 4×9 (36 ases), 5×7 (35 ases)et 6 × 6 (36 ases), alors que le meilleur résultat onnu auparavant était le plateau misère

5× 5 (25 ases).Ces résultats, ainsi que d'autres obtenus sur les plateaux de taille 3 × n, sont détaillésdans le hapitre 7.3.6 ConlusionLa théorie des arbres anoniques réduits ainsi que l'algorithme de alul qui en déoulepour les jeux impartiaux en version misère se sont avérés partiulièrement e�aes dans leas du Sprouts et du Cram. Même si l'on n'est pas apable de séparer le alul de la sommeen alul sur les omposantes uniquement, le remplaement des petites omposantes par leursarbres anoniques réduits permet de tirer partie des déoupages de positions en sommes deomposantes indépendantes.



Chapitre 4Suivi des alulsLe suivi des aluls est une idée qui est apparue dès nos premiers aluls de Sprouts. Iln'était alors pas possible de aluler l'issue de la position de départ à 12 points en versionnormale, la première valeur inonnue à l'époque, vu le temps que prenait le alul sans pourautant réussir à se terminer.Il était don néessaire d'avoir une image relativement préise du degré d'avanement dee alul, pour déider si ela valait le oup de le laisser se poursuivre, ou s'il fallait l'arrêteret herher une amélioration. Le suivi des aluls est don dès le départ une méthode d'aideà la déision pour le programmeur.Nous dérivons i-après, par ordre hronologique, les di�érentes tehniques mises en plaepour suivre le déroulement des aluls. Nous verrons omment ela nous a permis de faireévoluer le programme.4.1 A�hage de la branhe de alulLa première information intéressante à a�her est la branhe de l'arbre de reherhe enours de alul. Lors du parours d'un arbre en profondeur, la branhe de alul est onstituéed'une suite de n÷uds dont haun est un �ls du préédent. La �gure 4.1 montre en blanles n÷uds orrespondants à la branhe de alul. Les n÷uds en gris ave l'indiation � L �ou � W � (Loss ou Win) sont eux qui ont déjà été alulés, dans l'ordre indiqué par lesnuméros. Les n÷uds en gris sans numéro sont eux qui n'ont pas enore été alulés, soitpare qu'il n'y en aura pas besoin (le n÷ud à gauhe), soit pare qu'ils seront alulés plustard (les n÷uds à droite).Le premier suivi que nous avons implémenté onsiste don à a�her ette branhe dealul (les n÷uds 1-8-10-11 de la �gure 4.1). Chaun des adres dessinés sur la �gure 4.1orrespond à un niveau de l'interfae de suivi. On notera que dans le as d'un algorithmealpha-bêta lassique, les n÷uds en mémoire à un instant donné sont exatement eux ena-drés : à haque étape de alul, on développe les enfants d'un n÷ud, on les ordonne avedi�érentes heuristiques, puis on e�etue la même opération réursivement sur les enfants,dans l'ordre obtenu.Pour haque niveau, nous a�hons la représentation en haîne de aratères de la positionorrespondant à e n÷ud, le nombre de n÷uds de e niveau et le nombre de n÷uds restantsà aluler. Le nombre de n÷uds restants à aluler sur un niveau donné est une informationimportante pour se faire une idée de l'avanement des aluls, ar s'il ne reste plus que 3n÷uds sur 14 à aluler sur un niveau donné, on peut en général supposer que le alulest plus avané que s'il en restait enore 12 sur 14. La table 4.1 montre l'interfae de suiviorrespondant à la �gure 4.1. 53
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Figure 4.1 � Branhe de alul (n÷uds en blans).profondeur nombre de n÷uds enore n÷ud en oursn÷uds inonnus de alul1 1 1 n÷ud 12 3 2 n÷ud 83 2 1 n÷ud 104 2 2 n÷ud 11Table 4.1 � Interfae de suivi orrespondant à la �gure 4.1.La première version du suivi a été programmée ave la bibliothèque Nurses 1, qui per-met d'a�her du texte dans un terminal. Le programme ne disposait pas enore d'interfaegraphique à ette époque. Assez rapidement, ependant, le besoin d'une interfae graphiques'est fait ressentir, par exemple pour pouvoir hoisir failement les options de alul avedes boutons. La bibliothèque Nurses a été abandonnée, pour laisser la plae à une interfaegraphique ave la bibliothèque Qt. La perte de performanes liée à l'utilisation de Qt s'estrévélée relativement faible, et largement ompensée par la rihesse des outils disponibles.4.2 Zappage4.2.1 Positions bloquantesLe suivi des aluls a permis dans un premier temps d'améliorer l'ordre des positionsde Sprouts, en visualisant plus failement l'e�et de ertaines priorités. Dans un deuxièmetemps, il a surtout révélé qu'il est très di�ile d'établir un ordre adapté au Sprouts. Lanature impartiale du jeu rend di�ile la réation d'heuristiques pour donner la priorité auxpositions perdantes, et d'autre part, l'arbre de Sprouts est extrêmement déséquilibré. Il y alargement un fateur 100 voire 1000 ou plus de di�érene de di�ulté entre ertaines positionsd'un même niveau de l'arbre de jeu, parfois sans raison évidente. Quel que soit l'ordre quenous avons essayé, il a �ni par donner la priorité, à un moment ou à un autre, à une positionnettement plus di�ile que les autres, ave un e�et atastrophique sur le temps de alul.Nous appelons positions bloquantes es positions nettement plus di�iles à aluler que lesautres.1. http://www.gnu.org/software/nurses/
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Figure 4.2 � Exemple d'arbre ave une position bloquante.La �gure 4.2 illustre omment une position bloquante pourrait apparaître dans l'arbrede reherhe de la �gure 4.1. Lorsque les �ls du n÷ud 1 ont été alulés, il est tout à faitimaginable que les n÷uds aient été ordonnés dans l'ordre 2 ; 8 ; A. Par exemple, il fréquentque le nombre d'enfants soit l'un des ritères pour ordonner les n÷uds, auquel as il estlogique de donner la priorité au n÷ud 8 sur le n÷ud A.Maintenant, imaginons que le n÷ud 10 soit perdant, omme indiqué sur la �gure. Pourle prouver, il va falloir aluler les 500 autres �ls du n÷ud 10, en plus du n÷ud 11 en oursde alul. Le n÷ud 8 est don une position bloquante.4.2.2 Prinipe du zappage manuelLe suivi orrespondant à la �gure 4.2 est le même que elui de la table 4.1 à ei près quela dernière ligne indiquerait les valeurs 501 et 501, au lieu de 2 et 2 pour le nombre total den÷uds et le nombre de n÷uds inonnus du niveau 4. L'intérêt du suivi est de rendre visibleà l'utilisateur que la position 8 est bloquante : le alul va rester longtemps bloqué sur lesn÷uds 8 et 10, en omparaison du temps passé sur les n÷uds préédents.L'idée du zappage est alors de permettre à l'utilisateur de laner un ordre de � hangementdu n÷ud en ours � sur le niveau 2, pour forer le alul à abandonner le n÷ud 8 et ommenerle alul du n÷ud A. Ainsi, si le n÷ud A est perdant et se alule rapidement, le alul dun÷ud 8 ne sera pas néessaire, et des aluls di�iles seront évités.4.2.3 Implémentation multi-proessusLe suivi et le zappage ne sont pas failes à implémenter ar ils néessitent une ommu-niation entre le alul et l'interfae utilisateur. Par ailleurs, pour ne pas avoir une interfae�gée pendant le alul, il faut rendre la main régulièrement au moteur de rendu graphiquede la bibliothèque Qt. La meilleure méthode d'implémentation onsiste en fait à exéuteren permanene le alul et le moteur de rendu graphique de Qt, à travers des proessus(threads en anglais) di�érents. La di�ulté est alors de ommuniquer des informations entreles proessus.La �gure 4.3 montre les prinipaux éléments mis en ÷uvre pour ette ommuniation. Ceque nous désignons par � interfae � orrespond à la fontion en ours d'exéution dans lethread graphique. La boule de alul est la fontion en ours d'exéution dans le thread dealul. Ces deux proessus ommuniquent à travers l'arbre de reherhe et la zone de stokage



56 CHAPITRE 4. SUIVI DES CALCULSdes ordres. L'arbre de reherhe est stoké sous la forme d'une table qui ontient la liste desn÷uds en ours de alul, ave toutes les informations orrespondant aux di�érents n÷uds,omme le nombre de �ls, le nombre de �ls enore inonnus, le �ls en ours d'étude, et. Lazone de stokage des ordres ne ontient que quelques otets d'informations pour stoker lesordres émis par l'utilisateur.

Figure 4.3 � Implémentation du suivi et du zappage.L'interfae aède à l'arbre de reherhe à intervalles réguliers, généralement de 0,1 s,grâe à un Timer. Le ralentissement des aluls lié à e suivi en temps réel est relativementmineur, de l'ordre de quelques pourents. L'in�uene sur les aluls est détaillée plus loin(�4.5.3). La boule de alul aède quant à elle à la zone de stokage des ordres à la �n dehaque alul d'un n÷ud. Le temps néessaire pour ette opération très simple est tout àfait négligeable.4.2.4 Séurisation des objets partagésL'arbre de reherhe ainsi que la zone de stokage des ordres sont des objets thread-safe,e qui signi�e que plusieurs proessus peuvent y aéder simultanément sans risque d'erreur.La programmation d'un objet thread-safe est déliate. En e�et, si un proessus modi�e unobjet pendant qu'un autre proessus est en train de lire l'état de et objet, le omportementdu programme devient imprévisible. Il faut impérativement forer les proessus à aéderaux objets partagés à tour de r�le, et non pas simultanément.La bibliothèque Qt fournit un objet spéial pour séuriser les objets partagés, appelémutex, ave des fontions lok et unlok. Les fontions lok et unlok du mutex ont lapropriété lassique d'être atomiques, à savoir qu'elles ne néessitent qu'une seule exéutiondu miroproesseur, garantissant ainsi que leur aès est séquentiel. L'appel d'un lok parun proessus ne peut pas ommener avant que le lok d'un autre proessus soit terminé.Avant d'aéder à un objet partagé, il faut véri�er que et objet est disponible ave lafontion mutex.lok(). Si l'objet est disponible, ette fontion se termine immédiatementet bloque l'utilisation de l'objet par d'autres proessus. Si l'objet n'est pas disponible, lafontion est mise en attente, jusqu'à e que l'objet devienne disponible. Après utilisationde l'objet, il ne faut pas oublier de libérer son utilisation en appelant la fontion unlok.Typiquement, le ode d'utilisation d'un objet partagé prend la forme de l'algorithme 2.La simpliité de l'algorithme 2 ahe en fait des problèmes redoutables. L'oubli d'unlok ou d'un unlok provoque en général des rashs intempestifs et quasiment impossiblesà débugguer. Deux appels suessifs à un lok par le même proessus sans libération par



4.2. ZAPPAGE 57Algorithme 2 Utilisation d'un objet partagé OAppel de mutex.lok() pour l'objet OUtilisation de OAppel de mutex.unlok()unlok provoquent ette fois un bloage permanent (appelé dead-lok). Ces deux as peuventse résoudre en véri�ant que l'utilisation de l'objet partagé est toujours enadré par le mutex,et en véri�ant que haque appel à lok est bien suivi d'un appel à unlok. Pour donner unordre de grandeur, il y a environ une quarantaine de blos de ode protégés par des mutexdans le programme, regroupés dans 2 �hiers prinipalement.La vraie di�ulté apparaît quand plusieurs objets partagés existent, ave des mutexdi�érents pour haun d'entre eux. Seule une étude préise de l'ordre d'appel des fontionspermet de s'assurer qu'auun dead-lok ne peut apparaître. Si ela est possible, le plus simpleest de ne jamais bloquer simultanément l'aès de deux objets partagés. Dans notre as, nousnous sommes don simplement assurer que toutes les fontions (peu nombreuses) qui aèdentà la fois à l'arbre de reherhe et à la zone de stokage des ordres de l'utilisateur prennentsoin de bien libérer un objet avant d'aéder à l'autre.4.2.5 Déroulement du zappagePour aélérer un alul de Sprouts (ou de tout autre jeu disponible dans notre pro-gramme), il su�t à l'utilisateur de surveiller le déroulement du alul alpha-bêta. Commel'interfae est rafraîhie en temps réel, l'utilisateur ressent intuitivement l'apparition d'unralentissement des aluls, et il peut alors laner des ordres de zappage sur les niveaux quisemblent plus lents.L'idéal est de trouver sur un niveau une position qui semble perdante failement. L'uti-lisateur peut adopter plusieurs stratégies :
∗ utiliser des onnaissanes spéi�ques au jeu qui n'ont pas enore été programmées, ense basant sur les haînes de aratères qui représentent les positions, pour hoisir despositions que l'on suppose perdantes et failes à étudier.
∗ observer la forme du sous-arbre pour omparer la di�ulté relative des di�érents n÷udsd'un même niveau.Nous avons par la suite amélioré l'interfae pour failiter les hoix de l'utilisateur, en par-tiulier en indiquant le statut de haque niveau ave un ode de ouleurs. Nous matérialisonspar une ouleur le fait qu'il reste peu de n÷uds inonnus sur un niveau : rouge vif, s'il n'enreste qu'un seul, puis orange, et jaune, pour quelques n÷uds seulement, jusqu'au vert lairpour 10 n÷uds. Au-delà de 10 n÷uds inonnus, le niveau est indiqué simplement en blan.La �gure 4.4 montre une apture d'éran de l'interfae de suivi lors d'un alul de Sproutsave 12 points de départ. L'interfae reprend essentiellement le ontenu de la table 4.1. Lesdi�érentes olonnes signi�ent plus préisément :
∗ Index : numéro du �ls en ours de alul / nombre total de �ls du niveau.
∗ Alive : nombre de �ls enore inonnus sur le niveau.
∗ Lives : nombre de vies de la position de Sprouts (notion spéi�que au Sprouts).
∗ Position : partie nimber du n÷ud suivi de la représentation en haîne de la position.Par exemple, on voit sur la apture de gauhe que le �ls en ours d'étude du niveau 2 estle 3e sur un total de 7, et qu'il ne reste que 5 �ls inonnus. On voit aussi que le niveau 4 estpresque terminé, ar il est a�hé en rouge (dernier �ls inonnu). Par ontre, le �ls en oursd'étude du niveau 5 n'a pas l'air simple : il possède 31 �ls, dont 19 sont enore inonnus.L'utilisateur peut don déider de zapper le �ls en ours sur le niveau 5, en liquant sur laellule entourée.
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Figure 4.4 � Suivi et zappage dans un alul de Sprouts à 12 points de départ.Le résultat de e zappage apparaît à droite : le �ls en ours d'étude sur le niveau 5est passé du 5e �ls au 6e, qui semble bien meilleur. Il n'a en e�et lui-même plus que 4 �lsinonnus, e qui est indiqué par la ouleur jaune du niveau 6, et il n'en restera bient�t plusque 3 ar le niveau 8 est presque terminé.4.2.6 Alternane des ouleursL'alternane de ouleurs obtenue sur la �gure 4.4 est le motif graphique de référeneque l'on reherhe lorsque l'on e�etue des zappages : les niveaux olorés indiquent quepresque toutes les positions de e niveau sont gagnantes, et les niveaux en blan au-dessusorrespondent don en général à des positions perdantes.Si deux niveaux onséutifs sont blans, ela signi�e souvent que le alul est dans unezone où il n'a pas enore beauoup avané ('était le as des niveaux 5 et 6 à gauhe de la�gure). Inversement, deux niveaux onséutifs olorés orrespondent souvent à une sorte deas indéterminé : le alul est bien avané, mais on ne sait pas trop si l'issue sera gagnanteou perdante.Quand on zappe, il est don souvent su�sant de herher à obtenir une alternane deouleurs, ave si possible des ouleurs les plus prohes possibles du rouge. Un peu d'entraî-nement permet d'e�etuer des zappages e�aes rien qu'en se basant sur les ouleurs, sansré�éhir, et le guidage du alul s'apparente en quelque sorte à un jeu vidéo.4.2.7 Avantages et inonvénientsLe zappage a eu un impat bien supérieur à e que nous imaginions sur l'e�aité desaluls de Sprouts. Le déséquilibre des arbres de jeu du Sprouts rend en fait très e�ae lefait d'éviter les positions bloquantes. Des aluls qui mettaient 24 heures ave le meilleurordre programmé ont pu être ramenés à des durées de l'ordre d'une dizaine de minutes,grâe à un zappage régulier. Le zappage était un élément essentiel à l'obtention des reordsde Sprouts à partir de 15 points de départ.Pour le Cram et le Dots-and-boxes, le zappage n'a pas eu un impat aussi important. Laraison prinipale est que le déséquilibre des arbres de jeu est moins important pour es deuxjeux, si bien que les positions bloquantes sont moins �agrantes.Le zappage n'en est pas moins un outil performant pour analyser et omprendre les arbresde jeu. Lors du développement du Cram, omme du Dots-and-boxes, il a permis de trouverde nombreuses astues spéi�ques à es jeux pour améliorer l'ordre par défaut.



4.3. VISUALISATION DES ARBRES SOLUTIONS 59L'inonvénient prinipal du zappage est bien sûr le temps humain néessaire pour sur-veiller en ontinu l'interfae et e�etuer les hoix de n÷uds à aluler. Lors des premiersreords de Sprouts, le temps total passé à suivre et guider les aluls manuellement se ompteen dizaines voire en entaines d'heures. Il est bien évident qu'une telle méthode n'est pasomplètement satisfaisante.4.2.8 Automatisation du zappageL'idée même de zappage manuel semble une tehnique bien étrange dans un programmequi e�etue des aluls a priori automatiques de jeux ombinatoires. L'utilisateur humainest extrêmement lent, omparé à l'ordinateur. Si lent, que même si l'utilisateur lique dansl'interfae aussi vite qu'il le peut, il s'éoule entre deux ordres largement une demi-seonde,pendant laquelle des milliers de hoix par défaut sont e�etués par le programme. Les in-terations manuelles de l'utilisateur représentent don une quantité d'information in�meomparée à l'immense majorité des hoix automatiques faits par le programme entre temps.Et pourtant, dans la très grande majorité des as, le zappage manuel aélère les aluls.En fait, e paradoxe apparent vient de l'extrême sensibilité des aluls aux hoix e�etués,en partiulier eux en haut de l'arbre. Or, dans le as d'un algorithme alpha-bêta, les hoixe�etués ne sont jamais remis en ause. Un très petit nombre de remises en ause dans lehaut de l'arbre peut don avoir un e�et nettement pereptible sur le temps de alul.Malheureusement, le fait même que les informations données par l'utilisateur soient trèspeu nombreuses rend di�ile l'automatisation du zappage. D'une ertaine façon, l'utilisateurorrige les ontre-exemples de l'ordre par défaut du programme, et une bonne partie de esontre-exemples n'ont pas ou peu de points ommuns les uns ave les autres. On ne peutdon pas espérer automatiser le zappage simplement en améliorant l'ordre par défaut. Il fautplut�t se tourner vers des tehniques di�érentes de parours de l'arbre de jeu, qui ne soientplus un algorithme alpha-bêta, ou du moins pas seulement.4.3 Visualisation des arbres solutionsNous avons implémenté des méthodes de véri�ation des aluls, qui véri�ent et épurent àl'aide d'un seond alul la table de transpositions d'un premier alul. Cela permet d'obtenirdes arbres solutions de faible taille. Il est alors possible de les traer pour disposer de solutionsvisuelles ompates des positions de départ onsidérées. Par exemple, la �gure B.2 présentéeen annexe B montre un arbre solution prouvant que le Sprouts à 5 points de départ en versionnormale est gagnant. Cette �gure a été traée à l'aide du logiiel Graphviz 2.La version de 2007 de notre programme était apable, lors du proessus de véri�ation, degénérer des �hiers ompatibles ave Graphviz. Le prinipe est simple : lorsque l'on renontreune nouvelle position, on rée un n÷ud qui lui orrespond. Puis, lorsque l'on alule lesoptions d'une position, on rée les arêtes qui relient ette position à ses options.Pour des arbres solutions plus importants que elui de l'annexe, la représentation gra-phique à l'aide de Graphviz ne donne qu'un enhevêtrement d'arêtes illisible. Il était alorspossible de limiter ette représentation aux premiers étages de l'arbre. La �gure 4.5 montreun tel arbre : 'est un arbre solution de la position de Sprouts à 8 points, en version normale.On a représenté par un erle les positions perdantes, par un triangle les positions gagnantes,et par un arré les sommes de positions indépendantes, dont on déduit l'issue à partir depositions qui apparaissent plus bas dans l'arbre.Notre programme atuel n'est malheureusement plus apable de produire de tels gra-phiques. Ces graphiques étaient générés par une version du programme qui ne permettait2. http://www.graphviz.org/
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Figure 4.5 � Partie supérieure d'un arbre solution.de faire que des aluls de Sprouts, uniquement sur le plan, et uniquement en version nor-male. Depuis, de nouveaux jeux sont apparus (le Cram, le Dots-and-boxes), ainsi que denouveaux algorithmes (version misère des jeux impartiaux, algorithme de sore/ontrat pourle Dots-and-boxes). Nous avons fait le hoix très t�t d'implémenter tous nos algorithmesautour d'un moteur de alul unique, de façon à ne pas devoir reprogrammer plusieurs foisertains éléments réurrents (bases de données, interfaes, boule de alul dans un proessusindépendant, suivi des aluls, et).Beauoup de fontionnalités ont été perdues au ours de e proessus de généralisationdu programme, avant de réapparaître ensuite, sous une forme souvent plus générale et pluse�ae. La génération de �hiers ompatibles ave Graphviz pour traer des arbres est unedes dernières fontionnalités qui n'est toujours pas rétablie 3.Son rétablissement serait envisageable non seulement pour illustrer les arbres solutions,mais aussi pour suivre en temps réel le développement de l'arbre de reherhe, ou tout dumoins des premiers étages de et arbre. Pour des raisons de temps de alul du programmeGraphviz, l'atualisation ne serait ependant pas possible à une fréquene trop rapide : onpeut imaginer mettre à jour le graphique toutes les 10 seondes, mais pas 10 fois par seonde,la fréquene de mise à jour dépendant évidemment de la taille de la partie de l'arbre dereherhe qui serait représentée.4.4 Algorithmes de type Proof-number searh4.4.1 Partiularités de es algorithmesNous avons implémenté des algorithmes de parours de l'arbre de jeu plus omplexes quele simple alpha-bêta, omme par exemple le Proof-number searh (abrégé PN-searh). Cesalgorithmes explorent l'arbre de jeu dans un ordre totalement di�érent de l'alpha-bêta. L'idéegénérale est de développer l'arbre en meilleur d'abord (best-�rst), et non pas en profondeur.L'appliation du PN-searh au jeu de Sprouts nous a été suggérée initialement par TristanCazenave. Cela s'est révélé un bon hoix, ar le PN-searh est bien adapté au paroursd'arbres de jeu déséquilibrés. Le PN-searh maintient en permanene, pour haque n÷udde l'arbre de reherhe, des paramètres p et d qui dérivent grossièrement la di�ulté dealul du n÷ud. À haque étape de alul, 'est la branhe qui semble la plus faile qui esthoisie, et 'est le n÷ud terminal de ette branhe qui est développé. Au fur et à mesuredu développement de l'arbre, les paramètres p et d sont a�nés, si bien que le PN-searh estapable de remettre ses hoix en ause, ontrairement à l'algorithme alpha-bêta.Par plusieurs aspets, le PN-searh adopte un omportement prohe du zappage manuel :

∗ la branhe de alul est hoisie de façon dynamique, en fontion de toutes les donnéesaumulées au ours du alul, ontrairement à l'algorithme alpha-bêta qui se base surun ordre statique prédé�ni.3. en juillet 2011.
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∗ le PN-searh est apable de déteter qu'une branhe devient bloquante par rapport àses voisines, et va donner la priorité aux branhes les plus failes.Ces fontionnalités sont obtenues au prix du maintien en RAM de tout l'arbre déve-loppé depuis le début du alul. La onsommation de RAM est don rapidement un fateurlimitant. Par ailleurs, le PN-searh se heurte à l'explosion ombinatoire quand le fateurd'embranhement est élevé. Si une position possède 200 �ls, le PN-searh va avoir tendane àexplorer es 200 �ls en parallèle, jusqu'à en trouver un nettement plus simple que les autres.L'algorithme se retrouve alors parfois perdu dans un arbre immense.4.4.2 Suivi du PN-searhLa partiularité du PN-searh est de hoisir à haque étape la branhe de alul qui semblela plus simple à aluler à partir des valeurs onnues des paramètres p et d. La branhe dealul hange don en permanene, e qui rend relativement inutile le suivi que nous avonsutilisé jusqu'ii pour l'alpha-bêta. Les positions a�hées hangent sans arrêt. Il n'est paspossible de omprendre et de suivre l'avanement de l'algorithme PN-searh uniquementave la branhe de alul.Pour suivre le PN-searh, nous avons don développé une autre méthode, qui onsisteette fois à naviguer librement dans la partie de l'arbre de jeu qui a été déjà développéepar l'algorithme PN-searh. L'interfae a�he toutes les informations utiles onernant unn÷ud donné : au entre de l'interfae (urrent node), les di�érents éléments du n÷ud lui-même, dont les paramètres p et d du PN-searh, en haut le n÷ud parent (parent node), et enbase la liste des enfants (hildren nodes). L'utilisateur peut alors liquer sur un enfant pours'enfoner dans l'arbre ou sur un parent pour remonter. Lors du li sur un n÷ud parent ouenfant, 'est e n÷ud qui devient le n÷ud entral.

Figure 4.6 � Suivi du PN-searh sur le Sprouts à 12 points de départ.Comme pour le suivi de la branhe de alul, les informations a�hées sont mises à jourà intervalles réguliers, si bien que l'on voit les paramètres du n÷ud hoisi évoluer en tempsréel. L'implémentation ne pose pas de di�ulté partiulière. Il s'agit essentiellement d'une



62 CHAPITRE 4. SUIVI DES CALCULSextension du suivi normal, en utilisant le même objet partagé (l'arbre de reherhe, quiontient les n÷uds et toutes leurs informations relatives).La �gure 4.6 est une apture d'éran du suivi lors d'un alul de PN-searh sur le Sproutsà 12 points de départ. L'éran est subdivisé de haut en bas en trois zones : au entre, len÷ud qui nous intéresse (0*11.AB|AB), en haut le parent de e n÷ud (qui est la positionde départ 0*12), et en bas, la liste des enfants (oupée au 9e par la apture d'éran). Lesolonnes Lives et Position ont la même signi�ation que dans le suivi de la branhe dealul. Voii le détail des autres olonnes :
∗ StoreId : identi�ant unique du n÷ud dans l'arbre de reherhe. Cet identi�ant sert deparamètre lorsque l'on lique sur un enfant ou un parent pour desendre ou remonterdans l'arbre.
∗ Traversal : paramètres p et d du n÷ud, nombre de n÷uds développés dans le sous-arbre, et profondeur du sous-arbre.
∗ Unknown : nombre de �ls inonnus.
∗ B.C.U. : valeur minimale d'Unknown parmi les �ls.Le n÷ud en ours de alul est a�hé en bleu, et l'on peut onstater que l'enfant en oursde alul (le 8e) est elui ave la plus petite valeur du paramètre d (18).La olonne Unknown indique le nombre d'enfants inonnus du n÷ud, ave la même onven-tion de ouleur que dans le suivi de la branhe de alul. Plus la ouleur se rapprohe durouge, et plus le n÷ud a de hanes d'être perdant.La notion de B.C.U., abréviation de � best-hild unknown �, est une notion que nousavons introduite dans le suivi par analogie ave la olonne Unknown, mais dans le but inverse,à savoir disposer d'une méthode graphique pour visualiser qu'un n÷ud a de fortes hanesd'être gagnant. Cela se produit par dé�nition lorsque le n÷ud a un �ls qui a de fortes hanesd'être perdant. Le �ls qui a le plus de hanes d'être perdant étant elui qui a lui-même leplus petit nombre de �ls inonnus, 'est-à-dire la plus petite valeur d'Unknown, on dé�nit donle B.C.U. omme la valeur minimum d'Unknown parmi les �ls. Plus la ouleur du B.C.U. serapprohe du rouge, et plus le n÷ud a de hanes d'être gagnant.4.4.3 Interation ave le PN-searhLa possibilité de zappage manuel dans l'algorithme alpha-bêta ayant donné de bons ré-sultats, il est naturel de herher à introduire de la même façon des interations manuellesdans l'algorithme PN-searh. La prinipale faiblesse que nous avons observée dans le as del'algorithme PN-searh est une saturation rapide de la mémoire à ause d'un développementexessif en largeur. Nous avons don ajouté une possibilité d'interation manuelle qui onsisteà bloquer le PN-searh sur un n÷ud donné de l'arbre.Une fois que le PN-searh est bloqué sur un n÷ud donné, l'algorithme de développementva se poursuivre normalement, mais uniquement en dessous du n÷ud indiqué, sans remonterjusqu'à la raine de l'arbre prinipal. Tout se passe omme si l'on avait stoppé le alulprinipal, et que l'on avait lané un alul seondaire du n÷ud hoisi, ave l'algorithmePN-searh.Là enore, l'implémentation est une simple extension des interations manuelles dans lesuivi normal. Le système de ommuniation ave le alul est le même, grâe à la zone destokage des ordres de l'utilisateur.La �gure 4.7 montre un exemple d'interation peu après la apture d'éran de la �gure4.6. L'utilisateur a liqué sur la ellule entourée, pour indiquer au programme de bloquer lePN-searh sur e n÷ud. Le n÷ud sur lequel le alul est bloqué est a�hé en vert lair dansl'interfae. On voit que le nombre de positions du sous-arbre augmente (3 544) alors que eluides autres n÷uds du même niveau reste stable. Autre façon de véri�er que le bloage estbien e�etif : le n÷ud en ours de alul (0*11) a une valeur de paramètre d = 137. Si le
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Figure 4.7 � Bloage du PN-searh sur le sous-arbre du n÷ud d'identi�ant 178.PN-searh n'était pas bloqué, il abandonnerait e n÷ud, et reprendrait le alul du 2e ou du8e n÷ud dont la valeur d = 20 est plus petite.4.4.4 Intérêt des interationsComme espéré, les possibilités d'interation dans le PN-searh ont eu le même e�et béné-�que que elles dans l'alpha-bêta. En empêhant manuellement le PN-searh de se développertrop en largeur, nous ompensons sa prinipale faiblesse. Cela a permis d'obtenir de nou-veaux reords sur le jeu de Sprouts, qui auraient été inatteignables autrement : l'alpha-bêtaave le zappage manuel aurait demandé un temps humain de guidage bien trop long, et lePN-searh sans interation se perd assez vite dans l'immensité des arbres de jeu du Sproutsau delà d'une trentaine de points de départ.Les interations ont permis d'identi�er des positions qui induisent le PN-searh en erreur.Par exemple, dans le as du Sprouts, les positions du type 0.1aAa|0.1aBa|... ave peu devies ont en général un nombre élevé de positions inonnues dans leur sous-arbre. Le PN-searha don tendane à les éviter, alors qu'elles sont en réalité presque terminales et souvent failesà résoudre.Inversement, le bloage est assez souvent ontre-produtif : si l'on se trompe dans lepronosti, le programme n'est pas apable de se débloquer par lui-même. Il serait donintéressant de disposer d'une méthode non pas pour bloquer l'algorithme sur un n÷ud préis,mais plut�t pour favoriser ertains n÷uds par rapport à d'autres, ave des oe�ients. Celapermettrait au alul de favoriser le n÷ud pendant une durée limitée. Si le n÷ud est onformeau pronosti, il va être alulé en priorité par rapport aux n÷uds non favorisés. Mais si lepronosti s'avère faux, le poids de e n÷ud va augmenter, et au-delà d'un ertain seuil, quidépend du oe�ient hoisi, le alul va �nir par reprendre son exploration plus haut dansl'arbre.



64 CHAPITRE 4. SUIVI DES CALCULS4.4.5 Reherhe de nouveaux algorithmesIl est à noter que le PN-searh avait été implémenté dans le but d'éviter les zappagesmanuels dans les aluls de Sprouts. Ce but a été partiellement atteint, ar le PN-searhseul permet de aluler des positions de départ plus omplexes que l'alpha-bêta seul, et despositions de départ presque aussi di�iles que elles obtenues ave l'alpha-bêta ombiné auzappage manuel. Mais l'introdution d'interations au sein du PN-searh permet de nouveaude nettement améliorer ses performanes, et l'on retrouve le problème initial de l'automati-sation omplète des aluls.En fait, l'algorithme PN-searh, omme l'algorithme alpha-bêta, repose sur des règlessimples et systématiques pour trouver un hemin possible vers la solution. En omparaison,l'utilisateur humain est bien plus souple dans les stratégies qu'il met en ÷uvre, e qui luipermet d'identi�er visuellement les faiblesses liées à es règles systématiques. Dans le as del'alpha-bêta, la prinipale faiblesse identi�ée est la non remise en ause de l'ordre par défautdes n÷uds. Dans le as du PN-searh, 'est au ontraire la remise en ause exessive deshoix, donnant l'impression d'une dilution de l'algorithme dans l'immensité de l'arbre de jeu.Les interations de l'utilisateur lors de l'exéution du alul lui permettent de orrigeres défauts dans la zone en haut de l'arbre. Un petit nombre d'interations peut avoir desonséquenes non négligeables à ause de la struture même d'arbre : plus on est en haut del'arbre et plus l'impat de haque hoix in�uene le temps de alul total. On remarqueraque les défauts de l'alpha-bêta sont inverses de eux du PN-searh, et en onséquene lesinterations de l'utilisateur aussi. Dans le as de l'alpha-bêta, l'utilisateur fore le programmeà abandonner un hoix par défaut en zappant. Dans le as du PN-searh, l'utilisateur foreau ontraire le programme à faire un hoix, et à se �xer sur un n÷ud préis.Il est raisonnable de supposer que quel que soit le degré de ra�nement des algorithmede parours, le suivi et les interations manuelles resteront un outil intéressant, aussi bienpour surveiller le déroulement d'un long alul que pour identi�er des faiblesses dans lesalgorithmes et essayer de les orriger.4.5 A�hage des plateaux4.5.1 Position du problèmeL'a�hage des plateaux est la fontionnalité la plus réente du suivi, dont le besoin est ap-paru ave la programmation de jeux de plateaux. Contrairement au Sprouts, la représentationd'un plateau sous forme de haîne de aratères est parfaitement inompréhensible pour l'÷ilhumain. Par exemple, les positions de Dots-and-boxes et de Cram de la �gure 4.8 sont repré-sentées respetivement par les haînes CLBLB*LGLGGBGCLBLGLGLQLCLBE et 0000*0GG0GG00E.L'a�hage tel quel de es haînes de aratères dans l'interfae ne permet pas de visualiserfailement quelles sont les positions en ours de alul.
Figure 4.8 � Position de Dots-and-boxes et position de Cram.4.5.2 A�hage en temps réelEn nous appuyant sur la bibliothèque graphique Qt, nous avons don développé un a�-hage graphique des plateaux. La bibliothèque Qt ontient des fontions de dessin vetoriel,



4.5. AFFICHAGE DES PLATEAUX 65si bien que tehniquement, e n'est pas très di�ile à réaliser. Essentiellement, il su�t dedessiner un quadrillage à l'éran pour représenter le plateau, puis de remplir les di�érentesases ave une ouleur di�érente pour haque lettre de la haîne de aratères.La puissane de la bibliothèque Qt apparaît surtout lorsque l'on ombine ette possibilitéd'a�hage graphique des plateaux ave les fontionnalités existantes de suivi. Le prinipe deQt est de pouvoir fabriquer de nouveaux objets graphiques à partir des briques existantes dela bibliothèque. Nous avons don développé un objet graphique (tehniquement, ela prend laforme d'une lasse C++ qui dérive de la lasse fondamentale QWidget) permettant d'a�herun plateau de jeu ave les fontions de dessin vetoriel. Puis nous avons inséré et objetgraphique dans le tableau de suivi du alul, là où d'ordinaire nous a�hons les haînes dearatères des positions en ours de alul. Ainsi, nous obtenons un a�hage graphique entemps réel des plateaux de jeu en ours de alul.La �gure 4.9 montre une apture d'éran lors du suivi d'un alul de Cram du plateaude taille 3× 16. Il s'agit d'un alul en version normale. La position en ours de alul sur leniveau 4 est onstituée de deux omposantes indépendantes. L'algorithme en version normalebasé sur les nimbers va don aluler le nimber de la première omposante, e qui est indiquésur le niveau 5 par la ouleur jaune.

Figure 4.9 � Suivi graphique d'un alul de Cram 3× 16.Nous n'avons pas enore développé de fontionnalité similaire pour le jeu de Sprouts,d'une part pare que l'intérêt est moindre en terme de suivi/guidage des aluls (voireontre-produtif, les haînes étant généralement plus failes à omprendre que les positionsgraphiques), et surtout pare que l'a�hage graphique d'une position de Sprouts à partirde sa haîne de aratères est d'une di�ulté autrement plus sérieuse que l'a�hage d'unplateau de jeu.4.5.3 In�uene sur le temps de alulL'a�hage graphique en temps réel est bien sûr une opération nettement plus oûteuseque le simple a�hage de la haîne de aratères. Le suivi ave un a�hage graphique, tel



66 CHAPITRE 4. SUIVI DES CALCULSque nous l'avons programmé, peut failement atteindre 20 à 30 pourents du temps de alul,à omparer ave les quelques pourents du suivi à base de haînes de aratères. Pour éviterde ralentir les aluls (et aussi pour des raisons de onfort visuel), nous avons réé une optiondans l'interfae permettant de régler l'intervalle de temps entre deux mises à jour du suivi.Un intervalle su�samment élevé (par exemple 1 s au lieu de 0,1 s) permet de limiter l'impatdu suivi sur le temps de alul.Il est à noter que sur une mahine bi-proesseur, le suivi ne ralentit pas du tout les aluls.En e�et, omme le programme est multi-proessus, ave un proessus pour les aluls, etun proessus pour l'a�hage graphique, les aluls et l'a�hage des graphiques s'exéutenthaun sur un proesseur indépendant.En�n, pour éviter dans tous les as une utilisation inutile des proesseurs, nous avonsdéveloppé un mode de � mise en veille �. Le suivi des aluls n'est atif que si l'ongletde suivi est visible dans l'interfae. Lorsque nous laissons les aluls fontionner longtempssans regarder l'interfae, il nous su�t de liquer sur un autre onglet pour masquer et dondésativer le suivi.4.5.4 A�hage des tables de transpositionsNous avons ensuite étendu l'utilisation de l'objet graphique d'a�hage des plateaux à lavisualisation du ontenu des tables de transpositions. Avant l'introdution de et outil, notreseule méthode de onsultation des bases de données alulées était l'a�hage diret dans unéditeur de texte. Pour la même raison que le suivi, ette analyse est di�ile dans le as desjeux de plateaux pare que les haînes de aratères représentant les positions ne sont pasfailement ompréhensibles.

Figure 4.10 � Extrait d'une table de transpositions de Dots-and-boxes.



4.5. AFFICHAGE DES PLATEAUX 67La �gure 4.10 montre une apture d'éran d'un extrait de tables de transpositions deDots-and-boxes. On voit qu'il s'agit des positions 778 à 785 de la table.L'utilisateur peut indiquer une valeur d'index dans la zone prévue à et e�et pour a�herla partie de la table ommençant à et index, e qui est utile par exemple pour reonsulterun endroit de la table que l'on avait noté préalablement. L'utilisation des �èhes du lavierpermet de faire dé�ler l'a�hage de la table.En�n, le bouton � Random � permet de se positionner sur un index aléatoire dans latable. Ce bouton est utile lorsque l'on souhaite évaluer rapidement la proportion de tel outel type de positions dans la table. On peut par exemple liquer une vingtaine de fois surle bouton Random et évaluer le nombre de fois que l'on a renontré une position du typesouhaité pour en déduire une estimation grossière de la proportion de es positions dans latable.L'a�hage graphique des tables de transpositions a permis de trouver plusieurs idées sur leDots-and-boxes. Par exemple, ela a révélé la forte proportion de ertaines équivalenes, quenous avons don implémentées en priorité. L'idée de déduire le sore de positions omportantdeux jetons rouges isolés à partir du sore de la position sans les jetons isolés vient égalementd'un examen détaillé des tables de transpositions.
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Chapitre 5Arhiteture du programme5.1 Outils de programmationNous présentons tout d'abord dans les paragraphes qui suivent les outils qui nous ont per-mis de développer notre programme de résolution des jeux ombinatoires, nommé � Glop �.Nous avons travaillé prinipalement sur des plateformes Linux, mais les outils de program-mation hoisis sont tous multi-plateforme, e qui rend notre programme ompilable aussibien sous Linux que Windows ou Maintosh.Le ode soure est disponible sous liene GNU GPL, e qui autorise d'autres program-meurs à étudier et modi�er notre programme omme ils le souhaitent, par exemple s'ilsveulent s'appuyer sur notre travail pour obtenir de nouveaux résultats. Nous publions eode soure sur notre site web 1, aompagné de �hiers exéutables immédiatement fon-tionnels pour les prinipaux systèmes d'exploitation.5.1.1 Langage C++Nous avons développé notre programme dans le langage C++. Bien que le langage enlui-même ne soit pas très adapté aux programmes mathématiques, il a l'avantage de disposerde nombreuses bibliothèques d'extension, et d'être onnus par beauoup de programmeurs.L'un des inonvénients du C++ est la présene de nombreux onepts qui peuvent rendrele ode di�ile à omprendre (omme les pointeurs). En ontrepartie, le C++ permet deonevoir des programmes ave une arhiteture modulaire grâe aux onepts de lasses etde polymorphisme, omme nous le montrerons dans la setion 5.4.Le ode C++ est failement ompilable sur toutes les plateformes, ave par exemplel'inontournable GCC (GNU Compiler Colletion). GCC est un logiiel libre (liene GNUGPL), qui est devenu le ompilateur de référene pour l'ensemble des logiiels libres.5.1.2 Bibliothèque STLLa bibliothèque STL est une extension standard du C++. Elle fournit des onepts utilesqui n'existent pas dans le langage C++ de base, à savoir les listes, les veteurs, les ensembles,et les map (tableaux triés). Ces objets ont l'inonvénient d'être assez onsommateurs demémoire, et ils ne sont don pas forément à reommander dans le as d'une appliationritique en terme de mémoire. Dans notre as, nous les utilisons de façon importante, parequ'ils permettent d'érire la majeure partie du ode dont nous avons besoin dans le adre denotre programme. Par ailleurs, ils possèdent une syntaxe ommune, e qui permet d'obtenirun ode ohérent et homogène.1. http://sprouts.tuxfamily.org/ 69



70 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMME5.1.3 Bibliothèque QtLa bibliothèque Qt est une bibliothèque libre (liene GNU GPL), multiplateforme (Li-nux, Ma, Windows), érite en C++, qui fournit à peu près toutes les briques logiiellesnéessaires pour érire un programme quelonque. Elle propose en partiulier des objetspour onstruire des appliations graphiques, gérer des �hiers XML, aéder à internet, ouérire des programmes multi-proessus.La bibliothèque Qt est partiulièrement bien onçue, e qui permet de développer fai-lement la partie graphique du programme. Dans notre as, nous utilisons aussi ativementles apaités multi-proessus de Qt, pour a�her l'avanement des aluls en temps réel.Autant que possible, ependant, nous évitons d'utiliser la bibliothèque Qt dans le ÷ur duprogramme (la partie qui réalise les aluls), pour que ette portion du ode soit réutilisableet ompréhensible même par quelqu'un qui ne onnaîtrait pas Qt.5.1.4 SubversionSubversion est un logiiel libre (liene Apahe et BSD) de gestion de versions du odesoure. Il permet de réer un historique des modi�ations apportées au ode soure, et deles sauvegarder sur un repository, en général stoké sur un serveur distant, pour que tousles développeurs puissent y aéder à travers Internet. Subversion permet de visualiser lesmodi�ations faites par haque programmeur, e qui failite le développement d'un logiielen équipe.5.1.5 DoxygenDoxygen est un logiiel libre (liene GNU GPL), qui permet de réer la doumentationd'un logiiel à partir des ommentaires du ode soure, pour peu que eux-i soient éritsave une syntaxe prédé�nie. La doumentation produite peut par exemple être sous formede pages HTML, et publiée ensuite en ligne. L'utilisation d'un outil de doumentation duode soure permet de maintenir la doumentation à jour en permanene.5.1.6 DokuwikiDokuwiki est un projet libre de type wiki (liene GNU GPL), qui permet de réer unsite web similaire à Wikipedia. La mise à jour du site web est don très simple et ne néessiteauune onnaissane de programmation web. Un historique des modi�ations de haque pageest réé. Dokuwiki permet de gérer failement les droits d'aès et de modi�ations des pages,par exemple pour donner un droit d'ériture uniquement aux membres du projet.5.1.7 TuxfamilyTuxfamily est une plateforme d'hébergement pour les projets libres, et en partiulier pourles logiiels libres. Les servies proposés ontiennent notamment un repository Subversion(hébergement du ode soure), un serveur PHP pour héberger un site web dynamique (ommeDokuwiki par exemple), une zone de stokage pour proposer des �hiers au téléhargement,et aussi un servie mail. Tuxfamily permet don de regrouper en un seul point d'Internettous les outils néessaires au travail en équipe autour d'un projet libre.



5.2. PRINCIPAUX ÉLÉMENTS DU PROGRAMME 715.2 Prinipaux éléments du programme5.2.1 Figure d'ensembleLa �gure 5.1 dérit l'arhiteture de notre programme. Nous avons essayé de le modulari-ser au maximum, de sorte que l'implémentation d'une nouvelle fontionnalité (par exemple,un nouvel algorithme de parours) soit systématiquement disponible pour l'ensemble des jeuxétudiés.

Figure 5.1 � Arhiteture modulaire du programme.Les di�érents blos de la �gure 5.1 orrespondent à un premier niveau de modularisa-tion, le programme étant divisé en sept grands ensembles oneptuels, à savoir : � Interfaegraphique �, � Boule prinipale �, � Arbre de reherhe �, � Tables de transpositions �,� N÷ud �, � Parours � et � Jeu �.Les �èhes de la �gure indiquent les interations entre les di�érents blos, et orrespondentà des appels de fontions. Le blo à l'origine de la �èhe lane l'appel, qui se onrétise parl'exéution d'une ertaine fontion au sein du blo ible. Les �èhes ont été étiquetées aveles lettres de A à L 2. Les �èhes blanhes orrespondent à des interations passives (quine modi�ent pas le blo ible), tandis que les �èhes grises indiquent par opposition desinterations atives, qui modi�ent le blo ible, ou bien qui impliquent des aluls oûteux.Spéialisation de blosUn deuxième niveau de modularisation est présent au sein des blos � N÷ud �, � Par-ours � et � Jeu �. Lors d'un alul, haun de es blos prend une forme spéi�que, onfor-2. à l'exeption de la lettre I, pour des raisons de lisibilité.



72 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMMEmément aux hoix de l'utilisateur. Les hoix possibles sont indiqués sur la �gure dans lesbulles.Le blo � Jeu � est un objet informatique qui représente une position d'un jeu donné. Leblo � N÷ud � représente un n÷ud de l'arbre de jeu : dans le as le plus simple du n÷ud� WinLoss �, il s'agit d'une position de jeu ; dans le as du n÷ud � Nimber �, il s'agit d'unouple (position, nimber), et. Les di�érents n÷uds possibles sont détaillés dans la setion5.3. En�n, le blo � Parours � est une extension d'un n÷ud qui permet de stoker lesinformations spéi�ques au parours de l'arbre de jeu. Typiquement, il s'agit des oe�ientsde l'algorithme Proof-number Searh.Le méanisme de modularisation est réalisé de telle sorte que, vu de l'extérieur, les spéi�-ités du blo sont invisibles. Par exemple, lorsque la boule prinipale aède à un n÷ud, ellene voit qu'un n÷ud générique, alors qu'il s'agit en réalité d'un n÷ud spéi�que, omme parexemple � Nimber � ou � Sore �. De la même façon, les n÷uds ne onnaissent que l'existened'un jeu générique, qui prend en réalité suivant le ontexte la forme d'un jeu spéi�que, parexemple de � Sprouts � ou de � Dots-and-boxes �. Ce méanisme de modularisation, mis enoeuvre à l'aide de la dérivation de lasse, est dérit dans la setion 5.4.Boule prinipale de alulLa modularisation des onepts de n÷ud, de jeu et de parours, et leur manipulation àtravers une forme générique permet d'érire une seule et unique boule prinipale de alul,indiquée sur la �gure par le blo � Boule prinipale �. Nous détaillons dans la setion 5.3omment ette boule de alul est apable de manipuler de façon unique tous les types den÷uds possibles, e qui orrespond à la �èhe notée F sur la �gure 5.1.Tables de transpositionsLes tables de transpositions sont des bases de données qui stokent les résultats de aluldes di�érents n÷uds alulés. Trois types di�érents de bases de données ont été implémentées,pour les besoins spéi�ques des di�érents aluls. Les tables de transpositions sont déritesdans la setion 5.5.Les n÷uds aèdent aux tables de transpositions (�èhe H de la �gure 5.1) avant dealuler le résultat, pour véri�er s'il n'est pas déjà onnu, et en �n de alul, pour y ajouterun nouveau résultat. L'aès aux tables de transpositions des onversions entre les objetsinformatiques alulés et leurs représentations sous forme de haînes de aratères. Cettetehnique, appelée sérialisation, fait l'objet de la setion 5.6.Par ailleurs, la �èhe A de la �gure 5.1 orrespond à l'aès depuis l'interfae pour sau-vegarder un table de transpositions donnée dans un �hier.Interfae graphiqueEn�n, l'interfae graphique du programme est dérite dans la setion 5.7. Le suivi entemps réel des aluls est un sujet su�samment rihe pour être traité séparément, et faitl'objet du hapitre 4. Nous dérivons simplement ii les prinipales interations ave les autreséléments du programme :
∗ La �èhe B de la �gure 5.1 indique l'aès en leture seule du suivi aux tables detranspositions, pour a�her l'évolution en temps réel de la taille des tables.
∗ La �èhe C orrespond à l'aès en leture seule du suivi à la table ontenant l'arbrede reherhe. Cela permet d'a�her la branhe en ours de alul ou de naviguer ausein de l'arbre de reherhe lors d'un algorithme de type PN-searh.
∗ La �èhe D orrespond à l'envoi d'ordres de l'interfae vers la boule prinipale : lane-ment et arrêt du alul, mais aussi interations manuelles pour guider le alul, ommele zappage lors d'un algorithme de type depth-�rst.



5.2. PRINCIPAUX ÉLÉMENTS DU PROGRAMME 735.2.2 Taille du programmeLa �gure 5.1 permet de distinguer quatre grands ensembles de ode assez distints dansle programme.
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Figure 5.2 � Nombre de lignes de ode des quatre prinipaux ensembles du programme.
∗ Moteur de alul : nous avons regroupé sous e terme la boule prinipale, la table destokage de l'arbre de reherhe et les tables de transpositions de la �gure 5.1, ainsique la partie non graphique du suivi.
∗ Algorithmes : e sont les di�érents types de aluls, et de parours de l'arbre. Les typesde aluls implémentés sont � nimber �, �misère �, � winloss � et � arbre omplet � pourles jeux impartiaux, et � sore � pour le Dots-and-boxes. Les algorithmes de parourssont � depth-�rst � et � PN-searh �.
∗ Jeux : implémentation des jeux de Sprouts, Cram et Dots-and-boxes. Il s'agit pluspréisément du ode onernant la représentation en haînes, le alul des options etla anonisation.
∗ Interfae : le ode qui permet d'a�her l'interfae, de régler les paramètres, de suivreet d'interagir ave le alul.Le diagramme en barres 5.2 indique le nombre de lignes de ode de es quatre grandsensembles, en inluant les ommentaires (hormis les 20 lignes d'entêtes des �hiers indiquantla liene du programme).Le diagramme en barres 5.3 indique le nombre de lignes de ode pour des modules plusdétaillés.On onstate en partiulier la di�ulté de odage du jeu de Sprouts, ainsi que la di�-ulté de odage de l'algorithme misère basé sur les arbres anoniques réduits par rapport àl'algorithme à base de nimbers de la version normale.Le faible nombre apparent de lignes de ode pour le jeu de Cram est lié au fait que lamajeure partie du ode néessaire au Cram est ontenu dans le module Board, lasse génériquepermettant de représenter des jeux de plateaux déoupables. Ce module est ommun au Dots-and-boxes, et don le Dots-and-boxes néessite en fait environ 3200 lignes de ode, presquele même nombre de lignes de ode que le Sprouts.



74 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMME

0500100015002000250030003500

Threadde alul Suivi Algorithme nimber Algorithme misère Algorithme desore PN-searh Sprouts Board Cram Dots-and- boxes
Lignesdeode

Figure 5.3 � Nombre de lignes de ode des prinipaux modules du programme.5.2.3 Programme multi-proessusComme expliqué dans le hapitre 4 sur le suivi, le programme est multi-proessus pourpermettre de rafraîhir l'interfae graphique tout en réalisant les aluls en tâhe de fond.Tout d'abord, au lanement du programme, on rée un premier proessus (thread en an-glais), dans lequel s'exéutent les fontions de l'interfae graphique. Puis, lorsque l'utilisateurlique sur le bouton � Start �, on rée un deuxième proessus, dans lequel s'exéutent ettefois les fontions du alul. Ce deuxième proessus est détruit lorsque le alul se termine,éventuellement lors d'une interruption manuelle ave le bouton � Stop �. En ours de al-ul, le programme se ompose don de deux proessus exéutés simultanément : d'une partle proessus graphique, qui a�he l'interfae du programme, et d'autre part le proessus dealul, qui réalise e�etivement les aluls.Si on reprend la �gure 5.1, le blo � Interfae graphique � est exéuté dans le proessusgraphique, alors que les blos � Boule prinipale �, � N÷ud �, � Parours � et � Jeu � sontexéutés dans le proessus de alul. Les blos � Arbre de reherhe � et � Tables de trans-positions � sont quant à eux des objets partagés, qui servent notamment à la ommuniationentre les deux proessus.Tehniquement, la réation de proessus est simple grâe à la lasse QThread de la biblio-thèque Qt. Par ontre, les objets partagés et la ommuniation entre proessus sont sourede problèmes tehniques déliats, que nous dérivons dans le �4.2.4 du hapitre 4.Sur les proesseurs multi-÷urs, désormais standards même dans l'informatique grandpubli, le proessus graphique et le proessus de aluls sont exéutés sur des ÷urs di�érents,e qui rend négligeable le suroût lié à l'utilisation de la bibliothèque graphique Qt.5.3 Boule de alul prinipale5.3.1 Caluls ave ou sans suiviIl existe en réalité deux versions di�érentes de la boule prinipale suivant que le suiviest atif ou non. Nous désignons par suivi le système d'a�hage et d'interation en tempsréel ave les aluls. Comme expliqué dans le hapitre 4m 'est un élément important duprogramme, qui permet d'avoir une vision d'ensemble de l'avanement des aluls, et demodi�er diretement en ours de alul les hoix d'exploration e�etués par le programme,



5.3. BOUCLE DE CALCUL PRINCIPALE 75au prix ependant d'un ode informatique omplexe. Pour pro�ter des avantages du suivi,tout en se protégeant des risques d'erreurs liés à sa omplexité, nous avons don donné lapossibilité de réaliser les aluls ave ou sans le suivi.Si l'option � use the minimal reursive struture � est ohée, les aluls sont réalisés aveune boule prinipale minimale, sans suivi, basée sur une struture réursive très simple. Parontre, si l'option est déohée (valeur par défaut) les aluls sont réalisés ave le suivi, equi implique prinipalement un stokage des n÷uds de alul dans la table de l'arbre dereherhe (voir �gure 5.1). C'est ette table de reherhe et les méanismes d'aès en tempsréel par deux proessus di�érents (proessus graphique et proessus de alul), qui rendentle suivi omplexe et di�ile à débugguer.Pour omparaison, la boule prinipale sans suivi, présentée dans son intégralité dansle paragraphe suivant, fait 11 lignes de ode seulement (ommentaires exlus), alors que laboule prinipale ave suivi et l'ensemble du ode de l'arbre de reherhe en font environ1000 !La philosophie adoptée pour s'assurer de la validité des aluls onsiste à réaliser les alulsave une struture aussi omplexe que néessaire, même si elle-i ontient potentiellementdes bugs liés à sa omplexité, puis dans une deuxième étape à véri�er les aluls ave unestruture aussi simple que possible. E�etuer a posteriori un alul de véri�ation ave les 11lignes de la boule prinipale minimale permet de s'assurer que le résultat des aluls n'estpas entahé d'un bug qui se trouverait dans les 1000 lignes de ode de l'arbre de reherhe.5.3.2 Boule prinipale sans suiviLe listing 5.1 montre que lors d'un alul sans suivi, la boule prinipale est simplementune fontion réursive (nommée Game:: reursiveLoop ). Cette fontion prend en argument unn÷ud de l'arbre de reherhe. Notre programme propose plusieurs types de n÷uds, suivantle type de aluls que l'on souhaite réaliser, mais tous es n÷uds sont utilisés de la mêmefaçon par la boule prinipale sous la forme d'un objet générique BaseNode.Listing 5.1 � Fontion reursiveLoop.void Game: : reursiveLoop (BaseNode& node) {i f (node. nodeExists() ) return;l i st<BaseNode> nodeChildren ;i f (node.omputeNodeChildren(nodeChildren)) return;l i st<BaseNode>:: iterator hild ;for(hild=nodeChildren . begin() ; hild!=nodeChildren .end() ; hild++) {do {reursiveLoop (∗hild) ;} while ( ! hild−>omputeIsFinished ()) ;i f (node.omputeLoalResult(∗hild)) return;}node.omputeFinalResult(nodeChildren) ;} Bien que ette boule prinipale semble extrêmement simple après oup, 'est en réalitél'une des fontions qui a mis le plus de temps à émerger et à se stabiliser vers sa formedé�nitive. En e�et, le programme était initialement bâti autour d'une unique fontion, quiregroupait tous les types de aluls possibles (version normale ou misère, ave véri�ation...).Les embranhements vers les di�érents aluls étaient faits par de nombreuses ommandesif , de sorte que le ode était devenu illisible au fur et à mesure de l'ajout de nouvelles optionsde alul.



76 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMMEIl a ensuite fallu de nombreux tâtonnements pour séparer les di�érents types de aluls,puis leur trouver un point ommun qui permette de les manipuler à travers une fontionunique (d'une taille raisonnable, ette fois). La séparation des di�érents types de aluls aabouti à la notion de n÷ud, et la reherhe d'un point ommun a abouti quant à elle à laboule prinipale du listing 5.1.Les informations que l'on souhaite aluler et la façon d'e�etuer le alul peuvent di�érernotablement suivant le jeu en question, mais la fontion Game:: reursiveLoop montre que danstous les as que nous avons traité dans ette thèse, l'algorithme suit un shéma direteurommun. On prend don en argument un n÷ud, et l'on ommene par véri�er si le résultatde e n÷ud n'est pas déjà onnu ou non, en appelant la fontion nodeExists () . On aluleensuite la liste des enfants du n÷ud ave omputeNodeChildren() qui renvoie la liste des n÷udsenfants, puis on lane réursivement le alul sur haque enfant, ave reursiveLoop (∗ hild ).Chaque fois que le alul sur un enfant est terminé, on essaie d'en déduire le résultat du n÷udparent ave omputeLoalResult(∗ hild ). En�n, si tous les enfants ont été alulés sans quele résultat de l'un d'entre eux n'ait permis de déduire le résultat du parent, alors on déduitle résultat du parent ave l'ensemble des résultats des enfants, grâe à omputeFinalResult (nodeChildren).Lors de l'appel réursif pour aluler le résultat d'un enfant, on remarquera qu'il y aune boule do-while, qui relane le alul sur le même enfant tant que omputeIsFinished nerenvoie pas true (valeur qui signi�e que le alul de et enfant est terminé). Cette notion estfaultative et n'apparaît que dans ertains algorithmes partiuliers où le résultat d'un n÷uddonné ne peut être alulé que par étapes suessives.On notera que la boule prinipale n'a pas � onsiene � de la façon onrète dont onvéri�e que le résultat d'un n÷ud est déjà onnu, ni sur la façon de aluler les enfantsd'un n÷ud, ou de déduire le résultat du n÷ud parent à partir d'un n÷ud enfant. Nousne dé�nissons d'ailleurs même pas e qu'est un n÷ud ni e qu'est le résultat d'un n÷ud.Ces notions dépendent en fait du type de n÷ud onsidéré, et haque n÷ud doit don lesredé�nir lui-même. Du point de vue de la boule prinipale, un n÷ud est simplement un objetinformatique de type BaseNode qui dispose des 5 fontions nodeExists , omputeNodeChildren,omputeIsFinished , omputeLoalResult et omputeFinalResult .5.3.3 N÷uds disponiblesNous dérivons dans la table 5.1 les di�érents n÷uds que nous avons implémentés, aveleurs prinipales aratéristiques du point de vue de la boule prinipale. Dans l'ensemble dutableau, P désigne n'importe quelle position du jeu en ours de alul.N÷ud Résultat Contenu du n÷ud N÷uds enfantsWinLoss Issue Position P option(P)Nimber Issue ou Nimber (P, nimber n) (option(P), n)ou (P, i) ave i<nArbre omplet Arbre anonique Position P option(P)(réduit ou non)Misère-ACR Issue (P, ACR1, (option(P), ACR1, ..., ACRn)..., ACRn) ou (P, ..., option(ACRi), ...)Sore Issue ou Sore (P, ontrat c) (option(P),boîtes disponibles−c+ 1)Table 5.1 � N÷uds disponibles dans le programme, ave leurs aratéristiques.Lors d'un alul d'issue, que e soit ave les n÷uds WinLoss, Nimber, Misère-ACR etSore, les règles de dédution du résultat du n÷ud en fontion du résultat de ses enfants



5.3. BOUCLE DE CALCUL PRINCIPALE 77sont toujours les mêmes. La règle de dédution loale (fontion omputeLoalResult) onsisteà a�rmer que si un enfant est d'issue perdante, alors le n÷ud d'issue gagnante, et la règlede dédution globale (omputeFinalResult) a�rme quant à elle que si tous les enfants sontgagnants, alors le n÷ud est perdant.Les règles de dédution du résultat sont partiulières dans le as d'un alul d'arbreomplet. Tout d'abord, on n'implémente auune règle de dédution loale, e qui signi�e quel'on ne peut jamais déduire le résultat du n÷ud à partir d'un enfant seulement. La règlede dédution globale, qui onsiste par dé�nition à aluler le résultat du n÷ud à partir del'ensemble des résultats de ses enfants, se traduit dans e as préis par le alul de l'arbreanonique du n÷ud à partir de la liste des arbres anoniques des enfants. Dans le as d'unalul d'abre anonique réduit,on remplae simplement la notion d'arbre anonique par elled'arbre anonique réduit.Ces di�érents exemples montrent que les notions générales manipulées par la bouleprinipale, à savoir elles de n÷ud, de résultat, d'enfants d'un n÷ud, de dédution loaleet de dédution globale sont exatement les notions naturelles liées à la nature même desjeux ombinatoires. Il est don probable que la boule prinipale de notre programme seraapable de supporter telle quelle ou ave des modi�ations minimes les développements futursdu programme.5.3.4 Boule prinipale ave suiviDans le as d'un alul ave suivi, la boule prinipale reste essentiellement similaire àelle dérite préedemment. La prinipale di�érene réside dans un stokage des n÷uds enours de alul, ainsi que des relations entre les n÷uds parents et les n÷uds enfants, dansla table de l'arbre de reherhe, auquel le thread graphique peut aéder en temps réel. Lethread graphique a�he alors à l'éran des informations sur l'avanement du alul et permetdes interations de l'utilisateur diretement pendant le alul. En�n, le stokage des n÷udsdans une table permet également d'e�etuer des algorithmes plus omplexes au niveau del'ordre des aluls, par exemple pour mieux tenir ompte des transpositions dans l'arbre dejeu, ou bien pour e�etuer les aluls dans un ordre qui dépende de l'ensemble des n÷udsprésents en mémoire.Exatement omme pour la boule prinipale sans suivi, la boule prinipale ave suivine possède auun savoir sur e qu'est réellement un n÷ud ou le résultat d'un n÷ud. Elle saituniquement qu'un n÷ud possède un ertain nombre de fontions, et dé�nit l'ordre dans lequeles fontions sont appelées. Les n÷uds doivent posséder plusieurs fontions supplémentairespar rapport à elles présentées dans le as des aluls sans suivi. En partiulier, un n÷ud doitposséder une fontion displayStringList () qui renvoie une haîne de aratères représentantses informations essentielles. Cette haîne de aratère sera transmise à l'interfae graphiquepour l'a�hage en temps réel.5.3.5 Arbre de reherheDans le as d'un alul ave suivi, les n÷uds du alul sont stokées dans une table (lasseNodeStore au niveau du ode), intitulée arbre de reherhe sur la �gure 5.1. Cette table aété prévue pour remplir deux fontions prinipales. D'une part, l'aès simultané au tableaupar le thread de alul et par le thread graphique permet de suivre l'avanement des aluls.Et d'autre part, le stokage sous forme d'une base de données permet d'implémenter desalgorithmes plus omplexes que l'alpha-bêta, omme le PN-searh ou des variantes.Quand un nouveau n÷ud (objet BaseNode) est ajouté à la table de reherhe, on ommenepar lui attribuer un identi�ant numérique unique, noté id dans e paragraphe. L'arbre dereherhe est alors une table qui à un id donné assoie un n÷ud aompagné d'informations



78 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMMEsupplémentaires. Un élément omplet de la table de reherhe est omposé essentiellementde la façon suivante :
∗ un objet BaseNode : le n÷ud en lui-même, onept entral de la boule prinipale, etqui orrespond à un blo � N÷ud � de la �gure 5.1.
∗ la liste des ids des n÷uds enfants
∗ l'id du n÷ud parent
∗ un objet Traversal , qui orrespond à un blo � Parours � de la �gure 5.1, et permetd'enrihir le n÷ud ave des informations permettant d'in�uener l'ordre de paroursde l'arbre de reherhe
∗ des meta-informations qui seront a�hées dans l'interfae graphique : le nombre den÷uds enfants, le nombre de n÷uds enfants enore inonnus, le n÷ud enfant en oursde alul, et si le alul du n÷ud est terminé ou non5.4 Modularisation des jeux, n÷uds et parours5.4.1 Classes C++ et dérivationLe C++ est un langage qui permet de modulariser failement les éléments d'un pro-gramme grâe à la notion de lasse. Quand le programme est bien onçu, une lasse orres-pond à un onept humain adéquat pour l'appliation onsidérée. Dans le as de la program-mation des jeux ombinatoires, il y a une lasse pour représenter le Sprouts (qui se subdiviseen fait en plusieurs lasses plus préises pour représenter les di�érents éléments du Sprouts),une pour les jeux de plateaux, une pour représenter les aluls à base de nimber, une autreenore pour la notion d'arbre anonique, et. De façon peut-être enore plus faile à appré-hender, haque élément de l'interfae graphique prend également la forme d'une lasse. On adon une lasse pour représenter le bouton assoié à une base de données, une pour la tablea�hant le suivi du alul en temps réel, et.

Figure 5.4 � Hiérarhie des lasses de jeux et de n÷uds.Le C++ donne par ailleurs la possibilité de faire dériver une lasse depuis une autre. Leterme de dérivation n'est pas très expliite. Il orrespond en fait à l'idée de spéialisation. Parexemple, dans notre as, il y a une lasse Board, qui sert à représenter les jeux de plateaux.Cette lasse a besoin d'être spéialisée, en lui ajoutant des fontionnalités, pour s'adapter auxbesoins plus préis de haque jeu. Les lasses Cram et DotsAndBoxes, qui représentent biensûr les jeux orrespondants, dérivent don de la lasse Board. Cette tehnique de dérivationpermet de mettre en ommun très naturellement le ode utilisé à la fois dans le Cram et dansle Dots-and-boxes, à savoir le ode qui exprime le fait que es jeux sont essentiellement des



5.4. MODULARISATION DES JEUX, N×UDS ET PARCOURS 79jeux de plateaux.La �gure 5.4 montre la hiérarhie des lasses représentant les jeux et les n÷uds. Lesn÷uds orrespondent aux n÷uds de l'arbre de jeu, et représentent un ertain type de alul,pour aluler par exemple l'issue ou le nimber d'une position, ou bien le sore.5.4.2 PolymorphismeLe C++, omme tous les langages dits objets, fournit un méanisme remarquable, appelépolymorphisme, qui permet de manipuler une lasse dérivée à travers sa lasse de base. Nousallons expliquer e méanisme sur un exemple onret du programme. Si l'on reprend la �gure5.4, on remarque que tous les jeux dérivent d'une même lasse de base, appelée BaseGame.L'une des fontions de BaseGame est la fontion omputeOptionSet, qui onsiste à aluler laliste des options aessibles à partir d'une position de jeu donnée. Cette fontion de aluldes options dépend bien sûr du jeu donné, et don haque jeu doit en fournir sa propreimplémentation spéi�que, omme le montre le listing 5.2.Listing 5.2 � Fontion virtuelle omputeOptionSet().//délaration dans la lasse de baselass BaseGame {publi :virtual void omputeOptionsSet() ;. . .}//implémentation dans la lasse dérivée Cramvoid Cram: : omputeOptionsSet() {//ompute the hildren of eah board of the l i s tint index ;for(index = 0; index < (int) boardList . size () ; index++) {. . .}//implémentation dans la lasse dérivée Sproutsvoid Sprouts : : omputeOptionsSet() {//ompute the hildren of eah sub−struturel i st<Land>:: iterator i t ;for( i t=r_str . begin() ; i t!=r_str .end() ; i t++) {. . .} Cette fontion de alul des options est utilisée en partiulier lors des aluls à base denimbers, dans la lasse NimberNode. Le fond du problème vient du fait que l'on souhaite érireune fois pour toutes les algorithmes de alul à base de nimbers, et pouvoir les appliquer soitau Cram, soit au Sprouts, ou même enore à un autre jeu si besoin. Le ode de l'algorithmedes nimbers doit don répondre à deux exigenes en apparene ontraditoires : d'une part,on souhaite qu'il soit indépendant du Cram et du Sprouts, mais dans le même temps, onsouhaite qu'il utilise les fontions spéi�ques de haun de es jeux pour aluler la liste desoptions d'une position donnée.C'est ii que le méanisme de polymorphisme intervient. Ce méanisme onsiste toutd'abord à faire manipuler des objets de type BaseGame par l'algorithme des nimbers, equi résout le premier problème : l'algorithme des nimbers ne onnaîtra ainsi que la notionabstraite BaseGame, et restera indépendant des formes plus préises de ette notion, que sontle Cram et le Sprouts. Le ÷ur du méanisme de polymorphisme est alors de transmettrel'appel vers les fontions de BaseGame aux fontions orrespondantes de la bonne lasse



80 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMMEdérivée, e qui résout ette fois le seond problème : quand l'algorithme de nimber appelleraBaseGame::omputeOptionsSet, et appel sera en fait transmis à Cram::omputeOptionsSet oubien Sprouts :: omputeOptionsSet suivant le ontexte.L'utilisation onrète du polymorphisme en C++ est malheureusement assez tehnique,et néessite de reourir à la notion de pointeur. En e�et, le C++ ne permet pas tel quel deonsidérer un objet de type Cram omme un objet de type BaseGame. Il permet seulementde traiter un pointeur vers un objet de type Cram omme un pointeur vers un objet de typeBaseGame. Un pointeur étant simplement une adresse en mémoire, ela signi�e en quelquesorte que l'on peut traiter l'habitant à une ertaine adresse mémoire omme un habitant detype BaseGame, même s'il s'agit en fait d'un habitant de type Cram.Listing 5.3 � Utilisation possible du polymorphisme de omputeOptionsSet dans les alulsde nimber.//quelque part en début de alulBaseGame∗ game;i f (omputeSprouts) {game = new Sprouts; //as d'un alul de Sprouts} else {game = new Cram; //as d'un alul de Cram}//utilisation dans NimberNodewin_loss NimberNode : : ompute_hildren_Nimber( l ist<BaseNode>&hildren) {game−> initWith(urrentPosition) ;game−> omputeOptionsSet() ;. . .} Le listing 5.3 montre omment on pourrait utiliser onrètement le méanisme de poly-morphisme dans les aluls de nimber. On rée en début de alul soit un objet de Sprouts,soit un objet de Cram, et l'on stoke l'adresse dans la variable game, qui est un pointeur detype BaseGame. Les aluls de nimber utilisent ensuite e pointeur BaseGame pour alulerla liste des options à partir de la position ourante (la variable urrentPosition). Le poly-morphisme intervient lors de l'appel game−>omputeOptionsSet(). Suivant que l'on a rééinitialement un objet de Sprouts ou de Cram, 'est la fontion omputeOptionsSet() de lalasse orrespondante, Sprouts ou Cram, qui sera appelée.Ce méanisme de polymorphisme est à la fois une tehnique basique et avanée du C++.Basique, ar elle onstitue l'un des fondement du langage, et avanée, ar elle demande une�ort notable d'abstration pour omprendre son fontionnement.5.4.3 Le auhemar des pointeursNous avons vu dans le paragraphe préédent que le polymorphisme était un méanismepuissant du C++, mais qu'il néessite de manipuler des pointeurs, qui sont en fait les adressesen mémoire des objets. Or, omme le titre de e paragraphe le suggère, les pointeurs sonttrès déliats à manipuler. Les problèmes apparaissent dès lors que l'on e�etue des opiesdes variables. Le ode 5.4 illustre e problème.On rée d'abord une variable nommée s qui est haîne de aratères, et l'on e�etue uneopie, nommée sCopy. Il s'agit d'une opie lassique, d'objets. sCopy est un nouvel objet, dontla valeur initiale est la même que s, mais s et sCopy ont désormais des vies indépendantes.Si l'on modi�e l'un, ela n'a stritement auune in�uene sur l'autre.On e�etue ensuite la même opération ave des pointeurs. On rée un objet string enmémoire (ave new), et l'on stoke son adresse dans une variable p. On dit que la variable p



5.4. MODULARISATION DES JEUX, N×UDS ET PARCOURS 81pointe vers une haîne de aratères. On e�etue ensuite une opie, nommée pCopy. Il s'agitii d'une opie de l'adresse de la haîne de aratères, et don p et pCopy pointent vers lamême haîne de aratères en mémoire. Toute modi�ation de la haîne pointée par p seréperute sur pCopy, puisque qu'il s'agit du même objet. Ce omportement ontre-intuitifest failement soure d'erreurs.Listing 5.4 � Copie d'un objet et opie d'un pointeur.string s ;string sCopy = s ;string∗ p = new string ;string∗ pCopy = p;Les pointeurs peuvent vite devenir un auhemar à ause de e problème de la opie.De façon éventuellement indirete, 'est en fait la ause la plus fréquente de rash des pro-grammes.Les pointeurs ont par ailleurs un autre inonvénient majeur : le programmeur ayantréé l'objet lui-même ave l'opérateur new, il doit également le supprimer lui-même avel'opérateur delete, sous peine de provoquer une fuite de mémoire.En pratique, dans l'ensemble du programme, nous évitons au maximum les pointeurs, etlimitons leur utilisation uniquement à quelques as partiuliers, à savoir :
∗ les itérateurs de la bibliothèque STL : e sont des pointeurs, mais ils ne servent queloalement et temporairement pour parourir une liste ou un ensemble.
∗ les pointeurs vers des objets graphiques de Qt : la bibliothèque Qt s'oupe elle-mêmedu problème de la opie et de la suppression des objets.Malgré ette utilisation limitée à des ontextes très préis, les pointeurs oupent unebonne plae dans la liste des pires bugs que nous ayons renontrés :
∗ une mauvaise utilisation d'un itérateur de la STL provoquait des rashs intempestifs,mais su�samment rares pour nous empêher de omprendre l'origine du problèmeimmédiatement. Il nous a fallu plusieurs semaines de débuggage pour déouvrir �nale-ment qu'un itérateur de la STL était utilisé sur des données qui avaient été supprimées.Comme l'utilisation était faite presque immédiatement après la suppression, le ontenude l'adresse mémoire était le plus souvent enore orret... sauf lorsque pour une raisonquelonque ette adresse mémoire avait déjà été réutilisée.
∗ une utilisation inadéquate d'un pointeur vers un objet graphique de la bibliothèque Qtprovoquait une fuite de mémoire.Dans le as de notre programme, il y a également un autre obstale à l'utilisation despointeurs. Nous utilisons ativement les objets de listes et d'ensembles de la bibliothèqueSTL. Or, au niveau informatique, es listes et es ensembles sont des listes et des ensemblesd'objets, qui sont fondamentalement inompatibles ave les pointeurs.Listing 5.5 � Liste de pointeurs.string∗ p = new string ("test") ;l i st<string∗> listString ;l istString .push_bak(p) ; //ajout de p à la l i s tep−>[0℄ = 'm' ; //modifiation de la première let tre de pl istString .push_bak(p) ; //nouvel ajout de p à la l i s tePar exemple, le ode 5.5 montre un exemple d'utilisation erronée d'une liste de pointeursvers des strings (haînes de aratères). On rée une haîne de aratères ontenant le mot� test �, on l'ajoute à la liste, on modi�e la première lettre en � m �, et l'on ajoute le nouveaumot � mest � à la liste. Ce ode ne poserait auun problème si l'on manipulait diretement



82 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMMEdes strings, mais omme ii l'on manipule des pointeurs, le résultat est assez inattendu : ona simplement ajouté deux fois la même adresse à la liste, qui pointe vers le même mot. Donla liste ontient deux fois le mot � mest �.Or, notre programme utilise des listes de positions (� BaseGame �), des listes de n÷uds(� BaseNode �), des ensembles de positions, des tableaux triés de positions, et, ave bien sûrdes opies d'objets lors de haque insertion. À moins de disposer d'un bon stok d'aspirine,il semble don préférable de ne pas se laner dans la manipulation des objets fondamentauxdu programme à travers des pointeurs.5.4.4 Polymorphisme ave des objetsNous avons montré dans les paragraphes préédents que le méanisme de polymorphismenéessite l'utilisation de pointeurs, qui ne sont pas ompatibles ave une utilisation intensivede la bibliothèque STL. Pour ontourner e problème, nous avons développé un méanismeoriginal permettant de disposer du polymorphisme sans pour autant avoir besoin de manipu-ler diretement des pointeurs. Le ode 5.6 montre le prinipe de ette tehnique en reprenantl'exemple de la lasse BaseGame déjà disuté en 5.2.De façon assez surprenante, on utilise une dé�nition réursive, en délarant au sein de lalasse BaseGame un pointeur vers un objet BaseGame, nommé p_baseGame. Puis on dé�nitune implémentation par défaut de la fontion omputeOptionsSet, qui onsiste à appeler lamême fontion sur le pointeur. Le ode du Cram (ou du Sprouts) du listing 5.3 est, lui,inhangé. Listing 5.6 � Prinipe du polymorphisme d'objets//définition de la lasse BaseGamelass BaseGame {private :BaseGame ∗ p_baseGame;publi :BaseGame() ;virtual void omputeOptionsSet() ;. . .}//onstruteur appelé lors de la réation d 'un objet BaseGameBaseGame: :BaseGame()i f (omputeSprouts) {p_baseGame= new Sprouts ; //as d 'un alul de Sprouts} else {p_baseGame= new Cram; //as d 'un alul de Cram}}//implémentation par défaut : appel de la même fontion sur le pointeurvoid BaseGame: : omputeOptionsSet() {p_baseGame−>omputeOptionsSet() ;}//implémentation (inhangée) dans la lasse dérivée Cramvoid Cram: : omputeOptionsSet() {//ompute the hildren of eah board of the l i s tint index ;for(index = 0; index < (int) boardList . size () ; index++) {. . .} Le point-lef qui permet de omprendre le fontionnement de ette lasse réside dans ladé�nition du onstruteur, qui est appelé lorsque l'on rée un objet de type BaseGame. On



5.4. MODULARISATION DES JEUX, N×UDS ET PARCOURS 83remarque qu'il y a réation, soit d'un objet de Sprouts, soit d'un objet de Cram, en fontiondu type de alul, et que l'adresse de et objet est retenue dans le pointeur p_baseGame.Le ode 5.7 est une réériture du ode 5.3 en utilisant la nouvelle lasse BaseGame quel'on vient de dé�nir. On voit que le pointeur externe game a disparu, ar il est remplaé par lepointeur interne p_baseGame. Le nouveau ode manipule maintenant un objet BaseGame, etnon plus un pointeur. C'est ette di�érene fondamentale qui va nous permettre de pro�ter dupolymorphisme, sans pour autant avoir besoin de saupoudrer le ode de tout le programmeave des pointeurs. En enfermant toute la méanique des pointeurs dans la lasse BaseGame,il devient ensuite possible de programmer tout le reste (le Sprouts, le Cram, le alul desnimbers, et) sans se préoupper de es problèmes tehniques di�iles.Listing 5.7 � Utilisation du polymorphisme ave la nouvelle lasse.//utilisation dans NimberNodewin_loss NimberNode : : ompute_hildren_Nimber( l ist<BaseNode>&hildren) {BaseGame game;game. initWith(urrentPosition) ;game.omputeOptionsSet() ;. . .} Examinons maintenant en détail e qui se passe lors de l'exéution du ode 5.7, a�n deomprendre le fontionnement de la lasse BaseGame. On suppose dans et exemple qu'ils'agit d'un alul de Cram (la variable omputeSprouts vaut false ). Le alul e�etue alorsles étapes suivantes :
∗ un objet de type BaseGame, appelé game, est réé.
∗ la réation de l'objet game appelle le onstruteur BaseGame::BaseGame().
∗ ela rée un objet de Sprouts ou de Cram suivant le ontexte du alul � de Cram,dans et exemple.
∗ l'adresse de l'objet réé est stokée dans le pointeur interne p_baseGame de l'objetgame.
∗ on initialise l'objet game ave la position en ours de alul (nous ne détaillons pas etteétape, il s'agit du même enhaînement d'évènements que la fontion omputeOptionsSetqui nous sert d'exemple et qui est détaillée i-dessous).
∗ on appelle la fontion omputeOptionsSet() de l'objet game.
∗ omme l'objet game est de type BaseGame, la fontion appelée est l'implémentation pardéfaut BaseGame::omputeOptionsSet().
∗ BaseGame::omputeOptionsSet() appelle la même fontion sur le pointeur internep_baseGame.
∗ le pointeur interne p_baseGame pointe vers un objet de type Cram, don le méanismede polymorphisme du C++ prend le relais, et provoque l'appel de la fontion Cram::omputeOptionsSet() de l'objet pointé, e qui était le but reherhé.L'enhaînement d'étapes onduit bien à e qui est attendu, à savoir que l'appel dela fontion game.omputeOptionsSet() provoque au bout du ompte l'exéution de Cram::omputeOptionsSet(). L'intérêt prinipal de BaseGame est de masquer e méanisme, qui estinvisible de l'extérieur. Le ode de alul des nimbers du listing 5.7 ne saurait être plussimple.Il est à noter que nous n'avons trouvé nulle part de référene à ette tehnique poure�etuer du polymorphisme ave des objets grâe à un pointeur interne vers la lasse elle-même.



84 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMME5.4.5 Destrution, opie et lonageLe paragraphe préédent a montré omment on pouvait obtenir le polymorphisme tout enontinuant de manipuler des objets, en utilisant un système de pointeurs internes à la lasse.Cela ne résout ependant pas le problème fondamental de la opie et de la suppression despointeurs, qui va en e�et réapparaître lorsque l'on fait des opies de la lasse BaseGame, ouque l'on détruit un objet BaseGame. En e�et, si l'on e�etue une opie de la lasse BaseGameen l'état (par exemple une opie de l'objet game du ode 5.7), la valeur du pointeur internesera opiée telle quelle. On aura deux objets BaseGame di�érents, dont le pointeur internepointe vers un même objet de Cram, as d'erreur typique.Ce problème ommun à toutes les lasses qui ontiennent des pointeurs est bien onnuet doumenté. On pourra onsulter par exemple l'artile de Rihard Gillam The Anatomyof the Assignment Operator qui dérit sur un ton humoristique omment les problématiquesmises en jeu sont su�sament di�iles pour realer la quasi-totalité des programmeurs C++lors d'un entretien d'embauhe [15℄.La solution onsiste à implémenter manuellement dans BaseGame l'opérateur d'a�eta-tion, le onstruteur de opie, et le destruteur. Ces fontions sont dé�nies automatiquementpar le ompilateur, et en général, il n'y a pas lieu de s'en préoupper. La dé�nition à lamain n'est néessaire que si la lasse ontient des pointeurs, ar les fontions par défaut four-nies par le ompilateur ne tiennent pas ompte de l'aspet partiulier des pointeurs. Elles seontentent de opier les adresses des objets pointés au lieu des objets eux-mêmes.Le destruteur, appelé lors de la destrution d'un objet BaseGame, est très simple : il su�tde supprimer l'objet pointé par p_baseGame ave le mot lef spéial delete. Cette destrutionmanuelle orrespond à la réation manuelle faite dans le onstruteur de BaseGame (voirlisting 5.6). Listing 5.8 � Destruteur de la lasse BaseGame.BaseGame::~BaseGame() {i f (p_baseGame!=0) {delete p_baseGame;p_baseGame = 0;}} Les lasses sont suseptibles d'être opiées de deux façons uniquement : soit à travers lesigne égal, qui sert d'opérateur d'a�etation en C++, soit lors d'une réation de lasse paropie.Examinons tout d'abord le as de la réation de lasse par opie. Il s'agit d'initialiserun objet BaseGame de façon à e qu'il soit identique à un autre objet BaseGame passé enparamètre. Dans notre as, la lasse ne ontient qu'un pointeur, et il faut simplement faireattention à ne pas opier telle quelle la valeur du pointeur, mais à réer un nouvel objet pointésimilaire. La di�ulté est que l'objet pointé peut prendre la forme d'un objet de Sprouts oude Cram suivant le ontexte. Le plus simple dans e as, est de demander à l'objet de fournirune opie de lui-même, opération appelée lonage. On obtient le ode 5.9.Listing 5.9 � Construteur de opie de la lasse BaseGame.BaseGame: :BaseGame(onst BaseGame& a) {i f (a .p_baseGame != 0) {p_baseGame = a.p_baseGame−>lone() ;} else {p_baseGame = 0;}}



5.4. MODULARISATION DES JEUX, N×UDS ET PARCOURS 85Dans le as de l'opérateur d'a�etation, le problème est exatement le même, à ei prèsque l'objet BaseGame existe déjà, et don que le pointeur interne pointe peut-être déjà versquelque hose. Il faut alors supprimer et objet ave l'opérateur delete, avant de faire pointerle pointeur vers le lone. On obtient le ode 5.10.Listing 5.10 � Opérateur d'a�etation de la lasse BaseGame.BaseGame& BaseGame: :operator=(onst BaseGame& a) {i f (this != &a) {//delete the old p_baseGamei f (p_baseGame!=0) {delete p_baseGame;p_baseGame=0;}i f (a.p_baseGame != 0) {p_baseGame = a.p_baseGame−>lone() ;} else {p_baseGame = 0;}}return ∗this ;} Nous terminons en�n en montrant le ode 5.11 de lonage de la lasse Cram, qui tient enune seule ligne. Listing 5.11 � Clonage de la lasse Cram.virtual BaseGame∗ Cram: : lone() onst {return new Cram(∗this) ;}; Nous ne détaillerons pas plus les di�ultés tehniques de l'implémentation de la lasseBaseGame, qui sont toutes résolues ave di�érentes astues spéi�ques au langage C++.Mentionnons simplement un asse-tête tehnique pour eux qui souhaitent y ré�éhir : dansle ode 5.6, le onstruteur de BaseGame rée un objet de Cram. Or, omme le Cram dérivelui-même de BaseGame, la onstrution d'un objet de Cram provoque l'appel automatiquedu onstruteur de BaseGame, qui va tenter à son tour de onstruire un objet de Cram, quiva appeler le onstruteur de BaseGame, et. En l'état, il s'agit d'une boule in�nie.5.4.6 Intérêts et inonvénientsLes avantages de la lasse BaseGame sont multiples. Tout d'abord, ette lasse préservele méanisme de polymorphisme du C++ : tout appel d'une fontion de BaseGame est ré-peruté grâe au polymorphisme vers l'objet pointé, qui prend la forme du jeu en oursde alul, Cram, Sprouts, Dots-and-boxes, ou autre. On peut don programmer des algo-rithmes généraux en manipulant des objets abstraits BaseGame. Chaque jeu est libre en-suite de réimplémenter spéi�quement les di�érentes fontions abstraites de BaseGame, dontomputeOptionsSet est un exemple.Par ailleurs, au niveau informatique BaseGame est un objet. On peut don manipuler sansle moindre problème des listes ou des ensembles de BaseGame ave la bibliothèque STL, equi permet d'érire failement des algorithmes omplexes. BaseGame se harge de masqueromplètement et de séuriser les problèmes ompliqués � et dangereux � liés aux pointeurs.



86 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMMELa omplexité interne de BaseGame est invisible, que e soit dans le ode des algorithmes dealul ou dans elui des jeux.Il faut avoir onsiene qu'à l'inverse, BaseGame n'est pas exempt d'inonvénients. Lepointeur interne est une surharge de mémoire, et les manipulations liées à e pointeur sontune surharge de temps de alul. Une telle tehnique ne pourrait pas être utilisée pour despetits objets simples en grand nombre. Dans notre as, 'est heureusement l'inverse, nousmanipulons en général dans les aluls un petit nombre d'objets ompliqués.Tout d'abord, nous ne stokons pas diretement des objets BaseGame ou BaseNode dans lesbases de données, mais nous les transformons préalablement en haînes de aratères. Dans laplupart de nos aluls, le nombre d'objets BaseGame ou BaseNode existant simultanément enmémoire est don relativement limité. Et par ailleurs, les objets dérivant de BaseGame, ommele Sprouts, e�etuent des opérations omplexes, oûteuses en temps de alul, qui rendenttotalement négligeable la surharge en temps liée aux transferts des appels à l'intérieur deBaseGame.5.5 Tables de transpositionsLes résultats intermédiaires d'un alul sont stokés dans des tables de transpositions,pour permettre d'une part d'aélérer les aluls grâe aux transpositions, et d'autre part devéri�er le résultat d'un alul rapidement, sans avoir à e�etuer de nouveau une reherhe dela stratégie gagnante dans l'arbre de jeu. Nous dérivons ii omment nous avons implémentée onept de table de transpositions dans des bases de données.5.5.1 Types de bases de donnéesLes résultats de alul que l'on souhaite stoker obéissent à un shéma similaire. Onsouhaite assoier à une position d'un jeu donnée le résultat d'un alul, ave la possibilitéde retrouver ette position rapidement dans la base. Nous avons implémenté trois types debases de données :
∗ map <string, unsigned har> : tableau trié qui assoie un entier entre 0 et 255 à unehaîne de aratères donnée.
∗ map <string, string > : tableau trié qui assoie une haîne de aratères à une haînede aratères donnée.
∗ set<string> : ensemble trié de haînes de aratères.Ces trois types de bases de données su�sent pour la plupart des aluls sur les jeuxombinatoires. Ils sont par exemple utilisés respetivement pour :
∗ les aluls de nimbers : base (position, nimber).
∗ les aluls d'arbres anoniques : base (position, arbre anonique).
∗ les aluls misère : ensemble des positions perdantes.On remarquera que les entrées des bases de données sont des haînes de aratères. Sil'on veut stoker des objets plus omplexes, il faut les onvertir préalablement en haînes dearatères avant d'aéder aux bases. Ce problème se pose par exemple dans les aluls misèreà base d'arbres anoniques réduits. Les positions sont dans e as des listes de omposantesindépendantes, dont ertaines sont des arbres anoniques réduits représentés informatique-ment par des ombinaisons d'entiers et de booléens. Convertir et objet omplexe en haînede aratères n'est pas trivial. Ce proessus est appelé sérialisation et fait l'objet de la setion5.6.5.5.2 Objet informatique de stokageLes bases de données sont implémentées onrètement ave les onteneursmap et set de labibliothèque STL. Cela a l'avantage de la simpliité. Notamment, nous n'avons pas besoin de



5.5. TABLES DE TRANSPOSITIONS 87fontion de hahage (ave les di�ultés assoiées de ollision, par exemple). L'inonvénientprinipal est une perte d'e�aité notable omparé à une table de hahage. Les reherheset les ajouts dans la table sont nettement plus lents, et haque entrée de la table provoqueun suroût non négligeable en terme d'utilisation de la mémoire.Par exemple, une entrée dans une map néessite typiquement un suroût de 16 à 32otets. Cela ne nous a pas posé de problème lors des aluls de Sprouts et de Cram, arles algorithmes de alul parviennent à réduire les bases à des valeurs inférieures au millionde positions. Par ontre, sur le Dots-and-boxes, les bases atteignent très vite la dizaine demillions de positions, et la onsommation de mémoire devient alors un fateur limitant.5.5.3 Interfae d'aèsNous avons développé une lasse nommée db (pour � database �), qui sert d'interfaeaux algorithmes de alul pour aéder aux bases de données. Le prinipal intérêt d'unetelle interfae est d'empêher les algorithmes de alul d'aéder diretement aux bases. Sinéessaire, il serait assez simple de modi�er l'implémentation interne des bases de données,sans avoir à modi�er quoi que e soit dans les algorithmes de alul, du moment que l'interfaed'aès est préservée.Les algorithmes de alul aèdent aux bases à travers les fontions db :: add() et db :: �nd() , qui permettent respetivement d'ajouter ou de retrouver une entrée dans une base. Lafontion db :: reate () permet aux algorithmes de alul de réer des bases de données (lorsdu lanement du programme). Cette fontion de réation renvoie un identi�ant permettantau alul de spéi�er ensuite à quelle base il souhaite aéder. Nous donnons i-dessous unexemple d'utilisation dans le adre de l'algorithme de alul des jeux impartiaux en versionnormale ave les nimbers.Listing 5.12 � Utilisation des bases de données dans l'algorithme nimber.void NimberNode : : reateDataStorage() {dbNimberIndex = db: : reate (/∗stringnimber∗/ 0 , QString("Nimber") . . . ) ;}void NimberNode : : resultFromAllChildren( . . . ) {winLossResult = global : : Loss ;db: : add(gameString(positionA) , nimberA, dbNimberIndex, Parameter : : isChek) ;}void NimberNode : :apply_known_nimbers(). . .l i st<Line> omponents=g.sumComponents() ;l i st<Line>:: iterator Li ;for(Li=omponents. begin() ; Li!=omponents.end() ; Li++) {found = db: : find(gameString(∗Li) , dbNimberIndex, Parameter : : isChek) ;. . .}Lors du lanement du programme, la fontion reateDataStorage () est appelée et rée unebase de données du type ( string , unsigned har) qui servira à stoker le nimber d'une posi-tion de jeu. L'identi�ant de la base est stoké dans la variable dbNimberIndex, qui sera utiliséelors de haque aès aux bases par et algorithme de alul. La fontion resultFromAllChildren() montre le ode exéuté lorsque tous les enfants d'une position sont gagnants. On sait quela position est perdante, et l'on en déduit don son nimber. On ajoute e résultat dans labase de données. En�n, la fontion apply_known_nimbers() montre le point du programmeoù l'on réutilise les résultats onnus. Avant d'e�etuer le alul des enfants d'une position,



88 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMME[Positions+Sore℄A*EALALB*E 2A*EALB*E 2A*EALCLB*E 2A*EBLBLB*E 2A*EBLC*E 2ALALALA*E 2BLB*E 1BLCLB*E 1Table 5.2 � Fihier obtenu lors d'un alul de Dots-and-boxes.on ommene par herher dans la base si l'on ne onnaît pas déjà le nimber de ertainesomposantes.5.5.4 Fihiers de alulsLes bases de données sont visibles dans l'interfae du programme sous la forme d'unbouton liquable. Le nombre de positions dans la base est a�hé sur le bouton et rafraîhien temps réel au ours du alul, e qui permet de suivre l'évolution du nombre de positionsstokées. Un li sur le bouton orrespondant à une base donnée donne aès à un menudéroulant, permettant de purger la base, de la sauvegarder dans un �hier, ou bien d'yajouter une base préalablement sauvegardée.La sauvegarde de la base se fait très simplement ar les données sont déjà sous formede haîne de aratères. Le �hier obtenu est don un simple listing au format texte despositions de la base. Nous donnons en exemple dans la table 5.2 le �hier obtenu lors dualul de Dots-and-boxes d'un plateau de taille 2× 3, ave un ontrat de 2.5.6 Sérialisation5.6.1 Problème de la onversion entre haînes et objetsLes objets informatiques manipulés par le programme sont onstitués prinipalement detrois types élémentaires, à savoir les haînes de aratères, les entiers et les booléens, qui sontensuite ombinés à travers des opérations d'union, de listes ou d'ensembles. Une di�ultélassique en programmation apparaît lorsque l'on souhaite stoker les objets informatiquesdans des �hiers. En e�et, les �hiers ne permettent de manipuler simplement que les haînesde aratères. Dès que l'on souhaite stoker des objets plus omplexes, le proessus de sto-kage dans les �hiers néessite une onversion préalable de l'objet à stoker vers une haînede aratères.Les onversions entre objets et haînes de aratères néessitent souvent de nombreuseslignes de ode, ave ertains méanismes qui reviennent de façon répétitive. Par exemple,pour onvertir une liste d'éléments ou un ensemble d'éléments en une haîne de aratères,il su�t d'érire bout à bout les haînes représentant haque élément, en séparant haqueélément ave un symbole adéquat, par exemple un espae ou un tiret. De façon générale, eproessus de onversion d'un objet omplexe en une haîne de aratères est onnu sous leterme de sérialisation.Dans le as de notre programme, les onversions vers des haînes de aratères appa-raissent également dans le ontexte des bases de données. En e�et, ertains objets omplexes,omme les listes, ont une empreinte mémoire importante, à ause des pointeurs utilisés pourfaire le lien entre un élément de la liste et le suivant. Les listes sont adaptées aux aluls



5.6. SÉRIALISATION 89qui néessitent de nombreuses insertions ou suppressions d'éléments, mais ela se fait audétriment de la mémoire onsommée. Stoker telle quelle une liste dans une base de donnéesferait don perdre énormément d'espae mémoire. L'idée est alors de onvertir la liste enune haîne de aratères au moment où l'on souhaite la stoker dans une base de données.Comme notre programme stoke les résultats de aluls dans des tables de transpositions,nous sommes systématiquement onfrontés à e problème de la sérialisation.Il existe des librairies générales permettant de traiter le problème de la sérialisation,omme la librairie � boost �, par exemple. L'avantage est de disposer d'un ode solide ettesté. L'inonvénient est de devoir ajouter une dépendane du programme vers ette librairie,et d'être obligé de se plier à ses règles spéi�ques. Dans notre as, nous avons hoisi dedévelopper notre propre outil de sérialisation, ar nos besoins sont limités à quelques objetstrès préis (prinipalement les onteneurs de la bibliothèque standard, à savoir les listes, lesveteurs, les ensembles et les map), et néessitent de pouvoir paramétrer assez �nement leshaînes obtenues.5.6.2 Classe StringConverterL'outil de sérialisation que nous avons implémenté est une lasse C++, qui se nommeStringConverter , et qui supporte deux opérateurs, << pour la onversion d'objets vers deshaînes (ériture vers une haîne), et >> pour la onversion inverse (leture depuis unehaîne). Ces opérateurs sont dé�nis dans la lasse StringConverter pour la plupart des typesourants (lettre isolée, haîne de aratères, entiers, booléens). Le point-lef de ette lasseest la dé�nition des opérations de leture et d'ériture pour les onteneurs de la bibliothèqueSTL, à savoir les listes ( list ), les veteurs ( vetor ), les ensembles ( set ), et les multi-ensembles(multiset ).Nous montrons i-dessous le prinipe du ode permettant de onvertir une liste d'élémentsde type T en une haîne de aratères. L'utilisation d'un template C++ permet de traiterdes éléments de type T quelonque. Les éléments de la liste sont ajoutés l'un après l'autre àl'objet strConv, à travers la ommande strConv << ∗Ti, ave ajout du aratère de séparationstlSeparator . Un ode similaire est utilisé pour les veteurs ou les ensembles d'éléments, aveplusieurs ra�nements permettant par exemple d'ajouter ou non le aratère de séparationaprès le tout dernier élément.Listing 5.13 � Template de onversion d'une liste en haîne de aratères.template<typename T>StringConverter& operator<<(StringConverter& strConv , onst l i st<T>& x) {typename l i st<T>::onst_iterator Ti ;for(Ti=x.begin() ; Ti != x.end() ; Ti++) {i f (Ti!=x.begin()) strConv . internalString += strConv . stlSeparator ;strConv << ∗Ti ;}return strConv ;} Ce ode fontionne pour tout objet sur lequel l'opérateur << est dé�ni. Comme la lasseStringConverter supporte diretement les objets ourants, et opérateur ne doit être dé�nique pour les objets plus omplexes.Nous ne détaillons pas les tehniques de leture des haînes, qui sont tout à fait similairesaux tehniques d'ériture, ave ette fois l'opérateur >>.



90 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMME5.6.3 Exemple d'utilisationLa lasse StringConverter est par exemple très utile dans le adre des arbres anoniquesréduits (abrégés en RCT dans le ode, de l'anglais redued anonial tree) qui ont été présen-tés dans le hapitre 3. Si l'arbre anonique réduit est une olonne de Nim, on le représentesimplement par la taille de la olonne de Nim. Dans le as général, on le représente par lahauteur de l'arbre, suivi d'un identi�ant unique, suivi de +1 si l'on a pu fatoriser l'arbre parla olonne de Nim 1, et suivi en�n de � W � ou � L � suivant que la position est gagnante ouperdante, le tout séparé par des tirets. On remarque que le ode est diret, grâe à l'objetStringConverter .Listing 5.14 � Conversion d'un arbre anonique réduit en haîne de aratères.StringConverter& operator<<(StringConverter& onv, onst Rt& x) {i f (x. identi f ier==0){onv << (int) (x.depth+x.sum_with_1) ; //the Rt is a Nim−olumn} else {onv << (int) x.depth << "−" << x. identi f ier ;i f (x.sum_with_1) onv << "+1";onv << "−" << CvCd("BWL") << x.misere_win_loss ;}return onv;} Les arbres anoniques réduits sont ensuite utilisés dans les aluls misère. Le ode i-dessous montre la onversion d'une position de alul misère en une haîne de aratères.La position omplète est onstituée d'un ensemble de omposantes indépendantes. La re-présentation en haîne ommene par la omposante prinipale, qui orrespond à la ou lesomposantes trop omplexes pour être simpli�ées en arbres anoniques réduits, suivie de 0 oude 1 suivant que la olonne de Nim 1 existe ou non dans les omposantes, et se termine parun multi-ensemble d'arbres anoniques réduits. La onversion en haîne du multi-ensembled'arbres anoniques réduits se fait en une seule ligne de ode grâe à StringConverter . Cetteonversion utilise le template 5.13, et 'est e template qui appelle sur haque élément dumulti-ensemble la fontion 5.14 de onversion d'un arbre anonique réduit en haîne de a-ratères.Listing 5.15 � Conversion d'une position de alul misère en haîne de aratères.string PosRtToString(onst PosRt& PosRtA) {StringConverter onv;onv << gameString(PosRtA.pos) << string (" ") ; // positiononv << CvCd("B10") << PosRtA.nimCol << string (" ") ; //Nim−olumn 0/1onv << CvCd("LF") << PosRtA.RtSet ; //multiset of Rtreturn onv. getString() ;}5.6.4 Paramétrage du format des haînesNous avons introduit un méanisme original pour paramétrer le format des haînes avel'utilisation de ommandes diretement lors des opérations de leture/ériture. Dans lesexemples préédents, es ommandes sont appelées ave le mot-lef CvCd et ont la signi-�ation suivante :
∗ BWL indique que les lettres pour représenter les booléens sont W et L (au lieu de T etF par défaut).
∗ B10 indique que les lettres pour représenter les booléens sont 1 et 0.
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∗ LF indique de ne pas utiliser de aratère séparateur après le dernier élément du multi-ensemble.D'autres ommandes sont disponibles, par exemple pour dé�nir le aratère séparateurentre les éléments d'un onteneur (espae par défaut), ou entre les éléments d'une haîne(tiret par défaut).5.6.5 Intérêt et limitesAvant l'implémentation de et outil de sérialisation StringConverter , les fontions deonversion liées aux arbres anoniques néessitaient au total plusieurs entaines de lignes deode, di�iles à débugguer, et rendant très di�ile toute modi�ation éventuelle du formatdes haînes de aratères. Comme l'ont montré les exemples de ode préédents, il ne fautmaintenant plus que quelques dizaines de lignes, et une modi�ation éventuelle du formatdes haînes ne serait pas di�ile, grâe aux possibilités de paramétrage de StringConverter .La prinipale limitation atuelle de l'outil StringConverter est le fait qu'il ne sait pasprendre en ompte des onteneurs imbriqués les uns dans les autres si eux-i utilisent lemême aratère séparateur. Il faut don faire attention à bien utiliser un aratère séparateurdi�érent si l'on utilise des strutures imbriquées, omme par exemple une liste d'ensemble.5.7 Interfae graphique5.7.1 Desription de l'interfaePour e�etuer un alul, l'utilisateur ommene par hoisir dans l'onglet � Parameters �le jeu qui l'intéresse. Le hoix du jeu rend alors disponibles ou indisponibles les onglets situésen haut de l'interfae. Ces onglets orrespondent au type de n÷ud utilisé lors des aluls, etre�ètent le type de résultats que l'on souhaite aluler sur le jeu en question. Les prinipauxn÷uds disponibles sont les suivants :
∗ WinLoss permet de aluler l'issue (gagnante ou perdante) d'un jeu ombinatoire enversion normale ou misère, selon l'algorithme de alul de l'issue le plus standard. Lesjeux permettant e type de alul sont eux où il n'y a pas de parties nulles possibles,et où la vitoire/défaite est uniquement déterminée par le fait qu'un joueur ne peutplus jouer.
∗ Nimber permet de aluler le nimber ou l'issue d'un jeu impartial en utilisant e�ae-ment les déoupages du jeu si ela est possible.
∗ FullTree permet de réaliser des aluls sur l'arbre de jeu omplet d'une position, enpartiulier, l'arbre anonique, ou l'arbre anonique réduit utile pour les jeux impartiauxen version misère.
∗ RtMisere permet de aluler l'issue ou la valeur de Grundy misère d'un jeu impartialen version misère, en utilisant autant que possible les déoupages du jeu.
∗ Sore permet de aluler le sore d'une position (utile uniquement pour le Dots-and-boxes).Une fois le jeu et le type de n÷ud hoisis, il su�t de liquer sur le bouton � Start �pour laner le alul. L'avanement du alul est alors a�hé en temps réel dans l'onglet� Computation �. Le bouton � Pause � permet de �ger le alul à son point atuel, e quipeut être utile par exemple pour e�etuer temporairement une autre tâhe sur l'ordinateure�etuant les aluls. En�n, le bouton � Stop � met �n aux aluls. En l'absene d'arrêt forépar l'utilisateur, le programme poursuit les aluls jusqu'à l'obtention du résultat demandé.L'onglet � Children � permet d'a�her la liste des enfants d'une position donnée. Pourhaque enfant, des informations sont a�hées en fontion du ontenu des bases de données.Les informations a�hées sont elles orrespondant au type de n÷ud hoisi dans l'interfae.



92 CHAPITRE 5. ARCHITECTURE DU PROGRAMMEEn�n, l'onglet � Repository � permet de sauvegarder/reharger les paramètres d'un alul.Cette fontionnalité permet de sauvegarder les paramètres du jeu et du n÷ud, ainsi que desméta-informations sur le alul (auteur, ommentaires), e qui permet de s'organiser plusfailement lorsque l'on e�etue de nombreux aluls.5.7.2 Création simple des interfaesLa réation d'interfaes graphiques ave Qt peut devenir fastidieuse ar il faut plusieurslignes de ode pour haque élément de l'interfae et d'autres lignes de ode pour relierette interfae aux variables du programme. Nous avons implémenté de nombreux jeux etde nombreux n÷uds di�érents, et pour haun d'entre eux, il faut une interfae utilisateurpermettant de régler les paramètres spéi�ques à et objet. Comme les interfaes des di�érentsjeux et n÷uds ont de nombreux points ommuns, nous avons développé un méanisme généralqui permet de dé�nir très simplement une interfae graphique.L'objet Interfae permet de représenter une sorte de grille graphique, dans lequel sontplaés des éléments graphiques, la valeur de haun d'entre eux étant reliée à une variabledu programme. L'objet Interfae supporte les fontions suivantes pour ajouter une étiquette(Label), une valeur numérique réglable (SpinBox), un bouton de hoix rond (RadioButton),une ase ohable (ChekButton), une ligne d'entrée de aratères (LineEdit), ou un boutonreprésentant une base de données (DataBaseButton) :lass Interfae {. . .void addLabel ( . . . ) ;void addSpinBox( . . . ) ;void addRadioButton( . . . ) ;void addChekButton( . . . ) ;void addLineEdit( . . . ) ;void addDataBaseButton ( . . . ) ;} Les paramètres de es fontions orrespondent aux valeurs initiales et à la position dansla grille graphique. Quand un objet vient d'être ajouté à l'interfae, il est possible de reliersa valeur à une variable du programme ave les fontions suivantes :lass Interfae {. . .void link(bool &boolTarget0 , string name) ;void link(int &intTarget0 , string name) ;void link( string &stringTarget0 , string name) ;} Il est bien sûr important de relier les objets à des variables de même type : numérique(int), haîne de aratères ( string ) ou booléen (bool). Le premier argument est elui de lavariable à laquelle le dernier objet ajouté dans l'interfae va être relié, et le deuxième est unehaîne de aratères qui servira de nom pour la variable dans les �hiers XML. Le lien avela variable est réalisé de façon interne ave un pointeur, don il faut impérativement que lavariable hoisie reste valide pendant toute la durée du programme.Tous les jeux et tous les n÷uds doivent dé�nir une fontion getParamDef() qui renvoieun objet du type Interfae . Le ode de l'interfae graphique se harge alors de réer au-tomatiquement les interfaes graphiques orrespondantes aux dé�nitions faites ave l'objetInterfae, et met automatiquement à jour les variables du programme ave les valeurs entréespar l'utilisateur dans l'interfae graphique. Notre programme est également apable d'expor-ter la liste des variables dans un �hier XML, et inversement d'initialiser les variables à partirdu �hier XML sauvegardé. Le nom des variables dans le deuxième argument des fontions



5.7. INTERFACE GRAPHIQUE 93link est utilisé omme nom de balise dans les �hiers XML. Pour un objet Interfae donnéil faut don hoisir des noms di�érents pour haune des variables assoiées à l'interfae.Nous donnons i-dessous un exemple de dé�nition de l'objet Interfae pour le n÷udNimberNode, orrespondant aux aluls à base de nimbers. L'interfae se ompose de deuxboutons orrespondant aux bases de données du alul normal et de la véri�ation, d'une aseohable pour hoisir de faire un alul normal ou de véri�ation, d'une variable numériquepour pouvoir régler la partie nimber initiale si néessaire, et en�n d'un hoix au moyens deboutons radio entre le alul de l'issue ou le alul du nimber :Interfae NimberNode : : getParamDef() {Interfae result ;result .name=string ("Nimber") ;result .addDataBaseButton(dbNimberIndex, /∗pos∗/ 0 , 0) ;result .addDataBaseButton(dbNimberIndex + 1, /∗pos∗/ 0 , 1) ;result .addChekButton("Ativate hek" , false , /∗pos∗/ 0 , 2) ;result . link(Parameter : : isChek , string ("isChek")) ;result .addLabel( string ("Start Nimber part :") , /∗pos∗/ 1 , 0) ;result .addSpinBox(0 , 99, 0 , /∗pos∗/ 1 , 1) ;result . link(Parameter : : given_nimber, string ("startNimberPart")) ;result .addLabel( string ("Compute :") , /∗pos∗/ 2 , 0) ;result .addRadioButton("outome" , true , /∗pos∗/ 2 , 1) ;result . link(NimberNode : : omputeOutome, string ("omputeOutome")) ;result .addRadioButton("nimber" , false , /∗pos∗/ 2 , 2) ;return result ;} Ce méanisme de dé�nition des interfaes permet don de rajouter très failement unnouveau paramètre de alul dans l'interfae graphique et dans les �hiers XML, sans avoirbesoin de onnaître la bibliothèque Qt sous-jaente.
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Chapitre 6Le jeu de Sprouts6.1 IntrodutionNous avons présenté le Sprouts dans le hapitre 2 qui onerne les jeux ombinatoires.Dans e hapitre, nous allons dérire les méthodes qui nous ont permis d'obtenir les stratégiesgagnantes pour des parties de Sprouts ave divers nombres de points de départ, tant en versionnormale qu'en version misère.6.1.1 Versions normale et misèreDans la version normale du jeu, le joueur qui ne peut plus jouer a perdu, et dans laversion misère, il a au ontraire gagné. Dans les deux as, il ne peut y avoir de math nul. Deplus, omme le nombre de oups d'une partie ommençant ave p points est �ni (ar majorépar 3p− 1), l'un des deux joueurs dispose forément d'une stratégie gagnante.Dé�nition 12. Dans e hapitre, on notera S+
p le jeu de Sprouts à p points en versionnormale, et S−

p en version misère.6.1.2 Résolution du jeuComme expliqué dans le paragraphe 2.7.1 du hapitre 2, plusieurs niveaux di�érents derésolution peuvent être onsidérés pour une position de départ donnée. L'information prin-ipale que l'on herhe en général à aluler est l'issue gagnante ou perdante de la position,ainsi que la stratégie onrète permettant au joueur en position de fore d'obtenir e résultat.On parle dans e as de résolution faible.Puisque le jeu de Sprouts est impartial, on peut également herher à aluler, en versionnormale, le nimber de la position. Le nimber est plus di�ile à aluler puisqu'il ontientplus d'informations que l'issue, mais il s'agit là aussi d'une résolution faible, si l'on utiliseles algorithmes adéquats. Dans les deux as, le alul informatique onsiste à trouver au seinde l'arbre de jeu un arbre solution, qui est beauoup plus petit que l'arbre de jeu, et qui estsu�sant pour déterminer la valeur (issue ou nimber) reherhée.Il est également possible d'étudier les aratéristiques de la totalité de l'arbre de jeu d'uneposition de départ donnée. Le terme de résolution forte est généralement utilisé pour désignerle fait de aluler l'issue de toutes les positions apparaissant dans l'arbre de jeu. On peutgénéraliser e terme au alul de toute information qui néessite d'explorer la totalité del'arbre de jeu. L'information la plus omplète possible (mais aussi la plus di�ile à aluleren terme de ressoures de mémoire) onsiste à déterminer la forme exate de l'arbre de jeuune fois totalement développé et une fois éliminées les branhes redondantes : et arbre estappelé arbre anonique de la position. 95



96 CHAPITRE 6. LE JEU DE SPROUTS6.1.3 Historique des aluls de SproutsLa détermination du joueur possédant une stratégie gagnante est di�ile du fait de laomplexité du jeu. Les premières analyses manuelles en 1967 n'ont permis de déterminerl'issue du jeu que jusqu'à S+
6 , et e au prix de nombreuses pages de alul. La premièreprogrammation du Sprouts par Applegate, Jaobson et Sleator [3℄ en 1991 (abrégé � AJS �dans la suite de e hapitre), a ensuite permis de aluler l'issue jusqu'à S+

11 en versionnormale et jusqu'à S−

9 en version misère.AJS avaient formulé deux onjetures en se basant sur leurs résultats de aluls, une enversion normale, et une en version misère.Conjeture 1. Le premier joueur a une stratégie gagnante sur S+
p si et seulement si p estégal à 3, 4 ou 5 modulo 6.Conjeture 2 (fausse). Le premier joueur a une stratégie gagnante sur S−

p si et seulementsi p est égal à 0 ou 1 modulo 5.Les progrès suivants en version normale ont été obtenus 15 ans plus tard par Josh JordanPurinton, ave le alul des issues jusqu'à S+
14 en mai 2006 [29℄. Nous avons ensuite publiénos premiers résultats sur le Sprouts ave les aluls d'issues, mais aussi de nimbers, jusqu'à

S+
32 en avril 2007 (ainsi que ertaines valeurs éparses jusqu'à S+

47). Puis nous avons réussià obtenir les issues jusqu'à S+
44 en janvier 2011 (ainsi que ertaines valeurs éparses jusqu'à

S+
53). Tous les résultats obtenus jusqu'ii on�rment la onjeture d'AJS.Au niveau de la version misère, Josh Purinton et Roman Khorkov ont alulé les issuesjusqu'à S−

15 en septembre 2007 [19℄, puis l'issue de S−

16 en janvier 2009 [20℄. Ils ont aluléen partiulier que S−

12 est gagnante, invalidant ainsi la onjeture d'AJS en version misère.De notre �té, nous avons ensuite publié l'issue misère de S−

17 en août 2009, avant d'obtenir�nalement les issues jusqu'à S−

20 en mars 2011.Josh Purinton et Roman Khorkov n'ont pas publié de doument dérivant leurs tehniquesde aluls, mais nous avons pu on�rmer tous leurs résultats. Les di�érents éhanges que nousavons pu avoir par mail nous ont également onvainu du sérieux de leur travail.Sinon, à notre onnaissane, seul notre programme est apable de résoudre fortementles positions de départ en alulant leur arbre anonique. Nous avons alulé les arbresanoniques des positions de départ jusqu'à S6 au début de l'année 2009, et l'arbre anoniquede S7 en janvier 2011.6.2 Programme élémentaire de alulLes éléments néessaires pour réer un premier programme de alul du jeu de Sproutssont en théorie assez limités. Il su�t de disposer d'une représentation des positions, d'uneméthode de alul des options d'une position, et d'un algorithme de alul (réursif) de l'issuedes positions. Nous présentons es di�érents éléments i-dessous.6.2.1 Représentation des positionsLe Sprouts est un jeu que l'on pourrait quali�er de � graphique � ou de � topologique �,ar les joueurs traent suessivement des lignes reliant des points sur une feuille de papier.La représentation informatique du Sprouts à base de haînes de aratères est di�ile. Elledemande une analyse détaillée des positions, qui relève à la fois de la topologie et de la théoriedes graphes. Nous donnons ii uniquement les prinipaux éléments de ette représentation.Les positions de Sprouts sont omposées essentiellement de trois éléments topologiques :les sommets, les régions et les frontières. On a�ete une lettre pour désigner haun dessommets (les points) de la position. Les frontières sont alors représentées par des haînes de



6.2. PROGRAMME ÉLÉMENTAIRE DE CALCUL 97aratères qui listent de façon irulaire les sommets dont elles sont omposées. Les régionssont représentées par la liste de leurs frontières. En�n, la position omplète est un ensemblede régions. 0.1ab1b2a.ABC|0.2ABC+12.AB|AB
Figure 6.1 � Position de Sprouts et représentation en haîne orrespondante.Ce proessus omplexe de desription d'une position de Sprouts ave une haîne de a-ratères peut mener à plusieurs haînes de aratères di�érentes suivant les hoix arbitrairesfaits au ours de la desription. L'ensemble des opérations pour essayer d'assoier une haîneunique à une position de Sprouts donnée est appelé anonisation. Une anonisation par-faite étant extrêmement oûteuse en temps de alul, nous réalisons en fait une pseudo-anonisation, qui essaye de trouver le meilleur ompromis entre le temps de alul et lenombre de doublons (haînes di�érentes qui représentent en réalité une même position).6.2.2 Options d'une positionL'intérêt de la représentation des positions de Sprouts est de permettre le alul de laliste des options d'une position, uniquement grâe à des manipulations de haînes. Là enore,e proessus est omplexe. AJS ne le dérivent pas en détail dans leur artile, expliquant àjuste titre qu'il s'agit � d'une opération hirurgiale direte sur les haînes de aratères, avetraitement des sommets et des régions mortes [...℄ dont nous omettons les détails sanglants �.Une des partiularités intéressantes du Sprouts est le nombre très variable d'optionsen fontion des aratéristiques topologiques de la position. Notamment, lorsqu'une régionest oupée en deux par une ligne qui relie une frontière à elle-même, le joueur peut traerla ligne de façon à répartir omme il le souhaite les autres frontières de la région dans lesdeux nouvelles régions réées. Si la région omporte 8 autres frontières, il y a 256 répartitionspossibles ! On notera aussi que le alul de la liste des options est très lent omparé à d'autresjeux à ause de la omplexité des opérations néessaires.La omplexité de la représentation et du alul des options des positions de Sprouts rende jeu di�ile à programmer. À notre onnaissane, seuls deux autres programmes en plusdu n�tre sont apables de réaliser des aluls de Sprouts :

∗ le programme d'AJS de 1991.
∗ le programme de Josh Purinton (programmé surtout de 2006 à 2010), aidé par RomanKhorkov.Notre représentation des positions est diretement basée sur elle d'AJS, mais nous nesavons pas préisément e qu'il en est de elle utilisée par Purinton.6.2.3 Algorithme élémentaire de alulArmé de la représentation des positions et de l'algorithme de alul des options, on peutalors aluler failement l'issue d'une position de Sprouts. Il su�t d'utiliser l'algorithmeréursif 3 (alpha-bêta) qui déoule diretement de la dé�nition même de l'issue, ommedérit dans la setion 2.4 du hapitre 2.Cet algorithme élémentaire est disponibles dans notre programme, en utilisant l'onglet� WinLoss � de l'interfae. Il permet de aluler les positions de Sprouts en version normalejusqu'à S+

11 en stokant environ 1 million de positions perdantes.



98 CHAPITRE 6. LE JEU DE SPROUTSAlgorithme 3 Calul réursif de l'issue de P1: aluler la liste des options de P2: Pour haque option Pi faire3: aluler l'issue de Pi, et si elle-i est perdante, renvoyer gagnant4: �n Pour5: renvoyer perdant (ar toutes les options sont gagnantes)6.2.4 TranspositionsDe nombreuses positions du jeu de Sprouts réapparaissent en plusieurs endroits de l'arbrede jeu. C'est le as dès lors qu'un oup est joué dans un endroit de la position, puis un autreoup dans un autre endroit, sans que es deux oups interfèrent. En inversant l'ordre desdeux oups, on obtient ainsi une autre façon d'aboutir à la même position, omme dans la�gure 6.2.
Figure 6.2 � Une transposition.On peut noter sur ette �gure la perte du aratère arboresent dès lors que l'on identi�eles n÷uds identiques.Le Sprouts reèle de nombreuses transpositions de e type. D'autres transpositions ap-paraissent suite aux opérations de anonisation. Il est à noter que le Sprouts étant un jeuimpartial, il est même possible d'observer des transpositions entre des n÷uds dont la distaneà la raine n'a pas la même parité, e qui n'est pas possible dans les jeux partisans, où lesétages pairs orrespondent aux positions où 'est le tour d'un joueur, et les étages impairs,aux positions où 'est le tour de l'autre joueur.

Figure 6.3 � Une transposition entre des étages de parités di�érentes.Plut�t que de aluler plusieurs fois les mêmes positions, il est intéressant de stokerles résultats des positions déjà alulées dans une table de transpositions, pour pouvoir lesréutiliser ensuite.



6.3. NIMBER 99Une des limitations majeures d'AJS en 1991 était le manque de RAM des ordinateurs del'époque, e qui les a amené à stoker uniquement les positions perdantes dans la table detranspositions. Comme les positions gagnantes ne sont pas stokées, un alul est néessairepour retrouver leur aratère gagnant. Heureusement, il su�t d'un seul alul d'options, arl'un d'entre eux est perdant et est don stoké dans la table de transpositions.Cette idée de stokage des positions perdantes seulement permet de onsommer moins deRAM, en éhange d'un temps de alul plus long. Nous avons repris ette idée dès le débutde nos aluls de Sprouts, ar la RAM était également notre fateur limitant initialement.Ce stokage des perdants uniquement a traversé toutes les évolutions du programme, et s'estmaintenu jusqu'à maintenant... bien que notre fateur limitant soit désormais le temps dealul, bien plus que la RAM.6.3 Nimber6.3.1 Idée d'utilisation des nimbersLe Sprouts est un jeu impartial déoupable. Lorsqu'une position est déoupable en om-posantes indépendantes, on peut don utiliser la théorie des jeux ombinatoires pour déduirel'issue de la position à partir d'informations obtenues indépendamment sur haune des om-posantes. AJS ont mis en ÷uvre dès 1991 une première idée, qui onsiste à supprimer lesomposantes perdantes, ar elles n'in�uenent pas l'issue de la position totale. Les premièresversions (non publiées) de notre programme implémentaient également ette idée, avant del'abandonner ensuite devant l'e�aité des nimbers.À la �n de leur artile, AJS suggèrent l'utilisation possible du nimber. Ce onept-lef desjeux impartiaux en version normale permet de déterminer le nimber d'une position (et donson issue) à partir des nimbers des omposantes, e qui semble très prometteur pour séparertotalement le alul des sommes en aluls indépendants sur haque omposante. Cependant,nous avons longtemps reporté l'implémentation des nimbers à ause d'une fausse idée, à savoirqu'il serait néessaire de aluler tout le sous-arbre d'une position pour aluler son nimber.6.3.2 Calul du nimber d'une positionAJS indiquent en �n d'artile que lors d'un alul de nimber, on ne peut pas pro�ter dela simpli�ation fondamentale qui onsiste à déduire qu'une position est gagnante dès lorsqu'une de ses options est perdante. Le nimber est une notion lassique de la théorie des jeuximpartiaux, mais de façon surprenante, il n'existe quasiment auune étude sur le problèmede la di�ulté du alul du nimber. L'idée que le alul du nimber néessite de aluler lenimber de toutes les options vient de la dé�nition trompeuse du nimber d'une position sousla forme du mex (minimum exlu) du nimber des options.Or, il su�t de réérire le alul du nimber sous une forme di�érente pour omprendreque toutes les options ne sont pas néessaires. Imaginons que l'on alule l'issue gagnante/-perdante de la somme P + n, où P est une position de Sprouts et n une olonne du jeude Nim de taille n. La position P est alors de nimber n si et seulement si le résultat estperdant. Comme il s'agit d'un alul d'issue lassique, on peut bien sûr déduire en ours dealul qu'une position est gagnante dès qu'elle possède une option perdante.Pour trouver le nimber d'une position, il su�t don de faire des aluls d'issue de P +n,ave des valeurs roissantes de n, jusqu'à obtenir un résultat perdant. AJS étaient sans douteextrêmement prohes de ette idée, ar ils dérivent la façon d'implémenter le onept d'unesomme P + n, sous la forme d'un ouple ave une partie position et une partie nimber, etomment on pourrait e�etuer des aluls d'issues à partir de là.



100 CHAPITRE 6. LE JEU DE SPROUTS6.3.3 Calul de l'issue d'une somme ave les nimbersPour obtenir l'issue d'une position somme de deux omposantes P1+P2, il n'est pas utilede aluler le nimber des deux omposantes. Il su�t de aluler le nimber n1 de l'une d'entreelles seulement ave la méthode dérite i-dessus, par exemple P1, puis de aluler l'issuede P2 + n1. L'algorithme 4 montre que l'implémentation omplète de la théorie des nimberstient en quelques lignes seulement. C'est notamment l'implémentation de et algorithme quia nous permis d'obtenir nos premiers résultats jusqu'à S+
32 en 2007.Algorithme 4 Calul réursif de l'issue de (P, n)1: Si P est déoupable sous la forme P1 + P2 alors2: n1 ← 03: Tant que le alul de l'issue de (P1, n1) renvoie gagnant faire4: n1 ← n1 + 15: �n Tant que6: renvoyer l'issue de (P2, n⊕ n1)7: sinon8: Pour haque option (Pi, n) de la partie position et haque option (P, i) de la partienimber faire9: aluler l'issue de l'option, et si elle-i est perdante, renvoyer gagnant10: �n Pour11: renvoyer perdant (ar toutes les options sont gagnantes)12: �n Si6.3.4 Néessité des aluls de nimberCe n'est qu'en 2009 que nous avons ompris que l'algorithme 4 était inévitable en unertain sens. Nous expliquons les raisons théoriques qui le justi�ent dans notre artile [26℄,publié sur arXiv en 2010 : en fait, même un alul d'issue gagnante/perdante qui n'utiliseraitpas les nimbers alule autant d'informations que l'algorithme 4.Conrètement, ela signi�e que si AJS publiaient la base de positions perdantes qu'ils ontobtenue en �n de alul, nous pourrions en déduire les nimbers de ertaines des omposantesdes positions déoupables, et onstruire la base de ouples (position, nimber) perdants qu'ilsauraient obtenus s'ils avaient utilisés l'algorithme 4. Mieux, ette base serait bien plus petite,omme le montre les omparaisons du paragraphe suivant.La base de positions obtenue par AJS, ou elle obtenue par notre programme ave l'al-gorithme 3, ontient de manière ahée les nimbers de ertaines positions, mais omme etteinformation n'est pas exploitée omme elle le devrait, elle y est présente en de multiplesexemplaires, e qui fait en�er la taille de la base. C'est d'ailleurs une situation paradoxale :l'information en apparene � omplexe � des nimbers est déjà présente dans les � simples �bases de positions perdantes.6.3.5 Comparaisons des aluls ave et sans nimberLa �gure 6.4 ompare le nombre de positions perdantes stokées à la �n du alul d'issuepour un ertain nombre de points de départs dans di�érentes onditions. Les aluls ont étéfaits en repartant à haque fois de la base de positions perdantes ave un point de moins,pour permettre une omparaison ave les aluls de 1991 d'AJS. Nous avons reporté sur legraphe le nombre de positions perdantes lors des aluls faits par AJS, le nombre de positionsperdantes ave notre programme sans la théorie des nimbers, et en�n le nombre de ouples(position, nimber) perdants ave notre programme lorsque l'on utilise la théorie des nimbers.



6.4. ORDRE DES OPTIONS 101
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Figure 6.4 � Nombre de positions ou de ouples perdants pour les aluls ave et sansnimbers (éhelle logarithmique).Le alul fait ave notre programme sans la théorie des nimbers n'exploite pas du toutles déoupages en positions indépendantes, alors que le alul d'AJS utilise par ontre latehnique intermédiaire qui onsiste à supprimer les omposantes perdantes. On voit queette tehnique intermédiaire de suppression des omposantes perdantes permet de gagnertout de même un fateur 10 sur le nombre de positions stokées pour S+
11.On notera que l'éhelle du nombre de positions est logarithmique. L'e�aité des alulsà base de nimbers est vraiment remarquable : dès 11 points de départ, il y a un fateur 1 500par rapport aux aluls sans nimbers et un fateur 180 par rapport aux aluls d'AJS (àei près qu'une partie du gain par rapport aux aluls d'AJS vient aussi de la meilleurereprésentation et de la meilleure anonisation des positions).6.4 Ordre des options6.4.1 PrinipeLors du parours en profondeur de l'arbre de jeu, que e soit ave l'algorithme élémentaire(algorithme 3) ou ave l'algorithme des nimbers (algorithme 4), on est amené à e�etuer deshoix sur l'ordre dans lequel on alule les options. Dès qu'une option perdante est trouvée,ela permet de déterminer que la position parente est gagnante, et il n'est don plus utiled'e�etuer de aluls sur les autres options. Le alul est don d'autant plus rapide que lesoptions perdantes sont alulées prioritairement. Idéalement, si les options perdantes sonttoujours alulées en premier, tout se passe omme si un étage sur deux de l'arbre de jeuétait supprimé.Le Sprouts pose ependant une di�ulté : le jeu est impartial, et nous ne onnaissons pasde ritère �able permettant de déterminer si telle ou telle option a plus de hanes que telleautre d'être perdante. Dans les jeux partisans, où les joueurs peuvent aumuler un avantage,ertaines heuristiques apparaissent de façon naturelle : par exemple, aux éhes, une optionoù la reine du joueur qui a le trait a été apturée a plus de hanes d'être perdante qu'uneoption où ette reine est enore disponible. Au Sprouts, les joueurs ne peuvent pas aumulerd'avantage de e type.Comme le soulignent AJS [3℄, l'une des stratégies les plus e�aes dans le as d'un jeu



102 CHAPITRE 6. LE JEU DE SPROUTSimpartial est de herher à diriger le alul vers les zones de l'arbre qui semblent plus failesà aluler que les autres, indépendamment de leur aratère gagnant ou perdant.L'ordre lexiographique sur les haînes de aratères représentant le Sprouts est un pre-mier ritère e�ae. Il joue un double r�le : d'une part, il permet d'orienter les aluls versune même partie de l'arbre de jeu, e qui augmente l'e�aité de la table de transpositions,et d'autre part, il permet de trier orretement les options d'une position pour éliminer lesdoublons qui peuvent apparaître lors de la génération des options.6.4.2 Evaluation du nombre d'optionsUn exellent ritère pour évaluer la di�ulté d'une position est de prendre en omptele nombre de ses options : très souvent, plus e nombre est petit, et plus ette position estfaile à aluler. Si la position est perdante, il faut aluler l'issue de toutes ses options, donil vaut mieux qu'elles soient les moins nombreuses possibles. Inversement, si la position estgagnante, il faut trouver une issue perdante, et là enore mieux vaut avoir à la herher dansun nombre restreint de andidats.Cependant, aluler le nombre d'options d'une position de Sprouts n'est pas une opérationfaile : la nature topologique du Sprouts rend impossible le dénombrement exat des optionsautrement que par leur alul e�etif, qui est très oûteux en temps. Nous avons don utiliséla même stratégie qu'AJS, à savoir une évaluation seulement approximative de e nombred'options. Ce nombre n'a en e�et pas besoin d'être exat, puisqu'il s'agit seulement de donnerla priorité aux branhes qui semblent plus failes que les autres. Le nombre d'options estestimé de la façon suivante :
∗ Quand une frontière est reliée à elle-même, le nombre d'options possibles est
(nombre de sommets)2 × (nombre de partitions), où (nombre de partitions) est lenombre de façons de partitionner les autres frontières en deux ensembles.
∗ Quand deux frontières Fi et Fj sont reliées entre elles, le nombre d'options possiblesest (nombre de sommets de Fi)× (nombre de sommets de Fj).La �gure 6.5 montre que ette évaluation du nombre d'options permet un gain énorme surle nombre de ouples perdants stokés en �n de alul. Sur S+

10, on passe de 666 715 ouplesperdants en �n de alul ave l'ordre lexiographique seul à 219 seulement quand on ajouteune priorité aux positions ave un faible nombre d'options.Cette énorme di�érene est liée au phénomène dérit dans le paragraphe 6.2.2 : le nombred'options d'une position de Sprouts est extrêmement variable à ause de la nature topologiquedu jeu. Des options d'une même position parente peuvent avoir elles-mêmes un nombred'options très di�érent, rendant e ritère intéressant pour les trier.6.4.3 Ordre plus omplexeNous avons essayé plusieurs autres idées d'ordre. En partiulier, l'algorithme 4 à basede nimbers est d'autant plus e�ae que les déoupages sont nombreux. Pour augmenterl'e�aité de l'algorithme, on peut donner la priorité aux positions qui omportent un nombreélevé de omposantes indépendantes (appelées pays dans le adre du Sprouts). Nous avonségalement essayé des ritères impliquant à la fois le nombre de vies d'une position et la valeurde la partie nimber de l'algorithme 4.Dans notre artile [25℄, nous dérivons l'ordre suivant :
∗ priorité aux ouples ave une valeur minimale de (nombre de vies + nimber).
∗ priorité aux positions ave un nombre élevé de pays.
∗ priorité aux positions ave un petit nombre estimé d'options.
∗ ordre lexiographique.



6.5. INTERACTIONS MANUELLES 1036.4.4 Comparaison des ordresLa �gure 6.5 montre le nombre de ouples (position, nimber) perdants stokés à la �n del'algorithme 4 pour les trois ordres que nous venons d'exposer : ordre lexiographique seul,ordre lexiographique préédé d'une priorité à un faible nombre estimé d'options, et en�nl'ordre omplexe dérit i-dessus prenant en ompte en plus le nombre de vies et le nombrede pays. Les aluls de S+
2 à S+

12 ont été réalisés en partant d'une base initiale vide. Lesaluls de S+
13 et S+

14 ont ensuite été réalisés en repartant respetivement de la base obtenueave S+
12 et S+

13. En�n, les aluls ave l'ordre lexiographique seul ont été limités à S+
10.L'aspet aplati de l'ordre omplexe de S+

12 à S+
14 vient du fait que les issues de S+

13 et S+
14s'obtiennent presque immédiatement une fois alulée l'issue de S+
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Figure 6.5 � Nombre de ouples (position, nimber) perdants pour di�érents ordres possiblesen fontion du nombre de points de départ.Comme on le voit sur le graphe, l'ordre omplexe semble moins bon que l'ordre n'utilisantque les deux dernières priorités jusqu'à 13 points de départ, avant de montrer un petitavantage pour 14 points de départ. En fait, autant il est évident que l'estimation du nombred'options apporte un exellent gain par rapport à l'ordre lexiographique seul, autant il estdi�ile d'évaluer préisément les autres petites variations imaginables dans l'ordre.6.5 Interations manuelles6.5.1 SuiviC'est en essayant d'améliorer l'ordre des positions de Sprouts qu'est apparue l'idée dusuivi des aluls. Les arbres de jeu de Sprouts sont en fait très déséquilibrés, et étant donnéun ertain alul, une variation mineure de l'ordre peut onduire à une aélération ou unralentissement très marqué sans raison apparente, uniquement à ause d'un hoix di�érentsur une ou deux positions dans le haut de l'arbre. Le as de S+
8 sur la �gure 6.5 est assezreprésentatif : l'ordre lexiographique ouplé à l'estimation du nombre d'options est soudai-nement nettement moins bon que l'ordre omplexe, alors qu'il est grossièrement équivalentpour toutes les autres positions de départ jusqu'à S+

11.Dès lors, nous avions besoin d'une méthode de visualisation des aluls pour déterminerplus préisément pourquoi le alul paraissait si lent pour ertains variantes mineures del'ordre et si rapides pour d'autres. C'est ainsi que nous avons mis en plae un système de



104 CHAPITRE 6. LE JEU DE SPROUTSsuivi, détaillé dans le hapitre 4, qui permet d'a�her en temps réel la branhe de alul enours d'étude dans l'arbre de reherhe.6.5.2 ZappageLa mise en plae du suivi des aluls a révélé l'existene de positions bloquantes dansl'arbre de Sprouts : ertaines positions, qui pourtant semblent similaires à leurs voisines,se révèlent beauoup plus di�iles à aluler. La renontre d'une seule de es positionsbloquantes à un moment donné peut su�re à modi�er omplètement le temps de alul.Malheureusement, es positions bloquantes semblent impossibles à éliminer uniquement pardes améliorations de l'ordre. Les quelques règles systématiques de l'ordre sont impuissantespour déteter et éviter un petit pourentage de positions pathologiques qui n'obéissent - dumoins à notre onnaissane - à auune règle partiulière.Cela a naturellement débouhé sur l'idée du zappage manuel : plut�t que d'essayer vai-nement d'a�ner un ordre qui �nit systématiquement par renontrer un ontre-exemple a-tastrophique, autant donner la possibilité à l'utilisateur de � zapper � une position tropdi�ile lorsque elle-i apparaît. Cette idée d'interation manuelle ne serait peut-être pasapparue si nous avions étudié d'autres jeux que le Sprouts en premier lieu. De tous les jeuxque nous avons essayé de aluler, le Sprouts reste elui dont les arbres de jeu sont les plusdéséquilibrés, et don où le zappage est le plus e�ae.Nous dérivons e proessus de suivi et de zappage des aluls en temps réel dans lehapitre 4. La plus grande valeur que l'algorithme 4 est apable d'atteindre sans zappageest (seulement !) S+
14. Nous avons essayé réemment par uriosité de aluler S+

15 ave etalgorithme, sans zappage, mais nous avons �nalement interrompu le alul après plus de 5millions de positions alulées...Le zappage s'est révélé très e�ae : nous sommes passé de S+
14 à S+

32, au prix ependantde nombreuses heures de guidage humain dans l'interfae. En partiulier, nous avons obtenupour la première fois S+
21 après une véritable traque qui s'est étalée au total sur plusieurssemaines et sur deux ordinateurs.En fait, la di�érene d'e�aité ave et sans zappage est tellement forte qu'il ne fautjamais laisser les aluls s'e�etuer seuls : une heure de alul guidé est en général pluse�ae que plusieurs jours de aluls en roue libre. Et, de manière ontre-intuitive, laissertourner un alul en roue libre, bien que ela augmente la quantité d'information disponible,peut s'avérer ontre-produtif, en augmentant le taille des tables de transpositions, e quiralentit les aluls et peut saturer la RAM.6.6 Version misèreLes algorithmes à base de nimber, ombinés au zappage manuel dans les aluls ontpermis de dépasser largement, en version normale, le reord de 1991 d'AJS et elui de 2006de Purinton. Il se posait naturellement la question de la version misère, que nous avonsommené à étudier �n 2008.6.6.1 Algorithme misèreNous avons détaillé dans le hapitre 3 la théorie des aluls de jeux impartiaux déoupablesen version misère. Contrairement à la version normale, il est di�ile de mener des alulsséparés sur les omposantes indépendantes d'une somme. Les algorithmes misère que nousavons développés adoptent don une stratégie di�érente : dans une première phase, nousétudions � totalement � ertaines petites omposantes qui reviennent fréquemment dans lesaluls, en alulant leur arbre anonique réduit (abrégé � ACR �). Dans une deuxième



6.6. VERSION MISÈRE 105points de départ nombre d'ACR positions stokées2 5 183 7 1574 35 1 7965 1 203 24 7846 25 458 393 1037 598 685 6 849 627Table 6.1 � Nombres d'ACR dans les arbres de jeu des positions de départ.phase, nous réalisons le alul lassique d'issue sur la position de départ qui nous intéresse,en remplaçant les petites omposantes étudiées dans la première phase par leur ACR dèsqu'elles apparaissent dans une somme.L'intérêt de remplaer es petites omposantes par leur ACR vient du fait que l'arbre a-nonique réduit est en général nettement plus simple que la omposante initiale. Les branhesredondantes (oups identiques entre eux), ainsi que les oups rédutibles (oups inutiles arl'adversaire possède une réponse qui annule le oup) ont été éliminés de l'arbre de jeu. Ma-nipuler et arbre anonique réduit au lieu de l'arbre de jeu normal de la omposante permetde diminuer le nombre de positions renontrées et ainsi d'aélérer les aluls.6.6.2 Phase de préalulNous avons besoin dans ette phase de préalul de déterminer les ACR d'un ensemblebien hoisi de positions de Sprouts. Il faut que es positions interviennent fréquemment dansles positions de Sprouts de plus grande taille. Une possibilité est tout simplement de hoisirl'ensemble des positions de Sprouts qui apparaissent à partir d'un ertain nombre de pointsde départ. Ce hoix a aussi l'avantage d'être alulable en une seule fois : il su�t de alulerl'ACR de la position de départ en question, ar ela implique le alul des ACR de toutesles positions apparaissant dans son arbre de jeu.Le tableau 6.1 réapitule le nombre d'ACR di�érents qui interviennent dans les arbres dejeu de ertaines positions de départ de Sprouts. S6 est alulable ave seulement 45 Mo deRAM, mais S7 est à la limite des apaités de nos ordinateurs ave 1,4 Go de RAM.L'ensemble des positions de Sprouts issues de S6 est en fait le andidat idéal : le nombrede positions (393 103) n'est pas trop élevé, la surharge de RAM est de 45 Mo seulement, etles positions apparaissent fréquemment dans les sommes de positions de plus grande taille.Le hoix de S7 n'était pas raisonnable à l'époque de nos aluls, du fait de la surharge tropforte de RAM par rapport à la apaité mémoire dont nous disposions, mais son utilisationest désormais envisageable. Rien n'interdirait également d'utiliser un ensemble intermédiaire,par exemple l'ensemble des ACR de S6 ouplé à l'ensemble des ACR de l'une des options de
S7 seulement.Nous avons remarqué que beauoup de positions presque terminales sont indistinguablesde olonnes de Nim, mais que ertaines positions assez omplexes le sont également. On peutiter notamment 0*4.2∼ 0. Cela montre que les simpli�ations liées aux olonnes de Nimdans la théorie des ACR sont loin d'être négligeables.Inversement, la position ave un nombre minimal de vies qui n'est pas une olonne deNim est ABC|ABD|CE|DE∼ {2}.6.6.3 Résolution forteOn remarquera que le alul de l'arbre anonique (réduit ou non) d'une position donnéeest équivalent à une résolution forte de ette position, puisque ela néessite de aluler la



106 CHAPITRE 6. LE JEU DE SPROUTStotalité des positions apparaissant dans son arbre de jeu. Nos premiers aluls de résolutionforte sur le Sprouts n'étaient don initialement qu'une pré-étape de alul pour la versionmisère.Ce n'est qu'ensuite que nous ne nous sommes rendus ompte de la rihesse des infor-mations que l'on pouvait obtenir à partir des arbres anoniques (réduits ou non) indépen-damment de toute référene au jeu misère. En partiulier, ela débouhe sur une notion deomplexité spatiale exate, dont on peut déduire une évaluation de la qualité de la anonisa-tion des positions. L'étude détaillée des bases d'arbres anoniques obtenues peut égalementpermettre de déouvrir de nouvelles équivalenes de positions.Nous avons don résolu fortement le jeu de Sprouts jusqu'à S6 au début de l'année 2009,lors de l'étude du jeu misère. Puis nous avons résolu fortement S7 en janvier 2011 grâe àune nouvelle mahine de alul possédant plusieurs Go de RAM. Nous évaluons à environ 25Go la RAM néessaire pour résoudre fortement S8, e qui serait d'ores et déjà possible surune station de travail. L'utilisation d'une méthode de ompression pourrait rendre e alulrapidement possible ave nos ordinateurs de bureau.6.6.4 Premier alul de S
−
17Une fois l'ensemble des ACR de S6 alulés, nous avons alors utilisé les algorithmes duhapitre 3 pour e�etuer des aluls d'issue en version misère de positions de départ ave unnombre de points de départ plus élevé. En ours de alul, nous remplaçons par leur ACRles omposantes des sommes qui se révèlent être une position apparaissant dans l'arbre dejeu de S6. Cela nous a permis de aluler en 2009 que S−

17 est gagnante. Ce premier alul de
S−

17 a néessité le stokage de 170 000 n÷uds environ. Parmi eux, la moitié environ avaientune partie position vide, e qui montre que l'on peut explorer l'arbre de jeu de sorte qu'assezrapidement, la partie position soit démantelée en plusieurs positions indépendantes assezpetites pour que leur ACR soit dans l'arbre de jeu de S6.Toutes les tehniques dérites sur la version normale (ordre des options, table de transpo-sitions, et surtout suivi du alul et zappage), à l'exeption bien sûr de la théorie du nimber,ont été réutilisées sur la version misère.Le temps de alul lors de e premier reord en 2009 était d'une vingtaine d'heuresseulement sur un proesseur à 1,8 GHz, et la onsommation de RAM inférieure à 100 Mo,e qui permettait d'espérer des améliorations supplémentaires.6.7 Proof-number searhLa dernière évolution des aluls de Sprouts, à partir de 2010, vient de la reherhe demeilleurs parours de l'arbre de jeu. Comme expliqué dans le hapitre 4, le zappage manuelest en fait assez prohe, par bien des aspets, des algorithmes de type best-�rst, omme lePN-searh. Ces algorithmes explorent l'arbre de jeu d'une manière radialement di�érentedu depth-�rst (alpha-bêta), en favorisant les aluls vers la branhe de jeu qui semble la plusfaile. Cette branhe est réévaluée entre haque étape de l'algorithme, e qui permet d'éviterautomatiquement les branhes qui se révèlent trop di�iles. Ce omportement est prohe duzappage, ar il permet de déteter les positions bloquantes.L'implémentation du PN-searh et de variantes nous a permis de aluler sans interationmanuelle les positions jusqu'à S+
21, à omparer ave S+

14 pour l'alpha-bêta seul. Mais l'algo-rithme de PN-searh n'a pas réussi à égaliser seul les résultats de Sprouts obtenus grâe auzappage. La raison tient à un développement trop en largeur de l'arbre de reherhe, e quisature rapidement la RAM sur ertaines positions de Sprouts qui possèdent parfois plusieursentaines d'options di�érentes.



6.8. VÉRIFICATION 107Nous avons don naturellement appliqué au PN-searh les deux tehniques qui s'étaientmontrées si e�aes sur l'alpha-bêta : le suivi et les interations manuelles. Cela a été fru-tueux : non seulement nous avons pu retrouver plus rapidement nos résultats de 2007 jusqu'à
S+
32, mais nous avons pu pousser les aluls plus loin, jusqu'à S+

44, plus diverses valeurs éparses,la plus grande étant S+
53. En version misère, ela a permis de aluler les issues de S−

18 à S−

20.Le suivi et les interations dans le PN-searh sont dérits dans le hapitre 4.6.8 Véri�ation6.8.1 PrinipeL'idée de la véri�ation est en grande partie une onséquene de l'introdution des zap-pages manuels. Ces zappages sont ertes très e�aes pour aélérer les aluls de Sprouts,mais ils ont un inonvénient majeur : ils ne sont pas reprodutibles, ar l'utilisateur humainne lique jamais exatement au même moment d'un alul à l'autre.Nous avons don introduit la notion de alul de véri�ation, pour ontr�ler, sans interven-tion manuelle, que le résultat du alul est bien orret. La véri�ation e�etue simplementle alul réursif de l'issue, en se basant sur les résultats des premiers aluls pour se guiderdans l'arbre de jeu. Contrairement au alul initial ave zappage, le alul de véri�ation estreprodutible.Ces aluls de véri�ation se sont ensuite révélés très utiles pour diminuer la taille desarbres solutions en éliminant les branhes redondantes ou inutiles.6.8.2 Reords d'arbres solutions en version normaleLa table 6.2 indique le nombre de ouples (position, nimber) perdants du plus petit arbresolution que l'on onnaît atuellement pour les di�érentes positions de départ en versionnormale.
p taille1 12 33 64 155 156 467 768 1399 6010 110

p taille11 11312 31613 36914 1 01715 1 98616 66917 32918 1 99719 1 73620 1 831
p taille21 5 31222 1 58123 1 05824 5 32725 2 49726 4 45827 12 76828 2 54929 2 17230 12 800

p taille31 5 46332 58 20433 62 38934 21 10735 4 26536 80 00137 80 00938 80 28139 98 90540 45 782
p taille41 42 66342 98 94743 98 96144 99 09545 ?46 80 47347 54 542... ?53 73 225... ?Table 6.2 � Plus petits arbres solutions onnus en version normale.La �gure 6.6 reprend le ontenu de la table 6.2 jusqu'à S+

45, première valeur inonnue. Pouromparaison, nous avons également reporté sur le graphe le nombre de positions perdantesde la base en �n de alul d'AJS, de 2 à 11 points de départ.On remarquera l'éhelle logarithmique, qui montre que dans l'ensemble, l'augmentationde la taille de l'arbre solution est exponentielle par rapport au nombre de points de départ.Cependant, bien qu'exponentielle, la roissane est très lente. Le plus petit arbre solutiononnu pour S+
44 demande moins de ouples (position, nimber) perdants que la base de �n dealul d'AJS lors de la première obtention de S+

11. C'est très surprenant. Cela signi�e quemême des positions de Sprouts qui paraissaient totalement inatteignables quelques années
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Figure 6.6 � Nombre de positions de l'arbre solution en fontion du nombre de points, enversion normale (éhelle logarithmique).auparavant admettent en réalité un arbre solution de taille réduite, et qu'il est possible deles aluler en un temps raisonnable.6.8.3 Reords d'arbres solutions en version misèreLe tableau 6.3 réapitule le nombre de positions du plus petit arbre solution que nousonnaissons atuellement pour démontrer S−

p (après utilisation de l'algorithme de véri�a-tion). Les nombres indiqués orrespondent aux nombres de positions dont nous avons besoinen plus des 393 103 positions de l'arbre de jeu de S6 pour aluler l'issue de S−

p . Bien sûr,on ne peut pas démontrer l'issue de S−

7 ave seulement 7 positions.
p 7 8 9 10 11 12 13Positions 7 21 42 72 78 591 272
p 14 15 16 17 18 19 20Positions 548 3 281 3 200 8 535 55 532 29 801 73 258Table 6.3 � Nombre de positions néessaires pour démontrer S−

p .Nous avons reporté le tableau 6.3 sur la �gure 6.7.En version misère, nous n'avons pu atteindre que S−

20, à omparer ave S+
44 en versionnormale. Cette di�érene vient entièrement des di�ultés théoriques de la version misère,qui ne permet pas de simpli�er le alul des sommes de positions aussi bien qu'en versionnormale. Pour un même nombre de points de départ, il faut don explorer beauoup plusde n÷uds en version misère qu'en version normale. Nous avons également remarqué qu'enversion misère, la di�ulté du alul semble augmenter plus régulièrement ave le nombrede points de départ qu'en version normale, (il est par exemple bien plus rapide de aluler

S+
17 que S+

15 en version normale). Il est probable que et éart entre la version misère et laversion normale ontinue de se reuser dans les années à venir.En�n, omme en version normale, on peut observer une régularité de période 6. Ainsi,de même que S−

12 est plus di�ile à aluler que S−

13, on observe que S−

18 est plus di�ile àaluler que S−

19.
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Nombre de points de départFigure 6.7 � Nombre de positions de l'arbre solution en fontion du nombre de points, enversion misère (éhelle logarithmique).6.8.4 Solution du jeu à 5 pointsNous présentons en annexe B la solution détaillée du jeu à 5 points. C'est un exemplede as où la programmation vient au seours du joueur humain, en produisant une preuvetrès simple : il su�t au premier joueur de retenir une quinzaine de positions perdantes pours'assurer de la vitoire. Nous expliquons dans l'annexe quelles sont les méthodes qui ontpermis d'aboutir à une preuve aussi ompate, la véri�ation en faisant partie.6.9 Les onjetures du Sprouts6.9.1 Conjeture normale forteToutes les valeurs alulées en version normale sont onformes à la onjeture d'AJS en1991. Nous avons également alulé les nimbers jusqu'à S+
32. Les positions de départ perdantesne néessitent pas de alul supplémentaire ar elles sont de nimber nul, quant aux positionsde départ gagnantes, elles se sont toutes révélées de nimber 1. Cela onduit à formuler uneonjeture plus forte que elle d'AJS, sur les valeurs des nimbers des positions de départ duSprouts :Conjeture 3. Le nimber de S+

p vaut 1 si p est égal à 3, 4 ou 5 modulo 6 et 0 sinon.Cette onjeture ontient stritement elle d'AJS, et exprime que la suite des nimbers enfontion du nombre de points de départ est périodique, de période 6.6.9.2 Nouvelle onjeture misèreLe tableau 6.4 montre les issues gagnantes (W) ou perdantes (L) alulées jusqu'à S−

19.AJS n'avaient alulé les valeurs que jusqu'à S−

9 , e qui les avait amenés à onjeturer unesuite périodique de période 5. L'issue de S−

12 a été alulée gagnante par Josh Purinton etRoman Khorkov en 2006, invalidant la onjeture.Nous disposons maintenant de su�samment de valeurs pour formuler une nouvelle onje-ture. Les valeurs pour 1 et 4 points de départ ressemblent à des exeptions des petites valeurs,
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p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
S−

p W L L L W W L L L W
p 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
S−

p W W L L L W W W L LTable 6.4 � Issues gagnantes/perdantes alulées de S−

p .avant la stabilisation de l'aspet périodique. Comme dans le as du jeu normal, on retrouveune période de longueur 6, mais déalée, et l'on peut don onjeturer :Conjeture 4. Le premier joueur a une stratégie gagnante sur S−

p si et seulement si p estégal à 0, 4 ou 5 modulo 6 � sauf si p = 1 ou 4.6.9.3 Autres phénomènes de périodiitéAu ours des aluls, nous avons remarqué de nombreux aspets périodiques ou quasi-périodiques du Sprouts, ne onernant pas uniquement les positions de départ.Par exemple, onsidérons les positions dont la représentation en haîne est du type222...2. En ommençant par 22, puis 222, 2222... le début de la suite des nimbers dees positions est :1 ;0 ;2 ;1 ;0 ;3 ;1 ;0 ;5 ;1 ;0 ;3 ;1 ;0 ;3 ;1 ;0 ;3 ;1 ;0 ;3 ;1 ;0 ;3 ;1 ;0 ;3 ;1 ;0De manière plus ompate, on peut énoner :Conjeture 5. Le nimber de la position 222...2 ontenant n fois � 2 � est :
∗ 0 si n ≡ 0 mod 3
∗ 3 si n ≡ 0 mod 3
∗ 1 si n ≡ 0 mod 3sauf si n = 4 ou 10.Autre exemple, elui des positions du type 0*m.A|0*n.A, qui interviennent fréquemmenten haut des arbres de jeu des positions de départ du Sprouts (de telles positions apparaissentaprès seulement deux oups joués). La onjeture peut ette fois s'énoner ainsi :Conjeture 6. Le nimber de la position 0*m.A|0*n.A est 0 si et seulement si l'on est dansune des situations suivantes :
∗ m+ n ≡ 0 ou 5 mod 6
∗ m+ n ≡ 4 mod 6 et m 6≡ 2 ou 5 mod 6
∗ m+ n ≡ 1 mod 6 et m ≡ 2 ou 5 mod 6
∗ m = n = 2Dans le as ontraire, son nimber est 1.Nos aluls ont montré que toutes les positions de e type ave n + m ≤ 17 véri�entette onjeture, ainsi que plusieurs dizaines d'autres positions ave n+m > 17. On a don,ii enore, une périodiité modulo 6 qui s'installe, le seul ontre-exemple étant la position0*2.A|0*2.A qui est de nimber 1 là où 0 était attendu.De tels phénomènes de quasi-périodiité ont été observés sur de nombreux types de po-sitions, la périodiité est ependant parfois plus longue à s'installer. Ce omportement est àrapproher de elui des jeux otaux, à ei près que dans le as du Sprouts, les di�érentespériodiités observées ressemblent plus à des îlots de régularité perdus dans le désordre gé-néral : au ontraire des jeux otaux, il semble di�ile 1 d'imaginer une preuve de toutes les1. Mais pas insurmontable ?



6.9. LES CONJECTURES DU SPROUTS 111positions de départ du Sprouts qui repose sur un atalogue de positions pour lesquelles onprouve que la périodiité s'installe.Ces aspets quasi-périodiques du Sprouts permettent sans doute d'expliquer l'exellentniveau de ertains joueurs humains. En partiulier, nous avons joué plusieurs parties enversion normale ontre Roman Khorkov en 2007. Dans haque partie où il était initialementen position de fore, il a joué parfaitement. Il est probable qu'il onnaisse un grand nombrede es phénomènes périodiques et qu'il les utilise pour jouer.6.9.4 ConlusionLa question prinipale que l'on peut se poser est de savoir s'il n'existerait pas un argumentsimple permettant de démontrer les onjetures du Sprouts pour un nombre quelonque depoints de départ. La très petite taille des arbres solutions omparativement à la taille del'arbre de jeu, en partiulier en version normale, penhe partiellement en faveur de l'existened'une stratégie simple, que l'on pourrait peut-être érire de façon exate pour un nombrequelonque de points de départ.Inversement, nos aluls ont régulièrement montré des aspets que l'on pourrait quali�erde haotiques. Il n'est pas exlu que l'on puisse éviter totalement es parties haotiquesde l'arbre de jeu, si l'on disposait d'une artographie de l'aspet régulier ou haotique desdi�érentes zones de l'arbre de jeu. Mais dans tous les as, si une stratégie simple existe,elle fait ertainement intervenir une analyse détaillée d'un très grand nombre de types depositions di�érentes.Une autre question est de savoir jusqu'où l'on pourra pousser les aluls à l'avenir. Dansle as du Sprouts, la réponse est peut-être hasardeuse. Jusque dans les années 2000, lesonnaisseurs du Sprouts - dont Conway - pensaient que la position de départ à 12 pointsétait très di�ile. Et pourtant un arbre solution de 316 positions perdantes seulement existe.Personne n'aurait imaginé non plus que la résolution de la position à 53 points serait possibleen 2011, et enore moins que ette solution serait véri�able sur l'ordinateur utilisé par AJSen 1991 !
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Chapitre 7Le jeu de Cram7.1 IntrodutionLe jeu de Cram se joue sur un quadrillage ave des règles très simples. Les joueurs posentalternativement un domino sur deux ases vides adjaentes, jusqu'à e que l'un d'entre euxne puisse plus jouer. Un domino est simplement onstitué de deux arrés gris, sans indiationpartiulière. On trouve par exemple une présentation de e jeu dans le volume 3 de WinningWays p. 502-506 [5℄.Figure 7.1 � Exemple de partie de Cram sur une grille 3× 3 (le deuxième joueur gagne enversion normale).À partir de toute position, les mêmes oups sont disponibles pour les deux joueurs, equi rend le jeu de Cram impartial. Comme pour le jeu de Sprouts, il existe deux versionspossibles de jeu suivant la onvention de vitoire hoisie : version normale si elui qui nepeut plus jouer perd, version misère si au ontraire il est délaré vainqueur.Il est intéressant d'indiquer pour quelle raison nous avons e�etué des aluls sur lejeu de Cram. Initialement, nos travaux ne onernaient que le jeu de Sprouts en versionnormale, et étaient entrés avant tout sur les astues de représentation liées au Sprouts. Ils ontensuite évolués vers la théorie du nimber qui s'est montrée très e�ae grâe aux nombreuxdéoupages existants dans le jeu de Sprouts. Il était don naturel de tenter d'appliquer lesmêmes algorithmes à un autre jeu, qui possèderait lui aussi ette propriété de déoupage.C'est ainsi que le Cram est apparu omme un andidat idéal.Dans le as de la version normale de jeu, nous allons appliquer les tehniques de alulsdes jeux impartiaux en version normale, déjà abordées dans la setion 6.3 du hapitre 6 pourle jeu de Sprouts, et dans le as de la version misère elles des jeux impartiaux en versionmisère, dérites dans le hapitre 3.7.2 Résultats onnus7.2.1 Stratégie de symétrieDans la version normale du jeu, où elui qui joue le dernier oup a gagné, il existe unestratégie de symétrie sur les plateaux de taille pair×pair, qui sont perdants (et don denimber 0), et sur les plateaux de taille pair×impair, qui sont gagnants.113



114 CHAPITRE 7. LE JEU DE CRAMLes plateaux de taille pair×pair sont symétriques par rapport au point entral, et donhaque fois que le premier joueur joue un oup, l'adversaire répond ave un oup symétriquepar rapport à e point. La �gure 7.2 illustre ette stratégie. Le premier joueur a joué lesoups 1 et 3, et le seond joueur a répondu ave les oups symétriques 2 et 4. Ave ettestratégie, le deuxième joueur est ertain de pouvoir jouer le dernier oup, et don de gagneren version normale. Le plateau de départ est don perdant.
Figure 7.2 � Stratégie de symétrie sur un plateau de taille pair×pair.Inversement, les plateaux de taille pair×impair sont gagnants, ar 'est ette fois le pre-mier joueur qui dispose d'une stratégie de symétrie. Il e�etue son premier oup ave undomino au entre du plateau, rendant le plateau symétrique vis-à-vis du point entral de edomino. Chaque fois que le deuxième joueur joue un oup, il répond ave un oup symétriquevis-à-vis de e point entral, s'assurant ainsi de pouvoir jouer le dernier oup. La �gure 7.3illustre ette stratégie. Après le oup 1 au entre, les oups 3 et 5 sont les symétriques desoups 2 et 4 du deuxième joueur.
Figure 7.3 � Stratégie de symétrie sur un plateau de taille pair×impair.Cette stratégie ne fontionne pas sur les plateaux de taille impair×impair, et n'indiquerien non plus sur le nimber des plateaux de taille pair×impair (en dehors du fait que enimber est non nul). Ce sont don les deux prinipaux éléments que l'on va herher àaluler informatiquement.En�n, ette stratégie de symétrie ne fontionne que dans la version normale du jeu. Dansla version misère, elle n'a pas d'intérêt, ar le but des joueurs est inverse, à savoir de ne pasjouer le dernier oup. Tous les plateaux sont don intéressants à aluler en version misère.7.2.2 Plateaux de taille 1× nLe jeu de Cram dans le as des plateaux de taille 1×n est en fait une version déguisée d'unjeu impartial onnu sous le nom de Dawson's Kayles. On peut en trouver une présentationdans [5℄, p. 92. Le jeu de Dawson's Kayles se joue ave des allumettes, omme le jeu de Nim,et le seul oup autorisé onsiste à prendre deux allumettes de l'un des tas d'allumettes età séparer éventuellement e tas en deux tas di�érents. Cette règle est exatement elle duCram jouée sur des plateaux de taille 1× n. La position de départ de Dawson's Kayles aveun unique tas de n allumettes orrespond à la position de départ d'un plateau de Cram 1×n.Le jeu de Dawson's Kayles est entièrement résolu en version normale. La suite des nimberspour des tas d'allumettes de taille roissante (en partant d'un tas de 2 allumettes) ommenepar 1, 1, 2, 0, 3, 1, 1, 0, 3, 3, 2, 2, 4, 0, 5, 2, 2, 3, 3, 0, 1, 1, 3, 0, 2, 1, 1, 0, 4, 5, 2, 7, 4,0, 1, 1, 2, 0, 3, 1... C'est une suite périodique, de période 34.D'après la liste de Demaine et Hearn établie en 2008 [12℄ p. 13, la version misère duDawson's Kayles n'est par ontre pas résolue entièrement.



7.3. DÉCOUPAGES EN POSITIONS INDÉPENDANTES 1157.2.3 Caluls informatiquesLe jeu de Cram a été nettement moins étudié que la version partisane du jeu, appeléeDomineering, où l'un des joueurs ne peut joueur que des dominos vertiaux et l'autre quedes dominos horizontaux. Nous n'avons trouvé en fait qu'une seule autre étude informatiquedu jeu de Cram, par Martin Shneider en 2009, dans le adre de sa thèse de master [33℄,malheureusement disponible en allemand uniquement.Les prinipaux résultats obtenus par Shneider, listés p. 111 de son mémoire, sont lenimber du plateau 5× 7 en version normale, et la valeur de Grundy misère 1 du plateau 5× 5en version misère. Les aluls réalisés par Shneider sont partiulièrement importants, arils sont la seule soure indépendante pour des plateaux de grande taille. Nous on�rmonsd'ailleurs tous les résultats obtenus par Shneider sur le jeu de Cram.7.3 Déoupages en positions indépendantesNous avons déjà vu à la setion 2.6 que le Cram est un jeu déoupable. Certaines posi-tions peuvent se déouper en positions indépendantes. Par exemple, la �gure 7.4 montre uneposition qui est déoupable en deux omposantes indépendantes, ar les joueurs ne peuventjouer un oup que dans l'une ou l'autre des omposantes. Il n'est pas possible de plaer undomino qui serait à heval sur les deux omposantes.
Figure 7.4 � Position de Cram déoupable.C'est l'existene de es déoupages qui justi�e de réappliquer au Cram les algorithmesdéveloppés initialement pour le Sprouts. Par ontre, la proportion de positions déoupablesvarie notablement entre les deux jeux. Dans le as du Sprouts, des déoupages sont susep-tibles de se produire en 2 oups seulement à partir de n'importe quelle position. Dans le asdu Cram, ela dépend de la taille du plateau.La �gure 7.5 montre par exemple que le déoupage le plus rapide possible du plateau detaille 7× 7 néessite de jouer au moins 4 oups. Les déoupages interviennent d'autant plustard que le plateau est grand.

Figure 7.5 � Un déoupage minimal du plateau de taille 7× 7.Il est bien sûr souhaitable d'explorer en priorité la partie de l'arbre de jeu où es dé-oupages se produisent le plus rapidement. Pour ela, il est néessaire de dé�nir un ritèrepermettant de trier les positions et de donner la priorité à elles qui semblent plus failes àdéouper que les autres. La qualité de l'ordre hoisi pour favoriser les déoupages in�uenenotablement la vitesse des aluls.1. Voir le paragraphe 7.9.2 pour une dé�nition.



116 CHAPITRE 7. LE JEU DE CRAM7.4 ReprésentationLa représentation d'un plateau de Cram de taille n×m est faite simplement sous la formed'un tableau de taille n×m, les ases vides étant odées par un zéro, et les ases grises par lalettre G. Les algorithmes omplexes, omme elui du alul de la symétrie anonique, ou eluidu alul de l'ensemble des options d'une position, sont e�etués sur ette représentationnaturelle sous forme d'un tableau. La �gure 7.6 montre un exemple de plateau de Cram etla représentation en tableau orrespondante.
Figure 7.6 � Position de Cram et représentation en tableau.Suivant le ontexte, nous avons également besoin d'une représentation sous la formed'une haîne de aratères, en partiulier pour le stokage dans les bases de données (voiren partiulier les expliations du hapitre 5, sur les bases de données à la setion 5.5, et surla sérialisation à la setion 5.6). On peut représenter un plateau sous forme d'une haîne dearatères en mettant simplement bout à bout les lignes du plateau. La représentation enhaîne de la position 7.6 serait alors 00000000GG00.Figure 7.7 � Position de Cram à ne pas onfondre.Il se pose ependant une di�ulté, ar des plateaux de taille di�érente pourrait onduireà la même haîne de aratères. Par exemple, la position de la �gure 7.7 onduit également à00000000GG00, la même haîne que la position 7.6. Il faut don une méthode pour indiquerdans la représentation quelle est la taille du plateau. En fait, la longueur des lignes estsu�sante, et nous avons hoisi dans notre représentation d'indiquer simplement la �n de lapremière ligne ave le aratère � * �. Ainsi, la haîne représentant la position de la �gure7.6 est 0000*0000GG00 tandis que elle de la �gure 7.7 est 000000*00GG00.

Figure 7.8 � Position de Cram ontenant plusieurs omposantes.En�n, du fait de l'existene de positions déoupables en sommes de positions indépen-dantes, il est néessaire de stoker des listes de plateaux de Cram. Lorsque l'on représente uneliste de plateaux sous la forme d'une haîne de aratères, nous avons besoin d'un aratèreterminal pour indiquer la �n de haque plateau. Nous avons hoisi la lettre E (abbréviationdu mot anglais � end � en anglais). La position de la �gure 7.8 est alors représentée par lahaîne 000*GG0E0G0*0G0000E00*E.7.5 Canonisation7.5.1 SymétriesLes positions de Cram sont équivalentes à symétrie près. Dans le as général, omme sur la�gure 7.9, une position donnée possède 8 symétries possibles. La anonisation d'une position



7.5. CANONISATION 117de Cram onsiste à hoisir un représentant anonique parmi es 8 possibilités. Un hoixpossible onsiste simplement à prendre la symétrie minimale pour l'ordre lexiographique.
Figure 7.9 � Les 8 symétries d'une position de Cram.L'implémentation naïve des symétries onsiste à aluler les 8 haînes de aratères or-respondant aux symétries possibles, puis à les trier selon l'ordre lexiographique, avant deretenir la meilleure. Cela provoque au moins 8 opies de haînes lors du alul des symétries,ave 8 parours omplets de la haîne représentant la position, suivi de plusieurs parourspartiels lors des omparaisons de haînes. Ces opérations sont très oûteuses, à tel point quele alul de la symétrie anonique s'est révélé l'une des opérations les plus oûteuses lors despremiers pro�ls des aluls de Cram.

Figure 7.10 � Parours du plateau orrespondants aux 8 symétries.Il y a en fait moyen de aluler la symétrie anonique bien plus e�aement. La �gure 7.10montre omment on peut obtenir les 8 symétries sans avoir besoin de les aluler vraiment,simplement ave des parours di�érents du tableau représentant la position. Les �èhes surles plateaux montrent omment parourir le plateau de gauhe pour obtenir la symétrieorrespondant au plateau de droite.Il est ommode de visualiser une symétrie omme le hoix d'un oin de départ (quatrepossibilités) suivi du hoix d'un �té partant de e oin pour l'ordre de parours (deuxpossibilités). Nous avons matérialisé e moyen mnémotehnique par un erle et une petite�èhe sur haun des plateaux de la �gure 7.10.L'algorithme 5 dérit le alul rapide de la symétrie anonique d'une position P.7.5.2 Cases isoléesLes ases isolées ne sont plus utilisables par les joueurs, ar un domino néessite au moinsdeux ases vides adjaentes pour pouvoir être posé. On obtient don une position équivalenteen grisant toutes les ases isolées. Par exemple, sur la �gure 7.11, la position de droite estéquivalente à elle de gauhe.



118 CHAPITRE 7. LE JEU DE CRAMAlgorithme 5 Calul de la symétrie anonique d'une position P1: n← nombre de ellules de P2: Pour i = 1 à n faire3: lire la i-ème ellule de haun des parours de symétrie enore possibles4: ne garder omme parours possibles que eux dont la i-ème ellule est minimale pourl'ordre lexiographique5: �n Pour6: Si le parours minimal n'est pas elui de la position P alors7: P ← symétrie orrespondant au parours minimal déterminé8: �n Si
Figure 7.11 � Position équivalente en grisant les ases isolées.7.5.3 Rédution de la taille du plateauPar ailleurs, il est évident que l'on obtient une position équivalente en supprimant leslignes ou les olonnes entièrement grisées. Par exemple, la position à droite de la �gure 7.11,obtenue après grisage des ases isolées, ontient une ligne inutile entièrement grise. La �gure7.12 montre la position équivalente obtenue après suppression de ette ligne inutile.

Figure 7.12 � Position équivalente en supprimant une ligne inutile.7.5.4 Algorithme de anonisationL'algorithme omplet de anonisation d'une position P, éventuellement onstituée deplusieurs omposantes, prend alors la forme de l'algorithme 6.On notera que les omposantes de P lors de la deuxième boule peuvent être plus nom-breuses que elles de la première boule. Ce as se produit si ertaines omposantes de lapremière boule ont pu être elles-mêmes déoupées en omposantes indépendantes.7.6 Ordre des positionsL'un des points-lefs de l'e�aité des aluls réside dans un ordre adéquat des positions.La stratégie la plus lassique dans les aluls de jeux ombinatoires onsiste à dé�nir uneheuristique pour guider le alul en priorité vers les positions perdantes. Dans le as idéal,ela équivaut à diviser par deux la hauteur de l'arbre de reherhe lors d'un alul alpha-bêta. Malheureusement, omme pour le Sprouts, ette stratégie ne marhe pas pour le Cram.La nature impartiale du jeu rend très di�ile la dé�nition d'une telle heuristique. Nous neonnaissons en fait auun ritère théorique, même approximatif, permettant de dire que telleposition a plus de hanes que telle autre d'être perdante.La stratégie pour ordonner les options va don être plut�t d'orienter le alul autant quepossible vers la partie de l'arbre qui semble la plus faile à aluler. Par exemple, on peutdonner la priorité aux plateaux de petite taille (la taille du plateau étant exprimée par lenombre de ases) : plus les plateaux sont petits, plus ils sont failes à aluler.



7.6. ORDRE DES POSITIONS 119Algorithme 6 Canonisation d'une position P1: Pour haque omposante de P faire2: griser les ases isolées désormais inutilisables3: déouper si possible la omposante en omposantes indépendantes4: �n Pour5: Pour haque omposante de P faire6: supprimer les lignes ou olonnes inutiles (elles entièrement grises)7: aluler la symétrie anonique8: �n Pour9: trier les omposantes suivant l'ordre lexiographiqueNous utilisons les ritères suivants (par ordre déroissant de priorité) :
∗ priorité aux plateaux de petite taille.
∗ priorité aux positions ave un grand nombre de omposantes indépendantes.
∗ priorité aux positions qui sont � plus symétriques � que les autres.
∗ priorité aux positions qui semblent plus failes à déouper.
∗ priorité aux positions ave des ases utilisées au entre.
∗ ordre lexiographique sur la représentation en haîne.7.6.1 Priorité aux déoupagesLa priorité aux positions ave un grand nombre de omposantes indépendantes permetde favoriser les déoupages quand eux-i se produisent. Cependant, ela permet uniquementde favoriser les positions déoupées par rapport aux positions non déoupées parmi les op-tions d'une position donnée. Cela ne permet pas de jouer suessivement des oups qui vontonduire à des déoupages.
Figure 7.13 � Longueur de la ligne de oupe minimale de di�érentes positions.Pour jouer suessivement des oups qui mènent à un déoupage, il faut une prioritésupplémentaire, plus omplexe. Un ritère possible pour évaluer si la position est faile ounon à déouper est de aluler la longueur de oupe minimale : on ompte le nombre de asesvides sur haque ligne et haque olonne, et l'on retient la plus petite valeur.La �gure 7.13 montre la longueur de la ligne de oupe minimale de plusieurs positionsde Cram. Pour haque position, il existe une ligne ou une olonne dont le nombre de asesvides orrespond au nombre indiqué en dessous.Cet ordre permet de jouer des oups qui réduisent petit à petit la longueur de la lignede oupe minimale, et don de se diriger rapidement vers les parties de l'arbre de jeu où lesdéoupages en omposantes indépendantes se produisent.

Figure 7.14 � Positions ave une même longueur de oupe.



120 CHAPITRE 7. LE JEU DE CRAMCependant, et ordre pour favoriser l'apparition des déoupages pourrait être amélioré.Par exemple, les deux positions de la �gure 7.14 ont toutes les deux une longueur de oupeminimale en ligne droite de 2. Mais les deux positions ne se déoupent pourtant pas aussifailement l'une que l'autre : la position de gauhe peut être déoupée en deux omposantesen un seul oup, alors que la position de droite néessite de jouer deux oups.Ce problème vient du fait que le simple fait de ompter les ases vides le long d'une ligneou d'une olonne ne tient pas ompte de la dispersion éventuelle de es ases vides. Uneamélioration de l'ordre onsisterait à donner la priorité à la position de gauhe par rapportà elle de droite.7.6.2 Priorité aux transpositionsDans les aluls de Cram que nous avons e�etués, nous stokons les positions déjà al-ulées dans une table de transpositions, de façon à réutiliser les résultats onnus haque foisque l'on renontre une même position une nouvelle fois. Le alul est d'autant plus rapideque l'on renontre les mêmes positions un grand nombre de fois.Une idée pour aélérer les aluls est alors d'augmenter le nombre de transpositions dansl'arbre de jeu grâe à un ordre de parours adéquat. Cette idée a par exemple été utilisée avesuès par Nathan Bullok, sur le jeu de Domineering [9℄ p. 38, en favorisant les positionssymétriques. De façon générale, le nombre de transpositions a tendane à augmenter dès lorsque l'on explore préférentiellement une partie seulement de l'arbre de jeu. Cela peut êtreréalisé en donnant systématiquement la préférene à ertains types de positions plut�t qu'àd'autres.Dans le as du Cram, nous avons retenu deux types de priorité basées sur ette idée.D'une part, une priorité aux positions qui sont � plus symétriques � que les autres, et d'autrepart, une priorité aux positions ave un nombre élevé de ases oupées au entre du plateau.Dans haun de es deux as, nous dé�nissons un degré de symétrie et un degré d'oupa-tion entrale. Par exemple, pour obtenir le degré de symétrie, nous alulons les di�érentessymétries de la position et aordons d'autant plus de points à la position que ses asesonservent la même ouleur (blanhe ou grise) pour les di�érentes symétries.L'algorithme préis pour aluler le degré de symétrie ou le degré d'oupation entralen'est pas vraiment important. On peut imaginer de nombreuses variantes, sans raison parti-ulière au niveau théorique d'en hoisir une plut�t qu'une autre. Les variantes ont souventune in�uene positive dans ertains as et négative dans d'autres, si bien qu'il est di�ile defaire un hoix dé�nitif. L'important est surtout de dé�nir des ritères, quels qu'ils soient, quidirigent les aluls préférentiellement vers ertaines parties de l'arbre de jeu.La dernière priorité ave l'ordre lexiographique relève d'ailleurs du même prinipe :l'ordre lexiographique permet en dernier reours d'explorer préférentiellement une ertainepartie de l'arbre de jeu.7.7 Caluls des arbres anoniquesLe alul des arbres anoniques permet d'obtenir de nombreuses informations sur ertainespositions de départ. Tout d'abord, il s'agit d'un alul exhaustif de l'arbre de jeu de espositions. En e sens, il s'agit don d'une résolution forte, au sens dérit dans le paragraphe2.7.1 du hapitre d'introdution. Par ailleurs, les aluls d'arbres anoniques permettentd'obtenir des informations sur la omplexité spatiale réelle du jeu, et sur la qualité de laanonisation utilisée par le programme.



7.7. CALCULS DES ARBRES CANONIQUES 1217.7.1 Résolution forteLe tableau 7.1 montre les nombres de positions, d'arbres anoniques et d'arbres ano-niques réduits ontenus dans l'arbre de jeu de di�érents plateaux 3 × n, et le tableau 7.2montre les valeurs obtenues pour des plateaux de départ de dimensions supérieures.plateau positions arbres anoniques arbres anoniques réduits
3× 2 6 5 3
3× 3 14 6 3
3× 4 73 24 6
3× 5 292 61 5
3× 6 1 222 286 64
3× 7 5 011 1 070 170
3× 8 20 445 4 152 1 191
3× 9 83 418 14 889 5 145Table 7.1 � Nombre d'arbres anoniques di�érents obtenus à partir de plateaux 3× n.plateau positions arbres anoniques arbres anoniques réduits
4× 4 304 92 21
4× 5 3 749 874 205
4× 6 29 300 6 401 2 136
5× 5 32 221 7 540 1 780Table 7.2 � Nombre d'arbres anoniques di�érents obtenus à partir de plateaux de grandetaille.Nous avons pu aluler l'arbre anonique des plateaux de taille 3× 9 et 5× 5, qui étaientles plus grands plateaux alulés préédemment en version misère par Martin Shneider.7.7.2 Complexité spatiale du CramLe nombre d'arbres anoniques peut être onsidérée omme la vraie omplexité spatialed'un plateau de jeu, dans le sens où toutes les branhes redondantes de l'arbre de jeu ont étééliminées.La �gure 7.15 réunit les résultats des deux tableaux 7.1 et 7.2, en indiquant le nombred'arbres anoniques en fontion du nombre de ases du plateau.On en déduit une loi exponentielle approximative (traée sur la �gure) du nombre d'arbresanoniques en fontion du nombre n de ases du plateau :

0, 075× 1,58nCette loi est à omparer ave une analyse naïve du nombre de positions di�érentes. Sil'on onsidérait uniquement les 8 symétries possibles d'un plateau de jeu, le nombre depositions di�érentes d'un plateau de n ases serait de 0, 125 × 2n, que nous avons traé enpointillés sur la �gure. L'éart entre es deux lois est important ar l'éhelle des ordonnéesest logarithmique.7.7.3 Qualité de la anonisationEn omparant maintenant le nombre de positions anonisées et le nombre d'arbres ano-niques, on peut évaluer la qualité de la anonisation des positions. Si la anonisation dérite
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Figure 7.15 � Nombre d'arbres anoniques en fontion du nombre de ases du plateau(éhelle logarithmique).dans la setion 7.5 était parfaite, le nombre de positions anonisées serait égal au nombred'arbres anoniques.La �gure 7.16 montre le nombre de positions anonisées en fontion du nombre de asesdu plateau (en utilisant les données des tableaux 7.1 et 7.2). Nous avons également reportésur ette �gure la droite orrespondant au nombre de positions que l'on obtiendrait si l'onne tenait ompte que des symétries (en pointillés) et la droite limite des arbres anoniquessi la anonisation était parfaite.On onstate que les opérations de déoupages en plateaux indépendants, de remplissagedes ases isolées, et de suppression des lignes inutiles sont loin d'être négligeables. On s'estdéjà nettement rapprohé de la droite limite des arbres anoniques. Cependant, la �gurepeut être trompeuse : omme l'éhelle des ordonnées est logarithmique, le petit éart entrele nombre de positions anonisées et la droite limite des arbres anoniques est en fait assezgrand. Il reste une marge d'amélioration importante sur la qualité de la anonisation.La piste de reherhe la plus prometteuse pour améliorer la anonisation est la prise enompte du graphe dual des positions de Cram. Pour obtenir e graphe, on assoie un sommetà haque ase vide, et l'on relie deux sommets par une arête si les ases vides orrespondantessont plaées à �té l'une de l'autre. Deux positions qui ont le même graphe dual sont alorséquivalentes.La �gure 7.17 présente trois positions qui sont équivalentes ar elles ont le même graphedual.L'implémentation du graphe dual n'est ependant pas évidente, ar il faut dé�nir unereprésentation du graphe qui ne soit pas trop oûteuse en mémoire, tout en étant apable defailement reonnaître deux graphes isomorphes, pour éviter l'apparition de trop de positionséquivalentes. Une implémentation possible est disutée en annexe C, la théorie � Choolat-Toile-Forêt �, qui peut également s'avérer utile pour le Dots-and-boxes.D'autres améliorations sont possibles en implémentant les Crakers, dérits dansWinningWays [5℄ p. 502�504, qui permettraient de déouper plus rapidement les positions.
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Figure 7.16 � Nombre de positions anonisées en fontion du nombre de ases du plateau(éhelle logarithmique).
Figure 7.17 � Positions de Cram équivalentes.7.8 Caluls en version normaleDans les tableaux i-dessous, nous avons indiqué entre parenthèses les résultats qui nenéessitent pas de alul grâe à la stratégie de symétrie. Par ailleurs, nous avons indiquépar un � −� les plateaux n×m ave n > m, ar la valeur est identique par symétrie à elledu plateau m× n.À notre onnaissane, les meilleurs résultats onnus préédemment étaient eux de MartinShneider en 2009 [33℄ que nous avons indiqués par un astérisque dans les tableaux.7.8.1 Résultats 3 4 5 6 7 8 9 10*0 *1 *1 *4 *1 *3 *1 211 12 13 14 15 16 17 180 1 2 3 1 4 0 1Table 7.3 � Résultats obtenus sur les plateaux de taille 3× n.Les résultats nouveaux sur les plateaux de taille supérieure à 4 sont don les nimbers desplateaux 4×7, 4×9, 5×6, et 5×8, et l'issue gagnante des plateaux 5×9 et 7×7. Par ailleurs,l'algorithme de alul du nimber par inrémentation de la valeur potentielle du nimber permetd'obtenir des résultats partiels. Nous avons pu montrer ave ette méthode que le nimberdu plateau 6×7 est stritement supérieur à 3, mais sans parvenir pour l'instant à aluler lavaleur exate.
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Largeur n du plateauFigure 7.18 � Nombre de positions de l'arbre solution du nimber des plateaux 3×n (éhellelogarithmique) 4 5 6 7 8 94 (0) *2 (0) 3 (0) 15 − *0 2 *1 1 W6 − − (0) > 3 (0) (W)7 − − − W (W)Table 7.4 � Résultats obtenus sur les plateaux de taille n×m, ave n ≥ 4 et m ≥ 4.7.9 Caluls en version misère7.9.1 Choix des arbres anoniques réduitsDans le as de la version misère, nous avons appliqué les tehniques du hapitre 3, aveles arbres anoniques réduits. Les aluls en version misère sont onstitués de deux grandesétapes : la première étape onsiste à aluler l'arbre anonique réduit d'une position de départbien hoisie. Ce alul d'arbre anonique réduit implique de aluler les arbres anoniquesréduits de toutes les positions apparaissant dans l'arbre de jeu de ette position de départ,et il n'est don possible que pour des positions d'assez petite taille.Cette position de départ pour laquelle on alule l'arbre anonique réduit doit être hoisiede façon à e que les positions de son arbre de jeu apparaissent fréquemment dans les alulsque l'on souhaite faire lors de la deuxième étape. Dans le as des aluls de Sprouts misère,la position hoisie était elle à 6 points de départ, dont les sous-positions apparaissent trèsfréquemment dans toutes les positions de Sprouts.Dans le as des aluls de Cram misère, nous avons hoisi de distinguer les plateaux detaille 3 × n et les autres, ar il y a peu de positions ommunes entre des plateaux de tailletrop di�érente. Les tableaux 7.1 et 7.2 de la setion préédente ont montré les aluls réalisésd'arbres anoniques et d'arbres anoniques réduits. Nous avons retenu l'arbre anoniqueréduit du plateau de taille 3× 8 pour e�etuer les aluls misère des plateaux de taille 3× net l'arbre anonique réduit du plateau de taille 5× 5 pour les aluls de plateaux de grandetaille.



7.10. CONCLUSION 1257.9.2 Valeur de Grundy misèreLa valeur de Grundy misère est dé�nie dans ONAG [10℄ p. 140, ou dans Winning Ways[5℄ p. 422.Dé�nition 13. La valeur de Grundy misère d'une position P est l'unique olonne de Nimn telle que P + n soit perdante.L'existene et l'uniité de la valeur de Grundy misère déoulent de la aratérisationsuivante, qui permet de aluler réursivement ette valeur.Proposition 3. La valeur de Grundy misère d'une position terminale est 1, et la valeur deGrundy misère d'une position non terminale P est le mex des valeurs de Grundy misère desoptions de P.La seule di�érene ave le nimber est que la valeur de Grundy misère d'une positionterminale est 1 au lieu de 0. Et omme pour le nimber, en dépit de la proposition 3, il n'estpas néessaire de aluler tout l'arbre de jeu de la position P pour aluler sa valeur deGrundy misère : il su�t de aluler l'issue de P + 0, P + 1, P + 2... jusqu'à e que l'ontrouve elle qui est perdante.Dans les résultats qui suivent, nous donnons les valeurs de Grundy misère de ertainespositions, e qui est plus préis que la simple donnée de leur issue. La raison en est que MartinShneider [33℄, qui avait auparavant mené des aluls sur le Cram, avait lui aussi alulé esvaleurs. Refaire es aluls nous a permis de véri�er que nous trouvions les mêmes résultats.7.9.3 RésultatsComme pour la version normale du jeu, les meilleurs résultats onnus préédemment enversion misère étaient eux de Martin Shneider en 2009 [33℄, indiqués par un astérisque dansles tableaux. 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15*1 *0 *0 *1 *0 *0 *1 0 0 1 0 0 1Table 7.5 � Résultats misère obtenus sur les plateaux de taille 3× n.De façon surprenante, les plateaux de taille 3 × n se omportent de façon plus régulièreen version misère qu'en version normale. On peut onjeturer que la suite des valeurs deGrundy misère est périodique, de période 3.4 5 6 7 8 94 *0 *0 *0 1 1 15 − *2 1 16 − − 1Table 7.6 � Résultats misère obtenus sur les plateaux de taille n×m, ave n ≥ 4 et m ≥ 4.7.10 ConlusionLe jeu de Cram présente plusieurs aratéristiques qui en font un jeu intéressant à alu-ler informatiquement. L'existene de positions déoupables néessite d'utiliser la théorie dunimber en version normale pour e�etuer des aluls e�aes. Inversement, les déoupagesen positions indépendantes sont plus di�iles à faire apparaître que dans le jeu de Sprouts.



126 CHAPITRE 7. LE JEU DE CRAML'existene de nombreuses positions non déoupables limite la puissane de l'utilisation dunimber, et demande de ne pas négliger les ordres de parours de l'arbre de jeu.Pour réaliser des aluls e�aes, il faut don faire appel simultanément à des tehniquesde plusieurs domaines relativement distints : informatique pratique bien sûr (anonisationrapide des positions, réutilisation des algorithmes du Sprouts), théorie ombinatoire des jeux(nimber, arbres anoniques réduits), intelligene arti�ielle (méthodes de parours de jeu).Il est intéressant aussi de onstater que des jeux omme le Cram et le Sprouts, quisemblent très di�érents à première vue, partagent en fait une théorie ommune, et qu'ilspeuvent don être alulés e�aement ave les mêmes algorithmes. Comme pour le Sprouts,es algorithmes nous ont permis de dépasser les meilleurs résultats onnus préédemment, etd'atteindre ave des moyens informatiques raisonnables (simple PC de bureau) des positionsqui semblaient inaessibles auparavant, omme l'issue du plateau 7× 7 en version normale.Dans le adre de ette thèse, nous avons onsaré une partie importante de notre tempsà la généralisation des algorithmes du Sprouts pour pouvoir les appliquer à d'autres jeux.Nous avons implémenté relativement peu de théories spéi�ques au Cram, et il reste enoreune marge notable d'amélioration sur ertains points, omme la anonisation ou l'ordre despositions. Les résultats obtenus jusqu'ii seront don probablement améliorés assez rapide-ment.Cependant, la di�ulté de alul des positions de Cram roît nettement plus vite queelle des positions du Sprouts. Les déoupages se produisent d'autant plus tardivement quele plateau est grand, limitant d'autant l'e�aité des algorithmes à base de nimber. Il sembleprobable qu'après une amélioration des résultats grâe à des améliorations spéi�ques au jeude Cram, les aluls se heurtent ensuite à la ombinatoire intrinsèque du jeu et qu'il soitdi�ile d'aller plus loin.



Chapitre 8Conlusion8.1 Résultats obtenusNous revenons tout d'abord sur les prinipaux résultats de aluls obtenus jusqu'ii dansle adre de ette thèse.8.1.1 SproutsDans la version normale du jeu, une résolution faible (stratégie gagnante expliite) a étéobtenue jusqu'à 44 points de départ, le reord préédent de 2006 par Josh Jordan étant de14 points de départ. Ces résultats ont été obtenus grâe à des innovations dans plusieursdiretions omplémentaires : une amélioration de la représentation du jeu ave des haînesde aratères, un algorithme mélangeant les onepts d'issue et de nimber pour tirer partie aumieux des déoupages en omposantes indépendantes, un parours de l'arbre de jeu ave desalgorithmes variés omme l'alpha-bêta et le Proof-number searh, ainsi que des interationsmanuelles permettant d'aider à diriger es algorithmes vers les meilleures branhes de lapartie haute de l'arbre.Dans la version misère du jeu, une résolution faible a été obtenue jusqu'à 20 pointsde départ, le reord préédent de 2008 par Josh Jordan et Roman Khorkov étant de 16points de départ. La représentation du jeu et l'algorithme de parours sont les mêmes qu'enversion normale, mais l'algorithme de alul en lui-même est di�érent ar le onept denimber n'est pas disponible en version misère. Les déoupages en sommes ont été exploitésen remplaçant les petites omposantes par leur arbre anonique réduit, d'où sont éliminésles oups redondants et les oups réversibles.8.1.2 CramNous avons appliqué au jeu de Cram l'ensemble des tehniques utilisées sur le jeu deSprouts, que e soit au niveau des algorithmes de alul ou des algorithmes de parours,aussi bien en version normale qu'en version misère. Le seul élément qui a demandé uneimplémentation di�érente du jeu de Sprouts est la représentation des positions du jeu.En version normale, une résolution faible a été obtenue pour le plateau de taille 7× 7 (49ases), le reord préédent par Martin Shneider en 2009 étant le nimber du plateau 5×7 (35ases). Comme dans le as du Sprouts, les algorithmes en version misère sont moins e�aesqu'en version normale. Le plus grand plateau que nous avons pu résoudre en version misèreest de taille 6 × 6 (36 ases), le reord préédent par Martin Shneider étant le plateau detaille 5× 5 (25 ases). 127



128 CHAPITRE 8. CONCLUSION8.2 Fontionnalités futures du programmeNous dérivons dans les paragraphes qui suivent plusieurs fontionnalités générales dontl'ajout permettrait d'améliorer sensiblement l'intérêt ou l'e�aité de notre programme.8.2.1 Jeu homme-mahineNotre programme atuel ne permet pas de jouer diretement ontre la mahine. L'absenede ette fontionnalité est la onséquene d'avoir étudié en premier lieu le jeu de Sprouts.Sa nature topologique le rend di�ile à représenter graphiquement, et il serait enore plusdi�ile d'exploiter ette représentation graphique pour permettre à la mahine de jouerparfaitement ontre un joueur humain.Dans le as des jeux de plateaux, une implémentation du jeu homme-mahine seraitenvisageable plus failement. Mais même si la représentation graphique et sa manipulationsont nettement plus simples que pour le Sprouts, il faudrait résoudre un problème déliat : lesaluls sont systématiquement e�etués sur des représentations anonisées des plateaux dejeu, dans le but d'identi�er autant que possible des positions équivalentes. Cela peut induiredes modi�ations très fortes de l'aspet du plateau de jeu, qui ne sont pas évidentes pour unjoueur humain non initié au fontionnement du programme.Pour rendre le jeu homme-mahine possible sans modi�er brusquement la représentationdu jeu suivant le bon vouloir de la mahine, il faudrait don un méanisme qui permette defaire le lien entre le plateau non anonisé sur lequel se déroule la partie, et les bases de donnéesde positions anonisées issues des aluls. Le problème serait simple si les algorithmes deanonisation étaient parfaits, mais pour des raisons de performane, il s'agit presque toujoursde pseudo-anonisations. Si la partie se déroule sur un plateau que l'on ne anonise pas aufur et à mesure, il n'est pas forément trivial de retrouver à quelle position pseudo-anoniséede la base de données orrespond la position du plateau.8.2.2 Représentation des arbres de jeuLa notion d'arbre de jeu est dé�nie au paragraphe 2.4.2. Des représentations graphiques detels arbres ont été utilisées dans de nombreuses �gures de e mémoire, mais elles ont presquetoutes été traées à la main, ave le logiiel Inksape, ou ave le logiiel Graphviz. Un traéautomatique par le programme permettrait de visualiser (et don d'étudier) failement lesarbres de ertaines positions.Le traé automatique des arbres solutions existait dans les premières versions de notreprogramme, lorsque elui-i ne faisait que des aluls de Sprouts en version normale. La mé-thode employée onsistait à réer un �hier texte dérivant l'arbre solution sous un formatompatible ave le logiiel Graphviz. C'était ensuite le logiiel Graphviz qui traçait l'arbre so-lution. Malheureusement, ette fontionnalité a été perdue lors de la généralisation à d'autresjeux et d'autres algorithmes.Graphviz présente un intérêt de par ses algorithmes qui permettent de traer e�ae-ment des arbres omportant des transpositions. Cependant, les arbres étudiés omportentrapidement trop de sommets et de transpositions pour que leur traé, ressemblant à un sade n÷uds inextriable, soit exploitable. De plus, pour des raisons de performane, il seraitintéressant de ne pas dépendre de Graphviz, et de traer les arbres de jeu diretement aveles fontionnalités de la bibliothèque graphique Qt sur laquelle est basée notre programme.Idéalement, il faudrait ainsi ne représenter que des arbres sans transposition, soit enrépétant les positions si néessaire, ou bien en utilisant un système de référenes ave desnuméros. Un outil de e type permettrait d'e�etuer des opérations évoluées, omme parexemple d'a�her graphiquement en temps réel les premiers niveaux de l'arbre de reherhe



8.3. AUTRES PISTES DE RECHERCHE 129lors d'un parours de type Proof-number searh, voire même d'interagir ave et arbre dereherhe en liquant diretement dans sa représentation graphique.8.2.3 Calul distribuéLes aluls que nous avons menés sont en partie distribués dans le sens où nous avonsfréquemment e�etué ertains aluls en plusieurs fois, souvent sur des ordinateurs di�érents,avant de fusionner les bases obtenues, puis de valider le résultat �nal grâe à une véri�ationunique sur un seul ordinateur. Les aluls de stratégies gagnantes se prêtent en fait parti-ulièrement bien à la répartition sur plusieurs ordinateurs, ar il est possible d'étudier surhaque mahine des parties di�érentes de l'arbre de jeu. Le alul distribué a été utilisé avesuès par de nombreux auteurs, en partiulier par Jonathan Shae�er lors de la résolutiondu jeu de dames anglaises[31℄.Notre programme possède plusieurs fontionnalités qui pourraient servir de base à uneimplémentation omplète du alul distribué. Tout d'abord, la fusion des bases de alulpermet de regrouper les résultats des aluls séparés. Ensuite, la véri�ation permet nonseulement de véri�er les aluls e�etués sur un autre ordinateur (sans avoir besoin d'e�etuerune nouvelle reherhe dans l'arbre de jeu), mais aussi de réduire les bases de résultats. Onpeut don imaginer un système où les ordinateurs lients véri�ent leur alul avant d'envoyerle résultat au serveur, pour diminuer la taille des arbres solution trouvés et réduire la tailledes données à s'éhanger et à stoker.Nous avons ommené à développer une méthode de stokage des paramètres d'un aluldans des �hiers XML, dans le but de mémoriser ave quels paramètres de alul telle outelle base a été obtenue. Ce système enore embryonnaire manque de stabilité et de failitéd'utilisation, et nous ne l'avons don pas présenté dans le adre de ette thèse. Il devraitpermettre dans un futur prohe d'éhanger des �hiers de paramètres de alul entre desordinateurs, e qui fournira une première lef vers le alul distribué.8.3 Autres pistes de reherhe8.3.1 Perspetives spéi�ques au Sprouts et au CramLe Sprouts est le jeu sur lequel nous avons onsaré le plus de temps, que e soit auniveau de l'étude théorique du jeu ou des aluls informatiques, si bien que les améliorationsspéi�ques au Sprouts sont désormais plus di�iles. En partiulier, les améliorations possiblesde la représentation des positions sont désormais limitées, et leur impat sur le temps de alulserait d'autant plus faible que la quasi-totalité des transpositions signi�atives sont déjàidenti�ées ave notre représentation atuelle. Les transpositions restantes sont marginales etdon rarement renontrées dans les aluls réels. Une diretion envisageable de reherhesfutures se situe au niveau des équivalenes de régions, ou d'une amélioration du paroursde l'arbre de jeu grâe à une meilleure onnaissane statistique des positions perdantes ougagnantes.Dans le as du Cram, au ontraire, nous avons onsaré assez peu de temps à développerles aspets spéi�ques de e jeu, puisque que notre priorité était surtout de réutiliser lesalgorithmes de alul et de parours développés sur le Sprouts. Il reste don une marge notabled'amélioration de la représentation des positions, en partiulier ave la théorie hoolat-toile-forêt dérite en annexe C.8.3.2 Algorithmes de paroursLes algorithmes de parours sont une diretion prometteuse de reherhe. En partiulierdans le as du Sprouts, le Proof-number searh a montré de bons résultats, et de nombreuses



130 CHAPITRE 8. CONCLUSIONaméliorations sont envisageables. Par exemple, l'algorithme Proof-number searh ne tientompte d'auune onnaissane spéi�que au Sprouts. Des heuristiques pour favoriser oudéfavoriser ertains types de positions statistiquement plus failes ou plus di�iles pourraientpermettre d'atteindre la solution plus rapidement. Le PN-searh ne prend pas non plus enompte de façon optimale les spéi�ités des algorithmes de alul sous-jaents, omme lenimber en version normale. Une meilleure ombinaison des onepts de PN-searh et denimber est don une piste intéressante.Mais plus généralement, le suivi en temps réel des algorithmes de parours, que e soitelui de l'alpha-bêta ou du Proof-number searh, nous a onvainu qu'il reste une marged'amélioration notable des idées théoriques onernant les algorithmes de parours. Dansbien des situations, un simple oup d'oeil à l'état du alul su�t à l'humain pour prendreune déision, omme par exemple d'interrompre le alul de telle ou telle branhe, ou auontraire de se onentrer sur telle ou telle autre. Cette fore de l'analyse humaine montreen reux la faiblesse des algorithmes onnus jusqu'ii et laisse espérer des améliorationsimportantes.8.4 Limite de alulabilitéTerminons en�n par un mot sur l'intérêt des aluls de jeux ombinatoires menés dansette thèse. L'intérêt pratique pour les joueurs est immédiat, en dévoilant une stratégieparfaite pour jouer à partir de ertaines positions de départ, quoiqu'à double tranhant, arela peut diminuer l'intérêt du jeu. Mais on onviendra qu'il y a peu de joueurs de Sprouts,et enore moins de Cram.La véritable motivation des aluls informatiques � et pas seulement des aluls de jeuxombinatoires � se ramène en fait toujours à la même question fondamentale : déterminere qui est alulable, et e qui ne l'est pas. Les progrès informatiques permanents des in-quante dernières années, que e soit au niveau du matériel ou des algorithmes, réent l'imagepopulaire de l'ordinateur omnipotent, et ont tendane à nous faire roire que tout est alu-lable, ou �nira par le devenir. Pourtant, il existe néessairement une limite infranhissable,physique et algorithmique, qui plae dé�nitivement ertains aluls hors de notre portée.Les théories fondamentales de l'informatique apportent de premières réponses. La théoriede la alulabilité permet de montrer que ertains problèmes sont insolubles, quels que soientles algorithmes utilisés, tandis que la théorie de la omplexité, en quanti�ant la relation entrela taille des problèmes et le temps ou l'espae néessaires au alul, permet d'évaluer l'e�-aité asymptotique des algorithmes ainsi que la di�ulté intrinsèque de ertains problèmes.Mais es théories, par nature, ne peuvent pas apporter de réponse sur le problème de savoirquelle est notre limite de alul en pratique.Cette limite de alulabilité, relative aux moyens informatiques et aux théories disponiblesà une époque donnée, ne peut être déterminée que par des reords de alul, que e soient lesdéimales de π, le nombre minimal de oups permettant de résoudre une position quelonquedu Rubik's ube, ou la stratégie gagnante de tel ou tel jeu ombinatoire.



Annexe ARésolution du jeu de Sprouts à 2pointsNous présentons dans la �gure A.1 un arbre solution pour le jeu de Sprouts à 2 points,dans sa version normale, joué sur le plan ('est-à-dire le jeu lassique du Sprouts, pas sa gé-néralisation sur des surfaes). Cet arbre résume une stratégie que peut appliquer le deuxièmejoueur s'il souhaite gagner à oup sûr la partie.

Figure A.1 � Arbre solution pour le jeu de Sprouts à deux points.Les positions perdantes sont marquées de la lettre � L � (pour � Loss �), et les positionsgagnantes de la lettre � W � (pour � Win �). Pour les positions gagnantes, il n'a pas éténéessaire d'indiquer toutes les options, seule su�t la donnée d'une position perdante.Certaines positions équivalentes ont été identi�ées grâe à des onsidérations topologiques.Par exemple, le premier oup du premier joueur qui onsisterait à relier un point à lui-mêmeen enfermant l'autre point dans la région réée est équivalent à son premier oup de droitesur la �gure A.1, en utilisant l'équivalene entre intérieur et extérieur que l'on déduit de laprojetion stéréographique.
131



132 ANNEXE A. RÉSOLUTION DU JEU DE SPROUTS À 2 POINTS



Annexe BRésolution du jeu de Sprouts à 5pointsDans la �gure B.2, nous présentons un arbre solution pour le jeu de Sprouts à 5 points,dans sa version normale, noté S+
5 . Cet arbre résume une stratégie que peut appliquer lepremier joueur s'il souhaite gagner à oup sûr la partie.Les positions entourées par une ellipse sont perdantes. Pour véri�er qu'elles sont per-dantes, nous avons représenter haune de leurs options. Celles entourées par un retanglesont des sommes de deux positions perdantes, don sont elle-mêmes perdantes. Celles quine sont pas entourées sont gagnantes, il nous su�t don de représenter une de leurs optionsperdantes.La table B.1 explique à quelles positions orrespondent les numéros des n÷uds de la �gureB.2. La numérotation utilise un nombre qui orrespond au nombre de vies de la position,ainsi qu'une lettre arbitraire pour di�érenier les positions qui ont le même nombre de vies.La leture de l'artile [25℄ permet de omprendre quelles positions de Sprouts sont odéespar les haînes de aratères de la deuxième olonne de la table, ainsi que les astues deanonisation qui permettent d'identi�er des positions équivalentes.Ce shéma ne omporte que 15 positions perdantes (sans ompter la position terminale),nombre à omparer ave les 114 positions néessaires à Applegate, Jaobson et Sleator en 1991[3℄, et ave les 24 784 arbres anoniques di�érents dans l'arbre de jeu de S5, qui traduisent laomplexité de e jeu. La réalisation d'une preuve aussi ompate a été rendue possible parl'utilisation onjointe de plusieurs tehniques.Tout d'abord, la anonisation dérite dans l'artile [25℄ a permis d'identi�er des positionséquivalentes. L'algorithme PN-searh a permis quant à lui une exploration de l'arbre dejeu qui se dirige rapidement vers la solution. En�n, la véri�ation aléatoire, qui onsisteà e�etuer des véri�ations suessives ave un ordre aléatoire des options pour déteterertaines transpositions, a permis de supprimer des positions inutiles dans l'arbre solution.Cet arbre permet de bien visualiser ertaines partiularités du jeu de Sprouts. Ainsi, dansle haut de l'arbre, on observe que la plupart des positions peuvent se aluler grâe à undéoupage en deux positions plus petites, failes à aluler. C'est le as des positions 13a à13e, ou 11f à 11l.On observe également que les positions 13f et 11e ne se démontrent qu'après une étudebien plus ompliquée que e qui se pratique ailleurs dans l'arbre : e sont les positions obtenueslorsque le deuxième joueur a joué un oup qui relie entre eux deux points vierges, e quiaboutit à une frontière dont la représentation est 1a1a. Ce sont quasi-systématiquement lespositions de e type dont l'étude est la plus problématique dans les aluls de Sprouts.L'étude des positions de Sprouts ave un grand nombre de points de départ ressemble133



134 ANNEXE B. RÉSOLUTION DU JEU DE SPROUTS À 5 POINTS
Figure B.1 � Positions 13f et 11e (di�iles à étudier).aux 6 premiers étages de ette �gure : le fateur d'embranhement est très important, maisla plupart des options des positions perdantes se démontrent grâe à un déoupage. Seulessubsistent un petit nombre de positions dont la démonstration est di�ile, notamment ellesdu type 1a1a.
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136 ANNEXE B. RÉSOLUTION DU JEU DE SPROUTS À 5 POINTS
# position perdante14b 0*2.AB|0*2.AB12a 0*2.AB|CDEF.AB|CDEF10a ABCD.EF|GHIJ.EF|ABCD|GHIJ9a 0*2.AB|2AB7 2AB|CDEF.AB|CDEF6a 0.A|1A6b 0.A|ABC|BC6 0.AB|2AB6d 0*24b 2A|ABC|BC4 ABC|BCD|AD4d ABCD|ABCD4e 2AB|2AB3a 123b 0
# position gagnante15a 0*513a 0*2.A|0.1aAa13b 0*2+0.A|0.A13 0*2.AB|0.AB.CD|CD13d 0*2.AB|0.CD|AB.CD13e 0*2.2+0*213f 0*2.AB|1a1a.AB11a 0*2.AB|2CD.AB|CD11b 0*2.AB|2CD|AB.CD11 0*2.AB|ABC|CDE|DE11d 0*2.AB|AB.CD|CE|DE11e 1a1a.AB|CDEF.AB|CDEF11f 0*2+2.ABCD|ABCD11g 0*2.A|aAaBCD|BCD11h 0.1aAa|BCDE.A|BCDE11i 0.AB.CD|EFGH.AB|EFGH|CD11j 0.A|0.A+ABCD|ABCD11k 0*2.2+ABCD|ABCD11l 0.AB|CDEF.GH|CDEF|AB.GH

# position gagnante9b 2AB.CD|EFGH.CD|EFGH|AB9 ABCD.EF|ABCD|EFG|GHI|HI9d ABCD.EF|ABCD|EF.GH|GI|HI9e 2AB|CDEF.GH|CDEF|AB.GH9f 2.ABCD|ABCD+ABCD|ABCD9g aAaBCD|EFGH.A|EFGH|BCD8a 0.1aAa|2A8b 0.AB.CD|2AB|CD8 0.AB|2CD|AB.CD8d 0*2.A|2A8e 0*2+228f 1a1a.AB|2AB7a 0.A|0.A7b 0*2.26e 2A|aAaBCD|BCD6f 22+ABCD|ABCD6g 2A|BCDE.A|BCDE6h 2AB.CD|2CD|AB6i 2AB|2CD|AB.CD6j 2AB|ABC|CDE|DE6k 2AB|AB.CD|CE|DE5a 1A|ABC|BC5b 12+15 0+AB|AB5d 12+AB|AB5e 0.A|2A5f ABC|ADE|BC|DE5g 0+225h 1aAa|2A5i 0.AB|AB5j 2AB|AB.CD|CD5k 1a1a5l 2.ABCD|ABCD4a 0.23 2A|2A3d AB|AC|BC3e 2AB|AB2a AB|AB2b 22Table B.1 � Positions orrespondant à la �gure B.2.



Annexe CReprésentationChoolat-Toile-ForêtC.1 ProblématiqueTant pour le Cram que pour le Dots-and-boxes, on peut obtenir des jeux équivalents enonsidérant leurs jeux duaux.Pour le Cram, on remplae haque ase vide par un sommet, et l'on relie deux sommetspar une arête lorsque les deux ases vides orrespondantes sont situées à �té : on obtient ungraphe dual.Pour le Dots-and-boxes, on remplae haque boîte par un sommet, puis on relie deuxsommets par une arête lorsque les deux boîtes sont situées à �té l'une de l'autre, et que laligne qui les sépare n'a pas enore été traée. Le jeu équivalent obtenu est appelé Strings-and-oins.
Figure C.1 � Positions de Cram et de Dots-and-boxes, et leurs graphes duaux.Cette représentation sous forme de graphe revêt un intérêt : si deux graphes sont iso-morphes, alors les positions orrespondantes sont équivalentes. Considérer les graphes duauxpermet don de tenir ompte des équivalenes liées aux déformations des positions.La �gure C.2 présente à titre d'exemple trois positions de Cram (déjà renontrées auxhapitres 2 et 7) qui ont le même graphe dual, représenté à droite de la �gure. Ces troispositions sont don équivalentes.

Figure C.2 � Trois positions de Cram ave le même graphe dual.Ensuite se pose le problème de la représentation informatique de es graphes. Une re-137



138 ANNEXE C. REPRÉSENTATION CHOCOLAT-TOILE-FORÊTprésentation basée sur la dé�nition des graphes (on a�ete un numéro di�érent à haquesommet, puis on stoke les paires de numéros orrespondant aux arêtes) poserait quelquessouis. Outre le fait qu'une telle représentation onsommerait beauoup de mémoire, le prin-ipal problème serait de déterminer un algorithme rapide et e�ae pour identi�er les graphesisomorphes.Or, les graphes duaux de Cram et les positions de Strings-and-oins ont de nombreuxpoints ommuns : e sont des graphes qui proviennent de plateaux, don des graphes planaires,et dont tous les sommets sont de degré au plus 4. Ainsi, dans ette annexe, nous détaillonsune représentation informatique qui nous semble plus adaptée à es graphes partiuliers.Nous n'avons pas eu le temps d'implémenter ette représentation, mais nous pensonsqu'elle permettrait d'améliorer nos résultats du fait de l'identi�ation de nombreuses po-sitions équivalentes. Cette représentation est d'autant plus e�ae que les plateaux sontgrands, ainsi, nous pensons qu'elles donnerait de meilleurs résultats sur le Cram, où noustraitons des plateaux plus grands, que sur le Dots-and-boxes. Et sur le Dots-and-boxes, lesrésultats seraient sans doute meilleurs sur les positions suédoises, en partiulier elles dontles deux dimensions du plateau sont déséquilibrées.C.2 Choolat, Toile et ForêtLe premier travail va onsister à séparer les arêtes du graphe en trois ensembles disjoints :le hoolat, la toile et la forêt. Dans le adre du Dots-and-boxes, seules les arêtes internessont onernées 1.C.2.1 ChoolatNous avons voulu dérire ave le hoolat une partie du graphe trop rigide pour laisserla moindre latitude lorsque l'on herhe à traer la position duale du graphe. Ainsi, auontraire de la �gure C.2 où le même graphe orrespond à plusieurs positions, un graphe quine omporterait qu'une seule tablette de hoolat ne pourrait orrespondre qu'à une seuleposition. Une dé�nition plus formelle va nous permettre d'élairir e propos.Dé�nition 14. Étant donné un graphe, un arré est un ensemble de 4 sommets A, B, C et
D, reliés entre eux par des arêtes : A�B ; B�C ; C�D et D�A.On peut maintenant dé�nir le hoolat :Dé�nition 15. On olorie les arêtes du graphe, de sorte que les 4 arêtes de tout arré soientde même ouleur, et en utilisant un maximum de ouleurs. Une tablette de hoolat est unensemble de plusieurs arêtes ayant la même ouleur.

Figure C.3 � Graphe à deux tablettes.Un graphe peut ontenir plusieurs tablettes de hoolat. Par exemple, le graphe dual dela position de Cram de la �gure C.1 ontient 2 tablettes, représentées en noir sur la �gureC.3. Remarquons également qu'il est possible qu'un sommet appartienne à deux tablettes,omme le sommet gris sur la �gure C.4.1. Il est également néessaire de tenir ompte des �èhes (les arêtes non internes) dans la représentationdérite à la setion C.3. Nous ne détaillons pas e point dans un soui de onision.



C.2. CHOCOLAT, TOILE ET FORÊT 139
Figure C.4 � Sommet ommun à deux tablettes.C.2.2 ForêtLa forêt est la partie externe des graphes, onstituée d'arbres au sens de la théorie desgraphes. Il est faile de déteter les arêtes qui appartiennent à la forêt : on supprime lessommets de degré 1 du graphe, ainsi que les arêtes qui leur sont liées. On reommene tantqu'il reste des sommets de degré 1. Les arêtes qui se font supprimer lors de et algorithmeappartiennent à la forêt.Remarquons que si et algorithme termine en ne laissant qu'un sommet de degré nul, 'estque le graphe est un arbre. Hormis e as partiulier, si l'on onsidère le graphe omposéde tous les éléments qui se font supprimer par et algorithme, les di�érentes omposantesonnexes obtenues sont des arbres.Sur la �gure C.5, on peut observer 3 arbres représentés en pointillés.

Figure C.5 � Graphe à 3 tablettes, 3 �laments et 3 arbres.C.2.3 ToileLes arêtes qui n'appartiennent ni au hoolat, ni à la forêt, appartiennent à la toile. Siun sommet du graphe est de degré 2, et si les deux arêtes qui le touhent sont des arêtes detoile, on olorie es deux arêtes d'une même ouleur. Ainsi, les arêtes de toile sont lasséesen di�érentes omposantes uniolores appelées �laments. Un �lament est au minimum delongueur 1, lorsqu'il ne ontient qu'une arête.Par exemple, la �gure C.5 ontient 3 �laments de longueurs respetives 1, 2 et 3, repré-sentés en gris.Un �lament a toujours deux extrémités qui sont deux sommets de degré au moins 3, saufdans un as : si le �lament est un yle. Si e yle forme une omposante onnexe isolée dugraphe, alors le �lament n'a pas d'extrémité, sinon, il n'a qu'une seule extrémité, de degréau moins 3.
Figure C.6 � Cyle isolé, et yle à une extrémité.



140 ANNEXE C. REPRÉSENTATION CHOCOLAT-TOILE-FORÊTC.3 Représentation du grapheLettresDans la représentation que nous allons dérire, ertains sommets partiuliers seront dé-signés par des lettres, à partir de � a �. Il s'agit des sommets qui sont reliés à des arêtesd'au moins 2 objets parmi les tablettes, les �laments, et les arbres (il peut s'agir de ta-blette+tablette, ou tablette+�lament+arbre, ou �lament+�lament+arbre... il y a de nom-breuses possibilités).
Figure C.7 � Sommets désignés par des lettres dans un graphe.ChoolatPour haque tablette, on peut utiliser une représentation sous forme de tableau, de mêmetype que elle dérite dans le hapitre 7 pour les plateaux de Cram. Les sommets sontreprésentés par le hi�re 0, ou par la lettre qui leur orrespond si néessaire, et les asesvides par la lettre G. Le aratère * est utilisé pour déterminer la longueur d'une ligne dutableau.ToileChaque �lament sera représenté sous la forme ab4, où a et b sont les lettres aux extrémitésdu �lament, et où 4 est sa longueur.Si le �lament est un yle isolé, on utilise la lettre spéiale � pour dérire e as partiulier :�10 désigne ainsi un yle de longueur 10. Si par ontre le �lament est un yle lié au restedu graphe, alors il est lié par une unique lettre, et sa représentation est du type aa8.ForêtPour représenter un arbre, on ommene par noter la lettre de sa raine, puis on réaliseun parours en profondeur : lorsque l'on renontre un sommet pour la première fois lors duparours, on érit � { �, et lorsqu'on le renontre pour la dernière fois, on érit � } �.La représentation de l'arbre de la �gure C.8 est don :a{{{}{{{}{{}{}}}}{{{}{}}}}}

Figure C.8 � Arbre ontenu dans un graphe.



C.3. REPRÉSENTATION DU GRAPHE 141ExempleUne représentation orrete du graphe des �gures C.5 et C.7 serait :� 00a*000dG b0*00f0 ef*0h pour le hoolat.� ab2 dg1 eg3 pour la toile.� {{{}{}}} g{{{}{{}{{}}}}} h{{}{{}}} pour la forêt.CanonisationCanoniser haque objet indépendamment du reste de la position n'est pas très di�ile.Pour anoniser une tablette, il su�t de onsidérer ses 4 symétries (8 si la tablette est arrée),et de ne garder que la plus petite pour l'ordre lexiographique. Il n'y a auun travail à fairepour un �lament, et en�n, on peut anoniser les arbres réursivement : un arbre est onstituéd'une raine, reliée au maximum à 3 arbres �ls. On trie haque �ls séparément ave un appelréursif à la fontion de tri, puis on trie les �ls entre eux.Le plus di�ile est de anoniser l'ensemble de la position, ar il se pose le même problèmeave les lettres que dans le as du Sprouts (voir l'artile [25℄). En e�et, pour être sûr d'avoirune représentation anonique, il faudrait tester toutes les façons de renommer les lettres,anoniser haune des représentations obtenues, puis garder la meilleure pour l'ordre lexio-graphique. Cei introduirait un fateur en n! dans la omplexité de la anonisation, où n estle nombre de lettres de la représentation.Un tel proédé n'est pas aeptable, ar beauoup trop oûteux en temps de alul.Comme dans le as du Sprouts, le reours à une pseudo-anonisation peut permettre detrouver un bon ompromis entre rapidité d'exéution de la anonisation, et perte de perfor-mane liée à l'apparition de multiples représentations orrespondant au même graphe.
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