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Résumé

Ce travail de thèse porte sur la modélisation et la simulation numérique des plasmas
ionosphérique et Tokamak.

La première partie de ce travail concerne la modélisation et la simulation numérique
des effets de perturbations ionosphériques sur les communications terre-satellite. Le point
départ de cette partie est l’analyse asymptotique du modèle de Euler-Maxwell condui-
sant ainsi au modèle Dynamo, qui se traduit en un couplage en 3D entre une équation
elliptique pour le potentiel électrique et une équation de conservation de masse pour la
densité du plasma. Du fait de la forte anisotropie de la matrice de diffusion associée à
l’équation elliptique, on a développé un schéma numérique préservant l’asymptotique per-
mettant ainsi le bon conditionnement du système linéaire. La simulation de l’équation de
conservation de masse est faite à l’aide de schémas de lois de conservation d’ordre élevé.
La validation de ce modèle Dynamo s’obtient par une étude comparative avec le modèle
Striation en 2D.

Dans la deuxième partie, on s’intéresse au plasma Tokamak. On extrait du modèle TO-
KAM3D, une équation de balance d’énergie de type non-linéaire en dimension 2 contenant
toutes les difficultés numériques. Les méthodes numériques standard étant très coûteux en
temps CPU, on développe un schéma implicite-explicite prouvé efficace et stable pour ce
type de problème. Enfin, ce schéma est combiné à une méthode de splitting dimensionnelle
pour la discrétisation et des expériences numériques sont alors présentées.

Mots-clés: Modèle Dynamo ionosphérique, schéma préservant l’asymptotique, schémas
de lois de conservation, plasma Tokamak, équation de chaleur non-linéaire, schéma implicite-
explicite.
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Abstract

This thesis focuses on modeling and numerical simulation of ionospheric and Toka-
mak plasmas.

The first part of this work concerns the modeling and simulation of ionospheric per-
turbations effects for earth-satellite communications. The starting point of this part is
an asymptotic analysis of Euler-Maxwell model leading to Dynamo model, which results
into a 3D coupling problem between an elliptic equation for the electric potential and a
mass conservation equation for the plasma density. Because of the strong anisotropy of
the diffusion matrix associated with the elliptic equation, we developed an asymptotic
preserving numerical scheme thus allowing the well conditioned linear system. The sim-
ulation of the mass conservation equation is made by using high order conservation laws
scheme. The validation of this model Dynamo is obtained by a comparison with the 2D
Striation model.

In the second part, we are interested in tokamak plasma. We extract from TOKAM3D
model, a 2D nonlinear energy balance equation containing all the numerical difficulties.
Standard numerical methods are very CPU consuming, thus we develop an implicit-
explicit scheme shown efficient and stable for this type of problem. Finally, this scheme is
combined with dimensional splitting method for the discretization and numerical experi-
ments are then presented.

Keywords: Ionospheric Dynamo model, asymtotic preserving scheme, conservation laws
schemes, Tokamak plasma, nonlinear heat equation, implicit-explicit scheme.
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Introduction

Dans cette thèse, nous étudions la modélisation et la simulation numérique des plasmas
ionosphériques et de Tokamak. Cette thèse se décompose en deux parties : dans la première
partie, nous présentons d’abord certaines notions liées à l’environnement ionosphérique,
puis nous introduisons des modèles Dynamo et Striation ionosphériques et développons
des schémas numériques correspondants ; dans la deuxième partie, nous développons un
schéma numérique efficace pour traiter la difficulté numérique de l’équation de la chaleur
non-linéaire du modèle TOKAM3D [50].

Partie I : modélisation et simulation des irrégularités du plasma ionosphérique
terrestre

La motivation de cette partie est d’étudier des perturbations ionosphériques, qui sont
les sources potentielles d’indisponibilité du système Galileo. Le système Galileo est un
système de navigation développé par l’europe comme un compétiteur du système GPS
américain. Il est différent du GPS grâce à sa capacité à fournir des informations d’in-
tégrité temps réel à l’utilisateur. Cependant des perturbations ionosphériques peuvent
interrompre les communications terre-satellites, ce qui limite l’avantage du système Gali-
leo. Nous désirons dans cette partie modéliser et simuler l’évolution de densité du plasma
ionosphérique.

Dans le chapitre 1, nous donnons d’abord des notions liées à l’environnement spatial.
Un plasma est un gaz de particules ionisées où les atomes sont dissociés en ions et électrons.
Un plasma ionosphérique a des températures inférieures à plusieurs centaines de milliers
de Kelvins, où la densité de molécules neutres est en général très supérieure à la densité
des espèces chargées, ainsi il est un milieu collisionnel. L’ionosphère terrestre est une
couche ionisée de l’atmosphère. Le plasma y est fortement influencé par la présence d’un
champ magnétique terrestre, par exemple l’effet de la dérive en E � B. En effet, dans la
basse ionosphère les effets du vent de neutre ou de la gravité peuvent induire un champ
électrique (effet dynamo ionosphérique), qui en présence du champ magnétique terrestre
crée une dérive en E �B entraînant le déplacement les particules chargées.

Pour modéliser l’évolution du plasma, le point de départ est le système d’Euler-
Maxwell à deux espèces i.e. ions et électrons. En faisant l’adimensionnement de ce système,
une collection de paramètres sans dimension apparaît, montrant les différents ordres de
grandeur. En passant à la limite dans un certain ordre, nous obtenons les modèles Dynamo
et Striation ionosphériques. Une analyse d’instabilité de la dérive en E � B est donnée
sous l’hypothèse que toutes les quantités sont indépendantes de la direction alignée au
champ magnétique.
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Introduction

Dans le chapitre 2, nous développons un schéma préservant l’asymptotique (schéma
AP) pour résoudre l’équation elliptique anisotrope. En effet, le modèle Dynamo iono-
sphérique peut être écrit comme un système composé d’une équation elliptique pour le
potentiel électrique couplée à une équation de conservation de la masse pour la densité
du plasma. La matrice de diffusion de l’équation elliptique représente les mobilités de
particules chargées. La mobilité alignée au champ magnétique est beaucoup plus grande
que celles dans le plan perpendiculaire au champ magnétique. Ainsi l’équation elliptique
est un problème anisotrope. Une discrétisation standard pour ce problème conduit à un
système linéaire mal-conditionné.

Nous proposons un schéma AP, qui est une reformulation du schéma AP introduit
initialement dans [18]. Nous considérons un problème elliptique anisotrope# �∇ � pA∇φq � f, dans Ω,

φ � 0, sur BΩD, Bzφ � 0, sur BΩz,
(1)

où Ω � R2 ou Ω � R3 est un domaine rectangulaire ou cubique de frontières BΩ �BΩD Y BΩz et A une matrice de diffusion de la forme

A � �
AK 0

0 1

ε
Az



. (2)

Les termes AK et AZ sont du même ordre de grandeur, le paramètre ε pouvant fortement
varier. Le problème (1) devient mal-posé quand εÑ 0. Nous introduisons la décomposition
φ � φ̄�φ1, où φ̄ est la valeur moyenne le long de la direction anisotrope z, φ1 est la partie
de fluctuation. En intégrant (1) le long de la direction z, nous obtenons une équation de
moyenne. Puis en introduisant la décomposition de φ � φ̄ � φ1 dans (1), nous avons une
équation de fluctuation. Le schéma AP consiste en l’équation de moyenne, l’équation de
fluctuation et une contrainte φ̄1 � 0. Ce schéma AP est bien-posé pour tous les choix de
ε, ainsi son système linéaire de discrétisation est bien-conditionné. De plus son système
linéaire est creux, tandis que celui du schéma AP initial dans [18] est plein. Le nouveau
schéma AP est donc plus efficace que le schéma AP initial. Les cas test en 2D et 3D sont
donnés pour montrer l’efficacité du schéma AP.

Dans le chapitre 3, nous développons les schémas numériques des modèles ionosphé-
riques dans un champ magnétique non-uniforme. Nous introduisons d’abord un système
de potentiels d’Euler de telle manière que le domaine de calcul forme un tube de champ
magnétique. Puis nous réécrivons les modèles Dynamo et Striation dans le système des
potentiels d’Euler. Nous supposons que dans ce chapitre le gradient de la pression contre-
balance l’effet de la gravité dans la direction alignée au champ magnétique et nous négli-
geons aussi le gradient de la pression dans le plan perpendiculaire au champ magnétique.
Sous cette hypothèse, le modèle Dynamo consiste en une équation de conservation de
la masse en 3D et une équation elliptique en 3D. Le modèle Striation consiste en une
équation de conservation de la masse en 3D et une équation elliptique en 2D.

Nous considérons un domaine de calcul formant un tube de champ magnétique dont
les pieds sont immergés dans la couche neutre de l’atmosphère. Nous divisons ce domaine
en trois partie le long du champ magnétique, la zone centrale formant un domaine régu-
lier. Nous maillons uniformément la zone centrale, et non-uniformément les deux zones

2



externes. Ainsi le domaine de calcul est divisé en plusieurs couches le long du champ ma-
gnétique. Nous développons d’abord des schémas numériques pour le modèle Striation.
Nous discrétisons l’équation elliptique du modèle Striation par une méthode de différences
finies classique. Pour discrétiser l’équation de conservation de la masse, nous utilisons
premièrement un schéma upwind en 3D. Cependant, ce schéma est très diffusif car il est
d’ordre un en espace. Deuxièmement en appliquant la méthode de splitting dimensionnel
dans la zone centrale, nous obtenons des équations de conservation de la masse en 1D.
Puis nous utilisons des schémas d’ordre élevé en 1D pour discrétiser ces équations en 1D.
Dans les deux zones externes, nous utilisons encore le schéma upwind en 3D. Pour discré-
tiser l’équation de conservation de la masse du modèle Dynamo, nous pouvons utiliser les
mêmes schémas que ceux du modèle Striation. Notons que l’équation elliptique du modèle
Dynamo est un problème anisotrope, ainsi nous appliquons le schéma AP développé dans
le chapitre 2.

Deux types de simulations sont considérés : une bulle de sous-densité du plasma per-
turbée par la gravité ; une bulle de sur-densité du plasma perturbée par le vent neutre.
Dans le premier cas, nous observons que la bulle de sous-densité du plasma montre vers
la haute altitude et son profil supérieur est strié. Enfin la bulle est divisée en plusieurs
sous-bulles de sous-densité. Dans le deuxième cas, nous considérons le vent neutre dans
la direction de longitude. La bulle de sur-densité bouge par la force du vent neutre, et
le profil en opposition du vent neutre est strié. Finalement, la bulle de sur-densité de-
vient plusieurs sous-bulles de sur-densité. Un caractère commun des modèles Striation et
Dynamo est que la perturbation propage aux couches initialement non-perturbées. Deux
différences importantes entre les deux modèles sont : le phénomène de striation du mo-
dèle Dynamo paraît plus tôt que celle du modèle Striation et l’intensité de la perturbation
dans les différentes couches du modèle Dynamo variée parmi toutes les couches, tandis
que celle du modèle Striation est invariante pour toutes les couches.

Dans le chapitre 4, nous faisons des simulations numériques prenant en compte le
gradient de pression. Pour simplifier le problème, nous considérons un domaine de calcul
régulier et simulons une bulle de sous-densité perturbée par la gravité. Dans le système
des potentiels d’Euler, les modèles Striation et Dynamo s’écrivent comme la somme d’une
équation d’advection-diffusion pour la densité et d’une équation elliptique pour le poten-
tiel. Nous pouvons discrétiser ces modèles par des schémas similaires à ceux développés
dans le chapitre 3. Cependant, la condition CFL de l’équation d’advection-diffusion est li-
mitée par le terme de diffusion. En appliquant la méthode de splitting dimensionnel, nous
discrétisons le terme d’advection explicitement et le terme de diffusion implicitement.

Nous considérons premièrement le modèle Striation. Le domaine de calcul s’étend de
la basse ionosphère à la haute ionosphère. Nous considérons comme donnée initiale une
bulle de sous-densité du plasma dans la basse ionosphère. La bulle monte par la force de la
gravité. Similairement le profil fait apparaître des striations dans la partie supérieure par
effet de la dérive en E�B. La bulle est écrasée dès qu’elle entre dans la haute ionosphère.
En effet, dans la basse ionosphère la densité des particules neutres est grande, ainsi la
collision entre des particules neutres et des particules chargées est importante, ce qui
limite le déplacement des particules chargées. En revanche dans la haute ionosphère, la
densité des particules neutres est faible, ainsi le déplacement des particules chargées le
long du champ magnétique est libre. La bulle est donc écrasée rapidement par la force du
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gradient de la pression.
Deuxièmement, nous découvrons que le modèle Dynamo ne peut pas reproduire l’évolu-

tion des striations de manière satisfaisante. Dans le modèle Dynamo, nous pouvons définir
deux échelles de temps distinctes : une très rapide associée à la mobilité des particules le
long des lignes de champ ; l’autre plus lente associée aux mobilités perpendiculaires. No-
tons que la mobilité alignée est très grande comparativement aux mobilités transverses. Le
modèle Dynamo conduit alors à la mise à l’équilibre dans la direction alignée de manière
à annuler les forces qui s’exercent le long des lignes de champ. Cette mise à l’équilibre
sera très rapide et la dynamique perpendiculaire n’a pas le temps de se développer sur
ces échelles de temps.

Partie II : étude numérique d’une équation non-linéaire de la chaleur pour les
plasmas

Dans le chapitre 5, nous étudions l’évolution du flux d’énergie d’un tokamak. Un
tokamak est une chambre de confinement magnétique destinée à contrôler un plasma
pour étudier la possibilité de la production d’énergie par fusion nucléaire. Les interactions
plasmas-mur ont un impact important sur les propriétés de confinement du plasma. La
région de ces interactions est appelée SOL ("scrape of layer"), dont l’évolution du flux
d’énergie se traduit par une équation non-linéaire de la chaleur.

Nous extrayons à partir du modèle TOKAM3D un système d’équation non-linéaire
de la chaleur pour deux espèces, qui contient toutes les difficultés numériques. En appli-
quant la méthode de splitting, nous obtenons un sous-problème non-linéaire en 1D. Nous
développons respectivement des schémas explicite, implicite et explicite-implicite pour ce
sous-problème. Le schéma explicite-implicite est le plus efficace parmi les trois schémas.
En effet, le schéma explicite est limité par la condition CFL. La matrice du schéma im-
plicite est une fonction de température, qui change dans chaque pas de temps. Ainsi nous
devons résoudre un nouveau système linéaire dans chaque pas de temps. Le point prin-
cipal du schéma explicite-implicite est d’écrire le problème non-linéaire sous une forme
différente afin de décomposer l’opérateur non-linéaire en une somme d’une partie linéaire
dissipative, qui peut être résolue de façon implicite, et une partie non-linéaire non dissi-
pative, qui sera résolue par un solveur en temps explicite. Avec cette décomposition, la
matrice de discrétisation change beaucoup moins fréquemment par rapport au schéma im-
plicite. Ainsi nous gagnons beaucoup de temps de calcul en utilisant la résolution directe
du système linéaire.

Nous appliquons ensuite le schéma explicite-implicite dans le système d’équation non-
linéaire de la chaleur pour deux espèces. Nous observons que dans SOL la température
d’électrons décroît rapidement grâce au le terme de diffusion non-linéaire et aux conditions
aux limites non-linéaires. La température d’ions varie plus lent à cause des conditions aux
limites de Neumann homogène. Un terme de source d’équilibrage balance la différence des
températures entre les deux espèces. Ainsi nous voyons à partir des simulations numériques
que la région SOL contrôle bien la température du Tokamak.
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Chapitre 1

Modélisations des irrégularités du

plasma ionosphérique terrestre

1.1 Introduction

Dans la dernière décennie, les dispositifs de positionnement par satellite sont devenus
l’un des moyens les plus intéressants de navigation pour le déplacement des marchandises
et des personnes. La seule solution actuelle est basée sur la constellation de satellites
Navstar du système GPS américain. Toutefois, afin de garantir son autonomie, l’Europe
a décidé de lancer un programme concurrent appelé Galileo. Il est composé de 27 satel-
lites en orbite moyenne (23000 km d’altitude) complété par trois autres complémentaires.
Le système Galileo est différent du GPS grâce à sa capacité à fournir des informations
d’intégrité temps réel à l’utilisateur.

Afin de garantir ce niveau de service d’intégrité, il est fondamental de prendre en
compte les différents problèmes qui peuvent affecter la mission et d’identifier toutes les
sources potentielles d’indisponibilité du système. L’une des principales sources d’indispo-
nibilité des données, qui a été identifiée, est le phénomène des scintillations ionosphériques.
En effet la scintillation provoque une atténuation de l’amplitude du signal radio et des
variations de phase pendant la traversée des signaux satellitaires traversant l’ionosphère.
Ces effets peuvent induire la perte du verrouillage ou des sauts de cycles sur les émissions
de signaux de satellites Galileo qui les rend totalement inutilisables pour la détermination
de l’intégrité des informations exactes.

Des scintillations sont clairement identifiées comme une source de perturbations venant
de l’environnement. Elles apparaissent comme l’aspect turbulent d’une plus grande per-
turbation de la densité du plasma ionosphérique, qui ont la forme de bulles de sur-densité
du plasma ou de bulles de sous-densité du plasma. La difficulté de leur modélisation est
due au manque de mesures in situ à les concernant.

"Global Ionospheric Scintillation Model" (GISM) [1], [2], un modèle mixte climato-
logie / physique, est traditionnellement utilisé pour donner les paramètres permettant
de prédire l’évolution du signal dans le milieu ionosphérique. L’état de l’ionosphère est
donné par la densité électronique à l’intérieur du milieu, qui est elle-même calculée par le
modèle NeQuick développé dans les universités de Graz et de Trieste. Toutefois, le modèle
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NeQuick ne fournit que l’état moyen de l’ionosphère et ne permet donc pas de donner des
réponses correctes lorsque les perturbations sont très importantes. Deux solutions peuvent
être proposées : améliorer le modèle par plus de considérations physiques et combler le
manque de données in situ.

Besse et al. [4] ont développé une hiérarchie de modèles dans le but de représenter l’évo-
lution d’instabilités du plasma ionosphérique. Elle est basée sur une analyse asymptotique
du système Euler-Maxwell à l’aide d’échelles typiques des paramètres physiques dans la
couche F de l’ionosphère. Parmi ces modèles, le plus simple, dénommé modèle Striation,
décrit l’évolution du plasma quasi-neutre dans un plan perpendiculaire au champ magné-
tique terrestre. Le champ magnétique est supposé constant, et l’inertie des électrons et
des ions est négligée. Dans ce modèle, la mobilité des particules de charge est supposée
infinie le long des lignes de champ magnétique, de sorte qu’ils constituent un équipoten-
tiel du champ électrique. Cette propriété permet le calcul du champ électrique au moyen
d’une équation elliptique en 2D avec des coefficients intégrés le long des lignes de champ
magnétique. Cette équation est couplée à une équation de conservation de la masse en
dimension deux ou trois décrivant l’évolution de la densité du plasma.

Une version entièrement en dimension deux du modèle suppose que toutes les variables
sont indépendantes de la coordonnée alignée avec le champ magnétique. Ce modèle est lar-
gement utilisé pour l’analyse et la simulation. Une étude de stabilité linéaire [4] démontre
la capacité du modèle Striation à décrire les instabilités du plasma ionosphérique, et par
exemple l’instabilité de dérive en E � B [57]. Ce modèle est également très bien adapté
pour la simulation de l’électrojet équatorial [43]. Ce succès peut s’expliquer par l’efficacité
des outils de simulation développés pour ce modèle. Les coûts d’utilisation de mémoire
et de CPU sont raisonnables en raison de la réduction à la dimension 2 des problèmes
elliptiques permettant le calcul du champ électrique. Cependant des études analytiques
ont souligné l’importance de la troisième dimension (celle alignée avec le champ magné-
tique terrestre) sur la précision des résultats [46]. Les variations des propriétés matérielles
le long des lignes de champ magnétiques sont principalement responsables des différences
observées lorsqu’on compare les résultats de simulations et de mesures expérimentales.

Les variations de l’environnement le long des lignes de champ magnétique ont été
pour la première fois introduites dans les simulations en étendant le modèle 2D à une
version multi-couches [8]. Le champ électrique reste toujours calculé grâce à une équation
elliptique 2D, mais les coefficients de cette équation sont intégrés le long des lignes de
champ magnétique sur différentes couches. La densité du plasma ionosphérique est calculée
par une équation de conservation de la masse en 3D. Sur des petites échelles d’espace,
le champ magnétique terrestre peut être supposé uniforme. Cette hypothèse n’est plus
réaliste sur des échelles d’espace plus grandes et une approximation précise du champ
magnétique doit être apportée. Keskinen et al. [33] [34], dans le code MIDAS, ainsi que
Besse et al. [4], utilisent un champ dipolaire magnétique axisymétrique. Dans [8], [21]
un système de coordonnées curvilignes est introduit afin de réaliser des simulations dans
ce cadre. Les simulations soulignent la propriété non-locale du phénomène en raison de
la grande mobilité des particules le long des lignes de champ magnétique. Cependant,
le tube de champ magnétique s’étend sur un large domaine, (en altitude et latitude)
avec de grandes variations de la densité de particules neutres. Par exemple aux basses
altitudes, la densité de particules neutres est beaucoup plus élevée que celle de plus haute
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altitude. Pour cette raison, la mobilité des particules peut être supposée infinie pour haute
ionosphère. Cependant en altitudes plus basses, cette hypothèse n’est plus valide à cause
d’une fréquence de collisions avec les neutres très importante. Ainsi la validité du modèle
Striation implique qu’il soit limité à un média où il n’y a pas très grande variation de
fréquence de collision. Pour que le modèle soit valable dans le champ magnétique tout
entier, il est nécessaire d’un modèle moins restrictif.

Un tel modèle, appelé modèle Dynamo-3D développé dans la hiérarchie de [8], est
beaucoup plus coûteux en CPU et mémoire. En effet, les mobilités alignées étant finies,
toutes les composantes du champ électrique doivent être calculées au moyen d’une équa-
tion elliptique en 3D. Cette équation elliptique est couplée à une équation de conservation
de la masse en 3D donnant l’évolution de la densité du plasma. La vitesse du plasma est
soit calculée par la loi de conservation, dans le code de MIDAS, ou une relation algébrique
dans la version sans masse du modèle Dynamo utilisé dans [21] pour laquelle l’inertie est
négligée. L’avantage du modèle Dynamo-3D est que le domaine de validité est un tube de
champ magnétique entier. Cependant d’un point de vue numérique, le calcul du champ
électrique est un véritable défi sur un tel domaine. Les mobilités de particules alignées
avec le champ magnétique sont beaucoup plus grandes que les mobilités transverse (i.e.
Pedersen et Hall), de sorte que le système linéaire associé au calcul du potentiel électrique
est mal conditionné. Les expériences numériques préliminaires effectuées dans [21] sur de
grandes échelles d’espace montrent que la convergence des méthodes itératives est très
difficile. En outre, les dynamiques perpendiculaires et parallèles sont très différentes et
nécessitent des méthodes de pas fractionnaire en temps afin de maintenir un coût de calcul
acceptable [33].

Pour contourner ce problème, nous proposons une stratégie dans le but d’améliorer le
calcul du potentiel électrique du modèle Dynamo-3D. Une des difficultés dans la résolution
de l’équation elliptique peut être expliquée par les conditions aux limites appliquées dans la
direction alignée au champ magnétique. Les extrémités du tube de champ magnétique sont
immergées dans la thermosphère, où la densité du plasma s’annule. La composante alignée
du champ électrique devrait être zéro aux extrémités de tube de champ magnétique.
Cela se traduit par des conditions aux limites de Neumann homogènes pour le potentiel
électrique. Cela signifie que, dans l’équation elliptique de Dynamo-3D, les coefficients de
plus grande amplitude (mobilités alignées) sont associés à des conditions aux limites de
Neumann. Cette partie de l’opérateur elliptique, dominante aux plus hautes altitudes, ne
donne pas une solution unique. Cet opérateur n’est donc pas inversible, et ne fournit pas
d’informations pour les variations de potentiel dans la direction alignée.

Dans un travail récent de Degond et al. [18], un schéma préservant l’asymptotique
(AP) a été développé pour la résolution numérique d’un problème elliptique anisotrope
équivalent. Cette méthode consiste à décomposer la solution du problème dans sa moyenne
(qui ne dépend pas de la coordonnée alignée au champ magnétique) et sa fluctuation. La
partie de fluctuation est une fonction avec moyenne nulle le long des lignes de champ
magnétique. Grâce à cette propriété, la solution numérique de ce problème peut être
calculée en résolvant un système linéaire avec un conditionnement qui ne dépend pas du
taux d’anisotropie. Toutefois, la condition de moyenne nulle implique une matrice avec
des blocs denses. Une extension de ce travail [7] basée sur une reformulation alternative
du schéma AP évite d’inclure des blocs denses. De plus une méthode de résolution directe
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pour ce schéma AP a été introduite, qui a une efficacité accrue par rapport à une méthode
de résolution itérative dans [18], surtout pour des problème anisotrope en 2D. Ce travail
sera détaillé dans le chapitre 2.

Certains améliorations doivent être ajoutées au modèle de [8] afin d’intégrer une phy-
sique plus précise. Jusqu’à présent, Besse et al. se sont concentrés sur l’instabilité de dérive
initiée par des vents thermosphérique de particules neutres. Le modèle ne prend pas en
compte les effets de gravité. Ce terme de force sera ajouté dans le cadre des coordonnées
curvilignes définies pour le champ magnétique bipolaire.

Dans ce chapitre, nous introduisons le concept de modélisation des irrégularités iono-
sphériques. Dans la section 1.2, on introduit les bases physiques pour la modélisation du
plasma ionosphérique. Dans la section 1.3, on introduit le modèle d’Euler-Maxwell, puis
on le simplifie après un adimensionnement pour arriver aux modèles Dynamo et Striation.
La stabilité linéaire du modèle Dynamo et du modèle Striation est aussi présentée.

1.2 L’environnement spatial : quelques notions de base

1.2.1 Introduction

Pour mieux comprendre les modèles de plasma ionosphérique, il est nécessaire de
connaître l’environnement spatial. Dans la section 1.2.2, on introduit les notions de base
de physique des plasmas. La définition générale du plasma est brièvement donnée suivie
d’une comparaison entre les plasmas froids et les plasmas chauds. Certains compléments
seront donnés pour quelques aspects des plasmas. Dans la section 1.2.3, on décrit la
magnétosphère. On présente respectivement les sources du plasma magnétosphérique, les
circulations du plasma chaud et du plasma froid, les conséquences sur les satellites. Dans
section 1.2.4 nous décrivons l’ionosphère, région de base du modèle. On montrera d’abord
la structure stratifiée de l’ionosphère, qui entraîne différents phénomènes, et par exemple
celui des scintillations. Puis on considérera les sources du champ électrique et des courants
ionosphériques. Nous soulignerons l’effet dynamo, qui est fondamental, dans section 1.3.

1.2.2 Qu’est ce qu’un plasma ?

Définition générale

Un plasma est un gaz de particules ionisées où les atomes sont dissociés en ions et
électrons [17], [19], [35]. Les particules composant le plasma sont donc électriquement
chargées, et par conséquent susceptibles d’interagir entre elles par interaction électroma-
gnétique. Il s’agit là d’une différence fondamentale entre un plasma et un gaz au sens
usuel, lequel est constitué de particules électriquement neutres et n’interagissant entre
elles que par contact (ou par le biais de forces à très courte portée).

Il nous serait difficile de coexister avec un plasma, car sa température est supérieure à
l’énergie d’ionisation des atomes le constituant. Cette dernière étant de l’ordre de quelque
eV(électron Volt), la température d’un plasma est généralement supérieure à une dizaine
de milliers de Kelvin, en vertu de la correspondance :

1eV=11600 Kelvin.
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B

Figure 1.1 – Trajectoire hélicoïdale des particules chargées des plasmas le long des lignes
de champ magnétique.

Plasmas froids et plasmas chauds

Les plasmas froids ont des températures inférieures à quelques eV (c’est à dire à
quelques dizaines de milliers de Kelvins). Dans ces plasmas, la densité de molécules neutres
est donc en général très supérieure à la densité des espèces chargées (ions et électrons).
Des exemples de tels plasmas sont l’ionosphère, les décharges luminescentes (celles d’un
tube au néon, d’une lampe à mercure, ...).

Les plasmas chauds ont des températures supérieures à plusieurs dizaines d’eV (plu-
sieurs centaines de milliers de Kelvins). Dans ce cas il n’y a quasiment plus de molécules
neutres. Des exemples de plasmas chauds sont les plasmas stellaires (soleil, étoiles, etc),
le vent solaire, les plasmas artificiels utilisés pour la fusion thermonucléaire (plasmas des
Tokamaks, plasmas obtenus par irradiation de cibles par faisceaux lasers intenses, etc).

Les plasmas chauds et froids ont des comportements radicalement différents en raison
de la nature des collisions entre les particules à l’échelle microscopique. En effet, dans un
plasma chaud, les particules chargées interagissant via l’interaction électrostatique (on dit
encore Coulombienne). Or, lorsque, la vitesse relative des particules est très grande, l’in-
teraction Coulombienne a peu d’effet. Les plasmas chauds sont donc essentiellement des
milieux non collisionnels. Dans un plasma froid au contraire, les particules chargées inter-
agissent avec l’espèce prédominante, que constituent les molécules neutres. L’interaction
est donc médiatisée par des forces à beaucoup plus courte portée que l’interaction Cou-
lombienne. Il s’agit de forces dites de Van der Waals. Ces collisions dévient les particules
de manière beaucoup efficace. Les plasmas froids sont donc des milieux collisionnels.

Autres aspects des plasmas

Champ magnétique Les plasmas sont fortement influencés par la présence ou non
d’un champ magnétique extérieur. En effet, un champ magnétique confine les particules
chargées à se déplacer principalement le long des lignes de champ, selon une trajectoire
hélicoïdale (voir la figure 1.1). Les mouvements transverses au champ magnétique sont
possibles (dérive en E�B, diffusion, etc), mais sont beaucoup plus lents lorsque le champ
magnétique est intense.
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Quasineutralité Le dépôt d’une particule chargée dans un plasma va créer un champ
électrique qui aura tendance à rétablir la neutralité électrique. A cause de ce phénomène
de rappel, la différence relative de densité entre les ions positifs et les électrons se maintient
globalement à un niveau assez faible. On a donc les relations suivantes :

ρe � ρi ! ρe, ρi, ρi � ρi,

où ρe est la densité électronique et ρi la densité des ions positifs. Ces relations traduisent la
quasineutralité du plasma qui, bien que constituée de particules chargées, reste localement
électriquement neutre.

Oscillations de plasma Dans un plasma, la fréquence d’oscillations électronique prend
la valeur :

ω2

pe � ρq2

ε0me

,

où ρ est la densité du plasma, q la charge élémentaire (positive), ε0 la permittivité du
vide et me la masse de l’électron. De même, on a la fréquence plasma ionique

ω2

pi � ρq2

ε0mi

.

Toutefois, la masse ionique est beaucoup plus grande que la masse électronique. Donc la
dynamique des électrons est beaucoup plus rapide que celle des ions.

1.2.3 La magnétosphère terrestre

La magnétosphère terrestre est située au-delà de l’ionosphère, c’est-à-dire au-dessus
de 800 à 1000 km d’altitude. S’il n’y avait pas de vent solaire, le spectre magnétique de la
Terre serait semblable à celui d’un aimant droit isolé. En réalité, la magnétosphère agit
comme un écran et protège la surface terrestre des excès du vent solaire, nocif pour la vie.
Elle s’oppose au vent solaire comme une pile de pont dévie le courant d’une rivière. En
contrepartie le vent solaire déforme le spectre magnétique de la Terre en lui donnant une
forme de queue de comètes.

1.2.4 L’ionosphère

Structure stratifiée de l’ionosphère

L’atmosphère est ionisée sur toute la surface du globe à partir de 60 km côté jour et
de 120 km côté nuit jusqu’à la magnétopause. L’ionosphère désigne la région de l’espace
où la densité des particules ionisées est la plus élevée. Au delà de 1000 km, c’est la
magnétosphère : la densité des particules ionisées et des neutres est très faible. Il y a
donc peu de collisions et le mouvement des particules est régi par le champ magnétique
terrestre.

L’origine des ions et des électrons réside principalement dans l’interaction du flux
du rayonnement photonique solaire et des molécules de l’atmosphère neutre. Un photon
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Figure 1.2 – La magnétosphère terrestre

d’énergie supérieure au seuil d’ionisation peut arracher un électron à une molécule créant
ainsi un ion. Un autre phénomène est la précipitation des particules du vent solaire par
les cornets polaires (donnant lieu aux aurores boréales). De plus, il y a aussi des trans-
formations chimiques ions-neutres ou des recombinaisons ions-électrons par exemple, qui
compliquent la modélisation.

La densité maximale de plasma est située dans la région F (voir la figure 1.3) entre
200 et 400 km d’altitude avec des valeurs de 4�104 à 4�106 cm�3. Ceci correspond à des
fréquences de résonance naturelle du plasma de 1.8 à 18 MHz. Toutes les ondes qui sont
de fréquences inférieures à 18 MHz sont réfléchies par l’ionosphère. Par exemple, les ondes
moyennes sont réfléchies par la couche E, les ondes courtes sont réfléchies par la couche
F, alors que les ondes ultra-courtes ne sont pas réfléchies : elles traversent l’ionosphère et
permettent ainsi l’établissement de communications avec les satellites.

Cependant les caractéristiques des couches E et F ainsi que la fréquence limite de
18 MHz varient en fonction de l’activité solaire ou d’instabilités ionosphériques. D’autre
part, l’ionosphère est très perturbée dans les régions de hautes latitudes (précipitations)
et à l’équateur (électrojet équatorial). Ces instabilités perturbent alors les signaux qui
subissent des variations de phase et d’amplitude (phénomènes de scintillations).

En conclusion, l’ionosphère est stratifiée en couches, sous l’effet de la gravité et des
différents mécanismes de création et de la recombinaison du plasma.

– Aux altitudes inférieures, l’atmosphère neutre joue un rôle prépondérant et la dy-
namique du plasma est fortement influencée par les collisions entre les ions ou les
électrons d’une part et les neutres d’autre part. En particulier, les vents de neutres
entraînent le plasma.

– L’altitude où la densité de plasma est maximale (105 à 106 cm�3) se situe aux
alentours de 200 à 400 km.

– Aux altitudes supérieures, la densité des neutres diminue très vite et le plasma
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Région Altitude Description

D   90 km
absorbe les rayonnements les plus énergétiques (Hard X-Ray).
Cette zone disparaît la nuit
(en quelques minutes après le coucher du soleil)

E   105 km absorbe les rayons X mous

F 105 à 600 km
absorbe les Extrême UV.
subdivisée en deux zones : F1 (170 km) et F2 (250 km)

Figure 1.3 – Caractéristiques de l’atmosphère et de l’ionosphère

peut être considéré comme totalement ionisé au delà des quelques milliers de km
d’altitude. Il se reconnecte alors au plasma magnétosphérique.

Les lignes de champ magnétique relient des régions d’altitudes différentes (sauf au voi-
sinage de l’équateur où le champ magnétique est quasiment horizontal). Ainsi, par le
mouvement rapide des particules (et en particulier des électrons) le long des lignes de
champ magnétique, les plasmas aux différentes altitudes sont interconnectés.

Les sources du champ électrique et des courants ionosphériques

Dans l’ionosphère, les sources principales contribuant à la génération de champs élec-
triques de grande échelle sont la dynamo ionosphérique, la dynamo magnétosphérique de
vent solaire et l’activité orageuse. Ici, on s’intéresse plus particulièrement à la dynamo
ionosphérique.

Les particules neutres, sous l’effet du vent dans la basse ionosphère, entraînent par
collisions de particules chargées. En coupant les lignes de champ magnétique, elles créent
un champ électrique induit (effet dynamo). Le champ électrique se traduit en la différence
de potentiel. Or les électrons peuvent se déplacer librement et très rapidement le long des
lignes de champ magnétique. En effet, la conductivité alignée le long du champ magnétique
est de 100 S/m (Siemens par mètre), alors que la conductivité orthogonale au champ
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1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

magnétique est inférieure à 10�4 S/m. Par conséquence, la différence de potentiel créée
dans la basse d’ionosphère est instantanément transmise aux altitudes supérieures.

1.3 Modélisation des irrégularités ionosphériques

1.3.1 Introduction

L’ionosphère joue un rôle important dans la propagation des ondes radio dans cer-
taines gammes de fréquences, aussi bien pour les communications terrestres, que pour
les liaisons terre-satellite. Cette couche de l’atmosphère est un milieu non-homogène et
instable, perturbée par des forces liées au vent neutre ou vent solaire. Ce phénomène
de perturbation, connu comme les scintillations ionosphériques, provoque la diffusion des
ondes électromagnétiques. L’objet de cette section est d’établir et d’étudier un modèle
mathématique permettant d’étudier ce phénomène pour aider à concevoir et à améliorer
les dispositifs de communications entre la terre et les satellites.

Le point de départ sera une description fluide composée du système d’Euler-Maxwell
pour un plasma composé de deux espèces i.e. électrons et ions. On met ce système en forme
adimensionnelle par un choix approprié d’échelles des unités. Par cette mise à l’échelle,
une collection de paramètres sans dimension apparaît, montrant les différents ordres de
grandeur. Dans [4], deux hiérarchies sont étudiées, i.e. la hiérarchie MHD et la hiérarchie
Dynamo. La hiérarchie Dynamo est adaptée à la situation standard de l’ionosphère, alors
que la hiérarchie MHD est mieux adaptée à la situation d’anormales de forte sur-densité.

Dans cette section, on se concentre sur la hiérarchie Dynamo. Dans cette hiérarchie, le
modèle le plus couramment utilisé est le modèle Dynamo, dans lequel le champ magnétique
est réduit au champ magnétique terrestre, et le champ électrique est irrotationnel. Le
potentiel électrique qui en résulte est la solution d’une équation elliptique déduite de
l’équation de conservation du courant. Elle est couplée avec des équations de conservation
de la masse et du moment (sans terme d’inertie). Le modèle Dynamo a été utilisé comme
outil de base pour étudier ces instabilités [40] [49]. Les simulations numériques du modèle
Dynamo dans un champ magnétique non-uniforme sont développées dans le chapitre 3.

Le modèle terminal de cette hiérarchie est le modèle Striation. Ce modèle est une
réduction du modèle Dynamo dans lequel le champ électrique est forcé à être orthogonal
au champ magnétique, donc donnant une équation elliptique en dimension deux. Cette
équation est toujours couplée avec les équations de conservation de la masse et de la
quantité de moment sans masse. Le modèle Striation a été largement utilisé dans la
littérature physique parce que la réduction à une équation elliptique en dimension deux
génère une augmentation considérable de l’efficacité de calcul.

Cette section est organisée comme suit : dans la section 1.3.2, le modèle d’Euler-
Maxwell isotherme bifluides est indiqué. Puis dans la section 1.3.3, ce modèle est adimen-
sionné et les paramètres sans dimension sont introduits. Dans la section 1.3.4, le modèle
Dynamo est obtenu en faisant passer à la limite certains paramètres sans dimension, tan-
dis que dans la section 1.3.5, le modèle final, dénommé modèle Striation, est établi. Enfin
dans la section 1.3.6, nous étudions les instabilités de ces modèles.
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Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

1.3.2 Modèle d’Euler-Maxwell

Notations et unités

Nous considérons un plasma constitué de deux espèces de particules : des électrons de
charge �q et des ions de charge �q. Toutes les quantités relatives aux électrons seront
indexées par e et celles relatives aux ions par i. Nous noterons ρepx, tq, ρipx, tq les densités
électroniques et ioniques, dépendant de la position x � px1, x2, x3q P R3 et du temps t. De
même, les vitesses moyennes des fluides électroniques et ioniques seront notées uepx, tq,
uipx, tq, qui sont des vecteurs de R3.

Les masses électroniques et ioniques seront respectivement notées me et mi. On rap-
pelle que me � 10�30kg. Pour les ions, on prendra l’exemple de l’ion O� dont la masse
est approximativement mi � 40000me. Ainsi, on peut introduire le petit paramètre :
ε :� me

mi
! 1.

On dénotera les pressions électroniques et ioniques par pe et pi. Les fréquences de
collision électrons-neutres et ions-neutres sont notées νe et νi. Les collisions entre électrons
et ions seront modélisées par une constante K. La gravité des électrons et ions est notée
par me,ig, où g :� MG

R2 est l’accélération de la pesanteur, G la constante gravitationnelle,
M la masse de la terre, R la distance entre le centre de la terre et l’objet.

On suppose que les températures Te,i sont constantes et égales, et pour simplifier
notées T . Elle est associée à une énergie thermique égale à kBT . La quantité kBT {q est
homogène à un potentiel électrique et s’appelle potentiel thermique. Nous rappelons que
1 Volt correspondant à une température de 11600 Kelvin.

On notera Epx, tq et Bpx, tq les champs électrique et magnétique. Notons qu’un champ
électrique est homogène au produit d’un champ magnétique par une vitesse et donc que
1 tesla=1 Vsm�2. L’ionosphère est plongée dans le champ magnétique terrestre, que l’on
notera B0.

Les ondes électromagnétiques sont influencées par les matériaux qu’elles traversent. Les
paramètres caractéristiques sont la permittivité électrique εr et la perméabilité magnétique
µr. Dans le vide, ils sont égaux à ε0 et µ0.

On résume toutes les quantités dans le tableau 1.1 [27].

Équations de conservation de densité

Les équations de conservation de la densité d’électrons et d’ions s’écriventBρeBt �∇ � pρeueq � 0, (1.1)BρiBt �∇ � pρiuiq � 0, (1.2)

où ∇� désigne l’opérateur divergence.
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(a) Quantités physiques

Quantité Notation Unité

Position x � px1, x2, x3q mètre (m)
Temps t seconde (s)
Densité électronique ρe m�3

Densité ionique ρi m�3

Vitesse électronique ue m/s
Vitesse ionique ui m/s
Vitesse neutre un m/s
Fréquence de collision e-n νe s�1

Fréquence de collision i-n νi s�1

Masse électronique me kg
Masse ionique mi kg
Pression électronique pe Pa
Pression ionique pi Pa
Température T Kelvin (K)
Champ électrique E Volt/m
Champ magnétique B Tesla (T)
Densité de charge ρq Coulomb m�3

Courant j Ampère m�2

Accélération de la pesanteur g m s�1

Distance objet-terre R m
Collision entre électron-ion K kg m3 s�1

(b) Constantes physiques

Quantité Notation Valeur

Charge élémentaire q 10�19Coulomb
Constante de Boltzmann kB 10�23JK�1

Champ magnétique terrestre B0 5� 10�5T
Permittivité électrique du vide ε0 10�11Fm�1

Perméabilité magnétique du vide µ0 10�6Hm�1

Vitesse lumière c 3� 108ms�1

Constante gravitationnelle G 6.67259� 10�11m3s�2kg�1

Masse de la terre M 5.9742� 1024kg
Rayon de la terre RE 6.3710� 106m

Table 1.1 – Quantités physiques et constantes physiques
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Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

Équations de bilan d’impulsion des particules

L’équation de bilan d’impulsion pour les électrons s’écrit :BBtpmeρeuekq �∇ � pmeρeuekueq� �BpeBxk � qρepEk � pue �Bqkq � ρemeg � νemeρepuek � unkq �Kρeρipuek � uikq,
(1.3)

où l’indice k dénote la k-ème composante d’un vecteur pk P t1, 2, 3uq. Au membre de
droite de (1.3), des termes de forces se décomposent en la force de la pression �∇pe, la
force de Lorentz qρepE�pue�Bqq, la gravité ρemeg, les collisions entre les électrons et les
molécules d’air neutre �νemeρepuek � unkq et les collisions entre les électrons et les ions�Kρeρipuek � uikq.

Sur les échelles de temps et d’espace considérées, la température peut être supposée
constante. Les deux fluides sont donc isotherme de température T donnée, identique pour
les électrons et les ions. Par cette hypothèse, la relation entre la pression et la densité
s’exprime par la loi d’état des gaz parfaits isothermes :

pe � ρekBT. (1.4)

La force de Lorentz �qpE � pue � Bqq est la force qui s’exerce sur toute particule
individuelle de charge q en mouvement dans des champs électriques et magnétiques. On
la multiplie par ρe pour calculer la densité d’impulsion.

Dans l’ionosphère, les collisions entre les électrons et les molécules d’air neutre peuvent
être décrites par une force de friction s’écrivant �νemepue � unq. Elle a une tendance à
équilibrer la vitesse des électrons et celle des molécules d’air. Les collisions entre les
électrons et les ions sont modélisées par une constante de taux K. On remarque que cette
force est très faible dans l’ionosphère basse par rapport aux collisions entre les électrons
et les molécules d’air neutre, car les densités électroniques et ioniques sont beaucoup plus
faibles que la densité de neutres. En revanche, dans l’ionosphère haute, cette force est
importante en raison d’un plasma complètement ionisé.

L’équation de bilan d’impulsion pour les ions s’écrit de manière analogue :BBtpmiρiuikq �∇ � pmiρiuikuiq� � BpiBxk � qρipEk � pui �Bqkq � ρimig � νimiρipuik � unkq �Kρeρipuik � uekq. (1.5)

On remarque le changement de signe de la charge dans la force de Lorentz dû à la charge
positive des ions.
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Équations de Maxwell

Les équations régissant l’évolution des champs électromagnétiques sont les équations
de Maxwell

1

c2
BEBt �∇�B � �µ0j, (1.6)BBBt �∇� E � 0, (1.7)

∇ � E � 1

ε0
ρq, (1.8)

∇ � B � 0, (1.9)

où ρqpx, tq et jpx, tq désignent respectivement les densités de charge et de courant élec-
trique :

ρqpx, tq � qpρi � ρeq, (1.10)

jpx, tq � qpρiui � ρeueq. (1.11)

Les équations (1.6) à (1.9) s’appellent respectivement équations de Maxwell-Ampère,
Maxwell-Faraday, Maxwell-Gauss et équation de conservation du flux de B.

Bilan des équations décrivant le plasma

On peut donc résumer le système d’équations décrivant le plasma suivant : le fluide
électronique est décrit par sa densité ρe et sa vitesse moyenne ue, solutions du système :BρeBt �∇ � pρeueq � 0, (1.12a)BBtpmeρeuekq �∇ � pmeρeuekueq� �BpeBxk � qρepEk � pue �Bqkq � ρemeg � νemeρepuek � unkq �Kρeρipuek � uikq,(1.12b)

avec pe � ρekBT .
Le fluide ionique est décrit par sa densité ρi et sa vitesse moyenne ui, solutions du

système :BρiBt �∇ � pρiuiq � 0, (1.12c)BBtpmiρiuikq �∇ � pmiρiuikuiq� � BpiBxk � qρipEk � pui �Bqkq � ρimig � νimiρipuik � unkq �Kρeρipuik � uekq,(1.12d)

19



Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

avec pi � ρikBT .
Ces équations sont couplées au système de Maxwell pour les champs E et B :

1

c2
BEBt �∇�B � �µ0j, (1.12e)BBBt �∇� E � 0, (1.12f)

∇ � E � 1

ε0
ρq, (1.12g)

∇ � B � 0, (1.12h)

via les sources du champ :

ρqpx, tq � qpρi � ρeq, (1.12i)

jpx, tq � qpρiui � ρeueq. (1.12j)

Ces équations, bien que déjà simplifiées par certaines hypothèses, restent trop coû-
teuses pour une simulation réaliste. Nous allons donc procéder à un adimensionnement
permettant d’identifier les termes prépondérants.

1.3.3 Adimensionnement du modèle

Jeu de grandeurs de référence pour la modélisation de l’ionosphère

On considère dans cette section des grandeurs de référence typique d’un plasma iono-
sphérique [4]. Toutes les grandeurs de référence sont résumées dans le tableau 1.2a.

– Longueur de référence x̄ : On s’intéressera à une région de l’espace de quelques
centaines de kilomètres d’étendue et donc on choisira x̄ � 105m.

– Vitesse de référence ū : L’ionosphère étant mise en mouvement par le vent neutres,
l’ordre de grandeur des vitesses électronique et ionique est équivalente par rapport
à celle du vent de neutres. On prendra ū � 102ms�1.

– Temps de référence t̄ : Il est calculé à partir des choix de la longueur et de la vitesse
de référence. On a t̄ � x̄{ū � 103s.

– Densité de référence ρ̄ : On choisit la densité caractéristique de l’ionosphère non
perturbée à son maximum de densité, soit environ 1012m�3.

– Champ magnétique B̄ : On verra que le champ magnétique induit par le mouvement
du plasma est très faible devant le champ magnétique terrestre B0. On choisit donc
B̄ � B0 � 10�5T.

– Champ électrique Ē : C’est le champ électrique induit par le mouvement du plasma
à travers les lignes du champ magnétique terrestre. Il a donc pour valeur Ē � ūB̄ �
10�3Vm�1.

– Pression de référence p̄ : On a la relation entre la pression et la densité p � ρkBT . En
supposant un équilibre thermodynamique, i.e. T � Te � Ti à l’altitude de 300km,
on a T̄ � 103K. Donc dans la situation calme, p̄ � ρ̄kBT̄ � 10�8Pa.
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(a) Unités de mesure et quantités adimensionnées

Quantité Unité de mesure Quantité adimensionnée Valeur

Longueur x̄ x1 � x{x̄ 105m
Temps t̄ t1 � t{t̄ 103s
Densité ρ̄ ρ1e,i � ρe,i{ρ̄ 1012m�3

Vitesse ū � x̄{t̄ u1e,i,n � ue,i,n{ū 102m/s
Fréquence de collision e-n ν̄e ν 1e � νe{ν̄e 102s�1

Fréquence de collision i-n ν̄i � me

mi
ν̄e ν 1i � νi{ν̄i 10�2s�1

Pression p̄ p1e,i � pe,i{p̄ 10�8Pa
Température T̄ T 1

e,i � Te,i{T̄ 103K
Accélération de la pesanteur ḡ g1 � g{ḡ 101m/s
Champ magnétique B̄ B1 � B{B̄ 10�5T
Champ électrique Ē � ūB̄ E 1 � E{Ē 10�3V/m
Densité de charge ρ̄q � qρ̄ ρ1q � ρq{ρ̄ 10�7C m�3

Densité de courant j̄ � qρ̄ūκ j1 � j{j̄ 10�9A m�2

Collision entre électron-ion K̄ K 1 � K{K̄ 10�39kg m3 s�1

(b) Paramètres sans dimension

Paramètre sans dimension Description Valeur

ε � me

mi
Rapport de la masse ionique à la masse électro-
nique

10�4

τ � 1

ν̄i t̄
� mi

me

1

ν̄et̄
Temps moyen entre les collisions i-n 10�1

η � p̄

miρ̄ū2

1

ν̄i t̄
Mesure de l’énergie thermique 101

κ � meν̄e
qB̄

� miν̄i
qB̄

Nombre de collisions entre e-n ou i-n par période
de rotation dans le champ magnétique

10�4

κei � K̄
µ0x̄q2ū

Mesure de fréquence de collisions entre e-i 10�2

α � ū2

c2
Rapport du carré de la vitesse au carré de la vitesse
de la lumière

10�12

β � miρ̄ū
2µ0νi t̄

B̄2 Énergie de dérive par rapport à l’énergie magné-
tique

10�5

ζ � ḡ

ν̄iū
Accélération de la pesanteur par rapport à l’accé-
lération ionique

101

Table 1.2 – Quantités adimensionnées et paramètres sans dimension
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– Accélération de pesanteur de référence : L’accélération de pesanteur est définie par
MG
R2 . Sur la terre, cette quantité moyenne est égale à 9.8m/s. Donc on prend ḡ �
101m/s.

– Fréquence de collisions avec les neutres ν̄e,i : On suppose que νe,i est indépendant
de t. ν̄i est choisie à la valeur moyenne de la fréquence de collision ions-neutres ν̄i �
10�2s�1. Les électrons se déplacent plus vite que les ions, donc ν̄e � mi

me
ν̄i � 102s�1.

– Fréquence de collisions ions-électrons K̄ : K̄ � 10�39kg m3 s�1.
– Densité de charge de référence ρ̄q : On la lie à la densité caractéristique du plasma

par ρ̄q � qρ̄ � 10�7Cm�3.
– Densité de courant de référence j̄ : Comme pour la densité de charge, on écrit
j̄ � qρ̄ū � 10�5Am�2. Toutefois, on note le fait que le rapport entre fréquence de
collisions électrons-neutres et ions-neutres est équivalent au rapport entre les masses
ionique et électronique. L’échelle de courant est plus petite que qρ̄ū par un facteur
κ � K̄

µ0x̄q2ū
parce que les électrons et les ions ont tendance à dériver à la même vitesse

à travers le champ magnétique. Une mesure typique de leur vitesse relative est µpĒ,
où µp est la mobilité Pedersen, donnée par µp � κ{B̄. Ainsi la valeur typique du
courant est j̄ � qρ̄µpĒ � qρ̄ūκ � 10�9Am�2.

Adimensionnement des équations d’Euler

Équations de conservations des densités On reprend les équations de conservations
des densités suivantes : BBtρe,i �∇x � pρe,iue,iq � 0.

On introduit ρe,i � ρ̄ρ1e,i, t � t̄t1, x � x̄x1 et ue,i � ūu1e,i dans ces équations, et on obtient

ρ̄

t̄

BBt1ρ1e,i � ρ̄ū

x̄
∇x1 � pρ1e,iu1e,iq � 0BBt1ρ1e,i �∇x1 � pρ1e,iu1e,iq � 0.

Notons que l’adimensionnement ne change pas les équations de conservation des densités
électroniques et ioniques. Dans toute la suite, on omettra les primes. Il est convenu désor-
mais que toutes des notations ρe,i, ue,i, E, etc..., désignent des quantités adimensionnées.
Donc les équations de conservation adimensionnées sontBρeBt �∇ � pρeueq � 0, (1.13)BρiBt �∇ � pρiuiq � 0. (1.14)

22



1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

Équations de bilan d’impulsion De la même manière, on obtient les équations de
bilan d’impulsion adimensionnées suivantes

τε

� BBtpρeuekq �∇ � pρeuekueq
� �η BpeBxk � κ�1ρepEk � pue �Bqkq � εζρegk � νeρepuek � unkq�κe,iβ

κ2 Kρeρipuek � uikq, (1.15)

τ

� BBtpρiuikq �∇ � pρiuikuiq
� �η BpiBxk � κ�1ρipEk � pui �Bqkq � ζρigk � νiρipuik � unkq�κe,iβ

κ2 Kρeρipuik � uekq, (1.16)

où les paramètres sans dimension sont résumés dans le tableau 1.2b. Les significations
des paramètres sont suivantes : κ est le nombre de collisions électron-neutre (ou collisions
d’ions-neutres) par rapport à une période de rotation d’un électron dans le champ ma-
gnétique terrestre. De même, κei est une mesure de la force de collisions d’électron-ion.
β mesure la force du champ magnétique induit par rapport à celle du champ magnétique
terrestre.

Adimensionnement des équations de Maxwell

L’adimensionnement des équations de Maxwell donne :

α
BEBt �∇�B � �βj, (1.17)BBBt �∇� E � 0, (1.18)

κα

β
∇ � E � ρq, (1.19)

∇ �B � 0, (1.20)

où α est le rapport de la vitesse caractéristique du système à la vitesse de lumière. L’adi-
mensionnement des équations des sources du champ est immédiate

ρq � ρi � ρe, (1.21)

κj � ρiui � ρeue. (1.22)

Bilan des équations d’Euler-Maxwell adimensionnées

Le modèle d’Euler-Maxwell adimensionné s’écrit de la manière suivante :
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– Pour les électronsBρeBt �∇ � pρeueq � 0, (1.23a)

τε

� BBtpρeuekq �∇ � pρeuekueq
� �η BpeBxk � κ�1ρepEk � pue �Bqkq � εζρegk � νeρepuek � unkq�κe,iβ

κ2 Kρeρipuek � uikq. (1.23b)

– Pour les ionsBρiBt �∇ � pρiuiq � 0, (1.23c)

τ

� BBtpρiuikq �∇ � pρiuikuiq
� �η BpiBxk � κ�1ρipEk � pui �Bqkq � ζρigk � νiρipuik � unkq�κe,iβ

κ2 Kρeρipuik � uekq. (1.23d)

– Pour les équations de Maxwell

α
BEBt �∇ �B � �βj, (1.23e)BBBt �∇� E � 0, (1.23f)

κα

β
∇ � E � ρq, (1.23g)

∇ � B � 0. (1.23h)

– Pour les sources du champ

ρq � ρi � ρe, (1.23i)

κj � ρiui � ρeue. (1.23j)

1.3.4 Modèle Dynamo tridimensionnel

Dans cette section, nous faisons une analyse asymptotique conduisant le modèle d’Euler-
Maxwell ainsi au modèle Dynamo.

Premièrement, faisant la limite α Ñ 0, ε Ñ 0 du système d’Euler-Maxwell bifluide
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(1.23) avec les autres paramètres gardés finis donne le système suivant :BρBt �∇ � pρuq � 0, (1.24a)

τ

� BBtpρiuikq �∇ � pρiuikuiq
� �η BpBxk � pj �Bqk � ζρgk � νeρpuek � unkq � νiρpuk � unkq, (1.24b)

E � ue �B � βκeiKj � �κ �νepue � unq � η
∇pe

ρ

�
, (1.24c)

∇�B � βj, (1.24d)BBBt �∇� E � 0, (1.24e)

∇ �B � 0, (1.24f)

κj � ρpu� ueq, (1.24g)

où ρ � lim ρi � lim ρe, u � lim ui, et p � pi � pe.

En effet, avec α Ñ 0 et β borné loin de 0, on en déduit que ρi et ρe convergent à
la même limite ρ (quasineutralité). De même, dans (1.23e) la loi d’Ampère se réduit à
(1.24d). L’équation de densité de conservation ionique (1.23c) donne (1.24a). L’équation
de bilan d’impulsion électronique, dans la limite ε Ñ 0, implique (1.24c). La somme
d’équations d’impulsion électronique (1.23b) et ionique (1.23d), dans la limite ε Ñ 0,
entraîne (1.24b). La loi de Faraday (1.23f) et (1.23h) sont inchangées et conduisent à
(1.24e), (1.24f), ainsi que (1.23j) entraîne (1.24g). Ensuite en passant τ Ñ 0, nous avons
formellement le modèle :BρBt �∇ � pρuq � 0, (1.25a)�η BpBxk � pj �Bqk � ζρgk � νeρpuek � unkq � νiρpuk � unkq � 0, (1.25b)

E � ue �B � βκeiKj � �κ �νepue � unq � η
∇pe

ρ

�
, (1.25c)

∇�B � βj, (1.25d)BBBt �∇� E � 0, (1.25e)

∇ �B � 0, (1.25f)

κj � ρpu� ueq. (1.25g)

Il est plus général de restituer la symétrie entre les électrons et les ions en faisant la somme
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de (1.25b) et (1.25c) :BρBt �∇ � pρuiq � 0, (1.26a)

E � ui �B � κ

�
νipui � unq � η

∇pi

ρ
� ζg

�� βκeiKj, (1.26b)

E � ue �B � �κ �νepue � unq � η
∇pe

ρ

�� βκeiKj, (1.26c)

∇�B � βj, (1.26d)BBBt �∇� E � 0, (1.26e)

∇ � B � 0, (1.26f)

κj � ρpui � ueq. (1.26g)

Nous avons également restitué l’indice i pour la vitesse des ions. Enfin dans la limite
β Ñ 0, le champ magnétique B converge vers une solution du système :

∇�B � 0, ∇ �B � 0, (1.27)

B étant un champ magnétique externe donné, supposé indépendant de l’échelle de temps t
choisi, nous faisons le choix du champ magnétique terrestre, qui respecte à ces contraintes.

Lorsque β Ñ 0, le modèle d’Euler-Maxwell converge formellement vers le modèle
Dynamo : BρBt �∇ � pρuiq � 0, (1.28a)

E � ui �B � κ

�
νipui � unq � η

∇pi

ρ
� ζg

�
, (1.28b)

E � ue �B � �κ �νepue � unq � η
∇pe

ρ

�
, (1.28c)

∇� E � 0, (1.28d)

∇ � j � 0, (1.28e)

κj � ρpui � ueq, (1.28f)

où B est la solution de (1.27), le champ magnétique externe et indépendant de temps.
Nous notons que la pression vérifiant la hypothèse des gaz parfaits isothermes (1.4).

En faisant adimentionner cette relation, on obtient

pi � pe � ∇pρT q. (1.29)

Puis en injectant (1.29) dans les équations (1.28b)–(1.28c), on a

E � ui �B � κ

�
νipui � unq � η

∇pρT q
ρ

� ζg

�
, (1.30)

E � ue �B � �κ �νepue � unq � η
∇pρT q
ρ

�
. (1.31)
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Les équations (1.30)–(1.31) peuvent être écrites de manière équivalente comme une équa-
tion elliptique pour le potentiel électrique. En effet, (1.30), (1.31) prennent également la
forme

κνiui � ui �B � Fi :� E � κ

�
νiun � η

∇pρT q
ρ

� ζg



, (1.32)

κνeue � ue �B � Fe :� �E � κ

�
νeun � η

∇pρT q
ρ



. (1.33)

Dans une première étape, pour simplifier, nous supposerons que B0 est uniforme. On
introduit alors un système de coordonnées dans lequel la troisième composante est parallèle
à B0 (voir la figure 1.4(b)). Nous supposons aussi que la température est constante, en
particulier T � 1. On munit l’espace du repère orthonormé p0, x1, x2, x3q où la direction
x3 est définie par le vecteur directeur e3 � B|B| . Pour un vecteur A arbitraire, on note

AK � A1e1 � A2e2, A‖ � A3e3, A
K � �A2e1 � A1e2,

∇K � AK � BA1Bx1 � BA2Bx2 , ∇‖ � A‖ � BA3Bx3 ,
et enfin, si f est un scalaire

∇Kf � p BfBx1 , BfBx2 , 0q, ∇‖f � p0, 0, BfBx3 q.
Avec ces notations le système (1.32)–(1.33) peut être résolu en :

ui �MiFi, ue �MeFe, (1.34)

avec les matrices de mobilités ioniques et électroniques

Mi � ��� κνi
κ2ν2i �|B|2 |B|

κ2ν2i �|B|2 0�|B|
κ2ν2

i
�|B|2 κνi

κ2ν2
i
�|B|2 0

0 0 1

κνi

�Æ
, (1.35)

Me � ��� κνe
κ2ν2e�|B|2 �|B|

κ2ν2e�|B|2 0|B|
κ2ν2e�|B|2 κνe

κ2ν2e�|B|2 0

0 0 1

κνe

�Æ
, (1.36)

où les matrices de mobilités Mi et Me sont exprimées en vecteurs de base, dans lesquels
le dernier vecteur de base est parallèle au champ magnétique. De (1.28d), on déduit

E � �∇φ, (1.37)

et (1.28e) implique :�∇ � pρpMi �Meq∇φq� �κ∇ � !ρ �Mi

�
νiun � η

∇pρT q
ρ

� ζg
	�Me

�
νeun � η

∇pρT q
ρ

	�)
.

(1.38)

Ainsi (1.38) est une équation elliptique en dimension trois pour φ. On note également la
relation suivante, qui est obtenue en prenant la différence de (1.30) et (1.31) :

j �B � ρpνiui � νeueq � ρunpνi � νeq � 2η∇ρ� ζρg. (1.39)
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(a) (b)

Figure 1.4 – (a) le champ magnétique terrestre ; (b) le champ magnétique uniforme.

1.3.5 Modèle Striation bidimensionnel

L’ultime limite conduit au modèle Striation. Elle implique la combinaison d’un pro-
blème en dimension deux pour le calcul du potentiel électrique couplée à une équation de
conservation de la masse en dimension trois.

La limite formelle de κÑ 0 du modèle Dynamo est le modèle Striation :BρBt �∇ � pρuq � 0, (1.40a)

j �B � νρpu� unq � 2η∇ρ� ζρg, (1.40b)

E � u�B � 0, (1.40c)

∇� E � 0, (1.40d)

∇ � j � 0, (1.40e)

où B est la solution de (1.27) et ν � νi � νe.
En effet, l’équation (1.40c) est obtenue de (1.28b) ou (1.28c) quand κÑ 0. De même,

(1.28f) implique ui � ue, que nous notons u. Enfin, (1.39) conduit à (1.40b).
Dans le modèle Striation, le champ électrique est orthogonal au champ magnétique,

car la relation (1.40c) implique E � �u � B � �u2e1 � u1e2, ainsi E‖ � 0. Nous avons

également par (1.40c) que uK � ��
∇φ�B|B|2 	K. En faisant le produit scalaire entre (1.40b)

et B, on a u‖ � un‖ � 2η∇ρ

νρ
B|B| � ζ

ν
g‖. Donc u se décompose en composantes orthogonales
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et parallèles aux lignes de champ magnétique

u � �∇φ�B|B|2 � ��
un � 2

η∇ρ

νρ
� ζ

ν
g


 � B|B|
 B|B| . (1.41)

En faisant ensuite le produit vectoriel entre (1.40b) et B, on obtient

jK � � 1|B|2 pνρpu � unq �B � 2η∇ρ�B � ζρg �BqK . (1.42)

Donc le passage du modèle Dynamo au modèle Striation implique une réduction de la
dimension du problème elliptique à résoudre pour trouver φ. En supposant que B est
uniforme et que j s’annule à l’infini, on a

E � �∇φ (1.43)

où φ � φpx1, x2q est indépendant de x3 et est une solution du système elliptique suivant :

∇K � JK � 0, (1.44)

JK � »
jKdx3, (1.45)

avec jK définie dans (1.42).
Dans la littérature physique, le modèle (1.40) est souvent désigné comme le modèle

Striation multi-couches, parce que la coordonnée x3 est discrétisée en un nombre fini de
couches. Le cas particulier d’une seule couche est obtenu lorsque un et g sont orthogonaux
à B et toutes les données et les inconnues sont indépendantes de x3. Alors, le modèle
Striation mono-couche est écrit :BρBt �∇ � pρuq � 0, (1.46a)

u � �∇φ�B|B|2 , (1.46b)

∇K � pρhq � 0, (1.46c)

h � � 1|B|2 �νpu� unq �B � 2η
∇ρ

ρ
�B � ζg �B


K , (1.46d)

où la quantité h représente la vitesse relative d’électrons-ions. On remarque que dans le
système (1.46) la vitesse u est de divergence nulle. En effet, en prenant la divergence en
∇φ�B, il est facile de vérifier ∇ �∇φ�B � 0. Ainsi ∇ � u � 0.

1.3.6 Instabilité de dérive en E �B : théorie phénoménologique

Introduction et phénoménologie

Afin de présenter le phénomène conduisant à l’instabilité, considérons le cas ne présen-
tant que la gravité. Supposons un état d’équilibre consistant en une densité discontinue
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ρ1 ¡ ρ2, avec ∇φ0 � 0 (cf. figures 1.5(a) et 1.5(b)). On perturbe légèrement l’interface qui
est représentée par le graphe de la fonction x2 � ε sinpξx1q, où ε représente la magnitude
de la perturbation et ξ est sa fréquence spatiale.

Le terme g�B dans (1.46d) crée une modulation de charge le long de l’interface qui est
alternativement positive et négative (cf. figures 1.5(e) et 1.5(f)). Alors un champ électrique�∇φ se crée. Puis par (1.46b) une composante non nulle de la vitesse u dans la direction
normale à l’interface est créée avec des signes alternatifs (cf. figures 1.5(g) et 1.5(h)). Dans
le premier cas (cf. figures 1.5(i)), la densité en bas est plus lourde, alors cette composante
de la vitesse permet l’amortissement de la modulation de l’interface ; dans le deuxième
cas (cf. figures 1.5(j)), la densité en bas est plus légère, alors cette composante de la
vitesse permet l’augmentation de la modulation de l’interface. Ce comportement peut
être expliqué par l’analyse de stabilité linéaire.

Analyses de stabilité linéaire : profil de densité exponentielle en dimension
deux

Dans le reste de cette section, on suppose que ν est une constante uniforme, et par
un choix convenable des unités de l’échelle, on pose ν � 1, ζ � 1, |B| � 1 et B � e3.
Notons pρ0, u0, h0, φ0q l’état non perturbé, i.e. une solution indépendante du temps du
système Striation (1.46). On considère un profil de densité exponentiel dans la direction
x2, c’est à dire ρ0 � N exppx2{λq, où λ ¡ 0 est la longueur de gradient, et pu0, h0,∇φ0q
sont des constantes uniformes. On suppose que le vent de neutres est aussi uniforme et a
des composantes un � pV, Uq.

En injectant ρ0 et u0 dans (1.46a), on obtient ρ0

λ
u0
2
� 0, ainsi u0

2
� 0. En utilisant

l’expression de vitesse u0 � ��Bx2
φ0Bx1
φ0



, on a Bx1

φ0 � 0. Ensuite en mettant ρ0 et u0

dans (1.46d), on obtient h0 � �
U � g2 � 2η

λ�Bx2
φ0 � V � g1



. Enfin en développant (1.46c), on a�Bx2

φ0 � V � g1 � 0. Par conséquent une condition nécessaire et suffisante de l’état
stationnaire est u0 � pV � g1, 0q, h0 � pU � g2 � 2η

λ
, 0q, ∇φ � p0,�V � g1q.

Maintenant, on introduit la perturbation ρ � ρ0p1�ερ1�Opε2qq, pu, h, φq � pu0, h0, φ0q�
εpu1, h1, φ1q � Opε2q avec ε ! 1 dans le modèle Striation et nous négligeons les termes
d’ordre supérieur à ε. Encore une fois, en mettant ρ, u dans (1.46a), on obtient l’équation
de la perturbation du premier ordre :Btρ1 � λ�1Bx1

φ1 � pV � g1qBx1
ρ1 � 0, (1.47a)

En développant (1.46d), on a

h0 � εh1 � ��Bx1
pφ0 � εφ1q � U � g2 � 2η

λ
� ερ0Bx2ρ1

ρ0�ερ0ρ1�Bx2
pφ0 � εφ1q � V � g1 � ερ0Bx2ρ1

ρ0�ερ0ρ1

�
.

On en déduit que

h1 � ��Bx1
φ1 � Bx2

ρ1�Bx2
φ1 � Bx1

ρ1



.
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Enfin en injectant h1 dans (1.46c), on obtient� λ�1Bx2
φ1 �∆φ1 � pU � g2qBx1

ρ1 � 0. (1.47b)

Remarquons que le terme de pression ne contribue pas dans les équations de la perturba-
tion de premier ordre. En omettant les exposants 1 dans pρ1, φ1q, on développe la solution
de (1.47) en ondes planes pρ, φq � pρ̄, φ̄λ|U � g2|q exppiλ�1pξ1x1 � ξ2x2 � ωt|U � g2|qq, où
ξ � pξ1, ξ2q est le vecteur d’ondes de la perturbation et ω sa fréquence. Introduisant cet
ansatz dans (1.47), on obtient pθξ1 � ωqρ̄� ξ1φ̄ � 0, (1.48a)

iσξ1ρ̄� pξ21 � ξ2
2
� iξ2qφ̄ � 0, (1.48b)

où θ � V�g1|U�g2| , σ � sgnpU � g2q. Ce système a une solution non triviale si et seulement si
son déterminant est nul, soit ���� θξ1 � ω ξ1

iσξ1 ξ2
1
� ξ2

2
� iξ2

���� � 0. (1.49)

Cette condition donne la relation de dispersion

ω � θξ1ppξ21 � ξ2
2
q2 � ξ2

2
q � σξ2

1
ξ2 � iσξ2

1
pξ2

1
� ξ2

2
qpξ2

1
� ξ2

2
q2 � ξ2

2

. (1.50)

Définition 1.1. La perturbation est stable si ρ et φ restent bornés dans leur évolution
par rapport à t. Une perturbation stable correspond à Ipωq ¤ 0 et instable si Ipωq ¡ 0.
Un état stationnaire est dit stable si toutes les perturbations sont stables pour tout ξ. Il
est instable dès qu’il existe un ξ qui rende la perturbation instable.

La quantité δ � |Ipωq| |U�g2|
λ

est appelée taux de croissance de l’instabilité ou taux
d’amortissement. Grâce à (1.50), on a sgnpIpωqq � �σ. Il suit la proposition :

Proposition 1.2. La configuration d’équilibre pρ0, u0, h0, φ0q est stable si U � g2 ¥ 0.
Dans le cas où U � g2   0, tous les vecteur d’ondes ξ � 0 sont instables. Et pour ξ2 � 0,
le taux de croissance δ est indépendant de ξ.

Analyses de stabilité linéaire : profil de densité exponentielle en dimension
trois

Nous développons maintenant l’analyse de stabilité linéaire pour le modèle Dynamo.
On considère l’état stationnaire avec profil de densité exponentielle. Pour simplifier l’ana-
lyse et pour la rendre aussi proche que celle du modèle Striation, on considère toujours
un champ magnétique uniforme pointant dans la direction x3 et on suppose que un et
g sont orthogonaux à B. Supposons aussi que νe et νi sont des constantes et telles que
ν � νe � νi � 1, de plus ζ � 1, |B| � 1 et B � e3.
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On rappelle le modèle Dynamo :BρBt �∇ � pρuiq � 0, (1.51a)

M�1

i ui � Fi :� E � κ pνiun � ζg � η∇ log ρq , (1.51b)

M�1

e ue � Fe :� �E � κ pνeun � η∇ log ρq , (1.51c)

∇� E � 0, (1.51d)

∇ � pρhq � 0, (1.51e)

h � κ�1pui � ueq, (1.51f)

où les matrices de mobilités sont définies dans (1.35). Nous présentons les sous-matrices
suivantes

MeK � �
µP
e �µH

e

µH
e µP

e



, MiK � �

µP
i µH

i�µH
i µP

i



, (1.52)

où les mobilités électroniques et ioniques de Pedersen et de Hall sont définies par µP
e �

κνe
κ2ν2e�|B|2 , µH

e � |B|
κ2ν2e�|B|2 , µP

i � κνi
κ2ν2i�|B|2 , µH

i � |B|
κ2ν2i �|B|2 . Notons pρ0, u0i , u0e, h0, φ0q l’état

non perturbé, c’est à dire une solution indépendante du temps du système (1.51). On consi-
dère un profil de densité exponentiel dans la direction x2, c’est à dire ρ0 � N exppx2{λq,
où λ ¡ 0 est la longueur de gradient, et pu0i , u0e, h0, φ0q sont des constantes uniformes.
Enfin supposons que le vent de neutre un � pV, Uq est aussi uniforme.

Mettons maintenant pρ0, u0i , u0e, h0, φ0q dans le système (1.51). L’équation (1.51a) im-
plique ui,2 � 0. L’équation (1.51e) se réduit que λ�1ρ0pue,2 � ui,2q � 0, qui implique
ue,2 � 0. Les équations (1.51b) et (1.51c) deviennent un système linéaire avec les incon-
nues Bx1

φ0 et Bx2
φ0 :�µH

i

��Bx1
φ0 � κpνiV � ζg1q�� µP

i

��Bx2
φ0 � κ

�
νiU � ζg2 � η

λ

		 � 0, (1.53)

µH
e

�Bx1
φ0 � κνeV

�� µP
e

��Bx2
φ0 � κ

�
νiU � η

λ

		 � 0. (1.54)

En résolvant ce système, on obtient

∇φ0 � ��κ2νeνipU � 2 η

λ
q � κνeg1 � κ2νeνig2�κpνe � νiqpU � η

λ
q � V � g1 � κg2



. (1.55)

En mettant (1.55) dans (1.51b), (1.51c) et (1.51f), on obtient

u0i � �
κνepU � 2 η

λ
q � V � g1 � κνeg2

0



, (1.56)

u0e � ��κνipU � 2 η

λ
q � V � g1 � κνig2
0



, (1.57)

h0 � �
U � g2 � 2 η

λ

0



. (1.58)
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On introduit la perturbation ρ � ρ0p1 � ερ1 � Opε2qq, pui, ue, h, φq � pu0i , u0e, h0, φ0q �
εpu1i , u1e, h1, φ1q � Opε2q, avec ε ! 1. En injectant pρ, ui, ue, h, φq dans le système (1.51),
on peut prouver que pρ1, φ1q sont solutions du système linéariséBtρ1 � λ�1pµH

i pBx1
φ1 � κηBx1

ρ1q � µP
i pBx2

φ1 � κηBx2
ρ1qq�u0i,1Bx1

ρ1 � µP
i p∆φ1 � κη∆ρ1q � 0, (1.59a)

λ�1
�
µH�Bx1

φ1 � µP�Bx2
φ1 � κηµH�Bx1

ρ1 � κηµP�Bx2
ρ1
��Bx1

ρ1pu0i,1 � u0e,1q � µP�∆φ1 � κηµP�∆ρ1 � 0. (1.59b)

où µH� � µH
i � µH

e , µH� � µH
i � µH

e , µP� � µP
i � µP

e et µP� � µP
i � µP

e . On développe la
solution en ondes planes

ρ1 � ρ̄ exp
�
iλ�1pξ1x1 � ξ2x2 � ωt|U � g2|q� , (1.60a)

φ1 � φ̄λ|U � g2| exp �iλ�1pξ1x1 � ξ2x2 � ωt|U � g2|q� . (1.60b)

Notons X � ξ1µ
H
i � ξ2µ

P
i , Y � ξ1µ

H� � ξ2µ
P�, Z � ξ1µ

H� � ξ2µ
P�, A � µP

i |ξ|2 � iX,
B1 � µP�|ξ|2 � iZ et B2 � µP�|ξ|2 � iY , avec la convention |ξ|2 � ξ2

1
� ξ2

2
.

Alors, en injectant (1.60b) dans (1.59a) et (1.59b), on obtient��iω|U � g2| � iξ1u
0

i,1 � κη

λ
A
	
ρ̄� |U � g2|Aφ̄ � 0, (1.61a)�

iξ1pu0i,1 � u0e,1q � κη

λ
B1

	
ρ̄� |U � g2|B2φ̄ � 0. (1.61b)

Le système (1.61) permet une unique solution si et seulement si le déterminant du
système est nul. On détermine alors la relation de dispersion suivante :

ω � ξipu0i,1|B2|2 � pu0i,1 � u0e,1qAB�
2
q � iκη

λ
ApB1 �B2qB�

2|U � g2||B2|2 , (1.62)

où l’étoile désigne le complexe conjugué.
L’expression de Ipωq peut être décrit :

Ipωq � µP
i µ

P
e|B|2 "�σν2

νiνe
ξ21 |ξ|2 � 2κη

λ|U � g2| �µP�|ξ|6 � µP�|ξ|2pξ22 � ξ21q � 2µH� |ξ|2ξ1ξ2�* ,
(1.63)

où σ � U�g2|U�g2| .
Si on passe à la limite κÑ 0, le modèle Dynamo se réduit au modèle Striation. Il en

est de même de la relation de dispersion (1.62) qui tend vers (1.50). Dans le cas η Ñ 0,
on a la même conséquence par rapport à la proposition 1.2, i.e. le profil reste stable si
U � g2 ¥ 0 ; il est instable si U � g2   0. Enfin, une analyse générale peut être trouvée
dans [5] : supposons que η ¡ 0 et κ ¡ 0, alors le profil est stable si et seulement si
λpU � g2q ¥ 2ηκ2νiνe ; dans le cas λpU � g2q   2ηκ2νiνe, il existe R0pη, κq ¡ 0, tel que si|ξ|   R0, alors ξ est un onde instable. De plus, R0 � Opp?ηκq�1q quand

?
ηκÑ 0.

33



Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit deux modèles pour décrire certaines irrégula-
rités du plasma ionosphérique. Nous avons présenté certaines bases physiques (plasma,
magnétosphère terrestre, ionosphère etc). Ensuite, on utilise le système d’Euler-Maxwell
isotherme pour décrire des fluides électroniques et ioniques. Pour simplifier ce système, on
réalise d’abord l’adimensionnement de ce système, qui conduit à des paramètres sans di-
mension. Puis on fait tendre des paramètres sans dimension vers 0 dans un certain ordre,
qui conduit aux modèles Dynamo et Striation. Nous étudions les instabilités linéaires
de la dérive en E � B pour ces deux modèles dans le cas où toutes les quantités sont
orthogonales au champ magnetique.
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1.4. Conclusion
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Figure 1.5 – Phénoménologie du modèle Striation. Gauche : le profil stable ; Droite : le
profil instable.
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Chapitre 2

Méthodes numériques efficaces pour des

équations elliptiques fortement

anisotrope 1

2.1 Introduction

Dans la section 1.3.4, nous avons vu que l’évolution du plasma ionosphérique est
décrite par une équation de conservation de la masse couplée à une équation elliptique
anisotrope (1.38) de la forme �∇ � pA∇φq � f, (2.1)

où A est la matrice de diffusion

A � �
A1 0

0 A2



. (2.2)

Les termes A1 et A2 sont les mobilités transverses et alignées d’électrons ou d’ions par
rapport au champ magnétique terrestre. La magnitude de A1{A2 est de l’ordre de 1 en
basse altitude, alors qu’elle est très grande en haute altitude. Cette forte anisotropie du
phénomène physique conduit à des difficultés importantes pour les simulations numé-
riques. Le but de ce chapitre est d’introduire un schéma numérique efficace pour résoudre
ce problème elliptique anisotrope dans son contexte physique réel. Plusieurs améliorations
sont proposées par rapport aux travaux de Degond et al. [18], dans le but de proposer un
schéma utilisable dans des conditions réalistes dans le chapitre 3.

Dans l’article [18], le problème elliptique anisotrope# �∇ � pA∇φq � f, dans Ω,

φ � 0, sur BΩD, Bzφ � 0, sur BΩz,
(2.3)

a été étudié, où Ω � R2 ou Ω � R3 est un domaine rectangulaire ou cubique de frontièresBΩ � BΩD Y BΩz et A une matrice de diffusion de la forme

A � �
AK 0

0 1

ε
Az



. (2.4)

1. Ce chapitre fait l’objet d’un article soumis
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Les termes AK et AZ sont du même ordre de grandeur, le paramètre ε peut fortement
varier. L’anisotropie de ce modèle est considérée le long de la direction z, vérifiant 0   ε !
1. Si on fait tendre ε vers 0, le modèle réduit de (2.3) est mal-posé lorsqu’il est associé aux
conditions aux limites de Neumann sur BΩz. C’est la raison pour laquelle les méthodes
standard ne sont pas adaptées pour la résolution (2.3) avec ε ! 1.

En conséquence, un schéma préservant l’asymptotique a été introduit dans [18]. L’idée
principale de ce schéma est d’intégrer l’équation (2.3) le long de l’axe z, ce qui donne
une équation de moyenne. La soustraction de (2.3) à l’équation de moyenne donne une
équation de fluctuation. Ces deux équations sont bien posées indépendamment du choix
de ε. Nous appellerons l’approximation numérique du couple de l’équation de moyenne et
de l’équation de fluctuation, le schéma préservant l’asymptotique (schéma AP).

Dans [18], le schéma AP est résolu itérativement entre l’équation de moyenne et l’équa-
tion de fluctuation. Or la convergence de cette procédure itérative peut être lente, indui-
sant ainsi des temps de calcul important. Dans ce chapitre, nous proposons de réorganiser
ces deux équations de telle manière que l’on puisse résoudre le système AP sans itérations
et gagner par ce mode en temps de calcul. Outre le fait d’éviter les itérations permet d’ac-
célérer les simulations, la discrétisation proposée dans cette nouvelle version du schéma
AP conduit à des matrices creuses, alors que dans la première version du schéma AP dans
[18], la matrice n’est pas creuse, et cela en raison de certains termes de moyenne dans la
formulation variationnelle, remplissant la matrice.

En outre, on s’intéresse au cas ε variable. On prend ainsi une fonction ε de z qui a
un gradient fort, représentant l’anisotropie réelle de l’ionosphère. On introduit donc un
schéma AP approprié dans le cas de ε variable. On note que les résultats numériques sont
moins précis que dans le cas de ε constant en raison du gradient fort. Nous proposons donc
quelques améliorations, par exemple en utilisant le schéma de Scharfetter-Gummel [44].

Enfin, nous proposons une extension en dimension trois du schéma AP, où le bloc
de diffusion correspondant aux directions perpendiculaires AK n’est plus diagonal, mais
peut contenir des termes extra-diagonaux, provenant des mobilités transverses du mo-
dèle plasma ionosphérique en dimension trois (voir la section 1.3.4). Notons que ces
termes extra-diagonaux conduisent à une anisotropie variable. Nous adaptons à nouveau
le schéma AP à ce problème et vérifions son efficacité par des simulations numériques avec
ε constant ainsi qu’une fonction de ε variable.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2.2, nous rappelons le schéma AP
de [18], basé sur une résolution itérative, et présentons la nouvelle version du schéma AP
réarrangée ainsi que sa formulation faible. Ces deux approches sont ensuite discrétisées par
une méthode d’éléments finis de type Q1 et les résultats numériques sont comparés pour
des valeurs de ε allant de 10�20 à 1. Dans la section 2.3, le schéma AP est étendu pour le
cas ε variable, avec des gradients importants. La discrétisation et les résultats numériques
sont présentés. Enfin, dans la section 2.4, nous étudions un problème anisotrope elliptique
en dimension trois qui a la même structure que le modèle réel dynamo ionosphérique,
contenant des termes extra-diagonaux. Les résultats numériques du cas ε constant et du
cas ε variable sont comparés, compte tenu de différents maillages.
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2.2. Dérivation d’un nouveau schéma préservant l’asymptotique (AP) pour ε constant

2.2 Dérivation d’un nouveau schéma préservant l’asymp-

totique (AP) pour ε constant

2.2.1 Investigation sur le modèle de perturbation singulière et de
son régime limite

Pour des raisons de simplicité, nous considérons d’abord un modèle en dimension deux
avec Ω un domaine rectangulaire défini comme Ω � Ωx � Ωz , où Ωx � R et Ωz � R sont
des intervalles. Les coefficients AK et Az de la matrice de diffusion A sont des fonctions
scalaires dans ce cas. Le cas en dimension trois sera pris en compte dans la dernière partie
de ce chapitre.

Le problème elliptique en dimension deux est donné par# �∇ � pA∇φεq � f, dans Ω,

φε � 0, sur BΩx � Ωz, Bzφε � 0, sur Ωx � BΩz,
(2.5)

où A est donnée par (2.4) et AKpx, zq et Azpx, zq sont des fonctions connues du même
ordre de grandeur. Le problème singulièrement perturbé (2.5) peut être réécrit sous la
forme (modèle-SP)

(SP)

$'''&'''% � BBx �εAKBφεBx 
 � BBz �Az

BφεBz 
 � εf, dans Ω,

φε � 0, sur BΩx � Ωz,Bzφε � 0, sur Ωx � BΩz.

(2.6)

Dans le reste de ce chapitre, nous faisons l’hypothèse suivante

Hypothèse 2.1. Les fonctions de diffusion AK P L8pΩq et Az P L8pΩq satisfont 0  
cK ¤ AKpx, zq ¤ MK, 0   cz ¤ Azpx, zq ¤ Mz, où cK � cz, MK � Mz sont constantes
positives. De plus f P L2pΩq.

Le modèle (2.6) est un problème aux limites bien posé qui a une solution unique pour
tous les ε ¡ 0 fixés. Cependant par la limite formelle ε � 0 dans cette équation, on obtient
le problème dégénéré : $'''&'''% � BBz �Az

BψBz
 � 0, dans Ω,

ψ � 0, sur BΩx � Ωz,Bzψ � 0, sur Ωx � BΩz.

(2.7)

Le modèle (2.7) est mal-posé en raison de la perte de l’unicité. En effet, toutes les fonctions
ψ dépendant uniquement de la coordonnée x et vérifiant la condition à la limite ψ � 0

sur BΩx�Ωz satisfont l’équation (2.7). Toutefois, φ0, la limite de la suite φε quand εÑ 0,
comprenant les solutions du problème de perturbation singulière (2.6), est unique et peut
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être déterminée par un problème bien-posé appelé dans la suite problème-L (problème de
limite) : Trouvez φ0 : Ωx Ñ R solution de

(L)

$&% � BBx �AKBφ0Bx 
 � f, dans Ωx ,

φ0 � 0 , sur BΩx ,

(2.8)

où f désigne la valeur moyenne de la fonction f le long de la direction d’anisotropie, i.e.

fpxq � 1

mespΩzq »Ωz

fpx, zq dz , �x P Ωx .

Nous ne montrons pas ici la convergence asymptotique de la suite φε, ce qui peut être
trouvée dans le théorème 2.2.

Ayant maintenant présenté le problème-SP et son problème limite (L), l’objectif est
d’introduire une reformulation équivalente du problème-SP, qui permet de passer continue-
ment du problème-SP (2.6) au problème limite (2.8) quand εÑ 0. Le problème-SP (2.6)
ne vérifie pas cette caractéristique, comme on l’a mentionnée ci-dessus : c’est la caracté-
ristique principale du schéma AP classique.

L’idée principale du schéma préservant l’asymptotique introduite dans [18] est de dé-
composer la solution du problème de perturbation singulière φε en deux parties : φ̄ε, la
partie de moyenne intégrée le long de l’axe z, complétée avec la partie de fluctuation pφεq1
définie par pφεq1 � φε � φ̄ε. Avec ces nouvelles inconnues, le système (2.6) est décomposé
en une équation de moyenne pour φ̄ε et une équation de fluctuation pour pφεq1. L’équation
de moyenne est très similaire au problème limite (2.8) et apporte une condition précise
pour calculer la partie moyenne pour tout ε ¡ 0. En outre, la partie de fluctuation sa-
tisfait pφεq1 � 0, ce qui est la propriété fondamentale en dérivant le schéma AP, et en
particulier qui doit permettre d’obtenir une précision indépendant du paramètre ε. Ce
point est détaillé dans la section 2.2.2.

2.2.2 Reformulation préservant l’asymptotique

Pour des raisons de simplicité, posons Ωx � r0, Lxs et Ωz � r0, Lzs et omettons l’indice
ε de la solution φε. Il y a quelques propriétés utiles des opérations de moyenne et de la
fluctuation, énumérées ci-dessous

f 1 � 0, fg � f̄ ḡ � f 1g1, f 1g1 � f 1g � fg1, (2.9)BfBx � Bf̄Bx, BfBz � Bf 1Bz , �BfBx
1 � Bf 1Bx , (2.10)pfgq1 � f 1g1 � f 1g1 � f̄g1 � f 1ḡ. (2.11)

En prenant maintenant la moyenne de l’équation (2.6) le long de l’axe z et en considérant
les propriétés (2.9), l’équation pour la partie de moyenne de la solution s’exprime :$&% � BBx �AKBφ̄Bx
 � f̄ � BBx �AKBφ1Bx
 , dans Ωx,

φ̄ � 0, sur BΩx.

(2.12)
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L’équation de la partie de fluctuation, proposée dans ce chapitre, est obtenue en introdui-
sant la décomposition φpx, zq � φpx, zq� φ̄pxq dans (2.6) et en appliquant (2.10), donnant
donc$'''''''&'''''''%

�ε BBx �AKBφ1Bx 
� BBz �Az

Bφ1Bz 
 � εf � ε
BBx �AKBφ̄Bx
 , dans Ω,

φ1 � 0, sur BΩx � Ωz,Bzφ1 � 0, sur Ωx � BΩz,

φ1 � 0, dans Ωx.

(2.13)

Le système (2.12), (2.13) sera appelé la nouvelle reformulation-AP. Il diffère du schéma AP
original [18] par l’équation pour la partie de fluctuation, dont la dérivation est brièvement
détaillée ici dans le but de comparaison. En soustrayant l’équation de moyenne (2.12)
à (2.6) et en utilisant (2.11), on obtient le système de fluctuation différent$'''''''''''&'''''''''''%

�ε BBx �AKBφ1Bx 
 � BBz �Az

Bφ1Bz 
� ε
BBx �A1KBφ1Bx 
 �
εf 1 � ε

BBx �A1KBφ̄Bx
 , dans Ω,

φ1 � 0, sur BΩx � Ωz,Bzφ1 � 0, sur Ωx � BΩz,

φ1 � 0, dans Ωx.

(2.14)

Le système couplé (2.12), (2.14) a été présenté et analysé dans [18]. Les deux reformu-
lations (2.12), (2.13) resp. (2.12), (2.14) sont équivalentes. On étudie ci-dessous leurs
propriétés de préservation de l’asymptotique et leur capacité à apporter un calcul pré-
cis de la solution de (2.6) pour toutes les valeurs de ε. Notons d’abord que l’équation de
moyenne (2.12) constitue un problème de condition aux limites bien-posé, qui est indépen-
dant de ε. En outre, faisant tendre εÑ 0 dans l’équation de fluctuation (2.13) ou (2.14),
nous obtenons $'''''''&'''''''%

� BBz �Az

Bφ1Bz 
 � 0, dans Ω,

φ1 � 0, sur BΩx � Ωz,Bzφ1 � 0, sur Ωx � BΩz,

φ1 � 0, dans Ωx.

(2.15)

Contrairement à (2.7), ce problème est bien-posé avec une solution unique φ � 0. En
effet, la contrainte φ1 � 0 implique l’unicité de la solution. C’est aussi cette propriété de
valeur moyenne nulle pour la partie de fluctuation φ1 dans (2.13) resp. (2.14), qui apporte
la propriété d’une équation avec un nombre de conditionnement indépendant de la valeur
de ε.

Maintenant, en mettant φ1 � 0 dans l’équation de moyenne (2.12), nous obtenons le
modèle limite (2.8). Cela démontre que les systèmes reformulés (2.12), (2.13) resp. (2.12), (2.14)
sont des perturbations régulières du problème-L pour εÑ 0.
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L’équation (2.14) pour la partie de fluctuation φ1 a été conçue dans [18] afin d’avoir un
second membre de moyenne nulle, assurant ainsi que la partie de fluctuation vérifie cette
propriété et justifiant de cette manière l’introduction de la contrainte essentielle φ1 � 0.
Cependant cette équation comporte un terme du type BBx �A1K Bφ1Bx 	, qui remplit la matrice
dans l’étape de discrétisation. Pour cette raison, le présent document se concentrera sur
l’alternative creuse (2.12), (2.13), plus efficace en termes d’utilisation de la mémoire et
des calculs. En raison de l’équivalence des deux reformulations-AP, on a la propriété
importante φ̄1 � 0, même dans le système (2.12), (2.13), bien que le second membre
de (2.13) ne vérifie pas cette propriété de la valeur de moyenne nulle.

Notons que pour les deux formulations, la partie de moyenne et la partie de fluctuation
sont couplées. Deux stratégies seront proposées dans la section 2.2.4 afin de résoudre ce
système couplé.

2.2.3 Formulation faible

Afin d’introduire la formulation faible du système AP (2.12), (2.13), on introduit les
deux espaces de Hilbert :

V � tψpx, zq P H1pΩq{ψ � 0 on BΩx � Ωzu, W � tψ̄pxq P H1pΩxq{ψ̄ � 0 on BΩxu,
et les produits scalaires correspondantspφ, ψqV � εpBxφ, BxψqL2pΩq � pBzφ, BzψqL2pΩq, pφ̄, ψ̄qW � pBxφ̄, Bxψ̄qL2pΩxq.
Pour simplifier, on note dans la suite le produit scalaire L2 par les parenthèses simplesp�, �q. En définissant les formes bilinéaires suivantes

a0pφ1, ψ1q :� » Lz

0

» Lx

0

Azpx, zqBφ1Bz px, zqBψ1Bz px, zqdxdz,
a1pφ1, ψ1q :� » Lz

0

» Lx

0

AKpx, zqBφ1Bx px, zqBψ1Bx px, zqdxdz,
a2pφ̄, ψ̄q :� » Lx

0

ĀKpxqBφ̄Bx pxqBψ̄Bx pxqdx,
apφ1, ψ1q :� a0pφ1, ψ1q � εa1pφ1, ψ1q,
bpP̄ , ψ1q :� » Lx

0

P̄ pxq » Lz

0

ψ1px, zqdzdx,
cpφ̄, ψ1q :� » Lz

0

» Lx

0

AKpx, zqBφ̄BxpxqBψ1Bx px, zqdxdz,
(2.16)

on peut écrire les formulations faibles des problème-SP et problème-L suivantes

(SP) εa1pφε, ψq � a0pφε, ψq � εpf, ψq, �ψ P V, (2.17)

(L) a2pφ0, ψ0q � pf̄ , ψ0q, �ψ0 PW. (2.18)
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Introduisant dans (SP) la décomposition φε � φ̄ε � φε1 et prenant la fonction test ψ1 P V
resp. ψ̄ PW conduisent à la reformulation du problème-SP suivante#

a2pφ̄, ψ̄q � pf̄ , ψ̄q � 1

Lz
cpψ̄, φ1q, �ψ̄ PW, paq

apφ1, ψ1q � εpf, ψ1q � εcpφ̄, ψ1q, �ψ1 P V. pbq (2.19)

Afin de rester bien posé, même à la limite de ε Ñ 0, on doit introduire la contrainte
φ1 � 0 dans l’équation de fluctuation que l’on a mentionné dans la section (2.2.2). Ceci
est réalisé par l’introduction d’un multiplicateur de Lagrange P̄ [18] comme suit : Trouverpφ, φ1, P q PW� V� L2pΩxq, solution depAP q$''&''% a2pφ̄, ψ̄q � pf̄ , ψ̄q � 1

Lz
cpψ̄, φ1q, �ψ̄ PW, paq

apφ1, ψ1q � bpP̄ , ψ1q � εpf, ψ1q � εcpφ̄, ψ1q, �ψ1 P V, pbq
bpQ̄, φ1q � 0, �Q̄ P L2pΩxq. pcq (2.20)

Ce système sera appelé dans la suite reformulation AP du problème-SP. Le théorème
suivant prouve le caractère bien-posé de la reformulation AP (2.20) pour ε ¡ 0 fixé,
l’équivalence avec le problème (2.19) et analyse la convergence de la solution pφ̄ε, φε1q P
W� V. En particulier, il montre également que le schéma AP est bien-posé, même dans
les limite εÑ 0.

Théorème 2.2. Sous l’hypothèse 2.1, pour tout ε ¡ 0 fixé, il existe une unique solutionpφε, pφεq1, P̄ εq PW�V� L2pΩxq satisfaisant (2.20). La fonction φε � φε�pφεq1 est l’unique
solution de (2.17). De plus, le système (2.20) est équivalent à (2.19) avec la contraintepφεq1. En particulier pφε, pφεq1q PW� V est l’unique solution de (2.19) si et seulement sipφε, pφεq1, P̄ εq PW�V�L2pΩxq est l’unique solution de (2.20), avec P̄ ε � 0. Enfin, dans
la limite εÑ 0, la paire pφε, pφεq1q converge vers une fonction pφ0, pφ0q1q PW� V, où φ̄0

est l’unique solution faible du problème-L et pφ0q1 � 0.

Preuve. Sous l’hypothèse 2.1 et d’après le lemme de Lax-milgram, le probème-SP (2.17)
possède une unique solution φε P V. Or d’après la procédure de décomposition du schéma
AP, (2.17) et (2.19) sont équivalentes. C’est à dire que pφε, pφεq1q P W � V est l’unique
solution de (2.19). Maintenant pour montrer que (2.20) possède une unique solution, il
suffit de montrer l’équivalence entre (2.19) avec la contrainte pφεq1 � 0 et (2.20).

Soit pφε, pφεq1q P W � V l’unique solution de (2.19), alors pφε, pφεq1, 0q est la solution
de (2.20). Pour le sens réciproque, nous considérons pφε, pφεq1, P̄ εq P W� V� L2pΩxq est
l’unique solution de (2.20). Prenant la fonction test ψ1 ne dépendant que de x dans (2.20b)
implique

a1ppφεq1, ψ1pxqq � bpP̄ ε, ψ1pxqq � εpf, ψ1pxqq � εcpφε, ψ1pxqq. (2.21)

En mettant ψ1pxq dans (2.20a) et comparant avec (2.21), on obtient bpP̄ ε, ψ1pxqq � 0.
Enfin prenant ψ1pxq � P̄ ε donne P̄ ε � 0. Ainsi pφε, pφεq1, P̄ εq résout (2.19).

Deuxièmement, on montre la convergence à la limite εÑ 0. Des résultats de stabilités
standard pour des problèmes elliptiques donnent l’estimation indépendante de ε pour la
solution du modèle de perturbation singulière (2.17)}φε}2H1pΩq ¤ C 1p}Bxφε}2L2pΩq � 1

ε
}Bzφε}2L2pΩqq ¤ C}f}L2pΩq}φε}H1pΩq
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où C 1 et C sont des constantes indépendant de ε. On déduit immédiatement}φε}H1pΩxq ¤ C}f}L2pΩq, }pφεq1}H1pΩq ¤ C}f}L2pΩq. (2.23)

Ainsi, il existe des fonctions pφ0, pφ0q1q PW�V, telles qu’on peut extraire une sous-suitepφεq1 εÑ0ÝÝá pφ0q1 dans H1pΩxq et φε εÑ0ÝÝá φ0 dans H1pΩq. Par conséquence, on a» Lz

0

» Lx

0

pφεq1px, zqψpx, zqdxdz εÑ0ÝÝá » Lz

0

» Lx

0

pφ0q1px, zqψpx, zqdxdz, �ψ P V. (2.24)

En prenant ici φpxq P V dépendant seulement de la coordonnée x, on observe que la
caractéristique pφεq1 � 0 implique que pφ0q1 � 0. En faisant tendre ε vers 0 dans l’équation
( 2.19b), on obtient que pφ0q1 est la solution de

a0ppφ0q1, ψ1q � 0, �ψ P V, avec pφ0q1 � 0, surΩx. (2.25)

Ce qui implique que pφ0q1 � 0. Enfin, passant à la limite dans l’équation ( 2.19a) donne
que φ0 est l’unique solution du modèle limite (2.18). En raison de l’unicité de la limiteppφ0q1, φ0q, on en déduit que la suite entière ppφεq1, φεq converge faiblement vers cette
limite. Pour terminer la preuve, on doit montrer que cette suite converge fortement. Pour
cela, en prenant dans (2.19b) pφεq1 comme fonction test et en passant à la limite ε Ñ 0,
nous obtenons Bzpφεq1 εÑ0ÞÝÝÑ 0 dans L2pΩq. Or pφεq1 P V et pφεq1 � 0, l’inégalité de Poincaré
implique que pφεq1 εÑ0ÞÝÝÑ 0 dans H1pΩq. Puis, on remarque que φε � φ0 PW est la solution
de

a2pφε � φ0, ψ̄q � � 1

Lz

cppφ0q1, ψ̄q, �ψ̄ PW. (2.26)

En choisissant ψ̄ � φε � φ0, on a }φε � φ0}L2pΩq ¤ C}Bxpφεq1}L2pΩq εÑ0ÞÝÝÑ 0. Encore, en
utilisant l’inégalité de Poincaré, on en déduit que φε εÑ0ÞÝÝÑ φ0 dans H1pΩxq. Notons que V

resp. W sont les sous-espaces de H1pΩq resp. H1pΩxq, donc la paire pφε, pφεq1q converge
vers pφ0, pφ0q1q dans W� V.

Remarquons si on demande plus de régularité des coefficients AK et Az, alors on peut
obtenir une solution plus régulière du modèle-SP (2.6). Il s’agit d’un simple résultat de
régularité pour des équations elliptiques.

Hypothèse 2.3. Les fonctions de diffusion AK P W 1,8pΩq et Az P W 1,8pΩq satisfont
0   cK ¤ AKpx, zq ¤MK, 0   cz ¤ Azpx, zq ¤Mz, où cK � cz, MK �Mz sont constantes
positives. De plus f P L2pΩq.
Remarque 2.4. Sous l’hypothèse 2.3, pour tout ε ¡ 0 fixé, il existe une solution unique
du problème-SP (2.6), satisfaisant φ P VXH2pΩq. De plus, on peut développer les mêmes
arguments que dans le théorème 2.2 en remplaçant V resp. W par VXH2pΩq resp. WX
H2pΩxq.
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2.2.4 Procédure itérative

Le système AP couplé (2.20) peut être résolu soit directement, soit de manière itérative,
comme proposé dans [18]. Étudions dans cette sous-section la convergence de la procédure
itérative.

Définissons l’espace de Hilbert

U :� tφ P VXH2pΩq { φ̄ � 0u,
associé au produit scalairepφ, ψqU � »

Ωx

»
Ωz

AzBzφ Bzψdz dx� ε

»
Ωx

»
Ωz

AKBxφ Bxψdz dx .
Alors, on a la proposition suivante :

Proposition 2.5. Supposons l’hypothèse 2.3 satisfaite et fixons ε ¡ 0. Construisons une
application de point fixe T : UÑ U suivante

T : φ1 P U
p2.20aqÞÝÝÝÝÑ φ̄ PWXH2pΩxq p2.20bq,p2.20cqÞÝÝÝÝÝÝÝÝÑ θ1 � T pφ1q P U.

Alors pour chaque point de départ φ1
0
P U, la suite φ1k :� T pφ1k�1

q � T kpφ1
0
q converge dans

U vers l’unique point fixe φ1� P U de T .

La preuve de cette proposition est basée sur le lemme suivant

Lemme 2.6. [12] Soit pU, } � }Uq est un espace normé et T : U Ñ U une application
contractive, i.e. }T pφq � T pψq}U   }φ� ψ}U, �φ, ψ P U avecφ � ψ. (2.27)

Alors l’ensemble de points fixes de T , dénoté par FP pT q, est identique à l’ensemble des
points d’accumulation des suites tT kpφqukPU, avec φ P U, dénotons par AP pT q. De plus,
ces deux espaces ne contiennent au plus qu’un élément.

Preuve de la proposition 2.5. On montre d’abord que l’application T est bien définie. Le

caractère bien-posé de la première étape T1 : φ1 P U p2.20aqÞÝÝÝÝÑ φ̄ PWXH2pΩxq est immédiate
par le lemme de Lax-Milgram. La deuxième étape est équivalente à la question : pour
φ̄ PWXH2pΩxq résolvant (2.20a), y a t-il un unique couple pθ1, P̄ q P U�L2pΩxq résolvant
(2.20b), (2.20c) ? Étudions donc le problème de point selle suivant : Trouver pθ1, P̄ q P
U� L2pΩxq solution de#

apθ1, ψ1q � bpP̄ , ψ1q � εpf, ψ1q � εcpφ̄, ψ1q, �ψ1 P V,
bpQ̄, θ1q � 0, �Q̄ P L2pΩxq. (2.28)
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Nous réécrivons εpf, ψ1q � εcpφ̄, ψ1q comme suit

εpf, ψ1q � εcpφ̄, ψ1q � εppf 1 � f̄q, ψ1q � ε

» Lz

0

» Lx

0

pA1K � ĀKqBφ̄Bx Bψ1Bx dxdz� εpf 1, ψ1q � ε

» Lz

0

» Lx

0

A1KBφ̄Bx Bψ1Bx dxdz�εLz

» Lx

0

f̄ ψ̄1dx� εLz

» Lx

0

ĀKBφ̄Bx Bψ̄1Bx dx� εpf 1, ψ1q � ε

» Lz

0

» Lx

0

A1KBφ̄Bx Bψ1Bx dxdz � ε

» Lz

0

» Lx

0

AKBφ1Bx Bψ̄1Bx dxdz� εpf 1, ψ1q � ε

» Lz

0

» Lx

0

A1KBφ̄Bx Bψ1Bx dxdz � ε

» Lx

0

AKBφ1Bx » Lz

0

Bψ1Bx dzdx� εpf 1, ψ1q � ε

» Lz

0

» Lx

0

A1KBφ̄Bx Bψ1Bx dxdz � ε

» Lx

0

A1KBφ1Bx » Lz

0

Bψ1Bx dzdx
(2.29)

Dans [18], on a montré l’existence et l’unicité du problème suivant : Trouver θ1 P U solution
de$&% apθ1, ψ1q � ε

» Lx

0

A1KBθ1Bx » Lz

0

Bψ1Bx dzdx � εpf 1, ψ1q � ε

»
Ω

A1KBφ̄Bx Bψ1Bx dxdz, �ψ1 P V,

bpQ̄, θ1q � 0, �Q̄ P L2pΩxq.
(2.30)

En injectant (2.29) dans (2.30), on obtient$&% apθ1, ψ1q � ε

» Lx

0

A1K BBxpθ1 � φ1q » Lz

0

Bψ1Bx dzdx � εpf, ψ1q � εcpφ̄, ψ1q, �ψ1 P V,
bpQ̄, θ1q � 0, �Q̄ P L2pΩxq.

(2.31)
En définissant ensuite P̄ comme

P̄ pxq � ε
BBx �A1K BBxpθ1 � φ1q
 ,

on déduit que pθ1, P̄ q P U� L2pΩxq résout (2.28).
L’unicité de la solution de (2.28) est immédiate. En prenant deux solutions différentespθ1

1
, P̄1q, pθ12, P̄2q P U� L2pΩxq, et en dénotant θ̃1 :� θ1

1
� θ1

2
, P̃ :� P̄1 � P̄2, on a#

apθ̃1, ψ1q � bpP̃ , ψ1q � 0, �ψ1 P V,
bpQ̄, θ̃1q � 0, �Q̄ P L2pΩxq.

Choisissant maintenant ψ1 :� θ̃1 implique apθ̃1, θ̃1q � 0. Ainsi θ̃1 � 0 par l’argument de
coercivité et bpP̃ , ψ1q � 0, �ψ1 P V. Par arguments de densité cette dernière équation est
valide pour tous les ψ1 P L2pΩxq, ainsi en prenant ψ1 :� P̃ , on a bpP̃ , P̃ q � 0, et donc
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P̃ � 0. Par conséquent, il existe un unique pθ, P̄ q P U � L2pΩxq solution de (2.20 b),
(2.20c) et l’application de point fixe T est donc bien définie.

Nous montrerons que T admet pour ε ¡ 0 fixé un unique point fixe, noté φ1� P U.
Supposons maintenant qu’on a montré que T est contractive, alors le lemme 2.4 implique
que FP pT q � AP pT q � tφ1�u. Ainsi en choisissant un point de départ arbitraire φ10 P U,
et en construisant la suite φ1k :� T pφ1k�1

q � T kpφ1
0
q, on en déduit que cette suite a un

point unique d’accumulation φ1� dans U. Cela signifie que la suite tφ1kukPN converge dans
VXH2pΩxq vers φ1�.

Il reste à montrer que T est contractive, i.e. soient ϕ1
1
, ϕ1

2
P U, et ϕ1 :� ϕ1

1
� ϕ1

2
,

ϕ̄ :� T1pϕ11q � T1pϕ12q, η1 :� T pϕ11q � T pϕ12q, on montrera }η1}U   }ϕ1}U. Avec les notations
précédentes, on a le système suivant#

a2pϕ̄, ψ̄q � � 1

Lz
cpϕ1, ψ̄q, �ψ̄ PW, paq

apη1, ψ1q � �εcpψ1, ϕ̄q, �ψ1 P V. pbq (2.32)

En prenant ψ̄ � ϕ̄ dans (2.32a), et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
l’inégalité suivante�» Lx

0

ĀK|Bxϕ̄|2dx
1{2 ¤ �
1

Lz

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxϕ|2dzdx
1{2
.

Finalement, en prenant ψ1 � η1 dans (2.32b), on obtient» Lx

0

» Lz

0

Az|Bzη1|2dzdx� ε

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxη1|2dzdx¤ �
εLz

» Lx

0

ĀK|Bxϕ̄|2dx
1{2�
ε

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxη1|2dzdx
1{2¤ �
ε

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxϕ1|2dzdx
1{2�
ε

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxη1|2dzdx
1{2  �» Lx

0

» Lz

0

Az|Bzϕ1|2dzdx� ε

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxϕ1|2dzdx
1{2�» Lx

0

» Lz

0

Az|Bzη1|2dzdx� ε

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxη1|2dzdx
1{2
.

La dernière inégalité est stricte à cause du fait que ϕ1 � 0. Ceci implique }η1}U   }ϕ1}U.

2.2.5 Méthodes numériques et expériences

Le but de cette sous-section est d’introduire une discrétisation numérique de la refor-
mulation AP (2.20), et étudier l’existence et l’unicité de solutions discrètes et d’analyser
les résultats obtenus.
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Une discrétisation d’éléments finis

Pour discrétiser le système (2.20), on introduit les partitions homogènes du maillage,
i.e. xi � i∆x, i � 0, . . . , Nx � 1, et zk � k∆z, k � 0, . . . , Nz � 1, et les fonctions de base
d’éléments finis de type P1

χipxq � $''&''% x�xi�1

∆x
, x P rxi�1, xiq,

xi�1�x

∆x
, x P rxi, xi�1q,

0, sinon,

i � 1, � � � , Nx,

κ0pzq � #
z1�z
∆z

, z P rz0, z1q,
0, sinon,

κkpzq � $''&''% z�zk�1

∆z
, z P rzk�1, zkq,

zk�1�z

∆z
, z P rzk, zk�1q,

0, sinon,

k � 1, � � � , Nz,

κNz�1pzq � # z�zNz

∆z
, z P rzNz

, zNz�1q,
0, sinon.

Notons que dans un maillage cartésien le produit tensoriel de fonctions de chapeau χi et
κk coïncide avec les fonctions de base d’éléments finis Q1. Les espaces discrets Vh � V,
Wh �W et Lh � L2pΩxq sont générés respectivement par les fonctions de base pχiqi�1,...,Nx

et pκkqk�0,...,Nz�1. Ainsi, on peut exprimer les approximations des inconnues φ1h P Vh,
φ̄h PWh, P̄h P Lh sous la forme

φ1hpx, zq � Nx̧

i�1

Nz�1

ķ�0

αikχipxqκkpzq, φ̄hpxq � Nx̧

i�1

βiχipxq, P̄hpxq � Nx̧

i�1

γiχipxq. (2.33)

La discrétisation du problème AP peut maintenant être exprimée comme suit : Trouverpφh, φ
1
h, P hq PWh � Vh � Lh solution depAP qh$''&''% a2pφ̄h, ψ̄hq � pf̄ , ψ̄hq � 1

Lz
cpψ̄h, φ

1
hq, �ψ̄h PWh,

apφ1h, ψ1
hq � bpP̄h, ψ

1
hq � εpf, ψ1

hq � εcpφ̄h, ψ
1
hq, �ψ1

h P Vh,

bpQ̄h, φ
1
hq � 0, �Q̄h P Lh.

(2.34)

Désignons par A2 P RNx�Nx , A P RNxpNz�2q�NxpNz�2q, B,C P RNx�NxpNz�2q les matrices
associées aux formes bilinéaires a2, a, b, c respectivement, et par ailleurs définissons les
seconds membres F1 P RNxpNz�2q, F2 P RNx par

F1pikq :� εpf, χiκkq , F2piq :� pf̄ , χiq , �i � 1, . . . , Nx , k � 0, . . . , Nz � 1,

alors le système discret peut être réécrit en : Trouver pα, β, γq P RNxpNz�2q � RNx � RNx

solution de �� A εC B
1

Lz
CT A2 0

BT 0 0

�
��αβ
γ

�
� ��F1

F2

0

�
 . (2.35)
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Grâce au théorème 2.2 et à la proposition 2.5, deux stratégies sont proposées pour
la résolution de ce système linéaire : une résolution directe consistant à résoudre direc-
tement (2.35) avec un solveur linéaire approprié et une résolution itérative basée sur le
découplage suivant

A2β
pn�1q � F2 � 1

Lz

CTαpnq , (2.36a)�
A B

BT 0


�
αpn�1q
γpn�1q
 � �

F1

0


 � �
0 εC

0 0


�
0

βpn�1q
 . (2.36b)

Cela consiste à résoudre l’équation pour la partie de moyenne en utilisant une estimation
de la partie de fluctuation, puis de calculer une meilleure estimation de la partie de
fluctuation grâce à la mise à jour de partie de moyenne. Dans la sous-section suivante,
nous prouvons l’existence et l’unicité d’une solution discrète correspondant à ces deux
approches.

Existence / Unicité d’une résolution directe resp. itérative

Nous avons vu dans les sections précédentes que la reformulation AP (2.20) admet une
unique solution faible pφ, φ1, P q P W� V� L2pΩxq. L’objectif de la présente sous-section
est de prouver que la reformulation AP discrète (2.34) a également une solution unique,
c’est à dire que le système linéaire (2.35) est inversible.

Théorème 2.7. Soit ε ¡ 0 fixé et supposons que l’hypothèse 2.1 est satisfaite. Alors la
reformulation AP discrète (2.34) admet une unique solution pφh, φ

1
h, P hq PWh�Vh�Lh.

Preuve. Comme on considère maintenant un système linéaire de dimension finie, on ne
vérifie que l’unicité de la solution. Pour cela, posons f � 0 et montrerons que cela impliquepφh, φ

1
h, P hq � 0. La preuve est très similaire à la preuve de l’unicité de la solution dans

le cas continu.
La première étape est de montrer que P h � 0. Pour cela, en prenant dans la deuxième

équation de (2.34) des fonctions de test ψ1
h PWh dépendant seulement en coordonnée x, et

en utilisant la première équation, on implique que bpP̄h, ψ
1
hq � 0 pour toutes les ψ1

h PWh,
et donc P h � 0.

La deuxième étape consiste à montrer que pφh, φ
1
hq � p0, 0q. Pour cela, prenons dans

la deuxième équation de (2.34) la fonction de test ψ1
h :� φh � φ1h P Vh. Cela donne» Lx

0

» Lz

0

Az|Bzφ1h|2dzdx� ε

» Lx

0

» Lz

0

AK|Bxpφ1h � φhq|2dzdx � 0 ,

ce qui implique donc φh � φ1h � cst. Du fait des conditions aux limites de Dirichlet, on
obtient φh � φ1h � 0. La troisième équation de (2.34) toutefois indique (après quelques
calculs simples) que φ1h � 0, telle que l’intégration en z de l’équation φh � φ1h � 0 donne
immédiatement pφh, φ

1
hq � p0, 0q et ce qui termine la preuve.

Comme on l’a fait pour la résolution directe, on peut prouver maintenant que la
procédure itérative admet également une solution unique.
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Proposition 2.8. Soit ε ¡ 0 fixé et supposons que l’hypothèse 2.3 est satisfaite. Alors la
procédure itérative de la reformulation AP (2.36) admet une unique solution pφh, φ

1
h, P hq P

Wh�Vh�Lh, si l’on commence la procédure avec une fonction φ1
0,h, satisfaisant φ̄1

0,h � 0.

Preuve. Tout d’abord, on montre immédiatement que la suite itérative est bien-posée, en
particulier, que la matrice du système linéaire (2.36a) est inversible. Pour cela, posons
f � 0 et φ̄h � 0 dans l’équation (2.34), de plus posons ψ1

h � φ1h et Q̄h � P̄h, on en déduit
apφ1h, φ1hq � 0, et donc φ1h � 0 et bpP̄h, ψ

1
hq � 0 pour tous les ψ1

h P Wh. Enfin, on prend
ψ1
h � P̄h, ce qui implique P̄h � 0. Ainsi la matrice de (2.36a) est inversible.

La convergence de cette suite itérative est immédiate, selon les mêmes arguments que
dans le cas continu.

Comparaison des matrices de différentes discrétisations

Dans l’équation (2.36b), A, notée dans la suite par M1, est la matrice associée au
modèle de perturbation singulière, discrétisée par la méthode d’éléments finis introduite
ci-dessus. La matrice associée à l’équation (2.36b), apportant la partie de fluctuation et
l’approximation de Lagrange dans la méthode itérative, sera notée par M2. Enfin, on
introduit M3 la matrice associée à la solution du système entier apportant les approxi-
mations discrètes pφ1h, φ̄h, P̄hq. Les structures et la taille de ces matrices sont affichées sur
la figure 2.1. Pour être complet, la matrice associée au schéma AP original (2.12), (2.14),
notée MO, est également incluse dans cette comparaison.

La matrice M2 est facilement construite grâce à la matrice du problème de perturba-
tion singulière en ajoutant les deux blocs liés au multiplicateur de Lagrange, correspon-
dant à la contrainte de moyenne nulle. La discrétisation de cette équation de fluctuation
est donc simple, nécessitant de petites modifications localisées du code apportant le pro-
blème de perturbation singulière. La matrice MO dérivée du système AP original a la
même taille que M2, mais avec un nombre beaucoup plus important de coefficients non-
nuls. Ceci s’explique facilement par la contribution de l’opérateur intégrodifférentiel du
côté gauche de l’équation de fluctuation dans (2.14). Dans la nouvelle reformulation, cet
opérateur est déplacé dans le second membre donnant un système linéaire plus creux.
Cela souligne les avantages essentiels de la nouvelle reformulation-AP introduite dans le
présent document par rapport à celle de [18]. La résolution directe augmente la taille du
système linéaire, car elle donne l’approximation de partie moyenne, partie de fluctuation
et le Lagrangien. Notons, cependant, que cette augmentation de la taille de la matrice
n’est pas dramatique, puisque les parties de Lagrange et de moyenne ne dépendent pas
de z. La taille des blocs à ajouter dans la matrice, dénotés B et C, est donc petite par
rapport à la taille de A. Naturellement les deux reformulations-AP nécessitent la réso-
lution de systèmes linéaires de grande taille comme le problème-SP initial. Cependant,
l’avantage essentiel est qu’aucun effort numérique supplémentaire n’est nécessaire lorsque
ε Ñ 0, ce qui n’est pas le cas pour le problème-SP. Dans ce dernier cas, le nombre de
points de maillage doit augmenter avec εÑ 0 afin d’obtenir la précision désirée.

Pour souligner les arguments précités avec des exemples concrets, on compare dans
le tableau 2.1, pour les deux exemples pNx, Nzq � p50, 50q et pNx, Nzq � p500, 500q, les
éléments non-nuls des quatre différentes matrices M1, M2, M3 et MO. On observe que
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2.2. Dérivation d’un nouveau schéma préservant l’asymptotique (AP) pour ε constant

(a) M1 � A (b) M2
(c) M3 (d) MO

Mat. M1 � A M2 � �
A B

BT 0

	
Taille NxpNz � 2q NxpNz � 3q
Nnz p3Nz � 4qp3Nx � 2q p5Nz � 8qp3Nx � 2q
Mat. M3 � �

A εC B
1

Lz
CT A2 0

BT 0 0

�
MO � � rA B

BT 0

	
Taille NxpNz � 4q NxpNz � 3q
Nnz p7Nz � 13qp3Nx � 2q pN2

z � 6Nz � 8qp3Nx � 2q
Figure 2.1 – La structure (éléments non-nuls (Nnz)) et la taille de la matrice de discréti-
sation (méthode d’éléments finis de type Q1) pour un maillage de taille pNx, Nzq � p5, 5q :
(a) matrice associée au problème de perturbation singulière (2.6), (b) matrice associée à
l’équation de fluctuation reformulée (2.36b), (c) matrice associée à la résolution directe
du schéma AP (2.35), (d) matrice associée à l’équation de fluctuation de la reformulation
AP originale (2.14).

la matrice MO correspondant au schéma AP de [18] est de 11 fois, même 101 fois dans le
cas 500 � 500, plus remplie que la matrice M2 correspondante. Ceci est assez drastique
et permet de démontrer les avantages du schéma AP introduit ici par rapport à celui
précédent. Il est intéressant d’observer aussi que le rapport entre la matrice M1 et de la
matrice M2 resp. entre la matrice M1 et de la matrice M3 est presque invariant, ce qui
signifie que les efforts numériques dans la résolution du modèle-SP ou de la reformulation
AP sont presque les mêmes.

Étude numérique de la nouvelle reformulation AP

Dans cette sous-section, la nouvelle reformulation AP (2.20) du problème de perturba-
tion singulière (2.6) sera étudiée. En particulier, on montrera que la nouvelle reformulation
donne les mêmes propriétés par rapport à l’originale, présentée dans [18], cependant avec
quelques avantages importants. Pour cela, l’expérience numérique proposée dans [18] est
reproduite. Elle consiste à fabriquer un cadre analytique mis en place pour le problème,
avec une solution exacte notée φe et définie comme

φepx, zq :� sin

�
2π

Lx

x


�
1� ε cos

�
2π

Lz

z




. (2.37)

Les coefficients du problème elliptique (2.6) (vérifiant l’hypothèse 2.3) sont définis par
AKpx, zq � c1 � xz2, Azpx, zq � c2 � xz, avec deux constantes c1 ¡ 0, c2 ¡ 0. Le second
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M1 MO M2 M3

modèle-SP original AP itératif AP direct AP

50� 50
p1pMq 0.34% 5.92% 0.54% 0.74%
p2pMq 1 18.2338 1.6753 2.3571

500� 500
p1pMq 0.00358% 0.6% 0.00594% 0.00829%
p2pMq 1 168.2234 1.6676 2.3358

Table 2.1 – Comparaison du nombre d’éléments non-nuls (Nnz) dans les systèmes li-
néaires associés au problème de perturbation singulière discrète, le schéma AP origi-
nal, et les deux nouveaux schémas AP itératif et direct, i.e. p1pMq � NnzpMq{rkpMq2,
p2pMq � NnzpMq{NnzpM1q où M est M1, MO, M2 et M3 respectivement et rkpMq
dénote le rang de matrice M.

membre f du problème est analytiquement calculé par l’injection de la solution exacte
φe dans (2.6). Une approximation de cette fonction φh peut alors être calculée grâce aux
différentes méthodes numériques présentées ci-dessus, leur précision étant analysées par
l’erreur relative }φe � φh}r � }φe � φh}2}φe}2 . (2.38)

Notons que }φe}22 � 1

2
p1� ε2

2
qLxLz, ainsi cette norme ne s’annule pas lorsque εÑ 0. Dans

des expériences suivantes, le domaine de simulation r0, 1s � r0, 1s est discrétisé uniformé-
ment en 50 � 50, 250 � 250 et 500 � 500 points, et on utilise une méthode d’éléments
finis de type Q1, et une formule de quadrature de Gauss-Legendre à trois points comme
la quadrature d’intégrale discrète. Nous comparons dans la figure 2.2 les précisions du
modèle de perturbation singulière (2.6), de la résolution directe (2.35) et itérative (2.36)
du schéma AP et du problème de limite (2.8).

On peut observer que le modèle limite ne donne des approximations précises que pour
des petites valeurs de ε. Pour d’assez grandes valeurs de ε, la partie de fluctuation ne peut
pas être négligée et un modèle plus complet doit être utilisé. Le modèle de perturbation
singulière donne des résultats précis seulement pour de grandes valeurs de ε. La précision
de l’approximation se détériore de manière significative pour ε inférieur à 10�10 sur un
maillage grossier (voir la figure 2.2(a)). Le domaine de validité (précision) du système-SP
devient encore plus petit sur un maillage raffiné (voir la figure 2.2(b)). Ceci est dû au fait
que le conditionnement du problème de maillage raffiné est supérieur à celui du problème
avec un maillage grossier. Par exemple, quand ε � 10�12, le conditionnement pour maillage
50�50 est 3.6387�1015, alors qu’il vaut 3.3079�1017 pour maillage 500�500. La précision
de la solution, calculée par le schéma AP, est presque indépendante de ε montrant donc
l’efficacité de cette nouvelle reformulation AP pour toute anisotropie.

Le conditionnement des différents systèmes linéaires est tracé sur la figure 2.3(a), en
fonction de ε. Il est calculé grâce à l’algorithme de l’estimation de norme 1 du conditionne-
ment par bloc [26]. Le nouveau schéma AP donne les mêmes caractéristiques avantageuses
que le schéma AP original schéma, avec une matrice dont le conditionnement est presque
indépendant de la valeur de ε pour les grands rapports d’anisotropie. Le problème de per-
turbation singulière discrétisé conduit à une matrice dont le conditionnement explose à la
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Figure 2.2 – Erreur relative entre la solution exacte et ses approximations calculées
avec le modèle limite (2.8), le modèle original (perturbation singulière) (2.6) ainsi que les
nouveaux schémas itératif (2.36) et direct (2.35) pour les maillages (a) : 50� 50 et (b) :
500� 500 nœuds.

limite εÑ 0. Ceci explique la mauvaise précision de ce schéma pour les grands rapports
d’anisotropie.

L’efficacité de calcul, en fonction du taux d’anisotropie, est évaluée dans le tableau 2.3(b)
pour les différentes approches. Le temps CPU du modèle de perturbation singulière est
utilisé comme référence. Ces calculs sont effectués grâce à un solveur linéaire direct creux
PARDISO [45], [36] et indépendant de la valeur de ε. Pour la résolution directe, la système
linéaire n’est résolu qu’une seule fois, alors que pour la résolution itérative, deux systèmes
linéaires de tailles différentes sont résolus plusieurs fois jusqu’à la différence entre deux
solutions successives du système (2.36) soit petite. Dans le cas test, on prend la critère
d’arrêt comme maxp|pφ1qpnq � pφ1qpn�1q|q   10�4&&maxp|φ̄pnq � φ̄pn�1q|q   10�4. Notons
que la partie la plus coûteuse de la résolution directe est la factorisation de la matrice.
Aussi, dans la procédure itérative, on peut stocker les matrices factorisées, et utiliser en-
suite ces matrices à chaque itération. Par conséquent, il est possible de gagner du temps
de calcul par cette factorisation dans la résolution itérative.

Un plus grand nombre d’éléments non-nuls ainsi qu’une augmentation de la taille du
système linéaire, expliquent la plus grande quantité de calculs requis par le schéma AP.
La résolution directe est environ 80 % plus lent que celle du modèle-SP. Toutefois, la
reformulation AP donne une matrice avec un meilleur conditionnement et conduit à des
solutions correctes pour toute valeur de ε. Il est prévisible que le schéma AP soit plus
efficace que le modèle-SP avec une méthode de Krylov utilisée pour la résolution des sys-
tèmes linéaires. Ce point est présenté dans la section 2.7. De plus, on note l’efficacité de
la résolution itérative. Pour les plus petites valeurs de ε, son efficacité est comparable à
celle de la résolution directe. Pour les plus grandes valeurs, cette approche demande plus
de calculs, en raison d’un grand nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la conver-
gence. Pour ε � 1, 18 itérations sont en effet nécessaires pour calculer une approximation
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ε 1 10�1 10�2 10�3 10�4 10�5 10�6 10�7 10�8 10�9 10�20

Dire. rD 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8

Iter.
rI 6.0 5.4 5.0 4.0 3.4 2.2 2.0 2.0 1.7 1.7 1.7
nI 18 16 14 11 8 4 3 3 2 2 2

(b)

Figure 2.3 – Comparaison entre le modèle original en dimension deux (2.6), le schéma
AP itératif (2.36) et le schéma AP direct (2.35) avec une taille de maillage 250 � 250.
(a)Estimation du conditionnement pour la matrice de discrétisation ; (b)Temps de calcul
de la résolution AP direct resp. AP itérative, divisée par le temps de calcul de la résolution
du modèle-SP, noté par rD et rI respectivement. Le nombre d’itération de la résolution
itérative, noté par nI , est aussi indiqué. Les systèmes linéaires sont résolus par le solveur
direct creux PARDISO.

précise, donnant lieu à un effort de calcul presque trois fois plus grand que celui de la
résolution directe.

2.3 Vers un problème modèle bien adapté pour le cas

ε variable

2.3.1 Motivation et conception d’un problème modèle plus géné-
ral

Le second objectif de ce document est de donner une méthode numérique capable de
gérer des modèles anisotropes liés à des problèmes de la physique des plasmas et plus
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particulièrement dans les simulations de plasma ionosphérique où l’anisotropie du milieu
est liée au champ magnétique terrestre. Dans ce contexte, les collisions d’ions-neutres sont
responsables d’une grande mobilité des particules [6], [20] le long des lignes de champ
magnétique, tandis que les mobilités transverses sont assez faibles. Toutefois, la fréquence
de collisions est soumise à de grandes variations avec l’altitude, comme cela présentée dans
la figure 2.4(a). Elles peuvent atteindre dix ordres de grandeur sur une plage d’altitudes de
mille kilomètres ([9], [28]). L’anisotropie de ce paramètre dans l’ionosphère est donc très
grande à haute altitude tandis qu’elle diminue pour les plus basses (voir la figure 2.4(b)).
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Figure 2.4 – Caractéristiques typiques du plasma ionosphérique en fonction de l’alti-
tude. (a) La fréquence des collisions ion-neutre. (b) Rapport des mobilités transverses et
alignée (par rapport au champ magnétique terrestre). µP , µH , µ‖ désignent les mobilités
de Pedersen, de Hall, et alignée présentées dans la section 1.3.4.

Le problème modèle considéré jusqu’à présent est représentatif de l’ionosphère dans les
plus hautes altitudes. Afin de traiter cette grande variation des paramètres dans tout le
champ des altitudes, le modèle considéré dans la suite utilisera un taux d’anisotropie non
homogène, en fonction de l’espace des coordonnées px, zq. Ce problème modèle consiste à
trouver φpx, zq vérifiant$'''&'''% � BBx �AKpx, zqBφpx, zqBx 
 � BBz �Azpx, zq

εpx, zq Bφpx, zqBz 
 � fpx, zq, on Ω,

φpx, zq � 0, px, zq P BΩx � Ωz,Bzφpx, zq � 0, px, zq P Ωx � BΩz,

(2.39)

oùAK,Az et ε sont des fonctions positives, ε représente de forte gradient. Le système (2.39)
est une version simplifiée du modèle Dynamo-3D présenté dans la section 1.3.4.
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2.3.2 Reformulation préservant l’asymptotique pour les taux d’ani-
sotropie hétérogènes

Dans cette sous-section, la reformulation préservant l’asymptotique est dérivée pour
les taux d’anisotropie non-homogènes. En prenant en compte que ε est une fonction des
variables d’espace, les reformulations des équations de moyenne et de fluctuation sont
maintenant écrites (pour comparaison voir (2.12),(2.13))$&% � BBx �AK Bφ̄Bx	 � f̄ � BBx �AK Bφ1Bx 	 , dans Ωx,

φ̄ � 0, sur BΩx.
(2.40a)$''''''&''''''%

� BBx �AK Bφ1Bx 	 � BBz �Az

ε

Bφ1Bz 	 � f � BBx �AK Bφ̄Bx	 , dans Ω,

φ1 � 0, sur BΩx � Ωz,Bzφ1 � 0, sur Ωx � BΩz,

φ1 � 0, dans Ωx.

(2.40b)

L’équation de moyenne (2.40a) est dérivée du cas ε homogène, l’équation de fluctua-
tion (2.40b) est elle légèrement modifiée. On introduit les mêmes espaces de Hilbert V,
W, comme définis dans la sous-section 2.2.2, et un nouveau produit scalaire indépendant
de ε pφ, ψqV � pBxφ, BxψqL2pΩq � pBzφ, BzψqL2pΩq.
En redéfinissant certains termes de la forme bilinéaire (2.16), essentiellement a0p�, �q, ap�, �q
et bp�, �q, on a

a0pφ1, ψ1q :� » Lz

0

» Lx

0

Azpx, zq
εpx, zq Bφ1Bz px, zqBψ1Bz px, zqdxdz,

a1pφ1, ψ1q :� » Lz

0

» Lx

0

AKpx, zqBφ1Bx px, zqBψ1Bx px, zqdxdz,
a2pφ̄, ψ̄q :� » Lx

0

ĀKpxqBφ̄BxpxqBψ̄Bx pxqdx,
apφ1, ψ1q :� a0pφ1, ψ1q � a1pφ1, ψ1q,
b1pP̄ , ψ1q :� » Lx

0

P̄ pxq » Lz

0

1

εpx, zqψ1px, zqdzdx,
b2pφ1, Q̄q :� 1

Lz

» Lx

0

Q̄pxq » Lz

0

φ1px, zqdzdx,
cpφ̄, ψ1q :� » Lz

0

» Lx

0

AKpx, zqBφ̄Bx pxqBψ1Bx px, zqdxdz,
(2.41)

et la formulation faible de (2.40) s’écrit#
a2pφ̄, ψ̄q � pf̄ , ψ̄q � 1

Lz
cpψ̄, φ1q, �ψ̄ PW,

apφ1, ψ1q � pf, ψ1q � cpφ̄, ψ1q, �ψ1 P V. (2.42)
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La reformulation AP du problème (2.42) est de nouveau déduite en introduisant un mul-
tiplicateur de Lagrange P̄ , correspondant à la contrainte φ̄1 � 0. On a doncpAPqvar $''&''% a2pφ̄, ψ̄q � pf̄ , ψ̄q � 1

Lz
cpψ̄, φ1q, �ψ̄ PW,

apφ1, ψ1q � b1pP̄ , ψ1q � pf, ψ1q � cpφ̄, ψ1q, �ψ1 P V,

b2pQ̄, φ1q � 0, �Q̄ P L2pΩxq. (2.43)

Remarque 2.9. Notons que le système linéaire discret obtenu pour la partie de fluctuation
n’est pas symétrique à cause des taux d’anisotropie non-homogène. La forme bilinéaire b
définie dans (2.16) par

bpP̄ , ψ1q :� » Lx

0

P̄ pxq » Lz

0

ψ1px, zqdzdx
est maintenant réécrite comme

b1pP̄ , ψ1q :� » Lx

0

P̄ pxq » Lz

0

1

εpx, zqψ1px, zqdzdx.
Avec cette nouvelle définition, si on adimentionne tous les termes contenus dans la deuxième
équation de (2.43) par 1{ε, alors il garantit la propriété de préservation de l’asymptotique
du schéma.

On va maintenant prouver que le système (2.43) est équivalent au problème (2.42).

Hypothèse 2.10. Nous supposons dans la suite que ε P L8pΩq, satisfaisant 0   ε0 ¤
εpx, zq ¤ εM ¤ 1 avec ε0 resp. εM deux constantes.

Proposition 2.11. Sous l’hypothèse 2.1 et l’hypothèse 2.10, il existe un unique pφ̄, φ1, P̄ q P
W�V�L2pΩxq satisfaisant (2.43). De plus, la paire pφ̄, φ1q est l’unique solution de (2.42)
et P̄ � 0.

Preuve. Le caractère bien-posé du système (2.42) peut être prouvé comme on l’a fait dans
le cas ε constant. Il est donc nécessaire de prouver l’équivalence entre le système (2.42)
et le système (2.43).

Soit pφ̄, φ1q PW�V l’unique solution du système (2.42), alors pφ̄, φ1, 0q est solution du
système (2.43). Inversement, on suppose que pφ̄, φ1, P̄ q P W � V � L2pΩxq est la solution
du système (2.43). Prenant dans la deuxième équation du système (2.43) des fonctions de
test ψ1 ne dépendant que de x conduit à

Lz

» Lx

0

AKBxφ1Bxψ1dx� » Lx

0

P̄ pxqψ1pxq » Lz

0

1

εpx, zq dz dx� Lz

» Lx

0

f̄ψ1dx� Lz

» Lx

0

AKBxφ̄Bxψ1dx.
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Il est facile de voir que Lz

» Lx

0

AKBxφ1Bxψ1dx�Lz

» Lx

0

AKBxφ̄Bxψ1dx � Lz

» Lx

0

f̄ψ1dx grâce

à la première équation du système (2.43). Ainsi, on obtient» Lx

0

P̄ pxqψ1pxq » Lz

0

1

εpx, zq dz dx � 0, �ψ1 PW .

Comme
» Lz

0

1

εpx, zqdz ¡ 0, on en déduit que P̄ � 0, par des arguments de densité.

2.3.3 De forts gradients de taux d’anisotropie hétérogènes

Avant de discrétiser le système AP (2.43), on doit d’abord réfléchir aux problèmes
numériques résultant de variations rapides de la fonction 1

ε
. Comme on le sait, une fonc-

tion continue à variation rapide peut être considérée numériquement comme une fonction
discontinue dans certains intervalles d’un maillage. On peut affiner le maillage de discré-
tisation pour obtenir une solution approchée plus précise, mais avec des efforts de calcul
plus importants. Par exemple, dans les simulations en 3 dimensions, la complexité de cal-
cul est égale à N3, où N est le nombre d’intervalles dans chaque direction. Un raffinement
ne peut pas être acceptable pour N grand.

Pour contourner cette difficulté liée à la discrétisation des forts gradients, on est guidé
par les idées proposées par Saito et al. [44]. Ils considèrent un problème aux limites de la
forme �ppu1q1 � fpx P Iq , u|x�0,1 � 0,

où p P L8 et f P L2 sont des fonctions données. Le gradient de p est très raide. Saito
et al. [44] étudient l’estimation de l’erreur d’une méthode d’éléments finis standard via
la fonction de Green de la solution. En effet, en désignant par AU � F le système
linéaire correspondant à la méthode des éléments finis, on note que G :� A�1 est une
approximation de cette fonction de Green. Ainsi Saito et al. [44] ont proposé d’utiliser une
moyenne harmonique pour approximer la fonction de Green. Plus en détails, les coefficients

de la matrice A de discrétisation-EF sont donnés par ai � 1

∆x2

» xi

xi�1

p dx, alors que leurs

moyennes harmoniques sont ãi � 1

∆x2

�» xi

xi�1

p�1dx


�1

. L’analyse d’erreur a été présentée

par T. Tsuchiya et al. [52]. Ils montrent que la méthode de moyenne harmonique est plus
précise que celle de la moyenne arithmétique dans le cas où le gradient de p est très
grand. En outre, le schéma de Scharfetter-Gummel (SG), qui est une formule quadrature
particulière de la moyenne harmonique, est connu pour avoir une estimation d’erreur ne
dépendant que de ln p [44]. Ainsi, le schéma SG doit fournir une précision plus importante
des résultats numériques par rapport à la méthode des éléments finis standard surtout
quand le gradient de p est très grand.

On propose donc ici trois approches pour traiter le problème de forts gradients (2.43).
On va considérer, pour des raisons de simplicité, des anisotropies εpzq ne dépendant que de
z. La première approche consiste à utiliser une formulation non-conservative de l’équation
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2.3. Vers un problème modèle bien adapté pour le cas ε variable

de fluctuation. En développant BBz �Az

ε

Bφ1Bz 	 dans (2.40b), on obtient l’équation suivante�ε BBx �AKBφ1Bx 
� BBz �Az

Bφ1Bz 
� Bpln εqBz Az

Bφ1Bz � εf � ε
BBx �AKBφ̄Bx
 .

Pour mettre en œuvre cette approche, nous utilisons de nouveau les formes bilinéaires (2.16),
mais changeons seulement apφ, ψ1q en

a0pφ1, ψ1q :� » Lz

0

» Lx

0

Azpx, zqBφ1Bz px, zqBψ1Bz px, zq � B ln εpzqBz Azpx, zqBφ1Bz px, zqψ1px, zqdxdz.
Cependant, cette expression n’est plus sous une forme conservative.

Dans une deuxième approche, on utilise la méthode moyenne harmonique. Pour cela,
nous considérons Az

ε
dans (2.43) comme la fonction à la variation rapide p, et on utilise

la forme moyenne harmonique ã proposée ci-dessus. La troisième approche est le schéma
Scharfetter-Gummel proposé dans [44]. Nous précisons ces approches dans la section 2.6.

Dans la suite on utilisera ces trois approches pour discrétiser problème (2.43) et nous
les comparerons avec une discrétisation d’éléments finis standard.

2.3.4 Résultats numériques

Pour vérifier l’efficacité du schéma AP pour des problèmes avec des taux d’anisotropie
très hétérogènes, on choisit un cas test avec la variable ε construite artificiellement. De
toute évidence, elle ne correspond pas aux taux physiques. Cependant, si le schéma AP
se comporte bien pour ces cas test formels, il devrait également être efficace pour les
vrais problèmes physiques. Nous utilisons de nouveau la solution exacte et la matrice de
diffusion dans le cas ε constant, mais remplaçant la constante ε par une variable de la
forme

ε1pzq � $'''''&'''''%
1

2
pεmax p1� tanh pq p0.1Lz � zqqq � εmin p1� tanh pq p0.1Lz � zqqqq ,

si 0 ¤ z ¤ Lz

2
,

1

2
pεmax p1� tanh pq pz � 0.9Lzqqq � εmin p1� tanh pq pz � 0.9Lzqqqq ,

si Lz

2
¤ z ¤ Lz.

(2.44)

La variable ε1 est contrôlée par trois paramètres q, εmax, εmin : q décrit la raideur de
la courbe, εmax, εmin contrôlent les valeurs maximum et minimum de ε1. Un exemple de
fonction ε1 est illustré dans la figure 2.5. Il est construit de façon à esquisser la variation
des paramètres physiques présentés dans la figure 2.4(b).
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Figure 2.5 – Fonction ε1 pour des εmin différents. On fixe q � 80, εmax � 1 et trace la
courbe ε1 pour différents εmin égaux à 10�5, 10�10, 10�15 et 10�20.

Dans les tests numériques suivants, nous fixons les paramètres εmax � 1, q � 80

et faisons varier le paramètre εmin de 10�20 à 1. Le second membre f est obtenu en
injectant φepx, zq dans l’équation (2.39). On compare les résultats numériques obtenus
par toutes les méthodes mentionnées ci-dessus : le modèle-SP en dimension deux (2.39),
discrétisé par la méthode d’éléments finis de type Q1, le schéma AP standard (2.43), le
schéma AP non-conservatif, le schéma AP avec moyenne harmonique, et le schéma AP
de type Scharfetter-Gummel. Les quatre schémas AP sont résolus à l’aide des deux types
de résolutions itératives et directes. Après des essais numériques, nous constatons que les
erreurs relatives de ces deux résolutions sont les mêmes. Ainsi, nous ne présentons que les
résultats numériques de la résolution directe.

Dans la figure 2.6(a), on observe que l’erreur relative en norme L2 du modèle-SP
augmente avec la diminution de la valeur de εmin. Cette erreur reste proche de 10�3

pour εmin entre 10�3 et 10�11, mais explose quand εmin ¤ 10�11. La courbe du schéma AP
coïncide avec celle du modèle-SP quand εmin ¡ 10�11, mais la précision du schéma AP reste
indépendante de εmin pour les grands taux d’anisotropie. Le schéma AP non-conservatif
montre une évolution non monotone de la précision, avec un pic obtenu pour εmin � 10�2.
Cependant, la norme de l’erreur est proche de 2 � 10�4 pour εmin inférieur à 10�5. La
courbe du schéma AP avec moyenne harmonique est similaire à celle du schéma AP
standard mais avec une erreur relative plus petite. Enfin, le schéma Scharfetter-Gummel
AP donne la meilleure précision avec l’erreur relative d’un ordre de grandeur inférieure à
celle du schéma AP standard.

Dans la figure 2.6(b) les estimations du conditionnement des différentes méthodes sont
affichées. Ces estimations de conditionnement sont calculées après qu’un équilibrage des
matrices soit effectué. En effet, le conditionnement peut être très grand à cause de la
forte variation de 1{ε. Ainsi en multipliant ε dans la seconde équation de (2.43), on peut
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améliorer le conditionnement. Numériquement, cette procédure consiste à multiplier M2,
respectivement M3, par les matrices d’équilibre de lignes P2, respectivement, P3, définies
par

P2 � �����E0
. . .

ENz�1

I

�ÆÆÆ
, P3 � �������E0
. . .

ENz�1

I

I

�ÆÆÆÆÆ
,
où Ek � εpzkqI pour 0 ¤ k ¤ Nz � 1 et I est la matrice d’identité de taille Nx � Nx.
Comme dans le cas ε homogène, le conditionnement du modèle-SP augmente avec le taux
d’anisotropie, tandis que les courbes correspondant aux quatre schémas AP coïncident
presque et restent tout à fait indépendantes de la valeur εmin.
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Figure 2.6 – Comparaison du modèle-SP, le schéma AP standard, le schéma AP non-
conservatif, le schéma AP avec moyenne harmonique et le schéma AP Scharfetter-Gummel
pour un calcul en dimension deux dans un maillage 250� 250, en utilisant une méthode
d’éléments finis de type Q1.

Enfin, on étudie l’efficacité des résolutions itérative et directe du schéma AP. Dans
le tableau 2.2 les deux résolutions sont comparées pour des calculs effectués dans des
maillages avec de 50� 50, 250� 250 et 500� 500 cellules. Le taux d’anisotropie est donné
comme avant avec εmax � 1, q � 80 et des valeurs εmin allant de 10�20 à 1. Pour la
résolution itérative, la suite est initiée avec φ1 � xpx � Lxq cos�2πz

Lz

	
. On note que le

nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence augmente faiblement avec
la taille des mailles, mais de façon significative avec les valeurs des taux d’anisotropie. Le
nombre d’itérations nécessaire pour les plus petites valeurs de εmin est de trois à quatre
fois inférieur à celui de la configuration isotrope. Pour les deux tests en dimensions deux
étudiés jusqu’ici, la résolution directe, bien que produisant un plus grand système linéaire,
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Chapitre 2. Méthodes numériques efficaces pour des équations elliptiques anisotrope

se montre plus efficace que la résolution itérative. La tableau 2.2 présente également le
temps de calcul pour les deux approches divisés par celui du modèle-SP. L’efficacité du
solveur direct ne se détériore pas de manière significative avec le raffinement de maillage.
En effet, avec un maillage composé de 50 � 50 cellules, le schéma AP est 40% plus lent
que le modèle-SP. Dans l’utilisation d’un maillage plus raffiné, avec cent fois le nombre
de cellules, le schéma AP est environ deux fois plus lent que le modèle-SP. La résolution
itérative demande plus de temps de calcul, entre 2 et 4 fois, que la résolution directe.
Notons cependant que l’efficacité relative de ces deux résolutions peut être modifiée si on
a une bonne estimation de la solution pour l’initialisation de la suite.

εmin 1 10�1 10�2 10�3 10�4 10�5 10�10 10�20

50� 50
Iter.

nI 17 13 10 7 5 5 5 5
rI 6.5 5.3 4.6 4.3 3.5 3.5 3.5 3.5

Dire. rD 1.4 1.4 1.4 1.4 1.4 1.4 1.4 1.4

250� 250
Iter.

nI 18 15 12 10 7 5 5 5
rI 7.7 6.8 6.1 5.5 4.8 4.2 4.2 4.2

Dire. rD 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8

500� 500
Iter.

nI 19 15 13 11 8 6 5 5
rI 7.3 6.4 5.9 5.4 4.8 4.4 4.1 4.1

Dire. rD 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1

Table 2.2 – L’efficacité de calcul des résolutions itératives et directes du schéma AP sur
des maillages avec 50� 50, 250� 250 et 500� 500 points : nI est le nombre d’itérations
de la résolution itérative, rI (resp. rD) est le temps de calcul de la résolution itérative
(resp. directe) divisé par le temps de calcul du modèle-SP. Tous les systèmes linéaires
sont résolus grâce à un solveur direct creux [45].

2.4 Un cas test physique en dimension trois

L’objectif de cette section est de généraliser le schéma AP présenté précédemment
afin de l’appliquer à un problème réel de plasma ionosphérique en dimension trois dans la
section 1.3.4. En fait, dans ce modèle la matrice de diffusion A est de la forme suivante

A � �� µP µH 0�µH µP 0

0 0 µ‖

�
, (2.45)

où µP , µH, µ‖ sont respectivement les mobilités de Pedersen, de Hall et alignée [3]. Grâce
aux modèles ionosphériques standard (voir par exemple le modèle IRI [9] ou le modèle
SAMI2 [28], [29]), ces quantités peuvent être estimées et montrent de grandes différences
pour µP et µH par rapport à µ‖ (voir figure 2.4(b)). De plus, le rapport entre µP {µH en
fonction de l’altitude est aussi très important dans certains couches ionosphériques. Ainsi,
les variations d’anisotropie ne sont pas limités à une seule direction. Dans cette section, on
va donc se concentrer sur un problème elliptique anisotrope en dimension trois et montrer
que le schéma AP est valable pour un problème anisotrope hétérogène plus complexe et
réaliste.
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2.4.1 Le modèle en dimension trois

Considérons maintenant le problème elliptique anisotrope en dimension trois Ω � R3

suivant $''&''% �∇ � pA∇φq � f, dans Ω,

A∇φ � ÝÑn � 0, sur BΩx � Ωy � Ωz Y Ωx � Ωy � BΩz,

φ � 0, sur Ωx � BΩy � Ωz,

(2.46)

où A est la matrice de diffusion de la forme

A � �� A �εD 0

εD B 0

0 0 1

ε
C

�
 (2.47)

et Apx, y, zq, Bpx, y, zq, Cpx, y, zq resp. Dpx, y, zq sont des fonctions connues du même
ordre de grandeur. Le paramètre 0   ε ¤ 1 peut être une fonction (ou une constante) de
toutes les variables provoquant l’anisotropie du problème.

Étudions d’abord les propriétés de problème (2.46)-(2.47). Pour cela, on définit l’espace
de Hilbert suivant

V � tφ P H1pΩq { φ � 0 sur Ωx � BΩy � Ωzu,
avec le produit scalaire correspondantpφ, ψqV � pBxφ, BxψqL2pΩq � pByφ, ByψqL2pΩq � pBzφ, BzψqL2pΩq.
La formulation faible de (2.46) s’écrit

apφ, ψq � pf, ψq, �ψ P V (2.48)

avec apφ, ψq :� »
Ω

pA∇φq �∇ψ dxdydz. On montre dans la proposition suivante que (2.48)

admet une unique solution faible sous l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2.12. Nous supposons que les fonctions de diffusion A,B,C,D P L8pΩq
ainsi que l’anisotropie ε P L8pΩq et satisfont 0   cmin ¤ A,B,C ¤ cmax resp. 0   ε0 ¤
ε ¤ εM ¤ 1 où cmin, cmax, ε0, εM sont des constantes positives. De plus, posons f P L2pΩq.
Proposition 2.13. Sous l’hypothèse (2.12), l’équation (2.48) admet une unique solution
faible φ P V.

Preuve. Pour prouver cette proposition, on utilise le lemme de Lax-Milgram. En effet, la
coercivité de la forme bilinéaire ap�, �q est immédiat, comme

apφ, φq � »
Ω

A|Bxφ|2 �B|Byφ|2 � 1

ε
C|Bzφ|2dxdydz¥ cmin}φ}2V, φ P V.

La continuité de ap�, �q peut être facilement vérifiée.
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2.4.2 La reformulation AP

Nous introduirons dans cette sous-section la reformulation AP du modèle (2.48). On
ne considère que le cas de ε variable, puisque le cas ε constant revient juste à une multipli-
cation par ε de cette reformulation. En suivant la même procédure que dans les sections
précédentes, en particulier la décomposition de φ comme φ � φ̄ � φ1, nous trouvons le
schéma AP correspondant au problème (2.46), consistant en une équation de moyenne$''&''% �∇K �ĀK∇Kφ̄��∇K �AK∇Kφ1� � f̄ , dans Ωx � Ωy,

ĀK∇Kφ̄ � ÝÑn � 0, sur BΩx � Ωy,

φ̄ � 0, sur Ωx � BΩy,

(2.49a)

et une équation de fluctuation$''''''&''''''%
�∇ pA∇φ1q �∇K �AK∇Kφ̄� � f, dans Ω,

A∇φ1 � ÝÑn � 0, sur BΩx � Ωy � Ωz Y Ωx � Ωy � BΩz,

φ1 � 0, sur Ωx � BΩy � Ωz,

φ1 � 0, dans Ωx � Ωy.

(2.49b)

Encore une fois, on définit l’espace de Hilbert

W � tψ̄px, yq P H1pΩx � Ωyq{ψ̄ � 0 on Ωx � BΩy, u,
avec le produit scalaire correspondantpφ̄, ψ̄qW � pBxφ̄, Bxψ̄qL2pΩx�Ωyq � pByφ̄, Byψ̄qL2pΩx�Ωyq.
Comme précédemment, on définit aussi les formes bilinéaire légèrement différentes

a0pφ1, ψ1q :� »
Ω

C

ε
Bzφ1Bzψ1dxdydz,

a1pφ1, ψ1q :� »
Ω

�p∇Kφ1qTAK∇Kψ1� dxdydz,
a2pφ̄, ψ̄q :� »

Ωx�Ωy

�p∇Kφ̄qT ĀK∇Kψ̄� dxdy,
apφ1, ψ1q :� a0pφ1, ψ1q � a1pφ1, ψ1q,
b1pP̄ , ψ1q :� »

Ωx�Ωy

P̄

»
Ωz

1

ε
ψ1dzdxdy,

b2pφ1, Q̄q :� 1

Lz

»
Ωx�Ωy

Q̄

»
Ωz

φ1dzdxdy,
cpφ̄, ψ1q :� »

Ω

�p∇Kφ̄qTAK∇Kψ1� dxdydz.
(2.50)
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Ainsi on obtient la forme faible de la reformulation AP (2.49) : Trouver pφ̄, φ1, P̄ q P
W� V� L2pΩx � ΩyqpAP q$''&''% a2pφ̄, ψ̄q � 1

Lz
cpψ̄, φ1q � pf̄ , ψ̄q, �ψ̄ PW,

apφ1, ψ1q � b1pP̄ , ψ1q � cpφ̄, ψ1q � pf, ψ1q, �ψ1 P V,

b2pφ1, Q̄q � 0, �Q̄ P L2pΩx � Ωyq. (2.51)

La proposition suivante prouve que la forme faible (2.51) constitue un problème bien-posé

Proposition 2.14. Sous l’hypothèse (2.10) et l’hypothèse (2.12), il existe une unique
solution pφ̄, φ1, P̄ q P W � V � L2pΩx � Ωyq satisfaisant (2.51), telle que φ̄ � φ1 est la
solution faible du problème (2.46).

La preuve de cette proposition est similaire que celle du théorème 2.2.

2.4.3 Des expériences numériques

La procédure utilisée maintenant est de reproduire les investigations numériques du
schéma AP. La solution exacte du système est définie par

φepx, y, zq � x2pLx � xq2y2pLy � yq2�1� ε sin2

�
2πz

Lz



cos2

�
2πz

Lz




,

qui satisfait les conditions aux limites (2.46). Les coefficients de diffusion dans la matrice
sont définis par

A � c1 � x2yz , B � c2 � xy2z , C � c3 � xyz2 , D � c4 � xyz .

Le second membre f est calculé analytiquement, en injectant φe dans (2.46). Cela donne la
configuration des différentes expériences étudiées dans la suite. Les techniques de discréti-
sation sont facilement étendue du cas de la dimension deux détaillées dans la section 2.3.3
en utilisant la méthode d’éléments finis standard de type Q1.

Premièrement, le cas de ε constant est étudié avec la procédure utilisée pour le cas
en dimension deux : les valeurs de ε varient de 10�20 à 102 et la norme d’erreur entre
la solution exacte et les approximations numériques calculées grâce au modèle-SP et le
schéma AP standard est présenté. Ces résultats sont rassemblés dans la figure 2.7(a) pour
les calculs effectués dans un maillage de 30 � 30 � 30 et 100 � 100 � 100. Le modèle-SP
échoue à donner des approximations précises pour ε   10�12 sur le maillage plus raffiné.
L’efficacité de calcul des résolutions itérative et directe du schéma AP est également
étudiée dans le tableau 2.7(b). La conclusion des expériences en dimension deux reste
valable pour le cas en dimensions trois, avec une faible dépendance en nombre d’itérations
par rapport à la taille des mailles, sauf pour les plus grandes valeurs de ε. Pour cette
valeur un taux de convergence faible est observé. Cependant, même dans la configuration
la plus défavorable, la résolution itérative est la plus efficace. Cela peut s’expliquer par la
perte d’efficacité du solveur direct pour le problème elliptique en dimension trois avec un
remplissage dramatique de la matrice factorisée [55], [54]. La résolution itérative permet
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(a) Erreur relative entre la solution exacte et ses ap-
proximations

ε 102 101 100 10�1 10�2 10�3 10�4 10�10 10�20

30� 30� 30

Dire. rD 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8

Iter.
rI 2.1 1.7 1.6 1.6 1.6 1.6 1.4 1.4 1.4
nI 7 4 3 3 3 3 2 2 2

100� 100� 100

Dire. rD 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6

Iter.
rI 2.4 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1
nI 22 3 2 2 2 2 2 2 2

(b) Rapport des temps de calcul entre les résolutions du schéma AP et du modèle-SP

Figure 2.7 – Comparaison entre le modèle-SP en dimension trois et le schéma AP dans
le cas ε constant (pour les deux types de résolutions itératives et directes). Les valeurs de
ε varie entre 10�20 et 102. Deux tailles différentes 30 � 30 � 30 et 100 � 100 � 100 sont
comparées. Nous notons rI et rD le rapport des temps de calcul entre le schéma AP direct
resp. itératif et le SP-modèle, nI le nombre d’itération de la résolution itérative.

de réduire la taille des systèmes linéaires ce qui explique la relative efficacité de cette
approche par rapport à la résolution directe.

Ensuite, on considère un cas ε variable qui est représentatif du cas physique, i.e. les
variations d’anisotropie sont dans toutes les directions et plus notables dans la direction
z. Une telle fonction ε est donnée par

ε2px, y, zq � ε1pzqpx� xmidq2 � py � ymidq2 � pz � zmidq2 � 1

x2mid � y2mid � z2mid � 1
, (2.52)

où ε1pzq est la même que (2.44), xmid, ymid, zmid dénotent le point milieu de l’intervalle
dans chaque direction. De plus, les paramètres sont fixés à q � 80, εmax � 1 et avec les
valeurs de εmin allant de 10�20 à 1. La précision des approximations du modèle-SP, du
schéma AP standard et du schéma SG-AP est analysée dans les figures 2.8(a) et 2.8(b).
Tous les schémas donnent les qualités d’approximation similaire à celles des investigations
en dimensions deux : le modèle-SP n’étant précis que pour de grandes valeurs de εmin et
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(a) Erreur relative entre la solution exacte et ses
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(b) Erreur relative entre la solution exacte et ses
approximations pour un maillage 100� 100� 100

ε 1 10�1 10�2 10�3 10�4 10�5 10�10 10�20

30� 30� 30

Dire. rD 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

Iter.
rI 2.0 2.0 1.9 1.9 1.9 1.9 1.9 1.9
nI 3 3 2 2 2 2 2 2

100� 100� 100

Dire. rD 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6

Iter.
rI 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1
nI 3 2 2 2 2 2 2 2

(c) Rapport de temps de calcul entre les résolutions du schéma AP et du modèle-SP

Figure 2.8 – Comparaison entre le modèle-SP en dimension trois et le schéma AP dans
le cas ε variable (pris comme (2.52)). La valeur de εmin varie entre 10�20 et 1. On compare
deux différentes tailles de maillage 30� 30� 30 et 100� 100� 100.

la précision du schéma AP indépendant du taux d’anisotropie. On note que la résolution
itérative est moins précise que la résolution directe dans ce cas test. Le tableau 2.8(c)
indique que l’efficacité de calcul du schéma AP en résolutions directe et itérative. Ces
résultats confirment que, contrairement aux expériences en dimension deux, pour le cas
en dimension trois la résolution directe est plus lente que celle itérative.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit une nouvelle reformulation préservant l’asymp-
totique pour une équation elliptique fortement anisotrope et l’avons comparé au schéma
AP proposé initialement dans [18]. La nouvelle reformulation reste basée sur une décom-
position de l’inconnu en sa partie de moyenne et sa partie de fluctuation, mais l’équation
de fluctuation est différente. La matrice de discrétisation associée à cette nouvelle refor-
mulation AP est beaucoup plus creuse que celle de l’originale, établissant ainsi l’efficacité
significative de cette nouvelle méthode. La propriété AP du schéma est également étu-
diée, en particulier le caractère bien-posé dans la limite εÑ 0. Les résolutions directe et
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itérative du système linéaire sont testées et comparées. On note que la résolution directe
est plus efficace pour des problèmes en dimension deux, mais pour des problèmes en di-
mension trois la résolution itérative peut prendre moins de temps. Enfin on considère les
problèmes de taux d’anisotropie très hétérogènes, compte tenu d’applications physiques
réelles. Un schéma AP de type Scharfetter-Gummel est proposé afin de traiter avec de
forts gradients d’anisotropies avec ε variable.

2.6 Annexe A : Simulations en dimension un pour un

taux d’anisotropie fort

Dans cette section, on étudie numériquement les trois discrétisations-AP proposées
dans la section (2.3.3) pour un problème en dimension un extrait du modèle-SP (2.5).
L’objectif est de détecter la meilleure méthode dans les cas où on doit faire face à des
forts gradients d’anisotropie.

2.6.1 Le schéma AP standard

Considérons le modèle-SP en dimension un suivantpSP_1dq$&% � d

dz

�
1

εpzq dudz	 � u � f, dans Ωz,

d

dz
u � 0, sur BΩz.

(2.53)

où u est l’inconnue du problème, ε est une fonction positive de z et Ωz � r0, Lzs. Notons
que l’équation (2.53) est bien-posé pour εpzq ¡ 0. Cependant, prenant εpzq :� δ χpzq et
passant à la limite δ Ñ 0 donnent un problème dégénéré$&% � d

dz

�
1

χpzq dudz	 � 0, dans Ωz,

d

dz
u � 0, sur BΩz,

(2.54)

qui est mal-posé, car toutes les constantes sont les solutions de (2.54).
Pour construire le schéma AP correspondant à ce modèle-SP, on décompose u dans sa

partie moyenne ū et sa partie fluctuation u1. En intégrant l’équation (2.53) dans Ωz, on
obtient l’équation de moyenne

ū � f̄ . (2.55)

Soustrayant (2.55) de (2.53) conduit alors l’équation de fluctuation$'''&'''% � d

dz

�
1

εpzq du1dz

	 � u1 � f 1, dans Ωz,

d

dz
u1 � 0, sur BΩz,

u1 � 0.

(2.56)
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Le système (2.55)–(2.56) est bien-posé, même dans la limite δ Ñ 0. En introduisant le
multiplicateur de Lagrange λ, on obtient la reformulation AP suivantepAP_1dq$'''''&'''''%

ū � f̄ ,» Lz

0

�
1

εpzq du1dz

dv1
dz

� u1v1� dz � λ

» Lz

0

1

εpzqv1dz � » Lz

0

f 1v1dz, �v1 P H1pΩzq,» Lz

0

u1dz � 0.

(2.57)
Ce schéma AP sera discrétisé par une méthode d’éléments finis de type P1. Toutefois,
notons que la difficulté ici est d’approcher une forte anisotropie. Pour traiter ce problème,
on propose ici trois méthodes différentes.

2.6.2 Le schéma AP non-conservatif

Dans cette approche, on essaie de “détruire” le terme d’anisotropie 1

ε
dans l’équation

de fluctuation (2.56). Cela se fait par le développement de d

dz

�
1

εpzq du1dz

	
, afin d’obtenir

d

dz
pln εpzqq du1

dz
� d

2u1
dz2

� εu1 � εf 1. (2.58)

En injectant (2.58) dans le reformulation AP, on obtient une autre reformulation, i.e.

pNC_AP_1dq
$''''''''''&''''''''''%

ū � f̄ ,» Lz

0

�
d

dz
pln εpzqq du1

dz
v1 � du1

dz

dv1
dz

� εu1v1� dz � λ

» Lz

0

v1dz� » Lz

0

εf 1v1dz, �v1 P H1pΩzq,» Lz

0

u1dz � 0.

(2.59)
On discrétise de nouveau (2.59) par la méthode d’éléments finis de type P1.

2.6.3 Le schéma AP avec moyenne harmonique

Le schéma AP avec moyenne harmonique est juste une discrétisation particulière de la
reformulation AP (2.57). Pour le présenter, on considère de nouveau la partition de Ωz et
les fonctions de base définies dans la section 2.2.5. Prenant dans (2.57) comme les fonctions

test κkpzq et remplaçant u1pzq par
Nz�1

ļ�0

αlκlpzq, nous obtenons pour k � 1, � � � , Nz� pk

∆z2
αk�1 � � pk

∆z2
� pk�1

∆z2

	
αk � pk�1

∆z2
αk�1� k�1¸

l�k�1

αl

» zk�1

zk�1

κlpzqκkpzqdz � qkλ � fk,
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où pk � » zk

zk�1

1

εpzqdz, qk � » zk�1

zk�1

1

εpzqκkpzqdz, fk � » zk�1

zk�1

f 1pzqκkpzqdz. Si l’on discrétise

pk par une formule de quadrature numérique standard, le schéma obtenu sera donc juste
une méthode d’éléments finis de type P1. Dans cette autre méthode, on utilise plutôt une
moyenne harmonique approchée de pk, i.e.

pk � ∆z2

�» zk

zk�1

εpzqdz��1

.

Enfin, l’intégration
» zk

zk�1

εpzqdz est approchée par une quadrature numérique standard,

par exemple une quadrature de Gauss-Legendre.

2.6.4 Le schéma AP Scharfetter-Gummel

Le schéma AP Scharfetter-Gummel est une amélioration de la méthode avec la moyenne
harmonique. En particulier, une formule de quadrature spéciale suivante est utilisée pour
approcher pk. En simplifiant εpzkq par εk, on approche pk par

– si εk�1 � εk,

pk � ∆z2

�» zk

zk�1

εpzqdz��1

� ∆z2

�» zk

zk�1

eln εpzq
dz

��1

� ∆z2

�» zk

zk�1

deln εpzq
dln εpzqdz��1

� ∆z2
�
∆z

eln εk � eln εk�1

ln εk � ln εk�1


�1

approximations de ln ε par
Nz�1

ķ�0

ln εkκk� ∆z
ln εk � ln εk�1

εk � εk�1

,

– si εk�1 � εk,

pk � ∆z
1

εk
.

2.6.5 Résultats numériques

Pour comparer ces approches, on prend une solution exacte de l’équation (2.53) de la
forme

uepzq :� εpzq cos�2π

Lz

z



, (2.60)
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avec εpzq définie dans (2.44). En injectant (2.60) dans l’équation (2.53), on obtient le
second membre f . On compare le modèle-SP, le schéma AP standard, le schéma AP
non-conservatif, le schéma AP avec la moyenne harmonique et le schéma AP Scharfetter-
Gummel respectivement. Pour cela, on choisit q � 80, εmax � 1 et varie εmin.

En observant les résultats numériques dans la figure 2.9, on note que le schéma AP
est robuste pour tous les choix de εmin, même pour le maillage grossier Nz � 25. Dans la
figure 2.9(a), 2.9(b), on voit que le modèle-SP ne peut pas bien approcher la solution. Le
schéma AP par rapport au modèle-SP fonctionne bien, mais il reste encore imprécis dans
la région où le gradient d’anisotropie est fort. Le schéma AP-NC présente des oscillations.
Le schéma AP-HM est comparable au schéma AP standard pour les deux cas de εmin.
Enfin, le schéma AP-SG a le meilleur comportement parmi toutes les méthodes. Les
mêmes résultats sont également vu dans le tableau 2.9(c).
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(b) εmin � 10�10

εmin SP-modèle Schéma AP Schéma AP-NC Schéma AP-HM Schéma AP-SG
10�1 26.4022 0.1652 0.1486 0.1532 0.0734
10�10 11.5878 0.4310 0.1171 0.4434 0.0653

(c) Erreurs relatives entre la solution exacte et ses approximations

Figure 2.9 – Comparaison entre le modèle-SP, le schéma AP, le schéma AP non-
conservatif, le schéma AP avec la moyenne harmonique et le schéma AP Scharfetter-
Gummel. On prend Nz � 25. (a) Solutions approchées par les différentes méthodes dans
le cas εmin � 10�1 ; (b) Même dessin dans le cas εmin � 10�10 ; (c) Erreurs relatives entre
la solution exacte et ses approximations pour les deux cas εmin � 10�1 et εmin � 10�10.

Dans la figure 2.10, on trace le taux de convergence du schéma AP standard et du
schéma AP Scharfetter-Gummel. On observe dans les deux cas, εmin � 10�1 et εmin �
10�10, que les taux de convergence de ces deux schémas sont les mêmes, sauf que l’erreur
relative du schéma AP Scharfetter-Gummel est plus petite que celle du schéma AP stan-
dard. C’est à dire que la constante près du schéma AP Scharfetter-Gummel est plus petite.
Ce qui confirme que l’estimation d’erreur dépend en la logarithme naturel du coefficient
de diffusion.
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(b) εmin � 10�10

Figure 2.10 – Taux de convergence du schéma AP et du schéma AP Scharfetter-Gummel.
(a) Erreurs relatives entre la solution exacte et ses approximations en fonction du pas
d’espace dans le cas εmin � 10�1 ; (b) Même dessin dans le cas εmin � 10�10.

2.7 Annexe B : Résolution itérative du système linéaire

pour le schéma AP

Dans cette section, nous étudions la résolution itérative du système linéaire pour le
schéma AP. On considère d’abord le problème SP (2.6). On discrétise ce problème avec la
méthode d’éléments finis de type Q1. Comme on l’a vu, la matrice de la discrétisation est
mal-conditionnée quand ε est très petit. Le tableau 2.3 présente le temps CPU des diffé-
rentes résolutions du système linéaire. On observe que pour le problème SP la convergence
des méthodes BiCG et GMRES devient de plus en plus lentes quand ε décroît. Quand
ε   10�3, les deux méthodes ne convergent plus. La résolution directe par PARDISO est
plus robuste. Cependant, le solveur direct PARDISO ne donne des résultats du système
linéaire précis que jusqu’à ε � 1010.

Ensuite, on résout le système linéaire du schéma AP avec des méthodes itératives
BiCG et GMRES. Ici, on ne considère que la résolution directe (2.35) du schéma AP.
La convergence des méthodes itératives de (2.36b) du schéma AP est très lente. Ceci
demanderait la construction d’un préconditionneur ce qui n’est pas considérée dans cette
section. On observe de nouveau dans le tableau 2.3 que les méthodes itératives BiCG
et GMRES pour le schéma AP convergent pour tous les choix de ε. Contrairement au
problème SP, la convergence de la méthode itérative devient plus rapide quand ε est très
petit. On résout enfin le système linéaire du schéma AP en utilisant la résolution directe
PARDISO. Le temps CPU est indépendant de choix de ε, et il est plus court que celui
des méthodes itératives.
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ε 1 10�1 10�2 10�3 10�4 10�5 10�10 10�15 10�20

SP
BiCG 1.3 2.2 4.7 12.3 N N N N N

GMRES 9.3 39.5 121.5 N N N N N N
PARDISO 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 - -

AP
BiCG 18.2 26.0 28.1 17.3 9.7 6.7 1.3 1.3 1.3

GMRES 21.7 18.8 10.9 7.0 4.5 3.9 3.9 3.9 3.9
PARDISO 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9

Table 2.3 – Comparaison des temps CPU des différentes résolutions du système linéaire
pour le problème (2.6). La taille de maillage est Nx �Nz � 100� 100. L’unité de temps
CPU est en seconde. ’N’ signifie que la convergence échoue et ’-’ signifie que le résultat
obtenu par PARDISO différe significativement de la solution exacte.

Maintenant on considère le problème SP (2.39) avec ε variable. La fonction ε est la
même que dans (2.44). On fixe εmax � 1 et nous faisons varier εmax entre 10�20 et 1.
En utilisant la méthode d’éléments finis de type Q1, on obtient le système linéaire du
problème SP. En utilisant les méthodes itératives BiCG et GMRES, on observe dans le
tableau 2.4 que les méthodes convergent seulement pour εmin ¥ 10�2. Puis, les solveurs
itératifs convergent pour tous les choix de εmin pour résoudre le système linéaire du schéma
AP. On conclut que le schéma AP est plus robuste et précis en utilisant les solveurs direct
et itératif que la méthode d’éléments finis standard pour le problème elliptique anisotrope.

εmin 1 10�1 10�2 10�3 10�4 10�5 10�10 10�15 10�20

SP
BiCG 1.3 2.1 5.4 16.8 N N N N N

GMRES 9.3 14.2 119.3 N N N N N N
PARDISO 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 - -

AP
BiCG 18.2 19.8 16.8 18.7 17.9 17.0 12.9 18.3 21.6

GMRES 21.7 19.9 13.6 11.5 11.0 10.9 10.6 11.0 12.1
PARDISO 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9

Table 2.4 – Comparaison des temps CPU des différentes résolutions du système linéaire
pour le problème (2.39). La taille de maillage est Nx �Nz � 100� 100. L’unité de temps
CPU est en seconde. ’N’ signifie que la convergence échoue et ’-’ signifie que le résultat
obtenu par PARDISO différe significativement de la solution exacte.
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Chapitre 3

Simulations numériques des modèles

ionosphériques dans un champ

magnétique non-uniforme

3.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons vu que l’atmosphère terrestre est un milieu stratifié,
décomposable en différentes couches. Par exemple, pour les altitudes inférieures à 100
kilomètres, le milieu est neutre, alors que pour des altitudes supérieures, l’atmosphère est
ionisée par les radiations solaires. Ce phénomène peut être découvert par la propagation
d’ondes de radio. En effet, le plasma ionosphérique reflète les ondes de fréquence basse
et permet leur transmission vers la surface de terre. Des ondes de fréquence plus élevée
sont transmises à travers le plasma ionosphérique permettant ainsi la transmission entre
la terre et les satellites. La propriété d’une onde électromagnétique à être transmise ou
réfléchie par un plasma est liée à la densité du plasma et à ses irrégularités, ce qui peut
altérer considérablement la qualité de la communication en produisant des distorsions
de signal, interférences destructives, ou en empêchant complètement la transmission des
ondes. C’est la raison pour laquelle on s’intéresse à la modélisation des irrégularités du
plasma ionosphérique [33, 37, 10, 49, 41, 42, 23].

Une série de modèles [4] a été présentée dans le chapitre 1 pour modéliser le plasma
ionosphérique. Le point de départ est le modèle d’Euler-Maxwell. Une analyse asympto-
tique permet de réduire ce modèle aux modèles Dynamo et Striation. Le modèle Striation
est largement utilisé pour simuler et analyser les instabilités ionosphériques [24, 41, 57].
Il décrit l’évolution du plasma quasi-neutre dans un plan perpendiculaire au champ ma-
gnétique terrestre. Dans ce modèle, la mobilité des particules est supposée infinie le long
des lignes de champ magnétique, de sorte qu’elles constituent des équipotentielles pour
le champ électrique réduisant son calcul à une équation elliptique en dimension deux en
intégrant les coefficients de matrice de diffusion et de second membre le long des lignes
de champ magnétique. Elle est couplée à une équation de conservation de la masse en
dimension deux ou en dimension trois pour l’évolution de la densité du plasma.

Le modèle Striation est très bien adapté pour la simulation [24, 41, 57] en raison de la
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réduction de l’équation elliptique en dimension deux. Cependant, ce modèle est trop sim-
pliste et des études ont souligné l’importance de la troisième dimension pour obtenir une
bonne précision du taux de croissance des instabilités simulées [46]. La direction alignée
a tout d’abord été incluse dans les simulations en étendant le modèle 2D à une version
de multi-couches [24, 32, 57]. La prise en compte de champs de vitesse à composante
non nulle dans la direction alignée permet de rendre le modèle striation plus réaliste [8].
Pour accentuer la précision du modèle, il est nécessaire d’introduire un système de coor-
données curvilignes adapté, coordonnées des Potentiels d’Euler. Ceci permet de prendre
en compte une topologie plus réaliste du champ magnétique terrestre. Les simulations
du modèle Striation étendu à une géométrie réaliste montrent que le développement de
l’instabilité due à une perturbation locale du plasma ionosphérique ambiant se propage
sur des couches initialement non perturbées. C’est une caractéristique très importante
des striations, et c’est la raison principale de l’utilisation de la troisième direction. Ce-
pendant les simulations doivent être réalistes sur un domaine de grande amplitude afin
de quantifier précisément ces effets. Malheureusement, à ces échelles spatiales, certains
paramètres physiques varient beaucoup, comme par exemple la fréquence de collision du
plasma avec les neutres. En effet, comme on peut le voir sur la figure 3.1, cette dernière
quantité présente de fortes variations par rapport à l’altitude et par rapport à la latitude.
Le modèle Striation sera moins réaliste dans la basse ionosphère.
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Figure 3.1 – Les fréquences de collision d’ions-neutres par rapport à l’altitude et par
rapport à la latitude.

Pour répondre à la demande de simulation, il est nécessaire de considérer le modèle
Dynamo-3D, qui suppose que la mobilité alignée est finie. Ce modèle peut être utilisé dans
le domaine entier sans restrictions. Malheureusement le champ électrique dépendant de
toutes les coordonnées, le modèle Dynamo est ainsi vraiment tridimensionnel. En outre, la
forte anisotropie du milieu pour les plus hautes altitudes (où la densité de neutre disparaît)
rend le calcul du champ électrique par l’équation elliptique très délicat. L’anisotropie
nous conduit donc à utiliser un schéma préservant l’asymptotique [7] développé dans le
chapitre 2 pour régler ce problème.
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3.2. Les modèles Dynamo et Striation ionosphériques

Les simulations d’instabilités ionosphériques dues à un vent neutre sont présentées
dans [8]. Nous considérons aussi dans ce chapitre le cas de perturbations dues à la gra-
vité. Par exemple, nous étudions le cas de bulles de sous-densité du plasma qui montent
vers la haute altitude et en même temps qui sont striées par l’effet de l’instabilité en
E � B [5]. Ce phénomène a par exemple été observé lors d’une mission satellitaire ré-
cente, DEMETER [38], dans la zone de l’ionosphère au-dessus de l’équateur magnétique
terrestre. Notons que pour faciliter la discrétisation de l’équation de conservation de la
masse, un domaine cartésien était utilisé dans [8], ce qui entraînait une troncature arti-
ficielle des tubes de champ magnétique constituant le domaine de calcul. Cependant les
pieds des tubes de champ magnétique sont très aussi importants. Pour corriger cela, on
considérera un domaine trapézoïdal (illustré dans la Figure 3.9). Les schémas numériques
pour un maillage non-uniforme seront donc développés.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous introduisons les mo-
dèles Striation et Dynamo-3D dans le cadre des coordonnées liées aux Potentiels d’Euler.
Dans la section 3.4, nous développons les schémas numériques du modèle Striation io-
nosphérique. Dans la section 3.5, on développe les schémas numériques pour le modèle
Dynamo-3D. L’équation elliptique est résolue par le schéma préservant l’asymptotique
développé dans le chapitre 2. Finalement, dans la section 3.6, on présente des expériences
numériques. Nous utilisons successivement le modèle Striation pour simuler une bulle de
sous-densité du plasma perturbée par la gravité terrestre et une bulle de sur-densité per-
turbée par un vent neutre dans la haute ionosphère, puis nous répéterons les simulations
avec le modèle Dynamo-3D dans un milieu où la fréquence de collision d’ions-neutres ou
d’électrons-neutres varie fortement.

3.2 Les modèles Dynamo et Striation ionosphériques

dans un champ magnétique non-uniforme

3.2.1 Potentiels d’Euler pour un champ magnétique axisymétrique

Afin de faciliter les mises en œuvre numériques, nous utilisons un système de coor-
données adapté, lié aux Potentiels d’Euler. En effet, le domaine de calcul est aligné au
champ magnétique terrestre. Ainsi des coordonnées alignées au champ magnétique sont
plus appropriées pour la discrétisation numérique. Dans un tel système de coordonnées,
le domaine de calcul de la figure 3.2(a) peut être transformé dans un domaine cartésien
illustré dans la figure 3.2 (b).

Nous utilisons le champ dipolaire pour approcher le champ magnétique. Pour établir
le passage à partir des coordonnées cartésiennes au système des Potentiels d’Euler, on uti-
lisera un système des coordonnées intermédiaire, par exemple les coordonnées sphériques.
Rappelons que les coordonnées sphériques pr, α, ϕq d’un point peuvent être obtenues à
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γ

β α

z

y

x

(a) Coordonnées cartésiennes (a) Système des Potentiels d’Euler

Figure 3.2 – Le domaine de calcul ionosphérique et sa géométrie dans le système des
Potentiels d’Euler.

partir de ses coordonnées cartésiennes px, y, zq par

r �a
x2 � y2 � z2, (3.1a)

α � arctan
�y
x

	
, (3.1b)

ϕ � arccos
�z
r

	
, (3.1c)

où r P r0,8r, α P r0, 2πr, ϕ P r0, πr. Inversement, les coordonnées cartésiennes peuvent
être récupérées à partir des coordonnées sphériques pr, α, ϕq par

x � r cospαq sinpϕq, (3.2a)
y � r sinpαq sinpϕq, (3.2b)
z � r cospϕq. (3.2c)

Le champ dipolaire axisymétrique B peut être décrit dans le système de coordonnées
sphériques par

B � pBrpr, ϕq, 0, Bϕpr, ϕqq. (3.3)

D’autre part, dans le modèle Dynamo le champ magnétique terrestre est globalement à
divergence nulle ∇�B � 0 (absence de charge magnétique) et de rotationnel nul ∇�B � 0.
En injectant (3.3) dans ces deux équations, on peut donc écrire :

∇ �B � 0 ðñ Bpr2 sinpϕqBrqBr � Bpr sinpϕqBϕqBϕ � 0, (3.4)

∇�B � 0 ðñ BprBϕqBr � BpBrqBϕ � 0. (3.5)
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(a) Coordonnées sphériques associées à une ligne
de champ magnétique terrestre entourée

(b) Coordonnées généralisées associées au
champ magnétique

Figure 3.3 – Les représentations du système des Potentiels d’Euler

Les équations (3.4), (3.5) impliquent respectivement qu’il existe un potentiel scalaire γ et
un potentiel vecteur B tels que B � �∇γ et B � ∇�B, où on pose la composante-α de
B égale à β{pr sin φq. Ainsi, en les coordonnées sphériques, on a les relations suivantesBrβ � r sinpϕqBϕ, Bϕβ � �r2 sinpϕqBr, Bαβ � 0, (3.6a)Brγ � �Br, Bϕγ � �rBϕ, Bαγ � 0. (3.6b)

De plus, la direction de la longitude du système des Potentiels d’Euler est la même que celle
du système de coordonnées sphériques. Ainsi on a la dérivation de la longitude comme :Brα � 0, Bϕα � 0, Bαα � 1, (3.6c)

Nous dérivons donc pα, β, γq dans le système de coordonnées sphériques. Géométrique-
ment, les directions β et γ sont respectivement les vecteurs normal et tangent à la ligne
de champ magnétique (voir Figure 3.3(b)). Puis en utilisant la formule de gradient

∇f � BfBr r̂ � 1

r sinϕ

BfBαα̂ � 1

r

BfBϕϕ̂,
on construit la base orthogonale suivante

∇α � α̂

r sinpϕq , (3.7a)

∇β � r sinpϕqBϕr̂ � r sinpϕqBrϕ̂, (3.7b)
∇γ � �Brr̂ �Bϕϕ̂. (3.7c)

On note la base orthogonale unitaire par pα̂ � ∇α{|∇α|, β̂ � ∇β{|∇β|, γ̂ � ∇γ{|∇γ|q et
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les facteurs de proportionnalité par

hα � 1|∇α| � r sinpϕq, (3.8a)

hβ � 1|∇β| � 1

r sinpϕq|B|, (3.8b)

hγ � 1|∇γ| � 1|B|. (3.8c)

En utilisant (3.8), on établit respectivement les formules des opérateurs de gradient, di-
vergence et rotationnel par

∇f � �
1

r sinpϕq BfBα, r sinpϕq|B|BfBβ, |B|BfBγ
 , (3.9a)

∇ � A � |B|2� BBα �
Aα

r sinpϕq|B|2
� BBβ �
r sinpϕq|B| Aβ


� BBγ � 1|B|Aγ




,(3.9b)

∇� A � ����� r sinpϕq� BBβ �Aγ|B|	 � BBγ � Aβ

r sinpϕq|B|		
1

r sinpϕq|B| � BBγ pr sinpϕqAαq � BBα �Aγ|B|		
1|B| � BBα � Aβ

r sinpϕq|B|	 � BBβ �Aα|B|		
�ÆÆÆ
, (3.9c)

où les composantes du gradient et du rotationnel sont écrites dans la base pα̂, β̂, γ̂q etpAα, Aβ, Aγq sont les composantes du vecteur A. De plus la matrice de passage à partir
des coordonnées sphériques au système des Potentiels d’Euler s’écrit��α̂β̂

γ̂

�
� ���1 0 0

0
Bϕ|B| �Br|B|

0 �Br|B| �Bϕ|B|�Æ
��α̂r̂
ϕ̂

�
. (3.10)

3.2.2 Calcul des Potentiels d’Euler

Dans les régions pas très éloignées de la terre (soit moins de dix rayons terrestres), le
champ magnétique terrestre peut être approché par un champ dipolaire

B � �µ0

4π

M

r3
p2 cospϕqr̂ � sinpϕqϕ̂q, (3.11)

où M � 8.05 � 1022Am2, µ0 � 4π � 10�7Hm�1. On adimentionne cette équation (3.11)
comme

B1B̄ � � µ0M

4πpr̄q3pr1q3 p2 cospϕqr̂ � sinpϕqϕ̂q,
et on note C � µ0M

4πB̄pr̄q3 � 8.05� 105. Alors le champ magnétique s’exprime

B � �C
r3
p2 cospϕqr̂ � sinpϕqϕ̂q. (3.12)

80



3.2. Les modèles Dynamo et Striation ionosphériques

D’après (3.6a), (3.6b), (3.12), on en déduit les formules explicites des fonctions β et γ
comme

β � C
sin2pϕq

r
et γ � �C cospϕq

r2
. (3.13)

Inversement, on cherche r et ϕ en fonction de β et γ. Pour cela, on définit β̄ � β{C,
γ̄ � γ{C et ϑ � π{2� ϕ. Alors (3.13) implique que

γ̄2r4 � β̄r � 1, (3.14)

ϑ � arctanp� r2γ̄a
rβ̄
q P r�π{2, π{2s. (3.15)

Notons que γ̄2 et β̄ sont des quantités positives, donc (3.14), (3.15) admettent une unique
solution rpβ̄, γ̄q, ϑpβ̄, γ̄q. On résoudra (3.14) par la méthode de Newton suivante : trouver
la racine de (3.14) en utilisant la formule itérative

rm�1 � rm � γ̄2r4m � β̄rm � 1

4γ̄2r3m � β̄
,

avec le critère d’arrêt |rm�1 � rm|   tolérance � 10�5. On en déduit aussi la module du
champ magnétique par |B| �


4γ2

r2
� Cβ

r5
. (3.16)

3.2.3 Modèle Dynamo dans le système des Potentiels d’Euler

Dans cette sous-section, nous introduisons le modèle Dynamo ionosphérique (1.28)
dans le système des Potentiels d’Euler. Nous donnons tout d’abord quelques notations
suivantes : soient A est un vecteur et f est un scalaire, alors

A � ��Aα

Aβ

Aγ

�
, AK � �
Aα

Aβ



, ∇c � ��BαBβBγ�
, ∇cK � �BαBβ
 , ∇cf � ��BαfBβfBγf�
, ∇cKf � �BαfBβf
 .

Rappelons maintenant le modèle Dynamo :BρBt �∇ � pρuiq � 0, (3.17a)

E � ui �B � κ

�
νipui � unq � ζg � η

∇pρT q
ρ

�
, (3.17b)

E � ue �B � �κ �νepue � unq � η
∇pρT q
ρ

�
, (3.17c)

∇� E � 0, (3.17d)

∇ � j � 0, (3.17e)

κj � ρpui � ueq. (3.17f)
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Dans le système des Potentiels d’Euler, le champ magnétique prend la formeB � p0, 0,�|B|qT .
Comme on l’a vu dans la sous-section 1.3.4, les vitesses électroniques et ioniques uepx, tq,
uipx, tq peuvent s’exprimer explicitement

ue �Me

��E � κνeun � κη
∇pρT q
ρ



:�MeFe, (3.18a)

ui �Mi

�
E � κνiun � κζg � κη

∇pρT q
ρ



:�MiFi, (3.18b)

où Me et Mi sont les matrices des mobilités électroniques et ioniques

Me � �� µP
e µH

e 0�µH
e µP

e 0

0 0 µ
‖
e

�
,Mi � ��µP
i �µH

i 0

µH
i µP

i 0

0 0 µ
‖
i

�
, (3.19)

avec les composantes de mobilités électroniques et ioniques de Pedersen, de Hall et alignée
définies respectivement par

µP
e,i � κνe,ipκνe,iq2 � |B|2 , µH

e,i � |B|pκνe,iq2 � |B|2 , µ‖
e,i � 1

κνe,i
. (3.20)

En injectant (3.18) dans (3.17f), on obtient

j � 1

κ
ρpui � ueq � 1

κ
ρpMiFi �MeFeq. (3.21)

Prenant la différence entre (3.17b) et (3.17c) implique

j �B � ρpνiui � νeueq � ρunpνi � νeq � ζρg � 2η∇pρT q. (3.22)

Ceci conduit à la détermination de la composante de j transverse à B par la formule

jK � �j �B �B{|B|2 � � rρpνiui � νeueq � ρunpνi � νeq � ζρg � 2η∇pρT qs �B{|B|2.
(3.23)

Rappelons que nous notons le potentiel électrique par φ, et le champ électrique associé
E � �∇φ. L’accélération de la pesanteur s’écrit g � p0,�|g|, 0qT dans les coordon-
nées sphériques. Via la matrice de passage (3.10), elle s’exprime g � pgα, gβ, gγqT �p0,�Bϕ|B| |g|, Br|B| |g|qT dans le système des Potentiels d’Euler. Les composantes transverses
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de j s’écrivent alors

jα � ρr�pνiµH
i � νeµ

H
e q Bαφr sinφ

� κunαpν2i µH
i � ν2eµ

H
e q�pνiµH

i � νeµ
H
e qκη 1

r sinϕ

BαpρT q
ρ�p�νiµP

i � νeµ
P
e qr sinφ|B|Bβφ� κunβpν2i µP

i � ν2eµ
P
e q � κζνiµ

P
i gβ�pνiµp

i � νeµ
P
e qκηr sinϕ|B|BβpρT qρ�pνi � νequnβ � ζgβ � 2ηr sinϕ|B|BβpρT q

ρ
s{|B|, (3.24a)

jβ � �ρrpνeµP
e � νiµ

P
i q Bαφr sinφ

� κunαpν2i µP
i � ν2eµ

P
e q�pνiµP

i � νeµ
P
e qκη 1

r sinϕ

BαpρT q
ρ�pνiµH

i � νeµ
H
e qr sinφ|B|Bβφ� κunβpν2eµH

e � ν2i µ
H
i q � κζνiµ

H
i gβ�pνiµi � νeµeqκηr sinϕ|B|BβpρT q

ρ�pνi � νequnα � 2η
1

r sinϕ

BαpρT q
ρ

s{|B|, (3.24b)

L’équation (3.21) fournit la dernière composante du courant

jγ � �ρ
κ
pµ‖

i � µ‖
eq|B|Bγφ� ρζµ

‖
i gγ � η|B|BγpρT qpµ}i � µ}eq. (3.24c)

Enfin, l’équation (3.17e) conduit à une équation elliptique en dimension troisBBα �
jα

1

r sinϕ|B|2
� BBβ �
jβ
r sinϕ|B| 
 � BBγ �jγ 1|B|
 � 0. (3.25)

Cette dernière relation prend la forme matricielle suivante�∇c � pA∇cφq � �∇c � Jn, (3.26)

où

A � ��A �D 0

D B 0

0 0 C

�
, (3.27)

Jn � ��jnαjnβ
jnγ

�
, (3.28)
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avec les composantes

A � ρpνiµH
i � νeµ

H
e q

r2 sin2 ϕ|B|3 , B � ρpνiµH
i � νeµ

H
e qr2 sin2 ϕ|B| ,

C � ρ

κ
pµ‖

e � µ
‖
i q, D � ρpνiµP

i � νeµ
p
eq|B|2 ,

(3.29)

et

jnα � ρ

r sinϕ|B|3 pκunαpν2i µH
i � ν2eµ

H
e q � κunβpν2i µP

i � ν2eµ
P
e q � κζνiµ

P
i gβ�pνi � νequnβ � ζgβq � 2η

1|B|2BβpρT q�pνiµH
i � νeµ

H
e q

r2 sin2 ϕ|B|3 κηBαpρT q � pνiµp
i � νeµ

P
e qκη 1|B|2BβpρT q, (3.30a)

jnβ � r sinϕρ|B|2 p�κunαpν2i µP
i � ν2eµ

P
e q � κunβpν2eµH

e � ν2i µ
H
i q � κζνiµ

H
i gβ�pνi � νequnαq � 2η

1|B|2BαpρT q�pνiµP
i � νeµ

P
e qκη 1|B|2BαpρT q�pνiµH

i � νeµ
H
e qκηr2 sin2 ϕ{|B|BβpρT q, (3.30b)

jnγ � 1|B|ρζgγµ‖
i � ηBγpρT qpµ‖

i � µ‖
eq. (3.30c)

De même, on peut réécrire l’équation de conservation de la masse (3.17a) dans le système
des Potentiels d’Euler. La vitesse ui peut s’exprimer comme

uiα � µP
i

�� 1

r sinϕ
� BφBα � κνiunα � κη

1

r sinϕ

BαpρT q
ρ


�µH
i

��r sinϕ|B|BφBβ � κνiunβ � κζgβ � κηr sinϕ|B|BβpρT q
ρ



, (3.31a)

uiβ � µH
i

�� 1

r sinϕ
� BφBα � κνiunα � κη

1

r sinϕ

BαpρT q
ρ


�µP
i

��r sinϕ|B|BφBβ � κνiunβ � κζgβ � κηr sinϕ|B|BβpρT q
ρ



, (3.31b)

uiγ � µ
‖
i

��|B|BφBγ � κνiunγ � κζgγ � κη|B|BγpρT q
ρ



. (3.31c)

Grâce à l’opérateur de divergence (3.9b), l’équation de conservation de la masse prend la
forme conservativeBwBt � BBαp uiα

r sinϕ
wq � BBβ pr sinϕ|B|uiβwq � BBγ p|B|uiγwq � 0, (3.32)

où w :� ρ{|B|2. Notons que dans ce champ de vitesse, le gradient de la pression contribue
comme un terme de diffusion. Ainsi l’équation de conservation de masse devient une
équation d’advection-diffusion.
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Dans le système des Potentiels d’Euler, le modèle Dynamo se compose d’une équation
d’advection-diffusion en dimension troisBwBt �∇c � pvwq �∇c � pM∇cpρT qq � 0, (3.33a)

où v � pvα, vβ, vγq avec

vα � 1

r sinϕ

�
µP
i

�� 1

r sinϕ
� BφBα � κνiunα


�µH
i

��r sinϕ|B|BφBβ � κνiunβ � κζgβ




, (3.33ba)

vβ � r sinϕ|B|�µH
i

�� 1

r sinϕ
� BφBα � κνiunα


�µP
i

��r sinϕ|B|BφBβ � κνiunβ � κζgβ




, (3.33bb)

vγ � |B|�µ‖
i

��|B|BφBγ � κνiunγ � κζgγ




, (3.33bc)

M � ����κη µP
i

r2 sin2 ϕ|B|2 �κη{|B|µH
i 0

κη
µH
i|B| κηr2 sin2 ϕµP

i 0

0 0 µ
‖
iκη

�ÆÆ
, (3.33c)

couplée à une équation elliptique en dimension trois�∇c � pA∇cφq � �∇c � Jn, (3.33d)

où A, Jn sont définies respectivement par (3.27) et (3.28).

3.2.4 Modèle Striation dans le système des Potentiels d’Euler

Nous rappelons que le modèle Striation est obtenu en passant à la limite κÑ 0 dans
l’équation (3.17) BρBt �∇ � pρuq � 0, (3.34a)

j �B � νρpu� unq � ζρg � 2η∇pρT q, (3.34b)

E � u�B � 0, (3.34c)

∇ � E � 0, (3.34d)

∇ � j � 0, (3.34e)

où ν � νi� νe. Dans ce modèle, le champ électrique est orthogonal au champ magnétique
car E � �u�B � |B|puβα̂� uαβ̂q. En faisant le produit vectoriel entre (3.34c) et B, on

obtient uK � �∇φ̄�B|B|2 . Ensuite, en faisant le produit scalaire entre (3.34b) et B, on a
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la troisième composant de la vitesse uγ � �
un � ζ

ν
g � 2

η

ν

∇pρT q
ρ


 � B|B| . Par conséquent,

la vitesse s’écrit

u � �∇φ̄�B|B|2 � ��
un � ζ

ν
g � 2

η

ν

∇pρT q
ρ


 � B|B|
 B|B|� �
r sinϕBβφ̄, �1

r sinϕ|B|Bαφ̄, unγ � ζ

ν
gγ � 2

η

ν
|B|BγpρT q

ρ


T

. (3.35)

Puis en faisant le produit vectoriel entre (3.34b) et B, on obtient les deux premières
composantes du courant

jK � � 1|B|2 pνρpu� unq �B � ζρg �B � 2η∇pρT q �BqK� ρ|B|��� ν
r sinϕ|B|Bαφ̄� νunβ � ζgβ � 2ηr sinϕ|B|BβpρT q

ρ

νr sinϕBβφ̄� νunα � ζgα � 2η

r sinϕ

BαpρT q
ρ

�
. (3.36)

De plus, en développant l’équation (3.34e) dans le système des Potentiels d’Euler, on aBBα �
jα

1

r sinϕ|B|2
� BBβ �
jβ
r sinϕ|B| 
 � BBγ �jγ 1|B|
 � 0. (3.37)

En faisant l’hypothèse que le courant j s’annule dans atmosphère neutre et en inté-
grant (3.37) le long du champ magnétique, on obtient une équation elliptique en dimension
deux � » γmax

γmin

BBα �
jα

1

r sinϕ|B|2
� BBβ �
jβ
r sinϕ|B| 


dγ � 0, (3.38)

où γmax, γmin sont des coordonnées prises dans la basse ionosphère.
On peut donc résumer le modèle Striation dans le système des Potentiels d’Euler par

une équation d’advection-diffusion en dimension troisBwBt �∇c � pvwq � BγpmγBγpρT qq � 0, (3.39a)

où w � ρ{|B|2, avec les composants du champ de la vitesse

vα � Bφ̄Bβ , vβ � �Bφ̄Bα, vγ � |B|�unγ � ζ

ν
gγ



, mγ � 2η

ν|B|, (3.39b)

couplée à une équation elliptique en dimension deux�∇
cKpAK∇cKφ̄q � �∇cKJnK (3.39c)
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où AK � �
Aα 0

0 Aβ



, JnK � �

Jnα
Jnβ



,

avec des coefficients Aα, Aβ, Jnα, Jnβ définies respectivement par

Aα � » γmax

γmin

ρν
1

r2 sin2 ϕ|B|4dγ,
Aβ � » γmax

γmin

ρν
r2 sin2 ϕ|B|2 dγ,

Jnα � � » γmax

γmin

pρνunβ � ρζgβ � 2ηr sinϕ|B|BβpρT qq 1

r sinϕ|B|3dγ,
Jnβ � » γmax

γmin

�
ρνunα � ρζgα � 2η

r sinϕ
BαpρT q
 r sinϕ|B|2 dγ.

Remarquons que le modèle Striation (3.39) peut être obtenu directement en passant
à la limite κÑ 0 dans le modèle Dynamo (3.33).

3.3 Domaine de calcul

On s’intéresse à un domaine de calcul formé par un tube de champ magnétique pré-
senté dans la figure 3.4. Plus précisément pour décrire ce tube de champ magnétique, on
introduit les paramètres Hh, Hl, He et Hw (voir la figure 3.5) :

– Hh : la plus haute altitude de la couche centrale,
– Hl : la plus basse altitude de la couche centrale,
– He : l’altitude des couches externes,
– Hw : la largeur de la couche centrale.

3.3.1 Données initiales : le modèle IRI

Dans la suite de travail, nous utilisons le modèle IRI (International Reference of Io-
nosphere) [9] comme données initiales. Dans ce modèle, toutes les quantités dépendent
en altitude. On utilise les quantités suivantes : la densité du plasma ρ, les fréquences de
collision d’ions-neutres νi et d’électrons-neutres νe, la température T . Nous supposons
que les fréquences de collision d’ions-neutres et d’électrons-neutres satisfont la relation
suivante

νe

νi
�


mi

me

� 102. (3.40)

On trace donc les quantités dans un tube de champ magnétique défini par :

Hh � 850km, Hl � 450km, He � 100km, Hw � 400km.

La densité du plasma ρ, les fréquences de collision d’ions-neutres νi et la température T
sont présentées respectivement dans la figure 3.6. La densité du plasma augmente avec la
croissance en altitude et elle atteint sa valeur maximale 4.755� 1011 à 370 km d’altitude.
A partir de 700 km d’altitude, la densité du plasma est invariante avec la valeur constante
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TerreTerre

Couche F de l’ionosphère

Figure 3.4 – Domaine de calcul dans la couche F de l’ionosphère

Terre

He

He

Hl

Hh

(a)

couche externe couche médiane

couche centrale

Hw

(b)

Figure 3.5 – Description du tube de champ magnétique.
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4.303� 1010. La fréquence de collision d’ions-neutres décroît avec l’altitude car la densité
de particules neutres est une fonction décroissante de l’altitude. La température du plasma
est une fonction croissante de l’altitude.

3.3.2 Maillage de discrétisation

Nous notons dans la suite le tube de champ magnétique dans le système des Potentiels
d’Euler par Ω (voir la figure 3.7). On voit que Ω est un tube droit. Le profil de Ω forme
un trapèze dans le plan β � γ et un rectangle dans les plans α � β et α � γ (voir la
figure 3.8). On note les longueurs du domaine de calcul dans les directions α et β par
Ωα � pαmin, αmaxq et Ωβ � pβmin, βmaxq. Dans la direction γ, la longueur la plus longue
est Ωγl � pγl,min, γl,maxq et la longueur la plus courte est Ωγr � pγr,min, γr,maxq (voir la
figure 3.7(b)). Avec ces notations, on définit le plan perpendiculaire ΩK � Ωα�Ωβ . Enfin,
on note les surfaces du domaine de calcul par S1, S2, S3, S4, S5 et S6 (voir la figure 3.7(a)).
Les surfaces correspondant à S1, S2, S3, S4, S5 et S6 sont respectivement σS1

, σS2
, σS3

,
σS4

, σS5
et σS6

.
On discrétise maintenant le domaine de calcul. On note i, j, k et n les indices associés

aux directions α, β, γ et au temps t. On définit aussi les ensembles d’indices

I1 � r1, � � � , i, � � � , Nαs, J1 � r1, � � � , j, � � � , Nβs, K1 � r1, � � � , k, � � � , Nγs,
I2 � r1, � � � , i, � � � , Nα � 1s, J2 � r1, � � � , j, � � � , Nβ � 1s, K2 � r1, � � � , k, � � � , Nγ � 1s,
I3 � r2, � � � , i, � � � , Nαs, J3 � r2, � � � , j, � � � , Nβs, K3 � r2, � � � , k, � � � , Nγs,
N � r1, � � � , n, � � � , Nts.

où Nα, Nβ, Nγ, Nt P N.
Dans chaque direction, on introduit la partition suivante :

αmin�α1{2 α1 α3{2 ��� αi�1{2 αi αi�1{2 ��� αNα�1{2 αNα αNα�1{2�αmax,

βmin�β1{2 β1 β3{2 ��� βj�1{2 βj βj�1{2 ��� βNβ�1{2 βNβ
 βNβ�1{2�βmax,

γl,min�γl,1{2 γl,1 γl,3{2 ��� γl,j�1{2 γl,j γl,j�1{2 ��� γl,Nγ�1{2 γl,Nγ γl,Nγ�1{2�γl,max,

γr,min�γr,1{2 γr,1 γr,3{2 ��� γr,j�1{2 γr,j γr,j�1{2 ��� γr,Nγ�1{2 γr,Nγ γr,Nγ�1{2�γr,max.

On note aussi les pas d’espace suivants : ∆αi � αi�1{2 � αi�1{2 pour i P I1, ∆αi�1{2 �
αi � αi�1 pour i P r2, � � � , Nαs, ∆βj � βj�1{2 � βj�1{2 pour j P J1, ∆βj�1{2 � βj � βj�1

pour j P r2, � � � , Nβs.
Les partitions sont présentées dans la figure 3.8. Plus précisément, on divise unifor-

mément les intervalles Ωα, Ωβ et Ωγr . Pour l’intervalle Ωγl , on le décompose en trois
parties : T avec NγT mailles, C avec NγC mailles, B avec NγB mailles, telles que Nγ �
NγT �NγC �NγB . Pour C, on prend la même partition dans l’intervalle Ωγr , c’est à dire
que γl,j � γr,j, �NγB � 1 ¤ j ¤ NγB �NγC ; pour T et B, on les divise uniformément (voir
la figure 3.9).

Les inconnues, leurs positions et symboles associés sont présentés dans le tableau 3.8(d).
La densité ρ est positionnée au centre des cellules, le potentiel φ est lui aux sommets des
cellules. Plus précisément, on présente chaque maille Si,j,k dans la figure 3.10. On note
le volume et la surface de Si,j,k respectivement par Vi,j,k et BSi,j,k. Similairement à la fi-
gure 3.7(a), on note les surfaces de cellule Si,j,k dans la direction γ par s1 et s2, dans la
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Figure 3.6 – Données initiales du modèle IRI.
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β α
γ

S1

S2

S3S4
S5

S6

(a)

Ωβ

Ωα
Ωγr

Ωγl

(b)

Figure 3.7 – Discrétisation du domaine de calcul respectivement dans les plans α � β,
α � γ et β � γ.

direction β par s3 et s4, dans la direction α par s5 et s6. La densité ρi,j,k est définie dans la
position pαi,j,k, βi,j,k, γi,j,kq pour pi, j, kq P I1 � J1 �K1 et le potentiel φi�1{2,j�1{2,k�1{2 est
défini dans la position pαi�1{2,j�1{2,k�1{2, βi�1{2,j�1{2,k�1{2, γi�1{2,j�1{2,k�1{2q pour pi, j, kq P
I2 � J2 �K2. Notons aussi qu’on a

αi � αi,j,k, � pj, kq P J1 �K1,

αi�1{2 � αi�1{2,j�1{2,k�1{2, � pj, kq P J2 �K2,

βj � βi,j,k, � pi, kq P I1 �K1,

βj�1{2 � βi�1{2,j�1{2,k�1{2, � pi, kq P I2 �K2.

3.4 Approximation numérique du modèle Striation io-

nosphérique

Le modèle Striation consiste en une équation elliptique couplée à une équation d’advection-
diffusion dans la section 3.2.4, ainsi on résout ce modèle itérativement entre les deux équa-
tions. Notons que si on résout l’équation d’advection-diffusion par un schéma explicite,
alors le pas de temps est limité par ∆t � Op∆γ2q. C’est à dire que le pas de temps est
très petit, ainsi un schéma implicite est plus approprié. Cependant, pour construire un
schéma implicite d’ordre élevé sur un maillage non-cartésien, il faut utiliser des méthodes
coûteuses en calcul, par exemple la méthode de Galerkin discontinu. Dans ce chapitre,
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Figure 3.8 – Discrétisation du domaine de calcul respectivement dans les plans α � β,
α � γ et β � γ.
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Figure 3.9 – Décomposition le domaine de calcul en trois : les maillages non-uniformes
T et B ; le maillage uniforme C.
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Figure 3.10 – Maille Si,j,k respectivement dans T, C et B.
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on considère une version du modèle de Striation sans terme du gradient de le pression
suivant. En effet, on a vu dans la section 1.3.6 que le terme du gradient de la pression
ne contribue pas à la dérive en E � B dans le plan perpendiculaire ΩK, ainsi on enlève
le terme du gradient de la pression dans Jn. De plus dans la direction alignée au champ
magnétique, le gradient de la pression contrebalance l’effet de gravité dans cette direc-
tion. On enlève donc ces deux termes dans vγ . Le modèle avec gradient de la pression sera
considéré dans le chapitre 4. On a donc le modèle Striation sans gradient de la pression
suivant :
une équation de conservation de la masse en dimension troisBwBt �∇c � pvwq � 0, (3.41a)

où w � ρ{|B|2, avec les composants du champ de la vitesse

vα � Bφ̄Bβ , vβ � �Bφ̄Bα, vγ � |B|unγ, (3.41b)

couplée à une équation elliptique en dimension deux�∇cKpAK∇cKφ̄q � �∇cKJnK (3.41c)

où AK � �
Aα 0

0 Aβ



, JnK � �

Jnα
Jnβ



,

avec des coefficients Aα, Aβ, Jnα, Jnβ définies respectivement par

Aα � » γmax

γmin

ρν
1

r2 sin2 ϕ|B|4dγ,
Aβ � » γmax

γmin

ρν
r2 sin2 ϕ|B|2 dγ,

Jnα � � » γmax

γmin

pρνunβ � ρζgβq 1

r sinϕ|B|3dγ,
Jnβ � » γmax

γmin

pρνunα � ρζgαq r sinϕ|B|2 dγ.

Ainsi il suffit de résoudre une équation de conservation de la masse (3.41a) couplée à une
équation elliptique (3.41c). On peut discrétiser (3.41a) par des schémas explicites.

3.4.1 Calcul du potentiel électrique

Nous utilisons la méthode de différences finies pour discrétiser l’équation elliptique (3.39c).
On considère deux types des conditions aux limites suivantes :

CL1 : conditions de Dirichlet homogènes nulles sur S3, S4, S5 et S6 ;
CL2 : conditions de Dirichlet homogènes nulles sur S3, S4 et conditions de Neumann

homogènes nulles sur S5 et S6.
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Notons que les coefficients de la matrice de diffusion Aα, Aβ, Jnα et Jnβ sont les intégrales
le long de la direction γ, ainsi on approche ces quantités par des formules de quadrature
multi-couches définies par

Aα,i,j�1{2 � Nγ

ķ�1

�
ρi,j�1{2,k » γi,j�1{2,k�1{2

γi,j�1{2,k�1{2 ν

r2 sin2 ϕ|B|4dγ�
i,j�1{2 , pi, jq P I1 � J2,(3.42a)

Aβ,i�1{2,j � Nγ

ķ�1

�
ρi�1{2,j,k » γi�1{2,j,k�1{2

γi�1{2,j,k�1{2 νr2 sin2 ϕ|B|2 dγ

�
i�1{2,j , pi, jq P I2 � J1, (3.42b)

Jnα,i,j�1{2 � � Nγ

ķ�1

�
ρi,j�1{2,k » γi,j�1{2,k�1{2

γi,j�1{2,k�1{2 pνunβ � ζgβq 1

r sinϕ|B|3dγ�
i,j�1{2 ,pi, jq P I1 � J2, (3.42c)

Jnβ,i�1{2,j � Nγ

ķ�1

�
ρi�1{2,j,k » γi�1{2,j,k�1{2

γi�1{2,j,k�1{2 pνunα � ζgαq r sinϕ|B|2 dγ

�
i�1{2,j ,pi, jq P I2 � J1, (3.42d)

où les indices i, j � 1{2 et i � 1{2, j signifient que la valeur de la fonction est prise aux
points pαi, βj�1{2q et pαi�1{2, βjq. Puis on discrétise l’équation elliptique (3.39c) par :��BαpAαBαφ̄q�i� 1

2
,j� 1

2� � Aα,i,j� 1

2

∆αi∆αi� 1

2

φ̄i� 1

2
,j� 1

2

� Aα,i�1,j� 1

2

∆αi�1∆αi� 1

2

φ̄i� 3

2
,j� 1

2��
Aα,i,j� 1

2

∆αi∆αi� 1

2

� Aα,i�1,j� 1

2

∆αi�1∆αi� 1

2

�
φ̄i� 1

2
,j� 1

2

, (3.43a)��BβpAβBβφ̄q�i� 1

2
,j� 1

2� � Aβ,i� 1

2
,j

∆βj∆βj� 1

2

φ̄i� 1

2
,j� 1

2

� Aβ,i� 1

2
,j�1

∆βj�1∆βj� 1

2

φ̄i� 1

2
,j� 3

2��
Aβ,i� 1

2
,j

∆βj∆βj� 1

2

� Aβ,i� 1

2
,j�1

∆βj�1∆βj� 1

2

�
φ̄i� 1

2
,j� 1

2

, (3.43b)p�BαpJnαq � BβpJnβqqi� 1

2
,j� 1

2� �Jnα,i,j� 1

2

� Jnα,i�1,j� 1

2

∆αi� 1

2

� Jnβ,i� 1

2
,j � Jnβ,i� 1

2
,j�1

∆βj� 1

2

. (3.43c)

On considère premièrement les conditions aux limites de type CL1. Dans ce cas, on a

φ̄i� 1

2
,j� 1

2

� 0, si i P t1, Nα � 1u ou j P t1, Nβ � 1u. (3.44)
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Il reste à déterminer φ̄i� 1

2
,j� 1

2

, pi, jq P I3�J3. Pour cela, on a besoin Aα,i,j� 1

2

, pi, jq P I1�J3,
Aβ,i� 1

2
,j, pi, jq P I3 � J1, Jnα,i,j� 1

2

, pi, jq P I1 � J3, Jnβ,i� 1

2
,j, pi, jq P I3 � J1. La densité est

approchée par

ρi,j� 1

2
,k � ρi,j,k � ρi,j�1,k

2
, pi, j, kq P I1 � J3 �K1, (3.45a)

ρi� 1

2
,j,k � ρi,j,k � ρi�1,j,k

2
, pi, j, kq P I3 � J1 �K1. (3.45b)

On résume le schéma numérique de l’équation (3.39c) avec conditions aux limites de type
CL1 dans l’algorithme suivant :

Algorithme 3.1 calculer le potentiel avec CL1
Donnons ρi,j,k pour pi, j, kq P I1 � J1 �K1

Déterminer la matrice A
A� (3.43a),(3.43b),(3.44) pour pi, jq P I3 � J3.

Déterminer le second membre b

b� (3.43c) pour pi, jq P I3 � J3.

On résout le système linéaire AΦ̄ � b par PARDISO [45].

Ensuite, on considère les conditions aux limites de type CL2. Dans ce cas, on a

φ̄i� 1

2
,j� 1

2

� 0, si j P t1, Nβ � 1u. (3.46a)Bαφ̄i� 1

2
,j� 1

2

� 0, si i P t1, Nα � 1u. (3.46b)

Pour calculer φ̄i� 1

2
,j� 1

2

, pi, jq P I3�J3, on utilise encore (3.43). Pour calculer φ̄i� 1

2
,j� 1

2

, pi, jq Pt1, Nα � 1u � J3, on a��BαpAαBαφ̄q�1

2
,j� 1

2

� � Aα,1,j� 1

2

∆α1∆α 1

2

φ̄ 3

2
,j� 1

2

� Aα,1,j� 1

2

∆α1∆α 1

2

φ̄ 1

2
,j� 1

2

, (3.47a)��BαpAαBαφ̄q�Nα� 1

2
,j� 1

2

� Aα,Nα,j� 1

2

∆αNα
∆αNα� 1

2

φ̄Nα� 1

2
,j� 1

2

� Aα,i�1,j� 1

2

∆αNα
∆αNα� 1

2

φ̄Nα� 1

2
,j� 1

2

.(3.47b)

Ensuite, considérons que r, sinϕ, |B|, ν, un, g sont indépendants de α dans (3.42c), alors
on en déduit que BαpJnαq 1

2
,j� 1

2

� 0 et BαpJnαqNα� 1

2
,j� 1

2

� 0. Ainsi (3.43c) devient les
formules suivantes :p�BαpJnαq � BβpJnβqq1

2
,j� 1

2

� �Jnβ, 12 ,j � Jnβ, 1
2
,j�1

∆βj� 1

2

, (3.48a)
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2
,j� 1

2

� �Jnβ,Nα� 1

2
,j � Jnβ,Nα� 1

2
,j�1

∆βj� 1

2

. (3.48b)

Le schéma numérique de l’équation elliptique (3.39c) avec les conditions aux limites de
type CL2 est décrit comme :

Algorithme 3.2 calculer le potentiel avec CL2
Donnons ρi,j,k pour pi, j, kq P I1 � J1 �K1

Déterminer la matrice A
A� (3.43a),(3.43b),(3.46) pour pi, jq P I3 � J3,
A� (3.47) pour pi, jq P t1, Nα � 1u � J3.

Déterminer le second membre b

b� (3.43c) pour pi, jq P I3 � J3,
b� (3.48) pour pi, jq P t1, Nα � 1u � J3.

On résout le système linéaire AΦ̄ � b par PARDISO [45].

3.4.2 Calcul de la densité du plasma

Nous discrétisons maintenant l’équation de conservation de la masse (3.39a). On définit
tout d’abord dans chaque cellule Si,j,k la quantité suivante

w̄i,j,k � 1

Vi,j,k

»
Si,j,k

wdV � 1

Vi,j,k

»
Si,j,k

ρ|B|2dV � ρi,j,k|B|2i,j,k , (3.49)

où dV est l’élément de volume infinitésimal, |B|i,j,k � |B|pαi,j,k, βi,j,k, γi,j,kq.
Premièrement, on utilise un schéma de volumes finis upwind 3D pour résoudre (3.39a).

En intégrant l’équation (3.39a) dans la cellule Si,j,k et en appliquant la formule de Green,
on a Btw̄i,j,k � 1

Vi,j,k

»BSi,j,k

w~n � vdσ � 0, (3.50)

où dσ est l’élément de surface infinitésimal, ~n est la normale extérieure à la surface BSi,j,k.
En développant (3.50) et en utilisant un schéma d’Euler explicite pour la discrétisation
en temps, on obtient

w̄n�1

i,j,k � w̄n
i,j,k � ∆t

Vi,j,k
pF n

s6
� F n

s5
�Gn

s4
�Gn

s3
�Hn

s2
�Hn

s1
q, (3.51)pi, j, kq P I1 � J1 �K1, n P N,

où Hs1 , Hs2 , Gs3 , Gs4, Fs5, Fs6 sont les flux numériques sur les surfaces s1, s2, s3, s4, s5,
s6. Pour définir ces flux numériques, on a besoin les vitesses moyennes v̄s1 , v̄s2 , v̄s3, v̄s4,
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v̄s5, v̄s6 dans la direction normale extérieure des surfaces s1, s2, s3, s4, s5, s6. Les normales
extérieures des surfaces s1, s2, s3, s4, s5, s6 sont respectivement

~ns1 � ���� 0
γi,j�1{2,k�1{2�γi,j�1{2,k�1{2?pγi,j�1{2,k�1{2�γi,j�1{2,k�1{2q2�pβi,j�1{2,k�1{2�βi,j�1{2,k�1{2q2
βi,j�1{2,k�1{2�βi,j�1{2,k�1{2?pγi,j�1{2,k�1{2�γi,j�1{2,k�1{2q2�pβi,j�1{2,k�1{2�βi,j�1{2,k�1{2q2�ÆÆ
,

~ns2 � ���� 0
γi,j�1{2,k�1{2�γi,j�1{2,k�1{2?pγi,j�1{2,k�1{2�γi,j�1{2,k�1{2q2�pβi,j�1{2,k�1{2�βi,j�1{2,k�1{2q2
βi,j�1{2,k�1{2�βi,j�1{2,k�1{2?pγi,j�1{2,k�1{2�γi,j�1{2,k�1{2q2�pβi,j�1{2,k�1{2�βi,j�1{2,k�1{2q2�ÆÆ
,

~ns3 � p0,�1, 0qT ,
~ns4 � p0, 1, 0qT ,
~ns5 � p�1, 0, 0qT ,
~ns6 � p1, 0, 0qT .

Puis, on approche les vitesses moyennes par

v̄s1 � ~vi,j,k�1{2 � ~ns1� γi,j�1{2,k�1{2 � γi,j�1{2,k�1{2apγi,j�1{2,k�1{2 � γi,j�1{2,k�1{2q2 � pβi,j�1{2,k�1{2 � βi,j�1{2,k�1{2q2vβ,i,j,k�1{2� βi,j�1{2,k�1{2 � βi,j�1{2,k�1{2apγi,j�1{2,k�1{2 � γi,j�1{2,k�1{2q2 � pβi,j�1{2,k�1{2 � βi,j�1{2,k�1{2q2vγ,i,j,k�1{2,
v̄s2 � ~vi,j,k�1{2 � ~ns2� γi,j�1{2,k�1{2 � γi,j�1{2,k�1{2apγi,j�1{2,k�1{2 � γi,j�1{2,k�1{2q2 � pβi,j�1{2,k�1{2 � βi,j�1{2,k�1{2q2vβ,i,j,k�1{2� βi,j�1{2,k�1{2 � βi,j�1{2,k�1{2apγi,j�1{2,k�1{2 � γi,j�1{2,k�1{2q2 � pβi,j�1{2,k�1{2 � βi,j�1{2,k�1{2q2vγ,i,j,k�1{2,
v̄s3 � ~vi,j�1{2,k � ~ns3 � �vβ,i,j�1{2,k,
v̄s4 � ~vi,j�1{2,k � ~ns4 � vβ,i,j�1{2,k,
v̄s5 � ~vi�1{2,j,k � ~ns5 � �vα,i�1{2,j,k,
v̄s6 � ~vi�1{2,j,k � ~ns6 � vα,i�1{2,j,k,

où ~v � pvα, vβ, vγqT est la vitesse définie dans (3.39b). D’après les formules précédentes,
il faut déterminer des termes de vitesse suivantes :

vα,i�1{2,j,k � φ̄i�1{2,j�1{2 � φ̄i�1{2,j�1{2
∆βj

, pi, j, kq P I2 � J1 �K1, (3.52a)

vβ,i,j�1{2,k � � φ̄i�1{2,j�1{2 � φ̄i�1{2,j�1{2
∆αi

, pi, j, kq P I1 � J2 �K1, (3.52b)
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vβ,i,j,k�1{2 � �pφ̄i�1{2,j�1{2 � φ̄i�1{2,j�1{2q � pφ̄i�1{2,j�1{2 � φ̄i�1{2,j�1{2q
2∆αi

, (3.52c)pi, j, kq P I1 � J1 �K2,

vγ,i,j,k�1{2 � |B|i,j,k�1{2unγ,i,j,k�1{2, pi, j, kq P I1 � J1 �K2. (3.52d)

En utilisant les approximations de vitesse précédentes, on obtient les flux numériques
suivants :

Hs1 � σs1pmaxpv̄s1, 0qw̄n
i,j,k�1

�minpv̄s1 , 0qw̄n
i,j,kq,

Hs2 � σs2pmaxpv̄s2, 0qw̄n
i,j,k �minpv̄s2 , 0qw̄n

i,j,k�1q,
Gs3 � σs3pmaxpv̄s3, 0qw̄n

i,j�1,k �minpv̄s3 , 0qw̄n
i,j,kq,

Gs4 � σs4pmaxpv̄s4, 0qw̄n
i,j,k �minpv̄s4 , 0qw̄n

i,j�1,kq,
Fs5 � σs5pmaxpv̄s5, 0qw̄n

i�1,j,k �minpv̄s5 , 0qw̄n
i,j,kq,

Fs6 � σs6pmaxpv̄s6, 0qw̄n
i,j,k �minpv̄s6 , 0qw̄n

i�1,j,kq,pi, j, kq P I1 � J1 �K1.

Notons que dans les formules précédentes, il y a certains wi,j,k qui ne sont pas définis,
par exemple w̄n

0,j,k. Il nous demande de définir des conditions aux limites pour la densité.
Pour simplifier, on impose les conditions aux limites suivantes

w̄n
0,j,k � w̄0

1,j,k, pj, kq P J1 �K1, (3.53a)

w̄n
Nα�1,j,k � w̄0

Nα,j,k
, pj, kq P J1 �K1, (3.53b)

w̄n
i,0,k � w̄0

i,1,k, pi, kq P I1 �K1, (3.53c)

w̄n
i,Nβ�1,k � w̄0

i,Nβ ,j,k
, pi, kq P I1 �K1, (3.53d)

w̄n
i,j,0 � w̄0

i,j,1, pi, jq P I1 � J1, (3.53e)

w̄n
i,j,Nγ�1 � w̄0

i,j,Nγ
, pi, jq P I1 � J1. (3.53f)

Enfin, le pas de temps est limité par la condition de CFL suivante

∆tn ¤ min

�� min
i

∆αi

max
i,j,k

pvα,i�1{2,j,kq , min
j

∆βj

max
i,j,k

pvβ,i,j�1{2,kq , min
i,j,k

pγi,j,k�1{2 � γi,j,k�1{2q
max
i,j,k

pvγ,i,j,k�1{2q �
. (3.54)

On résume maintenant ce schéma de volumes finis upwind 3D dans l’algorithme suivant :
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Algorithme 3.3 calculer la densité en utilisant le schéma de volumes finis upwind 3D
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
calculer le potentiel par l’algorithme 3.1 ou 3.2 avec ρ � ρn.

Calcul de la densité ρ

∆tn � (3.54)
wn � ρn|B|2
wn�1 � (3.51)
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque

Le schéma 3.3 est un schéma TVD. Cependant, il est d’ordre 1 en espace et en temps.
Pour obtenir des schémas d’ordre élevé, on utilise la méthode de splitting de Strang pour
décomposer l’équation (3.39a) en trois équations en 1D, et puis dans chaque équation, on
peut utiliser des schémas d’ordre élevé.

Notons d’abord dans la direction α que le maillage est uniforme, ainsi on peut calculer
la densité dans cette direction séparément. On introduit la méthode de splitting de Strang
suivante : Btw � Bαpvαwq � 0, t P r0, 1

2
∆ts, (3.55a)Btw � Bβpvβwq � Bγpvγwq � 0, t P r0,∆ts, (3.55b)Btw � Bαpvαwq � 0, t P r0, 1

2
∆ts. (3.55c)

Puis on traite l’équation (3.55b) par décomposition du domaine. C’est à dire que
– dans les zones T et B, on utilise un schéma de volumes finis upwind en 2D pour

résoudre (3.55b) ;
– dans la zone C, on applique la méthode de splitting de Strang suivanteBtw � Bβpvβwq � 0 t P r0, 1

2
∆ts, (3.56a)Btw � Bγpvγwq � 0, t P r0,∆ts, (3.56b)Btw � Bβpvβwq � 0 t P r0, 1

2
∆ts. (3.56c)

Maintenant, on développe des schémas de loi de conservation en 1D d’ordre élevé. On
considère dans la direction α par exempleBtw � Bαpvαwq � 0. (3.57)
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En intégrant (3.57) dans Si,j,k et en appliquant la formule de Green, on obtientBtw̄i,j,k � 1

∆αi

pvα,i�1{2,j,kw̄α,i�1{2,j,k � vα,i�1{2,j,kw̄α,i�1{2,j,kq � 0, (3.58)pi, j, kq P I1 � J1 �K1.

Il reste à approcher w̄α,i�1{2,j,k. On peut appliquer un schéma upwind suivant :Btw̄i,j,k � 1

∆αi

ppv�
α,i�1{2,j,kw̄α,i,j,k � v�α,i�1,j,kw̄α,i�1,j,kq�pv�

α,i�1{2,j,kw̄α,i�1,j,k � v�
α,i�1{2,j,kw̄α,i,j,kqq � 0, (3.59)pi, j, kq P I1 � J1 �K1,

où v� � maxpv, 0q et v� � minpv, 0q. Le schéma (3.59) est d’ordre 1 en espace, ainsi
il est très diffusif. Ensuite, on introduit le schéma de haute résolution de Harten [25],
qui est basé sur le schéma (3.59), d’où on modifie la flux numérique. En effet, on peut
réécrire (3.59) sous la forme suivanteBtw̄i,j,k � 1

∆αi

pFi�1{2,j,k � Fi�1{2,j,kq � 0, (3.60)pi, j, kq P I1 � J1 �K1,

avec le flux numérique Fi�1{2,j,k :� v�
α,i�1{2,j,kw̄α,i�1,j,k � v�

α,i�1{2,j,kw̄α,i,j,k. On ajoute un
terme de correction dans Fi�1{2,j,k comme suit

F̃i�1{2,j,k � v�
α,i�1{2,j,kw̄α,i�1,j,k�v�α,i�1{2,j,kw̄α,i,j,k�1

2
|vα,i�1{2,j,k|�1� ∆t|vα,i�1{2,j,k|

∆αi�1{2 

δi�1{2,j,k,

(3.61a)
où δi�1{2,j,k est une version limitée de w̄α,i,j,k � w̄α,i�1,j,k. Dans le cas δi�1{2,j,k � w̄α,i,j,k �
w̄α,i�1,j,k, le flux numérique est le flux de Lax-Wendroff. Cependant, ce flux ne satisfait pas
la propriété de TVD. Pour déterminer δi�1{2,j,k, on utilisera le limiteur Superbee introduit
par Roe et al. [39]. On réécrit le limiteur de flux δi�1{2,j,k par

δi�1{2,j,k � φpθi�1{2,j,kq∆w̄i�1{2,j,k, (3.61b)

où

θi�1{2,j,k � ∆w̄I�1{2,j,k
∆w̄i�1{2,j,k . (3.61c)

L’indice I est défini par

I � "
i� 1, si vi�1{2,j,k ¡ 0,

i� 1, si vi�1{2,j,k ¤ 0.
(3.61d)

Alors le limiteur de Superbee est donné par

φpθq � maxp0,minp1, 2θq,minp2, θqq. (3.61e)
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On peut interpréter cette méthode en passant par une méthode à limiteur de pente. En
effet, le flux numérique (3.61a) est équivalent à

F̃i�1{2,j,k � #
vi�1{2,j,kw̄i�1,j,k � 1

2
vi�1{2,j,kp∆αi�1{2 � vi�1{2,j,k∆tqσi�1, si vi�1{2,j,k ¡ 0,

vi�1{2,j,kw̄i,j,k � 1

2
vi�1{2,j,kp∆αi�1{2 � vi�1{2,j,k∆tqσi, si vi�1{2,j,k ¤ 0.

(3.62a)
où σi est la pente dans la direction α. Ainsi la pente associée au limiteur Superbee s’écrit
comme

σi � maxmodpσp1qi , σ
p2q
i q, (3.62b)

où

σ
p1q
i � minmod

��
w̄i�1,j,k � w̄i,j,k

∆αi�1{2 

, 2

�
w̄i,j,k � w̄i�1,j,k

∆αi�1{2 


, (3.62c)

σ
p2q
i � minmod

�
2

�
w̄i�1,j,k � w̄i,j,k

∆αi�1{2 

,

�
w̄i,j,k � w̄i�1,j,k

∆αi�1{2 


. (3.62d)

La fonction de minmod avec deux arguments est définie par

minmodpa, bq � $&% a, si |a|   |b| etab ¡ 0,

b, si |b|   |a| etab ¡ 0,

0, si ab ¤ 0.

(3.62e)

Géométriquement, c’est une moyenne optimale pour choisir une pente telle que �α Prαi�1{2, αi�1{2s
w̄min

i,j,k ¤ wpα, βj, γi,j,kq ¤ w̄max

i,j,k , (3.63)

où w̄min

i,j,k � minpw̄i�1,j,k, w̄i,j,k, w̄i�1,j,kq, w̄max

i,j,k � maxpw̄i�1,j,k, w̄i,j,k, w̄i�1,j,kq. Ainsi le limi-
teur de flux (3.61a) est TVD. On résume le schéma semi-discret en espace dans l’algo-
rithme suivant

Algorithme 3.4 schéma semi-discret en espace avec le limiteur Superbee
(3.60)�intégrer (3.57) dans Si,j,k, pi, j, kq P I1 � J1 �K1.
Fi�1{2,j,k � (3.61) ou (3.62).

Ensuite pour résoudre l’équation (3.55b), nous utilisons un schéma de volumes finis
upwind en 2D dans les zones T et B, et appliquons l’algorithme 3.4 pour l’équation (3.56)
dans la zone C. Pour cela, nous développons ainsi le schéma de volumes finis upwind en
2D. Supposons que Si,j,k est dans T ou B. En intégrant l’équation (3.55b) dans Si,j,k et
en appliquant la formule de Green, on aBtw̄i,j,k � 1

Vi,j,k

»BSi,j,k

w~n � vdσ � 0, pi, j, kq P I1 � J1 �K1. (3.64)

En utilisant les notations du schéma de volumes finis upwind en 3D précédentes, on
développe (3.64) commeBtw̄i,j,k � 1

Vi,j,k
pHs1 �Hs2 �Gs3 �Gs4q � 0, (3.65)pi, j, kq P I1 � J1 � r1, NγBs Y rNγB �NγC � 1, Nγs.
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Enfin, en utilisant le schéma d’Euler explicite pour discrétiser en temps, on a l’algorithme
suivant

Algorithme 3.5 calculer la densité en utilisant le schéma Superbee
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
calculer le potentiel par l’algorithme 3.1 ou 3.2 avec ρ � ρn.

Calcul de la densité ρ

∆tn � (3.54)
wn � ρn|B|2
calculer la densité dans la direction α :
discrétiser (3.55a) et (3.55c) par l’algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions β et γ :
si dans les zones T et B alors

discrétiser (3.55b) par (3.65)
finsi
si dans la zone C alors

discrétiser (3.56) par l’algorithme 3.4
finsi
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque

Le schéma semi-discret avec le limiteur Superbee est d’ordre 2 en espace. On donne
maintenant une autre reconstruction de flux numérique d’ordre élevé. En effet, dans le
schéma de limiteur Superbee, on a construit dans chaque maille un polynôme de type
P1 en utilisant w̄. Maintenant, on construit un polynôme de type P2, tel que le schéma
satisfait la propriété de TVD.

On considère trois cellules dans la direction α : Si�1,j,k, Si,j,k et Si�1,j,k. On construit
un polynôme ppαq � a2α

2 � a1α � a0 tel qu’il satisfait les formules suivantes

1

ααi�1{2 � ααi�3{2 » αi�1{2
αi�3{2 ppαqdα � w̄i�1,j,k, (3.66a)

1

ααi�1{2 � ααi�1{2 » αi�1{2
αi�1{2 ppαqdα � w̄i,j,k, (3.66b)

1

ααi�3{2 � ααi�1{2 » αi�3{2
αi�1{2 ppαqdα � w̄i�1,j,k. (3.66c)

(3.66) est un système linéaire de taille 3 � 3. En résolvant (3.66), on obtient la formule
explicite de ppαq. En injectant αi�1{2 et αi�1{2 dans ppαq, on a w̄r

i�1{2 � ppαi�1{2q et
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w̄l
i�1{2 � ppαi�1{2q. Enfin, en utilisant le flux upwind, on peut écrire le flux numérique

suivant

Fi�1{2,j,k � v�
i�1{2,j,kw̄l

i�1{2,j,k � v�
i�1{2,j,kw̄r

i�1{2,j,k, pi, j, kq P I2 � J1 �K1. (3.67)

Dans le cas d’un maillage uniforme, on peut déterminer w̄�
i�1{2,j,k et w̄�

i�1{2,j,k explicitement
par

w̄r
i�1{2,j,k � 1

3
w̄i�1,j,k � 5

6
w̄i,j,k � 1

6
w̄i�1,j,k, (3.68)

w̄l
i�1{2,j,k � �1

6
w̄i�1,j,k � 5

6
w̄i,j,k � 1

3
w̄i�1,j,k. (3.69)

Ensuite, pour assurer que le schéma soit TVD, on fait une étape de limiteur. Pour cela
les reconstructions w̄i�1{2 et w̄i�1{2 doivent satisfaire la contrainte de monotonie

w̄min

i,j,k ¤ w̄r
i�1{2,j,k, w̄l

i�1{2,j,k ¤ w̄max

i,j,k , (3.70a)

où

w̄min

i,j,k � min pw̄i�1,j,k, w̄i,j,k, w̄i�1,j,kq , w̄max

i,j,k � max pw̄i�1,j,k, w̄i,j,k, w̄i�1,j,kq . (3.70b)

En réécrivant les reconstructions par

w̄l
i�1{2,j,k � w̄i,j,k �∆wr

i,j,k, w̄
r
i�1{2,j,k � w̄i,j,k �∆wl

i,j,k, (3.71a)

alors on peut trouver des expressions équivalentes de la contrainte (3.70) en limitant
∆wl

i,j,k et ∆wr
i,j,k par

∆w̃l
i,j,k � minmod

�
∆wl

i,j,k, w̄i�1,j,k � w̄i,j,k, w̄i,j,k � w̄i�1,j,k

�
, (3.71b)

∆w̃r
i,j,k � minmod

�
∆wr

i,j,k, w̄i�1,j,k � w̄i,j,k, w̄i,j,k � w̄i�1,j,k

�
, (3.71c)

où la fonction minmod est

minmodpx, y, zq � "
sminp|x|, |y|, |z|q, si s � signepxq � signepyq � signepzq,
0, sinon.

(3.71d)
En remplaçant ∆wl

i,j,k, ∆w
r
i,j,k par ∆w̃l

i,j,k, ∆w̃
r
i,j,k, on a

w̄l
i�1{2,j,k � w̄i,j,k �∆w̃r

i,j,k, w̄
r
i�1{2,j,k � w̄i,j,k �∆w̃l

i,j,k. (3.72)

Cela complète ce schéma semi-discret d’ordre élevé :

Algorithme 3.6 schéma semi-discret en espace avec la reconstruction de polynôme P2

calculer la densité dans la direction α :
discrétiser (3.55a) et (3.55c) par (3.67) et (3.72)
calculer la densité dans les directions β et γ :
si dans les zones T et B alors

discrétiser (3.55b) par (3.65)
finsi
si dans la zone C alors

discrétiser (3.56) par (3.67) et (3.72)
finsi
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Pour l’intégration du temps de (3.39a), on emploie la discrétisation TVD de Runge-
Kutta en temps introduite dans [47]. Nous notons un pas de temps ∆tn, et définissons
tn � °

n ∆tn, où n P N, et notons w̄i,j,k � w̄n
i,j,k. Le schéma semi-discret en espace peut

être écrit comme
dw̄

dt
� Lpw̄q, (3.73a)

où

w̄ � ������� w̄1,1,1

...
w̄i,j,k

...
w̄Nα,Nβ ,Nγ

�ÆÆÆÆÆ
, Lpw̄q � ������� L1,1,1pw̄q
...

Li,j,kpūq
...

LNα,Nβ ,Nγ
pw̄q

�ÆÆÆÆÆ
, (3.73b)

Li,j,k est le flux total sur le bord du volume Si,j,k. Définissons w̄p0q � w̄n et w̄n�1 � w̄pkq.
Le schéma d’ordre trois est

w̄p1q � w̄p0q �∆tnLpw̄p0qq, (3.74a)

w̄p2q � 3

4
w̄p0q � 1

4
w̄p1q � 1

4
∆tnLpw̄p1qq, (3.74b)

w̄p3q � 1

3
w̄p0q � 2

3
w̄p2q � 2

3
∆tnLpw̄p2qq. (3.74c)

Maintenant, on résume le schéma d’ordre élevé en espace et en temps :

Algorithme 3.7 calculer la densité en utilisant le schéma d’ordre élevé
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
calculer le potentiel par l’algorithme 3.1 ou 3.2 avec ρ � ρn.

Calcul de la densité ρ

∆tn � (3.54)
wn � ρn|B|2
discrétiser (3.39a) en espace :
Lpwq � l’algorithme 3.6
discrétiser (3.39a) en temps :
wn�1 � (3.74)
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque
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3.5 Approximation numérique du modèle Dynamo io-

nosphérique

Similairement à la section précédente, nous considérons le modèle Dynamo sans gra-
dient de la pression suivant :
une équation de conservation de la masse en dimension troisBwBt �∇c � pvwq � 0, (3.75a)

où v � pvα, vβ, vγq avec

vα � 1

r sinϕ

�
µP
i

�� 1

r sinϕ
� BφBα � κνiunα


�µH
i

��r sinϕ|B|BφBβ � κνiunβ � κζgβ




, (3.75ba)

vβ � r sinϕ|B|�µH
i

�� 1

r sinϕ
� BφBα � κνiunα


�µP
i

��r sinϕ|B|BφBβ � κνiunβ � κζgβ




, (3.75bb)

vγ � |B|µ‖
i

��|B|BφBγ � κνiunγ



, (3.75bc)

couplée à une équation elliptique en dimension trois�∇c � pA∇cφq � �∇c � Jn, (3.75c)

où A est définie dans (3.27), et

jnα � ρ

r sinϕ|B|3 pκunαpν2i µH
i � ν2eµ

H
e q � κunβpν2i µP

i � ν2eµ
P
e q � κζνiµ

P
i gβ�pνi � νequnβ � ζgβq, (3.75d)

jnβ � r sinϕρ|B|2 p�κunαpν2i µP
i � ν2eµ

P
e q � κunβpν2eµH

e � ν2i µ
H
i q � κζνiµ

H
i gβ�pνi � νequnαq, (3.75e)

jnγ � 0. (3.75f)

3.5.1 Calcul du potentiel électrique

L’équation elliptique (3.33d) est un problème fortement anisotrope. En effet, les co-
efficients A et B de la matrice de diffusion (3.27) ont la même magnitude, mais il y a
une grande différence entre C et A ou B dans la haute ionosphère. Il y a également une
très grande différence entre D et A ou B (voir la figure 3.11). En résolvant (3.33d) par
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Figure 3.11 – Les rapports entre des coefficients de matrice de diffusion en altitude et
en latitude.

des méthodes standard, on obtient un système linéaire très mal-conditionné. Pour éviter
ceci, on applique le schéma préservant l’asymptotique du chapitre 2, tel que son système
linéaire est bien-conditionné indépendant de l’anisotropie.

On associe l’équation (3.33d) deux type de conditions aux limites suivants :
CL1 : conditions de Dirichlet homogènes nulles sur S3, S4, S5 et S6, et A∇cφ � ~n � 0

sur S1 et S2 ;
CL2 : conditions de Dirichlet homogènes nulles sur S3 et S4, conditions de Neumann

homogènes nulles sur S5 et S6, et A∇cφ � ~n � 0 sur S1, S2.
Considérons premièrement les conditions aux limites de type CL1. On définit alors les

deux espaces de Hilbert

V1 � tψpα, β, γq P H1pΩq{ψ � 0 sur S3, S4, S5 et S6u, (3.81)

W1 � tψ̄pα, βq P H1

0
pΩKqu, (3.82)

et les produits scalaires correspondantespφ, ψqV1
� pBαφ, BαψqL2pΩq � pBβφ, BβψqL2pΩq � pBγφ, BγψqL2pΩq, (3.83)pφ̄, ψ̄qW1
� pBαφ̄, Bαψ̄qL2pΩKq � pBβφ̄, Bβψ̄qL2pΩKq. (3.84)

Avec ces définitions, on peut écrire la formulation variationnelle de (3.33d) : Trouver
φ P V1, solution de»

Ω

�p∇cφqTAT
∇

cψ
�
dV � »

Ω

Jn �∇cψdV �»
S1

Jn �~n1ψdσ�»
S2

Jn �~n2ψdσ, �ψ P V1, (3.85)

où ~n1 et ~n2 sont les normales extérieures de surfaces S1 et S2. On peut discrétiser (3.85)
par la méthode d’éléments finis de type Q1 (détaillée dans la section 3.8). Dans la maille

107



Chapitre 3. Simulations numériques des modèles ionosphériques pour B non-uniforme

Si,j,k, on approche ρ par

ρpα, β, γq � ρi,j,k, �pα, β, γq P Si,j,k. (3.86)

Nous utilisons maintenant le schéma préservant l’asymptotique pour résoudre (3.33d).
On note la valeur moyenne de φ le long de la direction γ par

φ̄ :� 1

γmax,α,β � γmin,α,β

» γmax,α,β

γmin,α,β

φdγ, (3.87)

où γmin,α,β et γmax,α,β dénotent la coordonnée γ dans les surfaces S1 et S2 en donnantpα, βq. La fluctuation de φ est définie par φ1 :� φ� φ̄.
En intégrant maintenant (3.33d) le long de direction γ, on obtient l’équation de

moyenne# �∇cKpĀK∇cKφ̄q �∇cKpAK∇cKφ1q � �BαJ̄nα � BβJ̄nβ, dansΩα � Ωβ ,

φ̄ � 0, sur BΩα � Ωβ Y Ωα � BΩβ.
(3.88)

En introduisant la décomposition φ � φ1 � φ̄, on a l’équation de fluctuation :$'''''&'''''%
�∇cpA∇cφ1q �∇cKpAK∇cKφ̄q � �∇c � Jn, dansΩ,

A∇φ1 � ~n � 0, surS1, S2,

φ1 � 0, surS3, S4, S5, S6,

φ̄1 � 0, dansΩK. (3.89)

Définissons ensuite les formes bilinéaires suivantes :

a0pφ1, ψ1q :� »
Ω

CBγφ1Bγψ1dV,
a1pφ1, ψ1q :� »

Ω

�p∇cKφ1qTATK∇cKψ1� dV,
a2pφ̄, ψ̄q :� »

ΩK �p∇cKφ̄qT ĀTK∇cKψ̄� dαdβ,
apφ1, ψ1q :� a0pφ1, ψ1q � a1pφ1, ψ1q,
b1pP̄ , ψ1q :� »

ΩK P̄ »
Ωγ

Cψ1dV,
b2pφ1, Q̄q :� 1

Lγ

»
ΩK Q̄ »

Ωγ

φ1dV,
cpφ̄, ψ1q :� »

Ω

�p∇cKφ̄qTATK∇cKψ1� dV.
(3.90)

Enfin, comme dans le chapitre 2 en utilisant le multiplicateur de Lagrange P̄ , on obtient
la reformulation du schéma AP : Trouver pφ̄, φ1, P̄ q PW1 � V1 � L2pΩKqpAP1q$''&''% a2pφ̄, ψ̄q � 1

Lγ
cpψ̄, φ1q � pf̄ , ψ̄q, �ψ̄ PW1,

apφ1, ψ1q � b1pP̄ , ψ1q � cpφ̄, ψ1q � pf, ψ1q, �ψ1 P V1,

b2pφ1, Q̄q � 0, �Q̄ P L2pΩKq, (3.91)
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où f � �∇c � Jn et f̄ � �BαJ̄nα � BβJ̄nβ. On discrétise (3.91) en utilisant la méthode
d’éléments finis de type Q1.

Deuxièmement, on considère le cas CL2. La procédure de construction du schéma
préservant l’asymptotique est similaire au premier cas. On présente directement les for-
mulations variationnelles comme suit. En définissant deux espaces de Hilbert

V2 � tψpα, β, γq P H1pΩq{ψ � 0 sur S3, S4u, (3.92)

W2 � tψ̄pα, βq P H1pΩKq{ψ � 0 surΩα � BΩβu, (3.93)

et les produits scalaires correspondantespφ, ψqV2
� pBαφ, BαψqL2pΩq � pBβφ, BβψqL2pΩq � pBγφ, BγψqL2pΩq, (3.94)pφ̄, ψ̄qW2
� pBαφ̄, Bαψ̄qL2pΩKq � pBβφ̄, Bβψ̄qL2pΩKq, (3.95)

on peut alors écrire la formulation variationnelle de (3.33d) : Trouver φ P V1, solution de»
Ω

�p∇cφqTAT∇cψ
�
dV � »

S5

A∇cφ � ~n5ψdσ � »
S6

A∇cφ � ~n6ψdσ� »
Ω

Jn �∇cψdV � »
S1

Jn � ~n1ψdσ � »
S2

Jn � ~n2ψdσ� »
S5

Jn � ~n5ψdσ � »
S6

Jn � ~n6ψdσ, �ψ P V2, (3.96)

où ~n1, ~n2, ~n5, ~n6 sont les normales extérieures aux surfaces S1, S2, S5, S6.
Les équations de moyenne et de fluctuation de (3.33d) sont similairement définies par$''&''% �∇cKpĀK∇cKφ̄q �∇cKpAK∇cKφ1q � �BαJ̄nα � BβJ̄nβ, dansΩα � Ωβ,

φ̄ � 0, surΩα � BΩβ,Bαφ̄ � 0, sur BΩα � Ωβ,

(3.97)

et $'''''''''&'''''''''%
�∇cpA∇cφ1q �∇cKpAK∇cKφ̄q � �∇c � Jn, dansΩ,

A∇φ1 � ~n � 0, surS1, S2,

φ1 � 0, surS3, S4,Bαφ1 � 0, surS5, S6,

φ̄1 � 0, dansΩK. (3.98)
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Définissons à nouveau les formes bilinéaires suivantes :

a0pφ1, ψ1q :� »
Ω

CBγφ1Bγψ1dV,
a1pφ1, ψ1q :� »

Ω

�p∇cKφ1qTATK∇cKψ1� dV � »
S5

DBβφ1ψ1dσ � »
S6

DBβφ1ψ1dσ,
a2pφ̄, ψ̄q :� »

ΩK �p∇cKφ̄qT ĀTK∇cKψ̄� dαdβ� »
Ωβ

�
D̄Bβφ̄ψ̄� pαmin, βqdβ � »

Ωβ

�
D̄Bβφ̄ψ̄� pαmax, βqdβ,

apφ1, ψ1q :� a0pφ1, ψ1q � a1pφ1, ψ1q,
b1pP̄ , ψ1q :� »

ΩK P̄ »
Ωγ

Cψ1dV,
b2pφ1, Q̄q :� 1

Lγ

»
ΩK Q̄ »

Ωγ

φ1dV,
cpφ̄, ψ1q :� »

Ω

�p∇cKφ̄qTATK∇cKψ1� dV � »
S5

DBβφ̄ψ1dσ � »
S6

DBβφ̄ψ1dσ.
(3.99)

Ainsi on obtient la reformulation du schéma AP : Trouver pφ̄, φ1, P̄ q PW2 �V2 � L2pΩKqpAP2q$''&''% a2pφ̄, ψ̄q � 1

Lγ
cpψ̄, φ1q � pf̄ , ψ̄q, �ψ̄ PW2,

apφ1, ψ1q � b1pP̄ , ψ1q � cpφ̄, ψ1q � pf, ψ1q, �ψ1 P V2,

b2pφ1, Q̄q � 0, �Q̄ P L2pΩKq, (3.100)

où f � �∇c � Jn et f̄ � �BαJ̄nα � BβJ̄nβ. Enfin, on discrétise les formulations variation-
nelles (3.96) et (3.100) par la méthode d’éléments finis de type Q1.

3.5.2 Calcul de la densité du plasma

Pour calculer la densité du plasma, on résout l’équation (3.33a), qui a la même forme
que l’équation (3.39a). Ainsi on peut le résoudre en utilisant les algorithmes 3.3, 3.6
et 3.7. Cependant, le vecteur de vitesse (3.31) est différent par rapport à celui du modèle
Striation (3.39b). Ainsi, il faut discrétiser (3.31) pour adapter les algorithmes existants.

Similairement à (3.52), on a besoin des approximations de la vitesse suivantes : vα,i�1{2,j,k, pi, j, kq P
I2�J1�K1, vβ,i,j�1{2,k, pi, j, kq P I1�J2�K1, vβ,i,j,k�1{2 et vγ,i,j,k�1{2, pi, j, kq P I1�J1�K2.
Plus précisément, on doit calculer ∇cφ aux points où on calcule les termes de vitesse. Ainsi,
on présente les approximations suivantes :

– pour calculer vα,i�1{2,j,kBαφ � φi�1{2,j,k � φi�3{2,j,k
∆αi�1 �∆αi

,Bβφ � φ̃i�1{2,j�1{2,k � φ̃i�1{2,j�1{2,k
∆βj

,
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où φi�1{2,j,k � pφi�1{2,j�1{2,k�1{2�φi�1{2,j�1{2,k�1{2�φi�1{2,j�1{2,k�1{2�φi�1{2,j�1{2,k�1{2q{4,
φ̃i�1{2,j�1{2,k et φ̃i�1{2,j�1{2,k sont les interpolations de φ aux points pαi�1{2, βj�1{2, γi�1{2,j,kq
et pαi�1{2, βj�1{2, γi�1{2,j,kq.

– pour calculer vβ,i,j�1{2,k
Bαφ � φi�1{2,j�1{2,k � φi�1{2,j�1{2,k

∆αi

,Bβφ � φ̃i,j�1{2,k � φ̃i,j�3{2,k
∆βj �∆βj�1

,

où φi�1{2,j�1{2,k � pφi�1{2,j�1{2,k�1{2 � φi�1{2,j�1{2,k�1{2q{2, φ̃i,j�1{2,k et φ̃i,j�3{2,k sont
les interpolations de φ aux points pαi, βj�1{2, γi,j,kq et pαi, βj�3{2, γi,j,kq.

– pour calculer vβ,i,j,k�1{2 et vγ,i,j,k�1{2
Bαφ � pφi�1{2,j�1{2,k�1{2 � φi�1{2,j�1{2,k�1{2q � pφi�1{2,j�1{2,k�1{2 � φi�1{2,j�1{2,k�1{2q

2∆αi

,Bβφ � φ̃i,j�1{2,k�1{2 � φ̃i,j�1{2,k�1{2
∆βj

,Bγφ � φi,j,k�1{2 � φi,j,k�3{2
γi,j,k�1{2 � γi,j,k�3{2 ,

où φ̃i,j�1{2,k�1{2 est l’interpolation de φ au point pαi, βj�1{2, γi,j,k�1{2q et φi,j,k�3{2 �pφi�1{2,j�1{2,k�3{2 � φi�1{2,j�1{2,k�3{2 � φi�1{2,j�1{2,k�3{2 � φi�1{2,j�1{2,k�3{2q{4.
Enfin, on résume les schémas pour résoudre le modèle Dynamo dans l’algorithme

suivant :
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Algorithme 3.8 schémas numériques pour résoudre le modèle Dynamo
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
écrire (3.33d) sous les formules variationnelles (3.85), (3.96) et les discrétiser par la
méthode d’éléments finis de type Q1,
ou appliquer la méthode de préservant l’asymptotique (3.91), (3.100) et les discrétiser
par la méthode d’éléments finis de type Q1.

Calcul de la densité ρ

∆tn � (3.54)
wn � ρn|B|2
discrétiser (3.33a) en espace :
Lpwq � l’algorithme 3.6
discrétiser (3.33a) en temps :
wn�1 � (3.74)
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque

3.6 Expériences numériques

Dans cette section, nous faisons des simulations numériques pour étudier l’évolution du
plasma ionosphérique en présence d’inhomogénéités représentées par des bulles de sous-
densité de plasma ou de sur-densité de plasma. Pour cela, on considère deux cas tests
suivants :

Cas1 : une bulle de sous-densité perturbée par la gravité. La sous-densité considérée
ici est de deux ordres de grandeur plus petite que celle du plasma ambiant. La
bulle diminue d’intensité exponentiellement dans la direction γ simulant ainsi un
étirement aligné avec le champ magnétique (voir la figure 3.12(a)). On associe ce cas
test aux conditions aux limites de type CL1 de telle sorte qu’il n’y a pas d’échanges
de densité du plasma sur les bords S3, S4, S5 et S6. Le vent de neutre est supposé
nul, ainsi seule la gravité a un effet sur l’évolution du plasma.

Cas2 : une bulle de sur-densité perturbée par le vent neutre. La sur-densité est de
deux ordres de grandeur plus grande que elle du plasma ambiant. La bulle diminue
d’intensité exponentiellement dans la direction γ (voir la figure 3.12(b)). Dans cette
cas, la gravité est ignorée et la vitesse du vent de neutre est une constante d’intensité
un,α � 45m{s dans la direction α. On associe ce cas test aux conditions aux limites
de type CL2 de telle sorte que le plasma peut entrer et sortir par les surfaces S5 et
S6.
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(a) Bulle de sous-densité initiale (b) Bulle de sur-densité initiale

Figure 3.12 – Les données initiales sous la forme d’une bulle sous-densité ou sur-densité
dans le plasma environnement. Les paramètres pour décrire le tube sont : Hl � 450km,
Hh � 850km, He � 100km, Hw � 400km.

Notons que le cas en présence de la gravité et du vent de neutre n’est pas considéré,
car dans la haute altitude la force de la gravité ρi,emi,eg est beaucoup plus grande que
la force de friction d’ion-neutre ou d’électron-neutre νi,eρi,epui,e � unq. Ainsi il est plus
raisonnable d’étudier la perturbation de ces deux forces séparément.

3.6.1 Expériences numériques de Cas1

Comparaison des solveurs pour l’équation elliptique

Dans cette section, nous comparons tout d’abord les différents schémas numériques
pour résoudre l’équation elliptique. On utilise deux types de tubes suivants :

Tube1 : dans la basse altitude, i.e. Hl � 250km, Hh � 350km, He � 100km, Hw �
100km ;

Tube2 : de la basse altitude à la haute altitude, i.e. Hl � 650km, Hh � 850km,
He � 100km, Hw � 200km.

Nous comparons le temps CPU pour une itération de calcul dans un maillage pNα, Nβ, Nγq �p100, 100, 41q (voir le tableau 3.1). On voit que pour lors de la résolution du modèle Stria-
tion, le temps de calcul de l’équation de conservation de la masse est comparable à celui
de l’équation elliptique, qui est d’environ une seconde. Comme on pouvait s’y attendre,
le temps de calcul de l’équation elliptique du modèle Dynamo est beaucoup plus impor-
tant que celui du modèle Striation. En utilisant la méthode d’éléments finis standard, on
a besoin d’environ 8 minutes. Le temps de calcul du schéma préservant l’asymptotique
est deux fois plus important que celui de la méthode d’éléments finis standard. Ainsi la
résolution du modèle Dynamo est très coûteuse par rapport à celle du modèle Striation.
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(a) (b) (c) (d)
Temps CPU (s) 1 1 526 1105

Table 3.1 – Comparaison du temps CPU en seconde dans une itération de calcul avec
la taille de maillage pNα, Nβ, Nγq � p100, 100, 41q. (a) Calcul de la densité du plasma par
l’algorithme 3.7 ; (b) Calcul du potentiel du modèle Striation par l’algorithme 3.1 ; (c)
Calcul du potentiel du modèle Dynamo par la méthode d’éléments finis ; (d) Calcul du
potentiel du modèle Dynamo par le schéma préservant l’asymptotique (3.91).

Ensuite, on compare le conditionnement du système linéaire liés aux discrétisations
de (3.85) et de (3.91) dans le tableau 3.2. On observe que le conditionnement de (3.91)
est toujours plus petit que celui de (3.85) pour le Tube1. Cependant, le conditionnement
de (3.85) est meilleur que celui de (3.91) pour le Tube2. Ainsi dans des simulations sui-
vantes pour calculer le potentiel, on utilise la méthode d’éléments finis standard pour le
Tube1, et on utilise la méthode de préservant l’asymptotique pour le Tube2.

Schéma AP EFS

20� 20� 21
Tube 1 9.0706e+08 3.3652e+07
Tube 2 9.3537e+08 7.4774e+13

30� 30� 31
Tube 1 1.4139e+10 7.6574e+07
Tube 2 1.3606e+10 3.9113e+12

Table 3.2 – Comparaison du conditionnement de la matrice de l’équation ellip-
tique (3.33d) par la méthode d’éléments finis standard (EFS) et le schéma préservant
l’asymptotique.

Cas test avec Tube1

Premièrement, on ne considère que le domaine de calcul dans la basse altitude (Tube1).
On utilise l’algorithme 3.1 pour calculer le potentiel φ̄ du modèle Striation et la méthode
d’éléments finis standard pour calculer la potentiel φ du modèle Dynamo. Les résultats
sont présentés dans les figures 3.13 et 3.14. On observe que dans la figure 3.13 deux bulles
se présentent avec une positive et une autre négative. Les valeurs maximale et minimale de
φ̄ sont respectivement 1.65�10�3 et �1.63�10�3. Le potentiel φ est présenté en 3D dans la
figure 3.14. Similairement au potentiel φ̄, deux bulles se présentent au plan perpendiculaire
ΩK et elles diminuent dans la direction γ. Les valeurs maximale et minimale de φ sont
respectivement 5.365� 10�3 et �5.493� 10�3, qui se trouvent à la couche centrale. Ainsi
φ̄ est la valeur moyenne de φ le long de champ magnétique.

Nous comparons ensuite des schémas numériques pour l’équation de conservation de
la masse. Dans la figure 3.15, on présente l’évolution de la densité du plasma sur la couche
centrale. On prend une taille de maillage 100� 100� 41. On observe que l’algorithme 3.3
est très diffusif induisant que beaucoup de petites structures d’évolution de la densité du
plasma sont omises. Les algorithmes 3.5 et 3.6 sont les schémas d’ordre élevé, ainsi ils
préservent plus de petites structures de sous-densité par rapport à l’algorithme 3.3. Si
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Figure 3.13 – Potentiel électrique du modèle Striation résolu par l’algorithme 3.1 avec
la taille de maillage pNα, Nβ, Nγq � p100, 100, 41q.
on raffine le maillage en pNα, Nβ, Nγq � p300, 300, 61q, on obtient encore plus de petites
structures de sous-densité (voir la figure 3.16). En considérant qu’on utilise le polynôme P2

pour construire l’algorithme 3.6 tandis que l’algorithme 3.5 est construit par le polynôme
P1, donc on utilise l’algorithme 3.6 dans la suite.

Maintenant, on compare les résultats numériques entre le modèle Striation et le modèle
Dynamo. On utilise encore le Tube1 avec la taille de maillage 100�100�41. Les résultats
numériques sont présentés dans les figures 3.17, 3.18 et 3.19. On observe un caractère
commun à ces deux modèles, c’est que la perturbation se propage aux couches initialement
non-perturbées (voir les colonnes au milieu des figures 3.17 et 3.18). Cependant, il existe
deux différences importantes :

– La perturbation de la bulle de sous-densité sur la couche centrale du modèle Dynamo
apparaît plus tôt que celle du modèle Striation (voir les colonnes à gauche des
figures 3.17 et 3.18). C’est parce que le potentiel φ sur la couche centrale du modèle
Dynamo est plus important que le potentiel φ̄ du modèle Striation. De plus le champ
de vitesse est calculé par ∇cKφ et ∇cKφ̄. Ainsi on observe que la bulle de sous-densité
du modèle Dynamo forme des striations en 80 minutes, tandis que pour celles du
modèle Striation, le phénomène apparaît en 4 heures.

– L’intensité de la perturbation dans les différentes couches du modèle Dynamo varie
sur toutes les couches, tandis que celle du modèle Striation est la même. C’est
parce que le potentiel du modèle Dynamo est en 3D, donc le champ de vitesse
perpendiculaire varie parmi toutes les couches. Cependant, le potentiel du modèle
Striation est le même dans toutes les couches, ainsi l’intensité de la perturbation dans
toutes les couches est identique (voir la figure 3.17). L’intensité de la perturbation
du modèle Dynamo devient de plus en plus faible de la couche centrale à la couche
externe (voir la figure 3.18).

Enfin, on présente l’évolution de la densité de ces deux modèles en 3D dans la figure 3.19.
On peut observer aussi les deux différences importantes dans les deux colonnes de cette
figure.
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couche externe

couche médiane

couche centrale

(a) Potentiel électrique

(b) Couche centrale (c) Couche médiane (d) Couche externe

Figure 3.14 – Potentiel électrique du modèle Dynamo résolu par la méthode d’éléments
finis avec la taille de maillage pNα, Nβ, Nγq � p100, 100, 41q.
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(a) t=2 heure (b) t=2 heure (c) t=2 heure

(d) t=4 heures (e) t=4 heures (f) t=4 heures

(g) t=6 heures (h) t=6 heures (i) t=6 heures

(j) t=8 heures (k) t=8 heures (l) t=8 heures

Figure 3.15 – Comparaison des schémas numériques de l’équation de conservation de la
masse dans le Tube1 avec la taille de maillage 100�100�41. On utilise le Tube1 et compare
l’évolution de la densité sur la couche centrale. Colonne à gauche : l’algorithme 3.3 ;
Colonne au milieu : l’algorithme 3.5 ; Colonne à droite : l’algorithme 3.6.
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(a) t=2.7 heure (b) t=2.7 heure

(c) t=5.4 heure (d) t=5.4 heures

(e) t=8 heures (f) t=8 heures

Figure 3.16 – Évolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modèle
Striation dans la couche centrale du Tube1 avec la taille de maillage 300 � 300 � 61.
Colonne à gauche : l’algorithme 3.5 ; Colonne à droite : l’algorithme 3.6.
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(a) t=1 heure (b) t=1 heure (c) t=1 heure

(d) t=2 heures (e) t=2 heures (f) t=2 heures

(g) t=3 heures (h) t=3 heures (i) t=3 heures

(j) t=4 heures (k) t=4 heures (l) t=4 heures

Figure 3.17 – Évolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modèle
Striation dans le Tube1 avec la taille de maillage 100 � 100 � 41. Colonne à gauche : la
couche centrale ; Colonne au milieu : la couche médiane ; Colonne à droite : la couche
externe.
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(a) t=20 min (b) t=20 min (c) t=20 min

(d) t=40 min (e) t=40 min (f) t=40 min

(g) t=60 min (h) t=60 min (i) t=60 min

(j) t=80 min (k) t=80 min (l) t=80 min

Figure 3.18 – Évolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modèle
Dynamo dans le Tube1 avec la taille de maillage 100 � 100 � 41. Colonne à gauche : la
couche centrale ; Colonne au milieu : la couche médiane ; Colonne à droite : la couche
externe.
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(a) t=1 heure (b) t=20 min

(c) t=2 heures (d) t=40 min

(e) t=3 heures (f) t=60 min

(g) t=4 heures (h) t=80 min

Figure 3.19 – Évolution de la bulle de sous-densité du plasma dans le Tube1 avec la taille
de maillage 100� 100� 41. Colonne à gauche : le modèle Striation ; Colonne à droite : le
modèle Dynamo.
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Cas test avec Tube2

Maintenant on répète les simulations précédentes en utilisant le Tube2. Les résultats
numériques sont présentés dans les figures 3.20, 3.21 et 3.22. On observe encore les deux
différences entre le modèle Dynamo et le modèle Striation que dans le cas test avec
Tube1. Cependant notons que la bulle de sous-densité est striée en 16 heures pour le
modèle Striation et en 4 heures pour le modèle Dynamo. C’est à dire que la striation de
la bulle apparaît plus tard par rapport au cas test Tube1. Ce qui peut être expliqué par
la variation d’accélération de la pesanteur en altitude. En effet, la bulle est striée par la
force de gravité, qui décroît en fonction de l’altitude. Dans le cas test avec Tube2, la bulle
de sous-densité se trouve initialement à 700 km où l’accélération de la pesanteur est égale
7 m/s, tandis que dans le cas test avec Tube1, la bulle de sous-densité se trouve à 300
km où l’accélération de la pesanteur est égale 9 m/s. Ainsi on observe le phénomène de
striation plus tard dans le cas test avec Tube2.

3.6.2 Expériences numériques de Cas2

Dans le deuxième cas test, on considère la bulle de sur-densité striée par la force
de friction d’ions et de particule neutre �νimipui � unq. Notons que cette force dépend
fortement en la fréquence de collision νi. C’est à dire que dans la basse altitude cette force
est importante, tandis que dans la haute altitude elle est très faible (voir la figure 3.6(c)).

La fréquence de collision multipliée par la densité du plasma ρν est aussi très faible
dans la haute altitude par rapport à celle dans la basse altitude (voir la figure 3.23(a)).
En traçant ρν le long du champ magnétique dans les Tube1 et Tube2, on observe que ρν
est très faible dans la couche centrale du Tube2 (voir la figure 3.23(b)). Puis on dessine ρν
respectivement dans les Tube1 et Tube2 (voir les figures 3.23(c) et 3.23(d)). On observe
que ρν à la couche centrale est plus faible qu’aux couches externes dans la figure 3.23(c).
Dans la figure 3.23(d), on ne voit plus la bulle de sur-densité. Donc l’effet de striation
dans le Tube2 est très faible, et on ne fait la simulation que dans le Tube1. De plus, en
intégrant ρν le long de champ magnétique, la valeur de ρν correspondante à la bulle de
sur-densité est encore plus faible rapport à celle de environnement. C’est à dire que l’effet
de striation est aussi très faible en utilisant le modèle Striation. Ainsi on utilise le modèle
Dynamo pour le Cas2.

Les résultats numériques sont présentés dans les figures 3.24, 3.25. On observe que
le profil de la bulle en face du vent neutre est stable et celui en opposition est instable.
On voit aussi que la perturbation se propage aux couches initialement non-perturbées.
Notons que le phénomène de striation apparaît en 40 minutes. Ceci s’explique par le fait
que la force de friction est plus importante que la gravité dans le Tube1.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons procédé à la réécriture des modèle Dynamo et Striation
dans le système des Potentiels d’Euler. Les modèle Dynamo et Striation s’expriment
comme le couplage entre une équation de conservation de la masse pour la densité du
plasma et une équation elliptique pour le potentiel électrique. L’équation elliptique du
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3.7. Conclusion

(a) t=4 heure (b) t=4 heure (c) t=4 heure

(d) t=8 heures (e) t=8 heures (f) t=8 heures

(g) t=12 heures (h) t=12 heures (i) t=12 heures

(j) t=16 heures (k) t=16 heures (l) t=16 heures

Figure 3.20 – Évolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modèle
Striation dans le Tube2 avec la taille de maillage 100 � 100 � 41. Colonne à gauche : la
couche centrale ; Colonne au milieu : la couche médiane ; Colonne à droite : la couche
externe.
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(a) t=1 heure (b) t=1 heure (c) t=1 heure

(d) t=2 heures (e) t=2 heures (f) t=2 heures

(g) t=3 heures (h) t=3 heures (i) t=3 heures

(j) t=4 heures (k) t=4 heures (l) t=4 heures

Figure 3.21 – Évolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modèle
Dynamo dans le Tube2 avec la taille de maillage 100 � 100 � 41. Colonne à gauche : la
couche centrale ; Colonne au milieu : la couche médiane ; Colonne à droite : la couche
externe.
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(a) t=4 heure (b) t=1 heure

(c) t=8 heure (d) t=2 heures

(e) t=12 heures (f) t=3 heures

(g) t=16 heures (h) t=4 heures

Figure 3.22 – Évolution de la bulle de sous-densité du plasma dans le Tube2 avec la taille
de maillage 100� 100� 41. Colonne à gauche : le modèle Striation ; Colonne à droite : le
modèle Dynamo.
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Figure 3.23 – La quantité ρν du modèle IRI. On trace ρν en altitude et en latitude dans
(a) et (b). (c) et (d) présentent ρν dans le Tube1 et le Tube2 en présence une bulle de
sur-densité du plasma.
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(a) t=10 min (b) t=10 min (c) t=10 min

(d) t=20 min (e) t=20 min (f) t=20 min

(g) t=30 min (h) t=30 min (i) t=30 min

(j) t=40 min (k) t=40 min (l) t=40 min

Figure 3.24 – Évolution de la bulle de sur-densité du plasma en utilisant le modèle
Dynamo dans le Tube1 avec la taille de maillage 100 � 100 � 41. Colonne à gauche : la
couche centrale ; Colonne au milieu : la couche médiane ; Colonne à droite : la couche
externe.
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(a) t=10 min (b) t=20 min

(c) t=30 min (d) t=40 min

Figure 3.25 – Évolution de la bulle de sur-densité du plasma dans un maillage non-
uniforme 100 � 100 � 41. Colonne à gauche : le modèle Striation ; Colonne à droite : le
modèle Dynamo.
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modèle Dynamo est anisotrope, ainsi on a appliqué le schéma préservant l’asymptotique
développé dans le chapitre 2, puis on l’a discrétisé par une méthode d’éléments finis de type
Q1. Pour discrétiser l’équation de conservation de la masse, on a développé respectivement
un schéma upwind 3D, un schéma de résolution haute d’ordre 2 et un schéma d’ordre
élevé basé sur la reconstruction du polynôme P2. Pour les simulations, on suppose que le
gradient de la pression contrebalance l’effet de la gravité dans la direction alignée de champ
magnétique et néglige le terme du gradient de la pression dans le plan perpendiculaire
du champ magnétique. Ensuite, on simule la striation effectuant par le veut neutre et la
gravité respectivement. On observe un caractère commun des modèle Striation et modèle
Dynamo, c’est que la perturbation se propage aux couches initialement non-perturbées.
Deux différences importantes entre les deux modèles sont : le phénomène de striation
du modèle Dynamo apparaît plus tôt que dans le modèle Striation et l’intensité de la
perturbation dans les différentes couches du modèle Dynamo varie sur toutes les couches,
tandis que celle du modèle Striation est invariante pour toutes les couches. Ainsi on conclut
que le modèle Dynamo nous donne des résultats plus réalistes que le modèle Striation.

3.8 Annexe : Méthode d’éléments finis de type Q1

3.8.1 Méthode d’éléments finis de type Q1 en 2D

Dans cette sous-section, on rappelle la méthode d’éléments finis de type Q1 en 2D. On
considère un problème elliptique défini sur un domaine rectangulaire Ω � Ωα � Ωβ muni
de conditions aux limites de Dirichlet homogènes" �∇K � pA∇Kφq � f, dansΩ,

φ � 0, sur BΩ, (3.101)

où A est une matrice à coefficients dans L8pΩq et f P L8pΩq. La formulation variationnelle
associée est : Trouver φ P H1

0
pΩq , telle que»

Ω

A∇φ �∇ψdσ � »
Ω

fψdσ, �ψ P H1

0
pΩq, (3.102)

où ∇ � pBα, BβqT , dσ est l’élément de surface infinitésimal. Nous notons la forme bilinéaire

apφ, ψq � »
Ω

A∇φ �∇ψdσ et la forme linéaire lpψq � »
Ω

fψdσ.

Définissons un espace discret Wh P H1
0
pΩq engendré par une base de fonctions twipxqu, �x P

Ω. Le nombre de fonctions de base dans l’approximation des éléments finis Q1 est égal au
nombre de nœuds du domaine où sont situées les inconnues. Ainsi, toute fonction φh PWh

s’écrit
φhpxq �

i̧

φh
i wipxq, (3.103)

où φh
i sont les variables nodales.

Par conséquent, le problème revient à trouver φh PWh telle que :

apφh, ψq � lpψq, �ψ PWh. (3.104)
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élément de référence élément réel

Figure 3.26 – Transformation géométrique

En injectant (3.103) dans (3.104) et en remplaçant successivement ψ par wjpxq, on obtient
un système linéaire

AΦ � L, (3.105)

où les termes Aij, qui représentent l’interaction entre deux degrés de liberté i et j,
sont construits en “assemblant” les contributions provenant de chacun des éléments qui
contiennent les nœuds correspondants. On procède de la même façon pour construire le
vecteur L. Φ est le vecteur d’inconnue, telle que Φ � tφh

i u.
Pour le calcul de chaque terme Aij , on se ramène à un élément de référence simple à

partir duquel on peut générer tous les éléments d’une même famille par une transformation
géométrique. Les termes Aij sont alors calculés sur cet élément générique noté Ωr, et
le transport des grandeurs sur l’élément réel Ωe est effectué grâce à la transformation
géométrique F (voir la figure 3.26).

On définit l’élément de référence carré avec les sommets a1 � p�1,�1q, a2 � p1,�1q,
a3 � p1, 1q et a4 � p�1, 1q. Les sommets de l’élément réel s’obtiennent via la transforma-
tion F , i.e. Ai � F paiq, i � 1, . . . , 4. On définit quatre fonctions de forme associées aux
sommets :

N1pξq � 1

4
p1� ξ1qp1� ξ2q,

N2pξq � 1

4
p1� ξ1qp1� ξ2q,

N3pξq � 1

4
p1� ξ1qp1� ξ2q,

N4pξq � 1

4
p1� ξ1qp1� ξ2q. (3.106)

Ainsi, un point dans l’élément réel peut être exprimé par les coordonnées

α � α1N1 � α2N2 � α3N3 � α4N4,

β � β1N1 � β2N2 � β3N3 � β4N4.
(3.107)
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La jacobienne de la transformation est donnée par la matrice

J � �� α
ξ1

β

ξ1

α
ξ2

β

ξ2

�
� 1

4

�p1� ξ2qpα2 � α1q � p1� ξ2qpα3 � α4q p1� ξ2qpβ2 � β1q � p1� ξ2qpβ3 � β4qp1� ξ1qpα4 � α1q � p1� ξ1qpα3 � α2q p1� ξ1qpβ4 � β1q � p1� ξ1qpβ3 � β2q� .

Son déterminant et son inverse sont donnés immédiatement par

detJ � α

ξ1

β

ξ2
� α

ξ2

β

ξ1
, (3.108)

J
�1 � 1

detJ

�
β

ξ2
� β

ξ1� α
ξ2

α
ξ1

�
. (3.109)

Les termes élémentaires à calculer sont de la forme»
Ωe

f

�
upxq, BpupxqqBx , . . .



dσ. (3.110)

Trois types d’opérations sont à effectuer :
– La transformation des dérivées s’effectue grâce à la matrice jacobienne J par :BpupxqqBx � Bp°4

i�1
uiN̂ipxqqBx � 4

i̧�1

ui
BN̂ipxqBx � J

�1

4

i̧�1

ui
BNipξqBξ , (3.111)

où N̂pxq � F pNipξqq.
– Le passage à l’intégration sur l’élément de référence s’effectue en multipliant l’inté-

grante par la valeur absolue du jacobien :»
Ωe

fpupxqqdx � »
Ωe

fpupF pξqqq|detJ|dξ. (3.112)

– La réalisation numérique de cette intégration est réalisée par une formule de quadra-
ture. L’approximation de l’intégrale est donnée sous forme d’une somme pondérée
des valeurs de l’intégrante en un certain nombre de points de l’élément appelés
points d’intégration : »

Ωr

gpξqdξ �
ℓ̧

wℓgpξℓq. (3.113)

En utilisant les relations précédentes dans (3.104), on a les relations suivantes pour les
termes élémentaires

Ae
ij � »

Ωe

Apxq∇
x
Nipxq �∇x

Njpxqdω� »
Ωr

ApξqJ�1∇ξNipξq � J�1∇ξNjpξq|detJ|dξ1dξ2�
ℓ̧

wℓApξℓqJ�1∇ξNipξℓq � J�1∇ξNjpξℓq|detJ|, (3.114)
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Le
j � »

Ωe

Jnpxq �∇x
Njpxqdω� »

Ωr

Jnpξq � J�1∇ξNjpξq|detJ|dξ1dξ2�
ℓ̧

wℓJnpξℓq � J�1∇ξNjpξℓq|detJ|. (3.115)

On réalise l’assemblage globale des matrices A et L en utilisant pour chaque terme AIJ

et LJ les termes Ae
ij et Le

j correspondant dans les matrices et vecteurs élémentaires Ae et
Le. Une fois le système linéaire déterminé, on le résout par un solveur direct ou itératif.

3.8.2 Méthode d’éléments finis type Q1 en 3D

La méthode d’éléments finis de type Q1 en 3D est analogue que celle en 2D. Nous ne
présentons ici que la transformation géométrique. En définissant l’élément de référence
cubique avec les sommets a1 � p�1,�1,�1q, a2 � p1,�1,�1q, a3 � p�1, 1,�1q, a4 �p1, 1,�1q, a5 � p�1,�1, 1q, a6 � p1,�1, 1q, a7 � p�1, 1, 1q, a8 � p1, 1, 1q, on peut alors
introduit huit fonctions de forme associées aux sommets :

N1pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q,

N2pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q,

N3pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q,

N4pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q,

N5pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q,

N6pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q,

N7pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q,

N8pξq � 1

8
p1� ξ1qp1� ξ2qp1� ξ3q.

(3.116)

Ainsi un point d’élément réel peut être exprimé comme

α � α1N1 � α2N2 � α3N3 � α4N4 � α5N5 � α6N6 � α7N7 � α8N8,

β � β1N1 � β2N2 � β3N3 � β4N4 � β5N5 � β6N6 � β7N7 � β8N8,

γ � γ1N1 � γ2N2 � γ3N3 � γ4N4 � γ5N5 � γ6N6 � γ7N7 � γ8N8.

(3.117)

Avec cette transformation géométrique, on détermine la jacobienne de la transformation

J � ����� α
ξ1

β

ξ1

γ

ξ1

α
ξ2

β

ξ2

γ

ξ2

α
ξ3

β

ξ3

γ

ξ3

�ÆÆÆ
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et l’inverse de la jacobienne

J
�1 � 1

detJ

����� β

ξ2

γ

ξ3
� γ

ξ2

β

ξ3
� α

ξ2

γ

ξ3
� γ

ξ2

α
ξ3

α
ξ2

β

ξ3
� β

ξ2

α
ξ3� β

ξ1

γ

ξ3
� γ

ξ1

β

ξ3

α
ξ1

γ

ξ3
� γ

ξ1

α
ξ3

� α
ξ1

β

ξ3
� β

ξ1

α
ξ3

β

ξ1

γ

ξ2
� γ

ξ1

β

ξ2
� α

ξ1

γ

ξ2
� γ

ξ1

α
ξ2

α
ξ1

β

ξ2
� β

ξ1

α
ξ2

�ÆÆÆ
. (3.118)
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Chapitre 4

Irrégularités du plasma ionosphérique

terrestre : prise en compte du gradient

de pression

4.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons développé des schémas numériques pour les modèles
Striation et Dynamo dans le système des potentiels d’Euler. Nous avons considéré que la
gravité contrebalance l’effet du gradient de pression dans la direction alignée au champ
magnétique. Ainsi nous avons négligé le gradient de pression et supprimé la composante
de la gravité dans la direction alignée au champ magnétique.

Cependant, l’effet du gradient de pression est important dans la haute altitude de
l’ionosphère [53]. En effet, la collision entre les particules chargées et les neutres est très
faible dans la haute altitude, ainsi le déplacement du plasma est libre. Toutefois, la collision
entre les particules chargées et les neutres est importante dans la basse altitude, limitant
de fait le déplacement du plasma dans cette région. On fait l’hypothèse que le plasma
est un gaz parfait, donc la pression peut être approchée par la relation p � ∇pρT q. Une
donnée initiale sous la forme d’une bulle de sous-densité du plasma située à l’origine
dans la basse ionosphère montera vers la haute ionosphère en subissant des striations par
l’effet de la dérive en E � B. Dès que la bulle entre dans la haute ionosphère, elle est
immédiatement écrasée par l’effet du gradient de la pression.

On considère tout d’abord dans ce chapitre le modèle Striation, qui se décompose en
une équation d’advection-diffusion pour la densité du plasma et une équation elliptique
pour le potentiel. On peut résoudre l’équation elliptique par l’algorithme 3.1 développé
dans le chapitre précédent. On est cependant amené à résoudre l’équation d’advection-
diffusion par un schéma implicite pour éviter une trop forte limitation sur le pas de
temps pour des schémas explicites. Pour simplifier le problème, on considère un domaine
de calcul cartésien dans le système des potentiels d’Euler. En appliquant la méthode de
splitting dimensionnel, on obtient des équations de conservation de la masse en 1D dans les
directions α et β, et une équation d’advection-diffusion en 1D dans la direction γ (direction
alignée au champ magnétique). On peut résoudre les équations de conservation de la masse
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en 1D par des schémas développés dans le chapitre précédent, par exemple l’algorithme 3.4.
Pour résoudre l’équation d’advection-diffusion en 1D, on développe des schémas implicites
de telle manière que le pas de temps ne dépende pas du terme de diffusion. On peut utiliser
soit la méthode de splitting de Lie et puis discrétiser explicitement le terme d’advection
et implicitement le terme de diffusion, soit un schéma implicite complet.

Le modèle Dynamo consiste en une équation elliptique en 3D couplée à une équation
d’advection-diffusion en 3D. On peut développer des schémas analogues pour le modèle
Dynamo. Cependant ce modèle ne peut pas reproduire l’évolution du plasma perturbé dû
à la grande différence des échelles des mobilités transverses et alignée des particules. Une
solution possible est de préparer la donnée initiale pour que les forces appliquées soient
petites et les vitesses alignées soient comparables aux vitesses transverses.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 4.2, on présente les modèles io-
nosphériques prenant en compte le gradient de pression. Dans la section 4.3, on développe
des schémas numérique pour les modèles Striation et Dynamo respectivement. Enfin, on
présente les évolutions du plasma pour le modèle Striation et les difficultés du modèle
Dynamo dans la section 4.4 .

4.2 Modèles ionosphériques prenant en compte du gra-

dient de pression

Dans cette section, nous présentons des modèles ionosphériques prenant en compte le
gradient de pression. Pour simplifier les schémas numériques, nous considérons un domaine
de calcul cartésien Ω � Ωα � Ωβ � Ωγ dans le système des Potentiels d’Euler (voir la
figure 4.1(a)), où Ωα � rαmin, αmaxs, Ωβ � rβmin, βmaxs, Ωγ � rγmin, γmaxs. Le domaine est
toujours défini par les paramètres Hh, Hl et Hw du chapitre précédent, à l’exception de
He qui désigne l’altitude dans les couches externes la plus proche de la terre. De plus, on
ne considère qu’une bulle de sous-densité du plasma perturbée par la gravité et omettons
l’effet du vent neutre.
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Terre

He

He

Hl

Hh

(a)

couche externe couche médiane

couche centrale

Hw

(b)

Figure 4.1 – Description du tube de champ magnétique.

4.2.1 Modèle Dynamo prenant en compte du gradient de la pres-
sion

En omettant le vent neutre dans le modèle Dynamo (3.17), on aBρBt �∇ � pρuiq � 0, (4.1a)

E � ui �B � κ

�
νiui � ζg � η

∇pρT q
ρ

�
, (4.1b)

E � ue �B � �κ �νeue � η
∇pρT q
ρ

�
, (4.1c)

∇ � E � 0, (4.1d)

∇ � j � 0, (4.1e)

κj � ρpui � ueq. (4.1f)

Nous ensuite écrivons le modèle Dynamo (4.1) dans le système des Potentiels d’Euler
suivant :
une équation elliptique en 3D �∇

c � pA∇
cφq � �∇c � Jn, (4.2)

où

A � ��A �D 0

D B 0

0 0 C

�
, (4.3)
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Jn � ��jnαjnβ
jnγ

�
, (4.4)

avec les composantes

A � ρpνiµH
i � νiµ

H
e q

r2 sin2 ϕ|B|3 , B � ρpνiµH
i � νeµ

H
e qr2 sin2 ϕ|B| ,

C � ρ

κ
pµ‖

e � µ
‖
i q, D � ρpνiµP

i � νeµ
p
eq|B|2 ,

(4.5)

et

jnα � ρ

r sinϕ|B|3 pκζνiµP
i gβ � ζgβq � 2η

1|B|2BβpρT q�pνiµH
i � νeµ

H
e q

r2 sin2 ϕ|B|3 κηBαpρT q � pνiµp
i � νeµ

P
e qκη 1|B|2BβpρT q, (4.6a)

jnβ � r sinϕρ|B|2 pκζνiµH
i gβq � 2η

1|B|2BαpρT q�pνiµP
i � νeµ

P
e qκη 1|B|2BαpρT q � pνiµH

i � νeµ
H
e qκηr2 sin2 ϕ

1|B|BβpρT q,(4.6b)

jnγ � 1|B|ρζgγµ‖
i � ηBγpρT qpµ‖

i � µ‖
eq. (4.6c)

couplée à une équation d’advection-diffusion en 3DBwBt �∇c � pvwq �∇c � pM∇cpρT qq � 0, (4.7)

où v � pvα, vβ, vγq avec

vα � 1

r sinϕ

�� µP
i

r sinϕ

BφBα � µH
i

��r sinϕ|B|BφBβ � κζgβ




, (4.8a)

vβ � r sinϕ|B|�� µH
i

r sinϕ
� BφBα � µP

i

��r sinϕ|B|BφBβ � κζgβ




, (4.8b)

vγ � |B|�µ‖
i

��|B|BφBγ � κζgγ




, (4.8c)

M � ��Ma �Md 0

Md Mb 0

0 0 Mc

�
, (4.9)

avec les composantes Ma � κη
µP
i

r2 sin2 ϕ|B|2 , Mb � κηr2 sin2 ϕµP
i , µ‖

iκη, Md � κη
µH
i|B| .
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4.2.2 Modèle Striation prenant en compte le gradient de la pres-
sion

En passant la limite κÑ 0 dans le modèle Dynamo (4.1), on obtient le modèle Striation
suivant BρBt �∇ � pρuq � 0, (4.10a)

j �B � νρu � ζρg � 2η∇pρT q, (4.10b)

E � u�B � 0, (4.10c)

∇� E � 0, (4.10d)

∇ � j � 0, (4.10e)

où ν � νi� νe. De la même manière que dans la sous-section 3.2.4, on peut réécrire (4.10)
dans le système des Potentiels d’Euler. Cependant l’hypothèse que le courant j s’annule
sur les couches externes n’est plus valable, car les couches externes ne s’étendent plus à
l’atmosphère neutre.

Notons le fait qu’un courant électrique est un déplacement d’ensemble de porteurs de
charge électrique. En supposant que le plasma ambiant est initialement stationnaire et
en notant que la bulle de sous-densité du plasma monte dans la direction perpendiculaire
aux lignes de champ magnétique, alors le courant est beaucoup plus faible au niveau
des couches externes que celui de la couche centrale. Ainsi on peut encore supposer que
le courant s’annule au niveau des couches externes. Sous cette hypothèse, on obtient le
modèle Striation suivant :
une équation d’advection-diffusion en dimension troisBwBt �∇c � pvwq � BγpmγBγpρT qq � 0, (4.11a)

où w � ρ|B|2 , avec les composants de la vitesse

vα � Bφ̄Bβ , vβ � �Bφ̄Bα, vγ � |B|ζ
ν
gγ, mγ � 2η

ν|B| , (4.11b)

couplée à une équation elliptique en dimension deux�∇
cKpAK∇cKφ̄q � �∇cKJnK (4.11c)

où AK � �
Aα 0

0 Aβ



, JnK � �

Jnα
Jnβ



,
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avec des coefficients Aα, Aβ, Jnα, Jnβ définis respectivement par

Aα � » γmax

γmin

ρν
1

r2 sin2 ϕ|B|4dγ,
Aβ � » γmax

γmin

ρν
r2 sin2 ϕ|B|2 dγ,

Jnα � � » γmax

γmin

pρζgβ � 2ηr sinϕ|B|BβpρT qq 1

r sinϕ|B|3dγ,
Jnβ � » γmax

γmin

�
ρζgα � 2η

r sinϕ
BαpρT q
 r sinϕ|B|2 dγ.

4.3 Schémas numériques

Avant de discrétiser les modèles ionosphériques, nous donnons une partition du do-
maine Ω. Pour cela on utilise à nouveau les mêmes notations que dans le chapitre pré-
cédent. La partition des intervalles Ωα et Ωβ est la même que dans la section 3.3.2. On
subdivise Ωγ par

γmin � γ1{2   γ1   γ3{2   � � � γk�1{2   γk   γk�1{2   � � � γNγ�1{2   γNγ
  γNγ�1{2 � γmax.

Nous définissons aussi les pas d’espace dans la direction γ suivants ∆γk � γk�1{2 �
γk�1{2, k P K1, ∆γk�1{2 � γk � γk�1, k P K3. La densité ρ est définie au centre de la
cellule Si,j,k et le potentiel φ est défini aux sommets de la cellule Si,j,k.

4.3.1 Discrétisation du modèle Striation

Calcul du potentiel électrique du modèle Striation

En imposant les conditions aux limites de Dirichlet pour l’équation elliptique (4.11c),
on a # �∇cKpAK∇cKφ̄q � �∇cKJnK, dansΩK,

φ̄ � 0, sur BΩα � Ωβ Y Ωα � BΩβ,
(4.12)

On utilise (3.43) pour discrétiser (4.12). Les coefficients Aα, Aβ , Jnα et jnβ sont approchés
par

Aα,i,j�1{2 � Nγ

ķ�1

�
ρi,j�1{2,k » γk�1{2

γk�1{2 ν

r2 sin2 ϕ|B|4dγ�
i,j�1{2 , pi, jq P I1 � J2, (4.13a)

Aβ,i�1{2,j � Nγ

ķ�1

�
ρi�1{2,j,k » γk�1{2

γk�1{2 νr2 sin2 ϕ|B|2 dγ

�
i�1{2,j , pi, jq P I2 � J1, (4.13b)
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Jnα,i,j�1{2 � � Nγ

ķ�1

�
ρ

» γk�1{2
γk�1{2 ζgβ

r sinϕ|B|3 � 2η|B|2 ρi,j,kTi,j,k � ρi,j�1,kTi,j�1,k

∆βj�1{2 dγ

�
i,j�1{2 ,pi, jq P I1 � J2, (4.13c)

Jnβ,i�1{2,j � Nγ

ķ�1

�
ρ

» γk�1{2
γk�1{2 ζgαr sinϕ|B|2 � 2η|B|2 ρi,j,kTi,j,k � ρi�1,j,kTi�1,j,k

∆αi�1{2 dγ

�
i�1{2,j ,pi, jq P I2 � J1, (4.13d)

où ρi,j�1{2,k et ρi�1{2,j,k sont définies dans (3.45). Alors l’équation (4.12) peut être résolue
par l’algorithme 3.1 avec les approximations de coefficients précédentes.

Calcul de la densité du modèle Striation

Pour résoudre l’équation d’advection-diffusion (3.39a), on note que le pas de temps
du schéma explicite est limité par la condition CFL. Pour cela, on développe des schémas
implicites dans cette sous-section.

On applique tout d’abord la méthode de splitting de Strang suivante :Btw � Bαpvαwq � 0, t P r0, 1
2
∆ts, (4.14)Btw � Bβpvβwq � 0, t P r0, 1

2
∆ts, (4.15)Btw � Bγpvγwq � BγpmγBγp|B|2Twqq � 0, t P r0,∆ts, (4.16)Btw � Bβpvβwq � 0, t P r0, 1

2
∆ts, (4.17)Btw � Bαpvαwq � 0, t P r0, 1

2
∆ts. (4.18)

On peut résoudre (4.14), (4.15), (4.17), (4.18) par les algorithmes 3.4 ou 3.6. Il reste à
résoudre (4.16). Notons que (4.16) est une équation d’advection-diffusion en 1D, on peut
déterminer immédiatement le schéma explicite suivant :

w̄n�1

i,j,k � w̄n
i,j,k � ∆t

∆γk
pHi,j,k�1{2 �Hi,j,k�1{2q�∆tmγ,i,j,k�1{2 |B|2i,j,k�1

Ti,j,k�1w̄
n
i,j,k�1

� |B|2i,j,kTi,j,kw̄n
i,j,k

∆γk�1{2∆γk�∆tmγ,i,j,k�1{2 |B|2i,j,kTi,j,kw̄n
i,j,k � |B|2i,j,k�1

Ti,j,k�1w̄
n
i,j,k�1

∆γk�1{2∆γk � 0,pi, j, kq P I1 � J1 �K1, (4.19)

où Hi,j,k�1{2 est le flux numérique défini par

Hi,j,k�1{2 � #
vi,j,k�1{2w̄i,j,k�1 � 1

2
vi,j,k�1{2p∆γk�1{2 � vi,j,k�1{2∆tqσk�1, si vi,j,k�1{2 ¡ 0,

vi,j,k�1{2w̄i,j,k � 1

2
vi,j,k�1{2p∆γk�1{2 � vi,j,k�1{2∆tqσk, si vi,j,k�1{2 ¤ 0,

(4.20)
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avec σk défini dans (3.62b). Pour les conditions aux limites, on suppose que w̄n
i,j,0 �

w̄0
i,j,1, pi, jq P I1 � J1 et w̄n

i,j,Nγ�1
� w̄0

i,j,Nγ
, pi, jq P I1 � J1. Enfin pour que le schéma

explicite soit stable, le pas de temps doit satisfaire la relation suivante

∆tn ¤ min

��� min
i

∆αi

max
i,j,k

pvα,i�1{2,j,kq , min
j

∆βj

max
i,j,k

pvβ,i,j�1{2,kq , �
min
k

∆γk

	2

max
i,j,k

p∆γkvγ,i,j,k�1{2 � 2pmγqi,j,k�1{2p|B|2T qi,j,kq�Æ
.
(4.21)

On résume le schéma explicite dans l’algorithme suivant :

Algorithme 4.1 calculer la densité en utilisant le schéma explicite
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
calculer le potentiel par l’algorithme 3.1 avec ρ � ρn.

Calcul de la densité ρ

∆tn � (4.21)
wn � ρn|B|2
calculer la densité dans la direction α :
discrétiser (4.14) et (4.18) par l’algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions β :
discrétise (4.15) et (4.17) par l’algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions γ :
discrétise (4.16) par (4.19)
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque

Dans le schéma (4.19), le pas de temps est d’ordre ∆γ2. On développe ensuite des
schémas implicites pour l’équation (4.16). On utilise deux méthode suivantes :

– on applique la méthode de splitting de Lie pour (4.19), puis on discrétise explicite-
ment l’équation d’advection et discrétise implicitement l’équation de diffusion ;

– on discrétise implicitement l’équation (4.19).
En appliquant la méthode de splitting de Lie, on obtientBtw � Bγpvγwq � 0, t P r0,∆ts, (4.22)Btw � BγpmγBγp|B|2Twqq � 0, t P r0,∆ts. (4.23)

On peut discrétiser encore (4.22) par l’algorithme 3.4 et discrétiser (4.23) par un schéma
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implicite suivant :

w̄n�1

i,j,k �∆tmγ,i,j,k�1{2 |B|2i,j,k�1
Ti,j,k�1w̄

n�1

i,j,k�1
� |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k

∆γk�1{2∆γk�∆tmγ,i,j,k�1{2 |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k � |B|2i,j,k�1
Ti,j,k�1w̄

n�1

i,j,k�1

∆γk�1{2∆γk � w̄n
i,j,k,pi, j, kq P I1 � J1 �K1, (4.24)

avec les conditions aux limites w̄n�1

i,j,0 � w̄0
i,j,1, pi, jq P I1 � J1 et w̄n�1

i,j,Nγ�1
� w̄0

i,j,Nγ
, pi, jq P

I1 � J1. Puis on peut écrire le schéma (4.24) sous la forme du système linéaire

Ai,jWi,j � Fi,j, pi, jq P I1 � J1, (4.25)

oùAi,j , Fi,j sont la matrice et le second membre correspondant à (4.24),Wi,j � tw̄n�1

i,j,1 , � � � , w̄n�1

i,j,Nγ
u.

Le pas de temps doit satisfaire

∆tn ¤ min

�� min
i

∆αi

max
i,j,k

pvα,i�1{2,j,kq , min
j

∆βj

max
i,j,k

pvβ,i,j�1{2,kq , min
k

∆γk

max
i,j,k

pvγ,i,j,k�1{2q�
. (4.26)

Notons que la matrice Ai,jp∆tq est une fonction du pas de temps, ainsi la matrice change
à chaque pas de temps. Notons aussi que la résolution du système linéaire est la partie la
plus coûteuse dans le calcul. Si le pas de temps du schéma numérique est invariant, on
alors peut stocker la décomposition LU de la matrice Ai,j et utiliser les matrices L et U
à chaque itération. On demande donc que le pas de temps du schéma numérique change
le moins souvent possible.

Nous utilisons l’astuce précédente de la manière suivante. A partir de la donné initiale,
on peut calculer un pas de temps ∆tnew par (4.26). Puis, par appel à PARDISO, on fait
la décomposition LU de Ai,j et pose ∆told � ∆tnew. Ensuite on met à jour la densité
du plasma et recalcule le pas de temps ∆tnew par (4.26). Si ∆tnew   ∆told, on refait la
décomposition LU et pose ∆told � ∆tnew ; sinon on garde ∆told. Cette procédure évite de
recalculer la décomposition LU à chaque pas de temps. On résume le schéma implicite-
explicte dans l’algorithme suivant :
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Algorithme 4.2 calculer la densité en utilisant le schéma implicite-explicite
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

∆told �inf
tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
calculer le potentiel par l’algorithme 3.1 avec ρ � ρn.

Calcul de la densité ρ

∆tnew � (4.26)
si ∆tnew � ∆told alors
∆tn � ∆tnew
décomposition LU de Ai,j, pi, jq P I1 � J1,

∆told � ∆tnew
sinon
∆tn � ∆told

finsi
wn � ρn|B|2
calculer la densité dans la direction α :
discrétiser (4.14) et (4.18) par l’algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions β :
discrétise (4.15) et (4.17) par l’algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions γ :
discrétise (4.22) par l’algorithme 3.4
discrétise (4.23) par (4.26)
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque

Enfin, on considère un schéma implicite complètement pour résoudre l’équation (4.16).
On utilise un schéma upwind implicite pour discrétiser le terme d’advection, alors ce
schéma s’écrit comme suit

w̄n�1

i,j,k � ∆t

∆γk
ppv�

i,j,k�1{2w̄n�1

i,j,k � v�
i,j,k�1{2w̄n�1

i,j,k�1
q � pv�

i,j,k�1{2w̄n�1

i,j,k�1
� v�

i,j,k�1{2w̄n�1

i,j,kqq�∆tmγ,i,j,k�1{2 |B|2i,j,k�1
Ti,j,k�1w̄

n�1

i,j,k�1
� |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k

∆γk�1{2∆γk�∆tmγ,i,j,k�1{2 |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k � |B|2i,j,k�1
Ti,j,k�1w̄

n�1

i,j,k�1

∆γk�1{2∆γk � w̄n
i,j,k,pi, j, kq P I1 � J1 �K1, (4.27)

On peut aussi écrire (4.27) sous la forme de système linéaire

Ai,jWi,j � Fi,j , pi, jq P I1 � J1, (4.28)

144



4.3. Schémas numériques

Le schéma (4.27) est inconditionnellement stable. Cependant, comme nous utilisons des
schémas explicites pour les équations de conservation de la masse dans les directions α
et β du modèle Striation, il existe une conditions de stabilité, le pas de temps devant
satisfaire la condition CFL suivante :

∆tn ¤ min

�� min
i

∆αi

max
i,j,k

pvα,i�1{2,j,kq , min
j

∆βj

max
i,j,k

pvβ,i,j�1{2,kq�
. (4.29)

Enfin, on résume ce schéma dans l’algorithme suivant :

Algorithme 4.3 calculer la densité en utilisant le schéma implicite complet pour (4.16)
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

∆told �inf
tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
calculer le potentiel par l’algorithme 3.1 avec ρ � ρn.

Calcul de la densité ρ

∆tnew � (4.29)
si ∆tnew � ∆told alors
∆tn � ∆tnew
décomposition LU de Ai,j, pi, jq P I1 � J1,

∆told � ∆tnew
sinon
∆tn � ∆told

finsi
wn � ρn|B|2
calculer la densité dans la direction α :
discrétiser (4.14) et (4.18) par l’algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions β :
discrétise (4.15) et (4.17) par l’algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions γ :
discrétise (4.16) par (4.27)
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque

4.3.2 Discrétisation du modèle Dynamo

Calcul du potentiel du modèle Dynamo

Notons que l’équation (4.2) est sous la même forme que l’équation (3.33d), ainsi on
peut écrire les mêmes formules variationnelles que (3.85) et (3.91). Puis on peut discrétiser
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les formules variationnelles par la méthodes d’éléments finis de type Q1. Cependant, le
gradient de la pression dans le second membre Jn n’est pas donné sous une forme explicite.
Nous présentons donc ici sa discrétisation.

Pour projeter le second membre Jn dans le sous-espace de dimension finie Vh, on a
besoin de calculer l’intégrale

³
Ω
Jn � ∇cψhdV , où ψh est une fonction test dans Vh. Puis

on écrit
³
Ω
Jn �∇cψhdV � °

i,j,k

³
Si,j,k

Jn �∇cψhdV . Donc on doit intégrer Jn �∇cψh dans
chaque maille Si,j,k. Pour approcher ∇cpρT q dans chaque maille, on utilise sa valeur au
centre de la maille, i.e. ∇cpρT qpα, β, γq � ∇cpρT qi,j,k, �pα, β, γq P Si,j,k. Plus précisément,
on écrit les approximations du gradient de la pression suivantes :BαpρT qi,j,k � pρT qi�1,j,k � pρT qi�1,j,k

2∆α
, pi, j, kq P p2, . . . , Nα � 1q � J1 �K1,BαpρT q1,j,k � pρT q2,j,k � pρT q1,j,k

∆α
, BαpρT qNα,j,k � pρT qNα,j,k � pρT qNα�1,j,k

∆α
,BβpρT qi,j,k � pρT qi,j�1,k � pρT qi,j�1,k

2∆β
, pi, j, kq P I1 � p2, . . . , Nβ � 1q �K1,BαpρT qi,1,k � pρT qi,2,k � pρT qj,1,k

∆β
, BβpρT qi,Nβ ,k � pρT qi,Nβ ,k � pρT qi,Nβ�1,k

∆β
,BγpρT qi,j,k � pρT qi,j,k�1 � pρT qi,j,k�1

2∆γ
, pi, j, kq P I1 � J1 � p2, . . . , Nγ � 1q,BγpρT qi,j,1 � pρT qi,j,2 � pρT qi,j,1

∆γ
, BγpρT qi,j,Nγ

� pρT qi,j,Nγ
� pρT qi,j,Nγ�1

∆γ
.

Calcul de la densité du modèle Dynamo

Pour discrétiser l’équation d’advection-diffusion (4.7), on applique la méthode de split-
ting suivante : BwBt �∇c � pvwq � 0, t P r0,∆ts, (4.30)BwBt �∇c � pM∇cpρT qq � 0, t P r0,∆ts. (4.31)

Pour résoudre l’équation (4.30), on reproduit les mêmes schémas que dans le chapitre
précédent. C’est à dire qu’on applique la méthode de splitting dimensionnel, pour ensuite
discrétiser les équations de conservation de la masse en 1D par l’algorithme 3.4. Pour
résoudre l’équation (4.31), on la développe d’abord comme :Btw � BαpMaBαpρT qq � BβMdBαpρT q � BβpMbBβpρT qq � BαMdBβpρT q � BγpMcBγpρT qq � 0.

(4.32)
En utilisant de nouveau la méthode de splitting dimensionnel, on obtientBtw � BαpMaBαpρT qq � BβMdBαpρT q � 0, t P r0,∆ts, (4.33)Btw � BβpMbBβpρT qq � BαMdBβpρT q � 0, t P r0,∆ts, (4.34)Btw � BγpMcBγpρT qq � 0, t P r0,∆ts. (4.35)
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On discrétise maintenant les équations (4.33), (4.34), (4.35) respectivement par

w̄n�1

i,j,k �∆tMa,i�1{2,j,k |B|2i�1,j,kTi�1,j,kw̄
n�1

i�1,j,k � |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k

∆αi�1{2∆αi�∆tMa,i�1{2,j,k |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k � |B|2i�1,j,kTi�1,j,kw̄
n�1

i�1,j,k

∆αi�1{2∆αi�Md,i,j�1{2,k �Md,i,j�1{2,k
∆βj

|B|2i�1,j,kTi�1,j,kw̄
n�1

i�1,j,k � |B|2i�1,j,kTi�1,j,kw̄
n�1

i�1,j,k

2∆αi

� w̄n
i,j,k,pi, j, kq P I1 � J1 �K1, (4.36)

w̄n�1

i,j,k �∆tMb,i,j�1{2,k |B|2i,j�1,kTi,j�1,kw̄
n�1

i,j�1,k � |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k

∆βj�1{2∆βi�∆tMb,i,j�1{2,k |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k � |B|2i,j�1,kTi,j�1,kw̄
n�1

i,j�1,k

∆βj�1{2∆βj�Md,i�1{2,j,k �Md,i�1{2,j,k
∆αi

|B|2i,j�1,kTi,j�1,kw̄
n�1

i,j�1,k � |B|2i,j�1,kTi,j�1,kw̄
n�1

i,j�1,k

2∆βj
� w̄n

i,j,k,pi, j, kq P I1 � J1 �K1, (4.37)

w̄n�1

i,j,k �∆tMc,i,j,k�1{2 |B|2i,j,k�1
Ti,j,k�1w̄

n�1

i,j,k�1
� |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k

∆γk�1{2∆γk�∆tMc,i,j,k�1{2 |B|2i,j,kTi,j,kw̄n�1

i,j,k � |B|2i,j,k�1
Ti,j,k�1w̄

n�1

i,j,k�1

∆γk�1{2∆γk � w̄n
i,j,k,pi, j, kq P I1 � J1 �K1. (4.38)

De plus, on prend les mêmes conditions aux limites que dans (3.53). Enfin, on résume les
discrétisation du modèle Dynamo dans l’algorithme suivant :
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Algorithme 4.4 calculer la densité en utilisant le schéma implicite-explicite
Donner la densité initiale ρ0, n � 0 et tn � 0

∆told �inf
tantque tn ¤ ttotal faire

Calcul du potentiel φ̄
écrire (3.33d) sous les formules variationnelles (3.85) et les discrétiser par la méthode
d’éléments finis de type Q1,
ou appliquer la méthode de préservant l’asymptotique (3.91) et la discrétiser par la
méthode d’éléments finis de type Q1.

Calcul de la densité ρ

∆tnew � (4.26)
si ∆tnew � ∆told alors
∆tn � ∆tnew
décomposition LU des systèmes linéaire correspondant aux sché-
mas (4.36), (4.37), (4.38)
∆told � ∆tnew

sinon
∆tn � ∆told

finsi
wn � ρn|B|2
résoudre l’équation (4.30) :
appliquer la méthode de splitting dimensionnel et discrétiser des équation de conser-
vation de la masse en 1D par l’algorithme 3.4
résoudre l’équation (4.31) :
utiliser de nouveau la méthode de splitting dimensionnel et discrétiser l’équa-
tions (4.33), (4.34), (4.35) respectivement par (4.36), (4.37), (4.38)
ρn�1 � wn�1|B|2
tn�1 � tn �∆tn

fin tantque

4.4 Expériences numériques

4.4.1 Résultats numériques du modèle Striation

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques du modèle Striation.
On considère un domaine de calcul avec les paramètres Hh � 850 km, Hl � 150 km,
He � 100 km et Hw � 200 km. Puis on impose une bulle de sous-densité du plasma à 350
km de l’altitude. La densité de la bulle est de deux ordres de grandeur plus petit que celle
du plasma ambiant. La bulle diminue exponentiellement dans la direction γ. On calcule
l’évolution du plasma par les algorithmes 4.1, 4.2 et 4.3. Le temps physique de simulation
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Algorithme 4.1 Algorithme 4.2 Algorithme 4.3
Temps CPU (heure) 134.2 4.3 6.2
Nombre d’itérations 34816 1587 992

Nombre de décomposition LU 283 975
Erreur relative 0.0203 0.0368

Table 4.1 – Comparaison entre les différents algorithmes. On compare le temps CPU, le
nombre d’itérations, le nombre de décomposition LU, et l’erreur relative entre le résultat
de l’algorithme 4.1 et celui des algorithmes 4.2 et 4.3 au temps physique t � 90 minutes.

est de 90 minutes.
Dans le tableau 4.1, on présente des différentes quantités du calcul de la simulation.

On observe que le temps CPU de l’algorithme 4.2 est le plus court, et celui de l’algo-
rithme 4.3 est 1.5 fois celui de l’algorithme 4.2. Le temps CPU de l’algorithme 4.1 n’est
pas acceptable, car il est 31 fois celui de l’algorithme 4.2. On peut obtenir un résultat
similaire en comparant le nombre d’itérations. Cependant, notons que le nombre d’itéra-
tions de l’algorithme 4.3 est plus petit que celui de l’algorithme 4.2, mais il prend plus de
temps CPU. Ceci est dû au grand nombre de décompositions LU. On voit que pour l’algo-
rithme 4.2 le pas de temps change 283 fois tandis que celui de l’algorithme 4.3 change 975
fois. Le calcul de décomposition LU étant très coûteux, le temps CPU de l’algorithme 4.3
est donc plus long. On prend le résultat numérique de l’algorithme 4.1 comme une solu-
tion de référence. Puis on compare les erreurs relatives entre les résultats numériques des
algorithmes 4.2, 4.3. Les résultats numériques des deux algorithmes approchent bien la
solution de référence.

On présente l’évolution du plasma dans les figures 4.2, 4.3, 4.4, 4.5. On observe que la
bulle de sous-densité monte de la basse altitude vers la haute altitude. La bulle est striée
à la basse altitude puis est écrasée dès qu’elle entre dans la haute altitude. On voit aussi
que dans la figure 4.4 que les couches initialement non-perturbées sont striées.

4.4.2 Difficultés du modèle Dynamo

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le modèle Dynamo est plus réaliste que
le modèle Striation. Malheureusement, en l’état, le modèle Dynamo prenant en compte le
gradient de pression ne permet pas de reproduire le phénomène de striations. Dans le mo-
dèle Dynamo, on peut définir deux échelles de temps distinctes : une très rapide associée à
la mobilité des particules le long des lignes de champ ; l’autre plus lente associée aux mo-
bilités perpendiculaires. Notons que la mobilité alignée est très grande comparativement
aux mobilités transverses (voir la figure 3.11).

Les termes de force (gravité et gradient de pression) alignés avec le champ magnétique
étant d’ordre un, le pas de temps du modèle numérique va être limité par l’évolution
des quantités alignées avec le champ magnétique. La dynamique du modèle Dynamo
conduit alors à la mise à l’équilibre du plasma dans la direction alignée de manière à
annuler les forces qui s’exercent le long des lignes de champ. Cette mise à l’équilibre étant
extrêmement rapide, la dynamique perpendiculaire n’a pas de temps de se développer sur
ces échelles de temps.

149



Chapitre 4. Irrégularités du plasma : prise en compte du gradient de pression

(a) t=0 min (b) t=18 min (c) t=36 min

(d) t=54 min (e) t=72 min (f) t=90 min

Figure 4.2 – Evolution de la bulle de sous-densité du plasma à la couche centrale en
utilisant le modèle Striation avec la taille de maillage 300� 300� 41.
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(a) t=0 min (b) t=18 min (c) t=36 min

(d) t=54 min (e) t=72 min (f) t=90 min

Figure 4.3 – Evolution de la bulle de sous-densité du plasma à la couche médiane en
utilisant le modèle Striation avec la taille de maillage 300� 300� 41.
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(a) t=0 min (b) t=18 min (c) t=36 min

(d) t=54 min (e) t=72 min (f) t=90 min

Figure 4.4 – Evolution de la bulle de sous-densité du plasma à la couche externe en
utilisant le modèle Striation avec la taille de maillage 300� 300� 41.
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(a) t=0 min (b) t=18 min

(c) t=36 min (d) t=54 min

(e) t=72 min (f) t=90 min

Figure 4.5 – Evolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modèle
Striation avec la taille de maillage 300� 300� 41.
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On peut également interpréter ces difficultés en analysant le potentiel résultant du mo-
dèle Dynamo avec prise en compte de la gravité et de la pression. Dans le chapitre 3, nous
avons supposé que la gravité dans la direction alignée au champ magnétique contrebalance
le gradient de pression. Cependant, avec l’environnement initial fourni par le modèle IRI,
ces deux forces, la gravité et le gradient de pression, ne se compensent pas dans la direc-
tion alignée au champ magnétique. Dans le second membre de l’équation elliptique (4.2)
∇c � Jn � Bαjnα � Bβjnβ � Bγjnγ , les composantes Bαjnα, Bβjnβ sont d’ordre 1 tandis queBγjnγ est d’ordre 1

κ2 . On a donc ∇c � Jn � Bγjnγ , le potentiel étant ainsi quasi indépen-
dant des forces perpendiculaires au champ magnétique. Dans la figure 4.6, on présente les
valeurs du second membre. On voit que Bαjnα � Bβjnβ est très petit devant ∇c � Jn. En
résolvant l’équation elliptique (4.2), on obtient le potentiel présenté dans la figure 4.6(c).
Si on suppose que Bγjnγ � 0 (ce qui est vrai si le gradient de pression équilibre la gravité
dans la direction alignée), on obtient un autre potentiel illustré dans la figure 4.6(d). Ces
deux potentiels sont totalement différents en structure et en magnitude. Le potentiel de
la figure 4.6(d) ressemble à celui de la figure 3.14 du chapitre précédent. Le potentiel dans
la figure 4.6(c) est quasi indépendant de la structure en forme de bulle de sous densité
du plasma, ceci impliquant que les vitesses du plasma dans le plan perpendiculaire sont
indépendantes de la présence de la bulle de sous-densité. Ceci explique la non formation
des striations du plasma ionosphérique. Dans le modèle Striation, le potentiel est indé-
pendant des forces (la gravité et le gradient de pression) alignées avec champ magnétique,
ainsi le potentiel du modèle Striation est lié à la bulle de sous-densité du plasma et donc
engendrent dans la basse altitude de l’ionosphère des striations.

Pour reproduire le phénomène de striations ionosphériques dans le cadre du modèle
Dynamo avec prise en compte du gradient de pression, il est nécessaire que la mise à
l’équilibre dans la direction alignée au champ magnétique soit déjà réalisée au moment où
l’on démarre la simulation. Cela signifie qu’il faut préparer convenablement le condition
initiale pour que le terme de force aligné au champ magnétique soit petit et que les
vitesses alignées soient comparables aux vitesses transverses. Cela demande de revoir
l’initialisation et en particulier la prise en compte d’un autre modèle d’ionosphère que
celui fourni par IRI. Ces modifications feront l’objet d’un travail ultérieur.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les modèles prenant en compte le gradient de pres-
sion. Ces modèles se traduisent par une équation elliptique pour le potentiel et une équa-
tion d’advection-diffusion pour la densité. Pour résoudre l’équation d’advection-diffusion,
un schéma explicite est limité par la condition CFL. Pour contourner cette difficulté, on a
développé des schémas implicite-explicite, explicite pour le terme d’advection et implicite
pour le terme de diffusion. En utilisant le modèle Striation, nous avons observé qu’une
bulle de sous-densité du plasma est perturbée par la gravité et elle est écrasée par la
force du gradient de pression. Cependant, le modèle Dynamo ne peut pas reproduire une
simulation similaire par cause d’une trop grande différence des échelles entre les mobilités
transverses et alignées de particules.
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(a) second membre (b) second membre

(c) potentiel (d) potentiel

Figure 4.6 – Effet des mobilités transverses et alignées pour le potentiel du modèle
Dynamo. Le domaine de calcul est défini par Hh � 650 km, Hl � 250 km, He � 100

km, Hw � 400 km. (a) est le second membre de l’équation (4.2) et (c) est le potentiel
calculé par cette équation. (b) le second membre en supposant que Bγjnγ � 0 et (d) est le
potentiel correspondant.
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4.6 Annexe : Résolution d’une équation d’advection-

diffusion en 1D

Dans cette section, nous étudions des schémas numériques pour une équation d’advection-
diffusion en 1D. On considère une équation d’advection-diffusion avec des conditions aux
limites périodiques suivante :# Btu� cBxu�DB2xxu � 0, x P r�1, 1s, t P r0,8q,

C.L. périodique
(4.39)

où c et D ¡ 0 sont des constantes. On utilise une partition uniforme suivante�1 � x1   � � �   xi   � � �   xN � 1,

où N est le nombre de la partition. Ainsi le pas d’espace est défini par ∆x � 2

N�1
.

Avec cette partition, on peut déterminer un schéma explicite de (4.39) suivant :

un�1

i � uni � ∆t

∆x
pFi�1{2 � Fi�1{2q � D∆t

∆x2
puni�1

� 2uni � uni�1
q � 0, (4.40)

avec le flux numérique

Fi�1{2 � #
cuni�1

� 1

2
cp∆x� c∆tqσi�1, si c ¡ 0,

cuni � 1

2
cp∆x� c∆tqσi, si c ¤ 0,

(4.41)

où σi est le limiteur Superbee défini par

σi � maxmodpσp1qi , σ
p2q
i q, (4.42a)

σ
p1q
i � maxmod

��
uni�1 � uni

∆x



, 2

�
uni � uni�1

∆x




, (4.42b)

σ
p2q
i � maxmod

�
2

�
uni�1

� uni
∆x



,

�
uni � uni�1

∆x




. (4.42c)

Le schéma (4.40) est stable si et seulement si le pas de temps satisfait la relation suivante :

∆t ¤ ∆x2

c∆x� 2D
. (4.43)

Le schéma (4.40) est limité par la condition CFL, ainsi on développe des schémas impli-
cites. Premièrement, on utilise la méthode de splitting de Lie comme suit :Btu� cBxu � 0, t P r0,∆ts, (4.44)Btu�DB2xxu � 0, t P r0,∆ts. (4.45)
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On discrétise explicitement (4.44) comme

un�1

i � uni � ∆t

∆x
pFi�1{2 � Fi�1{2q � 0, (4.46a)

où le flux numérique Fi�1{2 est défini dans (4.41). Puis on discrétise implicitement (4.45)
comme

un�1

i � uni � D∆t

∆x2
pun�1

i�1
� 2un�1

i � un�1

i�1
q � 0. (4.46b)

Le schéma (4.46) est stable si et seulement si le pas de temps satisfait la relation suivante

∆t ¤ ∆x

c
. (4.47)

Ensuite, on développe des schémas implicites complètement. On discrétise le terme d’ad-
vection par les schémas upwind, centré et Crank-Nicolson respectivement. Les trois sché-
mas sont présentés dans (4.48), (4.49), (4.50) :

un�1

i �uni � ∆t

∆x
ppc�un�1

i �c�un�1

i�1
q�pc�un�1

i�1
�c�un�1

i qq�D∆t

∆x2
pun�1

i�1
�2un�1

i �un�1

i�1
q � 0,

(4.48)

un�1

i � uni � c∆t

2∆x
pun�1

i�1
� un�1

i�1
q � D∆t

∆x2
pun�1

i�1
� 2un�1

i � un�1

i�1
q � 0, (4.49)

un�1

i �uni � c∆t

4∆x
pun�1

i�1
�un�1

i�1
q� c∆t

4∆x
puni�1

�uni�1
q�D∆t

∆x2
pun�1

i�1
�2un�1

i �un�1

i�1
q � 0. (4.50)

Les trois schémas sont inconditionnellement stable. On étudie maintenant la propriété
de TVD du schéma. En effet, supposons que c   0, on peut montrer d’abord que (4.39)
vérifie la propriété de TVD. Soit η est une fonction convexe, alors on a

d

dt

»
Ω

ηpuxqdx � »
Ω

η1puxqBtux dx� »
Ω

η1puxqp�cuxx �Duxxxqdx� �c »
Ω

pηpuxqqxdx�D

»
Ω

η2puxqu2xxdx� �D »
Ω

η2puqu2xxdx ¤ 0.

En prenant ηpuxq � a
ε� u2x et en appliquant le théorème de convergence dominée, on

obtient la relation suivante
d

dt

»
Ω

|ux|dx ¤ 0. (4.51)

Pour tout 0   t1 ¤ t2, on en déduit que»
Ω

|upt2, xq|dx ¤ »
Ω

|upt1, xq|dx. (4.52)
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Ensuite, on peut vérifier aussi que le schéma (4.48) a la propriété de TVD. En écri-
vant (4.48) par�

1� 2D∆t

∆x2
� c∆t

∆x



un�1

i � �
D∆t

∆x2
� c∆t

∆x



un�1

i�1
� D∆t

∆x2
un�1

i�1
� uni , (4.53)

on obtient�
1� 2D∆t

∆x2
� c∆t

∆x


 pun�1

i � un�1

i�1
q � �

D∆t

∆x2
� c∆t

∆x


 pun�1

i�1
� un�1

i q � D∆t

∆x2
pun�1

i�1
� un�1

i�2
q� puni � uni�1q. (4.54)

On déduit de (4.54) que�
1� 2D∆t

∆x2
� c∆t

∆x


 |un�1

i � un�1

i�1
|¤ �

D∆t

∆x2
� c∆t

∆x


 |un�1

i�1
� un�1

i | � D∆t

∆x2
|un�1

i�1
� un�1

i�2
| � |uni � uni�1

|. (4.55)

Avec les conditions aux limites périodiques, on définit un�1

0
� un�1

N�1
, un�1

N � un�1

1
. Enfin,

en faisant la somme de i entre 1 et N � 1, on obtient

N�1

i̧�1

|un�1

i � un�1

i�1
| ¤ N�1

i̧�1

|uni � uni�1
|. (4.56)

Ainsi (4.48) est un schéma TVD. Cependant les schémas (4.49), (4.50) n’ont pas cette
propriété.

Maintenant on teste les schémas numériques développés ci-dessus. On considère un
pic et un créneau comme la donnée initiale illustrée dans la figure 4.7. On calcule une
solution de référence par le schéma explicite avec N � 300. Puis on résout (4.39) par les
schémas (4.46), (4.48), (4.49), (4.50), et compare les résultats numériques avec la solution
de référence. On présente les résultats dans une période dans la figure 4.7. On prend
c � �1 tel que le flux propage de droite à gauche. On choisit d’abord D � 10�1, alors le
terme de diffusion est important (voir la colonne à gauche de la figure 4.7). Puis on prend
D � 10�10 tel que l’effet de diffusion est très faible.

Pour tester les schémas implicite, on prend N � 100. On observe dans la colonne à
gauche de la figure 4.7 que les schémas (4.46), (4.49), (4.50) peuvent bien approcher la
solution de référence. Le schéma (4.48) est d’ordre un en espace, ainsi son erreur relative
est très grande. Dans la colonne à droite, on voit que le schéma (4.46) donne le meilleur
résultat. Le schéma (4.48) est très diffusif et les schémas (4.49), (4.50) présentent des oscil-
lations. Dans le tableau 4.2, on résume les erreurs relatives entre les solutions approchées
et la solution de référence correspondant à la figure 4.7.
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(d) c � �1, D � 10�10

−1 −0.5 0 0.5 1
0.38

0.39

0.4

0.41

0.42

0.43

0.44

0.45

0.46

0.47

x axis

u

 

 

Centered scheme
reference solution

(e) c � �1, D � 10�1

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x axis

u

 

 

Centered scheme
reference solution

(f) c � �1, D � 10�10

−1 −0.5 0 0.5 1
0.38

0.39

0.4

0.41

0.42

0.43

0.44

0.45

0.46

0.47

x axis

u

 

 

Crank−Nicolson scheme
reference solution

(g) c � �1, D � 10�1

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x axis

u

 

 

Crank−Nicolson scheme
reference solution

(h) c � �1, D � 10�10

Figure 4.7 – Tests de l’équation d’advection-diffusion (4.39) après une période avec
différentes méthodes.
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Splitting Upwind Centré Crank-Nicolson
D � 10�1 0.0048 0.0111 0.0038 0.0041
D � 10�10 0.1280 0.4427 0.2168 0.2974

Table 4.2 – Erreur relative entre les solutions approchées et la solution de référence.
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Chapitre 5

Etude numérique d’une équation non

linéaire de la chaleur pour les plasmas 2

5.1 Introduction

La description et la simulation du transport, et plus particulièrement de la turbu-
lence de plasmas de bord en fusion magnétiquement confinée dans la région appelée SOL
("scrape of layer") d’un tokamak, est encore un des problèmes importants pour la produc-
tion d’énergie générée par fusion (ITER). La compréhension des phénomènes physiques
dans cette région du tokamak est fondamentale pour les performances de celui-ci. En par-
ticulier, les interactions plasmas-mur ainsi que les turbulences qui apparaissent ont un
impact important sur les propriétés de confinement du plasma. D’un point de vue nu-
mérique, une approximation précise de l’évolution du plasma dans la SOL est essentielle
puisque les flux d’énergie comme les flux de particules à la frontière sont utilisés en tant
que conditions limites pour le modèle mathématique décrivant l’évolution du plasma dans
le coeur du tokamak. Les propriétés physiques de ces deux régions (SOL et coeur) sont
assez différentes, de sorte que des modèles différents sont utilisés pour leur modélisation :
une approche gyrocinétique est utilisée pour la zone du coeur qui est peu collisionnelle et
une approche fluide pour la SOL qui est une région fortement collisionnelle.

On trouve dans la littérature actuelle [30, 51] une grande variété de modèles pour
la description de la SOL, modèles qui sont basés sur différentes hypothèses et qui ont
pour but de décrire différents phénomènes physiques. On s’intéresse ici à un modèle 3D
de tokamak (modèle TOKAM3D) présenté dans [50]. Le but de ce modèle est d’étudier
les instabilités qui apparaissent dans la région SOL, comme par exemple l’instabilité de
Kevin-Helmholtz ou encore les instabilités dues au gradient de température des électrons
(ETG) ou des ions (ITG), etc ...

Le modèle TOKAM3D est basé sur une description bi-fluide (ions, électrons) et est
composé de l’équation de continuité, du mouvement et d’énergie. Le modèle est fermé par

2. Ce chapitre fait l’objet d’un article soumis
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la propriété de fermeture de Braginskii. Les équations sont les suivantes :$''&''% Btnα �∇ � pnαuαq � Snα ,

mαnα rBtuα � puα �∇quαs � �∇pα � nαeαpE � uα �Bq �∇ � Πα �Rα ,

3

2
nα rBtTα � puα �∇qTαs � pα∇ � uα � �∇ � qα � Πα : ∇uα �Qα ,

(5.1)

où nα correspond à la densité des particules (avec α � e pour les électrons et α � i

pour les ions), uα à la vitesse des particules et Γα :� nαuα au flux des particules. La
constante mα représente la masse des particules, eα la charge des particules (avec ee ��1 et ei � 1), pα la pression, Πα le tenseur de viscosité. Le terme Snα est un terme
source provenant du coeur du plasma. Enfin, Rα correspond à la force de friction due aux
collisions, Tα à la température, qα au flux d’énergie et Qα au terme d’échange d’énergie
dû aux collisions. Dans la fermeture de Braginskii, la pression est donnée par la loi des
gaz parfaits pα :� nαTα, la viscosité du plasma est supposée négligeable de sorte que
∇ 9Πα � 0 et Πα : ∇uα � 0 et le flux d’énergie qα est lui supposé être diffusif et donné en
fonction du gradient de température par : qα :� �κα∇Tα suivant la loi de Fourier avec κα
le coefficient de conductivité thermique. Le terme d’échange d’énergie Qα est écrit sous
la forme :

Qα :� 	3me

mi

nα

τe
pTe � Tiq,

où τe est le temps de collision ion/électron.
Dues à la grande complexité du problème, plusieurs autres hypothèses sont faites,

permettant de se concentrer sur certains objectifs et de filtrer les détails insignifiants et
perturbants. Ces hypothèses, comme par exemple la quasi-neutralité ne � ni, ne sont pas
détaillées ici et nous renvoyons le lecteur aux travaux plus physiques [13, 51, 56].

Plusieurs difficultés apparaissent lorsqu’on veut résoudre numériquement le système (5.1).
On ne considérera ici que l’équation de température, qui nécessite elle-même encore beau-
coup d’efforts à cause des difficultés numériques qu’elle présente. Ces difficultés numériques
sont d’abord liées aux coefficients de conductivité thermique qui dépendent de la tempé-
rature elle-même ce qui conduit à un problème non linéaire. De plus, le champ magnétique
fort qui confine le plasma du tokamak introduit une forte anisotropie dans le problème. En
effet, les particules chargées tournent autour des lignes de champ magnétique, et bougent
donc librement le long de ces lignes de champ, alors que leur dynamique dans les direc-
tions perpendiculaires est plus restreinte. Des quantités comme par exemple la résistivité
ou la conductivité diffèrent de plusieurs ordres de grandeur suivant qu’on les regarde dans
les directions parallèles ou perpendiculaires. Enfin, les conditions limites doivent être im-
posées ce qui est également une difficulté d’un pont de vue physique, mathématique et
numérique.

On va maintenant décrire plus précisément le modèle qui nous intéresse ici. Dans ce
chapitre on étudie une version simplifiée de l’équation d’évolution pour la température
mais qui contient quand même toutes les difficultés présentées précédemment. On s’intéres-
sera en particulier à l’étude des termes non linéaires et des conditions limites, l’anisotropie
étant le but d’un autre travail en cours. Le domaine de simulation Ω � p0, 1q�p0, 1q, dont
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la frontière sera notée BΩ, est présenté dans la Figure 5.1. Il est constitué d’une zone de
coeur périodique séparée de la zone SOL non périodique par une séparatrice. Ses axes
représentent la direction parallèle aux lignes de champ magnétiques (s) et la direction ra-
diale prq. On supposera ici que toutes les quantités sont invariantes par rapport à l’angle
poloidale ϕ. Les conductivités thermiques parallèles κs,} dépendent de T 5{2

α alors que les
conductivités perpendiculaires κs,K, donnée par les turbulences, ne dépendent pas de la
température [11].

Le système auquel on s’intéresse est le suivant :BtTα � BspK||,α T 5{2
α BsTαq � BrpKK,α BrTαq � �βαpTe � Tiq , ps, rq P Ω . (5.2)

Il est complété des conditions limites :$''''''''''''&''''''''''''%
BrTα � �QK,α , r � 0 , s P p0, 1q ,BrTα � 0 , r � 1 , s P p0, 1q ,
K||,α T 5{2

α BsTα � γα Tα , r P p1{2, 1q , s � 0 ,

K||,α T 5{2
α BsTα � �γα Tα , r P p1{2, 1q , s � 1 ,

T pt, 0, rq � T pt, 1, rq , r P p0, 1{2q, (5.3)

et de la condition initiale :
Tαp0q � T 0

α ¥ 0 . (5.4)

Les paramètres de diffusion 0   KK,α    K},α et le flux de chaleur du coeur QK,α ¡ 0 sont
considérés comme donnés. Les conditions limites non linéaires pour le limiteur expriment
le fait que le flux de chaleur est continue au bord. En effet, le flux de chaleur au bord
q :� γΓ}T est donné par la somme d’un terme diffusif et d’un terme convectif :

γΓ}T � 5

2
Γ}T � |κ}BsT |, Γ} � nu}.

En s � 0 la vitesse des particules u} est strictement négative alors qu’en s � 1 elle est
strictement positive ce qui conduit aux conditions limites (5.3). La constante γα diffère
pour les électrons et les ions et en particulier, γi � 0 pour les ions et γe � 5{2 pour les
électrons. Dans le cas des ions nous avons donc des conditions de type Neumann homogène
pour le limiteur.

Ce chapitre se décompose de la façon suivante. Dans la section 5.2, on s’intéresse au
problème parabolique non linéaire 1D :BtT � BspK}T 5{2BsT q � 0,

complété des conditions limites non linéaires en s � 0, 1. On commence par faire une étude
mathématique du problème. On compare ensuite la précision et le temps de simulation
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Figure 5.1 – Domaine en 2D.

de schémas explicite, implicite et IMEX pour la résolution numérique de ce problème 1D.
Dans la section 5.3 on considère le problème 2D complet pour une seule espèce (et sans
terme source). Une méthode de splitting directionnel de Lie est utilisé pour transformer
le problème 2D en deux problèmes 1D et pouvoir ainsi appliquer les résultats de la section
précédente. Finalement dans la dernière section, on résout le problème complet bipolaire.
Les formes des températures des ions et des électrons sont comparées.

5.2 Le problème 1D non linéaire

On s’intéresse ici au problème non linéaire 1D correspondant à l’équation de tempé-
rature dans la direction parallèle i.e. :$''''''''&''''''''%

BtT � BspK‖|T |5{2BsT q � 0, pt, sq P R� � p0, 1q,
K‖|T |5{2BsT � γT, s � 0,

K‖|T |5{2BsT � �γT, s � 1,

T p0, �q � T 0,

(5.5)

où γ ¥ 0 est une constante positive donnée, K} P L8pΩq, T 0 P L2pΩq avec T 0 ¥ 0 et
K} ¥ 0 presque partout. On notera ici Ω � p0, 1q le domaine spatiale et Q :� R� � p0, 1q
l’espace-temps. Le but de cette section est d’étudier mathématiquement cette équation et
d’introduire un schéma numérique efficace pour sa résolution. D’un point de vue physique
le problème (5.5) décrit un processus de diffusion rapide de la température initiale T 0 et
du flux sortant au bord.
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5.2. Le problème 1D non linéaire

5.2.1 Étude Mathématique

On commence par donner quelques propriétés de (5.5) comme l’existence et l’unicité
de solution, la positivité de la solution ... etc. Pour simplifier la présentation on supposera
dans la suite que K} � 1, le cas général pouvant être traité de manière analogue.

Pour p ¡ 2, on notera 1   p1 :� p

p�1
  2 son conjugué. Le coefficient de diffusion peut

alors s’écrire apT q :� |T |p�2. On définit de plus sa primitive :

ΛpT q :� » T

0

apxqdx � 1

p� 1
|T |p�2T.

Avec ces notations, l’équation de diffusion peut être réécrite simplement sous l’une des
deux formes BtT � BspapT qBsT q � 0, ou BtT � BsspΛpT qq � 0.

On va maintenant introduire dans la définition (5.1) le concept de solution faible et donner
dans le théorème 5.2 le résultat d’existence et d’unicité de solution.

Définition 5.1. Soient T 0 dans L2pΩq, W inclus dans LppΩq l’espace défini par

W :� !
T P L2pQq, |T | p�2

2 BsT P L2

locpR�, H1pΩqq, BtT P Lp1
locpR�, pW 1,ppΩqq�q) ,

et D � C1
c pR�,W 1,ppΩqq l’espace des fonctions tests. Alors, la température T PW est une

solution faible de (5.5) si et seulement si»
R� »Ω T pt, sq Btϕpt, sq ds dt� »

R� »Ω |T pt, sq|p�2BsT pt, sqBsϕpt, sqdsdt� γ »
R� rT pt, 1qϕpt, 1q � T pt, 0qϕpt, 0qsdt � »

Ω

T 0psqϕp0, sqds � 0, �ϕ P D.
Notons que tous les termes de la formulation variationnelle sont bien définis. De plus,

on remarque qu’une fonction T P LppR�Ωq vérifiant Bt P Lp1
locpR�, pW 1,ppΩqq�q appartient

à Cpr0, τ s, pW 1,ppΩqq�q pour tout τ ¡ 0, par le lemme d’Aubin, de sorte que la condition
initiale est bien définie.

Théorème 5.2. Soient T 0 P L2pΩq telle que T 0 ¥ 0. Alors le problème (5.5) admet une
unique solution faible T PW qui vérifie T P L8pR�, L2pΩqq, T ¥ 0 presque partout et

d

dt
}T pt, �q}2L2pΩq ¤ 0.

La preuve de ce résultat est constituée de plusieurs étapes. On commence par supposer :
T 0 P L8pΩq avec }T 0}8 ¤ M pour M fixé. Une troncature permet de traiter le cas plus
général T 0 P L2pΩq.

Les deux principales difficultés mathématiques pour l’étude de (5.5) sont la non linéa-
rité du problème et son caractère dégénéré, ce qui signifie que l’équation change de type
quand T � 0.
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Chapitre 5. Etude numérique d’une équation non linéaire de la chaleur pour les plasmas

Preuve. On commence par régulariser le problème afin de supprimer son caractère dégé-
néré. Puis dans un deuxième temps, on utilise un théorème de point fixe afin de traiter la
non linéarité du problème. Enfin, grâce à des estimations a priori il est possible de passer
à la limite et d’obtenir le résultat attendu pour le problème de départ.
Première étape : Régularisation. Soit 0   ε   1 fixé, on définit le coefficient de
diffusion régularisé par :

aǫ,MpT q :� �
ǫ2 �minp|T |2,M2q� p�2

2 ,

et la primitive correspondante :

Λǫ,MpT q :� » T

0

aǫ,Mpxq dx .
Les coefficients de diffusion étant maintenant bornés, des arguments standards permettent
de montrer que le problème régularisé :$''''''''&''''''''%

BtTǫ,M � Bspaǫ,MpTǫ,MqBsTǫ,Mq � 0, pt, sq P R� � p0, 1q,
aǫ,MpTǫ,MqBsTǫ,M � γTǫ,M , s � 0,

aǫ,MpTǫ,MqBsTǫ,M � �γTǫ,M , s � 1,

T p0, �q � T 0,

(5.6)

admet une unique solution faible Tε,M P L2pR�, H1pΩqq vérifiant la formulation variation-
nelle : pour tout φ P C1

c pR�, H1pΩqq»
R� »Ω Tǫ,Mpt, sqBtϕpt, sq ds dt � »

R� »Ω aǫ,MpTǫ,MqBsTǫ,Mpt, sqBsϕpt, sq ds dt (5.7)� γ »
R� rTǫ,Mpt, 1qφpt, 1q � Tǫ,Mpt, 0qφpt, 0qsdt � »

Ω

T 0psqϕp0, sq ds � 0.

On utilise ici le théorème de point fixe de Schauder, appliqué à l’application T : BR Ñ BR

avec :
BR :�  

v P L2pQq, }v}L2pQq ¤ R
(
,

où à v P BR on associe T v la solution du problème linéarisé associé à (5.6).
Deuxième étape : Estimations a priori. Pour pouvoir passer à la limite ε Ñ 0, on
a besoin d’estimations a priori de la solution Tε,M indépendantes de ε. En utilisant Tε,M
comme fonction test dans la formulation variationnelle (5.7) on obtient :

1

2

»
Ω

|Tǫ,Mpt, sq|2ds � » t

0

»
Ω

aǫ,MpTǫ,Mq|BsTǫ,M |2dsdτ� γ » t

0

�|Tǫ,Mpτ, 1q|2 � |Tǫ,Mpτ, 0q|2� dτ � 1

2

»
Ω

|T 0psq|2ds
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5.2. Le problème 1D non linéaire

qui implique que pour tout t ¥ 0 :$''&''% }Tǫ,Mptq}L2pΩq ¤ }T 0}L2pΩq ,» t

0

»
Ω

aǫ,MpTǫ,Mq|BsTǫ,M |2ds dτ ¤ }T 0}2L2pΩq .
Ceci montre également que la suite t|Tε,M | p�2

p BsTε,Muε est bornée dans L2pR�, H1pΩqq
et donc tTε,Muε est bornée dans LppQq. De plus par des arguments classiques pour les
problèmes paraboliques on en déduit que tBtTε,Muε est bornée dans Lp1pR�, pW 1,ppΩqq�q.
Troisième étape : Passage à la limite. Les estimations a priori de la deuxième étape
permettent de montrer qu’il existe une sous-suite et une fonction TM P L2pQq telles que :

Tǫ,M á TM in L2pR� � Ωq as ǫÑ 0.

De plus, par des arguments de compacité classiques [48], on montre que l’ensemble de
fonctions mesurables suivant

F :� "
u : R� Ñ pW 1,ppΩqq�, »

R� »Ω |u|p�2|Bsu|2 ds dt ¤ C , Btu P Lp1pR�, pW 1,ppΩqq�q* ,

est compactement contenu dans LppR� � Ωq, ce qui implique, à une sous-suite près,

Tǫ,M Ñ TM , in LppR� � Ωq , as ǫÑ 0

et donc Tε,M tend vers TM presque partout dans Q quand ε tend vers 0. De plus, commet|Tε,M | p�2

p Tε,Muε est bornée dans L2pR�, H1pΩqq on a :|Tǫ,M | p�2

2 Tǫ,M á |TM | p�2

2 TM , in L2pR�, H1pΩqq, as ǫÑ 0,

ce qui implique, en utilisant la continuité de la trace :|Tǫ,M | p�2

2 Tǫ,M á |TM | p�2

2 TM , in L2pR� � BΩq, as ǫÑ 0.

Finalement, en utilisant les mêmes arguments, on a également quand ε tend vers 0 :$&% Λǫ,MpTǫ,Mq á ΛMpTMq, in L2pR�, H1pΩqq,BtTǫ,M á BtTM , in Lp1pR�, pW 1,ppΩqq�q.
Toutes ces convergences permettent de passer à la limite dans la formulation variation-
nelle (5.7) et d’obtenir l’existence d’une solution faible pour le problème (5.5). En utilisant
des techniques analogues à celles utilisées dans l’étape 2, on peut montrer que cette solu-
tion est unique et vérifie le principe du maximum. �
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5.2.2 Une approximation volumes finis.

Ici, on se propose d’écrire un schéma numérique pour (5.5) en utilisant une approche
volumes finis pour la discrétisation en espace. On considère un ensemble de ns � 1 points
de discrétisation psi�1{2q0¤i¤ns

de l’intervalle p0, 1q avec s�1{2 � 0, sns�1{2 � 1. Pour
0 ¤ i ¤ ns � 1, on note Ci � psi�1{2, si�1{2q une cellule de contrôle, si le milieu de la
cellule Ci et ∆si le pas d’espace ∆si � si�1{2 � si�1{2 pour lequel on suppose qu’il existe
ξ P p0, 1q tel que

ξ∆s ¤ ∆si ¤ ∆s, �i P t0, . . . , ns � 1u, (5.8)

avec ∆s � maxi ∆si. On définit aussi ∆si�1{2 � ∆si�∆si�1

2
, i � 0, . . . , ns � 2.

On doit construire un ensemble d’approximation Tiptq de la moyenne de la solution
de (5.5) sur chaque cellule de contrôle Ci. On commence par poser :

T 0

i � 1

∆si

»
Ci

T 0psq ds.
En utilisant une discrétisation volumes finis de (5.5), Ti est solution d’un système d’EDO
qui s’écrit : $''&''% dTi

dt
ptq � Fi�1{2 � Fi�1{2

∆si
, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

Tipt � 0q � T 0
i , 0 ¤ i ¤ ns � 1,

(5.9)

où le flux numérique est donné par :

Fi�1{2 � 2K‖

7

pTi�1q7{2 � pTiq7{2
∆si�1{2 , i � 0, . . . , ns � 2. (5.10)

De plus, en s � 0 et s � 1, on utilise les conditions aux bords :

Fi�1{2 � $&% �γ T0, si i � �1,�γ Tns�1, si i � ns � 1.

(5.11)

Notons que la discrétisation en espace ci-dessus est d’ordre 1 à cause de la perte de
précision à la frontière. Le schéma volumes finis (5.9)-(5.11) doit être complété par une
discrétisation en temps permettant d’avoir la stabilité et la consistance du schéma. Dans
la suite on présente plusieurs discrétisation en temps en commençant tout d’abord par
des schémas explicite et implicite classiques puis en proposant un autre schéma stable et
précis.

5.2.3 Discrétisation explicite en temps.

On note ∆t ¡ 0 le pas de discrétisation en temps, tn � n∆t pour tout n P N et T n

une approximation de la solution T de (5.5) au temps tn. Alors, en utilisant un schéma
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d’Euler explicite, on obtient :$''&''% T n�1

i � T n
i

∆t
� Fn

i�1{2 � Fn
i�1{2

∆si
, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

T 0
i � T0,i, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

(5.12)

avec Fn
i�1{2 le flux donné par (5.10)-(5.11) calculé au temps tn.

Classiquement, la stabilité du schéma (5.12) est garantie par une condition CFL sur
le pas de temps ∆t.

Proposition 5.3. Supposons que la donnée initiale T 0 soit positive ou nulle et qu’elle
appartiennent à L8p0, 1q, et supposons vérifiée la condition CFL suivante :

∆t ¤ ξ2∆s2

max
�

4K‖

7
}T 0}5{28 , γ∆s

	 , (5.13)

où ξ est donné par (5.8). Alors, la solution approchée pT n
i qi,n obtenue par le schéma

explicite (5.12) est stable et converge vers la solution exacte de (5.5).

On ne détaille pas ici la preuve de ce résultat puisqu’elle est similaire à la preuve de la
proposition 5.5 présentée plus loin. Malheureusement ce schéma numérique simple devient
coûteux quand le maillage est très fin, la contrainte sur le pas de temps devenant trop
restrictive. En ce sens il n’est donc pas un schéma efficace.

5.2.4 Discrétisation implicite en temps.

Afin d’éliminer la contrainte sur le pas de temps (5.13), un schéma implicite est préfé-
rable. On considère donc le schéma de volumes finis (5.9)-(5.11), mais on utilise un schéma
d’Euler implicite pour la discrétisation en temps. On obtient :$''&''% T n�1

i � T n
i

∆t
� Fn�1

i�1{2 � Fn�1

i�1{2
∆si

, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

T 0
i � T0,i, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

(5.14)

avec Fn
i�1{2 le flux donné par (5.10)-(5.11) calculé au temps tn�1. On doit donc résoudre

un système totalement non linéaire à chaque itération en temps.
Le schéma (5.14) couplé à (5.10)-(5.11) est uniformément stable et conduit à une

approximation numérique qui converge vers la solution exacte.

Théorème 5.4. Soit T 0 P L8p0, 1q une condition initiale positive ou nulle. Alors la
solution discrète donnée par le schéma (5.14) couplé à (5.10)-(5.11) est uniformément
stable dans L8pR� � p0, 1qq et converge vers la solution faible T de (5.5) quand h �p∆t,∆sq tend vers 0.
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Pour démontrer ce théorème on commence par montrer un résultat de stabilité puis
on utilise la consistance du schéma.

Commençons par la propriété de stabilité et la démonstration d’estimations a priori
uniformes par rapport h de la solution discrète.

Proposition 5.5. Soit T 0 P L8p0, 1q une donnée initiale positive ou nulle. Alors la
solution discrète donnée par le schéma implicite (5.14) couplé à (5.10)-(5.11) est incon-
ditionnellement stable i.e. :

0 ¤ T n
i ¤ }T 0}L8, (5.15)

et
ns�1

i̧�0

∆si |T n�1

i |2 ¤ ns�1

i̧�0

∆si |T 0

i |2. (5.16)

De plus, la semi-norme discrète suivante est bornée :

Nţ

n�0

ns�2

i̧�0

∆t

��
T n�1

i�1

�7{2 � �
T n�1

i

�7{2�2
∆si�1{2 ¤ C, (5.17)

où C ¡ 0 est une constante qui ne dépend que de la donnée initiale T 0.

Preuve. Soit φ P C1pR,Rq une fonction convexe, on a :

φpT n�1

i q � φpT n
i q ¤ φ1pT n�1

i qpT n�1

i � T n
i q. (5.18)

D’où, en multipliant le schéma (5.14) par ∆t∆siφ1pT n�1

i q, on obtient :

ns�1

i̧�0

∆si φpT n�1

i q � ns�1

i̧�0

∆si φpT n
i q ¤ ∆t

ns�1

i̧�0

φ1pT n�1

i q �Fn�1

i�1{2 � F
n�1

i�1{2	 ,¤ �∆t

ns�2

i̧�0

Fn�1

i�1{2 �φ1pT n�1

i�1
q � φ1pT n�1

i q�� ∆tFn�1�1{2 φ1pT n�1

0 q � ∆tFn�1

ns�1{2 φ1pT n�1

ns�1q.
En utilisant la définition du flux (5.10) et les conditions limites (5.11), on a :

ns�1

i̧�0

∆si φpT n�1

i q � ns�1

i̧�0

∆si φpT n
i q ¤ �γ∆t φ1pT n�1

0 qT n�1

0 � γ∆t φ1pT n�1

ns�1qT n�1

ns�1� 2K‖

7
∆t

ns�2

i̧�0

�
φ1pT n�1

i�1
q � φ1pT n�1

i q� �
T n�1

i�1

�7{2 � �
T n�1

i

�7{2
∆si�1{2 .

Comme une inégalité similaire est encore vraie lorsque φpxq est seulement Lipschitzienne,
on choisit φpxq � x�, où x� � x pour x   0 et x� � 0 pour x ¤ 0 et on montre la
positivité de l’approximation T n

i , i.e. :

0 ¤ ns�1̧

i�0

∆si pT n�1

i q� ¤ ns�1̧

i�0

∆si pT 0

i q� � 0.
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Alors, en supposant que T 0
i est positive pour tout 0 ¤ i ¤ ns � 1, on obtient que T n

i est
positive pour tout 0 ¤ i ¤ ns � 1 et n P N. De plus, en prenant φpxq � px �Mq�, avec
M � }T 0}L8, où px�Mq� � x�M pour x ¡M et px�Mq� � 0 pour x ¤M , on a :

0 ¤ ns�1

i̧�0

∆si pT n�1

i �Mq� ¤ ns�1

i̧�0

∆si pT n
i �Mq� ¤ ns�1

i̧�0

∆si pT 0

i �Mq� � 0.

On en déduit donc que 0 ¤ T n
i ¤M pour tout 0 ¤ i ¤ ns � 1.

On prend ensuite φpxq � x2{2 qui conduit à

ns�1

i̧�0

∆si

2
pT n�1

i q2 � ns�1

i̧�0

∆si

2
pT n

i q2 ¤ C∆t

ns�2

i̧�0

�
T n�1

i�1
� T n�1

i

� �
T n�1

i�1

�7{2 � �
T n�1

i

�7{2
2∆si�1{2 ,

et on utilise le fait que T n
i est uniformément borné pour obtenir :|T 7{2

i�1
� T

7{2
i | ¤ C |Ti�1 � Ti|.

On a donc l’inégalité suivante :

1

2

ns�1

i̧�0

∆si pT n�1

i q2 ¤ 1

2

ns�1

i̧�0

∆si pT n
i q2 � C∆t

ns�2

i̧�0

��
T n�1

i�1

�7{2 � �
T n�1

i

�7{2�2
2∆si�1{2

Finalement, en sommant sur n P t0, � � � , Ntu on en déduit immédiatement qu’il existe une
constante C ¡ 0 qui ne dépend que de la donnée initiale T 0 telle que :

∆t

Nţ

n�0

ns�1

i̧�1

��
T n�1

i

�7{2 � �
T n�1

i�1

�7{2�2
∆si�1{2 ¤ C.

5.2.5 Preuve du Théorème 2.4.

Preuve. Pour démontrer la convergence de la solution discrète pT n
i qi,n vers la solution

faible T de (5.5), on construit une approximation constante par morceaux Th, où h �p∆t,∆sq, telle que :

Thpt, sq :�
ņPN� ns�1

i̧�0

T n
i 1Ci

psq 1rtn,tn�1rptq, (5.19)

Par les bornes uniformes de la proposition 5.5, on sait qu’il existe une sous-suite, encore
notée pThqh, telle que Th converge vers T P L8pR� � p0, 1qq quand h tend vers 0 dans la
topologie faible-*.

Ensuite on montrera que T 7{2
h converge fortement dans L2pR��p0, 1qq vers T 7{2. Pour

cela, on va vérifier les conditions du théorème de Kolmogorov.
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On note

Shpt, sq :�
ņPN� ns�1

i̧�0

pT n
i q7{2 1Ci

psq 1rtn,tn�1rptq. (5.20)

Premièrement, on vérifie l’estimation de translation en espace sur l’approximation de
la solution. Soit η ¡ 0 et on pose Ωη :� ts P Ω, rs, s� ηs P Ωu, et on a pour tout x P Ωη|Shpx� η, tnq � Shpx, tnq| ¤ ns�2

i̧�0

χCi
px, x� ηq|pT n

i�1
q7{2 � pT n

i q7{2|,
où χCi

est définie par

χCi
px, yq � "

1, si px, yq P Ci,

0, sinon.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut vérifier que|Shpx� η, tnq � Shpx, tnq|2¤ �
ns�2

i̧�0

χCi
px, x� ηq |pT n

i�1
q7{2 � pT n

i q7{2|2
∆si�1{2 ��

ns�2

i̧�0

χCi
px, x� ηq∆si�1{2� ,

Or on a

ns�2̧

i�0

χCi
px, x� ηq∆si�1{2 ¤ η � h.

Ainsi en utilisant l’estimation (5.17), on obtient que}Shp� � η, �q � Shp�, �q}2L2pΩη�p0,tNt qq� » tNt

0

»
Ωη

|Shpx� η, tq � Shpx, tq|2dxdt¤ » tNt

0

»
Ωη

Nţ

n�0

ns�2

i̧�0

χCi
px, x� ηq |pT n

i�1q7{2 � pT n
i q7{2|2

∆si�1{2 1rtn,tn�1rdxdt¤ ηpη � hq∆t Nţ

n�0

ns�2

i̧�0

|pT n
i�1
q7{2 � pT n

i q7{2|2
∆si�1{2¤ Cηpη � hq.

Deuxièmement, on vérifie l’estimation de translation de l’approximation de solution en
temps. Soit τ ¡ 0 et en notant que Sh est une fonction lipschitzienne, on a}Shp�, � � τq � Shp�, �q}2L2pΩ�p0,tNt�τqq� » tNt�τ

0

»
1

0

|Shps, t� τq � Shps, tq|2dsdt¤ B

» tNt�τ

0

»
1

0

pShps, t� τq � Shps, tqqpThps, t� τq � Thps, tqqdsdt,
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où B � 7

2
}Th}5{2L8pΩ�p0,tNt qq. Posons maintenant

Aptq � »
1

0

pShps, t� τq � Shps, tqqpThps, t� τq � Thps, tqqds.
Avec les définitions de (5.19) et (5.20), on reformule Aptq par

Aptq � Ns�1

i̧�0

∆sippT n1ptq
i q7{2 � pT n0ptq

i q7{2q�� niptq̧
n�n0ptq�1

pT n
i � T n�1

i q�
� Ns�1

i̧�0

∆sippT n1ptq
i q7{2 � pT n0ptq

i q7{2q� Nţ

n�1

χnpt, t � τqpT n
i � T n�1

i q�� Nţ

n�1

χnpt, t� τq�Ns�1

i̧�0

∆sippT n1ptq
i q7{2 � pT n0ptq

i q7{2qpT n
i � T n�1

i q�� ∆t

Nţ

n�1

χnpt, t� τq�Ns�1

i̧�0

ppT n1ptq
i q7{2 � pT n0ptq

i q7{2qpFn
i�1{2 � Fn

i�1{2q�� ∆t

Nţ

n�1

χnpt, t� τq�Ns�2

i̧�0

ppT n1ptq
i�1

q7{2 � pT n0ptq
i�1

q7{2 � pT n1ptq
i q7{2 � pT n0ptq

i q7{2qFn
i�1{2�ppT n1ptq

ns�1
q7{2 � pT n0ptq

ns�1
q7{2qγT n

ns�1
� ppT n1ptq

0
q7{2 � pT n0ptq

0
q7{2qγT n

0

	
,

où n0ptq, n1ptq P t0, . . . , Ntu tels que n0ptq∆t ¤ t   pn0ptq � 1q∆t et n1ptq∆t ¤ t � τ  pn1ptq � 1q∆t. En utilisant l’inégalité 2ab ¤ a2 � b2, on obtient

Aptq ¤ 1

2
A0ptq � 1

2
A1ptq � A2ptq � A3ptq � A4ptq,

avec

A0ptq � ∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τq���ns�1

i̧�0

�pT n0ptq
i�1

q7{2 � pT n0ptq
i q7{2	2

∆si�1{2 �Æ
,
A1ptq � ∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τq���ns�1

i̧�0

�pT n1ptq
i�1

q7{2 � pT n1ptq
i q7{2	2

∆si�1{2 �Æ
,
A2ptq � ∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τq�ns�1

i̧�0

�pT n
i�1q7{2 � pT n

i q7{2�2
∆si�1{2 �

,

A3ptq � ∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τq��ppT n1ptq
ns�1

q7{2 � pT n0ptq
ns�1

q7{2qγT n
ns�1

	
,

A4ptq � ∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τq��ppT n1ptq
0 q7{2 � pT n0ptq

0 q7{2qγT n
0

	
.
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Notons que t P p0, tNt � τq, n0ptq P t0, . . . , Ntu, et pour tout m P t0, . . . , Ntu, n0ptq � m si
et seulement si t P rm∆t, pm� 1q∆tq. Ainsi» tNt�τ

0

A0ptqdt¤ Nt�τ̧

m�0

» pm�1q∆t

m∆t

∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τq���ns�1

i̧�0

�pT n0ptq
i�1

q7{2 � pT n0ptq
i q7{2	2

∆si�1{2 �Æ
dt¤ ∆t

Nt�τ̧

m�0

» pm�1q∆t

m∆t

�
Nţ

n�0

χnpt, t� τq� dt

�
ns�1

i̧�0

�pTm
i�1q7{2 � pTm

i q7{2�2
∆si�1{2 �

.

De plus, on peut vérifier que» pm�1q∆t

m∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τqdt ¤ τ.

Enfin, on a l’estimation suivante» tNt�τ

0

A0ptqdt ¤ τ∆t

Nţ

m�0

ns�1̧

i�0

�pTm
i�1
q7{2 � pTm

i q7{2�2
∆si�1{2¤ Cτ.

De la même manière, on a » tNt�τ

0

A1ptqdt ¤ Cτ.

En procédant de manière identique, on obtient l’estimation de
» tNt�τ

0

A2ptqdt suivante» tNt�τ

0

A2ptqdt ¤ ∆t

Nţ

n�0

ns�2̧

i�0

�pT n
i�1
q7{2 � pT n

i q7{2�2
∆si�1{2 » tNt�τ

0

χnpt, t� τqdt¤ Cτ

Ensuite, on estime le terme en A3 :» tNt�τ

0

A3ptqdt � » tNt�τ

0

∆t

Nţ

n�0

χnpt, t� τq��ppT n1ptq
ns�1

q7{2 � pT n0ptq
ns�1

q7{2qγT n
ns�1

	
dt¤ }T 0}8Bγ » tNt�τ

0

∆t

Nţ

n�0

χnpt, t � τq|T n1ptq
ns�1 � T

n0ptq
ns�1 |dt¤ }T 0}8Bγ » tNt�τ

0

∆t

Nţ

n�0

χnpt, t � τqdt Nţ

m�0

|Tm�1

ns�1 � Tm
ns�1|¤ τ}T 0}8Bγ∆tpNt � 1q ���� Nt

max
m�0

Tm
ns�1 � Nt

min
m�0

Tm
ns�1

����¤ τ}T 0}28Bγ∆tpNt � 1q.
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D’où, on obtient » tNt�τ

0

A3ptqdt ¤ τ}T 0}28Bγ∆tpNt � 1q.
En utilisant les inégalités précédentes, on a finalement}Shp�, � � τq � Shp�, �q}L2pΩ�p0,tNt�τqq ¤ Cτ,

où C est indépendant de τ . On définit S̃ par S̃ � Sh p.p. dans Ω� p0, tNtq, et S̃ � 0 p.p.
dans R2zΩ� p0, tNtq. Ainsi on a}S̃p� � η, � � τq � S̃p�, �q}L2pR2q¤ }S̃p� � η, � � τq � S̃p� � η, �q}L2pR2q � }S̃p� � η, �q � S̃p�, �q}L2pR2q¤ C1

a
ηpη � hq � C2

?
τ .

Ce qui implique qu’il existe une sous-suite, notée encore par Sh, et il existe χ P pΩ�p0, tNtqq
telle que Sh converge vers χ dans L2pΩ � p0, tNtqq quand h Ñ 0. On en déduit que Sh

converge vers T 7{2 dans L1pΩ� p0, tNtqq.
On montre maintenant χ � T 7{2. En fait, x7{2 est une function non-décroissante pour

x ¥ 0, alors on a l’inégalité suivante» tNt

0

»
1

0

pSh � v7{2qpTh � vqdsdt ¥ 0, �v P L8pΩ� p0, tNtqq.
En utilisant les faits que Th converge faiblement-* vers T dans L8pΩ� p0, tNtqq et que Sh

converge vers T 7{2 dans L1pΩ� p0, tNtqq, on obtient l’inégalité suivante» tNt

0

»
1

0

pχ� v7{2qpT � vqdsdt ¥ 0, �v P L8pΩ� p0, tNtqq.
On en déduit que χ � T 7{2 p.p. dans Ω� p0, tNtq.

Montrons maintenant que Th converge vers la solution faible de (5.5) quand h tend vers
0. Soit ϕ P C8c pR� � r0, 1sq, on note ϕn

i � ϕptn, siq. De plus, on suppose que ϕ � 0 pour
t ¡ tNt . En multipliant le schéma (5.14) par ∆siϕn

i , et en sommant sur i P t0, � � � , ns�1u
et n P N, on obtient :

E1

h � E2

h � 0,

avec E1

h relié au pas de discrétisation en temps et donné par :

E1

h :�
ņPN ns�1

i̧�0

∆si pT n�1

i � T n
i qϕn

i ,

alors que E2

h est relié au pas de discrétisation en espace et est donné par :

E2

h :� ∆t
ņPN ns�1

i̧�0

�
Fn�1

i�1{2 � Fn�1

i�1{2	 ϕn
i .
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On considère tout d’abord E1

h, et on fait une intégration par partie discrète par rapport à
n P N. En utilisant que ϕ est à support compact pour t P R� grand, on obtient :

E
1

h � �
ņPN� ns�1

i̧�0

∆si T
n
i pϕn

i � ϕn�1

i q � ns�1

i̧�0

∆si T
0

i ϕ
0

i .� � »
R� » 1

0

Thpt�∆t, sq Btϕpt, sqdsdt� »
1

0

Thp0, sqϕp0, sqds �   µ1

h, ϕ ¡
où le terme supplémentaire   µ1

h, ϕ ¡ est donné par :  µ1

h, ϕ ¡ � �
ņPN� ns�1

i̧�0

» tn

tn�1

»
Ci

» si

s

T n
i B2tsϕpt, ηqdηdsdt� ns�1

i̧�0

»
Ci

» si

s

T 0

i Bsϕp0, ηqdη ds
et vérifie l’estimation suivante :|   µ1

h, ϕ ¡ | ¤ C∆s
� }B2tsϕ}L1 � }Bsϕp0, .q}L1

�
.

On a donc quand h tend vers 0 :

E1

h Ñ � »
R� » 1

0

T pt, sq Btϕpt, sqdsdt� »
1

0

T 0psqϕp0, sqds.
On applique maintenant une intégration par partie discrète par rapport à n P N à E2

h :

E2

h � �2K‖

7
∆t

ņPN ns�2

i̧�0

�
T n�1

i�1

�7{2 � �
T n�1

i

�7{2
∆si�1{2 �

ϕn
i�1

� ϕn
i

��γ∆t
ņPNT n�1

0
ϕn
0
� γ∆t

ņPNT n�1

ns�1
ϕn
ns�1

.

On donne maintenant une approximation de E2

h suivante

E20

h � �2K‖

7

»
R� » 1

0

ShBssϕdsdt� 2K‖

7

»
R� Shpt, 1qBsϕpt, 1qdt� 2K‖

7

»
R� Shpt, 0qBsϕpt, 0qdt�γ »

R� Thpt�∆t, 0qϕpt, 0q � Thpt�∆t, 1qϕpt, 1qdt� 2K‖

7
ņPN� ns�2

i̧�0

ppT n
i�1
q7{2 � pT n

i q7{2q » tn�1

tn
Bsϕpt, si�1{2qdt�γ∆t

ņPNT n�1

0
ϕn
0
� γ∆t

ņPNT n�1

ns�1
ϕn
ns�1

.

La différence de E2

h et E20

h s’écrit

E2

h � E20

h � �2K‖

7
ņPN� ns�2̧

i�0

�
T n�1

i�1

�7{2 � �
T n�1

i

�7{2 » tn�1

tn

�
ϕn
i�1

� ϕn
i

∆si�1{2 � Bsϕpt, si�1{2q
 dt.
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Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a|E2

h � E20

h | ¤ 2K‖

7

�
∆t

ņPN� ns�2

i̧�0

�
T n�1

i�1

�7{2 � �
T n�1

i

�7{2
∆si�1{2 �1{2��∆t

ņPN� ns�2

i̧�0

∆si�1{2� 1

∆t

» tn�1

tn

�
ϕn
i�1

� ϕn
i

∆si�1{2 � Bsϕpt, si�1{2q
 dt�2
��1{2

En utilisant (5.17) et le développement de Taylor, on obtient|E2

h � E20

h | ¤ Cp}Bssϕ}8 � }Bstϕ}8qhÑ 0 quand hÑ 0.

En passant à la limite quand h tend vers 0, on obtient :

E2

h Ñ �2K‖

7

»
R� » 1

0

T 7{2Bssϕdsdt� γ

»
R� T pt, 0qϕpt, 0q � T pt, 1qϕpt, 1qdt�2K‖

7

»
R� T 7{2pt, 1qBsϕpt, 1qdt� 2K‖

7

»
R� T 7{2pt, 0qBsϕpt, 0qdt� 2K‖

7

»
R� » 1

0

BsT 7{2pt, sq Bsϕpt, sqdsdt� γ

»
R� T pt, 0qϕpt, 0q � T pt, 1qϕpt, 1qdt.

On obtient donc finalement que T est une solution faible de (5.5). Pour conclure que
la suite pThqh converge vers la solution faible de (5.5), il reste montrer que l’unicité de
solution du problème (5.5). Pour cela, on suppose qu’il existe deux solutions faible du
problème (5.5) u et v. Notons aussi que w � u� v, alors on a»

R� »Ω Btwϕdsdt� 2K‖

7

»
R� »ΩpBsu7{2 � Bsv7{2qBsϕdsdt�γ »

R� rwpt, 1qϕpt, 1q � wpt, 0qϕpt, 0qsdt � 0, �ϕ P D.
Formellement, en prenant ϕ � signpwq, on obtient

1

2

»
Ω

|wpt, sq|ds� 2K‖

7

» t

0

»
Ω

�Bsu7{2 � Bsv7{2� Bssignpwqdsdτ�γ » t

0

r|wpt, 1q| � |wpt, 0q|sdτ � 1

2

»
Ω

|wp0, sq|ds.
De plus, on peut vérifier que

�Bsu7{2 � Bsv7{2� Bssignpwq � �Bsu7{2 � Bsv7{2� Bssignpu7{2 �
v7{2q ¥ 0. Ainsi, on a »

Ω

|wpt, sq|ds ¤ »
Ω

|wp0, sq|ds � 0.

D’où on a l’unicité de solution du problème (5.5).
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Le schéma implicite (5.14) est inconditionnellement stable, mais il demande la résolu-
tion numérique d’un système non linéaire à chaque pas de temps. Pour cette résolution,
on utilise une méthode de Newton, qui est présentée dans un maillage uniforme comme
suit. On reformule d’abord le schéma implicite comme une fonction de T n�1

F pT n�1q � ������� T n�1

0 � T n
0
� 2

7
K‖

∆t
∆s2

ppT n�1

1 q7{2 � pT n�1

0 q7{2q � γ ∆t
∆s
T n�1

0

...
T n�1

i � T n
i � 2

7
K‖

∆t
∆s2

ppT n�1

i�1
q7{2 � 2pT n�1

i q7{2 � pT n�1

i�1
q7{2q

...
T n�1

Ns�1
� T n

Ns�1
� 2

7
K‖

∆t
∆s2

ppT n�1

Ns�1
q7{2 � pT n�1

Ns�2
q7{2q � γ ∆t

∆s
T n�1

Ns�1

�ÆÆÆÆÆ
� 0.

Puis on construit la formule itérative comme suit"
T n�1,0 � T n,

T n�1,m�1 � T n�1,m � pJF pT n�1,mqq�1
F pT n�1,mq, (5.21)

où JF est le jacobien

JF pT q � �������1� ∆t
∆s2

ΦpT0qγ ∆t
∆s

� ∆t
∆s2

ΦpT1q
. . . . . .� ∆t

∆s2
ΦpTi�1q 1� 2 ∆t

∆s2
ΦpTiq � ∆t

∆s2
ΦpTi�1q

. . . . . .� ∆t
∆s2

ΦpTNs�2q 1� ∆t
∆s2

ΦpTNs�1q � γ ∆t
∆s

�ÆÆÆÆÆ
,
avec Φpxq :� K‖x

5{2.
Cette méthode accroît considérablement le coût calcul et rend en ce sens non efficace

cette méthode. Une autre stratégie consiste à utiliser un schéma semi-implicite pour la
discrétisation en temps (voir l’annexe 5.6), mais ceci demande encore l’implémentation
d’un nouveau système linéaire à chaque itération en temps et le coût calcul reste donc
important. Dans la suite, on propose un schéma numérique inspiré par le travail de F.
Filbet et S. Jin [22] pour palier à ce problème.

5.2.6 Un schéma implicite-explicite (IMEX).

Dans [22], les auteurs considèrent un problème non linéaire et raide. Le point principal
est d’écrire le problème non linéaire sous une forme différente afin de décomposer l’opéra-
teur non linéaire en une somme d’une partie linéaire dissipative, qui peut être résolue de
façon implicite, et une partie non linéaire non dissipative, qui sera résolue par un solveur
en temps explicite. La principale difficulté est de trouver une décomposition adéquate de
l’opérateur. L’opérateur non linéaire diffusif peut, par exemple, être écrit :

K‖Bs �T 5{2BsT � � ν B2ssT � Bs ��K‖ T
5{2 � ν

� BsT �
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et la discrétisation en temps de (5.5) devient :$'''''''&'''''''%
T n�1 � T n

∆t
� Bs �νBsT n�1

� � Bs ��K‖ pT nq5{2 � ν
	 BsT n

	
,�νBsT n�1p0q � γT n�1p0q � �

K‖ pT np0qq5{2 � ν
	 BsT np0q,�ν BsT n�1p1q � γT n�1p1q � �

K‖ pT np1qq5{2 � ν
	 BsT np1q. (5.22)

Pour choisir un ν approprié pour le schéma (5.22), on utilise une estimation d’énergie de
l’approximation numérique.

Proposition 5.6. Supposons que la viscosité ν satisfait :

K‖ |T n|5{2 ¤ ν, �n P N. (5.23)

Alors, la solution discrète vérifie :

1

2

»
1

0

�
T n�1

�2
ds � ν∆t

2

»
1

0

��BsT n�1
��2 ds ¤ 1

2

»
1

0

pT nq2 ds � ν∆t

2

»
1

0

|BsT n|2 ds. (5.24)

Preuve. On multiplie (5.22) par T n�1 et on intègre par rapport à s sur p0, 1q. On a

1

2

»
1

0

��T n�1
��2 ds� 1

2

»
1

0

|T n|2 ds ¤ »
1

0

��
T n�1

�2 � T n�1T n
	
ds¤ ∆t

»
1

0

��
ν �K‖ |T n|5{2	 BsT nBsT n�1 � ν

�BsT n�1
�2	

ds� ∆tγ
��
T n�1

0

�2 � �
T n�1

ns�1

�2	
.

En utilisant l’hypothèse K}|T |5{2 ¤ ν et en appliquant l’inégalité de Young, on obtient :�
ν � K‖ |T n|5{2	 BsT n BsT n�1 ¤ ε

2
pBsT nq2 � �

ν � K‖ |T n|5{2	2

2 ε

�BsT n�1
�2¤ ε

2
pBsT nq2 � ν2

2ε

�BsT n�1
�2
.

Alors, en choisissant ε � ν on a :

1

2

»
1

0

�
T n�1

�2
ds � ν

2
∆t

»
1

0

��BsT n�1
��2 ds ¤ 1

2

»
1

0

pT nq2 ds � ν

2
∆t

»
1

0

|BsT n|2 ds.
D’où, lorsque K}|T |5{2 ¤ ν, le schéma est stable.

On peut maintenant donné le schéma complètement discret que nous appellerons
IMEX dans toute la suite :$''&''% T n�1

i � T n
i

∆t
� F

n�1{2
i�1{2 � F

n�1{2
i�1{2

∆si
, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

T 0
i � T0,i, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

(5.25)
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où le flux numérique F
n�1{2
i�1{2 est donné pour tout i P t0, � � � , ns � 2u par :

F
n�1{2
i�1{2 � 2

�
K‖

��
T n
i�1

�5{2 � pT n
i q5{2

2

� � ν

�
T n
i�1

� T n
i

∆si�1 �∆si
� 2ν

T n
i�1

� T n
i

∆si�1 �∆si
, (5.26)

Aux frontières s � 0 et s � 1, on utilise les conditions limites suivantes (écrites dans la
forme de (5.22)) :

F
n�1{2
i�1{2 � $&% �γ T n�1

0 , if i � �1,�γ T n�1

ns�1, if i � ns � 1.

(5.27)

De plus, la viscosité ν ¡ 0 est initialement choisie comme une borne supérieure de
K}}T 0}5{28 et est donc réajustée à chaque itération n P N afin de satisfaire la condition
(5.23). L’algorithme pour le calcul de ν est la suivant :

Algorithme pour calculer ν

ν :� 2K‖}T 0}5{28 et n � 0

tantque n ¤ NTend
faire

calcul la solution numérique T n�1

si ν ¤ 4

5
K‖}T n�1}5{28 alors

ν � 2K‖}T n�1}5{28
finsi

si ν ¥ 4K‖}T n�1}5{28 alors

ν � K‖}T n�1}5{28 { 2
finsi
n� n� 1

fin tantque

5.2.7 Résultats numériques.

Pour comparer les résultats numériques obtenus par les différentes méthodes, on prend
γ � 2, K} � 1, comme température initiale T 0 � 5, et comme temps final Tend � 1.

D’une part, une solution de référence est calculée en utilisant une méthode volumes finis
avec le schéma explicite (5.12) sur une grille uniforme avec ns � 450. D’autre part,
on compare le schéma implicite (5.14) et le schéma IMEX (5.25)-(5.27) sur des grilles
uniformes différentes avec ns � 50, 150. De plus on choisit différents pas de temps i.e. on
prend alternativement ∆t � 10�2, 10�3, 10�4, 10�5.
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∆t 10�2 10�3 10�4 10�5

Schéma implicite (5.14)
ns � 50 0.05 0.31 2.24 22.06
ns � 150 0.60 4.07 27.49 249.61

Schéma IMEX (5.25)
ns � 50 0.01 0.09 0.63 5.34
ns � 150 0.10 0.24 2.24 21.97

Table 5.1 – Temps de calcul pour le schéma implicite (5.14) et le schéma IMEX (5.25)
en seconde. Le temps de simulation final est Tend � 1.

On observe dans la Table 5.1 que le schéma IMEX est meilleur que le schéma implicite
en terme de coût calcul puisque le système linéaire correspondant à la partie implicite ne
dépend pas de l’itération n lorsque la viscosité ν ¡ 0 est assez grande. Pour ns � 50, le
temps de calcul du schéma IMEX est quatre fois plus petit que celui du schéma implicite
et pour ns � 150 le schéma implicite est dix fois plus coûteux que le schéma IMEX.

∆t 10�2 10�3 10�4 10�5

Schéma implicite (5.14)
ns � 50 0.0580 0.0612 0.0617 0.0617
ns � 150 0.0190 0.0184 0.0187 0.0187

Schéma IMEX (5.25)
ns � 50 0.0621 0.0600 0.0598 0.0598
ns � 150 0.0213 0.0182 0.0181 0.0181

Table 5.2 – Erreurs relatives du schéma implicite, du schéma IMEX par rapport à la
solution de référence. Encore on compare ces erreurs relatives en temps final Tend � 1.

Concernant la précision et la stabilité, la Table 5.2 montre que la solution calculée par
les schémas implicite et IMEX est stable pour tout pas de temps ∆t et que les erreurs sont
du même ordre. On obtient des résultats similaires pour un pas de temps plus petit que
10�4. La Figure 5.2 montre que les schémas implicite et IMEX sont d’ordre 1. Bien sûr,
lorsqu’on augmente le nombre de points ns, l’erreur décroît et le schéma IMEX semble
être le plus précis. Finalement, dans la Figure 5.3(a), on voit que de grandes erreurs
apparaissent près du bord où il y a de forts gradients de température. La Figure 5.3(b)
montre l’évolution de la température à différent temps t � 0.25, 0.50, 0.75, 1. Notons que
la température décroît rapidement au début, puis se stabilise à un état d’équilibre quand
t s’approche du temps final Tend � 1. De plus, on remarque que la température développe
de forts gradients à la frontière ce qui modélisent le refroidissement du plasma dû aux
effets du limiteur. En effet, d’une part la diffusion thermique dépend du terme T 5{2 qui
est grand au début et devient de plus en plus petit. D’autre part, à cause des flux non
linéaires sur les bords, lorsque la température devient petite, le gradient de température
devient de plus en plus grand.
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(a) Schéma implicite
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(b) Schéma IMEX

Figure 5.2 – Vitesse de convergence des schémas implicite et IMEX. On compare les
erreurs relatives dans les tailles du maillage 16, 32, 64, 128, 192, 256 et 320 respectivement
en temps final Tend � 1.
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Figure 5.3 – Évolution de température évolution du problème (5.5). On utilise le schéma
IMEX pour approcher (5.5) et choisit le pas de temps ∆t � 10�4. (a) la solution de
référence et les résultats du schéma IMEX pour ns � 50, 150 en temps final Tend � 1, (b)
les résultats du schéma IMEX pour ns � 150 aux différents temps t � 0.25, 0.50, 0.75 et
1 respectivement.
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5.3 Le problème 2D

Dans cette partie, on considère le problème bidimensionnel où la température T dépend
du temps t et de deux variables d’espace ps, rq P Ω � p0, 1q � p0, 1q avec les conditions
limites appropriées :BtT � BspK‖ T

5{2 BsT q � BrpKK BrT q � 0, t ¥ 0, ps, rq P Ω, (5.28)

oùK} etKK sont des constantes positives telles queKK    K}. Pour les conditions limites,
on impose un flux au bord en r � 0 et on suppose qu’en r � 1 le flux de température est
nulle ce qui donne :$&% BrT pt, s, 0q � �QK, s P p0, 1q, r � 0, t ¥ 0,BrT pt, s, 1q � 0, s P p0, 1q, r � 1, t ¥ 0,

(5.29)

et en s � 0 et s � 1, on considère soit des conditions limites périodiques, soit des conditions
limites décrivant les effets du limiteur ce qui permet de faire décroître la température dans
l’appareil. Donc dans la couche de transition, on a :

T pt, 0, rq � T pt, 1, rq, r P p0, 1{2q, t ¥ 0 (5.30)

et dans la couche de scrape, on a$&% K‖T
5{2pt, 0, rq BsT pt, 0, rq � γ T pt, 0, rq, r P p1{2, 1q, t ¥ 0,

K‖ T
5{2pt, 1, rq BsT pt, 1, rq � �γ T pt, 1, rq, r P p1{2, 1q, t ¥ 0.

(5.31)

Le modèle vérifie également l’estimation d’énergie suivante :

1

2

d

dt

»
Ω

|T pt, s, rq|2dsdr � �16K‖

81

»
Ω

|BsT 9{4|2dsdr � KK »
Ω

|BrT |2dsdr� γ

»
1

1{2 �|T pt, 0, rq|2� |T pt, 1, rq|2� dr � KKQK »
1

0

T pt, s, 0qds.
Pour discrétiser le système (5.28)-(5.31), on utilise une méthode de volumes finis en es-
pace couplée à un schéma de splitting en temps. On commence par présenter le schéma
numérique et par décrire précisément la discrétisation des conditions aux bords. On com-
pare ensuite nos résultats numériques avec ceux obtenus par des discrétisations en temps
classiques explicite ou implicite.

5.3.1 Schéma de splitting en temps.

On utilise un schéma de splitting dans les deux directions. Comme pour le cas 1D,
on utilise un schéma IMEX pour l’équation non linéaire et on trouve des conditions sur
la viscosité ν ¡ 0 pour avoir un schéma uniformément stable. On considère d’abord le
problème non linéaire dans la direction s,

T Æ � T n

∆t
� Bs ��K‖pT nq5{2 � ν

� BsT n
� � νB2ssT Æ, ps, rq P Ω, (5.32)
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complété de les conditions aux limites$''''''&''''''%
T Æp0, rq � T Æp1, rq, r P p0, 1{2q,�
K‖ pT np0, rqq5{2 � ν

	 BsT np0, rq � γT Æp0, rq � ν BsT Æp0, rq, r P p1{2, 1q,�
K‖ pT np1, rqq5{2 � ν

	 BsT np1, rq � � γT Æp1, rq � ν BsT Æp1, rq, r P p1{2, 1q,
(5.33)

qui permet de calculer une première approximation T Æ. On calcule ensuite une approxi-
mation de la solution de l’équation de chaleur linéaire :

T n�1 � T Æ
∆t

� BrpKKBrT n�1q � 0, ps, rq P Ω, (5.34)

à laquelle on associe des conditions aux bords de type Neumann homogène :$&% BrT n�1ps, 0q � �QK, s P p0, 1q, r � 0,BrT n�1ps, 1q � 0, s P p0, 1q, r � 1.

(5.35)

Pour simplifier la présentation, on donne une estimation de stabilité sur ce schéma semi-
discret (discret en temps et continue en espace), mais la démonstration peut être facile-
ment adaptée au cas complètement discret.

Proposition 5.7. Supposons que le terme de viscosité vérifie :

K‖ |T n|5{2 ¤ ν, �n P N.
Alors la solution semi-discrète satisfait l’inégalité suivante :

1

2

»
Ω

�
T n�1

�2
dr ds� ν∆t

2

»
Ω

|BsT n�1|2 dr ds ¤ 1

2

»
Ω

�
T 0

�2
dr ds� ν∆t

2

»
Ω

|BsT 0|2dr ds�KK∆t n�1

ķ�1

�»
Ω

|BrT k|2 dr ds � QK »
1

0

T kps, 0qds� .
Preuve. En multipliant (5.32) par T Æ et en intégrant sur Ω, on obtient :

1

2

»
Ω

�pT Æq2 � pT nq2� dr ds ¤ �∆t »
Ω

�
K‖ pT nq5{2 � ν

	 BsT n BsT Æ dr ds�∆t »
Ω

ν|BsT Æ|2 dr ds�γ∆t » 1

1{2 |T Æp0, rq|2 � |T Æp1, rq|2 dr.
En utilisant ensuite l’inégalité de Young et en prenant ν telle que pour tout r P p0, 1q,

K‖ |T nps, rq|5{2 ¤ ν, �n P N,
186



5.3. Le problème 2D

on a :
1

2

»
Ω

pT Æq2 dr ds � ν∆t

2

»
Ω

|BsT Æ|2dr ds ¤ 1

2

»
Ω

pT nq2 dr ds � ν∆t

2

»
Ω

|BsT n|2dr ds.
(5.36)

De même, on multiplie (5.34) par T n�1 et on intègre par rapport à ps, rq P Ω et on obtient :

1

2

»
Ω

��
T n�1

�2 � pT Æq2	 drds ¤ �∆tKK »
Ω

�BrT n�1
�2
drds�∆tQKKK »

1

0

T n�1ps, 0qds. (5.37)

De plus, en dérivant (5.34) par rapport à s, on a :BsT n�1 � BsT Æ
∆t

�KKpB2rrBsT n�1q � 0.

En multipliant ensuite cette dernière par νBsT n�1 et en intégrant par rapport à ps, rq P Ω,»
Ω

ν
��BsT n�1

�2 � pBsT Æq2� dr ds ¤ �2∆t ν KK »
Ω

|BrsT n�1|2dr ds� ν∆t
�BspBrT n�1qBsT n�1

�r�1

r�0
.

D’où, en utilisant le fait que BspBrT n�1q � 0, r P t0, 1u, ceci conduit à :»
Ω

ν
��BsT n�1

�2 � pBsT Æq2� dr ds ¤ 0. (5.38)

Par (5.37) et (5.38), on obtient :

1

2

»
Ω

�
T n�1

�2
dr ds � ν∆t

2

»
Ω

�|BsT n�1|2 � KK |BrT n�1|2� dr ds � ∆tKKQK »
1

0

T n�1ps, 0qds¤ 1

2

»
Ω

pT Æq2 dr ds� ν∆t

2

»
Ω

|BsT Æ|2dr ds.
Finalement, l’inégalité ci-dessus conjuguée avec (5.36) donne :

1

2

»
Ω

�
T n�1

�2
dr ds � ν∆t

2

»
Ω

�|BsT n�1|2 �KK |BrT n�1|2� dr ds � ∆tKKQK »
1

0

T n�1ps, 0qds¤ 1

2

»
Ω

pT nq2 dr ds� ν∆t

2

»
Ω

|BsT n|2dr ds.
Par récurrence et en sommant pour k � 0, � � � , n on obtient l’inégalité de la proposi-
tion 5.7 :
1

2

»
Ω

�
T n�1

�2
dr ds� ν∆t

2

»
Ω

|BsT n�1|2 dr ds ¤ 1

2

»
Ω

�
T 0

�2
dr ds� ν∆t

2

»
Ω

|BsT 0|2dr ds�KK∆t n�1

ķ�1

�»
Ω

|BrT k|2 dr ds � QK »
1

0

T kps, 0qds� .
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5.3.2 Une approximation volumes finis.

Pour la discrétisation en espace, on considère un ensemble de ns�1 points psi�1{2q0¤i¤ns

de l’intervalle p0, 1q avec s�1{2 � 0 et sns�1{2 � 1 qui représente les points de discrétisation
dans la direction s; et un ensemble de nr�1 points pri�1{2q0¤i¤nr

de l’intervalle p0, 1q avec
r�1{2 � 0 et rns�1{2 � 1 qui représente les points de discrétisation dans la direction
r. Pour 0 ¤ i ¤ ns � 1, 0 ¤ j ¤ nr � 1, on définit la cellule de contrôle Ci,j par
Ci,j � psi�1{2, si�1{2q � prj�1{2, rj�1{2q. On note pri, siq le centre d’une cellule Ci,j, ∆si le
pas d’espace dans la direction s : ∆si � si�1{2 � si�1{2 et ∆rj � rj�1{2 � rj�1{2 celui dans
la direction r. On suppose qu’il existe ξ P p0, 1q tel que :

ξ h ¤ ∆si, ∆rj ¤ h, �pi, jq P t0, . . . , ns � 1u � t0, . . . , nr � 1u, (5.39)

avec h � maxi,jt∆si,∆rju.
On doit construire un ensemble d’approximations Ti,jptq de la moyenne de la solution

de (5.2)-(5.3) sur chaque cellule de contrôle Ci,j et on pose :

T 0

i,j � 1|Ci,j| »Ci,j

T 0ps, rq ds dr.
D’où la discrétisation volumes finis de (5.32) peut être écrite :

T Æ
i,j � T n

i,j

∆t
� F

n�1{2
i�1{2,j � F

n�1{2
i�1{2,j

∆si
, �pi, jq P t0, . . . , ns � 1u � t0, . . . , nr � 1u,

où le flux Fi�1{2,j correspond au flux unidimensionnel donné par (5.26) et aux conditions
limites périodiques pour rj P p0, 1{2q et aux conditions (5.27) pour rj P p1{2, 1q.

Alors, le schéma volumes finis (5.32) peut s’écrire :

T n�1

i,j � T Æ
i,j

∆t
� Gn�1

i,j�1{2 � Gn�1

i,j�1{2
∆rj

, �pi, jq P t0, . . . , ns � 1u � t0, . . . , nr � 1u
où Gi,j�1{2 est donné par :

Gi,j�1{2 � 2KK T n�1

i,j�1
� T n�1

i,j

∆rj�1 �∆rj
, j � 0, . . . , nr � 2. (5.40)

De plus, aux bords r � 0 et r � 1, on utilise les conditions limites suivantes :

Gi,j�1{2 � $&% �KKQK, if j � �1,
0, if j � nr � 1.

(5.41)

5.3.3 Résultats numériques.

On compare ici les différents résultats numériques relatifs au problème 2D (5.28)-
(5.31) obtenus en utilisant un schéma de splitting en temps avec un traitement de type
explicite, implicite ou de type IMEX à chaque pas. Comme précédemment, on commence
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par calculer une solution référence obtenue par un schéma explicite avec un petit pas
de temps satisfaisant à la condition CFL ∆t � h2. Dans les simulations numériques qui
suivent, on choisit pour les différents paramètres physiques : K} � 1, KK � 10�2, γ �
2, QK � 10. De plus la température initiale est donnée par :

T 0ps, rq � 3, (5.42)

et le temps final des simulations est Tend � 2.

Pour calculer la solution de référence, on a choisit ns � 300 et nr � 300 alors que
les résultats obtenus par les schémas implicite et IMEX utilisent ns � 100 et nr � 100

pour différents pas de temps : ∆t � 10�1, 10�2, 10�3, et 10�4. Tout d’abord, concernant
le temps calcul on voit, dans la Table 5.3, que le schéma IMEX est plus rapide que le
schéma implicite. De plus, l’erreur numérique présentée dans la Table 5.4 est du même
ordre pour chacun des deux schémas. D’où le schéma IMEX est clairement de ce point de
vue meilleur que le schéma implicite.

∆t 10�1 10�2 10�3 10�4

Schéma implicite 4.02 25.64 172.95 1327.50
Schéma IMEX 1.62 4.42 36.24 403.63

Table 5.3 – Temps de calcul pour le problème en 2D (5.28)-(5.31) en utilisant le schéma
implicite et le schéma IMEX au temps final Tend � 2.

∆t 10�1 10�2 10�3 10�4

Schéma implicite 0.2245 0.0236 0.0020 2.1985e-04
Schéma IMEX 0.2093 0.0213 0.0018 2.4385e-04

Table 5.4 – Erreurs relatives pour le schéma implicite et le schéma IMEX comparées avec
la solution de référence pour le problème en 2D (5.28)-(5.31) au temps final Tend � 2.

On veut maintenant étudier l’effet du schéma de splitting sur l’erreur numérique et sur
le coût calcul. On propose donc également une comparaison entre les différents schémas.
On compare d’abord le temps de calcul pour le schéma IMEX avec et sans la méthode
de splitting pour un pas de temps ∆t � 10�3, pns, nrq � p50, 50q, p100, 100q, p300, 300q
et p500, 500q. D’une part, on remarque, dans la Table 5.5, que la méthode de splitting
est beaucoup plus rapide que la méthode sans splitting quand le nombre de points de
discrétisation augmente.
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ns � nr 50� 50 100� 100 300� 300 500� 500

Schéma IMEX Non-splitting 11 60 505 2112
Schéma IMEX splitting 16 36 219 601

Table 5.5 – Temps de calcul du schéma IMEX avec et sans splitting au temps final
Tend � 2.

D’autre part, on compare les erreurs numériques correspondant aux deux stratégies
avec pns, nrq � p100, 100q, ∆t � 10�3 dans la Table 5.6, et en particulier les schémas
implicites (avec et sans splitting) et IMEX (avec et sans splitting). On note que la méthode
sans splitting est toujours plus précise que celle avec splitting.

Schéma Splitting implicite Splitting IMEX Implicite IMEX
Erreur numérique 2.� 10�3 2.� 10�3 5.� 10�4 5.� 10�4

Table 5.6 – Erreurs relatives pour les différents schémas numériques comparés avec la
solution de référence pour pns, nrq � p100, 100q, ∆t � 10�3 au temps final Tend � 2.

Dans la Figure 5.4, on montre l’évolution de l’approximation de la température (5.28)-
(5.31) dans le domaine de calcul Ω, qui est divisé en deux régions : une couche de transition
et une couche SOL comme illustrée dans la Figure 5.1. On initialise la température à une
constante et on observe immédiatement une décroissance rapide de la température dans
la région SOL jusqu’à ce qu’elle devienne singulière proche du limiteur (qui correspond
aux bords s � 0 et s � 1 pour r ¥ 1{2). D’autre part, dans la couche de transition, la
température converge vers un état d’équilibre qui est homogène en s P p0, 1q. Les différents
schémas donnent le même comportement qualitatif de la solution.

Dans la Figure 5.5, on trace l’évolution de la température en r � 0.25, r � 0.75 et
s � 10�2 et s � 0.5 respectivement. D’après Kočan et al. [14, 16], la diffusivité thermique
parallèle est bien plus grande que la diffusivité thermique perpendiculaire, i.e K} ¡¡ KK.
Par conséquent, la température devient constante le long des lignes de champ magnétique
qui correspondent à s P p0, 1q. On voit dans la Figure 5.5(a) que la température est
constante pour tout temps bien que les forts gradients fassent se développer une couche
limite en s � 0 et s � 1 dans la région SOL. Dans la direction perpendiculaire r la
situation est différente. On observe également à t � 2 une décroissance linéaire (par
rapport à r) de la température dans la couche de transition (0.5 ¤ r ¤ 1), qui est due
au flux de chaleur QK sur le bord r � 0, et ensuite une décroissance exponentielle dans
la SOL (0.5 ¤ r ¤ 1). Ces résultats numériques correspondent à l’analyseur de retard de
champ (RFA) [15, 14, 16].
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(a) t � 0 (b) t � 0.1

(c) t � 0.25 (d) t � 0.5

(e) t � 1 (f) t � 2

Figure 5.4 – Évolution de température du problème (5.28).
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Figure 5.5 – Évolution de température aux coupes r � 1{4, r � 3{4, s � 10�2 et s � 1{2
en temps t � 0.1, 0.5, 1 et 2 respectivement.
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5.3. Le problème 2D

On présente finalement l’évolution de la dissipation d’énergie par rapport au temps :

1

2

d

dt

»
Ω

|T pt, s, rq|2dsdr � E1 � E2 � E3,

avec : $''''''''''&''''''''''%
E1 :� � »

Ω

�
K‖ pT q5{2 |BsT |2 � KK |BrT |2 	 dr ds,

E2 :� �γ »
1

1{2 T pt, 1, rq2 � T pt, 0, rq2 dr,
E3 :� �QKKK »

1

0

T pt, s, 0qds.
La Figure 5.6 présente les termes E1, E2, E3 comme des fonctions de t. On trace ces
termes obtenus par les schémas implicites et IMEX. Notons que ces deux figures sont
quasiment les mêmes. En fait, au début de la simulation, il y a une décroissance rapide
de la température, et donc la quantité �E1, représentant le rapport d’échange de l’énergie
totale dans le domaine Ω, est croissante pour t   0.1. Elle converge ensuite vers un état
d’équilibre pour des temps plus longs. D’autre part, la quantité �E2 décroît par rapport
au temps, ceci est dû à l’anisotropie entre K} et KK. En effet, l’énergie est transférée au
limiteur dans la région SOL alors que dans la direction radiale r, la diffusitivité thermique
est petite. Enfin, comme on l’a vu dans la Figure 5.5, sur le bord du coeur, la température
ne varie pas significativement, et donc la quantité E3 croît légèrement en temps.

0 0.5 1 1.5 2
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

Time

E
ne

rg
y 

di
ss

ip
at

io
n

 

 
−E

1

−E
2

E
3

(a) Implicit scheme

0 0.5 1 1.5 2
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

Time

E
ne

rg
y 

di
ss

ip
at

io
n

 

 
−E

1

−E
2

E
3

(b) IMEX scheme

Figure 5.6 – Évolution d’énergie de dissipation par rapport au temps du problème (5.28),
avec ∆t � 0.001.
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5.4 Le problème couplé

Dans cette partie, on considère le modèle 2D complet (5.2) composé de deux espèces
de particules différentes, les ions et les électrons. On notera Ti (respectivement Te) la
température des ions (respectivement des électrons) qui dépend du temps et des deux
variables d’espace ps, rq P Ω. Les deux équations sont couplées par un terme source non
nul qui équilibre la température entre les deux espèces de particules,$&% BtTi � BspK‖,iT

5{2
i BsTiq � BrpKK,iBrTiq � �βpTi � Teq, for ps, rq P Ω,BtTe � BspK‖,eT
5{2
e BsTeq � BrpKK,eBrTeq � �βpTi � Teq, for ps, rq P Ω, (5.43)

où KK,i    K},i, KK,e    K},e et β est une constante négative. Ces deux équations sont
complétées avec le même type de conditions limites que dans (5.29)-(5.31).

5.4.1 Schéma de splitting en temps

On discrétise maintenant le système complet (5.43) en utilisant un schéma de splitting
en trois étapes. Supposons connue une approximation de la solution pTe, Tiq au temps tn

et notons la pT n
e , T

n
i q. Alors, on approxime d’abord la partie terme source couplant les

deux température Te et Ti en utilisant un schéma implicite qui conduit à :$'''&'''% T Æ
i � 1

2

�
1 � 1

1� 2β∆t



T n
e � 1

2

�
1 � 1

1� 2β∆t



T n
i ,

T Æ
e � 1

2
p1� 1

1� 2β∆t
qT n

e � 1

2
p1� 1

1� 2β∆t
qT n

i .

(5.44)

Il est clair que (5.44) garantit la positivité de la température. On utilise ensuite les mêmes
étapes de splitting en temps que précédemment dans la direction s et dans la direction r
de la façon suivante. D’une part on calcule T ÆÆ

α pour α P te, iu en résolvant (5.32)-(5.33).
D’autre part on applique la dernière étape (5.34)-(5.35) dans la direction r.

De plus, pour le schéma (5.32)-(5.33), (5.34)-(5.35) et (5.44), on démontre également
une estimation d’énergie donnée dans la proposition suivante.

Proposition 5.8. Soit T 0
α une donnée initiale positive et telle que T 0

α P L8p0, 1q. Suppo-
sons que pour α P te, iu, le terme de viscosité soit tel que pour tout r P p0, 1q,

max
αPti,euK‖,α}T n

α }5{28 ¤ ν, �n P N.
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Alors, la solution numérique, donnée par (5.44), vérifie :

1

2

¸
αPti,eu »Ω � |T n�1

α |2 � ∆t ν |BsT n�1

α |2 � dr ds¤ 1

2

¸
αPti,eu »Ω � |T 0

α|2 � ∆t ν |BsT 0

α|2 � dr ds� ∆t
¸

αPti,eu n�1

ķ�1

KK,α

»
Ω

|BrT k
α |2 dr ds� ∆t

¸
αPti,eu n�1

ķ�1

KK,αQK,α

»
1

0

T k
αps, 0qds.

Preuve. On remarque tout d’abord que l’estimation d’énergie des deux dernières étapes
dans les directions s et r sont les mêmes que celles démontrées dans la Proposition 5.7.
D’où :

1

2

»
Ω

� |T n�1

α |2 � ν∆t
� |BsT n�1

α |2 � KK,α |BrT n�1

α |2� � dr ds¤ 1

2

»
Ω

� |T ÆÆ
α |2 � ∆t ν |BsT ÆÆ

α |2 � dr ds � ∆tKK,αQK,α

»
1

0

T n�1

α ps, 0q ds.
Par conséquent pour terminer la preuve de l’estimation d’énergie, on observe juste que
(5.44) peut être réécrite comme suit :$&% T Æ

i � T n
i � �∆t β pT Æ

i � T Æ
e q ,

T Æ
e � T n

e � �∆t β pT Æ
i � T Æ

e q . (5.45)

En multipliant la première équation de (5.45) par T Æ
i et la seconde par T Æ

e et en intégrant
suivant pr, sq P Ω, on obtient :

1

2

»
Ω

|T Æ
i |2 � |T Æ

e |2drds ¤ 1

2

»
Ω

|T n
i |2 � |T n

e |2drds
De plus, en différenciant (4.3) par rapport à s et en multipliant la première équation par
νBsT Æ

i et la seconde par νBsT Æ
e , on a :

ν

2

»
Ω

|BsT Æ
i |2 � |BsT Æ

e |2drds ¤ ν

2

»
Ω

|BsT n
i |2 � |BsT n

e |2drds.
Finalement, on obtient donc :

1

2

¸
αPti,eu »Ω � |T n�1

α |2 �∆t
�
ν |BsT n�1

α |2 �KK,α |BrT n�1

α |2� � dr ds¤ 1

2

¸
αPti,eu »Ω � |T n

α |2 �∆t
�
ν |BsT n

α |2 �KK,α |BrT n
α |2� � dr ds� ∆t

¸
αPti,eu KK,αQK,α

»
1

0

T n�1

α ps, 0qds.
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En sommant sur k � 0, � � � , n on termine la preuve.

Enfin, la discrétisation en espace est faite en utilisant le schéma de volumes finis
présenté dans la section 5.3.2.

5.4.2 Résultats numériques

On compare ici les résultats numériques obtenus par le schéma implicite et le schéma
IMEX pour (5.43). On prend K},i � 2 � 0.01, K},e � 1, KK,i � 0.01, KK,e � 0.01, γi �
0, γe � 2.5, QK,i � QK,e � 10 et β � �0.02. La température initiale est telle que :

T 0

i ps, rq � 3, and T 0

e ps, rq � 3, ps, rq P Ω.
Le temps final de la simulation est Tend � 1 et la taille du maillage est choisie de sorte
que ns � 100, nr � 100.

On trace la température des ions et des électrons et on compare leur rapport à différents
temps. Le but est de comparer les différents comportements entre les températures des
ions et des électrons au bord et dans la SOL d’un Tokamak [31].

On montre dans la Figure 5.7, l’évolution de la température. A gauche, on présente la
température des électrons et à droite celle des ions. Notons tout d’abord que la diffusivité
thermique parallèle des électrons est presque 100 fois plus grande que celle des ions [11, 56],
et que le rapport d’échange d’énergie des électrons au bord r P p0.5, 1q dépend de OpT�3{2

e q;
d’où la température a une décroissance rapide dans la SOL. Cependant, les conditions
limites pour les ions dans la SOL sont données par une condition de type Neumann
homogène BsTi � 0, ce qui signifie qu’il n’y a pas d’échange d’énergie dans le limiteur.
D’où la température des ions varie peu dans la SOL.

D’autre part, le rapport entre la température des électrons et celle des ions est pré-
senté dans la Figure 5.8. Cette figure illustre le fait que dans la couche de transition, les
températures des ions et des électrons sont presque les mêmes. Cependant, dans la SOL,
au temps final Tend � 1 le rapport τ devient grand proche du limiteur à cause de la condi-
tion limite BsTe ∝ T

�3{2
e . L’évolution du rapport τ dans la direction radiale est donnée

dans la Figure 5.8. On remarque que dans la couche de transition le rapport τ est presque
égal à 1, alors que dans la SOL ce rapport devient grand. Par exemple, au temps t � 1,

le rapport τ � 6 pour s � 1{2 alors qu’il vaut 45 pour s � 10�2. Ces comportements
correspondent aux résultats obtenus expérimentalement par Kočan et al. [14, 16]. Enfin,
on fait varier le paramètre β pour étudier le terme source d’équilibre dans la Figure 5.9
et on observe que lorsque le paramètre |β| est grand, la rapport τ diminue.

5.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre différentes approximations numériques pour une équa-
tion de température non linéaire décrivant l’évolution de la chaleur dans un plasma ma-
gnétiquement confiné dans la région du bord d’un Tokamak. Des comparaisons numériques
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5.5. Conclusion

(a) Te at time=0.1 (b) Ti at time=0.1

(c) Te at time=0.25 (d) Ti at time=0.25

(e) Te at time=1 (f) Ti at time=1

Figure 5.7 – Évolution de température du problème (5.43).
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(b) r � 3{4
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(c) s � 10�2
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(d) s � 1{2
Figure 5.8 – Rapport τ � Ti{Te aux coupes r � 1{4, r � 3{4, s � 10�2 et s � 1{2 en
temps t � 0.1, 0.25 et 1 respectivement.
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(b) s � 1{2
Figure 5.9 – Rapport τ � Ti{Te aux coupes s � 10�2 et s � 1{2 pour des différents
paramètres β � �2� 10�2, �2� 10�1 et �2 en temps t � 1.
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5.6. Annexe A : Un schéma semi-implicite

montrent que le schéma IMEX, basé sur une décomposition de l’opérateur de diffusion
non linéaire couplé à stratégie de splitting, donne un schéma numérique efficace en terme
de précision, stabilité, et temps calcul. L’étape suivante consisterait à coupler le modèle
présenté ici avec les équations de transport pour la densité et la quantité de mouvement
du plasma.

5.6 Annexe A : Un schéma semi-implicite

On considère ici un schéma semi-implicite pour le problème (5.5) de la forme$''&''% T n�1

i � T n
i

∆t
� F

n�1{2
i�1{2 � F

n�1{2
i�1{2

∆si
, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

T 0
i � T0,i, 0 ¤ i ¤ ns � 1,

(5.46a)

avec les flux numériques suivants

F
n�1{2
i�1{2 � 2K‖pT n

i�1{2q5{2pBsT n�1qi�1{2� 2K‖

�
T n
i � T n

i�1

2

�5{2
T n�1

i � T n�1

i�1

∆si �∆si�1

, i � 1, . . . , Ns � 1, (5.46b)

F
n�1{2
i�1{2 � 2K‖pT n

i�1{2q5{2pBsT n�1qi�1{2� 2K‖

�
T n
i�1 � T n

i

2

�5{2
T n�1

i�1
� T n�1

i

∆si�1 �∆si
, i � 0, . . . , Ns � 2, (5.46c)

F
n�1{2�1{2 � γT n�1

0
, (5.46d)

F
n�1{2
Ns�1{2 � �γT n�1

Ns�1
. (5.46e)

La propriété de stabilité du schéma 5.46 peut être obtenue comme suit. On prend la
semi-discrétisation du problème (5.5) suivante

T n�1 � T n

∆t
� Bs �K‖pT nq5{2BsT n�1

�
, (5.47)

En multipliant (5.47) par T n�1 et en intégrant dans l’intervalle p0, 1q, on a»
1

0

��
T n�1

�2 � T n�1T n
	
ds � �∆t » 1

0

�pT nq5{2 �BsT n�1
�2	

ds�∆tγ ��T n�1

0

�2 � �
T n�1

Ns�1

�2	
.

(5.48)
Ensuite, on en déduit

1

2

»
1

0

�
T n�1

�2 � 1

2

»
1

0

pT nq2 ds ¤ »
1

0

��
T n�1

�2 � T n�1T n
	
ds¤ �∆t » 1

0

�pT nq5{2 �BsT n�1
�2	

ds. (5.49)
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On peut prouver la positivité de T n en suivant la proposition 5.5. Ainsi on a}T n�1}2 ¤ }T n}2 ¤ � � � ¤ }T 0}2. (5.50)

Ce schéma semi-implicite (5.46) est inconditionnellement stable. De plus en utilisant une
méthode point-fixe, on obtient un schéma implicite basé sur (5.46). Posons T p0q � T n, on
change légèrement (5.46) comme suit

T
pkq
i � T n

i

∆t
� Fi�1{2 � Fi�1{2

∆si
, i � 0, . . . , Ns � 1, (5.51a)

Fi�1{2 � K‖pT pk�1q
i�1{2 q5{2pBsT pkqqi�1{2� 2K‖

�
T
pk�1q
i � T

pk�1q
i�1

2

�5{2
T
pkq
i � T

pkq
i�1

∆si �∆si�1

, i � 1, . . . , Ns � 1, (5.51b)

Fi�1{2 � K‖pT pk�1q
i�1{2 q5{2pBsT pkqqi�1{2� 2K‖

�
T
pk�1q
i�1

� T
pk�1q
i

2

�5{2
T
pkq
i�1

� T
pkq
i

∆si�1 �∆si
, i � 0, . . . , Ns � 2, (5.51c)

F�1{2 � γT
pkq
0 , (5.51d)

FNs�1{2 � γT
pkq
Ns�1

. (5.51e)

Dans chaque pas de temps, on commence la boucle par k � 1 et on s’arrête quand la
différence entre T pk�1q et T pkq est petite. Enfin, on reproduit les mêmes cas tests de la
section 5.2.7. Le tableau 5.7 présente le temps de calcul du schéma semi-implicite (5.46) et
du schéma implicite (5.51). On observe que les temps de calcul de ces deux schémas sont
presque les mêmes. En comparant avec le tableau 5.1 de la section 5.2.7, on voit que le
schéma semi-implicite (5.46) est plus efficace que le schéma implicite résolu par méthode
de Newton (5.14). Cependant, le schéma IMEX (5.25) est encore beaucoup plus efficace
que ce schéma semi-implicite. Les erreurs relatives sont présentées dans le tableau 5.8. Ces
deux schémas ont le même ordre de la précision par rapport au schéma implicite (5.14)
et au schéma IMEX (5.25).

∆t 10�2 10�3 10�4 10�5

Schéma (5.46)
ns � 50 0.02 0.25 2.64 25.40
ns � 150 0.12 1.12 11.25 115.06

Schéma (5.51)
ns � 50 0.04 0.26 2.69 26.19
ns � 150 0.18 1.18 11.53 117.05

Table 5.7 – Temps de calcul pour le schéma semi-implicite (5.46) et le schéma implicite
(5.51) en seconde. Le temps de simulation final est Tend � 1.
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∆t 10�2 10�3 10�4 10�5

Schéma (5.46)
ns � 50 0.0598 0.0598 0.0598 0.0598
ns � 150 0.0181 0.0181 0.0181 0.0181

Schéma (5.51)
ns � 50 0.0571 0.0598 0.0598 0.0598
ns � 150 0.0177 0.0181 0.0181 0.0181

Table 5.8 – Erreurs relatives du schéma semi-implicite (5.46), du schéma implicite (5.51)
par rapport à la solution de référence. Encore on compare ces erreurs relatives en temps
final Tend � 1.
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