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Résumé

Ce travail de thése porte sur la modélisation et la simulation numérique des plasmas
ionosphérique et Tokamak.

La premiére partie de ce travail concerne la modélisation et la simulation numérique
des effets de perturbations ionosphériques sur les communications terre-satellite. Le point
départ de cette partie est 'analyse asymptotique du modéle de Euler-Maxwell condui-
sant ainsi au modéle Dynamo, qui se traduit en un couplage en 3D entre une équation
elliptique pour le potentiel électrique et une équation de conservation de masse pour la
densité du plasma. Du fait de la forte anisotropie de la matrice de diffusion associée a
I’équation elliptique, on a développé un schéma numérique préservant l’asymptotique per-
mettant ainsi le bon conditionnement du systéme linéaire. La simulation de ’équation de
conservation de masse est faite a 1'aide de schémas de lois de conservation d’ordre élevé.
La validation de ce modéle Dynamo s’obtient par une étude comparative avec le modéle
Striation en 2D.

Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse au plasma Tokamak. On extrait du modeéle TO-
KAMS3D, une équation de balance d’énergie de type non-linéaire en dimension 2 contenant
toutes les difficultés numériques. Les méthodes numériques standard étant trés cotiteux en
temps CPU, on développe un schéma implicite-explicite prouvé efficace et stable pour ce
type de probléme. Enfin, ce schéma est combiné & une méthode de splitting dimensionnelle
pour la discrétisation et des expériences numériques sont alors présentées.

Mots-clés: Modéle Dynamo ionosphérique, schéma préservant l’asymptotique, schémas
de lois de conservation, plasma Tokamak, équation de chaleur non-linéaire, schéma implicite-
explicite.



Abstract

This thesis focuses on modeling and numerical simulation of ionospheric and Toka-
mak plasmas.

The first part of this work concerns the modeling and simulation of ionospheric per-
turbations effects for earth-satellite communications. The starting point of this part is
an asymptotic analysis of Euler-Maxwell model leading to Dynamo model, which results
into a 3D coupling problem between an elliptic equation for the electric potential and a
mass conservation equation for the plasma density. Because of the strong anisotropy of
the diffusion matrix associated with the elliptic equation, we developed an asymptotic
preserving numerical scheme thus allowing the well conditioned linear system. The sim-
ulation of the mass conservation equation is made by using high order conservation laws
scheme. The validation of this model Dynamo is obtained by a comparison with the 2D
Striation model.

In the second part, we are interested in tokamak plasma. We extract from TOKAM3D
model, a 2D nonlinear energy balance equation containing all the numerical difficulties.
Standard numerical methods are very CPU consuming, thus we develop an implicit-
explicit scheme shown efficient and stable for this type of problem. Finally, this scheme is
combined with dimensional splitting method for the discretization and numerical experi-
ments are then presented.

Keywords: Ionospheric Dynamo model, asymtotic preserving scheme, conservation laws
schemes, Tokamak plasma, nonlinear heat equation, implicit-explicit scheme.
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Introduction

Dans cette thése, nous étudions la modélisation et la simulation numérique des plasmas
ionosphériques et de Tokamak. Cette thése se décompose en deux parties : dans la premiére
partie, nous présentons d’abord certaines notions liées a l’environnement ionosphérique,
puis nous introduisons des modeéles Dynamo et Striation ionosphériques et développons
des schémas numériques correspondants; dans la deuxiéme partie, nous développons un
schéma numérique efficace pour traiter la difficulté numérique de ’équation de la chaleur
non-linéaire du modéle TOKAM3D [50].

Partie I : modélisation et simulation des irrégularités du plasma ionosphérique
terrestre

La motivation de cette partie est d’étudier des perturbations ionosphériques, qui sont
les sources potentielles d’indisponibilité du systéme Galileo. Le systéme Galileo est un
systéme de navigation développé par I'’europe comme un compétiteur du systéme GPS
américain. Il est différent du GPS grace a sa capacité a fournir des informations d’in-
tégrité temps réel a l'utilisateur. Cependant des perturbations ionosphériques peuvent
interrompre les communications terre-satellites, ce qui limite 'avantage du systéme Gali-
leo. Nous désirons dans cette partie modéliser et simuler 1’évolution de densité du plasma
ionosphérique.

Dans le chapitre 1, nous donnons d’abord des notions liées & I’environnement spatial.
Un plasma est un gaz de particules ionisées ol les atomes sont dissociés en ions et électrons.
Un plasma ionosphérique a des températures inférieures a plusieurs centaines de milliers
de Kelvins, ou la densité de molécules neutres est en général trés supérieure a la densité
des espéces chargées, ainsi il est un milieu collisionnel. L’ionosphére terrestre est une
couche ionisée de I'atmosphére. Le plasma y est fortement influencé par la présence d’un
champ magnétique terrestre, par exemple l'effet de la dérive en F x B. En effet, dans la
basse ionosphére les effets du vent de neutre ou de la gravité peuvent induire un champ
électrique (effet dynamo ionosphérique), qui en présence du champ magnétique terrestre
crée une dérive en E x B entrainant le déplacement les particules chargées.

Pour modéliser I'évolution du plasma, le point de départ est le systeme d’Euler-
Maxwell a deux espéces i.e. ions et électrons. En faisant I’adimensionnement de ce systéme,
une collection de paramétres sans dimension apparait, montrant les différents ordres de
grandeur. En passant a la limite dans un certain ordre, nous obtenons les modéles Dynamo
et Striation ionosphériques. Une analyse d’instabilité de la dérive en E x B est donnée
sous I’hypothése que toutes les quantités sont indépendantes de la direction alignée au
champ magnétique.
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Dans le chapitre 2, nous développons un schéma préservant 1’asymptotique (schéma
AP) pour résoudre I’équation elliptique anisotrope. En effet, le modéle Dynamo iono-
sphérique peut étre écrit comme un systéme composé d'une équation elliptique pour le
potentiel électrique couplée & une équation de conservation de la masse pour la densité
du plasma. La matrice de diffusion de I’équation elliptique représente les mobilités de
particules chargées. La mobilité alignée au champ magnétique est beaucoup plus grande
que celles dans le plan perpendiculaire au champ magnétique. Ainsi I’équation elliptique
est un probléme anisotrope. Une discrétisation standard pour ce probléme conduit a un
systéme linéaire mal-conditionné.

Nous proposons un schéma AP, qui est une reformulation du schéma AP introduit
initialement dans [13]. Nous considérons un probléme elliptique anisotrope

{ —V - (AV9) = f, dans Q,

(1)
¢ =0, sur 0Qp, 0,0 =0, sur 02,

ou 2 < R? ou Q = R? est un domaine rectangulaire ou cubique de frontiéres 00 =
0Qp u 01, et A une matrice de diffusion de la forme

Al 0

A= ( 0 % Az) . (2)
Les termes A et Az sont du méme ordre de grandeur, le paramétre € pouvant fortement
varier. Le probléme (1) devient mal-posé quand £ — 0. Nous introduisons la décomposition
¢ = ¢+ ¢', ol ¢ est la valeur moyenne le long de la direction anisotrope z, ¢’ est la partie
de fluctuation. En intégrant (1) le long de la direction z, nous obtenons une équation de
moyenne. Puis en introduisant la décomposition de ¢ = ¢ + ¢’ dans (1), nous avons une
équation de fluctuation. Le schéma AP consiste en I’équation de moyenne, I’équation de
fluctuation et une contrainte ¢’ = 0. Ce schéma AP est bien-posé pour tous les choix de
g, ainsi son systéme linéaire de discrétisation est bien-conditionné. De plus son systéme
linéaire est creux, tandis que celui du schéma AP initial dans [18] est plein. Le nouveau
schéma AP est donc plus efficace que le schéma AP initial. Les cas test en 2D et 3D sont
donnés pour montrer efficacité du schéma AP.

Dans le chapitre 3, nous développons les schémas numériques des modeéles ionosphé-
riques dans un champ magnétique non-uniforme. Nous introduisons d’abord un systéme
de potentiels d’Euler de telle maniére que le domaine de calcul forme un tube de champ
magnétique. Puis nous réécrivons les modéles Dynamo et Striation dans le systéme des
potentiels d’Euler. Nous supposons que dans ce chapitre le gradient de la pression contre-
balance 'effet de la gravité dans la direction alignée au champ magnétique et nous négli-
geons aussi le gradient de la pression dans le plan perpendiculaire au champ magnétique.
Sous cette hypothese, le modéle Dynamo consiste en une équation de conservation de
la masse en 3D et une équation elliptique en 3D. Le modéle Striation consiste en une
équation de conservation de la masse en 3D et une équation elliptique en 2D.

Nous considérons un domaine de calcul formant un tube de champ magnétique dont
les pieds sont immergés dans la couche neutre de I'atmosphére. Nous divisons ce domaine
en trois partie le long du champ magnétique, la zone centrale formant un domaine régu-
lier. Nous maillons uniformément la zone centrale, et non-uniformément les deux zones



externes. Ainsi le domaine de calcul est divisé en plusieurs couches le long du champ ma-
gnétique. Nous développons d’abord des schémas numériques pour le modeéle Striation.
Nous discrétisons I’équation elliptique du modeéle Striation par une méthode de différences
finies classique. Pour discrétiser I’équation de conservation de la masse, nous utilisons
premiérement un schéma upwind en 3D. Cependant, ce schéma est trés diffusif car il est
d’ordre un en espace. Deuxiémement en appliquant la méthode de splitting dimensionnel
dans la zone centrale, nous obtenons des équations de conservation de la masse en 1D.
Puis nous utilisons des schémas d’ordre élevé en 1D pour discrétiser ces équations en 1D.
Dans les deux zones externes, nous utilisons encore le schéma upwind en 3D. Pour discré-
tiser I’équation de conservation de la masse du modéle Dynamo, nous pouvons utiliser les
mémes schémas que ceux du modéle Striation. Notons que I’équation elliptique du modéle
Dynamo est un probléme anisotrope, ainsi nous appliquons le schéma AP développé dans
le chapitre 2.

Deux types de simulations sont considérés : une bulle de sous-densité du plasma per-
turbée par la gravité; une bulle de sur-densité du plasma perturbée par le vent neutre.
Dans le premier cas, nous observons que la bulle de sous-densité du plasma montre vers
la haute altitude et son profil supérieur est strié. Enfin la bulle est divisée en plusieurs
sous-bulles de sous-densité. Dans le deuxiéme cas, nous considérons le vent neutre dans
la direction de longitude. La bulle de sur-densité bouge par la force du vent neutre, et
le profil en opposition du vent neutre est strié. Finalement, la bulle de sur-densité de-
vient plusieurs sous-bulles de sur-densité. Un caractére commun des modéles Striation et
Dynamo est que la perturbation propage aux couches initialement non-perturbées. Deux
différences importantes entre les deux modéles sont : le phénomeéne de striation du mo-
déle Dynamo parait plus tot que celle du modéle Striation et 'intensité de la perturbation
dans les différentes couches du modéle Dynamo variée parmi toutes les couches, tandis
que celle du modéle Striation est invariante pour toutes les couches.

Dans le chapitre 4, nous faisons des simulations numériques prenant en compte le
gradient de pression. Pour simplifier le probléme, nous considérons un domaine de calcul
régulier et simulons une bulle de sous-densité perturbée par la gravité. Dans le systéme
des potentiels d’Euler, les modéles Striation et Dynamo s’écrivent comme la somme d’ une
équation d’advection-diffusion pour la densité et d’une équation elliptique pour le poten-
tiel. Nous pouvons discrétiser ces modéles par des schémas similaires a ceux développés
dans le chapitre 3. Cependant, la condition CFL de I’équation d’advection-diffusion est li-
mitée par le terme de diffusion. En appliquant la méthode de splitting dimensionnel, nous
discrétisons le terme d’advection explicitement et le terme de diffusion implicitement.

Nous considérons premiérement le modeéle Striation. Le domaine de calcul s’étend de
la basse ionospheére a la haute ionosphére. Nous considérons comme donnée initiale une
bulle de sous-densité du plasma dans la basse ionosphére. La bulle monte par la force de la
gravité. Similairement le profil fait apparaitre des striations dans la partie supérieure par
effet de la dérive en E' x B. La bulle est écrasée dés qu’elle entre dans la haute ionosphére.
En effet, dans la basse ionosphére la densité des particules neutres est grande, ainsi la
collision entre des particules neutres et des particules chargées est importante, ce qui
limite le déplacement des particules chargées. En revanche dans la haute ionosphére, la
densité des particules neutres est faible, ainsi le déplacement des particules chargées le
long du champ magnétique est libre. La bulle est donc écrasée rapidement par la force du
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gradient de la pression.

Deuxiémement, nous découvrons que le modéle Dynamo ne peut pas reproduire I’évolu-
tion des striations de maniére satisfaisante. Dans le modéle Dynamo, nous pouvons définir
deux échelles de temps distinctes : une trés rapide associée a la mobilité des particules le
long des lignes de champ ; I'autre plus lente associée aux mobilités perpendiculaires. No-
tons que la mobilité alignée est trés grande comparativement aux mobilités transverses. Le
modéle Dynamo conduit alors & la mise a 1’équilibre dans la direction alignée de maniére
a annuler les forces qui s’exercent le long des lignes de champ. Cette mise & 1’équilibre
sera trés rapide et la dynamique perpendiculaire n’a pas le temps de se développer sur
ces échelles de temps.

Partie II : étude numérique d’une équation non-linéaire de la chaleur pour les
plasmas

Dans le chapitre 5, nous étudions 1’évolution du flux d’énergie d’un tokamak. Un
tokamak est une chambre de confinement magnétique destinée a contrdler un plasma
pour étudier la possibilité de la production d’énergie par fusion nucléaire. Les interactions
plasmas-mur ont un impact important sur les propriétés de confinement du plasma. La
région de ces interactions est appelée SOL ("scrape of layer"), dont I’évolution du flux
d’énergie se traduit par une équation non-linéaire de la chaleur.

Nous extrayons a partir du modeéle TOKAMS3D un systéme d’équation non-linéaire
de la chaleur pour deux espéces, qui contient toutes les difficultés numériques. En appli-
quant la méthode de splitting, nous obtenons un sous-probléme non-linéaire en 1D. Nous
développons respectivement des schémas explicite, implicite et explicite-implicite pour ce
sous-probléme. Le schéma explicite-implicite est le plus efficace parmi les trois schémas.
En effet, le schéma explicite est limité par la condition CFL. La matrice du schéma im-
plicite est une fonction de température, qui change dans chaque pas de temps. Ainsi nous
devons résoudre un nouveau systéme linéaire dans chaque pas de temps. Le point prin-
cipal du schéma explicite-implicite est d’écrire le probléme non-linéaire sous une forme
différente afin de décomposer 'opérateur non-linéaire en une somme d’une partie linéaire
dissipative, qui peut étre résolue de facon implicite, et une partie non-linéaire non dissi-
pative, qui sera résolue par un solveur en temps explicite. Avec cette décomposition, la
matrice de discrétisation change beaucoup moins fréquemment par rapport au schéma im-
plicite. Ainsi nous gagnons beaucoup de temps de calcul en utilisant la résolution directe
du systéme linéaire.

Nous appliquons ensuite le schéma explicite-implicite dans le systéme d’équation non-
linéaire de la chaleur pour deux espéces. Nous observons que dans SOL la température
d’électrons décroit rapidement grace au le terme de diffusion non-linéaire et aux conditions
aux limites non-linéaires. La température d’ions varie plus lent & cause des conditions aux
limites de Neumann homogéne. Un terme de source d’équilibrage balance la différence des
températures entre les deux espéces. Ainsi nous voyons a partir des simulations numériques
que la région SOL controle bien la température du Tokamak.
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Chapitre 1

Modélisations des irrégularités du
plasma ionosphérique terrestre

1.1 Introduction

Dans la derniére décennie, les dispositifs de positionnement par satellite sont devenus
I'un des moyens les plus intéressants de navigation pour le déplacement des marchandises
et des personnes. La seule solution actuelle est basée sur la constellation de satellites
Navstar du systéme GPS américain. Toutefois, afin de garantir son autonomie, I’Europe
a décidé de lancer un programme concurrent appelé Galileo. Il est composé de 27 satel-
lites en orbite moyenne (23000 km d’altitude) complété par trois autres complémentaires.
Le systeme Galileo est différent du GPS grace a sa capacité a fournir des informations
d’intégrité temps réel a l'utilisateur.

Afin de garantir ce niveau de service d’intégrité, il est fondamental de prendre en
compte les différents problémes qui peuvent affecter la mission et d’identifier toutes les
sources potentielles d’indisponibilité du systéme. L’une des principales sources d’indispo-
nibilité des données, qui a été identifiée, est le phénomeéne des scintillations ionosphériques.
En effet la scintillation provoque une atténuation de I'amplitude du signal radio et des
variations de phase pendant la traversée des signaux satellitaires traversant 1’ionosphére.
Ces effets peuvent induire la perte du verrouillage ou des sauts de cycles sur les émissions
de signaux de satellites Galileo qui les rend totalement inutilisables pour la détermination
de 'intégrité des informations exactes.

Des scintillations sont clairement identifiées comme une source de perturbations venant
de I'environnement. Elles apparaissent comme ’aspect turbulent d’une plus grande per-
turbation de la densité du plasma ionosphérique, qui ont la forme de bulles de sur-densité
du plasma ou de bulles de sous-densité du plasma. La difficulté de leur modélisation est
due au manque de mesures in situ a les concernant.

"Global Ionospheric Scintillation Model" (GISM) [1], [2], un modéle mixte climato-
logie / physique, est traditionnellement utilisé pour donner les paramétres permettant
de prédire I’évolution du signal dans le milieu ionosphérique. L’état de 'ionosphére est
donné par la densité électronique a 'intérieur du milieu, qui est elle-méme calculée par le
modeéle NeQuick développé dans les universités de Graz et de Trieste. Toutefois, le modéle
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NeQuick ne fournit que I’état moyen de 'ionosphére et ne permet donc pas de donner des
réponses correctes lorsque les perturbations sont trés importantes. Deux solutions peuvent
étre proposées : améliorer le modeéle par plus de considérations physiques et combler le
manque de données in situ.

Besse et al. [1] ont développé une hiérarchie de modéles dans le but de représenter ’évo-
lution d’instabilités du plasma ionosphérique. Elle est basée sur une analyse asymptotique
du systéme Euler-Maxwell & ’aide d’échelles typiques des paramétres physiques dans la
couche F de l'ionospheére. Parmi ces modéles, le plus simple, dénommé modéle Striation,
décrit ’évolution du plasma quasi-neutre dans un plan perpendiculaire au champ magné-
tique terrestre. Le champ magnétique est supposé constant, et l'inertie des électrons et
des ions est négligée. Dans ce modéle, la mobilité des particules de charge est supposée
infinie le long des lignes de champ magnétique, de sorte qu’ils constituent un équipoten-
tiel du champ électrique. Cette propriété permet le calcul du champ électrique au moyen
d’une équation elliptique en 2D avec des coefficients intégrés le long des lignes de champ
magnétique. Cette équation est couplée & une équation de conservation de la masse en
dimension deux ou trois décrivant I’évolution de la densité du plasma.

Une version entiérement en dimension deux du modéle suppose que toutes les variables
sont indépendantes de la coordonnée alignée avec le champ magnétique. Ce modéle est lar-
gement utilisé pour 'analyse et la simulation. Une étude de stabilité linéaire || démontre
la capacité du modéle Striation & décrire les instabilités du plasma ionosphérique, et par
exemple 'instabilité de dérive en E x B [57]. Ce modéle est également trés bien adapté
pour la simulation de I’électrojet équatorial [13]. Ce succes peut s’expliquer par Uefficacité
des outils de simulation développés pour ce modeéle. Les cotits d’utilisation de mémoire
et de CPU sont raisonnables en raison de la réduction a la dimension 2 des problémes
elliptiques permettant le calcul du champ électrique. Cependant des études analytiques
ont souligné 'importance de la troisiéme dimension (celle alignée avec le champ magné-
tique terrestre) sur la précision des résultats [16]. Les variations des propriétés matérielles
le long des lignes de champ magnétiques sont principalement responsables des différences
observées lorsqu’on compare les résultats de simulations et de mesures expérimentales.

Les variations de l’environnement le long des lignes de champ magnétique ont été
pour la premiére fois introduites dans les simulations en étendant le modéle 2D & une
version multi-couches [3]. Le champ électrique reste toujours calculé grace a une équation
elliptique 2D, mais les coefficients de cette équation sont intégrés le long des lignes de
champ magnétique sur différentes couches. La densité du plasma ionosphérique est calculée
par une équation de conservation de la masse en 3D. Sur des petites échelles d’espace,
le champ magnétique terrestre peut étre supposé uniforme. Cette hypothése n’est plus
réaliste sur des échelles d’espace plus grandes et une approximation précise du champ
magnétique doit étre apportée. Keskinen et al. [33] [34], dans le code MIDAS, ainsi que
Besse et al. [1], utilisent un champ dipolaire magnétique axisymétrique. Dans [3], [21]
un systéme de coordonnées curvilignes est introduit afin de réaliser des simulations dans
ce cadre. Les simulations soulignent la propriété non-locale du phénomeéne en raison de
la grande mobilité des particules le long des lignes de champ magnétique. Cependant,
le tube de champ magnétique s’étend sur un large domaine, (en altitude et latitude)
avec de grandes variations de la densité de particules neutres. Par exemple aux basses
altitudes, la densité de particules neutres est beaucoup plus élevée que celle de plus haute
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altitude. Pour cette raison, la mobilité des particules peut étre supposée infinie pour haute
ionosphére. Cependant en altitudes plus basses, cette hypothéese n’est plus valide a cause
d’une fréquence de collisions avec les neutres trés importante. Ainsi la validité du modéle
Striation implique qu’il soit limité & un média ou il n’y a pas trés grande variation de
fréquence de collision. Pour que le modéle soit valable dans le champ magnétique tout
entier, il est nécessaire d’'un modéle moins restrictif.

Un tel modéle, appelé modeéle Dynamo-3D développé dans la hiérarchie de [3], est
beaucoup plus cotiteux en CPU et mémoire. En effet, les mobilités alignées étant finies,
toutes les composantes du champ électrique doivent étre calculées au moyen d’une équa-
tion elliptique en 3D. Cette équation elliptique est couplée & une équation de conservation
de la masse en 3D donnant 1’évolution de la densité du plasma. La vitesse du plasma est
soit calculée par la loi de conservation, dans le code de MIDAS, ou une relation algébrique
dans la version sans masse du modeéle Dynamo utilisé dans [21] pour laquelle I'inertie est
négligée. L’avantage du modéle Dynamo-3D est que le domaine de validité est un tube de
champ magnétique entier. Cependant d’un point de vue numérique, le calcul du champ
électrique est un véritable défi sur un tel domaine. Les mobilités de particules alignées
avec le champ magnétique sont beaucoup plus grandes que les mobilités transverse (i.e.
Pedersen et Hall), de sorte que le systéme linéaire associé au calcul du potentiel électrique
est mal conditionné. Les expériences numériques préliminaires effectuées dans [21] sur de
grandes échelles d’espace montrent que la convergence des méthodes itératives est tres
difficile. En outre, les dynamiques perpendiculaires et paralléles sont tres différentes et
nécessitent des méthodes de pas fractionnaire en temps afin de maintenir un cotit de calcul
acceptable [33].

Pour contourner ce probléme, nous proposons une stratégie dans le but d’améliorer le
calcul du potentiel électrique du modéle Dynamo-3D. Une des difficultés dans la résolution
de I’équation elliptique peut étre expliquée par les conditions aux limites appliquées dans la
direction alignée au champ magnétique. Les extrémités du tube de champ magnétique sont
immergées dans la thermospheére, ot la densité du plasma s’annule. La composante alignée
du champ électrique devrait étre zéro aux extrémités de tube de champ magnétique.
Cela se traduit par des conditions aux limites de Neumann homogénes pour le potentiel
électrique. Cela signifie que, dans ’équation elliptique de Dynamo-3D, les coefficients de
plus grande amplitude (mobilités alignées) sont associés & des conditions aux limites de
Neumann. Cette partie de 'opérateur elliptique, dominante aux plus hautes altitudes, ne
donne pas une solution unique. Cet opérateur n’est donc pas inversible, et ne fournit pas
d’informations pour les variations de potentiel dans la direction alignée.

Dans un travail récent de Degond et al. [18], un schéma préservant 1’asymptotique
(AP) a été développé pour la résolution numérique d’un probléme elliptique anisotrope
équivalent. Cette méthode consiste a décomposer la solution du probléme dans sa moyenne
(qui ne dépend pas de la coordonnée alignée au champ magnétique) et sa fluctuation. La
partie de fluctuation est une fonction avec moyenne nulle le long des lignes de champ
magnétique. Grace a cette propriété, la solution numérique de ce probléme peut étre
calculée en résolvant un systéme linéaire avec un conditionnement qui ne dépend pas du
taux d’anisotropie. Toutefois, la condition de moyenne nulle implique une matrice avec
des blocs denses. Une extension de ce travail [7] basée sur une reformulation alternative
du schéma AP évite d’inclure des blocs denses. De plus une méthode de résolution directe
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pour ce schéma AP a été introduite, qui a une efficacité accrue par rapport & une méthode
de résolution itérative dans [15], surtout pour des probléme anisotrope en 2D. Ce travail
sera détaillé dans le chapitre 2.

Certains améliorations doivent étre ajoutées au modéle de 3] afin d’intégrer une phy-
sique plus précise. Jusqu’a présent, Besse et al. se sont concentrés sur l'instabilité de dérive
initiée par des vents thermosphérique de particules neutres. Le modéle ne prend pas en
compte les effets de gravité. Ce terme de force sera ajouté dans le cadre des coordonnées
curvilignes définies pour le champ magnétique bipolaire.

Dans ce chapitre, nous introduisons le concept de modélisation des irrégularités iono-
sphériques. Dans la section 1.2, on introduit les bases physiques pour la modélisation du
plasma ionosphérique. Dans la section 1.3, on introduit le modeéle d’Euler-Maxwell, puis
on le simplifie aprés un adimensionnement pour arriver aux modeéles Dynamo et Striation.
La stabilité linéaire du modéle Dynamo et du modele Striation est aussi présentée.

1.2 L’environnement spatial : quelques notions de base

1.2.1 Introduction

Pour mieux comprendre les modéles de plasma ionosphérique, il est nécessaire de
connaitre ’environnement spatial. Dans la section 1.2.2, on introduit les notions de base
de physique des plasmas. La définition générale du plasma est briévement donnée suivie
d’une comparaison entre les plasmas froids et les plasmas chauds. Certains compléments
seront donnés pour quelques aspects des plasmas. Dans la section 1.2.3, on décrit la
magnétosphere. On présente respectivement les sources du plasma magnétosphérique, les
circulations du plasma chaud et du plasma froid, les conséquences sur les satellites. Dans
section 1.2.4 nous décrivons 'ionosphére, région de base du modéle. On montrera d’abord
la structure stratifiée de I'ionosphére, qui entraine différents phénomeénes, et par exemple
celui des scintillations. Puis on considérera les sources du champ électrique et des courants
ionosphériques. Nous soulignerons 'effet dynamo, qui est fondamental, dans section 1.3.

1.2.2 Qu’est ce qu’un plasma?
Définition générale

Un plasma est un gaz de particules ionisées ot les atomes sont dissociés en ions et
électrons [17], [19], [35]. Les particules composant le plasma sont donc électriquement
chargées, et par conséquent susceptibles d’interagir entre elles par interaction électroma-
gnétique. Il s’agit 1a d’une différence fondamentale entre un plasma et un gaz au sens
usuel, lequel est constitué de particules électriquement neutres et n’interagissant entre
elles que par contact (ou par le biais de forces a trés courte portée).

Il nous serait difficile de coexister avec un plasma, car sa température est supérieure a
I’énergie d’ionisation des atomes le constituant. Cette derniére étant de I'ordre de quelque
eV (électron Volt), la température d’'un plasma est généralement supérieure a une dizaine
de milliers de Kelvin, en vertu de la correspondance :

1eV=11600 Kelvin.
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FIGURE 1.1 — Trajectoire hélicoidale des particules chargées des plasmas le long des lignes
de champ magnétique.

Plasmas froids et plasmas chauds

Les plasmas froids ont des températures inférieures a quelques eV (c’est a dire a
quelques dizaines de milliers de Kelvins). Dans ces plasmas, la densité de molécules neutres
est donc en général trés supérieure a la densité des espéces chargées (ions et électrons).
Des exemples de tels plasmas sont 'ionosphére, les décharges luminescentes (celles d'un
tube au néon, d’'une lampe & mercure, ...).

Les plasmas chauds ont des températures supérieures a plusieurs dizaines d’eV (plu-
sieurs centaines de milliers de Kelvins). Dans ce cas il n’y a quasiment plus de molécules
neutres. Des exemples de plasmas chauds sont les plasmas stellaires (soleil, étoiles, etc),
le vent solaire, les plasmas artificiels utilisés pour la fusion thermonucléaire (plasmas des
Tokamaks, plasmas obtenus par irradiation de cibles par faisceaux lasers intenses, etc).

Les plasmas chauds et froids ont des comportements radicalement différents en raison
de la nature des collisions entre les particules a 1’échelle microscopique. En effet, dans un
plasma chaud, les particules chargées interagissant via I'interaction électrostatique (on dit
encore Coulombienne). Or, lorsque, la vitesse relative des particules est trés grande, I'in-
teraction Coulombienne a peu d’effet. Les plasmas chauds sont donc essentiellement des
milieux non collisionnels. Dans un plasma froid au contraire, les particules chargées inter-
agissent avec ’espéce prédominante, que constituent les molécules neutres. L’interaction
est donc médiatisée par des forces a beaucoup plus courte portée que l'interaction Cou-
lombienne. Il s’agit de forces dites de Van der Waals. Ces collisions dévient les particules
de maniére beaucoup efficace. Les plasmas froids sont donc des milieux collisionnels.

Autres aspects des plasmas

Champ magnétique Les plasmas sont fortement influencés par la présence ou non
d’un champ magnétique extérieur. En effet, un champ magnétique confine les particules
chargées a se déplacer principalement le long des lignes de champ, selon une trajectoire
hélicoidale (voir la figure 1.1). Les mouvements transverses au champ magnétique sont
possibles (dérive en E x B, diffusion, etc), mais sont beaucoup plus lents lorsque le champ
magnétique est intense.
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Quasineutralité Le dépot d'une particule chargée dans un plasma va créer un champ
électrique qui aura tendance a rétablir la neutralité électrique. A cause de ce phénoméne
de rappel, la différence relative de densité entre les ions positifs et les électrons se maintient
globalement & un niveau assez faible. On a donc les relations suivantes :

Pe = Pi K Pe; Pis Pi = Py

ol p, est la densité électronique et p; la densité des ions positifs. Ces relations traduisent la
quasineutralité du plasma qui, bien que constituée de particules chargées, reste localement
électriquement neutre.

Oscillations de plasma Dans un plasma, la fréquence d’oscillations électronique prend

la valeur : )
2 _ P4

w - )
pe EoMe

ou p est la densité du plasma, ¢ la charge élémentaire (positive), ¢ la permittivité du
vide et m, la masse de I’électron. De méme, on a la fréquence plasma ionique

2
W2 = Pq

b 8077%.

Toutefois, la masse ionique est beaucoup plus grande que la masse électronique. Donc la
dynamique des électrons est beaucoup plus rapide que celle des ions.

1.2.3 La magnétospheére terrestre

La magnétospheére terrestre est située au-dela de I'ionosphére, c’est-a-dire au-dessus
de 800 a 1000 km d’altitude. S’il n’y avait pas de vent solaire, le spectre magnétique de la
Terre serait semblable & celui d’un aimant droit isolé. En réalité, la magnétosphére agit
comme un écran et protége la surface terrestre des excés du vent solaire, nocif pour la vie.
Elle s’oppose au vent solaire comme une pile de pont dévie le courant d’une riviére. En
contrepartie le vent solaire déforme le spectre magnétique de la Terre en lui donnant une
forme de queue de comeétes.

1.2.4 L’ionosphére
Structure stratifiée de ’ionosphére

L’atmosphére est ionisée sur toute la surface du globe a partir de 60 km coté jour et
de 120 km c6té nuit jusqu’a la magnétopause. L’ionospheére désigne la région de ’espace
ou la densité des particules ionisées est la plus élevée. Au dela de 1000 km, c’est la
magnétospheére : la densité des particules ionisées et des neutres est tres faible. Il y a
donc peu de collisions et le mouvement des particules est régi par le champ magnétique
terrestre.

L’origine des ions et des électrons réside principalement dans l'interaction du flux
du rayonnement photonique solaire et des molécules de I'atmosphére neutre. Un photon
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FIGURE 1.2 — La magnétosphére terrestre

d’énergie supérieure au seuil d’ionisation peut arracher un électron a une molécule créant
ainsi un ion. Un autre phénomeéne est la précipitation des particules du vent solaire par
les cornets polaires (donnant lieu aux aurores boréales). De plus, il y a aussi des trans-
formations chimiques ions-neutres ou des recombinaisons ions-électrons par exemple, qui
compliquent la modélisation.

La densité maximale de plasma est située dans la région F (voir la figure 1.3) entre
200 et 400 km d’altitude avec des valeurs de 4 x 10* & 4 x 10% cm 3. Ceci correspond 4 des
fréquences de résonance naturelle du plasma de 1.8 & 18 MHz. Toutes les ondes qui sont
de fréquences inférieures a 18 MHz sont réfléchies par 'ionosphére. Par exemple, les ondes
moyennes sont réfléchies par la couche E; les ondes courtes sont réfléchies par la couche
F, alors que les ondes ultra-courtes ne sont pas réfléchies : elles traversent ’ionosphére et
permettent ainsi I’établissement de communications avec les satellites.

Cependant les caractéristiques des couches E et F ainsi que la fréquence limite de
18 MHz varient en fonction de I'activité solaire ou d’instabilités ionosphériques. D’autre
part, l'ionosphére est trés perturbée dans les régions de hautes latitudes (précipitations)
et a I'équateur (électrojet équatorial). Ces instabilités perturbent alors les signaux qui
subissent des variations de phase et d’amplitude (phénoménes de scintillations).

En conclusion, I'ionosphére est stratifiée en couches, sous l'effet de la gravité et des
différents mécanismes de création et de la recombinaison du plasma.

— Aux altitudes inférieures, I’atmosphére neutre joue un réle prépondérant et la dy-
namique du plasma est fortement influencée par les collisions entre les ions ou les
électrons d’une part et les neutres d’autre part. En particulier, les vents de neutres
entrainent le plasma.

— L’altitude ou la densité de plasma est maximale (10° a 10° cm™3) se situe aux
alentours de 200 a 400 km.

— Aux altitudes supérieures, la densité des neutres diminue trés vite et le plasma
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FIGURE 1.3 — Caractéristiques de I’atmosphére et de 'ionosphére

peut étre considéré comme totalement ionisé au dela des quelques milliers de km
d’altitude. Il se reconnecte alors au plasma magnétosphérique.
Les lignes de champ magnétique relient des régions d’altitudes différentes (sauf au voi-
sinage de I’équateur o le champ magnétique est quasiment horizontal). Ainsi, par le
mouvement rapide des particules (et en particulier des électrons) le long des lignes de
champ magnétique, les plasmas aux différentes altitudes sont interconnectés.

Les sources du champ électrique et des courants ionosphériques

Dans I'ionosphére, les sources principales contribuant a la génération de champs élec-
triques de grande échelle sont la dynamo ionosphérique, la dynamo magnétosphérique de
vent solaire et l'activité orageuse. Ici, on s’intéresse plus particulierement a la dynamo
ionosphérique.

Les particules neutres, sous l'effet du vent dans la basse ionosphére, entrainent par
collisions de particules chargées. En coupant les lignes de champ magnétique, elles créent
un champ électrique induit (effet dynamo). Le champ électrique se traduit en la différence
de potentiel. Or les électrons peuvent se déplacer librement et trés rapidement le long des
lignes de champ magnétique. En effet, la conductivité alignée le long du champ magnétique
est de 100 S/m (Siemens par métre), alors que la conductivité orthogonale au champ
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magnétique est inférieure & 107* S/m. Par conséquence, la différence de potentiel créée
dans la basse d’ionosphére est instantanément transmise aux altitudes supérieures.

1.3 Modélisation des irrégularités ionosphériques

1.3.1 Introduction

L’ionosphére joue un réle important dans la propagation des ondes radio dans cer-
taines gammes de fréquences, aussi bien pour les communications terrestres, que pour
les liaisons terre-satellite. Cette couche de 'atmosphére est un milieu non-homogéne et
instable, perturbée par des forces liées au vent neutre ou vent solaire. Ce phénoméne
de perturbation, connu comme les scintillations ionosphériques, provoque la diffusion des
ondes électromagnétiques. L’objet de cette section est d’établir et d’étudier un modéle
mathématique permettant d’étudier ce phénoméne pour aider a concevoir et a améliorer
les dispositifs de communications entre la terre et les satellites.

Le point de départ sera une description fluide composée du systéme d’Euler-Maxwell
pour un plasma composé de deux espéces i.e. électrons et ions. On met ce systéme en forme
adimensionnelle par un choix approprié d’échelles des unités. Par cette mise & 1’échelle,
une collection de paramétres sans dimension apparait, montrant les différents ordres de
grandeur. Dans [1|, deux hiérarchies sont étudiées, i.e. la hiérarchie MHD et la hiérarchie
Dynamo. La hiérarchie Dynamo est adaptée a la situation standard de I'ionosphére, alors
que la hiérarchie MHD est mieux adaptée a la situation d’anormales de forte sur-densité.

Dans cette section, on se concentre sur la hiérarchie Dynamo. Dans cette hiérarchie, le
modeéle le plus couramment utilisé est le modéle Dynamo, dans lequel le champ magnétique
est réduit au champ magnétique terrestre, et le champ électrique est irrotationnel. Le
potentiel électrique qui en résulte est la solution d’une équation elliptique déduite de
I’équation de conservation du courant. Elle est couplée avec des équations de conservation
de la masse et du moment (sans terme d’inertie). Le modeéle Dynamo a été utilisé comme
outil de base pour étudier ces instabilités [10] [19]. Les simulations numériques du modéle
Dynamo dans un champ magnétique non-uniforme sont développées dans le chapitre 3.

Le modéle terminal de cette hiérarchie est le modéle Striation. Ce modéle est une
réduction du modéle Dynamo dans lequel le champ électrique est forcé a étre orthogonal
au champ magnétique, donc donnant une équation elliptique en dimension deux. Cette
équation est toujours couplée avec les équations de conservation de la masse et de la
quantité de moment sans masse. Le modeéle Striation a été largement utilisé dans la
littérature physique parce que la réduction a une équation elliptique en dimension deux
génére une augmentation considérable de l'efficacité de calcul.

Cette section est organisée comme suit : dans la section 1.3.2, le modéle d’Euler-
Maxwell isotherme bifluides est indiqué. Puis dans la section 1.3.3, ce modéle est adimen-
sionné et les parameétres sans dimension sont introduits. Dans la section 1.3.4, le modéle
Dynamo est obtenu en faisant passer a la limite certains paramétres sans dimension, tan-
dis que dans la section 1.3.5, le modéle final, dénommé modéle Striation, est établi. Enfin
dans la section 1.3.6, nous étudions les instabilités de ces modéles.
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Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

1.3.2 Modéle d’Euler-Maxwell

Notations et unités

Nous considérons un plasma constitué de deux espéces de particules : des électrons de
charge —q et des ions de charge +q. Toutes les quantités relatives aux électrons seront
indexées par e et celles relatives aux ions par i. Nous noterons p.(z,t), p;(x,t) les densités
électroniques et ioniques, dépendant de la position x = (z1, 9, z3) € R3 et du temps ¢. De
méme, les vitesses moyennes des fluides électroniques et ioniques seront notées u.(x,t),
ui(x,t), qui sont des vecteurs de R3.

Les masses électroniques et ioniques seront respectivement notées m, et m;. On rap-
pelle que m, ~ 1073%kg. Pour les ions, on prendra l'exemple de I'ion O dont la masse
est approximativement m; = 40000m.. Ainsi, on peut introduire le petit paramétre :
€= ’72— « 1.

On dénotera les pressions électroniques et ioniques par p. et p;. Les fréquences de
collision électrons-neutres et ions-neutres sont notées v, et v;. Les collisions entre électrons
et ions seront modélisées par une constante K. La gravité des électrons et ions est notée
par me;g, ol g := % est I'accélération de la pesanteur, GG la constante gravitationnelle,
M la masse de la terre, R la distance entre le centre de la terre et l'objet.

On suppose que les températures 7, ; sont constantes et égales, et pour simplifier
notées T'. Elle est associée a une énergie thermique égale a kgT'. La quantité kgT'/q est
homogéne a un potentiel électrique et s’appelle potentiel thermique. Nous rappelons que
1 Volt correspondant & une température de 11600 Kelvin.

On notera E(z,t) et B(z,t) les champs électrique et magnétique. Notons qu’un champ
électrique est homogéne au produit d'un champ magnétique par une vitesse et donc que
1 tesla=1 Vsm™2. L’ionosphére est plongée dans le champ magnétique terrestre, que I'on
notera By.

Les ondes électromagnétiques sont influencées par les matériaux qu’elles traversent. Les
parameétres caractéristiques sont la permittivité électrique €, et la perméabilité magnétique
i Dans le vide, ils sont égaux a gy et py.

On résume toutes les quantités dans le tableau 1.1 [27].

Equations de conservation de densité

Les équations de conservation de la densité d’électrons et d’ions s’écrivent

Ope

Pe 4V - (peue) = 0, (1.1)
Oy
op;

ap LV (pus) = 0, (1.2)
t

ou V- désigne 'opérateur divergence.
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1.3. Modélisation des

wrrégularités ionosphériques

(a) Quantités physiques

Quantité Notation Unité
Position x = (21,29, x3) | métre (m)
Temps t seconde (s)
Densité électronique Pe m~3
Densité ionique i m 3
Vitesse électronique Ue m/s
Vitesse ionique u; m/s
Vitesse neutre U, m/s
Fréquence de collision e-n Ve st
Fréquence de collision i-n Vi s71
Masse électronique Me kg
Masse ionique m; kg
Pression électronique De Pa
Pression ionique Di Pa
Température T Kelvin (K)
Champ électrique E Volt/m
Champ magnétique B Tesla (T)
Densité de charge Pq Coulomb m ™3
Courant J Ampére m ™2
Accélération de la pesanteur | g m s}
Distance objet-terre R m
Collision entre électron-ion | K kg m3 s7!
(b) Constantes physiques

Quantité Notation | Valeur

Charge élémentaire q 10~ *Coulomb

Constante de Boltzmann kg 10723 JK !

Champ magnétique terrestre By 5 x 107°T

Permittivité électrique du vide €0 10~ Fm™

Perméabilité magnétique du vide | pg 10~5Hm !

3 x 108ms™!

Vitesse lumiére c

Constante gravitationnelle G 6.67259 x 10~ M'm3s 2kg
Masse de la terre M 5.9742 x 10**kg

Rayon de la terre Rg 6.3710 x 10°m

TABLE 1.1 — Quantités physiques et constantes physiques
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Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

Equations de bilan d’impulsion des particules

L’équation de bilan d’impulsion pour les électrons s’écrit :

0
a(mepeuek) +V- (mepeuekue)
Ope
— “om qpe(Ex + (ue X B)i) + pemeg — Vemepe(Uek, — Unk) — K pepi(Uep — wir),

(1.3)
ou l'indice k dénote la k-éme composante d'un vecteur (k € {1,2,3}). Au membre de
droite de (1.3), des termes de forces se décomposent en la force de la pression —Vp,, la
force de Lorentz qp.(E + (u. x B)), la gravité p.m.g, les collisions entre les électrons et les
molécules d’air neutre —v,mepe(ter — unk) €t les collisions entre les électrons et les ions
_erpi (uek - uzk)

Sur les échelles de temps et d’espace considérées, la température peut étre supposée
constante. Les deux fluides sont donc isotherme de température T donnée, identique pour
les électrons et les ions. Par cette hypothése, la relation entre la pression et la densité
s’exprime par la loi d’état des gaz parfaits isothermes :

Pe = pekBT- (14)

La force de Lorentz —q(E + (u. x B)) est la force qui s’exerce sur toute particule
individuelle de charge ¢ en mouvement dans des champs électriques et magnétiques. On
la multiplie par p. pour calculer la densité d’impulsion.

Dans I'ionosphére, les collisions entre les électrons et les molécules d’air neutre peuvent
étre décrites par une force de friction s’écrivant —veme(u. — u,). Elle a une tendance a
équilibrer la vitesse des électrons et celle des molécules d’air. Les collisions entre les
électrons et les ions sont modélisées par une constante de taux K. On remarque que cette
force est trés faible dans 'ionosphére basse par rapport aux collisions entre les électrons
et les molécules d’air neutre, car les densités électroniques et ioniques sont beaucoup plus
faibles que la densité de neutres. En revanche, dans 'ionosphére haute, cette force est
importante en raison d'un plasma complétement ionisé.

L’équation de bilan d’impulsion pour les ions s’écrit de maniére analogue :

0

" (1.5)
Ipi .

= _axk + qu‘(Ek + (Uz X B)k) + pim;g — I/im,‘pi(uik — unk) — erpi(uik — uek)-

On remarque le changement de signe de la charge dans la force de Lorentz di a la charge
positive des ions.
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1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

Equations de Maxwell

Les équations régissant 1’évolution des champs électromagnétiques sont les équations
de Maxwell

1 0F .
20 V X B = =], (1.6)
0B
i E = 1.
p + V x 0, (1.7)
1
€0
V-B =0, (1.9)

ou py(x,t) et j(x,t) désignent respectivement les densités de charge et de courant élec-
trique :

Pg(x,) = q(pi — pe), (1.10)
J(x,t) = q(piu; — pette). (1.11)
Les équations (1.6) a (1.9) s’appellent respectivement équations de Maxwell-Ampére,
Maxwell-Faraday, Maxwell-Gauss et équation de conservation du flux de B.
Bilan des équations décrivant le plasma

On peut donc résumer le systéme d’équations décrivant le plasma suivant : le fluide
électronique est décrit par sa densité p, et sa vitesse moyenne u., solutions du systéme :

Ope

+ V- (petie) =0, (1.12a)
O
0
A (mepetir) +V - (mepeune)
op (1.12b)
B _axe _ qpe(Ek + (ue X B)k) + PeMed — Vemepe(uek - unk) — erpl' ('U,ek — uik)7
k

avec p. = pkpT.
Le fluide ionique est décrit par sa densité p; et sa vitesse moyenne u;, solutions du
systéme :

0pi
g Y ) =0 (1.12¢)
t
g(mipi“ik) + V- (mipiuiru;)
op; (1.12d)
= _axz + qpi(Er + (u; x B)i) + pimig — vimip; (Wi — Unk) — K pepi(Uie — Uek),
k
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Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

avec p; = p;ikpT.
Ces équations sont couplées au systéme de Maxwell pour les champs F et B :

1 0F .

il V x B = —pj, (1.12¢)

0B

i E = 1.12f

pn +V x 0, ( )
1

V.E=—p, (1.12¢)
€0

V.-B =0, (1.12h)

via les sources du champ :
pg(,t) = q(pi — pe), (1.12i)
J(x,t) = q(piui — petie). (1.12j)

Ces équations, bien que déja simplifiées par certaines hypothéses, restent trop cot-
teuses pour une simulation réaliste. Nous allons donc procéder & un adimensionnement
permettant d’identifier les termes prépondérants.

1.3.3 Adimensionnement du modéle
Jeu de grandeurs de référence pour la modélisation de 1’ionosphére

On considére dans cette section des grandeurs de référence typique d’un plasma iono-

sphérique [1]. Toutes les grandeurs de référence sont résumées dans le tableau 1.2a.

— Longueur de référence z : On s’intéressera a une région de l'espace de quelques
centaines de kilométres d’étendue et donc on choisira 7 = 10°m.

— Vitesse de référence @ : L’ionosphére étant mise en mouvement par le vent neutres,
I'ordre de grandeur des vitesses électronique et ionique est équivalente par rapport
a celle du vent de neutres. On prendra i = 10*ms™.

— Temps de référence ¢ : Il est calculé a partir des choix de la longueur et de la vitesse
de référence. On a t = z/u = 10%s.

— Densité de référence p : On choisit la densité caractéristique de l'ionosphére non
perturbée & son maximum de densité, soit environ 10*?m=3.

— Champ magnétique B : On verra que le champ magnétique induit par le mouvement
du plasma est tres faible devant le champ magnétique terrestre By. On choisit donc
B =DB,=10"°T.

— Champ électrique E : C’est le champ électrique induit par le mouvement du plasma
a travers les lignes du champ magnétique terrestre. Il a donc pour valeur £ = 4B =
1073Vm ™.

— Pression de référence p : On a la relation entre la pression et la densité p = pkgT'. En
supposant un équilibre thermodynamique, i.e. T = T, = T; a 'altitude de 300km,
on a T = 10°K. Donc dans la situation calme, p = pkgT = 10~ ®Pa.

20



1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

(a) Unités de mesure et quantités adimensionnées

Quantité Unité de mesure | Quantité adimensionnée | Valeur
Longueur T v =ux/7 10°m
Temps t t'=t/t 103s
Densité p Pei = PeilP 10”m—?
Vitesse u=2z/t Up i = Ueyin/T 10%*m/s
Fréquence de collision e-n Ve V= VeV 10%s1
Fréquence de collision i-n U = ”Wt U, v = v/ 10251
Pression D Phi = Dei/D 10~%Pa
Température T 1!, =1T.:/T 103K
Accélération de la pesanteur | g 9 =9/g 10'm/s
Champ magnétique B B'=B/B 107°T
Champ électrique E =uB E'=FE/E 1073V /m
Densité de charge Pq = qp Py = pg/P 107°"Cm™3
Densité de courant J = qpuk J'=173/j 1079A m™
Collision entre électron-ion | K K' =K/K 107%kg m? s™!
(b) Parameétres sans dimension
Parameétre sans dimension | Description Valeur
g=Te Rapport de la masse ionique a la masse électro- | 104
nique
T = 17%? = = % Temps moyen entre les collisions i-n 107t
n= m%Q l% Mesure de 1'énergie thermique 10*
K = % = % Nombre de collisions entre e-n ou i-n par période | 107*
de rotation dans le champ magnétique
Kei = MEL;% Mesure de fréquence de collisions entre e-i 1072
a = 1;‘—22 Rapport du carré de la vitesse au carré de la vitesse | 10712
de la lumiére
b= %ﬁ‘o”ﬁ Energie de dérive par rapport a l'énergie magné- | 107°
tique
( = fﬂ Accélération de la pesanteur par rapport a ’accé- | 10!
lération ionique

TABLE 1.2 — Quantités adimensionnées et paramétres sans dimension
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Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

— Accélération de pesanteur de référence : L’accélération de pesanteur est définie par
%QG. Sur la terre, cette quantité moyenne est égale a 9.8m/s. Donc on prend g =
10'm/s.

— Fréquence de collisions avec les neutres 7, ; : On suppose que v, ; est indépendant
de t. 7; est choisie a la valeur moyenne de la fréquence de collision ions-neutres v; =
1072571, Les électrons se déplacent plus vite que les ions, donc 7, = v = 10271,

— Fréquence de collisions ions-électrons K : K = 10~%kg m? s~ 1.

— Densité de charge de référence p, : On la lie a la densité caractéristique du plasma
par p, = gp = 1077 Cm™>.

— Densité de courant de référence j : Comme pour la densité de charge, on écrit
j = qpu = 107°Am™2 Toutefois, on note le fait que le rapport entre fréquence de
collisions électrons-neutres et ions-neutres est équivalent au rapport entre les masses
ionique et électronique. L’échelle de courant est plus petite que gpu par un facteur
K = parce que les électrons et les ions ont tendance a dériver a la méme vitesse

BoZq2T
a travers le champ magnétique. Une mesure typique de leur vitesse relative est p,F,
ou p, est la mobilité Pedersen, donnée par u, = x/B. Ainsi la valeur typique du

courant est j ~ qpu,E = qpur = 107°Am 2.

Adimensionnement des équations d’Euler

Equations de conservations des densités On reprend les équations de conservations
des densités suivantes :

0
Epe,i + vm ) (pe,iue,i) = 0.

On introduit pe; = pp,;, t = ', x = T2’ et u.; = uu; dans ces équations, et on obtient

-
i+ Ve () = 0

0
%ple,i + Vo - (0, u,;) = 0.

Notons que ’adimensionnement ne change pas les équations de conservation des densités
électroniques et ioniques. Dans toute la suite, on omettra les primes. Il est convenu désor-
mais que toutes des notations p.;, u.;, F, etc..., désignent des quantités adimensionnées.
Donc les équations de conservation adimensionnées sont

e 4V - (poue) = 0, (1.13)

O

aapi +V - (paug) = 0. (1.14)
t
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1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

Equations de bilan d’impulsion De la méme maniére, on obtient les équations de
bilan d’impulsion adimensionnées suivantes

0
TE (a(peuek) +V- (peuekue)>

_Ope
B n@:ck

_Re,iﬁ

5= K pepi(Uer, — i),

(1.15)

— & pe(Br 4 (ue X B)i) + €Cpeg — Vepe(ter — Unk)

0
T (a(pzuzk) + V. (pzuzkuz))
Op;
n@:ck

_"‘@e,iﬁ

2 erpz(uzk - uek)7

(1.16)

+ &7 pi( By + (wi x B)y) + Cpige — vipi(i, — )

ol les parameétres sans dimension sont résumés dans le tableau 1.2b. Les significations
des parameétres sont suivantes : x est le nombre de collisions ¢électron-neutre (ou collisions
d’ions-neutres) par rapport & une période de rotation d’un électron dans le champ ma-
gnétique terrestre. De méme, k.; est une mesure de la force de collisions d’électron-ion.
[ mesure la force du champ magnétique induit par rapport a celle du champ magnétique
terrestre.

Adimensionnement des équations de Maxwell

L’adimensionnement des équations de Maxwell donne :

oF

= B =—3j 1.1
0B
S+ VXE=D, (1.18)
%V-E = pe, (1.19)
V.B=0, (1.20)

ol « est le rapport de la vitesse caractéristique du systéme a la vitesse de lumiére. L’adi-
mensionnement des équations des sources du champ est immédiate

Pq = Pi — Pe (1.21)

K] = pill; — Pelle. (1.22)

Bilan des équations d’Euler-Maxwell adimensionnées

Le modéle d’Euler-Maxwell adimensionné s’écrit de la maniére suivante :
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— Pour les électrons

Ope
o TV ) =0, (1.23a)
t
0
e { g (peta) + V- (petisae)
ope  _
B _nai — K lpe(Ek + (Ue X B)k) + Ecpegk — Vepe(uek _ Unk) (123b)
k
_R:’EB Kpepi(ter — ).
— Pour les ions
opi
ap + V- (pius) =0, (1.23¢)
t
0
T a(pzum) + V- (piugu;)
opi | _
= =2 k(B (s x B)) + Cpge — vipn (e — i) (123
k
_H:;Berpi(uik — Uek)-
— Pour les équations de Maxwell
oF
ass =V xB=-pj (1.23¢)
0B
= TV xE=0 (1.23f)
ot
Ko
TV E=re (1.23g)
V-B=0. (1.23h)
— Pour les sources du champ
Pq = Pi — Pes (1.23i)
Kj = pill = Pelle. (1.23;)

1.3.4 Modéle Dynamo tridimensionnel

Dans cette section, nous faisons une analyse asymptotique conduisant le modéle d’Euler-
Maxwell ainsi au modéle Dynamo.

Premiérement, faisant la limite &« — 0, ¢ — 0 du systéme d’Euler-Maxwell bifluide
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1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

(1.23) avec les autres paramétres gardés finis donne le systéme suivant :

0
% 47 () =0, (121

0
T <E(piuik) + V- (Pﬂhk%))

5 (1.24b)

= - 8—xk + (J X Bk + Cpgr, — Vep(tek — Unk) — Vip(Ug — Unk),
, Vpe
E +ue X B — kK] =—k|Ve(ue —up) + 1 , (1.24¢)
p
V x B = 4, (1.24d)
B

aa—t+v x B =0, (1.24e)
V-B=0, (1.24f)
ki = ol — ), (1.24g)

ol p = lim p; = lim p,, u = limu;, et p = p; + pe.

En effet, avec o — 0 et [ borné loin de 0, on en déduit que p; et p. convergent &
la méme limite p (quasineutralité¢). De méme, dans (1.23e) la loi d’Ampére se réduit a
(1.24d). L’équation de densité de conservation ionique (1.23c) donne (1.24a). L’équation
de bilan d’impulsion électronique, dans la limite ¢ — 0, implique (1.24c). La somme
d’équations d’impulsion électronique (1.23b) et ionique (1.23d), dans la limite ¢ — 0,
entraine (1.24b). La loi de Faraday (1.23f) et (1.23h) sont inchangées et conduisent a
(1.24e), (1.24f), ainsi que (1.23j) entraine (1.24g). Ensuite en passant 7 — 0, nous avons
formellement le modeéle :

0

%tV w =0, (1.25a)
ot

0 .
_na_i +(J % B)g + Cpgr. — Vep(uer — tnk) — vip(ug — un) =0,  (1.25b)
] Vpe
E+ue x B = freil(j = —k |ve(ue = un) +1) : (1.25¢)
p

VB =P (1.25d)
0B

o TVxE=D (1.25¢)
v-B=9, (1.25f)
k) = plu = ue). (1.25¢)

I1 est plus général de restituer la symétrie entre les électrons et les ions en faisant la somme
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de (1.25b) et (1.25c¢) :

0
Py v - (pu) =0, (1.26a)
ot
Vp; .
E+u; x B=r|vi(u;—u,)+n — (g | + BreiKj, (1.26b)
p
Vpe ,
E+uex B=—k|Ve(ue —up) + 17 + Brei K7, (1.26¢)
p
V x B = 8], (1.26d)
0B
— E = 1.2
N +V x 0, (1.26¢)
V-B=0 (1.26f)
i = ol — ). (1.262)

Nous avons également restitué l'indice ¢ pour la vitesse des ions. Enfin dans la limite
B — 0, le champ magnétique B converge vers une solution du systeéme :

VxB=0 V- -B=0, (1.27)

B étant un champ magnétique externe donné, supposé indépendant de I’échelle de temps ¢
choisi, nous faisons le choix du champ magnétique terrestre, qui respecte a ces contraintes.

Lorsque f — 0, le modéle d’Euler-Maxwell converge formellement vers le modéle
Dynamo :

% + V- (pu;) =0, (1.28a)
ot
Vpi

E+u; x B=r|vi(u; —u,) +n p - (g, (1.28b)
E+u.xB=-k [ye(ue — Up) + nv/’?e] , (1.28¢)
V x E =0, (1.284)
V.j=0, (1.28¢)
kj = plu; — ue), (1.28f)

ot B est la solution de (1.27), le champ magnétique externe et indépendant de temps.
Nous notons que la pression vérifiant la hypothése des gaz parfaits isothermes (1.4).
En faisant adimentionner cette relation, on obtient

pi = p = V(). (1.20)
Puis en injectant (1.29) dans les équations (1.28b)—(1.28¢), on a

E+u;x B=k [Vl(ul —uy,) + nv(ppT) — Qg] ) (1.30)
E+u,x B=—k [z/e(ue —uy) + n@] : (1.31)
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1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

Les équations (1.30)—(1.31) peuvent étre écrites de maniére équivalente comme une équa-
tion elliptique pour le potentiel électrique. En effet, (1.30), (1.31) prennent également la
forme

T
kvu; —u; X B=F;:=FE +k (uiun — nm + Cg) , (1.32)
p
T
KUl +Ue X B=F, = —E +k (Veun — nV(p )) ) (1.33)
p

Dans une premiére étape, pour simplifier, nous supposerons que By est uniforme. On

introduit alors un systéme de coordonnées dans lequel la troisiéme composante est paralléle

a By (voir la figure 1.4(b)). Nous supposons aussi que la température est constante, en

particulier 7= 1. On munit Pespace du repére orthonormé (0, 21, o, x3) ot la direction
B

x3 est définie par le vecteur directeur e3 = Gk Pour un vecteur A arbitraire, on note

AJ_ = A1€1 + A2€2, A” = A3€3,AJ' = —A2€1 + A1€2,

8A1 8142 aAB
Vi Al =—+—, V- 4 = —,
= + 6:61 61’2 I I 61’3
et enfin, si f est un scalaire
of of of
Vif=(z—,-,0), Vif =(0,0,7—).
Lf (al'l axQ ) ||f ( al'g)
Avec ces notations le systéme (1.32)—(1.33) peut étre résolu en :
U; = MlEv Ue = MeFe, (134)
avec les matrices de mobilités ioniques et électroniques
2 B
k2v2+|B?2  k22+|BJ? 0
M; = m}'ﬁ‘BP =i 0 (1.35)
0 0 o
KVe —|B]
K2V2+|B|?  K2v2+|B|? 0
B KU,
M. = R2V3+“B|2 1121/§+e|B\2 (1) ! (136)
0

Kle

ol les matrices de mobilités M; et M, sont exprimées en vecteurs de base, dans lesquels
le dernier vecteur de base est paralléle au champ magnétique. De (1.28d), on déduit

E=—=Vo, (1.37)
et (1.28e) implique :
=V (p(M; + M) V)
o e ) o)) O

Ainsi (1.38) est une équation elliptique en dimension trois pour ¢. On note également la
relation suivante, qui est obtenue en prenant la différence de (1.30) et (1.31) :

j x B = p(viu; + veue) — pun(vi + ve) +2nVp — (pg. (1.39)
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Chapitre 1. Modélisations des irrégularités du plasma ionosphérique terrestre

(b)

FIGURE 1.4 — (a) le champ magnétique terrestre; (b) le champ magnétique uniforme.

1.3.5 Modéle Striation bidimensionnel

L’ultime limite conduit au modéle Striation. Elle implique la combinaison d’un pro-
bléme en dimension deux pour le calcul du potentiel électrique couplée a une équation de
conservation de la masse en dimension trois.

La limite formelle de kK — 0 du modéle Dynamo est le modéle Striation :

% + V- (pu) =0, (1.40a)
Jjx B=vp(u—u,)+2nVp—_pg, (1.40b)
E+uxB=0, (1.40c)
V x E=0, (1.40d)
V.j=0, (1.40e)

ol B est la solution de (1.27) et v = v; + V.

En effet, I’équation (1.40c) est obtenue de (1.28b) ou (1.28¢) quand x — 0. De méme,
(1.28f) implique u; = u,, que nous notons u. Enfin, (1.39) conduit a (1.40b).

Dans le modéle Striation, le champ électrique est orthogonal au champ magnétique,

car la relation (1.40c) implique £ = —u x B = —uge; + ujep, ainsi £ = 0. Nous avons
également par (1.40c) que u; = — (Vfg‘XQB) . En faisant le produit scalaire entre (1.40b)
L

et B, on a uj = uy,| — o1Ve B

o T %g”. Donc u se décompose en composantes orthogonales
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1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

et paralleles aux lignes de champ magnétique

Vo x B (( nVp Q) B)B
U=————+ || —2—+29) = | = (1.41)
|B? vpv") |Bl)|B
En faisant ensuite le produit vectoriel entre (1.40b) et B, on obtient
1
jL=—@(Vp(u—un)><B+277Vp><B—Cpg><B)L. (1.42)

Donc le passage du modéle Dynamo au modéle Striation implique une réduction de la
dimension du probléme elliptique a résoudre pour trouver ¢. En supposant que B est
uniforme et que j s’annule & I'infini, on a

E=-Vo (1.43)
ol ¢ = ¢(x1,z9) est indépendant de 3 et est une solution du systéme elliptique suivant :
V,-J. =0, (1.44)
J = Jdexg, (1.45)

avec j, définie dans (1.42).
Dans la littérature physique, le modeéle (1.40) est souvent désigné comme le modéle
Striation multi-couches, parce que la coordonnée x3 est discrétisée en un nombre fini de
couches. Le cas particulier d’une seule couche est obtenu lorsque u,, et g sont orthogonaux

a B et toutes les données et les inconnues sont indépendantes de x3. Alors, le modéle
Striation mono-couche est écrit :

op

s V- (pu) =0, (1.46a)
Vo x B
V.- (ph) =0, (1.46¢)
1 Vp
h=——s|vUu—u,) xB+2n—xB—-(gxB) , (1.464)
| B P L

ou la quantité h représente la vitesse relative d’électrons-ions. On remarque que dans le
systéme (1.46) la vitesse u est de divergence nulle. En effet, en prenant la divergence en

V¢ x B, il est facile de vérifier V- V¢ x B = 0. Ainsi V -u = 0.

1.3.6 Instabilité de dérive en E x B : théorie phénoménologique
Introduction et phénoménologie

Afin de présenter le phénomeéne conduisant & 'instabilité, considérons le cas ne présen-
tant que la gravité. Supposons un état d’équilibre consistant en une densité discontinue
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p1 > pa, avec VU = 0 (cf. figures 1.5(a) et 1.5(b)). On perturbe légérement l'interface qui
est représentée par le graphe de la fonction x5 = esin(£x), ol € représente la magnitude
de la perturbation et £ est sa fréquence spatiale.

Le terme g x B dans (1.46d) crée une modulation de charge le long de U'interface qui est
alternativement positive et négative (cf. figures 1.5(e) et 1.5(f)). Alors un champ électrique
—V¢ se crée. Puis par (1.46b) une composante non nulle de la vitesse u dans la direction
normale a l'interface est créée avec des signes alternatifs (cf. figures 1.5(g) et 1.5(h)). Dans
le premier cas (cf. figures 1.5(i)), la densité en bas est plus lourde, alors cette composante
de la vitesse permet 'amortissement de la modulation de l'interface; dans le deuxiéme
cas (cf. figures 1.5(j)), la densité en bas est plus légére, alors cette composante de la
vitesse permet 'augmentation de la modulation de l'interface. Ce comportement peut
étre expliqué par I'analyse de stabilité linéaire.

Analyses de stabilité linéaire : profil de densité exponentielle en dimension
deux

Dans le reste de cette section, on suppose que v est une constante uniforme, et par
un choix convenable des unités de I'échelle, on pose v = 1, ( = 1, |B| = 1 et B = es.
Notons (p°, u°, h%, ¢°) I’état non perturbé¢, i.e. une solution indépendante du temps du
systéme Striation (1.46). On considére un profil de densité exponentiel dans la direction
Ty, cest a dire p° = Nexp(xa/A), ot A > 0 est la longueur de gradient, et (u°, h°, V¢°)
sont des constantes uniformes. On suppose que le vent de neutres est aussi uniforme et a
des composantes u, = (V,U).

En injectant p° et u® dans (1.46a), on obtient %ug = 0, ainsi uy = 0. En utilisant

_ 0
I'expression de vitesse u’ = ( aami;g ), on a d,,¢° = 0. Ensuite en mettant p° et u°
x1
_ 2
dans (1.46d), on obtient h° = ( aU ;_092 v A g ) Enfin en développant (1.46¢), on a
—Op, @ —V — 1
—03,®° — V — g1 = 0. Par conséquent une condition nécessaire et suffisante de 1'état

stationnaire est u® = (V + ¢1,0), h® = (U + g, — 27",0), Vo= (0,-V —g1).

Maintenant, on introduit la perturbation p = p°(1+ep'+0(£?)), (u, h, ¢) = (u°, h®, %)+
e(ul, ht, ¢t) + O(g?) avec € « 1 dans le modeéle Striation et nous négligeons les termes
d’ordre supérieur & £. Encore une fois, en mettant p, v dans (1.46a), on obtient I’équation
de la perturbation du premier ordre :

Ot + XN 10,08 + (V4 g1)0,pt =0, (1.47a)

En développant (1.46d), on a

2 € Oazg 1
T T by = )
_axQ((bO + g(bl) —V = a1 + EP Oz P

20 1ep0pl

On en déduit que

hl _ <_aﬂfi1¢1 - ampl) )
_amﬁbl + ampl
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Enfin en injectant h' dans (1.46c), on obtient
— A 10,,0" — A¢ 4+ (U + 92)0,,p" = 0. (1.47b)

Remarquons que le terme de pression ne contribue pas dans les équations de la perturba-
tion de premier ordre. En omettant les exposants 1 dans (p!, ¢'), on développe la solution
de (1.47) en ondes planes (p, @) = (p, AU + ga|) exp(iA 1 (&1 + 19 — WU + gol)), out
£ = (&1,&) est le vecteur d’ondes de la perturbation et w sa fréquence. Introduisant cet
ansatz dans (1.47), on obtient

(061 —w)p + &9 =0, (1.48a)
i0&1p + (§ + & —i€2)p =0, (1.48D)
ou f = ‘Zigé‘, o =sgn(U + g2). Ce systéme a une solution non triviale si et seulement si

son déterminant est nul, soit

06 —w &1

e, 1 it |~ (1.49)

Cette condition donne la relation de dispersion

Lo G(E + &) + &) + 086 — i + &) (1.50)
(6 + &)+ & ' '
Définition 1.1. La perturbation est stable si p et ¢ restent bornés dans leur évolution
par rapport a t. Une perturbation stable correspond & J(w) < 0 et instable si J(w) > 0.
Un état stationnaire est dit stable si toutes les perturbations sont stables pour tout &. 11
est instable des qu’il existe un & qui rende la perturbation instable.

La quantité 6 = |3(w)||UJ;—92‘ est appelée taux de croissance de l'instabilité ou taux
d’amortissement. Grace a (1.50), on a sgn(J(w)) = —o. Il suit la proposition :

Proposition 1.2. La configuration d’équilibre (po, o, ho, ¢°) est stable si U + go = 0.
Dans le cas ot U + g9 < 0, tous les vecteur d’ondes & # 0 sont instables. Et pour & = 0,
le taux de croissance o est indépendant de &.

Analyses de stabilité linéaire : profil de densité exponentielle en dimension
trois

Nous développons maintenant I'analyse de stabilité linéaire pour le modéle Dynamo.
On considére ’état stationnaire avec profil de densité exponentielle. Pour simplifier I’ana-
lyse et pour la rendre aussi proche que celle du modéle Striation, on considére toujours
un champ magnétique uniforme pointant dans la direction x3 et on suppose que u,, et
g sont orthogonaux a B. Supposons aussi que v, et v; sont des constantes et telles que
v=v.+v;=1,deplus( =1, |B|=1et B =e;.
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On rappelle le modeéle Dynamo :

op

i V- (pu;) = 0, (1.51a)

M; 'u; = F; = E + k (vju, + Cg —nVlogp), (1.51b)

M tu, = F, := —F + k (vou, —nVlog p), (1.51c)

V x E =0, (1.51d)

V - (ph) =0, (1.51e)

h=r"(u; —u.), (1.51f)

ot les matrices de mobilités sont définies dans (1.35). Nous présentons les sous-matrices
suivantes b . - Y

R T

ot les mobilités électroniques et ioniques de Pedersen et de Hall sont définies par ul =

%’ pst = ngé'ﬁ, b = %, pl = %. Notons (p°, u?, ul, h°, ¢Y) I'état

non perturbé, c’est a dire une solution indépendante du temps du systéme (1.51). On consi-
dére un profil de densité exponentiel dans la direction zo, c’est a dire p® = N exp(xa/N),
ol A > 0 est la longueur de gradient, et (ul,u?, h° ¢°) sont des constantes uniformes.
Enfin supposons que le vent de neutre u,, = (V,U) est aussi uniforme.

Mettons maintenant (p°, u?, u?, h% ¢°) dans le systéme (1.51). L’équation (1.51a) im-
plique u;o = 0. L’équation (1.51e) se réduit que N 'p%(ues — ui2) = 0, qui implique
ue2 = 0. Les équations (1.51b) et (1.51c) deviennent un systéme linéaire avec les incon-

nues 0,,¢° et 0,,¢° :

il (=00, 0" + KV +Co) + il (=00 + & (U + o= 7)) =0, (153)

pl (02,0° + kv V) + pl (—amgbo + K (l/,‘U - g)) = 0. (1.54)

En résolvant ce systéme, on obtient

—R* Vv (U = 28) + Klegr — K2Velig
v 0 _ R Veyz( eYl — eliYy2 ) 1.55
¢ (—m(ye—yl-)(U 1) =V — g1+ Kkgo ( )

En mettant (1.55) dans (1.51b), (1.51¢) et (1.51f), on obtient

w0 (/we —|—OV +g1 + m/eg2> ’ (1.56)

w0 ( kv (U —(I—)V + g1 — /@V,gg> ’ (1.57)
_9n

R = (U 92 =25 ) . (1.58)
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1.3. Modélisation des irrégularités ionosphériques

On introduit la perturbation p = p(1 + ep' + O(?)), (wi, ue, h, @) = (ud,ul, h°, ¢%) +

79 e’

e(ul,ul, bt @) + O(e?), avec ¢ « 1. En injectant (p, u;, ue, h, @) dans le systéme ( 51),

17 e’

on peut prouver que (p', ¢') sont solutions du systéme linéarisé

0p" + A7) (02,0 + k00w, ) — 1 (0, 8" + K0Oarp"))
+u 0, pt — i (DG + knApt) =0, (1.59a)

AN 00,01 — 18 00y @' + Kl 0, pt — K" 0ryp' ]
00, p (g —ugy) — p A¢t — rnulApt = 0. (1.59b)

ou p = pft —plls pll = pft + pls pZ = pl — pl et pf = p + pl. On développe la
solution en ondes planes

p! = pexp [z’)\_l(flxl + oo — wit|U + gg|)] , (1.60a)
@' = PA|U + go| exp [iA T (&1 + Ema — wi|U + go])]. (1.60b)
Notons X = &uf' — &uf, YV = &utt —&ul, 7 = &pif — &uP, A = pllgP +iX,
By = pP[€]? +iZ et By = p|€]? + 1Y, avec la convention [£]* = £ + &3.
Alors, en injectant (1.60b) dans (1.59&) et (1.59b), on obtient
(—MU + go] +i&ud, + %A) 54 U+ gs] Ad = 0, (1.61a)
e (00 0 kn - T _
(i€ (s =l )+ 5LBy) 5+ |U + gul Bod = 0. (1.61b)

Le systéme (1.61) permet une unique solution si et seulement si le déterminant du
systéme est nul. On détermine alors la relation de dispersion suivante :

_ Gy | Bol* — (uiy —ugy)ABS) +i5PA(By — By) B

, 1.62
U+ allBoP e
ou l'étoile désigne le complexe conjugué.

L’expression de J(w) peut étre décrit :

P, P
~ My He oV’ 2 21 6 2 Hi¢|2
I(w) = = il + —9 ,
(@) = o {2 = S [l + uTleE - ) - 2ulePeie]
(1.63)
< U+

ol o = |U+§§|.

Si on passe a la limite k — 0, le modéle Dynamo se réduit au modéle Striation. Il en
est de méme de la relation de dispersion (1.62) qui tend vers (1.50). Dans le cas n — 0,
on a la méme conséquence par rapport a la proposition 1.2, i.e. le profil reste stable si
U+ go = 0; il est instable si U + ¢go < 0. Enfin, une analyse générale peut étre trouvée
dans [5] : supposons que n > 0 et k > 0, alors le profil est stable si et seulement si
MU + g2) = 2nK*vv, ; dans le cas AN(U + go) < 2nr2v;ve, il existe Ry(n, k) > 0, tel que si
€] < Ry, alors £ est un onde instable. De plus, Ry = O((y/nx) ") quand /nx — 0.
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit deux modéles pour décrire certaines irrégula-
rités du plasma ionosphérique. Nous avons présenté certaines bases physiques (plasma,
magnétospheére terrestre, ionosphére etc). Ensuite, on utilise le systéme d’Euler-Maxwell
isotherme pour décrire des fluides électroniques et ioniques. Pour simplifier ce systéme, on
réalise d’abord I'adimensionnement de ce systéme, qui conduit & des paramétres sans di-
mension. Puis on fait tendre des parameétres sans dimension vers 0 dans un certain ordre,
qui conduit aux modéles Dynamo et Striation. Nous étudions les instabilités linéaires
de la dérive en E x B pour ces deux modeles dans le cas ou toutes les quantités sont
orthogonales au champ magnetique.
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FIGURE 1.5 — Phénoménologie du modéle Striation. Gauche : le profil stable; Droite 32
profil instable.
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Chapitre 2

Méthodes numériques efficaces pour des
équations elliptiques fortement
anisotrope 1

2.1 Introduction

Dans la section 1.3.4, nous avons vu que l’évolution du plasma ionosphérique est
décrite par une équation de conservation de la masse couplée a une équation elliptique
anisotrope (1.38) de la forme

~V-(AV9) = f, (2.1)

A= (’%1 i) . (2.2)

Les termes Al et A2 sont les mobilités transverses et alignées d’électrons ou d’ions par
rapport au champ magnétique terrestre. La magnitude de A;/As est de l'ordre de 1 en
basse altitude, alors qu’elle est trés grande en haute altitude. Cette forte anisotropie du
phénoméne physique conduit a des difficultés importantes pour les simulations numé-
riques. Le but de ce chapitre est d’introduire un schéma numérique efficace pour résoudre
ce probléme elliptique anisotrope dans son contexte physique réel. Plusieurs améliorations

ol A est la matrice de diffusion

sont proposées par rapport aux travaux de Degond et al. [18], dans le but de proposer un
schéma utilisable dans des conditions réalistes dans le chapitre 3.
Dans Particle [18], le probléme elliptique anisotrope

{ -V - (AV¢) = f, dans Q,
(2.3)

¢ =0, sur lp, 0.0 =0, sur 051,

a été étudié, ou Q < R? ou 2 = R? est un domaine rectangulaire ou cubique de frontiéres
02 = 0Qp v 01), et A une matrice de diffusion de la forme

A=C%%i>. (2.4)

1. Ce chapitre fait I'objet d’un article soumis
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Les termes A; et Az sont du méme ordre de grandeur, le parameétre € peut fortement
varier. L’anisotropie de ce modéle est considérée le long de la direction z, vérifiant 0 < € «
1. Si on fait tendre ¢ vers 0, le modéle réduit de (2.3) est mal-posé lorsqu’il est associé aux
conditions aux limites de Neumann sur 0€2,. C’est la raison pour laquelle les méthodes
standard ne sont pas adaptées pour la résolution (2.3) avec € « 1.

En conséquence, un schéma préservant 'asymptotique a été introduit dans [18]. L’idée
principale de ce schéma est d’intégrer I’équation (2.3) le long de I'axe z, ce qui donne
une équation de moyenne. La soustraction de (2.3) a I’équation de moyenne donne une
équation de fluctuation. Ces deux équations sont bien posées indépendamment du choix
de €. Nous appellerons 'approximation numérique du couple de I’équation de moyenne et
de I'équation de fluctuation, le schéma préservant ’asymptotique (schéma AP).

Dans [15], le schéma AP est résolu itérativement entre 1’équation de moyenne et I’équa-
tion de fluctuation. Or la convergence de cette procédure itérative peut étre lente, indui-
sant ainsi des temps de calcul important. Dans ce chapitre, nous proposons de réorganiser
ces deux équations de telle maniére que 1'on puisse résoudre le systéme AP sans itérations
et gagner par ce mode en temps de calcul. Outre le fait d’éviter les itérations permet d’ac-
célérer les simulations, la discrétisation proposée dans cette nouvelle version du schéma
AP conduit & des matrices creuses, alors que dans la premiére version du schéma AP dans
[18], la matrice n’est pas creuse, et cela en raison de certains termes de moyenne dans la
formulation variationnelle, remplissant la matrice.

En outre, on s’intéresse au cas ¢ variable. On prend ainsi une fonction € de z qui a
un gradient fort, représentant 1’anisotropie réelle de 1'ionosphére. On introduit donc un
schéma AP approprié dans le cas de € variable. On note que les résultats numériques sont
moins précis que dans le cas de € constant en raison du gradient fort. Nous proposons donc
quelques améliorations, par exemple en utilisant le schéma de Scharfetter-Gummel [14].

Enfin, nous proposons une extension en dimension trois du schéma AP, ou le bloc
de diffusion correspondant aux directions perpendiculaires A, n’est plus diagonal, mais
peut contenir des termes extra-diagonaux, provenant des mobilités transverses du mo-
dele plasma ionosphérique en dimension trois (voir la section 1.3.4). Notons que ces
termes extra-diagonaux conduisent a une anisotropie variable. Nous adaptons a nouveau
le schéma AP & ce probléme et vérifions son efficacité par des simulations numériques avec
¢ constant ainsi qu’'une fonction de ¢ variable.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2.2, nous rappelons le schéma AP
de [18], basé sur une résolution itérative, et présentons la nouvelle version du schéma AP
réarrangée ainsi que sa formulation faible. Ces deux approches sont ensuite discrétisées par
une méthode d’éléments finis de type Q; et les résultats numériques sont comparés pour
des valeurs de ¢ allant de 107%2° 4 1. Dans la section 2.3, le schéma AP est étendu pour le
cas € variable, avec des gradients importants. La discrétisation et les résultats numériques
sont présentés. Enfin, dans la section 2.4, nous étudions un probléme anisotrope elliptique
en dimension trois qui a la méme structure que le modéle réel dynamo ionosphérique,
contenant des termes extra-diagonaux. Les résultats numériques du cas € constant et du
cas ¢ variable sont comparés, compte tenu de différents maillages.
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2.2 Dérivation d’'un nouveau schéma préservant I’asymp-
totique (AP) pour ¢ constant

2.2.1 Investigation sur le modéle de perturbation singuliére et de
son régime limite

Pour des raisons de simplicité, nous considérons d’abord un modéle en dimension deux

avec () un domaine rectangulaire défini comme €2 = , x €., ot 2, < R et 2, < R sont

des intervalles. Les coefficients A et A, de la matrice de diffusion A sont des fonctions

scalaires dans ce cas. Le cas en dimension trois sera pris en compte dans la derniére partie

de ce chapitre.
Le probléeme elliptique en dimension deux est donné par

{ -V - (AV¢®) = f, dans €,
(2.5)

¢° =0, sur 00, x Q,, 0,¢° =0, sur Q, x 0€),,

ot A est donnée par (2.4) et A, (x,z) et A.(x,z) sont des fonctions connues du méme
ordre de grandeur. Le probléme singuliérement perturbé (2.5) peut étre réécrit sous la

forme (modéle-SP)
0 0p° 0 00\
- (EAJ_ P ) ~ 3, (Az—éz > =¢cf, dans €,

(SP) ¢° =0, sur 0€), x €, (2.6)

0.¢° =0, sur €, x 0€,.
Dans le reste de ce chapitre, nous faisons I’hypothése suivante

Hypothése 2.1. Les fonctions de diffusion A, € L*(Q) et A, € L*(QQ) satisfont 0 <
¢ <A (x,2) M ,0<e¢, <A (x,2) <M, ouc, =c,, M| =M, sont constantes
positives. De plus [ € L*(Q).

Le modéle (2.6) est un probléme aux limites bien posé qui a une solution unique pour
tous les € > 0 fixés. Cependant par la limite formelle ¢ = 0 dans cette équation, on obtient
le probléme dégénéré :

—i (Aza—w> = (0, dans 2,
0z

Y =0, sur 0€2, x €., (2.7)
0. =0, sur €, x 0€,.

Le modele (2.7) est mal-posé en raison de la perte de l'unicité. En effet, toutes les fonctions
v dépendant uniquement de la coordonnée x et vérifiant la condition a la limite ¢ = 0

sur 082, x €, satisfont I'équation (2.7). Toutefois, ¢°, la limite de la suite ¢° quand € — 0,
comprenant les solutions du probléme de perturbation singuliére (2.6), est unique et peut
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étre déterminée par un probléme bien-posé appelé dans la suite probléme-L (probléme de
limite) : Trouvez ¢° : Q, — R solution de

0 (= 0%\ -
(L) m«( l&x) f, dans §Y;, (2.8)
¢ =0, sur o€, ,

olt f désigne la valeur moyenne de la fonction f le long de la direction d’anisotropie, i.e.

— 1
f(x)zm sz(a:,z)dz, Vo e, .

Nous ne montrons pas ici la convergence asymptotique de la suite ¢°, ce qui peut étre
trouvée dans le théoréme 2.2.

Ayant maintenant présenté le probléme-SP et son probléme limite (L), objectif est
d’introduire une reformulation équivalente du probléme-SP, qui permet de passer continue-
ment du probléme-SP (2.6) au probléme limite (2.8) quand € — 0. Le probléme-SP (2.6)
ne vérifie pas cette caractéristique, comme on I’a mentionnée ci-dessus : c’est la caracté-
ristique principale du schéma AP classique.

L’idée principale du schéma préservant ’asymptotique introduite dans [18] est de dé-
composer la solution du probléme de perturbation singuliére ¢° en deux parties : ¢°, la
partie de moyenne intégrée le long de I'axe z, complétée avec la partie de fluctuation (¢5)'
définie par (¢°)" = ¢° — ¢°. Avec ces nouvelles inconnues, le systéme (2.6) est décomposé
en une équation de moyenne pour ¢° et une équation de fluctuation pour (¢°)’. L’équation
de moyenne est trés similaire au probléme limite (2.8) et apporte une condition précise
pour calculer la partie moyenne pour tout € > 0. En outre, la partie de fluctuation sa-

tisfait (¢°)" = 0, ce qui est la propriété fondamentale en dérivant le schéma AP, et en
particulier qui doit permettre d’obtenir une précision indépendant du parameétre €. Ce
point est détaillé dans la section 2.2.2.

2.2.2 Reformulation préservant I’asymptotique

Pour des raisons de simplicité, posons Q, = [0, L,] et 2, = [0, L,] et omettons I'indice
e de la solution ¢°. Il y a quelques propriétés utiles des opérations de moyenne et de la
fluctuation, énumeérées ci-dessous

=0 fg=fa+1q. f'g="Fg=1g (2.9)

aF _of of _of (of\ _ of
Friale rl ik (%) = (2.10)
(f9) =rf9 —f9g+Fd+/[7 (2.11)

En prenant maintenant la moyenne de I’équation (2.6) le long de 'axe z et en considérant
les propriétés (2.9), I'équation pour la partie de moyenne de la solution s’exprime :

o (—a0\ . @[ 0
- (AL%> =f+ e (AL%) , dans Q,, (2.12)
¢ =0, sur 0€),.
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L’équation de la partie de fluctuation, proposée dans ce chapitre, est obtenue en introdui-
sant la décomposition ¢(z, z) = ¢(z, z) + ¢(x) dans (2.6) et en appliquant (2.10), donnant

donc
( 0 f6log 0 f6log 0 0
—e% (AL%> ~ 3 <A25> =cf + s% (AL%> , dans Q,
{ Q' =0, sur 0€), x €, (2.13)
0.9 =0, sur €, x 09,
L =0, dans €2,.

Le systéme (2.12), (2.13) sera appelé la nouvelle reformulation-AP. Il différe du schéma AP
original 18] par I’équation pour la partie de fluctuation, dont la dérivation est briévement
détaillée ici dans le but de comparaison. En soustrayant I’équation de moyenne (2.12)
a (2.6) et en utilisant (2.11), on obtient le systéme de fluctuation différent

( 0 o¢' 0 o¢ 0 o¢
—e— (Al — ) —— [ A.— — A — | =
E&x( l@x) &z( 8z>+80x< L&x) B
ef —I—Ei la—gb , dans €,
{ ox ox (2.14)
¢' =0, sur 0€), x .,
0.¢' =0, sur 2, x 09,
L ¢ =0, dans €2,.
Le systéme couplé (2.12), (2.14) a été présenté et analysé dans [18]. Les deux reformu-

lations (2.12), (2.13) resp. (2.12), (2.14) sont équivalentes. On étudie ci-dessous leurs
propriétés de préservation de 'asymptotique et leur capacité a apporter un calcul pré-
cis de la solution de (2.6) pour toutes les valeurs de . Notons d’abord que 1’équation de
moyenne (2.12) constitue un probléme de condition aux limites bien-posé, qui est indépen-
dant de €. En outre, faisant tendre ¢ — 0 dans 1’équation de fluctuation (2.13) ou (2.14),
nous obtenons

(0 09’
(A=) = Q
3 ( - 6z> 0, dans (2,
f= Q, x Q
{ ) , sur 02, x €, (2.15)
0.¢' =0, sur €, x 09,
\ ¢ =0, dans €2,.

Contrairement a (2.7), ce probléme est bien-posé avec une solution unique ¢ = 0. En
effet, la contrainte ¢’ = 0 implique I'unicité de la solution. C’est aussi cette propriété de
valeur moyenne nulle pour la partie de fluctuation ¢’ dans (2.13) resp. (2.14), qui apporte
la propriété d'une équation avec un nombre de conditionnement indépendant de la valeur
de €.

Maintenant, en mettant ¢’ = 0 dans 1’équation de moyenne (2.12), nous obtenons le
modeéle limite (2.8). Cela démontre que les systémes reformulés (2.12), (2.13) resp. (2.12), (2.14)
sont des perturbations réguliéres du probléme-L pour € — 0.
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L’équation (2.14) pour la partie de fluctuation ¢’ a été congue dans [13] afin d’avoir un
second membre de moyenne nulle, assurant ainsi que la partie de fluctuation vérifie cette
propriété et justifiant de cette maniére l'introduction de la contrainte essentielle ¢’ = 0.

Cependant cette équation comporte un terme du type 5 (A’L %‘i ), qui remplit la matrice

dans I'étape de discrétisation. Pour cette raison, le present document se concentrera sur
I'alternative creuse (2.12), (2.13), plus efficace en termes d’utilisation de la mémoire et
des calculs. En raison de I’équivalence des deux reformulations-AP, on a la propriété
importante ¢’ = 0, méme dans le systéme (2.12), (2.13), bien que le second membre
de (2.13) ne vérifie pas cette propriété de la valeur de moyenne nulle.

Notons que pour les deux formulations, la partie de moyenne et la partie de fluctuation
sont couplées. Deux stratégies seront proposées dans la section 2.2.4 afin de résoudre ce
systéme couplé.

2.2.3 Formulation faible

Afin d’introduire la formulation faible du systéme AP (2.12), (2.13), on introduit les
deux espaces de Hilbert :

= {¢(z,2) e H'(Q)/Y = 0 on 082, x .}, W = {¢(x) e H(Q,)/1> =0 on 09Q,},

et les produits scalaires correspondants

((bu w)V = 5(am¢7 5#?)3(9) + (az(ba a;ﬂ/})LQ(Q)a (ng QZ)W = (am(l;a a:vr@;)LQ(Qz)

Pour simplifier, on note dans la suite le produit scalaire L? par les parenthéses simples
(+,+). En définissant les formes bilinéaires suivantes

Lz pLx ! l

ap(¢',¢") = L L Az(ﬂf,z)%(x,z)%(x,z)d:cdz,
Lz pLx 1 l

(@ 0) = j j A, (0,22 0, 2o,

2 0, O
w6.0) = | @@ @ o)
a(@',¥') = ao(¢,¥) +ear (¢ ¢),

Lz Lz

P = f P [ v (g; )i,

_ Lx 0 /
c(o, ) = j J Al (x ( )612’ (x, z)dxdz,

on peut écrire les formulations faibles des probléme-SP et probléme-L suivantes
(SP)  eai(¢”,¥) + ao(¢°,¢) = e(f,¥), VY €V, (2.17)
(L) as(¢® ¢°) = (f,¢°), Yo’ e W. (2.18)
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Introduisant dans (SP) la décomposition ¢ = &° + ¢’ et prenant la fonction test ¢/ € V
resp. ¥ € W conduisent a la reformulation du probléme-SP suivante

{ ax(¢, ) = (f,¥) — 7c(v, ¢), VW eW, (a)
a(¢', ') =e(f,¥') —ec(¢,¥'), W' eV. ()

Afin de rester bien posé, méme a la limite de ¢ — 0, on doit introduire la contrainte
¢' = 0 dans ’équation de fluctuation que 'on a mentionné dans la section (2.2.2). Ceci

(2.19)

est réalisé par I'introduction d’un multiplicateur de Lagrange P [15] comme suit : Trouver
(6,0, P) e W x V x L?(Q,), solution de
az(¢, ) = (f,9) — z-c(v, ¢), Vi e W, (a)
(AP) < a(@,9)) +b(P,1)) = &(f. ') —ec(¢,¢'), VY' eV, (b) (2.20)
bQ. &) = 0, VQ e L), (0

Ce systéme sera appelé dans la suite reformulation AP du probléme-SP. Le théoréme
suivant prouve le caractére bien-posé de la reformulation AP (2.20) pour € > 0 fixé,
I’équivalence avec le probléme (2.19) et analyse la convergence de la solution (¢°, ¢°') €
W x V. En particulier, il montre également que le schéma AP est bien-posé, méme dans
les limite € — 0.

Théoréme 2.2. Sous l’hypothése 2.1, pour tout € > 0 fixé, il existe une unique solution
(¢, (¢°)', P?) e WxV x L2(,) satisfaisant (2.20). La fonction ¢° = ¢=+(¢°)" est l'unique
solution de (2.17). De plus, le systéme (2.20) est équivalent a (2.19) avec la contrainte
(¢°)'. En particulier (¢¢, (¢°)) € W x V est l'unique solution de (2.19) si et seulement si
(¢, (¢°), P) e W x V x L*(Q,) est l'unique solution de (2.20), avec P¢ = 0. Enfin, dans
la limite € — 0, la paire (¢¢, (¢°)) converge vers une fonction (9, (¢°)) e W x V, o1 ¢°
est 'unique solution faible du probleme-L et (¢°) = 0.

Preuve. Sous I'hypothése 2.1 et d’aprés le lemme de Lax-milgram, le probéme-SP (2.17)
posséde une unique solution ¢° € V. Or d’apres la procédure de décomposition du schéma
AP, (2.17) et (2.19) sont équivalentes. C’est & dire que (¢¢, (¢°)') € W x V est I'unique
solution de (2.19). Maintenant pour montrer que (2.20) posséde une unique solution, il
suffit de montrer I'équivalence entre (2.19) avec la contrainte (¢°) = 0 et (2.20).

Soit (47, (¢°)") € W x V I'unique solution de (2.19), alors (¢, (¢°)’,0) est la solution
de (2.20). Pour le sens réciproque, nous considérons (¢¢, (¢°), P?) e W x V x L?(€,) est
I'unique solution de (2.20). Prenant la fonction test ¢/’ ne dépendant que de = dans (2.20b)
implique

ar((¢°), ' (x)) + b(P%, ¥/ (2)) = e(f, ¥’ () — ec(¢*, ¢/ (x)). (2.21)
En mettant ¢'(x) dans (2.20a) et comparant avec (2.21), on obtient b(P*,¢'(x)) = 0.
Enfin prenant ¢/(x) = P° donne P = 0. Ainsi (¢, (¢°)’, P?) résout (2.19).
Deuxiémement, on montre la convergence a la limite £ — 0. Des résultats de stabilités
standard pour des problémes elliptiques donnent I’estimation indépendante de € pour la
solution du modéle de perturbation singuliére (2.17)

(1 (1 1 (1 (1
16°1 31 ) < C' (102671172 () + g”azéb 12200)) < Clf 2@y 167 ()
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|9 m@) < Clf |2, (2.22)

ou C’ et C sont des constantes indépendant de . On déduit immédiatement
168 200y < CllF 2@, [(6°) [0y < Cllfllr2)- (2.23)

Ainsi, il existe des fonctions (¢9, (¢°)') € W x V, telles qu’on peut extraire une sous-suite
(¢°) =2 (¢9) dans HY(Q) et ¢ <= @0 dans H'(S2). Par conséquence, on a

LLz LLx (6°) (, 2) ¢ (x, 2)dwdz == LLZ LLx (¢%) (2, 2)0(x, 2)dadz, Vp e V. (2.24)

En prenant ici ¢(x) € V dépendant seulement de la coordonnée z, on observe que la

caractéristique (¢°)" = 0 implique que (¢°)" = 0. En faisant tendre ¢ vers 0 dans 1’équation
(2.19b), on obtient que (¢°)" est la solution de

ao((9°),9") = 0, Vi € V, avec (¢°) = 0, sur Q. (2.25)

Ce qui implique que ((;50)' = 0. Enfin, passant a la limite dans ’équation ( 2.19a) donne
que ¢° est 1'unique solution du modéle limite (2.18). En raison de l'unicité de la limite
((¢°), ¢9), on en déduit que la suite enticre ((¢°)’,$°) converge faiblement vers cette
limite. Pour terminer la preuve, on doit montrer que cette suite converge fortement. Pour
cela, en prenant dans (2.19b) (¢°)" comme fonction test et en passant a la limite & — 0,
nous obtenons 0,(¢°) <= 0 dans L2(£2). Or (¢°)' € V et (¢°)’ = 0, D'inégalité de Poincaré
implique que ((;55)' 2% 0 dans H 1(©2). Puis, on remarque que &° — @0 € W est la solution

de
@ = 3. 0) = —c(()0), V5 € W, (2.26)

En choisissant ¢ = ¢ — ¢9, on a |¢° — ¢9)|12q) < C|0:(6°) | 120 =% 0. Encore, en
utilisant 1'inégalité de Poincaré, on en déduit que ¢¢ N @0 dans H'(€2,). Notons que V

resp. W sont les sous-espaces de H'(Q) resp. H'(€,), donc la paire (¢%, (¢°)’) converge
vers (49, (¢°)") dans W x V. O

Remarquons si on demande plus de régularité des coefficients A, et A,, alors on peut
obtenir une solution plus réguliére du modéle-SP (2.6). Il s’agit d’un simple résultat de
régularité pour des équations elliptiques.

Hypothése 2.3. Les fonctions de diffusion Ay € Wh*(Q) et A, € WhP(Q) satisfont
O<ci <A (r,2)<M,0<ec, <A, (x,2) <M, ovc) =c,, M| = M, sont constantes
positives. De plus [ € L*(Q).

Remarque 2.4. Sous l’hypothese 2.3, pour tout € > 0 fizé, il existe une solution unique
du probleme-SP (2.6), satisfaisant ¢ € V. H*(Q)). De plus, on peut développer les mémes
arguments que dans le théoreme 2.2 en remplagant V resp. W par V.~ H?(Q2) resp. W n
H?(,).
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2.2.4 Procédure itérative

Le systéeme AP couplé (2.20) peut étre résolu soit directement, soit de maniére itérative,
comme proposé dans [15]. Etudions dans cette sous-section la convergence de la procédure
itérative.

Définissons ’espace de Hilbert

U:={peVnH Q) /¢=0}

associé au produit scalaire

(¢, ) = L L A.0,¢ 0bdz dx + & L L A0,¢ 00dz da .

Alors, on a la proposition suivante :

Proposition 2.5. Supposons l'hypothése 2.3 satisfaite et fivons € > 0. Construisons une
application de point fixre T': U — U suivante

T: ¢ e UL, G W B Q) 202209, o iy e U,

Alors pour chaque point de départ ¢y € U, la suite ¢}, := T(¢, ) = T*(¢},) converge dans
U wvers l'unique point fize ¢, € U de T.

La preuve de cette proposition est basée sur le lemme suivant

Lemme 2.6. [12] Soit (U, | - |u) est un espace normé et T : U — U une application
contractive, i.e.

IT(¢) =TW)v < ¢ = Ylu, V¢,9 € Uavecd # . (2.27)

Alors l’ensemble de points fixes de T, dénoté par FP(T), est identique a l’ensemble des
points d’accumulation des suites {T*(¢)}reu, avec ¢ € U, dénotons par AP(T). De plus,
ces deux espaces ne contiennent au plus qu’un élément.

Preuve de la proposition 2.5. On montre d’abord que I'application T' est bien définie. Le

caracteére bien-posé de la premiére étape 17 : ¢’ € U (2:20), € Wn H?(€,) est immédiate

par le lemme de Lax-Milgram. La deuxiéme étape est équivalente a la question : pour
¢ € W~ H?(Q,) résolvant (2.20a), y a t-il un unique couple (¢, P) € U x L?*(2,) résolvant
(2.20b), (2.20c) ? Etudions donc le probléme de point selle suivant : Trouver (¢, P) e
U x L?*(£,) solution de

{ a(0,¢") + b(P,¢") = e(f,¢') —ec(d, '), V' eV,
(2.28)

b(Q,0") =0, vQ e L*(Q,).

45



Chapitre 2. Méthodes numériques efficaces pour des équations elliptiques anisotrope

Nous réécrivons e(f, ') — ec(¢, ') comme suit

B _ Lz pLx _ afa I
S(f ) —ecld ) = e((f + P) +e j f A+ A2

or 0T
Lz pLx 7 !
= e(f, )+ €J A %%d:pdz

o Jo toxox

Lzx Lx AT
+el, fi'de + <L, A 09 Y

P g
0 Loz or ™

0
Lz pLx aqg aw/ rLz rLx a¢/ a,&/
— /! / Al Tz A vz
a(f,z/J)—i—aL L L5 8xdxdz+€j0 Jo L axd:cdz
Lz pLx aq_s aw/ meTgb, Lz 8@/}'
— /! / Al Tz A o o
a(f,z/J)—i—aL L 15 axd:cdzﬁ—ejo L&xfo &L*dde
Lz pLx 6(5 awl meT(b, Lz awl
— / / AI oz A/ v o
a(f,z/J)—i—aL L L5 axd:cdzﬁ—ejo L&xfo &L*dde
(2.29)
Dans [18], on a montré I'existence et I'unicité du probléme suivant : Trouver 6 € U solution
de
Le™ 00" (1= 0y d¢ o
N I R VA R [ RN T
0 0
b(Q,0") =0, VQ € LQ((Qx).)
2.30
En injectant (2.29) dans (2.30), on obtient
/ / b a ke a ' / 7 /
o)~ [ AL -0 [ e = () eldit), VeV,
0 0
b(Q,0") =0, VQ € L2(Q($). )
2.31

En définissant ensuite P comme

Plo) =1 (250 -),

on déduit que (¢, P) € U x L*(9,) résout (2.28).
L’unicité de la solution de (2.28) est immédiate. En prenant deux solutions différentes
(01, Py), (0, P») € U x L?(Q,), et en dénotant 0 := 0] — 0, P:= P, — P,, on a

a(f',0') +0(P,4) =0, VeV,

b(Q.0) =0, VQ e L2(,).
Choisissant maintenant ¢’ := 6" implique a(é’,é') = 0. Ainsi # = 0 par Pargument de
coercivité et b(P,¢') = 0,Vy' € V. Par arguments de densité cette derniére équation est

valide pour tous les ¢’ € L*(€,), ainsi en prenant ¢ := P, on a b(P,P) = 0, et donc
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P = 0. Par conséquent, il existe un unique (6, P) € U x L%(£),) solution de (2.20 b),
(2.20c) et I'application de point fixe T" est donc bien définie.

Nous montrerons que 7" admet pour ¢ > 0 fixé un unique point fixe, noté ¢, € U.
Supposons maintenant qu’on a montré que 7' est contractive, alors le lemme 2.4 implique
que FP(T) = AP(T) = {¢,}. Ainsi en choisissant un point de départ arbitraire ¢, € U,
et en construisant la suite ¢} := T(¢},_,) = T*(4}), on en déduit que cette suite a un
point unique d’accumulation ¢, dans U. Cela signifie que la suite {¢} }ren converge dans
V n H*(Q,) vers ¢',.

I reste & montrer que 7" est contractive, i.e. soient ¢/, ¢, € U, et ¢’ = ¢| — ¢},
¢ :=Ti()) —Ti(¥h), 0 =T (L)) — T(ph), on montrera ||n'||y < ||¢’|u. Avec les notations
précédentes, on a le systéme suivant

{ ax(, ) = —g-c(¢', ), Y eW, (a)

(2.32)
a(n',¢') = —ec(y’, @), V' eV. (b)

En prenant ¢ = @ dans (2.32a), et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
I'inégalité suivante

Lo 1/2 1 (Le (L=
(j AL|01@|2d:1:> < (— f f AL|0mg0|2dzdaz>
0 L. Jo Jo

Finalement, en prenant ¢’ = ' dans (2.32b), on obtient

Lo (L. L. L
J J A10.1|Pdzdx + ¢ J J AL |00 |Pdzda
o Jo o Jo

Lo 1/2 Ly L 1/
< (esL f AL|01@|2d:1:> (5 f f AL|6xn'|2dzdx>
o Jo
Lo L 1/2 Lo rLs 1/2
( f f A4 dzd:c) (sj J AL|0mn'|2dzd:c>
L. (L. Le (L. 1/2
< (J f A,|0.¢' Pdzdz + aj J A0 |2dzd:1:)

Ly (L. Lo L. 1/2
J J A|6Zn|2dzda:+aj J AL|6xn|2dzdx) :

La derniére inégalité est stricte a cause du fait que ¢’ # 0. Ceci implique |[7/|ly < |¢'|v. O

1/2

2

2.2.5 Meéthodes numériques et expériences

Le but de cette sous-section est d’introduire une discrétisation numérique de la refor-
mulation AP (2.20), et étudier I'existence et 'unicité de solutions discrétes et d’analyser
les résultats obtenus.
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Une discrétisation d’éléments finis

Pour discrétiser le systéme (2.20), on introduit les partitions homogénes du maillage,
ie.vi=1Ax,1=0,...,N,+1,et z =kAz, k=0,...,N, + 1, et les fonctions de base
d’¢léments finis de type Py

%7 TE [’Ii—laxi)a
Xi(r) = "R, we [mi, wi40), =1, N,
0, sinon,
zlA;za zZ € [207 21)7
Ko(z) = i
0, sinon,
R—Rk—1
A, o+ <€ [zkflu zk)u
:‘ik(Z) = Zkz—lz_zu ze[zkazk+1)7 k= 17 7N27
0, sinon,
%, ZE [ZNZ,ZNZ_,_l),
KN +1(2) =
0, sinon.

Notons que dans un maillage cartésien le produit tensoriel de fonctions de chapeau y; et
ki coincide avec les fonctions de base d’éléments finis Q;. Les espaces discrets V;, < V,
W), € Wet L, « L*(€,) sont générés respectivement par les fonctions de base (x;)i=1...n,
et (Kg)p= 0,..N.+1. Ainsi, on peut exprimer les approximations des inconnues ¢ € Vj,
on € Wy, Py, € Ly, sous la forme

Ng N-+1 B Ne B N
Oh(, 2) 2 2 i) (2 ), ¢n(z) = ZﬁiXi(ﬂf), Py(z) = Z”yle(x) (2.33)
i=1 k=0 i=1 i=1

La discrétisation du probleme AP peut maintenant étre exprimée comme suit : Trouver
(én, ¢, Pr) € Wy, x V), x L, solution de

as(n, ¥n) = (f,90n) — 7-c(tbn, 84), Vip, € W,
(AP)n § (@ vp) + b(Ph, y) = e(f, 07) — ec(dn, ¥4), Yoy, € Vi, (2.34)
b(th (b;z) =0, VQh e L.

Désignons par A, € RNexNe = 4 g RNe(Nz42)xNa(No42) - B (0 @ RNexNe(N=+2) Jog matrices
associées aux formes bilinéaires ao, a, b, ¢ respectivement, et par ailleurs définissons les
seconds membres Fy € RN+(WN=+2) [, € RN* par

Fl(Zk) = 8(f7XiK/k)7 FQ(Z) = (qul)u :1 Iak_o NZ+17
alors le systéme discret peut étre rééerit en : Trouver (o, 3,7) € RNe(V=+2) 5 RNe 5 RN
solution de

A eC B a
0T A (2.35)
BT 0
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Grace au théoréme 2.2 et a la proposition 2.5, deux stratégies sont proposées pour
la résolution de ce systéme linéaire : une résolution directe consistant a résoudre direc-
tement (2.35) avec un solveur linéaire approprié et une résolution itérative basée sur le
découplage suivant

1
A0 = Fy — L—CTa(") : (2.36a)

A B a(n+1) Fy 0 C 0
(BT 0) (ww) - (o) - (0 50) (5<n+1>) : (2:36b)

Cela consiste a résoudre I’équation pour la partie de moyenne en utilisant une estimation
de la partie de fluctuation, puis de calculer une meilleure estimation de la partie de
fluctuation grace a la mise a jour de partie de moyenne. Dans la sous-section suivante,
nous prouvons l'existence et l'unicité d’une solution discréte correspondant a ces deux
approches.

Existence / Unicité d’une résolution directe resp. itérative

Nous avons vu dans les sections précédentes que la reformulation AP (2.20) admet une
unique solution faible (¢, ¢, P) € W x V x L?(€),). L’objectif de la présente sous-section
est de prouver que la reformulation AP discréte (2.34) a également une solution unique,
c’est a dire que le systéme linéaire (2.35) est inversible.

Théoréme 2.7. Soit € > 0 fizé et supposons que Uhypothese 2.1 est satisfaite. Alors la
reformulation AP discreéte (2.34) admet une unique solution (¢n, @), Pr) € Wy, x Vi, x L.

Preuve. Comme on considére maintenant un systéme linéaire de dimension finie, on ne
vérifie que I'unicité de la solution. Pour cela, posons f = 0 et montrerons que cela implique
(¢, @}, Py) = 0. La preuve est trés similaire & la preuve de 'unicité de la solution dans
le cas continu.

La premiére étape est de montrer que Pj, = 0. Pour cela, en prenant dans la deuxiéme
équation de (2.34) des fonctions de test ¢}, € Wj, dépendant seulement en coordonnée x, et
en utilisant la premiére équation, on implique que b( P, ;) = 0 pour toutes les ¥, € Wy,
et donc Py, = 0.

La deuxiéme étape consiste & montrer que (¢, ¢},) = (0,0). Pour cela, prenons dans
la deuxiéme équation de (2.34) la fonction de test ¢}, := ¢y, + ¢}, € V},. Cela donne

Ly L

L. (L. _
J A.10.¢) | 2dzdx + €J A0, (), + on)Pdzdz =0,

0 0 0 0

ce qui implique donc ¢y, + ¢, = cst. Du fait des conditions aux limites de Dirichlet, on
obtient ¢, + ¢, = 0. La troisiéme équation de (2.34) toutefois indique (aprés quelques
calculs simples) que gb_'h = 0, telle que I'intégration en z de I’équation ¢y, + ¢, = 0 donne
immédiatement (¢, #,) = (0,0) et ce qui termine la preuve. O

Comme on l’a fait pour la résolution directe, on peut prouver maintenant que la
procédure itérative admet également une solution unique.
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Proposition 2.8. Soit € > 0 fizé et supposons que I’hypothese 2.3 est satisfaite. Alors la
procédure itérative de la reformulation AP (2.36) admet une unique solution (¢n, ¢, Pr) €
Wy, x Vi, x Ly, si l’on commence la procédure avec une fonction ¢y ,,, satisfaisant ¢y, = 0.

Preuve. Tout d’abord, on montre immédiatement que la suite itérative est bien-posée, en
particulier, que la matrice du systéme linéaire (2.36a) est inversible. Pour cela, posons
f =0et ¢, = 0 dans I'équation (2.34), de plus posons ¢, = ¢, et Qn, = Py, on en déduit
a(¢y,, ¢,) = 0, et donc ¢, = 0 et b(Fy, 1) = 0 pour tous les ¢, € W,,. Enfin, on prend
), = P, ce qui implique P, = 0. Ainsi la matrice de (2.36a) est inversible.

La convergence de cette suite itérative est immeédiate, selon les mémes arguments que
dans le cas continu. O

Comparaison des matrices de différentes discrétisations

Dans I'équation (2.36b), A, notée dans la suite par My, est la matrice associée au
modele de perturbation singuliére, discrétisée par la méthode d’éléments finis introduite
ci-dessus. La matrice associée a 1’équation (2.36b), apportant la partie de fluctuation et
I’approximation de Lagrange dans la méthode itérative, sera notée par Msy. Enfin, on
introduit M3 la matrice associée a la solution du systéme entier apportant les approxi-
mations discrétes (¢, dn, Py). Les structures et la taille de ces matrices sont affichées sur
la figure 2.1. Pour étre complet, la matrice associée au schéma AP original (2.12), (2.14),
notée My, est également incluse dans cette comparaison.

La matrice My est facilement construite grace a la matrice du probléme de perturba-
tion singuliére en ajoutant les deux blocs liés au multiplicateur de Lagrange, correspon-
dant a la contrainte de moyenne nulle. La discrétisation de cette équation de fluctuation
est donc simple, nécessitant de petites modifications localisées du code apportant le pro-
bléeme de perturbation singuliére. La matrice Mo dérivée du systéme AP original a la
méme taille que M, mais avec un nombre beaucoup plus important de coefficients non-
nuls. Ceci s’explique facilement par la contribution de l'opérateur intégrodifférentiel du
coté gauche de l'équation de fluctuation dans (2.14). Dans la nouvelle reformulation, cet
opérateur est déplacé dans le second membre donnant un systéme linéaire plus creux.
Cela souligne les avantages essentiels de la nouvelle reformulation-AP introduite dans le
présent document par rapport a celle de [18]. La résolution directe augmente la taille du
systéme linéaire, car elle donne 'approximation de partie moyenne, partie de fluctuation
et le Lagrangien. Notons, cependant, que cette augmentation de la taille de la matrice
n’est pas dramatique, puisque les parties de Lagrange et de moyenne ne dépendent pas
de z. La taille des blocs a ajouter dans la matrice, dénotés B et C, est donc petite par
rapport a la taille de A. Naturellement les deux reformulations-AP nécessitent la réso-
lution de systémes linéaires de grande taille comme le probléme-SP initial. Cependant,
I’avantage essentiel est qu’aucun effort numérique supplémentaire n’est nécessaire lorsque
e — 0, ce qui n’est pas le cas pour le probléme-SP. Dans ce dernier cas, le nombre de
points de maillage doit augmenter avec € — 0 afin d’obtenir la précision désirée.

Pour souligner les arguments précités avec des exemples concrets, on compare dans
le tableau 2.1, pour les deux exemples (N, N,) = (50,50) et (N, N,) = (500,500), les
éléments non-nuls des quatre différentes matrices My, My, M3 et Mp. On observe que
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\ \ 2
'n':'-t'-':'-':'-t'-t-.“ h

W
(a) My = A (b) My (c) M3 (d) Mo
Mat. M = A Mo=( g 1)
Taille Ny(N, +2) Ny (N, +3)
Nnz (3N, +4)(3N, —2) (5N, +8)(3N, — 2)
A eC B i B
Mat. M = LCT A 0 M = T
’ e o ‘ ( B0 )
Taille Ny(N, +4) N, (N, +3)
Nnz (TN, + 13)(3N, — 2) (N2 + 6N, +8)(3N, —2)

FIGURE 2.1 - La structure (éléments non-nuls (Nnz)) et la taille de la matrice de discréti-
sation (méthode d’éléments finis de type Q;) pour un maillage de taille (N, N,) = (5,5) :
(a) matrice associée au probléme de perturbation singuliére (2.6), (b) matrice associée a
I'équation de fluctuation reformulée (2.36b), (c) matrice associée & la résolution directe
du schéma AP (2.35), (d) matrice associée a 'équation de fluctuation de la reformulation
AP originale (2.14).

la matrice Mo correspondant au schéma AP de [18] est de 11 fois, méme 101 fois dans le
cas 500 x 500, plus remplie que la matrice My correspondante. Ceci est assez drastique
et permet de démontrer les avantages du schéma AP introduit ici par rapport a celui
précédent. Il est intéressant d’observer aussi que le rapport entre la matrice M; et de la
matrice My resp. entre la matrice M; et de la matrice M3 est presque invariant, ce qui
signifie que les efforts numériques dans la résolution du modeéle-SP ou de la reformulation
AP sont presque les mémes.

Etude numeérique de la nouvelle reformulation AP

Dans cette sous-section, la nouvelle reformulation AP (2.20) du probléme de perturba-
tion singuliére (2.6) sera étudiée. En particulier, on montrera que la nouvelle reformulation
donne les mémes propriétés par rapport a l'originale, présentée dans [158], cependant avec
quelques avantages importants. Pour cela, expérience numeérique proposée dans [15] est
reproduite. Elle consiste a fabriquer un cadre analytique mis en place pour le probléme,
avec une solution exacte notée ¢, et définie comme

6u(z,2) = sin (i—%) (1 T ecos (i—%)) . (2.37)

Les coefficients du probléme elliptique (2.6) (vérifiant ’hypothése 2.3) sont définis par
Aj(z,2) = ¢ +x2% A.(x,2) = ¢y + x2, avec deux constantes ¢; > 0, ¢ > 0. Le second
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M, Mo M, M;
modeéle-SP | original AP | itératif AP | direct AP
50 x 50 | p M) | 0.34% 5.92% 0.54% 0.74%
| p2(M) 1 18.2338 1.6753 2.3571
500 x 500 | p1(M) | 0.00358% 0.6% 0.00594% | 0.00829%
| p2(M) 1 168.2234 1.6676 2.3358

TABLE 2.1 — Comparaison du nombre d’éléments non-nuls (Nnz) dans les systémes li-
néaires associés au probléme de perturbation singuliére discréte, le schéma AP origi-
nal, et les deux nouveaux schémas AP itératif et direct, i.e. p;(M) = Nnz(M)/rk(M)?,
p2(M) = Nnz(M)/Nnz(M;) ot M est My, Mo, My et Mj respectivement et rk(M)

dénote le rang de matrice M.

membre f du probléme est analytiquement calculé par 'injection de la solution exacte

¢ dans (2.6). Une approximation de cette fonction ¢, peut alors étre calculée grace aux

différentes méthodes numériques présentées ci-dessus, leur précision étant analysées par

Ierreur relative

_ ”(be - ¢hH2
[l

Notons que |¢.[3 = 3(1+ %)Lx[/z, ainsi cette norme ne s’annule pas lorsque ¢ — 0. Dans
des expériences suivantes, le domaine de simulation [0, 1] x [0, 1] est discrétisé uniformé-
ment en 50 x 50, 250 x 250 et 500 x 500 points, et on utilise une méthode d’éléments
finis de type Qq, et une formule de quadrature de Gauss-Legendre a trois points comme
la quadrature d’intégrale discréte. Nous comparons dans la figure 2.2 les précisions du
modéle de perturbation singuliére (2.6), de la résolution directe (2.35) et itérative (2.36)
du schéma AP et du probléme de limite (2.8).

On peut observer que le modéle limite ne donne des approximations précises que pour
des petites valeurs de €. Pour d’assez grandes valeurs de ¢, la partie de fluctuation ne peut
pas étre négligée et un modele plus complet doit étre utilisé. Le modéle de perturbation
singuliére donne des résultats précis seulement pour de grandes valeurs de €. La précision
de I'approximation se détériore de maniére significative pour ¢ inférieur a 1071° sur un
maillage grossier (voir la figure 2.2(a)). Le domaine de validité (précision) du systéme-SP
devient encore plus petit sur un maillage raffiné (voir la figure 2.2(b)). Ceci est da au fait
que le conditionnement du probléme de maillage raffiné est supérieur a celui du probléme
avec un maillage grossier. Par exemple, quand ¢ = 10!2, le conditionnement pour maillage
50 x 50 est 3.6387 x 101?, alors qu’il vaut 3.3079 x 10'7 pour maillage 500 x 500. La précision
de la solution, calculée par le schéma AP, est presque indépendante de ¢ montrant donc
lefficacité de cette nouvelle reformulation AP pour toute anisotropie.

Ipe — dnll, (2.38)

Le conditionnement des différents systémes linéaires est tracé sur la figure 2.3(a), en
fonction de €. 1l est calculé grace a I’algorithme de I'estimation de norme 1 du conditionne-
ment par bloc [26]. Le nouveau schéma AP donne les mémes caractéristiques avantageuses
que le schéma AP original schéma, avec une matrice dont le conditionnement est presque
indépendant de la valeur de € pour les grands rapports d’anisotropie. Le probléme de per-
turbation singuliére discrétisé conduit a une matrice dont le conditionnement explose a la
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T T T T T T
=<~ Limit model - A - Iterative AP scheme ~4- Limit model - A - Iterative AP scheme
—+— SP-model ++0 Direct AP scheme —w— SP-model -0 Direct AP scheme

3G -4~ @ —G—G G- GG -G

Relative error of 2-norm
Relative error of 2-norm

Q-0 Q- Q@@ Q- Q- Q~Q QQ

107 107 107° 107 10° 107 107° 107 10° 10°
€ €

(a) (b)

FIGURE 2.2 — Erreur relative entre la solution exacte et ses approximations calculées
avec le modéle limite (2.8), le modéle original (perturbation singuliére) (2.6) ainsi que les
nouveaux schémas itératif (2.36) et direct (2.35) pour les maillages (a) : 50 x 50 et (b) :
500 x 500 noeuds.

limite ¢ — 0. Ceci explique la mauvaise précision de ce schéma pour les grands rapports
d’anisotropie.

L’efficacité de calcul, en fonction du taux d’anisotropie, est évaluée dans le tableau 2.3(b)
pour les différentes approches. Le temps CPU du modéle de perturbation singuliére est
utilisé comme référence. Ces calculs sont effectués grace a un solveur linéaire direct creux
PARDISO [15], [30] et indépendant de la valeur de e. Pour la résolution directe, la systéme
linéaire n’est résolu qu’une seule fois, alors que pour la résolution itérative, deux systémes
linéaires de tailles différentes sont résolus plusieurs fois jusqu’a la différence entre deux
solutions successives du systéme (2.36) soit petite. Dans le cas test, on prend la critére
d’arrét comme max(|(¢')™ — (¢")"*V]) < 1071&& max(|¢™ — ¢1]) < 107, Notons
que la partie la plus cotliteuse de la résolution directe est la factorisation de la matrice.
Aussi, dans la procédure itérative, on peut stocker les matrices factorisées, et utiliser en-
suite ces matrices a chaque itération. Par conséquent, il est possible de gagner du temps
de calcul par cette factorisation dans la résolution itérative.

Un plus grand nombre d’éléments non-nuls ainsi qu’une augmentation de la taille du
systéme linéaire, expliquent la plus grande quantité de calculs requis par le schéma AP.
La résolution directe est environ 80 % plus lent que celle du modeéle-SP. Toutefois, la
reformulation AP donne une matrice avec un meilleur conditionnement et conduit a des
solutions correctes pour toute valeur de €. Il est prévisible que le schéma AP soit plus
efficace que le modéle-SP avec une méthode de Krylov utilisée pour la résolution des sys-
témes linéaires. Ce point est présenté dans la section 2.7. De plus, on note 'efficacité de
la résolution itérative. Pour les plus petites valeurs de ¢, son efficacité est comparable a
celle de la résolution directe. Pour les plus grandes valeurs, cette approche demande plus
de calculs, en raison d’un grand nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la conver-
gence. Pour € = 1, 18 itérations sont en effet nécessaires pour calculer une approximation
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- A - |terative AP scheme||
0+ Direct AP scheme
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€
(a)
€ 1 (107102102 [10*[10°[10%|107][10®|107°] 102

Dire. | rp | 1.8 | 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8

ry |60 54 | 50 | 40 | 34 | 22 2.0 | 2.0 1.7 1.7 1.7
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Iter.

FIGURE 2.3 — Comparaison entre le modéle original en dimension deux (2.6), le schéma
AP itératif (2.36) et le schéma AP direct (2.35) avec une taille de maillage 250 x 250.
(a)Estimation du conditionnement pour la matrice de discrétisation; (b)Temps de calcul
de la résolution AP direct resp. AP itérative, divisée par le temps de calcul de la résolution
du modéle-SP, noté par rp et r; respectivement. Le nombre d’itération de la résolution
itérative, noté par ny, est aussi indiqué. Les systémes linéaires sont résolus par le solveur

direct creux PARDISO.

précise, donnant lieu a4 un effort de calcul presque trois fois plus grand que celui de la
résolution directe.

2.3 Vers un probléme modéle bien adapté pour le cas
¢ variable

2.3.1 Motivation et conception d’un probléme modéle plus géné-
ral

Le second objectif de ce document est de donner une méthode numérique capable de
gérer des modeéles anisotropes liés a des problémes de la physique des plasmas et plus
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2.8. Vers un probléme modéle bien adapté pour le cas € variable

particulierement dans les simulations de plasma ionosphérique ot ’anisotropie du milieu
est liée au champ magnétique terrestre. Dans ce contexte, les collisions d’ions-neutres sont
responsables d'une grande mobilité des particules [6], [20] le long des lignes de champ
magnétique, tandis que les mobilités transverses sont assez faibles. Toutefois, la fréquence
de collisions est soumise a de grandes variations avec ’altitude, comme cela présentée dans
la figure 2.4(a). Elles peuvent atteindre dix ordres de grandeur sur une plage d’altitudes de
mille kilomeétres ([9], [28]). L’anisotropie de ce paramétre dans l'ionosphére est donc trés
grande & haute altitude tandis qu’elle diminue pour les plus basses (voir la figure 2.4(b)).

2000 : : ; 2000

—Hply
- My 1

18001 1 1800/

16001 1 16001
1400 1 14001
1200+

1000

Altitude (km)

800

600

4001

200

10" 10° 10° 10° 10*

lon-Neutral frequency (s’l)

()

FIGURE 2.4 — Caractéristiques typiques du plasma ionosphérique en fonction de l'alti-
tude. (a) La fréquence des collisions ion-neutre. (b) Rapport des mobilités transverses et
alignée (par rapport au champ magnétique terrestre). jup, fip, 1) désignent les mobilités
de Pedersen, de Hall, et alignée présentées dans la section 1.3.4.

Le probléme modéle considéré jusqu’a présent est représentatif de I’ionosphére dans les
plus hautes altitudes. Afin de traiter cette grande variation des paramétres dans tout le
champ des altitudes, le modéle considéré dans la suite utilisera un taux d’anisotropie non
homogene, en fonction de I'espace des coordonnées (x, z). Ce probléme modéle consiste a
trouver ¢(z, z) vérifiant

5 (o) - L (BEABED) pe) me,

¢(x,2) =0, (x,2) € 0 x £, (2.39)
0.0(x,2) =0, (x,2) € Q, x 9,

o Ay, A, et £ sont des fonctions positives, ¢ représente de forte gradient. Le systéme (2.39)
est une version simplifiée du modéle Dynamo-3D présenté dans la section 1.3.4.
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2.3.2 Reformulation préservant ’asymptotique pour les taux d’ani-
sotropie hétérogénes
Dans cette sous-section, la reformulation préservant l’asymptotique est dérivée pour
les taux d’anisotropie non-homogeénes. En prenant en compte que ¢ est une fonction des

variables d’espace, les reformulations des équations de moyenne et de fluctuation sont
maintenant écrites (pour comparaison voir (2.12),(2.13))

—%( ) f—i——(A 6¢), dans Q,,

] (2.40a)
¢ =0, sur 0€),.

( / ! b
& (1) £ (25) = s+ A (0E) amo
¢ =0, sur o€, x €.,

{ (2.40Db)
az(b, — O, sur Qm X an,

\ & =0, dans €.

L’équation de moyenne (2.40a) est dérivée du cas £ homogéne, 'équation de fluctua-
tion (2.40b) est elle légérement modifiée. On introduit les mémes espaces de Hilbert V,
W, comme définis dans la sous-section 2.2.2, et un nouveau produit scalaire indépendant
de

((ba Tﬁ)v = (ax¢7 5##)3(9) + (az(bv azw)LQ(Q)
En redéfinissant certains termes de la forme bilinéaire (2.16), essentiellement aq (-, -), a(-, -)
et b(-,-), on a

A R A, (z,2) 0¢' oy’
ag(¢' ') = L “(r.2) E(:p,z)g(x,z)dxdz,

[ S
o

w@ ) = [ ) S @) e

wGh) = [ AawZw L w,

a(¢',¢') = ao(¢¥') + ai(¢, ¥), (2.41)
P ) = PLx_x -1 "(z,2)dzdx

) = | i()fo ey

(@.Q) = | QW | e e

) = [ [ e Zwe i,

et la formulation faible de (2.40) s’écrit
{ (6,5) = (F.5) = £e(d,d), Vi eW,
: (2.42)
a(¢lv ,lvz)l) = (f7 ?/1,) o C(¢7 w,)7 v,ll)l eV.
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La reformulation AP du probléme (2.42) est de nouveau déduite en introduisant un mul-
tiplicateur de Lagrange P, correspondant & la contrainte ¢’ = 0. On a donc

as(d,¥) = (f, ) — 1-¢c(@, @), Ve W,
(AP)uar 3 a(¢',4) + by (P, ¢") = (f. ') — c(6,¢"), V'€V, (2.43)
by(Q, ¢') =0, VQ € L2().

Remarque 2.9. Notons que le systéme linéaire discret obtenu pour la partie de fluctuation
n’est pas symétrique a cause des taux d’anisotropie non-homogeéne. La forme bilinéaire b
définie dans (2.16) par

b(P,y) = J ) P(x) ) V' (x, 2)dzdx

est maintenant réécrite comme

by (P, ) foP(x) JLZ L, 2)dzda

0 0 5(1’72)

Awvec cette nouvelle définition, si on adimentionne tous les termes contenus dans la deuziéme
équation de (2.43) par 1/e, alors il garantit la propriété de préservation de ’asymptotique
du schéma.

On va maintenant prouver que le systéme (2.43) est équivalent au probléme (2.42).

Hypothése 2.10. Nous supposons dans la suite que ¢ € L*®(R), satisfaisant 0 < g¢ <
e(z,2) < ey <1 avec gg resp. €y deux constantes.

Proposition 2.11. Sous l’hypothése 2.1 et Ihypothese 2.10, il existe un unique (p,¢', P) €
W x V x L*(Q,) satisfaisant (2.43). De plus, la paire (¢, @) est l'unique solution de (2.42)
et P=0.

Preuve. Le caractére bien-posé du systéme (2.42) peut étre prouvé comme on ’a fait dans
le cas e constant. Il est donc nécessaire de prouver I’équivalence entre le systéme (2.42)
et le systéme (2.43).

Soit (¢, ¢') € W x V I'unique solution du systéme (2.42), alors (¢, ¢', 0) est solution du
systéme (2.43). Inversement, on suppose que (¢, @', P) € W x V x L2(€),) est la solution
du systéme (2.43). Prenant dans la deuxiéme équation du systéme (2.43) des fonctions de
test ¢’ ne dépendant que de x conduit &

Ly L, 1

dz dx

Ly
L. f A 0, o0 dx + f

0 0

Pa)v'(a)

o &(z,2)

L, Ly
_ L f F'de — L., f A,0,60,/dx.
0

0
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L

e L
Il est facile de voir que L, f A0, 0,0 dx+ L,

x Lx
A 0,00,0'dx = L, f fa'dx grace
0

0 0
a la premiére équation du systéme (2.43). Ainsi, on obtient

Lo L.
f P(x)y'(z) J dzdx =0, V' e W.

0 0 5(377 Z)

L. -
Comme J ( )dz > 0, on en déduit que P = 0, par des arguments de densité. O
o &lz,z

2.3.3 De forts gradients de taux d’anisotropie hétérogénes

Avant de discrétiser le systéme AP (2.43), on doit d’abord réfléchir aux problémes
numériques résultant de variations rapides de la fonction % Comme on le sait, une fonc-
tion continue & variation rapide peut étre considérée numériquement comme une fonction
discontinue dans certains intervalles d’'un maillage. On peut affiner le maillage de discré-
tisation pour obtenir une solution approchée plus précise, mais avec des efforts de calcul
plus importants. Par exemple, dans les simulations en 3 dimensions, la complexité de cal-
cul est égale & N3, ot N est le nombre d’intervalles dans chaque direction. Un raffinement
ne peut pas étre acceptable pour N grand.

Pour contourner cette difficulté liée & la discrétisation des forts gradients, on est guidé
par les idées proposées par Saito et al. [11]. Ils considérent un probléme aux limites de la
forme

_(pul), = f(SU € [)7 u|:13:0,1 = 07

oupe L® et f e L? sont des fonctions données. Le gradient de p est trés raide. Saito
et al. [11] étudient I'estimation de l'erreur d’une méthode d’éléments finis standard via

la fonction de Green de la solution. En effet, en désignant par AU = F le systéme
linéaire correspondant & la méthode des éléments finis, on note que G := A~! est une
approximation de cette fonction de Green. Ainsi Saito et al. [11] ont proposé d’utiliser une

moyenne harmonique pour approximer la fonction de Green. Plus en détails, les coefficients

T
de la matrice A de discrétisation-EF sont donnés par a; = N f pdx, alors que leurs
N P

i —1
moyennes harmoniques sont a; = N (J pld:c) . L’analyse d’erreur a été présentée
Ti—1

par T. Tsuchiya et al. [52]. Ils montrent que la méthode de moyenne harmonique est plus
précise que celle de la moyenne arithmétique dans le cas ou le gradient de p est tres
grand. En outre, le schéma de Scharfetter-Gummel (SG), qui est une formule quadrature
particuliére de la moyenne harmonique, est connu pour avoir une estimation d’erreur ne
dépendant que de Inp [14]. Ainsi, le schéma SG doit fournir une précision plus importante
des résultats numériques par rapport a la méthode des éléments finis standard surtout
quand le gradient de p est trés grand.

On propose donc ici trois approches pour traiter le probléme de forts gradients (2.43).
On va considérer, pour des raisons de simplicité, des anisotropies €(z) ne dépendant que de
z. La premiére approche consiste a utiliser une formulation non-conservative de I’équation
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A, 00!
e 0z

o6\ 9 o¢'\  o(me) o4 0
o (A m;)‘&(‘l%)* PR A%—&‘f“a—( ax>

Pour mettre en ceuvre cette approche, nous utilisons de nouveau les formes bilinéaires (2.16),
mais changeons seulement a(¢,’) en

de fluctuation. En développant 6—‘1 ( ) dans (2.40b), on obtient 1’équation suivante

L, Ly / ' ’
o(@', ") = L ) Az(x,z)aa%(x, z)%(w,z) + MHT)Z(Z)AZ(L z)%(w,z)@bl(x, z)dxdz.

Cependant, cette expression n’est plus sous une forme conservative.

Dans une deuxiéme approche, on utilise la méthode moyenne harmonique. Pour cela,
nous considérons % dans (2.43) comme la fonction & la variation rapide p, et on utilise
la forme moyenne harmonique @ proposée ci-dessus. La troisiéme approche est le schéma
Scharfetter-Gummel proposé dans [14]. Nous précisons ces approches dans la section 2.6.

Dans la suite on utilisera ces trois approches pour discrétiser probléme (2.43) et nous
les comparerons avec une discrétisation d’éléments finis standard.

2.3.4 Reésultats numériques

Pour vérifier I'efficacité du schéma AP pour des problémes avec des taux d’anisotropie
trés hétérogenes, on choisit un cas test avec la variable ¢ construite artificiellement. De
toute évidence, elle ne correspond pas aux taux physiques. Cependant, si le schéma AP
se comporte bien pour ces cas test formels, il devrait également étre efficace pour les
vrais problémes physiques. Nous utilisons de nouveau la solution exacte et la matrice de
diffusion dans le cas € constant, mais remplacant la constante ¢ par une variable de la
forme

(3 (Emax (1 4 tanh (¢ (0.1L, — 2))) + €min (1 — tanh (¢ (0.1L, — 2)))),
si0<z< 7,

er(z) = { (2.44)
% (Emax (1 4 tanh (¢ (z — 0.9L.))) + emin (1 — tanh (¢ (z — 0.9L.)))) ,
\ si k <z<L,.

La variable €1 est controlée par trois parameétres ¢, €max, €min : ¢ décrit la raideur de
la courbe, €ax, Emin controlent les valeurs maximum et minimum de ;. Un exemple de
fonction €; est illustré dans la figure 2.5. Il est construit de fagon a esquisser la variation
des parameétres physiques présentés dans la figure 2.4(b).
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10° =, 1
/
\\ /
\ /
\,\ /
107 f 2 4 .
\ /
5 \ /
5 \ /
s . g
510+ e R/ 1
> \ iI
\‘ ‘ smin:lo_b
'
\ K
107 \7‘ - !! ----- smin:lo_:LO H
e =1071°
= = = min
: oo e =102
10—207 R - min i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Z axis

FIGURE 2.5 — Fonction e; pour des e, différents. On fixe ¢ = 80, e = 1 et trace la
courbe e; pour différents e, égaux a 1072, 10719, 1071 et 10720,

Dans les tests numériques suivants, nous fixons les paramétres €., = 1, ¢ = 80
et faisons varier le paramétre e, de 1072° & 1. Le second membre f est obtenu en
injectant ¢.(z,z) dans I'équation (2.39). On compare les résultats numériques obtenus
par toutes les méthodes mentionnées ci-dessus : le modéle-SP en dimension deux (2.39),
discrétisé par la méthode d’éléments finis de type Qq, le schéma AP standard (2.43), le
schéma AP non-conservatif, le schéma AP avec moyenne harmonique, et le schéma AP
de type Scharfetter-Gummel. Les quatre schémas AP sont résolus a 'aide des deux types
de résolutions itératives et directes. Apres des essais numériques, nous constatons que les
erreurs relatives de ces deux résolutions sont les mémes. Ainsi, nous ne présentons que les
résultats numériques de la résolution directe.

Dans la figure 2.6(a), on observe que l'erreur relative en norme L? du modeéle-SP
augmente avec la diminution de la valeur de ep;,. Cette erreur reste proche de 1073
POUT Emin entre 1073 et 107, mais explose quand e, < 1071%. La courbe du schéma AP
coincide avec celle du modeéle-SP quand e, > 1071, mais la précision du schéma AP reste
indépendante de e, pour les grands taux d’anisotropie. Le schéma AP non-conservatif
montre une évolution non monotone de la précision, avec un pic obtenu pour e, = 1072
Cependant, la norme de I'erreur est proche de 2 x 107™* pour ey, inférieur & 107°. La
courbe du schéma AP avec moyenne harmonique est similaire & celle du schéma AP
standard mais avec une erreur relative plus petite. Enfin, le schéma Scharfetter-Gummel
AP donne la meilleure précision avec 'erreur relative d’un ordre de grandeur inférieure a
celle du schéma AP standard.

Dans la figure 2.6(b) les estimations du conditionnement des différentes méthodes sont
affichées. Ces estimations de conditionnement sont calculées aprés quun équilibrage des
matrices soit effectué. En effet, le conditionnement peut étre trés grand & cause de la
forte variation de 1/e. Ainsi en multipliant ¢ dans la seconde équation de (2.43), on peut
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2.83. Vers un probleme modele bien adapté pour le cas € variable

améliorer le conditionnement. Numériquement, cette procédure consiste a multiplier Mo,
respectivement M3, par les matrices d’équilibre de lignes Ps, respectivement, Ps, définies

par

&o
732= )

EN.+1

1

Py =

&o

Enin ,
I
I

ou & = e(zx)] pour 0 < k < N, + 1 et I est la matrice d’'identité de taille N, x N,.
Comme dans le cas € homogeéne, le conditionnement du modele-SP augmente avec le taux
d’anisotropie, tandis que les courbes correspondant aux quatre schémas AP coincident
presque et restent tout a fait indépendantes de la valeur &,,;,.

10° —— — .
<4 : 4 SP-model

4 —e— Standard AP scheme
E —A— Non-conservative AP scheme|

g - #- HM-AP scheme
10 ¢ - -4 SG-AP scheme

Relative error of 2-norm

10—20 10—15 10-10 -5 0
Values ofe
min

(a) Erreur relative entre la solution exacte et
ses approximations, en fonction de epin

25

10 T T T
< SP-model
1 —e— Standard AP scheme
4'.4 —A— Non-conservative AP scheme|
% " g - b - HM-AP scheme
107+ . -#- SG-AP scheme H
% g
e g
4.
E 10157 4 |
8 <
§ <,_<
E 10"} T4 1
‘l':: .i; <,_’ L
‘q
5 < g
10" | 3
107 107 0™ 10° 10°

1
Values of g
min

(b) Estimation du nombre de conditionne-
ment des matrices équilibrée, en fonction de

€min

FIGURE 2.6 — Comparaison du modéle-SP, le schéma AP standard, le schéma AP non-
conservatif, le schéma AP avec moyenne harmonique et le schéma AP Scharfetter-Gummel
pour un calcul en dimension deux dans un maillage 250 x 250, en utilisant une méthode
d’é¢léments finis de type Q.

Enfin, on étudie Defficacité des résolutions itérative et directe du schéma AP. Dans
le tableau 2.2 les deux résolutions sont comparées pour des calculs effectués dans des
maillages avec de 50 x 50, 250 x 250 et 500 x 500 cellules. Le taux d’anisotropie est donné

N

comme avant avec €max = 1, ¢ = 80 et des valeurs e, allant de 1072° & 1. Pour la

résolution itérative, la suite est initiée avec ¢’ = x(z — L, ) cos (2L’T—z> On note que le
z

nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence augmente faiblement avec
la taille des mailles, mais de fagon significative avec les valeurs des taux d’anisotropie. Le
nombre d’itérations nécessaire pour les plus petites valeurs de e, est de trois & quatre
fois inférieur a celui de la configuration isotrope. Pour les deux tests en dimensions deux
étudiés jusqu'ici, la résolution directe, bien que produisant un plus grand systéme linéaire,
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se montre plus efficace que la résolution itérative. La tableau 2.2 présente également le
temps de calcul pour les deux approches divisés par celui du modele-SP. L’efficacité du
solveur direct ne se détériore pas de maniére significative avec le raffinement de maillage.
En effet, avec un maillage composé de 50 x 50 cellules, le schéma AP est 40% plus lent
que le modele-SP. Dans 'utilisation d’un maillage plus raffiné, avec cent fois le nombre
de cellules, le schéma AP est environ deux fois plus lent que le modéle-SP. La résolution
itérative demande plus de temps de calcul, entre 2 et 4 fois, que la résolution directe.
Notons cependant que l'efficacité relative de ces deux résolutions peut étre modifiée si on
a une bonne estimation de la solution pour l'initialisation de la suite.

€1min 1 (107110721102 107* ] 10> | 10719 | 1072

ltor. |11 17| 13 10 7 5 5 5 5

50 x 50 r; | 65] 5.3 | 46 | 43 | 35 | 35 | 35 3.5
Dire. |rp |14 14 | 14 | 14 | 14 | 14 | 14 14

Ltor, |7 | 18 | 15 12 10 7 5 5 5

250 x 250 rr | 771 6.8 ] 61 | 5.5 | 48 | 4.2 | 4.2 4.2
Dire. |rp | 1.8] 1.8 | 1.8 | 1.8 | 1.8 | 1.8 | 1.8 1.8

Ltor, | [ 19 | 15 13 11 8 6 5 5

500 x 500 r; | 73] 6.4 | 59 | 5.4 | 48 | 44 | 4.1 4.1
Dire. |rp [21] 21 | 2.1 [ 21 | 2.1 | 21 | 2.1 2.1

TABLE 2.2 — Lefficacité de calcul des résolutions itératives et directes du schéma AP sur
des maillages avec 50 x 50, 250 x 250 et 500 x 500 points : n; est le nombre d’itérations
de la résolution itérative, r; (resp. rp) est le temps de calcul de la résolution itérative
(resp. directe) divisé par le temps de calcul du modéle-SP. Tous les systémes linéaires
sont résolus grace a un solveur direct creux [45].

2.4 Un cas test physique en dimension trois

L’objectif de cette section est de généraliser le schéma AP présenté précédemment
afin de I'appliquer & un probléme réel de plasma ionosphérique en dimension trois dans la
section 1.3.4. En fait, dans ce modéle la matrice de diffusion A est de la forme suivante

pt opt 0
A= —-p 42 0], (2.45)

0 0 ,ull
ot ', pf |l sont respectivement les mobilités de Pedersen, de Hall et alignée [3]. Grace
aux modeles ionosphériques standard (voir par exemple le modele IRI [9] ou le modéle
SAMI2 [28], [29]), ces quantités peuvent étre estimées et montrent de grandes différences

pour " et pf par rapport a pl (voir figure 2.4(b)). De plus, le rapport entre p’/u’ en
fonction de 'altitude est aussi trés important dans certains couches ionosphériques. Ainsi,
les variations d’anisotropie ne sont pas limités a une seule direction. Dans cette section, on
va donc se concentrer sur un probléme elliptique anisotrope en dimension trois et montrer
que le schéma AP est valable pour un probléme anisotrope hétérogéne plus complexe et
réaliste.
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2.4.1 Le modéle en dimension trois

Considérons maintenant le probléme elliptique anisotrope en dimension trois 2 < R3?
suivant

-V - (AV¢) = f, dans Q,
AV¢ -7 =0, sur 09, x Q, x Q, U, x Q, x 0, (2.46)
¢ =0, sur Q, x 08, x (1,

ol A est la matrice de diffusion de la forme

A —eD 0
A=1|eD B 0 (2.47)
0 0 %C

et A(x,y,z), B(z,y,2), C(x,y,2) resp. D(x,y,z) sont des fonctions connues du méme
ordre de grandeur. Le paramétre 0 < € < 1 peut étre une fonction (ou une constante) de
toutes les variables provoquant I’anisotropie du probléme.

Etudions d’abord les propriétés de probléme (2.46)-(2.47). Pour cela, on définit 1’espace
de Hilbert suivant

V=1{pe H(Q)/¢=0surQ, x0Q, xQ.},
avec le produit scalaire correspondant

(0, )v = (020,00 2(0) + (049, Oy0) L2() + (0-0, 0.0) L2(0)-

La formulation faible de (2.46) s’écrit
a(¢,¥) = (f,¢), VeV (2.48)

avec a(¢, ) 1= f (AV @) - V1 dxdydz. On montre dans la proposition suivante que (2.48)

Q
admet une unique solution faible sous I’hypothése suivante.

Hypothése 2.12. Nous supposons que les fonctions de diffusion A, B,C,D € L*()
ainsi que l’anisotropie € € L®(Q) et satisfont 0 < cpin < A, B, C < ¢pax 1esp. 0 < ¢ <
e < ey <1 0UcCmin, Cmax, €0, En S0Ont des constantes positives. De plus, posons f € L? (Q).

Proposition 2.13. Sous l'hypothése (2.12), Iéquation (2.48) admet une unique solution
faible p € V.

Preuve. Pour prouver cette proposition, on utilise le lemme de Lax-Milgram. En effet, la
coercivité de la forme bilinéaire a(-, -) est immeédiat, comme

1
a(6,d) = LA@W b Blo,0f + LCja.odadyd:
> Coin| @[3, @€ V.

La continuité de a(-, -) peut étre facilement vérifiée. O
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2.4.2 La reformulation AP

Nous introduirons dans cette sous-section la reformulation AP du modéle (2.48). On
ne considére que le cas de € variable, puisque le cas € constant revient juste & une multipli-
cation par ¢ de cette reformulation. En suivant la méme procédure que dans les sections
précédentes, en particulier la décomposition de ¢ comme ¢ = ¢ + ¢', nous trouvons le
schéma AP correspondant au probléme (2.46), consistant en une équation de moyenne

V. (A Vﬂb) Vi (AV.i¢) = f, dans Q, x Q,,
A Vg7 =0, sur 0Q, x Q,,
¢ =0, sur €, x 8Qy,

et une équation de fluctuation

([ -V (AV¢) — V. (A1V.6) = f, dans Q,
AV -7 =0, sur 09, x Q, x Q, U, x Q, x N,
% ¢ =0, sur , x 0Q, x Q,,

\ ¢ =0, dans Q, x (.
Encore une fois, on définit I’espace de Hilbert
= {¢(z,y) € H' (2, x Q,)/1 =0 on Q, x 09, },

avec le produit scalaire correspondant

(éf;, ’J})W = (aara)a ax&)LQ(Qxey) + (aya)a ay’(Z})LQ(Qgchy)-

(2.49a)

(2.49D)

Comme précédemment, on définit aussi les formes bilinéaire légérement différentes

ap(¢/, ') = j; g&zqﬁ'@zw'dazdydz,
ay (¢, ') = j; ((VLgb')TALVMZJ') dxdydz,
as(¢, ) = JQ . (VL9)T ALV 19) dady,
(@) = (@) + (@),
bi(P,Y) = f P lw'dzdxdy,

ilxxﬂy Q. €
0. Q) = | @ ey
c(g, ) = JQ ((VMZ;)TALVMZJ') dzxdydz.
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Ainsi on obtient la forme faible de la reformulation AP (2.49) : Trouver (¢, ¢', P) €
W x V x L*(, x Q)

az (¢, V) + ¢, ¢') = (f,9), Vip e W,
(AP) < a(¢/,¢") + by (P, ¢') + ¢(9,¢) = (f,¢'), V' eV, (2.51)
by(¢', Q) = 0, VQ e L2(Q, x Q).

La proposition suivante prouve que la forme faible (2.51) constitue un probléme bien-posé

Proposition 2.14. Sous U'hypothése (2.10) et Uhypothése (2.12), il existe une unique
solution (¢,¢',P) € W x V x L*(Q, x Q,) satisfaisant (2.51), telle que ¢ + ¢ est la
solution faible du probleme (2.46).

La preuve de cette proposition est similaire que celle du théoréme 2.2.

2.4.3 Des expériences numériques

La procédure utilisée maintenant est de reproduire les investigations numériques du
schéma AP. La solution exacte du systéme est définie par

2 2
(be('rayuz) = xQ(Lm - x)QyQ(Ly - y)2 (1 + €Si1’l2 ( 22) C052 ( 2Z>> )

qui satisfait les conditions aux limites (2.46). Les coeflicients de diffusion dans la matrice
sont définis par

A=c +2%yz, B=cy+ay’z, C=cs+ayz*, D=c4+ayz.

Le second membre f est calculé analytiquement, en injectant ¢, dans (2.46). Cela donne la
configuration des différentes expériences étudiées dans la suite. Les techniques de discréti-
sation sont facilement étendue du cas de la dimension deux détaillées dans la section 2.3.3
en utilisant la méthode d’éléments finis standard de type Q.

Premiérement, le cas de € constant est étudié avec la procédure utilisée pour le cas
en dimension deux : les valeurs de ¢ varient de 1072° & 10 et la norme d’erreur entre
la solution exacte et les approximations numériques calculées grace au modele-SP et le
schéma AP standard est présenté. Ces résultats sont rassemblés dans la figure 2.7(a) pour
les calculs effectués dans un maillage de 30 x 30 x 30 et 100 x 100 x 100. Le modéle-SP
échoue & donner des approximations précises pour € < 107!2 sur le maillage plus raffiné.
L’efficacité de calcul des résolutions itérative et directe du schéma AP est également
étudiée dans le tableau 2.7(b). La conclusion des expériences en dimension deux reste
valable pour le cas en dimensions trois, avec une faible dépendance en nombre d’itérations
par rapport a la taille des mailles, sauf pour les plus grandes valeurs de . Pour cette
valeur un taux de convergence faible est observé. Cependant, méme dans la configuration
la plus défavorable, la résolution itérative est la plus efficace. Cela peut s’expliquer par la
perte d’efficacité du solveur direct pour le probléme elliptique en dimension trois avec un
remplissage dramatique de la matrice factorisée [55], [54]. La résolution itérative permet
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(a) Erreur relative entre la solution exacte et ses ap-

proximations
€ 102 | 10 [ 109 [ 1071 | 1072 | 1073 | 10=* | 10710 | 10720
Dire. | rp | 1.8 | 1.8 | 1.8 | 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8
30 x 30 x 30 Tter, LTI 21 1.7 16| 1.6 1.6 1.6 1.4 14 14
ing | T 4 3 3 3 3 2 2 2
Dire. | rp | 2.6 | 26 | 2.6 | 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6
100 x 100 x 100 ter, LTI 241 21| 21| 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1
“lng | 22 3 2 2 2 2 2 2 2

(b) Rapport des temps de calcul entre les résolutions du schéma AP et du modéle-SP

FIGURE 2.7 — Comparaison entre le modéle-SP en dimension trois et le schéma AP dans
le cas e constant (pour les deux types de résolutions itératives et directes). Les valeurs de
e varie entre 1072 et 102. Deux tailles différentes 30 x 30 x 30 et 100 x 100 x 100 sont
comparées. Nous notons ry et rp le rapport des temps de calcul entre le schéma AP direct
resp. itératif et le SP-modele, n; le nombre d’itération de la résolution itérative.

de réduire la taille des systémes linéaires ce qui explique la relative efficacité de cette
approche par rapport a la résolution directe.

Ensuite, on considére un cas ¢ variable qui est représentatif du cas physique, i.e. les
variations d’anisotropie sont dans toutes les directions et plus notables dans la direction
z. Une telle fonction € est donnée par

(2 = Zmia)® + (Y — Ymia)> + (2 — Zmia)* + 1
T2ia + Ynia T Zonia T 1

eo(z,y, 2) = €1(2) : (2.52)
ou £1(z) est la méme que (2.44), Tmid, Ymid, 2mia dénotent le point milieu de 'intervalle
dans chaque direction. De plus, les parameétres sont fixés & ¢ = 80, €. = 1 et avec les
valeurs de e, allant de 1072° & 1. La précision des approximations du modéle-SP, du
schéma AP standard et du schéma SG-AP est analysée dans les figures 2.8(a) et 2.8(b).
Tous les schémas donnent les qualités d’approximation similaire a celles des investigations
en dimensions deux : le modeéle-SP n’étant précis que pour de grandes valeurs de €, et
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(a) Erreur relative entre la solution exacte et ses (b) Erreur relative entre la solution exacte et ses
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approximations pour un maillage 100 x 100 x 100

€ 1 [ 1071|1072 ] 1073 | 107* | 1075 | 10710 | 1020
Dire. | rp | 2.0 | 2.0 | 2.0 2.0 | 2.0 2.0 2.0 2.0
30 x 30 x 30 Tter, LI 201 20 1.9 1.9 1.9 1.9 1.9 1.9
lnr| 3 3 2 2 2 2 2 2
Dire. | rp | 2.6 | 2.6 | 2.6 26 | 2.6 2.6 2.6 2.6
100 x 100 x 100 Tter, LT 21| 21 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1
“lnr| 3 2 2 2 2 2 2 2

(c¢) Rapport de temps de calcul entre les résolutions du schéma AP et du modéle-SP

FIGURE 2.8 — Comparaison entre le modéle-SP en dimension trois et le schéma AP dans
le cas ¢ variable (pris comme (2.52)). La valeur de ey, varie entre 1072° et 1. On compare
deux différentes tailles de maillage 30 x 30 x 30 et 100 x 100 x 100.

la précision du schéma AP indépendant du taux d’anisotropie. On note que la résolution
itérative est moins précise que la résolution directe dans ce cas test. Le tableau 2.8(c)
indique que lefficacité de calcul du schéma AP en résolutions directe et itérative. Ces
résultats confirment que, contrairement aux expériences en dimension deux, pour le cas
en dimension trois la résolution directe est plus lente que celle itérative.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit une nouvelle reformulation préservant I’asymp-

totique pour une équation elliptique fortement anisotrope et ’avons comparé au schéma
AP proposé initialement dans |

|. La nouvelle reformulation reste basée sur une décom-

position de I'inconnu en sa partie de moyenne et sa partie de fluctuation, mais I’équation
de fluctuation est différente. La matrice de discrétisation associée a cette nouvelle refor-
mulation AP est beaucoup plus creuse que celle de l'originale, établissant ainsi 'efficacité
significative de cette nouvelle méthode. La propriété AP du schéma est également étu-
diée, en particulier le caractére bien-posé dans la limite £ — 0. Les résolutions directe et
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itérative du systéme linéaire sont testées et comparées. On note que la résolution directe
est plus efficace pour des problémes en dimension deux, mais pour des problémes en di-
mension trois la résolution itérative peut prendre moins de temps. Enfin on consideére les
problémes de taux d’anisotropie trés hétérogénes, compte tenu d’applications physiques
réelles. Un schéma AP de type Scharfetter-Gummel est proposé afin de traiter avec de
forts gradients d’anisotropies avec € variable.

2.6 Annexe A : Simulations en dimension un pour un
taux d’anisotropie fort

Dans cette section, on étudie numériquement les trois discrétisations-AP proposées
dans la section (2.3.3) pour un probléme en dimension un extrait du modéle-SP (2.5).
L’objectif est de détecter la meilleure méthode dans les cas ot on doit faire face a des
forts gradients d’anisotropie.

2.6.1 Le schéma AP standard

Considérons le modeéle-SP en dimension un suivant

d 1 du
—— |75 ) +u=f, dans(),
(SPﬁld) dz (e(z) dz) f

d
Lu=0, sur 052,.

(2.53)

ol u est 'inconnue du probléme, ¢ est une fonction positive de z et 2, = [0, L,]. Notons
que l'équation (2.53) est bien-posé pour £(z) > 0. Cependant, prenant £(z) := § x(z) et
passant a la limite 0 — 0 donnent un probléme dégénéré

—i( 1 d—“) =0, dans €.,

x(z) dz

d
Lu=0, sur 052,

(2.54)

qui est mal-posé, car toutes les constantes sont les solutions de (2.54).

Pour construire le schéma AP correspondant a ce modeéle-SP, on décompose u dans sa
partie moyenne u et sa partie fluctuation «'. En intégrant I’équation (2.53) dans €2, on
obtient 1’équation de moyenne

u=f. (2.55)

Soustrayant (2.55) de (2.53) conduit alors I’équation de fluctuation

—i( L d“/> +u' = f', dans (.,

dz %E
du' =0, sur 0€),, (2.56)
u = 0.
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2.6. Annexe A : Simulations en dimension un pour un taux d’anisotropie fort

Le systéme (2.55)—(2.56) est bien-posé¢, méme dans la limite 6 — 0. En introduisant le
multiplicateur de Lagrange A, on obtient la reformulation AP suivante

(u=f,
L1 du/ v, L= L=
- d A —'dz = "Wdz, Yu'e HY S,
(AP_ld){ L lg(z) dz dz +UU] z+ L E(Z)v z . f’U Z, v E ( )7
L.
J u'dz =0
\ Jo

(2.57)
Ce schéma AP sera discrétisé par une méthode d’éléments finis de type P;. Toutefois,
notons que la difficulté ici est d’approcher une forte anisotropie. Pour traiter ce probléme,
on propose ici trois méthodes différentes.

2.6.2 Le schéma AP non-conservatif

Dans cette approche, on essaie de “détruire” le terme d’anisotropie é dans I’équation
de fluctuation (2.56). Cela se fait par le développement de < ( L_du' ), afin d’obtenir

dz () dz
d du’  d*/
1 _ = 2.58
Cne() G- S e =ef (259)
En injectant (2.58) dans le reformulation AP, on obtient une autre reformulation, i.e.
(u={,
L / L
| d d du’d :
L [& (Ine(z)) %v' + d—2£ + eu'v ] dz + )\L v'dz
(NC_AP_1d) { L.
= J efv'dz, Yo' e HY(Q,),
L. °
J u'dz = 0.
\ JO

(2.59)
On discrétise de nouveau (2.59) par la méthode d’éléments finis de type P;.

2.6.3 Le schéma AP avec moyenne harmonique

Le schéma AP avec moyenne harmonique est juste une discrétisation particuliére de la
reformulation AP (2.57). Pour le présenter, on considére de nouveau la partition de 2, et

les fonctions de base définies dans la section 2.2.5. Prenant dans (2.57) comme les fonctions
Nz+1

test ki (2) et remplagant u'(z) par Z ayk(z), nous obtenons pour k =1,--- | N,
1=0
Pk pk+1> Pr+1
Q,

— +(—+ ——
k—1 A2 A2 A2 k41

Pk
A2

k+1 Zp41
Oélj 2)dz + @A = fi,
I=k—1
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Zk 1 Zk+1 1 Zk+1

ou py = J —dz, @ = J ——kp(2)dz, fi = J f'(2)kr(2)dz. Silon discrétise
Zk—1 E(Z) Zk—1 6(2) Zk—1

pr par une formule de quadrature numérique standard, le schéma obtenu sera donc juste

une méthode d’éléments finis de type P;. Dans cette autre méthode, on utilise plutot une
moyenne harmonique approchée de py, i.e.

—1
2k
pe ~ A2 (J 5(z)dz> .
2k

Enfin, 'intégration f e(z)dz est approchée par une quadrature numérique standard,
Zk—1
par exemple une quadrature de Gauss-Legendre.

2.6.4 Le schéma AP Scharfetter-Gummel

Le schéma AP Scharfetter-Gummel est une amélioration de la méthode avec la moyenne
harmonique. En particulier, une formule de quadrature spéciale suivante est utilisée pour
approcher p. En simplifiant £(z;) par ei, on approche py par

— Sl €p 1 # €k,

Zh—

< AL 2k -1
D X Az j e(z)dz

-1
2k
_ AZQ J eln e(z)dz>

Zh—

-1
(2K Ine(z)

= Az’ j de dz
e dlne(2)

elner _ plnep -1 N-+1
2 . .
~ Az | Az—m—— approximations de Ine par Z In e ky,
In El — In Ek—1
k=0
Ine, —Inep_4
= Az———,
€k — €k
— Sl €1 = Eg,
1
€k

2.6.5 Reésultats numériques

Pour comparer ces approches, on prend une solution exacte de 'équation (2.53) de la
forme 5
ue(z) 1= &(z) cos (L—Wz> : (2.60)
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2.6. Annexe A : Simulations en dimension un pour un taux d’anisotropie fort

avec £(z) définie dans (2.44). En injectant (2.60) dans I’équation (2.53), on obtient le
second membre f. On compare le modéle-SP, le schéma AP standard, le schéma AP
non-conservatif, le schéma AP avec la moyenne harmonique et le schéma AP Scharfetter-
Gummel respectivement. Pour cela, on choisit ¢ = 80, ,.c = 1 et varie €.

En observant les résultats numériques dans la figure 2.9, on note que le schéma AP
est robuste pour tous les choix de ,,;,, méme pour le maillage grossier N, = 25. Dans la
figure 2.9(a), 2.9(b), on voit que le modéle-SP ne peut pas bien approcher la solution. Le
schéma AP par rapport au modéle-SP fonctionne bien, mais il reste encore imprécis dans
la région ot le gradient d’anisotropie est fort. Le schéma AP-NC présente des oscillations.
Le schéma AP-HM est comparable au schéma AP standard pour les deux cas de &p;,.
Enfin, le schéma AP-SG a le meilleur comportement parmi toutes les méthodes. Les
mémes résultats sont également vu dans le tableau 2.9(c).

AP scheme
NC-AP scheme

—e— Exact solution

—e— Exact solution
AP scheme
NC-AP scheme

- A - HM-AP scheme|
+=b=+ SG-AP scheme

- & - HM-AP scheme|
+=p=: SG-AP scheme

; 1 02}
- ~ !
/k,;«(’/.j 1 I s SN Y

| .ﬁ?k;-‘k‘&k-‘g—k: | Ap ‘A-Ar A-A A-‘A A—A-AFA‘-A, A-A A-A: A-A
07 02 04 06 038 1 0% 02 04 06 0.8 1
(a) Emin = 1071 (b) €min = 10719
€min | SP-modeéle | Schéma AP | Schéma AP-NC | Schéma AP-HM | Schéma AP-SG
1071 26.4022 0.1652 0.1486 0.1532 0.0734
10710 11.5878 0.4310 0.1171 0.4434 0.0653

(c) Erreurs relatives entre la solution exacte et ses approximations

FIGURE 2.9 — Comparaison entre le modeéle-SP, le schéma AP, le schéma AP non-
conservatif, le schéma AP avec la moyenne harmonique et le schéma AP Scharfetter-
Gummel. On prend N, = 25. (a) Solutions approchées par les différentes méthodes dans
le cas epin = 1071 ; (b) Méme dessin dans le cas ey, = 1071%; (c) Erreurs relatives entre
la solution exacte et ses approximations pour les deux cas emin = 107! et epmin = 10710,

Dans la figure 2.10, on trace le taux de convergence du schéma AP standard et du
schéma AP Scharfetter-Gummel. On observe dans les deux cas, emin = 107! et epin =
10710, que les taux de convergence de ces deux schémas sont les mémes, sauf que lerreur
relative du schéma AP Scharfetter-Gummel est plus petite que celle du schéma AP stan-
dard. C’est a dire que la constante prés du schéma AP Scharfetter-Gummel est plus petite.
Ce qui confirme que l'estimation d’erreur dépend en la logarithme naturel du coefficient
de diffusion.
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FIGURE 2.10 — Taux de convergence du schéma AP et du schéma AP Scharfetter-Gummel.
(a) Erreurs relatives entre la solution exacte et ses approximations en fonction du pas
d’espace dans le cas epin = 107!; (b) Méme dessin dans le cas ey, = 10719,

2.7 Annexe B : Résolution itérative du systéme linéaire
pour le schéma AP

Dans cette section, nous étudions la résolution itérative du systéme linéaire pour le
schéma AP. On considére d’abord le probléme SP (2.6). On discrétise ce probléme avec la
méthode d’éléments finis de type Q;. Comme on I'a vu, la matrice de la discrétisation est
mal-conditionnée quand ¢ est trés petit. Le tableau 2.3 présente le temps CPU des diffé-
rentes résolutions du systéme linéaire. On observe que pour le probléme SP la convergence
des méthodes BiCG et GMRES devient de plus en plus lentes quand ¢ décroit. Quand
e < 1073, les deux méthodes ne convergent plus. La résolution directe par PARDISO est
plus robuste. Cependant, le solveur direct PARDISO ne donne des résultats du systéme
linéaire précis que jusqu’a e = 101°.

Ensuite, on résout le systéme linéaire du schéma AP avec des méthodes itératives
BiCG et GMRES. Ici, on ne considére que la résolution directe (2.35) du schéma AP.
La convergence des méthodes itératives de (2.36b) du schéma AP est trés lente. Ceci
demanderait la construction d’un préconditionneur ce qui n’est pas considérée dans cette
section. On observe de nouveau dans le tableau 2.3 que les méthodes itératives BiCG
et GMRES pour le schéma AP convergent pour tous les choix de . Contrairement au
probléme SP, la convergence de la méthode itérative devient plus rapide quand € est trés
petit. On résout enfin le systéme linéaire du schéma AP en utilisant la résolution directe
PARDISO. Le temps CPU est indépendant de choix de €, et il est plus court que celui
des méthodes itératives.
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2.7. Annexe B : Résolution itérative du systéeme linéaire pour le schéma AP

€ 1 (1002102 10310710 [ 107191071 | 10720
BiCG 1.3 | 2.2 4.7 1123 | N N N N N
SP | GMRES | 9.3 | 39.5 | 1215 | N N N N N N
PARDISO | 0.3 | 0.3 0.3 03 | 03 | 03 0.3 - -
BiCG 1821 26.0 | 281 | 173 | 9.7 | 6.7 1.3 1.3 1.3
AP | GMRES |21.7 | 188 | 109 | 7.0 | 45 | 39 3.9 3.9 3.9
PARDISO | 0.9 | 0.9 0.9 09 | 09 | 09 0.9 0.9 0.9

TABLE 2.3 — Comparaison des temps CPU des différentes résolutions du systéme linéaire
pour le probléme (2.6). La taille de maillage est N, x N, = 100 x 100. L’unité de temps
CPU est en seconde. "N’ signifie que la convergence échoue et ’-’ signifie que le résultat
obtenu par PARDISO différe significativement de la solution exacte.

Maintenant on considére le probléme SP (2.39) avec e variable. La fonction ¢ est la
méme que dans (2.44). On fixe en.x = 1 et nous faisons varier £y, entre 1072 et 1.
En utilisant la méthode d’éléments finis de type Qi, on obtient le systéme linéaire du
probléme SP. En utilisant les méthodes itératives BiCG et GMRES, on observe dans le
tableau 2.4 que les méthodes convergent seulement pour ey, = 1072, Puis, les solveurs
itératifs convergent pour tous les choix de &,;, pour résoudre le systéme linéaire du schéma
AP. On conclut que le schéma AP est plus robuste et précis en utilisant les solveurs direct
et itératif que la méthode d’éléments finis standard pour le probléme elliptique anisotrope.

€ min 1 [107Y] 1072 (1031074101079 107|102
BiCG 131 21| 54 [168] N N N N N
SP | GMRES | 93 | 142 [1193| N N N N N N
PARDISO | 03 | 03 | 03 [ 03 | 03 [ 03 | 03 - -
BiCG 1821198 | 168 | 187 | 179 | 170 | 12.9 | 183 | 21.6
AP | GMRES [21.7]199 ] 136 | 11.5] 11.0 | 109 | 10.6 | 11.0 | 12.1
PARDISO [ 0.9 | 09 | 09 [ 09 | 09 | 09 | 0.9 0.9 0.9

TABLE 2.4 — Comparaison des temps CPU des différentes résolutions du systéme linéaire
pour le probléme (2.39). La taille de maillage est N, x N, = 100 x 100. L’unité de temps
CPU est en seconde. "N’ signifie que la convergence échoue et ’-’ signifie que le résultat
obtenu par PARDISO différe significativement de la solution exacte.
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Chapitre 3

Simulations numériques des modéles
ilonosphériques dans un champ
magnétique non-uniforme

3.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons vu que l'atmosphére terrestre est un milieu stratifié,
décomposable en différentes couches. Par exemple, pour les altitudes inférieures a 100
kilomeétres, le milieu est neutre, alors que pour des altitudes supérieures, ’atmospheére est
ionisée par les radiations solaires. Ce phénomeéne peut étre découvert par la propagation
d’ondes de radio. En effet, le plasma ionosphérique reflete les ondes de fréquence basse
et permet leur transmission vers la surface de terre. Des ondes de fréquence plus élevée
sont transmises a travers le plasma ionosphérique permettant ainsi la transmission entre
la terre et les satellites. La propriété d'une onde électromagnétique a étre transmise ou
réfléchie par un plasma est liée a la densité du plasma et a ses irrégularités, ce qui peut
altérer considérablement la qualité de la communication en produisant des distorsions
de signal, interférences destructives, ou en empéchant complétement la transmission des
ondes. C’est la raison pour laquelle on s’intéresse a la modélisation des irrégularités du
plasma ionosphérique [33, 37, 10, 19, 41, 12, 23].

Une série de modeles [1] a été présentée dans le chapitre 1 pour modéliser le plasma
ionosphérique. Le point de départ est le modele d’Euler-Maxwell. Une analyse asympto-
tique permet de réduire ce modéle aux modéles Dynamo et Striation. Le modéle Striation
est largement utilisé pour simuler et analyser les instabilités ionosphériques [24, 11, 57].
Il décrit I'évolution du plasma quasi-neutre dans un plan perpendiculaire au champ ma-
gnétique terrestre. Dans ce modéle, la mobilité des particules est supposée infinie le long
des lignes de champ magnétique, de sorte qu’elles constituent des équipotentielles pour
le champ électrique réduisant son calcul & une équation elliptique en dimension deux en
intégrant les coefficients de matrice de diffusion et de second membre le long des lignes
de champ magnétique. Elle est couplée a une équation de conservation de la masse en
dimension deux ou en dimension trois pour I’évolution de la densité du plasma.

Le modele Striation est trés bien adapté pour la simulation [24, 11, 57] en raison de la
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réduction de ’équation elliptique en dimension deux. Cependant, ce modéle est trop sim-
pliste et des études ont souligné 'importance de la troisiéme dimension pour obtenir une
bonne précision du taux de croissance des instabilités simulées [10]. La direction alignée
a tout d’abord été incluse dans les simulations en étendant le modéle 2D a une version
de multi-couches [241, 32, 57]. La prise en compte de champs de vitesse & composante
non nulle dans la direction alignée permet de rendre le modeéle striation plus réaliste [3].
Pour accentuer la précision du modéle, il est nécessaire d’introduire un systéme de coor-
données curvilignes adapté, coordonnées des Potentiels d’Euler. Ceci permet de prendre
en compte une topologie plus réaliste du champ magnétique terrestre. Les simulations
du modéle Striation étendu a une géométrie réaliste montrent que le développement de
I'instabilité due & une perturbation locale du plasma ionosphérique ambiant se propage
sur des couches initialement non perturbées. C’est une caractéristique trés importante
des striations, et c’est la raison principale de 'utilisation de la troisiéme direction. Ce-
pendant les simulations doivent étre réalistes sur un domaine de grande amplitude afin
de quantifier précisément ces effets. Malheureusement, a ces échelles spatiales, certains
paramétres physiques varient beaucoup, comme par exemple la fréquence de collision du
plasma avec les neutres. En effet, comme on peut le voir sur la figure 3.1, cette derniére
quantité présente de fortes variations par rapport a l'altitude et par rapport a la latitude.
Le modéle Striation sera moins réaliste dans la basse ionosphére.

2000 ‘ : : 10
1800}
1600}
g 102 L
1400} o
£ 5
€ 1200/ 5
$§ 1000} 10|
= T
£ 800/ g
Q
600} z
5107t
400} 2
200}
0 4 =) ! 0 ! B 4 10’4 L L L L L L L
10 10 10 10 10 04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04
lon—-Neutral frequency (s‘l) Latitude
(a) Fréquence de collision i-n par rapport a ’al- (b) Fréquence de collision i-n par rapport a la
titude latitude

FIGURE 3.1 — Les fréquences de collision d’ions-neutres par rapport a l'altitude et par
rapport a la latitude.

Pour répondre a la demande de simulation, il est nécessaire de considérer le modéle
Dynamo-3D, qui suppose que la mobilité alignée est finie. Ce modéle peut étre utilisé dans
le domaine entier sans restrictions. Malheureusement le champ électrique dépendant de
toutes les coordonnées, le modéele Dynamo est ainsi vraiment tridimensionnel. En outre, la
forte anisotropie du milieu pour les plus hautes altitudes (ou la densité de neutre disparait)
rend le calcul du champ électrique par 1'équation elliptique trés délicat. L’anisotropie
nous conduit donc & utiliser un schéma préservant 1’asymptotique [7] développé dans le
chapitre 2 pour régler ce probléme.
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3.2. Les modéles Dynamo et Striation ionosphériques

Les simulations d’instabilités ionosphériques dues a un vent neutre sont présentées
dans [8]. Nous considérons aussi dans ce chapitre le cas de perturbations dues a la gra-
vité. Par exemple, nous étudions le cas de bulles de sous-densité du plasma qui montent
vers la haute altitude et en méme temps qui sont striées par l'effet de 'instabilité en
E x B [5]. Ce phénomeéne a par exemple été observé lors d’une mission satellitaire ré-
cente, DEMETER [38], dans la zone de I'ionosphére au-dessus de 1’équateur magnétique
terrestre. Notons que pour faciliter la discrétisation de 1’équation de conservation de la
masse, un domaine cartésien était utilisé dans [3], ce qui entrainait une troncature arti-
ficielle des tubes de champ magnétique constituant le domaine de calcul. Cependant les
pieds des tubes de champ magnétique sont trés aussi importants. Pour corriger cela, on
considérera un domaine trapézoidal (illustré dans la Figure 3.9). Les schémas numériques
pour un maillage non-uniforme seront donc développés.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous introduisons les mo-
déles Striation et Dynamo-3D dans le cadre des coordonnées liées aux Potentiels d’Euler.
Dans la section 3.4, nous développons les schémas numériques du modéle Striation io-
nosphérique. Dans la section 3.5, on développe les schémas numériques pour le modéle
Dynamo-3D. L’équation elliptique est résolue par le schéma préservant ’asymptotique
développé dans le chapitre 2. Finalement, dans la section 3.6, on présente des expériences
numériques. Nous utilisons successivement le modéle Striation pour simuler une bulle de
sous-densité du plasma perturbée par la gravité terrestre et une bulle de sur-densité per-
turbée par un vent neutre dans la haute ionosphére, puis nous répéterons les simulations
avec le modéle Dynamo-3D dans un milieu ot la fréquence de collision d’ions-neutres ou
d’électrons-neutres varie fortement.

3.2 Les modéles Dynamo et Striation ionosphériques
dans un champ magnétique non-uniforme

3.2.1 Potentiels d’Euler pour un champ magnétique axisymétrique

Afin de faciliter les mises en ceuvre numériques, nous utilisons un systéme de coor-
données adapté, lié aux Potentiels d’Euler. En effet, le domaine de calcul est aligné au
champ magnétique terrestre. Ainsi des coordonnées alignées au champ magnétique sont
plus appropriées pour la discrétisation numérique. Dans un tel systéme de coordonnées,
le domaine de calcul de la figure 3.2(a) peut étre transformé dans un domaine cartésien
illustré dans la figure 3.2 (b).

Nous utilisons le champ dipolaire pour approcher le champ magnétique. Pour établir
le passage a partir des coordonnées cartésiennes au systéme des Potentiels d’Euler, on uti-
lisera un systéme des coordonnées intermédiaire, par exemple les coordonnées sphériques.
Rappelons que les coordonnées sphériques (r, a, ) d’un point peuvent étre obtenues a
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z o%:‘::‘:::,
Yy S
==
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x
(a) Coordonnées cartésiennes (a) Systéme des Potentiels d’Euler

FIGURE 3.2 — Le domaine de calcul ionosphérique et sa géométrie dans le systéme des
Potentiels d’Euler.

partir de ses coordonnées cartésiennes (z,y, z) par

r=a/2%+y? + 22, (3.1a)

a = arctan (Q) , (3.1b)
x

p = arccos (E) : (3.1c)
r

ou r € [0,0, a € [0,27[, ¢ € [0, 7[. Inversement, les coordonnées cartésiennes peuvent
étre récupérées a partir des coordonnées sphériques (r, o, @) par

x = rcos(a)sin(p), (3.2a)
y = rsin(a) sin(yp), (3.2b)
z = rcos(p). (3.2¢)

Le champ dipolaire axisymétrique B peut étre décrit dans le systéme de coordonnées
sphériques par
B = (Br(r7 90)70734P(T7 ()0)) (33)
D’autre part, dans le modéle Dynamo le champ magnétique terrestre est globalement a
divergence nulle V-B = 0 (absence de charge magnétique) et de rotationnel nul Vx B = 0.
En injectant (3.3) dans ces deux équations, on peut donc écrire :

o(r*sin(p)B,) N d(rsin(¢)B,,)
or op
o(rB,) 0(B,)

B = — = 0. .
V x 0 . o7 0 (3.5)

V-B=0 =0, (3.4)
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— B=constant

@
[e10]

. L
(a) Coordonnées sphériques associées & une ligne (b) Coordonnées généralisées associées au
de champ magnétique terrestre entourée champ magnétique

FIGURE 3.3 — Les représentations du systéme des Potentiels d’Euler

Les équations (3.4), (3.5) impliquent respectivement qu’il existe un potentiel scalaire v et
un potentiel vecteur B tels que B = —V~v et B =V x B, ol on pose la composante-a de
B égale a §/(rsin ¢). Ainsi, en les coordonnées sphériques, on a les relations suivantes

0,8 = rsin(p)B,, 0,8 = —r’sin(p)B,, . =0, (3.6a)
Oy = —DB,, 0,7y = —1B,, 0y = 0. (3.6b)

De plus, la direction de la longitude du systéme des Potentiels d’Euler est la méme que celle
du systéme de coordonnées sphériques. Ainsi on a la dérivation de la longitude comme :

Ora =0, Opa =0, O =1, (3.6¢)

Nous dérivons donc (a, 8,7) dans le systéme de coordonnées sphériques. Géométrique-
ment, les directions [ et v sont respectivement les vecteurs normal et tangent a la ligne
de champ magnétique (voir Figure 3.3(b)). Puis en utilisant la formule de gradient

0 1 0 10
__fA+ _fd+ _fA

Vi= or rsin ¢ oo ;ago%

on construit la base orthogonale suivante

A~

&
Va = m, (37&)
VB = rsin(p) Byt — rsin(p) B¢, (3.7b)
Vy = —B,i — B, (3.7¢)

On note la base orthogonale unitaire par (& = Va/|Val|, 5 = V3/|VB],5 = V~/|V7|) et
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les facteurs de proportionnalité par

he = ﬁ = rsin(p), (3.8a)
1 1

hy = - , 3.8b

= VA~ ren(R)IB] (3:80)

1 1

hy = — = —. 3.8¢c
"= ] T 1B (3:80)

En utilisant (3.8), on établit respectivement les formules des opérateurs de gradient, di-
vergence et rotationnel par

1 0 0 0
f= (Tsm(@)é,rsin(wﬂB%—g, |B|£> , (3.9a)

v (G (rmtger) 7 (ot v) = (i) o

rsin(e) (% () - % (=)
VxA=|-—=to (2 (rsin(p)A,) — 2 (A”)) , (3.9¢)

rsin(p)|B| \ 0y oo \ |B|
e ()5 ()
|B| \ 0 \ 7sin(p)|B] o8 \ |B|

ou les composantes du gradient et du rotationnel sont écrites dans la base (&, B,&) et
(Aa, Ap, A,) sont les composantes du vecteur A. De plus la matrice de passage & partir
des coordonnées sphériques au systéme des Potentiels d’Euler s’écrit

& 1 g 0 &
~ B, N
6 — 0 @ —g 7: (310)
g 0 =& —m/) \¥

3.2.2 Calcul des Potentiels d’Euler

Dans les régions pas trés éloignées de la terre (soit moins de dix rayons terrestres), le
champ magnétique terrestre peut étre approché par un champ dipolaire
M
B = —@—(2 cos(p)7 + sin(p)p), (3.11)
4 13
o M = 8.05 x 102Am?, yp = 47 x 107"Hm~'. On adimentionne cette équation (3.11)
comme

I D MOM N . ~
B'B = _747r(f)3(r’)3 (2 cos(p)r + sin(p)p),
MOM 5 sy 9 .
et on note C' = ———— = 8.05 x 10°. Alors le champ magnétique s’exprime
A B(7)3

B = —T—C3(2 cos(p)7 + sin(p)P). (3.12)
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D’aprés (3.6a), (3.6b), (3.12), on en déduit les formules explicites des fonctions S et v

comme

sin?(y)
”

ety = —CM. (3.13)

r2

g=C

Inversement, on cherche 7 et ¢ en fonction de 3 et . Pour cela, on définit 3 = 5/C,
5y =~/C et ¥ =7/2 —p. Alors (3.13) implique que

¥rt 4 Br =1, (3.14)
¥ = arctan(— TQ__) € [—n/2,7/2]. (3.15)

§

Notons quej2 et 3 sont des quantités positives, donc (3.14), (3.15) admettent une unique
solution (3, 7%),9(8, 7). On résoudra (3.14) par la méthode de Newton suivante : trouver
la racine de (3.14) en utilisant la formule itérative

727“,‘; + Brm —1
423 + 3

Tm+1 = Tm

avec le critére d’arrét |r,, .1 — 7, < tolérance = 107°. On en déduit aussi la module du

champ magnétique par
[1v2  CB

3.2.3 Modéle Dynamo dans le systéme des Potentiels d’Euler

Dans cette sous-section, nous introduisons le modéle Dynamo ionosphérique (1.28)
dans le systéme des Potentiels d’Euler. Nous donnons tout d’abord quelques notations
suivantes : soient A est un vecteur et f est un scalaire, alors

Aa O Oaf
A = Aﬁ ) AL = (ﬁa> 9 vc = aﬁ ) VE = (ga> 9 ch = aﬁf 9 if = (gai) .
A, o o, g o, f g
Rappelons maintenant le modeéle Dynamo :
op
— + V- (pu;) =0, (3.17a)
ot
T
E+ui><an[ui(ui—un)—Cg+nv(Z )], (3.17b)
T
E+uxB=—r [ye(ue—un)—l—nv(z )], (3.17¢)
V x E =0, (3.17d)
V-j=0, (3.17e)
Kj = p(u; — ue). (3.17f)
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Dans le systéme des Potentiels d’Euler, le champ magnétique prend la forme B = (0,0, —|BJ)T.
Comme on I’a vu dans la sous-section 1.3.4, les vitesses électroniques et ioniques u.(x,t),
u;(z,t) peuvent s’exprimer explicitement

Ue = Me (_E + KVelUy — KJTIV(pT)) = MeFea (3183)
p
pT

V(

u; = M, (E + KUy, + k(g — KN )> = M, F;, (3.18b)

ol M, et M; sont les matrices des mobilités électroniques et ioniques

pt o opd 0 pp —pit 0
M= =pl pwl 0| M= [p u 0], (3.19)
0 0 ul 0 0 4l

avec les composantes de mobilités électroniques et ioniques de Pedersen, de Hall et alignée
définies respectivement par

I{l/eﬂ- H |B| H 1

uf,@- = Wa He i = Wa He i = ,_W&i- (3.20)
En injectant (3.18) dans (3.17f), on obtient
o1 1
J= ;P(Uz‘ —Ue) = ;p(MiE — M_F,). (3.21)
Prenant la différence entre (3.17b) et (3.17c) implique
J % B = p(viu; + veue) — pun(vi + ve) — (pg + 20V (pT). (3.22)

Ceci conduit a la détermination de la composante de j transverse & B par la formule

ji =~ % B x B/IBP = = [p(vits + veue) — punvi + v) — Cpg + 209 (6T)] x B/|BJ
(3.23)
Rappelons que nous notons le potentiel électrique par ¢, et le champ électrique associé
E = —V¢. L’accélération de la pesanteur s’écrit g = (0, —|g|,0)” dans les coordon-
nées sphériques. Via la matrice de passage (3.10), elle s’exprime ¢ = (ga, 98, 94)" =
(0, —%|g|, %|g|)T dans le systéme des Potentiels d’Euler. Les composantes transverses
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3.2. Les modéles Dynamo et Striation ionosphériques

de j s’écrivent alors

Oa®)
X H H « 2 H 2 H
a = — i + e N + no 3 i
j pl—(viK; Vue)mw Ko (V] i — Vel )
1 0a(pT)

—(vipl" — veprl ) kn—
rsing  p

H(—vipty + vep )T sing|BlOsg + wuns (V7] + V) + wCvigs) g

T
—(pt? + veul Y sin | B “ﬁ )

—(Vi + Ve)ung — Cgs + 2nrsin¢| B ﬁ(p )]/|B| (3.24a)
jg = —plvepl —vipl) Out + K (Ul + V2l
N " rsing v elle
1 da(pT)

—(ipt! + vepl ) —
rsinp p

+ (v 4+ v r sin ¢| Blogg + kunp(Vipt — viul) — kCuipt s

T
+(Vift; — Velte)kmr sin | B B(//)) )

1 0.(pT)

7 sin ¢

— (Ui + Ve)na + 217 1/1B]. (3.24b)

L’équation (3.21) fournit la derniére composante du courant

o = =20l + u)|BIo,6 + pCulg, =l BIo,(pT) (1l = ). (3.24c)

Enfin, I’équation (3.17e) conduit a une équation elliptique en dimension trois

i ] # +i ] M _|_i ] i =0
o Ja'r’sin<p|B|2 o6 \’? |B] oy ‘77|B| e

Cette derniére relation prend la forme matricielle suivante

~—~

3.25)

-V (AV) = =V°- J,, (3.26)
ou
A -D 0
A=|D B 0], (3.27)
0 0 C
jna
In =\ Jns |, (3.28)
jn'y
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avec les composantes

plvipsy’ + veprg')
72 sin? | B3

r?sin? o
1Bl

A= . B =plvif" +vep')

(3.29)

4 I p(viptl — vepi?)
C = I 4 D=
(ue 1), VEE :
et

p

Jno = W(wm@?uf — 2y + kuns (WPl + 02l + kCuin gs

1
— (Vi + Ve)Ung — C95)+2?7|B|2 5(0T)

(vipl" — vepl!)
T s ol B kn0a(pT) — (Vipth + vepl )kn
, 7 sin pp
Jnp = W(—Hum@?uf +vipl) — k(2 — vipl') + rCvinl gs

1
+ (Vs + Ve)Una) — 277@6a(pT)

|B|265(pT) (3.30a)

1

+(vapf +Veﬂe)m7| BEle 0a(pT)

(V@uzH vepte Jrnr? sin® /| B|og(pT), (3.30b)
Jny = | B|ngw — 00, (pT) (1) — ). (3.30¢)

De méme, on peut réécrire I’équation de conservation de la masse (3.17a) dans le systéme
des Potentiels d’Euler. La vitesse u; peut s’exprimer comme
09 1 6a(pT)>

P 1
Wi = My — + RVjUpq — K -
rsin g oo rsing p

03(pT
—ul (—r sin <p|B|— + KVjung + KCgg — KN sin ¢|B|%> , (3.31a)
" ( 1 5¢ 1 8a(pT)>

— + KVjUpa — K

: rsin " da rsing p
os(pT
+ul (—r sin g0|B|— + KVjung + KCgg — KNrsin ¢|B|%> , (3.31b)
T
Uiy = ” (_|B|_’7 + RUViUn~ + /{gg'y - /{’I]|B| ﬂ/(pp )) (331C)

Grace a l'opérateur de divergence (3.9b), I’équation de conservation de la masse prend la
forme conservative

ow 0, U 0 0

— w) + E — (rsin | Bluzw) + —(|B|uww) 0, (3.32)
ot w := p/|B|*. Notons que dans ce champ de vitesse, le gradient de la pression contribue
comme un terme de diffusion. Ainsi I’équation de conservation de masse devient une

équation d’advection-diffusion.

+_ -
ot Oa rsing
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Dans le systéme des Potentiels d’Euler, le modéle Dynamo se compose d’une équation
d’advection-diffusion en dimension trois

60_1;} + V- (vw) = V- (MV(pT)) = 0, (3.33a)

ol U = (U, Vg, Uy) avec

1 1 0
Vo = - (Mf <_ s . _¢ + ﬁl/i“na)
7rsin @ rsing OJa

0
—ul (—T sin ¢|B|£ + KVjUpg + ﬁ§g5)> , (3.33ba)
1 0
vg = rsing|B] (uZH <_rsing0 : £ + /wiuna)
0
+up (—r sin ¢|B|£ + KVjUng + R<95)> : (3.33bb)
0
Uy =|ﬂ<@<—@b§+mwm+m@0), (3.33bc)
P
Rz sinlélga\BP —/ﬂ}/|B|,uf{ 0
H
M = /{77%‘ knr?sin?pul 0 |, (3.33¢)
0 0 uym]

couplée a une équation elliptique en dimension trois
— V¢ (AV) = =V°- J,, (3.33d)

ou A, J,, sont définies respectivement par (3.27) et (3.28).

3.2.4 Modéle Striation dans le systéme des Potentiels d’Euler

Nous rappelons que le modéle Striation est obtenu en passant a la limite kK — 0 dans
I'équation (3.17)

% + V- (pu) =0, (3.34a)
Jjx B=vp(u—u,)—_Cpg+2nV(pT), (3.34b)
E+uxB=0, (3.34c¢)
VxE=0, (3.34d)
V.-j=0, (3.34e)

ou v = v; + V. Dans ce modele, le champ électrique est orthogonal au champ magnétique
car B = —u x B = |B|(ug& — u, ). En faisant le produit vectoriel entre (3.34¢c) et B, on

Vo x B

W. Ensuite, en faisant le produit scalaire entre (3.34b) et B, on a

obtient u;, = —
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Par conséquent,

V(pT B
la troisiéme composant de la vitesse u., = (un + £ g— 21 (p ))
TN T ) T

la vitesse s’écrit

y - _M+<<un+%g_2ﬁv(ﬂ)>,£>£

| B|? voop |B|/ |B|
¢ o,(pT)\"
_ 0sb —— 0.4 u, B . 3.35
(rsnup 6¢’rs1n<p|B| ¢u7+y | | = ; (3.35)

Puis en faisant le produit vectoriel entre (3.34b) et B, on obtient les deux premiéres
composantes du courant

‘ 1
Ji = —gp Wplu =) x B=Cog x B+ 2V (pT) x B),
y _ . 0g(pT
_ P — 7578 0a® — Ving — (gs + 2nrsin ¢| B| ﬁ(ff ) (3.36)
|B| Vr sin Qpaﬁﬂg + Vlipa + Cgoz - KQi:chpaa(ppT)

De plus, en développant I’équation (3.34e) dans le systéme des Potentiels d’Euler, on a

o (. 1 0 (. rsing o (. 1
%Qarsmgow)*%(” B )*%(“E) =0 (3.37)

En faisant ’hypothése que le courant j s’annule dans atmosphére neutre et en inté-
grant (3.37) le long du champ magnétique, on obtient une équation elliptique en dimension

deux
Tmax g [ 1 0 (. rsing
— — S d~y = )
| Germe) + 3 (5757 =0 (3.33)

min

OU Ymax; Ymin Sont des coordonnées prises dans la basse ionosphére.
On peut donc résumer le modeéle Striation dans le systéme des Potentiels d’Euler par
une équation d’advection-diffusion en dimension trois

aa_’L;J + Ve. ( ) - av(mvav(pT)) =0, (3.39&)

ot w = p/|B|?, avec les composants du champ de la vitesse

09 09 ¢ 2n
Va = %, ’Uﬁ = —%, U'Y = |B| (Unfy + ;g,y y mﬂf = m, (339b)
couplée a une équation elliptique en dimension deux
—Vi(ALVi¢) = =ViJus (3.39¢)
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A0 J
on A, = 7= T =),
. (0 Aﬁ) . (Jn5>

avec des coefficients A, Ag, Jna, Jnp définies respectivement par

“Ymax 1
A, = o
J pyfr’Qsin2<p|B|4 i

Ymin
Tmax 2 gip? ®
Az = ——Td
ﬁ J:Ymin pl/ |B|2 77
Do = = [ witas + g3 — 20 sin BT
na = PVUpp T PLYp — 41T SINLY BP — 5%
“Ymin T S1n S0|B |3
Ymax rsin @
Jn = no + o R aa T d .
= (e + 600 = cztute™) ) g

Remarquons que le modéle Striation (3.39) peut étre obtenu directement en passant
a la limite kK — 0 dans le modéle Dynamo (3.33).

3.3 Domaine de calcul

On s’intéresse a un domaine de calcul formé par un tube de champ magnétique pré-
senté dans la figure 3.4. Plus précisément pour décrire ce tube de champ magnétique, on
introduit les parameétres Hy,, H;, H, et H, (voir la figure 3.5) :

— Hj, : la plus haute altitude de la couche centrale,

— H; : la plus basse altitude de la couche centrale,

— H, : laltitude des couches externes,

— H,, : la largeur de la couche centrale.

3.3.1 Données initiales : le modéle IRI

Dans la suite de travail, nous utilisons le modéle IRI (International Reference of Io-
nosphere) [9] comme données initiales. Dans ce modele, toutes les quantités dépendent
en altitude. On utilise les quantités suivantes : la densité du plasma p, les fréquences de
collision d’ions-neutres v; et d’électrons-neutres v,, la température 7. Nous supposons
que les fréquences de collision d’ions-neutres et d’électrons-neutres satisfont la relation

suivante
Ye )M <102, (3.40)
V; me

On trace donc les quantités dans un tube de champ magnétique défini par :
H, = 850km, H;, = 450km, H. = 100km, H,, = 400km.

La densité du plasma p, les fréquences de collision d’ions-neutres v; et la température T'
sont présentées respectivement dans la figure 3.6. La densité du plasma augmente avec la
croissance en altitude et elle atteint sa valeur maximale 4.755 x 10! & 370 km d’altitude.
A partir de 700 km d’altitude, la densité du plasma est invariante avec la valeur constante

87



Chapitre 3. Simulations numériques des modéles tonosphériques pour B non-uniforme

Terre Terre

Couche F de l'ionosphére

FIGURE 3.4 — Domaine de calcul dans la couche F de 'ionosphére

couche centrale

Terre

couche externe _ [ couche médiane

(a) (b)

FIGURE 3.5 — Description du tube de champ magnétique.
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4.303 x 10%°. La fréquence de collision d’ions-neutres décroit avec I'altitude car la densité
de particules neutres est une fonction décroissante de ’altitude. La température du plasma
est une fonction croissante de l'altitude.

3.3.2 DMaillage de discrétisation

Nous notons dans la suite le tube de champ magnétique dans le systéme des Potentiels
d’Euler par §2 (voir la figure 3.7). On voit que € est un tube droit. Le profil de €2 forme
un trapéze dans le plan 8 — v et un rectangle dans les plans o — f et a — v (voir la
figure 3.8). On note les longueurs du domaine de calcul dans les directions « et § par
Qo = (Omin, Ymax) €t Qg = (Bmin, Bmax)- Dans la direction +, la longueur la plus longue
est 2y, = (Vmins Vimax) €t la longueur la plus courte est €, = (Vrmin, Vrmax) (vOIr la
figure 3.7(b)). Avec ces notations, on définit le plan perpendiculaire 2, = €2, x Q5. Enfin,
on note les surfaces du domaine de calcul par Sy, Sa, Ss, Sy, S5 et Sg (voir la figure 3.7(a)).
Les surfaces correspondant a Sy, S, S3, Sy, S5 et Sg sont respectivement og,, 0g,, 0g,,
0s,, 0ss €t 0g,.

On discrétise maintenant le domaine de calcul. On note 7, 7, k et n les indices associés
aux directions «, 3, v et au temps t. On définit aussi les ensembles d’indices

[1:[17“'7i7"'7N04]7 Jl:[la'“7.j7“'7N5]7K1:[17“'71{;7"'7]\[/‘}/]7
-[2=[17"'72.7"'7N04+1]7J2=[]-7"'7j7"'7Nﬁ+]-]7K2=[17'”7]{:7"'7N’y+]-]7
.73=[2,---,2', '7Na]7 J3=[2’...’j’...’NB]’K?’:[Q’...’]{;’...’Nry]’
N:[L...7n7...’Nt].

ou N, Ng, N, N; € N.
Dans chaque direction, on introduit la partition suivante :

Qmin =0 /2 <01 <z < <012 <Q;<Q;41/2<""<ON,—1/2 ANy <AUN, +1/2=%max,
Bmin=P1/2<P1<B3/2<<Bj1/2<Bj<Bjt1/2<<BNg—1/2<BNg <BnNg+1/2=Pmax,
Vimin =V1,1/2 <V,1<71,3/2 <" <V1,5-1/2<V1,j <V1,j+1/2<"""<V,Ny —1/2 <V, N~ <VI,Noy +1/2 =V, max>

Yromin="Yr,1/2 <Vr,1 <Vr,3/2 <" <Vrj—1/2<Vr,j <Vrj+1/2 <"""<Vr,Ny—1/2 <Vr,Ny <Vr,N+1/2=7r,max-

On note aussi les pas d’espace suivants : Ao = ayy12 — 12 pour i € Iy, Aa_ypp =
o — g pour i € [2,---, No|, AB; = Bir1/2 — Bj—1e pour j € Ji, ABj_1pp = B — Bj—1
pour j € [2,---, Ng|.

Les partitions sont présentées dans la figure 3.8. Plus précisément, on divise unifor-
mément les intervalles Q,, Qg et €, . Pour l'intervalle €2, on le décompose en trois
parties : T avec N,, mailles, C avec N, mailles, B avec N,, mailles, telles que N, =
N, + Ny, + N,,. Pour C, on prend la méme partition dans 'intervalle €2, , c’est a dire
que Vi = Vrj, YNy, +1 <5 < N,, + N, ; pour T et B, on les divise uniformément (voir
la figure 3.9).

Les inconnues, leurs positions et symboles associés sont présentés dans le tableau 3.8(d).
La densité p est positionnée au centre des cellules, le potentiel ¢ est lui aux sommets des
cellules. Plus précisément, on présente chaque maille S; ; , dans la figure 3.10. On note
le volume et la surface de S, ; respectivement par V; ;, et 05; ;5. Similairement a la fi-
gure 3.7(a), on note les surfaces de cellule S; ; , dans la direction v par s; et s9, dans la

89



Chapitre 3. Simulations numériques des modéles tonosphériques pour B non-uniforme

4.755e+11
2000 T T T l
1800¢ 1 - 3.568e+11
1600f ]
14001 1
_ 2.381e+11
£ 12001 q
3
2 1000} 1
2
£ 800} 1 - 1.194e+11
600|- 1
400¢ 1 6.659e+08
z Max: 4.755e+11
2001 1 }< Min: 6.659e+08
Y
0 ‘ ‘ ‘
10" 10° 10° 10" 10” x
Density (m™%)
(a) Densité en altitude (b) Densité dans la géomeétrie réelle
1401.
2000 T T T l
1800} 1 —
1600[- 1
1400} ]
. 0.7424
€ 12007 1
2 1000} 1
2
< 800f 4 - 0.01709
600} 1
400¢ 1 0.0003933
2001 | z Max: 1401.
00 k Min: 0.0003933
Y
0 ‘ ‘ ‘
10" 107 10° 10° 10 x
lon—-Neutral frequency (s’l)

(¢) Fréquence de collision d’ions-neutres en al- (d) Fréquence de collision d’ions-neutres dans la

titude géométrie réelle
l 1114.

2000 ‘ ; ;

1800} ] -891.9

16001 1

1400} ] 669.7
E 12001 ]
<
3 1000 ]
2 4475
% soof ]

600} ]

400} g 225.2

z Max: 1114.
200} ] k Min: 225.2
Y
o ‘ ‘ ‘ ‘ «
0 500 1000 1500 2000 2500
Temperature (K)
(e) Température en altitude (f) Température dans la géométrie réelle

FIGURE 3.6 — Données initiales du modéle IRI.
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(a)

FIGURE 3.7 — Discrétisation du domaine de calcul respectivement dans les plans o — f3,
a—vyet—n.

direction J par sj et s4, dans la direction « par s5 et sg. La densité p; j , est définie dans la
position (@ jk, Bijk: Vijk) pour (i,7,k) € Iy x J; x Kj et le potentiel ¢; 175 1/25-1/2 est
défini dans la position (052‘71/2,j71/2,k71/27ﬁi71/2,j71/2,k71/27’7@'71/2,]'71/2,1671/2) pour (7,7, k) €
Iy x Jy x K5. Notons aussi qu’on a

o = V(5 k) ey x K,

Qi1fp = Qi 1/25-1/2k-1/2, V (j. k) € Jo x Ky,
B; = Bijk V(i k)eh x Ky,

5]'—1/2 = 51'71/2,]'71/2,#1/2, Y (i, k) € I, x K.

3.4 Approximation numérique du modeéle Striation io-
nosphérique

Le modéle Striation consiste en une équation elliptique couplée a une équation d’advection-
diffusion dans la section 3.2.4, ainsi on résout ce modéle itérativement entre les deux équa-
tions. Notons que si on résout I’équation d’advection-diffusion par un schéma explicite,
alors le pas de temps est limité par At ~ O(Av?). C’est a dire que le pas de temps est
trés petit, ainsi un schéma implicite est plus approprié. Cependant, pour construire un
schéma implicite d’ordre élevé sur un maillage non-cartésien, il faut utiliser des méthodes
cotiteuses en calcul, par exemple la méthode de Galerkin discontinu. Dans ce chapitre,
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FIGURE 3.8 — Discrétisation du domaine de calcul respectivement dans les plans o — f3,
a—vyet—n.
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FIGURE 3.9 — Décomposition le domaine de calcul en trois : les maillages non-uniformes
T et B; le maillage uniforme C.
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FIGURE 3.10 — Maille S; ; . respectivement dans T, C et B.
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on considére une version du modéle de Striation sans terme du gradient de le pression
suivant. En effet, on a vu dans la section 1.3.6 que le terme du gradient de la pression
ne contribue pas a la dérive en EF x B dans le plan perpendiculaire €2, ainsi on enléve
le terme du gradient de la pression dans J,. De plus dans la direction alignée au champ
magnétique, le gradient de la pression contrebalance 'effet de gravité dans cette direc-
tion. On enléve donc ces deux termes dans v,. Le modéle avec gradient de la pression sera
considéré dans le chapitre 4. On a donc le modéle Striation sans gradient de la pression
suivant :

une équation de conservation de la masse en dimension trois

aa_lf + vc . ('Uw) = 0’ (341&)

ot w = p/|B|?, avec les composants du champ de la vitesse

L
= 55+ % = ~50: v = |Bluu, (3.41D)

Vo

couplée a une équation elliptique en dimension deux

- V‘i(ALV‘i&) = —V‘iJnJ_ (3.410)

A 0 J
oun A, = . N "),
8 ( 0 AB) . (Jnﬁ)

avec des coefficients A,, Ag, Jna, Jnp définies respectivement par

A " L4
a = V5 T ond
J P 72 sin? | BJ4 K

Ymin
“Ymax 7,.2 SinQCP
Ymin |B|2
“Ymax 1 d
Jna = - ng + — 1524,
Lmin (vtng ng/a),,,Slw|B|3 Yy

max rsin @
Jng = f (PVUna + pCGa) BP dy.
“Ymin

Ainsi il suffit de résoudre une équation de conservation de la masse (3.41a) couplée a une
équation elliptique (3.41c). On peut discrétiser (3.41a) par des schémas explicites.

3.4.1 Calcul du potentiel électrique

Nous utilisons la méthode de différences finies pour discrétiser I’équation elliptique (3.39¢).
On considére deux types des conditions aux limites suivantes :
CL1 : conditions de Dirichlet homogénes nulles sur S5, Sy, S5 et S ;
CL2 : conditions de Dirichlet homogeénes nulles sur S3, Sy et conditions de Neumann
homogeénes nulles sur S5 et Sg.
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3.4. Approzimation numérique du modéle Striation ionosphérique

Notons que les coefficients de la matrice de diffusion A,, Ag, Jpa et J,5 sont les intégrales
le long de la direction 7, ainsi on approche ces quantités par des formules de quadrature
multi-couches définies par

Ny Vi, j—1/2,k+1/2 v o
Aa,i,jfl/Q = 2 pi,jl/Q,kJ —————=dY , (i,4) € [ x f3.42a)
ij—1/2

2 4
Vi, j—1/2,k—1/2 resn 90|B|

Bl

—_

Ny Yi-1/2,5.k+1/2 1,502 sin2
Agicip; = Z <pi—1/2,j7kj Tﬁd’y , (4,7) € Iy x Jy, (3.42b)
k=1 Yi—1/2,5,k—1/2 i 1/27]
Ny Yi,j—1/2,k+1/2 1
Jnajij—12 = Pij—1/2, kj (Vung + C9p) ———m3d7 )
; Yi,j—1/2,k—1/2 TSln(p|B|3 i,j—1/2
(.)€ I x JQ, (3.420)
Ny —1/2,5,k+1/2 rsin %
Jnﬁ,i—l/Q,j = <pz 1/2,5,k (Vuna + Cga) |B|2 de) )
k=1 —1/2,5,k—1/2 i1/2,)
(i,7) € Iy x Jl, (3.42d)

ou les indices 7,7 — 1/2 et i — 1/2, j signifient que la valeur de la fonction est prise aux
points (o, Bj_1/2) et (a;_1/2, 8;). Puis on discrétise I'équation elliptique (3.39¢) par :
(_aa(AaaaQ;))i,l,

2

.. - -1
S v S S
Acq;Aa; 1 272 Aa_ Ay 1 202
2 2
A 1 A
] —5 0172—17_]—5 N
+ G;_1 .1 3.43a
<Aa,Aa 1 Aoy Ay ) TR0 ( )
2 2

2J*é
_ Ag,@' 1 3. Aﬁ,ifé,jfl (E
ABAB, it T AR AR,
A, 1. A .
Byi—5.J Bi—21.5-1 -
4 2 + 2 11, 3.43b
<A@Aﬁj_% Y >¢’ o) (3430)

(_aoz(Jnoz) - aﬁ(‘]nﬁ))@;%,jfé

_ naii—d = naiciimd Jnsicy = Jusictan (3.43¢)

On considére premiérement les conditions aux limites de type CL1. Dans ce cas, on a
¢ 151 =0,sii€ {1, Ny + 1}ouje {1, Ng+1}. (3.44)
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Il reste a déterminer Q_Si_%vj_%, (1,7) € I3x J3. Pour cela, on a besoin Aa7i7j_%, (i,7) € I1 x J3,
Ag,i_%m (4,7) € I3 x Ji, Jnovij—ts (i,7) € Iy x Js, Jngi-1 o (1,7) € I3 x Jy. La densité est
approchée par
ijk T Pij— .
pi,j*%vk = Pk 2p . 17k7 (Zajak) € [1 X J3 X Kl, (345&)
igk T Pi—1,j .
Pi-lijk = Wa (i,4,k) € Is x Jy x Kj. (3.45Db)

On résume le schéma numeérique de I’équation (3.39¢) avec conditions aux limites de type
CL1 dans l'algorithme suivant :

Algorithme 3.1 calculer le potentiel avec CL1
Donnons p; j, pour (i,j,k) € I x J; x K

Déterminer la matrice A

A « (3.43a),(3.43b),(3.44) pour (i,j) € I3 x Js.

Déterminer le second membre b
b« (3.43c) pour (i,7) € I3 x Js.

On résout le systéme linéaire A® = b par PARDISO [17].

Ensuite, on considére les conditions aux limites de type CL2. Dans ce cas, on a

=0,sije{l,Ng+1}. (3.46a)
—0,siie {1, N, +1}. (3.46b)

S

-1
1= 7]75

N

)
S

-1
a 7.775

NI

11—

Pour calculer q_ﬁl;%,jf%, (1,7) € I3x Js, on utilise encore (3.43). Pour calculer Q_ﬁl;%,jf%, (1,7) €
{1, N, + 1} x J3, on a

— Aa,l,j—% - alj—3 -
(_aa(Aaaagb))%J_% = —mﬁbg,j_% + m%,j_%, (3.47a)
_ A N, j,l _ A i—1.i—1 _
. _ o,Na,j—3 oi—1,j—3
( aa(Aaaa¢))Na+%7j_% AOZNQA&NQ+% ¢Na+% J—3 AO(NQAO(N 1 ¢Na—§ g?_)%él:?b)

Ensuite, considérons que r, sin ¢, |B|, v, u,, g sont indépendants de a dans (3.42¢), alors
on en déduit que 6a(Jm)%7j7% =0 et 6a(Jm)Na+%,j7% = 0. Ainsi (3.43c) devient les
formules suivantes :

J 1 . — J 1 .
n67§7 n67§7 -1
(=0a(Jna) = 0s(Jug))1 ;o1 = — ]3 5 —, (3.48a)

-1
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J 1. —J 1
_ nB,Na+3,j nB,Na+5,j—1
(—0a(Jna) — aﬁ(Jnﬂ))NonL%,jf% - AB,_1 '

J=3

(3.48D)

Le schéma numérique de I’équation elliptique (3.39¢) avec les conditions aux limites de
type CL2 est décrit comme :

Algorithme 3.2 calculer le potentiel avec CL2
Donnons p; j, pour (i,j,k) € I; x J; x K

Déterminer la matrice A
A « (3.43a),(3.43b),(3.46) pour (i,7) € I3 x J3,
A « (3.47) pour (i,7) € {1, N, + 1} x J5.

Déterminer le second membre b
b« (3.43c) pour (i,7) € I3 x J3,
b« (3.48) pour (i,j) € {1, N, + 1} x Js.

On résout le systéme linéaire A® = b par PARDISO [415)].

3.4.2 Calcul de la densité du plasma

Nous discrétisons maintenant 1'équation de conservation de la masse (3.39a). On définit
tout d’abord dans chaque cellule S, ;; la quantité suivante

B 1 J 1 P Pijk
Wi j ) = wdV = J ——=dV ~ —5—, (3.49)
’ ‘/i7j7k; Si’j’k ‘/i7j7k; Si,j,k |B|2 |B|Z27]7k'

ou dV est I'élément de volume infinitésimal, |Bl; jr = |B(Q ks Bijks Vijik)-
Premiérement, on utilise un schéma de volumes finis upwind 3D pour résoudre (3.39a).
En intégrant I’équation (3.39a) dans la cellule S ;; et en appliquant la formule de Green,

on a
1

Viik

OyW; ;i k + J wil - vdo = 0, (3.50)
aSm,k

ot do est I'élément de surface infinitésimal, 77 est la normale extérieure a la surface 0.5; .

En développant (3.50) et en utilisant un schéma d’Euler explicite pour la discrétisation

en temps, on obtient

At
wity = W, — . -k(FSZ +FL + Gy + Gy, + HY + HL), (3.51)
27.]7

(Z,j,k) e[1 X Jl X K17 ’I’I,GN,

ou Hy,, Hy,, Gs,, Gs,, Fs,, Fy, sont les flux numériques sur les surfaces si, so, S3, S4, S5,
s¢. Pour définir ces flux numériques, on a besoin les vitesses moyennes v, , Us,, sy, Us,,
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Uss, Us, dans la direction normale extérieure des surfaces sy, s, S3, S4, S5, S¢. Les normales
extérieures des surfaces sq, s, S3, S4, S5, Sg sont respectivement

0
Vi, j+1/2,k—1/2 " Vi,j—1/2,k—1/2
Ng, = \/(7i,j—1/2,k71/27“/i,j+1/2,k71/2)2+(5i,j—1/2,k71/2761,j+1/2,k—1/2)2 )
67;,]'71/2,1@—1/2*ﬁi,j+1/2,k71/2
\/(‘/i,j71/2,k71/2 77i,j+1/2,k—1/2)2+(ﬁi,j—1/2,k—1/2 *6i,j+1/2,k—1/2)2
0
Vi, j—1/2,k+1/2 " Vi, j+1/2,k+1/2

Ns, = \/(7i,j—1/2,k+1/27“/i,j+1/2,k+1/2)2+(Bi,j—1/2,k+1/2761,j+1/2,k+1/2)2 s
i i1/2,k+1/2Bij—1/2,k+1/2

\/(7i,j—1/2,k+1/2 77i,j+1/2,k+1/2)2+(5i,j—1/2,k+1/2 *5¢,j+1/2,k+1/2)2

e, = (0,—1,0)7,
s, = (0,1,0)7,
e, = (—1,0,0)7,
Mg, (1,0,0)".

Puis, on approche les vitesses moyennes par

(I

Usg

Q

@

Q

Q

Ui,j,k—l/Q : ﬁsl
Vij+1/2,k=1/2 — Vijj—1/2,k—1/2
\/(%J—l/?vk—l/Q - 7i,j+1/27k—1/2)2 + (61‘,3‘—1/2,19—1/2 - /Bi,j+1/27k_1/2)
6i7j71/2,k71/2 - 6i,j+1/2,k71/2
+ 2 QU’szvjvk;_l/27
\/(%‘,jfl/zkfl/z — Yijr1/2k-1/2)% + (Bijo12k-1/2 = Bij+1/2.k-1/2)
17;7_]7]94_1/2 ’ ,ﬁ:SQ

2 U5727J7k71/2

Yig—1/2,k+1/2 — Vi, j+1/2,k+1/2
N ig=1/2041/2 — Vigr12h+1/2)% + Bijm12 k12 — Bij+1/2,041/2)
Bij+1/2k+1/2 = Bij—1/2,k+1/2
+ 2 2Uy727j7k+1/27
\/(’Vi,jfl/Q,k+1/2 - %‘,j+1/2,k+1/2) + (6i,j71/2,k+1/2 - 5z,j+1/2,k+1/2)
Vij—1/2,k " Ms3 = —VBi,5—1/2,k>

VB,i,5,k+1/2

Vig+1/2,k = Tsy VB,i,j+1/2,k>

Vi—1/2,5,k * Mss = —Va,i—1/2,5,k>

Vi+1/2,5,k * s = Va,i+1/2,5,k>

ol T = (vq,vs,0,)7 est la vitesse définie dans (3.39b). D’aprés les formules précédentes,
il faut déterminer des termes de vitesse suivantes :
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j
_ J)i+1/2,j71/2 —§Z§z>1/2,j71/2 .
Vgij-1/2k = — Ao (1,7, k) e 1 x Jy x Ky, (3.52b)
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_ (‘Zgi+1/2,j+1/2 + Qgi+l/2,jfl/2) —

(&i—1/2,j+1/2 + &i—1/2,j71/2)

,Uﬁvzvjvk;_l/Q =

A, , (3.52¢)

(iajv k) € [1 X Jl X K27

Uyigk—1/2 = |B|i,j,k71/2un7,i,j,k71/27 (Z}]} k) €y x Ji x Ks.

(3.52d)

En utilisant les approximations de vitesse précédentes, on obtient les flux numériques

suivants :

H

|

Q
w
K

[ V)
Q
wn
[ V)

&~
S)

»

&~

(%1
Q

w

ot

Jw;, )
Vs 0) )
Vsy, 0) 07 ij—1k T min(vs,, 0)w;’ k)a
Jw )
Jw;: k)

)

E/J
'
(=)

=

ax 85,0 i 1jk+mln(vs5, 0)w; ik

o
AAEAA

(=]

O Z]k 1+m1n(’031, ) Z]k’
’U_Jij—i-mln(’USQ, ) jk—i—l ’
l]k+m1n(v347 ) l]+1k: )

I

= USG(maX T)SG?O) Wy 4.k + mln(vSm ) Wit1,5,k)

(i,7,k) e I; x J; x Kj.

Notons que dans les formules précédentes, il y a certains w;;j qui ne sont pas définis,
par exemple wy ; ;. Il nous demande de définir des conditions aux limites pour la densité.
Pour simplifier, on impose les conditions aux limites suivantes

Woj.k w(l),j,ka (J,k) € Ji x Ku, (3.53a)

WN,+1,k U_}?Va,j,ku (J, k) € Ji x Ky, (3.53b)

Wiko k Wy (1, k) € I x K, (3.53¢)

wZNg-i-l,k w?,Nﬁ,j,ka (i,k) e I x Kq, (3.53d)

Wi'j0 Wy, (4,5) € Ty x T, (3.53e)

wirfj,Nwl w?,j,Nwa (i,5) € I x Ji. (3.53f)

Enfin, le pas de temps est limité par la condition de CFL suivante
min Aa; min Af; ml?(%] kt1/2 = Vijik—1/2)
At,, < min ! ’ e . (3.54)

475

b
max(Va,i—1/2,j,6) Max(vgj—1/2.k)
k 1,5,k

3Jy

On résume maintenant ce schéma de volumes finis upwind 3D dans ’algorithme suivant :
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Algorithme 3.3 calculer la densité en utilisant le schéma de volumes finis upwind 3D

Donner la densité initiale p°, n =0 et ¢, = 0
tantque t,, < tioia faire

Calcul du potentiel ¢
calculer le potentiel par l'algorithme 3.1 ou 3.2 avec p = p".

Calcul de la densité p
AL, (3.54)
pn

n

W= Be

w™t — (3.51)

pn+1 — wn+1|B|2

lnt1 = tn + Atn
fin tantque

Le schéma 3.3 est un schéma TVD. Cependant, il est d’ordre 1 en espace et en temps.
Pour obtenir des schémas d’ordre élevé, on utilise la méthode de splitting de Strang pour
décomposer I’équation (3.39a) en trois équations en 1D, et puis dans chaque équation, on
peut utiliser des schémas d’ordre élevé.

Notons d’abord dans la direction a que le maillage est uniforme, ainsi on peut calculer
la densité dans cette direction séparément. On introduit la méthode de splitting de Strang
suivante :

A0 + u(vaw) = 0, ¢ € [0, %At], (3.552)

ow + 0g(vgw) + 0 (vyw) = 0, t € [0, At], (3.55b)
1

atw + aa(vaw) = 0, te [O, §At] (355(3)

Puis on traite I’équation (3.55b) par décomposition du domaine. C’est a dire que
— dans les zones T et B, on utilise un schéma de volumes finis upwind en 2D pour
résoudre (3.55b) ;
— dans la zone C, on applique la méthode de splitting de Strang suivante

1
orw + 0g(vgw) = 0t € [0, éAt], (3.56a)
ow + 04 (v,w) =0, t € [0, At], (3.56b)
1

Maintenant, on développe des schémas de loi de conservation en 1D d’ordre élevé. On
considére dans la direction o par exemple

Orw + O (vaw) = 0. (3.57)
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En intégrant (3.57) dans S; ;x et en appliquant la formule de Green, on obtient

_ 1 _ _

(2

(i,j, k?) € Il X Jl X Kl.
Il reste & approcher wq ;12,1 On peut appliquer un schéma upwind suivant :

1
— + — — —
Ok + 7 (Vo i1/, kPaisqde + Vo st jptlai+1 ji)
(A

_(U;:ifl/&j,kwayi*lijk + Uoj,ifl/2,j,kwayiijk)) =0, (3.59)
(i,j, l{?) € [1 X Jl X K17

ou v" = max(v,0) et v~ = min(v,0). Le schéma (3.59) est d’ordre 1 en espace, ainsi
il est tres diffusif. Ensuite, on introduit le schéma de haute résolution de Harten [27],
qui est basé sur le schéma (3.59), d’ott on modifie la flux numeérique. En effet, on peut
réécrire (3.59) sous la forme suivante

1
OyW; ;i + A—%(Fz’H/Q,j,k — Fi1p5) =0, (3.60)

(’i,j, k) € [1 X Jl X K17

A ] = + 1) . . - 1) . . ]
avec le flux numérique Fi_i/5;p = Vgim1/2,j,k Wai—1,3.k + Vo510 5 Warsi,jik- On ajoute un
terme de correction dans Fi_j/; ;x comme suit

~ 1 At|Vai 1725k
et _ _ _ a,i—1/2,5,k
Fi_ijpk = Uaﬂ_l/lj’kwa,ifl,j,k+Ua7i_1/27j7kwa,i,j,k+5|Uo¢,i—1/2,j,k| I — ————"— ) di—1/2,j,k>

AOéi—1/2
(3.61a)
ol 0;—_1/2,j, est une version limitée de We i jx — Wa,i—1,5k- Dans le cas 6;_1/2jr = Waijk —
Wa,i—1,5k, le flux numérique est le flux de Lax-Wendroff. Cependant, ce flux ne satisfait pas
la propriété de TVD. Pour déterminer 6;_1 /2 ;x, on utilisera le limiteur Superbee introduit
par Roe et al. [39]. On réécrit le limiteur de flux 6; 15 x par

Gi—1/2.5k = O(0i1/2,5.6) AWi_1/2.j 1 (3.61Db)
ou .
Oiv1/2,50 = % (3.61c)
L’indice I est défini par
{0 ) o1

Alors le limiteur de Superbee est donné par
¢(#) = max(0, min(1, 20), min(2, 9)). (3.61e)
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On peut interpréter cette méthode en passant par une méthode a limiteur de pente. En
effet, le flux numérique (3.61a) est équivalent a

— 1 .
- Vi—1/2,5,kWi—1,j,k + §Uz'71/2,j,k(Aaz’fl/2 - Uifl/Q,j,kAt)O'ifla S1Vi—1/2,5,k = 0,
Fiip50 = B . ‘
Vi—1/2,5,kWi gk — §Ui71/2,j,k(Aaz’71/2 + 'Uz‘71/2,j,kAt)0'i> SLU;—-1/2,5,k <0.
(3.62a)
ol o; est la pente dans la direction a.. Ainsi la pente associée au limiteur Superbee s’écrit

comime

o; = maxmod(al-(l), al-(Z)), (3.62b)
ou
o . Wit1,4k — wi,j,k) (wi,j,k - wi—l,j,k))
o;”’ = minmod , 2 , 3.62¢
' (( Aaz’—m Aaz‘q/z ( )
@ . Wig1,jk — U_Jz',j,k) <U_)i,j,k - wil,j,k))
o;” = minmod ( 2 , . 3.62d
' ( ( AOézel/z Aaz‘q/z ( )

La fonction de minmod avec deux arguments est définie par
a, sila] <|bletab >0,
minmod(a,b) = { b, silb| < |a|etab >0, (3.62¢)
0, siab<0.
Géomeétriquement, c’est une moyenne optimale pour choisir une pente telle que Va €
[0%‘—1/2, Oéi+1/2] _
W < w(a, By, Vijk) < w; (3.63)
ol wf;“,; = min(W; 1,5k, Wik, Wis1,jk), Wisg = Max(Wi—1 g, Wijk, Wir1jk). Alnsi le limi-
teur de flux (3.61a) est TVD. On résume le schéma semi-discret en espace dans ’algo-
rithme suivant

Algorithme 3.4 schéma semi-discret en espace avec le limiteur Superbee
(3.60)«—intégrer (3.57) dans S; jx, (i,7,k) € I x J; x K;.
F’i71/2,j,k <« (361) ou (362)

Ensuite pour résoudre 1’équation (3.55b), nous utilisons un schéma de volumes finis
upwind en 2D dans les zones T et B, et appliquons 1'algorithme 3.4 pour 1’équation (3.56)
dans la zone C. Pour cela, nous développons ainsi le schéma de volumes finis upwind en
2D. Supposons que S est dans T ou B. En intégrant I’équation (3.55b) dans S, et
en appliquant la formule de Green, on a

1
Vijk

Oy . + J wii -vdo =0, (i,5,k) € I; x J; x Kj. (3.64)
3S;

En utilisant les notations du schéma de volumes finis upwind en 3D précédentes, on
développe (3.64) comme

1
atwi7j7k + V—(Hsl + H82 + GSS + G54) = O, (365)
1,7,k
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Enfin, en utilisant le schéma d’Euler explicite pour discrétiser en temps, on a ’algorithme
suivant

Algorithme 3.5 calculer la densité en utilisant le schéma Superbee

Donner la densité initiale p°, n =0 et ¢, = 0
tantque t,, < tioia faire

Calcul du potentiel ¢
calculer le potentiel par I'algorithme 3.1 ou 3.2 avec p = p".

Calcul de la densité p
AL, «— (3.54)
calculer la densité dans la direction « :
discrétiser (3.55a) et (3.55¢) par 'algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions B et vy :
si dans les zones T et B alors
discrétiser (3.55b) par (3.65)
finsi
si dans la zone C alors
discrétiser (3.56) par 'algorithme 3.4
finsi
pn+1 — wn+1|B|2
tosl = tn + Aty
fin tantque

Le schéma semi-discret avec le limiteur Superbee est d’ordre 2 en espace. On donne
maintenant une autre reconstruction de flux numérique d’ordre élevé. En effet, dans le
schéma de limiteur Superbee, on a construit dans chaque maille un polynéme de type
Py en utilisant w. Maintenant, on construit un polynoéme de type Py, tel que le schéma
satisfait la propriété de TVD.

On consideére trois cellules dans la direction « : S;_1 j, Sijr €t Sit15 On construit
un polynéme p(a) = asa® + aja + ag tel qu'il satisfait les formules suivantes

1 G —1/2 B
pla)do = w;_q (3.66a)
aai—l/Q - aai—s/z a_3/2
1 j41/2
f pla)da = w; j, (3.66D)
aai+1/2 o aai71/2 o 1/2
1 Qi 4+3/2
J pla)do = Wity j k- (3.66¢)
Qa0 — Xy Qit1/2

(3.66) est un systéme linéaire de taille 3 x 3. En résolvant (3.66), on obtient la formule
explicite de p(a). En injectant a; 172 et a;410 dans p(a), on a Wy = plag_1/2) et
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w! tp = p(is1/2). Enfin, en utilisant le flux upwind, on peut écrire le flux numérique
suivant

Fz'fl/2,j,k = Ul-tl/zj,kwﬁ_yg,j,k + Ui:1/27j,sz'r—1/2,j7k7 (iajv k) €l x Jy x Ky. (3-67)

5 . . " . _ 4 _ . .
Dans le cas d'un maillage uniforme, on peut déterminer w,” 2k €E W0 5 explicitement
par

- 1 5 1
Wappgn = gWintgk T gWigk = g0itdjiks (3.68)
1_ 5 _ 1_
’f-‘rl/Q,j ko _éwifl,j,k + gwi,j7k + ngLj,k. (369)

Ensuite, pour assurer que le schéma soit TVD, on fait une étape de limiteur. Pour cela
les reconstructions w;_1 /2 et w;;1/2 doivent satisfaire la contrainte de monotonie

—min —r —1 —max
Wik S Wiyyg e Wivijo ke < Wik (3.70a)
ou

—min

max - - -
W', = Min (W1 j g, Wi j ko, Wig1,5.k) , Wige = MAX (Wi1j ko, Wijikr Wit 1,5 k) - (3.70b)
En réécrivant les reconstructions par
1
wz+1/2]k: U)ij +Aw1]k7 wz 1/2,5,k — U)ij +Aw1]k7 (371‘&)
alors on peut trouver des expressions équivalentes de la contrainte (3.70) en limitant
l r
Aw; ;1. et Awy ;. par
. 1 _ _ _ _
Aw i,k = minmod (Awi%k, wi+17j,k — wm,k, wm,k — wl-,u,k) s (371b)
. . _ _ _
Aw; ;. = minmod (Awi7j7k, Wit1,jk — Wi gk, Wik — wi_m,k) , (3.71c)
ou la fonction minmod est

in m20d(z, . 2) — { smin([a], [yl,|2]), sis = signe(x) = signe(y) = signe(2),

0, sinon.
(3.71d)
En remplacant Aw” g Aw] ;) par A ik Aw” gy OIL &
f+1/z7jk Wi g + AW,y Wi_y955 = = Wik + AW 4. (3.72)

Cela compléte ce schéma semi-discret d’ordre élevé :

Algorithme 3.6 schéma semi-discret en espace avec la reconstruction de polyndéme P,
calculer la densité dans la direction o :
discrétiser (3.55a) et (3.55¢) par (3.67) et (3.72)
calculer la densité dans les directions [ et y :
si dans les zones T et B alors
discrétiser (3.55b) par (3.65)
finsi
si dans la zone C alors
discrétiser (3.56) par (3.67) et (3.72)
finsi
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Pour l'intégration du temps de (3.39a), on emploie la discrétisation TVD de Runge-
Kutta en temps introduite dans [17]. Nous notons un pas de temps At,, et définissons
tn = >, At,, ot n € N, et notons w; ;x = w;'; - Le schéma semi-discret en espace peut
étre écrit comme

dw

o = L(w), (3.73a)
ou
wW1,1,1 Ly (w)
w = Wije |, L(w) = Lijx(w) |, (3.73b)
WN,,Ng,N, LNy, (D)

Li jx est le flux total sur le bord du volume S, ;5. Définissons @@ = w" et @™ = wk).
Le schéma d’ordre trois est

oV = 2@ + At,L(@?), (3.74a)
5 wauiwuuimnuwm), (3.74D)
& - %w<o>+§w<z>+§AtnL(w<2>), (3.74¢)

Maintenant, on résume le schéma d’ordre élevé en espace et en temps :

Algorithme 3.7 calculer la densité en utilisant le schéma d’ordre élevé

Donner la densité initiale p°, n =0 et ¢, = 0
tantque t,, < tioia faire

Calcul du potentiel ¢
calculer le potentiel par I'algorithme 3.1 ou 3.2 avec p = p".

Calcul de la densité p
AL, — (3.54)

n_ p"
We = 1Bp

discrétiser (3.39a) en espace :
L(w) <« T'algorithme 3.6
discrétiser (3.39a) en temps :
Wt (3.74)
pn+1 — wn+1|B|2
tn+1 =1, + Atn

fin tantque
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3.5 Approximation numérique du modeéle Dynamo io-
nosphérique
Similairement a la section précédente, nous considérons le modéle Dynamo sans gra-

dient de la pression suivant :
une équation de conservation de la masse en dimension trois

60_1;) + V- (vw) =0, (3.75a)

ol U = (U, Vg, Uy) avec

1 1 0
Vo = . <,UZP <_ N : _¢ + "iyiuna)
rsin rsing Oa

—ult (—’r sin ¢|B|Z—g + KlVjUng + m(g5)> , (3.75ba)
1
vg = TSiHQO|B| (NZH <_ . . Z_¢ + /{Viuna>
rsing O
0
+,uZP (—r sin ¢|B|£ + KViUng + /{C%)) , (3.75bb)
0
o = 1Bl (<1BIZE + v ), (3.75h¢)

couplée a une équation elliptique en dimension trois

-V (AV) = =V°- J,, (3.75¢)
ou A est définie dans (3.27), et
Jna = ﬁgBF,(wm(V?uf —V2pd!) s (Vi + v2id) + wCvip] gs
_(Vi + Ve)unﬁ - Cgﬁ)a (375(31)
_ 7 sin pp
e = ipp (—kttna (i pl + v2pl) = k(W2 = v2pf') + KCuipl gs
+(Vi + Ve)unoz)a (3756)
juy = 0. (3.75f)

3.5.1 Calcul du potentiel électrique

L’équation elliptique (3.33d) est un probléme fortement anisotrope. En effet, les co-
efficients A et B de la matrice de diffusion (3.27) ont la méme magnitude, mais il y a
une grande différence entre C et A ou B dans la haute ionosphére. Il y a également une
trés grande différence entre D et A ou B (voir la figure 3.11). En résolvant (3.33d) par
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FIGURE 3.11 — Les rapports entre des coefficients de matrice de diffusion en altitude et
en latitude.

des méthodes standard, on obtient un systéme linéaire trés mal-conditionné. Pour éviter
ceci, on applique le schéma préservant ’asymptotique du chapitre 2, tel que son systéeme
linéaire est bien-conditionné indépendant de I'anisotropie.
On associe 'équation (3.33d) deux type de conditions aux limites suivants :
CL1 : conditions de Dirichlet homogénes nulles sur Ss, Sy, S5 et Sg, et AVep -1 =0
sur Sq et Sy;
CL2 : conditions de Dirichlet homogénes nulles sur S3 et Sy, conditions de Neumann
homogeénes nulles sur S5 et Sg, et AV©p -1 =0 sur Sp, Ss.
Considérons premiérement les conditions aux limites de type CL1. On définit alors les
deux espaces de Hilbert

Vi = {¢(a,B,7) € H'(Q) /1 = 0 sur Ss, Sy, S5 et Sg}, (3.81)
Wi = {d(o,8) € Hy(Q)}, (3.82)
et les produits scalaires correspondantes
(@ V)v, = (0ad, Oat))r2(0) + (089, Ip¥)12(0) + (010, O) L2(), (3.83)
(@, D)w, = (Pat; Qat)) 12001y + (950, ) 12(0)- (3.84)

Avec ces définitions, on peut écrire la formulation variationnelle de (3.33d) : Trouver
¢ € Vq, solution de

J (V)" ATVY) adV = J T -VepdV — f J, - fipdo — j J,-fiatpdo, Yo € Vy, (3.85)
Q Q S1 So
ol 711 et 7iy sont les normales extérieures de surfaces Sy et S;. On peut discrétiser (3.85)

par la méthode d’éléments finis de type Q; (détaillée dans la section 3.8). Dans la maille
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Si.j.k, on approche p par
p(()é,ﬁ,’}/) = Pigks V(Oé,ﬁ,’}/) € Si,j,k- (386)

Nous utilisons maintenant le schéma préservant I’asymptotique pour résoudre (3.33d).
On note la valeur moyenne de ¢ le long de la direction v par

Ymax,a,B

¢ = ! J ¢dr, (3.87)

/Yma)goz,ﬁ - /Ymimoz,ﬁ Ymin, e, 8

Ol Vmina,8 €6 Vmaxe,s dénotent la coordonnée v dans les surfaces S; et Sy en donnant
(o, B). La fluctuation de ¢ est définie par ¢' := ¢ — .

En intégrant maintenant (3.33d) le long de direction 7y, on obtient l’équation de
moyenne

—VS (AL VEP) — VS (ALVSY) = —0ndna — Opnp, dansQ, x Qp, 3.59)
_ 3.88
¢ = 0,sur 082, x Qs U Q, x .
En introduisant la décomposition ¢ = ¢’ + ¢, on a I’équation de fluctuation :
( —V(AVeY) — V(AL VS Q) = V- J,, dansQ,
AV -1 =0, sur Sy, S,
) (3.89)
(bl = 07 SurS37S47557567
\ le =Y dans €2, .
Définissons ensuite les formes bilinéaires suivantes :
wldv) = | ooy,
) = | (Vi) ALV av.
@) = | (ViTALVEG) dads,
1
a(@',v) = ao(¢, V') + ai(¢', ¥), (3.90)
bi(P,Y) = j PJ Cy'dV,
Q.  Jo,
I N 1 2 4
Wo.Q) = o[ @] e
Y Ql QW

(o, 0 = L (V)" ATV ') dV.

Enfin, comme dans le chapitre 2 en utilisant le multiplicateur de Lagrange P, on obtient
la reformulation du schéma AP : Trouver (¢, ¢, P) € Wy x V; x L*(Q,)

(IQ(QE, QZ) + [%{C(,J)a ¢I) = (.f) QZ)? V’IIJ € Wh
(AP) { a(¢',4) + b (P,y") + c(,4') = (f,4"), V' eV, (3.91)
ba(¢',Q) =0, ¥Q € L*(Q)),
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ot f ==V -J, et f = —0upa — OpJns. On discrétise (3.91) en utilisant la méthode
d’éléments finis de type Q.

Deuxiémement, on considére le cas CL2. La procédure de construction du schéma
préservant ’asymptotique est similaire au premier cas. On présente directement les for-
mulations variationnelles comme suit. En définissant deux espaces de Hilbert

Vo = {¥(a,B,v) e H(Q)/1) =0 sur Ss, Sy}, (3.92)

W, = {¢(a,8) e H(Qy)/1 = 0sur Q, x 0Qs}, (3.93)
et les produits scalaires correspondantes

(0, 0)v, = (0ad, 0u¥)r2(0) + (080, 0p%)2(0) + (049, 03) L2(q2) (3.94)
(0, 0)w, = (Oats QatV)12(0,) + (050, 051 120y ), (3.95)

on peut alors écrire la formulation variationnelle de (3.33d) : Trouver ¢ € Vy, solution de

(& T T C C — c —
v v _ g _
J ((Vep)t ATVeyp) dV AV - iispdo AVeo - rigipdo
Q

Ss 56

_ JJn-VdeV—J Jn-ﬁlwda—j T, - fiytbdo
Q S1

So

—f Jn-ﬁg,@/)do—f J, - ighdo, Y € Vs, (3.96)
Ss SS

ou 1y, Mg, T, Tig sont les normales extérieures aux surfaces Sy, So, S5, Sg.

Les équations de moyenne et de fluctuation de (3.33d) sont similairement définies par

—VS (AL VD) — VS (ALVSY) = —0udna — Opdng, dansQ, x Qg,

¢ =0, sur £, x 09, (3.97)
Onp =0, sur 0§2, x g,
et
([ —V(AVeY) — VS (AL VS @) = =V - J,, dans(,
AV -1 =0, sur S1, Ss,
@' =0, sur Ss, Sy, (3.98)
O’ =0, sur Ss, Sg,
¢ =0, dans (2.
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Définissons & nouveau les formes bilinéaires suivantes :
wld ) = | ooy,
aldv) = | (Vi) ALY v+ Ls
as(¢,9) = jm (V9 9)T ATV ) dadf

i f (D0560) (cvmins B)d5 + f (D0560) (s 8) 5,
Qp Qp
(@) = aod )+ ay(d ),

bi(P, ) = LLP L Cy'dv,

Dos¢'ydo + f Dose'ydo,

Se

(3.99)

_ 1 _ ,
Wo.Q) = o[ @ e
Y Ql QW
c(o, ) = L (V9o)T ATV ) dV + L Dosn)'do + J Dosgn)do.
5 Se
Ainsi on obtient la reformulation du schéma AP : Trouver (¢, ¢', P) € Wy x Vo x L2(Q))
@23, 9) + e(b,¢) = (F.5), ¥ e W,
(APQ) a(¢l7 1/1’) + bl (pv wl) + C((Ea wl) = (f7 wl)7 VW € V27 (3100)
b2(¢lu Q) = 07 VQ € LQ(QJ_)a
ol f ==V J, et f=—0nJpa — 65jn5. Enfin, on discrétise les formulations variation-

nelles (3.96) et (3.100) par la méthode d’éléments finis de type Q;.

3.5.2 Calcul de la densité du plasma

Pour calculer la densité du plasma, on résout 'équation (3.33a), qui a la méme forme
que l'équation (3.39a). Ainsi on peut le résoudre en utilisant les algorithmes 3.3, 3.6
et 3.7. Cependant, le vecteur de vitesse (3.31) est différent par rapport a celui du modéle
Striation (3.39b). Ainsi, il faut discrétiser (3.31) pour adapter les algorithmes existants.
Similairement a (3.52), on a besoin des approximations de la vitesse suivantes : vq ;12,5 (i,7,k) €
Iy x Jix K1, v 5-1/2.k, (4,7, k) € It x Ja X K1, Vg j k172 €6 Uy ijr—1/2, (1, 7, k) € 1 x Jy X K.
Plus précisément, on doit calculer V¢¢ aux points ot on calcule les termes de vitesse. Ainsi,
on présente les approximations suivantes :
— pour calculer vy ;12 jk

0 gb — ¢i+1/2,j,k - ¢i73/2,j,k
“ Aai_l + Aai

Y

$i 2,j+1/2,k — $i1 2,j—1/2,k
0pp = /2,5+1/ 3 /2,5=1/ :
Bi
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Qfl Gic1/2,jk = (Ebi—l/Q,j—l/Z,k—l/Q+¢i—1/2,j+1/2,k—1/2+¢i—1/2,j—1/2,k+1/2+¢i—1/2,j+1/2,k+1/2)/4,
Bi—1/2,5+1/2,k €t Pi_1/2,5—1/2,x Sont les interpolations de ¢ aux points (a;—1/2, B+1/2, Vie1/2.5k)
et (qi—1/2, Bj—1/2, Viz1/2,5k)-

— pour calculer vg; j_1/2k

O = ¢i—1/2,j+1/27k - <Z5i—1/2,j—1/2,k

AOZZ' ’
Db = Gijr1/2,k — Pij—3/2.k
A ABj+AB;

oll Gi_1/oj—1/26 = (Dic1j2,j-1/2.k+1/2 T Pic1/2,—1/2k—1/2)/2, Dijr1/2,k €t Dij_3/2k sont
les interpolations de ¢ aux points (o, Bj11/2, Vijk) €t (04, Bi—s/2, Vijk)-
— pour calculer vg; jr—1/2 €t Uy jr—1/2

0t = (Giz1/2,j—1/2.k—1/2 + Gic1/2,j41/2k—1/2) — (Piv1/2,j—1/2k—1/2 + Dis1/2,j41/2,k—1/2)
“ B QAOZZ ’

sz 1/2,k—=1/2 — ng i—1/2,k—1/2
dap = Dtk Sy
Bi
0,6 Gijk+1/2 — Dijk—3/2

b
Yigk+1/2 — Vi,j,k—3/2

ol gzNSi,j,l/M,l/g est l'interpolation de ¢ au point (o, Bj-1/2, Vijk—1/2) €t @i jr—3/2 =
(Pic1/2,j—1/2.-3/2 + Pit1/2,j—1/2.k—3/2 + Pic1/2j+1/2.k—3/2 T Pizr1/2,j+1/2,k—3/2)/4-

Enfin, on résume les schémas pour résoudre le modéle Dynamo dans l’algorithme
suivant :
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Algorithme 3.8 schémas numériques pour résoudre le modéle Dynamo

Donner la densité initiale p°, n =0 et ¢, = 0

tantque t,, < tioia faire

Calcul du potentiel ¢

écrire (3.33d) sous les formules variationnelles (3.85), (3.96) et les discrétiser par la
méthode d’éléments finis de type Qq,

ou appliquer la méthode de préservant ’asymptotique (3.91), (3.100) et les discrétiser
par la méthode d’éléments finis de type Q.

Calcul de la densité p

At,, < (3.54)
w" = Tﬁ

discrétiser (3.33a) en espace :
L(w) < T'algorithme 3.6
discrétiser (3.33a) en temps :
w T« (3.74)

pn+1 — wn+1|B|2

lnt1 =tn + Atn

fin tantque

3.6 Expériences numériques

Dans cette section, nous faisons des simulations numériques pour étudier I’évolution du

plasma ionosphérique en présence d’inhomogénéités représentées par des bulles de sous-
densité de plasma ou de sur-densité de plasma. Pour cela, on considére deux cas tests
suivants :
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Casl : une bulle de sous-densité perturbée par la gravité. La sous-densité considérée

ici est de deux ordres de grandeur plus petite que celle du plasma ambiant. La
bulle diminue d’intensité exponentiellement dans la direction 7 simulant ainsi un
étirement aligné avec le champ magnétique (voir la figure 3.12(a)). On associe ce cas
test aux conditions aux limites de type CL1 de telle sorte qu’il n’y a pas d’échanges
de densité du plasma sur les bords S5, Sy, S5 et Sg. Le vent de neutre est supposé
nul, ainsi seule la gravité a un effet sur I’évolution du plasma.

Cas2 : une bulle de sur-densité perturbée par le vent neutre. La sur-densité est de

deux ordres de grandeur plus grande que elle du plasma ambiant. La bulle diminue
d’intensité exponentiellement dans la direction 7 (voir la figure 3.12(b)). Dans cette
cas, la gravité est ignorée et la vitesse du vent de neutre est une constante d’intensité
Uno = 45m/s dans la direction . On associe ce cas test aux conditions aux limites
de type CL2 de telle sorte que le plasma peut entrer et sortir par les surfaces Sj et
S@.
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l 4.755e+11 l 5.678e+12

- 3.566e+11 - 4.259e+12
-2.378e+11 - 2.840e+12
- 1.189e+11 - 1.420e+12
i I i I
Lv 1.000e+08 Lv 6.659¢+08
x Max: 4.755e+11 x Max: 5.678e+12
Min: 1.000e+08 Min: 6.659e+08
(a) Bulle de sous-densité initiale (b) Bulle de sur-densité initiale

FIGURE 3.12 — Les données initiales sous la forme d’une bulle sous-densité ou sur-densité
dans le plasma environnement. Les paramétres pour décrire le tube sont : H; = 450km,
Hj, = 850km, H, = 100km, H,, = 400km.

Notons que le cas en présence de la gravité et du vent de neutre n’est pas considéré,
car dans la haute altitude la force de la gravité p; .m;.g est beaucoup plus grande que
la force de friction d’ion-neutre ou d’électron-neutre v;cp;.(u; e — uy). Ainsi il est plus
raisonnable d’étudier la perturbation de ces deux forces séparément.

3.6.1 Expériences numériques de Casl
Comparaison des solveurs pour 1’équation elliptique

Dans cette section, nous comparons tout d’abord les différents schémas numériques
pour résoudre ’équation elliptique. On utilise deux types de tubes suivants :

Tubel : dans la basse altitude, i.e. H; = 250km, H;, = 350km, H, = 100km, H, =

100km ;

Tube2 : de la basse altitude a la haute altitude, i.e. H; = 650km, H;, = 850km,

H, = 100km, H,, = 200km.

Nous comparons le temps CPU pour une itération de calcul dans un maillage (N, Ng, N,) =
(100, 100, 41) (voir le tableau 3.1). On voit que pour lors de la résolution du modéle Stria-
tion, le temps de calcul de I’équation de conservation de la masse est comparable a celui
de I’équation elliptique, qui est d’environ une seconde. Comme on pouvait s’y attendre,
le temps de calcul de I'équation elliptique du modéele Dynamo est beaucoup plus impor-
tant que celui du modéle Striation. En utilisant la méthode d’éléments finis standard, on
a besoin d’environ 8 minutes. Le temps de calcul du schéma préservant ’asymptotique
est deux fois plus important que celui de la méthode d’éléments finis standard. Ainsi la
résolution du modéle Dynamo est trés cotiteuse par rapport a celle du modéle Striation.
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| \\\c\\

| Temps CPU (s) | 1 | 1 | 526 | 1105 |

TABLE 3.1 — Comparaison du temps CPU en seconde dans une itération de calcul avec
la taille de maillage (N,, Ng, N,) = (100,100,41). (a) Calcul de la densité du plasma par
I'algorithme 3.7; (b) Calcul du potentiel du modéle Striation par 'algorithme 3.1; (c)
Calcul du potentiel du modéle Dynamo par la méthode d’éléments finis; (d) Calcul du
potentiel du modéle Dynamo par le schéma préservant ’asymptotique (3.91).

Ensuite, on compare le conditionnement du systéme linéaire liés aux discrétisations
de (3.85) et de (3.91) dans le tableau 3.2. On observe que le conditionnement de (3.91)
est toujours plus petit que celui de (3.85) pour le Tubel. Cependant, le conditionnement
de (3.85) est meilleur que celui de (3.91) pour le Tube2. Ainsi dans des simulations sui-
vantes pour calculer le potentiel, on utilise la méthode d’éléments finis standard pour le
Tubel, et on utilise la méthode de préservant ’asymptotique pour le Tube2.

| | Schéma AP [ EFS |

20 20 « 91 | Tube L | 9.0706e-08 [ 3.3652¢+07
Tube 2 | 9.3537¢+08 | 7.4774e+13
Tube 1 | 1.4139¢+10 | 7.6574e+07
3030 %31\ 9 1 136060410 | 3.9113¢.12

TABLE 3.2 — Comparaison du conditionnement de la matrice de I’équation ellip-
tique (3.33d) par la méthode d’éléments finis standard (EFS) et le schéma préservant
I’asymptotique.

Cas test avec Tubel

Premiérement, on ne considére que le domaine de calcul dans la basse altitude (Tubel).
On utilise I'algorithme 3.1 pour calculer le potentiel ¢ du modéle Striation et la méthode
d’éléments finis standard pour calculer la potentiel ¢ du modéle Dynamo. Les résultats
sont présentés dans les figures 3.13 et 3.14. On observe que dans la figure 3.13 deux bulles
se présentent avec une positive et une autre négative. Les valeurs maximale et minimale de
¢ sont respectivement 1.65x 1073 et —1.63 x 1072, Le potentiel ¢ est présenté en 3D dans la
figure 3.14. Similairement au potentiel ¢, deux bulles se présentent au plan perpendiculaire
Q) et elles diminuent dans la direction . Les valeurs maximale et minimale de ¢ sont
respectivement 5.365 x 1073 et —5.493 x 1073, qui se trouvent & la couche centrale. Ainsi
¢ est la valeur moyenne de ¢ le long de champ magnétique.

Nous comparons ensuite des schémas numériques pour 1’équation de conservation de
la masse. Dans la figure 3.15, on présente 1’évolution de la densité du plasma sur la couche
centrale. On prend une taille de maillage 100 x 100 x 41. On observe que 'algorithme 3.3
est trés diffusif induisant que beaucoup de petites structures d’évolution de la densité du
plasma sont omises. Les algorithmes 3.5 et 3.6 sont les schémas d’ordre élevé, ainsi ils
préservent plus de petites structures de sous-densité par rapport a l'algorithme 3.3. Si
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' 0.001165

—0.0005831

I 1.176e-06

—-0.0005808

320

Altitude 399
(km)

260

-40 Al_io di ot‘ 2‘;; a0 Max:-ggg”gss
pha-direction (km) Min: -0.001163

FIGURE 3.13 — Potentiel électrique du modéle Striation résolu par ’algorithme 3.1 avec
la taille de maillage (N, N3, N,) = (100, 100, 41).

on raffine le maillage en (N,, Ng, N,) = (300,300, 61), on obtient encore plus de petites
structures de sous-densité (voir la figure 3.16). En considérant qu’on utilise le polynome P
pour construire 1'algorithme 3.6 tandis que 1'algorithme 3.5 est construit par le polynéme
Py, donc on utilise ’algorithme 3.6 dans la suite.

Maintenant, on compare les résultats numériques entre le modéle Striation et le modéle
Dynamo. On utilise encore le Tubel avec la taille de maillage 100 x 100 x 41. Les résultats
numériques sont présentés dans les figures 3.17, 3.18 et 3.19. On observe un caractére
commun a ces deux modeles, c’est que la perturbation se propage aux couches initialement
non-perturbées (voir les colonnes au milieu des figures 3.17 et 3.18). Cependant, il existe
deux différences importantes :

— La perturbation de la bulle de sous-densité sur la couche centrale du modéle Dynamo
apparait plus tot que celle du modéle Striation (voir les colonnes a gauche des
figures 3.17 et 3.18). C’est parce que le potentiel ¢ sur la couche centrale du modéle
Dynamo est plus important que le potentiel ¢ du modéle Striation. De plus le champ
de vitesse est calculé par V¢ ¢ et V¢ é. Ainsi on observe que la bulle de sous-densité
du modeéle Dynamo forme des striations en 80 minutes, tandis que pour celles du
modéle Striation, le phénoméne apparait en 4 heures.

— L’intensité de la perturbation dans les différentes couches du modéle Dynamo varie
sur toutes les couches, tandis que celle du modéle Striation est la méme. C’est
parce que le potentiel du modéle Dynamo est en 3D, donc le champ de vitesse
perpendiculaire varie parmi toutes les couches. Cependant, le potentiel du modéle
Striation est le méme dans toutes les couches, ainsi I'intensité de la perturbation dans
toutes les couches est identique (voir la figure 3.17). L’intensité de la perturbation
du modéle Dynamo devient de plus en plus faible de la couche centrale & la couche
externe (voir la figure 3.18).

Enfin, on présente I’évolution de la densité de ces deux modéles en 3D dans la figure 3.19.
On peut observer aussi les deux différences importantes dans les deux colonnes de cette
figure.
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Pseudocolor
Var: Potential

! 0.0056365

-0.002651

Io.aose%
'0002779

-0.005493
Max: 0.005365
Min: -0.005493
Z

Y
Q couche externe
X

(a) Potentiel électrique

couche centrale

couche médiane

340
330
320

£ 310
£

5 |
s I
<290 < 250

280 i oto 1

270

Alttude (km)

n . T =
> A R © N & o

260

-5 220 il -5

-50 0 50 -50 0 50 40 20 0 20 4
adirection (km) adirection (km) adirection (km)

(b) Couche centrale (c) Couche médiane (d) Couche externe

FIGURE 3.14 — Potentiel électrique du modéle Dynamo résolu par la méthode d’éléments
finis avec la taille de maillage (N, Ng, N,) = (100,100, 41).
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0 [} [}
adirection (km) adirection (km) adirection (km)

(a) t=2 heure (b) t=2 heure (¢) t=2 heure

0 0 0
a-direction (km) a-direction (km) a-direction (km)

(d) t=4 heures (e) t=4 heures (f) t=4 heures

0 [} [)
adirection (km) adirection (km) adirection (km)

(g) t=6 heures (h) t=6 heures (i) t=6 heures
xﬂ)“
50 a-dired?on (km) % =0 a-divecl?on (km) ® a-divecl?on (km)
(j) t=8 heures (k) t=8 heures (1) t=8 heures

FIGURE 3.15 — Comparaison des schémas numériques de I’équation de conservation de la
masse dans le Tubel avec la taille de maillage 100 x 100 x41. On utilise le Tubel et compare
I’évolution de la densité sur la couche centrale. Colonne a gauche : ’algorithme 3.3;
Colonne au milieu : I’algorithme 3.5; Colonne a droite : 1'algorithme 3.6.
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a-direction (km) a-direction (km)
(a) t=2.7 heure (b) t=2.7 heure
"
x 10
4.5
4
3.5
3
25
2
15
1
0.5
-50 0 50 -50 0 50
a-direction (km) a-direction (km)
(¢c) t=5.4 heure (d) t=5.4 heures
" "
x 10 x 10
4.5 4.5
4 4
35 3.5
3 3
25 25
2 2
1.5 15
1 1
05 0.5
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a-direction (km) a-direction (km)
(e) t=8 heures (f) t=8 heures

FIGURE 3.16 — Evolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modéle
Striation dans la couche centrale du Tubel avec la taille de maillage 300 x 300 x 61.
Colonne a gauche : I'algorithme 3.5; Colonne & droite : I'algorithme 3.6.
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FIGURE 3.17 — Evolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modéle
Striation dans le Tubel avec la taille de maillage 100 x 100 x 41. Colonne & gauche : la
couche centrale; Colonne au milieu : la couche médiane; Colonne a droite : la couche

externe.
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FIGURE 3.18 — Evolution de la bulle de sous-densité du plasma en utilisant le modéle
Dynamo dans le Tubel avec la taille de maillage 100 x 100 x 41. Colonne & gauche : la
couche centrale; Colonne au milieu : la couche médiane; Colonne & droite : la couche
externe.
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FIGURE 3.19 — Evolution de la bulle de sous-densité du plasma dans le Tubel avec la taille
de maillage 100 x 100 x 41. Colonne a gauche : le modéle Striation ; Colonne a droite : le

modeéle Dynamo.
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Cas test avec Tube2

Maintenant on répéte les simulations précédentes en utilisant le Tube2. Les résultats
numériques sont présentés dans les figures 3.20, 3.21 et 3.22. On observe encore les deux
différences entre le modéle Dynamo et le modéle Striation que dans le cas test avec
Tubel. Cependant notons que la bulle de sous-densité est striée en 16 heures pour le
modéle Striation et en 4 heures pour le modéle Dynamo. C’est & dire que la striation de
la bulle apparait plus tard par rapport au cas test Tubel. Ce qui peut étre expliqué par
la variation d’accélération de la pesanteur en altitude. En effet, la bulle est striée par la
force de gravité, qui décroit en fonction de I'altitude. Dans le cas test avec Tube2, la bulle
de sous-densité se trouve initialement & 700 km ot 'accélération de la pesanteur est égale
7 m/s, tandis que dans le cas test avec Tubel, la bulle de sous-densité se trouve a 300
km ou laccélération de la pesanteur est égale 9 m/s. Ainsi on observe le phénoméne de
striation plus tard dans le cas test avec Tube2.

3.6.2 Expériences numériques de Cas2

Dans le deuxiéme cas test, on considére la bulle de sur-densité striée par la force
de friction d’ions et de particule neutre —v;m;(u; — u,). Notons que cette force dépend
fortement en la fréquence de collision v;. C’est & dire que dans la basse altitude cette force
est importante, tandis que dans la haute altitude elle est trés faible (voir la figure 3.6(c)).

La fréquence de collision multipliée par la densité du plasma pv est aussi trés faible
dans la haute altitude par rapport a celle dans la basse altitude (voir la figure 3.23(a)).
En tracant pv le long du champ magnétique dans les Tubel et Tube2, on observe que pv
est trés faible dans la couche centrale du Tube2 (voir la figure 3.23(b)). Puis on dessine pv
respectivement dans les Tubel et Tube2 (voir les figures 3.23(c) et 3.23(d)). On observe
que pv a la couche centrale est plus faible qu’aux couches externes dans la figure 3.23(c).
Dans la figure 3.23(d), on ne voit plus la bulle de sur-densité. Donc l'effet de striation
dans le Tube2 est trés faible, et on ne fait la simulation que dans le Tubel. De plus, en
intégrant pv le long de champ magnétique, la valeur de pr correspondante a la bulle de
sur-densité est encore plus faible rapport a celle de environnement. C’est a dire que l'effet
de striation est aussi trés faible en utilisant le modeéle Striation. Ainsi on utilise le modéle
Dynamo pour le Cas2.

Les résultats numériques sont présentés dans les figures 3.24, 3.25. On observe que
le profil de la bulle en face du vent neutre est stable et celui en opposition est instable.
On voit aussi que la perturbation se propage aux couches initialement non-perturbées.
Notons que le phénoméne de striation apparait en 40 minutes. Ceci s’explique par le fait
que la force de friction est plus importante que la gravité dans le Tubel.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons procédé a la réécriture des modéle Dynamo et Striation
dans le systéme des Potentiels d’Euler. Les modéle Dynamo et Striation s’expriment
comme le couplage entre une équation de conservation de la masse pour la densité du
plasma et une équation elliptique pour le potentiel électrique. L’équation elliptique du
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3.8. Annexe : Méthode d’é¢léments finis de type Qq

modéle Dynamo est anisotrope, ainsi on a appliqué le schéma préservant 1’asymptotique
développé dans le chapitre 2, puis on I’a discrétisé par une méthode d’éléments finis de type
Q1. Pour discrétiser I’équation de conservation de la masse, on a développé respectivement
un schéma upwind 3D, un schéma de résolution haute d’ordre 2 et un schéma d’ordre
élevé basé sur la reconstruction du polynéme P,. Pour les simulations, on suppose que le
gradient de la pression contrebalance 'effet de la gravité dans la direction alignée de champ
magnétique et néglige le terme du gradient de la pression dans le plan perpendiculaire
du champ magnétique. Ensuite, on simule la striation effectuant par le veut neutre et la
gravité respectivement. On observe un caractére commun des modéle Striation et modéle
Dynamo, c’est que la perturbation se propage aux couches initialement non-perturbées.
Deux différences importantes entre les deux modeéles sont : le phénomeéne de striation
du modele Dynamo apparait plus tot que dans le modele Striation et 'intensité de la
perturbation dans les différentes couches du modéle Dynamo varie sur toutes les couches,
tandis que celle du modéle Striation est invariante pour toutes les couches. Ainsi on conclut
que le modéle Dynamo nous donne des résultats plus réalistes que le modéle Striation.

3.8 Annexe : Méthode d’éléments finis de type Q,

3.8.1 Meéthode d’éléments finis de type Q; en 2D

Dans cette sous-section, on rappelle la méthode d’éléments finis de type Q; en 2D. On
considére un probléme elliptique défini sur un domaine rectangulaire 2 = €2, x 2g muni
de conditions aux limites de Dirichlet homogénes

{ ~V.-(AV,1¢) = f, dansQ,

¢ =0, sur 0f), (3.101)

ol A est une matrice a coefficients dans L*(Q) et f € L*(Q2). La formulation variationnelle
associée est : Trouver ¢ € H}(Q) , telle que

f AV¢ - Vipdo = f fido, Y € Hy(9), (3.102)
Q Q

ou V = (0,,5)", do est 'élément de surface infinitésimal. Nous notons la forme bilinéaire

a(p, ) = L AV ¢ - Vibdo et la forme linéaire (1)) = L fido.

Définissons un espace discret W € H} (€2) engendré par une base de fonctions {w;(x)}, Vx €
Q). Le nombre de fonctions de base dans ’approximation des éléments finis (Q; est égal au
nombre de nceuds du domaine ot sont situées les inconnues. Ainsi, toute fonction ¢" € W"

s’écrit
¢"(x) = > dlwi(x), (3.103)

ot ¢! sont les variables nodales.
Par conséquent, le probléme revient & trouver ¢" € W” telle que :

a(@", ) = 1(¥), Yo e W (3.104)

129



Chapitre 3. Simulations numériques des modéles tonosphériques pour B non-uniforme

) B Ay
As
Qg as
1
F

—1 0 1 &1

ap -1 s Ay

Ay

élément de référence élément réel o

FIGURE 3.26 — Transformation géométrique

En injectant (3.103) dans (3.104) et en remplagant successivement v par w;(x), on obtient
un systéme linéaire

AD =1, (3.105)

ou les termes A;;, qui représentent l'interaction entre deux degrés de liberté i et j,
sont construits en “assemblant” les contributions provenant de chacun des éléments qui
contiennent les noeuds correspondants. On procéde de la méme facon pour construire le
vecteur L. @ est le vecteur d’inconnue, telle que ® = {¢"}.

Pour le calcul de chaque terme A;;, on se raméne & un élément de référence simple a
partir duquel on peut générer tous les éléments d’une méme famille par une transformation
géométrique. Les termes A;; sont alors calculés sur cet élément générique noté (2, et
le transport des grandeurs sur ’élément réel €2, est effectué grace a la transformation
géométrique F' (voir la figure 3.26).

On définit I’élément de référence carré avec les sommets a; = (—1,—1), as = (1, —1),
a3 = (1,1) et ag = (—1,1). Les sommets de ’élément réel s’obtiennent via la transforma-
tion F, i.e. A; = F(a;), i =1,...,4. On définit quatre fonctions de forme associées aux
sommets :

=

§
§
§
§

5

() = )
() = )

3.106
() = ) 100
() = )

L LN N TN T

= =z

Ainsi, un point dans I’élément réel peut étre exprimé par les coordonnées

a = OélNl + OéQNQ + 043N3 + Oé4N4,

(3.107)
B = BiNy + B2Na + B3Nz + BaNy.
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La jacobienne de la transformation est donnée par la matrice
a B
&1

& &2

1 <<1 ~&)(ar —a) + (L4 &)z —ar) (1-&)(% — B1)
N0 - (u—a) + 1+ &) (s —az) (1=&)(Bi—B)
Son déterminant et son inverse sont donnés immédiatement par

ety = 25 2B

L& L&

. 1 ( B _ﬁ)
J — §2a a& )
detJ 5 O

Les termes élémentaires a calculer sont de la forme

fj@®ﬂﬁw~)w

Trois types d’opérations sont a effectuer :

+ (1 4+ &)(Bs — 54))
+ L+ E)(B —B))

(3.108)

(3.109)

(3.110)

— La transformation des dérivées s’effectue grace a la matrice jacobienne J par :

4

Aux)) A, wlNi(x) < oNi(x)
a 0x _;ui 0x = 2

0x

i=1

ou N(x) = F(N;(€)).

ul aé« Y

aN(E)

(3.111)

— Le passage a l'intégration sur 1’élément de référence s’effectue en multipliant 1'inté-

grante par la valeur absolue du jacobien :

 f(u)ix - j F(u(F(€)))|detd|de. (3.112)

— La réalisation numérique de cette intégration est réalisée par une formule de quadra-
ture. L’approximation de l'intégrale est donnée sous forme d’'une somme pondérée
des valeurs de l'intégrante en un certain nombre de points de 1'élément appelés

points d’intégration :

L LX)

(3.113)

En utilisant les relations précédentes dans (3.104), on a les relations suivantes pour les

termes élémentaires

Ag:ffmwmﬁymm®m

= | A©IVN©) - 3 VN (© et g des

T

> Y w AT VENI(&) - IV N, (€)|detd], (3.114)
14

131



Chapitre 3. Simulations numériques des modéles tonosphériques pour B non-uniforme

LS = J Jn (%) - Vi N;j(x)dw

_ f Tn(€) - 3 VeN; (6)]detT|dg e

Qp
wela(€) - I VN, (€)]detd]. (3.115)
14

@

On réalise 'assemblage globale des matrices A et L en utilisant pour chaque terme Aj;
et L les termes Af; et LS correspondant dans les matrices et vecteurs élémentaires A, et
L.. Une fois le systéme linéaire déterminé, on le résout par un solveur direct ou itératif.

3.8.2 Meéthode d’éléments finis type QQ; en 3D

La méthode d’éléments finis de type Q; en 3D est analogue que celle en 2D. Nous ne
présentons ici que la transformation géométrique. En définissant 1’élément de référence
cubique avec les sommets a; = (—1,—1,—1), as = (1,—1,-1), ag = (=1,1,-1), a4 =
(1,1,-1), a5 = (—1,—-1,1), ag = (1,—1,1), a; = (—1,1,1), ag = (1,1,1), on peut alors
introduit huit fonctions de forme associées aux sommets :

NM(§) = 5(1 - &)1 - &)(1 - &),
Na(§) = (1 + &)1 = &)(1 - &),
N3(§) = 5(1 = &) (1 + &)(1 - &),
Ny(§) = 5(1 + &)1+ &)(1 - &),
(3.116)
N5(§) = (1 — &)1 = &)(1 + &),
No(§) = (1 + &)1 — &) (1 + &),
N7(§) = 5(1 = &)1+ &) (1 + &),
Ns(§) = 5(1+ &)1+ &)(1 + &)
Ainsi un point d’élément réel peut étre exprimé comme
a = a;N; + azNa + a3Ns + asNy + asNs + agNo + ag Ny + ag N,
B = BNy + B2No + B3Nz + 54Ny + B5 N5 + BN + 87 N7 + Ps Ny, (3.117)

Y= ’YlNl + ’}/QNQ + "}/3N3 + "}/4N4 + "}/5N5 + 76N6 + ’Y7N7 + ’YgNg.

Avec cette transformation géométrique, on détermine la jacobienne de la transformation

a B

&L & &

_ a B

J = & & &
a B

& &3 &3
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et I'inverse de la jacobienne

By 28
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Chapitre 4

Irrégularités du plasma ionosphérique
terrestre : prise en compte du gradient
de pression

4.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons développé des schémas numériques pour les modeles
Striation et Dynamo dans le systéme des potentiels d’Euler. Nous avons considéré que la
gravité contrebalance 'effet du gradient de pression dans la direction alignée au champ
magnétique. Ainsi nous avons négligé le gradient de pression et supprimé la composante
de la gravité dans la direction alignée au champ magnétique.

Cependant, l'effet du gradient de pression est important dans la haute altitude de
I'ionosphére [53]. En effet, la collision entre les particules chargées et les neutres est trés
faible dans la haute altitude, ainsi le déplacement du plasma est libre. Toutefois, la collision
entre les particules chargées et les neutres est importante dans la basse altitude, limitant
de fait le déplacement du plasma dans cette région. On fait 'hypothése que le plasma
est un gaz parfait, donc la pression peut étre approchée par la relation p = V(pT'). Une
donnée initiale sous la forme d’une bulle de sous-densité du plasma située a l'origine
dans la basse ionosphére montera vers la haute ionosphére en subissant des striations par
Ieffet de la dérive en E x B. Dés que la bulle entre dans la haute ionosphére, elle est
immédiatement écrasée par l'effet du gradient de la pression.

On considére tout d’abord dans ce chapitre le modeéle Striation, qui se décompose en
une équation d’advection-diffusion pour la densité du plasma et une équation elliptique
pour le potentiel. On peut résoudre 1’équation elliptique par l'algorithme 3.1 développé
dans le chapitre précédent. On est cependant amené & résoudre ’équation d’advection-
diffusion par un schéma implicite pour éviter une trop forte limitation sur le pas de
temps pour des schémas explicites. Pour simplifier le probléme, on considére un domaine
de calcul cartésien dans le systéme des potentiels d’Euler. En appliquant la méthode de
splitting dimensionnel, on obtient des équations de conservation de la masse en 1D dans les
directions « et 3, et une équation d’advection-diffusion en 1D dans la direction «y (direction
alignée au champ magnétique). On peut résoudre les équations de conservation de la masse
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en 1D par des schémas développés dans le chapitre précédent, par exemple ’algorithme 3.4.
Pour résoudre 1'équation d’advection-diffusion en 1D, on développe des schémas implicites
de telle maniére que le pas de temps ne dépende pas du terme de diffusion. On peut utiliser
soit la méthode de splitting de Lie et puis discrétiser explicitement le terme d’advection
et implicitement le terme de diffusion, soit un schéma implicite complet.

Le modéle Dynamo consiste en une équation elliptique en 3D couplée & une équation
d’advection-diffusion en 3D. On peut développer des schémas analogues pour le modéle
Dynamo. Cependant ce modéle ne peut pas reproduire I’évolution du plasma perturbé da
a la grande différence des échelles des mobilités transverses et alignée des particules. Une
solution possible est de préparer la donnée initiale pour que les forces appliquées soient
petites et les vitesses alignées soient comparables aux vitesses transverses.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 4.2, on présente les modéles io-
nosphériques prenant en compte le gradient de pression. Dans la section 4.3, on développe
des schémas numérique pour les modeles Striation et Dynamo respectivement. Enfin, on
présente les évolutions du plasma pour le modéle Striation et les difficultés du modéle
Dynamo dans la section 4.4 .

4.2 Modéles ionosphériques prenant en compte du gra-
dient de pression

Dans cette section, nous présentons des modéles ionosphériques prenant en compte le
gradient de pression. Pour simplifier les schémas numériques, nous considérons un domaine
de calcul cartésien Q = , x Qg x Q, dans le systéme des Potentiels d’Euler (voir la
figure 4.1(a)), ot Q4 = [Cmin; Amax], 28 = [Bmins Pmax), 2y = [Vmins Tmax|- Le domaine est
toujours défini par les parameétres Hy,, H; et H,, du chapitre précédent, a I’exception de
H, qui désigne l'altitude dans les couches externes la plus proche de la terre. De plus, on
ne considére qu’une bulle de sous-densité du plasma perturbée par la gravité et omettons
leffet du vent neutre.
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FIGURE 4.1 — Description du tube de champ magnétique.

4.2.1 Modéle Dynamo prenant en compte du gradient de la pres-
sion

En omettant le vent neutre dans le modéle Dynamo (3.17), on a

% + V- (pu;) =0, (4.1a)

E+u;xB=kx yl-ul-—g“g—lrnM : (4.1b)
p

E+u. x B=—kK|Veu, + n@ , (4.1c)

V xE=0, (4.1d)

V.j=0, (4.1e)

kj = p(u; — ue). (4.1f)

Nous ensuite écrivons le modéle Dynamo (4.1) dans le systéme des Potentiels d’Euler
suivant :
une équation elliptique en 3D
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Jna
Jn = j_nﬁ ) (4.4)
Jny
avec les composantes
. H o H 2 qin?2
A= p(% ke ), B = p(val! +vepl) 0’
r2sin® | B|? i? ) | B| (4.5)
/4 I P\Vill; — Velle
C= | D=
e + 113, VERE
et
Jua = L (Ui g5 — Cgs) + 2n s s(pT)
rsin | B3 ! |B|2
(vapf! — vepl) P
— . = Ou(pT) — (v 1 if A os(pT 4.6
TQSHFMBP K104 (pT) (Vﬂz+vue)%n|B|2 5(pT), (4.6a)
, rsin 1
Jns = Igp L (s¢uipl! gs) — 2?7@(%(/@
1
(Vlluz + Vell, )’%77|B|2 (pT)_(Vi:uiH_yelue )’lﬁTr SlIl ()0|B| ( )7(46b)
Jny = | B|pcgwu — 0, (pT) (1) — ). (4.6¢)
couplée a une équation d’advection-diffusion en 3D
aw C C C
5 TV (ow) = VO (MVE(pT) = 0, (4.7)
ol U = (U, V3, Uy) avec
1 pi 09 : 0o
. = __H . B|%Y , 48
! rsingp( 7sin ¢ 0o nad ( rsin | |8ﬁ+ﬁggﬁ (4.82)
0 0
vg = Tsing0|B|( réﬁup az—l-,uz (—rsincp|3|£+f€(gﬁ>>, (4.8b)
¢
o = 181 (4l (<IBIZ + 160, ) ), (430
g
M, —M; O
M= M M 0], (4.9)
0 0 M.

My = k2 sin® ol plwn, My = st

avec les composantes M, R

ukP
— i
Wl op »|B|?’
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4.2. Modeles ionosphériques prenant en compte du gradient de pression

4.2.2 Modéle Striation prenant en compte le gradient de la pres-
sion

En passant la limite k — 0 dans le modéle Dynamo (4.1), on obtient le modéle Striation
sulvant

% + V- (pu) =0, (4.10a)
Jjx B =vpu—_pg+2nV(pT), (4.10b)
E+uxB=0, (4.10c)
V x E =0, (4.10d)
V.-5=0, (4.10e)

ol v = v; + V. De la méme maniére que dans la sous-section 3.2.4, on peut réécrire (4.10)
dans le systéme des Potentiels d’Euler. Cependant ’hypothése que le courant j s’annule
sur les couches externes n’est plus valable, car les couches externes ne s’étendent plus a
I’atmosphére neutre.

Notons le fait qu’un courant électrique est un déplacement d’ensemble de porteurs de
charge électrique. En supposant que le plasma ambiant est initialement stationnaire et
en notant que la bulle de sous-densité du plasma monte dans la direction perpendiculaire
aux lignes de champ magnétique, alors le courant est beaucoup plus faible au niveau
des couches externes que celui de la couche centrale. Ainsi on peut encore supposer que
le courant s’annule au niveau des couches externes. Sous cette hypothése, on obtient le
modéle Striation suivant :
une équation d’advection-diffusion en dimension trois

ow

=t Ve (vw) — 0y(m,0,(pT')) = 0, (4.11a)
ol w = #, avec les composants de la vitesse
09 09 ¢ 2n
.= = = = |B|2g., = , 4.11b
v aﬁ Ug aa Uy | |Vg’Y My IJ|B| ( )
couplée a une équation elliptique en dimension deux
—~Vi(ALV9) =~V (4.11c)

< AO{ 0 Jna
ouAL=<O AB)”]"L:(] )7
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avec des coefficients A, Ag, Jpa, Jnp définis respectivement par

“Ymax 1
A, = Y,
f P rzsin2g0|B|4 7

min

Tmax - p2gin? o
Ag = f pV——— B2 dy,

min

“Ymax
S = f (pCgs — 2nr sin | BIos(pT))

min

max 2n rsin @
Jng = J (/)Cga - rsin(paa(/)T)) EE dry.

4.3 Schémas numériques

Avant de discrétiser les modéles ionosphériques, nous donnons une partition du do-
maine €. Pour cela on utilise & nouveau les mémes notations que dans le chapitre pré-
cédent. La partition des intervalles €2, et €2z est la méme que dans la section 3.3.2. On
subdivise 2, par

Ymin = V172 <Y1 < V372 < V=172 < Ve < Ve+1/2 < UN,—1/2 < UN, < YN, +1/2 = Ymax-

Nous définissons aussi les pas d’espace dans la direction 7 suivants Ayy = ypp1/2 —
Vi—1/2, kB € K1, Avi_12 = Y% — Yk—1, k € K3. La densité p est définie au centre de la
cellule S; ;i et le potentiel ¢ est défini aux sommets de la cellule \S; 5.

4.3.1 Discrétisation du modéle Striation
Calcul du potentiel électrique du modéle Striation

En imposant les conditions aux limites de Dirichlet pour I’équation elliptique (4.11c¢),
on a

—V¢ (AL VS 9) = -V, dansQ,
(4.12)
¢

b =0, sur 0§, x Qg U Q, x g,

On utilise (3.43) pour discrétiser (4.12). Les coefficients A, Ag, Jna €t Jnp sont approchés
par

Ny Yk+1/2 v o
Aa,i,j*l/? ~ 2 Pi,j1/2,kf WCW , (i,9) € I x Jo, (4.13a)
k=1

Vk71/2 Z,j—1/2

Ny Ye+1/2 12 gin2
2 .o
Aﬁ,i—1/2,j ~ 2 <pi—1/2,j,kf Wd’y , (i,5) € Iy x Jy,  (4.13b)
k=1 i—1/2,j

Tk—1/2
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N
J o~ i JVHW CYp 2n pijrlijk _pz’,jfl,sz’,jfl,kd’y
no,t,g—1/2  ~ T . - ’
’ k= Ve—1/2 TSIDSO|B|3 |B|2 Aﬁjflﬂ —1/2
(4, j) el x Jy, (4.13¢)
Ny k+1/2 TSiIl . . . . ; .
2 277 pz,],kﬂ,j,k pz—l,],k,-rz—l,],k

Jnﬁ,i—l/Q,j ~ J - dy )
kZl Ve—1/2 |B|2 |B|2 Aai_l/Q i—1/2,5
(i,7) € I x Jy, (4.13d)

oll p; j—1/2,k €t pi—1/2,j, sont définies dans (3.45). Alors I'équation (4.12) peut étre résolue
par 'algorithme 3.1 avec les approximations de coefficients précédentes.

Calcul de la densité du modéle Striation

Pour résoudre I'équation d’advection-diffusion (3.39a), on note que le pas de temps
du schéma explicite est limité par la condition CFL. Pour cela, on développe des schémas
implicites dans cette sous-section.

On applique tout d’abord la méthode de splitting de Strang suivante :

o0 + B (vaw) = 0, € [0, %At], (4.14)
o + dy(vgw) = 0, ¢ € [0, %At], (4.15)
orw + 0, (vyw) — 0, (m,0,(|Bl*Tw)) = 0, t € [0, At], (4.16)
o + dy(vgw) = 0, ¢ € [0, %At], (4.17)
Ay + O (vaw) = 0, t€ [0, %At]. (4.18)

On peut résoudre (4.14), (4.15), (4.17), (4.18) par les algorithmes 3.4 ou 3.6. Il reste a
résoudre (4.16). Notons que (4.16) est une équation d’advection-diffusion en 1D, on peut
déterminer immédiatement le schéma explicite suivant :

At
Ay,
|B|12,j,k+1,‘z—‘i7jvk+1w2j,k+1 - |B|z2,j,kﬂ,j7kw2j,k
A%+1/2A7k
C AL 'k71/2|B|z2,j,kT,J KW — |B|z2,j7k—1Ti,jvk*1wirfj7k—1 —0
B A 12Dy ’
(’i,j, k) € [1 X Jl X K17 (419)

—n+1 -—n
W, — Wi+ (Hijr+12 — Hijr1/2)

— AL My k172

o H; 12 est le flux numérique défini par

_ 1 .
Vi jk—1/2Wi jk—1 + §Uz',j,k71/2(A’7k71/2 - Uz‘,j,kq/zﬁt)gk—l, S1V;5k—1/2 = 0,
H jk—1/2 —

Vi jk—1/2Wi gk — %Uz‘,j,k—l/Q(A’Yk—l/Q + Ui,j,k—l/QAt)aka si Vigjk—1/2 S 0,
(4.20)
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Chapitre 4. Irrégularités du plasma : prise en compte du gradient de pression

avec o défini dans (3.62b). Pour les conditions aux limites, on suppose que w};, =
wy;, (i,7) € Iy x Jy et WpiN, 1 = ngww,(i,j) € I, x J;. Enfin pour que le schéma
explicite soit stable, le pas de temps doit satisfaire la relation suivante

2
min Aw; min Af; (min Afyk>
At, < min - ! k

nlﬂf(UaJAJ/ij)’I}Eﬁf(UBJJAl/Zk)’l}gﬁf(ZXVkUWJJ$%4/2'+ 2(my)ijrk-1/2(IBIPT )i jr)

7/7]7
(4.21)
On résume le schéma explicite dans ’algorithme suivant :

Algorithme 4.1 calculer la densité en utilisant le schéma explicite

Donner la densité initiale p°, n =0et ¢, =0
tantque t,, < tioia faire

Calcul du potentiel ¢
calculer le potentiel par l'algorithme 3.1 avec p = p™.

Calcul de la densité p
At,, « (4.21)
calculer la densité dans la direction « :
discrétiser (4.14) et (4.18) par l'algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions [ :
discrétise (4.15) et (4.17) par lalgorithme 3.4
calculer la densité dans les directions y :
discrétise (4.16) par (4.19)
pn+1 — wn+1|B|2
tos1 = tn + Al

fin tantque

Dans le schéma (4.19), le pas de temps est d’ordre Ay%. On développe ensuite des
schémas implicites pour I’équation (4.16). On utilise deux méthode suivantes :
— on applique la méthode de splitting de Lie pour (4.19), puis on discrétise explicite-
ment 1’équation d’advection et discrétise implicitement 1’équation de diffusion;
— on discrétise implicitement 1’équation (4.19).
En appliquant la méthode de splitting de Lie, on obtient

ow + 0y (vyw) =0, t € [0, At], (4.22)
oyw — 0, (m,0,(|B]*Tw)) = 0, t € [0, At]. (4.23)
On peut discrétiser encore (4.22) par 'algorithme 3.4 et discrétiser (4.23) par un schéma
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implicite suivant :

2 o =n+l Rz o —ntl
ol A |B|i,j,k+1TZ,J7k+1wi,j,k+1 |B|i,j,le7],k‘wi,j,k
Vi+1/28Yk
2 —n+1 2 T+l
A |B|i,j,kTi,j7kwi,j,k - |B|i,j,k71ﬂ7j,k‘*1wi,j,kfl n
HAL My jk—1/2 A A injih?
Ye—1/287k
(1,7, k) € [y x Jy x K, (4.24)

—n+1

o . . . _ —0 . . —n+1 _ —0 . .
avec les conditions aux limites w;'jy = w;;,, (4, j) € Iy x Jy et Wi N 41 = Wi N, (1,7) €

I} x J;. Puis on peut écrire le schéma (4.24) sous la forme du systéme linéaire

A Wiy = Fij, (1,7) € It x Jy, (4.25)

oil A; j, F; j sont la matrice et le second membre correspondant & (4.24), W, ; = {w}],--- ,wfF) }

Z?j71’ ) i7j7N’7 :
Le pas de temps doit satisfaire

min Aoy min Af; mkin Ay,
i J

At,, < min (4.26)

b )
max (Va,i-1/2,k) Max(Vgj-1/2k) Max(vy;jk-1/2)
k i3,k 1,5,k

475

Notons que la matrice A; ;(At) est une fonction du pas de temps, ainsi la matrice change
a chaque pas de temps. Notons aussi que la résolution du systéme linéaire est la partie la
plus cotiteuse dans le calcul. Si le pas de temps du schéma numérique est invariant, on
alors peut stocker la décomposition LU de la matrice A; ; et utiliser les matrices L et U
a chaque itération. On demande donc que le pas de temps du schéma numérique change
le moins souvent possible.

Nous utilisons 'astuce précédente de la maniére suivante. A partir de la donné initiale,
on peut calculer un pas de temps At,, par (4.26). Puis, par appel & PARDISO, on fait
la. décomposition LU de A, ; et pose Atyy = Atyep. Ensuite on met & jour la densité
du plasma et recalcule le pas de temps At,e, par (4.26). Si Atpew < Atgg, on refait la
décomposition LU et pose Atyq = Atyey ; sinon on garde At,y. Cette procédure évite de
recalculer la décomposition LU a chaque pas de temps. On résume le schéma implicite-
explicte dans l'algorithme suivant :
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Chapitre 4. Irrégularités du plasma : prise en compte du gradient de pression

Algorithme 4.2 calculer la densité en utilisant le schéma implicite-explicite

Donner la densité initiale p°, n =0 et ¢, = 0

Atold «—inf
tantque t,, < tioia faire

Calcul du potentiel ¢
calculer le potentiel par I'algorithme 3.1 avec p = p™.

Calcul de la densité p
At e — (4.26)
si Atpew # At,q alors
Atn = Atnew
décomposition LU de A, ;, (i,7) € I x Ji,
Atolal = Atnew
sinon
Atn = Atold
finsi
w" = 2—72
calculer la densité dans la direction « :
discrétiser (4.14) et (4.18) par l'algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions (5 :
discrétise (4.15) et (4.17) par lalgorithme 3.4
calculer la densité dans les directions y :
discrétise (4.22) par l'algorithme 3.4
discrétise (4.23) par (4.26)
pn+1 — wn+1|B|2
lnt1 = tn + Atn
fin tantque

Enfin, on considére un schéma implicite complétement pour résoudre I’équation (4.16).
On utilise un schéma upwind implicite pour discrétiser le terme d’advection, alors ce
schéma s’écrit comme suit

At
—n+1 + n+1 + —n+1
(U A ((v ,]k+1/2w Jk U, ;120 Gre) — (v, ik 1/2w jk 17T Vs k—12Wi )

|B|?,j,k+1ﬂ7j,k+1w2j,k+l - |B|” 5L, kw?ﬁ

=AMy k12

AYjeg1/2A7
LA Mo 12 |B|12,j,kT7] szn;rii |B|22,j,kfltz—‘i7j7k—1wz‘rf;:lifl _ w".k,
o Avg_12A%, 0
(1,7, k) € I} x J; x Kj, (4.27)

On peut aussi écrire (4.27) sous la forme de systéme linéaire

AijWij =Fij, (i,)) € Iy x Ji, (4.28)
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Le schéma (4.27) est inconditionnellement stable. Cependant, comme nous utilisons des

schémas explicites pour les équations de conservation de la masse dans les directions «

et § du modéle Striation, il existe une conditions de stabilité, le pas de temps devant

satisfaire la condition CFL suivante :

min Aq; mjin AB;
(2

At,, < min (4.29)

b)
max(Va;—1/2,5k) Max(vgi;—1/2,k)
k 1,5,k

7

Enfin, on résume ce schéma dans ’algorithme suivant :

Algorithme 4.3 calculer la densité en utilisant le schéma implicite complet pour (4.16)

Donner la densité initiale p°, n =0et ¢, =0

Atold «—inf
tantque t,, < ti,ia faire

Calcul du potentiel ¢
calculer le potentiel par I'algorithme 3.1 avec p = p™.

Calcul de la densité p
Atpew — (4.29)
si Atyew # Atyq alors

At,, = Atpew
décomposition LU de A, ;, (i,7) € I; x Ji,
Atold = Atnew

sinon

finsi

w" = 2_7‘12

calculer la densité dans la direction « :
discrétiser (4.14) et (4.18) par l'algorithme 3.4
calculer la densité dans les directions (5 :
discrétise (4.15) et (4.17) par Ialgorithme 3.4
calculer la densité dans les directions -y :
discrétise (4.16) par (4.27)
pn+1 — wn+1|B|2
lnt1 =tn + Atn

fin tantque

4.3.2 Discrétisation du modéle Dynamo
Calcul du potentiel du modéle Dynamo

Notons que I’équation (4.2) est sous la méme forme que I'équation (3.33d), ainsi on
peut écrire les mémes formules variationnelles que (3.85) et (3.91). Puis on peut discrétiser
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les formules variationnelles par la méthodes d’éléments finis de type ;. Cependant, le
gradient de la pression dans le second membre .J,, n’est pas donné sous une forme explicite.
Nous présentons donc ici sa discrétisation.

Pour projeter le second membre J,, dans le sous-espace de dimension finie V;, on a
besoin de calculer I'intégrale SQ Jn - Ve dV | o 9y, est une fonction test dans V,. Puis
on écrit SQ Jn - VehdV = Z”k Ss”.k Jp - VU, dV. Donc on doit intégrer J,, - V1, dans
chaque maille S; ; 5. Pour approchéf V¢(pT) dans chaque maille, on utilise sa valeur au
centre de la maille, i.e. V¢(pT) (e, B,7) =~ V(o1 )i jk, V(e B,7) € S; ;i Plus précisément,
on écrit les approximations du gradient de la pression suivantes :

(PT)is1 gk — (PT)i 1k

aa(pT)i,j,k: 2Aa ’ (iajvk)e(Qv"-aNa_l) x Jl XK17
TYo 0o — (0T T (0T s
0u(pT) 1 = (p )2,],kAa(P )l,j,k’ O (pT) N i = (PT) Na ik A((XP ) Na 1,],k’
T)ijr1e — (PT)ij— .
85(pT)i,j7k= (p )’J+17I;Aﬁ(p )’J 17k, (Z,],k?)E]l X (2,...,N5—1) XKl,
(PT)i2k — (PT)j1k (P )it — (PT)i N1,
T — % [t} T). — VB > )
aa(p )Z,l,k A/B Y aﬁ(p )Z,NB,]C A/B Y
Tigwir— (0T)ijh 1 . .
O (pT )i ji = v ),J,k+12M(p Jisi LG j k) e x Jy % (2,...,N, —1),
(PT)ij2 — (pT)ija (PT)i 5,5, — (PT)ijN,—1
Oy(pT)ijn = ’ Ay ==, 0,(pT)ij N, = = Ay B—

Calcul de la densité du modéle Dynamo

Pour discrétiser ’équation d’advection-diffusion (4.7), on applique la méthode de split-
ting suivante :

W4 ve- (vw) =0, te [0, At], (4.30)

W Ve (MV(pT)) =0, tel0,At]. (4.31)

Pour résoudre ’équation (4.30), on reproduit les mémes schémas que dans le chapitre
précédent. C’est a dire qu’on applique la méthode de splitting dimensionnel, pour ensuite

discrétiser les équations de conservation de la masse en 1D par 'algorithme 3.4. Pour
résoudre ’équation (4.31), on la développe d’abord comme :

Ort0 — 2a(M,2a(pT)) — 95Mada(pT) — 05(Myds(pT)) + 0. Mads(pT) — 0, (M., (T)) = 0.

(4.32)
En utilisant de nouveau la méthode de splitting dimensionnel, on obtient
8tw — 8a(Ma8a(pT)) — 65Md8a(pT) = O, te [0, At], (433)
orw — 05 (My0s(pT')) + 0aMa0s(pT) =0, te[0,At], (4.34)
oyw — 0y(M.0,(pT)) =0, te[0,At]. (4.35)
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On discrétise maintenant les équations (4.33), (4.34), (4.35) respectivement par

|B|z+1 ok Z+17] sz-‘rl gk

|B|z2,j,kT 1,9, ku‘;"]*,i

7n+1
7]].;; — At Ma g+1/2,5,k A A
Oéz'+1/2 Q;
2 —n+1 _n+1
|B|z’,j,kT7J kWi 5 — |B|zf ,]k i—-1,5,kW; 1 jk
+At Ma7i_1/27j7k A A
A;—1/200;
2 —n+1 2 —n+1
~ Maijirpn — Magj—1/om 1Bl a T gk — 1Bl j i T 1,077 —an
AB; 2A«; Pk
(iajak)EIl X Jl XK17 (436)
2 7n+1
_n+1 At M, |B|i,j+1,kT7]+1 kw ,j+1lc |B|1]k i,5,kW 4,5,k
Bir12A8;
2 —n+1 2 _n+1
At M |B|z‘,j,kT i3, kWi 5 & |B|i,j—1,kTi,j*17sz’,jfl,k
+AE My 172,k A A
Bi—12A8;
2 n+1 2 _n+1
Maivi/2,50 — Mai—1/2,5k |B|z’,j+1,kTivj+17kwi,j+1,k - |B|z',j71,kTivj—17sz’,jfl,k o
- Z7J7k’
AO&Z‘ ZABJ
(iajak)EIl X Jl XK17 (437)
2 —n+1 2 —n+1
G A M |B|z,j,k+1ﬂ,j,k+1wi,j,k+1 - |B|i,j,kﬂ,j,kwi,j,k
7] k 13 ¢,4,5,k+1/2 A A
Yi+1/287k
n+1
|B|2]k 7ka,]k_|B|1]k 1+4,5,k— 1wzyk 1 _n
+AL M ji—1/2 = a,,
XSV R A A 2,7,
Vi—1/2087k
(i,j, k’) el; x J; x Kj. (438)

De plus, on prend les mémes conditions aux limites que dans (3.53). Enfin, on résume les
discrétisation du modéle Dynamo dans 1’algorithme suivant :
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Algorithme 4.4 calculer la densité en utilisant le schéma implicite-explicite

Donner la densité initiale p°, n =0 et ¢, = 0

Atold «—inf
tantque t,, < tioia faire

Calcul du potentiel ¢

écrire (3.33d) sous les formules variationnelles (3.85) et les discrétiser par la méthode
d’éléments finis de type Qq,

ou appliquer la méthode de préservant 'asymptotique (3.91) et la discrétiser par la
méthode d’éléments finis de type Q.

Calcul de la densité p

Atpew — (4.26)

si Atyew # Atyq alors
Aty = Atpew
décomposition LU des systémes linéaire correspondant aux  sché-
mas (4.36), (4.37), (4.38)

Atold = Atnew
sinon
finsi
w" = 57

résoudre l’équation (4.30) :
appliquer la méthode de splitting dimensionnel et discrétiser des équation de conser-
vation de la masse en 1D par ’algorithme 3.4
résoudre 1’équation (4.31) :
utiliser de nouveau la méthode de splitting dimensionnel et discrétiser 1'équa-
tions (4.33), (4.34), (4.35) respectivement par (4.36), (4.37), (4.38)
pn+1 — wn+1|B|2
lnt1 =tn + Atn
fin tantque

4.4 Expériences numériques

4.4.1 Reésultats numériques du modéle Striation

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques du modéle Striation.
On considére un domaine de calcul avec les parameétres H;, = 850 km, H; = 150 km,
H, =100 km et H,, = 200 km. Puis on impose une bulle de sous-densité du plasma & 350
km de l'altitude. La densité de la bulle est de deux ordres de grandeur plus petit que celle
du plasma ambiant. La bulle diminue exponentiellement dans la direction v. On calcule
I’évolution du plasma par les algorithmes 4.1, 4.2 et 4.3. Le temps physique de simulation
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Algorithme 4.1 | Algorithme 4.2 | Algorithme 4.3
Temps CPU (heure) 134.2 4.3 6.2
Nombre d’itérations 34816 1587 992
Nombre de décomposition LU 283 975
Erreur relative 0.0203 0.0368

TABLE 4.1 — Comparaison entre les différents algorithmes. On compare le temps CPU, le
nombre d’itérations, le nombre de décomposition LU, et I'erreur relative entre le résultat
de l'algorithme 4.1 et celui des algorithmes 4.2 et 4.3 au temps physique ¢ = 90 minutes.

est de 90 minutes.

Dans le tableau 4.1, on présente des différentes quantités du calcul de la simulation.
On observe que le temps CPU de l'algorithme 4.2 est le plus court, et celui de l'algo-
rithme 4.3 est 1.5 fois celui de 'algorithme 4.2. Le temps CPU de 'algorithme 4.1 n’est
pas acceptable, car il est 31 fois celui de l'algorithme 4.2. On peut obtenir un résultat
similaire en comparant le nombre d’itérations. Cependant, notons que le nombre d’itéra-
tions de 'algorithme 4.3 est plus petit que celui de ’algorithme 4.2, mais il prend plus de
temps CPU. Ceci est dii au grand nombre de décompositions LU. On voit que pour ’algo-
rithme 4.2 le pas de temps change 283 fois tandis que celui de I’algorithme 4.3 change 975
fois. Le calcul de décomposition LU étant trés cotiteux, le temps CPU de 'algorithme 4.3
est donc plus long. On prend le résultat numérique de 'algorithme 4.1 comme une solu-
tion de référence. Puis on compare les erreurs relatives entre les résultats numériques des
algorithmes 4.2, 4.3. Les résultats numériques des deux algorithmes approchent bien la
solution de référence.

On présente 1’évolution du plasma dans les figures 4.2, 4.3, 4.4, 4.5. On observe que la
bulle de sous-densité monte de la basse altitude vers la haute altitude. La bulle est striée
a la basse altitude puis est écrasée dés qu’elle entre dans la haute altitude. On voit aussi
que dans la figure 4.4 que les couches initialement non-perturbées sont striées.

4.4.2 Difficultés du modéle Dynamo

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le modéle Dynamo est plus réaliste que
le modéle Striation. Malheureusement, en 1’état, le modéle Dynamo prenant en compte le
gradient de pression ne permet pas de reproduire le phénoméne de striations. Dans le mo-
déle Dynamo, on peut définir deux échelles de temps distinctes : une trés rapide associée a
la mobilité des particules le long des lignes de champ ; 'autre plus lente associée aux mo-
bilités perpendiculaires. Notons que la mobilité alignée est trés grande comparativement
aux mobilités transverses (voir la figure 3.11).

Les termes de force (gravité et gradient de pression) alignés avec le champ magnétique
étant d’ordre un, le pas de temps du modéle numérique va étre limité par 1’évolution
des quantités alignées avec le champ magnétique. La dynamique du modéle Dynamo
conduit alors a la mise a I'équilibre du plasma dans la direction alignée de maniére a
annuler les forces qui s’exercent le long des lignes de champ. Cette mise a I’équilibre étant
extrémement rapide, la dynamique perpendiculaire n’a pas de temps de se développer sur
ces échelles de temps.
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FIGURE 4.4 — Evolution de la bulle de sous-densité du plasma & la couche externe en
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On peut également interpréter ces difficultés en analysant le potentiel résultant du mo-
déle Dynamo avec prise en compte de la gravité et de la pression. Dans le chapitre 3, nous
avons supposé que la gravité dans la direction alignée au champ magnétique contrebalance
le gradient de pression. Cependant, avec ’environnement initial fourni par le modéle IRI,
ces deux forces, la gravité et le gradient de pression, ne se compensent pas dans la direc-
tion alignée au champ magnétique. Dans le second membre de I’équation elliptique (4.2)
Ve Jn = Oajna + 08jng + OJjny, les composantes Oqjna, Osjns sont d’ordre 1 tandis que
OyJn est d’ordre H% On a donc V¢ - J,, =~ 0,jny, le potentiel étant ainsi quasi indépen-
dant des forces perpendiculaires au champ magnétique. Dans la figure 4.6, on présente les
valeurs du second membre. On voit que 0y jna + 0sJns €st trés petit devant V¢ - J,. En
résolvant I’équation elliptique (4.2), on obtient le potentiel présenté dans la figure 4.6(c).
Si on suppose que 0,j,, = 0 (ce qui est vrai si le gradient de pression équilibre la gravité
dans la direction alignée), on obtient un autre potentiel illustré dans la figure 4.6(d). Ces
deux potentiels sont totalement différents en structure et en magnitude. Le potentiel de
la figure 4.6(d) ressemble a celui de la figure 3.14 du chapitre précédent. Le potentiel dans
la figure 4.6(c) est quasi indépendant de la structure en forme de bulle de sous densité
du plasma, ceci impliquant que les vitesses du plasma dans le plan perpendiculaire sont
indépendantes de la présence de la bulle de sous-densité. Ceci explique la non formation
des striations du plasma ionosphérique. Dans le modéle Striation, le potentiel est indé-
pendant des forces (la gravité et le gradient de pression) alignées avec champ magnétique,
ainsi le potentiel du modéle Striation est lié a la bulle de sous-densité du plasma et donc
engendrent dans la basse altitude de I'ionosphére des striations.

Pour reproduire le phénoméne de striations ionosphériques dans le cadre du modéle
Dynamo avec prise en compte du gradient de pression, il est nécessaire que la mise a
I’équilibre dans la direction alignée au champ magnétique soit dé¢ja réalisée au moment ot
I’on démarre la simulation. Cela signifie qu’il faut préparer convenablement le condition
initiale pour que le terme de force aligné au champ magnétique soit petit et que les
vitesses alignées soient comparables aux vitesses transverses. Cela demande de revoir
I'initialisation et en particulier la prise en compte d'un autre modéle d’ionosphére que
celui fourni par IRI. Ces modifications feront 'objet d’un travail ultérieur.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les modéles prenant en compte le gradient de pres-
sion. Ces modéles se traduisent par une équation elliptique pour le potentiel et une équa-
tion d’advection-diffusion pour la densité. Pour résoudre I’équation d’advection-diffusion,
un schéma explicite est limité par la condition CFL. Pour contourner cette difficulté, on a
développé des schémas implicite-explicite, explicite pour le terme d’advection et implicite
pour le terme de diffusion. En utilisant le modéle Striation, nous avons observé qu’une
bulle de sous-densité du plasma est perturbée par la gravité et elle est écrasée par la
force du gradient de pression. Cependant, le modéele Dynamo ne peut pas reproduire une
simulation similaire par cause d’une trop grande différence des échelles entre les mobilités
transverses et alignées de particules.
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FIGURE 4.6 — Effet des mobilités transverses et alignées pour le potentiel du modéle
Dynamo. Le domaine de calcul est défini par H, = 650 km, H; = 250 km, H, = 100
km, H, = 400 km. (a) est le second membre de 'équation (4.2) et (c) est le potentiel
calculé par cette équation. (b) le second membre en supposant que 0,j,, = 0 et (d) est le
potentiel correspondant.
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Chapitre 4. Irrégularités du plasma : prise en compte du gradient de pression

4.6 Annexe : Résolution d’une équation d’advection-
diffusion en 1D

Dans cette section, nous étudions des schémas numériques pour une équation d’advection-
diffusion en 1D. On considére une équation d’advection-diffusion avec des conditions aux
limites périodiques suivante :

o+ copu — D2 u =0, xe[-1,1], t€[0,0),
(4.39)

C.L. périodique
ou c et D > 0 sont des constantes. On utilise une partition uniforme suivante

—l=r<---<zp<--<zy=1,

ou N est le nombre de la partition. Ainsi le pas d’espace est défini par Az = %

Avec cette partition, on peut déterminer un schéma explicite de (4.39) suivant :

up ™t =l + A—x(FH-l/Q —Fi_1p) — A—xg(ui+1 —2ui +ui ) =0, (4.40)

K3 3

avec le flux numérique

cu? | + sc(Az — cAt)o;_q, sic> 0,
Fiypp = ) ‘ (4.41)
cui — 5c(Az + cAt)o;, sic <0,
ol o; est le limiteur Superbee défini par
o; = maxmod(a\", 0\?), (4.42a)

ai(l) = maxmod ((%) ,2 (%)) ) (4.42b)

052) = maxmod (2 (uZHA; Y ) , (ul ;?—1)) .

Le schéma (4.40) est stable si et seulement si le pas de temps satisfait la relation suivante :

—

4.42c¢)

Az?

At < ————. 4.4
cAx + 2D (4.43)

Le schéma (4.40) est limité par la condition CFL, ainsi on développe des schémas impli-
cites. Premiérement, on utilise la méthode de splitting de Lie comme suit :

o + coyu =0, t € [0, At], (4.44)

ou — Do u =0, te[0,At]. (4.45)
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On discrétise explicitement (4.44) comme

At
u;z-‘rl _ uzn + A—x(Fi+1/2 _ Fifl/Q) =0, (4.46&)

ott le flux numérique F; ;) est défini dans (4.41). Puis on discrétise implicitement (4.45)
comme
n+l

DAt
u; U = X (ulH = 2u! + ulh) = 0. (4.46b)

Le schéma (4.46) est stable si et seulement si le pas de temps satisfait la relation suivante

At < —. (4.47)
c
Ensuite, on développe des schémas implicites complétement. On discrétise le terme d’ad-

vection par les schémas upwind, centré et Crank-Nicolson respectivement. Les trois sché-
mas sont présentés dans (4.48), (4.49), (4.50) :

At DAt
u;z—i—l un+ Ax((c+un+1 —I—c_u;‘:ll) (C+u2n+11 +C—un+1)) A2 (uln_:-ll 2un+1 +un+1) _ 0’
(4.48)
n cAt " DAt , . n
Uu; - i+ K(uiiﬁl - uij_ll) N (uz:ll 2u; ] +1) =0, (4.49)
" . CAt " cAt " DAt , " "
ui+1_ui +4A5L’ (uz:11_uij11)+4Ax (wi —uiq) — N (ui++11 2u; H"‘u H) = 0. (4.50)

Les trois schémas sont inconditionnellement stable. On étudie maintenant la propriété
de TVD du schéma. En effet, supposons que ¢ < 0, on peut montrer d’abord que (4.39)
vérifie la propriété de TVD. Soit 1 est une fonction convexe, alors on a

4 n(ug)dr = J ' (ug)Optuy dz:
= j 0 (Ug)(—Clgy + Dty )d
0
= CJ( (uz))e d;z:—DJ "(ug)u? dx

= —DJ u)u?, dx < 0.

En prenant n(u,) = 1/¢ + u2 et en appliquant le théoréme de convergence dominée, on
obtient la relation suivante

d
4 L luy|dz < 0. (4.51)

Pour tout 0 < t; < ty, on en déduit que
f ulty, 2)|dz < f lu(ty, z)|dz. (4.52)
Q Q
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Ensuite, on peut vérifier aussi que le schéma (4.48) a la propriété de TVD. En écri-
vant (4.48) par

+ A2 A{L‘ Ax2 Ax i+1 A2 Ui = Uy,
on obtient
2DAt  cAt N " DAt cAt " N DAt , "
(1 " Ag? AJ?) i (Aa:2 a A—x> (uiiy = ™) = N (ui ] —uiy)
= (ui —uj’ ). (4.54)
On déduit de (4.54) que
2DAt  cAtY, , .
(147 et
DAt cAt\, , " DAt o
S (AIZ ASC> o Az? i =iy |+ =y (4.55)

Avec les conditions aux limites périodiques, on définit uf ™ = uxt, uit! = ™. Enfin,
en faisant la somme de i entre 1 et N — 1, on obtient

N—1
Juf vt — Z lul — ul (4.56)
i=1
Ainsi (4.48) est un schéma TVD. Cependant les schémas (4.49), (4.50) n’ont pas cette
propriété.

Maintenant on teste les schémas numériques développés ci-dessus. On considére un
pic et un créneau comme la donnée initiale illustrée dans la figure 4.7. On calcule une
solution de référence par le schéma explicite avec N = 300. Puis on résout (4.39) par les
schémas (4.46), (4.48), (4.49), (4.50), et compare les résultats numériques avec la solution
de référence. On présente les résultats dans une période dans la figure 4.7. On prend
¢ = —1 tel que le flux propage de droite a gauche. On choisit d’abord D = 107!, alors le
terme de diffusion est important (voir la colonne a gauche de la figure 4.7). Puis on prend
D = 1071 tel que 'effet de diffusion est trés faible.

Pour tester les schémas implicite, on prend N = 100. On observe dans la colonne &
gauche de la figure 4.7 que les schémas (4.46), (4.49), (4.50) peuvent bien approcher la
solution de référence. Le schéma (4.48) est d’ordre un en espace, ainsi son erreur relative
est trés grande. Dans la colonne & droite, on voit que le schéma (4.46) donne le meilleur
résultat. Le schéma (4.48) est trés diffusif et les schémas (4.49), (4.50) présentent des oscil-
lations. Dans le tableau 4.2, on résume les erreurs relatives entre les solutions approchées
et la solution de référence correspondant a la figure 4.7.
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FIGURE 4.7 — Tests de l'équation d’advection-diffusion (4.39) aprés une période avec
différentes méthodes.
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Splitting | Upwind | Centré | Crank-Nicolson
D=10"1 | 0.0048 | 0.0111 | 0.0038 0.0041
D =101 0.1280 0.4427 | 0.2168 0.2974

TABLE 4.2 — Erreur relative entre les solutions approchées et la solution de référence.
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Chapitre 5

Etude numérique d’une équation non

linéaire de la chaleur pour les plasmas 2

5.1 Introduction

La description et la simulation du transport, et plus particulierement de la turbu-
lence de plasmas de bord en fusion magnétiquement confinée dans la région appelée SOL
("scrape of layer") d’un tokamak, est encore un des problémes importants pour la produc-
tion d’énergie générée par fusion (ITER). La compréhension des phénoménes physiques
dans cette région du tokamak est fondamentale pour les performances de celui-ci. En par-
ticulier, les interactions plasmas-mur ainsi que les turbulences qui apparaissent ont un
impact important sur les propriétés de confinement du plasma. D’un point de vue nu-
mérique, une approximation précise de 1’évolution du plasma dans la SOL est essentielle
puisque les flux d’énergie comme les flux de particules a la frontiére sont utilisés en tant
que conditions limites pour le modéle mathématique décrivant I’évolution du plasma dans
le coeur du tokamak. Les propriétés physiques de ces deux régions (SOL et coeur) sont
assez différentes, de sorte que des modéles différents sont utilisés pour leur modélisation :
une approche gyrocinétique est utilisée pour la zone du coeur qui est peu collisionnelle et
une approche fluide pour la SOL qui est une région fortement collisionnelle.

On trouve dans la littérature actuelle [30, 51] une grande variété de modeéles pour
la description de la SOL, modéles qui sont basés sur différentes hypothéses et qui ont
pour but de décrire différents phénomeénes physiques. On s’intéresse ici & un modéle 3D
de tokamak (modéle TOKAMS3D) présenté dans [50]. Le but de ce modeéle est d’étudier
les instabilités qui apparaissent dans la région SOL, comme par exemple I'instabilité de
Kevin-Helmholtz ou encore les instabilités dues au gradient de température des électrons
(ETG) ou des ions (ITG), etc ...

Le modele TOKAMS3D est basé sur une description bi-fluide (ions, électrons) et est
composé de I’équation de continuité, du mouvement et d’énergie. Le modéle est fermé par

2. Ce chapitre fait 'objet d’un article soumis
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Chapitre 5. Etude numérique d’une équation non linéaire de la chaleur pour les plasmas

la propriété de fermeture de Braginskii. Les équations sont les suivantes :
One + V - (naty) = Spa
MaNa [Ottta + (U - Vo] = =VDa + ngea(E +uy x B) =V -1, + R, , (5.1)
206 [0 T0 + (ta - V)To] + paV -t = =V - qo — s : Vg + Qa,

ou n, correspond & la densité des particules (avec o = e pour les électrons et a = i
pour les ions), u, & la vitesse des particules et 'y, := nyu, au flux des particules. La
constante m, représente la masse des particules, e, la charge des particules (avec e, =
—1 et e; = 1), po la pression, II, le tenseur de viscosité. Le terme S,, est un terme
source provenant du coeur du plasma. Enfin, R, correspond & la force de friction due aux
collisions, T, a la température, ¢, au flux d’énergie et (), au terme d’échange d’énergie
dit aux collisions. Dans la fermeture de Braginskii, la pression est donnée par la loi des

gaz parfaits p, := n,T,, la viscosité du plasma est supposée négligeable de sorte que
VII, =0 et I, : Vu, = 0 et le flux d’énergie g, est lui supposé étre diffusif et donné en
fonction du gradient de température par : q, := —k,VT, suivant la loi de Fourier avec x,

le coefficient de conductivité thermique. Le terme d’échange d’énergie @), est écrit sous
la forme : —
Qa = $3_e_a(Te - E)v
m; Te
ol 7 est le temps de collision ion/électron.
Dues a la grande complexité du probléme, plusieurs autres hypothéses sont faites,
permettant de se concentrer sur certains objectifs et de filtrer les détails insignifiants et
perturbants. Ces hypothéses, comme par exemple la quasi-neutralité n, ~ n;, ne sont pas

détaillées ici et nous renvoyons le lecteur aux travaux plus physiques [13, 51, 56].

Plusieurs difficultés apparaissent lorsqu’on veut résoudre numériquement le systéme (5.1).
On ne considérera ici que I’équation de température, qui nécessite elle-méme encore beau-
coup d’efforts a cause des difficultés numériques qu’elle présente. Ces difficultés numériques
sont d’abord liées aux coefficients de conductivité thermique qui dépendent de la tempé-
rature elle-méme ce qui conduit & un probléme non linéaire. De plus, le champ magnétique
fort qui confine le plasma du tokamak introduit une forte anisotropie dans le probléme. En
effet, les particules chargées tournent autour des lignes de champ magnétique, et bougent
donc librement le long de ces lignes de champ, alors que leur dynamique dans les direc-
tions perpendiculaires est plus restreinte. Des quantités comme par exemple la résistivité
ou la conductivité différent de plusieurs ordres de grandeur suivant qu’on les regarde dans
les directions paralléles ou perpendiculaires. Enfin, les conditions limites doivent étre im-
posées ce qui est également une difficulté d’un pont de vue physique, mathématique et
numérique.

On va maintenant décrire plus précisément le modéle qui nous intéresse ici. Dans ce
chapitre on étudie une version simplifiée de 1’équation d’évolution pour la température
mais qui contient quand méme toutes les difficultés présentées précédemment. On s’intéres-
sera en particulier a I’étude des termes non linéaires et des conditions limites, I’anisotropie
¢tant le but d’un autre travail en cours. Le domaine de simulation € = (0,1) x (0, 1), dont
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5.1. Introduction

la frontiére sera notée 02, est présenté dans la Figure 5.1. Il est constitué d’une zone de
coeur périodique séparée de la zone SOL non périodique par une séparatrice. Ses axes
représentent la direction paralléle aux lignes de champ magnétiques (s) et la direction ra-
diale (7). On supposera ici que toutes les quantités sont invariantes par rapport a I'angle

poloidale . Les conductivités thermiques paralléles x| dépendent de Tg?/ ? alors que les
conductivités perpendiculaires x, |, donnée par les turbulences, ne dépendent pas de la
température [11].

Le systéme auquel on s’intéresse est le suivant :
0o — 05(K| 0 T 0sT0) — 0,(K1 00, Tn) = £Ba(T. = Ti), (s,7) € Q. (5.2)
Il est complété des conditions limites :

( arTa:_QJ_,au T:0786(071)7
0T,=0,r=1,s5€(0,1),
Ko T2 0T = a T, 7€ (1/2,1), 5 =0, (5.3)

K aT? 0Ty = 7o To, 7€ (1/2,1),5=1,

L T'(t,0,7) =T(t,1,r), re(0,1/2),

et de la condition initiale :
T.(0)=T>0. (5.4)

Les parameétres de diffusion 0 < K o << K|, et le flux de chaleur du coeur @), o, > 0 sont
considérés comme donnés. Les conditions limites non linéaires pour le limiteur expriment
le fait que le flux de chaleur est continue au bord. En effet, le flux de chaleur au bord
q := I T est donné par la somme d’un terme diffusif et d’un terme convectif :

5
T = 0T = [mds T, Ty = nuy.

En s = 0 la vitesse des particules uj est strictement négative alors qu'en s = 1 elle est
strictement positive ce qui conduit aux conditions limites (5.3). La constante =, différe
pour les électrons et les ions et en particulier, v; ~ 0 pour les ions et v, ~ 5/2 pour les
électrons. Dans le cas des ions nous avons donc des conditions de type Neumann homogéne
pour le limiteur.

Ce chapitre se décompose de la fagon suivante. Dans la section 5.2, on s’intéresse au
probléme parabolique non linéaire 1D :

o,T — 0,(K T*?0,T) = 0,

complété des conditions limites non linéaires en s = 0, 1. On commence par faire une étude
mathématique du probléme. On compare ensuite la précision et le temps de simulation
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g
4§ wall
-
r=1 = o
g E
-
ol Scrape off layer
E
-
9] Q
1] m
é Transition layer -‘.é
B B
o o
r=0
allel direction s
=f | T 1 b=
CORE =1

FIGURE 5.1 — Domaine en 2D.

de schémas explicite, implicite et IMEX pour la résolution numérique de ce probléme 1D.
Dans la section 5.3 on considére le probléme 2D complet pour une seule espéce (et sans
terme source). Une méthode de splitting directionnel de Lie est utilisé pour transformer
le probléme 2D en deux problémes 1D et pouvoir ainsi appliquer les résultats de la section
précédente. Finalement dans la derniére section, on résout le probléme complet bipolaire.
Les formes des températures des ions et des électrons sont comparées.

5.2 Le probléme 1D non linéaire

On s’intéresse ici au probléme non linéaire 1D correspondant a I’équation de tempé-
rature dans la direction paralléle i.e. :

(0T — 0,(K)|T|"*0,T) = 0, (t,5) e R™ x (0,1),

K||T]"?0,T =~T, s = 0,

{ (5.5)
K||T]?0,T = —T, s = 1,

\ T(07 ) = T07

ott 7 = 0 est une constante positive donnée, Kj € L®(Q), T° € L*(Q) avec T° = 0 et
K| = 0 presque partout. On notera ici 2 = (0, 1) le domaine spatiale et @ :=R* x (0,1)
I’espace-temps. Le but de cette section est d’étudier mathématiquement cette équation et
d’introduire un schéma numérique efficace pour sa résolution. D’un point de vue physique
le probléme (5.5) décrit un processus de diffusion rapide de la température initiale 7° et
du flux sortant au bord.
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5.2. Le probléeme 1D non linéaire

5.2.1 Etude Mathématique

On commence par donner quelques propriétés de (5.5) comme 'existence et 'unicité
de solution, la positivité de la solution ... etc. Pour simplifier la présentation on supposera
dans la suite que K| = 1, le cas général pouvant étre traité de maniere analogue.

Pour p > 2, on notera 1 < p’ := z% < 2 son conjugué. Le coefficient de diffusion peut
alors s’écrire a(T) := |T|P~2. On définit de plus sa primitive :

T

1

AT) := J a(r)dr = ——|T|P>T.
0 p—1

Avec ces notations, I’équation de diffusion peut étre réécrite simplement sous l'une des
deux formes

o7 — 05(a(T)0sT) =0, ou 6,1 — dss(A(T)) = 0.
On va maintenant introduire dans la définition (5.1) le concept de solution faible et donner

dans le théoréme 5.2 le résultat d’existence et d’unicité de solution.

Définition 5.1. Soient T° dans L*(Q), W inclus dans LP(Q) Uespace défini par
Wi {Te 2@, [T/F0T e LR\ HQ), o e L@, (Wr@)),

et D = CLHRT, WLP(Q)) lespace des fonctions tests. Alors, la température T € W est une
solution faible de (5.5) si et seulement si

fw L T(t,s) owp(t,s)dsdt — jw L | T(t,s)|P~20,T(t, 5)0s0(t, s)dsdt
s Jw (T(t, 1) (t, 1) + Tt 0)(t, 0)] dt + L T(s) (0, 5)ds = 0, Vg eD.

Notons que tous les termes de la formulation variationnelle sont bien définis. De plus,
on remarque qu'une fonction 7' € LP(R x Q) vérifiant 9, € L (R™, (WP(Q2))*) appartient

a C([0, 7], WHP(2))*) pour tout 7 > 0, par le lemme d’Aubin, de sorte que la condition
initiale est bien définie.

Théoréme 5.2. Soient T° € L*(Q) telle que T° = 0. Alors le probleme (5.5) admet une
unique solution faible T € W qui vérifie T € L®(R*, L*(Q)), T = 0 presque partout et

d
—|T(t, )72y < 0.
dt

La preuve de ce résultat est constituée de plusieurs étapes. On commence par supposer :
T° € L*(Q) avec ||[T°|o < M pour M fixé. Une troncature permet de traiter le cas plus
général T° € L*(Q).

Les deux principales difficultés mathématiques pour 1’étude de (5.5) sont la non linéa~
rité du probléme et son caractére dégénéré, ce qui signifie que 1’équation change de type
quand 7" = 0.
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Chapitre 5. Etude numérique d’une équation non linéaire de la chaleur pour les plasmas

Preuve. On commence par régulariser le probléme afin de supprimer son caractére dégeé-
néré. Puis dans un deuxiéme temps, on utilise un théoréme de point fixe afin de traiter la
non linéarité du probléme. Enfin, grace a des estimations a priori il est possible de passer
a la limite et d’obtenir le résultat attendu pour le probléme de départ.

Premiére étape : Régularisation. Soit 0 < ¢ < 1 fixé, on définit le coefficient de
diffusion régularisé par :

p—2
acp(T) = [62 + min(|TJ?, M2)]T ,

et la primitive correspondante :
T
Am(T) = j aen(z)de .
0

Les coefficients de diffusion étant maintenant bornés, des arguments standards permettent
de montrer que le probléme régularisé :

(0 Tenr — Os(acnr(Tear)0sTear) = 0, (t,5) € RT x (0,1),

Qe M (TE,M)asTe,M = fYTe,Ma s = 07
{ (5.6)
Qe M (Te,M)asTe,M = _7T67M7 s = 17

\

admet une unique solution faible T, 5, € L*(R*, H'()) vérifiant la formulation variation-
nelle : pour tout ¢ € C}(R, H*(Q))

J f it )2t 5) ds dt — J J Gt (Toa)OTont (b 8)0up(t, s) dsdt (5.7)
JW (T s (8 1)t 1) + Tons (£, 0)6(t, 0)] dt + L T0(s)p(0, 5) ds — 0.

On utilise ici le théoréme de point fixe de Schauder, appliqué a 'application T : Bg — Bpg
avec :

= {ve L*(Q), |v]i2q) < R},

ol & v € Br on associe Tv la solution du probléme linéarisé associé a (5.6).

Deuxiéme étape : Estimations a priori. Pour pouvoir passer a la limite ¢ — 0, on
a besoin d’estimations a priori de la solution 77 5, indépendantes de . En utilisant 17 5/
comme fonction test dans la formulation variationnelle (5.7) on obtient :

1 t
—j T (2, 8)Pds + f J ae i (Tenn)|0sTe nr |2 dsdr
2 Q 0 JQ
t 1
+9 [ [T DF + L OF dr = 5 | 1) Pds
0 Q
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5.2. Le probléeme 1D non linéaire

qui implique que pour tout ¢ = 0 :

ITerr @2 < 17022y,

t

J f rt(Toan) 0T Pds dr < [T 22(qy -
0 JQ

Ceci montre également que la suite {|T5,M|p77285T5,M}5 est bornée dans L?*(R*, H'(Q))
et donc {T: s} est bornée dans LP(Q). De plus par des arguments classiques pour les
problémes paraboliques on en déduit que {0,7; ). est bornée dans LP (R*, (WP(Q))*).
Troisiéme étape : Passage a la limite. Les estimations a priori de la deuxiéme étape
permettent de montrer qu’il existe une sous-suite et une fonction Ty € L*(Q) telles que :

Tonr — Ty in L*(RYxQ) ase—0.

De plus, par des arguments de compacité classiques [18|, on montre que I’ensemble de
fonctions mesurables suivant

Foo {U;R+ L (W(Q)) f f uP-2|0uf2 ds dt < O, 8tueLp'(R+,(W1’p(Q))*)} |
Rt JQ

est compactement contenu dans LP(R™ x ), ce qui implique, & une sous-suite pres,
Toar — Thr, in LP(RT x Q), as e — 0

et donc 7} s tend vers Ty, presque partout dans ) quand ¢ tend vers 0. De plus, comme
—2
(| Te0s|™ Tens}e est bornée dans L2(R*, H(Q)) on a :

Tond)T Toas — |Tar|"= Tor, in LARY, HY(Q)), as e — 0,
ce qui implique, en utilisant la continuité de la trace :
Tens|™® Tons — |Tar| T Tar, in L2(RT x 09), as € — 0.

Finalement, en utilisant les mémes arguments, on a également quand ¢ tend vers 0 :

At (Tenr) = Au(Tyr), in L*(RY, HY(Q)),

O Ter — 0Ty, in L' (R, (WHP(Q))").
Toutes ces convergences permettent de passer a la limite dans la formulation variation-
nelle (5.7) et d’obtenir I'existence d'une solution faible pour le probléme (5.5). En utilisant
des techniques analogues a celles utilisées dans ’étape 2, on peut montrer que cette solu-

tion est unique et vérifie le principe du maximum. o
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5.2.2 Une approximation volumes finis.

Ici, on se propose d’écrire un schéma numérique pour (5.5) en utilisant une approche
volumes finis pour la discrétisation en espace. On considére un ensemble de ns + 1 points
de discrétisation (s;-1/2)o<i<n, de lintervalle (0,1) avec s 1/ = 0, S, 12 = 1. Pour
0 <i<mng—1, onnote C; = (Sz‘_l/g, siH/g) une cellule de controle, s; le milieu de la
cellule Cj et As; le pas d’espace As; = 5,41/ — 5,_1/2 pour lequel on suppose qu’il existe
¢ € (0,1) tel que

EAs < As; < As, Vie{0,...,ns—1}, (5.8)

o : Asi+Asip1 -
avec As = max; As;. On définit aussi As;y1/0 = %, i=0,...,n,— 2.

On doit construire un ensemble d’approximation 7T;(t) de la moyenne de la solution
de (5.5) sur chaque cellule de contrdle C;. On commence par poser :

1
70 = — T°(s) ds.
; Af (s) ds

En utilisant une discrétisation volumes finis de (5.5), T; est solution d’un systéme d’EDO
qui s’écrit :

dT;, . Fiop— Fi
(1) = H/QA 2 0<i<n—1,
5 (5.9)
Ti(t=0)=T2, 0<i<n,—1,
ot le flux numérique est donné par :
2K (Ti1)"” — (1)
E+1/2 = y iZO,...,ns—Q. (510)

7 ASz‘+1/2
De plus, en s = 0 et s = 1, on utilise les conditions aux bords :

+~ Ty, sii=—1,
Fivip = (5.11)
—yTh—1, sit=mng—1.

Notons que la discrétisation en espace ci-dessus est d’ordre 1 a cause de la perte de
précision a la frontiére. Le schéma volumes finis (5.9)-(5.11) doit étre complété par une
discrétisation en temps permettant d’avoir la stabilité et la consistance du schéma. Dans
la suite on présente plusieurs discrétisation en temps en commencant tout d’abord par
des schémas explicite et implicite classiques puis en proposant un autre schéma stable et
précis.

5.2.3 Discrétisation explicite en temps.

On note At > 0 le pas de discrétisation en temps, t" = nAt pour tout n € N et T™
une approximation de la solution 7" de (5.5) au temps ¢". Alors, en utilisant un schéma
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5.2. Le probléeme 1D non linéaire

d’Euler explicite, on obtient :

-1 12 — Fin
i < i +1/2A 1/2’ 0<i<n,—1,
t Si (5.12)

TP = Tos, 0<i<n,—1,

avec J7 | le flux donné par (5.10)-(5.11) calculé au temps ¢".
Classiquement, la stabilité du schéma (5.12) est garantie par une condition CFL sur
le pas de temps At.

Proposition 5.3. Supposons que la donnée initiale T° soit positive ou nulle et qu’elle
appartiennent & L*(0,1), et supposons vérifiée la condition CFL suivante :

£2A82
max (“5L|T0]%%, yAs)

At < (5.13)

ou & est donné par (5.8). Alors, la solution approchée (I7");, obtenue par le schéma
explicite (5.12) est stable et converge vers la solution exacte de (5.5).

On ne détaille pas ici la preuve de ce résultat puisqu’elle est similaire a la preuve de la
proposition 5.5 présentée plus loin. Malheureusement ce schéma numérique simple devient
coliteux quand le maillage est trés fin, la contrainte sur le pas de temps devenant trop
restrictive. En ce sens il n’est donc pas un schéma efficace.

5.2.4 Discrétisation implicite en temps.

Afin d’éliminer la contrainte sur le pas de temps (5.13), un schéma implicite est préfé-
rable. On considére donc le schéma de volumes finis (5.9)-(5.11), mais on utilise un schéma
d’Euler implicite pour la discrétisation en temps. On obtient :

+1 +1
Mt T in-i-l/Z - ]:in—1/2

= , 0<i<ns—1,
At As; (5.14)

T) =Toi, 0<i<ng—1,

avec F\, s, le flux donné par (5.10)-(5.11) calculé au temps t"*1. On doit donc résoudre
un systéme totalement non linéaire a chaque itération en temps.

Le schéma (5.14) couplé a (5.10)-(5.11) est uniformément stable et conduit & une
approximation numérique qui converge vers la solution exacte.

Théoréme 5.4. Soit T° € L*(0,1) une condition initiale positive ou nulle. Alors la
solution discréte donnée par le schéma (5.14) couplé a (5.10)-(5.11) est uniformément
stable dans L*(R* x (0,1)) et converge vers la solution faible T de (5.5) quand h =
(At, As) tend vers 0.
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Pour démontrer ce théoréme on commence par montrer un résultat de stabilité puis
on utilise la consistance du schéma.

Commencons par la propriété de stabilité et la démonstration d’estimations a priori
uniformes par rapport h de la solution discréte.

Proposition 5.5. Soit T° € L*(0,1) une donnée initiale positive ou nulle. Alors la
solution discréte donnée par le schéma implicite (5.14) couplé a (5.10)-(5.11) est incon-
ditionnellement stable i.e. :

0< T < [Tz, (5.15)
et
ns—1 ns—1
DLAS|TIP < Y As TP (5.16)
1=0 i=0

De plus, la semi-norme discréete suivante est bornée :

Ny ng—2 I:(Tn+1)7/2 . (Czjin+1)7/2:|2

i+1

DAt Korun < C, (5.17)

n=0 =0

ot C' > 0 est une constante qui ne dépend que de la donnée initiale T°.
Preuve. Soit ¢ € C'(R,R) une fonction convexe, on a :

(T = o(T7") < (T )N(T = 1), (5.18)
D’oti, en multipliant le schéma (5.14) par AtAs;¢'(T;**'), on obtient :

ns—1 ns—1 ng—1

Z Asifb(TinH) - 2 As;o(T]') < At Z ¢,(Tz‘n+1) ( zn++1}2 _]:z‘njl}2>v
i=0 i=0 i=0
ns—2
< —AL Y FEL (T - o(T0)
i=0

— ALFL O (TEHY) + ACFH ¢ (T,

En utilisant la définition du flux (5.10) et les conditions limites (5.11), on a :

ns—1 ns—1

N As (T = Y Asig(T7) < —y At Ty — 5 At (T1H) T
1=0 i=0

ng—2 Tn+1)7/2 . (Tn+1)7/2

K
— % At Z [Qﬁl(ﬂrjfll) _ (b/(czﬂinﬂ)] ( i+1
i—0

ASi+1/2

Comme une inégalité similaire est encore vraie lorsque ¢(z) est seulement Lipschitzienne,
on choisit ¢(z) = z7, ot 2~ = x pour x < 0 et = = 0 pour x < 0 et on montre la
positivité de 'approximation 77", i.e. :

ng—1 ng—1

0< DA (TM)™ < ) Asi(TP)™ = 0.
=0 =0
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5.2. Le probléeme 1D non linéaire

Alors, en supposant que T est positive pour tout 0 < 7 < n, — 1, on obtient que T}" est
positive pour tout 0 < i < ny — 1 et n € N. De plus, en prenant ¢(x) = (xr — M)*, avec
M = ||T°|p», ot (x — M) =2 — M pour & > M et (x — M)* =0 pour x < M, on a:

ns—1 ns—1 ns—1
0< D7 Asi (T = M)T < X1 Asi (TP = M)™ < ) Asi(T7 = M)* =0.
i=0 i=0 i=0

On en déduit donc que 0 < 77" < M pour tout 0 <7 < ny — 1.
On prend ensuite ¢(r) = 2?/2 qui conduit &

ns— ns— —_— . y . y
$ 88 ey = S AN g < oS e ey B S 0T

i+1
i=0 i=0 2 =0

)

2A5i41)2
et on utilise le fait que 7;" est uniformément borné pour obtenir :

7 - TP < C|Tin - Til.

On a donc l'inégalité suivante :

ns—l Ns—2 [(Tn+1)7/2 . (ﬂnﬂ)yg]?

% Z_ (T2 Z Asi (Tr2 —car Y L

=0

2A5i+1/2

Finalement, en sommant sur n € {0, --- , N;} on en déduit immédiatement qu’il existe une
constante C' > 0 qui ne dépend que de la donnée initiale T telle que :

Ny mu—1 [(Tn+1)7/2 B (Tinj1)7/2]2

< C.
ASz‘+1/2

5.2.5 Preuve du Théoréme 2.4.

Preuve. Pour démontrer la convergence de la solution discréte (77");, vers la solution

faible T de (5.5), on construit une approximation constante par morceaux T}, ou h =

(At, As), telle que :

ng—1

)= >0 > T e () Lpn g ((2), (5.19)

neN* =0

Par les bornes uniformes de la proposition 5.5, on sait qu’il existe une sous-suite, encore
notée (Ty)n, telle que Tj, converge vers T' € L*(R* x (0,1)) quand h tend vers 0 dans la
topologie faible-*.

Ensuite on montrera que T}, "2 converge fortement dans L2 (R* x (0,1)) vers T7/2. Pour
cela, on va vérifier les condltlons du théoreme de Kolmogorov.
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On note
ng—1

)i= >0 > (TP 10,(s) 1 (1), (5.20)

neN* i=0
Premiérement, on vérifie I’estimation de translation en espace sur ’approximation de
la solution. Soit n > 0 et on pose €, := {s € Q, [s,s +n] € 2}, et on a pour tout z € ,

|[Sn(@ +n,8") — Sh(z, t")] Z (w2 +)|(T7)"? = (T7)7),

ol x¢, est définie par

{ 1, si(z,y)e G,

X (#,y) = 0. sinon.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut vérifier que

|Sh(z 4+ n,t") = Sp(z, t")]?
ng—2 Tn 7/2 _ Tn 7/2 2 ns—2
<Z Xci (T, @ +77)|( ) ol ) <Z Xoi (T, @ +77)A3i+1/2> ;

i=0 Asi""l/2 =0
Or on a
ng—2
DX (@ n)Asi <+ h
i=0

Ainsi en utilisant I'estimation (5.17), on obtient que
\Sh( +1,-) = Sh(, )HLQ(Q x (0,tNt))

. j j [Su( + . 1) — Su(a, )Pt

Nt ns—2 n \7/2 _ (7n\7/2|2
T, T,
J J Z Z Xcz(xax +n)|( Z+1)A ] ( d ) | 1[tn7tn+1[dl‘dt
0 Q9 n=0 i=0 Si+1/2
Nt ns— 2 " 7/2 _ (T-”)7/2|2
< + h)At Tia) i
7) nZ:O ZZ;) A3z‘+1/2

< Cn(n+h).

N

Deuxiémement, on vérifie ’estimation de translation de ’approximation de solution en
temps. Soit 7 > 0 et en notant que S, est une fonction lipschitzienne, on a

ISh(:, -+ 7) = Sh(, ')HiQ(QX(O,tNth))

— th Tf |Sh(s,t+7) — Su(s,t)|*dsdt
B LtNt ' L (Su(s,t +7) — Su(s, ) (Th(s,t +7) — Th(s, t))dsdt,
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N 7 5/2 .
ou B = ||Th||L,(QX (0.4M))- Posons maintenant

At) = L (Su(s,t + 1) — Su(s,t))(Th(s,t +7) — Th(s,t))ds.

Avec les définitions de (5.19) et (5.20), on reformule A(t) par

Ns—1 ni(t)
Al = 3, Al TR @Oy Y @ -1
n=ng(t)+1
Ns—1
= Z Asy (T — (17°0)77?) <Z Xnlt,t +7)(T7 =T 1))

Ns—1

= Z Xn(t7 t+T < Z AS 7/2 (772”0(’5))7/2)(7ﬂln o ﬂn_1)>
n=1

Ny Ng—1
= ALY xaltt+7) <Z (T Y2 — (TN (FLyy — ff_l/z))

n=1 =0

n=1 1=0

Ny Ng—2
= ALY Xa(t,t+7) (Z (T OV — ()T — (1O (1) Fr

(T2 = (T Ty = (1O = (1) Ry )

ot no(t),n1(t) € {0,..., N¢} tels que ng(t)At <t < (no(t) + 1)At et n(H)At <t +7 <
(n1(t) + 1)At. En utilisant I'inégalité 2ab < a* + b*, on obtient

A1) < 3 A0(1) + A0 + As(t) + As(t) + A),

2
mno(t mno(t
ne—1 ((THOI( ))7/2 . (Tz o ))7/2)

Ag(t) = Atixn(t,t—l-ﬂ

n=0 1=0

A3z‘+1/2

2
ne—1 ((Tm(t))7/2 . (Tim(t))7/2)

Nt
i+1
A(t) = At Wt 1 ,
1( ) nz;)X ( +T) P A8i+1/2
Ne ns—1 ((Tn )7/2 _ (Tn)7/2)2
A(t) = At Gt t il :
2( ) nZOX ( 5 +7—) ;) A8i+1/2 )
Ny
Ag() = ALY (bt ) (TR = (T )
n=0
Nt
A4ty = ALY xaltt+7) (= (T O)R = (1) )Ty
n=0
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Notons que t € (0,tM — 1), ng(t) € {0, ..., N;}, et pour tout m € {0, ..., N;}, no(t) = m si
et seulement si ¢t € [mAt, (m + 1)At). Ainsi

tNt 7
f Ao(t)dt

0
2
Ne— n(m+1)At N; ne—1 ((Tgfl(t)y/z o (Tino(t))7/2>
< J At Z Xn(t, t+7) dt
m=0 mAt n=0 =0 A$i+1/2

@ S (S ) (5 OB,

m=0 JmAt i=0
De plus, on peut vérifier que
(m+1)At Ni
f D Xalt b+ 7)dt < 7.
mAt n=0

Enfin, on a I'estimation suivante

Nt 7 N ns—1 (cpm 7/2 _ (m\7/2)?
f Ao(tt<7AtZZ ”1A (@)™
0 m=0 i=0 Si+1/2
< Cr.
De la méme maniére, on a
tNt—7
f Adt < Cr
0
tNt —7
En procédant de maniere identique, on obtient ’estimation de J Ay(t)dt suivante
0

Nt Ny ns—2 n 7/2 _ Tn 7/2 Nt — 7
f Ay(t)dt < AtZZ L™ = (@)™ f Xn(t,t + 7)dt

0 0 i—=0 A5i+1/2 0

Cr

N

Ensuite, on estime le terme en Aj :

Nt Nt Ny
| st = [ eyttt ) (@7 - @) de
0 0 =0
tNt 7 Ny
< ||T00037J At Z Xn(t,t + 7)|T:;£t1) _ Tg:gﬂdt
0 n=0
tNt 7 Ny
< ||T0w37f ALY walt t+rdtZ T
0 n=0
N, Ny
< 7|T°|wByAt(N; + 1) ng)(T,’Z_l — ml% "_,
< 7|T°|13 ByAL(N, + 1).
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5.2. Le probléeme 1D non linéaire

D’o11, on obtient

tNt 7
f As(t)dt < |T°|2 ByAH(N, + 1),
0

En utilisant les inégalités précédentes, on a finalement
ISk (s -+ 7) = S lzaxuve—ry < CT,

ot C est indépendant de 7. On définit S par S = S), p.p. dans Q x (0,V), et S = 0 p.p.
dans R2\Q x (0,#™*). Ainsi on a

1SC+m,-+7) = SC, ) 2w
< ISC+mn,-+71) = SC+n) 2@y + I1SC+n,-) = S 2@
<

Cia/n(n + h) + Cov/T.

Ce qui implique qu’il existe une sous-suite, notée encore par Sy, et il existe x € (2x (0, ™))
telle que Sj, converge vers y dans L2(2 x (0,tM)) quand h — 0. On en déduit que Sy,
converge vers T7/2 dans L'(Q x (0, t™)).

On montre maintenant y = 77/2. En fait, 7/? est une function non-décroissante pour
x = 0, alors on a l'inégalité suivante

tNe  ~1
J J (Sp — 0\ (T}, — v)dsdt = 0, Yv e L*(Q x (0, ™).
0 0

En utilisant les faits que T}, converge faiblement-* vers T' dans L® (€ x (0,t™)) et que Sy,
converge vers T7/2 dans L'(Q2 x (0,t™t)), on obtient I'inégalité suivante

tNt 1
f J (x = v"2)(T = v)dsdt = 0, Yo e L™(Q x (0, £%)).
0 0

On en déduit que y = 772 p.p. dans Q x (0, ™).
Montrons maintenant que 7}, converge vers la solution faible de (5.5) quand h tend vers
0. Soit p € CX(R* x [0, 1]), on note ¢ = p(t", s;). De plus, on suppose que ¢ = 0 pour
t > t™. En multipliant le schéma (5.14) par As;?, et en sommant sur i € {0,---, n,—1}
et n € N, on obtient :
EL+ & =0,

avec &} relié au pas de discrétisation en temps et donné par :

ng—1

En = D0 3 Asi (T = T ¢},

neN =0

alors que &7 est relié au pas de discrétisation en espace et est donné par :

2 . n+1 n+1 n
& = Atz Z ( i++1/2_]:ij1/2> Vi -
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On considére tout d’abord £, et on fait une intégration par partie discréte par rapport a
n € N. En utilisant que ¢ est a support compact pour ¢t € R™ grand, on obtient :

ng—1 ng—1
En = = D DIASTI (@ — i) — D As TV )
neN* (=0 i=0

1 1
= —J J Th(t + At, s) Oup(t, s)dsdt — J T (0,5) (0, 8)ds + < iy, p >
r+ Jo 0

ol le terme supplémentaire <y}, > est donné par :

ns—1
<, o> —Z ZJ J J T 0% p(t, n)dndsdt
tn

neN* =0
ns—l
— jJTO 0s(0,m)dn ds

et vérifie Uestimation suivante :

| < i o> 1 < CAs (|05el + 10:0(0,) ) -

On a donc quand h tend vers O :

1 1
&= | | s dete st [ T o0, 590

On applique maintenant une intégration par partie discréte par rapport a n € N a £7 :

ns— n /2 n+1\7/2
2 _ 2K” ’ 71;11)7 (Crl ) n N
& = At r;\] ZZé NS (S0i+1 Soz‘)
—vAtZ Tyt gy — Y ALY T on
neN neN

On donne maintenant une approximation de £? suivante

2K 2K 2 K,
gr - j f Snduipdsdt + = | Sy(t, 1)dup(t, )t = = | Su(t,0)0up(t, 0)dt

R+ R+

. f To(t + AL 0)p(t, 0) + Th(t + At, 1)(t, 1)dt
R+

2K ns—2 gn+1
= ” Z 2 n 7/2 Tn)7/2) J asw(t, $i+1/2)dt
neN¥* =0 tm
—y At Z Tott o — v At Z T"Jr om .
neN neN

La différence de &7 et EX° s’écrit

20 _ 2KII " n+1 7/2 n+1\7/2 o Vi1 — Pr
5 — & = Z Z Tl+1 _(Tz‘ ) AL s‘P(tasz‘H/Q) dt.

neN* =0 tn A5i+1/2
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

ns*2 n+1)7/2 n+1\7/2 1/2
g-ep) < 2 <Atz ) - (1) )

neN* i=0 Asiviyy

1/2

ns—2 tn+1 n n 2
Pir1 — i
ALY Y Asiap <E J. (BB 2 -vtesn) dt)

neN#* =0
En utilisant (5.17) et le développement de Taylor, on obtient
187 =P < O(|0ss@] 0 + |0st2]0)h — 0 quand h — 0.
En passant a la limite quand h tend vers 0, on obtient :
2 2K ' 7/2
E - —— T"?0,spdsdt — T(t,0)p(t,0) + T(t,1)p(t, 1)dt
r+ Jo R+
2K 2K
+—”J T72(t,1)d,p(t, 1)dt — =1 J T72(t,0)0,(t, 0)dt
7 Jp+ 7 Jg+

2K !
= T”f j8ST7/2(t,3)8sg0(t,3)dsdt—fyj T(t,0)p(t,0) + T(t,1)p(t, 1)dt.
R+ JO R+

On obtient donc finalement que 7' est une solution faible de (5.5). Pour conclure que
la suite (7},), converge vers la solution faible de (5.5), il reste montrer que l'unicité de
solution du probléme (5.5). Pour cela, on suppose qu’il existe deux solutions faible du
probléme (5.5) u et v. Notons aussi que w = u — v, alors on a

f J @wgodsdt—i— ” f f (05 u” 63v7/2)5sg0d5dt
R+ R+
J [w(t, 1)a(t, 1) + w(t, 0)a(t, 0)] dt = 0, Vo € D.
R+
Formellement, en prenant ¢ = sign(w), on obtient
1 2K, [*
5 J lw(t, s)|ds + = J J (8su7/2 — 63117/2) Ossign(w)dsdr
2 Jo 7 Jo Ja
t 1
#r [ w01+ w0 dr = 5 [ fo.s)ids
0 0
De plus, on peut vérifier que (0su7/2 — 05117/2) Osign(w) = (0su7/2 — 05117/2) Ogsign(u’? —

v7/?) = 0. Ainsi, on a
f|wts|ds J|w03|ds—0

D’ott on a l'unicité de solution du probléme (5.5). O
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Le schéma implicite (5.14) est inconditionnellement stable, mais il demande la résolu-
tion numérique d'un systéme non linéaire a chaque pas de temps. Pour cette résolution,
on utilise une méthode de Newton, qui est présentée dans un maillage uniforme comme
suit. On reformule d’abord le schéma implicite comme une fonction de 77*!

Tyt =Ty = 2K 25 (T7H)? — (T 1)) + y ST+
F(T™) = T =T = 2K 55 ((Tfﬁl)m 2T+ (T)T?) =0
TR =T + 3K as ((T"+1 )PP = (TR,)7?) + v 5T

Puis on construit la formule itérative comme suit

Tn+10 Tn
n+lm+1 n+1,m n+1,m\\ 1 n+1l,m (521)
T = Trtbm — (JE(THm)) " (T b))
ou JF est le jacobien
1+ £50(Ty)y 3L —259(Th)
JE(T) = — 2L (T} ) 1+ 22L9(T;) —ALO(T;11) ,
—BLP(Ty,—») 1+ £L0(T, 1) + &

avec ®(z) := Kjz°/2.

Cette méthode accroit considérablement le cotit calcul et rend en ce sens non efficace
cette méthode. Une autre stratégie consiste a utiliser un schéma semi-implicite pour la
discrétisation en temps (voir 'annexe 5.6), mais ceci demande encore l'implémentation
d’un nouveau systéme linéaire a chaque itération en temps et le cotit calcul reste donc
important. Dans la suite, on propose un schéma numérique inspiré par le travail de F.
Filbet et S. Jin [22] pour palier a ce probléme.

5.2.6 Un schéma implicite-explicite (IMEX).

Dans [22], les auteurs considérent un probléme non linéaire et raide. Le point principal
est d’écrire le probléme non linéaire sous une forme différente afin de décomposer I'opéra-
teur non linéaire en une somme d’une partie linéaire dissipative, qui peut étre résolue de
fagon implicite, et une partie non linéaire non dissipative, qui sera résolue par un solveur
en temps explicite. La principale difficulté est de trouver une décomposition adéquate de
lopérateur. L’opérateur non linéaire diffusif peut, par exemple, étre écrit :

KHaS (T5/205T) = I/@?ST + 0 ((KH 52 — V) 6ST)
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et la discrétisation en temps de (5.5) devient :

- Tn+1 _ Tn ntly . 5/2 .
T - 88 (l/aST ) = 88 ((K” (T ) - l/) aST ) s
$ 0a,TH0) + AT () ( )P — ) 0,17(0), (5.22)
\ _VasTn+1(1) _ 7Tﬂ+1 ( ” Tn 5/2 . V) asTn(l)

Pour choisir un v approprié pour le schéma (5.22), on utilise une estimation d’énergie de
I’approximation numérique.

Proposition 5.6. Supposons que la viscosité v satisfait :

K |T"P”? < v, VneN, (5.23)
Alors, la solution discrete vérifie :
1 (! At At
5f(T"H ds +”—f\aT"+1\d f ™2 ds +V—f|é‘T"| ds. (5.24)
0 0

Preuve. On multiplie (5.22) par T""! et on intégre par rapport a s sur (0,1). On a
1t £112 1 2 ! +1)2 n+1mm
S| Pas— o | ras < | (@) =TT as
2 Jo 2 Jo 0
1
< At f ((v=my T ?) oot v (2,171)*) ds
0
= Ay (1) + (@)

En utilisant ’hypothése K| |||T|5/ 2 < v et en appliquant I'inégalité de Young, on obtient :

(V—Kn 7 I/)
2¢
2

(0,17 + - (2.17)”.

v — K |T"?) o,T" 0,7 < = (8,T") 0,7+
||

<

NI DN M

Alors, en choisissant € = v on a :

1 1 1 1 1 1
—f (T™) ds + Kmf 0.7 ds < —J (T™)?ds + KAtf 10,17 ds.
2 0 2 0 2 0 2 0

D’ot, lorsque K)|T|%? < v, le schéma est stable. O

On peut maintenant donné le schéma complétement discret que nous appellerons
IMEX dans toute la suite :

n . n+1/2  pn+l/2
T Fivip —Fic1j .
= , 0<i<ng—1,
At As; (5.25)

,I‘Z-O=T07i, Oélgns—l,
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N - +1/2
ott le flux numérique F+Y

iv1)o oSt donné pour tout i € {0,--- ,ns — 2} par :

n \5/2 n\5/2
Try)™"" + (1) ", — T T, —1Tr
F-n+1/2 -9 K ( i+1 i . i+1 i 9 i+1 i 5.96
i+1/2 I 2 V) Asiy + As; U Rsi + Ay (5.26)

Aux frontiéres s = 0 et s = 1, on utilise les conditions limites suivantes (écrites dans la
forme de (5.22)) :

Y TEHt, i i = 1,
n+1/2
Fivz = ) . (5.27)
—y Ty, ifi=mng—1.
De plus, la viscosité v > 0 est initialement choisie comme une borne supérieure de
K, ||HT0||§é2 et est donc réajustée a chaque itération n € N afin de satisfaire la condition
(5.23). L’algorithme pour le calcul de v est la suivant :

Algorithme pour calculer v

v = 2K |T%? et n =0
tantque n < N, faire
calcul la solution numérique 77!
siv< 3K |T"+1(%/? alors
v — 2K | T2
finsi

siv> 4K||HT"+1||(5)42 alors
v — K| T3 /2
finsi
n<«mn+1
fin tantque

5.2.7 Reésultats numériques.

Pour comparer les résultats numériques obtenus par les différentes méthodes, on prend
v =2, K| = 1, comme température initiale 79 = 5, et comme temps final T.,q = 1.
D’une part, une solution de référence est calculée en utilisant une méthode volumes finis
avec le schéma explicite (5.12) sur une grille uniforme avec ng = 450. D’autre part,
on compare le schéma implicite (5.14) et le schéma IMEX (5.25)-(5.27) sur des grilles
uniformes différentes avec ng = 50, 150. De plus on choisit différents pas de temps i.e. on
prend alternativement At = 1072, 1073, 1074, 10~°.
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| At [102]10%]10* [10° |
n, =50 ]0.05 [0.31 [224 [22.06
ns = 150 | 0.60 | 4.07 | 27.49 | 249.61
ny =50 [0.01 [0.09 [0.63 |5.34

n, =150 | 0.10 | 0.24 | 2.24 | 21.97

Schéma implicite (5.14)

Schéma IMEX (5.25)

TABLE 5.1 — Temps de calcul pour le schéma implicite (5.14) et le schéma IMEX (5.25)
en seconde. Le temps de simulation final est T,,; = 1.

On observe dans la Table 5.1 que le schéma IMEX est meilleur que le schéma implicite
en terme de cott calcul puisque le systéme linéaire correspondant a la partie implicite ne
dépend pas de l'itération n lorsque la viscosité v > 0 est assez grande. Pour n, = 50, le
temps de calcul du schéma IMEX est quatre fois plus petit que celui du schéma implicite
et pour ng = 150 le schéma implicite est dix fois plus cotiteux que le schéma IMEX.

| At [ 1072 [107* [107" [107° |
ng =50 [0.0580 | 0.0612 [ 0.0617 | 0.0617
ng = 150 | 0.0190 | 0.0184 | 0.0187 | 0.0187
ng =50 [ 0.0621 | 0.0600 | 0.0598 | 0.0598
ng = 150 | 0.0213 | 0.0182 | 0.0181 | 0.0181

Schéma implicite (5.14)

Schéma IMEX (5.25)

TABLE 5.2 — Erreurs relatives du schéma implicite, du schéma IMEX par rapport a la
solution de référence. Encore on compare ces erreurs relatives en temps final T,,,; = 1.

Concernant la précision et la stabilité, la Table 5.2 montre que la solution calculée par
les schémas implicite et IMEX est stable pour tout pas de temps At et que les erreurs sont
du méme ordre. On obtient des résultats similaires pour un pas de temps plus petit que
10~*. La Figure 5.2 montre que les schémas implicite et IMEX sont d’ordre 1. Bien sfir,
lorsqu’on augmente le nombre de points ng, 'erreur décroit et le schéma IMEX semble
étre le plus précis. Finalement, dans la Figure 5.3(a), on voit que de grandes erreurs
apparaissent prés du bord ou il y a de forts gradients de température. La Figure 5.3(b)
montre I’évolution de la température a différent temps ¢ = 0.25, 0.50, 0.75, 1. Notons que
la température décroit rapidement au début, puis se stabilise a un état d’équilibre quand
t s’approche du temps final T,,; = 1. De plus, on remarque que la température développe
de forts gradients a la frontiére ce qui modélisent le refroidissement du plasma da aux
effets du limiteur. En effet, d’une part la diffusion thermique dépend du terme 7?2 qui
est grand au début et devient de plus en plus petit. D’autre part, a cause des flux non
linéaires sur les bords, lorsque la température devient petite, le gradient de température
devient de plus en plus grand.
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10° : 10°
——At=1072 ——At=1072
< At=107° < At=107

-k -At=107 -k -At=107
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FIGURE 5.2 — Vitesse de convergence des schémas implicite et IMEX. On compare les
erreurs relatives dans les tailles du maillage 16, 32, 64, 128, 192, 256 et 320 respectivement
en temps final T, = 1.
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FIGURE 5.3 — Evolution de température évolution du probléme (5.5). On utilise le schéma
IMEX pour approcher (5.5) et choisit le pas de temps At = 107*. (a) la solution de
référence et les résultats du schéma IMEX pour ng = 50, 150 en temps final T,,,4 = 1, (b)
les résultats du schéma IMEX pour n, = 150 aux différents temps ¢t = 0.25, 0.50, 0.75 et
1 respectivement.
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5.3 Le probléme 2D

Dans cette partie, on considére le probléeme bidimensionnel ot la température 7" dépend
du temps t et de deux variables d’espace (s,7) € 2 = (0,1) x (0,1) avec les conditions
limites appropriées :

oT — 0J(K T°*0,T) — 0,(K,0,T) =0, t=0,(s,r)€eQ, (5.28)

ou K et K| sont des constantes positives telles que K| << K. Pour les conditions limites,
on impose un flux au bord en r = 0 et on suppose qu’en r = 1 le flux de température est
nulle ce qui donne :

0,T(t,s,0) = —Q., se(0,1),r=0,t=>0,
(5.29)
0, T(t,s,1) =0, se(0,1),r=1,¢t=>0,

eten s = 0et s = 1, on considére soit des conditions limites périodiques, soit des conditions
limites décrivant les effets du limiteur ce qui permet de faire décroitre la température dans
I’appareil. Donc dans la couche de transition, on a :

T(t,0,r) = T(t,1,r), re(0,1/2),t=0 (5.30)
et dans la couche de scrape, on a

K T°P(t,0,7) 0T (t,0,7) = yT(t,0,r), re(1/2,1),¢>0,
(5.31)
K T°%(t,1,r)0,T(t,1,r) = —yT(t,1,7), re(1/2,1),¢t=>0.

Le modéle vérifie également I'estimation d’énergie suivante :

1d 16 K
——J IT(t,s,r)]*dsdr = ——”J 0, T4 2 dsdr — KLJ 10, T |*dsdr
2dt J, 81 Jg 0

1 1
- ’yf (T(0.7) + [T 1,r)P) dr + K. Q. f T(t,s,0)ds.
1/2 0
Pour discrétiser le systéme (5.28)-(5.31), on utilise une méthode de volumes finis en es-
pace couplée & un schéma de splitting en temps. On commence par présenter le schéma
numérique et par décrire précisément la discrétisation des conditions aux bords. On com-
pare ensuite nos résultats numériques avec ceux obtenus par des discrétisations en temps
classiques explicite ou implicite.

5.3.1 Schéma de splitting en temps.

On utilise un schéma de splitting dans les deux directions. Comme pour le cas 1D,
on utilise un schéma IMEX pour ’équation non linéaire et on trouve des conditions sur
la viscosité v > 0 pour avoir un schéma uniformément stable. On considére d’abord le
probléme non linéaire dans la direction s,

™ —-T"

O (K (T™)"? = v)o,T") = vdiT*, (s,7)€Q, (5.32)
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complété de les conditions aux limites

([ T*(0,7) =T*(1,7), re(0,1/2),

! (K (70,1 = v) &T™(0,7) = AT*(0,7) = va,T*(0,7), 1€ (1/2,1),

(K” (T7(1,7))* — ,,) 0,1"(1,7) = —AT*(L,7) — va,T*(L,r), re(1/2,1),
(5.33)

qui permet de calculer une premiére approximation 7™. On calcule ensuite une approxi-
mation de la solution de I’équation de chaleur linéaire :

\

Tn+1 _T*
At

a laquelle on associe des conditions aux bords de type Neumann homogéne :

0,T"1(5,0) = —Q., s€(0,1),r=0,

— 0.(K, 0, T"™) =0, (s,7)€eq, (5.34)

(5.35)
o, T (s,1) =0, se(0,1),r =1

Pour simplifier la présentation, on donne une estimation de stabilité sur ce schéma semi-
discret (discret en temps et continue en espace), mais la démonstration peut étre facile-
ment adaptée au cas complétement discret.

Proposition 5.7. Supposons que le terme de viscosité vérifie :
K” |T”|5/2 < v, Vn € N.

Alors la solution semi-discrete satisfait l'inégalité suivante :

1 At 1 At
—J (T"’Ll)2 drds + V—J 10, T" 2 dr ds < —J (TO)2 drds—l—V—J |0, T°|*dr ds
2 Ja 2 Jo 2 Ja 2 Jo

n+1

1
— K| At Z [J 10, T*?drds — Q. J Tk(s,O)ds].
k=1 LJ& 0

Preuve. En multipliant (5.32) par T* et en intégrant sur {2, on obtient :

lf ((T*)2 _ (Tn)2) drds < —At J (K” (T")5/2 _ 1/) 0, T 0T dr ds
2 Q Q

—At f v|0,T*|* dr ds
Q

1
—7Atf 70, 7)2 + |T*(1, )2 dr.
1/2

En utilisant ensuite I'inégalité de Young et en prenant v telle que pour tout r € (0, 1),

K| T"(s,")[? < v, VneN,
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on a :

1 At 1 At
—f (T*) drds + e J |0,T*|*dr ds < —J (T™)? drds + = J |0, T"|*dr ds.
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo

(5.36)
De méme, on multiplie (5.34) par T et on intégre par rapport a (s, ) € ) et on obtient :
1
5 J ((T"H)2 — (T*)2> drds < —AtK, J (&T"H)2 drds
Q Q
1
NN J T (s 0ds.  (5.37)
0

De plus, en dérivant (5.34) par rapport a s, on a :

OsT™H — 0,1
At

En multipliant ensuite cette derniére par v, 7" et en intégrant par rapport a (s,r) € Q,

— K (02.0,T") = 0.

f v [(@T”“)2 — (6ST*)2] drds < =2 AtVKJ_J 10, T 2dr ds
Q

r=1

+ VAL [0, T AT

D’o, en utilisant le fait que d,(0,7") = 0, r € {0, 1}, ceci conduit a :

f v [(0ST"“)2 — (8ST*)2] drds < 0. (5.38)

Par (5.37) et (5.38), on obtient :

1 At !
§J (T"H) drds + VT [|0ST"H|2 + K| |6TT"+1|2] drds — AtK, Q J T+ (s,0)ds
0 Q

1 A
<§J(T) drds+y—tj 10,72 dr ds.
Q

Finalement, I'inégalité ci-dessus conjuguée avec (5.36) donne :

1 At !
§f (1) drds + ”7 |0, T" > + Ko |0, 7] drds — At K, Q. f T (s,0)ds
Q Q 0

1 At
<§J( ™2 dr ds+y—f|8T"2drds
Q

Par récurrence et en sommant pour £ = 0,---,n on obtient 'inégalité de la proposi-
tion 5.7 :

1 At 1 At
§J (T"H) drds + V—J 0T 2 dr ds < §J (TO)2 drds—l—V—J |0,T°*dr ds
0 Q

n+1
—KLAt U |0T“drds—QLf T"(s, O)d]
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5.3.2 Une approximation volumes finis.

Pour la discrétisation en espace, on considére un ensemble de ng+1 points (s; 1 /2)0<Z‘<ns
de l'intervalle (0, 1) avec s ;2 =0et s, 1/ =1 quireprésente les points de discrétisation
dans la direction s; et un ensemble de n, 41 points (7;_1/2)o<i<n, de I'intervalle (0,1) avec
r—i2 = 0 et r,,_12 = 1 qui représente les points de discrétisation dans la direction
r.Pour 0 < ¢ <ny,—1, 0 < j < n, —1, on définit la cellule de contrdle C;; par
Cij = (si-1/2, 8iv12) X (rj_12,7j41/2). On note (14, s;) le centre d'une cellule C; ;, As; le
pas d’espace dans la direction s : As; = s;11/2 — 8i_172 et Arj = rj11/2 — 1rj_1/2 celui dans
la direction r. On suppose qu’il existe £ € (0,1) tel que :

Eh < As;, Ar; < h, V(i,j)€{0,....,n, —1} x {0,...,n, — 1}, (5.39)

avec h = max; ;{As;, Ar;}.
On doit construire un ensemble d’approximations 7; ;(¢) de la moyenne de la solution
de (5.2)-(5.3) sur chaque cellule de controle C; ; et on pose :

0 1

T = —— J T°(s,r)dsdr.
TGyl Je,

D’ou la discrétisation volumes finis de (5.32) peut étre écrite :

. n n+1/2 n+1/2
Ty =10 Finjes — Ticupy

3 3

At B Z&Si ’

V(i,7) €{0,...,ns — 1} x {0,...,n, — 1},

ott le flux F;, 1/, ; correspond au flux unidimensionnel donné par (5.26) et aux conditions
limites périodiques pour r; € (0,1/2) et aux conditions (5.27) pour r; € (1/2,1).
Alors, le schéma volumes finis (5.32) peut s’écrire :
ij+1/2 — Tij—1/2

At - Ar ’

J

+1 n+1
Tl "
2, %]

V(i,j)€{0,...,ng—1} x {0,...,n. — 1}

ol Gj j1/2 est donné par :

T_"trll _ il
i =2K, 2= Y i=0,...,n —2. 5.40
Gijr1/2 1 Arjir + Ary J n ( )

De plus, aux bords » = 0 et » = 1, on utilise les conditions limites suivantes :

__}(J_C?L7 ﬂ?j = __17
Gij+12 = (5.41)
0, if = n, —1.

5.3.3 Résultats numériques.

On compare ici les différents résultats numériques relatifs au probléme 2D (5.28)-
(5.31) obtenus en utilisant un schéma de splitting en temps avec un traitement de type
explicite, implicite ou de type IMEX a chaque pas. Comme précédemment, on commence
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par calculer une solution référence obtenue par un schéma explicite avec un petit pas
de temps satisfaisant & la condition CFL At ~ h?. Dans les simulations numériques qui
suivent, on choisit pour les différents parametres physiques : K = 1, K| = 1072, v =
2, Q1 = 10. De plus la température initiale est donnée par :

T°(s,r) = 3, (5.42)

et le temps final des simulations est T,,q = 2.

Pour calculer la solution de référence, on a choisit ny = 300 et n, = 300 alors que
les résultats obtenus par les schémas implicite et IMEX utilisent ny, = 100 et n, = 100
pour différents pas de temps : At = 107%,1072,1073, et 10~*. Tout d’abord, concernant
le temps calcul on voit, dans la Table 5.3, que le schéma IMEX est plus rapide que le
schéma implicite. De plus, 'erreur numérique présentée dans la Table 5.4 est du méme
ordre pour chacun des deux schémas. D’ot1 le schéma IMEX est clairement de ce point de
vue meilleur que le schéma implicite.

| At (10711072 [10* [107*
Schéma implicite | 4.02 | 25.64 | 172.95 | 1327.50
Schéma IMEX 1.62 | 4.42 | 36.24 | 403.63

TABLE 5.3 — Temps de calcul pour le probléme en 2D (5.28)-(5.31) en utilisant le schéma
implicite et le schéma IMEX au temps final T,,; = 2.

(Al 10" [107 [10° [10°
Schéma implicite | 0.2245 | 0.0236 | 0.0020 | 2.1985¢-04
Schéma IMEX | 0.2093 | 0.0213 | 0.0018 | 2.4385¢-04

TABLE 5.4 — Erreurs relatives pour le schéma implicite et le schéma IMEX comparées avec
la solution de référence pour le probléme en 2D (5.28)-(5.31) au temps final T,,4 = 2.

On veut maintenant étudier 'effet du schéma de splitting sur 'erreur numérique et sur
le cotit calcul. On propose donc également une comparaison entre les différents schémas.
On compare d’abord le temps de calcul pour le schéma IMEX avec et sans la méthode
de splitting pour un pas de temps At = 1073, (ng,n,) = (50,50), (100, 100), (300,300)
et (500,500). D’une part, on remarque, dans la Table 5.5, que la méthode de splitting
est beaucoup plus rapide que la méthode sans splitting quand le nombre de points de
discrétisation augmente.
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[ ng x n, | 50 x 50 | 100 x 100 | 300 x 300 | 500 x 500 |
Schéma IMEX Non-splitting | 11 60 505 2112
Schéma IMEX splitting 16 36 219 601

TABLE 5.5 — Temps de calcul du schéma IMEX avec et sans splitting au temps final
Tong = 2.

D’autre part, on compare les erreurs numériques correspondant aux deux stratégies
avec (ng,n,) = (100,100), At = 1073 dans la Table 5.6, et en particulier les schémas
implicites (avec et sans splitting) et IMEX (avec et sans splitting). On note que la méthode
sans splitting est toujours plus précise que celle avec splitting.

‘ Schéma ‘ Splitting implicite ‘ Splitting IMEX ‘ Implicite ‘ IMEX ‘
‘ Erreur numérique ‘ 2.x 1073 ‘ 2.x 1073 ‘ 5. x 1074 ‘ 5. x 1074 ‘

TABLE 5.6 — Erreurs relatives pour les différents schémas numériques comparés avec la
solution de référence pour (ng,n,) = (100, 100), At = 1073 au temps final T4 = 2.

Dans la Figure 5.4, on montre I’évolution de 'approximation de la température (5.28)-
(5.31) dans le domaine de calcul €2, qui est divisé en deux régions : une couche de transition
et une couche SOL comme illustrée dans la Figure 5.1. On initialise la température a une
constante et on observe immédiatement une décroissance rapide de la température dans
la région SOL jusqu’a ce qu’elle devienne singuliére proche du limiteur (qui correspond
aux bords s = 0 et s = 1 pour r > 1/2). D’autre part, dans la couche de transition, la
température converge vers un état d’équilibre qui est homogeéne en s € (0, 1). Les différents
schémas donnent le méme comportement qualitatif de la solution.

Dans la Figure 5.5, on trace 1’évolution de la température en r = 0.25, r = 0.75 et
s =107% et s = 0.5 respectivement. D’aprés Kocan et al. |14, 16|, la diffusivité thermique
parallele est bien plus grande que la diffusivité thermique perpendiculaire, i.e K >> K.
Par conséquent, la température devient constante le long des lignes de champ magnétique
qui correspondent a s € (0,1). On voit dans la Figure 5.5(a) que la température est
constante pour tout temps bien que les forts gradients fassent se développer une couche
limite en s = 0 et s = 1 dans la région SOL. Dans la direction perpendiculaire r la
situation est différente. On observe également a ¢ = 2 une décroissance linéaire (par
rapport a 7) de la température dans la couche de transition (0.5 < r < 1), qui est due
au flux de chaleur ), sur le bord r = 0, et ensuite une décroissance exponentielle dans
la SOL (0.5 <7 < 1). Ces résultats numériques correspondent a ’analyseur de retard de
champ (RFA) [15, 14, 16].
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FIGURE 5.4 — Evolution de température du probléme (5.28).
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On présente finalement 1’évolution de la dissipation d’énergie par rapport au temps :

1d

QEL Tt s,0)2dsdr — & + & + &,

avec
p

& = —J (&) () 0,11 + K110, ) drds,
Q

1
{ Ey = —yf T(t,1,7)* + T(t,0,r)*dr,
1/2

1

"JI_QJ_ KJ_ J T(t, S,O)dS.
0

53 :
\
La Figure 5.6 présente les termes &, &, & comme des fonctions de t. On trace ces
termes obtenus par les schémas implicites et IMEX. Notons que ces deux figures sont
quasiment les mémes. En fait, au début de la simulation, il y a une décroissance rapide
de la température, et donc la quantité —&;, représentant le rapport d’échange de 1’énergie
totale dans le domaine €2, est croissante pour ¢t < 0.1. Elle converge ensuite vers un état
d’équilibre pour des temps plus longs. D’autre part, la quantité —&, décroit par rapport
au temps, ceci est dii a I'anisotropie entre K| et K. En effet, 'énergie est transférée au
limiteur dans la région SOL alors que dans la direction radiale r, la diffusitivité thermique
est petite. Enfin, comme on I’a vu dans la Figure 5.5, sur le bord du coeur, la température
ne varie pas significativement, et donc la quantité &3 croit légérement en temps.
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FIGURE 5.6 — Evolution d’énergie de dissipation par rapport au temps du probléme (5.28),
avec At = 0.001.
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5.4 Le probléme couplé

Dans cette partie, on considére le modeéle 2D complet (5.2) composé de deux espéces
de particules différentes, les ions et les électrons. On notera T; (respectivement 7T,) la
température des ions (respectivement des électrons) qui dépend du temps et des deux
variables d’espace (s,r) € €. Les deux équations sont couplées par un terme source non
nul qui équilibre la température entre les deux espéces de particules,

0Ty — 0(K | T 0.T)) — 0,(K 0, Ty) = +B(T; — To), for (s,1) € Q,
(5.43)
OiT, — 05(K| . T2*0,T.) — 0,(K 1 .0,T.) = —B(T; — T.), for (s,7) € Q,

ou K| ; << Kj;, Ki.<< K|, et 3 est une constante négative. Ces deux équations sont
complétées avec le méme type de conditions limites que dans (5.29)-(5.31).

5.4.1 Schéma de splitting en temps

On discrétise maintenant le systéme complet (5.43) en utilisant un schéma de splitting
en trois étapes. Supposons connue une approximation de la solution (7,,T;) au temps t"
et notons la (7, T7*). Alors, on approxime d’abord la partie terme source couplant les
deux température T, et T; en utilisant un schéma implicite qui conduit a :

1 1 1 1
(1o — V(14— 1
i 2( 1-25&) c +2< +1—25At) i

1 1 1
(4 —— T4
e = o+ oA T + 3!

(5.44)
1 n
11— 2/3At>Ti '

Il est clair que (5.44) garantit la positivité de la température. On utilise ensuite les mémes
étapes de splitting en temps que précédemment dans la direction s et dans la direction r
de la fagon suivante. D’une part on calcule T* pour « € {e, i} en résolvant (5.32)-(5.33).
D’autre part on applique la derniére étape (5.34)-(5.35) dans la direction r.

De plus, pour le schéma (5.32)-(5.33), (5.34)-(5.35) et (5.44), on démontre également
une estimation d’énergie donnée dans la proposition suivante.

Proposition 5.8. Soit T° une donnée initiale positive et telle que T° € L*(0,1). Suppo-
sons que pour « € {e, i}, le terme de viscosité soit tel que pour tout r € (0,1),

max K| o|T05* < v, VYneN.
a€efi,e}
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Alors, la solution numérique, donnée par (5.44), vérifie :

% Z J[|ng+1|2 + Atv|o, TP | drds
Q

aefi,e}
1 0)2 02
< 3 Z JQ[|TQ| + Atv 0,10 | drds
aefi,e}
n+1
— At )] ZKMJ 0, 7% dr ds
aefie} k=1 Q
n+1 1
+ At ) ZKMQMJ TF(s,0)ds.
ae{ie} k=1 0

Preuve. On remarque tout d’abord que 'estimation d’énergie des deux derniéres étapes
dans les directions s et r sont les mémes que celles démontrées dans la Proposition 5.7.
D’ou :

1

EJ [T2 4+ v A ([0T0 ) + Koo TR ) | drds
Q

1 1
< §J [T 2 + Atv [T P |drds + AtK o Q1 J To*(s,0) ds.
Q 0
Par conséquent pour terminer la preuve de 'estimation d’énergie, on observe juste que
(5.44) peut étre rééerite comme suit :

T - T = A (T - T),

(5.45)
T T - AL (T - TY).

En multipliant la premiére équation de (5.45) par T et la seconde par 7" et en intégrant
suivant (r, s) € , on obtient :

1 1
3 | T s < 5 | I mrpads
2 Jo 2 Jo

De plus, en différenciant (4.3) par rapport a s et en multipliant la premiére équation par
vosT} et la seconde par vo,T), on a :

Kf 0,112 + |0, Pdrds < Kf 10,T72 + |0,T™2drds.
2 Jo 2 Jo
Finalement, on obtient donc :

% )y f [T + A (v [0 + Kol TR P) | drds
aefi,e} Q

1
< 5 2 | LIT0P + At (0T + Ko |0,T2) ] dreds

aefi,e} Q

1
— At Y K aQia J T (s, 0)ds.

a€efi,e} 0
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En sommant sur £ = 0,--- ,n on termine la preuve. O

Enfin, la discrétisation en espace est faite en utilisant le schéma de volumes finis
présenté dans la section 5.3.2.

5.4.2 Reésultats numériques

On compare ici les résultats numériques obtenus par le schéma implicite et le schéma
IMEX pour (5.43). On prend Kj; =2 x 0.01, Kj. =1, K,; =001, K, . =0.01, v =
0, 7% =25, Qi;=Q1.=10et § = —0.02. La température initiale est telle que :

T(s,7) = 3, and T (s,7) = 3, (s,7) € Q.

Le temps final de la simulation est T.,; = 1 et la taille du maillage est choisie de sorte
que ng = 100, n, = 100.

On trace la température des ions et des électrons et on compare leur rapport a différents
temps. Le but est de comparer les différents comportements entre les températures des
ions et des électrons au bord et dans la SOL d’un Tokamak [31].

On montre dans la Figure 5.7, ’évolution de la température. A gauche, on présente la
température des électrons et a droite celle des ions. Notons tout d’abord que la diffusivité
thermique paralléle des électrons est presque 100 fois plus grande que celle des ions |1 1, 50],
et que le rapport d’échange d’énergie des électrons au bord r € (0.5, 1) dépend de O(TQ3/ 2);
d’ou la température a une décroissance rapide dans la SOL. Cependant, les conditions
limites pour les ions dans la SOL sont données par une condition de type Neumann
homogéne 0,T; = 0, ce qui signifie qu’il n'y a pas d’échange d’énergie dans le limiteur.
D’ou la température des ions varie peu dans la SOL.

D’autre part, le rapport entre la température des électrons et celle des ions est pré-
senté dans la Figure 5.8. Cette figure illustre le fait que dans la couche de transition, les
températures des ions et des électrons sont presque les mémes. Cependant, dans la SOL,
au temps final T,,4 = 1 le rapport 7 devient grand proche du limiteur & cause de la condi-
tion limite 0,7, o TQ3/ ?. Lévolution du rapport 7 dans la direction radiale est donnée
dans la Figure 5.8. On remarque que dans la couche de transition le rapport 7 est presque
égal a 1, alors que dans la SOL ce rapport devient grand. Par exemple, au temps ¢ = 1,
le rapport 7 = 6 pour s = 1/2 alors qu'il vaut 45 pour s = 1072. Ces comportements
correspondent aux résultats obtenus expérimentalement par Kocan et al. |14, 16]|. Enfin,
on fait varier le paramétre S pour étudier le terme source d’équilibre dans la Figure 5.9
et on observe que lorsque le paramétre || est grand, la rapport 7 diminue.

5.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre différentes approximations numériques pour une équa-
tion de température non linéaire décrivant 1’évolution de la chaleur dans un plasma ma-
gnétiquement confiné dans la région du bord d’un Tokamak. Des comparaisons numériques
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5.0. Annexe A : Un schéma semi-implicite

montrent que le schéma IMEX, basé sur une décomposition de l'opérateur de diffusion
non linéaire couplé a stratégie de splitting, donne un schéma numérique efficace en terme
de précision, stabilité, et temps calcul. L’étape suivante consisterait a coupler le modeéle
présenté ici avec les équations de transport pour la densité et la quantité de mouvement
du plasma.

5.6 Annexe A : Un schéma semi-implicite

On considére ici un schéma semi-implicite pour le probléme (5.5) de la forme

n+1/2 n+1/2
T Fihy = F
i i Tivl)2 1/2 0<i<n, —1,

At As; ’ (5.46a)

,-Z—‘z‘O:TO,ia Oélgns—l,

avec les flux numériques suivants

n+1/2 n n
]:z‘—+1/é = 2K||(Ti_1/2)5/2(asT +1)z‘—1/2
T+ | T T
i 2 | Asi+Asiy’

FE = 2KII( iZ1/2)5/2(asTn+1)i+1/2

— 2K i=1,...,N,—1,  (5.46Db)

i+1/2
(T 4+ TP T — et
= oK, | ——¢ o L i =0,...,N,—2 5.46
I | 2 ] Asi-i-l + ASZ‘ ) b ’ ’ ’ ( C)
Fro o= (5.464)
F, 17\337152 = _’VTJT\Lfﬁl- (5.46e)

La propriété de stabilité du schéma 5.46 peut étre obtenue comme suit. On prend la
semi-discrétisation du probléme (5.5) suivante

Tn+1 _Tn

_ n\5/2 n+1
A7 0s (K (T2, 1Y) | (5.47)

En multipliant (5.47) par T""! et en intégrant dans l'intervalle (0,1), on a

f () =7 ) ds - —Atf

0 0

(@ (2 ds—ey (1) + (T31)?)
(5.48)

Ensuite, on en déduit

ljl (Tn+1)2 1 Jl (T"ds < Jl ((Tn+1)2 _ Tn+1Tn> d
2 ), 2 S ’

0

< At f 1 ((T")5/2 (OST"+1)2> ds.  (5.49)

0
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On peut prouver la positivité de T™ en suivant la proposition 5.5. Ainsi on a
17" e < T2 < - < T2 (5.50)

Ce schéma semi-implicite (5.46) est inconditionnellement stable. De plus en utilisant une
méthode point-fixe, on obtient un schéma implicite basé sur (5.46). Posons TO) =T on
change légérement (5.46) comme suit

7®) _m Fiirp— Fi
= “/2A V2 i=0,...,N,— 1, (5.51a)
S

k—1
Fiap = KT ))P0,0%)

[ (k— ~1)7%2 e k
1) ) k) _ (k)
= 2K, | = =l . =l i =1,...,N,—1, (5.51b
I 2 ASZ‘ + Asi_l > ¢ ’ ’ ’ ( )
Fivip = KH(7;%;/12))5/2(53T(k))i+1/2
[ (k— ~1)7%2 e k
1) 1) k) _ k)
= 2K | =t . A8 S =0,...,N,—2, (5.51
” 2 Asi-i-l + ASZ" ! ’ ’ ’ ( C)
Foap = AT, (5.51d)
FNe-12 = ’VT](\Z),T (5.51e)

Dans chaque pas de temps, on commence la boucle par £ = 1 et on s’arréte quand la
différence entre T¢ =1 et T®*) est petite. Enfin, on reproduit les mémes cas tests de la
section 5.2.7. Le tableau 5.7 présente le temps de calcul du schéma semi-implicite (5.46) et
du schéma implicite (5.51). On observe que les temps de calcul de ces deux schémas sont
presque les mémes. En comparant avec le tableau 5.1 de la section 5.2.7, on voit que le
schéma semi-implicite (5.46) est plus efficace que le schéma implicite résolu par méthode
de Newton (5.14). Cependant, le schéma IMEX (5.25) est encore beaucoup plus efficace
que ce schéma semi-implicite. Les erreurs relatives sont présentées dans le tableau 5.8. Ces
deux schémas ont le méme ordre de la précision par rapport au schéma implicite (5.14)
et au schéma IMEX (5.25).

| At [102]10°%]10* [10° |
ny =250 ]0.02 [0.25 [2.64 [25.40
n, =150 | 0.12 | 1.12 | 11.25 | 115.06
ny =250 |0.04 [0.26 [ 2.69 |26.19
n, =150 | 0.18 | 1.18 | 11.53 | 117.05

Schéma (5.46)

Schéma (5.51)

TABLE 5.7 — Temps de calcul pour le schéma semi-implicite (5.46) et le schéma implicite
(5.51) en seconde. Le temps de simulation final est 7,4 = 1.
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| At 102 J10° 101 [10° |
j e =50 | 0.0598 | 0.0598 | 0.0598 | 0.0598
Schéma. (5.46) n, = 150 | 0.0181 | 0.0181 | 0.0181 | 0.0181
] ne =50 | 0.0571 | 0.0598 | 0.0598 | 0.0598
Schéma. (5.51) n, = 150 | 0.0177 | 0.0181 | 0.0181 | 0.0181

TABLE 5.8 — Erreurs relatives du schéma semi-implicite (5.46), du schéma implicite (5.51)
par rapport a la solution de référence. Encore on compare ces erreurs relatives en temps

final T,,4 = 1.
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