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Résumé

Ce travail a pour cadre les modules de Drinfeld et plus généralement certains
T-modules. On y regarde deux problemes de nature diophantienne. Dans une
premiere partie on démontre sur les modules de Drinfeld des résultats autour
du probleme de Lehmer. Plus précisément, nous donnons une minoration de la
hauteur canonique des points algébriques en fonction de leur degré. Dans la se-
conde partie on s’intéresse aux répartitions de points de torsion des T'—modules
dans les sous-variétés algébriques d’un espace affine dans I’esprit des conjectures
de Manin-Mumford.

0.1 Minoration de hauteurs canoniques
Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier p quelconque. On note :
A:=TF,[T] et k:=F,(T);

respectivement I’anneau principal des polyndémes a une indéterminée T a coeffi-
cients dans IF, et son corps des fractions. La place a 'infini de k est représentée
par la valuation 1/T—adique vy /p = voo = — degy dont la valeur absolue sur k
est :

—voo ()

[loo :=¢q

Nous notons :
koo :=TFq((1/T));

le complété 1/T—adique de k. Nous désignons également par k et ko, une cloture
algébrique de k et, respectivement, de k., initialement choisies et telles qu’elles
contiennent toute extension finie de k£ que nous allons considérer. Nous conve-
nons également d’appeler :

C:= (K)o@y

le complété 1/T—adique de koo, de maniere qu’il soit un corps non seulement
algébriquement clos, mais aussi complet par rapport a la valuation 1/7—adique.
Toute extension finie de k se trouve ainsi plongée dans C. On notera finalement
7 I'automorphisme de Frobenius de C d’exposant ¢ et k{7} I’anneau des endo-
morphismes de C correspondant aux polynomes additifs & coefficients dans .

Dans ce premier chapitre nous allons nous occuper des modules de Drinfeld,
qui sont les objets mathématiques suivants.
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vi RESUME
Définition 0.1.1. Un module de Drinfeld de rang d, ot d € N\ {0}, défini
sur k, est la donnée d’un couple :

D = (G,, ®),

ou DD est le groupe additif Go(C) et © est ’lhomomorphisme injectif de Fy—algébres
sutvant :

O A k{r},
ayant pour expression :
d
(I)(T) = Z aiT’La
=0

o :
ao(T) =T et aq(T) #0.

On définit k(®) := k(a1, ..., aq) le corps des coefficients ou corps de définition
de D.

On appelle point de torsion du module de Drinfeld D = (G, ®) tout point
x € k tel qu’il existe un élément a € A\ {0} tel que :

®(a)(x) =0.

On notera dorénavant avec la notation ]D)(E_to,«s, I’ensemble de tous les points

o )
de torsion de D et par D(k) 7 := D(k) \ D(k)iors. I'ensemble des points pas de
torsion du module de Drinfeld D = (G,, ®).

Les modules de Drinfeld dont nous allons nous occuper dans le premier cha-
pitre de cette these sont ceux d’une famille particuliere que nous définissons ici.
Nous adoptons les notations suivantes. Etant donné N € N\ {0}, on définit :

Py (k) :=={l € A irréductibles et unitaires ,degp(l) = N}.

On dira aussi qu'un polynéme irréductible unitaire | € A respecte la propriété
RV ! par rapport a & si :

1. Pour toute place w de k(®) divisant v; (place sur k associée & l) dans
Pextension k(®)/k, les coefficients a; de ® sont tels que w(a;) > 0 et :

ddegrp (1)

() (X) = X1 mod (w);

dans 'anneau des polynémes A, /(w)[X], out A,, est 'anneau des w—entiers
dans k(®);

2. [ a degré d’inertie 1 dans l'extension k(®)/k (nous disons dans ce cas que
[ n’est pas inerte dans cette extension).

Définition 0.1.2. Soit r €]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D =
(Gq, ®) est dit RV (), ou, a bon r-relévement de son anneau des endomor-
phismes, si pour tout nombre naturel N > 0 :

rN

q
> .
{l € Py(k)l est RV} > 1~

1. Terminologie choisie puisqu’on va imposer des conditions de réduction suivant certaines
valuations
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0.1. MINORATION DE HAUTEURS CANONIQUES vii

Le résultat que nous proposons dans le premier chapitre est une minoration de
la hauteur canonique des points non de torsion d’un module de Drinfeld de
type RV (r), pour tout r €]0,1] fixé, dans le cadre du probléme de Lehmer.
Ce probléeme, que nous expliquerons en détail au cours de la premiere partie de
ce chapitre, peut se résumer comme il suit. On définit :

h(z) = RO Z Ny max{0, —w(z)};

w places sur k(z)/k

la hauteur logarithmique d’un point z € k. La hauteur canonique de z
par rapport au module de Drinfeld D est alors définie comme il suit :
~ h(®(T™)(x
n— 00 qen
Il est possible de remarquer que x est un point de torsion par rapport a ID si et

seulement si : R

Le probléme de Lehmer dans sa version relative aux modules de Drinfeld
propose alors de trouver une minoration de hp(z), ot « € k est un point pas de
torsion par rapport a D, en fonction du degré D de x sur k. On conjecture qu’elle
pourrait étre de 'ordre de grandeur de 1/D qui serait optimal (voir [Denl]).

Soit € k tel que D = [k(x) : k]. Nous appellons Dy, le degré séparable
de x sur k et D, ; le degré purement inséparable de x sur k. Il s’ensuit que
D = Dsep Dy

Ce que nous montrons est alors le Théoréme suivant.

Théoréme 0.1.3. Soit D = (G, ®) un module de Drinfeld de type RV(r).

Pour tout x € D(k)n7 de degré D = Dgep Dy sur k on a une minoration de
la hauteur canonique de x sous la forme suivante :

~ loglog, D)2+7a(®)
f(z) 2 C 1J(rg—“"ga(ofl>g;r ) 1+ 2 (P ;
DD, ;" (log, D)1+ al®)

ot a(P) est une valeur > 1 ne dépendant que du choiz de ® mais pas de d et
de r, C' est une constante strictement positive qu’on calculera explicitement et :

log, () := max{1,log,(.)};

et :
loglog, (.) := max{1,log,log,(.)}.

Nous obtenons une minoration d’ordre de grandeur polynomial en 1/D en
général, et I'exposant de 1/D est optimal dans le cas séparable. Nous montrons
un tel résultat en adaptant la méthode de M. Laurent pour une courbe elliptique
& multiplication complexe dans [Laul] : on suppose par 1’absurde que pour tout

C > 0 il existe x € D(k)nT tel que la valeur hp(x) soit strictement inférieure a
celle indiquée avant ; avec le Lemme de Siegel (voir Lemme 1.2.13) on construit
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un polynéme auxiliaire s’annulant en x et ayant une nature telle qu’il ne peut
étre qu’identiquement nul. La condition d’avoir assez de premiers a réduction
supersinguliere est essentielle pour le fonctionnement de la méthode et en raison
de cela nous nous proposons de montrer qu’une classe raisonnablement grande
de modules de Drinfeld, comme celle des modules de Drinfeld & multiplication
complexe respecte une propriété analogue & RV(1), qui nous permettera d’en
déduire une minoration de ﬁ@(m), pour tout z € D(k)y7, du méme ordre de
grandeur en D, a des changements de la constante C' pres.

0.2 Points de torsion et variétés

L’objet de notre étude dans le deuxieme chapitre est un probleme géométrique
sur les T'—modules. Ces derniers sont une généralisation naturelle des modules
de Drinfeld en dimension supérieure. Nous prendrons la définition suivante qui
prend son origine dans le texte de G. Anderson ([A]). Nous garderons les no-
tations introduites dans la section précédente pour tous les sous-anneaux de C
considérés. Si K est un corps et n,m deux entiers naturels pas nuls, la nota-
tion K™™ indiquera aussi I’anneau des matrices définies sur K, a n lignes et m
colonnes.

Définition 0.2.1. Un T—module A = (G}, ®) de degré d et dimension m > 1
défini sur un corps F C k est le groupe algébrique G, qui a une structure de
A—module donnée par ’homomorphisme de Fy,—algebres :

O:A— Frr}

d
T Z ai(T)7"
i=0
ot ag(T) (la différentielle de ®(T)) est sous la forme :
ao =TI, + N;

ou N est une matrice nilpotente, et ay # 0. Ce qui montre d’ailleurs que ®
est injectif, tout comme dans le cas d’un module de Drinfeld (qui n'est qu’un
T—module de dimension 1).

A tout T—module, G. Anderson (voir [Goss], Proposition 5.9.2) associe une
unique fonction € de C™ dans lui méme vérifiant :

e(aoT) = ®(T)(e(7));

telle que :

e@) =T+ BI;

i>1

ol B; € F™™ pour tout i € N\ {0} et 77" est obtenu par élévation & la puissance
q" de chaque composante de ZT. On I'appelle 'exponentielle du T'—module.

Définition 0.2.2. L’ensemble des points de torsion dans A= (G, ®) est :

Aors. = {T €&, 3a(T) € A\ {0}, ®(a)(T) = 0}.

http://doc.univ-lille1.fr
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0.2. POINTS DE TORSION ET VARIETES ix

Dans ce chapitre on développe une stratégie qui a pour but la preuve d’une
version de la Conjecture de Manin-Mumford spécifiquement adaptée au cas
d’une classe particuliere de T—modules. Rappellons brievement les origines de
cette conjecture.

La conjecture de Manin-Mumford classique, traitant la situation d’une courbe el-
liptique plongée dans sa Jacobienne a été prouvée (voir [R1]) et ensuite généralisée
(voir [R2]) dans la formulation qui suit :

Théoréme 0.2.3. Soit X une sous-variété algébrique d’une variété abélienne
A, les deuz étant définies sur un corps de nombres. Si X contient un ensemble
Zariski-dense de points de torsion, alors X est la translatée d’une sous-variété
abélienne de A par un point de torsion.

La version faible montrée dans [PZ] est une conséquence du Théoreme 0.2.3
et se formule de cette maniere :

Théoréme 0.2.4. Sous les mémes hypothéses que le Théoreme 0.2.3, si X ne
contient pas de translatées de sous-variétés abéliennes de A de dimension > 0
par un point de torsion, alors X n’a qu’un nombre fini de points de torsion.

Dans le cadre des T'—modules, pour expliquer notre travail on utilisera les
définitions suivantes.

Définition 0.2.5. Un sous-T'—module B d’un T—module A est un sous-groupe
algébrique conneze de (A,+) tel que ®(T)(B) C B.

Remarque 0.2.6. On indiquera dorénavant par dimension d’un sous-T—module,

sa dimension en tant que variété algébrique. On remarque qu’un sous-T—module
B < A non trivial (donc, B # A,0) a une dimension strictement inférieure a
celle de A. Les sous-T—modules d’un T—module ne sont donc pas forcément
des T—modules (bien qu’habituellement ce sont des sous-groupes algébriques iso-
morphes a des puissances de G, voir par exemple [T] pour les sous-T'—modules
des puissances d’un module de Drinfeld) mais cette terminologie fréquente est
suffisante pour notre propos.

Une formulation analogue du Théoréme 0.2.4 a été montrée par T. Scanlon
dans [Sc] pour les T—modules qui sont la puissance d’'un module de Drinfeld
(que nous allons définir ici tout de suite), en utilisant la théorie des modeles
et se basant sur un précédent résultat de L. Denis (voir [Den3]), ol le méme
résultat est montré pour une puissance d’un module de Drinfeld, mais sous une
hypothese supplémentaire sur la nature de ce dernier. Etant donné Dy et Dy
deux modules de Drinfeld de rangs respectifs d; et ds et définis respectivement

sur les corps JFi et Fa contenus dans k, dont la structure de A—module est
donnée respectivement par les morphismes de F,—algebres :

dy
O :T—T+ Zai(T)Ti;
i=1

et :
da
y: T T+ > Bi(T)r
i=1

http://doc.univ-lille1.fr
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le module produit D; x Dy = (G2, ®; x ®3) de Dy et Dy, est le T—module
de dimension 2 défini sur le compositum des corps F; et Fo selon le morphisme
produit qui suit (on suppose que dy < dg) :

<I>1><<I>2;TH>T12+§:(O“E)T) &?T)>Ti+ i: <8 &?T))Ti'

i=1 i=di+1

Par récurrence, on étend une telle définition au produit de n modules de Drin-
feld avec n > 2.

Le résultat de Scanlon est le suivant.

Théoreme 0.2.7. Soit A := D™ = (GI*,®™) un T—module puissance d’un
module de Drinfeld D = (Go, ®) donné, défini sur le corps F C k. Soit X une
sous-variété algébrique irréductible de A. Si X(F)iors. est Zariski-dense dans
X, alors X est une translatée d’un sous-T—module de A par un point de torsion.

La classe de T—modules a laquelle nous nous sommes intéressés est celle des
T—modules a la fois abéliens et uniformisables. Un T'—module A abélien,
défini sur un corps F C k, est un T—module comme dans notre Définition
précédente, dont le rang (le rang sur F[T'] du F[T]—module Homr(A, G,),
voir Définition 2.1.7) est fini. Un T'—module est dit d’ailleurs uniformisable si
la fonction exponentielle qu’on lui associe est surjective. Ce sont des hypotheses
de régularité classiques hors desquelles il semble dangereux de s’aventurer.

Le Théoreme 0.2.7 est valable pour une puissance d’'un module de Drinfeld
et on peut montrer qu’'un tel T—module est abélien et uniformisable. Nous ver-
rons toutefois lors de la premiere partie du chapitre 2 que les seules hypotheses
abéliens et uniformisables ne sont pas suffisantes. Par exemple nous établirons
qu’il existe des T—modules vérifiant ces deux hypothéses mais qui admettent
des sous-T7—modules pour un j € N\ {0}, donc qui contiennent une infinité de
points de torsion, mais qui ne contiennent pas de translatés de sous-T'—modules
non triviaux. De plus on verra que les produits de deux modules de Drinfeld de
rangs différents posent également probleme.

Du c6té des sous-T'—modules, les exemples semblent montrer que pour un

T—module A donné, les sous-a(T')—modules (c’est & dire, les sous-groupes algébriques

connexes et stables par l'action de ®(a(T")) pour a(T') € F,[T] \ F,) soient tou-
jours des sous-T?—modules pour un certain j € N\ {0} ne dépendant que du
choix de A. C’est pourquoi on sera amené a la conjecture suivante :

Conjecture 1. Soit A = (G, ®) un T—module uniformisable de dimension
m et rang d, tel qu’il existe i € N\ {0} tel que la matrice coefficient dominant
de Uitéré ®(T*) est inversible. Il existe alors j(A) € N\ {0} tel qu’on ait la
propriété suivante. Soit X une sous-variété algébrique irréductible de A, telle
que dime(X) > 0, définie sur k. Si X ne contient pas de translatés de sous-
T3 —modules de A de dimension > 0 par des points de torsion, alors X ne
posséde qu’un nombre fini de points de torsion de A.

On verra dans le deuxieme chapitre que '’hypothese que le coefficient domi-
nant de ®(T"), pour un i € N\ {0}, soit inversible implique le fait que A est
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abélien.

La suite du deuxieme chapitre sera consacrée a présenter une attaque possible de
cette conjecture. La méthode que nous nous sommes proposés de suivre est ana-
logue & celle contenue dans le travail de J. Pila et U. Zannier [PZ] : en supposant
que A soit un T'—module abélien et uniformisable nous ramenons le probleme
dans Despace tangent Lie(A) de A en observant qu'’il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels sur ko, sous la forme suivante :

Lie(A) ~C™ ~ k% & Lib;

ot k& est la partie de torsion de Lie(A) et Lib sa partie libre vis & vis du
quotient de cet espace par le réseau des périodes (c’est a dire ’ensemble des
zéros de 'exponentielle) A, qui est isomorphe & A? en tant que A—module. Par
conséquent, les points de torsion de A correspondent aux points k—rationnels
dans k.. En appelant m; : Lie(A) — k% la projection de I'espace tangent
dans sa partie de torsion, tout se ramene a I’étude de ’ensemble analytique
Z :=m(e (X)) C k&. La méthode consiste & prouver les trois points suivants.
Nous ne prouverons ici que le premier de ces points.

1. Majorer le nombre de points de torsion de Z \ Z%9- (ott Z9- est la partie
algébrique de Z, soit, 'union de tous les sous-ensembles semi-algébriques

de Z) en nous inspirant de certaines techniques contenues dans les travaux
de J. Pila [P] et de J. Pila et J. Wilkie [PW].

2. Montrer que Z%9 est exactement I'union des ensembles algébriques dans
Z de la forme z + m (e X(B)), o1 7 € Z(k) et B varie dans la famille des
sous-T7—modules de A, avec j € N\ {0} fixé par le choix de A.

3. Minorer le degré algébrique de points de torsion de maniere incompatible
avec I’estimation obtenue du point 1 si le nombre de ces points de torsion
tend a linfini.

Le résultat contenu dans le deuxieme chapitre est donc I’obtention du point 1,
et plus précisément de ’énoncé suivant.

Théoreme 0.2.8. Pour tout € > 0 il existe une constante c(e) > 0 telle que
le nombre des points de a(T)—torsion contenus dans l'ensemble Z \ Z*9-, pour
n’importe quel a(T) € A\ {0}, est au plus :

c()|a(T)[1/r-

Un passage décisif de la preuve consiste & prouver une version 1/T—adique
du Théoreme de la Fonction Implicite Analytique. Bien que la preuve ait été
trouvée indépendamment, ce résultat se trouve déja dans [I], Theorem 2.1.1,
page 18. Nous proposons également une telle démonstration pour garantir un
caractere complet du texte présent. Ce résultat sera prouvé lors de la deuxieme
partie de ce chapitre. On en déduira le Théoreme 0.2.8 dans une troisieme partie.
Enfin les deux derniers points suivants de la méthode seront discutés brievement
lors de la quatrieme et derniere partie.
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Chapitre 1

Minoration de hauteurs
canoniques

1.1 Introduction

On se propose d’étudier une version du Probleme de Lehmer dans le cas des
modules de Drinfeld dont I’anneau des endomorphismes respecte les propriétés
de bon relevement RV(r) et RV(r)* (en gros, qu’il y a assez de polynémes
irréductibles et unitaires & réduction supersinguliere, dans le cas RV(r) quelque
soit leur degré, dans le cas plus faible RV(r)* seulement pour une valeur assez
grande de ce degré, voir les définitions 3 et 4 pour les énoncés précis) dans la
situation qu’on va décrire. On notera A := F,[T] ’anneau des polynémes & une
variable sur le corps fini & ¢ éléments, sa caractéristique étant le nombre premier
p. On notera par ailleurs k son corps de fractions.

Toute étude a caractere diophantien développée sur un module de Drinfeld,
ainsi que sur un T'—module, repose sur d’importants paralleles avec le cas des
corps de nombres : respectivement, sur une courbe elliptique et une variété
abélienne. Evidemment, ’anneau A et son corps de fractions k sont les ana-
logues, respectivement, de ’anneau des entiers Z et de son corps de fractions
Q. De la méme maniere on définit ’analogue ko, de R, qui est la complétion
archimédienne de Q, comme la complétion de k par rapport a la valeur absolue
|.|1/7 correspondant & la place a I'infini. On fixe alors une cloture algébrique de
k contenant toute extension finie de k que nous allons considerer, qu’on appelera
k, ainsi qu'une cloture algébrique ko, de koo, respectant la méme condition par
rapport a ce dernier. Comme la cléture algébrique d’un corps complet ne reste
pas forcément complete ’analogue de C ne sera donc pas ko, mais sa complétion

C = (Fo) oo

Définition 1.1.1. Soit :
7:C—=C

z 29

U'automorphisme de Frobenius sur C et k{7} l’anneau des endomorphismes de
C correspondant auzx polynomes additifs a coefficients dans k. Un module de
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2 CHAPITRE 1. MINORATION DE HAUTEURS CANONIQUES

Drinfeld de rang d, ot d € N\ {0}, défini sur k, est la donnée d’un couple :
D = (G,, ®),

ouD est le groupe additif G,(C) et ® est ’homomorphisme injectif de F,—algébres
le suivant :

oA k{r},
ayant pour erpression :
d
(T) = Z a; T
i=0

ou :
ao(T) =T et ad(T) 75 0.

On définit k(®) := k(a1, ..., aq) le corps des coefficients ou corps de définition
de D.

On appelle point de torsion du module de Drinfeld D = (G, ®) tout point
x € k tel qu’il existe un élément a € A\ {0} tel que :

On appelle d’ailleurs :

le F;—espace vectoriel des points de a—torsion via I’action de ®. On notera
dorénavant :

Pensemble des points pas de torsion du module de Drinfeld D = (G,, D).

Définition 1.1.2. Le module de Carlitz est un cas particulier de module de
Drinfeld, de rang 1. Plus précisément, l'expression définissant ce dernier est :

T)=T+T.

La Conjecture de Lehmer dans le cas des modules de Drinfeld (voir
[Denl]) est le probleme que nous nous proposons d’attaquer dans ce travail. Elle
prend naissance a partir de la Conjecture de Lehmer originelle, liée a 1’étude
du groupe multiplicatif G,,(Q) (voir le deuxieme paragraphe). Il s’agit d'une
minoration de la hauteur canonique (voir I'introduction ou le deuxiéme para-
graphe pour la définition) des points algébriques x sur un module de Drinfeld

quelconque en fonction de la dimension de x sur k, sous la forme suivante :

Conjecture 2. I existe une constante ¢ > 0 effective, ne dépendant que du
module de Drinfeld D = (G,, ®), telle que, tout point x € D(k)yT de degré D
sur k respecte l'inégalité suivante :

-~ C
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On verra plus loin que si on ne considere que les points x € D(k)yr ayant
un degré D inférieur a une constante M donnée explicitement, cet énoncé est,
dans ce cas spécifique, une conséquence directe du Théoreme de Northcott,
qu’on énoncera plus loin dans le texte et permet d’obtenir une constante ef-
fective meilleure que celle qui apparait dans notre résultat final. Il suffira donc
d’établir une minoration de la hauteur pour D > M et nous obtiendrons une
minoration de la hauteur canonique qui ne differe de celle de la conjecture que
par une puissance de log, D dans le cas séparable et par une de D dans le cas
général, pour une classe de modules étendue.

Voici un rappel des notations fondamentales pour les fonctions logarithmiques
utilisées :
log(.) = log,(.);

fonction logarithme toujours en base ¢ sauf précision ultérieure;
log, (.) := max{log(.), 1};

loglog, (.) := max{loglog(.), 1}.

Par convention on indiquera dorénavant le degré en T de tout polynéme a €
A =F,[T] par le symbole degy(a).

On va noter :
S(A):={l € A, unitaires et irréductibles}.
Nous posons aussi, étant donné N € N\ {0} :
Pu(k) = {1 € S(A),degr (1) = N}.

On dira, d’ailleurs, que | € S(A) respecte la propriété RV par rapport a ®
si:

1. Pour toute place w divisant v; (place associée a [ sur k) dans 'extension
kE(®)/k, les coefficients a; de ® sont tels que w(a;) > 0 et :

ddegr (1)

o()(X) = X1 mod (w);
dans lanneau des polynémes A, /(w)[X], en appellant A,, 'anneau des
w—entiers dans k(®);

2. 1 a degré d’inertie 1 dans l'extension k(®)/k (nous disons dans ce cas que
I n’est pas inerte dans cette extension).

Définition 1.1.3. Soit r €]0,1] un nombre réel et c1 une constante positive
fizée. Un module de Drinfeld D = (G,,®) est dit RV (r,c1), ou, ¢ bon r-
reléevement de son anneau des endomorphismes si pour tout nombre naturel
N>0:

qu

N

Définition 1.1.4. Un module de Drinfeld D = (G,, ®) est dit RV (r,c1)*, avec
r €]0,1] et ¢1 > 0 une constante fizée, s’il existe un nombre N(®) € N\ {0} tel

[{l € Px(k),l est RV} >c;
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que, pour tout N > N(®) (on adoptera parfois aussi la notation plus pratique
N >> 0 pour indiquer les N assez grands en fonction des parameétres donnés) :

rN
{l € Px(k),l est RV}| > cqu .

Définition 1.1.5. Soit r €]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D =
(Gq, ®) est dit RV (r) s’il est RV(r,1/2r).

Définition 1.1.6. Soit r €]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D =
(Gq, @) est dit RV (r)* s%l est RV(r,1/2r)*.

Le choix du terme ¢; = 1/2r dans la propriété RV(r) est fait pour fixer les
idées, au vu de la dépendance finale en r dans la minoration qu’on obtient de la
hauteur elle est peu significative. On pourra bien siir remarquer que si RV(r, ¢1)
est satisfaite pour un module de Drinfeld alors RV (r’, ¢|) l'est aussi pour tout
r<retd <e.

La Proposition 1.2.12 nous donnera la possibilité d'une existence effective, au
moins en théorie, des modules de Drinfeld de type RV(1,1/2), ainsi ¢; = 1/2
est le choix maximal possible de ¢; quand r = 1.

Un tout premier exemple de module de Drinfeld de type RV(1) est donné par
le module de Carlitz. On peut en effet montrer (voir [Hayes|, Proposition 2.4)
que tout I € S(A) est & réduction supersinguliere par rapport au module de
Carlitz. En particulier, le module de Carlitz est de type RV(1) et satisfera donc
nos Théoremes.

Un résultat connu pour les modules de Drinfeld de rang 2, voir [Dav], montre
aussi comment, en moyenne, de tels modules (supposés & coefficients dans k)
satisfont I’analogue de la Conjecture de Lang-Trotter dans le cas des modules
de Drinfeld, nous donnant ainsi I'existence effective d’un nombre considérable
d’exemples, en rang 2, satisfaisants la condition RV(r,¢,)*, avec r =1/d =1/2
et ¢, > 0 une constante ne dépendant que de g. On souligne néanmoins com-
ment cette Conjecture dans son analogue aux modules de Drinfeld s’est révélée
fausse (tout en restant ouverte dans le cas classique des courbes elliptiques),
pour toute valeur possible du rang, grace au travail de B. Poonen, [Pn].

Les méthodes contenues dans I’Appendice montrerons aussi comment la classe
des modules de Drinfeld de type CM (ou, & multiplication complexe) et de rang
d premier ou 1 est contenue dans une qui ne differe de RV(1,1/2d)* que sur le
fait qu’on ne prend que des premiers de S(A) de degré congru & 1 modulo 7,
ol 7 est une certaine constante qu’on définira plus tard, ne dépendant que du
module de Drinfeld ® choisi.

Ce que nous proposons dans ce travail, étant donné un module de Drinfeld
D = (G,,®) de type RV(r) et, plus généralement, de type RV(r)*, est une
minoration de la hauteur canonique de tout point z € D(k)y7 dont le degré
algébrique sur k est D et le degré purement inséparable est D, ; , sous la forme
suivante :

(loglog D) .
DD;)‘.i. (log D)=’
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les constantes positives C, k, p et \ explicitées en fonction des trois grandeurs
arithmétiques du module de Drinfeld D = (G,, @) : la dimension ¢(®) du corps
k(®) engendré par les coefficients du module de Drinfeld sur & (dont on indique
A[®] son anneau des entiers algébriques sur k), la hauteur A(®) du module de
Drinfeld ® (c’est la hauteur naive du polynéme ®(T") qu'on rappellera, voir
définition 1.2.2), et le rang d. On appellera aussi a(®) = « := ¢(P)h(P). Ceci
se résume dans les théoremes généraux, qui suivent. On notera les dimensions
des corps concernés :

D = [k(z) : K]
c(®) := [k(D) : k;
D' := [k(®,x) : k(P)].
Nous appellons également :
D, = [k(z) : klp.i;

le degré inséparable de x sur k. On a alors deux résultats en fonction de la
séparabilité de x sur k.

Cas séparable :

Théoreme 1.1.7. Soit D = (G,, ®) un module de Drinfeld de type RV(r) ou
RV(r)*, r compris dans Uintervalle 0 < r <1, de rang d, de hauteur h(®). On
pose :

co 1= 6500dh (D)3 (D)3 qd @)

Soit :
Cp := min{g P4CEFDR@®+D (" =1)e(@))* h(‘I’)Cgfb) )
’ ’ 1+24p(®)c(®) 7
768rqdc,
Pour tout = € D(E)NT séparable de degré D sur k :
R (log log+ D)2+gh(<1>)c(<b)
D de t h > .
e type RV (r) = hp(z) > Co D(log, D)1+27?ih(<1>)c(<1>)

(loglog., D)2+%h(‘1’)0(®)

P * L3 < Co, h(z)> : :
de type RV(r)" = 0<C<Cy hx) CD(long D)+ (@)

Cas général :

Théoréme 1.1.8. Soit D = (G,, ®) un module de Drinfeld respectant les mémes
hypothéses que dans le Théoréme 1.1.7. On appelle :

co := 35000dh(®)3c(®)3 g (PIe(®)
Soit :

—5d(2(d+1)h(D)+1)((¢2T4 1 —1)c())? h(®)c(®) )
’ n(@)e(®)d I

384rqdc,

Cy := min{q

1. Voir la Remarque 1.3.8 pour une explicitation effective de C' en fonction du nombre
inconnu N(®) € N\ {0}, dépendant du choix de ®, & partir duquel la valeur des degrés des
premiers a réduction supersinguliére de & garantit que ces premiers sont en quantité suffisante.
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Pour tout x € D(k)nr de degré D sur k avec degré de k—inséparabilité Dy ; >
1:

~ log 1 D)+
() 2 0 BB DY
DDY, (log, D)
o : J
wi=2+ ;h(@)c(@);
K:i=1+ 37dh(<1>)c(<1>);
Ai=1+ 2—dh(<I>)c(<I>);
r
et :

C =Cy sous l’hypothése RV (r);
30 < C < Cy sous l’hypothése RV (r)™.
La majoration D, ; < D nous donne alors le résultat suivant :

Corollaire 1.1.9. Sous les mémes hypothéses et définitions du Théoréme 1.1.8
on a la minoration suivante :

A(x) - (loglog, D)*
= " D+ (log, D)~

Nous remarquons que de telles minorations sont valables, grace a la notation
log, (.) et loglog, (.) introduite auparavant, pour toute valeur de D € N\ {0}.

Il est clair que la condition RV(r)* est impliquée par la RV(r) quelque soit
r €]0,1]. Nous nous contenterons cependant d’examiner le cas RV(r) dans la
plupart des calculs, la méthode étant presque la méme dans le cas RV(r)*,
quitte & modifier un point important (voir Lemme 1.3.7 et Remarque 1.3.8) &
la fin de cette démarche.

Remarque 1.1.10. Soient D1 = (91,G,) et Dy = (P2,G,) deuz modules
de Drinfeld définis respectivement sur les corps de coefficients k(®1) et k(®2),
ayant des hauteurs canoniques respectives /ﬁml et EDT Soit F := k(P1)k(D2) le
compositum des deuz corps des coefficients. Dire que Dy et Dy sont isomorphes
(voir [Goss], Proposition 4.7.1, page 79) c’est affirmer Uexistence d’un élément
u non nul dans C tel que (en identifiant u avec I’homothétie de rapport u) :

wo ®1(T) = ®o(T) o w.

D, et Dy sont alors nécessairement de méme rang d et u appartient a une
extension € de F de degré < q® —1. On a donc (voir [Denl], Corollaire 2, page
217) que :

th (:L‘) = th (ux),

pour tout x € k. Minorer /f\L]D)l (z) revient donc a minorer hp, (uz). Si on applique
les Théorémes précédents au module Ds, au point ux et donc a son degré :

[k(uz) : k] < [k(x) : K][E : FIIF - k] < [k(x) : k](¢¢ — 1)e(P1)e(P2);

on obtient une minoration de hp, (x) similaire o celle des Théorémes précédents.
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Par conséquent si un module de Drinfeld est isomorphe & un module vérifiant
une de nos condition RV(r) ou RV(r)* , on a également pour celui -ci une mino-
ration de sa hauteur canonique du méme ordre de grandeur. C’est en particulier
le cas pour les modules de rang 1 qui sont tous isomorphes au module de Carlitz.

Nous allons prouver d’abord le Théoréeme 1.1.7 au cour du paragraphe 3.1. On

montrera ensuite, dans le paragraphe 3.2, le Théoreme 1.1.8, dont le Théoreme
1.1.7 est conséquence directe.

1.2 Résultats préliminaires

Dans cette partie on trouvera les résultats de base nécessaires au bon déroulement

de la preuve. Il s’agit essentiellement de théoreémes bien connus et dont la plu-
partie sont démontrés par L. Denis dans [Denl].

De fagon analogue a l’existence des fonctions abéliennes dont 'image définit
une variété abélienne, dans le cas des modules de Drinfeld il existe aussi une
fonction exponentielle, entiere sur C,

e:C—»D

dont le noyau est un A—réseau A de rang d dans C. Cette fonction est compatible
avec la structure de module de Drinfeld de D = (G,, ®) de la fagon suivante :

e(az) = ®(a)(e(z)), pour tout a € A.

Observons que la non-compacité de D par rapport & la topologie 1/T—adique
empéche que ce A satisfasse un analogue du ”‘Principe des tiroirs”’, qui est en

revanche une propriété des variétés abéliennes 2.

Soit P"(k) l'espace projectif de dimension n défini sur k. La hauteur loga-

rithmique ou hauteur de Weil de tout point P = [Py : ... : B,] € P"(k) est la
fonction h définie de la maniere suivante :

1
M) = e, 2, et e

ot w indique une extension a k(P) de la place v sur k, qu’on associe & un premier
1 € A\ {0} ou au point co € P(k) comme il suit : si [ est un élément [ € k, on
a:

v(x) := degp (v (x) Vo € k;

si au contraire cette v représente le point oo de P*(k), on a :
v(x) == Vo (x) := —degp(x) Vo € k.

On rappelle également qu’étant donné 2 € k, pour toute place normalisée w sur
k(x)/k dont la restriction & k est la place v, on définit :

2. Voir apres la Conjecture 4
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ou k, et k(z), sont, respectivement, les complétés de k par rapport a v et de
k(x) par rapport & w. On remarquera également que :

N = € fu;

ou e, et f,, sont, respectivement, l'indice de ramification et le degré d’inertie
de w|v. .

On remarque que, par définition méme d’un espace projectif, un point P € P, (k)

est en effet une classe d’équivalence dans A par rapport a la relation suivante :
(Poy .oy Po) ~ (P, .., P) == 3N €K (P}, ..., P)) = (APy, ..., AP,).

L’expression P, (K), avec K souscorps de k, n’est donc pas bien définie. On dit
alors que P est un point K —rationnel dans P, (K) (ou, de fagon équivalente,
P € P,(K)), si et seulement si toutes les composantes du représentant de P
ayant sa premiere composante Py = 1, sont dans K.

La hauteur logarithmique d’un point T = (1, ...,2,) dans lespace affine E"
. ) PP —n -

algébrique de degré D sur k, est définie en plongeant & dans P"(k) de fagon

que T corresponde a la classe d’équivalence [1 : z7 : ... : x,]. On aura, donc :

hE) = —= Z Ny i:nllaxn{O, —w(z;)}.
w sur k(z) T

La définition de hauteur logarithmique, ou hauteur de Weil d’un point
x € k, de degré D sur k est, alors, obtenue en voyant x en tant que classe
d’équivalence [1: z] € PL(k) :

h(z) := % Z Ny, max{0, —w(x)}.

w sur k(z)/k

Nous donnons ici les propriétés principales de la hauteur logarithmique sur En,
quelque soit n € N\ {0}, dont on servira dans le passages fondamentaux & venir.

Proposition 1.2.1. 1. Soient @, € k", Alors :
h@+B) < h(@) + h(B). (1.1)
2. Soient @, € k" Soit aB € k" le produit terme & terme de @ et 5. Alors :
h(@pB) < h(@) + h(B). (1.2)

= = — =2
3. Soient @, 5 € k. Soit (@, p) ek " le vecteur a 2n composantes obtenu en
prolongeant @ avec les cordonnées de 3. Alors :

h(@+ B) < h(@, B). (1.3)

Il s’agit de propriétés impliquées de fagon assez directe par les définitions.
En parallele a la notion de hauteur d’un point algébrique dans un espace projec-
tif, nous définissons ci-dessous la hauteur d’un polynoéme, en voyant la bijection

naturelle existant entre I’espace de polyndémes a une variable de degré au plus
D & coefficients dans I'extension finie K de k et les points de KPP+
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Définition 1.2.2. Soit P(X) = bg + b1 X + ... + bp X P un polynéme de degré
D (done, tel que bp # 0) @ une variable a coefficients dans k. La hauteur de
P(X) est :
h(P(X)):=h([1:bo:...:bp]).
La hauteur du module de Drinfeld ® (dont les coefficients sont toujours
bo, ..., bq € k(P) comme dans la définition 1.1.1), qu’on indiquera avec la notation
h(®) est définie comme il suit :

1
h(®) := @) > _max {0, —w(b;)}.
w sur k(®)/k o

Nous remarquons que :
h(®) > 1.

En effet, on a que :

h(®) = % Z T i_n&axd{o, —w(b)} > 0(11)) Z Ny max{0, —w(T)} =

—Uyeees

w sur k(®)/k w sur k(®)/k

1
= @ > npmax{0,—v(T)} = Y max{0,—o(T)} = h([1: T]) = 1.
La hauteur de Néron-Tate, ou hauteur canonique sur un module de
Drinfeld D = (G, ®) de rang d est la forme polynomiale de degré d dans la

v sur k wlv v sur k

décomposition de Néron-Tate de la hauteur logarithmique. Une telle décomposition

existe en effet méme dans le cas des modules de Drinfeld, n’incluant qu’une par-
tie polynomiale & degré d et une partie bornée. L’expression explicite de cette
hauteur canonique, définie dans le travail de L. Denis [Denl], est :
~ h(®(T™)(x
n—00 qen

Nous indiquerons dorénavant plus simplement avec la notation 7 1a hauteur ca-
nonique liée & un module de Drinfeld assigné, 14 ou il y en a qu’un seul et on
n’a pas donc de risque d’ambiguité.

En sachant que I’ensemble des points de torsion d’un module de Drinfeld est,
comme dans le cas également des variétés abéliennes, le lieu des zéros de la
hauteur canonique sur ce module, il est donc naturel de se demander s’il existe
une borne inférieure pas nulle (fonction du degré de z) de la hauteur canonique
de x point pas de torsion.

Ce probleme n’est qu’une version tres particuliere du plus ancien Probleme de
Lehmer. Cette derniere est liée a une situation assez différente, ot le domaine
d’étude est celui des corps de nombres. Précisément, on définit sur le groupe
multiplicatif G,,(Q) un analogue de la hauteur de Weil absolue, qu’on appelle
également h, dont les zéros sont les racines de 'unité (correspondants aux points

de torsion), et on pose (voir [Leh], page 476) la conjecture suivante :

Conjecture 3. Il existe une constante ¢ > 0 telle que si P est un point
algébrique de degré D sur Q qui n’est pas racine de l'unité :

hP) = .
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La meilleure minoration de h (vis a vis de la dépendance en D) actuellement
connue a été obtenue par E. Dobrowolski [Dob] :

Théoréme 1.2.3. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout x € G,,,(Q),
de degré D sur Q qui n’est pas une racine de ['unité :

h(z) > ﬁ(loglog(i%D))gl
D" log(3D)

Comme le groupe multiplicatif est un exemple de groupe abélien doté d’une
structure de variété algébrique sur lequel le Probleme de Lehmer a un sens, c’est
de la méme maniere naturel de se poser la question analogue dans le cas des
courbes elliptiques. La Conjecture de Lehmer Elliptique prend alors (voir [AM])
la forme suivante :

Conjecture 4. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres
K. Il existe une constante ¢ = ¢(E/K) ne dépendant que du choix de E, telle
que, si P est un point pas de torsion de E :

~ ¢(E/K)
MP) z Py R/

Beaucoup de méthodes ont été développés pour parvenir a des bonnes mi-
norations de la hauteur canonique dans le cadre des variétés abéliennes, comme
on montrera dans le tableau qui suit. Un nombre important d’entre elles se
basent cependant sur la compacité des variétés abéliennes en tant qu’espaces
topologiques, le " Principe des Tiroirs” donnant une condition tres puissante qui
s’applique aux pré-images des points de la variété par les fonctions abéliennes,
modulo le réseau. Grace a cette condition, qui malheureusement n’est pas res-
pectée par les T—modules, on observe, en gros, qu’on ne peut pas avoir trop
de points de torsion modulo le réseau dans la ”boite” formée par les périodes
de ce dernier et on parvient a l'estimation finale par contradiction (voir, par
exemple, [Masl]). C’est fondamentalement 1’absence de cette condition qui pose
les problémes principaux avec les modules de Drinfeld (et, plus généralement,
avec les T—modules), nous forgant & imposer la condition RV (r).

Le tableau qui suit résume I’histoire des trois principales minorations connues en
fonctions des hypothéses qu’on ajoute éventuellement & la courbe elliptique F,
parmi lequelles figure celle de la multiplication complexe, qu’on examinera
plus attentivement dans I’Appendice, et qui peut tres facilement étre formulée
méme pour un module de Drinfeld. En particulier, il s’agit d’une condition
beaucoup plus puissante que ’hypotheése RV (voir la définition 1.1.5), qui en est
d’ailleurs conséquence sous certaines hypotheses (voir Appendice) .

| h(P)> | RESTRICTION | REFERENCE |
%(%)3 CM M. Laurent (1983)[Laul]
5 loz DT aucune D. Masser (1989)[Masl]
oz D° J(E)¢7Z M. Hindry-J. Silverman (1990)[HS]

Etant donné un module de Drinfeld, la Conjecture de Lehmer se reformule
de fagon similaire & celle elliptique dans ce cadre (voir Conjecture 2).
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On dispose déja de nombreux résultats dans ce cadre, dont certains sont re-
latifs a des conditions particulieres respectées par les modules de Drinfeld qu’on
examine. L’un des premiers est une consequénce du Théoréeme de Northcott dans
le cas des modules de Drinfeld (voir Théoreme 1.2.8) et offre une toute premiere

. . . p— 2
minoration de la hauteur canonique, de 'ordre de c, D" pour une constante
c2 > 0 & préciser (voir Théoreme 1.2.10). Il s’agit donc encore d’une estimation
assez mauvaise, mais qui conduira au résultat expliqué dans les Théoremes 1.1.7
et 1.1.8.

Dans le cas particulier du module de Carlitz, un cas spécial ou le rang du module
est 1, L. Denis (voir [Denl]) obtient une minoration optimale & une puissance de
log D pres avec une hypothese de séparabilité dont nous verrons plus loin qu’on
peut Pamoindrir. 11 s’agit d’un module de Drinfeld de type CM (ou, & multi-
plication complexe, voir I’Appendice pour la définition) et, en particulier, de
type RV aussi (voir la définition 1.1.5 et les considérations successives pour la
notation RV) :

Théoreme 1.2.4. Soit D un module de Carlitz. Il existe un réel n > 0 effec-
tivement calculable en fonction de q tel que pour tout x algébrique et séparable
de degré < D sur k, pas de torsion par rapport a D, on ait :

> n loglog(¢D) ..

Dans une autre direction, sans hypothese initiale sur le module de Drinfeld,
sans hypothese de séparabilité sur le point x mais en supposant vérifiée une
condition locale sur x portant sur le comportement de ses valuations en une
place au dessus de infini (plus précisément, I’hypothése supplémentaire porte
sur la hauteur locale en  qui dépend donc aussi du module de Drinfeld) D.
Ghioca (voir [Gh], Theorem 6.2, Theorem 6.3) montre une minoration du type :

~ C
h(x) > D

pour un certain £ > 1. Une condition supplémentaire sur la nature d’une telle
extension de places améne a une borne du type k < d, ou d est le rang du
module de Drinfeld.

Un deuxieéme résultat a été récemment produit par S. David et A. Pacheco
(voir [Dav-Pach]) qui ont montré une minoration de la forme suivante :
h(z) = e(D, K);

pour un module de Drinfeld I défini sur un corps de fonctions K C %, ol
¢(D,K) > 0 est une constante positive ne dépendant que de D et de K et
x € K% ol K% est la cloture abélienne de K dans k. Un tel résultat est
l’analogue de celui de F. Amoroso et R. Dvornicich (voir [Am-Dv]) qui avaient
montré une estimation sous une telle forme pour la hauteur d’un élément x €

Gm (@ab.) \ Gm (Qab.)tors. .
Proposition 1.2.5. Siz € k, de degré D et de polynéme minimal P(X) € k[X],

h(P(X)) = Dh(z).
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Démonstration. Soit P(X) = HjDzl(X—Bj) = Zi’;?)l VX 4+XP = % Zi’;o b X
polynéme minimal de I'élément = € k, de degré D sur k. En général, les b € k,
alors que les b; € A, bp # 0 et ils sont premiers entre eux. Alors :

Dh(x) = Z Ny max{0, —w(x)} = Z Z max{0, —v(8;)}.

w sur k(z)/k i=1v sur k

En effet, toute valuation v sur k sétend & r valuations w sur k(x)/k dis-
tinctes, donc & D = Y"1, e;fi = >.:_, nu, valuations éventuellement égales;
d’ailleurs, en indiquant toujours par v l’extension canonique de v & k(x) (v ad-
met une unique extension a k,, qui s’étend encore de fagon unique a k,(z) =
k(z)y, se restreignant finalement & une extension particuliere de v a k(z), que
nous appelons canonique), toute w|v sur k(x) est nécessairement de la forme
w(z) = (vooy)(x) = v(ay), pour un certain o; € Z(k(z)/k), ensemble des
k—isomorphismes de k(z) (i entre 1 et D) 3. Nous rappelons que tout a; dans
Pexpression de P(X) se calcule en tant que fonction symétrique élémentaire des
racines [3; sous la forme :

(%)
b; = Z H Bi;-

j=11;=1

Si, pour v sur k fixée, v(3;) > 0 pour tout ¢ entre 1 et D, alors, toutes les
racines de P(X) sont dans I'idéal maximal M, de l'anneau de valuation de
k(x)y, la structure algébrique d'un idéal implique nécessairement, alors, que tout
leur produit et somme reste dans le méme idéal, donc, aura toujours valuation
strictement positive. Dans ce cas, I’expression de b} avec les §; montre comment
v(b;) > 0 pour tout ¢ entre 0 et D — 1; on aura donc : h(P(X)) =0 = h(x), ce
qui est en accord avec I'affirmation qu’on veut montrer. On peut donc supposer,
sans perte de généralité, qu'un nombre r, compris entre 1 et D de racines §;
de P(X) aient une valuation v strictement négative. Dans ce cas, b;. est le
coefficient de P(X) de valuation v minimale, et telle que :

Ty

D
—v(b,. ) = Z —v(Bu,) = Zmax{o, —v(Bi)},

i=1
avec 3, les r, racines de P(X) & valuation négative. On a, alors, que :

D

WP = 3 max {0.-v()}= Y max {0,-> v(3)} =

v sur k ’ v sur k j=1

= Z Zmax{o, —v(Bi)} = Dh(x).

v sur k i=1

O

On remarque que la méme preuve, et donc le méme résultat, ne reste pas
valable dans le cas des corps de nombres, suite a la présence d’'une valuation

3. Voir [BG] pour des preuves détaillées
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archimédienne (correspondant a la place & l'infini) qui reste au contraire ul-
tramétrique (degs) dans notre situation. Le résultat reste néanmoins valable
dans notre cas quelque soit ’hypotheése de séparabilité sur k(z)/k. En effet, on
aque D = Dy, D, ., avec, respectivement, Dy, degré de séparabilité et D, ;.
degré de pure inséparabilité de k(x)/k, et donc :

Dsep.

Dh(l‘) = Z Z Dp.i.nv maX{O, _U(ai)};

i=1 v sur k

pour v(a;) extension unique de v sur «; dans lextension des corps k(z)/kP".
Ce qui laisse inchangées les mémes formules utilisées dans la preuve.

Proposition 1.2.6. Soit D = (G,, ®) un module de Drinfeld fizé. 1l existe alors
une valeur y(®) > 0, ne dépendant que de ®, telle que,

V(@) := sup |h(z) — h(z)].
€k
On sait qu’une telle valeur est liée a la hauteur du module de Drinfeld D =
(G4, @) et devient donc une donnée importante dont va dépendre la méthode

de la démonstration. Dans le cas précis, on dispose du résultat suivant, par L.
Denis [Den2].

Théoréme 1.2.7. Etant donné un module de Drinfeld D = (G,, ®) de rang d,
s’exprimant comme :

T)r)=T+ar(T)T+ ... + ad(T)Td;

la constante v > 0 qu’on lui associe est majorée de la fagon suivante :

qd

(g—1)(¢? - 1)

ot on convient d’enlever de cette expression les éléments 1/a; quand le a; cor-
respondant est 0.

v < h(ai,...,adq,1/a1,...;1/aq);

On en tire l'estimation :
v <2(d+ 1)h(D). (1.4)
En effet, comme ¢ > 2 et d > 1,0onen a W(;d—l) < 2; d'un autre coté :
h([l:ay:..:aq:1/ay:...:1/aq4]) =
=h(l:ar:..iag:1: 01111 1/ag ... 1/ag)) <
<h([l:a1:..:aq))+h(1l:1/a1:...:1/aq]).

On a alors que :
l1:1/a1:...:1/ag)=Jar:1:a1:...:a1]laz:az:1:az2:..:az]..[aq: ... aq : 1].

En exprimant chacun de ces éléments sous la forme : [a; : ... 1 a; : 1:a; @ ...t a4,
ou la valeur 1 apparait a la position i+1 pour tout ¢ = 1, ..., d, ils se décomposent
de suivante maniere :

[@;:.ia;:lia;cia]=la;: 11111ty
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Nous avons alors, pour chaque i = 1, ..., d exactement un vecteur ou a; apparait
au fur et & mesure en chaque position sauf la (i + 1)—eme. Il est donc possible
de multiplier & nouveau tous les termes dans un ordre opportun, de maniere a
obtenir un produit de d vecteurs ayant des a; différents en chaque position, sauf
une, occupée par 1. Comme la hauteur de chacun de ces termes est toujours
h([1: a7 : ... : aq]), la propriété (1.2) nous donne finalement la minoration an-
nonceée.

Un tout premier résultat important pour 'effectivité de la théorie est le théoreéme
de Northcott, valable a la fois dans le cas des corps de fonctions et de corps
de nombres :

Théoréme 1.2.8. On considére le corps k (respectivement, le corps Q dans le
cas de corps de nombres) ; il est plongé dans C (respectivement, Q C C), qui est
un corps algébriquement clos et complet. Soient A, B > 0 deuz constantes fizées.
Alors, Uensemble des points T € &, quelque soit n € N\ {0} (respectivement,
T € @n, ot Q est une cléture algébrique fivée de Q dans C) tels qu’on ait
[k(T) : k] < A (respectivement, [Q(T) : Q] < A) et h(T) < B (respectivement,
ho(ZT) < B, ou hg est la hauteur logarithmique définie sur Q, voir par exemple
[BG] pour la définition) est fini.

Démonstration. Voir [Sel], page 16, pour le cas relatif aux corps de nombres.
Faute de référence, le cas du corps k vient assez directement du lemme qui suit
(cas n=1). O

Plusieurs travaux ont étés produits dans le but de trouver une borne supérieure
effective la plus précise possible en fonction de ceux du degré algébrique et de
la hauteur. Dans le cas d’'un module de Drinfeld une estimation suffisante & nos
objectifs est la suivante :

Lemme 1.2.9. Pour tout x > 1, étant donné D > 1, on a que :
{z €& [k(z) : k] < D, h(z) < x}| < ¢PP°X.

Démonstration. A tout z € k de degré D sur k on associe 1'un des ses polynomes
minimaux entiers P(X) de degré D a coefficients dans A, premiers entre eux (pas
forcément unitaire). Soit P;(X) le polynéme unitaire qu’on obtient en divisant
P(X) par le coefficient dominant de ce dernier. Comme, d’apres la Proposition
1.2.5, Dh(z) = h(P1(X)), nous essayons de compter combien de polynémes &
coefficients dans A premiers entre eux sont des polynémes minimaux des x dans
I’ensemble qu’on étudie, avec un degré majoré par D et valeur en deg; de leurs
coefficients majorés par Dy. On notera :

D—1
a; . 1

P(X)=)> —X'+XP=—P(X)
i—o D 4D

Nous remarquons que :
h(P(X))=h([1:a0/ap :...:ap-1/ap : 1]) = h([ag : ... : ap]) =

= X (v} = e (oyr(e)) = e (degr(0)
v sur
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On a, donc :
{P(X) € A[X]\ A, degy (P(X)) < D,h(P1(X)) < Dx}| < ¢Px*DP+Y,

Or, comme tout polynéme irréductible de degré D admet au plus D racines
distinctes, le nombre de ces polynomes, respectant les conditions sur leur degré
et leur hauteur, doit étre multiplié par D. En définitif :

[z € &, [k(z) : k] < D,h(z) < x}| < DgPxHDPH < DgrP*x < 7P,

pour ¢ > k > 1 opportunes. On remarque que les constantes x et ¢ ne sont pas
universelles, mais dépendent de la valeur minimale de x. Plus précisément, ils
augmentent pour tout choix de x de plus en plus petit. Pour xy > 1, un choix
acceptable immédiat est : Kk =4 et ¢ = 5. |

Théoréme 1.2.10. Soit D = (Gg, P) un module de Drinfeld quelconque de rang

d. Il existe alors une constante positive ca = ol 2(A+DA(@)+1)e(®)?

x € D(k)nr et D = [k(z) : k], on a Uestimation suivante :

telle que, si

1

h(z) > —.
(a?)_CQD

Démonstration. Si ﬁ(m) < 1, par la Proposition 1.2.6 et le Théoreme 1.2.7,
hz) <14+~ <142(d+ 1)h(P). Un majorant du nombre d’éléments de cet
ensemble est alors, par le Lemme 1.2.9 : q5D2(1+7). S’il existe c3 > 0 tel que = €

D(k)y7 de degré D sur k et de hauteur canonique telle que h(z) < W,

tout élément a € A de degré degr(a) en T serait tel que :

~ ddegy ()7 qddegT(a)
h(®(a)(z)) = ¢ h(z) < pEpEECIEE
On choisit c3 assez grande pour que cette derniere valeur soit < 1. On obtient

que :

qddegT(a)fchQC(CP)2 <1.

Ce qui signifie : , ,

degp(a) < %
L’estimation qu’on a tirée du Lemme 1.2.9 et de la Proposition 1.2.6 nous permet
de dire que le nombre d’éléments y algébriques de degré au plus De¢(P) sur
k et dont la hauteur h est telle que h(y) < 1+ 2(d + 1)h(®), est au plus
q5(1+2(d+1)h(®))D26(¢)2. Nous remarquons que pour tout a € A\ {0} de degré
degr(a) < M ol M est un entier fixé, I’élément y = ®(a)(z) est algébrique de
degré [k(®,x) : k] < De¢(®). Or, le nombre des ®(a)(x) est, si z n’est pas de
torsion (donc, a # b = ®(a)(x) # ®(b)(z)), exactement ¢ 1. En imposant,
alors, M = [%(csD?c(®)?)], on aura nécessairement au moins ¢™** éléments
distincts avec degré sur k au plus Dc(®) et hauteur canonique au plus 1. On sait

5(1+2(d+1)h(®)) D2 c(P)?

également que cet ensemble contient au plus ¢ éléments.

Donc, pour ¢g = 5d(1 + 2(d + 1)h(®)) :

c3D?c(®)?

[ y ]+ 1> 5(1+2(d+ 1)h(®))D?*c(®)?,
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achevant la preuve pour co := qc30(®)2. On remarque, ensuite, qu’il est possible

d’exprimer ¢ en fonction uniquement de h(®), de d et de ¢(®P), comme c’est le
cas pour c3. On peut alors poser :

5d(2(d+1)h(<b)+1)c(¢>)2.

C2=(q
([l
Corollaire 1.2.11. Pour tout N € N\ {0} et pour tout 1 <D < N :
hiz) = e
pour tout x € D(k)nr de degré algébrique sur k au plus N.
Démonstration. Comme conséquence du Lemme 1.2.9 on sait que :
h(z) > ;7
pour tout D > 1. Si, alors, x algébrique de degré D sur k, pour D < N :
E(x) > 02_N2
O

Proposition 1.2.12. Le nombre X des polynomes unitaires et irréductibles
dans A de degré N, pour N € N\ {0}, vérifie l’estimation :

1gN g~

— <X < .

2N - - N
Démonstration. La valeur exacte de X en fonction de NN est :

X =1/N'S u(N/d)g"

d|N

ou u est la fonction de Moebius, comme montré dans le livre de K. Ireland et M.
Rosen [IR], page 84. Alors, pour tout d|N, u(N/d) < 1, ce qui donne 'inégalité,
pour4 N >2:

[N/i] 1 /2 gN/D+1 _

Zq_N q—1

q:

comme ¢V/2 -1 < q2;qqu pour tout g et N comme dans les hypotheses. Ce qui

nous donne une premiere inégalité :

3qN
X < ——.
- 2N

D’un autre coté,

N
q 1 N
X=lg+y 2 wgl=
d|N,d#N

4. Pour N =1 il suffit de se rappeler que X = g, ce qui respecte ’énoncé.
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N N N
q 1 N g 4 9 , Nj2 lq
S — - P SN 1) > -1
v~ Cx > w—=)a) 2 =5 q_l(q )25

d|N,d#£N

grace a la majoration précédente de la différence entre la valeur totale et le
terme principal.

Finalement, se souvenant d’un important analogue en F,[T] de la décomposition
du polynéme T™ — 1 dans Q[T] en polynémes cyclotomiques de degré divisant
m, pour lequel on a :
N
T — T =[] ¢a(T);

d|N

¢a(T) € Fy[T] produit des polynémes irréductibles et unitaires de degré d, en
appelant X; le nombre de ces derniers, on a :

degr([[0a(T) = NX+ 3 dXy = degy(T%" —T).
d|N d|N,d#N

En particulier, on a :
gV
X< —.
- N
O

Une conséquence de la Proposition 1.2.12 est, comme déja remarqué apres la
définition 1.1.6, la possibilité de se réduire effectivement a considérer la situation
¢1 = 1/2 dans le cas ot = 1. En effet, si le nombre des polynémes irréductibles
et unitaires de degré N est au moins ¢” /2N, ce sera le méme & plus forte raison
pour le nombre des polynomes irréductibles et unitaires de degré < N.

On remarque, d’ailleurs, comment une deuxieme conséquence de cette Pro-
position est I'impossibilité de l'existence d’une hypothétique formulation de
la condition RV(r) pour un module de Drinfeld, dans le cas o » > 1. Une
telle condition entrerait immédiatement en conflit avec le fait que le nombre
total des polynomes irréductibles et unitaires de degré < N soit de l'ordre
qV/N + ¢V "1/(N —1)+ ...+ ¢ < ¢", alors qu'un sous-ensemble & priori strict
de celui ci aurait cardinalité d’ordre "V /2N, pour r > 1, ce qui est impossible
pour N tres grand.

On énonce, finalement, le véritable résultat clé dont on se servira pour prouver
les Théoremes 1.1.7 et 1.1.8; il s’agit du Lemme de Siegel, dont la preuve est
a repérer dans [Denl] :

Lemme 1.2.13. Soient a;; (1 < i < N, 1 < j < M) des éléments de k
engendrant une extension E/k finie de degré D. Supposons N > MD. Alors il
existe des éléments xy,...,xn € A, pas tous 0, vérifiant :

E Tilj,5 = 0

1<i<N
pour tout 1 < j < M, tels que
D
degr(z:) < 37 Z h(ajy, ..., a;N)
1<j<M
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pour tout 1 <i < N.

Dorénavant on supposera que le module de Drinfeld D = (G,, ®) est RV(r).

La démarche de la preuve du Théoreme 1.1.7 (et du Théoreme 1.1.8) consiste &
montrer que I’Hypothese suivante, qu’on supposera satisfaite jusqu’a parvenir a
une contradiction, est fausse :

Hypothése 1. Pour toute C > 0 il existe x € D(k) N1, de degré algébrique D
surk, D €N, D > q94+1 tel que

~ (loglog D)+
h .
@) <O D(log Dy’

ou :

K:=2+ gh(@)c(@); (1.5)
et :
=1+ 27dh((13)c((13). (1.6)

1.3 Polynome auxiliaire

1.3.1 Cas séparable

Supposons x séparable sur k. On remplacera dorénavant k par k*¢? cloture
séparable de k dans k et D sera le degré séparable de z sur k. La notation
D(k*P)yr indiquera aussi les points pas de torsion du module ed Drinfeld D
algébriques séparables sur k.

Lemme 1.3.1. 1. Soit x € D(k*P) N, soient o1, ...,0p les différents plon-
gements fizant k(®) (ot D' := [k(®,z) : k(®)]) du corps k(®,z) dans k.
Pour des raisons pratiques on fizera un prolongement de chacun de ces
k(®)—isomorphismes de k(®,z) en un automorphisme de k sans changer
leur appellation. Pour tout couple (a,b) € A? telle que a/b € k\Fy, on a :

0i(®(a)(x)) # 0;(®(b)(x));

pour tout couple (i,j) € {1,...,D'}2.

2. Soit M un sous ensemble de A formé d’éléments premiers entre eur deuz
a deux tel que pour tout a € M, il existe i # j, i et j entre 1 et D', tels
que 0;(®(a)(z)) = 0;(®(a)(x)). Alors, la cardinalité de M est majorée par
log D’/ log 2.

Démonstration. 1. Si 0;(®(a)(z)) = o;(®(b)(x)) pour un couple (i,j) €
{1,..,D'}? et a et b tels que a/b ¢ Fy, ®(a)(x) et ®(b)(z) sont conjugués,

donc il existe 0 € G(k;/k(®)) (ou k, est la cloture de Galois de k(®, ) /k(®P)),

tel que o(®(a)(z)) = ®(b)(z). Comme le groupe de Galois de k; /k(P) est
fini, il existe un ordre p de o, tel que o = idy,. On a alors,

O(a")(x) = 0" (®(a")(x)) = @(a"1)(o" (D(a)())) = T(a" ") (" (D(b)(2)))

= ®(a"7?) (" @(a)(P(b)(2))) = B(a" ) (" TRV (2)) = .. = B(V*)(x);
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ce qui veut dire que x est de torsion (comme a/b € k\ F, nous avons qu'il
existe un élément a* — b € A\ {0} tel que ®(a — v*)(x) = 0. Si en effet
at = b* alors a/b est une racine de 'unité dans F,(7'), ce qui impliquerait
que a/b € Fy), en contradiction avec I’hypothese.

2. Pour a € A et j entre 1 et D', soit :

I(a,j) = {i € {1,..., D'}/0i(®(a)(x)) = 0;(®(a)(2))}.
On a alors les propriétés suivantes le concernant :

(a) |I(a,j)| = |I(a,i)| pour tout couple (i,5) € {1,...,D'}? et deux en-
sembles différents de cette forme sont disjoints.

(b) Sia et b sont premiers entre eux, |I(a,i) N I(b,j)| < 1.

(c) Sia et bsont premiers entre eux, |I(ab,j)| > |I(a,j)||1(b,7)|

Le premier point est conséquence de la Théorie des Corps. Si i j
dans {1,...,D'}, r € I(a,j) veut dire que ®(a)(z) € k(®,x)% et
que K(®)(@(a)(2)) = Mrery k(@ 2)57 5 [k(®,2) : k(®)(®(a)(x))] =
|I(a,7)|, ce qui ne dépend pas du j choisi. Par ailleurs, si I(a,i)N1(a,j) #
0,1 € I(a,j) et vice-versa, ce qui fournit une relation d’équivalence entre
les éléments de {1, ..., D'}, d’ou le premier point. Pour le deuxiéme point :
silym € I(a,i) N I(b,j), om(®d)(x)) = o(P(D)(x)) et om(P(a)(x)) =
01(®(a)(x)), donc grace au Théoreme de Bachet-Bézout, 0., (®((a,b))(z)) =
01(®((a,b))(x)) (ou on indique avec la notation (a,b) le plus grand divi-
seur commun de a et b dans A), et par conséquent, comme [ et m sont
premiers entre eux, o.,(x) = o;(x), donc m = I. Pour le troisitme point,
considérons I'inégalité suivante :

[1(ab, j)| = | Yier(a,j) 1(b;1)].

En effet, comme [ € I(b,3) est tel que o;(®(b)(x)) = 04(P(b)(x)), & plus

forte raison o;(®(ab)(x)) = 04(®(ab)(z)) = ;(P(adb)(x)), d’ou :
Uier(a,1(b,4) C I(ab, ).

Les deux points précédents montrent alors le troisieme.

Finalement, pour n’importe quel i fixé, comme M est justement I’ensemble
des a € A respectant la condition du point 2 et tels qu’il existe au moins un
autre indice j # i pour le quel 0;(®(a)(x)) = 0;(®(a)(x)), on a facilement
que |I(a,%)| > 2. En conclusion, on peut dire que :

oM< T (e, ) < [I(]] a,i) < D5

aeM aceM

ce qui donne :
log D’

M| < )
log 2

O

Corollaire 1.3.2. La cardinalité de M est donc majorée parlog D/ log?2, puisque
D' =[k(®,2) : k(®)] < [k(z) : k] < D. De la méme maniere, il faut se souvenir

du fait que les conjugués distincts de chaque ®(a)(x), pour a qui varie dans
AN\ {0}, sont D'.
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Définition 1.3.3. Soit K un corps de valuation non-archimédienne complet
par rapport a celle-ci. Soit U C K un ouvert dans K par rapport a la topologie
induite sur ce dernier par la valeur absolue 1/T—adique. Une application :

f:U—= K,
est analytique sur K si et seulement si elle est sous la forme suivante :

flz)= Zaizi, Vz e U;

i>0

et une telle expression formelle en série de puissances converge a f(z) pour tout
z€eU. SiU = K on dit que f est entiére et en particulier que lim;_, 4o a; R" =
0 pour tout R € R.

La dérivée divisée a l'ordre h d’'une fonction analyique f : K — K, définie
sur un corps K muni d’une métrique et a caractéristique p > 0, est la fonction
analyique dM) : K — K correspondant au coefficient du terme H", ot H € K*
est un parametre quelconque, dans le développement en série de puissances de
H de Uexpression formelle f(z+ H).

Cette définition peut s’étendre de maniere intuitive au Jacobien divisé d’'une
fonction analytique plus générale, du type :

f:K™— K™

Remarque 1.3.4. Etant donné un polynome A(X) € k[X]\ {0}, un élément
x € k est racine de A(X) de multiplicité au moins h > 1 si et seulement si
d") A(z) = 0 pour tout b’ =0,....h — 1.

Démonstration. On va procéder par récurrence sur h. Le cas ou h = 1 est
immédiat. Supposons donc h > 2. Soit A(X) et soit = une racine de A(X). On
va montrer d’abord que si elle est de multiplicité h alors les dérivées divisées de
A(X) jusqu’al’ordre h—1 s’annulent en . Si x est racine de A(X') de multiplicité
h elle est en particulier racine de A(X) avec multiplicité h — 1, ce qui veut dire
que A(X) admet une décomposition unique dans le domaine factoriel k[X] de
la forme :
A(X) = (X — 2" R(X);

et, par ’hypothese de récurrence, ceci revient a dire que :
d") A(z) = 0;

pour chaque 0 < A’ < h — 2. Il nous reste alors & montrer que dans une telle
situation,  est racine de A(X) de multiplicité h si et seulement si d"~1) A(z) =
0. En choisissant un parametre H on développe :

AX+H)=(X-2)+H"'R(X + H);

en obtenant :

h—2
d(hfl)A(X) = Z (h}; 1) (X — m)hil*h/d(h,)R(X) + R(X).
h’=0
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On a donc :
d" =V A(z) = R(x).

Par conséquent, d""DA(z) = 0 si et seulement si R(zr) = 0 ou de fagon
équivalente, si et seulement si (X — 2)|R(X) dans k[X]. Donc, si et seulement
si:

A(X) = (X - 2)"R(X);

ot R(X) = R(X)/(X — ) € k[X]. Si on suppose par contre que d")A(z) =0
pour chaque b’ = 0, ..., h—1 et donc, en particulier, pour chaque b’ =0, ..., h—2,
I’hypothese de récurrence implique que x est racine de A(X) de multiplicité
h — 1. Comme on est donc a nouveau dans le cas de la méme décomposition de
A(X) qu'on a déja étudié avant, si on répete les mémes passages précédents on
retrouve encore une fois que d"~1 A(x) = 0 si et seulement si R(z) = 0, ce qui
prouve donc que z est racine de A(X) de multiplicité h. O

On se propose premierement de montrer le Théoreme suivant :

Théoréme 1.3.5. Soient L,t,D € N tels qu’on ait que :
L? > tDc(®).

Soit N € A polynéome en T de degré :
1
deg(N) = [alogL} + 1.

11 existe alors un polynéme :

L-1L-1

G(X.Y)=> Y p; X'V e AX, Y]\ {0}

i=0 j=0
de degré au plus L — 1 tant en X qu’en Y tel que :
Gn(X) = G(X, ®(N)(X)) € A[®][X]\ {0};

s’annule en x avec multiplicité t et les coefficients p;j € A de G(X,Y) sont tels
que :

Dc(®) .
L2 —tDce(®)
pour chaque 0 < 4,7 < L — 1, ou X est la somme des hauteurs des vecteurs
constitués par les lignes de la matrice des coefficients du systéme linéaire

degr(pij) <

dM Gy (x) =0,

pour h = 0,...t — 1, dont les inconnues sont justement les coefficients (a
déterminer) de G(X,Y), ceur de N étant fizés.

Démonstration. Construisons le polynéome G de fagon directe. Il est nécessairement

de la forme :
L—-1L-1

G(X,Y) = Z Zpijxiw'.

i=0 j=0
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Si on impose sur un élément N € A\ {0} d’étre tel que Gn # 0 dans A[®][X],
cela équivaut & dire que la variété algébrique d’équation Y = ®(N)(X) dans
C? n’est pas contenue dans celle associée au polynome G(X,Y). Autrement dit,
dans le domaine factoriel A[®][X,Y] on a la condition suivante :

Y -®(N)(X)tG(X,Y).

En imposant ¢?d¢er(NV) > [, — 1 cela est évidemment satisfait. On pose, alors :

1
deg(N) = [3 log L] + 1. (1.7)
On aura, donc :
L—1< gtdeer(N) < dr, (1.8)

Imposer maintenant I’annulation de Gy sur x a l'ordre ¢ revient a dire que la
dérivée divisée de G a l'ordre h, pour tout 0 < h <t — 1, s’annule en z. Ce
qui donne un systéme linéaire & t conditions, dont les inconnues sont les L?
coefficients de G. Si on impose donc L? > De¢(®)t, ot De(®) > [k(®, z) : k], les
conditions du Lemme 1.2.13 sont satisfaites. En posant ¥ comme expliqué dans
I’énoncé on a le Théoreme. O

La stratégie qu’on se propose de suivre pour arriver a une contradiction
consiste & montrer que le polynéme Gy (X), pas nul par hypothese, a pourtant
plus de zéros qu’il pourrait en avoir.

Nous examinons donc ce polynéme, qu’on appellera dorénavant polynéme auxi-

liaire :
L—-1L-1

GN(X) =D pi X' ((N)(X)).
i=0 j=0
Les propriétés des dérivées divisées permettent de dire non seulement que x est
un zéro d’ordre t de Gy (X), mais que, pour h = 0,...,t — 1, la dérivée divisée
Gg\};) (X) de Gy(X) & lordre h admet également = comme zéro d’ordre ¢ — h.
En laissant h < ¢t — 1 générique, on a alors la décomposition suivante :

G (X) = AX)"" Ri(X)
ot A(X) € k(®)[X] est le polynéme minimal de = sur k(®) et Gn(X) =
A(X)'Rp(X) pour un certain Ry, (X) € k(®)[X].
Proposition 1.3.6. Il existe h € N\ {0} assez grand, qu’on déterminera plus
tard, respectant les conditions du Théoréme 1.3.5 tel que, quelque soitl € A\{0}
qui respecte la propriété RV, on ait que :
hl

Gy (@(0)(@) = 0;

pour tout 0 < h' < h—1.

On va montrer cette Proposition par I’absurde en supposant ’hypothese
suivante et en tirant une contradiction :

Hypothese 2. Supposons que pour un opportun | € A comme dans la Propo-
sition 1.3.6, on ait que :

h/
Gy (@()(x)) # 0;
pour au moins un h' tel que 0 < h/ < h — 1, ot h est celui de la Proposition
1.3.6.
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Majoration de la hauteur du polynéme auxiliaire

On commence par majorer la hauteur de G%L/)(Q(l)(x)). Pour cela, il faut
d’abord comprendre I’expression précise de la dérivée divisée a ’ordre h générique
du polynéme Gy (X) € A[®][X]\ {0}, dans le but de pouvoir bénéficier de I’es-
timation de ses coefficients, dont on dispose suite au Lemme de Siegel.

On avait vu que ¥ = Z;Vil h(aj1,...,a;n) ol les a;; € k sont les coefficients du
systeme de Siegel qui, dans notre cas, a la forme :

dMGn(z) =0

pour toute dérivée divisée d™ al'ordre h = 0, ...,t—1 de Gn(X) = G(X, ®(N)(X))
dans z. On rappelle que :

L—-1L-1

G(X,Y) = Z Zpijxiw’.

i=0 j=0

Par définition, la dérivée divisée de G (X) en x & Pordre h est le coefficient de
H" ou H est un parametre, dans Pexpression en série de puissances de H de la
translatée formelle :

Gy X +H)=
L—-1L-1 1 . 7 .
=3 S (1) ey (]) @coy ey
i=0 j=0 a=0 b=0
o ddegp (N)
V()= S @ (T)HT,
s=0

ou les as(T) sont des éléments dans k(®P), venant d’une écriture explicite du
polynéme additif ®(N(T)) = N(®(T)) € k{r}, de degré ddeg,(N) en 7. L’ex-
pression finale de cette dérivée divisée a l'ordre h est alors fonction de la valeur
de h et est une somme d’autant de termes que le nombre de toutes les possi-
bilités de former la puissance H" dans Iexpression précédente de la translatée
formelle Gy (X + H), en rappelant 'expression de ®(N)(H) que nous venons
d’écrire. Chacun de ces termes est de la forme suivante :

Lz:_l Lz:_lpij (Z) (j> < b )Xia(q)(N)(X))jb ddelg‘T[(N) a;(T)™ =

Py a)\b) \no,...;Nddeg, (N) Pl

S5 Jxs@meoys I ar
i “\a) \J = b,n0,..s g deg, (V) pairy ¢ ’

pour tout couple (a, b) et toute (ddegy(N)+1)—uplet @ = (1o, ..., Mg deg, (N)) €
Nedegr (N)+1 tealle que :
ddegp (N)

b= Z n;

=0
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et
ddegy (N) )
h=a+ Z n;q".
i=0
On a, donc, que 0 <a < het0< ZfzdggT(N) niqt < h —a.

Pour tout couple (i, j) € {0, ..., L — 1}, le coefficient associé & I'inconnue p;;
dans le systeme de Siegel
dMGy(z) =0

est alors :
i ] ddegT(N)
> ‘ @) @)yt [ am
(a,b:7)€Z(i.,h) (a> <j ~bno, ""nddegT(N)) i=0

avec ’ensemble :

Z(i,5,h) := {(a,b,n0, ..., Ngdeg,.(N)) € Ndegr (M43 < g < min{i, h},

ddegp (N) ddegp (N)
,a+ Z niq' = h, Z n; = b}.
i=0 =0

La hauteur Lj de la ligne h—ieme
dMGy(z) =0

du systeme de Siegel sera alors :

‘ . ddegp (N)
ML) =h({ Y @)@y I @) =
(a,b,m)€L(i,5,h) i=0

ddegp(N)

:m > memax{0,—o( 3 @TH@W)@)Y ] @)

v sur k(®,z)/k (i.9) (a,b,m)EL(i,5,h) =0

La propriété (1.3) nous amene a majorer la hauteur h(Lp) de cette fagon :

ddegy(N)

h(Lh) S [kj(?ﬁ;)] Z Ny max {0, —’U(:[;i*a(q)(N)(x))jfb H ’GV,Z“)} =

i,J,a,b,1 .
v sur k(®,z)/k (6.5,a,b,7) =0

ddeg (N)

=h({z" @N) @) T @ Yajasm):
i=0
Pour tout choix 4,5 = 0,...,L — 1, a = 0,...,min{é,h}, b tel que h = a +
ijggT(N) niq', a I'élément x°=%(®(N)(x))’~? de I'équation h est de fagon uni-
voque associé un élément H?jggT(N) a; telque h =a+ ijggT(N) n;q’, créant
alors un nouveau vecteur d’égale longueur & celle de {2'~%(®(N)(z))7~%} (avec
i,7,a,b dans les bornes indiquées avant), son produit avec ce dernier, compo-

sante par composante, donnant celui dont on vient d’indiquer la hauteur. La
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propriété du produit (1.2) nous permet donc encore de majorer h(Ly) de la
maniére suivante :

) ) ddegy (N)
h(Ly) < B({x = (@(N) (@) ") +n{ [ ah.
i=0
Suite aux propriétés des hauteurs, le premier terme est majoré par la valeur :
L{h(z) + h(®(N)(z))].

Cherchons une majoration du deuxiéme. Si N (T') = a0+a1T+...—l—adegT(N)TdegT(N) €
A, avec :

O(N(T)) = N((T)) = ap + a1 B(T) + ... + Qo () ®(T) BN

examinons la hauteur de chacun de ces termes dans la somme. Pour 0 < § <

deg(N) :
do 1) =1 500
v=07" i
@)’ => 0> [Tafs™ s
=0 EEA,;(i) s=1
ou :

5
As(i) = {(j(1),-.3(0)) €N’ D (s) = i}y
s=1
avec j(s) € {0,...,d}, j(0) := 0. En effet, si on considere la puissance :
O(T)(1)° = (TH+ a1+ ... + agm)(T + ar7 + ... + aqr?)..(T + ar17 + ... + agr?);

en développant les produits selon les regles arithmétiques de ’algebre de Ore
E{T} on obtient le coefficient de 7%, quelque soit i = 0, ..., dd, en multipliant
entre eux les coefficients a;(s) de chaque s—ieme terme du produit de toutes
les facons possibles afin que Zgzl j(s) = i, soumis a Paction des puissances
J(0),...,j(s — 1) de 7, o1 on impose j(0) := 0. Comme, en effet, a;,) n’est, dans
son propre s—ieme terme, soumis qu’a I'action de l'identité 7°, cette action le
fait apparaitre dans le produit avec exposant 1, qu’on représente par le cas s = 0
pour rendre la formule compatible avec toute situation possible. En effet, a;1)

n’est soumis qu’a l’action de 7° dans le produit, ce qui donne ce dernier sous
3(0) . ~ . . ]
la forme a?(l) = a,(1)- Si on appelle a; le coefficient de 7* dans 'expression de

®(N), de fagon que :
ds
O(N)(7) =Y ar’;
i=0

on en a que :

§
~ s—1 (), .
—w(a;) < max{gz_:1 —gXv=04( )w(aj(s))} < 6q1jfé?,)id{_w(aj)}'
Alors :
ddeg; (N) 1 ddegp(N)
rd T @ Yesgasm) = ) > nemax{0,— Y naw(@)} <
i=0 w sur k(®)/k i=0
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1 ddegp(N)
< @) Z Moy Z max{0, —nw(a;)} <
w sur k(®)/k =0
1 ddegy (N) )
< Z Ny Z n; degp(N)g* max {0, —w(a;)} < degy(N)h(P)h.
c(®) w sur k(®)/k i=0 §=0.....d

En conclusion, pour chaque h =0,...,t —1:

h(Lp) < Lh(z) + h(B(N)(2))] + degy(N)A(D)h. (1.9)
Or :
) L—1L-1 4 ' ddegr(N)
@O =SS > @O@) T @ND@) T T @
i=0 j=0  (a,b;7)EZL(4,5,h') i=0

pour tout 0 < b/ < h—1 (ol on considére h > 1 parmi ceux inférieurs & ¢ qu’on
vient d’examiner), comme conséquence des calculs précédents. Donc :

, L—1L-1 . 4 ddegg(N)
WG @@ =Y Y S @O@) T @N)@Y T @)
i=0 j=0  (a,b,;R)EL(,5,h') i=0

On obtient donc la majoration :
WG (@(1)(@))) < h(piy) + L@ () + A(S(NT)(2))] + degy (N)h(D)H.

On est maintenant face a deux situations possibles :
1. w(z) > 0 pour chaque w extension de la place v;, ol v; est la place
[—adique sur A, a k(®,z) (on indique le fait que w étende v; & k(P,z)
avec la notation w|v;) ;

2. 1l existe au moins une place w|v; sur k(®, z) telle que w(z) < 0.

Minoration de la hauteur de G%L,)(x)

Dauns le cas ot w(x) > 0 pour chaque w|v; sur A, on pose ¢ := Nk(q,,z)/k(G%L,) (@) (x))),
en supposant d’apres ’hypothése 2 que pour un opportun nombre naturel b’ < h
on ait que G%L/)(@(l)(x)) # 0, et on a, en indiquant Z(k(®, z)/k) 'ensemble des
k—isomorphismes de 'extension k(®, x)/k :

MO =h J[ oG8 @0)@) < K@ ) : LGS (@(0)(2)))
c€Z(k(®,x)/k)

comme la hauteur de Weil est stable sous la conjugaison et respecte la propriété
(1.2). En supposant w(z) > 0 pour chaque w|v;, le polynéme minimal unitaire
A(X) de x est a coeflicients dans O, anneau de v;—valuation dans k(®). On
sait que :

Gg\}f,)(@(l)(ﬂ?)) = A(@(1)(2) " Ry (®(1)(2))
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ot A(X) et Ry/(X) sont dans O;[X]\{0} ° (notons que puisque A(X), ®(1)(X) €
O,[X] alors R/ (X) € O;[X] aussi). Alors, en utilisant ’hypothese RV (r) sur I,
) mod (w).

Nous remarquons maintenant que A(X) € O;[X] et que le degré d’inertie f; ¢
de l'extension v; ¢ de la place v; & Oy est tel que :

fr.o =[O, o /v1,0 : Ai/1];

ot Oy, , et A; sont, respectivement, les completés de O; par rapport & v; ¢ et
de A par rapport a v;. Par conséquent, on a que :

d degp (1)

A(P(l)(x)) = A1

04, 4 J01,0] = gl der®),

Comme dans la condition RV, respectée par [, on demande que fj o = 1, il
s’ensuit que les coefficients de A(X) sont congrus a leurs puissances d’exposant
q?deer() mod (v;.4) et donc mod (w). Par conséquent, on a que :

d deg (1) ddeg (1)

Az ) = A(z)? =0 mod (w).

On peut donc conclure que :
G(h’) () (x))) >t—H;
w(Gy (2(1)(2))) = )

pour toute w|v;. Nous appliquons 'hypothese 2 : en supposant G(h/)@)(l)(x)) #
0, il s’ensuit que ¢ # 0 et, par conséquent, que (~! existe. Comme v;(¢) =

> oo WG (@) (@) :

h(¢) = h(¢™") = max{0, — degp(1)ur(¢™1)} = max{0, degp()ui(¢)} =
> [k(®, ) : k] degp(1)(t — 1.

Dans le deuxiéme cas, ou il existe au moins une extension w|v; telle que
w(z) < 0, choisissons en une de valuation minimale en z (il y en n’a qu’un
nombre fini & ne pas étre 0 sur x en tout cas). Remarquons qu’il est alors
possible d’obtenir directement un tres bon résultat de minoration de la hauteur
canonique de z. Plus précisément :

h(z) = lim ¢~ @derOnp (o) (),

n—oo
d’oll on se ramene & étudier la valeur
1
i) > w ,—w(® .
MO () > e 3 m max(0, —u(®(D)(a))
wlv;

Nous exprimons :

d degp (1)

O(1)(z) =z + c12? + ... + Agdeg, 1) T!

5. C’est parce-que z est séparable sur k(®) que sa multiplicité dans son polynéme minimal
t—h'
D,

est t — h'/. Dans le cas pas séparable, il faut utiliser un exposant plus petit : avec Dy ;.

p.i

degré d’inséparabilité de z sur k(P)
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L’hypothese RV sur [ implique alors que w(«;) > 0 pour chaque ¢ = 0, ..., ddegp(I)—

1, alors que w(aqdeg,. (1) = 0. Par conséquent, comme w(z) < 0, on a que :

ddegp (1)

w(0g deg,,. (1) T ) = q*9erOw(z) < g'w(z) < wles) + w(z?) = w(a;z? );

pour tout ¢ =0, ..., d degp(1)—1. Les propriétés des valuations non archimédiennes
impliquent alors que :

w(®(l)(@)) = ¢**Er V().
Par récurrence, en changeant x et ®(I"~1)(z), on a que :
1
d(" > ddegy(I)n w _ .
h(®(™)(x)) > ¢ To@.2) H Zn max{0, —w(z)};

la derniere somme étant minorée par 1, ce deuxieéme cas sur = implique, comme
prévu, une solution au probléme initial sous la forme suivante :

puisque :
D < [k(®,2) : k] < De(®);

(on rappelle que D = [k(z) : k] et que D > gatd+1).

Ces passages peuvent étre également répétés dans une situations d’inséparabilité
de x sur k, nous permettant de méme y garder I’hypothese de [—intégralité sur
x la ol ce serait nécessaire.

On en conclut finalement qu’on peut poursuivre en supposant le premier cas
sans aucune perte de géneralité. On obtient donc que :

degr(1)(t—h") < h(pi;)+L[R(®(1)(z))+h(P(NI)(x))]+degp(N)h(®)R'. (1.10)

Contradiction finale
Rappelons que [ satisfaisant I’hypotheése RV (r) est supposé tel que :
h/
G (@) () # 0.
Grace a la majoration de la hauteur qu’on a obtenu par le Lemme de Siegel, on

est maintenant en condition de pouvoir majorer le terme h(p;;), apparaissant
dans 'inégalité (1.10). Le Lemme de Siegel donne 'estimation :

Dc(D)
hipi;) < ————— h(Lp).
(pj) = LQ—tDC((I)) Z ( h)
Nous imposons pour 'instant la condition :

L? > tDc(®). (1.11)
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L’inégalité (1.9) nous donne alors :

Dc(®)

h(pij) < T2 iDe(@)

> (L[h(@)+h(B(N)(2))]+degr (N)A(D)h). (1.12)

0<h<t—1

Nous faisons les choix suivants® :

Dlog D
L= 228~ | 4. 1.1
[C°<loglogD>2]+’ (113)

s DlogD

o 3 .

t= [Coi(loglogD)g’} , (1.14)

D
= — 1.1
" [CO(loglogDP]’ (1.15)

avec ¢g > 0 une constante opportune, dépendant du choix de ®. Le choix :
co > c(P); (1.16)

implique alors la suivante condition :
2 L.y
L% —tDc¢(®) > - L%
2

pour chaque D > ¢9t9+1 En effet, une telle inégalité peut s’exprimer de facon
équivalente sous la forme 1L? — tDc(®) > 0. Comme :

2 2
L2 > ch (log D) ;
(loglog D)*

et :

D?log D

tDe(®) < ch——2—:
ol )*Co(loglogD)W

on en a que :

1 Llog D —loglog D
§L2—tDc(q>)>ch2logD<2°g o8 08 )

(loglog D)4

Cette derniere expression n’est pas négative, si D > ¢9+911 si et seulement si :
1
3 log D > loglog D;

condition qui est vraie comme le montre un étude opportun de fonctions pour
D > ¢4T4+L, SQuite aux inégalités (1.11) et (1.12) on a alors que :

hlpis) < #fc)@) 0<§_1<L[h<w> + h(®(N)())] + degp(N)h(@)h) <
= QDZ(;I)) 3" (L) + 29+ W(@(N)(2))] + deg (N)h(®)h) <

0<h<t—1

6. Ces choix des parameétres sont du méme ordre de grandeur que dans le travail de H.
Bauchere [B] et nous nous en sommes inspirés.
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Dtc(®)
72

Les conditions (1.7) et (1.8) nous donnent alors” I'inégalité :

<2

(2Lq? %8 N7y (2) + 4(d + 1) Lh(®) + degy (N)h(®)t/2).

Dtc(P)

i (2¢°L?h(z) + 4(d + 1)Lh(®) + Liog Lh(®)t) =

d

d+ 1)h(D)c(P) Di+ 2h(®)c(®) Dt?log L
L d L2
La condition (1.10) implique alors que :

h(pi ;) <2

= 4q%c(D)Dth(z) + 8 (1.17)

8(d+ 1)h(P)c(P) Dit 2h(®)c(®) Dt?log L N

degy(1)(t—h) < degp(1)(t—1') < 4g’c(®) Dth(x)+ i y e

+ L[2¢%esr (N)+degr () (1) 4+ 4(d + 1)h(®)] + degy (N)h(®)R' <

8(d+ 1)h(P)c(P) 2h(®)c(®) Dt?log L
i Dt + d 72 +

< 4¢%c(®)Dth(z) +

- 2
+2¢?er O [2h () + 4(d + 1)h(P)L + ~log Lh(®)h' <

~ 2
< 4q%(®) Dt (z) + 8(d+ 1)h(P)c(P) Dt + 2h(®)c(P) Dt 1ogL+
L d L2
~ 2
+2q?er O [2h () + 4(d + 1)h(P)L + ~log Lh(®)h.
Les choix (1.14), (1.15) et (1.16) impliquent que h < ¢/2. Donc :

16(d+ Dh(@)e(®) ) 4h(D)e(®) Di*log L |

p ~
degr ()t < 8¢%c(®)Dth(z) + T 7 T2

- 4
+4q?eerD g 120 (1) + 8(d + 1)h(P)L + 7108 Lh(2)h.

Sachant que tDc(®) < L2, nous obtenons que :

~ ®)e(P) Dt? 0]

degp (D)t < cqa(L2q?98rOh(z) + h(®)L + %L—i log L + %hlog L);
(1.18)

avec :

cq = 24¢°.
Nous choisissons alors :
1 (log D)?
degp (1) := h(®)c(®) |1 o ). 1.1

cer (1) = h(@)e®) | 1 g (B0 (1.19)

Tout d’abord nous remarquons qu’étant donnés a,b € R tels que a,b > 4, on
a que [a][b] > fab. Nous avons donc, en imposant :

a = h(D)c(P); (1.20)

et :
co > q% (1.21)

7. Comme log L > d (conséquence du fait que D > q9+9t1) on a que degp(N) < % log L.
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(condition qui, avec I’hypothese que D > ¢4+ implique que ¢, degy (1) >= 4)
que :

1o 3 DlogD
deg, (1)t > 5;(4 log cg + 2loglog D — logloglogD)com >
1a s DlogD

> ——(41 loglog D)cg ——=——
-2 r( 08 ¢o + loglog D)cy (loglog D)® —

la 4 DlogD

> ——Chg———— - 1.22
=97 (loglog D)? (122)

Avec un tel choix nous calculons maintenant la meilleure minoration possible
de ¢g afin que les trois suivantes conditions soient respectées :

degr (1)t > 4cah(P)L; (1.23)
®)c(®) Dt?
degr ()t > 4(:4%[/—752 log L; (1.24)
P
degr ()t > 4C4¥hlog L. (1.25)

En appliquant, suite aux conditions (1.13) et (1.16), et & I’hypothese pour la-

quelle D > ¢2+4*! (ce qui implique que cguo’%{g% > 1)le fait que :

5 DlogD <1 <92 Dlog D

——— ——; 1.2
“ (loglog D)? =~ — “ (loglog D)?’ (1.26)
I'inégalité (1.23) est alors conséquence de celle-ci :
la 4 DlogD 5 DlogD
s S = SN e .
270 (loglog D)% — Seaacy (loglog D)2’
ce qui nous amene & la condition :
co > 16rcy = 384rq?. (1.27)

L’inégalité (1.24) est par contre conséquence de celle-ci :

la 4 DlogD o4 s D3(log D)? (loglog D)*

27 0 (loglog D)2 — g o (loglog D)8 ¢ D2(log D)2 08 %

2 DlogD

conséquence du fait que L > ¢ =, voir la condition (1.26)) qui vient de
0 (log log D)

la suivante :
8
cologD > %(ngco +log D + loglog D — 21logloglog D + log 2);

2 DlogD

(conséquence du fait que L < QCom,

par celle qui suit :

voir la condition (1.26)) impliquée

colog D > 87;%(21% co + 3log D). (1.28)
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Pour montrer une telle inégalité il nous suffira donc d’avoir a la fois que :

48 1152r¢®
o > s LW, (129)

et que :
32rcy

cologD > log cg.

Nous cherchons alors ¢q tel que :

logep = d d

o 32rcy  768rq? .

Suite a la condition (1.21) et au fait que la fonction % est croissante pour

X > q, une telle inégalité est conséquence de celle-ci :

d d
q 768rq
= > . 1.30
d — d ( )
Si on admet que :
<2 (L.31)
r< —; .
- 768’
cette derniere condition est respectée. Si on admet en revanche que :
> — 1.32
> s (1.32)
nous cherchons X sous la forme :
X = X,768r¢% (1.33)
telle que :
X 768rq”
logX = d
donc telle que :
Xo 1

> —.
log 768 4+ logr + log Xo +d — d

L’hypothese sur r nous garantit que le premier terme de cette inégalité est bien
un nombre positif, ce qui rend suffisant de vérifier que :
_ X 1
logXog+d ~ d
Donc, que :
d(Xo - 1) Z IOgXo. (134)

Condition vérifiée pour tout Xg > 2. Donc pour tout choix de ¢q tel que :

co > 2(768r¢%) = 1536r¢". (1.35)

Comme on suppose que r < % on a que dans tous les cas une telle condition

implique aussi la (1.21) et la (1.29). La condition (1.25) est finalement, d’apres
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Pinégalité (1.22) et en répétant les mémes majorations du terme log L qui nous
avaient amenés & la condition (1.28), conséquence de celle-ci :
la 5 DlogD o}

> 404—00

D
—_— —(21 log D);
97 0 (loglogD)? — d (loglogD)Q( 0g co + 3log D);

et, donc, de celle-ci :
9 8rey
cylog D > T(Zlogco—i—?)logD). (1.36)

Comme cette derniere est conséquence de (1.28), nous concluons que les condi-
tions (1.23), (1.24) et (1.25) sont vérifiées pour tout choix de ¢y respectant la
condition (1.35).

On aura donc une contradition avec (1.18) en imposant :

~ degr (1)t
h(z) < #dggw. (1.37)
On a donc que, pour ?L({E) assez petit, Gy (®(1)(z)) = 0 pour chaque ! respectant
la propriété RV de degré degp(l) choisi comme avant. Grace au Lemme 1.3.1
nous pouvons par conséquent compter le nombre de zéros de G n(X) avec leur
multiplicité. Comme on suppose le module de Drinfeld de type RV(r) on aura
en effet au moins :
( qrdegT(l) B log D
2rdegp(l)  log2

)D';

zéros de G (X), de multiplicité au moins h, ol degy (1) est défini comme avant.
Comme D = [k(x) : k] < [k(P,x) : k(D)]|[k(®P) : k] = D'c(®), il s’ensuit qu’'on
aura finalement au moins :

qrdegT(l) _logD) D .
2rdegp(l)  log2 c(®)’

zéros de G (X). Nous cherchons alors une condition sur ¢ telle que :

rdegr (1)
q T S 2logD

2rdegy (1) = " log2” (1.38)
Comme la condition (1.19) implique que :
alog <Cé%> >rdegp(l) > ra (% log (cg%) — 1> ;
il s’ensuit que :
( 4 (g D)? )"
e > S
Donc :
J— (chieso)”
(1.39)

> .
2rdegp(l) = ¢"*2a(4logcy + 2loglog D — logloglog D)
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La condition (1.38) sera donc conséquence de celle-ci :

4(logD)2)a
€0loglo
( log log D S 2logD

q"*2a(4logco + 2loglog D) — “log2

Il nous reste alors & montrer que :

T

49"«

céa(log D)Q(y—l > 1Og2

(41log co + 2loglog D)(loglog D)“.

Les conditions a imposer sont alors :

2 T
cg®(log D)1 > ?)I(ZITZQ log ¢ (log log D)%;
et : 16
« a— qraa «@
c*(log D)**~ > Tog 2 (loglog D)***.

Pour la premiére condition, nous remarquons que pour o > 1 et D > ¢9t4+! on
a que :
(log D)**~! > (loglog D)%;

il suffit donc que :

cie . 329" %«
logey = log?2

Nous supposons alors que :
co > 2q. (1.40)

Comme la fonction % est croissante pour X > ¢, une telle condition est donc
conséquence de celle-ci :
(zq)4o¢ - 32q7"oza.
log2+1 =~ log2 ’

qui est encore conséquence des inégalités suivantes :

, 24 32
T 2T 5%
log2+1 ~ log2

et :

q4a72 2 qra;

qui sont des conditions toujours respectées par toutes les valeurs possibles de «,

r et ¢ parmi celles admises par les hypotheses.

Pour la deuxieme condition, nous remarquons que 'inégalité que nous voulons
montrer est conséquence des suivantes :

co(log D)**~ > (loglog D)**!;
et :

16 T
Cgaq > q a.
log 2
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Les choix précedemment faits de ¢y et de D impliquent ces deux derniéres
inégalités. En effet, comme ¢y > 2¢ la premiere inégalité est toujours res-
pectée pour tout D > ¢9t4+1 et tout o > 1, puisque sous de telles conditions
2log D > (loglog D)? et donc I'inégalité est impliquée par celle-ci :

q(log D)?*~2 > (loglog D)*™*;
qui est toujours respectée. La deuxieme inégalité est conséquence de celle-ci :

16¢"*«

240{—1 4da—1 > .
1 — log2

Qui est encore conséquence des inégalités suivantes :
21=14 > 16;

et : o
da-2 5 T

~ log2

q

Y

dont la premiere est immédiate et la deuxiéme conséquence du fait que :

1
q>

= 1 M
= log 2 082 q;

et que :
q4a—3 > q(’oz;

pour tout ¢ puissance d’un nombre premier et o > 1.

Sachant que degy (Gn (X)) < 2(L — 1)g?de8r(N) < 2¢?L2 un choix de pa-
rametres tel que :
gdesr®)  p
4r degy (1) ¢(P)

nous donnerait la contradition cherchée, montrant comment I’Hypothese 1 aussi
est fausse. Une telle condition est conséquence, suite a la condition (1.39) et aux
faits (toujours conséquences des hypotheses D > q4t4+! et ¢y > 1) que :

h > 2¢%L?;

1 D

h>-cgr———=; 1.41
=35 (loglog D)?’ (141)
et que :
Dlog D
<208 1.42
= 2% (loglog D)2’ (142)
de celle-ci :

o'
4 (log D)?
(CO log log D C()D2

>
qm4c(®)a(4log co + 2loglog D — logloglog D) 2(loglog D)? —

4 D*(log D)*

> 2¢d4ct T2
= CO(loglogD)‘l
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Qui se réduit, comme « > 1, & 'estimation suivante :
2
a3 (logD)

4 (log D)* |
o log log D
16q“c

> —_— .
q 4a?(4logcy + 2loglog D) — % (loglog D)2

En posant :
X :=log D;
on a a étudier la condition :
C4a—3X2a72

0 > 1.
128qd+raa2(2 IOgC()(lOgX)a*Q{— (IOgX)afl) = 13

ou«a>1etlogX > 1. Avec la majoration :
(log X)* 7% < (log X)*
nous nous réconduisons alors a étudier I'inégalité :

céa*?)XQ(oz—l) -1
128¢%* a2 (log X )1 (2logeco + 1) —

Puisque X2(®~1) > (log X)*~! pour tout X > 1, il nous reste & montrer la
suivante inégalité :
do—3
[ > 1.
128¢%trea?(2logco +1) —

qui est conséquence de la suivante :

€o d+roa 2
— > 128 .
2logcy+1 — 1 @

Nous choisissons donc ¢y sous la suivante forme :

co > Ada3qtt; (1.43)

ou A est un nombre réel positif suffisament grand qu’on déterminera tout de
suite. La condition & imposer sur A est en effet la suivante :

d
Adoz3q tre > 128qd+r(ya2.
2(log A+logd+3loga+d+a)+ 1

Ce qui peut aussi s’exprimer comme il suit :

2log A+ 2logd + 6loga 4+ 2d + 2ac+ 1 < 1
Ada - 128"

Le choix :

A := 6500;
nous donne alors les trois suivantes conditions :
2log A < i;

A — 128
4210gd+ 2d < i;
Ad - 128

2
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4610ga+2a+ 1 < L;
Aa 128
pour tout a,d € N\ {0}. La premieére de ces inégalités se revele étre respectée
en choisissant A = 6500. Un tel choix implique d’ailleurs facilement les deux
autres suite aux majorations suivantes :

2logd + 2d < 4d;
et :
3loga < a+2;

valables quelque soit le choix de a et d dans N\ {0}. La condition que nous
imposons a ¢y est donc finalement la suivante :

co > 6500da’q? T, (1.44)

En rassemblant toutes les conditions qu’on a obtenu sur ¢¢ ((1.16), (1.21),
(1.27), (1.35), (1.40), (1.44)) on peut donc finalement donner 'estimation générale
que cette constante doit respecter afin de rendre fausses les hypotheses 1 et 2 :

co > max{c(®), %, 384rq?, 1536r¢?, 2¢,6500da’q? "} =

= 6500da’q* T, (1.45)

Nous imposons donc :
co > 6500da’qgdtre. (1.46)

En conclusion, si ﬁ(x) est trop petite, on a la Proposition 1.3.6, qui implique
que G (X) admet un nombre de zéros, comptés avec leur multiplicité, supérieur
a degyx (Gn(X)), ce qui est en contradiction avec le Lemme de Siegel, pour
lequel un tel Gy (X) existe et n’est pas le polynome 0. En définitif, suite a
I'impossibilité de la condition (1.37), et grace aux conditions (1.19), (1.22) et
(1.26), on obtient que :

1 h(P)c(P) Dlog D
> degp ()t 3G TogToe D2
h(z) > > . >
- 4C4L2qddegT(l) 4 D2(log D)2 4 (log D)2 Fh(®)c(®)
166460 (loglog D)* ( Olog logD)

h(®)c(®) (loglog D)Q"‘%h(‘P)C(‘I’)
> = i .
768rqdcyt T ®®) D(log D)+ @)

Finalement, grace au Corollaire 1.2.11, on peut étendre ce résultat de la situation
ou D > ¢4t au cas de D quelconque avec la minoration énoncée dans le
Théoreme 1.1.7 : 41 (8ye(®)

R log lo D 2+ Sh(®)c(P

0 D(log, D)2 h(@)e(@)

Nous remarquons qu’avec la notation log , (.) et loglog, (.) introduite au début,
on a que :
(loglog., D)2+gh(q>)c(<1>)

D(log+ D)1+¥h(‘1’)0(®) -

)

quelque soit D € N\ {0}, ce qui nous permet de formuler un résultat valable
pour toute valeur de D € N\ {0}.
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Nous remarquons maintenant que la méme méthode marche également sous
Ihypothese plus faible RV(r)*. En effet, on a le Lemme suivant :

Lemme 1.3.7. On suppose que I’Hypothése 1 soit vraie pour tout C' €]0, Cp].
Alors on peut définir une application D = D(C) de ]0,Cy] dans [qi4H1, 4+o0]
en choisissant, pour tout C > 0, un élément x de degré D(C) = D minimal sur
k tel que :

(loglog D)*

D(log D)~ ’

ou K et i sont définis en (1.5) et (1.6). Cette fonction croit vers Uinfini quand
C décroit vers 07T,

h(z) < C

Démonstration. Nous allons montrer d’abord que la fonction D = D(C) qu’on
a défini n’est pas bornée (tout en restant minorée par la valeur ¢¢++1). Si, par
I'absurde, une telle borne D < M existait, ou D = [k(z) : k], avec x € D(k) N7
choisi en fonction de C' comme expliqué dans I’énoncé, suite au Théoreme 1.2.10
on aurait que E(x) > 02_M2. D’on 02_M2 < 6’, suite a ’hypothese 1, en choisissant
C = maxD:L,,,,M{C%:DD)):}. On choisit donc C' assez petit afin que C <
cy M? (e qui implique E(x) = 0 ou, de fagon équivalente, que = est un point de
torsion, ce qui contredit les hypotheses. Il ne nous reste plus qu’a montrer que D
croit toujours quand C décroit vers 0. Cette propriété est équivalente & dire que
la fonction D = D(C') est décroissante pour C croissant vers Cy. Etant donné
C et (' tels que 0 < C' < C’, on montrera donc que D = D(C) > D’ = D(C").

En effet, au choix de C on associe x € D(k)n7 de degré D sur k minimal tel

~ 2 p—
que h(z) < C%, et on choisit de la méme maniére 2’ € D(k)yr et D’

associés & C’. Comme C’ > C, on a alors que :

~ log1 D)*
() < ¢ Uosloss D"
D(log, D)*
La minimalité du choix de D’ = D(C") implique alors que D’ < D, ce qui acheve
la preuve. O

On supposera, done, la condition RV(r)* pour le module de Drinfeld D =
(Gq, ®). 11 s’agit d’'une condition plus faible que RV(r) : dans les passages
précédents, ol on était sous la condition RV(r), nous avons montré comment
les hypotheses 1 et 2 sont fausses avec le choix précis :

h(®)c(D)

1+44 h(®)c(P) b

C = Cp = min{g PREFDA@)F (g —1)%e(2)*
768rqc,

en effet, ce choix impliquait, suite & la condition RV(r), 'existence d’au moins
q"4°87 () /21 deg (1) éléments | € Paeg,.(1), ott degp (1) est fixé comme en (1.19).
Dans la nouvelle situation, la condition RV (r)* n’est plus suffisante & nous ga-
rantir I'existence d’autant d’éléments dans Pyeg,. 1) (k), avec un tel degy(1). Cette
nouvelle condition nous garantit I'existence d’assez d’éléments dans Pyeg,.(1)(k),
seulement pour une valeur deg (1) suffisamment grande, mais pas explicitée. Le
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seul moyen de pouvoir, donc, répéter les mémes passages qu’avant, en gardant
les mémes choix des parametres L, t, h, degy (1) en fonction de r, h(®), ¢(®), d, D,
est d’augmenter jusqu’a ce qu’il le faut la valeur de D, de fagon que :

degy (1) = h(®)c(®) [% log Gg%ﬂ ;

soit assez grand pour pouvoir lui appliquer la condition RV (r)*.

Le Lemme 1.3.7 nous garantit, alors, de pouvoir choisir D assez grand pour cela,
quitte a choisir C' assez petit. Plus précisement, nous choisissons un nombre
Np € N étant le plus petit parmi ceux tels que pour D > N la valeur du
degré degp(l) des éléments de Pyeg,.(1)(k), exprimée en tant que fonction en D
comme on vient de le faire avant, soit, en accord avec la notation choisie dans
la Définition 1.1.4, supérieure & N(®), ou :

R (@) = h(@)e(®) | g M)] ;

“ loglog No

et N(®) > N(®), ot N(P) est justement la valeur indiquée dans la Définition
1.1.4 telle que la condition RV soit respectée par tout élément [ € S(A) dont le
degré deg (1) soit supérieur & N (®). Afin de pouvoir répéter les mémes passages
qu’avant et grace au fait que la fonction en D dans laquelle degy (1) est exprimée,
est croissante nous supposons sans perdre en généralité que :

d+1,
N¢>qq++’

ce qui nous permet de supposer D > ¢?T%*! comme précédemment. Nous re-
marquons en effet que dans le cas oll No < ¢7t%t! il nous suffit de choisir
Ng = q979t1 et le méme résultat qu’avant, avec les mémes estimations, restera
valable ici. En sacrifiant, donc, la précision de la valeur C', qui ne sera plus Cy
mais seulement en général < Cp, on peut appliquer la méme méthode sous la
condition RV(r)*, en obtenant finalement une minoration de la forme :

~ (loglog D)
> .
(@) 2 C 5 g Dy

avec [ et k donnés en (1.5) et (1.6) et C < Cp, valable pour D > Ng. Pour
D < Ng on complete ce résultat encore une fois avec le Théoreme 1.2.10. Ce
qui nous amene finalement a I’énoncé complet du Théoreme 1.1.7.

Voyons maintenant comment on pourrait donner une valeur explicite de la
constante C'. Nous donnons ici un énoncé général.

Remarque 1.3.8. A tout choiz d’un module de Drinfeld D = (G,,®) de
type RV (r)* correspond, d’aprés la Définition 1.1.6, Uexistence théorique d’un
nombre Ng € N\ {0} avec la propriété suivante. En appelant :

N (@) = n@ye(a) [ T1og (1220l )]

on a que :
N(®) > N(®);

http://doc.univ-lille1.fr



© 2013 Tous droits réservés.

Thése de Luca Demangos, Lille 1, 2012

40 CHAPITRE 1. MINORATION DE HAUTEURS CANONIQUES

ot N(®) est celui qui est défini dans la Définition 1.1.6, et que pour tout D >
Ng, en conséquence du choix qu’on a fait de degr(l) en tant que fonction en
D, degy(l) > N(®) > N(®). Suite a la Définition 1.1.6 on a alors que :

g deer(®

P > -
| degT(l)(k)| = 27’degT(l)

Nous répétons alors exactement la méme méthode déja utilisée sous [’hypothése
que le module de Drinfeld D = (Gg, ) était de type RV (r)*, mais en supposant
D > Ng au lieu de D > ¢4+, Pour D > Ng > ¢91%1 nous obtiendrons donc
4 nouveay :

) > h(®)c(P) (loglog D)2+ h(®)e(®)
) > ’ = :
768rqdcé+%h(¢)c(®) D(log D) +3 h(@)e(®)

ol ¢y est défini en (1.46). Appliquant & nowveau le Théoréme 1.2.10 au cas ot
D < Ng, on pourra donc expliciter la constante C < Cy de la deuziéme partie
du Théoréme 1.1.7 comme il suit :

5d(2(d-+1)R(B)+1)(Nop—1)2c(P)> h(®)c(P) 1

) 4d c
7687“qdc(1)+ ™ h(®)c(2)

C = min{q~

1.3.2 Cas pas séparable

Si z n’est pas forcément séparable sur k, soient D), ;. son degré d’inséparabilité
et Dgep. son degré de séparabilité sur k. On est donc dans la suivante situation :

D= [k}(ﬂ?) : k] = Dsep.Dp.’L'.;

ou :
Dgep. = [k(x) @ klsep. et Dypi. = [k(2) : k]p.i. = 0%

pour un nombre entier ¢ € N opportun. On se propose d’étudier comment les
résultats obtenus sous I’hypothese de séparabilité se modifient avec l'introduc-
tion de I’hypothese d’inséparabilité. Ce que nous obtenons est le Théoréeme 1.1.8.

Tout d’abord, on notera :
kBT i= kP 0 k()

ol kP est la cloture purement inséparable de k dans k. Soient a, ..., aq € k les
coefficients de @, engendrant, comme dans le Lemme 1.3.1, une extension finie
k(®) := k(aq,...,aq) de k, telle que :

D' = [k(®,z) : k(®)];
D/ _ DI D/ .

sep. 7 p.i.s
ou :
Dy = K@, 2) : k(®)]sep. ot Dp; 1= [k(®,2) : (®)]pa. = p°';
ou e’ € Nest tel que e/ < e. Etant donné ¢(®) := [k(®P) : k] comme précedemment,
on définit :

c1(®) = [k(D) : klsep. et ca(P) 1= [k(D) : K]p.i..
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La preuve du Théoréme 1.1.8 se déroule de fagon analogue au cas séparable. En
général la plupart des raisonnements ne sont pas concernés par les changements,
sauf un nombre limité de passages clés qu'on va reprendre. Le premier d’entre
eux est celui qui est résumé dans le Lemme 1.3.1, dont la nouvelle reformulation
est celle qui suit :

Lemme 1.3.9. 1. Soit x € D(k)n7 ayant degré d’inséparabilité sur k €égal
a Dy, et or,...,op; les différents plongements de k(®,x) fizant k(P),
ou on note : o
D' =D, D). = [k(®,z) : k(®)].

sep.

Pour tout couple (a,b) € A? telle que a/b ¢ F, on a :

0i(®(a)(x)) # a;(®(b)(z))

pour tout couple (i,7) € {1,..., D, }*.

2. Soit M, un sous ensemble de A formé d’éléments premiers entre eux a
deuz a deux. Alors le nombre d’éléments a € M pour lesquels il existe
i # j dans {1,...,D,, } tels que o;(®(a)(x)) = 0;(P(a)(x)) est majoré
par log D,/ log 2.

Démonstration. 1. En ce qui est du premier point, on répéte les mémes pas-
sages dont on s’était servi pour montrer ’analogue dans le cas séparable,
sauf pour le fait que le nombre de conjugués d’un élément de la forme
®(a)(x), qui sont tous différents des conjugués d’un différent ®(b)(z), est
au plus D’

sep.*
2. Méme ce point est prouvé avec les mémes raisonnements qui montrent son
analogue dans le cas séparable, sauf que sans I'hypothése de séparabilité

de x sur k, les ensembles I(a, i) ont une cardinalité au plus D}, , ce qui
nous amene a une inégalité de la forme :
M
oM < D,
donc :
M| < log D, /log2.
O

Le Corollaire 1.2.11 reste par contre valable sans aucune hypothese de séparabilité

sur k(z)/k, ce qui nous permet encore une fois de choisir une minoration de D,
que nous fixons encore & D > ¢4T9*1 en minorant éventuellement h(z) >
—(q¥T I _1)2¢(®)? N .

Co (a 7)™ Jans le cas ott D < g9t9tl _ 1 en répétant exactement les
mémes passages déja faits dans le cas séparable.

Nous allons re-construire la fonction polynomiale auxiliaire dans cette nouvelle
situation.

Comme on a déja fait, on se propose de construire un polynéme

L—-1L-1

GX,Y)=> > pyX'yI

i=0 j=0
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a coefficients dans A et un élément N € A\ {0} tels que le polynéme Gy (X) =
G(X,P(N)(X)) € A[®][X]\ {0} s’annule au moins & l'ordre ¢’ := tp® en z.
Comme précédemment, degy(N) = degy(N) est tel que g¢de8r(N) > [, — 1 en
imposant :
1

degr (V) =[S log L] + 1
ce qui donne :

L-1< qddegT(N) < qu.

La condition d’annulation de G (X) en z & 'ordre ¢’ prévoit & nouveau qu’on
cherche les coefficients de G (X) dans 'espace des solutions d’un systéme
linéaire &4 L? inconnues et ¢’ conditions données par annulation des dérivées
divisées de G (X) en x jusqu’a lordre #'. Nous montrons maintenant que le
nombre de ces conditions peut se ramener a t seulement. En effet, si z est zéro
de Gn(X) on a comme premiere condition que :

GN(QC) =0.

Il s’agit d’une équation linéaire &4 L? inconnues dont ’espace des solutions
contient évidemment celui auquel nous sommes intéressés. Par conséquent, les
coefficients de G n(X) qui nous intéressent seront tels que, dans anneau facto-
riel k(®)[X] :

A(X)|Gn(X);
avec A(X) € k(®)[X] polynéme minimal de x sur k(®). Comme le degré de pure
inséparabilité de = sur k(®) est D), ; = p¢, = est racine de A(X) & l'ordre p .
Elle est donc racine au moins au méme ordre de G (X)) également. La condition
de simple annulation de G 5 (X) en « implique alors déja implicitement les pe/ -1
autres conditions :

d(h)GN(x) =0;
avec h < pe/ — 1. De la méme manieére, intersecter cet espace de solutions avec
celui de ’équation linéaire :

d? )Gy (x) = 0;
impose que :
Gn(X)
X .
(NS
en tant qu’éléments de k(®)[X] comme, par la Remarque 1.3.4, une telle inter-
section implique que = est racine de G (X) & l'ordre au moins p¢ + 1, alors
que les racines de A(X) ne sont qu’a l'ordre p® seulement. Puisque on a qu’en

effet :
A(X)?|GN(X);

on aura aussi que les pe/ — 1 conditions :
d™M Gy (x) = 0;
avec h = pe/ + 1, ...,2pe/ — 1 sont conséquences de la condition précédente

d®° )G ~(z) = 0. En conclusion, en répétant les mémes passages a chaque condi-

tion Gy (z) = 0, d(pEl)GN(x) =0, .., d((tfl)pE/)GN(x) = 0, le systeme linéaire
qu’on a effectivement a résoudre est finalement de la forme :

A7) Gy () = 0;
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avec h =0,...,t — 1 et il est équivalent (et non pas simplement contenu) & celui
de la forme d" G y(x) = 0 pour chaque h = 0,...,t' — 1.
L’estimation des coefficients de Gy qui suit du Lemme de Siegel est alors :

Dc((I)) t—1 . 4 ddegr(N)
degp(pij) < 12— tDe(®) Z h({ Z 2 (D(N)(x))' " H a;"});
h=0  (a,b,)EL(irj,h) i=0

ou :
Z(i,4,h):={(a,b),0 <a <min{i,h},0 < b < min{j, h},

ddegp (N) ddegp(N)
;0 + Z niqlzhpea Z nlzb}
=0 1=0

On remarque que la formulation du Lemme de Siegel est indépendante de ’hy-
pothese de séparabilité ou d’inséparabilité, indiquant avec D le degré total de
x sur k. En reprenant les mémes passages relatifs au cas séparable, on parvient
a la majoration suivante des coefficients du polynéme Gy (X) :

DC((I)) ’
h(pij) < —————— Lih(z) + h(®(N)(x))] + degp(N)h(P)hp® ).
i) < iy, (L) + MOV + degr (D)
Nous choisissons ici :
Dlog D /
._ 2 e .
L= [CO (loglogD)Qp ] + 1; (1.47)
Dlog D /
|3 e .
t:= [Co (loglogD)3p } ; (1.48)
D
= v Tomepr) e

ou ¢y est un nombre entier positif qu'on choisira de maniére opportune plus
tard. En supposant :
co > c(D); (1.50)

nous avons encore une fois que :
2 L.y
L? —tDc¢(®) > 5[/ ;

suite & la condition D > ¢?t4*!. En dévéloppant les calculs comme dans le
précédent cas nous obtenons alors que :

Do) X (@) + M@V + deer (MA@ <

h(pij) <

/

> (2LgtdrrMh(z) + 4(d + 1)A(D)L + degy (N)h(®)hp') <
0<h<t—1
Dic(®)

< 275 (24" L*h(x) + 4(d + Dh(®)L + éh@)(log Lytp”) <
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o~ 2 !’
< 4¢*Dte(®)h(z) + 8(d + 1)h(¢)a(q>)% + h(@)c(@)% IZ—Z log Lp® ;

ou on a choisi : )
deg,(N) = {E logL} + 1

Le polynéme auxiliaire :

L-1L-1
GN(X) =)D piy X' (B(N)(X));
i=0 j=0
est tel que :
GRP(X) = AT Ry (X);
pour tout ' =0,...,h — 1. Si ] € A est un polynéme unitaire et irréductible de

degré degp (1), respectant ’hypothese RV, supposons que :

Gl @(1) (@) # 0.

Comme précédemment, nous allons estimer la hauteur de cet élément avec une
majoration et une minoration, pour tout ' =0,...,h — 1. Si :

¢ = Ny (G " (@D @)) = Nya, g (G 7 (@) (@) HOH

alors :

h(¢) < [k(®, 2) : KRG (@(1)(2))) < [k(®, ) : k](h(piy)+LIA(@() (2)+h(D(NI)(z))]+

+degy (N)h(®)H'p* ).
D’un autre coté :
h(¢) = h(¢™") > max{0, degy (vi(¢)} > [k(®, x) : k] degp(I)(t — h');

si w(z) > 0 pour toute w|v;. En effet, en sachant que la restriction de w & k(®)
a degré d’inertie 1 sur v;, on peut montrer avec les mémes passages qu’on avait
fait dans le cas séparable que :

A(®(1)(z)) =0 mod w;

ce qui nous donne la derniere inégalité.

S’il existe par contre, comme l'on a déja remarqué, une extension w|v; telle
que w(x) < 0, la méme minoration directe de la hauteur canonique de x qu’on
avait trouvé dans le cas séparable vaut également dans la situation générale.

L’inégalité finale se présente donc sous la suivante forme :

degr(1)(t=h) < degr(1)(t=1') < A(piy)+L{R(P(1) (@) +h(B(NT)(x))]+degr (N)A(@)H'p” <

’

< h(pij) + 2¢798r D L2 (x) + 4(d + 1) Lh(®) + deg(N)h(®)hp .
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Encore une fois on remarque que h < t/2 et donc que :

dogr (1)t < ex((Dic(@)h(x) + h(B)e(B) 2" + h(B)e(®) 0 (105 L)p" ) +

~ 1 ’
+qtdeer O 2 (z) + Lh(P) + ~(log L)h(®)hp*) <

—~ 2 ! ’
< ca(q?987 D L2 (2)+-h(®)c(®) L+h(P)c(P) % IZ—Z log Lp® +$h(¢>)o(¢>) log Lhp®);

(1.51)
oil ¢4 := 24q? et en utilisant le fait que L? > tDc(®). En imposant :

1 log D)3 2¢’
- 10g Cg ( 0g ) D :
r loglog D

nous devons montrer les inégalités suivantes :

degy (1) := h(®)c(®)

deg (1)t > 4egh(P)c(P)L;

(1.52)

1 Dt? ,
deg (1)t > 4C4h(¢’)0(¢’)37 log Lp® ; (1.53)
degp (1)t > 4C4$h(¢>)0(¢>) log Lhp® . (1.54)

Nous remarquons encore une fois que pour D > ¢?t%t! nous avons que :

€

/ DlogD
deg, (1)t > 5 ¢ (41og co+3loglog D+2logp® —logloglog D)cd 8
T

(log log D)3p
a 3 DlogD
—cg————=p°. 1.55
=6 (loglog D)2p (1.55)
La premiere inégalité est de cette forme :
o 3 DlogD 9 DlogD
> 4deqa2 ;
r 0 (loglogD)Qp carico (1 1ogD)2p '
donc :
co > 8cyr. (1.56)
La deuxieme inégalité est sous la suivante forme :
a 3 DlogD o 8D3(log D)?p*¢ (loglog D)*
—C el 24
r  (loglog D) d

21 log D
(loglog D)6 ¢3D?(log D)2p2’ (2log co +log D+

+loglog D — 2logloglog D + 1nge/ + log 2)pe/;
elle est donc impliquée par la suivante :
o 5 DlogD a C(Q)D )
—C P 2 dca— e (21 2log D + loglog D + log 2)p ;
r (loglog D)2 =44 (1oglogD)2( ogco +2log D +loglog D +log 2)p° ;

Celle-ci est elle méme impliquée par la suivante :

4
colog D > %(QIOgCO +4log D).
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Pour montrer cette inégalité nous demandons alors que :

S 32rcy 768rqd.
d d '’

Co =

et que :

167cy 3847“qd

colog D >

logco = log cq.

Comme déja montré dans le cas séparable une telle condition est impliquée par

la (1.35) :
co > 768rq.

La troisieme inégalité est finalement impliquée par celle-ci :

e

o 5 DlogD r deqo
—Co el 2
r  (loglog D) d

(2log ¢y + log D+

e/ D 6/
+loglog D — 2logloglog D + log p© + log 2)Comp :

Celle-ci est alors conséquence de la suivante :

4rey

clog D > 7

(2logco + 41log D);
et une telle condition est conséquence immédiate de la (1.35) a plus forte raison.

La condition :
n degy (1)t

h((E) < W, (157)

implique donc que l'inégalité (1.51) est fausse pour tout A’ = 0,....h — 1, ce
qui implique que le polynéme G (X) s’annule avec multiplicité hp® en O(1)(x).
Nous allons montrer alors, comme on 'avait déja fait dans le cas séparable, qu’il
a un nombre de zéros, comptés avec leur multiplicité, supérieur a son degré, ce
qui nous donnerait la contradiction cherchée.

Comme on a montré qu'une telle condition implique que G (X) s’annule en
®(1)(z) quelque soit ! irréductible et unitaire dans A de degré deg,-(1), la condi-
tion RV supposée étre satisfaite par [ nous avons alors, suite au Lemme 1.3.9,
que Gy (X) a au moins :

g" degr () B log Dyep. D hpe'.
5 degT(l) log B sep. )

zéros comptés avec leur multiplicité. D’un autre c6té nous savons aussi que :
deg (G (X)) < 2(L — 1)g?deer(N) < 24412,
Ce qui nous amene alors a devoir prouver 'inégalité suivante :

qrdegT(l) B log Dsep. D
2r degp (1) log 2 c(P)

h > 2¢%L*.
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Nous demandons, suite au Lemme 1.3.9, que la condition suivante :

qr deg, (1) 10g Dsep. .
2rdegp(1) = log2

soit satisfaite. Avec les encadrements usuels des parties entieres (voir la preuve
de I'inégalité (1.39)) on a alors que :

3 20\ @
o4 dog D)’p
q deg (1) 0" loglog D

> .
2rdeg, (1) — q"*2a(41ogco + 3loglog D + 2logp®’ — logloglog D)

La condition cherchée est alors conséquence de celle-ci :

’ «
(04 (log D)*p** )
0 Toglog D
oglog N 210g Dsep..

q 2a(4log ey + 3loglog D + 2log p®’) — log 2

Cette derniere est d’ailleurs conséquence de celle-ci :

’ Ty, /
cg®*(log D)3~ 1p2ee > % (loglog D)*(4log ¢y + 3loglog D + 2log p® ).
0og
Une telle inégalité est impliquée par les trois conditions suivantes :

48¢"*«x
>
— log2

i (log D)3 1p2ee’ (loglog D) log cy;
S 360" “a
~ log2

raa
2

céa(log D)?’a*lp%‘e/ (log log D)O‘H;

{03 o— ael 24q
¢ (log D)**~1p?ee > F

La premiere de ces trois inégalités est satisfaite par la condition suivante :

(loglog D)“ logpe/.

ey 48q7
@’ 48¢"a (1.58)
log cq log 2
En supposant :
co > 2q; (1.59)

la condition (1.58) est conséquence de son coté des deux conditions suivantes :

24a g3 S 43ar
log2+1 ~ log?2’

et :
q4a73 2 qra;

qui sont toujours respectées pour tout ¢ puissance d’'un nombre premier, o > 1,
r <1, D> qrtdtl
La deuxieme condition est d’ailleurs conséquence de I'inégalité suivante :

T
cg(’p“e > 36q a.
log 2
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Une telle condition est vérifiée suite a (1.59). La troisieme condition est finale-
ment conséquence directe de la (1.58).

Nous nous sommes donc reconduits a devoir prouver 'inégalité suivante :

g deer() D

L _h>2¢'L% 1.
4r degp(1) c(@)h_ 1 (1.60)

L’inégalité qui précede la condition (1.39) nous ameéne donc finalement a la

condition suivante :
3, 2e’ «
o4 (log D)°p~©
0" loglog D D

1 D
¢ *4a(4logco + 3loglog D + 2log p¢ — logloglog D) ¢(®) 2

>
(loglog D)2 —

Co

4 D?(log D)? 2¢!
%(loglog D)4

Ce qui est impliqué par I'inégalité qui suit :

> 2¢%4¢

Cg(y—ii(log D)3a72p2(a71)e' .-
64q"da(4log co + 3loglog D + 2log p¢ )c(®)(loglog D)*—2 —

En appellant :
X :=log D;

et se souvenant du fait que ¢(®) < «, il nous suffira de montrer 'inégalité
suivante :

da—3 y3a—2,2(a—1)e’
¢ X p2le—1)

> 1.
64q3tma?(4log co + 3log X + 2logpe ) (log X)*—2 —

Une telle inégalité est conséquence de celle-ci :

64¢9Ta?((4log co + 21og p¢' ) (log X)*2 + 3(log X )~ 1)
Cg@—3X3a72p2(a71)e’

<1.

Elle est conséquence des conditions qui suivent :

768¢%t a2 (log X )2 logco -
Céa—?’XBan -

1;

38442 (log X )2 -1
céa*?’XB’(oz—l) -

576q9T*a2(log X )1 -1
céa*?’XBoz—Q -

La premiere des trois dernieres inégalités est impliquée par la condition suivante :
€0

log co

> 768¢%T 2.

En imposant :
co > Ada’ ¢t (1.61)
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ot A € N\ {0}, une telle condition est conséquence des trois inégalités suivantes :

A
—— > 2304:
logA — 304;
Ad
- >2304:
d+logd ~— ’
_Aa o
3loga + a
Le choix :
A = 35000;

nous donne alors la condition cherchée. Nous demandons alors que :
co > 35000da>q?tre. (1.62)

Les deux dernieres inégalités sont par contre une conséquence directe de la
premiere.

Nous obtenons donc la minoration suivante de la hauteur canonique de x :

a3 _DlogD
Py > deer()t 7 0 Toglog DY? P >
T)= 96qd(degT(l)+1)L2 - d (.4 (log D)3p2e’ ad 4 D2(log D)2 5.1 N
964 (Co Tog log D ) 46 Togog D)7 P
2 (Joglog D)2+
- * (loglog D)

= dad a a .
384¢%c,” H(logD)BTde(sz“)e D
La majoration :
p® =D, < Dpi =05

nous donne finalement 1’énoncé du Théoréme 1.1.8.

1.4 Modules de Drinfeld et premiers a réduction
supersinguliere

Nous examinons ici les situations ou un module de Drinfeld respecte effec-
tivement la propriété RV (r)* pour 0 < r < 1. Gréace au travail de C. David
[Dav] Theorem 1.2, nous sommes déja en condition de pouvoir dire que, ”‘en
moyenne”’; les modules de Drinfeld de rang 2 (supposés & coefficients dans k)
satisfont la condition RV(r, ¢,)*, avec r =1/d = 1/2 et ¢, > 0 une constante ne
dépendant que de g. Nous souhaitons ici étendre & un rang quelconque la pos-
sibilité d’exhiber une classe qui contient suffisamment de modules de Drinfeld
qui respectent la propriété RV(r)* pour un certain r. Au cours de notre rai-
sonnement nous utiliserons dans un passage clé le Théoreme de Chebotarev
effectif (voir Théoreme 1.4.13), dont la formulation nous amene & considérer
la classe suivante de modules de Drinfeld.
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Définition 1.4.1. Soit r €]0, 1] un nombre réel et ¢; > 0 une constante positive.
Soit D = (G, ®) un module de Drinfeld auquel on associe un nombre naturel
1. Nous disons que ce module de Drinfeld est RV, (r,c1)* s’il existe un nombre
naturel N(®) dépendant du choiz de D tel que pour tout N € N tel que N >
N(®) et que N =1 mod (n), on ait :

rN
{l € Px(k),l est RV}| > cqu .

Comme il est possible de le remarquer immédiatement, cette classe contient,
r et ¢; étant fixés, la classe RV(r, ¢1)*, avec laquelle elle coincide dans le cas ou
1n = 1. Nous proposons donc une preuve du fait qu'un module de Drinfeld de
type CM (ou & multiplication complexe) de rang d premier respecte toujours
la propriété RV, (1,1/2d)*, ot n est un nombre entier qu’on définira plus tard,
ne dépendant que du choix du module de Drinfeld.

Il est facile de voir qu’on peut donc obtenir pour ces modules des minorations
de la hauteur des points pas de torsion similaires a nos Théoremes 1.1.7 et 1.1.8.
En effet il suffit de choisir dans la preuve de transcendance deg,(l) = 1 mod
(n) (voir Remarque 1.3.8), ce qui ne demande qu’a modifier des constantes dans
nos preuves et permettrait d’obtenir une minoration de la hauteur canonique
de méme ordre de grandeur en D que celle contenu dans les Théoremes 1.1.7 et
1.1.8. Etant donné la lourdeur des constantes & expliciter nous ne détaillerons
pas la nouvelle constante C' qu’on obtiendrait.

Avant de commencer et pour se conformer a une notation universelle (voir par
exemple [Brown| ou [Pn]) on appelle un élément p(T') € S(A) unitaire respec-
tant la propriété RV par rapport & un module de Drinfeld D = (G,, ®) assigné,
un premier a réduction supersinguliére de .

Jusqu’a présent on a considéré toujours le cas des modules de Drinfeld définis
sur un corps extension finie de k. En général, ce n’est pas forcément le cas et,
plus précisément, on a la notion de caractéristique d’un module de Drinfeld
défini sur un corps F. On donne un morphisme :

i:A— F;

qui fait de F un A—module et dont un générateur p(T') € S(A) du noyau (on
suppose ce polynome unitaire a une multiplication par un élément de Fj pres
sans rien perdre en généralité) est appelé caractéristique du module de Drinfeld
défini sur F. On dira que F est un A—corps s’il existe un tel morphisme i.
Par abus de notation, i et F étant fixé, on continuera de noter D = (G,, ®) le
module de Drinfeld. Jusqu’a présent les modules de Drinfeld qu’on a considérés
étaient de caractéristique 0.

Soit D = (G4, ®) un module de Drinfeld de caractéristique quelconque, défini
sur un corps F qui est aussi un A—module. On définit, alors :

Endr(®) :={P(r) € F{r},Ya € A,®(a)P = P®(a)}.

Il s’agit d’'un A—module via l'action de ® et il est aussi un sous-anneau de
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F{r}. Comme on peut le constater, il n’a pas d’éléments de A—torsion® et
par conséquent c’est un module projectif. Comme A est un anneau principal,
Endz(®) est en particulier un A—module libre. Mieux encore, on a le Théoréme
suivant :

Théoréme 1.4.2. Endz(®), quelque soit la caractéristique de ®, est de rang
fini et < d? sur A, d étant le rang de ®.

Démonstration. Soit a un élément dans A, premier avec la caractéristique de ®.
On a, alors, (voir [Goss|, Theorem 4.7.8) 'inclusion naturelle :

Ends(®) ©4 A/(a) = Enda(®la]) = End.1)a)(®la]) = (4/(a))™*".

En effet, si P(7) est 0 sur ®[al, cela veut dire que ®(a)(7) en est diviseur droit
dans Dalgebre de Ore F{7}. Les propriétés de cette derniére impliquent donc
que P = Py®(a), avec Py € Endr(®). Ce qui correspond & I’élément 0 dans
Endz(®)/aEndr(®). Or, si M := Endy(®) n’était pas un A—module de type
fini, on aurait, pour tout ¢ € N\ {0} :

my,....,m; €V := Endz(P) @4 keo;

éléments ko, —linéairement indépendants, engendrants 1’espace vectoriel :

Vi = Elejk'oo cV.

Jj=1

Le A—sous-module M; := V; N M est alors de type fini, libre et de rang i. Les
deux premieres conclusions sont évidentes. Pour la troisieme : on remarque que
M; est un sous-A—module discret ® de V;, comme A est sous-module discret de
koo (il suffit de choisir le voisinage ouvert N := {x € koo, v1/7p(x) > 0} de 0), et
que koo est un corps local, tel que koo /A est compacte par rapport & la topologie
1/T —adique. Un résultat général (voir [Goss], Proposition 4.6.2) nous dit alors
que dans une telle situation le sous-A—module est de type fini et de rang sur A au
plus ¢ = dimy (V;). Comme un sous-A—module d’un module libre est encore libre,
M; = AJ avec j < i. Mais M est A—module libre et V; ~ k’_, ce qui implique
forcément j > i, puisque M; = V; N M. En effet, pour tout m; € ko \ {0} il
existe toujours a; € miiA tel que m; := mja; € A. Une A—relation entre les i
éléments my, ..., m; est de la forme Z;‘:l Bim; = 0, ou (B, ..., i) € A*\ {0}.
Elle ne peut donc pas exister sans entrer en contradition avec I’hypothese de
koo—indépendance linéaire de mq,...,m;, ce qui prouve I'existence d’au moins
i éléments de M A-libres dans V;. Par conséquent, pa(M;) > 4. Soit, donc,
0#a€ A Onaquea tM;/M; Ca*M/M. En effet, si m € M est aussi dans
a~tM;, alorsm € MNV; = M;. On remarquera aussi que a =M, /M; ~ (A/(a))".
On a donc une suite de sous-A—modules de la forme (A4/(a))? contenus dans
M/aM ~ a='M/M, pour tout i € N\ {0}. Comme, d’ailleurs, on vient de
prouver aussi que M/aM C Endsjq)(®[a]), dont le rang en A est < d?, on

8. On remarque que ® : A — F{7} est injectif dans tous les cas en tant que morphisme
d’algebres.

9. Soit V' un espace vectoriel de type fini sur un corps de valuation K. Il est donc muni
de la norme du sup ||.||co. Un sous-groupe additif H de V est dit discret si et seulement s’il
existe un voisinage ouvert N de 0 dans V tel que N N H = {0}.
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a la contradition a I’hypotheése que le A—rang de M soit infini. On aura donc
M = M;, et i < d?. Par conséquent, Endz(®) a un rang < d?, en tant que
A—module. O

On met en évidence comment ces passages ne nécessitent aucune hypothese
sur la caractéristique de .

On a déja remarqué, en caractéristique 0, comment la fonction exponentielle
est non seulement un revétement topologique de ®, mais aussi un morphisme
algébrique entre le A—module C trivialement défini par la multiplication usuelle,
et le module de Drinfeld D = (G,, ®). On sait que le noyau A de cette fonc-
tion est un A—réseau de rang d, ou d est le rang de ¥, et par conséquent on
peut identifier, étant donné n’importe quel a € A, les points de a—torsion de ®
aux éléments de a~'A/A & travers 'exponentielle. En particulier, on a I'isomor-
phisme de A/(a)—modules :

®la) ~ a A/A ~ (A)(a))?.
Plus précisément, on a une immersion naturelle :
Endz(®) — Endc(A);
ou Panneau End(A) des endomorphismes du réseau A est défini comme il suit :
End(A) :={ceC,cA C A}.

Mieux encore (voir [Goss], Théoréme 4.6.9) on a une équivalence entre la catégorie
des modules de Drinfeld a caractéristique 0 et la catégorie des A—réseaux, ou la
définition de morphisme dans les deux cas est analogue & celle d’endomorphisme.

Tout ¢a n’est cependant plus vrai en caractéristique p(T') € S(A). Dans ce
cas il n’y a plus d’isomorphisme ®[a] ~ (A/(a))? que dans la situation ol @ est
premier avec la caractéristique p de ®. Si ce n’est pas le cas, en effet, le polynome
additif associé ®(a)(X) n’est plus séparable et par conséquent |®[a)| # g?deer(@),
Ce qui montre aussi comment la catégorie des A—réseaux dans C est équivalente
a celle des modules de Drinfeld & travers ’exponentielle, seulement dans le cas a
caractéristique 0, seule situation dans laquelle la construction de ce revétement
est possible.

La conséquence immédiate de tout ¢a est que 'anneau Endr(®P) est commu-
tatif si & est a caractéristique 0 (puisque Endc(A) lest clairement), mais pas
forcément en caractéristique p(T") # 0.

Lemme 1.4.3. Soit ® un module de Drinfeld de caractéristique 0 défini sur le
corps F, de rang d. Le rang p(®) du A—module Endr(®) est un nombre qui
divise d.

Démonstration. On a déja remarqué pourquoi ce A—module a un rang fini, et
< d?. En tant qu’anneau il est donc entier de degré n sur A. Ainsi on peut
étendre de fagon naturelle ’homomorphisme :

b:A— F{r};
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de la facon suivante : _
O : Endr(®) —» F{r}

P(7) — P(7).

grace a la relation algébrique induite par I'intégralité, on peut voir comment
cette application est compatible avec l'originelle sur A 9. L’extension ® de &
a Endr donne lieu & un nouveau module de Drinfeld, défini cette fois sur une
extension entiere de A, et de rang d|d. Etant toujours de caractéristique 0, il est
aussi associé a un Endr(®)—réseau de rang d dans C, qui doit forcément étre
aussi un A—réseau de rang d restreignant ® & ®. Comme tout Endz(®)—période
de A est un entier de degré p sur A, on obtient par conséquent que :

pg =d.
Ce qui prouve l’assertion. O

Définition 1.4.4. Soit ® module de Drinfeld de caractéristique quelconque,
défini sur un corps L. Soit K/k une extension finie de k =Frac(A). Soit Ok un
A—ordre de K. On dit, alors, que ® est de type CM par rapport ¢ Og s’il
existe un plongement algébrique Ox — Endp (D).

Lemme 1.4.5. Soit ® un module de Drinfeld défini comme dans la définition
1.4.4. On suppose qu’il est de type CM par rapport a Ok . Il est alors isogéne
sur L a un module de Drinfeld ¥ de type CM par rapport a l'ordre mazimal des
A—entiers Og.

Démonstration. Voir [Goss|, Proposition 4.7.19. O

Définition 1.4.6. Un module de Drinfeld D = (G,, ®) défini sur F extension
finie de k, est dit de type CM ou bien ¢ multiplication complexe si le rang
de Endr(®) en tant que A—module est d.

Remarque 1.4.7. Tout module de Drinfeld de rang 1 est a multiplication com-
plexe.

Définition 1.4.8. Soit ® un module de Drinfeld de caractéristique 0 et de rang
d, et soit F le corps de ses coefficients. Soit :

O(T)1) =T+ ar7 + ... + aqgr® € F{r}.

Soit p(T') € S(A). Soit Ayry Uanneau des p(T')—entiers de F. Soient, respecti-
vement, As et Ap(T)oo les complétés de A et A,y par rapport a la valuation
1/T—adique. 1l existe alors un unique Pp o € Spec Ay qui étend p(T) € Spec
Aso. Nous convenons d’appeler p(T) premier de bonne réduction de O si les
coefficients de ® sont tous contenus dans Op, ., anneau de Pp o —valuation de
F,etageOp .

,00 7

Soit ® un module de Drinfeld de rang d et de caractéristique 0. Tout p(T) €
S(A), sauf un nombre fini, est premier de bonne réduction de ®. Les coefficients

10. On remarquera aussi qu’en général ce n’est pas toujours possible d’étendre ® a n’importe
quelle extension entiére de A.
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de ce dernier sont donc dans Op, . Cette réduction donne lieu alors a un
module de Drinfeld réduit :

O A — Fo{rh

de méme degré d et de caractéristique p(T'). Les coeflicients de ®"» sont en effet
contenus dans le corps résiduel Fys := Op, . /Pp o0, OU :

§ = [Op, oo/ Ppoc : Fg] = [Op, oo [ Ppoo : A/p(T)] degr (p(T)) = f(Pp,0|p) dege (p(T))-

Nous convénons d’appeler dorénavant avec un abus de notation réduction de
®, ou de ses coefficients, modulo p(T"), ou modulo v, la réduction de ces
objets modulo P, .. On appelle :

F=r°

On a, alors, que F' € Endy, . (®"7). Comme on a déja remarqué, il s’agit d'une
A—algebre de rang < d?, centrale sur A (ce qui veut dire que A est bien son
centre), pas forcément commutative. On a donc toujours ’action de A sur cette
derniere par ’homomorphisme d’algebres :

¢ 1 A — Endy . (9);

qui est encore injectif. On considére Endr(®)/A comme une extension entiere
finie d’anneaux. En général on ne peut pas étendre ’homomorphisme ®*» (tout
comme P) & une extension entiere de A, mais la nature méme des éléments
de Endrz(®) rend une telle extension naturelle dans ce cas particulier. Plus
précisément, on étend ®v» a :

(oL E’I’Ld]:(‘I’) — E’I’Ld]}‘qs ((I)Up)

P(1) — P(1)%;

ot P(7)"r est obtenu en réduisant modulo p(T") les coefficients de P(7). On re-
marque, en effet, quune telle application a son image dans Endg, . (®"7) (pour
tout a € A, P(1)%r &7 = (P(1)®,)% = (®,P(1))% = &, P(7)%) 1, et quielle
est injective (si P(7)" = 0, P(7) € Endr(®) \ {0} est élément entier sur A,
satisfaisant un polynéme minimal f(X) € A[X] dont le coefficient constant «
est forcément différent de 0. Comme (-)"» est un homomorphisme d’algebres,
F(P(r)) = 0 fmplique £(0) = f(P(r)") = f(P())™ = 0, implique & (a) — 0,
qui, suite a l'injectivité de ®*», implique a = 0). Comme conséquence de cela
on a que le A—rang de Endy, . (®'7) est en théorie supérieur a celui de Endz(®).

Nous étendons également ® et ®¥» a k de facon naturelle. En effet, I’algebre
de Ore F{r} admet lalgorithme de division & droite et il est donc possible de
la plonger dans son algebre de division des fractions droites, qui contiendra de
fagon naturelle Frac(Endr(®)), o Endyr(®) contient I'image de ® dans F{7}.

11. L’application de réduction modulo v, des coefficients est en effet un homomorphisme
d’algebres :
() : Endz(®) — Endg,, (8');

mais pas forcément surjectif, en accord avec le fait que, & la différence de Endz(®),
Enal]FqS (®vr) n’est pas nécessairement commutative.
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On répete les mémes passages encore plus facilement pour ®'», F,s étant un
corps parfait et donc tel que Fy-{7} admet lalgorithme de division & gauche
aussi, constituant un Fy[F]—ordre maximal dans F(7), voir [Goss|, Lemma
4.12.6.

On sait (voir [Goss|, Proposition 4.7.13) que chaque isogénie entre deux mo-
dules de Drinfeld divise un élément de A\ {0}. On va donc tensoriser sur A par
k la catégorie des modules de Drinfeld et des isogénies. On étend donc de fagon
naturelle les homomorphismes d’algebres ® et @7 a k. Si w est une place sur k
on appelle :

Vi (®7) := T3, (D7) @4 k;

ot T,y (®Vr) est le A,—module de Tate (voir [Goss], paragraphe 4.10, pour la
définition). On rappelle que dans le cas ot w # p(T') :

T (BY7) ~ AL

On sait que F est entier, en tant qu’élément de Endy, . (®7), sur A. On appelle
n son A—degré. On appelle d’ailleurs :

D := Endg . (®"") @a k.

Soit :
E:=k(F)cCD.
On appelle :
n:=[E:k;
t:=[K:E

ot K est un corps maximal dans D contenant E (voir [Goss|, Corollaire 4.11.15
pour voir que leur dimension sur E est toujours la méme et qu’ils sont égaux a
leurs centralisateurs dans D, en sachant, voir [Goss] Lemma 4.12.7, que l’algebre
de division D est centrale sur E). On a alors le Théoreme suivant :

Théoréme 1.4.9. 1. Il n’y a qu’une seule place Pg sur E qui est zéro de F,
et une seule place cop sur E qui divise oo.

2. Vi (@) est By, —espace vectoriel de dimension t pour toute place w #
Pg,o0p dans E, alors que Vp, (®vr) = 0.

3. d=tn.
4. Weop (F) = —n.
Démonstration. Voir [Goss|, Théoreme 4.12.8, points 1, 3, 4 et 5. O

Lemme 1.4.10. En considérant E/k comme une extension de corps dans D
construite & partir du plongement de k dans D par ®'», ou p(T) € S(A) est
premier de bonne réduction de ®, Pg est une place dans E étendant p dans l’ex-
tension entiére Og /A, ot Of est 'anneau des A—entiers de E. Par conséquent :

p(T)|NE/k(F)'
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Démonstration. On sait que (voir [Goss|, paragraphe 4.11) toute algebre L{7}
avec L corps, est une algebre de Ore, ce qui veut dire qu’on peut la plonger
de fagon naturelle dans son algebre (gauche) de division des quotients. Si L
(comme Fge) est un corps parfait, elle peut étre plongée dans son algebre de
division droite des quotients aussi, et les deux structures a éléments inversibles
sont isomorphes de fagon canonique. On peut donc utiliser sans ambiguité la
notation Fy: (7). On est donc dans la situation suivante dans D :

DU (k) C @7 (k)(F) C Fys (7).

On remarque, alors, comment 7 est une place divisant F' dans cette extension.
Comme Pg est la seule place zéro de F' dans F, il s’ensuit que 7|Pg. D’un autre
coté, (p(T")) = 0(7), ce qui veut dire que 7|p(T") dans 'extension totale. Par
restriction on a finalement que :

Pg[p(T).

Se souvenant du fait que F' est entier sur A, on peut établir une relation de la
forme suivante :
F' 4+ F'" ' 4O =0;

ag, -, an—1 € A. On a donc que ag = Ng/,(F). Le point 1 du Théoreme 1.4.9
nous dit d’ailleurs que idéal principal (F') dans Of est de la forme :

(F) = Pg.
L’indice n vient du point 4 du Théoreme 1.4.9, sachant que :
Z w(F) + Weo , (F) = 0.
w|(F)

Comme :
(F)NA=PEAAS (P A) = (p(T))"

et :
(F)NA=PpnACPpnA=(p(T));

il s’ensuit que :
(p(T)" c (F)nAcC (p(T));

ce qui veut dire qu’il existe un nombre naturel 5 < n tel que :
(F)ynA=(p(T)".

La relation polynomiale en F' montre comment (F') D agOg, ce qui implique
que p(T)?|ag dans A. O

Si L est un corps et ® et ¥ sont deux modules de Drinfeld a caractéristique
quelconque, définis sur L, de méme degré, et w # char(L) une place de A, on a
(voir [Goss], Proposition 4.12.11) un plongement naturel :

Homp(®,9)®4 Ay — Homa,, (T, (P), Ty (V)).

Si L = Fys et G := G(F,:/Fys), les deux modules de Tate deviennent des
A [G]—modules, et on a le résultat suivant ([Goss], Théoréme 4.12.12) :

http://doc.univ-lille1.fr



© 2013 Tous droits réservés.

Thése de Luca Demangos, Lille 1, 2012

1.4. MODULES DE DRINFELD ET PREMIERS A REDUCTION SUPERSINGULIERE57

Théoréme 1.4.11. 1. Sous les hypothéses précédentes, ot p := char(®’») =
char(¥vr) :

Hom]gqs ((I)Up, \I/Up) @4 Ay HomAw [G] (Tw (CI)UP), Tw(\l’vp ))

2. Sim(X) € A[X] est le polynome minimal de F sur &’ (A) et f(X) €
Ay [X] son polynome caractéristique en tant qu’endomorphisme agissant
sur T,y (®V) :

F(X) =m(X)".

3. Deux modules de Drinfeld ® et ¥ sur Fys sont isogénes si et seulement si
me = My

Pour la preuve, voir la référence. On remarque juste qu’étant donné le pre-
mier point, les deux autres suivent facilement. En effet, si A est valeur propre de
F agissant sur T,,(®"r), elle doit forcément annuler le méme polynéme minimal
m(X) a coefficients dans une algébre d’operateurs sur T, (®?») par le premier
point 2. Sachant que w # p(T) implique V,,(®%) ~ k< et que d = nt, on a le
deuxiéme point. De la méme fagon, on notera que :

Vi (2%) = (ko[ X]/m(X))".
Si donc, ® et ¥ modules de Drinfeld sur s sont isogenes, I'isomorphisme :
Homp, . (®,V) ®4 ky >~ Homy, 1q1(Vi (P), Vi (¥));

rend 'isogénie P(7) entre les deux modules de Drinfeld un isomorphisme d’es-
pace vectoriels :

Pyt (k[ X]/me(X))™ ~ (ku[X]/mw(X))™;
ce qui donne tp =ty et me(X) = myg(X).

En particulier, on a un plongement naturel des classes d’isogénie de modules
de Drinfeld de degré d définis sur Fys et les classes de G(k/k)—conjugaison des
nombres de Weil de rang d pour I’A—corps F4« ou, de fagon équivalente, les po-
lynémes minimaux m(X) associés a char(F,:) 12 (voir [Goss], définition 4.12.14).
Ce plongement est en effet (voir [Goss], Theorem 4.12.15) une bijection.

On énonce, finalement, le critere dont on va se servir pour repérer les premiers
a réduction supersinguliere de ®, parmi ceux de bonne réduction. Voir [Goss],
Proposition 4.12.17 pour I’énoncé complet.

Théoréme 1.4.12. Soit ®Y» module de Drinfeld de rang d et de caractéristique
p(T) réduction modulo p(T) du module de Drinfeld ® a caractéristique 0 défini
sur F. Les situations suivantes sont alors équivalentes :

12. Si X est valeur propre de F' € Endy,, (q)(Tw(®"?)), il existe z € Tw(®7) \ {0} tel que
Fz = X\z. Alors, F2z = F(Fz) = FAz. Comme, par le premier point, A\ € Endr (®vr),
on a que FA = AF, ce qui implique que F"z = A"z pour tout h > 0. On a donc que
m(N)z = m(F)x = 0 et, puisque Ty (P?P) est un anneau intégre, que m(\) = 0.

13. On remarque qu’étant donné un premier p(7T) dans A, lautomorphisme F dans
Endyg, . (27) est un élément tout a fait différent de son interprétation dans Endg . (¥°7),
pouvant méme avoir un degré différent sur A dans chaque situation.
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1. Il existe une extension finie Fgas de Fys telle que :
dimy,(Endg,.. (®"7) @4 k) = d°.

2. Il existe une puissance F'® de F telle que F* € A.
3. p(T) est un premier a réduction supersinguliere de .

4. Pg est la seule place dans O divisant (p(T)).

Démonstration. L’équivalence entre les points 1 et 2 suit du fait que si F est le
nombre de Weil de rang d associé a Fgs, alors F'“ est le nombre de Weil associé
a [Fgas. On se place donc dans la classe d’isogénie associé au nouveau nombre de
Weil. Le point 2 du Théoréme 1.4.11 implique en effet que fro = mk... Sachant
(voir [Goss], Lemma 4.12.7) que dimy(pe)(Endg, .. (®"7) ®4 k) = t? et donc que
dimy (Endy .. (9%7) ®4 k) = t*n = dt (d = nt pour le point 3 du Théoreme
1.4.9), il s’ensuit que le point 1 équivaut & dire que d = ¢, donc que k(F*) = k.

Supposons le point 2 vérifié. On a donc F* = a € A pour « € N\ {0} op-
portun. Mais (F*)N A = ((F) N A)® comme F* € A. Donc, F® = p(T)*?. Par
conséquent :

o [p(T)] € © [p(T)*"] = 0;

ce qui veut dire que p(T) est premier & réduction supersinguliere de ®. Si, par
contre, on suppose le point 3 vérifié, *» (p(T)) = cF'® pour ¢ € Fy. et a € N\{0}
opportun. Donc :

B (p(T)) = PO

ce qui implique le point 2.

L’équivalence entre les points 3 et 4 peut étre montrée de cette fagon : p(7T)
est premier & réduction supersinguliere de ® si et seulement si T,(®"») = 0;
mais : .

T,(D%%) =0 <= Ty, (®%) = 0 Ywg|p(T) dans E/k.

Mais la seule place dans Op divisant F' est Pg, et on a que :
Vi (@) = 0;
alors que : -
Vi (®¥r) ~ E! Yw # Pg,cop dans E/k;

pour le point 2 du Théoréeme 1.4.9. S’il y avait donc une place wg # Pgp dans
E/E telle que wr|p(T') (qui sera donc # cog parce-que p # 00), Vi, (P¥9) # 0,
ce qui implique alors que T, (®"?) # 0, en contradiction avec ’hypothese de
réduction supersinguliere en p(7T') de P. O

La méthode par laquelle on va estimer la cardinalité de ’ensemble des pre-
miers de A a réduction supersinguliere de ® en fonction de leur degré en T est
le Théoréme effectif de la Densité de Chebotarev, relatif aux corps de
fonctions (voir [FJ], Proposition 6.4.8) :

Théoréme 1.4.13. Soit L/K une extension finie et de Galois d’un corps de
fonctions K sur Fq. Soit Fgn la cloture algébrique de Fy dans L. Soit v := [L :
KF ], avec n = [KFgn : K]. Soit Py(K) = {p(T) € Spec Ok ,degy(p(T)) =
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N}, ot Ok est Uanneau des k—entiers de K. De fagon analogue on définit Oy,
dans L. Soit donc P € Spec Oy, tel que P|p(T). A un nombre fini d’éléments pres
on peut supposer que tout | € Py(K) soit non ramifié dans Or. La réduction
modulo p(T) induit alors lisomorphisme :

D(P|p(T)) =~ G(Lp/Kp) = L] fol =< op >;

ou f, indique le degré d’inertie de p(T') dans Or. On indique par :

&)

la classe de conjugaison du générateur o, de D(P|p(T')) dans G(L/K). Soit €
une classe de conjugaison dans G(L/K). On définit, alors :

Cn(LIK.%) 1= {o(T) € Py (), (P05 ) =),

Soit, donc, a € N tel que :
U|]Fqn = TathH;
pour tout 0 € 6.
1. Si N #a (n), alors Cx(L/K,%) = 0.

2. 8iN=a (1), alors |On(L/K,%)| ~y o0 HL

On voudrait utiliser ce Théoreéme pour calculer le nombre de premiers p(T) €
S(A) de degré degr(p(T')) en T fixé, a réduction supersinguliere de @, en les
voyant, par le critere qu’on a donné avec le Théoreme 1.4.12, comme ceux qui,
dans une extension finie et de Galois de k£ contenant E, se décomposent dans
une seule place. Donc, tels que leur o), correspondant induit une classe de conju-
gaison triviale dans cette extension.

Tout ¢a n’est cependant pas utilisable d’'une facon directe. En effet, a chaque
p(T) € S(A) correspond non seulement un nombre de Weil F' = F,, (et, donc,
une extension E = E,/k dans D), mais en effet toute 'algebre ambiante D = D,
dans laquelle on voudrait faire les calculs. Mais, comme on ’a déja remarqué, fixé
®, pour chaque p(T') € S(A), Palgebre D), associée est completement différente
des autres (par exemple, comme on disait avant, I'extension E,/k dans D, peut
méme avoir un degré différent en fonction de p(T")). On ne dispose donc pas
d’un L "‘global”’ contenant k ainsi que tous les premiers p(T') € S(A).

On notera & partir d’ici, étant choisi un premier p(T") € S(A) de bonne réduction
de ®, F = F,, le nombre de Weil associé & ®"», E = E, = k(F,) et D = D, =
Endg,.(®"7) @4 k pour bien souligner que chacun de ces objets est dépendant
du choix de p(T).

Avant de commencer nous rappelons une propriété d’Algebre Commutative.

Proposition 1.4.14. Soit B/A extension entiére finie avec B domaine d’intégrité.
Alors :
K =B®ak < K = Frac(B).

© 2013 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



© 2013 Tous droits réservés.

Thése de Luca Demangos, Lille 1, 2012

60 CHAPITRE 1. MINORATION DE HAUTEURS CANONIQUES

Démonstration. Dans les deux cas B est un A—ordre dans K, puisque B/A est
une extension entiere finie. Elle contient donc une k—base de K. L’homomor-
phisme (injectif comme B est domaine d’intégrité) d’algebres :

B®ak — Frac(B)

b®a x> bx;

induit le plongement B ® 4 k C Frac(B). L’égalité des k—dimensions des deux
k—espaces vectoriels induit 1’égalité B ® 4 k =Frac(B). O

Cette propriété nous montre comment Endr(®) ®4 k est en effet un corps.
L’hypothese d’étre un domaine d’intégrité est essentielle : par exemple A2, bien
qu’extension entiere de A, ne respecte pas la propriété : A2 ®4 k = k2 n’est pas
un corps. Endz(®) est au contraire un domaine d’intégrité de fagon évidente,
étant contenu dans l'algebre de division F{7}. Le Lemme 1.4.3 nous montrait
seulement un isomorphisme de A—modules entre Endz(®) et AP(®) mais pas
du tout un isomorphisme d’anneaux, raison pour laquelle Endz(®) est domaine
d’intégrité et AP(®) ne l’est pas.

On remarquera également que l'extension finie L := Endz(®) ®4 k/k est nor-
male : si 0 € Z(L/k) (ensemble des k—isomorphismes de L dans L), le plonge-
ment naturel de k dans L induit par ® est tel que si P(7) € Endr(®), pour
tout a € A on aura que o(P,P(7)) = o(P(7)®,) = o(P(7))®, = oo (P(7)), ce
qui montre la propriété voulue. L’extension L/k n’est toutefois a priori pas tou-
jours séparable. On notera cependant qu’elle peut se décomposer sous la forme
L/K' [k, on L/K' est séparable et k’'/k purement inséparable. L’extension k’/k
est normale et a la propriété que k' =Frac(A’), avec A’ = F,[T*/¢], e indice de
ramification de l'extension, degré de k' sur k et puissance de p(T), ce qui induit
une bijection :

S(A) +— S(A)
p(T) «— p(T)"/*.

Au nombre fini pres des premiers de A qui se ramifient dans L, le critere du
Théoreme 1.4.12 nous permet alors d’identifier les premiers a réduction super-
singuliere de ® (ceux qui gardent toujours un seul premier les divisant dans
Pextension L/E,/k) avec les premiers totalement inertes dans l’extension L/k’.
Sans perte de généralité on supposera donc l'extension L/k séparable et donc
de Galois. Dans la formule finale qu’on obtient avec le Théoreme 1.4.13 on aura
[L : k'] au lieu de d. S’agissant toutefois d’une différence qui ne fait qu’améliorer
les estimations cherchées on peut également oublier ce passage sans rien perdre.

Nous remarquons que dans le cas ot D est tel que 'extension L/k est reguliere,
donc que n =1, on a que D est RV1(r,¢1)*, ce qui est exactement la condition
RV(r,c1)*.

Théoréme 1.4.15. Si un module de Drinfeld (D, ®) a caractéristique 0 et coef-
ficients dans F extension finie de k dans k a un rang d qui est 1 ou un nombre
premaer et est de type CM, alors il est de type RV, (1,1/2d)*, oun € N\ {0} est
tel que Fon est la cloture algébrique de Fy dans Endy(P) ®4 k.
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Démonstration. On sait que tout corps maximal dans D,, pour tout p(T) €
S(A), contient toujours E, (nous rappelons que, pour [Goss], Theorem 4.12.7,
D,, est centrale sur E,), et qu'il a degré d sur k. L’extension de Galois de k :

Endr(®) @4 k;

a un degré d par ’hypothese CM et coincidera par conséquent, en la plongeant
dans D, a travers ®v», avec un corps maximal de D, (si ce n’était pas le cas
elle serait contenue strictement dans un corps maximal, qui devrait donc avoir
dimension sur k supérieure a d, en contradiction avec le Théoreme 1.4.9, point
3). quelque soit p(T') € S(A) cette extension contiendra alors toujours E,. Ce
qui veut dire que F, € Endr(®), a isogénie pres, pour tout p(T') € S(A). En
effet, Endyz(®) est un ordre dans Endr(®) ®4 k et, par le Lemme 1.4.5, ® est
isogene a un module de Drinfeld de type CM par rapport a 'anneau des entiers
O dans Endz(®) ®4 k. Comme F,, € O, on voit, & isogénie pres, F, comme
un élément dans Endz(®). L'algebre de division A{F,} ®4 k, qu'on obtient en
plongeant F, dans F{7} par CT), est donc encore un corps F, = k(F}), contenu
dans Endr(®) ®4 k, quon identifie & travers 'isomorphisme induit par ®v»
avec I’ancien F), contenu dans End]gqs (®") ®4 k et précédemment décrit.

On applique donc le Théoreéme 1.4.13 au casou L = Endr(®)@4k et K = k, sa-
chant que les premiers a réduction supersinguliere de ® contiendrons, au nombre
fini des premiers ramifiés pres, ceux qui sont totalement inertes dans l’extension
de Galois Endz(®) ®4 k de k. Les premiers respectants une telle propriété sont
exactement ceux dont le groupe de décomposition (cyclique suite & la condition
de ces premiers de ne pas se ramifier dans L), est en effet G(L/k), dont on

convient d’appeler ¢ son générateur ' ; autrement dit, ils sont exactement les

p(T) € S(A) tels que (LT{]C) = {0}, soit, tels que 0, = 0. Comme K = k, on
est, suivant les mémes notations du Théoreme 1.4.13, dans cette situation :

] 3

k=TFq(T) Fon (T) L~Fp(TVH) ;

avec L/k extension finie et de Galois cyclique de degré d = nu, ce qui implique
G(L/Fg(T)) ~ Z/uZ. La cyclicité des extensions implique alors nécessairement
que la restriction & Fgn du générateur o du groupe cyclique G(L/k) ~ Z/dZ
soit générateur du sous-groupe cyclique G(L/Fgn (T)) ~ Z/pZ. L’indice a tel que
resg,, 7 =resy,, 0 est alors toujours 1 (dans le cas ot = 1 c’est plus naturel
de dire que ¢ = 0, mais comme tout nombre naturel est en méme temps congru
a 0 et a 1 modulo 1, ¢a ne fait aucune différence de choisir a = 1 toujours).
Si L/F, est une extension réguliere, ce qui veut dire que nn = 1, la condition 2
du Théoreme 1.4.13 est en effet la seule a étre respectée par tout N € N. Par
conséquent :

LTF TV = |Cxn(L/k, {0})] ~Nosio0 g_N,
Si par contre > 1 on aura que :
N #1 (n) = Cn(L/k,{c}) =0

14. Comme G(L/k) a d éléments et qu’on suppose d premier ou égal & 1, il respecte la
condition de cyclicité admettant ainsi I’existence effective des premiers totalement inertes dans
L/k, qui ne seront donc pas un ensemble vide, justement comme conséquence du Théoréme
1.4.13.
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a
pN-
Le nombre des éléments p(T') € S(A) totalement inertes dans Oy, et de degré N

est alors celui de tels éléments p(T') tels que N =1 (n). Pour des tels N nous
obtenons alors que :

N=1 (n) = [On(L/k {0} ~Notoo

q
L > —
On (LI (o)) 2 s
pour tout N > N(®) tel que N =1 mod (), ot N(P) est un nombre naturel
assez grand.
g

Pour comparer avec les énoncés du type Lang-trotter qu’on trouve dans C.
David ([Dav]), nous donnons maintenant un énoncé ot on compte tous les pre-
miers a réduction supersinguliere de degré inférieur a un parametre donné. Nous
rappelons d’abord la propriété suivante.

Soit {Ui}ienfo} une suite de nombres réels > 0. Soit R > 1 un nombre réel. 11
est alors possible de montrer que, pour tout n € N\ {0} :

n
R
Uip1/Ui~ R=> Ui~ +—Un
=1

Le Théoréme 1.4.15 nous dit qu’il existe un nombre N(®) € N\ {0} (qui dépend
du choix de ®) assez grand afin que pour tout N € N tel que N > N(®) et

N =1 mod(n), on ait [Cn(L/k,{op})| > 55~- En appelant N = N(®) + nn :

we
N (@®)+(~Dn

Vs @ T Dme

on remarquera que :
U. i+1/ Ui ~q".

En appelant donc R := ¢" on aura que :

N N—nn 77

S ICE/ e = Y Ui =L (1.63
" —=1Np

i=1 i=N(P)

Corollaire 1.4.16. Nous nous plagons a nouveau sous les mémes hypothéses
du Théoréme 1.4.15. Le nombre des premiers p(T') € S(A) a réduction supersin-
guliére pour le module de Drinfeld D = (Gg, ®) de rang d et tel qu’il est supposé
dans le Théoréme 1.4.15, de degré deg(p(T)) < N, pour tout N > N(D),
ot N(®) est toujours celui qu’on décrit dans la Définition 1.1.4, est au moins
g /2dN.

Démonstration. On considere toujours l'extension de Galois L/k, de degré d, ou
L = Endr(®)®4k. Le nombre des éléments p(T') € S(A) tels que deg(p(T)) <
N, totalement inertes dans O, est, suite & (1.63) :

N N

n q'r] q .
3 ICHL/E (DI 2 3 Covtorean B/ 0D 2 =gy
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pour tout N € N tel que N > N(®) et N = N(®) mod(n), ou N(P) est un
nombre naturel assez grand (et congru & 1 modulo n) afin que pour tout M >
N(®) ensemble Cys(L/k,{c}) respecte la condition 2 du Théoreme 1.4.13, et
n:= (N — N(®))/n. L’inégalité :

N N
> ’E

L)

q"]
qn—1

Q

=
=
=

nous donne alors ’énoncé.
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Chapitre 2

Points de torsion et variétés

Dans ce chapitre nous proposons une stratégie d’attaque a la conjecture
de Manin-Mumford dans le cas des T'—modules, nous basant sur la méthode
présentée par J. Pila et U. Zannier dans [PZ]. Dans un premier paragraphe nous
donnerons toutes les définitions des objets traités ainsi que les propriétés dont la
connaissance est nécessaire pour comprendre nos objectifs. Nous montrerons en
particulier une version du Théoréme de la Fonction Implicite pour des ensembles
analytiques munis d’une topologie non-archimédienne. Nous présenterons donc
dans un deuxieme paragraphe les origines de la Conjecture de Manin-Mumford
formulée dans le cadre des variétés abéliennes et la facon dont nous allons I’adap-
ter pour aboutir & une conjecture raisonnable dans le cadre des T—modules.
Dans le troisieme paragraphe nous présentons un Théoreme pour majorer le
nombre de points de torsion d’un T'—module dans une variété, travail analogue
a celui de J.Pila et J. Wilkie [PW], développé & partir de celui de E. Bombieri et
J. Pila [BP], sur lequel la stratégie de J. Pila et U. Zannier dans [PZ] est fondée.
Dans le quatrieme et dernier paragraphe nous tracerons un chemin qui pourrait
permettre de prouver la conjecture en exposant les difficultés principales que la
structure géométrique non-archimédienne des T—modules présente par rapport
a celle classique sur les variétés abéliennes.

2.1 Préliminaires

L’objet de notre étude est un probléme géométrique sur les T'—modules. Ces
derniers sont une extension naturelle des modules de Drinfeld en dimension > 1.
Nous prendrons la définition suivante qui prend son origine dans le texte de G.
Anderson ([A)]).

On convient de noter A := F,[T], o1 ¢ est une puissance finie du nombre premier
p, k= Frac(A) et C := (ks )oo, Ol 00 est la place correspondant & 1/7" dans A.
Si K est un corps et n, m deux entiers naturels pas nuls, la notation K™™ indi-
quera aussi ’anneau des matrices définies sur K, a n lignes et m colonnes. Nous
rappelons que 7 indique I'automorphisme de Frobenius élévation a la puissance

g—ieme.

Définition 2.1.1. Un T—module A = (G;',®) de degré d et dimension m
défini sur un corps F C k est le groupe algébrique G, défini sur F, qui a une
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structure de A—module donnée par ’homomorphisme de Fy—algébres :

O:A— Frr}

d
T — Z a;(T)7%;
i=0
ot ag (la différentielle de ®(T')) est sous la forme :
ap =TI, + N;

ou N est une matrice nilpotente, et ay # 0. Ce qui montre d’ailleurs que ®
est injectif, tout comme dans le cas d’un module de Drinfeld (qui n’est qu’un
T—module de dimension 1).

Définition 2.1.2. L’ensemble des points de torsion dans A est :

Ators. = {T € A, 3a(T) € A\ {0}, ®(a)(T) = 0}.

Définition 2.1.3. Un sous-T—module B d’un T—module A est un sous-groupe
algébrique connezxe de (A,+) tel que ®(T)(B) C B.

Remarque 2.1.4. On indiquera dorénavant par dimension d’un sous-T—module,

sa dimension en tant que variété algébrique. On remarque qu’un sous-T—module
B < A non trivial (donc, B # A,0) a une dimension strictement inférieure a
celle de A. Les sous-T—modules d’un T—module ne sont donc pas forcément
des T'—modules (bien qu’habituellement ce sont des sous-groupes algébriques iso-
morphes a des puissances de G, voir par exemple [T] pour les sous-T'—modules
des puissances d’un module de Drinfeld) mais cette terminologie fréquente est
suffisante pour notre propos.

Suite & un résultat de I. Barsotti, voir [Ba], Theorem 3.3, nous indiquons
ici pourquoi tout sous-T'—module de dimension d d’'un T'—module A = (G}, @)
est isomorphe en tant que groupe algébrique, s’il est absolumment irréductible
dans C, & G¢. 11 est en effet possible de montrer quun tel groupe algébrique ne
peut étre que le lieu des zéros d’un nombre fini de polynomes additifs, ce qui le
rend toujours une variété algébrique réguliere (voir Théoreme 2.1.36). Comme
les hypothéses du Théoreme indiqué dans la référence sont respectées, il s’ensuit
qu’un tel groupe algébrique est isomorphe au produit direct G% x G$,, pour des
t et s opportuns. Puisqu’il est facile de montrer qu’aucune puissance de G,,, ne
peut pas étre isomorphe a un sous-groupe de G}* nous avons que t = d et s = 0.

Nous donnons maintenant la définition d’un objet treés important pour 1’étude
des T—modules, qui a été introduit dans [A].

Définition 2.1.5. Soit t une indéterminée et soit F un corps contenant F, et
t. Soit :
l:A—=F;

T—t:=1T)

un homomorphisme de Fy—algébres plongeant A dans F. Etant donné l’auto-
morphisme de Frobenius T déja introduit, nous notons :

FIT,7] = F ®r, A{1}.
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Quelque soit un élément générique h € F[T, 7], il s’exprime, pour un certain
N € N\ {0}, sous la forme suivante :

N
h = Z(a?i ®F, Yi) € F ®@r, A{T}

i=1

on imposera que :

Pour tout o € F on aura donc que :

Tr=1T;
Ta=aT;
Ta = ol
Plus précisément, nous remarquons que F[T,7] = F{7}T], anneau de po-

lynomes en T et T (d coefficients dans F) commutatif en T mais pas en T.
On appelle T—motif un F[T,7|—module & gauche M, libre et de type fini sur
F{r}, tel qu’il existe n € N\ {0} tel que :

(T —t)"M C 7M.

Définition 2.1.6. Soit A = (G™,®) un T—module défini sur le corps F C k.
On note :
Homz(A,G,);

le groupe des homomorphismes de groupes F,—additifs de A dans G, définis sur
F. On appelle Homg(A,G,) le T—motif associé a A.

Nous remarquons qu’un tel groupe est bien un T'—motif. Il est en effet pos-
sible de le munir d'une structure de F ®r, A{7}—module a gauche de la maniere
suivante (voir [A] ou [Goss| pour plus de détails).

En appellant :
M = Homz(A,G,);

on définit I'action (& gauche) de F[T, 7] sur M comme il suit :
Yae F,f e M;(a, f)— af;
VfeM; (T, f)— fo®(T)
VfeM;(r,f)— Tof.

Il est clair qu’une telle action munit a la fois M d’une structure de F[T']—module
et de F{7}—module.

Comme conséquence d’une telle définition on peut montrer que :
Homz(A,Gg) ~ F{r}"™;

ce qui respecte la condition d’étre un F{7}—module libre et de type fni, donnée
dans la Définition 2.1.5.
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Définition 2.1.7. En appelant F C k le corps engendré o partir de k par les
composantes des matrices coefficients de ®(T'), le rang d’un T—module A est
le rang sur F[T] du F|T]—module Homz(A,G,). On appelle A un T—module
abélien si Homx(A,G,) est de rang fini.

On peut montrer (voir [Goss], Theorem 5.4.10) que si A est abélien, Hom (A, G,)

est aussi libre en tant que F[T]—module.

Remarque 2.1.8. Le foncteur Homz(-,G,) constitue une anti-équivalence
entre la catégorie des T—modules abéliens et celle des T—motifs libres et de
rang fini (voir [Goss], Theorem 5.4.11). Les deux catégories sont abéliennes.

On peut voir assez facilement qu’en particulier les sous-T'—modules et les
quotients de T'—modules abéliens sont toujours abéliens. Si on a l'inclusion ca-
nonique :

i: B A
¢a induit le morphisme :

i*: Homr(A,G,) = Homz(B,G,);

de fagon naturelle. On sait d’ailleurs que, si m 4 := dime(A) et mp := dime(B),
onamp < mgy si B# A Comme B ~ G"* et A ~ G"A, on peut voir
Homz(B,G,) C F{r}™8 comme agissant sur G4 en tant qu’élément dans
F{r}™4 de fagon naturelle, ’étendant ainsi & A. Par conséquent, on voit faci-
lement que i* est surjectif. De la méme maniére on remarque que le quotient :

j: A— A/B;
induit dans la catégorie duale le morphisme :
J* i Homr(A/B,G,) = Homz(A,G,);

et que ce dernier est injectif. Comme un 7'—module est abélien si et seulement
si son T'—motif est de type fini sur F[T] la conclusion suit immédiatement. Se
rappelant aussi que si un T'—module est abélien, alors il est aussi libre, les autres
propriétés définissant une catégorie abélienne suivent.

Remarque 2.1.9. A la différence de ce qui arrive dans le cas des modules de
Drinfeld, en dimension supérieure le rang et le degré d’un T—module ne sont
pas €gauz. La situation qu’on va décrire soulignera davantage cette différence.

En choisissant A de la forme (Dq, ®1) X ... X (Dyy,, @y, ), produit de m modules
de Drinfeld de rang d;, i = 1, ...,m, ® := &1 x ... Xx ®,;,, on obtient un T—module
de rang d = Z:’;l d; de forme diagonale. Nous remarquons que ceci constitue

un exemple ot d # d, puisque d= max;=1._._m{d;}.

Proposition 2.1.10. Soient mi,me € N\ {0}. Soient ag € C™™ et F €
Cm2™ Soient by, by, ...,bs € C™>™2  pour un certain s € N\ {0}, telles que :

FaozboF;

(ap — TIy,)™ =0;
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Il eziste alors unique une fonction Fy—linéaire :
= . (m1 ma.,
€:C™Mmt — C™2;

telle que : v
€@ =FT+» B
i>1
ou B; € C™>™ pour tout i > 1 sont telles que la série converge quelque soit
T € C™. Une telle fonction respecte l'equation fonctionnelle suivante :

&(aoT) = Z be(z)? .
=0

Démonstration. Voir [Goss|, Proposition 5.9.2. O

Remarque 2.1.11. Les matrices B;, i > 0, coefficients de l’expression explicite
de e donnée dans la Proposition 2.1.10 ont leur cordonnées dans [’extension finie
F de k engendrée par les cordonnées de chaque matrice by, ..., bs.

Démonstration. Voir [Goss|, Lemma 5.9.3. Une telle construction est due a G.
Anderson dans son travail [A]. O

Définition 2.1.12. Un systéme de coordonnées p d’un T—module abélien
A de dimension m est un isomorphisme de groupes algébriques :

p: A— Gl
p1(T)
T ;
Pm(T)

auquel on associe l'isomorphisme de C— espaces vectoriels :
p« @ Lie(A) - G

9p1(€)
€— ;
0pm (€)
ot Op; est la différentielle de p; en voyant ce dernier en tant que morphisme
F,—linéaire (voir [Goss], Definition 5.9.4). Un tel isomorphisme montre com-
ment en effet la dimension de A coincide avec celle de son algébre de Lie as-
sociée.

Définition 2.1.13. Soient A; = (G, ®4) et Ay = (G2, ®3) deux T—modules
abéliens de dimension, respectivement, my et mo. Soit f un morphisme de Ay
vers As. L’exponentielle de f est une application :

expy Lie(A;) — As;

telle que :
1. Pour tout € € Lie(A;) :

exp(age) = Po(T')(exp(e€));

ot ag est le coefficient constant de ®1(T), comme dans la Définition 2.1.1.
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2. Soit f. : Lie(A;) — Lie(Agz) le morphisme induit de f a travers la
différentielle, de la méme maniére que dans la définition 2.1.12. Alors :

expy, = fi

ol f. est le morphisme induit par [ sur les algébres de Lie associées.

3. Sip1 et pa sont, respectivement, les systémes de coordonnées de Ay et As,
il existe une fonction entiére Fy—linéaire sous la forme ¢ : C"™ — C™2,
telle que, si € € Lie(Ay), alors :

C(p1.€) = p2(expy(e)).

Théoréme 2.1.14. Etant donné f un morphisme entre deux T—modules Ay et
As comme dans la Définition 2.1.18, il existe unique une fonction exponentielle
de f telle qu’elle est décrite dans une telle Définition.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.1.10. O

Définition 2.1.15. Soit A un T—module abélien. L’exponentielle de A est le
morphisme :

€: Lie(A) — A,
qui est l'exponentielle de l'identité id4 : A — A.

Nous remarquons que si B est sous-T'—module du T'—module abélien A,
I’inclusion canonique :
i:B— A
induit I'inclusion :
exp;, : Lie(B) — Lie(A).

11 s’agit en effet d’une inclusion comme le plongement naturel Lie(B) C Lie(.A),
qui suit du fait que dime(B) < dime(.A), respecte les trois propriétés énoncées
dans la Définition 2.1.13, ce qui implique par I'unicité que ce plongement est
exactement la fonction exp;.

Supposant A abélien (voir Définition 2.1.7) on a que, si :
A = Ker(e);

ce noyau est un A—réseau dans Lie(A) dont le A—rang est inférieur ou égal
au rang de A, voir [Goss], Lemma 5.9.12. La fonction exponentielle associée
a un T—module présente donc des analogies avec 1'idée de revétement entre
deux espaces topologiques (un concept qui ne peut pas avoir lieu dans le cadre
d’une topologie non-archimédienne, qui est totalement discontinue comme on le
soulignera ensuite, ce qui empéche la construction des chemins continus et des
faisceaux sur elle). En effet il est possible de montrer qu’une telle fonction est
un homéomorphisme local!. De la méme maniere, si B est sous-T'—module du

T—module abélien A, 'unicité de I’exponentielle qu’on lui associe implique que

1. Nous montrerons de facon indirecte une telle propriété au cours de ce chapitre, apres
avoir introduit la définition de fonction entiére (voir Définition 2.1.20) nous remarquerons
d’abord que la fonction exponentielle est entiere (voir Remarque 2.1.11), puis qu’elle est loca-
lement inversible avec inverse analytique (voir Théoréme 2.1.38 point 1), finalement que toute
fonction analytique est continue (voir Lemme 2.3.2).
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cette derniére est la restriction & Lie(B) de € et, donc, que si Ag est le réseau
associé & B dans Lie(B) et A4 celui qu’on associe & A dans Lie(A), alors :

A = Lie(B) N A 4.

Lemme 2.1.16. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un T —module
A = (GI', D) abélien. Nous appelons p(A4) le A—rang du réséau associé ¢ A
en tant que noyau de la fonction exponentielle € : Lie(A) — A. Nous appelons
également p(A) le rang de A.

1. p(Aa) = plA);
2. La fonction exponentielle € : Lie(A) — A est surjective.

Démonstration. Voir [Goss|, Theorem 5.9.14. O

Définition 2.1.17. Soit A = (G, ®) un T—module abélien. S’il respecte les
deux conditions équivalentes du Lemme 2.1.16 on dit qu’il est uniformisable.

Remarque 2.1.18. Si B est un sous-T—module du T—module abélien A :
e 1(B) = Lie(B).

Démonstration. Nous remarquons que tout T'—module est une variété algébrique
lisse. Sa dimension coincide donc avec celle de son espace tangent en n’importe
quel point, en tant qu’espace affine sur C. Si ce T—module est le sous-T'—module
B de A, cet espace est canoniquement isomorphe & Lie(BB). Comme € est définie
sur Lie(A), il est clair que e *(A) = Lie(A). En ce qui concerne B au contraire,
on a seulement que H := ¢ *(B) C Lie(A) est tel que H D Lie(B). Suite a la
Définition 2.1.12 nous savons que B ~ GgimC(Lie(B)). D’un autre coté ’exponen-
tielle € est un homéomorphisme local par rapport a la méme topologie de A avec
Lie(A), ce qui induit par sa restriction & H un homéomorphisme local entre H
et e(H) = B. 1l est donc possible de construire un homéomorphisme local entre
H et Lie(B), ce qui implique forcément qu’ils ont la méme C—dimension en tant
qu’espaces affines et que par conséquent H = Lie(B). Nous remarquons que
nous n’avons pas besoin dans cette preuve d’hypothese sur la surjectivité de e
ou de sa restriction & Lie(B). O

Remarque 2.1.19. Les sous-T—modules d’un T —module abélien et uniformi-
sable sont uniformisables.

Démonstration. Soit B sous-T'—module du T'—module abélien et uniformisable
A. Nous avons déja remarqué que e (B) = Lie(B). Comme € est la fonction
exponentielle définie sur Lie(A) et non seulement sur Lie(B), si sa restriction &
Lie(B) n’est pas surjective, il existe un élément 7 € B tel que 1 (Z) N Lie(B) =
0, on e 1(Z) C Lie(A). Comme e 1(Z) C e !(B) = Lie(B) on a facilement une
contradiction. O

2.1.1 Théoreme de la Fonction Implicite

Nous donnons ici une version du Théoreme de la Fonction Implicite valable
pour un corps non-archimédien, version sur laquelle notre travail est fondé.
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Comment I'on sait, la preuve de la version classique, ou réelle, de ce Théoreme,
analysant les zéros de fonctions régulieres de la forme :

fR" > R;

utilise dans un point essentiel de son développement la relation d’ordre total
induite sur R par la valeur absolue standard. N’ayant pas une telle relation
d’ordre sur ks, ’analogue naturel de R dans notre situation, il est nécessaire de
re-formuler une version 1/T—adique du Théoreme, et d’en donner une preuve
compatible avec la nouvelle structure du corps utilisé.

Définition 2.1.20. Etant donnés n,i € N\ {0}, nous notons :
An (i) = {(p1y oo ptn) € N™Y "ty =i}
j=1

Pour tout i = (fi1, ..., in) € N, nous définissons :

n
| =" .
j=1

Soit K un corps de valuation non-archimédienne complet par rapport a celle-ci
et soit L C K un sous-corps de K. Etant donné p = ({1, ..., in) € Ap(2) et un
vecteur Z = (21, ..., zn) € K™, on définit alors :

n
ZH = /:LJ
S
J=1

Soit U C K™ un ouvert de K™ par rapport a la topologie induite sur celui-ci par
la valeur absolue 1/T —adique. Une application :

f:U—= K,
est L—analytique si et seulement si on a :
f@=> Y a2 vzZeU;
i>0 pEA, (i)

ot a, € L pour tout p € A, (7) et touti > 0. En particulier, la série de puissances
de Z formelle qui définit une telle fonction converge sur tout Z € U a la valeur
fZ). Soit Zo € U(L) = L™ NU. Le changement de variable suivant :

Z = Z+ Zo;
induit ’égalité suivante :
F@=3 > @ =3 > b(E-F)"
i>0 pEA, (i) i>0 pEA, (i)
ot les b, € L sont des coefficients opportuns. Ces coefficients sont appellés les
0" f(Zo)
82/}

dérivées divisées de f en Zg le long de la direction indiquée par u.
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On appelle également fonction L—analytique sur U tout vecteur de fonctions
L—analytiques sous la forme suivante :

f:U—> K™

quelque soit m € N\ {0}. Nous disons que f est une fonction L—entiére si
U = K™. Une fonction L—entiére est donc une fonction sous la forme suivante :

f: K" — K,
Y T
i>0 pEA, (i)
convergente a f(Z) en tout point Z € K™.

Remarque 2.1.21. Soit A = (G, ®) un T—module abélien et uniformisable,
défini sur le corps F C k, comme dans la Définition 2.1.1. Nous définissons
alors le corps koo(®) := kooF, qui est une extension finie de koo. La fonction
exponentielle :

e: Lie(A) — A,
qu’on lui associe est alors une fonction F—entiére et en particulier koo (P)-
entiere, suite d la Remarque 2.1.11.

On peut remarquer comment la nature non archimédienne de la valuation
1/T—adique donne lieu au critére suivant de convergence de séries de puis-
sances, plus fort que ceux dont on dispose en Analyse Réelle. Sa preuve est une
application mécanique des définitions.

Proposition 2.1.22. Soit (K,v) corps de valuation non archimédienne. Une
série de puissances formelle :

i>0
définie sur K converge sur le disque B,.(K) := {z € K, |z|, < r}, pour r > 0,
si et seulement si :
lim a;r* = 0.
i—+00
En dimension supérieure, on conclut, alors, qu’une série :

Y an

i>0 (i) €A (4)
est convergente dans le polydisque B (K) si et seulement si :

lim a,nr* = 0;
1—4o00 w(i) ’

ol 14(7) est multi-indice tel que la somme de ses n composantes est i.
On remarque que cette définition de analyticité est compatible avec celle en
dimension 1 qu’on a donné dans le premier chapitre. La construction de la fonc-

tion exponentielle qu’on a décrit dans la Proposition 2.1.10 montre que cette
fonction est entiére en tant que vecteur de fonctions entieres.

Nous pouvons donc donner la définition d’'un ensemble analytique.
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Définition 2.1.23. Soit K un corps complet par rapport a une certaine valua-
tion et soit L C K un sous-corps de K. Soit U C K™ un ouvert de K™ par
rapport a la topologie induite sur celui-ci par la valeur absolue 1/T—adique. Un
sous-ensemble Z C U est un sous-ensemble L—analytique de U s’il existe un
ensemble fini de fonctions L—analytiques { f1, ..., fr} définies sur U et a valeurs
dans K, tels que :

Z={zel,fi(z)=0,Vi=1,..,r}.

Nous disons que Z est un ensemble L—entier s’il existe un ensemble fini de
fonctions L—entiéres {f1,..., fr} définies sur K™ et a valeurs dans K, telles
que :

Z={ze K", fi(z)=0,Vi=1,..,r}.

Théoréme 2.1.24. Soit K un corps complet contenant koo et contenu dans C.
Soit F': K™ — K wune application K—analytique sur un certain ouvert de K",
oun > 1. Soit Z = Z(F) le lieu des zéros de F' dans K™. Nous supposons que
Z # 0. Soit Zg € Z et soit Z§ sa projection sur ses premiéres n—1 composantes.
Supposons que :
OF (Zo)
Ozn

Il existe, alors, un voisinage ouvert Uz, C K™ de Zy, dont on appelle UZ C
K"~ la projection sur les premiéres n—1 composantes (qui contiendra évidemment
Z05), et une fonction analytique :

£0.

[:Uz, = K;
tels que, pour tout Z € Uz, en exprimant ce dernier comme :
Z=(Z"2,) € K" x K;

on ait :

Démonstration. Un premier pas dans la preuve consiste a montrer un Théoréme
de la Fonction Inverse, et donc, de la Fonction Implicite, formel. Nous nous
posons dans la situation ot zZg = 0 pour simplifier les notations, sans cependant

rien perdre en généralité. Il s’ensuit que F'(0) = 0. On exprime, dans le voisinage
U de 0, F sous la forme :

FE)=> > a3

i>1 e, (i)

On définit :
G e (Kl[[z1, . 2na))™;

qui définit une fonction K —analytique :
G:K"— K™

telle que :
G(z)=(z", F(2));
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oll Z¥ est la projection de Z sur ses premieres n — 1 composantes dans K",
Nous cherchons une fonction inverse :

H:K"— K™
s’annulant en 0 & l'ordre 1, de la méme forme que G, telle que :
HoG=GoH=1.

Autrement dit, on demande que, pour tout zZ vecteur formel & n composantes,
on ait :

(GoH)() = (u",(FoH)@w)=7.
La série formelle avec laquelle H s’exprime est donc de la forme :
H(w) = (@*, h(w));
avec :
h: K" — K,

telle que :
F(H () = F(u", h(w)) = un;

et en méme temps telle que :
hG(Z)) = h(z", F(Z)) = zn.

On remarque que :

h(G(0)) = 0;

nous donnant I’annulation en 0 de H, comme G(0) = 0, puisque 0 est un zéro
de F. Il s’ensuit que :

F(H(0)) = 0;
également. On exprime, donc, h sous la forme :
h@) =Y Y by
i>1 ne, (i)
En imposant la condition :
P, h(u)) = un;

on obtient donc :

i>1 neA, (i) 122 neN, (i)

Nous développons le calcul des séries jusqu’a ’ordre 3 pour donner l'idée de la
méthode avec laquelle nous donnons les coefficients b,, de h. Nous avons :

n
> b rtiujugt)+

n o n
=1k=1

n—1 n n o n
F(H(u)) = Z aiui“‘an(z biurf-z Z bi,juiuj+z

i=1 j=1 i=1j
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n—1ln—1
+ Z Z @i U; u]—i—z a; i Zb w; +ZZb Ui u]—i—ZZZb i gk Wil UK+ )+
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1k=1
n n n n n—1ln—1n—1
Fann( szu +ZZb Ui UJ+ZZZ ”,kuiujuk—i—...)Q—i—Z Z Zai,j,kuiujuk—i—
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
n—1ln—1
Z Zam Ui Uj Zb Uu; —l—ZZb UG —l—ZZZb”kuzu]uk + .0+
=1 j5=1 =1 j=1 1=1 j=1 k=1
n n
+Zaznnuz Zbuz"‘ZZb juzuj+zzzbz]kuzujuk+ )+
=1 j=1 =1 j=1 k=1
n n
+annn Zb u; —l—ZZb”uzuj —l—ZZwakuzujuk + .. ) 4 = Uy,
=1 j=1 1=1 j=1 k=1

Nous associons maintenant a chaque monéme u* le coefficient lui correspondant
dans 1’égalité formelle :
F(H(u)) — u, = 0.

Cette association est la suivante :

Up, anb, — 1

U; anb; + a; Vi:l,...,n—l
UsUj anbi j + a; 5 + ;i nbj + aj b + 2ap 1, bib; Vi,j=1,. -1
Uiy, anbin + a; nbp + 265 2,b:by Vi=1,...n—1

ufl anbn.n + an,nb%

U U U anbi,j,k + ai,nbj’k + aj,nbi,k + ak’nbi’j'f' Vi, 5, k=1,...,n—1
+2a5,n(bibj k + bjibi ks + bibi ) + aijrt
+a; jnbe + Qi knbj + aj ke nbit
+2(ai,n,nbjbk’ + aj,n,nbibk’ + ak’,n,nbibj)"‘
+3an,n,nbibjbk’

UiUjUn anbi,j,n + aimbj’n + ajmbi,n—i— V’L,j = ]., ey — 1
+2an,n(bibj,n + b]bz,n + bnbz,])+
+ai,j,nbn + z(ai,n,nbjbn + aj,n,nbibn)"‘
+3an,n,nbibjbn

ulu% a’nbi,n,n + 2an7nbibn,n+ V/L = ].7 ey — 1
+ai,n,nbi + 3an,n,nbibi
qu anbn;’ﬂ,n + 2an,nbnbn,n + 3an,n,nb%

Nous introduisons ici une nouvelle notation pour indiquer le méme indice mul-
tiple u € N™ quelconque quand une expression en série formelle :

<
= > X’
i>1 peh, (i)
s’écrit aussi sous la forme suivante :

chX + Z Z Cirvia Xis Xig + oo + Z Z Cir, it HX“ +..

11=112=1 i1=1  ip=1
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Nous remarquons en effet que dans ce cas, bien que la série formelle soit tou-
jours la méme, l'ordre de sommation des monoémes peut changer et les indices
des coefficients n’ont pas une longueur bornée, a la différence de ce qui arrive
avec la notation précédente. Nous appelons i(n) € N\ {0} la longueur & de
l'indice multiple (i1, ...,4x) dans la deuxiéme notation correspondant a p dans
la premiere. Autrement dit, tel que :

k
X" =1] xi..
h=1

Nous remarquons que chacun de ces nouveaux indices multiples (i1, ..., i) est
toujours tel que i; < ... < i suite au fait que les produits sont commutatifs.
L’annulation de tous les coefficients de la série formelle F(H (u)) — u, nous
emmene au systéme suivant, que nous appelons S1 :

anb, =1
anb; = a; Vi=1,..,n—1;
anby = —Pu({an}, {bu})  Vipl =2, || < [ul,i(n’) <i(w);

ou P, est pour chaque pu € A, (i), i > 2, un polynéme & coefficients dans Fy et
tel que le signe devant chacun de ses monoémes est toujours positif. Ce systeme
se résout par récurrence sur la valeur de i(u). Nous remarquons d’abord que :

1
bn =
Qnp
et que :
a; .
bij=—, Yi=1,...,n—1.
Gnp

Des telles solutions existent puisque les hypotheses que nous sommes en train
de supposer prévoient la condition a, # 0. En remplacant ces solutions dans les
équations de la forme anb, = —P,({ay},b;:), on i(p) = 2 et ¢ = 1,...,n, nous
obtenons b,,. En général, nous remplacons donc la solution b,/ dans I’équation
anby = —Pu({an}. {bw}) pour tout 1 < i(u) < i().

En procédant par récurrence on trouve finalement la série formelle h (et,
par conséquent H) cherchée. On remarque, en plus, que %h(ﬁ) # 0, comme
b, # 0. Par conséquent, h respecte les mémes hypotheéses, en tant que série
formelle, que F'. Il existe, donc, en répétant le méme raisonnement pour H, un
vecteur de séries formelles :

Hy: K" — K"
tel que :
HOH1 =1.

Par conséquent :
G=GoHoH, =Hy;

ce qui prouve :
GoH=HoG=1.

On remarque, finalement, qu’une telle H est unique, puisqu’elle est déterminée
comme unique solution du systéeme S1 qu’on a construit. En restreignant h a
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la projection de K™ sur ses premieres n — 1 composantes on obtient une série
formelle : N
h:K" !> K;

telle que : N
R(*) = h(z",0);

ce qui prouve aussi le Théoreme de la Fonction Implicite Formel, comme :
F(z*,h(z")) = 0;
en tant qu’identité formelle.

Le deuxieme pas a faire est de montrer qu’'une telle h est une série convergente
sur un voisinage ouvert pas singulier de 0 (soit, différent de {0}). Autrement
dit, que la série formelle haun rayon de convergence pas nul. Nous définissons
alors une série majorante :

F:R" > R;

telle que :

F(Xy,... X ZAX FAX, =Y > AX

i>2 pE A (4)
ou A, > 0 pour tout p € Ap(7), i > 1, et que :
lapliyr < Ay Ve Ap(i),i > 2;
Ai = lai|ir Vi=1,..,n

En particulier, F(0) = 0 et, comme A, = |an|i/7 # 0, F vérifie les mémes
hypotheses de régularité en 0 que F', mais sur R"™. Nous définissons aussi :

G:R" = R",
G(X) = (X ,F(X)).
S’agissant de séries formelles, la structure topologique des corps induite par
la valuation choisie ne joue aucun roéle, nous permettant donc de répéter sans
aucune différence les mémes passages que dans le cas de F et G, en trouvant

donc une série formelle inverse H de G, telle que la série H précédemment
trouvée pour G. Elle prendra alors la forme :

HY1,....Y) =Y 0(Y)) = (Y1,...., Y 1,ZBY+Z > B.Y").

122 peN, (1)

Nous allons appliquer les définitions pour répéter les calculs d’avant dans cette
nouvelle situation pour exprimer les coefficients de h en fonction de ceux de F'.
Nous obtenons par conséquent :

FH(Y)) ZAY+A ZBY+ZZBJYY+ )+

=1 j=1
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n—1ln—1
>N Ay - ZAMY ZBY+ZZBJYY+ )+
i=1 j=1 i=1 j=1
nnZBY—kZZBHYY ) =Y
=1 j=1

Les coeflicients B,, de H sont alors obtenus, en répétant les mémes passages
déja faits pour trouver h, en tant que solutions du systéme suivant, que nous
appelons S2 et qu’on construit de la méme fagon que S1, ot les P, sont les mémes
polynémes a coefficients dans IF; que nous avons introduits précédemment :

A, B, =1
—A;+ A, B; =0 Vi=1,.,n—1
AnB = P.({Ay}ABw}) Yul > 2,n| < pl,i(p') <i(w);

Nous obtenons finalement :

|aibn|1/T = |bi|1/T Vi = 1,....,n—1.

Donc : 4
|bi|1/T = A—z Vi=1,...,n—1.
En méme temps :
Ay |ai|1/T
B, =—= = |b; Vi=1,..,n—1. 2.1
A T ey o TS e 2
D’un autre coté : ) .
B,=-—= :|bn|1/T~

A, |an|1/T
Suite au systeme S1 on a :

|Bullant, (0w Dlyr - Bul{An}, {1bwli/r}).

|Gn|1 /T - Ap '

bl = (2.2)

ou i(u) > 2, |n| < |u| et i(p) < i(u), puisque le polyndéme P, est toujours
tel que le signe devant chacun de ses monomes est toujours positif, en nous

rappelant que |a,|; /7 < A, pour tout i(n) > 1, alors que |a;|, )7 = A; pour tout
i=1,...,n. En méme temps le systeme S2 nous dit que :

_ PH({ATI}7 {Bu’}),
N

pour tout p € Ap(i), i > 2, |n| < |ul, i(1') <i(p).
Nous appliquons la récurrence sur la valeur de i(u) en utilisant (2.1) &
I'inégalité (2.2). On peut voir alors comment :

|bu|1/T < By; (2.3)

pour tout p € A,[i], quelque soit i > 2. La série formelle h est, donc, série
majorante de h.
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Soit r > 0 un nombre réel strictement inférieur au rayon de convergence de
F en 0. On a, alors :
lim |a,|; 77" = 0.
|H|_>+OO| ul /
Il existe, donc :
M = max{|au|1/Tr‘“‘} > 0.

|ul>1
En posant :
Ai = lai|lyp Yi=1,..,n
M
A= ) Yp| > 2; (2.4)

on a :

n—1

FX)=-> AXi+4,X,-> Y AX"=
i=1 i>2 peA, (i)
= - Z AiXi+ An X, Z > X
i>2 HEA, (7,)

Soit :

[|.lloo : R" = R;

la norme sur R donnée comme il suit :
(X1, Xp)|loo := max {|X;};
i=1,...,n

on a :
X" < (X1,

Pour tout X € R™ tel que ||X|| < 7, la valeur F(X), exprimée par la série
précédente est, donc, définie par la convergence en sens absolu de cette série.
Plus précisément, on a la situation suivante :

—ZAX#AX Z > X ZAXJrAX MZZ )+

i>2 pEAR (4) i=1 j>2

h=1 j j>1 h=1 i(h)=1 j>1 i=1 j>1

La condition ||X||ec < r implique la convergence en sens absolu des séries
géométriques dans 'inégalité précédente, qui se présenteront alors sous la forme :

n—1 n X,
—ZAXJrA X, Z Yo XM=Y AXi+ A, X -M() - §'+
i>2 uEM, () i=1 i=1 1—=

n

(75) Xii(w Xiy(n) (n 1) I(A) n

+ (1_;(1'1@))( )T(,z(h) ot Z H z(;L +H1

h=1 1= h=1 i(h)= i=1

(3) - ‘
" Z 11(h) Z(X”(h) H+.. +Z H Z z(h) ) H(Z(%)]))
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Nous observons que les dénominateurs sont toujours différents de 0 par la condi-
tion || X||eo < r. En imposant, donc, la condition définissant H :

FYTTG7» =Ya;
on obtiendra une équation rationnelle de degré 2 en X,, = h(Y), de la forme :
n—1 X2 X, X, X,
- Z At A X =M (0 + - T +agtag - ot ap 2+ 201 - s, - —) = Y
i=1 T T T T
olt vy, ..., 2, sont des polynomes en X2 et X2 /(1— %) aveci =1,...,n—1 dont le

degré est > 1. Plus précisément, en regardant I'expression de F'(X) précédente
ces expressions rationnelles en Y7, ..., Y,,_1 sont de la forme suivante :

n—1 (L)Q
ap = — 5
2

r T
Qg =
2 (1 Y"rl(h))(]_ Y’z_(m)’
h=1 r r
n—1 Y;:
— T .
ag 1= 1_&7
i=1 r
S
n—1 Y;:
. r
oy = H 1— Y,
i=1 r

Nous remarquons en particulier que as s’annule en 0 avec une multiplicité 1
alors que toutes les oy telles que i # 3 ont toujours un ordre d’annulation en 0
qui est > 2. En multipliant tous les termes par 1 — (X,,/r) on obtient :

n—1
(1= X /1) An Xy — MX2/r? — M(1— X, /r)(o1 + ) azi)+
i=1

n—1 n—1
—M(> " aigr + 02n) Xn /1 — (1= Xp/T)()_ AY; +Y,) =0.
i=1 i=1

Donc :

n—1 n—1 n—1
(An/r+M/r)X24+(1/r(M() agip1tas—a1— Y o)=Y AYi—Y,)—A,) X+
i=1 i=1 i=1

n—1 n—1
i=1 i=1

En approximant & I'ordre 1 I'expression & gauche d’une telle égalité, pour ||Y|s
qui tend vers 0 les termes aq, ..., as, deviennent négligeables avec la seule ex-
ception de ag :

n—1 n—1
(An/r+ M) X2+ 1 /r(= Y AYi—Yo) = Ap+ Mag) X+ Y AiYi+Y, = 0.
i=1 i=1
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En approximant toujours & ordre 1 pour |[Y||o — 0 le discriminant :

n—1 Y/T

n—1
A=A2-2/r(- Z AYi-Y, +MZ Y VF4(An /r+ M%) (= S AYi-Y,)

Cette derniere expression est une fonction de R”™ dans R continue dans un voi-
sinage ouvert de 0 opportun qui soit contenu dans la sphére ouverte de centre 0
et rayon 1 dans R”. Comme A(0) = A2 > 0, il existe, alors, un voisinage ouvert
suffisamment petit de 0 tel que A(Y) > 0, pour tout Y qui en fait partie. Il
existe, donc, Y # 0 dans R” tel que :

=nY)eR

en tant que nombre réel fini. La série majorante h de h a donc un rayon de
convergence en Qpas nul et par conséquent il en est de méme pour h et donc
finalement pour h. O

Corollaire 2.1.25. Soit F : K"t™ — K™ un vecteur de fonctions analytiques
sur un certain ouvert de K™, tel que sa matrice Jacobienne Jz, (F) en un point
Zo € Z(F), soit telle que ses lignes sont linéairement indépendantes (autrement
dit, elle a un rang qui est égal 4 m). A une permutation pres dans l'ordre des
colonnes on peut partager cette matrice en deuz blocs de colonnes de la fagon
suivante :

Tz (F) = (Jn.m (F(20))|m.m (F (Z0)));

avec Jy.m(F(Z0)) matrice carrée inversible. Il existe alors un voisinage ouvert
de la forme Uz, x Vz, C K™ x K™, et un vecteur de fonctions analytiques :

7 : UEO — VEO;
tels que pour tout z. € Uz,, on ait :
F(z., [(z.)) = 0.

Démonstration. Comme le rang de la Jacobienne est m, quitte a permuter les
colonnes de la matrice (donc les variables de ’espaces de départ), on peut sup-
poser que la matrice extraite de la Jacobienne, constitué du bloc des m dernieres
colonnes & droite et d’ordre m x m, est inversible. Appelons J,, . (F(Zo)) cette
matrice. Maintenant nous remarquons que la méthode de triangularisation des
matrices carrées de Gauss (la méthode du pivot) est valable dans n’importe
quel corps, donc dans notre situation aussi. Il existe donc une matrice inversible
P e K™™ telle que :
PJm,m(F(Z0));

est triangulaire supérieure. A une composition & gauche par ’application linéaire
répresentée par P nous pouvons alors supposer que la fonction analytique F est
telle que la matrice Jy,.m(F(Z0)) est triangulaire supérieure avec aucun terme
nul dans sa diagonale. Cela ne nous fait pas perdre en généralité. En effet, si
nous composons a gauche F par I’application linéaire qu’on a introduit et nous
notons :

Fi(z) Gi1(2)

P e - e :
F.(z) Gm(Z)
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nous avons que :
F(z) G1(2)
e — p1 e
Fn(2) Gm(2)
S’il existe un voisinage ouvert Uz, x Vz, C K" x K™ de Zp et une fonction
analytique :

f : Ugo — VZO;
telle qu’on ait I'identité fonctionnelle suivante :
G (215 ey 2y [ (215 00y 20)) = 0;
nous voyons que : _
F(z1, .y 2n, f(21, 00y 2n)) = 0;

aussi, pour tout Z € Uz,. Nous supposons donc sans perte de généralité que

JIm,m(F(Zo)) est triangulaire supérieure. Par conséquent il s’ensuit que :

0
aszri

Fj(Z0) =0 Vi < j.

Le Théoreme 2.1.24 appliqué a Fi,...,F,, : K®™ — K nous dit maintenant
que pour chaque F;, i = 1,...,m, il existe un voisinage Déo de Zp dans K"t™
dans lequel les points de notre ensemble analytique s’expriment sous la forme
suivante :

(E*a Zn41y ceey Bnti—1, ft(zz*)7 ZnAitly ey Zn-i—m)v

o, si on appelle Z* la projection d’un point quelconque de K"t™ sur toutes
ses coordonnées différentes de la (n 4 i)—ieme :

fiIWEiO—>K;

est une fonction analytique définie sur le voisinage ouvert Wfio CK"xK™ 1de
Zo" projection de D%O sur toutes ses coordonnées différentes de la (n + i)—ieme
et cette f; est telle que, pour tout Z* = (Zu, Znt1s s Zntio1s Zntitls s Zntm) €
i
W2, - 4
Fi(z*v Zn+ly ey fi(gz*)v ey szrm) =0

avec Z, qui est la projection de Z sur ses n premieres composantes. On a alors
Iidentité fonctionnelle suivante :

Fl(z*vfl(zl*)aszer "'7zn+m) =0
F2(2*72n+1af2(52*)a~~~azn+m) =0 (25)

= —m*\\ __
Frn(Zs; Znt15 -0 Znm—1, fm(Z™7)) = 0
avec des fonctions f;, i = 1,...,m définies sur W2 , i = 1,...,m (projection sur
toutes ses coordonnées sauf la (n + i)—ieme d'un différent DL , i =1,...,m) en
n +m — 1 variables sous la forme suivante :

Zn+1 = fl(g*v 2425 -eny Zner)

Zn4+m = fm(z*v 241y ey Zn-l—m—l)
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Soit Wz, C K ntm Pintersection de tous les D%O. Pour tout z € Wz, la condition
F(%) = 0 est équivalente & la suivante :

Znt1 = f1(Zx, fQ(EQ*), Zn43s e Zngm)
Znt2 = f2(Zus Zng1s f3(Z%), o0 Zngm)
Zn4m = fm(f*vfl(fl*), "'aszrm*l)

En appelant :
gl(f) = Zn4l T fl(z*v f2(z2*)a () Zner)

QM(E) = Zn4m — fm(z*v f1(5*1)7 ey Znerfl)

nous obtenons que dans le voisinage ouvert Wz, de Zp le lieu des zéros du
vecteur des fonctions analytiques F' s’exprime de facon équivalente sous la forme
suivante :

g1 (2*7 Zn+41s2n43, s Zn—',—m) =0

gm(z*v Zn+42;5 Fn+3s o0 Zner) =0

ou les fonctions ¢y, ..., g, sont analytiques. Nous nous sommes donc ramenés
localement en Zy & un systeme sous la forme suivante :

9(z) =0;

ol les m fonctions analytiques indiquées par le vecteur g en z € Wz, C K"+t™
sont en fait exprimées en n+m — 1 variables chacune. Il nous reste & montrer que
la condition sur la matrice Jacobienne ne change donc pas. La regle de calcul de
la dérivée d’une composition de deux fonctions (voir [Teich]) nous permet alors
de dire suite & (2.6), en faisant la dérivée divisée en zp41, ..., Zntm de chaque
équation de ce systéme (en tenant compte du fait que la dérivée divisée en z,1;
de la i—iéme équation de celui-ci est identiquement 0), que :

On+1F1(Z0)On12f1(Z5") + Ons2F1(Z0) = 0
On+1F1(Z0)0ntm f1(Z5") + OnmF1(Z0) = 0

OntmFm(Z0)O0ns1fm(Z0"") + Ony1Fm(Zo) =0

8n+mFM(EO)8n+1fm (?Sm) + 8n+1FM(EO) =0

La condition sur la diagonale de la matrice Jz, (F') nous permet donc d’exprimer :
=% On+i 1 (Z .
Oniif1(35) = ~G-ER Gy Vi#1

_ On+iFm (Z ;
Ontifm(Z™) = — gzl it m

La sous-matrice Jp, m (G(Zo)) de la matrice Jacobienne Jz,(g) est d'un autre coté
sous la forme suivante :

Onti9i(Z0) = 1= Oy fi(Z )Onri fisa (B 0);
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On+i+19i(Z0) = 0;

— —J* —J* —(j+1 . .o
On+i97(20) = —Onsifi(Z0") = Onssir £ (B )Onsi fin (5 %) Vi 5.j +1;
ou tous les indices i et j indiquent les uniques entiers entre 1 et m dans leur

méme classe de congruence modulo m. Comme :

OntiF(Z0) = 0 Vi < j;

les conditions que nous avons trouvé précédemment nous permettent de dire
que : 4

On+ifi(Z") =0 Vi< j.
La matrice carrée J,, . ((Z0)) définie avant de la méme fagon que Jy, m (F(Z0))
est par conséquent sous la forme suivante :

L 0 0n391(Zo)  Onimg1(Zo)
_ 0 1 0 e 8n m z
Jam@E) = | 0O GeeneelR)
0 0 0 1

Nous voyons qu’il s’agit d’une matrice inversible et triangulaire supérieure.

Nous nous sommes donc finalement ramenés a pouvoir supposer sans perte
de généralité que chaque équation F;(Z) = 0 pour chaque i = 1, ..., m n’implique
que n + m — 1 variables et plus précisément, qu’elle peut s’écrire sous la forme
suivante :

Fi(z") =0;

pour tout ¢ = 1,...,m. En répétant donc les mémes passages m — 1 fois en-
core nous obtenons que dans Wz, les solutions du systeme sont sous la forme

suivante :
Zny1 = h1(Z)

Zpgm = hum (E*)
En particulier, Wz, = Uz, x Vzz C K" x K™ et on a que le vecteur de fonctions
analytiques h := (hq, ..., hm) qu’on a construit est tel que :

h:Us, — Vzes

et elle est par conséquent la fonction implicite cherchée.
O

Remarque 2.1.26. Nous remarquons que la fonction implicite h : Uz, = Vz,
qu’on vient de construire dans le Corollaire 2.1.25 indwit un homéomorphisme
entre Uz, et Uintersection du lieu des zéros Z(F) de F dans K"™™ avec un
voisinage ouvert contenant zZg. Cet homéomorphisme se présente sous la forme
sutvante :

@EO : UEO — Z(F) N VEO;

(215 ey 2n) = (215 ooy Zny B(21, ooy Z0))-
Nous voyons en effet qu’il s’agit d’une fonction analytique injective. Les contruc-
tions d’avant nous permettent de dire que la matrice Jacobienne J(Pz,) a un
rang mazimal et donc de déduire que la fonction inverse de Oz, est toujours une
fonction analytique. Comme nous le montrerons plus loin, voir Lemme 2.5.2,

tout fonction analytique est continue, ce qui prouve que Pz, est un homéomorphisme

entre Uz, et Oz, (Usz,).
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Définition 2.1.27. Soit X C K™ un sous-ensemble K—entier de K™ pour un
certain n € N\ {0}. On dira que X est analytiquement paramétrisable sur
K sl existe un nombre d € N\ {0} tel que d < n ainsi qu’une famille R de
fonctions K —analytiques de la forme suivante :

f:B{(K) = X;

telles que :

X c | rBi(K)).

ferR

On appellera une telle famille R un recouvrement analytique sur K de X.

2.1.2 Ensembles analytiques

A la différence de ce qui se passe sur des corps de nombres, les propriétés
topologiques tres strictes d’un corps de valuation non-archimédienne interdisent
de prolonger une fonction analytique (qui sur les corps de nombres est appelée
analytique) définie sur un ouvert & une fonction analytique sur un ouvert plus
grand. En effet dans notre situation 'intersection non vide de deux polydisques
est nécessairement 'un des deux, ce qui ne permet pas aux fonctions analy-
tiques de constituer un moyen de mise en relation entre deux régions différentes
du méme domaine de définition. Il s’agit d’un obstacle décisif a toute tentative
de construire des faisceaux sur une variété définie sur des corps de valuation
non-archimédienne et par conséquent de pouvoir utiliser de telles fonctions pour
décrire les propriétés d’une telle variété. Nous allons adapter ici les instruments
classiques d’étude des sous-ensembles K —analytiques de K™, pour un certain
n € N\ {0} ou K est un corps de valuation non-archimédien et complet, & notre
situation particuliere ott K est un corps de valuation 1/7—adique complet qui
est une extension finie de ko, contenue dans C. Plus précisément nous allons in-
troduire les espaces affinoides, un objet mathématique spécifiquement congu
(dont la construction est due a J. Tate) pour analyser localement le compor-
tement et les propriétés des lieux des zéros d’un certain nombre des fonctions
K —analytiques dans le domaine de définition de ces dernieres.

Définition 2.1.28. Soit K une extension algébrique de koo qui soit aussi un
corps complet contenu dans C. Soit n € N\ {0}. Soit donné l’ensemble qui suit :

To(K) =K < 21,020 >={)_ Y a2 € K[[z1, ..., 2], ‘ ‘hﬁ a, = 0};
X X 1 [ee]
120 pehn (i)

nous remarquons qu’il s’agit d’une algébre, qu’on appelle algébre affinoide
libre. Nous remarquons également qu’il s’agit de l’anneau de toutes les séries
formelles a coefficients dans K en z1, ..., z, qui sont convergentes dans le poly-
disque unitaire (avec "bord”) B}(C) C C™. Soit I C T,,(K) un idéal dans cette
algébre. Nous appelons : B

X = Sp(Tn(K)/1);

le spectre maximal du quotient d’une telle algebre par I. On dit que X est un
espace affinoide et que lalgébre quotient T,,(K)/I est une algébre de Tate.
On dit aussi que X est irréductible si I est un idéal premier dans T, (K).

Théoréme 2.1.29. 1. Toute algebre de Tate est Noethérienne.
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2. T, (K) est un anneau factoriel dont la dimension de Krull est n.

3. Pour tout idéal I C T, (K) il existe un unique nombre d € N\ {0} et un
morphisme de K —algebres fini et injectif :

Tu(K) — T (K)/I;

la dimension de Krull de T,,(K)/I est d.

4. Pour tout idéal mazimal M dans T,,(K) le corps quotient T,,(K)/M est
une extension finie de K.

Démonstration. Voir [V-F], Theorem 3.2.1, page 48. O

Nous remarquons que le Théoreme 2.1.29 est ’analogue dans le cas des séries
de puissances convergentes dans B}'(K) du Théoreme de la Base Transcendante
en Géométrie Algébrique. Nous remarquons aussi que puisque T, (K) est une
algebre Noethérienne I n’est contenu que dans un nombre fini r d’idéaux pre-
miers P, ..., P, minimaux parmi ceux qui contiennent I dans T, (K). Soit K C C
la cloture algébrique de K contenue dans C. Soit M € Sp(T,(K)). Suite au
Théoreme 2.1.29 point 4 nous avons que T, (K)/M est une extension finie de
K contenue dans K. Soit ' := Aut(K/K) le groupe d’automorphismes de K
sur K. Nous définissons :

X : By (K) = Sp(Tn(K));

Zo MEO = {f S Tn(K), f(zo) = 0}

Suite & [BGR], Section 7.1.1, Proposition 1, page 260, nous savons que X est
surjective puisque tout idéal maximal M € Sp(T,(K)) est tel qu'il induit un
morphisme du type :

om : To(K) — BY (K);
= 1flm

ol [f]m est la classe résiduelle de f modulo M dans T,,(K), elle correspond donc
4 un point dans B} (K). Le noyau de ppq est M. En particulier, M = Ms,
ot Zo = (¢(21), .y p(2n)) et si M € Sp(T,(K)) nous avons que xy }(M) =
X H(Mz,) = Orbr(Zp). Autrement dit, x induit une correspondance biunivoque
entre Sp(T,,(K)) et les classes de conjugaison sur K des points de B?(K). 11
s’ensuit que si K est algébriquement clos une telle correspondance biunivoque
est valable entre B} (K) et Sp(T,(K)). Dans le cas contraire nous avons que
la restriction de x & I’ensemble B'(K) des points K —rationnels de B} (K) est
injective.
Si nous appelons :
Sp™ (T (K)) = x(BY(K);

nous définissons :
X = Sp"(Tn(K)/I) = {M € Sp*(Tn(K)), M 21}

Comme nous I’avons remarqué x induit un plongement des points K —rationnels

de BY(K) dans Sp(T,,(K)), ce qui implique qu’il nous est possible d’identifier
X avec un sous-ensemble K —analytique de B} (K).
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Une version du Nullstellensatz dans le cas des espaces affinoides nous dit
que :
I(X) = N M =VT,
MEeSp(Tn(K)), MDI

ou X = Sp(T,,(K)/I). Voir [BGR], Section 7.1.2, Theorem 3. Il s’ensuit que

X = Sp(To(K)/Z(X)) et que X = Sp*(T,,(K)/Z(X)). Soit :

I(X) = I(X).
Nous appelons également :
O(X) :=T(K)/Z(X).
Si I C T, (K) est un idéal dans T}, (K) nous remarquons que :
Sp*(Tn(K)/1) = Sp*(Tn(K)/Z(X)).

Si en effet un idéal maximal contient un idéal il contient aussi I’idéal radical de
ce dernier. Nous remarquons que nous ne sommes pas en condition de pouvoir
associer de fagon univoque un espace affinoide & un sous-ensemble K —analytique
dans B}(K). Deux espaces affinoides différents peuvent en effet s’intersecter
dans les mémes points K —rationnels dans B} (K) (qui correspondent aux idéaux
maximaux contenus dans I'ensemble x (B} (X)) que nous avons introduit avant).
Nous donnons alors la définition suivante.

Définition 2.1.30. Un espace K —analytique dans B} (K) est un couple
(I, X) constitué d’un idéal I C T, (K) et de l’ensemble K —analytique X constitué
du lieu des points dans B (K) qui sont les zéros de toul systéme minimal de
générateurs de I, a la relation d’équivalence suivante preés :

(I, X) ~ (I' X) <= VI = VT C T,,(K).

Soit (I,X) un espace K—analytique dans B} (K). Nous disons qu’un espace
K —analytique (J,Y) dans B} (K) est un sous-espace K —analytique de (I, X)
st et seulement siY C X et J D I.

Nous remarquons qu’en général deux idéaux I, I’ C T,,(K) tels que VI # VT’
peuvent définir le méme sous-ensemble K —analytique X dans B} (K) qui aura
donc en principe des propriétés différentes (comme la dimension ou le lieu
des points réguliers, que nous allons définir plus loin) en fonction de I'idéal
I C T,(K) qu’on choisit pour le représenter. Nous construisons donc la bijec-
tion suivante entre la famille des espaces K —analytiques de B}*(K) et celle des
espaces affinoides sur K : B

(I,X)+— X;

ou X est le sous-ensemble K —analytique dans B (K) qui est lieu des zéros
d’un idéal I C T, (K) tel que nous appelons Z(X) := /T et X est lespace
affinoide qu’on définit & partir de I'idéal Z(X) := Z(X) comme expliqué avant.
Plus précisément, X et X sont définis a partir de I'idéal I comme il suit :

X = Sp*(Tu(K)/1) = Sp*(To(K)/T(X)) et X = Sp(Tu(K)/T) = Sp(Tu(K)/Z(X)).
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Comme des tels objets sont univoquement définis par I'idéal Z(X) = Z(X) et
comme les idéaux que nous traiterons dans la suite seront toujours sous une
telle forme (idéaux radicaux des idéaux I C T, (K) qui définissent les ensembles
K —analytiques auxquels nous serons intéressés) nous indiquerons directement
avec la méme lettre X l'espace K —analytique que nous associons a chaque sous-
ensemble K —analytique de B}'(K) puisque l'idéal I qui définit ce dernier sera
toujours fixé au départ. De cette facon si Y C X est un sous-espace affinoide de
X il correspondera biunivoquement & un idéal réduit Z(Y) D Z(X) tel que la
restriction de Y & B?(K) soit Iensemble K —analytique Y = Sp*(T,,(K)/Z(Y))
auquel on associe comme précédemment l'espace affinoide Y. Une fois choisie
cette méthode d’attribution d’un espace affinoide a un espace K —analytique
dans B} (K) nous pouvons développer les calculs sur les espaces affinoides en
utilisant les méthodes algébriques disponibles pour ces derniers en sachant tou-
jours qu’ils correspondent aux espaces K —analytiques de B}'(K) auxquels nous
sommes finalement intéressés.

2.1.3 Notion de dimension locale

Soit maintenant X C B7(K) un espace K —analytique dans B} (K) au-
quel on associe comme expliqué avant l'espace affinoide X = Sp(O(X)) tel
que X = BP(K) N X. Nous disons que X est irréductible si Z(X) est un
idéal premier dans T,,(K). Si X est le lieu des zéros dans K™ de f1,..., fs
fonctions K —entieres définies sur K™ et & valeurs dans K, nous avons que

f1sey fs € Tn(K) en particulier. Nous appelons Z(X) = /(f1, ..., fr) C Tn(K)
et O(X) =T,(K)/Z(X). Nous supposons que :

B (K)NX # 0.
Il s’ensuit que :
X N BY(K) = Sp™(Tw(K)/(f1, fs)) = Sp*(O(X)) C Sp(O(X)).

Nous remarquons que puisque T, (K) est une algebre Noethérienne Z(X) n’est
contenu que dans un nombre fini r d’idéaux premiers minimaux P, ..., P, dans
T, (K). Nous appelons :

BY(K)NX,; :=Sp"(T(K)/P) CBY(K)NX, Vi=1,..,r

les composantes irréductibles de B} (K)NX. Nous remarquons en particulier
que I'analogue du Nullstellensatz Fort que nous avons énoncé pour les espaces af-
finoides nous permet d’associer biunivoquement les sous-espaces K —analytiques
irréductibles de B}'(K) N X aux idéaux premiers dans T, (K) qui contiennent
Z(X) puisque ceux-ci correspondent aux sous-espaces affinoides irréductibles de
I’espace affinoide X que nous avons associé a X comme expliqué avant. Si nous
appelons degré de liberté d’un espace K —analytique X dans B} (K) la va-
leur de d € N telle que Ty(K) s’injecte comme expliqué dans le Théoréme 2.1.29
point 3 dans O(X), celui-ci est en effet la dimension de Krull de l'algebre de
Tate O(X), que nous appelons dim(O(X)). Pour tout Zy € X nous appelons
donc dimension de X en Z; la valeur suivante :
dimz, (X) := dim(O(X) m, )-

Z0
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Nous appelons aussi dimension de X la valeur suivante :

dim(X) := E&g{{dimgo (X)}.

Remarque 2.1.31. Si X C B}(K) est un espace K—analytique irréductible
dans B} (K) et M € Sp*(O(X)), nous avons que :

dim(O(X)) = dim(O(X) m).

Autrement dit, la dimension de X irréductible est la dimension locale en chaque
point de X .

Démonstration. Grace au Théoreme 2.1.29 point 3, si d = dim(O(X)) alors
nous avons que O(X) est une extension entiere de Ty(K). Nous remarquons que
suite aux hypotheses Ty(K) et O(X) sont des anneaux integres et que T4 (K) est
aussi intégralement fermé dans son corps des fractions (c’est une conséquence
immédiate du fait que Ty(K') est un anneau factoriel, suite au Théoreme 2.1.29
point 2). Nous savons par conséquent (voir [At-Mac], Lemma 11.26, page 125)
que :
dim(O(X)r1) = dim(Td(K)MﬁTd(K))'

Comme le Théoreme 2.1.29 nous dit que :
dim(T4(K)) = d;

nous pouvons nous ramener a montrer cette propriété dans le cas ou X =
B{(K) sans perte de généralité. Comme nous le savons il y a une correspondance
biunivoque entre Sp*(Ty(K)) et les points de B{(K). Soit Zp € B{(K) le point
correspondant & 1'idéal maximal M € Sp*(T4(K)). A une translation prés nous
pouvons donc supposer que Zg = 0 et que :

M= (2’1, ...,Zd).
On voit maintenant que :
dim(Tq(K) ) = d.

En effet les idéaux premiers de Ty(K) ,, sont en correspondance biunivoque avec
ceux de T4(K) qui sont contenus dans M. Ce qui montre que :

dim(T4(K) ) < dim(Ty(K)).
D’un autre coté la chaine d’idéaux premiers suivants :
(Zlv "'7zd) ) (zlv "'7zd71) D D (Zl)v

nous montre que d < dim(74(K),,) puisqu'ils sont tous contenus dans M.
Comme nous savons que d = dim(7;(K)) suite au Théoreme 2.1.29 point 2 il
s’ensuit que :

dim(Ty(K)) < dim(Ty(kK) oy)-

(|
Soit maintenant un espace affinoide X défini sur K. Soit O(X) = T,,(K)/I

P’algébre de Tate qu'on lui associe. Tout idéal maximal M € X = Sp(O(X))
correspond a un idéal maximal de T, (K') qui contient I. Soit f € T,,(K). Nous
définissons f(M) € K en tant que la classe de reste modulo M de f dans

T, (K)/M, qui est une extension finie de K contenue dans K.
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Définition 2.1.32. Soit X un espace affinoide défini sur K. Nous considérons

la famille des ensembles rationnels U C X, donnée dans [V-P], telle que
pour chaque élément U d’une telle famille il existe s € N, fo, ..., fs € O(X) tels

que (fo, ..., fs) = O(X), pour lesquels on a que :

U =Rg(for fs) = M € X, |fo(M)| 17 > [ fi( M), Vi=1,..,s}.

Nous disons aussi qu’un recouvrement d’un tel U est admaissible s’il est un re-
couvrement d’ensembles rationnels dans U (qu’on peut montrer étre aussi des ra-
tionnels dans )Af, voir [V-F], Lemma 4.1.3) tel qu’il admet un sous-recouvrement
Jini. Dans le méme travail il est montré que cette famille de sous-ensembles de
X munie des tels recouvrements est une G-topologie (ou topologie de Gro-
thendieck) (voir [V-F], Lemma 4.1.3) que nous appelons G, ce qui permet de
construire le préfaisceau :

U OU) = 0(X) < Zng1s - Znts > [(f1 = Znt1fos s fs = Zntsfo);

des fonctions analytiques ou réguliéres sur U. Un Théoréme du a J. Tate
(voir [V-F|, Theorem 4.2.2) permet de montrer que ce préfaisceau est en effet
un faisceau. Nous appellons ()Z' ,G,0%) un espace analytique rigide muni
du faisceau O5 de fonctions régulieres sur la G-topologie G. Pour tout Z €

X nous appelons O - lanneau des germes des fonctions analytiques associé
@ Og en z. Nous remarquons qu’un tel anneau est local et que son unique
idéal maximal est constitué des classes d’équivalence de suites compatibles dans
lim_, (54) O(U) ultimement nulles en Z (voir [V-F], Definition 4.5.6). Nous
appelons dimension de X en Z la valeur suivante :

dimz(X) = dim(Ox ).

4

Nous appelons aussi :

dim(X) := Sgg{dimg(X)}.

Nous remarquons que si X est l’espace K—analytique de BT (K) qu’on associe
a X comme expliqué avant nous obtenons que :

dimz(X) = dimz(X), Vz € X.

On a donc pour K général et L C K un sous-corps de K les inclusions
suivantes de familles :

{Sous-variétés L — algébriques dans K"} C

C {Sous-ensembles L — entiers dans K"} C

C {Sous-espaces L — analytiques dans K"} C

C {Points K—rationnels d’un espace analytique rigide défini sur L}.

Dans les raisonnements qui suivent nous nous proposons d’adapter a notre
situation un Théoréme connu en Géométrie Algébrique qui met en relation la
notion de dimension locale d’une variété en un point choisi (vue comme la di-
mension de l'espace tangent la variété en ce point, espace qui est le noyau de la
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matrice Jacobienne associée a la variété en ce point) avec la dimension de Krull
de I'anneau des fonctions régulieres localisé en ce point. Un analogue de ce
résultat est déja connu pour des espace affinoides définis sur un corps séparable
(voir [V-F], Theorem 3.6.3).

Soit A un anneau Noethérien local et soit M son unique idéal maximal. On
dit qu’il est régulier si :

[M/M?: AJM] = dim(A).
Soit X C BY7(K) un espace K —analytique. Si O(X) = T,,(K)/Z(X) ou Z(X) =

(f1, ..., fs) nous définissons aussi le O(X ) —module suivant des formes différentielles

divisées :

Qox)/x = OX) @, (50 (Y TulK)dzi/ Z T (K)df;);
=1

=1

ou la différentielle divisée en z1,...,2, est celle qui est induite par la dérivée
divisée. Si M € Sp(O(X)) est associé & un point Zo € X nous appellons espace
cotangent X en zy le O(X)ar/Mp—espace vectoriel M/ M3,. Comme
T,,(K) est un anneau Noethérien, My est un O(X ) —module de type fini. Le
Lemme de Nakayama nous montre par conséquent que :

dimo(x) i/ Mg (Mat/ Miy) = dim(O(X) m).- (2.6)

Ce Lemme (voir [At-Mac], page 21) appliqué au O(X)—module de type fini
M, vu aussi en tant qu’idéal dans O(X) s (contenu dans le radical de Jacob-
son comme cet anneau est local) et au sous-O(X ) py—module de M constitué
des représentants des éléments d'une O(X)r/Maq—base de M/ M3, im-
plique en effet que :

dimO(X)M/MM (MM/M,%\A) = min{i S N, MM = (fl; ---;fi); fl; ---;fi S O(X)M},

alors que les propriétés classiques de I’ Algebre Commutative (voir [Ash], Chapter
5, Proposition 5.4.1) nous montrent que :

dlm(O(X)M) = mm{z € Nﬂ MM =V (fla "'afi)v fla "'afi S O(X)M}7
puisque O(X )¢ est un anneau Noethérien local.

Théoreme 2.1.33. Soit X C BY(K) un ensemble K —analytique, ou K est un
corps de valuation non-archimédienne complet et parfait qui est contenu dans C.
Soit M = Mz, € Sp*(T,,(K)) idéal mazimal contenant Z(X) associé au point
Zo € X comme expliqué avant. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L’anneau local O(X)m., est régulier.

2. Qo) x/MQox) k : O(X)/M] = dim(O(X)m)-

3. La matrice Jacobienne Jz,(Z(X)) qu’on construit enZy a partir des générateurs

fiy. fs de Z(X) que nous regardons en tant que fonctions en n variables
21, oy 2@ un rang? qui est n — dim(O(X) a, )-

2. Nous remarquons que suite aux regles de la dérivation divisée d’une composition de
fonctions analytiques il est facile de voir que la matrice Jacobienne en Zp qu’on construit a
partir d’un systéme de générateurs du méme idéal Z(X) a un rang qui est indépendant du
choix d’un tel systeme.
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Démonstration. Voir [V-F] Theorem 3.6.3. O

Soit X un sous-ensemble K —entier contenu dans K" tel que BY'(K) N X
est un espace affinoide irréductible sur K, ou K est un corps comme dans les
hypotheéses du Théoreme 2.1.33. Si Z(X) est engendré par un systéme minimal
de r générateurs nous avons que :

r>n—dim(BT(K) N X).

En effet suite au Théoreme 2.1.29 point 3 dim(B} (K)NX) est le degré de liberté
de B}'(K)N X, ce qui signifie que dim(B}(K)NX) > n —r. Suite au Théoréme
2.1.33 nous avons que :

p(J=, (T(X))) < n — dim(BP(K) N X) <r, VZo € BY(K)N X.

(Nous disons que B (K) N X est une intersection compléte si r = n —
dim(B}(K) N X)).

Nous supposons par la suite que K ne soit pas un corps parfait. Soit X un
sous-espace K —analytique contenu dans B (K). Nous définissons le lieu des
points réguliers de X ’ensemble suivant :

Xreq. = {F0 € X, p(J5,(Z(X))) = n — dim(O(X)aac, )}
Nous définissons d’'un autre coté le lieu des points singuliers de X comme il
suit :
st'ng. =X \ Xv"eg.-

Nous remarquons que la définition qu’on donne généralement des points réguliers
d’un espace analytique rigide (qui dans notre situation est celui qu’on associe &
Iespace affinoide X défini par Z(X)) est la suivante :

)?reg. = {EO € j(vvv P(JEO (I(X))) =n- dlm(o)?fo)}

Cette définition appliquée aux points K —rationnels de X nest pas en contra-
dition avec celle qui préceéde puisqu’on peut montrer (voir [V-F], Proposition
4.6.1) que :

0)}750 =~ O(X)Mzo )
ol pour tout anneau local et Noethérien R nous désignons par R son complété
par rapport & son unique idéal maximal, et suite & [At-Mac], Corollary 11.19,

pour tout tel R nous avons que dim(R) = dim(R).

Remarque 2.1.34. I est trés important de remarquer qu’on ne peut pas don-
ner une définition de dimension globale ou de point régulier pour un ensemble
K—entier X contenu dans K™. L’algebre des fonctions K —entiéres de la forme
f: K™ — K n’est pas Noethérienne en général et il nous est impossible d’as-
socier a X un idéal Z(X) comme nous avons fait avant pour le sous-ensemble
K —analytique B} (K) N X dans B} (K) qui nous permette de répéter sur X
les mémes raisonnements que nous avons développés pour B (K) N X. Comme
nous l'avons déja remarqué précédemment la nature non-archimédienne de la
topologie induite sur K™ par la valeur absolue 1/T—adique ne permet pas la
construction d’un faisceau sur K™ en utilisant les fonctions K —analytiques sur
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les ouverts U de K™, ce qui nous oblige a étudier localement les propriétés de
X en regardant chaque intersection de ce dernier avec un polydisque de rayon 1
dans K" en tant qu’espace K—analytique apreés lui avoir donné un idéal dans
T,.(K) comme expliqué avant. Chacun de ces espaces K —analytiques construits
a partir des sous-ensembles K —analytiques de X que nous avons défini ici n’a
aucune relation avec les autres et il peut avoir des propriétés trées différentes.

2.1.4 Densité des points réguliers

Définition 2.1.35. Soit K1 C Ko une extension de corps. Soit X un es-
pace affinoide irréductible dans BY'(K1). Nous disons qu’il est absolument
irréductible dans Ko si l'idéal premier Z(X) dans T, (K1) associé a X comme
il suit :

I(X) = {f € Tu(K1), f(5) =0, ¥ze X};

est tel que 'idéal Z(X)T,(K2) dans T, (K2) est encore premier.

Nous remarquons que si Ko est une extension algébrique de K; tout es-
pace affinoide irréductible X dans B} (K7) se décompose en un nombre fini de
composantes absolument irréductibles dans K5 quitte a remplacer K7 par une
extension finie dans Ko.

Théoreme 2.1.36. Soit X un espace affinoide dans BY(K), ot K est un
corps de wvaluation 1/T—adique complet. Nous supposons que X soit absolu-
ment irréductible dans la cloture parfaite de K dans C, que nous appelons K.
Les points réquliers de X sont denses dans X par rapport a la topologie induite
par la valeur absolue 1/T—adique.

Démonstration. Nous montrons d’abord le Théoréme en supposant que K = K.
Suite a la Remarque 2.1.31 nous avons que :

dimz(X) = dim(X);
pour tout Z € X, puisque X est irréductible. Nous avons par conséquent que :
Z € Xsing. <= p(Jz(Z(X))) < n — dim(X).

Une telle condition est équivalente & dire que tous les mineurs d’ordre n—dim(X)
de Jz(Z(X)) sont nuls. Comme dim(X) ne dépend pas du point Z € X une
telle condition est équivalente a demander que Z soit contenu dans le sous-
espace K —analytique de X qu’on définit en ajoutant au systéme minimal de
générateurs choisi de Z(X) la condition d’annulation des mineurs de Jz(Z(X))
que nous avons donné avant. Il s’ensuit que X;ng. est un sous-espace affinoide
de X. Nous montrons que cette inclusion est stricte. Soit d := dim(X). Le
Théoreme 2.1.29 implique qu’il existe un plongement entier comme il suit :

Ta(K) = T (K)/Z(X) = O(X).

Ce qui veut dire que T4(K) C O(X) est une extension entiére d’anneaux. Suite
a [At-Mac] Corollary 5.8 cela induit un morphisme de restriction surjectif et fini
sur les spectres maximaux de la forme suivante :

f:8p"(0(X)) = X - B{(K).
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Suite au Théoréeme 2.1.33 et comme K est un corps parfait nous pouvons dire que
les points Zp € X eq. correspondent aux idéaux maximaux Mz, € Sp*(O(X))
tels que :

[Mfo/\/lgo /M%OMEO : O(X)MEO /MEOMEO] =d.

On peut montrer (voir [Col-Maz] Lemma 1.2.2) que cela implique que Xinq. st
contenu dans ’ensemble des points de ramification de f. Soit en effet Z(X) =
(f1, s fr) C Tn(K) et soit Mz, € Sp*(O(X)) un idéal maximal dont la restric-
tion & T,(K) correspond au point z§ := (20,1, ..., 20,d) € B¢(K). Il correspond
donc & un point zZp € X C B7(K) qui est une racine K—rationnelle du systeme
d’équations suivantes :
f1 (?) =0
[r(Z) =0

21 = 20,1

Zd = 20,d

Soit mzx € Sp(Ty(K)) I'idéal maximal dans T;(K) associé au point Zg. Il s’ensuit
que :

O(X)MEO /Mfo/\/lgo =K<z >»>=K=K<z>»= Td(K)ng /ngmz* ;
o

puisque Zo et Z; sont des points K—rationnels. D'un autre coté B{(K) est tel
que tous ses points sont réguliers, donc Zj I'est aussi. Il s’ensuit que Zp est un
point de ramification au dessus de Zj si et seulement si :
2 . 2 . —_
[MEOMEO /MEOMEO : K] > [mgg ms /mgg - : K] =d.
La dimension de I’espace cotangent qu’on associe & T4(K) en Zj, est en effet d
suite au Théoreme 2.1.33 puisque K est un corps parfait et comme nous ’avons
remarqué précédemment B¢(K) est un espace affinoide qui ne contient pas de
points singuliers. Nous considérons le morphisme de restriction induit sur les

spectres suivant :
g : Spec O(X) — Spec T4(K).

L’idéal premier 0 de Ty(K) correspond au point générique n de BY(K) (voir
[Hart] Example 2.3.3). Ce morphisme restreint & g~*(n) induit un morphisme
fini sur les anneaux localisés en 0 qui correspond & une extension finie de corps
comme O(X) est un anneau integre et donc 0 est un idéal premier de ce dernier.
En effet Tg(K), = T4(K)o est le corps de fractions de T4(K) et O(X),, = O(X)o
celui de O(X). Nous appelons ces deux corps :
K{{z1, ..., za}} := Ta(K)o;

K(X) := O(X)o.

Nous montrons qu’une telle extension de corps :

K{{z1,..., za}} € K(X);

est séparable. Nous savons suite au Théoreme 2.1.29 point 3 qu’il existe n — d

éléments 2441, .., zn, € K(X) qui engendrent 'extension des corps K{{z1, ..., z4}} C
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K(X) = K{{z1, ..., 2dy Zd41, ---, 2n} }- Comme 2441 est algébrique sur K{{z1, ..., zq} }

il existe un polynéme irréductible F(X) € K{{z1,...,za} }[X] \ {0} tel que :
F(Zd+1) = 0.
11 existe donc un élément f € Ty41(K) \ {0} irréductible tel que :

f(Zl, ceey Zdy Zd+1) =0.

11 doit alors exister au moins une variable z;, pour un j compris entre 1 et d+1,
telle que la dérivée partielle divisée de f(z1,...,2441) en z; n’est pas 0. Dans
le cas contraire, puisque K est un corps parfait on a en effet I'existence d’un
nombre s € N\ {0} et un élément g(z1, ..., 24+1) € Ta+1(K) \ {0} tels que :

s

f(zl7 ) Z(i-‘rl) = 9(2’17 ooy Z(i+1)p .

Ce qui est en contradition avec 'hypothese que f(z1, ..., z4+1) est irréductible.
Comme la variable z; apparait sans doute dans l'expression de f(z1, ..., za41) il
s’ensuit que les éléments 21, ..., 2j—1, Zj+1, ..., Z4+1 sont libres sur K. Ce qui veut
dire que K < 21, ..., Zj—1, Zj41, - Zdt+1 >= T4(K). En effet z; n’est pas libre
sur K{{z1, ..., 2j-1,2j41, ..., 2a+1}} et si ces éléments z1,...,2j_1,Zj41, .-, Zd+1
n’étaient pas libres sur K on en déduirait que le corps K{{z1,...,z4+1}} a un
degré de liberté sur K strictement inférieur & d, ce qui est en contradition avec
les hypotheses sur X. Comme :

K{{Zl, ey Zj—15 Zj41y enes Zd-l—l}}(zj) = K{{Zl, ceey Zd}}(2d+1);

nous pouvons modifier le choix au début des d éléments K—algébriquement
indépendants parmi les générateurs zi,...,z, de K(X) sur K. Le Théoreme
2.1.29 point 3 n’oblige pas en effet & un choix univoque. Nous avons que K(X)
est une extension finie de K{{z1, ..., 2j—1, Zj+1, ---» Zd+1 } - Nous changeons donc
éventuellement la numérotation de ces générateurs pour remplacer z; par zq4+1
sans perdre en généralité. Il s’ensuit finalement que z411 est séparable sur
K{{z,...,z4}} comme le polynéme minimal f(Xi,..., Xq+1) qu’on lui associe
était séparable en X; (et donc, avec le changement de numérotation qui nous a
fait remplacer z; avec zq41, il est maintenant séparable en X4y1). Maintenant
zd+2 est algébrique sur K{{z1, ..., z4}} lui aussi. Avec les mémes raisonnements
nous montrons que nous pouvons supposer sans perte de généralité qu’il soit
lui aussi séparable sur K{{z1, ..., 24} }. En répétant le méme raisonnement pour
Zd+3, ---5 Zn, OUS pouvons finalement dire sans perte de généralité que I'extension
des corps :
K{{Zla ) Zd}} c K(X)v

est donc séparable.

Une telle extension des corps admet donc un idéal discriminant qui est en-
gendré par celui de I’extension des corps correspondante et qui ne peut pas étre
0. Il s’ensuit que X;pq. est un sous-espace affinoide strict de X . Par conséquent
dim(Xgng.) < dim(X). Nous supposons maintenant que X soit défini sur K et
nous considérons l'espace affinoide X (K) dans K™. Si ce dernier est irréductible
nous avons que :

dimg (X (K)) = dimg (X).
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Soit en effet Z(X(K)) C T,(K) lidéal associé & X(K). Comme ’extension
d’anneaux suivante :

To(K) C Th(K);
est entiere et Z(X (K)) est un idéal premier dans T),(K) il s’ensuit que :
I(X(K)) = (Z(X(K))Tn(K)) N T (K);

voir [At-Mac] Theorem 5.10. Nous pouvons donc construire un plongement na-
turel de la forme suivante :

To(K)/Z(X(K)) < Tn(K) /(X (K)) T (K).

Une telle injection est encore un morphisme entier comme on peut le remarquer.
Les propriétés des extensions entieres d’anneaux impliquent donc que :

dimg (T, (K)/Z(X (K))) = dimg (T, (K)/Z(X (K)) T, (K));

(voir [At-Mac] Corollary 5.9 et Theorem 5.11). La version du Nullstellensatz
Fort pour les espaces affinoides implique maintenant que :

dimg (T (K)/Z(X (K)) T (K)) = dimg (T, (K)/Z(X));

ce qui implique 1’égalité des dimensions des deux espaces affinoides. Nous re-
marquons en particulier avec les mémes raisonnements que :

dim (X'(K)) = dimg (X");

pour tout sous-espace affinoide irréductible X’ de X. Nous supposons mainte-
nant que X (K) est absolument irréductible dans K. Soit X l’espace affinoide
contenu dans K" défini sur K par les générateurs de lidéal Z(X (K)) que
nous avons précédemment introduit et soit Z(X) celui qui est associé a X
comme expliqué avant. Comme X (K) est absolument irréductible dans K 1'idéal
I(X(K))T,(K) est encore un idéal premier dans T, (K). En particulier nous
avons que :
T(X) = T(X(K))Tu(K).

Il s’ensuit qu’en tout point Zp € X (K) la matrice Jacobienne Jz,(Z(X (K))) de
X (K) en Zj est aussi la matrice Jacobienne Jz, (Z(X)) de X. En particulier :

i (Jz (Z(X(K)))) = pr(J7(Z(X))), Vzo € X(K);

ce qui implique que :
X(K)sing. - Xsing. (K)

En effet il s’agit des mémes points dans X (K) tels qu’ils respectent les mémes
équations algébriques induites sur K™ par I’annulation des mineurs d’ordre n —
dim(X) de la méme matrice Jacobienne. On peut avoir des points zo € X (K)
tels que le rang de Jz,(Z(X(K))) sur K est strictement plus grand que celui
sur K mais les générateurs minimaux de Z(X (K)) ne restent pas forcément
minimaux dans K[X7, ..., X,,] ce qui impliquerait si cela n’est pas le cas que le
nombre des lignes de la matrice Jz,(Z(X)) construite comme expliqué avant est
> n — dim(X). Les raisonnements précédents nous permettent maintenant de
dire que :

dim (X (K)sing.) = dimg (Xsing. (K)) = dimg (Xsing.) < dimg(X) = dimg (X (K)).

O
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2.1.5 Etude sur I’espace tangent

Dans cette derniere sous-section des préliminaires nous allons utiliser les
notions introduites précédemment pour parvenir aux conclusions fondamentales
qui nous permettent d’appliquer (au niveau de l’espace tangent Lie(A) d'un
T—module A respectant les hypotheses que nous expliquerons dans la section
suivante) la méthode de J. Pila et J. Wilkie a notre situation spécifique.

Lemme 2.1.37. Soit A = (G, ®) un T—module abélien et uniformisable de
dimension m et de rang d défini sur le corps F C k. La fonction exponen-
tielle € définie sur A, de réseau A, induit alors les isomorphismes suivants de
A—modules :

A(C) ~C™ /A ~ (koo /A)? & Lib;

ot Lib est la partie libre de C™ /A en tant que koo —espace.

Démonstration. L’exponentielle est un morphisme surjectif de groupes additifs
de C™ vers A dont le noyau est A. Le Lemme de Factorisation nous donne alors
I’isomorphisme de groupes :

A(C) ~ €™ A;

qu’on vérifie facilement étre aussi un isomorphisme de A—modules. D’un autre
coté C™ est un ko, —espace de dimension infinie et son quotient par A est la
somme directe d’une partie de torsion de dimension d avec une partie libre de
dimension infinie. Si, donc, z € Lie(A) ~ C™, on aura :

d
zZ=(21,..,24,2") € @wikm ® Lib;
i=1

ou A =< Wy, ...,wg >4. Comme les périodes Wy, ...,wyg sont k., —linéairement
indépendantes on peut les choisir en tant que base sur ko, du sous-espace de
torsion en les complétant a une base de C™ sur k. Quitte a choisir de fagon
arbitraire un tel complété, nous construisons donc un isomorphisme :

¢:C" —C™,

de k., —espaces vectoriels de dimension infinie qui fixe la base de Lib. et il est
tel que :

o(W;) =i
pour tout i = 1,...,d, ot Ty, ..., g sont les vecteurs de la base canonique de k2 .
Autrement dit I'isomorphisme ¢ agit comme il suit :

d
¢ : @ koow; @ Lib. — k&, @ Lib.
i=1
L’homomorphisme 744 : k% @ Lib. — (ks /A)? x {0} quotient de k%, @ Lib. par
A4 x {0} induit la composition d’homomorphismes suivante :
d
a2 © ¢ : @ koo®i ® Lib. — (koo /A)* @ Lib.
i=1
dont le noyau est évidemment < wy,...,wg >4~ A. Ce qui induit les isomor-
phismes énoncés. O
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Soit X une sous-variété algébrique irréductible et définie sur k d’un T—module
A. Nous définissons Kx C k le corps engendré par un systeme de polynémes
fixés définissant X, qui est donc une extension finie de k. Soit alors :

K :=KxF.

Comme K C koo, il est un corps de valuation par rapport a la valuation induite
de fagon univoque par la valuation 1/T—adique de ko, sur sa cloture algébrique.
Nous définissons donc K en tant que le complétés de K par rapport a une telle
valuation. Il s’ensuit que K est une extension finie de k.. Nous considérons les
projections suivantes :

I, :C"™" = C, Vi=1,...m;
sur chaque composante de C™ respectivement. Nous définissons :
Ai = TL(A);

pour tout ¢ = 1,...,m. Il s’agit de m A—réseaux dans C tels que :

Nous définissons le corps suivant :

—

Koo = I?(Ala aAm)a

qui est le complété de I?(Al, ..., Ay) par rapport a l'unique valuation induite
par celle de K. Nous remarquons que :

e(K) C KZ.

Théoréme 2.1.38. Soit A un T—module de dimension m et de rang d, et X
une sous-variété algébrique de A comme dans les hypothéses de la Conjecture
6. Nous supposons que les composantes absolument irréductibles de X dans la
cloture parfaite de son corps des coefficients restent absolument irréductibles
dans T (Kso). Soit € : Lie(A) — A la fonction exponentielle associée a A.
Soit :

Y =2 1(X) C Lie(A)(C).
Alors, quitte o étendre Ko d une extension finie L et en appellant n := [L : ko],
on a les propriétés suivantes :
BIM(L)NY (L) #0;
Y est un sous-ensemble L—entier de Lie(A)(C) ;
Y (L) est un sous-ensemble L—entier de Lie(A)(L) ;
B (L)Y (L)reg. est dense dans BI*(L)NY (L) ;

L’isomorphisme ¢ de la preuve du Lemme 2.1.37 se restreint aux points
L—rationnels de C™ a un isomorphisme de koo—espaces vectoriels (qu’on
notera toujours ¢) sous la forme qui suit :

SRR

¢ L™ — k"
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Nous avons la décomposition suivante :
A(L) ~ L™ /A ~ (koo /A)* @D Lib(L).

De plus si Y (L) est un sous-ensemble L—entier de L il s’ensuit que Y/ (koo ) :=
d(Y (L)) est donc un sous-ensemble koo—entier dans kXX™.

Démonstration. 1. Comme le corps Kx de définition de X est contenu dans
K et donc dans L on a que X est définie sur L. Quitte a étendre L a
une extension finie on a que BY*(L) N X (L) # (. Maintenant nous nous
rappelons que la fonction exponentielle est une fonction K —entiére sous

la forme suivante : )
e(z) =Y Bz";
i>0
pour tout z € Lie(A)(C), et qu’elle est en méme temps un homéomorphisme
local. Pour chaque wy € X (L) il existe donc un voisinage ouvert Vg, C
A(C) de celui-ci, un point zo € € *(wp), un voisinage ouvert Uz, C
Lie(A)(C) de Z et une fonction C—analytique sous la forme suivante :

logz, : Vi, = Uszy;

qui est homéomorphisme entre les deux ouverts. La construction explicite
d’une telle fonction et la preuve de sa convergence sur Uy, assez petit
est exactement la méme que celle qu’on a fait dans le Théoreme de la
Fonction Implicite pour prouver I'existence de la fonction inverse. Or nous
remarquons que si nous choisissons Wy = 0 € A et Zo = 0 € Lie(A), la
fonction logarithmique :

E : Vﬁ — Uﬁ;

est K —analytique, suite & la construction de son expression formelle en
séries de puissances : v
logy(w) = Z Aw?
i>0
on s’apercgoit facilement que les matrices A; sont a composantes dans K
et donc dans L. Comme 0 € V5N BY"(L) # () nous pouvons supposer sans
perte de généralité que Vg soit un polydisque de rayon <1 qui contient 0
quitte a retrecier la fonction logarithmique logg & un polydisque contenu
dans V4 et contenant 0. I s’ensuit que :

logg(Vo N X (L)) C Y(L).

Si VeNX (L) # 0 nous avons terminé. Supposons donc que w € A\ Vg pour
tout w € X(L). Soit z € e *(w). Soit Dg un polydisque de rayon o > 0
contenant 0 et contenu dans Us. Comme la fonction % est continue il
s’ensuit que é(D’a) est un ouvert dans V5 et il contient par conséquent un
polydisque Dg de rayon ¢y > 0 contenant 0. Pour tout u € D/ﬁ’ on a que
[|@]|oc < dp. Suite a la Définition 2.1.1 nous savons qu’il existe un nombre
s € N\ {0} tel que la différentielle de ®(T9") est une matrice diagonale
sous la forme T7 I,,,. Soit a € N le plus petit nombre entier tel que :

|T—q5a2|1/T < dp.
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Comme T := T~9%%Z € Dy, nous avons que logg(@) € D%(L), quitte a
étendre encore L en y ajoutant les solutions de I’équation polynomiale
suivante :

(T ) (z) —w=0.
Comme le T—module est de rang fini, on sait que ’équation en question
n’a qu’un nombre fini de solutions. Comme :

uce H(T);

a une extension finie pres de L nous avons par conséquent que :

BM™ML)NY (L) # 0.

2. Nous savons que X est défini en tant que lieu de zéros d’un nombre fini

r de polynoémes P, ..., P. & coefficients dans Kx et donc dans L. A 1'iso-
morphisme Lie(A)(C) ~ C™ pres nous voyons que Y est un sous-ensemble
L—entier de C™. En effet, chaque P; (i = 1,...,r) représente une fonc-
tion L—entiere agissant de C™ vers lui-méme; la fonction exponentielle
est d’ailleurs elle aussi une fonction K —entiere agissant sur C™ vers lui-
méme suite a la Remarque 2.1.11. Y est alors le lieu des zéros dans C™ des
r fonctions L—entieres f; := Py o€, ..., f,. := P, o€. Il est par conséquent
un sous-ensemble L—entier de C™.

3. Nous notons que Y (L) est un sous-ensemble L—entier de Lie(.A)(L) puisque

Y est le lieu des zéros d’un nombre fini de fonctions L—entieres qui sont &
valeurs dans L si restreintes a L™. Nous remarquons quand-méme qu’une
telle implication, apparemment évidente, n’est pas forcément valable dans
le cas ou f; soit une fonction L—analytique seulement. En effet, pour tout
Zo € V il existerait un voisinage ouvert Uz, C C™ tel que f;(Z) est une
série de puissances (& coefficients dans L) de Z — Zp pour tout zZ € Us,,
mais comme L n’est pas dense dans C, l'intersection de ce voisinage avec
L™ pourrait étre vide. Méme si Y'(L) n’était pas vide il ne serait donc pas
forcément L—analytique.

4. Nous supposons que ’espace L—analytique B*(L)NY (L) soit irréductible

mais qu’il ne soit pas absolument irréductible dans la cloture parfaite K
de L dans C. Comme Pextension L C K est purement inséparable 1'idéal
premier Z(Y (L)) est un idéal primaire dans 75, (K) et son idéal radical dans
T (K) est Z(Y(K)). Si f € Z(Y(K)) il est en particulier un élément de
T (K) qui est purement inséparable sur T;,,(L). Il existe donc un nombre
n € N\ {0} tel que fP" € T,,,(K). D’un autre coté tout polynéme unitaire
P(X) € T, (L)[X] tel que P(f) = 0 a un degré qui est divisible par une
puissance de p. Il existe aussi un nombre n’ € N\ {0} minimal tel que
f" e Z(Y(L)). Le polynome P(X) = X" — f"" & T,,,(L)[X] est donc tel
que P(f) = 0 et par conséquent il existe un nombre n € N\ {0} tel que
n’ = p™. Tout systéme minimal fini de générateurs de Z(Y (K)) est donc
un ensemble fini de racines p"—iemes (pour des h € N\ {0} opportuns)
d’autant d’éléments de Z(Y'(L)). Si donc nous appelons :

Z(Y(K)) = (g1, -, 9r) C Trn(K);
nous obtenons que :

L(Y(L) = (f1,-n fr) = (0} r 6P

Ny n

) =Z(Y (K))" ;
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ou p" := max;—1,.. ,{p™}. Les coefficients des générateurs gi,...,g, de
Z(Y(K)) sont donc contenus dans une extension de L de degré < p"
dans K. Nous pouvons donc supposer a une extension finie de L pres que
BP*(L)NY (L) soit absolument irréductible dans K. Un tel espace affinoide
respecte les hypotheses du Théoreme 2.1.36 et donc BY*(L) NY (L)yeg. est
dense dans B*(L) N Y (L).

Chaque fonction f : C™ — C définissant Y est sous la forme suivante :

f@=> Y az vzecm

J20 pehm (5)

ot les a, € L. Nous introduisons la notation suivante pour exprimer tout
élément Z € L™. Soit V1,1, ..., Un,m la base canonique de K3/ sur ko, ol
nous numérotons les indices doubles (4,5), i = 1,...,m, j = 1,....,n de la
fagon qui suit :

(i.5) < (i, +1) < (i +1,)).

Nous remarquons maintenant que :
(koo : KE] = p;

le résultat de M. F. Becker et S. MacLane [B-M] nous permet alors de
remarquer qu’il existe un élément primitif o € L tel que L = koo (). Soit
donc 1, a, ...,a™ ! une base de L sur ke.. Soit €1, ..., &, la base canonique
de L™ sur L. Nous définissons la base adaptée u; 1,...,Un,n, de L™ sur
koo de la facon suivante :

H@j = Oéj_léi, Vi = 1, ...,m,Vj = 1, ey T

Il est facile de voir qu’il s’agit en effet d’un systeme de vecteurs ko, —linéairement
indépendants dans L™.

Nous définissons I'isomorphisme suivant entre L™ et k2" :

.Tm nm.,

Y L™ — kDT

Uij = Vijs
qui met en correspondace biunivoque la base adaptée de L™ sur ko, avec
la base canonique de kX" sur ko. Comme @y, ...,y sont eux aussi des
vecteurs ko, —linéairement indépendants de L™ on peut les compléter (a
une renumérotation pres) en une base de L™ sur ko, en y ajoutant nm —d
éléments de la base adaptée de L™ sur k. En utilisant en effet le systeme
de numérotation des indices doubles ¢ = 1,...,m, 7 = 1,...,n que nous
avons introduit nous numérotons les éléments de la base adaptée de L™

sur k., avec un seul indice, ce qui nous permet d’exprimer le complété
d’avant des vecteurs @y, ...,wy & une base de L™ sur k., comme il suit :

w1, "'awd;ﬂdJrlv ooy Unm -

Soit :
Lk — kL

Y(W@;) = Ty
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lisomorphisme sur ko, de k2" vers lui-méme qui envoit 1(w; ) vers v; pour
tout ¢ = 1,...,d en fixant la base canonique Tg41, ..., Upm de Y(Lib.(L)) =

@D | koo sur ko, suite & la décomposition de L™ suivante :

d

= @ koowi @ Lib.(L);

i=1

induite par celle du Lemme 2.1.37 par ’isomorphisme . Nous considérons
Iisomorphisme ¢ : C™ — C™ introduit dans le Lemme 2.1.37 en choisissant
un complété a une base (infinie) de C™ sur ko, des vecteurs Wy, ..., wq qui
se restreint a L™ au complété de ces vecteurs par la base adaptée de L™
sur ko que nous avons défini avant. L’isomorphisme ¢ d’espaces vectoriels
sur ks que nous avons défini respecte donc la propriété suivante :

¢p=Loy.

Il est donc tel que pour tout z € L™ qui s’exprime sous la forme suivante :

d nm
z= E wiwi + E wﬂi;
i=1 i=d+1

nous avons que :

Nous avons que :
m n
=Y > au(zz w; ;T ;)" =0, VZ e Y(L);
h2>0 p€Am (h) i=1 j=1

ou les coefficients w; ; d’une telle combination linéaire de la base adaptée
de L™ sur ko sont dans k... En particulier, étant donné la restriction a
L™ de I'isomorphisme ¢ que nous avons donné avant, nous avons que :

w(E) =W := (’U}Ll, vy Wiiny ooy Wim, 15 o0ey wm,n).

Pour tout j > 0, = (r1,...,mm) € An(j), chaque terme Z* s’exprime sous
la forme suivante :

O wijor e = [[O S wnied ™) =

i=1 j=1 h=1 j=1

s )

s1t...+sn=rp

Il s’ensuit que :

(foy™)@) = > auﬁ > (Shi}:Sn)lillefjaS-f(j_l).

320 p=(r1,....;rn)EAm (J) h=181+...+8p=7p

Soit :
h: k" — L;
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la fonction L—analytique suivante :
h:=foy L.
11 est donc possible d’exprimer f(Z) dans la nouvelle forme qui suit :
h@) =Y > em;
120 N€EAnm (4)

ot chaque coefficient ¢, € L s’exprime comme il suit. Pour chaque ¢ > 0,
sip=(r1,...,Tm) € Ay (2), pour chaque 7, h = 1,...,m nous définissons
comme avant (s1(h), ..., sp(h)) € An(rp). Nous définissons donc :

77(#) = (Sj(h))jzl,...,n,hzl,...,m S Anm(l)a

en ordonnant ses composantes suivant le critere de numérotation des in-
dices doubles (h, j) introduit avant. Pour tout n € Apn,(7) quelque soit
i > 0 nous définissons Z(n) := {u € Ap(4),n(1r) = n}. Nous appelons :

a:=(a,..,a) € L.
Soit n(u) comme nous 'avons défini avant. Nous avons que :

n(u) = (s1(1), ..., 8n(1), ..., 81(m), ..., Sp.(M)).

Nous appelons :

7(u) == (0, s2(1),255(1), ..., (n—=1)8,(1), ..., 0, 52(m), 285(m), ..., (n—1) s, (m)) € N,

Nous avons donc la propriété suivante :
O r
_ h —n(p
b= wl] ¥ ( )a )
- _ 81y .00y Sn
HEL(n) h=1s1+...+8n="Th
Il s’ensuit que :

< m(n—1)[n|,
lenliyr < ernza()f]) lauli/rlalyr ;

qui converge vers 0 quand |n| tend vers 'infini puisque f : L™ — L est une
fonction entiere. Nous remarquons également que nous pouvons exprimer
chaque coefficient ¢, € L pour tout nn € Apyy, (i) quelque soit ¢ > 0 en tant
que combinaison linéaire sur ko par rapport a la base 1,a,...,a" ' de L
sur k. Nous obtenons donc qu’il existe des uniques by, 1, ..., by n € koo tels

que :
n
j—1
Cn = Z by
j=1
pour tout n € N 1l existe donc les séries formelles suivantes :

hiy .oy hy € koo[[W]];

hj(w) := Z Z by ;w", Vi =1,..,n;

120 NEApm (7)

http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Luca Demangos, Lille 1, 2012

2.1. PRELIMINAIRES 105

telles que :
n

W) = (7)1
h(w) = g hj(w)a’ ™ .
j=1
Nous montrons maintenant que hq, ..., h, sont convergentes avec un rayon
de convergence infini.

En effet, suite au résultat de K. Mahler [Mah], page 491, il existe une
constante v > 0 telle que pour tout ¢, coeflicient de h, on ait que :

Quitte a modifier éventuellement la valeur de 7 nous pouvons supposer
que :
lenlyr 2 v max {[by.jlyr}s

pour tout coefficient ¢,, de h. La convergence de la série h(¢)(Z)) implique
donc celle de h;(1(Z)) pour tout j = 1,...,n. Maintenant soit £ : kX" —
k™ Tisomorphisme sur ko, que nous avons défini avant et qui envoit
le systeme {(w1),...,¥(W4)} d’éléments linéairement indépendants sur
koo vers les d premiers éléments {7y, ...,Uq} de la base canonique de k™
sur ko, ordonnés suivant le critere de numérotation des indices doubles
que nous avons décri précédemment. Il agit sur k2" comme une matrice
inversible contenue dans k2" Il est donc immédiat de remarquer qu’il
s’agit d’une fonction ko —entiere de k7" vers lui-méme. Nous avons vu
que :

¢p=Lo.

Comme nous avons montré que la fonction suivante :
-1 . p.nm .
fop7 kK" — L;

s’exprime comme il suit :
n
fo™t =3 ol thy;
i=1

ou hy, ..., h; sont des fonctions k., —entieres de k22" vers ko, et puisque la
composition de deux fonctions entieres est encore une fonction entiére il
s’ensuit que la fonction :

hol™'=foy oL =fog™;

est encore une fois une combinaison linéaire des éléments de la base {1, v, ..., "1}
de L sur k., par des fonctions k., —analytiques :

El ‘=hioL7t, ,En = hpo L7

de kX" vers koo. Autrement dit :

n

fO(ﬁ_1 = Zaj—lﬁj.

Jj=1
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En appellant :
Y :={weC™, hij(@) =0, Vi=1,..,r, ¥j=1,..,n}

Y(L) = {? eL”, fz(y) = Zaj_lﬁj(¢(y)) =0, Vi=1, "'7T};

onaque Y’ (k) = @Y (L)) et que Y’ (ko) est un sous-ensemble ko, —entier
dans ¢(Lie(A)(L)) ~ k2"
O

Soit o € L I’élément primitif de ’extension des corps ko, C L que nous avons
introduit dans le Théoréme 2.1.38 point 5. Nous choisissons a(T),b(T') € ko tels
que |a(T)alip < 1et [b(T)|1/7 = 1. Nous appellons :

B :=a(T)a+ b(T).

Comme :

a € koo (B);

il s’ensuit que 8 est un élément primitif de I’extension des corps koo C L aussi.
Nous pouvons donc remplacer a par 3 et supposer donc sans perte de généralité
que :

|Oé|1/T =1.

Définition 2.1.39. Soit un point Z = (21, ..., zm) € L™ quelconque. Nous ex-
primons ce point de facon unique comme il suit :

Z= (21, 2m) = (Z oty Z o My, );
j=1 j=1

ol :
W1, eees Winon € Koo

Nous définissons la norme suivante sur L™ en tant qu’espace vectoriel sur kso -
Fo(Z) = [[(wi1, -, wmn)loo = max{lwy a1z s [Wim |17}

1l est immédiat de remarquer qu’il s’agit bien d’une norme de L™ sur ko. Soit
r > 0 un nombre réel positif. Nous définissons le sous-ensemble de L™ suivant :

Bl (L) :={ze€ L™, Fu(z)<r}.
Remarque 2.1.40. La norme F, sur L™ est équivalente a celle que nous avons
appellé ||.||co sur ce méme ensemble vu en tant qu’espace vectoriel sur L par

rapport a la base canonique :

[Z]loo := max{|21|1/7; s [2m |17}
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Démonstration. Suite & [BGR] Corollary 2.1.9/4 page 78 il nous est suffisant de
montrer qu’il existe 1,72 € R+ tels que :

1 Fa(Z) <||Z|loc < 12Fa(Z), VZE€ L™,

Puisque la valeur absolue 1/T'—adique est non-archimédienne nous pouvons re-
marquer tout de suite que :
ro = 1.

L’inégalité qui nous reste & montrer suit du résultat dit & K. Mahler, voir [Mah]
page 491, que nous avons déja utilisé dans la preuve du Théoreme 2.1.38 point
5 et qui implique que :

L=
ol la constante 7 > 0 dépend de « et elle est celle qui suit du résultat de K.
Mabhler en utilisant F,, en tant que norme sur L™ comme expliqué dans I’énoncé
indiqué dans la référence. |

Il s’ensuit que l'ensemble B, (L) contenu dans L™ est aussi un ouvert par
rapport & la topologie 1/T'—adique que nous avons utilisé jusqu’ici. En particu-
lier les isomorphismes ¢ : L™ — k7™ et 1) : L™ — k2™ d’espaces vectoriels sur
koo que nous avons introduit dans la preuve du Théoreme 2.1.38 point 5 sont
des homéomorphismes.

Remarque 2.1.41. Soit X un sous-ensemble L—analytique dans L™ et soit
Zo € X comme dans les hypothéses du Corollaire 2.1.25, en supposant que X
soit le lieu des zéros d’un mombre m’ de fonctions L—analytiques définies sur
un ouvert U de L™ dont nous appelons :

F:U—>Lm’;

le vecteur de fonctions qu’ils forment (et qui dépend de leur numérotation),
telles que m’ < m. Il existe donc un voisinage ouvert de zZg dans L™ de la forme
B, (L) x Vz, ainsi qu’une fonction L—analytique de la forme suivante :

oot BYS™(L) = Ve, € L™ 5 LM
telle que pour tout z* € BTgml (L) la propriété suivante soit valable :

F(z, fz,(z")) = 0, ¥z* € B';™ (L).
Démonstration. Suite au Corollaire 2.1.25 il existe un voisinage ouvert Uz, X
Vz, C L™™™ x L™ de Zp ainsi qu'une fonction L—analytique f : Uz, — V5,
telle que : _

FZ* f(z¥) =0, V" € Ug,.

A une composition de f par une translation dans Lm-m' pres nous Supposons
que Zo = 0. Nous choisissons un ouvert By, (L) C Uy avec 7 € [kX |17
La restriction de f a B} ™' (L) est encore une fonction L—analytique et elle

7 . — ’ . .
est définie sur B";™ (L). On compose maintenant f par une transformation
linéaire sur L de la forme suivante :

t: By ™ (L) — By (L)
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Z5 =z
ol ¢ € koo est tel que |cli/p = r. Ce qui nous fait obtenir une fonction

L—analytique sous la forme suivante :
fot:BYT™ (L) — Vi
telle que : - )
F(z5 (fot)(z")) =0, Vz¥ € BY",™ (L).
Quitte a nous composer a nouveau f ot par la translation :
Z = Z+ Zo;

.« . — — ’ ’ . .
nous obtenons un voisinage de Zyp dans L™~ X L™ et une fonction L—analytique
comme dans I’énoncé. |

Définition 2.1.42. Soit X un sous-ensemble analytique dans L™ défini sur un
ouvert U de L™. Nous disons que X est analytiquement a—paramétrisable
s’il existe un nombre d(X) € N\ {0} ainsi qu’une famille R de fonctions
L—analytiques de la forme suivante :

fiBIO(L) = X;

e

telles que :
d(x
xc | Ao
feER
Nous appellons une telle famille un recouvrement a—analytique de X sur L.

Théoreme 2.1.43. 1. Soit Y (L) défini comme dans le Théoréme 2.1.38. Si
BT (L)NY (L)yeg. est dense dans BY*(L)NY (L) alors B*(L)NY (L) est
analytiguement a—paramétrisable sur L.

2. Soit Y(L) et soit Y'(koo) définis comme dans le Théoréme 2.1.38. Alors
B (ko) N Y (koo) est analytiguement paramétrisable sur koo.

Démonstration. 1. Soit Z(Y (L)) = (f1,..., fr) C Tmm(L) I'idéal premier as-
socié a B (L)Y (L). Soit Fo € B (L)NY (L)yeg.. Soit d := dimy, (B (L)N
Y (L)) = dimg(B"(K)NY (K)). L’égalité suit des passages dans la preuve
du Théoréme 2.1.36. L’hypothese que B}*(L) N Y (L) soit absolument
irréductible dans K nous permet aussi de dire que » > m — d. A une

numérotation différente pres des générateurs f1, ..., f,. de Z(Y' (L)) il s’en-
suit que :

PL(J% (fla () fm—d)) = ,OK(JgO (fh . fm—d)) =m —d.

Nous appelons :

Z(f1, e fm—a) = {7 € BI"(L), f1(¥) = ... = fm—a(y) = 0}.

1l s’ensuit que BY*(L)NY (L) C Z(f1, ..., fm—d). Suite au Corollaire 2.1.25,
au Théoreme 2.1.36 et a la Remarque 2.1.41 il existe donc un recou-
vrement a—analytique R de B{"(L) N Y (L) constitué par des fonctions
L—analytiques de la forme suivante :

B (L) = Z(f1,oos f—a)-
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En particulier nous obtenons que :

BML)NY (L) € | f(B] (L)
feER

Soit T'C Z(f1, ..., fm—a) 'unique composante irréductible de Z(f1, ..., fin—d)
qui est absolument irréductible dans K et qui contient B}*(L)NY (L). Soit
d' = dimp(T). Alors d’ > d. Maintenant :

(f1y ooy fm—a) SZ(T) = (g1, -+, gs)-

Alors pour tout f;, on i = 1,....m — d, il existe a;1,...,a;s € Tn(L) tels

que :
S
fi=>ai g5
j=1

Comme g, € T il s’ensuit que :
Jgo (i) = ai (o) g, (g;), Vi=1,..r.
j=1

Si:
pr(Jy, (f1, o, fm—a)) = m — d;

il s’ensuit que :
pi(Jg, (Z(T))) = m — d.

Comme T est absolument irréductible dans K nous avons aussi que :
pi (g, (Z(T)) < m - d.
Il s’ensuit que d’ = d. Par conséquent :
B (L)NnY(L)=T.
Maintenant si S est une autre composante irréductible de Z(f1, ..., fm—d) :
dimy (SNT) < dimg,(S),dim (7).

En effet, soit R C SN T une composante irréductible de S NT telle que
dimy(R) = dimz(SNT). Comme :

SQT;S,T;

il s’ensuit que :
dimr, (R) < dim(S), dim(T).

A un sous-espace affinoide de dimension < d de B{*(L) N Y(L) pres
nous pouvons alors supposer que g, ne soit contenu que dans une seule
composante irréductible de Z(f1,..., fm—d) qui est Bf*(L) N Y(L). Par
conséquent BJ*(L) N'Y(L) contient un sous-ensemble dense de points
Zo € B"(L)NY (L)reg. tels qu’il existe pour chacun d’entre eux une fonc-
tion L—analytique f définie sur un voisinage ouvert opportun Vz, de Zo
tel que Vz, \ {Zo} # 0 et telle que f(V%,) (qui est un sous-ensemble de
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Z(f1, ., fm—d)) soit entierement contenu dans la composante irréductible
BT (L)NY (L) de Z(f1, ..., fm—a)- Suite & la Remarque 2.1.41 nous pouvons
donc supposer sans perte de généralité que toute fonction L—analytique
f € R soit telle que :

fiB{ (L) = B(L)NY(L).

Soient fi, ..., f comme dans le point précédent. L’isomorphisme ¢ sur k.
de L™ vers k2" est tel que :

Y/(koo) = {@W € E™™, (fiogp )W) =0, Vi=1,..,r}.

Dans la preuve du Théoreme 2.1.38 point 5 nous avons en effet associé a
chaque f; pour ¢ = 1,...,r les n fonctions k., —entieres h; 1, ..., h; » telles
que :

(fiop™)=> @ hiy, Yi=1,..,r
j=1

Nous rappelons d’avoir défini en particulier la transformation linéaire sur

koo suivante :
Y L™ — kD

qui envoit la base adaptée {a/~1€;} de L™ sur ko, vers la base canonique de
k2 sur koo, ainsi que I'isomorphisme d’espaces vectoriels sur ko, suivant :

Lk — kX

qui envoit les images 1)(wy), ..., ¥ (wq) par ¥ des d périodes fixées précédemment

W1, ...,wq de A vers les d premiers éléments 71, ..., 74 de la base canonique
de k2" sur ko suivant le critere de numérotation des indices doubles que
nous avons introduit dans la preuve du Théoreme 2.1.38 point 5. La trans-
formation koo —linéaire ¥ entre L™ et kX" est une isométrie entre ces deux
espaces vectoriels sur ko, par rapport a la valeur absolue 1/T—adique sur
k2™ et a la norme F,, que nous avons introduit dans la Définition 2.1.39
sur L™. Nous obtenons donc que :

Y (B (k) = BTl (L)

Maintenant la valeur dimy, (Y (L)) est aussi la valeur constante telle que
la paramétrisation a—analytique R de BJ*(L) NY (L) qui suit du point 1
est telle que pour chaque f € R une telle fonction L—analytique est de la
forme suivante :

fiBE L) - BRI N Y (L),

Soit dr(Y) := dimg (Y (L)). Soit d(Y'(ks)) := ndr(Y). Nous définissons
donc la transformation linéaire 1 sur k., de la méme fagon qu’avant mais
cette fois-ci entre L4r(Y) et kgéyl(k“)). L’isomorphisme ¢ : L4() —
k'géiL x) d’espaces vectoriels sur k., que nous avons défini est aussi une
bijection entre Bffl(y)(L) et Bf(yl(kx))(koo) et il est tel que pour chaque
f € R la fonction suivante :

9 BIO D () o B o) 0V (ko)
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telle que :
gi=¢ofor™l
est une fonction k., —analytique. Il est en effet immédiat de remarquer

que ¥~ ! est une fonction L—analytique et que par conséquent f o~ ! est
une fonction L—analytique elle aussi. En particulier, elle est de la forme

suivante :
(foo ™M@= > aup” (@"

i>0 p€An (i)

En répétant les mémes passages contenus dans la preuve du Théoreme
2.1.38 point 5 nous pouvons exprimer f o ~! sous la forme suivante :

n
(foy™H@) =Y o 'h(w);
j=1
ot hi(W), ..., hn, (W) sont n fonctions k., —analytiques de Bf(yl(k‘”))(koo)
vers k2. Il est tres important de remarquer que dans la preuve du Théoreme
2.1.38 point 5 nous avons obtenu un tel résultat avec des fonctions hyq, ..., hy,
qui étaient koo—entieres sur k7" et a valeurs dans k. comme les hy-
potheses dans ce Théoreme prévoyaient que f était une fonction L—entiere
sur L™ ce qui n’est plus vrai dans notre nouvelle situation. Une telle hy-
pothese était toutefois nécessaire comme les puissances de la valeur ab-
solue 1/T—adique de 1’élément primitif o de 'extension de degré fini des
corps koo C L n’étaient pas bornées. Comme nous avons montré qu’il est
possible de supposer sans perte de généralité que :

laly /= 1

le méme raisonnement reste valable dans le cas ou f est une fonction
dr(Y)
1,

L—analytique définie sur B (L). Les fonctions ko, —analytiques hq, ..., hy,

de Bf ¥ (k""))(k:oo) vers k> que nous avons construit ici sont en particulier

n vecteurs de m fonctions k., —analytiques de Bf(y (k“))(k:oo) vers ko de
la forme suivante :

hj (@) == (h1j (@), ... hn (@), Vi =1,....n.

Il s’ensuit que :

(Wo fory™ ) (@) = (h1.1(W), ... hun(W)), Vo€ B F=D gy,

La fonction 7 o f o 9~! que nous avons défini est donc ko, —analytique
sur Bf(y (k°°))(l<:oo). Comme nous avons montré que £ est une fonction

koo —entiere de kX" vers lui-méme et que ¢ = L o nous obtenons fi-
(Y'(koo))(k.oo)

nalement que g est une fonction k., —analytique de Bf vers

B (koo) NY'(koo). La famille suivante :
R'i={g9=¢ofoy™" VfeR}

est donc un recouvrement k., —analytique de Y’ (ko) sous la forme induite
par le Corollaire 2.1.25.
O
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On définit les fonctions de projection triviales de ¢(Lie(A)(L)) sur ses deux
facteurs que nous déduisons de celles donnés par 'isomorphisme introduit dans
le Théoreme 2.1.38 :

71 ¢p(Lie(A) (L)) — k< ;

my : ¢(Lie(A)(L)) — Lib(L).

Autrement dit, 7 est la projection de ¢(Lie(A)(L)) = k2™ sur ses d premieres
composantes et mo est sa projection sur les nm—d dernieres composantes. Toutes
les considérations de nature topologique que nous ferons sur Y (L) resteront va-
lables sur Y’/ (ko) comme elles seront conservées par les isomorphismes linéaires
L et ¢. Nous notons I'image de 71 en tant que sous-k~,—espace vectoriel de k22"
de la maniere suivante :

I = my (k7)) ~ k<.

2.2  Une conjecture

La conjecture de Manin-Mumford classique?, traitant la situation d’une
courbe elliptique plongée dans sa Jacobienne a été prouvée (voir [R1]) et ensuite
généralisée (voir [R2]) dans la formulation qui suit :

Théoréme 2.2.1. Soit X une sous-variété algébrique d’une variété abélienne
A définie sur un corps de nombres. Si X contient un ensemble Zariski-dense de
points de torsion, alors X est la translatée d’une sous-variété abélienne de A
par un point de torsion.

La version faible montrée dans [PZ] est une conséquence du Théoreme 2.2.1
et se formule de cette maniere :

Théoréme 2.2.2. Sous les mémes hypotheses que le Théoréme 2.2.1, si X ne
contient pas de translatées de sous-variétés abéliennes de A de dimension > 0
par un point de torsion, alors X me contient qu’un nombre fini de points de
torsion.

Admettons en effet le Théoreme 2.2.1 et que la sous-variété algébrique X
de A ne contient pas de translatées de sous-variétés abéliennes de A de dimen-
sion > 0 par des points de torsion. Si X contenait un nombre infini de points
de torsion elle contiendrait aussi la cloture de Zariski X’ de ces derniers, de
dimension > 0. La sous-variété algébrique X’ de A contient donc un ensemble
Zariski-dense de points de torsion. L’application du Théoreme 2.2.1 & X’ im-
plique que X’ est la translatée d’une sous-variété abélienne de A par un point
de torsion et comme dim(X’) > 0 cela contredit I’hypothese sur X.

Une formulation analogue de ce résultat a été montrée par T. Scanlon dans
[Sc] pour les T—modules qui sont la puissance d’un module de Drinfeld, en uti-
lisant la théorie des modeles et se basant sur un précédent résultat de L. Denis
(voir [Den3]), ol le méme résultat est montré pour une puissance d’'un module
de Drinfeld, mais sous une hypothese supplémentaire sur la nature de ce dernier
qui sera explicitée plus loin (voir Hypothese 3). Le résultat de Scanlon est le
suivant.

3. D’un point de vue historique la toute premiere version de cette conjecture a eté montrée
par M. Laurent sur GZ,, voir [Lau2]
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Théoreme 2.2.3. Soit A := (D™, ®) un T —module puissance d’un module de
Drinfeld (D, ®) donné. Soit X une sous-variété algébrique irréductible de A.
Si X (F)tors. est Zariski-dense dans X, alors X est une translatée d’un sous-
T—module de A par un point de torsion.

Un T'—module sous forme diagonale est, comme nous l'avons déja remarqué,
un T'—module abélien et uniformisable de fagon évidente. Il est donc naturel de
se demander si un tel résultat peut étre montré, avec 1'utilisation des nouvelles
techniques utilisées dans [PZ], pour un T—module A abélien et uniformisable
quelconque. Nous allons voir ci-dessous que la réponse est négative, nous utili-
serons pour cela la notion suivante :

Définition 2.2.4. Soit A = (G, ®) un T—module de dimension m. On dit
qu’il est simple s’il n’admet pas de sous-T—modules non triviauz (autrement
dit, différents de lui-méme ou de 0). Soit a(T) € A\ Fy. On dit un sous-groupe
algébrique de A un sous-a(T)—module s’il est un sous-Fq[a(T)]—module sous
laction de ®.

Nous considérons le T'—module de dimension 2 défini par la puissance ten-
sorielle C®? = (G2, ®) du module de Carlitz C, introduit par G. Anderson et
D. Thakur dans [AT]. On suppose ici que ¢ = 2. Ce T—module est alors sous la

forme suivante :
om(¥)a-(3 1) (24)-

On peut donc montrer que :

(I)(TQ)(X):( %X + X2 )

Y T?Y + (T+THX?+Y? -

Le sous-groupe algébrique 0 x G, de C®? en est alors sous-7?—module, mais
n’en est cependant pas un sous-T'—module. En général la puissance tensorielle
C®™ du module de Carlitz C' est toujours un 7T'—module simple (voir [Yu], Pro-
position 1.2), abélien et uniformisable, mais on peut montrer qu’elle possede
parfois des sous-T7—modules (j dépendant de m et de ¢) non triviaux et four-
nissent donc des contre-exemples a une éventuelle généralisation du Théoreme
2.2.3 comme chacun de ces sous-77—modules est en général une sous-variété
algébrique de C®™ contenant une infinité de points de torsion. Par exemple,
C®2 est un T—module simple qui contient la sous-variété algébrique 0 x G, qui
en est en particulier un sous-72—module et contient donc une infinité de points
de torsion.

Nous allons alors étendre la classe de sous-modules algébriques dans A nécessaires
dans le but de trouver une formulation possible de la Conjecture de Manin-
Mumford dans le cas plus général d’'un T'—module abélien et uniformisable.

Remarque 2.2.5. Quand on a un sous-T79—module, c’est automatiquement un
sous-a(T?)—module pour tout a € A\F,, inversement il semble que la gradation
par le degré des polynémes définissant le T—module ne permette pas de trouver
un exzemple de sous-a(T)—module ne provenant pas d’un sous-T’—module pour
un j bien choisi. Un cas fondamental illustrant ce phénomene est d’ailleurs
celui d’une puissance pure d’un module de Drinfeld, cas que nous discutons ci-
dessous.
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Théoreme 2.2.6. Soit D™ = (G, ®™) la puissance m—iéme d’un module de
Drinfeld D = (G,, ®) dont nous appelons F le corps des coefficients. Il existe
une correspondance bijective entre la famille des sous-T—modules de D™ et la
famille des sous-espaces vectoriels de Lie(D™) qui sont Endz(®)—rationnels.
Cette correspondance est donnée par la fonction exponentielle :

e: Lie(D™) —» D™;
Vi=el).

De plus on a que la dimension d’un sous-T—module de D™ et d’un sous-espace
vectoriel Endz(®)—rationnel de Lie(D™) correspondants sont égauz.

Démonstration. Voir [T], Théoréme & page 33. O

Soit donc B un sous-a(T")—module de D™. Supposons que le module de
Drinfeld D soit de rang d. Nous définissons :

T :=a(T);

et :
U(T') == @(a(T));

B est donc un T"—module qui est la puissance m—i¢me d'un F,[T”]—module
de Drinfeld de rang ddegyp(a(T)). Suite au Théoreme 2.2.6 il est donc décrit
entierement par s = m — dim(B) équations linéaires sous la forme suivante :

m

ou P;;(r) € Endz(¥) pour tout ¢ = 1,...,s et tout j = 1,...,m. Comme ®(T) €
Endz(¥) aussi (en effet, ®(T) o U(T') = &(T) o ®(a(T)) = ®(a(T)) o ®(T) =
U(T") o ®(T)) et que Endz(¥) est un anneau commutatif (puisque D est de
caractéristique 0) on voit que B est en fait un sous-T'—module de D™ puisqu’il
est stabilisé par l’action de ®(T).

Tout sous-a(T)—module de D™ (puissance m—iéme d’'un module de Drinfeld
quelconque) est alors pour tout a(T") € A\ F, un T—module aussi. Il est donc
raisonnable de formuler la Conjecture suivante.

Conjecture 5. Soit A = (G7',®) un T—module abélien et uniformisable de
dimension m. Il existe alors un nombre j(A) € N\ {0} ne dépendant que de A
tel que pour tout a(T) € A\ F, on ait que tout sous-a(T)—module de A est un
sous-T7A) —module.

Si A est absolument simple (ce qui veut dire qui ne contient aucun sous-
T —module non trivial pour tout j € N\ {0}) nous fixons j(A) = 1.

Nous remarquons que 1’étude que nous venons de faire des puissances d’un
module de Drinfeld choisi fournit un exemple d’une classe de T'—modules A tels
que pour tout i € N\ {0} on ait que j(A?) = j(A). On peut se demander s'il
s’agit d’un phénomene général (nous espérons revenir plus tard a cette question).
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Nous présentons ici un exemple supplémentaire qui semble corroborer une telle
Conjecture.

Soit C®? = (G2, @) la puissance tensorielle carrée du module de Carlitz C, déja
introduite avant, oll nous supposons toujours que ¢ = 2. Nous avons montré
précédemment que la différentielle de ®(7°2) est alors 1215, o1 I3 est la matrice
identité sous la forme 2 x 2. Nous disons que tout polynéme a(7T') € A est pair
si et seulement s’il est sous la forme suivante :

a(T) =ag + a1 T?* + ... + a, T*.

Il s’ensuit facilement que la différentielle de ®(a(T')) avec a(T) polynéme pair
est a(T)Iz. Orsi b(T) € A\ {0} n’est pas pair il est nécessairement sous la forme
suivante :

b(T) = Ta(T) + r(T);

ot a(T) et r(T) sont des polyndmes pairs. En remarquant que la différentielle de
O(Ta(T)) = ®(T)oD(a(T)) est, suite aux propriétés de la fonction exponentielle
et & la description de ®(T) que nous avons fait avant, sous la forme suivante :

(3100 4)

auquelle on ajoute la différentielle de (T'), qui est r(T")I2, nous concluons que
la différentielle de b(T) est une matrice triangulaire supérieure dont les termes
diagonaux sont égaux & b(T"). Comme b(T) n’est pas pair (il est donc différent de
0) il s’ensuit que le seul sous-espace dans Lie(C'®?) stable sous I’action de cette

matrice est C x 0. Nous supposons maintenant qu’il existe un sous-b(7")—module
B de C®? différent de e(C x 0). Alors :

@(b(T))(B) € B;

ce qui implique que Lie(B) est stable sous I'action de la différentielle de ®(b(T")),
ce qui implique suite aux passages précédents que Lie(B) = Cx0, ce qui implique
finalement qu’un tel B différent de €(C x 0) ne peut pas exister. Nous venons
donc de montrer que €(C x 0) est le seul sous-b(T)—module possible de C®?
ou b(T') est n’importe quel polynéme pas pair de A\ {0}. Comme T n’est pas
un polynéme pair dans A\ {0} le seul sous-T'—module pas trivial de C®? ne
peut étre que €(C x 0). Mais nous savons justement que C®? est un T—module
simple, ce qui implique que €(C x 0) n’est pas stable sous ’action de T" ou qu’il
n’est pas une sous-variété algébrique dans G2. Or :

B(T) 0 2(C x 0) = E(T1(C x 0)) C Z(C x 0);

ce qui implique que €(C x 0) est stable sous l'action de T. Il s’ensuit finalement
qu’il ne peut pas étre une variété algébrique dans G2. Donc il ne peut pas étre
un sous-b(T)—module non plus quelque soit b(T) € A\ F,. Nous concluons
que C®?2 n’admet pas de sous-b(T)—modules avec b(T') pas pair. Les seuls sous-
a(T)—modules possibles de C®? sont alors ceux tels que a(T') soit pair.

Remarque 2.2.7. Pour trouver des sous-T7—modules, il ne suffit nullement

d’avoir un sous-groupe dont l’espace tangent a l’origine soit stable sous la différentielle
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de ®(T7). En effet, soit A unT—module de dimension m. Soit ag sa différentielle
sur Lie(A), comme dans la Définition 2.1.1. Comme ag est de la forme TT,,+N,
ot N est une matrice nilpotente, si n € N\ {0} est tel que N™ =0, on a que
ag” =TP"I,,. Il existera donc un j € N\{0} tel que la différentielle de ®(T7) est
T71I,,. Tout sous-espace vectoriel H C Lie(A) est alors stable sous l'action de la
différentielle de ®(T7). Si on regarde par exemple la puissance tensorielle C®?
du module de Carlitz C (ot ¢ = 2), le sous-groupe algébrique G, x 0 n’est pas un
sous-T%—module de C®2. En effet, un tel sous-groupe n’est pas stabilisé par Uac-
tion de ®(T?) alors que tout sous-C—espace de Lie(C®?) ~ C? doit étre stabilisé
par Daction de la différentielle pour les raisons précédemment expliquées.

Tout ceci nous suggere alors une formulation différente de la Conjecture de
Manin-Mumford dans le cas d’'un T'—module A, ol on se propose de montrer
que, & un nombre fini pres, les points de torsion de A se partagent en un nombre
fini de sous-T7() —modules, ayant initialement fixé un nombre j(A) € N\ {0},
ne dépendant que du choix de A qui ne sera donc pas forcément 1, a la différence
de ce que conduirait a penser un analogue immédiat avec la formulation clas-
sique de cette conjecture.

Cependant une telle modification n’est pas encore suffisante pour nous mettre a
I’abri de contre-exemples. En analysant en effet le cas d’un produit de modules
de Drinfeld non isogénes on y trouve des mauvaises situations. Supposons encore
que g = 2. Soit C(T)(7) = T+7 module de Carlitz Dy, ol T est "automorphisme

de Frobenius sur Fy. Nous définissons le module de Drinfeld Dy suivant :
Coy(T)(7) =T + (TY* + T)7 + 2.

Il est obtenu en tant que racine carrée sur les coefficients de C(T?)(r). Le

produit :
o (3 ) = (i )

est donc un T—module comme nous les avons définis dans la Définition 2.1.1 et
parmi ses points de torsion nous avons tous les couples (z, 21/2), ol z € Dyypps.-
La variété algébrique X = Y2 contient alors tous ces points de torsion et, comme
C(T7)(Y?) # (Cro)(T9)(Y))? quelque soit j € N\ {0}, elle n’est pas stabilisée
par Paction de ®(77). Elle n’est donc pas un sous-77—module de (D x Do, ®)
quelque soit j € N\ {0}. Comme cette variété a C—dimension 1, elle n’admet pas
de sous-T7 —modules non triviaux non plus. On remarque que le méme contre-
exemple se répete de la méme maniere pour g quelconque, en remplagant le mo-
dule de Carlitz C' par un module de Drinfeld générique D; = (G4, ®1) et C(y)
par le module de Drinfeld Dy = (G,, ®2) obtenu en tant que racine 1/¢°—iéme
des coefficients de ®4 (qu), ce qui définit toute une classe infinie de mauvais cas.

Nous considérons alors le T'—module A := (Dy x ... X Dy, ®), ol les modules
de Drinfeld (Dq, ®1), ..., (D, ®,,,) ne sont pas isogenes deux a deux. D’apres la
Définition 2.1.1, nous remarquons que si la matrice coefficient a4 est inversible,
tous ces modules de Drinfeld ont nécessairement le méme rang d. Une situation
comme celle des exemples précédents ne pourra donc pas se produire quelque
soit ® ou ¢ puisque ®(4+) (le module de Drinfeld qu'on obtient en changeant
les coefficients de son itérée ¢°—ieme @(qu) avec leur racine ¢®*—iéme) a pour
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degré ¢°d. Les points de torsion de A ne seront donc pas contenus dans une
variété algébrique comme celle qu'on avait dans I'exemple précédent. A priori
aucune relation algébrique entre leurs composantes n’est soupgonnable.

Si on considére en revanche un produit de m modules de Drinfeld isogenes,
comme ils ont méme rang on obtient un 7'—module vérifiant la condition d’avoir
coefficient dominant inversible. Il y a cette fois une relation entre les points
de torsion des modules de Drinfeld. Supposons pour simplifier m = 2. Notre
T—module est alors le produit D; x Dy de deux modules de Drinfeld Dy =
(Gqg, ®1) et Dy = (Gg, D2) isogenes. Si P(1) € Homyp(P1, Do) \ {0} est une
isogénie entre les deux modules de Drinfeld, @5 sera alors ”‘racine P(7)—ieme”’
de ®;. Autrement dit, ®1(7T)(7) o P(1) = P(7) o ®3(T')(7) et les points de tor-
sion de ®1(7T") x ®o(T) contiennent tous ceux sous la forme (P(7)(z),z), ol z
est point de torsion par rapport & ®o. La variété algébrique X = P(7)(Y) qui
contient tous ces points de torsion est alors facilement stabilisée par 1'action de
®1(T) x ®o(T). Ce qui montre donc qu'un lien algébrique entre les points de
torsion d’'un T'—module n’est pas forcément un obstacle a ce que celui-ci satis-
fasse cette premiere version de la Conjecture de Manin-Mumford dans le cas des
T—modules.

Dans ces deux cas extremes ol le T'—module est un produit de modules de Drin-
feld de méme rang, rien ne semble donc s’opposer a ce qu'un résultat de type
Manin-Mumford soit également vrai. Dans ces situations le coefficient dominant
du T'—module est inversible toutefois une telle hypothese directe d’inversibilité
de aq nous ferait cependant perdre un nombre considérable de bon cas pos-
sibles, comme par exemple celui qu’on a déja examiné avant d’une puissance
tensorielle C®™ = (G, ®) d’un module de Carlitz, qui est en général sous la
forme suivante :

T 1 0 --- 0 o0 --- 00
T 1 - 0 0 0
(T)(r) = 0o |+ -
.1 0 0 0
0 T 1 0 0 O

donc ne satisfaisant pas une éventuelle hypothese d’inversibilité du coefficient
dominant. Nous allons donc demander qu’il existe un nombre ¢ € N\ {0} tel que
le coefficient dominant a/; de I'itéré i—ieme ®(T%)(7) de ®(T)(7) est inversible.
Commne il est facile d’observer, ¢a ne change en rien le raisonnement qu’on vient
de faire et nous permet toujours d’enlever les mauvais cas décrits ci-dessus. D’un
autre coté, on voit par exemple dans la situation d’une puissance tensorielle du
module de Carlitz, que celle-ci respecte une telle hypothese.

Théoréme 2.2.8. Soit A = (G™,®) T—module défini sur le corps F C k, tel
qu’il eziste un nombre i € N\ {0} tel que le coefficient dominant de ®(T?) €
Fmmirt est une matrice inversible. Alors A est abélien.

Démonstration. Suite a I'isomorphisme canonique :

Homz(A,Gg) ~ F{r}";
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nous considérons un morphisme f € Homz(A,G,) comme étant un élément
f(r) € F{r}™. Comme le coefficient dominant de ®(T"*) est inversible et I’algebre
de Ore F{7} est un anneau (non commutatif) muni de I'algorithme de division
a droite (voir [Goss|, Proposition 1.6.2), il est possible de diviser & droite par
®(T?) chaque élément de F{7}™, compte tenu que les coefficients d'un tel ob-
jet sont des vecteurs dans F™ alors que ceux de ®(7"%) sont des matrices dans
Fm™™_ En effet, une matrice inversible dans F™™ divise aussi (& droite) tout
élément de F™, ce qui nous permet donc la division euclidienne en question.
L’algebre F{7}™ se partage alors en mid (ol d est le degré de ®(T") en tant que
polynéome additif en 7) classes de division modulo ®(7%), ce qui se traduit en
disant que Homz(A,G,) ~ F{7}™ est engendré par mid éléments en tant que
F[T'l—module, selon l'action décrite précédemment. O

Nous allons donc reformuler la Conjecture de Manin-Mumford pour un
T—module de la fagon suivante.

Conjecture 6. Soit A = (G2, ®) un T'—module uniformisable de dimension
m et rang d, tel qu’il existe i € N\ {0} tel que la matrice coefficient dominant
de Uitéré ®(T*) est inversible. Il existe alors j(A) € N\ {0} tel qu’on ait la
propriété suivante. Soit X une sous-variété algébrique irréductible de A, telle
que dime(X) > 0, définie sur k. Si X ne contient pas de translatés de sous-
T3 —modules de A de dimension > 0 par des points de torsion, alors X ne
posséde qu’un nombre fini de points de torsion de A.

Définition 2.2.9. On convient d’appeler, dorénavant, classe de torsion toute
translatée :
T+ B;

d’un sous-T—module B de A par un point de torsion.

2.2.1 Un pas vers la Conjecture 5

En général les puissances tensorielles d’'un module de Carlitz constituent
une classe de T'—modules dont 1’étude semble davantage renforcer I’hypothese
avancée dans la Conjecture 5. Nous commencons ici & étudier le comportement
de tels T—modules dans le but de développer les calculs nécessaires a prouver
finalement une premiere version de cette Conjecture, restreinte au cas ou les
éléments a(T') € A\ {0} sont des puissances de T'. Soit m € N\ {0}. Un calcul
direct montre que Paction de ®(T") sur G est, quelque soit h = 1,...,m, étant
donné [ = m — h, de la forme suivante :

Yo (T Xin
Yo (?)Th Kita
X
(IJ(Th) 1 — 12sz ( )Th ‘X i+l :
Xm =0 (}; " Xl+l+1 +Xq
Z?;o (Z‘L)Th Xz+l+2+f1(X17X2)

Tth+fh I(vaXQa"' 7XZ)

ou fi,..., fn_1 sont des polynomes linéaires & coeflicients dans A en X1, ..., Xp.
Notons que si A = m la premiere composante du vecteur que nous venons
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d’écrire est de la forme Zi";gl (Y?)Tm_iXiH + X{. Si m est divisible par la
caractéristique p du corps des fonctions k soit p® la puissance maximale de p
qui divise m. Nous avons donc que :

8
77 X1+ X

, o1 + Xpsi1
Tp XQ + Xpﬂ+2
B
@(Tpﬁ) . — Tp Xpﬂ«kl + X2p5+1

T X g1 + XF

3
™ X + fpf*—l(Xfa e 7X;,IB_1)
Pour tout 1 < 8 < « nous avons que le sous-groupe algébrique :

(X1 Xon) € G, Koposy =0, Vs =0,om/p?} = (0x G/

a

de G]' est donc stable sous l'action de T”B, mais pas sous celle de """ en

général si 5 > 1, et il est donc un sous-T?” —module de C®™ qui n’en est pas un
sous-T?" "' —module. Nous remarquons par contre que dans le cas ot m = p®
tout groupe algébrique de la forme 0" xG*, ot m = h+k, est un sous-TP—module
de C®™, D'un autre coté les calculs semblent indiquer que Pexistence de sous-
T7—modules de C®™, oll j > m, qui ne soient pas stables sous ’action de T
pour au moins un nombre naturel 0 < i < m, est peu probable. D’un autre coté,
nous pouvons remarquer aussi que si i n’est pas une puissance de p et p® est la
puissance maximale de p qui divise h, pour un nombre 8 € N opportun, nous
avons que :

Pl (iz) Vi# sp®, Vs =0,...h/p";

(Szﬁ> - (h/pﬁ) mod (p), Vs =0,...,h/p".

s
Il s’ensuit que :
ThXy + h/pPTh " X oy + -+ h/pPTP Xp_oiy + Xn

X4 ThX, + h/pBTh_pBXpﬂJrQ +-+ h/pﬁTpﬂthpBJrz + Xny2

Xm T'X),_ o1 + h/PPTH " Xpyy + -+ h/pPTP X, + X0

Tth + fh—l(XiIa e 7X271)

Nous pouvons donc remarquer que tout sous-7”—module de C®™ qui est un
produit cartésien de puissances de 0 et de G, est de la forme suivante :

{(Xl, ,Xm) S GZL, X1 = Xp[-}+1 = =Xpp == m—pf4+1 = O};

et il est donc un sous-7%” —module aussi. Ce qui suggere finalement que j(C®") =
p“. Le cas ou p { m semble par contre suggérer 1’absence de sous-77 —modules
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de C®™ pour tout j € N\ {0}, ce qui nous conduit & supposer que dans une telle
situation on ait que j(C®™) = 1. 1l serait également intéressant d’établir dans
ce cas que j((C®™)") = j(C®™) = 1 pour tout h € N\ {0}, cas particulier de
la question qu’on s’est posé a l'issue de I’exemple des puissances de modules de
Drinfeld (voir apres la Conjecture 5) puisqu’en particulier (C®™)" n’est jamais
simple pour h > 1.

Il est tres intéressant de remarquer aussi que pour tout a(T) € A\ {0} et
tout sous-77—module B de C®™ sous une des formes précédemment étudiées
(produit cartésien de puissances de 0 et de G,), pour un certain j € N\ {0,1}
opportun, le sous-ensemble ®(a(T"))(B) de GI* reste un groupe algébrique et en
particulier un sous-77 —module de C®™. Ce qui nous donne une classe de sous-
T7 —modules de C®™ issue des familles précédentes, qui n’est pas nécessairement
constituée de produits cartésiens entre des puissances de 0 et des puissances de
Gg- Un exemple est donné dans le cas o p = m = 2 par :

O(T)(0x G,) ={(X,Y)eG2Y =TX}.

Nous remarquons maintenant que tout sous-espace vectoriel H de Lie(C®™)
stable sous I’action de la différentielle d®(a(T")), pour un certain a(7T") € A\ {0},
est tel que €(H), qui n’est pas en général une sous-variété algébrique de G*
comme nous ’avons vu dans la Remarque 2.2.7, est stable sous l'action de
®(a(T)). Etant donné un sous-a(T")—module B de C®™ | il est donc possible de
vérifier s’il est aussi un sous-b(7")—module pour un b(T) € A\ {0,a(T)}, c’est
le cas si et seulement si d®(b(T"))Lie(B) C Lie(B). On a que :

d®(T)=1T1I,,+ N;
ou N € F"™ est telle que N™ = 0. Le développement de la puissance du

binome : ‘ _
d®(T) = (Tl + N)’;

montre que pour tout j > m :
21 21
T2,

Un calcul rapide montre alors comment la condition suivante :

(jl> - (T) mod (p), Vi=1,..,m—1;

est suffisante pour que tout sous-77 —module de C®™ soit aussi un sous-7™—module.

Un tel exemple nous indique le résultat suivant.

Théoreme 2.2.10. Soit A = (GI',®) un T—module abélien et uniformisable
défini sur un corps de fonctions F contenant k. Il existe alors j(A) € N\
{0}, ne dépendant que de A, tel que tout sous-T7—module de A est un sous-
T9 —module, quelque soit j € N\ {0}.

Tiz + ({)Tj—le 4 (m,il)Tj_m+1Zm
do(Ty | - | =do@y | - | = Tizo+ ()T rzg+ -+ () ,) T ™22,
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Démonstration. Suite a la Définition 2.1.1 nous savons qu’il existe un nombre
entier m(A) € N\ {0}, ne dépendant que de A, tel que la différentielle de A est
de la forme suivante :

d®(T)=1T1I,,+ N;

ou N € F™™ est une matrice nilpotente d’ordre m(A) (ce qui veut dire que
N™A) = 0 et N™A~1 £ (). Soit donc b(A) € N\ {0} le plus petit entier
naturel tel que :

m(A) < p*™.

Soit B un sous-T"—module de A, ot n € N\ {0} est tel que n > p*“. Soit
donc ny = n — p*“) 11 s’ensuit que :

dD(T™) = (T1,, + N)" = 77" (TI,, + N)™.

Comme B est un sous-7"—module de A il s’ensuit que Lie(B) est stable sous
Paction de la différentielle d®(7™). Soient donc fi, ..., fs, pour un s € N\ {0}
opportun, des formes linéaires & m indéterminées et a coefficients dans C telles
que :

Lie(B) = {z € Lie(A) ~ C™, fi(z) =+~ = fs(2) = 0}.
Soit Z € Lie(B). Comme :

b(A) _

d®(T™)(z) = (T1, + N)™ (TP " z) € Lie(B);

et comme :

fi(d®(T™)(Z)) =0, Vi=1,..,s;
il s’ensuit que :

PP

(TP (T L, + N (z) = TP fi(TL, + N)™(2) =0, Vi=1,...s;

puisque fi, ..., fs sont C—linéaires et """ € C. Par conséquent :
d®(T™)(Lie(B)) = (T'L,, + N)™" (Lie(B)) C Lie(B).

Il s’ensuit que B est stabilisé par 'action de ®(7T™) et donc qu’il est un sous-
T™ —module de A, puisqu’il est déja par hypotheése un sous-groupe algébrique
de GI'. Si ng > " nous répétons le méme raisonnement jusqu’a ce que nous
trouvions un nombre entier n’ € N\ {0} tel que n’ < p*) pour lequel on ait que
Lie(B) est un sous-T™ —module de A. Nous pouvons donc supposer sans perte
de généralité que tout sous-T"—module B de A pour un certain n € N\ {0} soit
tel que n < p?™ . L’ensemble suivant :

S:={neN\{0}, IB <, A};

ol nous indiquons avec la notation B <, A que B est sous-T""—module de A
avec n minimal, est donc fini. Nous souvenant du fait que si B est un sous-
T"—module de A alors il est aussi un sous-7**—module pour tout a € N\ {0},
un choix possible de j(A) est le suivant :

j(A) = PPCM{n € S}.
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2.3 Points de torsion et variétés

Ici nous présentons la stratégie d’attaque a la Conjecture 6, fondée sur les
idées contenues dans le travail de J. Pila et J. Wilkie [PW]. Essentiellement
nous rapporterons la question dans le langage des variétés analytiques dans C™,
périodiques par rapport a A et soumises & l'action de A par la multiplication
usuelle. Tous les T—modules traités seront toujours supposés étre abéliens et
uniformisables.

La méthode suivie par J. Pila et U. Zannier dans [PZ] pour montrer la Conjec-
ture de Manin-Mumford classique (sous une forme plus faible) se base sur
un raisonnement par labsurde. Soit A une variété abélienne et X une sous-
variété algébrique de A ne contenant aucune translatée par un point de torsion
d’une sous-variété abélienne non triviale de A. Le Théoréme principal contenu
dans [PW] donne une majoration du nombre des points de N—torsion (ot
N € N\ {0}) de A contenus en X en fonction de leur ordre de torsion N.
D’un autre c6té un corollaire au résultat de D. Masser ([Mas2], Corollary page
156) donne une minoration du méme nombre toujours en fonction de N et de
manieére que si les points de torsion de A contenus dans X sont infinis, en faisant
tendre a l'infini leur ordre de torsion les deux inégalités deviennent incompa-
tibles.

Nous souhaitons répéter un tel raisonnement dans le cadre des T—modules
abéliens et uniformisables. Dans ce paragraphe nous nous occuperons de fournir
une majoration du nombre des points de a(T")—torsion (olt a(7T') est un élément
dans A\{0}) d’'un T—module A, contenus dans une sous-variété algébrique de ce
dernier qui respecte les hypotheses de la Conjecture 6, en fonction de |a(T')|; /7.
Un tel résultat sera donc notre analogue (voir Théoreme 2.3.8) au Théoreme
principal montré par J. Pila et J. Wilkie dans [PW] dans le cas des variétés
abéliennes. Nous adapterons leur méthode a notre situation.

A toute variété abélienne de dimension m est associé un espace tangent iso-
morphe a C™ a travers un revétement topologique induit par les fonctions
abéliennes, qui projecte cet espace dans la variété, de fagcon analogue au com-
portement de la fonction exponentielle par rapport aux T —modules, comme
expliqué avant. La méthode offerte par le travail de J. Pila et U. Zannier se
base sur la correspondance biunivoque entre les sous-variétés abéliennes d’une
variété abélienne fixée et leurs espaces tangents, qu’on sait étre exactement les
sous-espaces de ’espace tangent de la variété de départ, tels que le noyau du
revétement qu’on a décrit (qui est un réseau a 2m générateurs sur R) les inter-
secte de maniere a détérminer un réseau de rang maximal.

Malheureusement une telle construction ne reste pas valable dans le cas des
T—modules. En effet la correspondance entre sous-variétés abéliennes et sous-
espaces de l’espace tangent, est démontrée (de maniére pas évidente) grace aux
conséquences du principe GAGA (dont il existe un analogue en Géométrie Ri-
gide qui peut trouver application dans notre situation) et du Théoréme de Chow,
qui ne trouve au contraire pas d’application dans notre situation suite a la non-
compacité des T'—modules. Dans notre cas, nous développons I’étude qui suit.
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Suite au Lemme 2.1.37 nous pouvons voir la fonction exponentielle en tant
que morphisme de A—modules L—entier sous la forme suivante :

e Lie(A)(C) = A(C).

Comme déja expliqué dans la Remarque 2.2.7, nous avons démontré qu'il existe
j € N\{0} tel que la différentielle de ®(77) est T7. Quitte a étendre éventuellement
le corps F des coefficients de ®, on remplacera dorénavant T par T7. L’expres-
sion ”*T—module”’ indiquera donc en effet un 77 —module. L’exponentielle sera

alors telle que :
e(Tz) = ®(T)(e(z));

pour tout Z € Lie(A)(C). Dans le Lemme 2.1.37 on a construit un isomorphisme :

A(C) ~ (koo /A)* €D Lib;

en y associant les projections triviales m; et mo de A(C) sur ses parties que
nous appelons respectivement de torsion et libre, quitte & composer la fonc-
tion exponentielle € par l'isomorphisme ¢ que nous avons introduit dans le
Théoreme 2.1.38. En restreignant ces isomorphismes et ces projections aux
points L—rationnels de A nous obtenons que :

A(L) ~ (koo /A)* €D Lib(L).

On remarque que m2(A) = 0, ce qui implique que A C m1(¢(Lie(A)(L))) = II.
En particulier, la partie de torsion de Lie(A)(C) introduite dans le Lemme
2.1.37 coincide exactement (point par point) avec II. Nous identifierons souvent
dorénavant A et 7 (¢(A)) = AL

Lemme 2.3.1. Toute classe de torsion T + B relative a un T—module A de
dimension m et réseau A, ou T et B sont respectivement un point de torsion
et un sous-T—module de A, correspond a un sous-espace affine H de C™ de la
facon qui suit* :

ey+H) =7+ B;

oy €e 1 (T) et e(H) = B. De plus, AN H a un rang strictement inférieur a
celui de A. Donc, non seulement dime(H) < m, mais dimg_ (¢p(H (L)) NII) < d.

Démonstration. A chaque sous-T—module B de A on associe son (unique) es-
pace tangent H = e 1 (B) = Lie(B) comme expliqué dans la Remarque 2.1.18,
se souvenant du fait que nous sommes en train de supposer ’exponentielle sur-
jective. Si Z est un point de torsion de A on choisit un élément y € €~ () dans
Lie(A). La F,—additivité de la fonction exponentielle implique que :

e(y+H)=7+B.
Nous montrons maintenant la propriété des réseaux associés. On a que :

p(ANH) = p(6(A) N¢(H(L))) < p(A);

4. Nous soulignons que la correspondance entre sous-7T'—modules de A et sous-espaces
vectoriels de Lie(A) induite par ’exponentielle n’est pas biunivoque. Si H est un sous-espace
vectoriel de Lie(A) invariant par l'action de la différentielle de ®, €(H) n’est pas forcément
un sous-T'—module de A. 11 est en effet un groupe additif stable sous ’action de ®, mais pas
une sous-variété algébrique a priori.
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de fagon évidente puisque ¢(A) N P(H(L)) C ¢(A). Si les deux rangs étaient
égaux, les deux réseaux seraient engendrés par le méme nombre de périodes,
qui sont alors dans les deux cas une ko,—base de ¢p(H (L)) NII. S’il existait
alors A € ¢(A) \ ¢(H(L)), il serait A—combinaison linéaire des périodes. Mais
comme ces derniéres sont encore une base de ¢(H (L)) N1II, on a forcément que
A € ¢(H(L)) N1II et, par conséquent, ¢p(A) = ¢(A) N @(H(L)). S’agissant de
T—modules a exponentielle surjective ils sont identifiés, & isomorphisme pres,
avec leur propre réseau, ce qui implique que A = B, donc une contradiction. [

2.3.1 Majoration du nombre des points de torsion

Soit X une sous-variété algébrique du T'—module A, comme dans les hy-
potheses de la Conjecture 6. Soit donc :

Y =g (X);

comme introduit dans le Théoreme 2.1.38. Grace a ce Théoreme nous savons que
Y'(k) est un sous-ensemble pas vide et koo—entier de k72" = ¢(Lie(A)(L)).
Nous définissons aussi I’ensemble qui suit :

Z =Y (ko) NI C k4, x {0}.

Nous remarquons que Z est un sous-ensemble ko, —entier dans k% puisqu’il est
I'intersection de deux ensembles k., —entiers.

On sait que :

ACrors. = |J  AOD]= |J {zeAl) 2a(l) (@) =0}.

a(T)eA\{0} a(T)eA\{0}
Nous définissons alors, pour tout a(7") € A\ {0} :
Y{a(T)]:={y € Y,a(T)y € A};

et :

Yiors. = ¢ HAQors )Y = |J Y@= |J {FeY.all)yeA}

a(T)eA\{0} a(T)eA\{0}

Lemme 2.3.2. Avec toutes les données précédentes nous définissons :
Az :=ZnNA.

Alors Z /Ny est un compact.

Démonstration. Nous remarquons que :

1 1
koo /A ~ TFQ[[TH’
comme Kk, est un corps local tout disque ouvert (et a la fois fermé) dans sa base

topologique canonique est compact, donc en particulier celui-ci :

1

(2 € oo, v1/7(x) > 0} = %Iﬁ‘q[[?]].
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L’espace topologique quotient k«, /A est donc compact. En particulier, le produit
(koo /A)? sera compact lui aussi. L’isomorphisme décrit dans le Théoréme 2.1.38
nous permet de voir Z/Az en tant que sous-ensemble de (ks /A)%. Comme
la topologie induite sur k% par la valuation 1/7T—adique est métrique, un
sous-ensemble de k2 est fermé par rapport & celle-ci si et seulement sil est
séquentiellement fermé. Nous considérons une suite convergente dans k% conte-
nue dans Z. Soit Z la limite d’une telle suite. Sans perdre en généralité nous
supposons que cette suite est contenue dans un ouvert borné V de Z ou Z
s’exprime en tant que lieu de zéros d’'un nombre fini de fonctions k., —entieres
fi, ..., fr. Nous supposons aussi & une translation pres que 0 € V. Soit alors, pour
tout j=1,...,7, f;(Z) = Zizo ZueAd(i) a,z" l'expression de f; : k& — koo sur
un disque ouvert Br de 0 € k&, de rayon R > 0 dont I'intersection avec Z
contient V. Pour tout € > 0 il existe alors Z,, faisant partie d’une telle suite, tel
que ||Z0—Zn||oo < € (nous rappelons que pour tout Z = (21, ..., z4) € k& oud > 1

f = f; comme ce raisonnement est le méme quelque soit j entre 1 et r. Alors :

f @)~ Ea)lyr =D D @ —7)| < _max Alauhyrlz -2l

T i>1,u€Aq (i)

i>1 peq (i) v/T

Nous remarquons qu’une telle borne finie existe suite a I’hypothese de conver-
gence de la série. On a que :

=H = N ~1.
|z —Zhlyr <€ E ZgZ0 < eRIM-L
|77|+\P‘=|H|—1 1/T

quelque soit p € N9, || > 1. L’hypothese de convergence de f sur V implique
que :
lim auR‘“‘ =0;
[p|—+o0
quitte & remplacer éventuellement R par n’importe quel nombre 0 < R’ < R.
Par conséquent :

1f(Z0) = F(Zn)lyyr < emax{|a,|R"} < eM;

pour un certain M > 0 ne dépendant que de f. Donc, il existe M > 0 ne
dépendant que de f tel que pour tout € > 0 on ait que :

|fZo)liyr = 1f(Z0) = f(Zn)liyr < eM;

ce qui prouve que f(Zp) = 0. L’ensemble Z est alors fermé, ce qui implique que
Z /A7 est aussi fermé dans (koo /A)? par rapport & la topologie quotient. Comme
celui-ci est un compact nous avons ainsi la compacité de Z/Az. O

Soit a(T) € A\ {0} et S un sous-ensemble quelconque de Lie(.A)(C). On
appelle :
Sla(T)] :=2 Y(Ala(T)]) N S.

Nous nous rappelons d’avoir identifié précédemment A avec A? dans k2 par la
projection :

m 06 Lie(A)(C) - kL.
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Nous avons vu également que cette projection a pour image exactement la
partie de torsion de Lie(A(C)) qui suit de la décomposition décrite dans le
Lemme 2.1.37. Quitte & identifier pour simplifier la notation S et ¢(S) on a par
conséquent que :

m1(S[a(T)]) = {Z € m(S)(k),a(T)z € A%~ A} =

::&:<%ww%%ewa&@mPPcMu&hﬂwwmwn;
1 d

m2(S[a(T)]) = {Z € m2(S), a(T)z = 0} = {0} ou 0.

On en déduit que :
Sla(T)] =0 si 0 ¢ m(S);

tandis que si S[a(T)] # 0 (autrement dit, si 0 € m2(S[a(T)])), il existe I'identi-
fication d’ensembles suivante :

%, %) € m(8)(k), PPCM({B;}iz1....a)|a(T)} x {0}.

Nous allons utiliser une telle description pour étudier le nombre des points de
torsion dans X, en supposant que X ne contient pas de classes de torsion. Le
Lemme 2.3.1 nous permet en effet de nous ramener a étudier ce probleme dans
Lie(A) ou l'ensemble correspondant & X est Y. Nous remarquons que nous
pouvons supposer 0 € X dorénavant, puisque le cas contraire nous amene & la
situation triviale ol Yiors. = 0.

Sla(D)] = {z = (

Soit X une sous-variété algébrique du T'—module A abélien et uniformisable
comme dans les hypotheses de la Conjecture 6. Etudier les points de a(T")—torsion
de A contenus dans X est alors équivalent a étudier I’ensemble Y[a(T)] C
Lie(A) et, suite & l'identification entre la partie de torsion de Lie(A(C)) et
71 (¢(Lie(A(L)))) = k% qui suit du Théoreme 2.1.38 point 5, c’est équivalent
aussi a étudier les points de Y (L)[a(T")]. Comme dans ce Théoréme nous avons
montré que :

(€3] (e%)

61 T Bd

Pensemble Y (L)[a(T)] est finalement en correspondance biunivoque avec 1’en-
semble qui suit :

Y(D)[a(T)] = Y (koo)a(T)] = {Z = ( ) € k%, PPCM ({Bi}i=1,....a)|a(T)} x{0};

Z[a(T)] = {z = (%, %) € k%, PPCM({Bi}ir....a)|a(T)}.

En particulier, nous avons que :
V' (keo)[a(T)] = Z[a(T)] x {0}
Nous définissons aussi I’ensemble suivant :

Ztors. = U Z[a(T)]

a(T)eA\{0}
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Remarque 2.3.3. Soit X une sous-variété algébrique d’un T'—module A abélien
et uniformisable comme dans les hypotheses de la Conjecture 6. L’ensemble des
points de a(T)—torsion de A qui sont contenus dans X est donc en correspon-
dance biunivoque avec l’ensemble qui suit :

Q4

Z(k,[a(T)]) := {(%7 g ) € 2L Vi=1, o dsaslyr < fa(T)lyr}-

Démonstration. En eflet, les points (aq /51, ..., aa/Ba) de Z[a(T')] (qui sont k—rationnels)

sont par définition de ce dernier tels que f;|a(T) pour tout i = 1,...,d. Or,
comme A est un anneau euclidien par rapport & la valuation 1/T—adique, tout
a; € A tel que |a;|ip > |a(T)]y /7 s’exprime uniquement sous la forme a; =
E(T)a(T) +r(T), ou k(T') € A\ {0} et »(T) € A tel que |r(T)|1/r < |a(T)|1 /7.
La division par I'élément 53;|a(T") nous donne alors o;/3; = (k(T)a(T)/Bi) +
(r(T)/B;) qui est bien de la forme r(T)/B; + A avec A € A et [r(T)|yr <
|Biliyr < |a(T)|y/r. Suite a I'identification de X par Y/(ANY) qui suit du
Lemme 2.1.37 et & celle de Y (L)[a(T)] par Y’ (koo )[a(T)] qui suit du Théoréme
2.1.38 point 5, nous pouvons identifier finalement les points de a(7T")—torsion
de X par les points de Y'(koo)[a(T)]/(A¢ x {0}). L’ensemble des points de
a(T)—torsion de la sous-variété algébrique X de A(C) n’est donc pas identifié
avec Z[a(T)] mais avec Z(k,[a(T)]), ce qui nous permet de nous limiter & un
sous-ensemble précis de Z[a(T')], dont la compacité suit du Lemme 2.3.2. Nous
supposerons ainsi ||, /7 < |a(T')|;/r sans aucune perte de généralité. O

On définit par ailleurs, étant donné S ensemble quelconque dans 71 (¢(Lie(A)))
et a(T) € A de degré §, en T :

S(k,a(T)) :=={z € S(k),H(Z) < |a(T)|1/r};
oit H est une fonction définie comme il suit :

ﬁ:kd%qz;

ot H est la hauteur absolue définie sur les points k—rationnels de k%, (dont la
hauteur logarithmique introduite dans le premier chapitre en est le logarithme
en base ¢, voir [BG]). Nous remarquons que :

Z(k,a(T)) x {0} C Y'(koo)(k,a(T)).
Comme la définition de la hauteur absolue H sur k est telle que :
H(=™") = H(2);

pour tout point z = % € k, o a, 8 € A\ {0} sont premiers entre eux, en

définissant pour tout z = (z1, ..., z4) € k% \ {0} son élément inverse de la fagon
suivante :

nous remarquons que :

pour tout z € k¢ \ {0}.
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Remarque 2.3.4. Nous avons :
S(k, [a(T)]) € S(k, a(T));

pour tout sous-ensemble S de ¢(Lie(A(C))) et tout a(T) € A\{0} comme décris
avant.

Démonstration. En effet, quitte a idéntifier S par m1(S5), si Z € S(k,a(T)) alors
zZ= (%, cey %), ou p; # 0, PGCD(«;, 3;) = 1, Bila(T), pour tout i = 1,...,d.
Puisque nous avons montré dans la Remarque 2.3.3 qu’il est possible de supposer
sans perte de généralité que |a;|yp < |a(T)]; /7 pour tout i = 1, ...,d, il s’ensuit
facilement que H(Ft, ..., 32) < [a(T)]1/7- O

Définition 2.3.5. Nous appelons :
N (S, [a(T)]) := |S(k, [a(T)])] et N(S,a(T)) = |S(k,a(T))|-
Nous avons alors les inégalités suivantes :
N(Z,[a(T)]) < N(Z,a(T)) < N(Y'(keo), a(T)).

Nous donnons maintenant la définition d’ensemble semi-algébrique dans le
cas d’un corps complet non archimédien, en reprenant la définition donnée dans
[Sh], page 51, 100 dans le cas du corps des nombres réels R. Comme sur un corps
non-archimédien la relation d’ordre donnée par la valuation n’est pas totale, on
modifiera la définition usuelle (qui est essentiellement celle du lieu des solu-
tions d’inégalités polynomiales) comme il suit, en remplacant en particulier ce
le lieu de solutions par l'intersection de la variété algébrique avec un polydisque
générique.

Définition 2.3.6. Soit K corps de valuation complet et n € N\ {0}. Un en-
semble semi-algébrique dans K" est l'intersection entre une variété algébrique
dans K™ et un polydisque, qui est un produit cartésien de boules dans K a rayon
éventuellement infini. Dans le cas ot le rayon est infini pour toutes les boules
on a le cas particulier ou l’ensemble semi-algébrique est en effet une variété
algébrique. Si S est sous-ensemble de K™, on appelle ensemble semi-algébrique
dans S toute intersection de S avec un ensemble semi-algébrique de K™.

Définition 2.3.7. Soit Y’ défini comme dans le Théoréme 2.1.38 point 5. Si
A et B sont deuxr T—modules, la notation B < A indique que B est un sous-
T—module de A. La notation B < A indique que cette inclusion est stricte. Pour
tout sous-T—module strict B < A, nous définissons Hg := ¢(e 1 (B)(L)) et :

S(A) :=={B< A, 3g€Y'(koo)tors., T+ Hp CY'(koo)};
et, pour chaque B € S(A) :
Y/(koo)tors.(B) = {g S Y/(koo)tors.; y"’_ HB C Y/(koo)}

1. Nous appelons :

V(o) = | U @+Hs) Yk

BES(A) TEY (koo )tors. (B)
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2. Nous appelons également Y’ (ko)™ lunion de toutes les sous-variétés
algébriques connexes dans Y' (ko) de dimg_ > 0.

3. Nous appelons Y' (ks )9, ou partie semi-algébrique surk,, deY'(ks),
Uunion de tous les sous-ensembles semi-koo—algébriques de Y'(kso) de
koo —dimension > 0.

Nous remarquons que :
Y (ko) C Y (koo)™ C Y (koo) ™.

Il s’ensuit que I’hypotheése de la Conjecture 6 pour laquelle la sous-variété
algébrique X de A ne contient pas de classes de torsion se traduit par la condi-
tion suivante :

Y/(koo)t.c. — (Z);

ce qui est impliqué par la condition suivante :
Y (koo )9 = 0.

L’identification de ces deux ensembles fait partie des objectifs de nos projets
de poursuite de ce travail (voir paragraphe 2.4) et constitue un point essentiel
dans la stratégie que nous nous proposons de dévélopper visant a prouver la
Conjecture 6. Cette stratégie, qui est analogue dans le cas d’'un T—module
abélien et uniformisable & celle exploitée par J. Pila et U. Zannier dans [PZ]
dans le cas des variétés abéliennes sur des corps des nombres, présente des
difficultés importantes, que nous analyserons dans le paragraphe 2.4 a suivre.
Nous nous proposons de montrer le Théoréme suivant, analogue du résultat de J.
Pila et J. Wilkie (voir [PW]) dans notre situation particuliere, dont ’application
a ensemble Y’ (koo ) que nous avons défini dans le Théoréme 2.1.38 point 5 nous
donnera le premier pas en direction d’une reconstruction de la preuve de J. Pila
et U. Zannier que nous souhaitons appliquer a la Conjecture 6 :

Théoreme 2.3.8. Soit W C kI un sous-ensemble ko, —entier de kI2" tel qu’il
est analytiquement paramétrisable sur koo. Pour tout nombre réel € > 0, il en
existe un autre ¢ = c¢(Wye) > 0 tel que, quelque soit a(T) € A\ {0}, on a :

NWA\ W, a(T)) < cla(T)|§7.

Nous voulons appliquer le Théoréme 2.3.8 & 'ensemble Bi"™ (ko) NY' (ko)
que nous avons défini avant. Nous pouvons le faire suite au Théoreme 2.1.43.

Comme nous le verrons plus loin on peut se ramener en effet a supposer
sans perte de généralité que W soit compact et contenu dans le polydisque
B (ko). Dans tous les cas on peut répéter le méme raisonnement localement
pour toute translatée de B} (ko) qui intersecte Y/ (ko) (en tenant compte que
la dimension de chacun de ces espaces affinoides n’est pas toujours la méme
mais dans tous les cas < nm). Nous pourrons donc appliquer le Théoreme 2.3.8
& lensemble Y’ (ks ) que nous avons construit précédemment. On commence,
dans le but de prouver le Théoreme 2.3.8, & montrer des résultats intermédiaires.

Lemme 2.3.9. Soient h,d, 5 € N\{0}. Soient D := Dy(6) := |{u € N, Z?zl 7%
5} et B == B(h,d.0) == Y5 o Ln(B)B + (Da(d) — Xh_o Lu(B)(b + 1), ot

<
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Ly(B) == {p € Nh,zz;l i = B} et b est Vunique nombre naturel (voir [P])
tel que Dp(b) < D4(0) < Dp(b+ 1). Soient :

Oy, ®p kY = ke

des fonctions analytiques. Pour tout sous-ensemble J compact et conveze de k",
il existe un nombre réel :

c=c(J,P1,....,Pp) > 0;
tel que, pour tout U C k" polydisque de rayon r < 1, et tous z1,...,Zp € JNU :
| det(®;(Z;))]1/7 < er®.

Démonstration. Soit zZg € J N U différent de Z1,...,Zp. Si a,b € N\ {0}, nous
rappelons les notations introduites dans la Définition 2.1.20 :

Aa(0) = {(p1, s pta) € N> i = b;

i=1

b
)= | (i)

On appelle, alors, Dy (b) := |Aq(D)] et La(b) := |Ag(b)]. On sait (voir [P]) qu’il
existe un unique b € N\ {0} tel que :

Dp(b) < Da(6) < Dp(b+1).

Comme les fonctions ®1,...,®p sont pesudoanalytiques sur B (k.), il existe
¢ € B., 2, := B(20,|2i — z0|1/7) tel que, pour tout 7, j entre 1 et D :

8“4)1' (20) 8Nq)i (C)
(Z:) = T TR0 o ym kA VAR
®i(z;) = Z o (z; — %) + Z ozh (Zj — Zo)".
HEAR(D) HEAR(b+1)
Pour tout [ entre 1 et D on considere les sous-matrices { x [ dans (®;(Z;)): ;-
Cette expression est donc une ko, —combinaison linéaire de Lp(8) vecteurs de
k! . En faisant varier i et j dans un sous-ensemble de [ éléments de {1, ..., D}, on
obtient une sous-matrice dans k'X!. Sil > Ly (), ses | colonnes seront forcément
koo —linéairement dépendantes. Et son déterminant sera 0. On peut donc calcu-
ler : ,
o*®;(Zo) . _

| det(®;(%;)) |17 = | det( Z > T;u(zi —Zo)")+

B=0 peAn(B8)

v Y P26z

HEARL(b+1)

en développant par rapport aux lignes (ou colonnes) jusqu’aux sous-matrices
jusqu’a lordre, respectivement, Lp(5), pour 8 = 0,...,b + 1. Si on appelle,
donc :

ord;
c=c(J,P1,...,Pp) := max max max max {|——=> (©

2.8
CeJ i=1,...,D B=0,...b+1 u€A, (b+1) ozH |1/T} (2:8)
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sachant que ||Z; — Zo||oo < 7 pour tout j =1, ..., D il s’ensuit que :
| det(®(z))) |1/ < er®;

ou :
b

b
B(h,d, ) Z B)B + (Da(6 Z )(b+1).

O

Proposition 2.3.10. Soient h < d et § € N\ {0}. Il existe un nombre réel
e =€(h,d,d) > 0 tel que, pour toute fonction analytique :

& : Bl (kso) = k;

S = (B (kx));
eta(T) € A tel que |a(T)|1 /7 > 1, il eziste un nombre réel C = C(h,d, 8, B (ks ), ) >
0, tel que Uensemble S(k,a(T)) est contenu dans Uunion d’au plus Cla(T)[{ 1

hypersurfaces dans k%, de degré au plus 5. De plus, si § tend vers +oo, alors €
tend vers 0.

Démonstration. Nous appelons (en reprenant les notations introduites dans la
preuve du Lemme 2.3.9) :

d
V(h,d,s) Z

hV

‘B’

Quand h et d sont fixés on peut remarquer que si § tend vers 400, alors € tend
vers 0. Soit U C B} (ks ) un polydisque de rayon r € ¢Z tel que r < 1. Soient
Z1,..,2Zp € UN®1(S(k,a(T))), ot D := D4(§), pas forcément distincts. En
exprimant :

e =¢(h,d,0) :=

D= (Pq,...,Dy4);

avec
D1,y @y Bl (ko) = koo

fonctions analytiques, on restreint ces dernieres & U. Pour tout pu € Ag(0),
nous définissons (avec la notation de puissance symbolique déja signalée dans
la définition 2.1.20) :

D, = (P4, ..., Pq)";

ce qui donne D fonctions analytiques :
®,:U = ke

On remarque, alors, que tout polydisque dans k", donc B} (k) en particulier,
est convexe et compact pour la topologie 1/T—adique dans k. En effet, si
z,y € Bi(ks), le polydisque minimal B, contenant les deux est contenue
dans Bj (ko) car étant données deux boules non disjointes, alors I'une d’elles
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est contenue dans autre. Par ailleurs, comme la valuation 1/T—adique est une
valuation discrete et que F, ~ F,[[1/T1]/(1/T) est un corps fini, ko, est un corps
local et donc les boules dans ce dernier sont compactes. Comme un polydisque

est un produit fini de compacts et convexes dans k” , il est forcément encore

compact et convexe dans la topologie produit. Le polydisque B} (ko) peut donc
jouer le role de ’ensemble J dans le Lemme 2.3.9. En conséquence de ce dernier
il existe c({®u}eaq(s) > 0 tel que :

|det(®,(Z5)) 17 < erB.
Or, comme Z1,...,Zp € @~ 1(S(k,a(T))) :
det(a(T)®,(Z;)) = a(T)" det(®,(%;)) € A.

Si on choisit donc :
r < (cla(T)Y,p)~"?;

on a:
| det(®,(2)/r < er® < e(cla(D)Y,r) "V P)P = la(T); )7
Donc, |a(T)Y det(®,(Z;))|1/r < 1 et cet élément est dans A. D’ou :
det(®,(z;)) = 0;

pour tous Z1, ...,Zp € UN® 1 (S(k,a(T))). Nous montrons que cette annulation
est équivalente a ’existence d’une hypersurface définie sur k., de degré < ¢ dans
kL qui contient les D points ®(z;) € k%, pour tout j = 1,..., D. Si, en effet :

f(X17---7Xd) = Z au(le---,Xd)H:O;
HEA4(S)

est ’équation d’une hypersurface (dont le degré est trivialement < 4), qui est

définie sur ko, et qui contient Py := ®(%z1),..., Pp := ®(Zp) € kL, il s’ensuit
que :
—
Z a,P;" =0;
HEAG()
pour tout j = 1,...,D. Ce qui donne une k,,—dépendance linéaire entre les

lignes de la matrice suivante :
— B
(P;7) = (Pu(Z)));
pour tout p € Agy(d), 5 =1,...,D. D’un autre c6té, si nous supposons que :
det(P;") = 0;

soit | < D tel que le rang de la matrice :

est [. Tl existe donc un mineur (Ars)uer jes de la matrice (P;"), ot I € Ag(6)
et J C {1,...,D} tel que |I| = |J| =1, de rang [. Puisque I < D nous avons qu’il
existe un p* € Ag(0) \ I. Nous définissons :

A/LJ

f( Xy, Xyg) = det( ) :
(X1, ..., Xa)* JeIUe)
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Nous voyons que f(Xi,..., Xq) est un polynéme défini sur ko, de degré < 4. Il
s’ensuit que :

ys] Ay )
f(Pj) = det ( Pjp, ) = 0,

pour tout p € IU{u*}, j =1,...,D. En effet si j € J la matrice :

AuJ I+1,04+1,
( Py ) € Fos

a deux lignes égales, alors que si j ¢ J le déterminant doit étre 0 comme le rang
de la matrice au départ est [. On en conclut que ®(U) N S(k,a(T)) est contenu,
pour r < (c|a(T) Y/T)’l/B, dans une hypersurface de degré au plus §. Nous
choisissons donc r le plus grand élément dans ¢\ & étre < (£]a(T) Y/T)_l/B.
Maintenant nous nous souvenons que la topologie 1/T—adique fait de tout re-
couvrement par des boules d’un convexe de ko une partition. Comme r € gZ\N
il ’ensuit que —logr € N\ {0}. Nous savons que :

By (ko) = {2z € koo, v1/7(2) > 0} = Fy[[1/T]];

Bl(ke) = {2 € koo, v1/0(2) > —logr} = (1/T~°8")E, [[L/T]).

T

1l s’ensuit que :
B (hoo)/ BMkoo)| = g~ %7 = 1/r. (2.9)

En particulier, le nombre de polydisques U de rayon r recouvrant B} (k) est :

_ c .
| B (hoo) /By (ko) " = 17" < (5 |a(T)[{7)"* = Cla(T)[{

ot C := (£)M/EB

5 > 0. Ce qui prouve 'assertion. O

Nous nous proposons d’appliquer la Proposition 2.3.10 & ensemble W \
W9 que nous avons introduit dans le Théoreme 2.3.8, apres en avoir donné
une paramétrisation analytique. Par hypotheése nous avons un recouvrement
analytique de W sur k., dont I'intersection des images par W \ W9 nous
donne un recouvrement analytique de W \ W9,

Nous allons maintenant prouver le Théoreme 2.3.8 en appliquant la Propo-
sition 2.3.10 au recouvrement analytique de W \ W9 sur k., que nous venons
de construire.

Démonstration. On observe que :
W = W1 U WQ;
ou :
W :=WnNBT" (kso);

et :
Wy =W\ Wi.

Nous remarquons que Wi # () comme nous pouvons supposer sans perte de
généralité que 0 € X et donc que 0 € W, comme nous ’avons déja précédemment
remarqué. Comme Wy et Wy sont des sous-ensembles de W, si nous avons un
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recouvrement analytique de W d’ouverts homéomorphes a Bf(w)(k“), a plus
forte raison ce sera le méme pour Wy et Ws. Nous avons que Wi est un com-
pact mais ca n’est pas le cas a priori pour W5. Nous considérons la fonction
d’inversion suivante :
()70 s W — ks
Z 7L

olt si z~! est défini comme avant. Nous appelons W~ ! Pimage de Wy par

cette fonction. Nous remarquons qu’il s’agit d’une fonction bijective et ana-
lytique dans les deux sens entre Wa et W, '. La propriété (2.8) rend stable
sous l'action de la fonction d’inversion I’ensemble des points Z € k2" tels que
H(z) < |a(T)|1 /7. Montrer le Théoreme 2.3.8 pour Wyt est donc équivalent &
le montrer pour Ws. Comme W, L est un compact nous pouvons nous ramener
a traiter deux compacts séparemment, & condition que le Théoréeme 2.3.8 sur
W1 et W5 implique le méme résultat pour W.

Soient donc A, B,C C kX" tels que C = AU B. On peut montrer que :
Aalg. U Balg. C Calg..

Admettons que le Théoreme 2.3.8 soit valable pour A et B. Alors, pour tout
€ > 0, ils existent ca(€),cp(e) > 0 tels que :

N(A\ A% |a(T)|yr) < cale)la(T)]gzs

N(B\ B, |a(T)|1/7) < c(e)|a(T)]{ /-
Alors :

N(CN\C Ja(T)|/r) < N((AUB)\ (A" U BY%) |a(T)|1/7) <

< N(A\ A |a(T)|1yr) + N(B\ B, |a(T)|1/1) < co(€)|a(T) 55 (2.10)
en définissant :
co(€) :=cale) + ca(e).

Nous pouvons donc nous limiter & W; de W et supposer W compact sans perte
de généralité.

Comme W est compact, on peut supposer que tout recouvrement analytique
ouvert R de W conséquent du Corollaire 2.1.25 soit fini. Nous appelons donc
Ny le nombre de fonctions analytiques sous la forme suivante :

®; : BIWRI <) i =1, ... Ng;

telles que :

Pour tout ¢ = 1,..., Ng et pour tout § > 0 il existe €(§) > 0 et une constante
¢(®;,0) > 0 telle que @i(Bf(W’R)(koo))(k,a(T)) est contenu dans 1'union d’au

plus ¢(®;, 5)|a(T)|i(/6T) hypersurfaces de degré < .
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Maintenant, quelque soit le recouvrement analytique R := {®1, ..., Dy, } de
W nous définissons :
Mgz ()= max {c(®;,0)} > 0;
i=1,...,Nr
ot ¢(®P;,0) > 0 est la constante associée & chaque fonction analytique ®; de R
et au choix de § > 0 qu’on fait initiallement, telle qu’elle est définie en (2.9). En
appellant H(W) la famille de tous les recouvrements analytiques de W induits

par le Corollaire 2.1.25 nous avons qu’il existe une constante C(W,d) > 1 ne
dépendant que de W et de § définie comme il suit :

CW,6):= inf {Mgr}+1.
(W.5) = inf (Mg}
Une telle constante existe puisque tout sous-ensemble non vide de R qui ad-
met un minorant (dans notre cas c’est 0) admet une borne inférieure (soit, le
maximum des minorants). Elle est donc telle qu’il existe au moins un R =

{®1,..., PNy } € H(W) tel que la constante ¢(P;, d) définie comme en (2.9) pour
tout ¢ = 1,..., Nz soit telle que :

c(®;,0) < C(W,9);

pour tout ¢ = 1,..., Ng. Nous choisissons donc un tel R en appellant N :
Ng et d(W) := d(W,R). Pour un tel R nous avons donc que W(k,a(T))
U?le @i(Bf(W) (kso))(k,a(T)) et par conséquent que W (k,a(T)) est contenu
dans 'union d’au plus K (W, 5)|a(T)|i(/6T) hypersurfaces de degré au plus 4, ou
K(W,6) .= NC(W, ).

Soit € > 0. Nous choisissons alors § > 0 assez grand afin que €(d) < €/2,
suivant les notations de la Proposition 2.3.10. Nous avons que ’ensemble des
hypersurfaces dans k2" a coefficients dans ko, et dont le degré est < § est en
correspondance biunivoque avec l'espace projectif P, s5)(ks), pour un certain
nombre v(4) € N ne dépendant que de §. Nous définissons :

N

T:=W x ]Py(é)(koo)

Comme k., est un corps local les mémes raisonnements qu’on fait en caractéristique

0 restent valables pour montrer que PP, ;) (koo) et donc T est un compact. Si
t € P, (5)(ks) nous appelons H; I'hypersurface qu’on lui associe. Soit :

S:={(z,t)e T,z € H}.

Pour tout ¢ € P, 45)(koo) nous appelons fibre de ¢ dans un sous-ensemble 7" de
T V’ensemble suivant :
T, :={zeW,(z,t)eT'}.

Chaque fibre dans S est un ensemble entier puisqu’elle est 'intersection entre un
ensemble entier et un ensemble algébrique. Nous nous proposons de montrer le
Théoreme 2.3.8 en le faisant descendre d’une autre assertion. Nous montrons en
effet que pour tout S’ C S il existe une constante C'(5’, €) > 0, ne dépendant que

de S’ (et donc de W si S’ = S) telle que N (S} \ S, a(T)) < ¢(S', e)|a(T)|i§2T
pour tout ¢ € S’. Nous allons prouver cet énoncé par récurrence sur la dimension

des fibres dans S en supposant pour simplifier que S’ = S, la preuve étant la
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méme dans tous les autres cas. Soit h la dimension de Sy pour un t € P,(5)(koo)
fixé. Si h = 0, S; est un ensemble discret et compact, donc fini. Dans ce cas on
a que Sflg' = (), ce qui prouve l'assertion avec ¢(S, €) = |St|, quelque soit la
valeur de e. Soit, donc, h > 0. Soit :

A:={(z,t) € S,dimz(W N H;) < h —1};

Il s’ensuit que :
S=AUB.

Pour tout t € P, (5)(koo) nous avons que :
lg. lg. lg.
AP UB! C (AUB)YY.
Pour chaque ¢ € P,,(5)(ks) nous avons que :
L’hypothese de récurrence implique que :

N(A¢\ Ar,a(T)) < e(4, )la(T)[})7:

pour une constante ¢(A, €) > 0 opportune. L’intersection d’une hypersurface H;

de degré < § telle qu’elle intersecte W en points ou la dimension d’une telle
€/2
1

intersection est localement < h —1 contient donc au plus ¢(A4, €)|a(T")] s

points
dans W (k,a(T')). D’un autre coté, nous avons que :

Si donc z € W N Hy, il existe un voisinage ouvert Us C k% de % tel que :
Uz CWNH;.

Donc en particulier Uz C H;. Comme H; est un ensemble algébrique il s’ensuit
que :
Btalg. - Bt.

Le Théoreme est donc trivialement vrai pour B. Suite & (2.11) nous avons que
pour tout ¢ € P4y (koo) nous avons I'estimation suivante :

N(W 0 H, \ (W 0 H)™a(T) < (W, 6) (D))

pour une certaine constante C'(W,¢€) := C(S,¢€) > 0. Nous remarquons mainte-
nant que pour toute hypersurface H; de degré < ¢ nous avons que :

(W N H) =W N Hy;
puisque H; est un ensemble algébrique. Il s’ensuit que :

wAwe = | ) ((W\W)nH,)= | (WNH)\(WnH)").
teEP, 5y (koo) teEP, (5) (koo )
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La compacité de W et la Proposition 2.3.10 impliquent qu’il y a une constante
K(W,€) > 0 telle que W(k, a(T)) est contenu dans 'union d’au plus K (W, €)|a(T)|
hypersurfaces de degré < 6. Soit S C IP,(5) (ko) un ensemble d’autant d’éléments
qui représente une telle famille d’hypersurfaces. Il s’ensuit que :

NW AW a(T)) <Y NS\ S, a(T)) < C(W, e) K (W, e)|a(T)]{ 7
tesS

En appellant :
c(W,e) := C(W,e) K(W,e);

nous prouvons le Théoreme 2.3.8.

2.4 Projets de poursuite du travail

La méthode de J. Pila et U. Zannier prévoit ici, comme 'on a anticipé
dans I'Introduction, que 'on arrive & montrer deux autres résultats, afin qu’en
les intégrant avec le Théoreme 2.3.8 on arrive a prouver la Conjecture 6. Plus
précisément,

1. Prouver que Y’ (koo)®9 = Y (koo )t ;

2. Prouver qu’il existe un réel p > 0 ne dépendant que du choix de A tel
que :

Va(T) € A\N{0}, vz € Ala(T)]\{0}, D := [k(Z) : k] = [a(T)I7 -

La méthode avec laquelle J. Pila et U. Zannier ont montré ’analogue du premier
de ces deux points dans le cas d’une variété abélienne trouve ici un obstacle ap-
paremment pas évident a surmonter et qui a en ce moment bloqué la démarche
de la preuve : la nature non-archimediénne de la topologie 1/T'—adique, qui est
une topologie totalement discontinue ou les boules (& la fois ouvertes et fermées)
ne s’intersectent qu’a condition d’étre contenues les unes dans les autres. Toute
technique de prolongement analytique dans le sens usuel (avec laquelle on peut
prouver facilement que tout ensemble semi-algébrique dans un ensemble analy-
tique est union d’ensembles algébriques) n’aboutira & aucun résultat. La struc-
ture particuliere des méthodes rigides prévoit d’ailleurs que l'on travaille sur C
et non pas sur k., et n’est en tout cas appliquable que dans tres peu de situa-
tions dont la noétre ne fait malheureusement pas partie.

Le deuxieme point prévoit que I'on arrive a montrer une minoration du degré
des points non nuls de a(T")—torsion, quelque soit a(T) € A\ {0}, de l'ordre
|a(T)|’1}/T, pour un nombre p > 0 ne dépendant que du choix du T—module
A. Une telle minoration entrerait donc évidemment en contradition avec la
majoration qui suit du premier point pour toute valeur de |a(T')|;,7 (ou, de
fagon équivalente, de degy(a(T))) assez grand. Une fois prouvés donc ces deux
points, il s’ensuit facilement que si X ne contient aucune translatée d’un sous-
TJ—module non-trivial de A par un point de torsion pour aucun j € N\ {0}, X
ne contient quun nombre fini de points de torsion, ce qui prouverait la Conjec-
ture 6. En effet, le premier point nous permetterait de confondre Y’ (k)i
avec Y/ (koo )9 nous donnant ainsi la méme majoration du Théoreme 2.3.8

€/2
1T

http://doc.univ-lille1.fr



© 2013 Tous droits réservés.

Thése de Luca Demangos, Lille 1, 2012

138 CHAPITRE 2. POINTS DE TORSION ET VARIETES

pour l'ensemble des points de a(T)—torsion de Y'(koo) \ Y/ (koo)®“. Suite a
l'identification Y”(ks)®“ et 'union des translatés des sous-77—modules de A
(pour un j € N\ {0} opportun que nous idéntifions avec T & une extension
éventuelle du corps des coefficients de ® pres) par des points de torsion, les hy-
potheses de la Conjecture 6 qui impliquent que Y/ (ks )!¢ = 0 nous permettent
de conclure que ’estimation du Théoreme 2.3.8 est une majoration du nombre
des points de a(T)—torsion de X olt X ne contient pas de classes de torsion.
D’un autre c6té le deuxieme point nous donnerait une minoration du nombre
des points de a(T')—torsion de Y (ks ) qui serait nécessairement en contradition
avec le caractere arbitraire de 'exposant € apparaissant dans la majoration du
méme nombre qui suit du Théoréme 2.3.8 grace au premier point. Dans [PZ)]
le deuxieme point point est une conséquence directe du résultat prouvé par D.
Masser dans [Mas2], une minoration de type Lehmer de la hauteur quadratique
de Néron-Tate sur une variété abélienne A, de la forme :

(@) > CD™,

ou A > 0 ne dépend que de la dimension de la variété abélienne et T € Anr.
En général nous ne disposons, suite aux résultats du type Northcott, que de
minorations de l'ordre :

h(z) > Cq~ P

pour un module de Drinfeld quelconque (voir Théoréme 1.2.10) et donc, vrais-
semblablement, pour un T—module assez générique, comme celui que nous
étudions. Le premier chapitre de cette thése fournit une solution dans le cas de
modules de Drinfeld diagonaux seulement et les résultats de S. Dion ([Dn], cha-
pitre 3) permettraient sans doute de les établir également pour les T-modules
CM vérifiant les hypotheses de la these de cette derniere, ce qui permettrait
d’avoir entierement un cas non traité par le théoreme de T. Scanlon.

Il s’agit toutefois d’'un probléme trés ouvert pour les T'—modules génériques.
A présent, la seule stratégie apparemment efficace pour I'attaquer semble étre
celle développée par J. P. Serre (voir [Se2], Théoreme 2, page 34) dans le cadre
de sa preuve d’une version légerement plus faible de la Conjecture de Lang (voir
[Wt] pour un énoncé de cette derniere) pour une variété abélienne définie sur un
corps de nombres. Plus précisément, il montre I'analogue dans cette situation
de ’hypothese suivante.

Hypothese 3. Soit A = (G, ®) un T—module de dimension m et rang d,
défini sur le corps des coefficients K. Il existe ¢ € N\ {0} tel que pour toute
couple (a,b) de polyndmes de A premiers entre euxz, il existe o € G tel que
vz € Ala], ®(b°)(T) = o(T).

Une telle hypothese, déja formulée par L. Denis dans [Den3] dans le cas d'un
module de Drinfeld, n’a pas encore été montrée dans ce cas particulier, ni dans
celui plus général d’'un T—module. Dans le cas ou elle est satisfaite, on obtient
alors assez facilement la minoration cherchée du degré algébrique sur K d’un
point pas nul de a(T")—torsion en rapport avec une puissance de |a(T)[, /7, ot
a € Spec A. En effet, si on appelle Orb(Z) l'orbite de T sous l'action de Gk, on
a que :

0rb(T)| = [{6(T)*, b(T) € (A/(a))"}-
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La raison de cela est la suivante. Si b1(7T") et bo(T') sont premiers entre eux, le

seul point & la fois de by (T')—torsion et de by(T')—torsion est 0. Par conséquent,

si @(b1(T)°)(T) = (b2(T)°)(T), il s’ensuit que a(T)|(b1(T)¢ — b2(T)¢), ce qui

veut dire que b1 (T)¢ = ba(T)¢ mod (a(T)). On obtient alors :
da

~ ¢’ —1 q
|Orb(z)| > {b(T) € (A/(a))*,b(T)c =1} z 2¢

da

Si D:=[K(Z): K] on aque:
D> a(T)
—la .
= 1/T
En conclusion, tout T'—module qui respecte 'hypothése 3 vérifie le point 2.

Il est intéressant de remarquer qu'une version assez plus simple de la Conjecture
de Lang, la Conjecture de Mumford-Tate, bien que pas encore prouvée pour une
variété abélienne telle qu’on les a toujours supposées, ni pour un T'—module en
général, a été prouvée par R. Pink dans le cas d’'un module de Drinfeld pas CM,
comme nous allons lexpliquer. Soit [ € Spec A. Etant donné & un module de
Drinfeld avec corps des coefficients K, soit ®[I] le A—module de ses points de
l—torsion. Comme on suppose ¢ de caractéristique 0, il est bien connu qu’on a
I'isomorphisme de A—modules :

®[I] = (A/(1)%;

ou d est le rang de ®. L’action du groupe de Galois absolu Gk sur cet ensemble
admet alors une représentation de Galois :

Po,l - GK — Aut(@[l]) ~ GLd(A/(l))
Une telle représentation s’étend aux modules de Tate :
pCb,l G — Aut(Tl(@)) o~ GLd(A(l))

Le Théoreme de R. Pink qu’on vient d’indiquer est alors le suivant (voir [Pink]
pour un énoncé plus détaillé).

Théoreme 2.4.1. Si ® n’est pas CM, ps,; a une image ouverte.

Les propriétés topologiques classiques de la limite projective de groupes finis
impliquent alors qu’il existera ng € N\ {0} tel que pour tout n > ng on ait
que pg n est surjective. Une minoration de la cardinalité de GLq(A/(I™)) nous
permet alors de minorer la cardinalité du groupe de Galois G(K(®["])/K) par
une bonne puissance de [[(T)"|;,7, ce qui corrobore le fait que les points de
torsion devraient étre aussi de degré minoré par la quantité qu’on désire.
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