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Pierre DEBES (Université Lille 1)
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1.3 Polynôme auxiliaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Résumé

Ce travail a pour cadre les modules de Drinfeld et plus généralement certains
T-modules. On y regarde deux problèmes de nature diophantienne. Dans une
première partie on démontre sur les modules de Drinfeld des résultats autour
du problème de Lehmer. Plus précisément, nous donnons une minoration de la
hauteur canonique des points algébriques en fonction de leur degré. Dans la se-
conde partie on s’intéresse aux répartitions de points de torsion des T−modules
dans les sous-variétés algébriques d’un espace affine dans l’esprit des conjectures
de Manin-Mumford.

0.1 Minoration de hauteurs canoniques

Soit q une puissance d’un nombre premier p quelconque. On note :

A := Fq[T ] et k := Fq(T );

respectivement l’anneau principal des polynômes à une indéterminée T à coeffi-
cients dans Fq et son corps des fractions. La place à l’infini de k est représentée
par la valuation 1/T−adique v1/T = v∞ = − degT dont la valeur absolue sur k
est :

|.|∞ := q−v∞(.).

Nous notons :

k∞ := Fq((1/T ));

le complété 1/T−adique de k. Nous désignons également par k et k∞ une clôture
algébrique de k et, respectivement, de k∞, initialement choisies et telles qu’elles
contiennent toute extension finie de k que nous allons considérer. Nous conve-
nons également d’appeler :

C := (k∞)∞;

le complété 1/T−adique de k∞, de manière qu’il soit un corps non seulement
algébriquement clos, mais aussi complet par rapport à la valuation 1/T−adique.
Toute extension finie de k se trouve ainsi plongée dans C. On notera finalement
τ l’automorphisme de Frobenius de C d’exposant q et k{τ} l’anneau des endo-
morphismes de C correspondant aux polynômes additifs à coefficients dans k.

Dans ce premier chapitre nous allons nous occuper des modules de Drinfeld,
qui sont les objets mathématiques suivants.
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vi RÉSUMÉ

Définition 0.1.1. Un module de Drinfeld de rang d, où d ∈ N \ {0}, défini
sur k, est la donnée d’un couple :

D = (Ga,Φ),

où D est le groupe additif Ga(C) et Φ est l’homomorphisme injectif de Fq−algèbres
suivant :

Φ : A→ k{τ},
ayant pour expression :

Φ(T ) =

d∑
i=0

aiτ
i;

où :
a0(T ) = T et ad(T ) �= 0.

On définit k(Φ) := k(a1, ..., ad) le corps des coefficients ou corps de définition
de D.

On appelle point de torsion du module de Drinfeld D = (Ga,Φ) tout point
x ∈ k tel qu’il existe un élément a ∈ A \ {0} tel que :

Φ(a)(x) = 0.

On notera dorénavant avec la notation D(k)tors. l’ensemble de tous les points
de torsion de D et par D(k)NT := D(k) \ D(k)tors. l’ensemble des points pas de
torsion du module de Drinfeld D = (Ga,Φ).

Les modules de Drinfeld dont nous allons nous occuper dans le premier cha-
pitre de cette thèse sont ceux d’une famille particulière que nous définissons ici.
Nous adoptons les notations suivantes. Etant donné N ∈ N \ {0}, on définit :

PN (k) := {l ∈ A irréductibles et unitaires , degT (l) = N}.
On dira aussi qu’un polynôme irréductible unitaire l ∈ A respecte la propriété
RV 1 par rapport à Φ si :

1. Pour toute place w de k(Φ) divisant vl (place sur k associée à l) dans
l’extension k(Φ)/k, les coefficients ai de Φ sont tels que w(ai) ≥ 0 et :

Φ(l)(X) ≡ Xqd degT (l)

mod (w);

dans l’anneau des polynômesAw/(w)[X ], oùAw est l’anneau des w−entiers
dans k(Φ) ;

2. l a degré d’inertie 1 dans l’extension k(Φ)/k (nous disons dans ce cas que
l n’est pas inerte dans cette extension).

Définition 0.1.2. Soit r ∈]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D =
(Ga,Φ) est dit RV(r), ou, à bon r-relèvement de son anneau des endomor-
phismes, si pour tout nombre naturel N > 0 :

|{l ∈ PN (k), l est RV }| ≥ qrN

2rN
.

1. Terminologie choisie puisqu’on va imposer des conditions de réduction suivant certaines
valuations
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Le résultat que nous proposons dans le premier chapitre est une minoration de
la hauteur canonique des points non de torsion d’un module de Drinfeld de
type RV(r), pour tout r ∈]0, 1] fixé, dans le cadre du problème de Lehmer.
Ce problème, que nous expliquerons en détail au cours de la première partie de
ce chapitre, peut se résumer comme il suit. On définit :

h(x) :=
1

[k(x) : k]

∑
w places sur k(x)/k

nw max{0,−w(x)};

la hauteur logarithmique d’un point x ∈ k. La hauteur canonique de x
par rapport au module de Drinfeld D est alors définie comme il suit :

ĥD(x) = lim
n→∞

h(Φ(T n)(x))

qdn
.

Il est possible de remarquer que x est un point de torsion par rapport à D si et
seulement si :

ĥD(x) = 0.

Le problème de Lehmer dans sa version relative aux modules de Drinfeld
propose alors de trouver une minoration de ĥD(x), où x ∈ k est un point pas de
torsion par rapport à D, en fonction du degréD de x sur k. On conjecture qu’elle
pourrait être de l’ordre de grandeur de 1/D qui serait optimal (voir [Den1]).

Soit x ∈ k tel que D = [k(x) : k]. Nous appellons Dsep. le degré séparable
de x sur k et Dp.i. le degré purement inséparable de x sur k. Il s’ensuit que
D = Dsep.Dp.i..

Ce que nous montrons est alors le Théorème suivant.

Théorème 0.1.3. Soit D = (Ga,Φ) un module de Drinfeld de type RV(r).
Pour tout x ∈ D(k)NT de degré D = Dsep.Dp.i. sur k on a une minoration de
la hauteur canonique de x sous la forme suivante :

ĥD(x) ≥ C (log log+D)2+
d
rα(Φ)

DD
1+ 2d

r α(Φ)
p.i. (log+D)1+

2d
r α(Φ)

;

où α(Φ) est une valeur ≥ 1 ne dépendant que du choix de Φ mais pas de d et
de r, C est une constante strictement positive qu’on calculera explicitement et :

log+(.) := max{1, logq(.)};
et :

log log+(.) := max{1, logq logq(.)}.
Nous obtenons une minoration d’ordre de grandeur polynomial en 1/D en

général, et l’exposant de 1/D est optimal dans le cas séparable. Nous montrons
un tel résultat en adaptant la méthode de M. Laurent pour une courbe elliptique
à multiplication complexe dans [Lau1] : on suppose par l’absurde que pour tout

C > 0 il existe x ∈ D(k)NT tel que la valeur ĥD(x) soit strictement inférieure à
celle indiquée avant ; avec le Lemme de Siegel (voir Lemme 1.2.13) on construit
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un polynôme auxiliaire s’annulant en x et ayant une nature telle qu’il ne peut
être qu’identiquement nul. La condition d’avoir assez de premiers à réduction
supersingulière est essentielle pour le fonctionnement de la méthode et en raison
de cela nous nous proposons de montrer qu’une classe raisonnablement grande
de modules de Drinfeld, comme celle des modules de Drinfeld à multiplication
complexe respecte une propriété analogue à RV(1), qui nous permettera d’en

déduire une minoration de ĥD(x), pour tout x ∈ D(k)NT , du même ordre de
grandeur en D, à des changements de la constante C près.

0.2 Points de torsion et variétés

L’objet de notre étude dans le deuxième chapitre est un problème géométrique
sur les T−modules. Ces derniers sont une généralisation naturelle des modules
de Drinfeld en dimension supérieure. Nous prendrons la définition suivante qui
prend son origine dans le texte de G. Anderson ([A]). Nous garderons les no-
tations introduites dans la section précédente pour tous les sous-anneaux de C
considérés. Si K est un corps et n,m deux entiers naturels pas nuls, la nota-
tion Kn,m indiquera aussi l’anneau des matrices définies sur K, à n lignes et m
colonnes.

Définition 0.2.1. Un T−module A = (Gm
a ,Φ) de degré d̃ et dimension m ≥ 1

défini sur un corps F ⊂ k est le groupe algébrique Gm
a , qui a une structure de

A−module donnée par l’homomorphisme de Fq−algèbres :

Φ : A→ Fn,n{τ}

T �→
d̃∑

i=0

ai(T )τ
i;

où a0(T ) (la différentielle de Φ(T )) est sous la forme :

a0 = TIm +N ;

où N est une matrice nilpotente, et ad̃ �= 0. Ce qui montre d’ailleurs que Φ
est injectif, tout comme dans le cas d’un module de Drinfeld (qui n’est qu’un
T−module de dimension 1).

A tout T−module, G. Anderson (voir [Goss], Proposition 5.9.2) associe une
unique fonction e de Cm dans lui même vérifiant :

e(a0x) = Φ(T )(e(x));

telle que :

e(x) = x+
∑
i≥1

Bix
qi ;

où Bi ∈ Fm,m pour tout i ∈ N\{0} et xqi est obtenu par élévation à la puissance
qi de chaque composante de x. On l’appelle l’exponentielle du T−module.

Définition 0.2.2. L’ensemble des points de torsion dans A = (Gm
a ,Φ) est :

Ators. := {x ∈ km, ∃a(T ) ∈ A \ {0},Φ(a)(x) = 0}.
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Dans ce chapitre on développe une stratégie qui a pour but la preuve d’une
version de la Conjecture de Manin-Mumford spécifiquement adaptée au cas
d’une classe particulière de T−modules. Rappellons brièvement les origines de
cette conjecture.

La conjecture de Manin-Mumford classique, traitant la situation d’une courbe el-
liptique plongée dans sa Jacobienne a été prouvée (voir [R1]) et ensuite généralisée
(voir [R2]) dans la formulation qui suit :

Théorème 0.2.3. Soit X une sous-variété algébrique d’une variété abélienne
A, les deux étant définies sur un corps de nombres. Si X contient un ensemble
Zariski-dense de points de torsion, alors X est la translatée d’une sous-variété
abélienne de A par un point de torsion.

La version faible montrée dans [PZ] est une conséquence du Théorème 0.2.3
et se formule de cette manière :

Théorème 0.2.4. Sous les mêmes hypothèses que le Théorème 0.2.3, si X ne
contient pas de translatées de sous-variétés abéliennes de A de dimension > 0
par un point de torsion, alors X n’a qu’un nombre fini de points de torsion.

Dans le cadre des T−modules, pour expliquer notre travail on utilisera les
définitions suivantes.

Définition 0.2.5. Un sous-T−module B d’un T−module A est un sous-groupe
algébrique connexe de (A,+) tel que Φ(T )(B) ⊂ B.
Remarque 0.2.6. On indiquera dorénavant par dimension d’un sous-T−module,
sa dimension en tant que variété algébrique. On remarque qu’un sous-T−module
B < A non trivial (donc, B �= A, 0) a une dimension strictement inférieure à
celle de A. Les sous-T−modules d’un T−module ne sont donc pas forcément
des T−modules (bien qu’habituellement ce sont des sous-groupes algébriques iso-
morphes à des puissances de Ga, voir par exemple [T] pour les sous-T−modules
des puissances d’un module de Drinfeld) mais cette terminologie fréquente est
suffisante pour notre propos.

Une formulation analogue du Théorème 0.2.4 a été montrée par T. Scanlon
dans [Sc] pour les T−modules qui sont la puissance d’un module de Drinfeld
(que nous allons définir ici tout de suite), en utilisant la théorie des modèles
et se basant sur un précédent résultat de L. Denis (voir [Den3]), où le même
résultat est montré pour une puissance d’un module de Drinfeld, mais sous une
hypothèse supplémentaire sur la nature de ce dernier. Etant donné D1 et D2

deux modules de Drinfeld de rangs respectifs d1 et d2 et définis respectivement
sur les corps F1 et F2 contenus dans k, dont la structure de A−module est
donnée respectivement par les morphismes de Fq−algèbres :

Φ1 : T �→ T +

d1∑
i=1

αi(T )τ
i;

et :

Φ2 : T �→ T +

d2∑
i=1

βi(T )τ
i;
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le module produit D1 × D2 = (G2
a,Φ1 × Φ2) de D1 et D2, est le T−module

de dimension 2 défini sur le compositum des corps F1 et F2 selon le morphisme
produit qui suit (on suppose que d1 ≤ d2) :

Φ1 × Φ2 : T �→ TI2 +

d1∑
i=1

(
αi(T ) 0
0 βi(T )

)
τ i +

d2∑
i=d1+1

(
0 0
0 βi(T )

)
τ i.

Par récurrence, on étend une telle définition au produit de n modules de Drin-
feld avec n > 2.

Le résultat de Scanlon est le suivant.

Théorème 0.2.7. Soit A := Dm = (Gm
a ,Φ

m) un T−module puissance d’un
module de Drinfeld D = (Ga,Φ) donné, défini sur le corps F ⊂ k. Soit X une
sous-variété algébrique irréductible de A. Si X(F)tors. est Zariski-dense dans
X, alors X est une translatée d’un sous-T−module de A par un point de torsion.

La classe de T−modules à laquelle nous nous sommes intéressés est celle des
T−modules à la fois abéliens et uniformisables. Un T−module A abélien,
défini sur un corps F ⊂ k, est un T−module comme dans notre Définition
précédente, dont le rang (le rang sur F [T ] du F [T ]−module HomF(A,Ga),
voir Définition 2.1.7) est fini. Un T−module est dit d’ailleurs uniformisable si
la fonction exponentielle qu’on lui associe est surjective. Ce sont des hypothèses
de régularité classiques hors desquelles il semble dangereux de s’aventurer.

Le Théorème 0.2.7 est valable pour une puissance d’un module de Drinfeld
et on peut montrer qu’un tel T−module est abélien et uniformisable. Nous ver-
rons toutefois lors de la première partie du chapitre 2 que les seules hypothèses
abéliens et uniformisables ne sont pas suffisantes. Par exemple nous établirons
qu’il existe des T−modules vérifiant ces deux hypothèses mais qui admettent
des sous-T j−modules pour un j ∈ N \ {0}, donc qui contiennent une infinité de
points de torsion, mais qui ne contiennent pas de translatés de sous-T−modules
non triviaux. De plus on verra que les produits de deux modules de Drinfeld de
rangs différents posent également problème.

Du côté des sous-T−modules, les exemples semblent montrer que pour un
T−moduleA donné, les sous-a(T )−modules (c’est à dire, les sous-groupes algébriques
connexes et stables par l’action de Φ(a(T )) pour a(T ) ∈ Fq[T ] \ Fq) soient tou-
jours des sous-T j−modules pour un certain j ∈ N \ {0} ne dépendant que du
choix de A. C’est pourquoi on sera amené à la conjecture suivante :

Conjecture 1. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module uniformisable de dimension

m et rang d, tel qu’il existe i ∈ N \ {0} tel que la matrice coefficient dominant
de l’itéré Φ(T i) est inversible. Il existe alors j(A) ∈ N \ {0} tel qu’on ait la
propriété suivante. Soit X une sous-variété algébrique irréductible de A, telle
que dimC(X) > 0, définie sur k. Si X ne contient pas de translatés de sous-
T j(A)−modules de A de dimension > 0 par des points de torsion, alors X ne
possède qu’un nombre fini de points de torsion de A.

On verra dans le deuxième chapitre que l’hypothèse que le coefficient domi-
nant de Φ(T i), pour un i ∈ N \ {0}, soit inversible implique le fait que A est
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abélien.

La suite du deuxième chapitre sera consacrée à présenter une attaque possible de
cette conjecture. La méthode que nous nous sommes proposés de suivre est ana-
logue à celle contenue dans le travail de J. Pila et U. Zannier [PZ] : en supposant
que A soit un T−module abélien et uniformisable nous ramenons le problème
dans l’espace tangent Lie(A) de A en observant qu’il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels sur k∞ sous la forme suivante :

Lie(A) � Cm � kd∞ ⊕ Lib;

où kd∞ est la partie de torsion de Lie(A) et Lib sa partie libre vis à vis du
quotient de cet espace par le réseau des périodes (c’est à dire l’ensemble des
zéros de l’exponentielle) Λ, qui est isomorphe à Ad en tant que A−module. Par
conséquent, les points de torsion de A correspondent aux points k−rationnels
dans k∞. En appelant π1 : Lie(A) � kd∞ la projection de l’espace tangent
dans sa partie de torsion, tout se ramène à l’étude de l’ensemble analytique
Z := π1(e

−1(X)) ⊂ kd∞. La méthode consiste à prouver les trois points suivants.
Nous ne prouverons ici que le premier de ces points.

1. Majorer le nombre de points de torsion de Z \Zalg. (où Zalg. est la partie
algébrique de Z, soit, l’union de tous les sous-ensembles semi-algébriques
de Z) en nous inspirant de certaines techniques contenues dans les travaux
de J. Pila [P] et de J. Pila et J. Wilkie [PW].

2. Montrer que Zalg. est exactement l’union des ensembles algébriques dans
Z de la forme z + π1(e

−1(B)), où z ∈ Z(k) et B varie dans la famille des
sous-T j−modules de A, avec j ∈ N \ {0} fixé par le choix de A.

3. Minorer le degré algébrique de points de torsion de manière incompatible
avec l’estimation obtenue du point 1 si le nombre de ces points de torsion
tend à l’infini.

Le résultat contenu dans le deuxième chapitre est donc l’obtention du point 1,
et plus précisément de l’énoncé suivant.

Théorème 0.2.8. Pour tout ε > 0 il existe une constante c(ε) > 0 telle que
le nombre des points de a(T )−torsion contenus dans l’ensemble Z \ Zalg., pour
n’importe quel a(T ) ∈ A \ {0}, est au plus :

c(ε)|a(T )|ε1/T .

Un passage décisif de la preuve consiste à prouver une version 1/T−adique
du Théorème de la Fonction Implicite Analytique. Bien que la preuve ait été
trouvée indépendamment, ce résultat se trouve déjà dans [I], Theorem 2.1.1,
page 18. Nous proposons également une telle démonstration pour garantir un
caractère complet du texte présent. Ce résultat sera prouvé lors de la deuxième
partie de ce chapitre. On en déduira le Théorème 0.2.8 dans une troisième partie.
Enfin les deux derniers points suivants de la méthode seront discutés brièvement
lors de la quatrième et dernière partie.
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decidé de retenir ma candidature pour un poste de doctorant au sein de l’USTL
en me donnant ainsi l’importante opportunité de venir faire un doctorat en
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et de ses conseils et indications sur sa rédaction.
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Chapitre 1

Minoration de hauteurs
canoniques

1.1 Introduction

On se propose d’étudier une version du Problème de Lehmer dans le cas des
modules de Drinfeld dont l’anneau des endomorphismes respecte les propriétés
de bon relèvement RV(r) et RV(r)∗ (en gros, qu’il y a assez de polynômes
irréductibles et unitaires à réduction supersingulière, dans le cas RV(r) quelque
soit leur degré, dans le cas plus faible RV(r)∗ seulement pour une valeur assez
grande de ce degré, voir les définitions 3 et 4 pour les énoncés précis) dans la
situation qu’on va décrire. On notera A := Fq[T ] l’anneau des polynômes à une
variable sur le corps fini à q éléments, sa caractéristique étant le nombre premier
p. On notera par ailleurs k son corps de fractions.

Toute étude à caractère diophantien développée sur un module de Drinfeld,
ainsi que sur un T−module, repose sur d’importants parallèles avec le cas des
corps de nombres : respectivement, sur une courbe elliptique et une variété
abélienne. Evidemment, l’anneau A et son corps de fractions k sont les ana-
logues, respectivement, de l’anneau des entiers Z et de son corps de fractions
Q. De la même manière on définit l’analogue k∞ de R, qui est la complétion
archimédienne de Q, comme la complétion de k par rapport à la valeur absolue
|.|1/T correspondant à la place à l’infini. On fixe alors une clôture algébrique de
k contenant toute extension finie de k que nous allons considerer, qu’on appelera
k, ainsi qu’une clôture algébrique k∞ de k∞, respectant la même condition par
rapport à ce dernier. Comme la clôture algébrique d’un corps complet ne reste
pas forcément complète l’analogue de C ne sera donc pas k∞, mais sa complétion
C := (k∞)∞.

Définition 1.1.1. Soit :

τ : C → C
z �→ zq;

l’automorphisme de Frobenius sur C et k{τ} l’anneau des endomorphismes de
C correspondant aux polynômes additifs à coefficients dans k. Un module de

1
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Drinfeld de rang d, où d ∈ N \ {0}, défini sur k, est la donnée d’un couple :

D = (Ga,Φ),

où D est le groupe additif Ga(C) et Φ est l’homomorphisme injectif de Fq−algèbres
le suivant :

Φ : A→ k{τ},
ayant pour expression :

Φ(T ) =

d∑
i=0

aiτ
i;

où :

a0(T ) = T et ad(T ) �= 0.

On définit k(Φ) := k(a1, ..., ad) le corps des coefficients ou corps de définition
de D.

On appelle point de torsion du module de Drinfeld D = (Ga,Φ) tout point
x ∈ k tel qu’il existe un élément a ∈ A \ {0} tel que :

Φ(a)(x) = 0.

On appelle d’ailleurs :

Φ[a];

le Fq−espace vectoriel des points de a−torsion via l’action de Φ. On notera
dorénavant :

D(k)NT := k \
⋃

a∈A\{0}
Φ[a];

l’ensemble des points pas de torsion du module de Drinfeld D = (Ga,Φ).

Définition 1.1.2. Le module de Carlitz est un cas particulier de module de
Drinfeld, de rang 1. Plus précisément, l’expression définissant ce dernier est :

Φ(T ) = T + τ.

La Conjecture de Lehmer dans le cas des modules de Drinfeld (voir
[Den1]) est le problème que nous nous proposons d’attaquer dans ce travail. Elle
prend naissance à partir de la Conjecture de Lehmer originelle, liée à l’étude
du groupe multiplicatif Gm(Q) (voir le deuxième paragraphe). Il s’agit d’une
minoration de la hauteur canonique (voir l’introduction ou le deuxième para-
graphe pour la définition) des points algébriques x sur un module de Drinfeld
quelconque en fonction de la dimension de x sur k, sous la forme suivante :

Conjecture 2. Il existe une constante c > 0 effective, ne dépendant que du
module de Drinfeld D = (Ga,Φ), telle que, tout point x ∈ D(k)NT de degré D
sur k respecte l’inégalité suivante :

ĥD(x) ≥ c

D
.
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On verra plus loin que si on ne considère que les points x ∈ D(k)NT ayant
un degré D inférieur à une constante M donnée explicitement, cet énoncé est,
dans ce cas spécifique, une conséquence directe du Théorème de Northcott,
qu’on énoncera plus loin dans le texte et permet d’obtenir une constante ef-
fective meilleure que celle qui apparâıt dans notre résultat final. Il suffira donc
d’établir une minoration de la hauteur pour D ≥ M et nous obtiendrons une
minoration de la hauteur canonique qui ne diffère de celle de la conjecture que
par une puissance de logqD dans le cas séparable et par une de D dans le cas
général, pour une classe de modules étendue.

Voici un rappel des notations fondamentales pour les fonctions logarithmiques
utilisées :

log(.) := logq(.);

fonction logarithme toujours en base q sauf précision ultérieure ;

log+(.) := max{log(.), 1};

log log+(.) := max{log log(.), 1}.
Par convention on indiquera dorénavant le degré en T de tout polynôme a ∈
A = Fq[T ] par le symbole degT (a).

On va noter :

S(A) := {l ∈ A, unitaires et irréductibles}.

Nous posons aussi, étant donné N ∈ N \ {0} :

PN (k) := {l ∈ S(A), degT (l) = N}.

On dira, d’ailleurs, que l ∈ S(A) respecte la propriété RV par rapport à Φ
si :

1. Pour toute place w divisant vl (place associée à l sur k) dans l’extension
k(Φ)/k, les coefficients ai de Φ sont tels que w(ai) ≥ 0 et :

Φ(l)(X) ≡ Xqd degT (l)

mod (w);

dans l’anneau des polynômes Aw/(w)[X ], en appellant Aw l’anneau des
w−entiers dans k(Φ) ;

2. l a degré d’inertie 1 dans l’extension k(Φ)/k (nous disons dans ce cas que
l n’est pas inerte dans cette extension).

Définition 1.1.3. Soit r ∈]0, 1] un nombre réel et c1 une constante positive
fixée. Un module de Drinfeld D = (Ga,Φ) est dit RV(r, c1), ou, à bon r-
relèvement de son anneau des endomorphismes si pour tout nombre naturel
N > 0 :

|{l ∈ PN (k), l est RV }| ≥ c1 q
rN

N
.

Définition 1.1.4. Un module de Drinfeld D = (Ga,Φ) est dit RV(r, c1)
∗, avec

r ∈]0, 1] et c1 > 0 une constante fixée, s’il existe un nombre N(Φ) ∈ N \ {0} tel
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que, pour tout N ≥ N(Φ) (on adoptera parfois aussi la notation plus pratique
N >> 0 pour indiquer les N assez grands en fonction des paramètres donnés) :

|{l ∈ PN (k), l est RV }| ≥ c1 q
rN

N
.

Définition 1.1.5. Soit r ∈]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D =
(Ga,Φ) est dit RV(r) s’il est RV(r, 1/2r).

Définition 1.1.6. Soit r ∈]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D =
(Ga,Φ) est dit RV(r)∗ s’il est RV(r, 1/2r)∗.

Le choix du terme c1 = 1/2r dans la propriété RV(r) est fait pour fixer les
idées, au vu de la dépendance finale en r dans la minoration qu’on obtient de la
hauteur elle est peu significative. On pourra bien sûr remarquer que si RV(r, c1)
est satisfaite pour un module de Drinfeld alors RV(r′, c′1) l’est aussi pour tout
r′ ≤ r et c′1 ≤ c1.

La Proposition 1.2.12 nous donnera la possibilité d’une existence effective, au
moins en théorie, des modules de Drinfeld de type RV(1, 1/2), ainsi c1 = 1/2
est le choix maximal possible de c1 quand r = 1.

Un tout premier exemple de module de Drinfeld de type RV(1) est donné par
le module de Carlitz. On peut en effet montrer (voir [Hayes], Proposition 2.4)
que tout l ∈ S(A) est à réduction supersingulière par rapport au module de
Carlitz. En particulier, le module de Carlitz est de type RV(1) et satisfera donc
nos Théorèmes.

Un résultat connu pour les modules de Drinfeld de rang 2, voir [Dav], montre
aussi comment, en moyenne, de tels modules (supposés à coefficients dans k)
satisfont l’analogue de la Conjecture de Lang-Trotter dans le cas des modules
de Drinfeld, nous donnant ainsi l’existence effective d’un nombre considérable
d’exemples, en rang 2, satisfaisants la condition RV(r, cq)

∗, avec r = 1/d = 1/2
et cq > 0 une constante ne dépendant que de q. On souligne néanmoins com-
ment cette Conjecture dans son analogue aux modules de Drinfeld s’est révélée
fausse (tout en restant ouverte dans le cas classique des courbes elliptiques),
pour toute valeur possible du rang, grâce au travail de B. Poonen, [Pn].

Les méthodes contenues dans l’Appendice montrerons aussi comment la classe
des modules de Drinfeld de type CM (ou, à multiplication complexe) et de rang
d premier ou 1 est contenue dans une qui ne diffère de RV(1, 1/2d)∗ que sur le
fait qu’on ne prend que des premiers de S(A) de degré congru à 1 modulo η,
où η est une certaine constante qu’on définira plus tard, ne dépendant que du
module de Drinfeld Φ choisi.

Ce que nous proposons dans ce travail, étant donné un module de Drinfeld
D = (Ga,Φ) de type RV(r) et, plus généralement, de type RV(r)∗, est une
minoration de la hauteur canonique de tout point x ∈ D(k)NT dont le degré
algébrique sur k est D et le degré purement inséparable est Dp.i., sous la forme
suivante :

C
(log logD)μ

DDλ
p.i.(logD)κ

;
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les constantes positives C, κ, μ et λ explicitées en fonction des trois grandeurs
arithmétiques du module de Drinfeld D = (Ga,Φ) : la dimension c(Φ) du corps
k(Φ) engendré par les coefficients du module de Drinfeld sur k (dont on indique
A[Φ] son anneau des entiers algébriques sur k), la hauteur h(Φ) du module de
Drinfeld Φ (c’est la hauteur näıve du polynôme Φ(T ) qu’on rappellera, voir
définition 1.2.2), et le rang d. On appellera aussi α(Φ) = α := c(Φ)h(Φ). Ceci
se résume dans les théorèmes généraux, qui suivent. On notera les dimensions
des corps concernés :

D = [k(x) : k];

c(Φ) := [k(Φ) : k];

D′ := [k(Φ, x) : k(Φ)].

Nous appellons également :

Dp.i. := [k(x) : k]p.i.;

le degré inséparable de x sur k. On a alors deux résultats en fonction de la
séparabilité de x sur k.

Cas séparable :

Théorème 1.1.7. Soit D = (Ga,Φ) un module de Drinfeld de type RV(r) ou
RV(r)∗, r compris dans l’intervalle 0 < r ≤ 1, de rang d, de hauteur h(Φ). On
pose :

c0 := 6500dh(Φ)3c(Φ)3qd+rh(Φ)c(Φ).

Soit :

C0 := min{q−5d(2(d+1)h(Φ)+1)((qq+d+1−1)c(Φ))2 ,
h(Φ)c(Φ)

768rqdc
1+ 4d

r h(Φ)c(Φ)
0

}.

Pour tout x ∈ D(k)NT séparable de degré D sur k :

Φ de type RV (r) =⇒ ĥD(x) ≥ C0
(log log+D)2+

d
r h(Φ)c(Φ)

D(log+D)1+
2d
r h(Φ)c(Φ)

.

Φ de type RV (r)∗ =⇒ 1 ∃0 < C ≤ C0, ĥ(x) ≥ C (log log+D)2+
d
r h(Φ)c(Φ)

D(log+D)1+
2d
r h(Φ)c(Φ)

.

Cas général :

Théorème 1.1.8. Soit D = (Ga,Φ) un module de Drinfeld respectant les mêmes
hypothèses que dans le Théorème 1.1.7. On appelle :

c0 := 35000dh(Φ)3c(Φ)3qd+rh(Φ)c(Φ).

Soit :

C0 := min{q−5d(2(d+1)h(Φ)+1)((qq+d+1−1)c(Φ))2 ,
h(Φ)c(Φ)

384rqdc
4h(Φ)c(Φ)d

r +1
0

}.

1. Voir la Remarque 1.3.8 pour une explicitation effective de C en fonction du nombre
inconnu N(Φ) ∈ N \ {0}, dépendant du choix de Φ, à partir duquel la valeur des degrés des
premiers à réduction supersingulière de Φ garantit que ces premiers sont en quantité suffisante.
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Pour tout x ∈ D(k)NT de degré D sur k avec degré de k−inséparabilité Dp.i. >
1 :

ĥ(x) ≥ C (log log+D)μ

DDλ
p.i.(log+D)κ

;

où :

μ := 2 +
d

r
h(Φ)c(Φ);

κ := 1 +
3d

r
h(Φ)c(Φ);

λ := 1 +
2d

r
h(Φ)c(Φ);

et :
C = C0 sous l’hypothèse RV (r);

∃0 < C ≤ C0 sous l’hypothèse RV (r)∗.

La majoration Dp.i. ≤ D nous donne alors le résultat suivant :

Corollaire 1.1.9. Sous les mêmes hypothèses et définitions du Théorème 1.1.8
on a la minoration suivante :

ĥ(x) ≥ C (log log+D)μ

D1+λ(log+D)κ
.

Nous remarquons que de telles minorations sont valables, grâce à la notation
log+(.) et log log+(.) introduite auparavant, pour toute valeur de D ∈ N \ {0}.

Il est clair que la condition RV(r)∗ est impliquée par la RV(r) quelque soit
r ∈]0, 1]. Nous nous contenterons cependant d’examiner le cas RV(r) dans la
plupart des calculs, la méthode étant presque la même dans le cas RV(r)∗,
quitte à modifier un point important (voir Lemme 1.3.7 et Remarque 1.3.8) à
la fin de cette démarche.

Remarque 1.1.10. Soient D1 = (Φ1,Ga) et D2 = (Φ2,Ga) deux modules
de Drinfeld définis respectivement sur les corps de coefficients k(Φ1) et k(Φ2),

ayant des hauteurs canoniques respectives ĥD1 et ĥD2 . Soit F := k(Φ1)k(Φ2) le
compositum des deux corps des coefficients. Dire que D1 et D2 sont isomorphes
(voir [Goss], Proposition 4.7.1, page 79) c’est affirmer l’existence d’un élément
u non nul dans C tel que (en identifiant u avec l’homothétie de rapport u) :

u ◦ Φ1(T ) = Φ2(T ) ◦ u.
D1 et D2 sont alors nécessairement de même rang d et u appartient à une
extension E de F de degré ≤ qd− 1. On a donc (voir [Den1], Corollaire 2, page
217) que :

ĥD1(x) = ĥD2(ux);

pour tout x ∈ k. Minorer ĥD1(x) revient donc à minorer ĥD2(ux). Si on applique
les Théorèmes précédents au module D2, au point ux et donc à son degré :

[k(ux) : k] ≤ [k(x) : k][E : F ][F : k] ≤ [k(x) : k](qd − 1)c(Φ1)c(Φ2);

on obtient une minoration de ĥD1(x) similaire à celle des Théorèmes précédents.
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Par conséquent si un module de Drinfeld est isomorphe à un module vérifiant
une de nos condition RV(r) ou RV(r)∗ , on a également pour celui -ci une mino-
ration de sa hauteur canonique du même ordre de grandeur. C’est en particulier
le cas pour les modules de rang 1 qui sont tous isomorphes au module de Carlitz.

Nous allons prouver d’abord le Théorème 1.1.7 au cour du paragraphe 3.1. On
montrera ensuite, dans le paragraphe 3.2, le Théorème 1.1.8, dont le Théorème
1.1.7 est conséquence directe.

1.2 Résultats préliminaires

Dans cette partie on trouvera les résultats de base nécessaires au bon déroulement
de la preuve. Il s’agit essentiellement de théorèmes bien connus et dont la plu-
partie sont démontrés par L. Denis dans [Den1].

De façon analogue à l’existence des fonctions abéliennes dont l’image définit
une variété abélienne, dans le cas des modules de Drinfeld il existe aussi une
fonction exponentielle, entière sur C,

e : C � D

dont le noyau est un A−réseau Λ de rang d dans C. Cette fonction est compatible
avec la structure de module de Drinfeld de D = (Ga,Φ) de la façon suivante :

e(az) = Φ(a)(e(z)), pour tout a ∈ A.
Observons que la non-compacité de D par rapport à la topologie 1/T−adique
empêche que ce Λ satisfasse un analogue du ”‘Principe des tiroirs”’, qui est en
revanche une propriété des variétés abéliennes 2.

Soit Pn(k) l’espace projectif de dimension n défini sur k. La hauteur loga-
rithmique ou hauteur de Weil de tout point P = [P0 : ... : Pn] ∈ Pn(k) est la
fonction h définie de la manière suivante :

h(P ) :=
1

[k(P ) : k]

∑
w sur k(P )

nw max
i=0,...,n

{−w(Pi)};

où w indique une extension à k(P ) de la place v sur k, qu’on associe à un premier
l ∈ A \ {0} ou au point ∞ ∈ P1(k) comme il suit : si l est un élément l ∈ k, on
a :

v(x) := degT (l)vl(x) ∀x ∈ k;
si au contraire cette v représente le point ∞ de P1(k), on a :

v(x) := v∞(x) := − degT (x) ∀x ∈ k.
On rappelle également qu’étant donné x ∈ k, pour toute place normalisée w sur
k(x)/k dont la restriction à k est la place v, on définit :

nw := [k(x)w : kv];

2. Voir après la Conjecture 4
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où kv et k(x)w sont, respectivement, les complétés de k par rapport à v et de
k(x) par rapport à w. On remarquera également que :

nw = ewfw;

où ew et fw sont, respectivement, l’indice de ramification et le degré d’inertie
de w|v. .

On remarque que, par définition même d’un espace projectif, un point P ∈ Pn(k)

est en effet une classe d’équivalence dans k
n+1

par rapport à la relation suivante :

(P0, ..., Pn) ∼ (P ′
0, ..., P

′
n)⇐⇒ ∃λ ∈ k

∗
/(P ′

0, ..., P
′
n) = (λP0, ..., λPn).

L’expression Pn(K), avec K souscorps de k, n’est donc pas bien définie. On dit
alors que P est un point K−rationnel dans Pn(K) (ou, de façon équivalente,
P ∈ Pn(K)), si et seulement si toutes les composantes du représentant de P
ayant sa première composante P0 = 1, sont dans K.

La hauteur logarithmique d’un point x = (x1, ..., xn) dans l’espace affine k
n

algébrique de degré D sur k, est définie en plongeant k
n
dans Pn(k) de façon

que x corresponde à la classe d’équivalence [1 : x1 : ... : xn]. On aura, donc :

h(x) :=
1

D

∑
w sur k(x)

nw max
i=1,...,n

{0,−w(xi)}.

La définition de hauteur logarithmique, ou hauteur de Weil d’un point
x ∈ k, de degré D sur k est, alors, obtenue en voyant x en tant que classe
d’équivalence [1 : x] ∈ P1(k) :

h(x) :=
1

D

∑
w sur k(x)/k

nw max{0,−w(x)}.

Nous donnons ici les propriétés principales de la hauteur logarithmique sur k
n
,

quelque soit n ∈ N\{0}, dont on servira dans le passages fondamentaux à venir.

Proposition 1.2.1. 1. Soient α, β ∈ kn. Alors :

h(α+ β) ≤ h(α) + h(β). (1.1)

2. Soient α, β ∈ kn. Soit αβ ∈ kn le produit terme à terme de α et β. Alors :

h(αβ) ≤ h(α) + h(β). (1.2)

3. Soient α, β ∈ kn. Soit (α, β) ∈ k2n le vecteur à 2n composantes obtenu en
prolongeant α avec les cordonnées de β. Alors :

h(α+ β) ≤ h(α, β). (1.3)

Il s’agit de propriétés impliquées de façon assez directe par les définitions.

En parallèle à la notion de hauteur d’un point algébrique dans un espace projec-
tif, nous définissons ci-dessous la hauteur d’un polynôme, en voyant la bijection
naturelle existant entre l’espace de polynômes à une variable de degré au plus
D à coefficients dans l’extension finie K de k et les points de KD+1.
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Définition 1.2.2. Soit P (X) = b0 + b1X + ... + bDX
D un polynôme de degré

D (donc, tel que bD �= 0) à une variable à coefficients dans k. La hauteur de
P (X) est :

h(P (X)) := h([1 : b0 : ... : bD]).

La hauteur du module de Drinfeld Φ (dont les coefficients sont toujours
b0, ..., bd ∈ k(Φ) comme dans la définition 1.1.1), qu’on indiquera avec la notation
h(Φ) est définie comme il suit :

h(Φ) :=
1

c(Φ)

∑
w sur k(Φ)/k

nw max
i=0,...,d

{0,−w(bi)}.

Nous remarquons que :
h(Φ) ≥ 1.

En effet, on a que :

h(Φ) =
1

c(Φ)

∑
w sur k(Φ)/k

nw max
i=0,...,d

{0,−w(bi)} ≥ 1

c(Φ)

∑
w sur k(Φ)/k

nw max{0,−w(T )} =

=
1

c(Φ)

∑
v sur k

∑
w|v

nw max{0,−v(T )} =
∑

v sur k

max{0,−v(T )} = h([1 : T ]) = 1.

La hauteur de Néron-Tate, ou hauteur canonique sur un module de
Drinfeld D = (Ga,Φ) de rang d est la forme polynomiale de degré d dans la
décomposition de Néron-Tate de la hauteur logarithmique. Une telle décomposition
existe en effet même dans le cas des modules de Drinfeld, n’incluant qu’une par-
tie polynomiale à degré d et une partie bornée. L’expression explicite de cette
hauteur canonique, définie dans le travail de L. Denis [Den1], est :

ĥD(x) = lim
n→∞

h(Φ(T n)(x))

qdn
.

Nous indiquerons dorénavant plus simplement avec la notation ĥ la hauteur ca-
nonique liée à un module de Drinfeld assigné, là où il y en a qu’un seul et on
n’a pas donc de risque d’ambiguité.

En sachant que l’ensemble des points de torsion d’un module de Drinfeld est,
comme dans le cas également des variétés abéliennes, le lieu des zéros de la
hauteur canonique sur ce module, il est donc naturel de se demander s’il existe
une borne inférieure pas nulle (fonction du degré de x) de la hauteur canonique
de x point pas de torsion.

Ce problème n’est qu’une version très particulière du plus ancien Problème de
Lehmer. Cette dernière est liée à une situation assez différente, où le domaine
d’étude est celui des corps de nombres. Précisément, on définit sur le groupe
multiplicatif Gm(Q) un analogue de la hauteur de Weil absolue, qu’on appelle
également h, dont les zéros sont les racines de l’unité (correspondants aux points
de torsion), et on pose (voir [Leh], page 476) la conjecture suivante :

Conjecture 3. Il existe une constante c > 0 telle que si P est un point
algébrique de degré D sur Q qui n’est pas racine de l’unité :

h(P ) ≥ c

D
.
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La meilleure minoration de h (vis à vis de la dépendance en D) actuellement
connue a été obtenue par E. Dobrowolski [Dob] :

Théorème 1.2.3. Il existe une constante c > 0 telle que pour tout x ∈ Gm(Q),
de degré D sur Q qui n’est pas une racine de l’unité :

h(x) ≥ c

D
(
log log(3D)

log(3D)
)3.

Comme le groupe multiplicatif est un exemple de groupe abélien doté d’une
structure de variété algébrique sur lequel le Problème de Lehmer a un sens, c’est
de la même manière naturel de se poser la question analogue dans le cas des
courbes elliptiques. La Conjecture de Lehmer Elliptique prend alors (voir [AM])
la forme suivante :

Conjecture 4. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres
K. Il existe une constante c = c(E/K) ne dépendant que du choix de E, telle
que, si P est un point pas de torsion de E :

ĥ(P ) ≥ c(E/K)

[K(P ) : K]
.

Beaucoup de méthodes ont été développés pour parvenir à des bonnes mi-
norations de la hauteur canonique dans le cadre des variétés abéliennes, comme
on montrera dans le tableau qui suit. Un nombre important d’entre elles se
basent cependant sur la compacité des variétés abéliennes en tant qu’espaces
topologiques, le ”Principe des Tiroirs” donnant une condition très puissante qui
s’applique aux pré-images des points de la variété par les fonctions abéliennes,
modulo le réseau. Grâce à cette condition, qui malheureusement n’est pas res-
pectée par les T−modules, on observe, en gros, qu’on ne peut pas avoir trop
de points de torsion modulo le réseau dans la ”bôıte” formée par les périodes
de ce dernier et on parvient à l’estimation finale par contradiction (voir, par
exemple, [Mas1]). C’est fondamentalement l’absence de cette condition qui pose
les problèmes principaux avec les modules de Drinfeld (et, plus généralement,
avec les T−modules), nous forçant à imposer la condition RV(r).

Le tableau qui suit résume l’histoire des trois principales minorations connues en
fonctions des hypothèses qu’on ajoute éventuellement à la courbe elliptique E,
parmi lequelles figure celle de la multiplication complexe, qu’on examinera
plus attentivement dans l’Appendice, et qui peut très facilement être formulée
même pour un module de Drinfeld. En particulier, il s’agit d’une condition
beaucoup plus puissante que l’hypothèse RV (voir la définition 1.1.5), qui en est
d’ailleurs conséquence sous certaines hypothèses (voir Appendice) .

ĥ(P ) ≥ RESTRICTION REFERENCE
c
D ( log logD

logD )3 CM M. Laurent (1983)[Lau1]
c

D3(logD)2 aucune D. Masser (1989)[Mas1]
c

D2(logD)2 j(E) /∈ Z M. Hindry-J. Silverman (1990)[HS]

Etant donné un module de Drinfeld, la Conjecture de Lehmer se reformule
de façon similaire à celle elliptique dans ce cadre (voir Conjecture 2).
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On dispose déjà de nombreux résultats dans ce cadre, dont certains sont re-
latifs à des conditions particulières respectées par les modules de Drinfeld qu’on
examine. L’un des premiers est une consequénce du Théorème de Northcott dans
le cas des modules de Drinfeld (voir Théorème 1.2.8) et offre une toute première

minoration de la hauteur canonique, de l’ordre de c−D2

2 , pour une constante
c2 > 0 à préciser (voir Théorème 1.2.10). Il s’agit donc encore d’une estimation
assez mauvaise, mais qui conduira au résultat expliqué dans les Théorèmes 1.1.7
et 1.1.8.

Dans le cas particulier du module de Carlitz, un cas spécial où le rang du module
est 1, L. Denis (voir [Den1]) obtient une minoration optimale à une puissance de
logD près avec une hypothèse de séparabilité dont nous verrons plus loin qu’on
peut l’amoindrir. Il s’agit d’un module de Drinfeld de type CM (ou, à multi-
plication complexe, voir l’Appendice pour la définition) et, en particulier, de
type RV aussi (voir la définition 1.1.5 et les considérations successives pour la
notation RV) :

Théorème 1.2.4. Soit D un module de Carlitz. Il existe un réel η > 0 effec-
tivement calculable en fonction de q tel que pour tout x algébrique et séparable
de degré ≤ D sur k, pas de torsion par rapport à D, on ait :

ĥ(x) ≥ η

D
(
log log(qD)

log(qD)
)3.

Dans une autre direction, sans hypothèse initiale sur le module de Drinfeld,
sans hypothèse de séparabilité sur le point x mais en supposant vérifiée une
condition locale sur x portant sur le comportement de ses valuations en une
place au dessus de l’infini (plus précisément, l’hypothèse supplémentaire porte
sur la hauteur locale en x qui dépend donc aussi du module de Drinfeld) D.
Ghioca (voir [Gh], Theorem 6.2, Theorem 6.3) montre une minoration du type :

ĥ(x) ≥ C

Dk
;

pour un certain k ≥ 1. Une condition supplémentaire sur la nature d’une telle
extension de places amène à une borne du type k ≤ d, où d est le rang du
module de Drinfeld.

Un deuxième résultat a été récemment produit par S. David et A. Pacheco
(voir [Dav-Pach]) qui ont montré une minoration de la forme suivante :

ĥ(x) ≥ c(D,K);

pour un module de Drinfeld D défini sur un corps de fonctions K ⊂ k, où
c(D,K) > 0 est une constante positive ne dépendant que de D et de K et
x ∈ Kab., où Kab. est la clôture abélienne de K dans k. Un tel résultat est
l’analogue de celui de F. Amoroso et R. Dvornicich (voir [Am-Dv]) qui avaient
montré une estimation sous une telle forme pour la hauteur d’un élément x ∈
Gm(Qab.) \Gm(Qab.)tors..

Proposition 1.2.5. Si x ∈ k, de degré D et de polynôme minimal P (X) ∈ k[X ],

h(P (X)) = Dh(x).



12 CHAPITRE 1. MINORATION DE HAUTEURS CANONIQUES

Démonstration. Soit P (X) =
∏D

j=1(X−βj) =
∑D−1

i=0 b′iX
i+XD = 1

bD

∑D
i=0 biX

i

polynôme minimal de l’élément x ∈ k, de degré D sur k. En général, les b′i ∈ k,
alors que les bi ∈ A, bD �= 0 et ils sont premiers entre eux. Alors :

Dh(x) =
∑

w sur k(x)/k

nw max{0,−w(x)} =
D∑
i=1

∑
v sur k

max{0,−v(βi)}.

En effet, toute valuation v sur k s’étend à r valuations w sur k(x)/k dis-
tinctes, donc à D =

∑r
i=1 eifi =

∑r
i=1 nwi valuations éventuellement égales ;

d’ailleurs, en indiquant toujours par v l’extension canonique de v à k(x) (v ad-
met une unique extension à kv, qui s’étend encore de façon unique à kv(x) =
k(x)v , se restreignant finalement à une extension particulière de v à k(x), que
nous appelons canonique), toute w|v sur k(x) est nécessairement de la forme
w(x) = (v ◦ σi)(x) = v(αi), pour un certain σi ∈ I(k(x)/k), ensemble des
k−isomorphismes de k(x) (i entre 1 et D) 3. Nous rappelons que tout a′i dans
l’expression de P (X) se calcule en tant que fonction symétrique élémentaire des
racines βi sous la forme :

b′i =
(Di )∑
j=1

i∏
lj=1

βlj .

Si, pour v sur k fixée, v(βi) > 0 pour tout i entre 1 et D, alors, toutes les
racines de P (X) sont dans l’idéal maximal Mv de l’anneau de valuation de
k(x)v , la structure algébrique d’un idéal implique nécessairement, alors, que tout
leur produit et somme reste dans le même idéal, donc, aura toujours valuation
strictement positive. Dans ce cas, l’expression de b′i avec les βi montre comment
v(b′i) > 0 pour tout i entre 0 et D − 1 ; on aura donc : h(P (X)) = 0 = h(x), ce
qui est en accord avec l’affirmation qu’on veut montrer. On peut donc supposer,
sans perte de généralité, qu’un nombre rv compris entre 1 et D de racines βi
de P (X) aient une valuation v strictement négative. Dans ce cas, b′rv est le
coefficient de P (X) de valuation v minimale, et telle que :

−v(b′rv) =
rv∑
i=1

−v(βv,i) =
D∑
i=1

max{0,−v(βi)},

avec βv,i les rv racines de P (X) à valuation négative. On a, alors, que :

h(P (X)) =
∑

v sur k

max
i=0,...,D−1

{0,−v(b′i)} =
∑

v sur k

max
i=0,...,D−1

{0,−
D∑

j=1

v(βj)} =

=
∑

v sur k

D∑
i=1

max{0,−v(βi)} = Dh(x).

On remarque que la même preuve, et donc le même résultat, ne reste pas
valable dans le cas des corps de nombres, suite à la présence d’une valuation

3. Voir [BG] pour des preuves détaillées
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archimédienne (correspondant à la place à l’infini) qui reste au contraire ul-
tramétrique (degT ) dans notre situation. Le résultat reste néanmoins valable
dans notre cas quelque soit l’hypothèse de séparabilité sur k(x)/k. En effet, on
a que D = Dsep.Dp.i., avec, respectivement, Dsep. degré de séparabilité et Dp.i.

degré de pure inséparabilité de k(x)/k, et donc :

Dh(x) =

Dsep.∑
i=1

∑
v sur k

Dp.i.nv max{0,−v(αi)};

pour v(αi) extension unique de v sur αi dans l’extension des corps k(x)/kp.i..
Ce qui laisse inchangées les mêmes formules utilisées dans la preuve.

Proposition 1.2.6. Soit D = (Ga,Φ) un module de Drinfeld fixé. Il existe alors
une valeur γ(Φ) > 0, ne dépendant que de Φ, telle que,

γ(Φ) := sup
x∈k

|h(x) − ĥ(x)|.

On sait qu’une telle valeur est liée à la hauteur du module de Drinfeld D =
(Ga,Φ) et devient donc une donnée importante dont va dépendre la méthode
de la démonstration. Dans le cas précis, on dispose du résultat suivant, par L.
Denis [Den2].

Théorème 1.2.7. Etant donné un module de Drinfeld D = (Ga,Φ) de rang d,
s’exprimant comme :

Φ(T )(τ) = T + a1(T )τ + ...+ ad(T )τ
d;

la constante γ > 0 qu’on lui associe est majorée de la façon suivante :

γ <
qd

(q − 1)(qd − 1)
h(a1, ..., ad, 1/a1, ..., 1/ad);

où on convient d’enlever de cette expression les éléments 1/ai quand le ai cor-
respondant est 0.

On en tire l’estimation :

γ < 2(d+ 1)h(Φ). (1.4)

En effet, comme q ≥ 2 et d ≥ 1, on en a qd

(q−1)(qd−1)
≤ 2 ; d’un autre côté :

h([1 : a1 : ... : ad : 1/a1 : ... : 1/ad]) =

= h([1 : a1 : ... : ad : 1 : ... : 1][1 : 1 : ... : 1 : 1/a1 : ... : 1/ad]) ≤
≤ h([1 : a1 : ... : ad]) + h([1 : 1/a1 : ... : 1/ad]).

On a alors que :

[1 : 1/a1 : ... : 1/ad] = [a1 : 1 : a1 : ... : a1][a2 : a2 : 1 : a2 : ... : a2]...[ad : ... : ad : 1].

En exprimant chacun de ces éléments sous la forme : [ai : ... : ai : 1 : ai : ... : ai],
où la valeur 1 apparâıt à la position i+1 pour tout i = 1, ..., d, ils se décomposent
de suivante manière :

[ai : ... : ai : 1 : ai : ... : ai] = [ai : 1 : ... : 1]...[1 : 1 : ... : 1 : ai].
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Nous avons alors, pour chaque i = 1, ..., d exactement un vecteur où ai apparâıt
au fur et à mesure en chaque position sauf la (i + 1)−ème. Il est donc possible
de multiplier à nouveau tous les termes dans un ordre opportun, de manière à
obtenir un produit de d vecteurs ayant des ai différents en chaque position, sauf
une, occupée par 1. Comme la hauteur de chacun de ces termes est toujours
h([1 : a1 : ... : ad]), la propriété (1.2) nous donne finalement la minoration an-
noncée.

Un tout premier résultat important pour l’effectivité de la théorie est le théorème
de Northcott, valable à la fois dans le cas des corps de fonctions et de corps
de nombres :

Théorème 1.2.8. On considère le corps k (respectivement, le corps Q dans le
cas de corps de nombres) ; il est plongé dans C (respectivement, Q ⊂ C), qui est
un corps algébriquement clos et complet. Soient A,B > 0 deux constantes fixées.
Alors, l’ensemble des points x ∈ kn, quelque soit n ∈ N \ {0} (respectivement,
x ∈ Q

n
, où Q est une clôture algébrique fixée de Q dans C) tels qu’on ait

[k(x) : k] ≤ A (respectivement, [Q(x) : Q] ≤ A) et h(x) ≤ B (respectivement,
hQ(x) ≤ B, où hQ est la hauteur logarithmique définie sur Q, voir par exemple
[BG] pour la définition) est fini.

Démonstration. Voir [Se1], page 16, pour le cas relatif aux corps de nombres.
Faute de référence, le cas du corps k vient assez directement du lemme qui suit
(cas n = 1).

Plusieurs travaux ont étés produits dans le but de trouver une borne supérieure
effective la plus précise possible en fonction de ceux du degré algébrique et de
la hauteur. Dans le cas d’un module de Drinfeld une estimation suffisante à nos
objectifs est la suivante :

Lemme 1.2.9. Pour tout χ ≥ 1, étant donné D ≥ 1, on a que :

|{x ∈ k, [k(x) : k] ≤ D,h(x) ≤ χ}| ≤ q5D2χ.

Démonstration. A tout x ∈ k de degréD sur k on associe l’un des ses polynômes
minimaux entiers P (X) de degréD à coefficients dans A, premiers entre eux (pas
forcément unitaire). Soit P1(X) le polynôme unitaire qu’on obtient en divisant
P (X) par le coefficient dominant de ce dernier. Comme, d’après la Proposition
1.2.5, Dh(x) = h(P1(X)), nous essayons de compter combien de polynômes à
coefficients dans A premiers entre eux sont des polynômes minimaux des x dans
l’ensemble qu’on étudie, avec un degré majoré par D et valeur en degT de leurs
coefficients majorés par Dχ. On notera :

P1(X) =

D−1∑
i=0

ai
aD

X i +XD =
1

aD
P (X).

Nous remarquons que :

h(P1(X)) = h([1 : a0/aD : ... : aD−1/aD : 1]) = h([a0 : ... : aD]) =

=
∑

v sur k

max
i=0,...,D

{−v(ai)} = max
i=0,...,D

{−v1/T (ai)} = max
i=0,...,D

{degT (ai)}.
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On a, donc :

|{P (X) ∈ A[X ] \A, degX(P (X)) ≤ D,h(P1(X)) ≤ Dχ}| ≤ q(Dχ+1)(D+1).

Or, comme tout polynôme irréductible de degré D admet au plus D racines
distinctes, le nombre de ces polynômes, respectant les conditions sur leur degré
et leur hauteur, doit être multiplié par D. En définitif :

|{x ∈ k, [k(x) : k] ≤ D,h(x) ≤ χ}| ≤ Dq(Dχ+1)(D+1) ≤ DqκD2χ ≤ qc̃D2χ,

pour c̃ > κ > 1 opportunes. On remarque que les constantes κ et c̃ ne sont pas
universelles, mais dépendent de la valeur minimale de χ. Plus précisément, ils
augmentent pour tout choix de χ de plus en plus petit. Pour χ ≥ 1, un choix
acceptable immédiat est : κ = 4 et c̃ = 5.

Théorème 1.2.10. Soit D = (Ga,Φ) un module de Drinfeld quelconque de rang

d. Il existe alors une constante positive c2 = q5d(2(d+1)h(Φ)+1)c(Φ)2 telle que, si
x ∈ D(k)NT et D = [k(x) : k], on a l’estimation suivante :

ĥ(x) ≥ 1

cD
2

2

.

Démonstration. Si ĥ(x) ≤ 1, par la Proposition 1.2.6 et le Théorème 1.2.7,
h(x) ≤ 1 + γ ≤ 1 + 2(d + 1)h(Φ). Un majorant du nombre d’éléments de cet

ensemble est alors, par le Lemme 1.2.9 : q5D
2(1+γ). S’il existe c3 > 0 tel que x ∈

D(k)NT de degré D sur k et de hauteur canonique telle que ĥ(x) < 1

qc3D2c(Φ)2
,

tout élément a ∈ A de degré degT (a) en T serait tel que :

ĥ(Φ(a)(x)) = qd degT (a)ĥ(x) <
qddegT (a)

qc3D2c(Φ)2
.

On choisit c3 assez grande pour que cette dernière valeur soit ≤ 1. On obtient
que :

qd degT (a)−c3D
2c(Φ)2 ≤ 1.

Ce qui signifie :

degT (a) ≤
c3D

2c(Φ)2

d
.

L’estimation qu’on a tirée du Lemme 1.2.9 et de la Proposition 1.2.6 nous permet
de dire que le nombre d’éléments y algébriques de degré au plus Dc(Φ) sur
k et dont la hauteur h est telle que h(y) ≤ 1 + 2(d + 1)h(Φ), est au plus

q5(1+2(d+1)h(Φ))D2c(Φ)2 . Nous remarquons que pour tout a ∈ A \ {0} de degré
degT (a) ≤ M où M est un entier fixé, l’élément y = Φ(a)(x) est algébrique de
degré [k(Φ, x) : k] ≤ Dc(Φ). Or, le nombre des Φ(a)(x) est, si x n’est pas de
torsion (donc, a �= b =⇒ Φ(a)(x) �= Φ(b)(x)), exactement qM+1. En imposant,
alors, M = [ 1d (c3D

2c(Φ)2)], on aura nécessairement au moins qM+1 éléments
distincts avec degré sur k au plus Dc(Φ) et hauteur canonique au plus 1. On sait

également que cet ensemble contient au plus q5(1+2(d+1)h(Φ))D2c(Φ)2 éléments.
Donc, pour c3 = 5d(1 + 2(d+ 1)h(Φ)) :

[
c3D

2c(Φ)2

d
] + 1 > 5(1 + 2(d+ 1)h(Φ))D2c(Φ)2,
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achevant la preuve pour c2 := qc3c(Φ)2 . On remarque, ensuite, qu’il est possible
d’exprimer c2 en fonction uniquement de h(Φ), de d et de c(Φ), comme c’est le
cas pour c3. On peut alors poser :

c2 = q5d(2(d+1)h(Φ)+1)c(Φ)2.

Corollaire 1.2.11. Pour tout N ∈ N \ {0} et pour tout 1 ≤ D ≤ N :

ĥ(x) ≥ c−N2

2 ;

pour tout x ∈ D(k)NT de degré algébrique sur k au plus N .

Démonstration. Comme conséquence du Lemme 1.2.9 on sait que :

ĥ(x) ≥ c−D2

2 ;

pour tout D ≥ 1. Si, alors, x algébrique de degré D sur k, pour D ≤ N :

ĥ(x) ≥ c−N2

2 .

Proposition 1.2.12. Le nombre X des polynômes unitaires et irréductibles
dans A de degré N , pour N ∈ N \ {0}, vérifie l’estimation :

1

2

qN

N
≤ X ≤ qN

N
.

Démonstration. La valeur exacte de X en fonction de N est :

X = 1/N
∑
d|N

μ(N/d)qd;

où μ est la fonction de Moebius, comme montré dans le livre de K. Ireland et M.
Rosen [IR], page 84. Alors, pour tout d|N , μ(N/d) ≤ 1, ce qui donne l’inégalité,
pour 4 N ≥ 2 :

X − qN

N
≤

N∑
i=2

q[N/i]

N
≤ 1

N

[N/2]∑
i=1

qi ≤ 1

N

q(N/2)+1 − q
q − 1

=

=
1

N

q

q − 1
(qN/2 − 1) ≤ 1

2

qN

N
,

comme qN/2− 1 ≤ q−1
2q q

N pour tout q et N comme dans les hypothèses. Ce qui
nous donne une première inégalité :

X ≤ 3

2

qN

N
.

D’un autre coté,

X = |q
N

N
+

1

N

∑
d|N,d �=N

μ(
N

d
)qd| =

4. Pour N = 1 il suffit de se rappeler que X = q, ce qui respecte l’énoncé.
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= |q
N

N
− (− 1

N

∑
d|N,d �=N

μ(
N

d
)qd)| ≥ qN

N
− q

q − 1
(qN/2 − 1) ≥ 1

2

qN

N
,

grâce à la majoration précédente de la différence entre la valeur totale et le
terme principal.

Finalement, se souvenant d’un important analogue en Fq[T ] de la décomposition
du polynôme Tm − 1 dans Q[T ] en polynômes cyclotomiques de degré divisant
m, pour lequel on a :

T qN − T =
∏
d|N

φd(T );

φd(T ) ∈ Fq[T ] produit des polynômes irréductibles et unitaires de degré d, en
appelant Xd le nombre de ces derniers, on a :

degT (
∏
d|N

φd(T )) = NX +
∑

d|N,d �=N

dXd = degT (T
qN − T ).

En particulier, on a :

X ≤ qN

N
.

Une conséquence de la Proposition 1.2.12 est, comme déjà remarqué après la
définition 1.1.6, la possibilité de se réduire effectivement à considérer la situation
c1 = 1/2 dans le cas où r = 1. En effet, si le nombre des polynômes irréductibles
et unitaires de degré N est au moins qN/2N , ce sera le même à plus forte raison
pour le nombre des polynômes irréductibles et unitaires de degré ≤ N .

On remarque, d’ailleurs, comment une deuxième conséquence de cette Pro-
position est l’impossibilité de l’existence d’une hypothétique formulation de
la condition RV(r) pour un module de Drinfeld, dans le cas où r > 1. Une
telle condition entrerait immédiatement en conflit avec le fait que le nombre
total des polynômes irréductibles et unitaires de degré ≤ N soit de l’ordre
qN/N + qN−1/(N − 1) + ...+ q ≤ qN , alors qu’un sous-ensemble à priori strict
de celui ci aurait cardinalité d’ordre qrN/2N , pour r > 1, ce qui est impossible
pour N très grand.

On énonce, finalement, le véritable résultat clé dont on se servira pour prouver
les Théorèmes 1.1.7 et 1.1.8 ; il s’agit du Lemme de Siegel, dont la preuve est
à repérer dans [Den1] :

Lemme 1.2.13. Soient aj,i (1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ j ≤ M) des éléments de k

engendrant une extension k̃/k finie de degré D. Supposons N > MD. Alors il
existe des éléments x1, ..., xN ∈ A, pas tous 0, vérifiant :∑

1≤i≤N

xiaj,i = 0

pour tout 1 ≤ j ≤M , tels que

degT (xi) ≤
D

N −MD

∑
1≤j≤M

h(aj,1, ..., aj,N )
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pour tout 1 ≤ i ≤ N .

Dorénavant on supposera que le module de Drinfeld D = (Ga,Φ) est RV(r).

La démarche de la preuve du Théorème 1.1.7 (et du Théorème 1.1.8) consiste à
montrer que l’Hypothèse suivante, qu’on supposera satisfaite jusqu’à parvenir à
une contradiction, est fausse :

Hypothèse 1. Pour toute C > 0 il existe x ∈ D(k)NT , de degré algébrique D
sur k, D ∈ N, D ≥ qq+d+1, tel que

ĥ(x) < C
(log logD)μ

D(logD)κ
;

où :

κ := 2 +
d

r
h(Φ)c(Φ); (1.5)

et :

μ := 1 +
2d

r
h(Φ)c(Φ). (1.6)

1.3 Polynôme auxiliaire

1.3.1 Cas séparable

Supposons x séparable sur k. On remplacera dorénavant k par ksep clôture
séparable de k dans k et D sera le degré séparable de x sur k. La notation
D(ksep)NT indiquera aussi les points pas de torsion du module ed Drinfeld D
algébriques séparables sur k.

Lemme 1.3.1. 1. Soit x ∈ D(ksep)NT , soient σ1, ..., σD′ les différents plon-
gements fixant k(Φ) (où D′ := [k(Φ, x) : k(Φ)]) du corps k(Φ, x) dans k.
Pour des raisons pratiques on fixera un prolongement de chacun de ces
k(Φ)−isomorphismes de k(Φ, x) en un automorphisme de k sans changer
leur appellation. Pour tout couple (a, b) ∈ A2 telle que a/b ∈ k \Fq, on a :

σi(Φ(a)(x)) �= σj(Φ(b)(x));

pour tout couple (i, j) ∈ {1, ..., D′}2.
2. Soit M un sous ensemble de A formé d’éléments premiers entre eux deux

à deux tel que pour tout a ∈ M, il existe i �= j, i et j entre 1 et D′, tels
que σi(Φ(a)(x)) = σj(Φ(a)(x)). Alors, la cardinalité de M est majorée par
logD′/ log 2.

Démonstration. 1. Si σi(Φ(a)(x)) = σj(Φ(b)(x)) pour un couple (i, j) ∈
{1, ..., D′}2 et a et b tels que a/b /∈ Fq, Φ(a)(x) et Φ(b)(x) sont conjugués,
donc il existe σ ∈ G(kx/k(Φ)) (où kx est la clôture de Galois de k(Φ, x)/k(Φ)),
tel que σ(Φ(a)(x)) = Φ(b)(x). Comme le groupe de Galois de kx/k(Φ) est
fini, il existe un ordre μ de σ, tel que σμ = idkx . On a alors,

Φ(aμ)(x) = σμ(Φ(aμ)(x)) = Φ(aμ−1)(σμ(Φ(a)(x))) = Φ(aμ−1)(σμ−1(Φ(b)(x))) =

= Φ(aμ−2)(σμ−1Φ(a)(Φ(b)(x))) = Φ(aμ−2)(σμ−2Φ(b2)(x)) = ... = Φ(bμ)(x);
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ce qui veut dire que x est de torsion (comme a/b ∈ k \Fq nous avons qu’il
existe un élément aμ − bμ ∈ A \ {0} tel que Φ(aμ − bμ)(x) = 0. Si en effet
aμ = bμ alors a/b est une racine de l’unité dans Fq(T ), ce qui impliquerait
que a/b ∈ Fq), en contradiction avec l’hypothèse.

2. Pour a ∈ A et j entre 1 et D′, soit :

I(a, j) = {i ∈ {1, ..., D′}/σi(Φ(a)(x)) = σj(Φ(a)(x))}.
On a alors les propriétés suivantes le concernant :

(a) |I(a, j)| = |I(a, i)| pour tout couple (i, j) ∈ {1, ..., D′}2 et deux en-
sembles différents de cette forme sont disjoints.

(b) Si a et b sont premiers entre eux, |I(a, i) ∩ I(b, j)| ≤ 1.

(c) Si a et b sont premiers entre eux, |I(ab, j)| ≥ |I(a, j)||I(b, j)|.
Le premier point est conséquence de la Théorie des Corps. Si i �= j
dans {1, ..., D′}, r ∈ I(a, j) veut dire que Φ(a)(x) ∈ k(Φ, x)σjσ

−1
r et

que k(Φ)(Φ(a)(x)) = ∩r∈I(a,j)k(Φ, x)
σjσ

−1
r ; [k(Φ, x) : k(Φ)(Φ(a)(x))] =

|I(a, j)|, ce qui ne dépend pas du j choisi. Par ailleurs, si I(a, i)∩I(a, j) �=
∅, i ∈ I(a, j) et vice-versa, ce qui fournit une relation d’équivalence entre
les éléments de {1, ..., D′}, d’où le premier point. Pour le deuxième point :
si l,m ∈ I(a, i) ∩ I(b, j), σm(Φ(b)(x)) = σl(Φ(b)(x)) et σm(Φ(a)(x)) =
σl(Φ(a)(x)), donc grâce au Théorème de Bachet-Bézout, σm(Φ((a, b))(x)) =
σl(Φ((a, b))(x)) (où on indique avec la notation (a, b) le plus grand divi-
seur commun de a et b dans A), et par conséquent, comme l et m sont
premiers entre eux, σm(x) = σl(x), donc m = l. Pour le troisième point,
considérons l’inégalité suivante :

|I(ab, j)| ≥ | ∪i∈I(a,j) I(b, i)|.
En effet, comme l ∈ I(b, i) est tel que σl(Φ(b)(x)) = σi(Φ(b)(x)), à plus
forte raison σl(Φ(ab)(x)) = σi(Φ(ab)(x)) = σj(Φ(ab)(x)), d’où :

∪i∈I(a,j)I(b, i) ⊂ I(ab, j).
Les deux points précédents montrent alors le troisième.

Finalement, pour n’importe quel i fixé, commeM est justement l’ensemble
des a ∈ A respectant la condition du point 2 et tels qu’il existe au moins un
autre indice j �= i pour le quel σi(Φ(a)(x)) = σj(Φ(a)(x)), on a facilement
que |I(a, i)| ≥ 2. En conclusion, on peut dire que :

2|M| ≤
∏
a∈M

|I(a, i)| ≤ |I(
∏
a∈M

a, i)| ≤ D′;

ce qui donne :

|M| ≤ logD′

log 2
.

Corollaire 1.3.2. La cardinalité de M est donc majorée par logD/ log 2, puisque
D′ = [k(Φ, x) : k(Φ)] ≤ [k(x) : k] ≤ D. De la même manière, il faut se souvenir
du fait que les conjugués distincts de chaque Φ(a)(x), pour a qui varie dans
A \ {0}, sont D′.
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Définition 1.3.3. Soit K un corps de valuation non-archimédienne complet
par rapport à celle-ci. Soit U ⊂ K un ouvert dans K par rapport à la topologie
induite sur ce dernier par la valeur absolue 1/T−adique. Une application :

f : U → K;

est analytique sur K si et seulement si elle est sous la forme suivante :

f(z) =
∑
i≥0

aiz
i, ∀z ∈ U ;

et une telle expression formelle en série de puissances converge à f(z) pour tout
z ∈ U . Si U = K on dit que f est entière et en particulier que limi→+∞ aiR

i =
0 pour tout R ∈ R+.

La dérivée divisée à l’ordre h d’une fonction analyique f : K → K, définie
sur un corps K muni d’une métrique et à caractéristique p > 0, est la fonction
analyique d(h) : K → K correspondant au coefficient du terme Hh, où H ∈ K∗

est un paramètre quelconque, dans le développement en série de puissances de
H de l’expression formelle f(z +H).

Cette définition peut s’étendre de manière intuitive au Jacobien divisé d’une
fonction analytique plus générale, du type :

f : Km → Kn.

Remarque 1.3.4. Etant donné un polynôme A(X) ∈ k[X ] \ {0}, un élément
x ∈ k est racine de A(X) de multiplicité au moins h ≥ 1 si et seulement si
d(h

′)A(x) = 0 pour tout h′ = 0, ..., h− 1.

Démonstration. On va procéder par récurrence sur h. Le cas où h = 1 est
immédiat. Supposons donc h ≥ 2. Soit A(X) et soit x une racine de A(X). On
va montrer d’abord que si elle est de multiplicité h alors les dérivées divisées de
A(X) jusqu’à l’ordre h−1 s’annulent en x. Si x est racine de A(X) de multiplicité
h elle est en particulier racine de A(X) avec multiplicité h− 1, ce qui veut dire
que A(X) admet une décomposition unique dans le domaine factoriel k[X ] de
la forme :

A(X) = (X − x)h−1R(X);

et, par l’hypothèse de récurrence, ceci revient à dire que :

d(h
′)A(x) = 0;

pour chaque 0 ≤ h′ ≤ h − 2. Il nous reste alors à montrer que dans une telle
situation, x est racine de A(X) de multiplicité h si et seulement si d(h−1)A(x) =
0. En choisissant un paramètre H on développe :

A(X +H) = ((X − x) +H)h−1R(X +H);

en obtenant :

d(h−1)A(X) =

h−2∑
h′=0

(
h− 1

h′

)
(X − x)h−1−h′

d(h
′)R(X) +R(X).
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On a donc :
d(h−1)A(x) = R(x).

Par conséquent, d(h−1)A(x) = 0 si et seulement si R(x) = 0 ou de façon
équivalente, si et seulement si (X − x)|R(X) dans k[X ]. Donc, si et seulement
si :

A(X) = (X − x)hR̃(X);

où R̃(X) = R(X)/(X − x) ∈ k[X ]. Si on suppose par contre que d(h
′)A(x) = 0

pour chaque h′ = 0, ..., h−1 et donc, en particulier, pour chaque h′ = 0, ..., h−2,
l’hypothèse de récurrence implique que x est racine de A(X) de multiplicité
h− 1. Comme on est donc à nouveau dans le cas de la même décomposition de
A(X) qu’on a déjà étudié avant, si on répète les mêmes passages précédents on
retrouve encore une fois que d(h−1)A(x) = 0 si et seulement si R(x) = 0, ce qui
prouve donc que x est racine de A(X) de multiplicité h.

On se propose premièrement de montrer le Théorème suivant :

Théorème 1.3.5. Soient L, t,D ∈ N tels qu’on ait que :

L2 > tDc(Φ).

Soit N ∈ A polynôme en T de degré :

degT (N) =

[
1

d
logL

]
+ 1.

Il existe alors un polynôme :

G(X,Y ) =
L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pijX
iY j ∈ A[X,Y ] \ {0};

de degré au plus L− 1 tant en X qu’en Y tel que :

GN (X) := G(X,Φ(N)(X)) ∈ A[Φ][X ] \ {0};

s’annule en x avec multiplicité t et les coefficients pij ∈ A de G(X,Y ) sont tels
que :

degT (pij) ≤
Dc(Φ)

L2 − tDc(Φ)Σ;

pour chaque 0 ≤ i, j ≤ L − 1, où Σ est la somme des hauteurs des vecteurs
constitués par les lignes de la matrice des coefficients du système linéaire

d(h)GN (x) = 0,

pour h = 0, ..., t − 1, dont les inconnues sont justement les coefficients (à
déterminer) de G(X,Y ), ceux de N étant fixés.

Démonstration. Construisons le polynômeG de façon directe. Il est nécessairement
de la forme :

G(X,Y ) =

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pijX
iY j .
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Si on impose sur un élément N ∈ A \ {0} d’être tel que GN �= 0 dans A[Φ][X ],
cela équivaut à dire que la variété algébrique d’équation Y = Φ(N)(X) dans
C2 n’est pas contenue dans celle associée au polynôme G(X,Y ). Autrement dit,
dans le domaine factoriel A[Φ][X,Y ] on a la condition suivante :

Y − Φ(N)(X) � G(X,Y ).

En imposant qd degT (N) > L− 1 cela est évidemment satisfait. On pose, alors :

degT (N) := [
1

d
logL] + 1. (1.7)

On aura, donc :
L− 1 < qd degT (N) ≤ qdL. (1.8)

Imposer maintenant l’annulation de GN sur x à l’ordre t revient à dire que la
dérivée divisée de GN à l’ordre h, pour tout 0 ≤ h ≤ t − 1, s’annule en x. Ce
qui donne un système linéaire à t conditions, dont les inconnues sont les L2

coefficients de G. Si on impose donc L2 > Dc(Φ)t, où Dc(Φ) ≥ [k(Φ, x) : k], les
conditions du Lemme 1.2.13 sont satisfaites. En posant Σ comme expliqué dans
l’énoncé on a le Théorème.

La stratégie qu’on se propose de suivre pour arriver à une contradiction
consiste à montrer que le polynôme GN (X), pas nul par hypothèse, a pourtant
plus de zéros qu’il pourrait en avoir.

Nous examinons donc ce polynôme, qu’on appellera dorénavant polynôme auxi-
liaire :

GN (X) =

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pijX
i(Φ(N)(X))j .

Les propriétés des dérivées divisées permettent de dire non seulement que x est
un zéro d’ordre t de GN (X), mais que, pour h = 0, ..., t − 1, la dérivée divisée

G
(h)
N (X) de GN (X) à l’ordre h admet également x comme zéro d’ordre t − h.

En laissant h ≤ t− 1 générique, on a alors la décomposition suivante :

G
(h)
N (X) = Δ(X)t−hRh(X)

où Δ(X) ∈ k(Φ)[X ] est le polynôme minimal de x sur k(Φ) et GN (X) =
Δ(X)tRh(X) pour un certain Rh(X) ∈ k(Φ)[X ].

Proposition 1.3.6. Il existe h ∈ N \ {0} assez grand, qu’on déterminera plus
tard, respectant les conditions du Théorème 1.3.5 tel que, quelque soit l ∈ A\{0}
qui respecte la propriété RV, on ait que :

G
(h′)
N (Φ(l)(x)) = 0;

pour tout 0 ≤ h′ ≤ h− 1.

On va montrer cette Proposition par l’absurde en supposant l’hypothèse
suivante et en tirant une contradiction :

Hypothèse 2. Supposons que pour un opportun l ∈ A comme dans la Propo-
sition 1.3.6, on ait que :

G
(h′)
N (Φ(l)(x)) �= 0;

pour au moins un h′ tel que 0 ≤ h′ ≤ h − 1, où h est celui de la Proposition
1.3.6.
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Majoration de la hauteur du polynôme auxiliaire

On commence par majorer la hauteur de G
(h′)
N (Φ(l)(x)). Pour cela, il faut

d’abord comprendre l’expression précise de la dérivée divisée à l’ordre h générique
du polynôme GN (X) ∈ A[Φ][X ] \ {0}, dans le but de pouvoir bénéficier de l’es-
timation de ses coefficients, dont on dispose suite au Lemme de Siegel.

On avait vu que Σ =
∑M

j=1 h(aj1, ..., ajN ) où les aj,i ∈ k sont les coefficients du
système de Siegel qui, dans notre cas, a la forme :

d(h)GN (x) = 0

pour toute dérivée divisée d(h) à l’ordre h = 0, ..., t−1 deGN (X) = G(X,Φ(N)(X))
dans x. On rappelle que :

G(X,Y ) =

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pijX
iY j .

Par définition, la dérivée divisée de GN (X) en x à l’ordre h est le coefficient de
Hh, où H est un paramètre, dans l’expression en série de puissances de H de la
translatée formelle :

GN (X +H) =

=

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pij(

i∑
a=0

(
i

a

)
X i−aHa)(

j∑
b=0

(
j

b

)
(Φ(N)(X))j−b(Φ(N)(H))b);

où :

Φ(N)(H) =

d degT (N)∑
s=0

ãs(T )H
qs ,

où les ãs(T ) sont des éléments dans k(Φ), venant d’une écriture explicite du
polynôme additif Φ(N(T )) = N(Φ(T )) ∈ k{τ}, de degré d degT (N) en τ . L’ex-
pression finale de cette dérivée divisée à l’ordre h est alors fonction de la valeur
de h et est une somme d’autant de termes que le nombre de toutes les possi-
bilités de former la puissance Hh dans l’expression précédente de la translatée
formelle GN (X + H), en rappelant l’expression de Φ(N)(H) que nous venons
d’écrire. Chacun de ces termes est de la forme suivante :

L−1∑
i=a

L−1∑
j=b

pij

(
i

a

)(
j

b

)(
b

n0, ..., nd degT (N)

)
X i−a(Φ(N)(X))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãi(T )
ni =

=

L−1∑
i=a

L−1∑
j=b

pij

(
i

a

)(
j

j − b, n0, ..., nddegT (N)

)
X i−a(Φ(N)(X))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãi(T )
ni ,

pour tout couple (a, b) et toute (d degT (N)+1)−uplet n = (n0, ..., nddegT (N)) ∈
Nd degT (N)+1 telle que :

b =

d degT (N)∑
i=0

ni



24 CHAPITRE 1. MINORATION DE HAUTEURS CANONIQUES

et

h = a+

d degT (N)∑
i=0

niq
i.

On a, donc, que 0 ≤ a ≤ h et 0 ≤∑d degT (N)
i=0 niq

i ≤ h− a.
Pour tout couple (i, j) ∈ {0, ..., L− 1}2, le coefficient associé à l’inconnue pij

dans le système de Siegel

d(h)GN (x) = 0

est alors :

∑
(a,b,n)∈I(i,j,h)

(
i

a

)(
j

j − b, n0, ..., nddegT (N)

)
xi−a(Φ(N)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i ,

avec l’ensemble :

I(i, j, h) := {(a, b, n0, ..., nd degT (N)) ∈ Nd degT (N)+3, 0 ≤ a ≤ min{i, h},

, a+

d degT (N)∑
i=0

niq
i = h,

d degT (N)∑
i=0

ni = b}.

La hauteur Lh de la ligne h−ième

d(h)GN (x) = 0

du système de Siegel sera alors :

h(Lh) := h({
∑

(a,b,n)∈I(i,j,h)
xi−a(Φ(N)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i }(i,j)) =

=
1

[k(Φ, x) : k]

∑
v sur k(Φ,x)/k

nv max
(i,j)
{0,−v(

∑
(a,b,n)∈I(i,j,h)

xi−a(Φ(N)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i )}.

La propriété (1.3) nous amène à majorer la hauteur h(Lh) de cette façon :

h(Lh) ≤ 1

[k(Φ, x) : k]

∑
v sur k(Φ,x)/k

nv max
(i,j,a,b,n)

{0,−v(xi−a(Φ(N)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i )} =

= h({xi−a(Φ(N)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i }(i,j,a,b,n)).

Pour tout choix i, j = 0, ..., L − 1, a = 0, ...,min{i, h}, b tel que h = a +∑d degT (N)
i=0 niq

i, à l’élément xi−a(Φ(N)(x))j−b de l’équation h est de façon uni-

voque associé un élément
∏d degT (N)

i=0 ãni

i tel que h = a+
∑d degT (N)

i=0 niq
i, créant

alors un nouveau vecteur d’égale longueur à celle de {xi−a(Φ(N)(x))j−b} (avec
i, j, a, b dans les bornes indiquées avant), son produit avec ce dernier, compo-
sante par composante, donnant celui dont on vient d’indiquer la hauteur. La
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propriété du produit (1.2) nous permet donc encore de majorer h(Lh) de la
manière suivante :

h(Lh) ≤ h({xi−a(Φ(N)(x))j−b}) + h({
ddegT (N)∏

i=0

ãni

i }).

Suite aux propriétés des hauteurs, le premier terme est majoré par la valeur :

L[h(x) + h(Φ(N)(x))].

Cherchons une majoration du deuxième. SiN(T ) = α0+α1T+...+αdegT (N)T
degT (N) ∈

A, avec :

Φ(N(T )) = N(Φ(T )) = α0 + α1Φ(T ) + ...+ αdegT (N)Φ(T )
degT (N);

examinons la hauteur de chacun de ces termes dans la somme. Pour 0 ≤ δ ≤
degT (N) :

(Φ(T )(τ))δ =

dδ∑
i=0

(
∑

j∈Δδ(i)

δ∏
s=1

aq
∑s−1

ν=0
j(ν)

j(s) )τ i;

où :

Δδ(i) := {(j(1), ..., j(δ)) ∈ Nδ;

δ∑
s=1

j(s) = i};

avec j(s) ∈ {0, ..., d}, j(0) := 0. En effet, si on considère la puissance :

Φ(T )(τ)δ = (T + a1τ + ...+ adτ
d)(T + a1τ + ...+ adτ

d)...(T + a1τ + ...+ adτ
d);

en développant les produits selon les règles arithmétiques de l’algèbre de Ore
k{τ} on obtient le coefficient de τ i, quelque soit i = 0, ..., dδ, en multipliant
entre eux les coefficients aj(s) de chaque s−ième terme du produit de toutes

les façons possibles afin que
∑δ

s=1 j(s) = i, soumis à l’action des puissances
j(0), ..., j(s− 1) de τ , où on impose j(0) := 0. Comme, en effet, aj(s) n’est, dans
son propre s−ième terme, soumis qu’à l’action de l’identité τ0, cette action le
fait apparâıtre dans le produit avec exposant 1, qu’on représente par le cas s = 0
pour rendre la formule compatible avec toute situation possible. En effet, aj(1)
n’est soumis qu’à l’action de τ0 dans le produit, ce qui donne ce dernier sous

la forme aq
j(0)

j(1) = aj(1). Si on appelle ãi le coefficient de τ i dans l’expression de

Φ(N), de façon que :

Φ(N)(τ) =

dδ∑
i=0

ãiτ
i;

on en a que :

−w(ãi) ≤ max{
δ∑

s=1

−q
∑s−1

ν=0 j(ν)w(aj(s))} ≤ δqi max
j=0,...,d

{−w(aj)}.

Alors :

h({
d degT (N)∏

i=0

ãni

i }(i,j,a,b,n)) =
1

c(Φ)

∑
w sur k(Φ)/k

nw max{0,−
ddegT (N)∑

i=0

niw(ãi)} ≤
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≤ 1

c(Φ)

∑
w sur k(Φ)/k

nw

ddegT (N)∑
i=0

max{0,−niw(ãi)} ≤

≤ 1

c(Φ)

∑
w sur k(Φ)/k

nw

d degT (N)∑
i=0

ni degT (N)qi max
j=0,...,d

{0,−w(aj)} ≤ degT (N)h(Φ)h.

En conclusion, pour chaque h = 0, ..., t− 1 :

h(Lh) ≤ L[h(x) + h(Φ(N)(x))] + degT (N)h(Φ)h. (1.9)

Or :

G
(h′)
N (Φ(l)(x)) =

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pij
∑

(a,b,n)∈I(i,j,h′)

(Φ(l)(x))i−a(Φ(Nl)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i ;

pour tout 0 ≤ h′ ≤ h− 1 (où on considère h ≥ 1 parmi ceux inférieurs à t qu’on
vient d’examiner), comme conséquence des calculs précédents. Donc :

h(G
(h′)
N (Φ(l)(x))) = h(

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pij
∑

(a,b,n)∈I(i,j,h′)

(Φ(l)(x))i−a(Φ(Nl)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i ).

On obtient donc la majoration :

h(G
(h′)
N (Φ(l)(x))) ≤ h(pij) + L[h(Φ(l)(x)) + h(Φ(Nl)(x))] + degT (N)h(Φ)h′.

On est maintenant face à deux situations possibles :

1. w(x) ≥ 0 pour chaque w extension de la place vl, où vl est la place
l−adique sur A, à k(Φ, x) (on indique le fait que w étende vl à k(Φ, x)
avec la notation w|vl) ;

2. Il existe au moins une place w|vl sur k(Φ, x) telle que w(x) < 0.

Minoration de la hauteur de G
(h′)
N (x)

Dans le cas où w(x) ≥ 0 pour chaquew|vl surA, on pose ζ := Nk(Φ,x)/k(G
(h′)
N (Φ(l)(x))),

en supposant d’après l’hypothèse 2 que pour un opportun nombre naturel h′ < h

on ait que G
(h′)
N (Φ(l)(x)) �= 0, et on a, en indiquant I(k(Φ, x)/k) l’ensemble des

k−isomorphismes de l’extension k(Φ, x)/k :

h(ζ) = h(
∏

σ∈I(k(Φ,x)/k)

σ(G
(h′)
N (Φ(l)(x)))) ≤ [k(Φ, x) : k]h(G

(h′)
N (Φ(l)(x)))

comme la hauteur de Weil est stable sous la conjugaison et respecte la propriété
(1.2). En supposant w(x) ≥ 0 pour chaque w|vl, le polynôme minimal unitaire
Δ(X) de x est à coefficients dans Ol, anneau de vl−valuation dans k(Φ). On
sait que :

G
(h′)
N (Φ(l)(x)) = Δ(Φ(l)(x))t−h′

Rh′(Φ(l)(x))
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où Δ(X) etRh′(X) sont dansOl[X ]\{0} 5 (notons que puisque Δ(X),Φ(l)(X) ∈
Ol[X ] alors Rh′(X) ∈ Ol[X ] aussi). Alors, en utilisant l’hypothèse RV(r) sur l,

Δ(Φ(l)(x)) ≡ Δ(xq
d degT (l)

) mod (w).

Nous remarquons maintenant que Δ(X) ∈ Ol[X ] et que le degré d’inertie fl,Φ
de l’extension vl,Φ de la place vl à Ol est tel que :

fl,Φ = [Ovl,Φ/vl,Φ : Al/l];

où Ovl,Φ et Al sont, respectivement, les completés de Ol par rapport à vl,Φ et
de A par rapport à vl. Par conséquent, on a que :

|Ovl,Φ/vl,Φ| = qfl,Φ degT (l).

Comme dans la condition RV, respectée par l, on demande que fl,Φ = 1, il
s’ensuit que les coefficients de Δ(X) sont congrus à leurs puissances d’exposant
qd degT (l) mod (vl,Φ) et donc mod (w). Par conséquent, on a que :

Δ(xq
d degT (l)

) ≡ Δ(x)q
d degT (l) ≡ 0 mod (w).

On peut donc conclure que :

w(G
(h′)
N (Φ(l)(x))) ≥ t− h′;

pour toute w|vl. Nous appliquons l’hypothèse 2 : en supposant G(h′)(Φ(l)(x)) �=
0, il s’ensuit que ζ �= 0 et, par conséquent, que ζ−1 existe. Comme vl(ζ) =∑

w|vl w(G
(h′)
N (Φ(l)(x))) :

h(ζ) = h(ζ−1) ≥ max{0,− degT (l)vl(ζ
−1)} = max{0, degT (l)vl(ζ)} ≥

≥ [k(Φ, x) : k] degT (l)(t− h′).
Dans le deuxième cas, où il existe au moins une extension w|vl telle que

w(x) < 0, choisissons en une de valuation minimale en x (il y en n’a qu’un
nombre fini à ne pas être 0 sur x en tout cas). Remarquons qu’il est alors
possible d’obtenir directement un très bon résultat de minoration de la hauteur
canonique de x. Plus précisément :

ĥ(x) = lim
n→∞ q−d degT (l)nh(Φ(ln)(x)),

d’où on se ramène à étudier la valeur

h(Φ(l)(x)) ≥ 1

[k(Φ, x) : k]

∑
w|vl

nw max{0,−w(Φ(l)(x))}.

Nous exprimons :

Φ(l)(x) = lx+ α1x
q + ...+ αd degT (l)x

qd degT (l)

.

5. C’est parce-que x est séparable sur k(Φ) que sa multiplicité dans son polynôme minimal

est t− h′. Dans le cas pas séparable, il faut utiliser un exposant plus petit : t−h′
Dp.i.

, avec Dp.i.

degré d’inséparabilité de x sur k(Φ)
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L’hypothèse RV sur l implique alors que w(αi) > 0 pour chaque i = 0, ..., d degT (l)−
1, alors que w(αd degT (l)) = 0. Par conséquent, comme w(x) < 0, on a que :

w(αd degT (l)x
qd degT (l)

) = qd degT (l)w(x) < qiw(x) < w(αi) + w(xq
i

) = w(αix
qi );

pour tout i = 0, ..., d degT (l)−1. Les propriétés des valuations non archimédiennes
impliquent alors que :

w(Φ(l)(x)) = qd degT (l)w(x).

Par récurrence, en changeant x et Φ(ln−1)(x), on a que :

h(Φ(ln)(x)) ≥ qd degT (l)n 1

[k(Φ, x) : k]

∑
w|vl

nw max{0,−w(x)};

la dernière somme étant minorée par 1, ce deuxième cas sur x implique, comme
prévu, une solution au problème initial sous la forme suivante :

ĥ(x) ≥ 1

Dc(Φ)
;

puisque :

D ≤ [k(Φ, x) : k] ≤ Dc(Φ);
(on rappelle que D = [k(x) : k] et que D ≥ qq+d+1).

Ces passages peuvent être également répétés dans une situations d’inséparabilité
de x sur k, nous permettant de même y garder l’hypothèse de l−intégralité sur
x là où ce serait nécessaire.

On en conclut finalement qu’on peut poursuivre en supposant le premier cas
sans aucune perte de géneralité. On obtient donc que :

degT (l)(t−h′) ≤ h(pij)+L[h(Φ(l)(x))+h(Φ(Nl)(x))]+degT (N)h(Φ)h′. (1.10)

Contradiction finale

Rappelons que l satisfaisant l’hypothèse RV(r) est supposé tel que :

G
(h′)
N (Φ(l)(x)) �= 0.

Grâce à la majoration de la hauteur qu’on a obtenu par le Lemme de Siegel, on
est maintenant en condition de pouvoir majorer le terme h(pij), apparaissant
dans l’inégalité (1.10). Le Lemme de Siegel donne l’estimation :

h(pij) ≤ Dc(Φ)

L2 − tDc(Φ)
t−1∑
h=0

h(Lh).

Nous imposons pour l’instant la condition :

L2 > tDc(Φ). (1.11)
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L’inégalité (1.9) nous donne alors :

h(pij) ≤ Dc(Φ)

L2 − tDc(Φ)
∑

0≤h≤t−1

(L[h(x)+h(Φ(N)(x))]+degT (N)h(Φ)h). (1.12)

Nous faisons les choix suivants 6 :

L :=

[
c20

D logD

(log logD)2

]
+ 1; (1.13)

t :=

[
c30

D logD

(log logD)3

]
; (1.14)

h :=

[
c0

D

(log logD)2

]
; (1.15)

avec c0 > 0 une constante opportune, dépendant du choix de Φ. Le choix :

c0 ≥ c(Φ); (1.16)

implique alors la suivante condition :

L2 − tDc(Φ) ≥ 1

2
L2;

pour chaque D ≥ qq+d+1. En effet, une telle inégalité peut s’exprimer de façon
équivalente sous la forme 1

2L
2 − tDc(Φ) ≥ 0. Comme :

L2 ≥ c40
D2(logD)2

(log logD)4
;

et :

tDc(Φ) ≤ c40
D2 logD

(log logD)3
;

on en a que :

1

2
L2 − tDc(Φ) ≥ c40D2 logD

( 1
2 logD − log logD

(log logD)4

)
.

Cette dernière expression n’est pas négative, si D ≥ qq+d+1, si et seulement si :

1

2
logD ≥ log logD;

condition qui est vraie comme le montre un étude opportun de fonctions pour
D ≥ qq+d+1. Suite aux inégalités (1.11) et (1.12) on a alors que :

h(pij) ≤ Dc(Φ)

L2 − tDc(Φ)
∑

0≤h≤t−1

(L[h(x) + h(Φ(N)(x))] + degT (N)h(Φ)h) ≤

≤ 2
Dc(Φ)

L2

∑
0≤h≤t−1

(L[ĥ(x) + 2γ + ĥ(Φ(N)(x))] + degT (N)h(Φ)h) ≤

6. Ces choix des paramètres sont du même ordre de grandeur que dans le travail de H.
Bauchère [B] et nous nous en sommes inspirés.
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≤ 2
Dtc(Φ)

L2
(2LqddegT (N)ĥ(x) + 4(d+ 1)Lh(Φ) + degT (N)h(Φ)t/2).

Les conditions (1.7) et (1.8) nous donnent alors 7 l’inégalité :

h(pi,j) ≤ 2
Dtc(Φ)

L2
(2qdL2ĥ(x) + 4(d+ 1)Lh(Φ) +

1

d
logLh(Φ)t) =

= 4qdc(Φ)Dtĥ(x) +
8(d+ 1)h(Φ)c(Φ)

L
Dt+

2h(Φ)c(Φ)

d

Dt2 logL

L2
. (1.17)

La condition (1.10) implique alors que :

degT (l)(t−h) < degT (l)(t−h′) ≤ 4qdc(Φ)Dtĥ(x)+
8(d+ 1)h(Φ)c(Φ)

L
Dt+

2h(Φ)c(Φ)

d

Dt2 logL

L2
+

+L[2qd(degT (N)+degT (l))ĥ(x) + 4(d+ 1)h(Φ)] + degT (N)h(Φ)h′ ≤

≤ 4qdc(Φ)Dtĥ(x) +
8(d+ 1)h(Φ)c(Φ)

L
Dt+

2h(Φ)c(Φ)

d

Dt2 logL

L2
+

+2qddegT (l)qdL2ĥ(x) + 4(d+ 1)h(Φ)L+
2

d
logLh(Φ)h′ <

< 4qdc(Φ)Dtĥ(x) +
8(d+ 1)h(Φ)c(Φ)

L
Dt+

2h(Φ)c(Φ)

d

Dt2 logL

L2
+

+2qddegT (l)qdL2ĥ(x) + 4(d+ 1)h(Φ)L+
2

d
logLh(Φ)h.

Les choix (1.14), (1.15) et (1.16) impliquent que h ≤ t/2. Donc :

degT (l)t ≤ 8qdc(Φ)Dtĥ(x) +
16(d+ 1)h(Φ)c(Φ)

L
Dt+

4h(Φ)c(Φ)

d

Dt2 logL

L2
+

+4qddegT (l)qdL2ĥ(x) + 8(d+ 1)h(Φ)L+
4

d
logLh(Φ)h.

Sachant que tDc(Φ) < L2, nous obtenons que :

degT (l)t < c4(L
2qd degT (l)ĥ(x) + h(Φ)L+

h(Φ)c(Φ)

d

Dt2

L2
logL+

h(Φ)

d
h logL);

(1.18)
avec :

c4 := 24qd.

Nous choisissons alors :

degT (l) := h(Φ)c(Φ)

[
1

r
log

(
c40

(logD)2

log logD

)]
. (1.19)

Tout d’abord nous remarquons qu’étant donnés a, b ∈ R+ tels que a, b ≥ 4, on
a que [a][b] ≥ 1

2ab. Nous avons donc, en imposant :

α := h(Φ)c(Φ); (1.20)

et :
c0 ≥ qd; (1.21)

7. Comme logL ≥ d (conséquence du fait que D ≥ qq+d+1) on a que degT (N) ≤ 2
d
logL.



1.3. POLYNÔME AUXILIAIRE 31

(condition qui, avec l’hypothèse que D ≥ qq+d+1, implique que t, degT (l) >= 4)
que :

degT (l)t ≥
1

2

α

r
(4 log c0 + 2 log logD − log log logD)c30

D logD

(log logD)3
≥

≥ 1

2

α

r
(4 log c0 + log logD)c30

D logD

(log logD)3
≥

≥ 1

2

α

r
c30

D logD

(log logD)2
. (1.22)

Avec un tel choix nous calculons maintenant la meilleure minoration possible
de c0 afin que les trois suivantes conditions soient respectées :

degT (l)t ≥ 4c4h(Φ)L; (1.23)

degT (l)t ≥ 4c4
h(Φ)c(Φ)

d

Dt2

L2
logL; (1.24)

degT (l)t ≥ 4c4
h(Φ)

d
h logL. (1.25)

En appliquant, suite aux conditions (1.13) et (1.16), et à l’hypothèse pour la-
quelle D ≥ qq+d+1 (ce qui implique que c20

D logD
(log logD)2 ≥ 1)le fait que :

c20
D logD

(log logD)2
≤ L ≤ 2c20

D logD

(log logD)2
; (1.26)

l’inégalité (1.23) est alors conséquence de celle-ci :

1

2

α

r
c30

D logD

(log logD)2
≥ 8c4αc

2
0

D logD

(log logD)2
;

ce qui nous amène à la condition :

c0 ≥ 16rc4 = 384rqd. (1.27)

L’inégalité (1.24) est par contre conséquence de celle-ci :

1

2

α

r
c30

D logD

(log logD)2
≥ 4c4

α

d
c60
D3(logD)2

(log logD)6
(log logD)4

c40D
2(logD)2

logL;

(conséquence du fait que L ≥ c20 D logD
(log logD)2 , voir la condition (1.26)) qui vient de

la suivante :

c0 logD ≥ 8rc4
d

(2 log c0 + logD + log logD − 2 log log logD + log 2);

(conséquence du fait que L ≤ 2c20
D logD

(log logD)2 , voir la condition (1.26)) impliquée

par celle qui suit :

c0 logD ≥ 8rc4
d

(2 log c0 + 3 logD). (1.28)
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Pour montrer une telle inégalité il nous suffira donc d’avoir à la fois que :

c0 ≥ 48rc4
d

=
1152rqd

d
; (1.29)

et que :

c0 logD ≥ 32rc4
d

log c0.

Nous cherchons alors c0 tel que :

c0
log c0

≥ 32rc4
d

=
768rqd

d
.

Suite à la condition (1.21) et au fait que la fonction logX
X est croissante pour

X ≥ q, une telle inégalité est conséquence de celle-ci :

qd

d
≥ 768rqd

d
. (1.30)

Si on admet que :

r ≤ 1

768
; (1.31)

cette dernière condition est respectée. Si on admet en revanche que :

r >
1

768
; (1.32)

nous cherchons X sous la forme :

X := X0768rq
d; (1.33)

telle que :
X

logX
≥ 768rqd

d
;

donc telle que :
X0

log 768 + log r + logX0 + d
≥ 1

d
.

L’hypothèse sur r nous garantit que le premier terme de cette inégalité est bien
un nombre positif, ce qui rend suffisant de vérifier que :

X0

logX0 + d
≥ 1

d
.

Donc, que :

d(X0 − 1) ≥ logX0. (1.34)

Condition vérifiée pour tout X0 ≥ 2. Donc pour tout choix de c0 tel que :

c0 ≥ 2(768rqd) = 1536rqd. (1.35)

Comme on suppose que r ≤ 1
768 on a que dans tous les cas une telle condition

implique aussi la (1.21) et la (1.29). La condition (1.25) est finalement, d’après
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l’inégalité (1.22) et en répétant les mêmes majorations du terme logL qui nous
avaient amènés à la condition (1.28), conséquence de celle-ci :

1

2

α

r
c30

D logD

(log logD)2
≥ 4c4

α

d
c0

D

(log logD)2
(2 log c0 + 3 logD);

et, donc, de celle-ci :

c20 logD ≥
8rc4
d

(2 log c0 + 3 logD). (1.36)

Comme cette dernière est conséquence de (1.28), nous concluons que les condi-
tions (1.23), (1.24) et (1.25) sont vérifiées pour tout choix de c0 respectant la
condition (1.35).

On aura donc une contradition avec (1.18) en imposant :

ĥ(x) <
degT (l)t

4c4L2qd degT (l)
. (1.37)

On a donc que, pour ĥ(x) assez petit, GN (Φ(l)(x)) = 0 pour chaque l respectant
la propriété RV de degré degT (l) choisi comme avant. Grâce au Lemme 1.3.1
nous pouvons par conséquent compter le nombre de zéros de GN (X) avec leur
multiplicité. Comme on suppose le module de Drinfeld de type RV(r) on aura
en effet au moins :

(
qr degT (l)

2r degT (l)
− logD

log 2
)D′;

zéros de GN (X), de multiplicité au moins h, où degT (l) est défini comme avant.
Comme D = [k(x) : k] ≤ [k(Φ, x) : k(Φ)][k(Φ) : k] = D′c(Φ), il s’ensuit qu’on
aura finalement au moins :

(
qr degT (l)

2r degT (l)
− logD

log 2
)
D

c(Φ)
;

zéros de GN (X). Nous cherchons alors une condition sur c0 telle que :

qr degT (l)

2r degT (l)
≥ 2

logD

log 2
. (1.38)

Comme la condition (1.19) implique que :

α log

(
c40

(logD)2

log logD

)
≥ r degT (l) ≥ rα

(
1

r
log

(
c40

(logD)2

log logD

)
− 1

)
;

il s’ensuit que :

qr degT (l) ≥
(
c40

(logD)2

log logD

)α
qrα

.

Donc :

qr degT (l)

2r degT (l)
≥

(
c40

(logD)2

log logD

)α
qrα2α(4 log c0 + 2 log logD − log log logD)

. (1.39)
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La condition (1.38) sera donc conséquence de celle-ci :(
c40

(logD)2

log logD

)α
qrα2α(4 log c0 + 2 log logD)

≥ 2
logD

log 2
.

Il nous reste alors à montrer que :

c4α0 (logD)2α−1 ≥ 4qrαα

log 2
(4 log c0 + 2 log logD)(log logD)α.

Les conditions à imposer sont alors :

c4α0 (logD)2α−1 ≥ 32qrαα

log 2
log c0(log logD)α;

et :

c4α0 (logD)2α−1 ≥ 16qrαα

log 2
(log logD)α+1.

Pour la première condition, nous remarquons que pour α ≥ 1 et D ≥ qq+d+1 on
a que :

(logD)2α−1 ≥ (log logD)α;

il suffit donc que :
c4α0
log c0

≥ 32qrαα

log 2
.

Nous supposons alors que :

c0 ≥ 2q. (1.40)

Comme la fonction X
logX est croissante pour X ≥ q, une telle condition est donc

conséquence de celle-ci :
(2q)4α

log 2 + 1
≥ 32qrαα

log 2
;

qui est encore conséquence des inégalités suivantes :

q2
24α

log 2 + 1
≥ 32

log 2
α;

et :

q4α−2 ≥ qrα;
qui sont des conditions toujours respectées par toutes les valeurs possibles de α,
r et q parmi celles admises par les hypothèses.

Pour la deuxième condition, nous remarquons que l’inégalité que nous voulons
montrer est conséquence des suivantes :

c0(logD)2α−1 ≥ (log logD)α+1;

et :

c4α−1
0 ≥ 16qrαα

log 2
.
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Les choix précedemment faits de c0 et de D impliquent ces deux dernières
inégalités. En effet, comme c0 ≥ 2q la première inégalité est toujours res-
pectée pour tout D ≥ qq+d+1 et tout α ≥ 1, puisque sous de telles conditions
2 logD ≥ (log logD)2 et donc l’inégalité est impliquée par celle-ci :

q(logD)2α−2 ≥ (log logD)α−1;

qui est toujours respectée. La deuxième inégalité est conséquence de celle-ci :

24α−1q4α−1 ≥ 16qrαα

log 2
.

Qui est encore conséquence des inégalités suivantes :

24α−1q ≥ 16;

et :

q4α−2 ≥ qαα

log 2
;

dont la première est immédiate et la deuxième conséquence du fait que :

q ≥ 1

log 2
= log2 q;

et que :

q4α−3 ≥ qαα;
pour tout q puissance d’un nombre premier et α ≥ 1.

Sachant que degX(GN (X)) ≤ 2(L − 1)qddegT (N) < 2qdL2, un choix de pa-
ramètres tel que :

qr degT (l)

4r degT (l)

D

c(Φ)
h ≥ 2qdL2;

nous donnerait la contradition cherchée, montrant comment l’Hypothèse 1 aussi
est fausse. Une telle condition est conséquence, suite à la condition (1.39) et aux
faits (toujours conséquences des hypothèses D ≥ qq+d+1 et c0 ≥ 1) que :

h ≥ 1

2
c0

D

(log logD)2
; (1.41)

et que :

L ≤ 2c20
D logD

(log logD)2
; (1.42)

de celle-ci : (
c40

(logD)2

log logD

)α
qrα4c(Φ)α(4 log c0 + 2 log logD − log log logD)

c0D
2

2(log logD)2
≥

≥ 2qd4c40
D2(logD)2

(log logD)4
.
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Qui se réduit, comme α ≥ 1, à l’estimation suivante :(
c40

(logD)2

log logD

)α
qrα4α2(4 log c0 + 2 log logD)

≥ 16qdc30
(logD)2

(log logD)2
.

En posant :
X := logD;

on a à étudier la condition :

c4α−3
0 X2α−2

128qd+rαα2(2 log c0(logX)α−2 + (logX)α−1)
≥ 1;

où α ≥ 1 et logX ≥ 1. Avec la majoration :

(logX)α−2 ≤ (logX)α−1;

nous nous réconduisons alors à étudier l’inégalité :

c4α−3
0 X2(α−1)

128qd+rαα2(logX)α−1(2 log c0 + 1)
≥ 1.

Puisque X2(α−1) ≥ (logX)α−1 pour tout X ≥ 1, il nous reste à montrer la
suivante inégalité :

c4α−3
0

128qd+rαα2(2 log c0 + 1)
≥ 1;

qui est conséquence de la suivante :

c0
2 log c0 + 1

≥ 128qd+rαα2.

Nous choisissons donc c0 sous la suivante forme :

c0 ≥ Adα3qd+rα; (1.43)

où A est un nombre réel positif suffisament grand qu’on déterminera tout de
suite. La condition à imposer sur A est en effet la suivante :

Adα3qd+rα

2(logA+ log d+ 3 logα+ d+ α) + 1
≥ 128qd+rαα2.

Ce qui peut aussi s’exprimer comme il suit :

2 logA+ 2 log d+ 6 logα+ 2d+ 2α+ 1

Adα
≤ 1

128
.

Le choix :
A := 6500;

nous donne alors les trois suivantes conditions :

2
2 logA

A
≤ 1

128
;

4
2 log d+ 2d

Ad
≤ 1

128
;
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4
6 logα+ 2α+ 1

Aα
≤ 1

128
;

pour tout α, d ∈ N \ {0}. La première de ces inégalités se revèle être respectée
en choisissant A = 6500. Un tel choix implique d’ailleurs facilement les deux
autres suite aux majorations suivantes :

2 log d+ 2d ≤ 4d;

et :
3 logα ≤ α+ 2;

valables quelque soit le choix de α et d dans N \ {0}. La condition que nous
imposons à c0 est donc finalement la suivante :

c0 ≥ 6500dα3qd+rα. (1.44)

En rassemblant toutes les conditions qu’on a obtenu sur c0 ((1.16), (1.21),
(1.27), (1.35), (1.40), (1.44)) on peut donc finalement donner l’estimation générale
que cette constante doit respecter afin de rendre fausses les hypothèses 1 et 2 :

c0 ≥ max{c(Φ), qd, 384rqd, 1536rqd, 2q, 6500dα3qd+rα} =
= 6500dα3qd+rα. (1.45)

Nous imposons donc :
c0 ≥ 6500dα3qd+rα. (1.46)

En conclusion, si ĥ(x) est trop petite, on a la Proposition 1.3.6, qui implique
que GN (X) admet un nombre de zéros, comptés avec leur multiplicité, supérieur
à degX(GN (X)), ce qui est en contradiction avec le Lemme de Siegel, pour
lequel un tel GN (X) existe et n’est pas le polynôme 0. En définitif, suite à
l’impossibilité de la condition (1.37), et grâce aux conditions (1.19), (1.22) et
(1.26), on obtient que :

ĥ(x) ≥ degT (l)t

4c4L2qd degT (l)
≥

1
2
h(Φ)c(Φ)

r c30
D logD

(log logD)2

16c4c40
D2(logD)2

(log logD)4

(
c40

(logD)2

log logD

) d
r h(Φ)c(Φ)

≥

≥ h(Φ)c(Φ)

768rqdc
1+ 4d

r
h(Φ)c(Φ)

0

(log logD)2+
d
rh(Φ)c(Φ)

D(logD)1+
2d
r
h(Φ)c(Φ)

.

Finalement, grâce au Corollaire 1.2.11, on peut étendre ce résultat de la situation
où D ≥ qq+d+1 au cas de D quelconque avec la minoration énoncée dans le
Théorème 1.1.7 :

ĥ(x) ≥ C0
(log log+D)2+

d
rh(Φ)c(Φ)

D(log+D)1+
2d
r h(Φ)c(Φ)

.

Nous remarquons qu’avec la notation log+(.) et log log+(.) introduite au début,
on a que :

(log log+D)2+
d
r h(Φ)c(Φ)

D(log+D)1+
2d
r h(Φ)c(Φ)

≤ 1;

quelque soit D ∈ N \ {0}, ce qui nous permet de formuler un résultat valable
pour toute valeur de D ∈ N \ {0}.
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Nous remarquons maintenant que la même méthode marche également sous
l’hypothèse plus faible RV(r)∗. En effet, on a le Lemme suivant :

Lemme 1.3.7. On suppose que l’Hypothèse 1 soit vraie pour tout C ∈]0, C0].
Alors on peut définir une application D = D(C) de ]0, C0] dans [qq+d+1,+∞[
en choisissant, pour tout C > 0, un élément x de degré D(C) = D minimal sur
k tel que :

ĥ(x) < C
(log logD)μ

D(logD)κ
;

où κ et μ sont définis en (1.5) et (1.6). Cette fonction crôıt vers l’infini quand
C décrôıt vers 0+.

Démonstration. Nous allons montrer d’abord que la fonction D = D(C) qu’on
a défini n’est pas bornée (tout en restant minorée par la valeur qq+d+1). Si, par
l’absurde, une telle borne D ≤ M existait, où D = [k(x) : k], avec x ∈ D(k)NT

choisi en fonction de C comme expliqué dans l’énoncé, suite au Théorème 1.2.10

on aurait que ĥ(x) ≥ c−M2

2 . D’où c−M2

2 ≤ C̃, suite à l’hypothèse 1, en choisissant

C̃ := maxD=1,...,M{C (log log+ D)μ

D(log+ D)κ }. On choisit donc C assez petit afin que C̃ <

c−M2

2 . Ce qui implique ĥ(x) = 0 ou, de façon équivalente, que x est un point de
torsion, ce qui contredit les hypothèses. Il ne nous reste plus qu’à montrer que D
crôıt toujours quand C décrôıt vers 0+. Cette propriété est équivalente à dire que
la fonction D = D(C) est décroissante pour C croissant vers C0. Etant donné
C et C′ tels que 0 < C < C′, on montrera donc que D = D(C) ≥ D′ = D(C′).
En effet, au choix de C on associe x ∈ D(k)NT de degré D sur k minimal tel

que ĥ(x) < C
(log log+ D)μ

D(log+ D)κ , et on choisit de la même manière x′ ∈ D(k)NT et D′

associés à C′. Comme C′ > C, on a alors que :

ĥ(x) < C′ (log log+D)μ

D(log+D)κ
.

La minimalité du choix de D′ = D(C′) implique alors que D′ ≤ D, ce qui achève
la preuve.

On supposera, donc, la condition RV(r)∗ pour le module de Drinfeld D =
(Ga,Φ). Il s’agit d’une condition plus faible que RV(r) : dans les passages
précédents, où on était sous la condition RV(r), nous avons montré comment
les hypothèses 1 et 2 sont fausses avec le choix précis :

C = C0 := min{q−5d(2(d+1)h(Φ)+1)(qq+d+1−1)2c(Φ)2 ,
h(Φ)c(Φ)

768rqdc
1+ 4d

r h(Φ)c(Φ)
0

};

en effet, ce choix impliquait, suite à la condition RV(r), l’existence d’au moins
qr degT (l)/2r degT (l) éléments l ∈ PdegT (l), où degT (l) est fixé comme en (1.19).

Dans la nouvelle situation, la condition RV(r)∗ n’est plus suffisante à nous ga-
rantir l’existence d’autant d’éléments dans PdegT (l)(k), avec un tel degT (l). Cette
nouvelle condition nous garantit l’existence d’assez d’éléments dans PdegT (l)(k),
seulement pour une valeur degT (l) suffisamment grande, mais pas explicitée. Le
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seul moyen de pouvoir, donc, répéter les mêmes passages qu’avant, en gardant
les mêmes choix des paramètres L, t, h, degT (l) en fonction de r, h(Φ), c(Φ), d,D,
est d’augmenter jusqu’à ce qu’il le faut la valeur de D, de façon que :

degT (l) := h(Φ)c(Φ)

[
1

r
log

(
c40

(logD)2

log logD

)]
;

soit assez grand pour pouvoir lui appliquer la condition RV(r)∗.

Le Lemme 1.3.7 nous garantit, alors, de pouvoir choisir D assez grand pour cela,
quitte à choisir C assez petit. Plus précisement, nous choisissons un nombre
NΦ ∈ N étant le plus petit parmi ceux tels que pour D ≥ NΦ la valeur du
degré degT (l) des éléments de PdegT (l)(k), exprimée en tant que fonction en D
comme on vient de le faire avant, soit, en accord avec la notation choisie dans
la Définition 1.1.4, supérieure à Ñ(Φ), où :

Ñ(Φ) := h(Φ)c(Φ)

[
1

r
log

(
c40

(logNΦ)
2

log logNΦ

)]
;

et Ñ(Φ) ≥ N(Φ), où N(Φ) est justement la valeur indiquée dans la Définition
1.1.4 telle que la condition RV soit respectée par tout élément l ∈ S(A) dont le
degré degT (l) soit supérieur à N(Φ). Afin de pouvoir répéter les mêmes passages
qu’avant et grâce au fait que la fonction en D dans laquelle degT (l) est exprimée,
est croissante nous supposons sans perdre en généralité que :

NΦ > qq+d+1;

ce qui nous permet de supposer D ≥ qq+d+1 comme précédemment. Nous re-
marquons en effet que dans le cas où NΦ ≤ qq+d+1 il nous suffit de choisir
NΦ = qq+d+1 et le même résultat qu’avant, avec les mêmes estimations, restera
valable ici. En sacrifiant, donc, la précision de la valeur C, qui ne sera plus C0

mais seulement en général ≤ C0, on peut appliquer la même méthode sous la
condition RV(r)∗, en obtenant finalement une minoration de la forme :

ĥ(x) ≥ C (log logD)μ

D(logD)κ
;

avec μ et κ donnés en (1.5) et (1.6) et C ≤ C0, valable pour D ≥ NΦ. Pour
D < NΦ on complète ce résultat encore une fois avec le Théorème 1.2.10. Ce
qui nous amène finalement à l’énoncé complet du Théorème 1.1.7.

Voyons maintenant comment on pourrait donner une valeur explicite de la
constante C. Nous donnons ici un énoncé général.

Remarque 1.3.8. A tout choix d’un module de Drinfeld D = (Ga,Φ) de
type RV(r)∗ correspond, d’après la Définition 1.1.6, l’existence théorique d’un
nombre NΦ ∈ N \ {0} avec la propriété suivante. En appelant :

Ñ(Φ) := h(Φ)c(Φ)

[
1

r
log

(
c40

(logNΦ)
2

log logNΦ

)]
;

on a que :
Ñ(Φ) ≥ N(Φ);
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où N(Φ) est celui qui est défini dans la Définition 1.1.6, et que pour tout D >
NΦ, en conséquence du choix qu’on a fait de degT (l) en tant que fonction en

D, degT (l) ≥ Ñ(Φ) ≥ N(Φ). Suite à la Définition 1.1.6 on a alors que :

|PdegT (l)(k)| ≥ qr degT (l)

2r degT (l)
.

Nous répétons alors exactement la même méthode déjà utilisée sous l’hypothèse
que le module de Drinfeld D = (Ga,Φ) était de type RV(r)∗, mais en supposant
D > NΦ au lieu de D ≥ qq+d+1. Pour D > NΦ > qq+d+1 nous obtiendrons donc
à nouveau :

ĥ(x) ≥ h(Φ)c(Φ)

768rqdc
1+ 4d

r h(Φ)c(Φ)
0

(log logD)2+
d
rh(Φ)c(Φ)

D(logD)1+
2d
r h(Φ)c(Φ)

;

où c0 est défini en (1.46). Appliquant à nouveau le Théorème 1.2.10 au cas où
D ≤ NΦ, on pourra donc expliciter la constante C ≤ C0 de la deuxième partie
du Théorème 1.1.7 comme il suit :

C = min{q−5d(2(d+1)h(Φ)+1)(NΦ−1)2c(Φ)2 ,
h(Φ)c(Φ)

768rqdc
1+ 4d

r h(Φ)c(Φ)
0

}.

1.3.2 Cas pas séparable

Si x n’est pas forcément séparable sur k, soientDp.i. son degré d’inséparabilité
et Dsep. son degré de séparabilité sur k. On est donc dans la suivante situation :

D = [k(x) : k] = Dsep.Dp.i.;

où :
Dsep. = [k(x) : k]sep. et Dp.i. = [k(x) : k]p.i. = pe;

pour un nombre entier e ∈ N opportun. On se propose d’étudier comment les
résultats obtenus sous l’hypothèse de séparabilité se modifient avec l’introduc-
tion de l’hypothèse d’inséparabilité. Ce que nous obtenons est le Théorème 1.1.8.

Tout d’abord, on notera :

kp.i.x := kp.i. ∩ k(x);
où kp.i. est la clôture purement inséparable de k dans k. Soient a1, ..., ad ∈ k les
coefficients de Φ, engendrant, comme dans le Lemme 1.3.1, une extension finie
k(Φ) := k(a1, ..., ad) de k, telle que :

D′ := [k(Φ, x) : k(Φ)];

D′ = D′
sep.D

′
p.i.;

où :

D′
sep. := [k(Φ, x) : k(Φ)]sep. et D′

p.i. := [k(Φ, x) : k(Φ)]p.i. =: pe
′
;

où e′ ∈ N est tel que e′ ≤ e. Etant donné c(Φ) := [k(Φ) : k] comme précedemment,
on définit :

c1(Φ) := [k(Φ) : k]sep. et c2(Φ) := [k(Φ) : k]p.i..
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La preuve du Théorème 1.1.8 se déroule de façon analogue au cas séparable. En
général la plupart des raisonnements ne sont pas concernés par les changements,
sauf un nombre limité de passages clés qu’on va reprendre. Le premier d’entre
eux est celui qui est résumé dans le Lemme 1.3.1, dont la nouvelle reformulation
est celle qui suit :

Lemme 1.3.9. 1. Soit x ∈ D(k)NT ayant degré d’inséparabilité sur k égal
à Dp.i., et σ1, ..., σD′

sep.
les différents plongements de k(Φ, x) fixant k(Φ),

où on note :
D′ = D′

sep.D
′
p.i. = [k(Φ, x) : k(Φ)].

Pour tout couple (a, b) ∈ A2 telle que a/b /∈ Fq, on a :

σi(Φ(a)(x)) �= σj(Φ(b)(x))

pour tout couple (i, j) ∈ {1, ..., D′
sep.}2.

2. Soit M, un sous ensemble de A formé d’éléments premiers entre eux à
deux à deux. Alors le nombre d’éléments a ∈M pour lesquels il existe
i �= j dans {1, ..., D′

sep.} tels que σi(Φ(a)(x)) = σj(Φ(a)(x)) est majoré
par logDsep./ log 2.

Démonstration. 1. En ce qui est du premier point, on répéte les mêmes pas-
sages dont on s’était servi pour montrer l’analogue dans le cas séparable,
sauf pour le fait que le nombre de conjugués d’un élément de la forme
Φ(a)(x), qui sont tous différents des conjugués d’un différent Φ(b)(x), est
au plus D′

sep..

2. Même ce point est prouvé avec les mêmes raisonnements qui montrent son
analogue dans le cas séparable, sauf que sans l’hypothèse de séparabilité
de x sur k, les ensembles I(a, i) ont une cardinalité au plus D′

sep., ce qui
nous amène à une inégalité de la forme :

2|M| < D′
sep.;

donc :
|M| < logD′

sep./ log 2.

Le Corollaire 1.2.11 reste par contre valable sans aucune hypothèse de séparabilité
sur k(x)/k, ce qui nous permet encore une fois de choisir une minoration de D,

que nous fixons encore à D ≥ qq+d+1, en minorant éventuellement ĥ(x) ≥
c
−(qq+d+1−1)2c(Φ)2

2 dans le cas où D ≤ qq+d+1 − 1, en répétant exactement les
mêmes passages déjà faits dans le cas séparable.

Nous allons re-construire la fonction polynomiale auxiliaire dans cette nouvelle
situation.

Comme on a déjà fait, on se propose de construire un polynôme

G(X,Y ) =

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pijX
iY j
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à coefficients dans A et un élément N ∈ A \ {0} tels que le polynôme GN (X) =
G(X,Φ(N)(X)) ∈ A[Φ][X ] \ {0} s’annule au moins à l’ordre t′ := tpe

′
en x.

Comme précédemment, degT (N) = degT (N) est tel que qd degT (N) > L − 1 en
imposant :

degT (N) := [
1

d
logL] + 1;

ce qui donne :
L− 1 < qd degT (N) ≤ qdL.

La condition d’annulation de GN (X) en x à l’ordre t′ prévoit à nouveau qu’on
cherche les coefficients de GN (X) dans l’espace des solutions d’un système
linéaire à L2 inconnues et t′ conditions données par l’annulation des dérivées
divisées de GN (X) en x jusqu’à l’ordre t′. Nous montrons maintenant que le
nombre de ces conditions peut se ramener à t seulement. En effet, si x est zéro
de GN (X) on a comme première condition que :

GN (x) = 0.

Il s’agit d’une équation linéaire à L2 inconnues dont l’espace des solutions
contient évidemment celui auquel nous sommes intéressés. Par conséquent, les
coefficients de GN (X) qui nous intéressent seront tels que, dans l’anneau facto-
riel k(Φ)[X ] :

Δ(X)|GN (X);

avec Δ(X) ∈ k(Φ)[X ] polynôme minimal de x sur k(Φ). Comme le degré de pure
inséparabilité de x sur k(Φ) est D′

p.i. = pe
′
, x est racine de Δ(X) à l’ordre pe

′
.

Elle est donc racine au moins au même ordre de GN (X) également. La condition
de simple annulation de GN (X) en x implique alors déjà implicitement les pe

′−1
autres conditions :

d(h)GN (x) = 0;

avec h ≤ pe
′ − 1. De la même manière, intersecter cet espace de solutions avec

celui de l’équation linéaire :

d(p
e′ )GN (x) = 0;

impose que :

Δ(X)|GN (X)

Δ(X)
;

en tant qu’éléments de k(Φ)[X ] comme, par la Remarque 1.3.4, une telle inter-
section implique que x est racine de GN (X) à l’ordre au moins pe

′
+ 1, alors

que les racines de Δ(X) ne sont qu’à l’ordre pe
′
seulement. Puisque on a qu’en

effet :
Δ(X)2|GN (X);

on aura aussi que les pe
′ − 1 conditions :

d(h)GN (x) = 0;

avec h = pe
′
+ 1, ..., 2pe

′ − 1 sont conséquences de la condition précédente

d(p
e′ )GN (x) = 0. En conclusion, en répétant les mêmes passages à chaque condi-

tion GN (x) = 0, d(p
e′ )GN (x) = 0, ..., d((t−1)pe′ )GN (x) = 0, le système linéaire

qu’on a effectivement à résoudre est finalement de la forme :

d(hp
e′ )GN (x) = 0;
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avec h = 0, ..., t− 1 et il est équivalent (et non pas simplement contenu) à celui
de la forme d(h)GN (x) = 0 pour chaque h = 0, ..., t′ − 1.

L’estimation des coefficients de GN qui suit du Lemme de Siegel est alors :

degT (pij) ≤
Dc(Φ)

L2 − tDc(Φ)
t−1∑
h=0

h({
∑

(a,b,n)∈I(i,j,h)
xi−a(Φ(N)(x))j−b

d degT (N)∏
i=0

ãni

i });

où :
I(i, j, h) := {(a, b), 0 ≤ a ≤ min{i, h}, 0 ≤ b ≤ min{j, h},

, a+

d degT (N)∑
i=0

niq
i = hpe

′
,

d degT (N)∑
i=0

ni = b}.

On remarque que la formulation du Lemme de Siegel est indépendante de l’hy-
pothèse de séparabilité ou d’inséparabilité, indiquant avec D le degré total de
x sur k. En reprenant les mêmes passages relatifs au cas séparable, on parvient
à la majoration suivante des coefficients du polynôme GN (X) :

h(pij) ≤ Dc(Φ)

L2 − tDc(Φ)
∑

0≤h≤t−1

(L[h(x) + h(Φ(N)(x))] + degT (N)h(Φ)hpe
′
).

Nous choisissons ici :

L :=

[
c20

D logD

(log logD)2
pe

′
]
+ 1; (1.47)

t :=

[
c30

D logD

(log logD)3
pe

′
]
; (1.48)

h :=

[
c0

D

(log logD)2

]
; (1.49)

où c0 est un nombre entier positif qu’on choisira de manière opportune plus
tard. En supposant :

c0 ≥ c(Φ); (1.50)

nous avons encore une fois que :

L2 − tDc(Φ) ≥ 1

2
L2;

suite à la condition D ≥ qq+d+1. En dévéloppant les calculs comme dans le
précédent cas nous obtenons alors que :

h(pij) ≤ Dc(Φ)

L2 − tDc(Φ)
∑

0≤h≤t−1

(L[h(x) + h(Φ(N)(x))] + degT (N)h(Φ)hpe
′
) ≤

≤ 2
Dc(Φ)

L2

∑
0≤h≤t−1

(2Lqd degT (N)ĥ(x) + 4(d+ 1)h(Φ)L+ degT (N)h(Φ)hpe
′
) ≤

≤ 2
Dtc(Φ)

L2
(2qdL2ĥ(x) + 4(d+ 1)h(Φ)L+

1

d
h(Φ)(logL)tpe

′
) ≤
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≤ 4qdDtc(Φ)ĥ(x) + 8(d+ 1)h(Φ)c(Φ)
Dt

L
+ h(Φ)c(Φ)

2

d

Dt2

L2
logLpe

′
;

où on a choisi :

degT (N) :=

[
1

d
logL

]
+ 1.

Le polynôme auxiliaire :

GN (X) =

L−1∑
i=0

L−1∑
j=0

pijX
i(Φ(N)(X))j ;

est tel que :

G
(h′pe′ )
N (X) = Δ(X)t−h′

Rh′(X);

pour tout h′ = 0, ..., h− 1. Si l ∈ A est un polynôme unitaire et irréductible de
degré degT (l), respectant l’hypothèse RV, supposons que :

G
(h′pe′ )
N (Φ(l)(x)) �= 0.

Comme précédemment, nous allons estimer la hauteur de cet élément avec une
majoration et une minoration, pour tout h′ = 0, ..., h− 1. Si :

ζ := Nk(Φ,x)/k(G
(h′pe′ )
N (Φ(l)(x))) = Nk(Φ,x)/kp.i.

Φ,x
(G

(h′pe′ )
N (Φ(l)(x)))[k(Φ,x):k]p.i. ;

alors :

h(ζ) ≤ [k(Φ, x) : k]h(G
(h′pe′)
N (Φ(l)(x))) ≤ [k(Φ, x) : k](h(pij)+L[h(Φ(l)(x))+h(Φ(Nl)(x))]+

+degT (N)h(Φ)h′pe
′
).

D’un autre coté :

h(ζ) = h(ζ−1) ≥ max{0, degT (l)vl(ζ)} ≥ [k(Φ, x) : k] degT (l)(t− h′);

si w(x) ≥ 0 pour toute w|vl. En effet, en sachant que la restriction de w à k(Φ)
a degré d’inertie 1 sur vl, on peut montrer avec les mêmes passages qu’on avait
fait dans le cas séparable que :

Δ(Φ(l)(x)) ≡ 0 mod w;

ce qui nous donne la dernière inégalité.

S’il existe par contre, comme l’on a déjà remarqué, une extension w|vl telle
que w(x) < 0, la même minoration directe de la hauteur canonique de x qu’on
avait trouvé dans le cas séparable vaut également dans la situation générale.

L’inégalité finale se présente donc sous la suivante forme :

degT (l)(t−h) ≤ degT (l)(t−h′) ≤ h(pij)+L[h(Φ(l)(x))+h(Φ(Nl)(x))]+degT (N)h(Φ)h′pe
′ ≤

≤ h(pij) + 2qd degT (l)L2ĥ(x) + 4(d+ 1)Lh(Φ) + degT (N)h(Φ)hpe
′
.
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Encore une fois on remarque que h ≤ t/2 et donc que :

degT (l)t ≤ c4((Dtc(Φ)ĥ(x) + h(Φ)c(Φ)
Dt

L
+ h(Φ)c(Φ)

1

d

Dt2

L2
(logL)pe

′
)+

+qddegT (l)L2ĥ(x) + Lh(Φ) +
1

d
(logL)h(Φ)hpe

′
) ≤

≤ c4(qd degT (l)L2ĥ(x)+h(Φ)c(Φ)L+h(Φ)c(Φ)
1

d

Dt2

L2
logLpe

′
+
1

d
h(Φ)c(Φ) logLhpe

′
);

(1.51)
où c4 := 24qd et en utilisant le fait que L2 > tDc(Φ). En imposant :

degT (l) := h(Φ)c(Φ)

[
1

r
log

(
c40

(logD)3p2e
′

log logD

)]
;

nous devons montrer les inégalités suivantes :

degT (l)t ≥ 4c4h(Φ)c(Φ)L; (1.52)

degT (l)t ≥ 4c4h(Φ)c(Φ)
1

d

Dt2

L2
logLpe

′
; (1.53)

degT (l)t ≥ 4c4
1

d
h(Φ)c(Φ) logLhpe

′
. (1.54)

Nous remarquons encore une fois que pour D ≥ qq+d+1 nous avons que :

degT (l)t ≥
1

2

α

r
(4 log c0+3 log logD+2 logpe

′−log log logD)c30
D logD

(log logD)3
pe

′ ≥

≥ α

r
c30

D logD

(log logD)2
pe

′
. (1.55)

La première inégalité est de cette forme :

α

r
c30

D logD

(log logD)2
pe

′ ≥ 4c4α2c
2
0

D logD

(log logD)2
pe

′
;

donc :
c0 ≥ 8c4r. (1.56)

La deuxième inégalité est sous la suivante forme :

α

r
c30

D logD

(log logD)2
pe

′ ≥ 4c4
α

d

c60D
3(logD)2p2e

′

(log logD)6
(log logD)4

c40D
2(logD)2p2e′

(2 log c0+logD+

+ log logD − 2 log log logD + log pe
′
+ log 2)pe

′
;

elle est donc impliquée par la suivante :

α

r
c30

D logD

(log logD)2
pe

′ ≥ 4c4
α

d

c20D

(log logD)2
(2 log c0 +2 logD+ log logD+ log 2)pe

′
;

Celle-ci est elle même impliquée par la suivante :

c0 logD ≥ 4rc4
d

(2 log c0 + 4 logD).
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Pour montrer cette inégalité nous demandons alors que :

c0 ≥ 32rc4
d

=
768rqd

d
;

et que :

c0 logD ≥ 16rc4
d

log c0 =
384rqd

d
log c0.

Comme déjà montré dans le cas séparable une telle condition est impliquée par
la (1.35) :

c0 ≥ 768rqd.

La troisième inégalité est finalement impliquée par celle-ci :

α

r
c30

D logD

(log logD)2
pe

′ ≥ 4c4α

d
(2 log c0 + logD+

+ log logD − 2 log log logD + log pe
′
+ log 2)c0

D

(log logD)2
pe

′
.

Celle-ci est alors conséquence de la suivante :

c20 logD ≥
4rc4
d

(2 log c0 + 4 logD);

et une telle condition est conséquence immédiate de la (1.35) à plus forte raison.

La condition :

ĥ(x) <
degT (l)t

4c4qd degT (l)L2
; (1.57)

implique donc que l’inégalité (1.51) est fausse pour tout h′ = 0, ..., h − 1, ce
qui implique que le polynôme GN (X) s’annule avec multiplicité hpe

′
en Φ(l)(x).

Nous allons montrer alors, comme on l’avait déjà fait dans le cas séparable, qu’il
a un nombre de zéros, comptés avec leur multiplicité, supérieur à son degré, ce
qui nous donnerait la contradiction cherchée.

Comme on a montré qu’une telle condition implique que GN (X) s’annule en
Φ(l)(x) quelque soit l irréductible et unitaire dans A de degré degT (l), la condi-
tion RV supposée être satisfaite par l nous avons alors, suite au Lemme 1.3.9,
que GN (X) a au moins :(

qr degT (l)

2r degT (l)
− logDsep.

log 2

)
D′

sep.hp
e′ ;

zéros comptés avec leur multiplicité. D’un autre côté nous savons aussi que :

degX(GN (X)) ≤ 2(L− 1)qd degT (N) ≤ 2qdL2.

Ce qui nous amène alors à devoir prouver l’inégalité suivante :(
qr degT (l)

2r degT (l)
− logDsep.

log 2

)
D

c(Φ)
h ≥ 2qdL2.
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Nous demandons, suite au Lemme 1.3.9, que la condition suivante :

qr degT (l)

2r degT (l)
≥ 2

logDsep.

log 2
;

soit satisfaite. Avec les encadrements usuels des parties entières (voir la preuve
de l’inégalité (1.39)) on a alors que :

qr degT (l)

2r degT (l)
≥

(
c40

(logD)3p2e′

log logD

)α

qrα2α(4 log c0 + 3 log logD + 2 log pe′ − log log logD)
.

La condition cherchée est alors conséquence de celle-ci :(
c40

(logD)3p2e′

log logD

)α

qrα2α(4 log c0 + 3 log logD + 2 log pe′)
≥ 2

logDsep.

log 2
.

Cette dernière est d’ailleurs conséquence de celle-ci :

c4α0 (logD)3α−1p2αe
′ ≥ qrα4α

log 2
(log logD)α(4 log c0 + 3 log logD + 2 log pe

′
).

Une telle inégalité est impliquée par les trois conditions suivantes :

c4α0 (logD)3α−1p2αe
′ ≥ 48qrαα

log 2
(log logD)α log c0;

c4α0 (logD)3α−1p2αe
′ ≥ 36qrαα

log 2
(log logD)α+1;

c4α0 (logD)3α−1p2αe
′ ≥ 24qrαα

log 2
(log logD)α log pe

′
.

La première de ces trois inégalités est satisfaite par la condition suivante :

c4α0
log c0

≥ 48qrαα

log 2
. (1.58)

En supposant :
c0 ≥ 2q; (1.59)

la condition (1.58) est conséquence de son côté des deux conditions suivantes :

24αq3

log 2 + 1
≥ 48α

log 2
;

et :
q4α−3 ≥ qrα;

qui sont toujours respectées pour tout q puissance d’un nombre premier, α ≥ 1,
r ≤ 1, D ≥ qq+d+1.

La deuxième condition est d’ailleurs conséquence de l’inégalité suivante :

c4α0 pαe
′ ≥ 36qrαα

log 2
.
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Une telle condition est vérifiée suite à (1.59). La troisième condition est finale-
ment conséquence directe de la (1.58).

Nous nous sommes donc reconduits à devoir prouver l’inégalité suivante :

qr degT (l)

4r degT (l)

D

c(Φ)
h ≥ 2qdL2. (1.60)

L’inégalité qui précède la condition (1.39) nous amène donc finalement à la
condition suivante :(

c40
(logD)3p2e′

log logD

)α

qrα4α(4 log c0 + 3 log logD + 2 log pe′ − log log logD)

D

c(Φ)

1

2
c0

D

(log logD)2
≥

≥ 2qd4c40
D2(logD)2

(log logD)4
p2e

′
.

Ce qui est impliqué par l’inégalité qui suit :

c4α−3
0 (logD)3α−2p2(α−1)e′

64qrα+dα(4 log c0 + 3 log logD + 2 log pe′)c(Φ)(log logD)α−2
≥ 1.

En appellant :
X := logD;

et se souvenant du fait que c(Φ) ≤ α, il nous suffira de montrer l’inégalité
suivante :

c4α−3
0 X3α−2p2(α−1)e′

64qd+rαα2(4 log c0 + 3 logX + 2 log pe′)(logX)α−2
≥ 1.

Une telle inégalité est conséquence de celle-ci :

64qd+rαα2((4 log c0 + 2 log pe
′
)(logX)α−2 + 3(logX)α−1)

c4α−3
0 X3α−2p2(α−1)e′

≤ 1.

Elle est conséquence des conditions qui suivent :

768qd+rαα2(logX)α−2 log c0

c4α−3
0 X3α−2

≤ 1;

384qd+rαα2(logX)α−2

c4α−3
0 X3(α−1)

≤ 1;

576qd+rαα2(logX)α−1

c4α−3
0 X3α−2

≤ 1.

La première des trois dernières inégalités est impliquée par la condition suivante :

c0
log c0

≥ 768qd+rαα2.

En imposant :
c0 ≥ Adα3qd+rα; (1.61)
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où A ∈ N\{0}, une telle condition est conséquence des trois inégalités suivantes :

A

logA
≥ 2304;

Ad

d+ log d
≥ 2304;

Aα

3 logα+ α
≥ 2304.

Le choix :

A := 35000;

nous donne alors la condition cherchée. Nous demandons alors que :

c0 ≥ 35000dα3qd+rα. (1.62)

Les deux dernières inégalités sont par contre une conséquence directe de la
première.

Nous obtenons donc la minoration suivante de la hauteur canonique de x :

ĥ(x) ≥ degT (l)t

96qd(degT (l)+1)L2
≥

α
r c

3
0

D logD
(log logD)2 p

e′

96qd
(
c40

(logD)3p2e′

log logD

)αd
r

4c40
D2(logD)2

(log logD)4 p
2e′
≥

≥
α
r (log logD)2+

αd
r

384qdc
4αd
r +1

0 (logD)
3αd
r +1p(

2αd
r +1)e′D

.

La majoration :

pe
′
= D′

p.i. ≤ Dp.i. = pe;

nous donne finalement l’énoncé du Théorème 1.1.8.

1.4 Modules de Drinfeld et premiers à réduction

supersingulière

Nous examinons ici les situations où un module de Drinfeld respecte effec-
tivement la propriété RV(r)∗ pour 0 < r ≤ 1. Grâce au travail de C. David
[Dav] Theorem 1.2, nous sommes déjà en condition de pouvoir dire que, ”‘en
moyenne”’, les modules de Drinfeld de rang 2 (supposés à coefficients dans k)
satisfont la condition RV(r, cq)

∗, avec r = 1/d = 1/2 et cq > 0 une constante ne
dépendant que de q. Nous souhaitons ici étendre à un rang quelconque la pos-
sibilité d’exhiber une classe qui contient suffisamment de modules de Drinfeld
qui respectent la propriété RV(r)∗ pour un certain r. Au cours de notre rai-
sonnement nous utiliserons dans un passage clé le Théorème de Chebotarev
effectif (voir Théorème 1.4.13), dont la formulation nous amène à considérer
la classe suivante de modules de Drinfeld.
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Définition 1.4.1. Soit r ∈]0, 1] un nombre réel et c1 > 0 une constante positive.
Soit D = (Ga,Φ) un module de Drinfeld auquel on associe un nombre naturel
η. Nous disons que ce module de Drinfeld est RVη(r, c1)

∗ s’il existe un nombre
naturel N(Φ) dépendant du choix de D tel que pour tout N ∈ N tel que N ≥
N(Φ) et que N ≡ 1 mod (η), on ait :

|{l ∈ PN (k), l est RV }| ≥ c1 q
rN

N
.

Comme il est possible de le remarquer immédiatement, cette classe contient,
r et c1 étant fixés, la classe RV(r, c1)

∗, avec laquelle elle cöıncide dans le cas où
η = 1. Nous proposons donc une preuve du fait qu’un module de Drinfeld de
type CM (ou à multiplication complexe) de rang d premier respecte toujours
la propriété RVη(1, 1/2d)

∗, où η est un nombre entier qu’on définira plus tard,
ne dépendant que du choix du module de Drinfeld.

Il est facile de voir qu’on peut donc obtenir pour ces modules des minorations
de la hauteur des points pas de torsion similaires à nos Théorèmes 1.1.7 et 1.1.8.
En effet il suffit de choisir dans la preuve de transcendance degT (l) ≡ 1 mod
(η) (voir Remarque 1.3.8), ce qui ne demande qu’à modifier des constantes dans
nos preuves et permettrait d’obtenir une minoration de la hauteur canonique
de même ordre de grandeur en D que celle contenu dans les Théorèmes 1.1.7 et
1.1.8. Etant donné la lourdeur des constantes à expliciter nous ne détaillerons
pas la nouvelle constante C qu’on obtiendrait.

Avant de commencer et pour se conformer à une notation universelle (voir par
exemple [Brown] ou [Pn]) on appelle un élément p(T ) ∈ S(A) unitaire respec-
tant la propriété RV par rapport à un module de Drinfeld D = (Ga,Φ) assigné,
un premier à réduction supersingulière de Φ.

Jusqu’à présent on a considéré toujours le cas des modules de Drinfeld définis
sur un corps extension finie de k. En général, ce n’est pas forcément le cas et,
plus précisément, on a la notion de caractéristique d’un module de Drinfeld
défini sur un corps F . On donne un morphisme :

i : A→ F ;

qui fait de F un A−module et dont un générateur p(T ) ∈ S(A) du noyau (on
suppose ce polynôme unitaire à une multiplication par un élément de F∗

q près
sans rien perdre en généralité) est appelé caractéristique du module de Drinfeld
défini sur F . On dira que F est un A−corps s’il existe un tel morphisme i.
Par abus de notation, i et F étant fixé, on continuera de noter D = (Ga,Φ) le
module de Drinfeld. Jusqu’à présent les modules de Drinfeld qu’on a considérés
étaient de caractéristique 0.

Soit D = (Ga,Φ) un module de Drinfeld de caractéristique quelconque, défini
sur un corps F qui est aussi un A−module. On définit, alors :

EndF (Φ) := {P (τ) ∈ F{τ}, ∀a ∈ A,Φ(a)P = PΦ(a)}.

Il s’agit d’un A−module via l’action de Φ et il est aussi un sous-anneau de
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F{τ}. Comme on peut le constater, il n’a pas d’éléments de A−torsion 8 et
par conséquent c’est un module projectif. Comme A est un anneau principal,
EndF (Φ) est en particulier un A−module libre. Mieux encore, on a le Théorème
suivant :

Théorème 1.4.2. EndF (Φ), quelque soit la caractéristique de Φ, est de rang
fini et ≤ d2 sur A, d étant le rang de Φ.

Démonstration. Soit a un élément dans A, premier avec la caractéristique de Φ.
On a, alors, (voir [Goss], Theorem 4.7.8) l’inclusion naturelle :

EndF (Φ)⊗A A/(a) ↪→ EndA(Φ[a]) � EndA/(a)(Φ[a]) � (A/(a))d×d.

En effet, si P (τ) est 0 sur Φ[a], cela veut dire que Φ(a)(τ) en est diviseur droit
dans l’algèbre de Ore F{τ}. Les propriétés de cette dernière impliquent donc
que P = P0Φ(a), avec P0 ∈ EndF (Φ). Ce qui correspond à l’élément 0 dans
EndF (Φ)/aEndF(Φ). Or, si M := EndF (Φ) n’était pas un A−module de type
fini, on aurait, pour tout i ∈ N \ {0} :

m1, ...,mi ∈ V := EndF (Φ)⊗A k∞;

éléments k∞−linéairement indépendants, engendrants l’espace vectoriel :

Vi :=

i⊕
j=1

mjk∞ ⊂ V.

Le A−sous-module Mi := Vi ∩M est alors de type fini, libre et de rang i. Les
deux premières conclusions sont évidentes. Pour la troisième : on remarque que
Mi est un sous-A−module discret 9 de Vi, comme A est sous-module discret de
k∞ (il suffit de choisir le voisinage ouvert N := {x ∈ k∞, v1/T (x) > 0} de 0), et
que k∞ est un corps local, tel que k∞/A est compacte par rapport à la topologie
1/T−adique. Un résultat général (voir [Goss], Proposition 4.6.2) nous dit alors
que dans une telle situation le sous-A−module est de type fini et de rang surA au
plus i = dimk(Vi). Comme un sous-A−module d’un module libre est encore libre,
Mi = Aj , avec j ≤ i. Mais M est A−module libre et Vi � ki∞, ce qui implique
forcément j ≥ i, puisque Mi = Vi ∩M . En effet, pour tout mj ∈ k∞ \ {0} il
existe toujours αj ∈ 1

mi
A tel que m̃j := mjαj ∈ A. Une A−relation entre les i

éléments m̃1, ..., m̃i est de la forme
∑i

j=1 βjm̃j = 0, où (β1, ..., βi) ∈ Ai \ {0}.
Elle ne peut donc pas exister sans entrer en contradition avec l’hypothèse de
k∞−indépendance linéaire de m1, ...,mi, ce qui prouve l’existence d’au moins
i éléments de M A−libres dans Vi. Par conséquent, ρA(Mi) ≥ i. Soit, donc,
0 �= a ∈ A. On a que a−1Mi/Mi ⊂ a−1M/M . En effet, si m ∈M est aussi dans
a−1Mi, alorsm ∈M∩Vi =Mi. On remarquera aussi que a−1Mi/Mi � (A/(a))i.
On a donc une suite de sous-A−modules de la forme (A/(a))i contenus dans
M/aM � a−1M/M , pour tout i ∈ N \ {0}. Comme, d’ailleurs, on vient de
prouver aussi que M/aM ⊂ EndA/(a)(Φ[a]), dont le rang en A est ≤ d2, on

8. On remarque que Φ : A → F{τ} est injectif dans tous les cas en tant que morphisme
d’algèbres.

9. Soit V un espace vectoriel de type fini sur un corps de valuation K. Il est donc muni
de la norme du sup ||.||∞. Un sous-groupe additif H de V est dit discret si et seulement s’il
existe un voisinage ouvert N de 0 dans V tel que N ∩H = {0}.
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a la contradition à l’hypothèse que le A−rang de M soit infini. On aura donc
M = Mi, et i ≤ d2. Par conséquent, EndF (Φ) a un rang ≤ d2, en tant que
A−module.

On met en évidence comment ces passages ne nécessitent aucune hypothèse
sur la caractéristique de Φ.

On a déjà remarqué, en caractéristique 0, comment la fonction exponentielle
est non seulement un revêtement topologique de Φ, mais aussi un morphisme
algébrique entre le A−module C trivialement défini par la multiplication usuelle,
et le module de Drinfeld D = (Ga,Φ). On sait que le noyau Λ de cette fonc-
tion est un A−réseau de rang d, où d est le rang de Φ, et par conséquent on
peut identifier, étant donné n’importe quel a ∈ A, les points de a−torsion de Φ
aux éléments de a−1Λ/Λ à travers l’exponentielle. En particulier, on a l’isomor-
phisme de A/(a)−modules :

Φ[a] � a−1Λ/Λ � (A/(a))d.

Plus précisément, on a une immersion naturelle :

EndF (Φ) ↪→ EndC(Λ);

où l’anneau End(Λ) des endomorphismes du réseau Λ est défini comme il suit :

End(Λ) := {c ∈ C, cΛ ⊂ Λ}.

Mieux encore (voir [Goss], Théorème 4.6.9) on a une équivalence entre la catégorie
des modules de Drinfeld à caractéristique 0 et la catégorie des A−réseaux, où la
définition de morphisme dans les deux cas est analogue à celle d’endomorphisme.

Tout ça n’est cependant plus vrai en caractéristique p(T ) ∈ S(A). Dans ce
cas il n’y a plus d’isomorphisme Φ[a] � (A/(a))d que dans la situation où a est
premier avec la caractéristique p de Φ. Si ce n’est pas le cas, en effet, le polynôme
additif associé Φ(a)(X) n’est plus séparable et par conséquent |Φ[a]| �= qd degT (a).
Ce qui montre aussi comment la catégorie des A−réseaux dans C est équivalente
à celle des modules de Drinfeld à travers l’exponentielle, seulement dans le cas à
caractéristique 0, seule situation dans laquelle la construction de ce revêtement
est possible.

La conséquence immédiate de tout ça est que l’anneau EndF (Φ) est commu-
tatif si Φ est à caractéristique 0 (puisque EndC(Λ) l’est clairement), mais pas
forcément en caractéristique p(T ) �= 0.

Lemme 1.4.3. Soit Φ un module de Drinfeld de caractéristique 0 défini sur le
corps F , de rang d. Le rang ρ(Φ) du A−module EndF (Φ) est un nombre qui
divise d.

Démonstration. On a déjà remarqué pourquoi ce A−module a un rang fini, et
≤ d2. En tant qu’anneau il est donc entier de degré n sur A. Ainsi on peut
étendre de façon naturelle l’homomorphisme :

Φ : A→ F{τ};
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de la façon suivante :

Φ̃ : EndF (Φ)→ F{τ}
P (τ) �→ P (τ).

grâce à la relation algébrique induite par l’intégralité, on peut voir comment
cette application est compatible avec l’originelle sur A 10. L’extension Φ̃ de Φ
à EndF donne lieu à un nouveau module de Drinfeld, défini cette fois sur une
extension entière de A, et de rang d̃|d. Etant toujours de caractéristique 0, il est
aussi associé à un EndF (Φ)−réseau de rang d̃ dans C, qui doit forcément être

aussi un A−réseau de rang d restreignant Φ̃ à Φ. Comme tout EndF (Φ)−période
de Λ est un entier de degré ρ sur A, on obtient par conséquent que :

ρd̃ = d.

Ce qui prouve l’assertion.

Définition 1.4.4. Soit Φ module de Drinfeld de caractéristique quelconque,
défini sur un corps L. Soit K/k une extension finie de k =Frac(A). Soit OK un
A−ordre de K. On dit, alors, que Φ est de type CM par rapport à OK s’il
existe un plongement algébrique OK ↪→ EndL(Φ).

Lemme 1.4.5. Soit Φ un module de Drinfeld défini comme dans la définition
1.4.4. On suppose qu’il est de type CM par rapport à OK . Il est alors isogène
sur L à un module de Drinfeld Ψ de type CM par rapport à l’ordre maximal des
A−entiers ÕK .

Démonstration. Voir [Goss], Proposition 4.7.19.

Définition 1.4.6. Un module de Drinfeld D = (Ga,Φ) défini sur F extension
finie de k, est dit de type CM ou bien à multiplication complexe si le rang
de EndF (Φ) en tant que A−module est d.

Remarque 1.4.7. Tout module de Drinfeld de rang 1 est à multiplication com-
plexe.

Définition 1.4.8. Soit Φ un module de Drinfeld de caractéristique 0 et de rang
d, et soit F le corps de ses coefficients. Soit :

Φ(T )(τ) = T + a1τ + ...+ adτ
d ∈ F{τ}.

Soit p(T ) ∈ S(A). Soit Ap(T ) l’anneau des p(T )−entiers de F . Soient, respecti-
vement, A∞ et Ap(T )∞ les complétés de A et Ap(T ) par rapport à la valuation
1/T−adique. Il existe alors un unique Pp,∞ ∈ Spec Ap∞ qui étend p(T ) ∈ Spec
A∞. Nous convenons d’appeler p(T ) premier de bonne réduction de Φ si les
coefficients de Φ sont tous contenus dans OPp,∞ , anneau de Pp,∞−valuation de
F , et ad ∈ O∗

Pp,∞ .

Soit Φ un module de Drinfeld de rang d et de caractéristique 0. Tout p(T ) ∈
S(A), sauf un nombre fini, est premier de bonne réduction de Φ. Les coefficients

10. On remarquera aussi qu’en général ce n’est pas toujours possible d’étendre Φ à n’importe
quelle extension entière de A.
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de ce dernier sont donc dans OPp,∞ . Cette réduction donne lieu alors à un
module de Drinfeld réduit :

Φvp : A→ Fqs{τ};

de même degré d et de caractéristique p(T ). Les coefficients de Φvp sont en effet
contenus dans le corps résiduel Fqs := OPp,∞/Pp,∞, où :

s = [OPp,∞/Pp,∞ : Fq] = [OPp,∞/Pp,∞ : A/p(T )] degT (p(T )) = f(Pp,∞|p) degT (p(T )).

Nous convénons d’appeler dorénavant avec un abus de notation réduction de
Φ, ou de ses coefficients, modulo p(T ), ou modulo vp la réduction de ces
objets modulo Pp,∞. On appelle :

F := τs.

On a, alors, que F ∈ EndFqs
(Φvp). Comme on a déjà remarqué, il s’agit d’une

A−algèbre de rang ≤ d2, centrale sur A (ce qui veut dire que A est bien son
centre), pas forcément commutative. On a donc toujours l’action de A sur cette
dernière par l’homomorphisme d’algèbres :

Φvp : A ↪→ EndFqs
(Φvp);

qui est encore injectif. On considère EndF(Φ)/A comme une extension entière
finie d’anneaux. En général on ne peut pas étendre l’homomorphisme Φvp (tout
comme Φ) à une extension entière de A, mais la nature même des éléments
de EndF(Φ) rend une telle extension naturelle dans ce cas particulier. Plus
précisément, on étend Φvp à :

Φ̃vp : EndF (Φ) ↪→ EndFqs
(Φvp)

P (τ) �→ P (τ)vp ;

où P (τ)vp est obtenu en réduisant modulo p(T ) les coefficients de P (τ). On re-
marque, en effet, qu’une telle application a son image dans EndFqs

(Φvp) (pour

tout a ∈ A, P (τ)vpΦvp
a = (P (τ)Φa)

vp = (ΦaP (τ))
vp = Φ

vp
a P (τ)vp) 11, et qu’elle

est injective (si P (τ)vp = 0, P (τ) ∈ EndF (Φ) \ {0} est élément entier sur A,
satisfaisant un polynôme minimal f(X) ∈ A[X ] dont le coefficient constant α
est forcément différent de 0. Comme (·)vp est un homomorphisme d’algèbres,
f(P (τ)) = 0 implique f(0) = f(P (τ)vp ) = f(P (τ))vp = 0, implique Φvp(α) = 0,
qui, suite à l’injectivité de Φvp , implique α = 0). Comme conséquence de cela
on a que le A−rang de EndFqs

(Φvp) est en théorie supérieur à celui de EndF (Φ).

Nous étendons également Φ et Φvp à k de façon naturelle. En effet, l’algèbre
de Ore F{τ} admet l’algorithme de division à droite et il est donc possible de
la plonger dans son algèbre de division des fractions droites, qui contiendra de
façon naturelle Frac(EndF (Φ)), où EndF (Φ) contient l’image de Φ dans F{τ}.
11. L’application de réduction modulo vp des coefficients est en effet un homomorphisme

d’algèbres :
(·)vp : EndF(Φ) → EndFqs (Φ

vp );

mais pas forcément surjectif, en accord avec le fait que, à la différence de EndF(Φ),
EndFqs (Φ

vp ) n’est pas nécessairement commutative.
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On répète les mêmes passages encore plus facilement pour Φvp , Fqs étant un
corps parfait et donc tel que Fqs{τ} admet l’algorithme de division à gauche
aussi, constituant un Fq[F ]−ordre maximal dans Fqs(τ), voir [Goss], Lemma
4.12.6.

On sait (voir [Goss], Proposition 4.7.13) que chaque isogénie entre deux mo-
dules de Drinfeld divise un élément de A \ {0}. On va donc tensoriser sur A par
k la catégorie des modules de Drinfeld et des isogénies. On étend donc de façon
naturelle les homomorphismes d’algèbres Φ et Φvp à k. Si w est une place sur k
on appelle :

Vw(Φ
vp) := Tw(Φ

vp)⊗A k;

où Tw(Φ
vp) est le Aw−module de Tate (voir [Goss], paragraphe 4.10, pour la

définition). On rappelle que dans le cas où w �= p(T ) :

Tw(Φ
vp) � Ad

w.

On sait que F est entier, en tant qu’élément de EndFqs
(Φvp), sur A. On appelle

n son A−degré. On appelle d’ailleurs :

D := EndFqs
(Φvp)⊗A k.

Soit :

E := k(F ) ⊂ D.
On appelle :

n := [E : k];

t := [K : E];

où K est un corps maximal dans D contenant E (voir [Goss], Corollaire 4.11.15
pour voir que leur dimension sur E est toujours la même et qu’ils sont égaux à
leurs centralisateurs dans D, en sachant, voir [Goss] Lemma 4.12.7, que l’algèbre
de division D est centrale sur E). On a alors le Théorème suivant :

Théorème 1.4.9. 1. Il n’y a qu’une seule place PE sur E qui est zéro de F ,
et une seule place ∞E sur E qui divise ∞.

2. Vw(Φ̃vp) est Ew−espace vectoriel de dimension t pour toute place w �=
PE ,∞E dans E, alors que VPE (Φ̃

vp) = 0.

3. d = tn.

4. w∞E (F ) = −n.
Démonstration. Voir [Goss], Théorème 4.12.8, points 1, 3, 4 et 5.

Lemme 1.4.10. En considérant E/k comme une extension de corps dans D
construite à partir du plongement de k dans D par Φvp , où p(T ) ∈ S(A) est
premier de bonne réduction de Φ, PE est une place dans E étendant p dans l’ex-
tension entière OE/A, où OE est l’anneau des A−entiers de E. Par conséquent :

p(T )|NE/k(F ).
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Démonstration. On sait que (voir [Goss], paragraphe 4.11) toute algèbre L{τ}
avec L corps, est une algèbre de Ore, ce qui veut dire qu’on peut la plonger
de façon naturelle dans son algèbre (gauche) de division des quotients. Si L
(comme Fqs) est un corps parfait, elle peut être plongée dans son algèbre de
division droite des quotients aussi, et les deux structures à éléments inversibles
sont isomorphes de façon canonique. On peut donc utiliser sans ambiguité la
notation Fqs(τ). On est donc dans la situation suivante dans D :

Φvp(k) ⊂ Φvp(k)(F ) ⊂ Fqs(τ).

On remarque, alors, comment τ est une place divisant F dans cette extension.
Comme PE est la seule place zéro de F dans E, il s’ensuit que τ |PE . D’un autre
coté, Φ(p(T )) ≡ 0(τ), ce qui veut dire que τ |p(T ) dans l’extension totale. Par
restriction on a finalement que :

PE |p(T ).
Se souvenant du fait que F est entier sur A, on peut établir une relation de la
forme suivante :

Fn +Φvp
an−1

Fn−1 + ...+Φvp
a0

= 0;

a0, ..., an−1 ∈ A. On a donc que a0 = NE/k(F ). Le point 1 du Théorème 1.4.9
nous dit d’ailleurs que l’idéal principal (F ) dans OE est de la forme :

(F ) = Pn
E .

L’indice n vient du point 4 du Théorème 1.4.9, sachant que :∑
w|(F )

w(F ) + w∞E (F ) = 0.

Comme :
(F ) ∩ A = Pn

E ∩ A ⊃ (PE ∩ A)n = (p(T ))n;

et :
(F ) ∩ A = Pn

E ∩ A ⊂ PE ∩ A = (p(T ));

il s’ensuit que :
(p(T ))n ⊂ (F ) ∩A ⊂ (p(T ));

ce qui veut dire qu’il existe un nombre naturel β ≤ n tel que :

(F ) ∩ A = (p(T ))β.

La relation polynomiale en F montre comment (F ) ⊃ a0OE , ce qui implique
que p(T )β|a0 dans A.

Si L est un corps et Φ et Ψ sont deux modules de Drinfeld à caractéristique
quelconque, définis sur L, de même degré, et w �= char(L) une place de A, on a
(voir [Goss], Proposition 4.12.11) un plongement naturel :

HomL(Φ,Ψ)⊗A Aw ↪→ HomAw (Tw(Φ), Tw(Ψ)).

Si L = Fqs et G := G(Fqs/Fqs), les deux modules de Tate deviennent des
Aw[G]−modules, et on a le résultat suivant ([Goss], Théorème 4.12.12) :
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Théorème 1.4.11. 1. Sous les hypothèses précédentes, où p := char(Φvp) =
char(Ψvp) :

HomFqs
(Φvp ,Ψvp)⊗A Aw � HomAw[G](Tw(Φ

vp), Tw(Ψ
vp)).

2. Si m(X) ∈ A[X ] est le polynôme minimal de F sur Φvp(A) et f(X) ∈
Aw[X ] son polynôme caractéristique en tant qu’endomorphisme agissant
sur Tw(Φ

vp) :
f(X) = m(X)t.

3. Deux modules de Drinfeld Φ et Ψ sur Fqs sont isogènes si et seulement si
mΦ = mΨ

Pour la preuve, voir la référence. On remarque juste qu’étant donné le pre-
mier point, les deux autres suivent facilement. En effet, si λ est valeur propre de
F agissant sur Tw(Φ

vp), elle doit forcément annuler le même polynôme minimal
m(X) à coefficients dans une algèbre d’operateurs sur Tw(Φ

vp) par le premier
point 12. Sachant que w �= p(T ) implique Vw(Φ

vp) � kdw et que d = nt, on a le
deuxième point. De la même façon, on notera que :

Vw(Φ
vp) � (kw[X ]/m(X))t.

Si donc, Φ et Ψ modules de Drinfeld sur Fqs sont isogènes, l’isomorphisme :

HomFqs
(Φ,Ψ)⊗A kw � Homkw[G](Vw(Φ), Vw(Ψ));

rend l’isogénie P (τ) entre les deux modules de Drinfeld un isomorphisme d’es-
pace vectoriels :

P∗ : (kw [X ]/mΦ(X))tΦ � (kw[X ]/mΨ(X))tΨ ;

ce qui donne tΦ = tΨ et mΦ(X) = mΨ(X).

En particulier, on a un plongement naturel des classes d’isogénie de modules
de Drinfeld de degré d définis sur Fqs et les classes de G(k/k)−conjugaison des
nombres de Weil de rang d pour l’A−corps Fqs ou, de façon équivalente, les po-
lynômes minimauxm(X) associés à char(Fqs)

13 (voir [Goss], définition 4.12.14).
Ce plongement est en effet (voir [Goss], Theorem 4.12.15) une bijection.

On énonce, finalement, le critère dont on va se servir pour repérer les premiers
à réduction supersingulière de Φ, parmi ceux de bonne réduction. Voir [Goss],
Proposition 4.12.17 pour l’énoncé complet.

Théorème 1.4.12. Soit Φvp module de Drinfeld de rang d et de caractéristique
p(T ) réduction modulo p(T ) du module de Drinfeld Φ à caractéristique 0 défini
sur F . Les situations suivantes sont alors équivalentes :

12. Si λ est valeur propre de F ∈ EndAw[G](Tw(Φvp )), il existe x ∈ Tw(Φvp ) \ {0} tel que

Fx = λx. Alors, F 2x = F (Fx) = Fλx. Comme, par le premier point, λ ∈ EndFqs (Φ
vp ),

on a que Fλ = λF , ce qui implique que Fhx = λhx pour tout h ≥ 0. On a donc que
m(λ)x = m(F )x = 0 et, puisque Tw(Φvp ) est un anneau intègre, que m(λ) = 0.
13. On remarque qu’étant donné un premier p(T ) dans A, l’automorphisme F dans

EndFqs (Φ
vp ) est un élément tout à fait différent de son interprétation dans EndFqs (Ψ

vp ),
pouvant même avoir un degré différent sur A dans chaque situation.
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1. Il existe une extension finie Fqαs de Fqs telle que :

dimk(EndFqαs (Φ
vp)⊗A k) = d2.

2. Il existe une puissance Fα de F telle que Fα ∈ A.
3. p(T ) est un premier à réduction supersingulière de Φ.

4. PE est la seule place dans OE divisant (p(T )).

Démonstration. L’équivalence entre les points 1 et 2 suit du fait que si F est le
nombre de Weil de rang d associé à Fqs , alors F

α est le nombre de Weil associé
à Fqαs . On se place donc dans la classe d’isogénie associé au nouveau nombre de
Weil. Le point 2 du Théorème 1.4.11 implique en effet que fFα = mt

Fα . Sachant
(voir [Goss], Lemma 4.12.7) que dimk(Fα)(EndFqαs (Φvp)⊗A k) = t2 et donc que
dimk(EndFqαs (Φvp) ⊗A k) = t2n = dt (d = nt pour le point 3 du Théorème
1.4.9), il s’ensuit que le point 1 équivaut à dire que d = t, donc que k(Fα) = k.

Supposons le point 2 vérifié. On a donc Fα = a ∈ A pour α ∈ N \ {0} op-
portun. Mais (Fα) ∩A = ((F ) ∩A)α comme Fα ∈ A. Donc, Fα = p(T )αβ. Par
conséquent :

Φvp [p(T )] ⊂ Φvp [p(T )αβ] = 0;

ce qui veut dire que p(T ) est premier à réduction supersingulière de Φ. Si, par
contre, on suppose le point 3 vérifié, Φvp(p(T )) = cFα pour c ∈ F∗

qs et α ∈ N\{0}
opportun. Donc :

Φvp(p(T )q−1) = F (q−1)α;

ce qui implique le point 2.

L’équivalence entre les points 3 et 4 peut être montrée de cette façon : p(T )
est premier à réduction supersingulière de Φ si et seulement si Tp(Φ

vp) = 0 ;
mais :

Tp(Φ
vp) = 0⇐⇒ TwE (Φ̃

vp) = 0 ∀wE |p(T ) dans E/k.

Mais la seule place dans OE divisant F est PE , et on a que :

VPE (Φ̃
vp) = 0;

alors que :
Vw(Φ̃vp) � Et

w ∀w �= PE ,∞E dans E/k;

pour le point 2 du Théorème 1.4.9. S’il y avait donc une place wE �= PE dans
E/k telle que wE |p(T ) (qui sera donc �=∞E parce-que p �=∞), VwE (Φ̃

vp) �= 0,
ce qui implique alors que TwE (Φ

vp) �= 0, en contradiction avec l’hypothèse de
réduction supersingulière en p(T ) de Φ.

La méthode par laquelle on va estimer la cardinalité de l’ensemble des pre-
miers de A à réduction supersingulière de Φ en fonction de leur degré en T est
le Théorème effectif de la Densité de Chebotarev, relatif aux corps de
fonctions (voir [FJ], Proposition 6.4.8) :

Théorème 1.4.13. Soit L/K une extension finie et de Galois d’un corps de
fonctions K sur Fq. Soit Fqη la clôture algébrique de Fq dans L. Soit μ := [L :
KFqη ], avec η = [KFqη : K]. Soit PN (K) := {p(T ) ∈ Spec OK , degT (p(T )) =
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N}, où OK est l’anneau des k−entiers de K. De façon analogue on définit OL

dans L. Soit donc P ∈ Spec OL tel que P |p(T ). A un nombre fini d’éléments près
on peut supposer que tout l ∈ PN (K) soit non ramifié dans OL. La réduction
modulo p(T ) induit alors l’isomorphisme :

D(P |p(T )) � G(LP /Kp) � Z/fpZ �< σp >;

où fp indique le degré d’inertie de p(T ) dans OL. On indique par :(
L/K

p

)
;

la classe de conjugaison du générateur σp de D(P |p(T )) dans G(L/K). Soit C
une classe de conjugaison dans G(L/K). On définit, alors :

CN (L/K,C ) := {p(T ) ∈ PN (K),

(
L/K

p

)
= C }.

Soit, donc, a ∈ N tel que :
σ|Fqη

= τa|Fqη
;

pour tout σ ∈ C .

1. Si N �= a (η), alors CN (L/K,C ) = ∅.
2. Si N ≡ a (η), alors |CN (L/K,C )| ∼N→+∞

|C |qN
Nμ .

On voudrait utiliser ce Théorème pour calculer le nombre de premiers p(T ) ∈
S(A) de degré degT (p(T )) en T fixé, à réduction supersingulière de Φ, en les
voyant, par le critère qu’on a donné avec le Théorème 1.4.12, comme ceux qui,
dans une extension finie et de Galois de k contenant E, se décomposent dans
une seule place. Donc, tels que leur σp correspondant induit une classe de conju-
gaison triviale dans cette extension.

Tout ça n’est cependant pas utilisable d’une façon directe. En effet, à chaque
p(T ) ∈ S(A) correspond non seulement un nombre de Weil F = Fp (et, donc,
une extension E = Ep/k dansD), mais en effet toute l’algèbre ambianteD = Dp

dans laquelle on voudrait faire les calculs. Mais, comme on l’a déjà remarqué, fixé
Φ, pour chaque p(T ) ∈ S(A), l’algèbre Dp associée est complètement différente
des autres (par exemple, comme on disait avant, l’extension Ep/k dans Dp peut
même avoir un degré différent en fonction de p(T )). On ne dispose donc pas
d’un L ”‘global”’ contenant k ainsi que tous les premiers p(T ) ∈ S(A).

On notera à partir d’ici, étant choisi un premier p(T ) ∈ S(A) de bonne réduction
de Φ, F = Fp le nombre de Weil associé à Φvp , E = Ep = k(Fp) et D = Dp =
EndFqs

(Φvp) ⊗A k pour bien souligner que chacun de ces objets est dépendant
du choix de p(T ).

Avant de commencer nous rappelons une propriété d’Algèbre Commutative.

Proposition 1.4.14. Soit B/A extension entière finie avec B domaine d’intégrité.
Alors :

K = B ⊗A k ⇐⇒ K = Frac(B).
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Démonstration. Dans les deux cas B est un A−ordre dans K, puisque B/A est
une extension entière finie. Elle contient donc une k−base de K. L’homomor-
phisme (injectif comme B est domaine d’intégrité) d’algèbres :

B ⊗A k ↪→ Frac(B)

b⊗A x �→ bx;

induit le plongement B ⊗A k ⊂ Frac(B). L’égalité des k−dimensions des deux
k−espaces vectoriels induit l’égalité B ⊗A k =Frac(B).

Cette propriété nous montre comment EndF (Φ)⊗A k est en effet un corps.
L’hypothèse d’être un domaine d’intégrité est essentielle : par exemple A2, bien
qu’extension entière de A, ne respecte pas la propriété : A2 ⊗A k = k2 n’est pas
un corps. EndF(Φ) est au contraire un domaine d’intégrité de façon évidente,
étant contenu dans l’algèbre de division F{τ}. Le Lemme 1.4.3 nous montrait
seulement un isomorphisme de A−modules entre EndF(Φ) et Aρ(Φ), mais pas
du tout un isomorphisme d’anneaux, raison pour laquelle EndF (Φ) est domaine
d’intégrité et Aρ(Φ) ne l’est pas.

On remarquera également que l’extension finie L := EndF (Φ) ⊗A k/k est nor-
male : si σ ∈ I(L/k) (ensemble des k−isomorphismes de L dans L), le plonge-
ment naturel de k dans L induit par Φ est tel que si P (τ) ∈ EndF (Φ), pour
tout a ∈ A on aura que σ(ΦaP (τ)) = σ(P (τ)Φa) = σ(P (τ))Φa = Φaσ(P (τ)), ce
qui montre la propriété voulue. L’extension L/k n’est toutefois a priori pas tou-
jours séparable. On notera cependant qu’elle peut se décomposer sous la forme
L/k′/k, où L/k′ est séparable et k′/k purement inséparable. L’extension k′/k
est normale et a la propriété que k′ =Frac(A′), avec A′ = Fq[T

1/e], e indice de
ramification de l’extension, degré de k′ sur k et puissance de p(T ), ce qui induit
une bijection :

S(A)←→ S(A)′

p(T )←→ p(T )1/e.

Au nombre fini près des premiers de A qui se ramifient dans L, le critère du
Théorème 1.4.12 nous permet alors d’identifier les premiers à réduction super-
singulière de Φ (ceux qui gardent toujours un seul premier les divisant dans
l’extension L/Ep/k) avec les premiers totalement inertes dans l’extension L/k′.
Sans perte de généralité on supposera donc l’extension L/k séparable et donc
de Galois. Dans la formule finale qu’on obtient avec le Théorème 1.4.13 on aura
[L : k′] au lieu de d. S’agissant toutefois d’une différence qui ne fait qu’améliorer
les estimations cherchées on peut également oublier ce passage sans rien perdre.

Nous remarquons que dans le cas où D est tel que l’extension L/k est regulière,
donc que η = 1, on a que D est RV1(r, c1)

∗, ce qui est exactement la condition
RV(r, c1)

∗.

Théorème 1.4.15. Si un module de Drinfeld (D,Φ) à caractéristique 0 et coef-
ficients dans F extension finie de k dans k a un rang d qui est 1 ou un nombre
premier et est de type CM, alors il est de type RVη(1, 1/2d)

∗, où η ∈ N\ {0} est
tel que Fqη est la clôture algébrique de Fq dans EndF(Φ)⊗A k.
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Démonstration. On sait que tout corps maximal dans Dp, pour tout p(T ) ∈
S(A), contient toujours Ep (nous rappelons que, pour [Goss], Theorem 4.12.7,
Dp est centrale sur Ep), et qu’il a degré d sur k. L’extension de Galois de k :

EndF (Φ)⊗A k;

a un degré d par l’hypothèse CM et cöıncidera par conséquent, en la plongeant
dans Dp à travers Φ̃vp , avec un corps maximal de Dp (si ce n’était pas le cas
elle serait contenue strictement dans un corps maximal, qui devrait donc avoir
dimension sur k supérieure à d, en contradiction avec le Théorème 1.4.9, point
3). quelque soit p(T ) ∈ S(A) cette extension contiendra alors toujours Ep. Ce
qui veut dire que Fp ∈ EndF(Φ), à isogénie près, pour tout p(T ) ∈ S(A). En
effet, EndF (Φ) est un ordre dans EndF (Φ)⊗A k et, par le Lemme 1.4.5, Φ est
isogène à un module de Drinfeld de type CM par rapport à l’anneau des entiers
Õ dans EndF (Φ) ⊗A k. Comme Fp ∈ Õ, on voit, à isogénie près, Fp comme
un élément dans EndF (Φ). L’algèbre de division A{Fp} ⊗A k, qu’on obtient en

plongeant Fp dans F{τ} par Φ̃, est donc encore un corps Ep = k(Fp), contenu

dans EndF (Φ) ⊗A k, qu’on identifie à travers l’isomorphisme induit par Φ̃vp

avec l’ancien Ep contenu dans EndFqs
(Φvp)⊗A k et précédemment décrit.

On applique donc le Théorème 1.4.13 au cas où L = EndF (Φ)⊗Ak etK = k, sa-
chant que les premiers à réduction supersingulière de Φ contiendrons, au nombre
fini des premiers ramifiés près, ceux qui sont totalement inertes dans l’extension
de Galois EndF(Φ)⊗A k de k. Les premiers respectants une telle propriété sont
exactement ceux dont le groupe de décomposition (cyclique suite à la condition
de ces premiers de ne pas se ramifier dans L), est en effet G(L/k), dont on
convient d’appeler σ son générateur 14 ; autrement dit, ils sont exactement les

p(T ) ∈ S(A) tels que
(

L/k
p

)
= {σ}, soit, tels que σp = σ. Comme K = k, on

est, suivant les mêmes notations du Théorème 1.4.13, dans cette situation :

k = Fq(T )
η

Fqη (T )
μ
L � Fqη (T

1/μ) ;

avec L/k extension finie et de Galois cyclique de degré d = ημ, ce qui implique
G(L/Fqη(T )) � Z/μZ. La cyclicité des extensions implique alors nécessairement
que la restriction à Fqη du générateur σ du groupe cyclique G(L/k) � Z/dZ
soit générateur du sous-groupe cycliqueG(L/Fqη (T )) � Z/μZ. L’indice a tel que
resFqη

τa =resFqη
σ est alors toujours 1 (dans le cas où η = 1 c’est plus naturel

de dire que a = 0, mais comme tout nombre naturel est en même temps congru
à 0 et à 1 modulo 1, ça ne fait aucune différence de choisir a = 1 toujours).
Si L/Fq est une extension régulière, ce qui veut dire que η = 1, la condition 2
du Théorème 1.4.13 est en effet la seule à être respectée par tout N ∈ N. Par
conséquent :

L � Fq(T
1/d) =⇒ |CN (L/k, {σ})| ∼N→+∞

qN

dN
.

Si par contre η > 1 on aura que :

N �= 1 (η) =⇒ CN (L/k, {σ}) = ∅;
14. Comme G(L/k) a d éléments et qu’on suppose d premier ou égal à 1, il respecte la

condition de cyclicité admettant ainsi l’existence effective des premiers totalement inertes dans
L/k, qui ne seront donc pas un ensemble vide, justement comme conséquence du Théorème
1.4.13.



62 CHAPITRE 1. MINORATION DE HAUTEURS CANONIQUES

N ≡ 1 (η) =⇒ |CN (L/k, {σ})| ∼N→+∞
qN

μN
.

Le nombre des éléments p(T ) ∈ S(A) totalement inertes dans OL et de degré N
est alors celui de tels éléments p(T ) tels que N ≡ 1 (η). Pour des tels N nous
obtenons alors que :

|CN (L/k, {σ})| ≥ qN

2Nd
;

pour tout N > N(Φ) tel que N ≡ 1 mod (η), où N(Φ) est un nombre naturel
assez grand.

Pour comparer avec les énoncés du type Lang-trotter qu’on trouve dans C.
David ([Dav]), nous donnons maintenant un énoncé où on compte tous les pre-
miers à réduction supersingulière de degré inférieur à un paramètre donné. Nous
rappelons d’abord la propriété suivante.

Soit {Ui}i∈N\{0} une suite de nombres réels > 0. Soit R > 1 un nombre réel. Il
est alors possible de montrer que, pour tout n ∈ N \ {0} :

Ui+1/Ui ∼ R =⇒
n∑

i=1

Ui ∼
R

R − 1
Un.

Le Théorème 1.4.15 nous dit qu’il existe un nombre N(Φ) ∈ N\{0} (qui dépend
du choix de Φ) assez grand afin que pour tout N ∈ N tel que N ≥ N(Φ) et

N ≡ 1 mod(η), on ait |CN (L/k, {σp})| ≥ qN

2Nμ . En appelant N = N(Φ) + nη :

Ui :=
qN(Φ)+(i−1)η

(N(Φ) + (i− 1)η)μ
;

on remarquera que :
Ui+1/Ui ∼ qη.

En appelant donc R := qη on aura que :

N∑
i=1

|Ci(L/k, {σp})| ≥
N−nη∑
i=N(Φ)

Ui ∼
qη

qη − 1

qN

Nμ
. (1.63)

Corollaire 1.4.16. Nous nous plaçons à nouveau sous les mêmes hypothèses
du Théorème 1.4.15. Le nombre des premiers p(T ) ∈ S(A) à réduction supersin-
gulière pour le module de Drinfeld D = (Ga,Φ) de rang d et tel qu’il est supposé
dans le Théorème 1.4.15, de degré degT (p(T )) ≤ N , pour tout N ≥ N(Φ),
où N(Φ) est toujours celui qu’on décrit dans la Définition 1.1.4, est au moins
qN/2dN .

Démonstration. On considère toujours l’extension de Galois L/k, de degré d, où
L = EndF(Φ)⊗Ak. Le nombre des éléments p(T ) ∈ S(A) tels que degT (p(T )) ≤
N , totalement inertes dans OL, est, suite à (1.63) :

N∑
i=1

|Ci(L/k, {σ})| ≥
n∑

i=0

|CN(Φ)+iη(L/k, {σ})| ≥ qη

2(qη − 1)

qN

Nμ
;
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pour tout N ∈ N tel que N ≥ N(Φ) et N ≡ N(Φ) mod(η), où N(Φ) est un
nombre naturel assez grand (et congru à 1 modulo η) afin que pour tout M >
N(Φ) l’ensemble CM (L/k, {σ}) respecte la condition 2 du Théorème 1.4.13, et
n := (N −N(Φ))/η. L’inégalité :

qη

qη − 1

qN

Nμ
≥ qN

Nd
;

nous donne alors l’énoncé.
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Chapitre 2

Points de torsion et variétés

Dans ce chapitre nous proposons une stratégie d’attaque à la conjecture
de Manin-Mumford dans le cas des T−modules, nous basant sur la méthode
présentée par J. Pila et U. Zannier dans [PZ]. Dans un premier paragraphe nous
donnerons toutes les définitions des objets traités ainsi que les propriétés dont la
connaissance est nécessaire pour comprendre nos objectifs. Nous montrerons en
particulier une version du Théorème de la Fonction Implicite pour des ensembles
analytiques munis d’une topologie non-archimédienne. Nous présenterons donc
dans un deuxième paragraphe les origines de la Conjecture de Manin-Mumford
formulée dans le cadre des variétés abéliennes et la façon dont nous allons l’adap-
ter pour aboutir à une conjecture raisonnable dans le cadre des T−modules.
Dans le troisième paragraphe nous présentons un Théorème pour majorer le
nombre de points de torsion d’un T−module dans une variété, travail analogue
à celui de J.Pila et J. Wilkie [PW], développé à partir de celui de E. Bombieri et
J. Pila [BP], sur lequel la stratégie de J. Pila et U. Zannier dans [PZ] est fondée.
Dans le quatrième et dernier paragraphe nous tracerons un chemin qui pourrait
permettre de prouver la conjecture en exposant les difficultés principales que la
structure géométrique non-archimédienne des T−modules présente par rapport
à celle classique sur les variétés abéliennes.

2.1 Préliminaires

L’objet de notre étude est un problème géométrique sur les T−modules. Ces
derniers sont une extension naturelle des modules de Drinfeld en dimension ≥ 1.
Nous prendrons la définition suivante qui prend son origine dans le texte de G.
Anderson ([A]).

On convient de noter A := Fq[T ], où q est une puissance finie du nombre premier
p, k := Frac(A) et C := (k∞)∞, où∞ est la place correspondant à 1/T dans A.
Si K est un corps et n,m deux entiers naturels pas nuls, la notation Kn,m indi-
quera aussi l’anneau des matrices définies sur K, à n lignes et m colonnes. Nous
rappelons que τ indique l’automorphisme de Frobenius élévation à la puissance
q−ième.

Définition 2.1.1. Un T−module A = (Gm
a ,Φ) de degré d̃ et dimension m

défini sur un corps F ⊂ k est le groupe algébrique Gm
a , défini sur F , qui a une

65
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structure de A−module donnée par l’homomorphisme de Fq−algèbres :

Φ : A→ Fn,n{τ}

T �→
d̃∑

i=0

ai(T )τ
i;

où a0 (la différentielle de Φ(T )) est sous la forme :

a0 = TIm +N ;

où N est une matrice nilpotente, et ad̃ �= 0. Ce qui montre d’ailleurs que Φ
est injectif, tout comme dans le cas d’un module de Drinfeld (qui n’est qu’un
T−module de dimension 1).

Définition 2.1.2. L’ensemble des points de torsion dans A est :

Ators. := {x ∈ A, ∃a(T ) ∈ A \ {0},Φ(a)(x) = 0}.
Définition 2.1.3. Un sous-T−module B d’un T−module A est un sous-groupe
algébrique connexe de (A,+) tel que Φ(T )(B) ⊂ B.
Remarque 2.1.4. On indiquera dorénavant par dimension d’un sous-T−module,
sa dimension en tant que variété algébrique. On remarque qu’un sous-T−module
B < A non trivial (donc, B �= A, 0) a une dimension strictement inférieure à
celle de A. Les sous-T−modules d’un T−module ne sont donc pas forcément
des T−modules (bien qu’habituellement ce sont des sous-groupes algébriques iso-
morphes à des puissances de Ga, voir par exemple [T] pour les sous-T−modules
des puissances d’un module de Drinfeld) mais cette terminologie fréquente est
suffisante pour notre propos.

Suite à un résultat de I. Barsotti, voir [Ba], Theorem 3.3, nous indiquons
ici pourquoi tout sous-T−module de dimension d d’un T−module A = (Gm

a ,Φ)
est isomorphe en tant que groupe algébrique, s’il est absolumment irréductible
dans C, à Gd

a. Il est en effet possible de montrer qu’un tel groupe algébrique ne
peut être que le lieu des zéros d’un nombre fini de polynômes additifs, ce qui le
rend toujours une variété algébrique régulière (voir Théorème 2.1.36). Comme
les hypothèses du Théorème indiqué dans la référence sont respectées, il s’ensuit
qu’un tel groupe algébrique est isomorphe au produit direct Gt

a×Gs
m, pour des

t et s opportuns. Puisqu’il est facile de montrer qu’aucune puissance de Gm ne
peut pas être isomorphe à un sous-groupe de Gm

a nous avons que t = d et s = 0.

Nous donnons maintenant la définition d’un objet très important pour l’étude
des T−modules, qui a été introduit dans [A].

Définition 2.1.5. Soit t une indéterminée et soit F un corps contenant Fq et
t. Soit :

l : A→ F ;
T �→ t := l(T )

un homomorphisme de Fq−algèbres plongeant A dans F . Etant donné l’auto-
morphisme de Frobenius τ déjà introduit, nous notons :

F [T, τ ] := F ⊗Fq A{τ}.
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Quelque soit un élément générique h ∈ F [T, τ ], il s’exprime, pour un certain
N ∈ N \ {0}, sous la forme suivante :

h :=

N∑
i=1

(xi ⊗Fq yi) ∈ F ⊗Fq A{τ};

on imposera que :

τ(h) :=
N∑
i=1

(xqi ⊗Fq yi)τ.

Pour tout α ∈ F on aura donc que :

Tτ = τT ;

Tα = αT ;

τα = αqτ.

Plus précisément, nous remarquons que F [T, τ ] = F{τ}[T ], anneau de po-
lynômes en T et τ (à coefficients dans F) commutatif en T mais pas en τ .
On appelle T−motif un F [T, τ ]−module à gauche M , libre et de type fini sur
F{τ}, tel qu’il existe n ∈ N \ {0} tel que :

(T − t)nM ⊆ τM.

Définition 2.1.6. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module défini sur le corps F ⊂ k.

On note :
HomF(A,Ga);

le groupe des homomorphismes de groupes Fq−additifs de A dans Ga définis sur
F . On appelle HomF(A,Ga) le T−motif associé à A.

Nous remarquons qu’un tel groupe est bien un T−motif. Il est en effet pos-
sible de le munir d’une structure de F⊗FqA{τ}−module à gauche de la manière
suivante (voir [A] ou [Goss] pour plus de détails).

En appellant :
M := HomF(A,Ga);

on définit l’action (à gauche) de F [T, τ ] sur M comme il suit :

∀a ∈ F , f ∈M ; (a, f) �→ af ;

∀f ∈M ; (T, f) �→ f ◦ Φ(T );
∀f ∈M ; (τ, f) �→ τ ◦ f.

Il est clair qu’une telle action munit à la foisM d’une structure de F [T ]−module
et de F{τ}−module.

Comme conséquence d’une telle définition on peut montrer que :

HomF(A,Ga) � F{τ}m;

ce qui respecte la condition d’être un F{τ}−module libre et de type fni, donnée
dans la Définition 2.1.5.
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Définition 2.1.7. En appelant F ⊂ k le corps engendré à partir de k par les
composantes des matrices coefficients de Φ(T ), le rang d’un T−module A est
le rang sur F [T ] du F [T ]−module HomF (A,Ga). On appelle A un T−module
abélien si HomF(A,Ga) est de rang fini.

On peut montrer (voir [Goss], Theorem 5.4.10) que siA est abélien,HomF(A,Ga)
est aussi libre en tant que F [T ]−module.

Remarque 2.1.8. Le foncteur HomF (·,Ga) constitue une anti-équivalence
entre la catégorie des T−modules abéliens et celle des T−motifs libres et de
rang fini (voir [Goss], Theorem 5.4.11). Les deux catégories sont abéliennes.

On peut voir assez facilement qu’en particulier les sous-T−modules et les
quotients de T−modules abéliens sont toujours abéliens. Si on a l’inclusion ca-
nonique :

i : B ↪→ A;
ça induit le morphisme :

i∗ : HomF (A,Ga)→ HomF (B,Ga);

de façon naturelle. On sait d’ailleurs que, si mA := dimC(A) et mB := dimC(B),
on a mB < mA si B �= A. Comme B � GmB

a et A � GmA
a , on peut voir

HomF (B,Ga) ⊂ F{τ}mB comme agissant sur GmA
a en tant qu’élément dans

F{τ}mA de façon naturelle, l’étendant ainsi à A. Par conséquent, on voit faci-
lement que i∗ est surjectif. De la même manière on remarque que le quotient :

j : A� A/B;
induit dans la catégorie duale le morphisme :

j∗ : HomF (A/B,Ga)→ HomF (A,Ga);

et que ce dernier est injectif. Comme un T−module est abélien si et seulement
si son T−motif est de type fini sur F [T ] la conclusion suit immédiatement. Se
rappelant aussi que si un T−module est abélien, alors il est aussi libre, les autres
propriétés définissant une catégorie abélienne suivent.

Remarque 2.1.9. A la différence de ce qui arrive dans le cas des modules de
Drinfeld, en dimension supérieure le rang et le degré d’un T−module ne sont
pas égaux. La situation qu’on va décrire soulignera davantage cette différence.

En choisissantA de la forme (D1,Φ1)× ...×(Dm,Φm), produit de m modules
de Drinfeld de rang di, i = 1, ...,m, Φ := Φ1× ...×Φm, on obtient un T−module
de rang d =

∑m
i=1 di de forme diagonale. Nous remarquons que ceci constitue

un exemple où d̃ �= d, puisque d̃ = maxi=1,...,m{di}.
Proposition 2.1.10. Soient m1,m2 ∈ N \ {0}. Soient a0 ∈ Cm1,m1 et F ∈
Cm2,m1 . Soient b0, b1, ..., bs ∈ Cm2,m2 , pour un certain s ∈ N \ {0}, telles que :

Fa0 = b0F ;

(a0 − TIm1)
m1 = 0;

(b0 − TIm2)
m2 = 0.
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Il existe alors unique une fonction Fq−linéaire :

e : Cm1 → Cm2 ;

telle que :

e(x) = Fx+
∑
i≥1

Bix
qi ;

où Bi ∈ Cm2,m1 pour tout i ≥ 1 sont telles que la série converge quelque soit
x ∈ Cm1 . Une telle fonction respecte l’equation fonctionnelle suivante :

e(a0x) =
s∑

i=0

bie(x)
qi .

Démonstration. Voir [Goss], Proposition 5.9.2.

Remarque 2.1.11. Les matrices Bi, i ≥ 0, coefficients de l’expression explicite
de e donnée dans la Proposition 2.1.10 ont leur cordonnées dans l’extension finie
F de k engendrée par les cordonnées de chaque matrice b0, ..., bs.

Démonstration. Voir [Goss], Lemma 5.9.3. Une telle construction est due à G.
Anderson dans son travail [A].

Définition 2.1.12. Un système de coordonnées ρ d’un T−module abélien
A de dimension m est un isomorphisme de groupes algébriques :

ρ : A → Gm
a ;

x �→
⎛⎝ ρ1(x)

...
ρm(x)

⎞⎠ ;

auquel on associe l’isomorphisme de C−espaces vectoriels :

ρ∗ : Lie(A)→ Gm
a ;

ε �→
⎛⎝ ∂ρ1(ε)

...
∂ρm(ε)

⎞⎠ ;

où ∂ρi est la différentielle de ρi en voyant ce dernier en tant que morphisme
Fq−linéaire (voir [Goss], Definition 5.9.4). Un tel isomorphisme montre com-
ment en effet la dimension de A cöıncide avec celle de son algèbre de Lie as-
sociée.

Définition 2.1.13. Soient A1 = (Gm1
a ,Φ1) et A2 = (Gm2

a ,Φ2) deux T−modules
abéliens de dimension, respectivement, m1 et m2. Soit f un morphisme de A1

vers A2. L’exponentielle de f est une application :

expf : Lie(A1)→ A2;

telle que :

1. Pour tout ε ∈ Lie(A1) :

expf (a0ε) = Φ2(T )(expf (ε));

où a0 est le coefficient constant de Φ1(T ), comme dans la Définition 2.1.1.
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2. Soit f∗ : Lie(A1) → Lie(A2) le morphisme induit de f à travers la
différentielle, de la même manière que dans la définition 2.1.12. Alors :

expf ∗ = f∗;

où f∗ est le morphisme induit par f sur les algèbres de Lie associées.

3. Si ρ1 et ρ2 sont, respectivement, les systèmes de coordonnées de A1 et A2,
il existe une fonction entière Fq−linéaire sous la forme ζ : Cm1 → Cm2 ,
telle que, si ε ∈ Lie(A1), alors :

ζ(ρ1∗ε) = ρ2(expf (ε)).

Théorème 2.1.14. Etant donné f un morphisme entre deux T−modules A1 et
A2 comme dans la Définition 2.1.13, il existe unique une fonction exponentielle
de f telle qu’elle est décrite dans une telle Définition.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.1.10.

Définition 2.1.15. Soit A un T−module abélien. L’exponentielle de A est le
morphisme :

e : Lie(A)→ A;
qui est l’exponentielle de l’identité idA : A → A.

Nous remarquons que si B est sous-T−module du T−module abélien A,
l’inclusion canonique :

i : B ↪→ A;
induit l’inclusion :

expi∗ : Lie(B) ↪→ Lie(A).
Il s’agit en effet d’une inclusion comme le plongement naturel Lie(B) ⊂ Lie(A),
qui suit du fait que dimC(B) < dimC(A), respecte les trois propriétés énoncées
dans la Définition 2.1.13, ce qui implique par l’unicité que ce plongement est
exactement la fonction expi.

Supposant A abélien (voir Définition 2.1.7) on a que, si :

Λ := Ker(e);

ce noyau est un A−réseau dans Lie(A) dont le A−rang est inférieur ou égal
au rang de A, voir [Goss], Lemma 5.9.12. La fonction exponentielle associée
à un T−module présente donc des analogies avec l’idée de revêtement entre
deux espaces topologiques (un concept qui ne peut pas avoir lieu dans le cadre
d’une topologie non-archimédienne, qui est totalement discontinue comme on le
soulignera ensuite, ce qui empêche la construction des chemins continus et des
faisceaux sur elle). En effet il est possible de montrer qu’une telle fonction est
un homéomorphisme local 1. De la même manière, si B est sous-T−module du
T−module abélien A, l’unicité de l’exponentielle qu’on lui associe implique que

1. Nous montrerons de façon indirecte une telle propriété au cours de ce chapitre, après
avoir introduit la définition de fonction entière (voir Définition 2.1.20) nous remarquerons
d’abord que la fonction exponentielle est entière (voir Remarque 2.1.11), puis qu’elle est loca-
lement inversible avec inverse analytique (voir Théorème 2.1.38 point 1), finalement que toute
fonction analytique est continue (voir Lemme 2.3.2).
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cette dernière est la restriction à Lie(B) de e et, donc, que si ΛB est le réseau
associé à B dans Lie(B) et ΛA celui qu’on associe à A dans Lie(A), alors :

ΛB = Lie(B) ∩ ΛA.

Lemme 2.1.16. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un T−module
A = (Gm

a ,Φ) abélien. Nous appelons ρ(ΛA) le A−rang du réséau associé à A
en tant que noyau de la fonction exponentielle e : Lie(A)→ A. Nous appelons
également ρ(A) le rang de A.

1. ρ(ΛA) = ρ(A) ;
2. La fonction exponentielle e : Lie(A)→ A est surjective.

Démonstration. Voir [Goss], Theorem 5.9.14.

Définition 2.1.17. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module abélien. S’il respecte les

deux conditions équivalentes du Lemme 2.1.16 on dit qu’il est uniformisable.

Remarque 2.1.18. Si B est un sous-T−module du T−module abélien A :

e−1(B) = Lie(B).

Démonstration. Nous remarquons que tout T−module est une variété algébrique
lisse. Sa dimension cöıncide donc avec celle de son espace tangent en n’importe
quel point, en tant qu’espace affine sur C. Si ce T−module est le sous-T−module
B de A, cet espace est canoniquement isomorphe à Lie(B). Comme e est définie
sur Lie(A), il est clair que e−1(A) = Lie(A). En ce qui concerne B au contraire,
on a seulement que H := e−1(B) ⊂ Lie(A) est tel que H ⊃ Lie(B). Suite à la

Définition 2.1.12 nous savons que B � GdimC(Lie(B))
a . D’un autre coté l’exponen-

tielle e est un homéomorphisme local par rapport à la même topologie de A avec
Lie(A), ce qui induit par sa restriction à H un homéomorphisme local entre H
et e(H) = B. Il est donc possible de construire un homéomorphisme local entre
H et Lie(B), ce qui implique forcément qu’ils ont la même C−dimension en tant
qu’espaces affines et que par conséquent H = Lie(B). Nous remarquons que
nous n’avons pas besoin dans cette preuve d’hypothèse sur la surjectivité de e
ou de sa restriction à Lie(B).

Remarque 2.1.19. Les sous-T−modules d’un T−module abélien et uniformi-
sable sont uniformisables.

Démonstration. Soit B sous-T−module du T−module abélien et uniformisable
A. Nous avons déjà remarqué que e−1(B) = Lie(B). Comme e est la fonction
exponentielle définie sur Lie(A) et non seulement sur Lie(B), si sa restriction à
Lie(B) n’est pas surjective, il existe un élément x ∈ B tel que e−1(x)∩Lie(B) =
∅, où e−1(x) ⊂ Lie(A). Comme e−1(x) ⊂ e−1(B) = Lie(B) on a facilement une
contradiction.

2.1.1 Théorème de la Fonction Implicite

Nous donnons ici une version du Théorème de la Fonction Implicite valable
pour un corps non-archimédien, version sur laquelle notre travail est fondé.
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Comment l’on sait, la preuve de la version classique, ou réelle, de ce Théorème,
analysant les zéros de fonctions régulières de la forme :

f : Rn → R;

utilise dans un point essentiel de son développement la relation d’ordre total
induite sur R par la valeur absolue standard. N’ayant pas une telle relation
d’ordre sur k∞, l’analogue naturel de R dans notre situation, il est nécessaire de
re-formuler une version 1/T−adique du Théorème, et d’en donner une preuve
compatible avec la nouvelle structure du corps utilisé.

Définition 2.1.20. Etant donnés n, i ∈ N \ {0}, nous notons :

Λn(i) := {(μ1, ..., μn) ∈ Nn,
n∑

j=1

μj = i}.

Pour tout μ = (μ1, ..., μn) ∈ Nn, nous définissons :

|μ| :=
n∑

j=1

μj .

Soit K un corps de valuation non-archimédienne complet par rapport à celle-ci
et soit L ⊆ K un sous-corps de K. Etant donné μ = (μ1, ..., μn) ∈ Λn(i) et un
vecteur z = (z1, ..., zn) ∈ Kn, on définit alors :

zμ =
n∏

j=1

z
μj

j .

Soit U ⊂ Kn un ouvert de Kn par rapport à la topologie induite sur celui-ci par
la valeur absolue 1/T−adique. Une application :

f : U → K;

est L−analytique si et seulement si on a :

f(z) =
∑
i≥0

∑
μ∈Λn(i)

aμz
μ, ∀z ∈ U ;

où aμ ∈ L pour tout μ ∈ Λn(i) et tout i ≥ 0. En particulier, la série de puissances
de z formelle qui définit une telle fonction converge sur tout z ∈ U à la valeur
f(z). Soit z0 ∈ U(L) = Ln ∩ U . Le changement de variable suivant :

z �→ z + z0;

induit l’égalité suivante :

f(z) =
∑
i≥0

∑
μ∈Λn(i)

aμz
μ =
∑
i≥0

∑
μ∈Λn(i)

bμ(z − z0)μ;

où les bμ ∈ L sont des coefficients opportuns. Ces coefficients sont appellés les

dérivées divisées ∂μf(z0)
∂zμ de f en z0 le long de la direction indiquée par μ.
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On appelle également fonction L−analytique sur U tout vecteur de fonctions
L−analytiques sous la forme suivante :

f : U → Km;

quelque soit m ∈ N \ {0}. Nous disons que f est une fonction L−entière si
U = Kn. Une fonction L−entière est donc une fonction sous la forme suivante :

f : Kn → K;

z �→
∑
i≥0

∑
μ∈Λn(i)

aμz
μ;

convergente à f(z) en tout point z ∈ Kn.

Remarque 2.1.21. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module abélien et uniformisable,

défini sur le corps F ⊂ k, comme dans la Définition 2.1.1. Nous définissons
alors le corps k∞(Φ) := k∞F , qui est une extension finie de k∞. La fonction
exponentielle :

e : Lie(A)→ A;
qu’on lui associe est alors une fonction F−entière et en particulier k∞(Φ)-
entière, suite à la Remarque 2.1.11.

On peut remarquer comment la nature non archimédienne de la valuation
1/T−adique donne lieu au critère suivant de convergence de séries de puis-
sances, plus fort que ceux dont on dispose en Analyse Réelle. Sa preuve est une
application mécanique des définitions.

Proposition 2.1.22. Soit (K, v) corps de valuation non archimédienne. Une
série de puissances formelle : ∑

i≥0

aiz
i;

définie sur K converge sur le disque Br(K) := {x ∈ K, |x|v ≤ r}, pour r > 0,
si et seulement si :

lim
i→+∞

air
i = 0.

En dimension supérieure, on conclut, alors, qu’une série :∑
i≥0

∑
μ(i)∈Λn(i)

aμ(i)z
μ;

est convergente dans le polydisque Bn
r (K) si et seulement si :

lim
i→+∞

aμ(i)r
i = 0;

où μ(i) est multi-indice tel que la somme de ses n composantes est i.

On remarque que cette définition de analyticité est compatible avec celle en
dimension 1 qu’on a donné dans le premier chapitre. La construction de la fonc-
tion exponentielle qu’on a décrit dans la Proposition 2.1.10 montre que cette
fonction est entière en tant que vecteur de fonctions entières.

Nous pouvons donc donner la définition d’un ensemble analytique.
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Définition 2.1.23. Soit K un corps complet par rapport à une certaine valua-
tion et soit L ⊆ K un sous-corps de K. Soit U ⊂ Kn un ouvert de Kn par
rapport à la topologie induite sur celui-ci par la valeur absolue 1/T−adique. Un
sous-ensemble Z ⊆ U est un sous-ensemble L−analytique de U s’il existe un
ensemble fini de fonctions L−analytiques {f1, ..., fr} définies sur U et à valeurs
dans K, tels que :

Z = {z ∈ U, fi(z) = 0, ∀i = 1, ..., r}.

Nous disons que Z est un ensemble L−entier s’il existe un ensemble fini de
fonctions L−entières {f1, ..., fr} définies sur Kn et à valeurs dans K, telles
que :

Z = {z ∈ Kn, fi(z) = 0, ∀i = 1, ..., r}.
Théorème 2.1.24. Soit K un corps complet contenant k∞ et contenu dans C.
Soit F : Kn → K une application K−analytique sur un certain ouvert de Kn,
où n > 1. Soit Z = Z(F ) le lieu des zéros de F dans Kn. Nous supposons que
Z �= ∅. Soit z0 ∈ Z et soit z∗0 sa projection sur ses premières n−1 composantes.
Supposons que :

∂F (z0)

∂zn
�= 0.

Il existe, alors, un voisinage ouvert Uz0 ⊂ Kn de z0, dont on appelle U∗
z0
⊂

Kn−1 la projection sur les premières n−1 composantes (qui contiendra évidemment
z∗0), et une fonction analytique :

f : U∗
z0
→ K;

tels que, pour tout z ∈ Uz0 , en exprimant ce dernier comme :

z = (z∗, zn) ∈ Kn−1 ×K;

on ait :
zn = f(z∗).

Démonstration. Un premier pas dans la preuve consiste à montrer un Théorème
de la Fonction Inverse, et donc, de la Fonction Implicite, formel. Nous nous
posons dans la situation où z0 = 0 pour simplifier les notations, sans cependant
rien perdre en généralité. Il s’ensuit que F (0) = 0. On exprime, dans le voisinage
U de 0, F sous la forme :

F (z) =
∑
i≥1

∑
μ∈Λn(i)

aμz
μ.

On définit :
G ∈ (K[[z1, ..., zn]])

n;

qui définit une fonction K−analytique :

G : Kn → Kn;

telle que :
G(z) = (z∗, F (z));
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où z∗ est la projection de z sur ses premières n − 1 composantes dans Kn−1.
Nous cherchons une fonction inverse :

H : Kn → Kn;

s’annulant en 0 à l’ordre 1, de la même forme que G, telle que :

H ◦G = G ◦H = 1.

Autrement dit, on demande que, pour tout z vecteur formel à n composantes,
on ait :

(G ◦H)(u) = (u∗, (F ◦H)(u)) = u.

La série formelle avec laquelle H s’exprime est donc de la forme :

H(u) = (u∗, h(u));

avec :

h : Kn → K;

telle que :

F (H(u)) = F (u∗, h(u)) = un;

et en même temps telle que :

h(G(z)) = h(z∗, F (z)) = zn.

On remarque que :

h(G(0)) = 0;

nous donnant l’annulation en 0 de H , comme G(0) = 0, puisque 0 est un zéro
de F . Il s’ensuit que :

F (H(0)) = 0;

également. On exprime, donc, h sous la forme :

h(u) =
∑
i≥1

∑
η∈Λn(i)

bηu
η.

En imposant la condition :

F (u∗, h(u)) = un;

on obtient donc :

∑
i≥1

∑
η∈Λn(i)

aηH(u)η =
n−1∑
j=1

ajuj + anh(u) +
∑
i≥2

∑
η∈Λn(i)

aη(u
∗, h(u))η = un.

Nous développons le calcul des séries jusqu’à l’ordre 3 pour donner l’idée de la
méthode avec laquelle nous donnons les coefficients bμ de h. Nous avons :

F (H(u)) =

n−1∑
i=1

aiui+an(

n∑
i=1

biui+

n∑
i=1

n∑
j=1

bi,juiuj+

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

bi,j,kuiujuk+...)+
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+

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

ai,juiuj+

n−1∑
i=1

ai,nui(

n∑
i=1

biui+

n∑
i=1

n∑
j=1

bi,juiuj+

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

bi,j,kuiujuk+...)+

+an,n(
n∑

i=1

biui+
n∑

i=1

n∑
j=1

bi,juiuj+
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

bi,j,kuiujuk+...)
2+

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

n−1∑
k=1

ai,j,kuiujuk+

+

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

ai,j,nuiuj(

n∑
i=1

biui +

n∑
i=1

n∑
j=1

bi,juiuj +

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

bi,j,kuiujuk + ...)+

+

n−1∑
i=1

ai,n,nui(

n∑
i=1

biui +

n∑
i=1

n∑
j=1

bi,juiuj +

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

bi,j,kuiujuk + ...)2+

+an,n,n(

n∑
i=1

biui +

n∑
i=1

n∑
j=1

bi,juiuj +

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

bi,j,kuiujuk + ...)3 + ... = un.

Nous associons maintenant à chaque monôme uμ le coefficient lui correspondant
dans l’égalité formelle :

F (H(u))− un = 0.

Cette association est la suivante :

un anbn − 1
ui anbi + ai ∀i = 1, ..., n− 1
uiuj anbi,j + ai,j + ai,nbj + aj,nbi + 2an,nbibj ∀i, j = 1, ..., n− 1
uiun anbi,n + ai,nbn + 2an,nbibn ∀i = 1, ..., n− 1
u2n anbn,n + an,nb

2
n

uiujuk anbi,j,k + ai,nbj,k + aj,nbi,k + ak,nbi,j+ ∀i, j, k = 1, ..., n− 1
+2an,n(bibj,k + bjbi,k + bkbi,j) + ai,j,k+

+ai,j,nbk + ai,k,nbj + aj,k,nbi+
+2(ai,n,nbjbk + aj,n,nbibk + ak,n,nbibj)+

+3an,n,nbibjbk
uiujun anbi,j,n + ai,nbj,n + aj,nbi,n+ ∀i, j = 1, ..., n− 1

+2an,n(bibj,n + bjbi,n + bnbi,j)+
+ai,j,nbn + 2(ai,n,nbjbn + aj,n,nbibn)+

+3an,n,nbibjbn
uiu

2
n anbi,n,n + 2an,nbibn,n+ ∀i = 1, ..., n− 1

+ai,n,nb
2
n + 3an,n,nbib

2
n

u3n anbn,n,n + 2an,nbnbn,n + 3an,n,nb
3
n

... ... ...

Nous introduisons ici une nouvelle notation pour indiquer le même indice mul-
tiple μ ∈ Nn quelconque quand une expression en série formelle :

E(X) :=
∑
i≥1

∑
μ∈Λn(i)

cμX
μ
;

s’écrit aussi sous la forme suivante :

E(X) :=

n∑
i=1

ciXi +

n∑
i1=1

n∑
i2=1

ci1,i2Xi1Xi2 + ...+

n∑
i1=1

...

n∑
ik=1

ci1,...,ik

k∏
h=1

Xih + ....
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Nous remarquons en effet que dans ce cas, bien que la série formelle soit tou-
jours la même, l’ordre de sommation des monômes peut changer et les indices
des coefficients n’ont pas une longueur bornée, à la différence de ce qui arrive
avec la notation précédente. Nous appelons i(μ) ∈ N \ {0} la longueur k de
l’indice multiple (i1, ..., ik) dans la deuxième notation correspondant à μ dans
la première. Autrement dit, tel que :

X
μ
=

k∏
h=1

Xih .

Nous remarquons que chacun de ces nouveaux indices multiples (i1, ..., ik) est
toujours tel que i1 ≤ ... ≤ ik suite au fait que les produits sont commutatifs.
L’annulation de tous les coefficients de la série formelle F (H(u)) − un nous
emmène au système suivant, que nous appelons S1 :⎧⎨⎩

anbn = 1
anbi = ai ∀i = 1, ..., n− 1;

anbμ = −Pμ({aη}, {bμ′}) ∀|μ| ≥ 2, |η| ≤ |μ|, i(μ′) < i(μ);

où Pμ est pour chaque μ ∈ Λn(i), i ≥ 2, un polynôme à coefficients dans Fq et
tel que le signe devant chacun de ses monômes est toujours positif. Ce système
se résout par récurrence sur la valeur de i(μ). Nous remarquons d’abord que :

bn =
1

an
;

et que :

bi =
ai
an
, ∀i = 1, ..., n− 1.

Des telles solutions existent puisque les hypothèses que nous sommes en train
de supposer prévoient la condition an �= 0. En remplaçant ces solutions dans les
équations de la forme anbμ = −Pμ({aη}, bi), où i(μ) = 2 et i = 1, ..., n, nous
obtenons bμ. En général, nous remplaçons donc la solution bμ′ dans l’équation
anbμ = −Pμ({aη}, {bμ′}) pour tout 1 ≤ i(μ′) < i(μ).

En procédant par récurrence on trouve finalement la série formelle h (et,
par conséquent H) cherchée. On remarque, en plus, que ∂

∂un
h(0) �= 0, comme

bn �= 0. Par conséquent, h respecte les mêmes hypothèses, en tant que série
formelle, que F . Il existe, donc, en répétant le même raisonnement pour H , un
vecteur de séries formelles :

H1 : Kn → Kn;

tel que :
H ◦H1 = 1.

Par conséquent :
G = G ◦H ◦H1 = H1;

ce qui prouve :
G ◦H = H ◦G = 1.

On remarque, finalement, qu’une telle H est unique, puisqu’elle est déterminée
comme unique solution du système S1 qu’on a construit. En restreignant h à
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la projection de Kn sur ses premières n − 1 composantes on obtient une série
formelle :

h̃ : Kn−1 → K;

telle que :
h̃(z∗) := h(z∗, 0);

ce qui prouve aussi le Théorème de la Fonction Implicite Formel, comme :

F (z∗, h̃(z∗)) = 0;

en tant qu’identité formelle.

Le deuxième pas à faire est de montrer qu’une telle h̃ est une série convergente
sur un voisinage ouvert pas singulier de 0 (soit, différent de {0}). Autrement

dit, que la série formelle h̃ a un rayon de convergence pas nul. Nous définissons
alors une série majorante :

F : Rn → R;

telle que :

F (X1, ..., Xn) := −
n−1∑
i=1

AiXi +AnXn −
∑
i≥2

∑
μ∈Λn(i)

AμX
μ
;

où Aμ ≥ 0 pour tout μ ∈ Λn(i), i ≥ 1, et que :

|aμ|1/T ≤ Aμ ∀μ ∈ Λn(i), i ≥ 2;

Ai = |ai|1/T ∀i = 1, ..., n.

En particulier, F (0) = 0 et, comme An = |an|1/T �= 0, F vérifie les mêmes
hypothèses de régularité en 0 que F , mais sur Rn. Nous définissons aussi :

G : Rn → Rn;

G(X) := (X
∗
, F (X)).

S’agissant de séries formelles, la structure topologique des corps induite par
la valuation choisie ne joue aucun rôle, nous permettant donc de répéter sans
aucune différence les mêmes passages que dans le cas de F et G, en trouvant
donc une série formelle inverse H de G, telle que la série H précédemment
trouvée pour G. Elle prendra alors la forme :

H(Y1, ..., Yn) := (Y
∗
, h(Y )) := (Y1, ..., Yn−1,

n∑
i=1

BiYi +
∑
i≥2

∑
μ∈Λn(i)

BμY
μ
).

Nous allons appliquer les définitions pour répéter les calculs d’avant dans cette
nouvelle situation pour exprimer les coefficients de h en fonction de ceux de F .
Nous obtenons par conséquent :

F (H(Y )) = −
n−1∑
i=1

AiYi +An(

n∑
i=1

BiYi +

n∑
i=1

n∑
j=1

Bi,jYiYj + ...)+
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−
n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

Ai,jYiYj −
n−1∑
i=1

Ai,nYi(

n∑
i=1

BiYi +

n∑
i=1

n∑
j=1

Bi,jYiYj + ...)+

−An,n(

n∑
i=1

BiYi +

n∑
i=1

n∑
j=1

Bi,jYiYj − ...)2 − ... = Yn.

Les coefficients Bμ de H sont alors obtenus, en répétant les mêmes passages
déjà faits pour trouver h, en tant que solutions du système suivant, que nous
appelons S2 et qu’on construit de la même façon que S1, où les Pμ sont les mêmes
polynômes à coefficients dans Fq que nous avons introduits précédemment :⎧⎨⎩

AnBn = 1
−Ai +AnBi = 0 ∀i = 1, ..., n− 1
AnBμ = Pμ({Aη}, {Bμ′}) ∀|μ| ≥ 2, |η| ≤ |μ|, i(μ′) < i(μ);

Nous obtenons finalement :

|aibn|1/T = |bi|1/T ∀i = 1, ..., n− 1.

Donc :

|bi|1/T =
Ai

An
∀i = 1, ..., n− 1.

En même temps :

Bi =
Ai

An
=
|ai|1/T
|an|1/T = |bi|1/T ∀i = 1, ..., n− 1. (2.1)

D’un autre côté :

Bn =
1

An
=

1

|an|1/T = |bn|1/T .

Suite au système S1 on a :

|bμ|1/T =
|Pμ({aη}, {bμ′})|1/T

|an|1/T ≤ Pμ({Aη}, {|bμ′ |1/T })
An

; (2.2)

où i(μ) ≥ 2, |η| ≤ |μ| et i(μ′) < i(μ), puisque le polynôme Pμ est toujours
tel que le signe devant chacun de ses monômes est toujours positif, en nous
rappelant que |aη|1/T ≤ Aη pour tout i(η) > 1, alors que |ai|1/T = Ai pour tout
i = 1, ..., n. En même temps le système S2 nous dit que :

Bμ =
Pμ({Aη}, {Bμ′})

An
;

pour tout μ ∈ Λn(i), i ≥ 2, |η| ≤ |μ|, i(μ′) < i(μ).
Nous appliquons la récurrence sur la valeur de i(μ) en utilisant (2.1) à

l’inégalité (2.2). On peut voir alors comment :

|bμ|1/T ≤ Bμ; (2.3)

pour tout μ ∈ Δn[i], quelque soit i ≥ 2. La série formelle h est, donc, série
majorante de h.
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Soit r > 0 un nombre réel strictement inférieur au rayon de convergence de
F en 0. On a, alors :

lim
|μ|→+∞

|aμ|1/T r|μ| = 0.

Il existe, donc :

M := max
|μ|≥1
{|aμ|1/T r|μ|} > 0.

En posant :

Ai := |ai|1/T ∀i = 1, ..., n;

Aμ :=
M

r|μ|
∀|μ| ≥ 2; (2.4)

on a :

F (X) = −
n−1∑
i=1

AiXi +AnXn −
∑
i≥2

∑
μ∈Λn(i)

AμX
μ
=

= −
n−1∑
i=1

AiXi +AnXn −
∑
i≥2

M

ri

∑
μ∈Λn(i)

X
μ
.

Soit :

||.||∞ : Rn → R;

la norme sur R donnée comme il suit :

||(X1, ..., Xn)||∞ := max
i=1,...,n

{|Xi|};

on a :

|Xμ| ≤ ||X|||μ|∞ .

Pour tout X ∈ Rn tel que ||X ||∞ < r, la valeur F (X), exprimée par la série
précédente est, donc, définie par la convergence en sens absolu de cette série.
Plus précisément, on a la situation suivante :

−
n−1∑
i=1

AiXi+AnXn−
∑
i≥2

M

ri

∑
μ∈Λn(i)

X
μ
= −

n−1∑
i=1

AiXi+AnXn−M(

n∑
i=1

∑
j≥2

(
Xi

r
)j+

+

(n2)∑
h=1

(
∑
j≥1

(
Xi1(h)

r
)j)(
∑
j≥1

(
Xi2(h)

r
)j)+...+

( n
n−1)∑
h=1

n−1∏
i(h)=1

(
∑
j≥1

(
Xi(h)

r
)j)+

n∏
i=1

(
∑
j≥1

(
Xi

r
)j)).

La condition ||X ||∞ < r implique la convergence en sens absolu des séries
géométriques dans l’inégalité précédente, qui se présenteront alors sous la forme :

−
n−1∑
i=1

AiXi+AnXn−
∑
i≥2

M

ri

∑
μ∈Λn(i)

X
μ
= −

n−1∑
i=1

AiXi+AnXn−M(

n∑
i=1

(Xi

r )2

1− Xi

r

+

+

(n2)∑
h=1

(

Xi1(h)

r

1− Xi1(h)

r

)(

Xi2(h)

r

1− Xi2 (h)

r

) + ...+

( n
n−1)∑
h=1

n−1∏
i(h)=1

Xi(h)

r

1− Xi(h)

r

+

n∏
i=1

Xi

r

1− Xi

r

).
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Nous observons que les dénominateurs sont toujours différents de 0 par la condi-
tion ||X||∞ < r. En imposant, donc, la condition définissant H :

F (H(Y )) = Yn;

on obtiendra une équation rationnelle de degré 2 en Xn = h(Y ), de la forme :

−
n−1∑
i=1

AiYi+AnXn−M(α1+
X2

n

r2

1− Xn

r

+α2+α3

Xn

r

1− Xn

r

+...+α2n−2+α2n−1

Xn

r

1− Xn

r

+α2n

Xn

r

1− Xn

r

) = Yn;

où α1, ..., α2n sont des polynômes en Yi

r et Yi

r /(1− Yi

r ) avec i = 1, ..., n−1 dont le

degré est ≥ 1. Plus précisément, en regardant l’expression de F (X) précédente
ces expressions rationnelles en Y1, ..., Yn−1 sont de la forme suivante :

α1 :=
n−1∑
i=1

(Yi

r )
2

1− (Yi

r )
;

α2 :=

(n−1
2 )∑

h=1

(

Yi1(h)

r

1− Yi1(h)

r

)(

Yi2(h)

r

1− Yi2 (h)

r

);

α3 :=

n−1∑
i=1

Yi

r

1− Yi

r

;

· · · ;

α2n :=

n−1∏
i=1

Yi

r

1− Yi

r

.

Nous remarquons en particulier que α3 s’annule en 0 avec une multiplicité 1
alors que toutes les αi telles que i �= 3 ont toujours un ordre d’annulation en 0
qui est ≥ 2. En multipliant tous les termes par 1− (Xn/r) on obtient :

(1−Xn/r)AnXn −MX2
n/r

2 −M(1−Xn/r)(α1 +

n−1∑
i=1

α2i)+

−M(
n−1∑
i=1

α2i+1 + α2n)Xn/r − (1 −Xn/r)(
n−1∑
i=1

AiYi + Yn) = 0.

Donc :

(An/r+M/r2)X2
n+(1/r(M(

n−1∑
i=1

α2i+1+α2n−α1−
n−1∑
i=1

α2i)−
n−1∑
i=1

AiYi−Yn)−An)Xn+

+M(α1 +

n−1∑
i=1

α2i) +

n−1∑
i=1

AiYi + Yn = 0.

En approximant à l’ordre 1 l’expression à gauche d’une telle égalité, pour ||Y ||∞
qui tend vers 0 les termes α1, ..., α2n deviennent négligeables avec la seule ex-
ception de α3 :

(An/r+M/r2)X2
n+(1/r(−

n−1∑
i=1

AiYi−Yn)−An+Mα3)Xn+

n−1∑
i=1

AiYi+Yn = 0.
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En approximant toujours à l’ordre 1 pour ||Y ||∞ → 0 le discriminant :

Δ = A2
n−2/r(−

n−1∑
i=1

AiYi−Yn+M
n−1∑
i=1

Yi/r

1− Yi/r )+4(An/r+M/r2)(−
n−1∑
i=1

AiYi−Yn).

Cette dernière expression est une fonction de Rn dans R continue dans un voi-
sinage ouvert de 0 opportun qui soit contenu dans la sphère ouverte de centre 0
et rayon 1 dans Rn. Comme Δ(0) = A2

n > 0, il existe, alors, un voisinage ouvert
suffisamment petit de 0 tel que Δ(Y ) > 0, pour tout Y qui en fait partie. Il
existe, donc, Y �= 0 dans Rn tel que :

Xn = h(Y ) ∈ R;

en tant que nombre réel fini. La série majorante h de h a donc un rayon de
convergence en 0 pas nul et par conséquent il en est de même pour h et donc
finalement pour h̃.

Corollaire 2.1.25. Soit F : Kn+m → Km un vecteur de fonctions analytiques
sur un certain ouvert de Kn, tel que sa matrice Jacobienne Jz0

(F ) en un point
z0 ∈ Z(F ), soit telle que ses lignes sont linéairement indépendantes (autrement
dit, elle a un rang qui est égal à m). A une permutation près dans l’ordre des
colonnes on peut partager cette matrice en deux blocs de colonnes de la façon
suivante :

Jz0
(F ) = (Jn,m(F (z0))|Jm,m(F (z0)));

avec Jm,m(F (z0)) matrice carrée inversible. Il existe alors un voisinage ouvert
de la forme Uz0

× Vz0
⊂ Kn ×Km, et un vecteur de fonctions analytiques :

f : Uz0 → Vz0
;

tels que pour tout z∗ ∈ Uz0
, on ait :

F (z∗, f(z∗)) = 0.

Démonstration. Comme le rang de la Jacobienne est m, quitte à permuter les
colonnes de la matrice (donc les variables de l’espaces de départ), on peut sup-
poser que la matrice extraite de la Jacobienne, constitué du bloc des m dernières
colonnes à droite et d’ordre m×m, est inversible. Appelons Jm,m(F (z0)) cette
matrice. Maintenant nous remarquons que la méthode de triangularisation des
matrices carrées de Gauss (la méthode du pivot) est valable dans n’importe
quel corps, donc dans notre situation aussi. Il existe donc une matrice inversible
P ∈ Km,m telle que :

PJm,m(F (z0));

est triangulaire supérieure. A une composition à gauche par l’application linéaire
répresentée par P nous pouvons alors supposer que la fonction analytique F est
telle que la matrice Jm,m(F (z0)) est triangulaire supérieure avec aucun terme
nul dans sa diagonale. Cela ne nous fait pas perdre en généralité. En effet, si
nous composons à gauche F par l’application linéaire qu’on a introduit et nous
notons :

P

⎛⎝ F1(z)
· · ·

Fm(z)

⎞⎠ =

⎛⎝ G1(z)
· · ·

Gm(z)

⎞⎠ ;
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nous avons que : ⎛⎝ F1(z)
· · ·

Fm(z)

⎞⎠ = P−1

⎛⎝ G1(z)
· · ·

Gm(z)

⎞⎠ .
S’il existe un voisinage ouvert Uz0

× Vz0
⊂ Kn × Km de z0 et une fonction

analytique :
f : Uz0

→ Vz0
;

telle qu’on ait l’identité fonctionnelle suivante :

G(z1, ..., zn, f(z1, ..., zn)) = 0;

nous voyons que :
F (z1, ..., zn, f(z1, ..., zn)) = 0;

aussi, pour tout z ∈ Uz0
. Nous supposons donc sans perte de généralité que

Jm,m(F (z0)) est triangulaire supérieure. Par conséquent il s’ensuit que :

∂

∂zn+i
Fj(z0) = 0 ∀i < j.

Le Théorème 2.1.24 appliqué à F1, ..., Fm : Kn+m → K nous dit maintenant
que pour chaque Fi, i = 1, ...,m, il existe un voisinage Di

z0
de z0 dans Kn+m

dans lequel les points de notre ensemble analytique s’expriment sous la forme
suivante :

(z∗, zn+1, ..., zn+i−1, fi(z
i∗), zn+i+1, ..., zn+m);

où, si on appelle zi∗ la projection d’un point quelconque de Kn+m sur toutes
ses coordonnées différentes de la (n+ i)−ième :

fi :W
i
z0
→ K;

est une fonction analytique définie sur le voisinage ouvertW i
z0
⊂ Kn×Km−1 de

zi∗0 projection de Di
z0

sur toutes ses coordonnées différentes de la (n+ i)−ième

et cette fi est telle que, pour tout z
i∗ = (z∗, zn+1, ..., zn+i−1, zn+i+1, ..., zn+m) ∈

W i
z0

:

Fi(z∗, zn+1, ..., fi(z
i∗), ..., zn+m) = 0;

avec z∗ qui est la projection de z sur ses n premières composantes. On a alors
l’identité fonctionnelle suivante :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

F1(z∗, f1(z1∗), zn+2, ..., zn+m) = 0
F2(z∗, zn+1, f2(z

2∗), ..., zn+m) = 0
...
Fm(z∗, zn+1, ..., zn+m−1, fm(zm∗)) = 0

(2.5)

avec des fonctions fi, i = 1, ...,m définies sur W i
z0
, i = 1, ...,m (projection sur

toutes ses coordonnées sauf la (n+ i)−ième d’un différent Di
z0
, i = 1, ...,m) en

n+m− 1 variables sous la forme suivante :⎧⎨⎩
zn+1 = f1(z∗, zn+2, ..., zn+m)
...
zn+m = fm(z∗, zn+1, ..., zn+m−1)
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Soit Wz0 ⊂ Kn+m l’intersection de tous les Di
z0
. Pour tout z ∈Wz0 la condition

F (z) = 0 est équivalente à la suivante :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
zn+1 = f1(z∗, f2(z2∗), zn+3, ..., zn+m)
zn+2 = f2(z∗, zn+1, f3(z

3∗), ..., zn+m)
...
zn+m = fm(z∗, f1(z1∗), ..., zn+m−1)

En appelant : ⎧⎨⎩
g1(z) := zn+1 − f1(z∗, f2(z2∗), ..., zn+m)
...
gm(z) := zn+m − fm(z∗, f1(z∗1), ..., zn+m−1)

nous obtenons que dans le voisinage ouvert Wz0 de z0 le lieu des zéros du
vecteur des fonctions analytiques F s’exprime de façon équivalente sous la forme
suivante : ⎧⎨⎩

g1(z∗, zn+1, zn+3, ..., zn+m) = 0
...
gm(z∗, zn+2, zn+3, ..., zn+m) = 0

où les fonctions g1, ..., gm sont analytiques. Nous nous sommes donc ramenés
localement en z0 à un système sous la forme suivante :

g(z) = 0;

où les m fonctions analytiques indiquées par le vecteur g en z ∈ Wz0
⊂ Kn+m

sont en fait exprimées en n+m−1 variables chacune. Il nous reste à montrer que
la condition sur la matrice Jacobienne ne change donc pas. La règle de calcul de
la dérivée d’une composition de deux fonctions (voir [Teich]) nous permet alors
de dire suite à (2.6), en faisant la dérivée divisée en zn+1, ..., zn+m de chaque
équation de ce système (en tenant compte du fait que la dérivée divisée en zn+i

de la i−ième équation de celui-ci est identiquement 0), que :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂n+1F1(z0)∂n+2f1(z
∗1
0 ) + ∂n+2F1(z0) = 0

...
∂n+1F1(z0)∂n+mf1(z

1∗
0 ) + ∂n+mF1(z0) = 0

...
∂n+mFm(z0)∂n+1fm(zm∗

0 ) + ∂n+1Fm(z0) = 0
...
∂n+mFm(z0)∂n+1fm(z∗m0 ) + ∂n+1Fm(z0) = 0

La condition sur la diagonale de la matrice Jz0
(F ) nous permet donc d’exprimer :⎧⎪⎨⎪⎩

∂n+if1(z
∗1
0 ) = − ∂n+iF1(z0)

∂n+1F1(z0)
∀i �= 1

...

∂n+ifm(z∗m0 ) = − ∂n+iFm(z0)
∂n+mFm(z0)

∀i �= m

La sous-matrice Jm,m(g(z0)) de la matrice Jacobienne Jz0
(g) est d’un autre côté

sous la forme suivante :

∂n+igi(z0) = 1− ∂n+ifi(z
i∗
0 )∂n+ifi+1(z

(i+1)∗
0 );
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∂n+i+1gi(z0) = 0;

∂n+igj(z0) = −∂n+ifj(z
j∗
0 )− ∂n+j+1fj(z

j∗
0 )∂n+ifj+1(z

(j+1)∗
0 ) ∀i �= j, j + 1;

où tous les indices i et j indiquent les uniques entiers entre 1 et m dans leur
même classe de congruence modulo m. Comme :

∂n+iFj(z0) = 0 ∀i < j;

les conditions que nous avons trouvé précédemment nous permettent de dire
que :

∂n+ifj(z
j∗
0 ) = 0 ∀i < j.

La matrice carrée Jm,m(g(z0)) définie avant de la même façon que Jm,m(F (z0))
est par conséquent sous la forme suivante :

Jm,m(g(z0)) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 ∂n+3g1(z0) · · · ∂n+mg1(z0)
0 1 0 · · · ∂n+mg2(z0)
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎠ .
Nous voyons qu’il s’agit d’une matrice inversible et triangulaire supérieure.

Nous nous sommes donc finalement ramenés à pouvoir supposer sans perte
de généralité que chaque équation Fi(z) = 0 pour chaque i = 1, ...,m n’implique
que n+m− 1 variables et plus précisément, qu’elle peut s’écrire sous la forme
suivante :

Fi(z
i∗) = 0;

pour tout i = 1, ...,m. En répétant donc les mêmes passages m − 1 fois en-
core nous obtenons que dans Wz0

les solutions du système sont sous la forme
suivante : ⎧⎨⎩

zn+1 = h1(z∗)
...
zn+m = hm(z∗)

En particulier,Wz0 = Uz0∗×Vz∗
0
⊂ Kn×Km et on a que le vecteur de fonctions

analytiques h := (h1, ..., hm) qu’on a construit est tel que :

h : Uz0∗ → Vz∗
0
;

et elle est par conséquent la fonction implicite cherchée.

Remarque 2.1.26. Nous remarquons que la fonction implicite h : Uz0
→ Vz0

qu’on vient de construire dans le Corollaire 2.1.25 induit un homéomorphisme
entre Uz0

et l’intersection du lieu des zéros Z(F ) de F dans Kn+m avec un
voisinage ouvert contenant z0. Cet homéomorphisme se présente sous la forme
suivante :

Φz0
: Uz0

→ Z(F ) ∩ Vz0
;

(z1, ..., zn) �→ (z1, ..., zn, h(z1, ..., zn)).

Nous voyons en effet qu’il s’agit d’une fonction analytique injective. Les contruc-
tions d’avant nous permettent de dire que la matrice Jacobienne J(Φz0

) a un
rang maximal et donc de déduire que la fonction inverse de Φz0

est toujours une
fonction analytique. Comme nous le montrerons plus loin, voir Lemme 2.3.2,
tout fonction analytique est continue, ce qui prouve que Φz0 est un homéomorphisme
entre Uz0

et Φz0
(Uz0

).
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Définition 2.1.27. Soit X ⊂ Kn un sous-ensemble K−entier de Kn pour un
certain n ∈ N \ {0}. On dira que X est analytiquement paramétrisable sur
K s’il existe un nombre d ∈ N \ {0} tel que d < n ainsi qu’une famille R de
fonctions K−analytiques de la forme suivante :

f : Bd
1 (K)→ X ;

telles que :

X ⊆
⋃
f∈R

f(Bd
1 (K)).

On appellera une telle famille R un recouvrement analytique sur K de X.

2.1.2 Ensembles analytiques

A la différence de ce qui se passe sur des corps de nombres, les propriétés
topologiques très strictes d’un corps de valuation non-archimédienne interdisent
de prolonger une fonction analytique (qui sur les corps de nombres est appelée
analytique) définie sur un ouvert à une fonction analytique sur un ouvert plus
grand. En effet dans notre situation l’intersection non vide de deux polydisques
est nécessairement l’un des deux, ce qui ne permet pas aux fonctions analy-
tiques de constituer un moyen de mise en relation entre deux régions différentes
du même domaine de définition. Il s’agit d’un obstacle décisif à toute tentative
de construire des faisceaux sur une variété définie sur des corps de valuation
non-archimédienne et par conséquent de pouvoir utiliser de telles fonctions pour
décrire les propriétés d’une telle variété. Nous allons adapter ici les instruments
classiques d’étude des sous-ensembles K−analytiques de Kn, pour un certain
n ∈ N\ {0} où K est un corps de valuation non-archimédien et complet, à notre
situation particulière où K est un corps de valuation 1/T−adique complet qui
est une extension finie de k∞ contenue dans C. Plus précisément nous allons in-
troduire les espaces affinöıdes, un objet mathématique spécifiquement conçu
(dont la construction est due à J. Tate) pour analyser localement le compor-
tement et les propriétés des lieux des zéros d’un certain nombre des fonctions
K−analytiques dans le domaine de définition de ces dernières.

Définition 2.1.28. Soit K une extension algébrique de k∞ qui soit aussi un
corps complet contenu dans C. Soit n ∈ N\ {0}. Soit donné l’ensemble qui suit :

Tn(K) := K � z1, ..., zn �:= {
∑
i≥0

∑
μ∈Λn(i)

aμz
μ ∈ K[[z1, ..., zn]], lim

|μ|→+∞
aμ = 0};

nous remarquons qu’il s’agit d’une algèbre, qu’on appelle algèbre affinöıde
libre. Nous remarquons également qu’il s’agit de l’anneau de toutes les séries
formelles à coefficients dans K en z1, ..., zn qui sont convergentes dans le poly-
disque unitaire (avec ”bord”) Bn

1 (C) ⊂ Cn. Soit I ⊆ Tn(K) un idéal dans cette
algèbre. Nous appelons :

X̃ := Sp(Tn(K)/I);

le spectre maximal du quotient d’une telle algèbre par I. On dit que X̃ est un
espace affinöıde et que l’algèbre quotient Tn(K)/I est une algèbre de Tate.

On dit aussi que X̃ est irréductible si I est un idéal premier dans Tn(K).

Théorème 2.1.29. 1. Toute algèbre de Tate est Noethérienne.
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2. Tn(K) est un anneau factoriel dont la dimension de Krull est n.

3. Pour tout idéal I ⊆ Tn(K) il existe un unique nombre d ∈ N \ {0} et un
morphisme de K−algèbres fini et injectif :

Td(K) ↪→ Tn(K)/I;

la dimension de Krull de Tn(K)/I est d.

4. Pour tout idéal maximal M dans Tn(K) le corps quotient Tn(K)/M est
une extension finie de K.

Démonstration. Voir [V-F], Theorem 3.2.1, page 48.

Nous remarquons que le Théorème 2.1.29 est l’analogue dans le cas des séries
de puissances convergentes dans Bn

1 (K) du Théorème de la Base Transcendante
en Géométrie Algébrique. Nous remarquons aussi que puisque Tn(K) est une
algèbre Noethérienne I n’est contenu que dans un nombre fini r d’idéaux pre-
miers P1, ..., Pr minimaux parmi ceux qui contiennent I dans Tn(K). SoitK ⊂ C
la clôture algébrique de K contenue dans C. Soit M ∈ Sp(Tn(K)). Suite au
Théorème 2.1.29 point 4 nous avons que Tn(K)/M est une extension finie de
K contenue dans K. Soit Γ := Aut(K/K) le groupe d’automorphismes de K
sur K. Nous définissons :

χ : Bn
1 (K)→ Sp(Tn(K));

z0 �→ Mz0
:= {f ∈ Tn(K), f(z0) = 0}.

Suite à [BGR], Section 7.1.1, Proposition 1, page 260, nous savons que χ est
surjective puisque tout idéal maximal M ∈ Sp(Tn(K)) est tel qu’il induit un
morphisme du type :

ϕM : Tn(K)→ Bn
1 (K);

f �→ [f ]M;

où [f ]M est la classe résiduelle de f moduloM dans Tn(K), elle correspond donc
à un point dans Bn

1 (K). Le noyau de ϕM est M. En particulier, M = Mz0

où z0 = (ϕ(z1), ..., ϕ(zn)) et si M ∈ Sp(Tn(K)) nous avons que χ−1(M) =
χ−1(Mz0) = OrbΓ(z0). Autrement dit, χ induit une correspondance biunivoque
entre Sp(Tn(K)) et les classes de conjugaison sur K des points de Bn

1 (K). Il
s’ensuit que si K est algébriquement clos une telle correspondance biunivoque
est valable entre Bn

1 (K) et Sp(Tn(K)). Dans le cas contraire nous avons que
la restriction de χ à l’ensemble Bn

1 (K) des points K−rationnels de Bn
1 (K) est

injective.
Si nous appelons :

Sp∗(Tn(K)) := χ(Bn
1 (K));

nous définissons :

X := Sp∗(Tn(K)/I) = {M ∈ Sp∗(Tn(K)), M⊇ I}.

Comme nous l’avons remarqué χ induit un plongement des points K−rationnels
de Bn

1 (K) dans Sp(Tn(K)), ce qui implique qu’il nous est possible d’identifier
X avec un sous-ensemble K−analytique de Bn

1 (K).
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Une version du Nullstellensatz dans le cas des espaces affinöıdes nous dit
que :

I(X̃) :=
⋂

M∈Sp(Tn(K)), M⊇I

M =
√
I;

où X̃ = Sp(Tn(K)/I). Voir [BGR], Section 7.1.2, Theorem 3. Il s’ensuit que

X̃ = Sp(Tn(K)/I(X̃)) et que X = Sp∗(Tn(K)/I(X̃)). Soit :

I(X) := I(X̃).

Nous appelons également :

O(X) := Tn(K)/I(X).

Si I ⊂ Tn(K) est un idéal dans Tn(K) nous remarquons que :

Sp∗(Tn(K)/I) = Sp∗(Tn(K)/I(X)).

Si en effet un idéal maximal contient un idéal il contient aussi l’idéal radical de
ce dernier. Nous remarquons que nous ne sommes pas en condition de pouvoir
associer de façon univoque un espace affinöıde à un sous-ensembleK−analytique
dans Bn

1 (K). Deux espaces affinöıdes différents peuvent en effet s’intersecter
dans les mêmes pointsK−rationnels dans Bn

1 (K) (qui correspondent aux idéaux
maximaux contenus dans l’ensemble χ(Bn

1 (K)) que nous avons introduit avant).
Nous donnons alors la définition suivante.

Définition 2.1.30. Un espace K−analytique dans Bn
1 (K) est un couple

(I,X) constitué d’un idéal I ⊆ Tn(K) et de l’ensemble K−analytique X constitué
du lieu des points dans Bn

1 (K) qui sont les zéros de tout système minimal de
générateurs de I, à la relation d’équivalence suivante près :

(I,X) ∼ (I ′, X)⇐⇒
√
I =
√
I ′ ⊆ Tn(K).

Soit (I,X) un espace K−analytique dans Bn
1 (K). Nous disons qu’un espace

K−analytique (J, Y ) dans Bn
1 (K) est un sous-espace K−analytique de (I,X)

si et seulement si Y ⊆ X et J ⊇ I.
Nous remarquons qu’en général deux idéaux I, I ′ ⊆ Tn(K) tels que

√
I �= √I ′

peuvent définir le même sous-ensemble K−analytique X dans Bn
1 (K) qui aura

donc en principe des propriétés différentes (comme la dimension ou le lieu
des points réguliers, que nous allons définir plus loin) en fonction de l’idéal
I ⊆ Tn(K) qu’on choisit pour le représenter. Nous construisons donc la bijec-
tion suivante entre la famille des espaces K−analytiques de Bn

1 (K) et celle des
espaces affinöıdes sur K :

(I,X)←→ X̃ ;

où X est le sous-ensemble K−analytique dans Bn
1 (K) qui est lieu des zéros

d’un idéal I ⊆ Tn(K) tel que nous appelons I(X) :=
√
I et X̃ est l’espace

affinöıde qu’on définit à partir de l’idéal I(X̃) := I(X) comme expliqué avant.

Plus précisément, X et X̃ sont définis à partir de l’idéal I comme il suit :

X = Sp∗(Tn(K)/I) = Sp∗(Tn(K)/I(X)) et X̃ = Sp(Tn(K)/I) = Sp(Tn(K)/I(X̃)).
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Comme des tels objets sont univoquement définis par l’idéal I(X) = I(X̃) et
comme les idéaux que nous traiterons dans la suite seront toujours sous une
telle forme (idéaux radicaux des idéaux I ⊆ Tn(K) qui définissent les ensembles
K−analytiques auxquels nous serons intéressés) nous indiquerons directement
avec la même lettre X l’espace K−analytique que nous associons à chaque sous-
ensemble K−analytique de Bn

1 (K) puisque l’idéal I qui définit ce dernier sera

toujours fixé au départ. De cette façon si Ỹ ⊆ X̃ est un sous-espace affinöıde de
X̃ il correspondera biunivoquement à un idéal réduit I(Ỹ ) ⊇ I(X̃) tel que la

restriction de Ỹ à Bn
1 (K) soit l’ensemble K−analytique Y = Sp∗(Tn(K)/I(Ỹ ))

auquel on associe comme précédemment l’espace affinöıde Ỹ . Une fois choisie
cette méthode d’attribution d’un espace affinöıde à un espace K−analytique
dans Bn

1 (K) nous pouvons développer les calculs sur les espaces affinöıdes en
utilisant les méthodes algébriques disponibles pour ces derniers en sachant tou-
jours qu’ils correspondent aux espaces K−analytiques de Bn

1 (K) auxquels nous
sommes finalement intéressés.

2.1.3 Notion de dimension locale

Soit maintenant X ⊂ Bn
1 (K) un espace K−analytique dans Bn

1 (K) au-

quel on associe comme expliqué avant l’espace affinöıde X̃ = Sp(O(X)) tel

que X = Bn
1 (K) ∩ X̃. Nous disons que X est irréductible si I(X) est un

idéal premier dans Tn(K). Si X est le lieu des zéros dans Kn de f1, ..., fs
fonctions K−entières définies sur Kn et à valeurs dans K, nous avons que
f1, ..., fs ∈ Tn(K) en particulier. Nous appelons I(X) =

√
(f1, ..., fr) ⊆ Tn(K)

et O(X) = Tn(K)/I(X). Nous supposons que :

Bn
1 (K) ∩X �= ∅.

Il s’ensuit que :

X ∩Bn
1 (K) = Sp∗(Tn(K)/(f1, ..., fs)) = Sp∗(O(X)) ⊂ Sp(O(X)).

Nous remarquons que puisque Tn(K) est une algèbre Noethérienne I(X) n’est
contenu que dans un nombre fini r d’idéaux premiers minimaux P1, ..., Pr dans
Tn(K). Nous appelons :

Bn
1 (K) ∩Xi := Sp∗(Tn(K)/Pi) ⊆ Bn

1 (K) ∩X, ∀i = 1, ..., r;

les composantes irréductibles de Bn
1 (K)∩X . Nous remarquons en particulier

que l’analogue du Nullstellensatz Fort que nous avons énoncé pour les espaces af-
finöıdes nous permet d’associer biunivoquement les sous-espacesK−analytiques
irréductibles de Bn

1 (K) ∩ X aux idéaux premiers dans Tn(K) qui contiennent
I(X) puisque ceux-ci correspondent aux sous-espaces affinöıdes irréductibles de

l’espace affinöıde X̃ que nous avons associé à X comme expliqué avant. Si nous
appelons degré de liberté d’un espace K−analytique X dans Bn

1 (K) la va-
leur de d ∈ N telle que Td(K) s’injecte comme expliqué dans le Théorème 2.1.29
point 3 dans O(X), celui-ci est en effet la dimension de Krull de l’algèbre de
Tate O(X), que nous appelons dim(O(X)). Pour tout z0 ∈ X nous appelons
donc dimension de X en z0 la valeur suivante :

dimz0
(X) := dim(O(X)Mz0

).
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Nous appelons aussi dimension de X la valeur suivante :

dim(X) := sup
z0∈X

{dimz0(X)}.

Remarque 2.1.31. Si X ⊂ Bn
1 (K) est un espace K−analytique irréductible

dans Bn
1 (K) etM ∈ Sp∗(O(X)), nous avons que :

dim(O(X)) = dim(O(X)M).

Autrement dit, la dimension de X irréductible est la dimension locale en chaque
point de X.

Démonstration. Grâce au Théorème 2.1.29 point 3, si d = dim(O(X)) alors
nous avons que O(X) est une extension entière de Td(K). Nous remarquons que
suite aux hypothèses Td(K) et O(X) sont des anneaux intègres et que Td(K) est
aussi intégralement fermé dans son corps des fractions (c’est une conséquence
immédiate du fait que Td(K) est un anneau factoriel, suite au Théorème 2.1.29
point 2). Nous savons par conséquent (voir [At-Mac], Lemma 11.26, page 125)
que :

dim(O(X)M) = dim(Td(K)M∩Td(K)).

Comme le Théorème 2.1.29 nous dit que :

dim(Td(K)) = d;

nous pouvons nous ramener à montrer cette propriété dans le cas où X =
Bd

1 (K) sans perte de généralité. Comme nous le savons il y a une correspondance
biunivoque entre Sp∗(Td(K)) et les points de Bd

1 (K). Soit z0 ∈ Bd
1 (K) le point

correspondant à l’idéal maximalM ∈ Sp∗(Td(K)). A une translation près nous
pouvons donc supposer que z0 = 0 et que :

M = (z1, ..., zd).

On voit maintenant que :
dim(Td(K)M) = d.

En effet les idéaux premiers de Td(K)M sont en correspondance biunivoque avec
ceux de Td(K) qui sont contenus dansM. Ce qui montre que :

dim(Td(K)M) ≤ dim(Td(K)).

D’un autre côté la châıne d’idéaux premiers suivants :

(z1, ..., zd) ⊃ (z1, ..., zd−1) ⊃ ... ⊃ (z1);

nous montre que d ≤ dim(Td(K)M) puisqu’ils sont tous contenus dans M.
Comme nous savons que d = dim(Td(K)) suite au Théorème 2.1.29 point 2 il
s’ensuit que :

dim(Td(K)) ≤ dim(Td(K)M).

Soit maintenant un espace affinöıde X̃ défini sur K. Soit O(X̃) = Tn(K)/I

l’algèbre de Tate qu’on lui associe. Tout idéal maximal M ∈ X̃ = Sp(O(X̃))
correspond à un idéal maximal de Tn(K) qui contient I. Soit f ∈ Tn(K). Nous
définissons f(M) ∈ K en tant que la classe de reste modulo M de f dans
Tn(K)/M, qui est une extension finie de K contenue dans K.
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Définition 2.1.32. Soit X̃ un espace affinöıde défini sur K. Nous considérons
la famille des ensembles rationnels U ⊆ X̃, donnée dans [V-P], telle que

pour chaque élément U d’une telle famille il existe s ∈ N, f0, ..., fs ∈ O(X̃) tels

que (f0, ..., fs) = O(X̃), pour lesquels on a que :

U = RX̃(f0, ..., fs) := {M ∈ X̃, |f0(M)|1/T ≥ |fi(M)|1/T , ∀i = 1, ..., s}.
Nous disons aussi qu’un recouvrement d’un tel U est admissible s’il est un re-
couvrement d’ensembles rationnels dans U (qu’on peut montrer être aussi des ra-

tionnels dans X̃, voir [V-F], Lemma 4.1.3) tel qu’il admet un sous-recouvrement
fini. Dans le même travail il est montré que cette famille de sous-ensembles de
X̃ munie des tels recouvrements est une G-topologie (ou topologie de Gro-
thendieck) (voir [V-F], Lemma 4.1.3) que nous appelons G, ce qui permet de
construire le préfaisceau :

U �→ O(U) := O(X̃)� zn+1, ..., zn+s � /(f1 − zn+1f0, ..., fs − zn+sf0);

des fonctions analytiques ou régulières sur U . Un Théorème du à J. Tate
(voir [V-F], Theorem 4.2.2) permet de montrer que ce préfaisceau est en effet

un faisceau. Nous appellons (X̃,G,OX̃) un espace analytique rigide muni
du faisceau OX̃ de fonctions régulières sur la G-topologie G. Pour tout z ∈
X̃ nous appelons OX̃,z l’anneau des germes des fonctions analytiques associé
à OX̃ en z. Nous remarquons qu’un tel anneau est local et que son unique
idéal maximal est constitué des classes d’équivalence de suites compatibles dans
lim→(U�x)O(U) ultimement nulles en z (voir [V-F], Definition 4.5.6). Nous

appelons dimension de X̃ en z la valeur suivante :

dimz(X̃) := dim(OX̃,z).

Nous appelons aussi :

dim(X̃) := sup
z∈X
{dimz(X̃)}.

Nous remarquons que si X est l’espace K−analytique de Bn
1 (K) qu’on associe

à X̃ comme expliqué avant nous obtenons que :

dimz(X̃) = dimz(X), ∀z ∈ X.
On a donc pour K général et L ⊆ K un sous-corps de K les inclusions

suivantes de familles :

{Sous-variétés L− algébriques dans Kn} ⊂
⊂ {Sous-ensembles L− entiers dans Kn} ⊂
⊂ {Sous-espaces L− analytiques dans Kn} ⊂

⊂ {Points K−rationnels d’un espace analytique rigide défini sur L}.
Dans les raisonnements qui suivent nous nous proposons d’adapter à notre

situation un Théorème connu en Géométrie Algébrique qui met en relation la
notion de dimension locale d’une variété en un point choisi (vue comme la di-
mension de l’espace tangent la variété en ce point, espace qui est le noyau de la
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matrice Jacobienne associée à la variété en ce point) avec la dimension de Krull
de l’anneau des fonctions régulières localisé en ce point. Un analogue de ce
résultat est déjà connu pour des espace affinöıdes définis sur un corps séparable
(voir [V-F], Theorem 3.6.3).

Soit A un anneau Noethérien local et soitM son unique idéal maximal. On
dit qu’il est régulier si :

[M/M2 : A/M] = dim(A).

Soit X ⊂ Bn
1 (K) un espace K−analytique. Si O(X) = Tn(K)/I(X) où I(X) =

(f1, ..., fs) nous définissons aussi leO(X)−module suivant des formes différentielles
divisées :

ΩO(X)/K := O(X)⊗Tn(K) (
n∑

i=1

Tn(K)dzi/
s∑

i=1

Tn(K)dfi);

où la différentielle divisée en z1, ..., zn est celle qui est induite par la dérivée
divisée. SiM ∈ Sp(O(X)) est associé à un point z0 ∈ X nous appellons espace
cotangent X en z0 le O(X)M/MM−espace vectoriel MM/M2

M. Comme
Tn(K) est un anneau Noethérien,MM est un O(X)M−module de type fini. Le
Lemme de Nakayama nous montre par conséquent que :

dimO(X)M/MM(MM/M2
M) ≥ dim(O(X)M). (2.6)

Ce Lemme (voir [At-Mac], page 21) appliqué au O(X)M−module de type fini
MM, vu aussi en tant qu’idéal dans O(X)M (contenu dans le radical de Jacob-
son comme cet anneau est local) et au sous-O(X)M−module deMM constitué
des représentants des éléments d’une O(X)M/MM−base de MM/M2

M im-
plique en effet que :

dimO(X)M/MM(MM/M2
M) = min{i ∈ N, MM = (f1, ..., fi), f1, ..., fi ∈ O(X)M};

alors que les propriétés classiques de l’Algèbre Commutative (voir [Ash], Chapter
5, Proposition 5.4.1) nous montrent que :

dim(O(X)M) = min{i ∈ N, MM =
√
(f1, ..., fi), f1, ..., fi ∈ O(X)M};

puisque O(X)M est un anneau Noethérien local.

Théorème 2.1.33. Soit X ⊂ Bn
1 (K) un ensemble K−analytique, où K est un

corps de valuation non-archimédienne complet et parfait qui est contenu dans C.
Soit M =Mz0

∈ Sp∗(Tn(K)) idéal maximal contenant I(X) associé au point
z0 ∈ X comme expliqué avant. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L’anneau local O(X)Mz0
est régulier.

2. [ΩO(X)/K/MΩO(X)/K : O(X)/M] = dim(O(X)M).

3. La matrice Jacobienne Jz0(I(X)) qu’on construit en z0 à partir des générateurs
f1, ..., fs de I(X) que nous regardons en tant que fonctions en n variables
z1, ..., zna un rang 2 qui est n− dim(O(X)Mz0

).

2. Nous remarquons que suite aux règles de la dérivation divisée d’une composition de
fonctions analytiques il est facile de voir que la matrice Jacobienne en z0 qu’on construit à
partir d’un système de générateurs du même idéal I(X) a un rang qui est indépendant du
choix d’un tel système.
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Démonstration. Voir [V-F] Theorem 3.6.3.

Soit X un sous-ensemble K−entier contenu dans Kn tel que Bn
1 (K) ∩ X

est un espace affinöıde irréductible sur K, où K est un corps comme dans les
hypothèses du Théorème 2.1.33. Si I(X) est engendré par un système minimal
de r générateurs nous avons que :

r ≥ n− dim(Bn
1 (K) ∩X).

En effet suite au Théorème 2.1.29 point 3 dim(Bn
1 (K)∩X) est le degré de liberté

de Bn
1 (K)∩X , ce qui signifie que dim(Bn

1 (K)∩X) ≥ n− r. Suite au Théorème
2.1.33 nous avons que :

ρ(Jz0
(I(X))) ≤ n− dim(Bn

1 (K) ∩X) ≤ r, ∀z0 ∈ Bn
1 (K) ∩X.

(Nous disons que Bn
1 (K) ∩ X est une intersection complète si r = n −

dim(Bn
1 (K) ∩X)).

Nous supposons par la suite que K ne soit pas un corps parfait. Soit X un
sous-espace K−analytique contenu dans Bn

1 (K). Nous définissons le lieu des
points réguliers de X l’ensemble suivant :

Xreg. := {z0 ∈ X, ρ(Jz0
(I(X))) = n− dim(O(X)Mz0

)}.

Nous définissons d’un autre côté le lieu des points singuliers de X comme il
suit :

Xsing. := X \Xreg..

Nous remarquons que la définition qu’on donne généralement des points réguliers
d’un espace analytique rigide (qui dans notre situation est celui qu’on associe à

l’espace affinöıde X̃ défini par I(X)) est la suivante :

X̃reg. := {z0 ∈ X̃, ρ(Jz0
(I(X))) = n− dim(OX̃,z0

)}.

Cette définition appliquée aux points K−rationnels de X̃ n’est pas en contra-
dition avec celle qui précède puisqu’on peut montrer (voir [V-F], Proposition
4.6.1) que :

ÔX̃,z0
� ̂O(X)Mz0

;

où pour tout anneau local et Noethérien R nous désignons par R̂ son complété
par rapport à son unique idéal maximal, et suite à [At-Mac], Corollary 11.19,

pour tout tel R nous avons que dim(R) = dim(R̂).

Remarque 2.1.34. Il est très important de remarquer qu’on ne peut pas don-
ner une définition de dimension globale ou de point régulier pour un ensemble
K−entier X contenu dans Kn. L’algèbre des fonctions K−entières de la forme
f : Kn → K n’est pas Noethérienne en général et il nous est impossible d’as-
socier à X un idéal I(X) comme nous avons fait avant pour le sous-ensemble
K−analytique Bn

1 (K) ∩ X dans Bn
1 (K) qui nous permette de répéter sur X

les mêmes raisonnements que nous avons développés pour Bn
1 (K)∩X. Comme

nous l’avons déjà remarqué précédemment la nature non-archimédienne de la
topologie induite sur Kn par la valeur absolue 1/T−adique ne permet pas la
construction d’un faisceau sur Kn en utilisant les fonctions K−analytiques sur
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les ouverts U de Kn, ce qui nous oblige à étudier localement les propriétés de
X en regardant chaque intersection de ce dernier avec un polydisque de rayon 1
dans Kn en tant qu’espace K−analytique après lui avoir donné un idéal dans
Tn(K) comme expliqué avant. Chacun de ces espaces K−analytiques construits
à partir des sous-ensembles K−analytiques de X que nous avons défini ici n’a
aucune relation avec les autres et il peut avoir des propriétés très différentes.

2.1.4 Densité des points réguliers

Définition 2.1.35. Soit K1 ⊂ K2 une extension de corps. Soit X un es-
pace affinöıde irréductible dans Bn

1 (K1). Nous disons qu’il est absolument
irréductible dans K2 si l’idéal premier I(X) dans Tn(K1) associé à X comme
il suit :

I(X) := {f ∈ Tn(K1), f(z) = 0, ∀z ∈ X};
est tel que l’idéal I(X)Tn(K2) dans Tn(K2) est encore premier.

Nous remarquons que si K2 est une extension algébrique de K1 tout es-
pace affinöıde irréductible X dans Bn

1 (K1) se décompose en un nombre fini de
composantes absolument irréductibles dans K2 quitte à remplacer K1 par une
extension finie dans K2.

Théorème 2.1.36. Soit X un espace affinöıde dans Bn
1 (K), où K est un

corps de valuation 1/T−adique complet. Nous supposons que X soit absolu-
ment irréductible dans la clôture parfaite de K dans C, que nous appelons K.
Les points réguliers de X sont denses dans X par rapport à la topologie induite
par la valeur absolue 1/T−adique.
Démonstration. Nous montrons d’abord le Théorème en supposant que K = K.
Suite à la Remarque 2.1.31 nous avons que :

dimz(X) = dim(X);

pour tout z ∈ X , puisque X est irréductible. Nous avons par conséquent que :

z ∈ Xsing. ⇐⇒ ρ(Jz(I(X))) < n− dim(X).

Une telle condition est équivalente à dire que tous les mineurs d’ordre n−dim(X)
de Jz(I(X)) sont nuls. Comme dim(X) ne dépend pas du point z ∈ X une
telle condition est équivalente à demander que z soit contenu dans le sous-
espace K−analytique de X qu’on définit en ajoutant au système minimal de
générateurs choisi de I(X) la condition d’annulation des mineurs de Jz(I(X))
que nous avons donné avant. Il s’ensuit que Xsing. est un sous-espace affinöıde
de X . Nous montrons que cette inclusion est stricte. Soit d := dim(X). Le
Théorème 2.1.29 implique qu’il existe un plongement entier comme il suit :

Td(K) ↪→ Tn(K)/I(X) = O(X).

Ce qui veut dire que Td(K) ⊂ O(X) est une extension entière d’anneaux. Suite
à [At-Mac] Corollary 5.8 cela induit un morphisme de restriction surjectif et fini
sur les spectres maximaux de la forme suivante :

f : Sp∗(O(X)) = X � Bd
1 (K).
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Suite au Théorème 2.1.33 et commeK est un corps parfait nous pouvons dire que
les points z0 ∈ Xreg. correspondent aux idéaux maximaux Mz0

∈ Sp∗(O(X))
tels que :

[Mz0Mz0
/M2

z0Mz0

: O(X)Mz0
/Mz0Mz0

] = d.

On peut montrer (voir [Col-Maz] Lemma 1.2.2) que cela implique que Xsing. est
contenu dans l’ensemble des points de ramification de f . Soit en effet I(X) =
(f1, ..., fr) ⊂ Tn(K) et soitMz0

∈ Sp∗(O(X)) un idéal maximal dont la restric-
tion à Td(K) correspond au point z∗0 := (z0,1, ..., z0,d) ∈ Bd

1 (K). Il correspond
donc à un point z0 ∈ X ⊂ Bn

1 (K) qui est une racine K−rationnelle du système
d’équations suivantes : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(z) = 0
· · ·

fr(z) = 0
z1 = z0,1
· · ·

zd = z0,d

Soitmz∗
0
∈ Sp(Td(K)) l’idéal maximal dans Td(K) associé au point z∗0. Il s’ensuit

que :

O(X)Mz0
/Mz0Mz0

= K� z0 �= K = K� z∗0 �= Td(K)mz∗
0
/mz∗

0mz∗
0

;

puisque z0 et z∗0 sont des points K−rationnels. D’un autre côté Bd
1 (K) est tel

que tous ses points sont réguliers, donc z∗0 l’est aussi. Il s’ensuit que z0 est un
point de ramification au dessus de z∗0 si et seulement si :

[Mz0Mz0
/M2

z0Mz0

: K] > [mz∗
0mz∗0

/m2
z∗
0mz∗

0

: K] = d.

La dimension de l’espace cotangent qu’on associe à Td(K) en z∗0 est en effet d
suite au Théorème 2.1.33 puisque K est un corps parfait et comme nous l’avons
remarqué précédemment Bd

1 (K) est un espace affinöıde qui ne contient pas de
points singuliers. Nous considérons le morphisme de restriction induit sur les
spectres suivant :

g : Spec O(X) � Spec Td(K).

L’idéal premier 0 de Td(K) correspond au point générique η de Bd
1(K) (voir

[Hart] Example 2.3.3). Ce morphisme restreint à g−1(η) induit un morphisme
fini sur les anneaux localisés en 0 qui correspond à une extension finie de corps
comme O(X) est un anneau intègre et donc 0 est un idéal premier de ce dernier.
En effet Td(K)η = Td(K)0 est le corps de fractions de Td(K) et O(X)η = O(X)0
celui de O(X). Nous appelons ces deux corps :

K{{z1, ..., zd}} := Td(K)0;

K(X) := O(X)0.

Nous montrons qu’une telle extension de corps :

K{{z1, ..., zd}} ⊆ K(X);

est séparable. Nous savons suite au Théorème 2.1.29 point 3 qu’il existe n − d
éléments zd+1, ..., zn ∈ K(X) qui engendrent l’extension des corpsK{{z1, ..., zd}} ⊆
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K(X) = K{{z1, ..., zd, zd+1, ..., zn}}. Comme zd+1 est algébrique surK{{z1, ..., zd}}
il existe un polynôme irréductible F (X) ∈ K{{z1, ..., zd}}[X ] \ {0} tel que :

F (zd+1) = 0.

Il existe donc un élément f ∈ Td+1(K) \ {0} irréductible tel que :

f(z1, ..., zd, zd+1) = 0.

Il doit alors exister au moins une variable zj , pour un j compris entre 1 et d+1,
telle que la dérivée partielle divisée de f(z1, ..., zd+1) en zj n’est pas 0. Dans
le cas contraire, puisque K est un corps parfait on a en effet l’existence d’un
nombre s ∈ N \ {0} et un élément g(z1, ..., zd+1) ∈ Td+1(K) \ {0} tels que :

f(z1, ..., zd+1) = g(z1, ..., zd+1)
ps

.

Ce qui est en contradition avec l’hypothèse que f(z1, ..., zd+1) est irréductible.
Comme la variable zj apparâıt sans doute dans l’expression de f(z1, ..., zd+1) il
s’ensuit que les éléments z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zd+1 sont libres sur K. Ce qui veut
dire que K � z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zd+1 �= Td(K). En effet zj n’est pas libre
sur K{{z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zd+1}} et si ces éléments z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zd+1

n’étaient pas libres sur K on en déduirait que le corps K{{z1, ..., zd+1}} a un
degré de liberté sur K strictement inférieur à d, ce qui est en contradition avec
les hypothèses sur X . Comme :

K{{z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zd+1}}(zj) = K{{z1, ..., zd}}(zd+1);

nous pouvons modifier le choix au début des d éléments K−algébriquement
indépendants parmi les générateurs z1, ..., zn de K(X) sur K. Le Théorème
2.1.29 point 3 n’oblige pas en effet à un choix univoque. Nous avons que K(X)
est une extension finie de K{{z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zd+1}}. Nous changeons donc
éventuellement la numérotation de ces générateurs pour remplacer zj par zd+1

sans perdre en généralité. Il s’ensuit finalement que zd+1 est séparable sur
K{{z1, ..., zd}} comme le polynôme minimal f(X1, ..., Xd+1) qu’on lui associe
était séparable en Xj (et donc, avec le changement de numérotation qui nous a
fait remplacer zj avec zd+1, il est maintenant séparable en Xd+1). Maintenant
zd+2 est algébrique sur K{{z1, ..., zd}} lui aussi. Avec les mêmes raisonnements
nous montrons que nous pouvons supposer sans perte de généralité qu’il soit
lui aussi séparable sur K{{z1, ..., zd}}. En répétant le même raisonnement pour
zd+3, ..., zn nous pouvons finalement dire sans perte de généralité que l’extension
des corps :

K{{z1, ..., zd}} ⊆ K(X);

est donc séparable.
Une telle extension des corps admet donc un idéal discriminant qui est en-

gendré par celui de l’extension des corps correspondante et qui ne peut pas être
0. Il s’ensuit que Xsing. est un sous-espace affinöıde strict de X . Par conséquent
dim(Xsing.) < dim(X). Nous supposons maintenant que X soit défini sur K et
nous considérons l’espace affinöıde X(K) dans Kn. Si ce dernier est irréductible
nous avons que :

dimK(X(K)) = dimK(X).
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Soit en effet I(X(K)) ⊂ Tn(K) l’idéal associé à X(K). Comme l’extension
d’anneaux suivante :

Tn(K) ⊂ Tn(K);

est entière et I(X(K)) est un idéal premier dans Tn(K) il s’ensuit que :

I(X(K)) = (I(X(K))Tn(K)) ∩ Tn(K);

voir [At-Mac] Theorem 5.10. Nous pouvons donc construire un plongement na-
turel de la forme suivante :

Tn(K)/I(X(K)) ↪→ Tn(K)/I(X(K))Tn(K).

Une telle injection est encore un morphisme entier comme on peut le remarquer.
Les propriétés des extensions entières d’anneaux impliquent donc que :

dimK(Tn(K)/I(X(K))) = dimK(Tn(K)/I(X(K))Tn(K));

(voir [At-Mac] Corollary 5.9 et Theorem 5.11). La version du Nullstellensatz
Fort pour les espaces affinöıdes implique maintenant que :

dimK(Tn(K)/I(X(K))Tn(K)) = dimK(Tn(K)/I(X));

ce qui implique l’égalité des dimensions des deux espaces affinöıdes. Nous re-
marquons en particulier avec les mêmes raisonnements que :

dimK(X ′(K)) = dimK(X
′);

pour tout sous-espace affinöıde irréductible X ′ de X . Nous supposons mainte-
nant que X(K) est absolument irréductible dans K. Soit X l’espace affinöıde
contenu dans Kn défini sur K par les générateurs de l’idéal I(X(K)) que
nous avons précédemment introduit et soit I(X) celui qui est associé à X
comme expliqué avant. Comme X(K) est absolument irréductible dans K l’idéal
I(X(K))Tn(K) est encore un idéal premier dans Tn(K). En particulier nous
avons que :

I(X) = I(X(K))Tn(K).

Il s’ensuit qu’en tout point z0 ∈ X(K) la matrice Jacobienne Jz0
(I(X(K))) de

X(K) en z0 est aussi la matrice Jacobienne Jz0
(I(X)) de X . En particulier :

ρK(Jz0
(I(X(K)))) ≥ ρK(Jz0

(I(X))), ∀z0 ∈ X(K);

ce qui implique que :
X(K)sing. = Xsing.(K).

En effet il s’agit des mêmes points dans X(K) tels qu’ils respectent les mêmes
équations algébriques induites sur Kn par l’annulation des mineurs d’ordre n−
dim(X) de la même matrice Jacobienne. On peut avoir des points z0 ∈ X(K)
tels que le rang de Jz0

(I(X(K))) sur K est strictement plus grand que celui
sur K mais les générateurs minimaux de I(X(K)) ne restent pas forcément
minimaux dans K[X1, ..., Xn] ce qui impliquerait si cela n’est pas le cas que le
nombre des lignes de la matrice Jz0

(I(X)) construite comme expliqué avant est
> n − dim(X). Les raisonnements précédents nous permettent maintenant de
dire que :

dimK(X(K)sing.) = dimK(Xsing.(K)) = dimK(Xsing.) < dimK(X) = dimK(X(K)).
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2.1.5 Etude sur l’espace tangent

Dans cette dernière sous-section des préliminaires nous allons utiliser les
notions introduites précédemment pour parvenir aux conclusions fondamentales
qui nous permettent d’appliquer (au niveau de l’espace tangent Lie(A) d’un
T−module A respectant les hypothèses que nous expliquerons dans la section
suivante) la méthode de J. Pila et J. Wilkie à notre situation spécifique.

Lemme 2.1.37. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module abélien et uniformisable de

dimension m et de rang d défini sur le corps F ⊂ k. La fonction exponen-
tielle e définie sur A, de réseau Λ, induit alors les isomorphismes suivants de
A−modules :

A(C) � Cm/Λ � (k∞/A)d ⊕ Lib;
où Lib est la partie libre de Cm/Λ en tant que k∞−espace.
Démonstration. L’exponentielle est un morphisme surjectif de groupes additifs
de Cm vers A dont le noyau est Λ. Le Lemme de Factorisation nous donne alors
l’isomorphisme de groupes :

A(C) � Cm/Λ;
qu’on vérifie facilement être aussi un isomorphisme de A−modules. D’un autre
coté Cm est un k∞−espace de dimension infinie et son quotient par Λ est la
somme directe d’une partie de torsion de dimension d avec une partie libre de
dimension infinie. Si, donc, z ∈ Lie(A) � Cm, on aura :

z = (z1, ..., zd, z
′) ∈

d⊕
i=1

ωik∞ ⊕ Lib;

où Λ =< ω1, ..., ωd >A. Comme les périodes ω1, ..., ωd sont k∞−linéairement
indépendantes on peut les choisir en tant que base sur k∞ du sous-espace de
torsion en les complétant à une base de Cm sur k∞. Quitte à choisir de façon
arbitraire un tel complété, nous construisons donc un isomorphisme :

φ : Cm → Cm;

de k∞−espaces vectoriels de dimension infinie qui fixe la base de Lib. et il est
tel que :

φ(ωi) := vi;

pour tout i = 1, ..., d, où v1, ..., vd sont les vecteurs de la base canonique de kd∞.
Autrement dit l’isomorphisme φ agit comme il suit :

φ :

d⊕
i=1

k∞ωi ⊕ Lib.→ kd∞ ⊕ Lib.

L’homomorphisme πAd : kd∞⊕Lib.� (k∞/A)d×{0} quotient de kd∞⊕Lib. par
Ad × {0} induit la composition d’homomorphismes suivante :

πAd ◦ φ :
d⊕

i=1

k∞ωi ⊕ Lib.→ (k∞/A)d ⊕ Lib.

dont le noyau est évidemment < ω1, ..., ωd >A� Λ. Ce qui induit les isomor-
phismes énoncés.
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SoitX une sous-variété algébrique irréductible et définie sur k d’un T−module
A. Nous définissons KX ⊂ k le corps engendré par un système de polynômes
fixés définissant X , qui est donc une extension finie de k. Soit alors :

K := KXF .
Comme K ⊂ k∞, il est un corps de valuation par rapport à la valuation induite
de façon univoque par la valuation 1/T−adique de k∞ sur sa clôture algébrique.

Nous définissons donc K̂ en tant que le complétés de K par rapport à une telle
valuation. Il s’ensuit que K̂ est une extension finie de k∞. Nous considérons les
projections suivantes :

Πi : Cm → C, ∀i = 1, ...,m;

sur chaque composante de Cm respectivement. Nous définissons :

Λi := Πi(Λ);

pour tout i = 1, ...,m. Il s’agit de m A−réseaux dans C tels que :

Λ =

m⊕
i=1

Λi.

Nous définissons le corps suivant :

K∞ :=
̂

K̂(Λ1, ...,Λm);

qui est le complété de K̂(Λ1, ...,Λm) par rapport à l’unique valuation induite

par celle de K̂. Nous remarquons que :

e(Km
∞) ⊂ Km

∞.

Théorème 2.1.38. Soit A un T−module de dimension m et de rang d, et X
une sous-variété algébrique de A comme dans les hypothèses de la Conjecture
6. Nous supposons que les composantes absolument irréductibles de X dans la
clôture parfaite de son corps des coefficients restent absolument irréductibles
dans Tm(K∞). Soit e : Lie(A) → A la fonction exponentielle associée à A.
Soit :

Y := e−1(X) ⊂ Lie(A)(C).
Alors, quitte à étendre K∞ à une extension finie L et en appellant n := [L : k∞],
on a les propriétés suivantes :

1. Bm
1 (L) ∩ Y (L) �= ∅ ;

2. Y est un sous-ensemble L−entier de Lie(A)(C) ;
3. Y (L) est un sous-ensemble L−entier de Lie(A)(L) ;
4. Bm

1 (L) ∩ Y (L)reg. est dense dans Bm
1 (L) ∩ Y (L) ;

5. L’isomorphisme φ de la preuve du Lemme 2.1.37 se restreint aux points
L−rationnels de Cm à un isomorphisme de k∞−espaces vectoriels (qu’on
notera toujours φ) sous la forme qui suit :

φ : Lm → knm∞ .
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Nous avons la décomposition suivante :

A(L) � Lm/Λ � (k∞/A)d
⊕

Lib(L).

De plus si Y (L) est un sous-ensemble L−entier de L il s’ensuit que Y ′(k∞) :=
φ(Y (L)) est donc un sous-ensemble k∞−entier dans knm∞ .

Démonstration. 1. Comme le corps KX de définition de X est contenu dans
K et donc dans L on a que X est définie sur L. Quitte à étendre L à
une extension finie on a que Bm

1 (L) ∩ X(L) �= ∅. Maintenant nous nous
rappelons que la fonction exponentielle est une fonction K−entière sous
la forme suivante :

e(z) =
∑
i≥0

Biz
qi ;

pour tout z ∈ Lie(A)(C), et qu’elle est en même temps un homéomorphisme
local. Pour chaque w0 ∈ X(L) il existe donc un voisinage ouvert Vw0

⊂
A(C) de celui-ci, un point z0 ∈ e−1(w0), un voisinage ouvert Uz0

⊂
Lie(A)(C) de z et une fonction C−analytique sous la forme suivante :

logz0
: Vw0

→ Uz0 ;

qui est homéomorphisme entre les deux ouverts. La construction explicite
d’une telle fonction et la preuve de sa convergence sur Uw0

assez petit
est exactement la même que celle qu’on a fait dans le Théorème de la
Fonction Implicite pour prouver l’existence de la fonction inverse. Or nous
remarquons que si nous choisissons w0 = 0 ∈ A et z0 = 0 ∈ Lie(A), la
fonction logarithmique :

log0 : V0 → U0;

est K−analytique, suite à la construction de son expression formelle en
séries de puissances :

log0(w) =
∑
i≥0

Aiw
qi ;

on s’aperçoit facilement que les matrices Ai sont à composantes dans K
et donc dans L. Comme 0 ∈ V0 ∩Bm

1 (L) �= ∅ nous pouvons supposer sans
perte de généralité que V0 soit un polydisque de rayon ≤ 1 qui contient 0
quitte à retrecier la fonction logarithmique log0 à un polydisque contenu
dans V0 et contenant 0. Il s’ensuit que :

log0(V0 ∩X(L)) ⊂ Y (L).

Si V0∩X(L) �= ∅ nous avons terminé. Supposons donc que w ∈ A\V0 pour
tout w ∈ X(L). Soit z ∈ e−1(w). Soit D′

0
un polydisque de rayon δ0 > 0

contenant 0 et contenu dans U0. Comme la fonction log0 est continue il
s’ensuit que e(D′

0
) est un ouvert dans V0 et il contient par conséquent un

polydisque D0 de rayon ε0 > 0 contenant 0. Pour tout u ∈ D′
0
, on a que

||u||∞ ≤ δ0. Suite à la Définition 2.1.1 nous savons qu’il existe un nombre
s ∈ N \ {0} tel que la différentielle de Φ(T qs) est une matrice diagonale
sous la forme T qsIm. Soit a ∈ N le plus petit nombre entier tel que :

|T−qsaz|1/T ≤ δ0.
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Comme u := T−qsaz ∈ D0, nous avons que log0(u) ∈ D′
0
(L), quitte à

étendre encore L en y ajoutant les solutions de l’équation polynomiale
suivante :

Φ(T qsa)(x)− w = 0.

Comme le T−module est de rang fini, on sait que l’équation en question
n’a qu’un nombre fini de solutions. Comme :

u ∈ e−1(x);

à une extension finie près de L nous avons par conséquent que :

Bm
1 (L) ∩ Y (L) �= ∅.

2. Nous savons que X est défini en tant que lieu de zéros d’un nombre fini
r de polynômes P1, ..., Pr à coefficients dans KX et donc dans L. A l’iso-
morphisme Lie(A)(C) � Cm près nous voyons que Y est un sous-ensemble
L−entier de Cm. En effet, chaque Pi (i = 1, ..., r) représente une fonc-
tion L−entière agissant de Cm vers lui-même ; la fonction exponentielle
est d’ailleurs elle aussi une fonction K−entière agissant sur Cm vers lui-
même suite à la Remarque 2.1.11. Y est alors le lieu des zéros dans Cm des
r fonctions L−entières f1 := P1 ◦ e, ..., fr := Pr ◦ e. Il est par conséquent
un sous-ensemble L−entier de Cm.

3. Nous notons que Y (L) est un sous-ensemble L−entier de Lie(A)(L) puisque
Y est le lieu des zéros d’un nombre fini de fonctions L−entières qui sont à
valeurs dans L si restreintes à Lm. Nous remarquons quand-même qu’une
telle implication, apparemment évidente, n’est pas forcément valable dans
le cas où fi soit une fonction L−analytique seulement. En effet, pour tout
z0 ∈ V il existerait un voisinage ouvert Uz0

⊂ Cm tel que fi(z) est une
série de puissances (à coefficients dans L) de z − z0 pour tout z ∈ Uz0

,
mais comme L n’est pas dense dans C, l’intersection de ce voisinage avec
Lm pourrait être vide. Même si Y (L) n’était pas vide il ne serait donc pas
forcément L−analytique.

4. Nous supposons que l’espace L−analytique Bm
1 (L)∩Y (L) soit irréductible

mais qu’il ne soit pas absolument irréductible dans la clôture parfaite K
de L dans C. Comme l’extension L ⊆ K est purement inséparable l’idéal
premier I(Y (L)) est un idéal primaire dans Tm(K) et son idéal radical dans
Tm(K) est I(Y (K)). Si f ∈ I(Y (K)) il est en particulier un élément de
Tm(K) qui est purement inséparable sur Tm(L). Il existe donc un nombre
n ∈ N \ {0} tel que fpn ∈ Tm(K). D’un autre côté tout polynôme unitaire
P (X) ∈ Tm(L)[X ] tel que P (f) = 0 a un degré qui est divisible par une
puissance de p. Il existe aussi un nombre n′ ∈ N \ {0} minimal tel que
fn′ ∈ I(Y (L)). Le polynôme P (X) = Xn′ − fn′ ∈ Tm(L)[X ] est donc tel
que P (f) = 0 et par conséquent il existe un nombre n ∈ N \ {0} tel que
n′ = pn. Tout système minimal fini de générateurs de I(Y (K)) est donc
un ensemble fini de racines ph−ièmes (pour des h ∈ N \ {0} opportuns)
d’autant d’éléments de I(Y (L)). Si donc nous appelons :

I(Y (K)) = (g1, ..., gr) ⊂ Tm(K);

nous obtenons que :

I(Y (L)) = (f1, ..., fr) = (gp
n1

1 , ..., gp
nr

r ) = I(Y (K))p
n

;
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où pn := maxi=1,...,r{pni}. Les coefficients des générateurs g1, ..., gr de
I(Y (K)) sont donc contenus dans une extension de L de degré ≤ pn

dans K. Nous pouvons donc supposer à une extension finie de L près que
Bm

1 (L)∩Y (L) soit absolument irréductible dans K. Un tel espace affinöıde
respecte les hypothèses du Théorème 2.1.36 et donc Bm

1 (L)∩Y (L)reg. est
dense dans Bm

1 (L) ∩ Y (L).

5. Chaque fonction f : Cm → C définissant Y est sous la forme suivante :

f(z) =
∑
j≥0

∑
μ∈Λm(j)

aμz
μ ∀z ∈ Cm;

où les aμ ∈ L. Nous introduisons la notation suivante pour exprimer tout
élément z ∈ Lm. Soit v1,1, ..., vn,m la base canonique de knm∞ sur k∞, où
nous numérotons les indices doubles (i, j), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n de la
façon qui suit :

(i, j) < (i, j + 1) < (i+ 1, j).

Nous remarquons maintenant que :

[k∞ : kp∞] = p;

le résultat de M. F. Becker et S. MacLane [B-M] nous permet alors de
remarquer qu’il existe un élément primitif α ∈ L tel que L = k∞(α). Soit
donc 1, α, ..., αn−1 une base de L sur k∞. Soit e1, ..., em la base canonique
de Lm sur L. Nous définissons la base adaptée u1,1, ..., um,n de Lm sur
k∞ de la façon suivante :

ui,j := αj−1ei, ∀i = 1, ...,m, ∀j = 1, ..., n.

Il est facile de voir qu’il s’agit en effet d’un système de vecteurs k∞−linéairement
indépendants dans Lm.

Nous définissons l’isomorphisme suivant entre Lm et knm∞ :

ψ : Lm → knm∞ ;

ui,j �→ vi,j ;

qui met en correspondace biunivoque la base adaptée de Lm sur k∞ avec
la base canonique de knm∞ sur k∞. Comme ω1, ..., ωd sont eux aussi des
vecteurs k∞−linéairement indépendants de Lm on peut les compléter (à
une renumérotation près) en une base de Lm sur k∞ en y ajoutant nm−d
éléments de la base adaptée de Lm sur k∞. En utilisant en effet le système
de numérotation des indices doubles i = 1, ...,m, j = 1, ..., n que nous
avons introduit nous numérotons les éléments de la base adaptée de Lm

sur k∞ avec un seul indice, ce qui nous permet d’exprimer le complété
d’avant des vecteurs ω1, ..., ωd à une base de Lm sur k∞ comme il suit :

ω1, ..., ωd, ud+1, ..., unm.

Soit :
L : knm∞ → knm∞ ;

ψ(ωi) �→ vi;
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l’isomorphisme sur k∞ de knm∞ vers lui-même qui envoit ψ(ωi) vers vi pour
tout i = 1, ..., d en fixant la base canonique vd+1, ..., vnm de ψ(Lib.(L)) =⊕nm

i=d+1 k∞ sur k∞, suite à la décomposition de Lm suivante :

Lm =

d⊕
i=1

k∞ωi ⊕ Lib.(L);

induite par celle du Lemme 2.1.37 par l’isomorphisme ψ. Nous considérons
l’isomorphisme φ : Cm → Cm introduit dans le Lemme 2.1.37 en choisissant
un complété à une base (infinie) de Cm sur k∞ des vecteurs ω1, ..., ωd qui
se restreint à Lm au complété de ces vecteurs par la base adaptée de Lm

sur k∞ que nous avons défini avant. L’isomorphisme φ d’espaces vectoriels
sur k∞ que nous avons défini respecte donc la propriété suivante :

φ = L ◦ ψ.
Il est donc tel que pour tout z ∈ Lm qui s’exprime sous la forme suivante :

z =

d∑
i=1

wiωi +

nm∑
i=d+1

wiui;

nous avons que :
φ(z) = w = (w1, ..., wnm).

Nous avons que :

f(z) =
∑
h≥0

∑
μ∈Λm(h)

aμ(

m∑
i=1

n∑
j=1

wi,jui,j)
μ = 0, ∀z ∈ Y (L);

où les coefficients wi,j d’une telle combination linéaire de la base adaptée
de Lm sur k∞ sont dans k∞. En particulier, étant donné la restriction à
Lm de l’isomorphisme ψ que nous avons donné avant, nous avons que :

ψ(z) = w := (w1,1, ..., w1,n, ..., wm,1, ..., wm,n).

Pour tout j ≥ 0, μ = (r1, ..., rm) ∈ Λm(j), chaque terme zμ s’exprime sous
la forme suivante :

(

m∑
i=1

n∑
j=1

wi,jα
j−1ei)

μ =

m∏
h=1

(

n∑
j=1

wh,iα
j−1)rh =

=
m∏

h=1

∑
s1+...+sn=rh

(
rh

s1, ..., sn

) n∏
j=1

w
sj
h,jα

sj(j−1).

Il s’ensuit que :

(f◦ψ−1)(w) =
∑
j≥0

∑
μ=(r1,...,rh)∈Λm(j)

aμ

m∏
h=1

∑
s1+...+sn=rh

(
rh

s1, ..., sn

) n∏
j=1

w
sj
h,jα

sj(j−1).

Soit :
h : knm∞ → L;
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la fonction L−analytique suivante :

h := f ◦ ψ−1.

Il est donc possible d’exprimer f(z) dans la nouvelle forme qui suit :

h(w) =
∑
i≥0

∑
η∈Λnm(i)

cηw
η;

où chaque coefficient cη ∈ L s’exprime comme il suit. Pour chaque i ≥ 0,
si μ = (r1, ..., rm) ∈ Λm(i), pour chaque rh, h = 1, ...,m nous définissons
comme avant (s1(h), ..., sn(h)) ∈ Λn(rh). Nous définissons donc :

η(μ) := (sj(h))j=1,...,n,h=1,...,m ∈ Λnm(i);

en ordonnant ses composantes suivant le critère de numérotation des in-
dices doubles (h, j) introduit avant. Pour tout η ∈ Λnm(i) quelque soit
i ≥ 0 nous définissons I(η) := {μ ∈ Λm(i), η(μ) = η}. Nous appelons :

α := (α, ..., α) ∈ Lnm.

Soit η(μ) comme nous l’avons défini avant. Nous avons que :

η(μ) := (s1(1), ..., sn(1), ..., s1(m), ..., sn(m)).

Nous appelons :

η̃(μ) := (0, s2(1), 2s3(1), ..., (n−1)sn(1), ..., 0, s2(m), 2s3(m), ..., (n−1)sn(m)) ∈ Nnm.

Nous avons donc la propriété suivante :

cη =
∑

μ∈I(η)
aμ

m∏
h=1

∑
s1+...+sn=rh

(
rh

s1, ..., sn

)
αη̃(μ).

Il s’ensuit que :

|cη|1/T ≤ max
μ∈I(η)

|aμ|1/T |α|1/Tm(n−1)|η|
;

qui converge vers 0 quand |η| tend vers l’infini puisque f : Lm → L est une
fonction entière. Nous remarquons également que nous pouvons exprimer
chaque coefficient cη ∈ L pour tout η ∈ Λnm(i) quelque soit i ≥ 0 en tant
que combinaison linéaire sur k∞ par rapport à la base 1, α, ..., αn−1 de L
sur k∞. Nous obtenons donc qu’il existe des uniques bη,1, ..., bη,n ∈ k∞ tels
que :

cη =

n∑
j=1

bη,jα
j−1;

pour tout η ∈ Nnm. Il existe donc les séries formelles suivantes :

h1, ..., hn ∈ k∞[[w]];

hj(w) :=
∑
i≥0

∑
η∈Λnm(i)

bη,jw
η, ∀j = 1, ..., n;
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telles que :

h(w) =
n∑

j=1

hj(w)α
j−1.

Nous montrons maintenant que h1, ..., hn sont convergentes avec un rayon
de convergence infini.

En effet, suite au résultat de K. Mahler [Mah], page 491, il existe une
constante γ > 0 telle que pour tout cη coefficient de h, on ait que :

|cη|1/T ≥ γ max
j=1,...,n

{|bη,j |1/T |αj−1|1/T }.

Quitte à modifier éventuellement la valeur de γ nous pouvons supposer
que :

|cη|1/T ≥ γ max
j=1,...,n

{|bη,j|1/T };

pour tout coefficient cη de h. La convergence de la série h(ψ(z)) implique
donc celle de hj(ψ(z)) pour tout j = 1, ..., n. Maintenant soit L : knm∞ →
knm∞ l’isomorphisme sur k∞ que nous avons défini avant et qui envoit
le système {ψ(ω1), ..., ψ(ωd)} d’éléments linéairement indépendants sur
k∞ vers les d premiers éléments {v1, ..., vd} de la base canonique de knm∞
sur k∞ ordonnés suivant le critère de numérotation des indices doubles
que nous avons décri précédemment. Il agit sur knm∞ comme une matrice
inversible contenue dans knm,nm∞ . Il est donc immédiat de remarquer qu’il
s’agit d’une fonction k∞−entière de knm∞ vers lui-même. Nous avons vu
que :

φ = L ◦ ψ.
Comme nous avons montré que la fonction suivante :

f ◦ ψ−1 : knm∞ → L;

s’exprime comme il suit :

f ◦ ψ−1 =

n∑
j=1

αj−1hj ;

où h1, ..., hj sont des fonctions k∞−entières de knm∞ vers k∞ et puisque la
composition de deux fonctions entières est encore une fonction entière il
s’ensuit que la fonction :

h ◦ L−1 = f ◦ ψ−1 ◦ L−1 = f ◦ φ−1;

est encore une fois une combinaison linéaire des éléments de la base {1, α, ..., αn−1}
de L sur k∞ par des fonctions k∞−analytiques :

h̃1 := h1 ◦ L−1, ..., h̃n := hn ◦ L−1;

de knm∞ vers k∞. Autrement dit :

f ◦ φ−1 =

n∑
j=1

αj−1h̃j .
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En appellant :

Y ′ := {w ∈ Cmn, h̃i,j(w) = 0, ∀i = 1, ..., r, ∀j = 1, ..., n};

où :

Y (L) = {y ∈ Lm, fi(y) =
n∑

j=1

αj−1h̃j(φ(y)) = 0, ∀i = 1, ..., r};

on a que Y ′(k∞) = φ(Y (L)) et que Y ′(k∞) est un sous-ensemble k∞−entier
dans φ(Lie(A)(L)) � kmn

∞ .

Soit α ∈ L l’élément primitif de l’extension des corps k∞ ⊆ L que nous avons
introduit dans le Théorème 2.1.38 point 5. Nous choisissons a(T ), b(T ) ∈ k∞ tels
que |a(T )α|1/T < 1 et |b(T )|1/T = 1. Nous appellons :

β := a(T )α+ b(T ).

Comme :

α ∈ k∞(β);

il s’ensuit que β est un élément primitif de l’extension des corps k∞ ⊆ L aussi.
Nous pouvons donc remplacer α par β et supposer donc sans perte de généralité
que :

|α|1/T = 1.

Définition 2.1.39. Soit un point z = (z1, ..., zm) ∈ Lm quelconque. Nous ex-
primons ce point de façon unique comme il suit :

z = (z1, ..., zm) = (

n∑
j=1

αj−1w1,j , ...,

n∑
j=1

αj−1wm,j);

où :

w1,1, ..., wm,n ∈ k∞.
Nous définissons la norme suivante sur Lm en tant qu’espace vectoriel sur k∞ :

Fα(z) := ||(w1,1, ..., wm,n)||∞ = max{|w1,1|1/T , ..., |wm,n|1/T }.

Il est immédiat de remarquer qu’il s’agit bien d’une norme de Lm sur k∞. Soit
r > 0 un nombre réel positif. Nous définissons le sous-ensemble de Lm suivant :

Bm
r,α(L) := {z ∈ Lm, Fα(z) ≤ r}.

Remarque 2.1.40. La norme Fα sur Lm est équivalente à celle que nous avons
appellé ||.||∞ sur ce même ensemble vu en tant qu’espace vectoriel sur L par
rapport à la base canonique :

||z||∞ := max{|z1|1/T , ..., |zm|1/T }.
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Démonstration. Suite à [BGR] Corollary 2.1.9/4 page 78 il nous est suffisant de
montrer qu’il existe r1, r2 ∈ R>0 tels que :

r1Fα(z) ≤ ||z||∞ ≤ r2Fα(z), ∀z ∈ Lm.

Puisque la valeur absolue 1/T−adique est non-archimédienne nous pouvons re-
marquer tout de suite que :

r2 = 1.

L’inégalité qui nous reste à montrer suit du résultat dû à K. Mahler, voir [Mah]
page 491, que nous avons déjà utilisé dans la preuve du Théorème 2.1.38 point
5 et qui implique que :

r1 = γ;

où la constante γ > 0 dépend de α et elle est celle qui suit du résultat de K.
Mahler en utilisant Fα en tant que norme sur Lm comme expliqué dans l’énoncé
indiqué dans la référence.

Il s’ensuit que l’ensemble Bm
r,α(L) contenu dans Lm est aussi un ouvert par

rapport à la topologie 1/T−adique que nous avons utilisé jusqu’ici. En particu-
lier les isomorphismes φ : Lm → knm∞ et ψ : Lm → knm∞ d’espaces vectoriels sur
k∞ que nous avons introduit dans la preuve du Théorème 2.1.38 point 5 sont
des homéomorphismes.

Remarque 2.1.41. Soit X un sous-ensemble L−analytique dans Lm et soit
z0 ∈ X comme dans les hypothèses du Corollaire 2.1.25, en supposant que X
soit le lieu des zéros d’un nombre m′ de fonctions L−analytiques définies sur
un ouvert U de Lm dont nous appelons :

F : U → Lm′
;

le vecteur de fonctions qu’ils forment (et qui dépend de leur numérotation),
telles que m′ < m. Il existe donc un voisinage ouvert de z0 dans Lm de la forme

Bm−m′
1,α (L)× Vz0

ainsi qu’une fonction L−analytique de la forme suivante :

fz0
: Bm−m′

1,α (L)→ Vz0
⊂ Lm−m′ × Lm′

;

telle que pour tout z∗ ∈ Bm−m′
1,α (L) la propriété suivante soit valable :

F (z∗, fz0
(z∗)) = 0, ∀z∗ ∈ Bm−m′

1,α (L).

Démonstration. Suite au Corollaire 2.1.25 il existe un voisinage ouvert Uz0 ×
Vz0 ⊂ Lm−m′ × Lm′

de z0 ainsi qu’une fonction L−analytique f : Uz0 → Vz0

telle que :
F (z∗, f(z∗)) = 0, ∀z∗ ∈ Uz0

.

A une composition de f par une translation dans Lm−m′
près nous supposons

que z0 = 0. Nous choisissons un ouvert Bm−m′
r,α (L) ⊂ U0 avec r ∈ |k∗∞|1/T .

La restriction de f à Bm−m′
r,α (L) est encore une fonction L−analytique et elle

est définie sur Bm−m′
r,α (L). On compose maintenant f par une transformation

linéaire sur L de la forme suivante :

t : Bm−m′
1,α (L)→ Bm−m′

r,α (L);
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z∗ �→ cz∗;

où c ∈ k∞ est tel que |c|1/T = r. Ce qui nous fait obtenir une fonction
L−analytique sous la forme suivante :

f ◦ t : Bm−m′
1,α (L)→ V0;

telle que :

F (z∗, (f ◦ t)(z∗)) = 0, ∀z∗ ∈ Bm−m′
1,α (L).

Quitte à nous composer à nouveau f ◦ t par la translation :

z �→ z + z0;

nous obtenons un voisinage de z0 dans L
m−m′×Lm′

et une fonction L−analytique
comme dans l’énoncé.

Définition 2.1.42. Soit X un sous-ensemble analytique dans Lm défini sur un
ouvert U de Lm. Nous disons que X est analytiquement α−paramétrisable
s’il existe un nombre d(X) ∈ N \ {0} ainsi qu’une famille R de fonctions
L−analytiques de la forme suivante :

f : B
d(X)
1,α (L)→ X ;

telles que :

X ⊆
⋃
f∈R

f(B
d(X)
1,α (L)).

Nous appellons une telle famille un recouvrement α−analytique de X sur L.

Théorème 2.1.43. 1. Soit Y (L) défini comme dans le Théorème 2.1.38. Si
Bm

1 (L) ∩ Y (L)reg. est dense dans Bm
1 (L) ∩ Y (L) alors Bm

1 (L) ∩ Y (L) est
analytiquement α−paramétrisable sur L.

2. Soit Y (L) et soit Y ′(k∞) définis comme dans le Théorème 2.1.38. Alors
Bnm

1 (k∞) ∩ Y ′(k∞) est analytiquement paramétrisable sur k∞.

Démonstration. 1. Soit I(Y (L)) = (f1, ..., fr) ⊂ Tm(L) l’idéal premier as-
socié àBm

1 (L)∩Y (L). Soit y0 ∈ Bm
1 (L)∩Y (L)reg.. Soit d := dimL(B

m
1 (L)∩

Y (L)) = dimK(B
m
1 (K)∩Y (K)). L’égalité suit des passages dans la preuve

du Théorème 2.1.36. L’hypothèse que Bm
1 (L) ∩ Y (L) soit absolument

irréductible dans K nous permet aussi de dire que r ≥ m − d. A une
numérotation différente près des générateurs f1, ..., fr de I(Y (L)) il s’en-
suit que :

ρL(Jy0
(f1, ..., fm−d)) = ρK(Jy0

(f1, ..., fm−d)) = m− d.
Nous appelons :

Z(f1, ..., fm−d) := {y ∈ Bm
1 (L), f1(y) = ... = fm−d(y) = 0}.

Il s’ensuit que Bm
1 (L)∩Y (L) ⊆ Z(f1, ..., fm−d). Suite au Corollaire 2.1.25,

au Théorème 2.1.36 et à la Remarque 2.1.41 il existe donc un recou-
vrement α−analytique R de Bm

1 (L) ∩ Y (L) constitué par des fonctions
L−analytiques de la forme suivante :

f : Bd
1,α(L)→ Z(f1, ..., fm−d).
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En particulier nous obtenons que :

Bm
1 (L) ∩ Y (L) ⊆

⋃
f∈R

f(Bd
1,α(L)).

Soit T ⊆ Z(f1, ..., fm−d) l’unique composante irréductible de Z(f1, ..., fm−d)
qui est absolument irréductible dans K et qui contient Bm

1 (L)∩Y (L). Soit
d′ := dimL(T ). Alors d

′ ≥ d. Maintenant :

(f1, ..., fm−d) ⊆ I(T ) = (g1, ..., gs).

Alors pour tout fi, où i = 1, ...,m − d, il existe ai,1, ..., ai,s ∈ Tm(L) tels
que :

fi =

s∑
j=1

ai,jgj .

Comme y0 ∈ T il s’ensuit que :

Jy0
(fi) =

s∑
j=1

ai,j(y0)Jy0
(gj), ∀i = 1, ..., r.

Si :
ρL(Jy0

(f1, ..., fm−d)) = m− d;
il s’ensuit que :

ρL(Jy0
(I(T ))) ≥ m− d.

Comme T est absolument irréductible dans K nous avons aussi que :

ρL(Jy0
(I(T ))) ≤ m− d′.

Il s’ensuit que d′ = d. Par conséquent :

Bm
1 (L) ∩ Y (L) = T.

Maintenant si S est une autre composante irréductible de Z(f1, ..., fm−d) :

dimL(S ∩ T ) < dimL(S), dimL(T ).

En effet, soit R ⊆ S ∩ T une composante irréductible de S ∩ T telle que
dimL(R) = dimL(S ∩ T ). Comme :

S ∩ T � S, T ;

il s’ensuit que :
dimL(R) < dim(S), dimL(T ).

A un sous-espace affinöıde de dimension < d de Bm
1 (L) ∩ Y (L) près

nous pouvons alors supposer que y0 ne soit contenu que dans une seule
composante irréductible de Z(f1, ..., fm−d) qui est Bm

1 (L) ∩ Y (L). Par
conséquent Bm

1 (L) ∩ Y (L) contient un sous-ensemble dense de points
z0 ∈ Bm

1 (L)∩ Y (L)reg. tels qu’il existe pour chacun d’entre eux une fonc-
tion L−analytique f définie sur un voisinage ouvert opportun Vz0 de z0
tel que Vz0

\ {z0} �= ∅ et telle que f(Vz0
) (qui est un sous-ensemble de
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Z(f1, ..., fm−d)) soit entièrement contenu dans la composante irréductible
Bm

1 (L)∩Y (L) de Z(f1, ..., fm−d). Suite à la Remarque 2.1.41 nous pouvons
donc supposer sans perte de généralité que toute fonction L−analytique
f ∈ R soit telle que :

f : Bd
1,α(L)→ Bm

1 (L) ∩ Y (L).

2. Soient f1, ..., fr comme dans le point précédent. L’isomorphisme φ sur k∞
de Lm vers knm∞ est tel que :

Y ′(k∞) = {w ∈ knm∞ , (fi ◦ φ−1)(w) = 0, ∀i = 1, ..., r}.
Dans la preuve du Théorème 2.1.38 point 5 nous avons en effet associé à
chaque fi pour i = 1, ..., r les n fonctions k∞−entières h̃i,1, ..., h̃i,n telles
que :

(fi ◦ φ−1) =

n∑
j=1

αj−1h̃i,j , ∀i = 1, ..., r.

Nous rappelons d’avoir défini en particulier la transformation linéaire sur
k∞ suivante :

ψ : Lm → knm∞ ;

qui envoit la base adaptée {αj−1ei} de Lm sur k∞ vers la base canonique de
knm∞ sur k∞, ainsi que l’isomorphisme d’espaces vectoriels sur k∞ suivant :

L : knm∞ → knm∞ ;

qui envoit les images ψ(ω1), ..., ψ(ωd) par ψ des d périodes fixées précédemment
ω1, ..., ωd de Λ vers les d premiers éléments v1, ..., vd de la base canonique
de knm∞ sur k∞ suivant le critère de numérotation des indices doubles que
nous avons introduit dans la preuve du Théorème 2.1.38 point 5. La trans-
formation k∞−linéaire ψ entre Lm et knm∞ est une isométrie entre ces deux
espaces vectoriels sur k∞ par rapport à la valeur absolue 1/T−adique sur
knm∞ et à la norme Fα que nous avons introduit dans la Définition 2.1.39
sur Lm. Nous obtenons donc que :

ψ−1(Bnm
1 (k∞)) = Bm

1,α(L).

Maintenant la valeur dimL(Y (L)) est aussi la valeur constante telle que
la paramétrisation α−analytique R de Bm

1 (L) ∩ Y (L) qui suit du point 1
est telle que pour chaque f ∈ R une telle fonction L−analytique est de la
forme suivante :

f : B
dimL(Y (L))
1,α (L)→ Bm

1 (L) ∩ Y (L).

Soit dL(Y ) := dimL(Y (L)). Soit d(Y ′(k∞)) := ndL(Y ). Nous définissons
donc la transformation linéaire ψ sur k∞ de la même façon qu’avant mais

cette fois-ci entre LdL(Y ) et k
d(Y ′(k∞))
∞ . L’isomorphisme ψ : LdL(Y ) →

k
ndL(Y )
∞ d’espaces vectoriels sur k∞ que nous avons défini est aussi une

bijection entre B
dL(Y )
1,α (L) et B

d(Y ′(k∞))
1 (k∞) et il est tel que pour chaque

f ∈ R la fonction suivante :

g : B
d(Y ′(k∞))
1 (k∞)→ Bnm

1 (k∞) ∩ Y ′(k∞);
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telle que :
g := φ ◦ f ◦ ψ−1;

est une fonction k∞−analytique. Il est en effet immédiat de remarquer
que ψ−1 est une fonction L−analytique et que par conséquent f ◦ψ−1 est
une fonction L−analytique elle aussi. En particulier, elle est de la forme
suivante :

(f ◦ ψ−1)(w) =
∑
i≥0

∑
μ∈Λm(i)

aμψ
−1(w)μ.

En répétant les mêmes passages contenus dans la preuve du Théorème
2.1.38 point 5 nous pouvons exprimer f ◦ ψ−1 sous la forme suivante :

(f ◦ ψ−1)(w) =
n∑

j=1

αj−1hj(w);

où h1(w), ..., hn(w) sont n fonctions k∞−analytiques de B
d(Y ′(k∞))
1 (k∞)

vers km∞. Il est très important de remarquer que dans la preuve du Théorème
2.1.38 point 5 nous avons obtenu un tel résultat avec des fonctions h1, ..., hn
qui étaient k∞−entières sur knm∞ et à valeurs dans k∞ comme les hy-
pothèses dans ce Théorème prévoyaient que f était une fonction L−entière
sur Lm ce qui n’est plus vrai dans notre nouvelle situation. Une telle hy-
pothèse était toutefois nécessaire comme les puissances de la valeur ab-
solue 1/T−adique de l’élément primitif α de l’extension de degré fini des
corps k∞ ⊆ L n’étaient pas bornées. Comme nous avons montré qu’il est
possible de supposer sans perte de généralité que :

|α|1/T = 1;

le même raisonnement reste valable dans le cas où f est une fonction

L−analytique définie surBdL(Y )
1,α (L). Les fonctions k∞−analytiques h1, ..., hn

de B
d(Y ′(k∞))
1 (k∞) vers km∞ que nous avons construit ici sont en particulier

n vecteurs de m fonctions k∞−analytiques de Bd(Y ′(k∞))
1 (k∞) vers k∞ de

la forme suivante :

hj(w) := (h1,j(w), ..., hm,j(w)), ∀j = 1, ..., n.

Il s’ensuit que :

(ψ ◦ f ◦ ψ−1)(w) = (h1,1(w), ..., hm,n(w)), ∀w ∈ Bd(Y ′(k∞))
1 (k∞).

La fonction ψ ◦ f ◦ ψ−1 que nous avons défini est donc k∞−analytique
sur B

d(Y ′(k∞))
1 (k∞). Comme nous avons montré que L est une fonction

k∞−entière de knm∞ vers lui-même et que φ = L ◦ ψ nous obtenons fi-

nalement que g est une fonction k∞−analytique de B
d(Y ′(k∞))
1 (k∞) vers

Bnm
1 (k∞) ∩ Y ′(k∞). La famille suivante :

R′ := {g = φ ◦ f ◦ ψ−1, ∀f ∈ R};
est donc un recouvrement k∞−analytique de Y ′(k∞) sous la forme induite
par le Corollaire 2.1.25.
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On définit les fonctions de projection triviales de φ(Lie(A)(L)) sur ses deux
facteurs que nous déduisons de celles donnés par l’isomorphisme introduit dans
le Théorème 2.1.38 :

π1 : φ(Lie(A)(L)) � kd∞;

π2 : φ(Lie(A)(L)) � Lib(L).

Autrement dit, π1 est la projection de φ(Lie(A)(L)) = knm∞ sur ses d premières
composantes et π2 est sa projection sur les nm−d dernières composantes. Toutes
les considérations de nature topologique que nous ferons sur Y (L) resteront va-
lables sur Y ′(k∞) comme elles seront conservées par les isomorphismes linéaires
L et φ. Nous notons l’image de π1 en tant que sous-k∞−espace vectoriel de knm∞
de la manière suivante :

Π := π1(k
nm
∞ ) � kd∞.

2.2 Une conjecture

La conjecture de Manin-Mumford classique 3, traitant la situation d’une
courbe elliptique plongée dans sa Jacobienne a été prouvée (voir [R1]) et ensuite
généralisée (voir [R2]) dans la formulation qui suit :

Théorème 2.2.1. Soit X une sous-variété algébrique d’une variété abélienne
A définie sur un corps de nombres. Si X contient un ensemble Zariski-dense de
points de torsion, alors X est la translatée d’une sous-variété abélienne de A
par un point de torsion.

La version faible montrée dans [PZ] est une conséquence du Théorème 2.2.1
et se formule de cette manière :

Théorème 2.2.2. Sous les mêmes hypothèses que le Théorème 2.2.1, si X ne
contient pas de translatées de sous-variétés abéliennes de A de dimension > 0
par un point de torsion, alors X ne contient qu’un nombre fini de points de
torsion.

Admettons en effet le Théorème 2.2.1 et que la sous-variété algébrique X
de A ne contient pas de translatées de sous-variétés abéliennes de A de dimen-
sion > 0 par des points de torsion. Si X contenait un nombre infini de points
de torsion elle contiendrait aussi la clôture de Zariski X ′ de ces derniers, de
dimension > 0. La sous-variété algébrique X ′ de A contient donc un ensemble
Zariski-dense de points de torsion. L’application du Théorème 2.2.1 à X ′ im-
plique que X ′ est la translatée d’une sous-variété abélienne de A par un point
de torsion et comme dim(X ′) > 0 cela contredit l’hypothèse sur X .

Une formulation analogue de ce résultat a été montrée par T. Scanlon dans
[Sc] pour les T−modules qui sont la puissance d’un module de Drinfeld, en uti-
lisant la théorie des modèles et se basant sur un précédent résultat de L. Denis
(voir [Den3]), où le même résultat est montré pour une puissance d’un module
de Drinfeld, mais sous une hypothèse supplémentaire sur la nature de ce dernier
qui sera explicitée plus loin (voir Hypothèse 3). Le résultat de Scanlon est le
suivant.

3. D’un point de vue historique la toute première version de cette conjecture a eté montrée
par M. Laurent sur Gn

m, voir [Lau2]
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Théorème 2.2.3. Soit A := (Dm,Φ) un T−module puissance d’un module de
Drinfeld (D,Φ) donné. Soit X une sous-variété algébrique irréductible de A.
Si X(F)tors. est Zariski-dense dans X, alors X est une translatée d’un sous-
T−module de A par un point de torsion.

Un T−module sous forme diagonale est, comme nous l’avons déjà remarqué,
un T−module abélien et uniformisable de façon évidente. Il est donc naturel de
se demander si un tel résultat peut être montré, avec l’utilisation des nouvelles
techniques utilisées dans [PZ], pour un T−module A abélien et uniformisable
quelconque. Nous allons voir ci-dessous que la réponse est négative, nous utili-
serons pour cela la notion suivante :

Définition 2.2.4. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module de dimension m. On dit

qu’il est simple s’il n’admet pas de sous-T−modules non triviaux (autrement
dit, différents de lui-même ou de 0). Soit a(T ) ∈ A \ Fq. On dit un sous-groupe
algébrique de A un sous-a(T )−module s’il est un sous-Fq[a(T )]−module sous
l’action de Φ.

Nous considérons le T−module de dimension 2 défini par la puissance ten-
sorielle C⊗2 = (G2

a,Φ) du module de Carlitz C, introduit par G. Anderson et
D. Thakur dans [AT]. On suppose ici que q = 2. Ce T−module est alors sous la
forme suivante :

Φ(T )

(
X
Y

)
(τ) =

(
T 1
0 T

)
+

(
0 0
1 0

)
τ.

On peut donc montrer que :

Φ(T 2)

(
X
Y

)
=

(
T 2X +X2

T 2Y + (T + T 2)X2 + Y 2

)
.

Le sous-groupe algébrique 0 × Ga de C⊗2 en est alors sous-T 2−module, mais
n’en est cependant pas un sous-T−module. En général la puissance tensorielle
C⊗m du module de Carlitz C est toujours un T−module simple (voir [Yu], Pro-
position 1.2), abélien et uniformisable, mais on peut montrer qu’elle possède
parfois des sous-T j−modules (j dépendant de m et de q) non triviaux et four-
nissent donc des contre-exemples à une éventuelle généralisation du Théorème
2.2.3 comme chacun de ces sous-T j−modules est en général une sous-variété
algébrique de C⊗m contenant une infinité de points de torsion. Par exemple,
C⊗2 est un T−module simple qui contient la sous-variété algébrique 0×Ga, qui
en est en particulier un sous-T 2−module et contient donc une infinité de points
de torsion.

Nous allons alors étendre la classe de sous-modules algébriques dansA nécessaires
dans le but de trouver une formulation possible de la Conjecture de Manin-
Mumford dans le cas plus général d’un T−module abélien et uniformisable.

Remarque 2.2.5. Quand on a un sous-T j−module, c’est automatiquement un
sous-a(T j)−module pour tout a ∈ A\Fq, inversement il semble que la gradation
par le degré des polynômes définissant le T−module ne permette pas de trouver
un exemple de sous-a(T )−module ne provenant pas d’un sous-T j−module pour
un j bien choisi. Un cas fondamental illustrant ce phénomène est d’ailleurs
celui d’une puissance pure d’un module de Drinfeld, cas que nous discutons ci-
dessous.
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Théorème 2.2.6. Soit Dm = (Gm
a ,Φ

m) la puissance m−ième d’un module de
Drinfeld D = (Ga,Φ) dont nous appelons F le corps des coefficients. Il existe
une correspondance bijective entre la famille des sous-T−modules de Dm et la
famille des sous-espaces vectoriels de Lie(Dm) qui sont EndF (Φ)−rationnels.
Cette correspondance est donnée par la fonction exponentielle :

e : Lie(Dm)→ Dm;

V �→ e(V ).

De plus on a que la dimension d’un sous-T−module de Dm et d’un sous-espace
vectoriel EndF (Φ)−rationnel de Lie(Dm) correspondants sont égaux.

Démonstration. Voir [T], Théorème à page 33.

Soit donc B un sous-a(T )−module de Dm. Supposons que le module de
Drinfeld D soit de rang d. Nous définissons :

T ′ := a(T );

et :
Ψ(T ′) := Φ(a(T ));

B est donc un T ′−module qui est la puissance m−ième d’un Fq[T
′]−module

de Drinfeld de rang d degT (a(T )). Suite au Théorème 2.2.6 il est donc décrit
entièrement par s = m− dim(B) équations linéaires sous la forme suivante :

m∑
j=1

Pij(τ)Xj = 0;

où Pij(τ) ∈ EndF (Ψ) pour tout i = 1, ..., s et tout j = 1, ...,m. Comme Φ(T ) ∈
EndF (Ψ) aussi (en effet, Φ(T ) ◦ Ψ(T ′) = Φ(T ) ◦ Φ(a(T )) = Φ(a(T )) ◦ Φ(T ) =
Ψ(T ′) ◦ Φ(T )) et que EndF (Ψ) est un anneau commutatif (puisque D est de
caractéristique 0) on voit que B est en fait un sous-T−module de Dm puisqu’il
est stabilisé par l’action de Φ(T ).

Tout sous-a(T )−module de Dm (puissance m−ième d’un module de Drinfeld
quelconque) est alors pour tout a(T ) ∈ A \ Fq un T−module aussi. Il est donc
raisonnable de formuler la Conjecture suivante.

Conjecture 5. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module abélien et uniformisable de

dimension m. Il existe alors un nombre j(A) ∈ N \ {0} ne dépendant que de A
tel que pour tout a(T ) ∈ A \ Fq on ait que tout sous-a(T )−module de A est un
sous-T j(A)−module.

Si A est absolument simple (ce qui veut dire qui ne contient aucun sous-
T j−module non trivial pour tout j ∈ N \ {0}) nous fixons j(A) = 1.

Nous remarquons que l’étude que nous venons de faire des puissances d’un
module de Drinfeld choisi fournit un exemple d’une classe de T−modules A tels
que pour tout i ∈ N \ {0} on ait que j(Ai) = j(A). On peut se demander s’il
s’agit d’un phénomène général (nous espérons revenir plus tard à cette question).
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Nous présentons ici un exemple supplémentaire qui semble corroborer une telle
Conjecture.

Soit C⊗2 = (G2
a,Φ) la puissance tensorielle carrée du module de Carlitz C, déjà

introduite avant, où nous supposons toujours que q = 2. Nous avons montré
précédemment que la différentielle de Φ(T 2) est alors T 2I2, où I2 est la matrice
identité sous la forme 2× 2. Nous disons que tout polynôme a(T ) ∈ A est pair
si et seulement s’il est sous la forme suivante :

a(T ) = a0 + a1T
2 + ...+ arT

2r.

Il s’ensuit facilement que la différentielle de Φ(a(T )) avec a(T ) polynôme pair
est a(T )I2. Or si b(T ) ∈ A\{0} n’est pas pair il est nécessairement sous la forme
suivante :

b(T ) = Ta(T ) + r(T );

où a(T ) et r(T ) sont des polynômes pairs. En remarquant que la différentielle de
Φ(Ta(T )) = Φ(T )◦Φ(a(T )) est, suite aux propriétés de la fonction exponentielle
et à la description de Φ(T ) que nous avons fait avant, sous la forme suivante :(

T 1
0 T

)(
a(T ) 0
0 a(T )

)
;

auquelle on ajoute la différentielle de r(T ), qui est r(T )I2, nous concluons que
la différentielle de b(T ) est une matrice triangulaire supérieure dont les termes
diagonaux sont égaux à b(T ). Comme b(T ) n’est pas pair (il est donc différent de
0) il s’ensuit que le seul sous-espace dans Lie(C⊗2) stable sous l’action de cette
matrice est C×0. Nous supposons maintenant qu’il existe un sous-b(T )−module
B de C⊗2 différent de e(C × 0). Alors :

Φ(b(T ))(B) ⊆ B;

ce qui implique que Lie(B) est stable sous l’action de la différentielle de Φ(b(T )),
ce qui implique suite aux passages précédents que Lie(B) = C×0, ce qui implique
finalement qu’un tel B différent de e(C × 0) ne peut pas exister. Nous venons
donc de montrer que e(C × 0) est le seul sous-b(T )−module possible de C⊗2

où b(T ) est n’importe quel polynôme pas pair de A \ {0}. Comme T n’est pas
un polynôme pair dans A \ {0} le seul sous-T−module pas trivial de C⊗2 ne
peut être que e(C × 0). Mais nous savons justement que C⊗2 est un T−module
simple, ce qui implique que e(C × 0) n’est pas stable sous l’action de T ou qu’il
n’est pas une sous-variété algébrique dans G2

a. Or :

Φ(T ) ◦ e(C × 0) = e(TI2(C × 0)) ⊂ e(C × 0);

ce qui implique que e(C × 0) est stable sous l’action de T . Il s’ensuit finalement
qu’il ne peut pas être une variété algébrique dans G2

a. Donc il ne peut pas être
un sous-b(T )−module non plus quelque soit b(T ) ∈ A \ Fq. Nous concluons
que C⊗2 n’admet pas de sous-b(T )−modules avec b(T ) pas pair. Les seuls sous-
a(T )−modules possibles de C⊗2 sont alors ceux tels que a(T ) soit pair.

Remarque 2.2.7. Pour trouver des sous-T j−modules, il ne suffit nullement
d’avoir un sous-groupe dont l’espace tangent à l’origine soit stable sous la différentielle
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de Φ(T j). En effet, soit A un T−module de dimension m. Soit a0 sa différentielle
sur Lie(A), comme dans la Définition 2.1.1. Comme a0 est de la forme TIm+N ,
où N est une matrice nilpotente, si n ∈ N \ {0} est tel que Nn = 0, on a que

ap
n

0 = T pn

Im. Il existera donc un j ∈ N\{0} tel que la différentielle de Φ(T j) est
T jIm. Tout sous-espace vectoriel H ⊂ Lie(A) est alors stable sous l’action de la
différentielle de Φ(T j). Si on regarde par exemple la puissance tensorielle C⊗2

du module de Carlitz C (où q = 2), le sous-groupe algébrique Ga×0 n’est pas un
sous-T 2−module de C⊗2. En effet, un tel sous-groupe n’est pas stabilisé par l’ac-
tion de Φ(T 2) alors que tout sous-C−espace de Lie(C⊗2) � C2 doit être stabilisé
par l’action de la différentielle pour les raisons précédemment expliquées.

Tout ceci nous suggère alors une formulation différente de la Conjecture de
Manin-Mumford dans le cas d’un T−module A, où on se propose de montrer
que, à un nombre fini près, les points de torsion de A se partagent en un nombre
fini de sous-T j(A)−modules, ayant initialement fixé un nombre j(A) ∈ N \ {0},
ne dépendant que du choix de A qui ne sera donc pas forcément 1, à la différence
de ce que conduirait à penser un analogue immédiat avec la formulation clas-
sique de cette conjecture.

Cependant une telle modification n’est pas encore suffisante pour nous mettre à
l’abri de contre-exemples. En analysant en effet le cas d’un produit de modules
de Drinfeld non isogènes on y trouve des mauvaises situations. Supposons encore
que q = 2. Soit C(T )(τ) = T+τ module de Carlitz D1, où τ est l’automorphisme
de Frobenius sur F2. Nous définissons le module de Drinfeld D2 suivant :

C(2)(T )(τ) := T + (T 1/2 + T )τ + τ2.

Il est obtenu en tant que racine carrée sur les coefficients de C(T 2)(τ). Le
produit :

Φ(T )

(
X
Y

)
:=

(
C(T )(X)
C(2)(T )(Y )

)
;

est donc un T−module comme nous les avons définis dans la Définition 2.1.1 et
parmi ses points de torsion nous avons tous les couples (z, z1/2), où z ∈ D1tors..
La variété algébriqueX = Y 2 contient alors tous ces points de torsion et, comme
C(T j)(Y 2) �= (C(2)(T

j)(Y ))2 quelque soit j ∈ N \ {0}, elle n’est pas stabilisée
par l’action de Φ(T j). Elle n’est donc pas un sous-T j−module de (D1 × D2,Φ)
quelque soit j ∈ N\{0}. Comme cette variété a C−dimension 1, elle n’admet pas
de sous-T j−modules non triviaux non plus. On remarque que le même contre-
exemple se répète de la même manière pour q quelconque, en remplaçant le mo-
dule de Carlitz C par un module de Drinfeld générique D1 = (Ga,Φ1) et C(2)

par le module de Drinfeld D2 = (Ga,Φ2) obtenu en tant que racine 1/qs−ième
des coefficients de Φ1(T

qs), ce qui définit toute une classe infinie de mauvais cas.

Nous considérons alors le T−module A := (D1 × ... × Dm,Φ), où les modules
de Drinfeld (D1,Φ1), ..., (Dm,Φm) ne sont pas isogènes deux à deux. D’après la
Définition 2.1.1, nous remarquons que si la matrice coefficient ad est inversible,
tous ces modules de Drinfeld ont nécessairement le même rang d. Une situation
comme celle des exemples précédents ne pourra donc pas se produire quelque
soit Φ ou q puisque Φ(qs) (le module de Drinfeld qu’on obtient en changeant

les coefficients de son itérée qs−ième Φ(T qs) avec leur racine qs−ième) a pour
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degré qsd. Les points de torsion de A ne seront donc pas contenus dans une
variété algébrique comme celle qu’on avait dans l’exemple précédent. A priori
aucune relation algébrique entre leurs composantes n’est soupçonnable.

Si on considère en revanche un produit de m modules de Drinfeld isogènes,
comme ils ont même rang on obtient un T−module vérifiant la condition d’avoir
coefficient dominant inversible. Il y a cette fois une relation entre les points
de torsion des modules de Drinfeld. Supposons pour simplifier m = 2. Notre
T−module est alors le produit D1 × D2 de deux modules de Drinfeld D1 =
(Ga,Φ1) et D2 = (Ga,Φ2) isogènes. Si P (τ) ∈ HomF (Φ1,Φ2) \ {0} est une
isogénie entre les deux modules de Drinfeld, Φ2 sera alors ”‘racine P (τ)−ième”’
de Φ1. Autrement dit, Φ1(T )(τ) ◦ P (τ) = P (τ) ◦ Φ2(T )(τ) et les points de tor-
sion de Φ1(T ) × Φ2(T ) contiennent tous ceux sous la forme (P (τ)(z), z), où z
est point de torsion par rapport à Φ2. La variété algébrique X = P (τ)(Y ) qui
contient tous ces points de torsion est alors facilement stabilisée par l’action de
Φ1(T ) × Φ2(T ). Ce qui montre donc qu’un lien algébrique entre les points de
torsion d’un T−module n’est pas forcément un obstacle à ce que celui-ci satis-
fasse cette première version de la Conjecture de Manin-Mumford dans le cas des
T−modules.

Dans ces deux cas extrèmes où le T−module est un produit de modules de Drin-
feld de même rang, rien ne semble donc s’opposer à ce qu’un résultat de type
Manin-Mumford soit également vrai. Dans ces situations le coefficient dominant
du T−module est inversible toutefois une telle hypothèse directe d’inversibilité
de ad nous ferait cependant perdre un nombre considérable de bon cas pos-
sibles, comme par exemple celui qu’on a déjà examiné avant d’une puissance
tensorielle C⊗m = (Gm

a ,Φ) d’un module de Carlitz, qui est en général sous la
forme suivante :

Φ(T )(τ) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

T 1 0 · · · 0
T 1 · · · 0

. . .
. . . 0
. . . 1

0 T

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 0
... 0 0 0

... 0 0 0
1 0 · · · 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ τ ;

donc ne satisfaisant pas une éventuelle hypothèse d’inversibilité du coefficient
dominant. Nous allons donc demander qu’il existe un nombre i ∈ N\{0} tel que
le coefficient dominant a′id de l’itéré i−ième Φ(T i)(τ) de Φ(T )(τ) est inversible.
Comme il est facile d’observer, ça ne change en rien le raisonnement qu’on vient
de faire et nous permet toujours d’enlever les mauvais cas décrits ci-dessus. D’un
autre côté, on voit par exemple dans la situation d’une puissance tensorielle du
module de Carlitz, que celle-ci respecte une telle hypothèse.

Théorème 2.2.8. Soit A = (Gm
a ,Φ) T−module défini sur le corps F ⊂ k, tel

qu’il existe un nombre i ∈ N \ {0} tel que le coefficient dominant de Φ(T i) ∈
Fm,m{τ} est une matrice inversible. Alors A est abélien.

Démonstration. Suite à l’isomorphisme canonique :

HomF(A,Ga) � F{τ}m;
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nous considérons un morphisme f ∈ HomF(A,Ga) comme étant un élément
f(τ) ∈ F{τ}m. Comme le coefficient dominant de Φ(T i) est inversible et l’algèbre
de Ore F{τ} est un anneau (non commutatif) muni de l’algorithme de division
à droite (voir [Goss], Proposition 1.6.2), il est possible de diviser à droite par
Φ(T i) chaque élément de F{τ}m, compte tenu que les coefficients d’un tel ob-
jet sont des vecteurs dans Fm alors que ceux de Φ(T i) sont des matrices dans
Fm,m. En effet, une matrice inversible dans Fm,m divise aussi (à droite) tout
élément de Fm, ce qui nous permet donc la division euclidienne en question.
L’algèbre F{τ}m se partage alors en mid̃ (où d̃ est le degré de Φ(T ) en tant que
polynôme additif en τ) classes de division modulo Φ(T i), ce qui se traduit en

disant que HomF (A,Ga) � F{τ}m est engendré par mid̃ éléments en tant que
F [T ]−module, selon l’action décrite précédemment.

Nous allons donc reformuler la Conjecture de Manin-Mumford pour un
T−module de la façon suivante.

Conjecture 6. Soit A = (Gn
a ,Φ) un T−module uniformisable de dimension

m et rang d, tel qu’il existe i ∈ N \ {0} tel que la matrice coefficient dominant
de l’itéré Φ(T i) est inversible. Il existe alors j(A) ∈ N \ {0} tel qu’on ait la
propriété suivante. Soit X une sous-variété algébrique irréductible de A, telle
que dimC(X) > 0, définie sur k. Si X ne contient pas de translatés de sous-
T j(A)−modules de A de dimension > 0 par des points de torsion, alors X ne
possède qu’un nombre fini de points de torsion de A.
Définition 2.2.9. On convient d’appeler, dorénavant, classe de torsion toute
translatée :

x+ B;
d’un sous-T−module B de A par un point de torsion.

2.2.1 Un pas vers la Conjecture 5

En général les puissances tensorielles d’un module de Carlitz constituent
une classe de T−modules dont l’étude semble davantage renforcer l’hypothèse
avancée dans la Conjecture 5. Nous commençons ici à étudier le comportement
de tels T−modules dans le but de développer les calculs nécessaires à prouver
finalement une première version de cette Conjecture, restreinte au cas où les
éléments a(T ) ∈ A \ {0} sont des puissances de T . Soit m ∈ N \ {0}. Un calcul
direct montre que l’action de Φ(T h) sur Gm

a est, quelque soit h = 1, ...,m, étant
donné l = m− h, de la forme suivante :

Φ(T h)

⎛⎝ X1

· · ·
Xm

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑h
i=0

(
h
i

)
T h−iXi+1∑h

i=0

(
h
i

)
T h−iXi+2

· · ·∑h
i=0

(
h
i

)
T h−iXi+l∑h−1

i=0

(
h
i

)
T h−iXi+l+1 +Xq

1∑h−2
i=0

(
h
i

)
T h−iXi+l+2 + f1(X

q
1 , X

q
2 )

· · ·
T hXm + fh−1(X

q
1 , X

q
2 , · · · , Xq

h)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

où f1, ..., fh−1 sont des polynômes linéaires à coefficients dans A en X1, ..., Xh.
Notons que si h = m la première composante du vecteur que nous venons
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d’écrire est de la forme
∑m−1

i=0

(
m
i

)
Tm−iXi+1 + Xq

1 . Si m est divisible par la
caractéristique p du corps des fonctions k soit pα la puissance maximale de p
qui divise m. Nous avons donc que :

Φ(T pβ

)

⎛⎝ X1

· · ·
Xm

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

T pβ

X1 +Xpβ+1

T pβ

X2 +Xpβ+2

· · ·
T pβ

Xpβ+1 +X2pβ+1

· · ·
T pβ

Xm−pβ+1 +Xq
1

· · ·
T pβ

Xm + fpβ−1(X
q
1 , · · · , Xq

pβ−1
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ∀1 ≤ β ≤ α.

Pour tout 1 ≤ β ≤ α nous avons que le sous-groupe algébrique :

{(X1, ..., Xm) ∈ Gm
a , Xspβ+1 = 0, ∀s = 0, ...,m/pβ} = (0×Gpβ−1

a )m/pβ

;

de Gm
a est donc stable sous l’action de T pβ

, mais pas sous celle de T pβ−1

en

général si β > 1, et il est donc un sous-T pβ−module de C⊗m qui n’en est pas un

sous-T pβ−1−module. Nous remarquons par contre que dans le cas où m = pα

tout groupe algébrique de la forme 0h×Gk
a, oùm = h+k, est un sous-T p−module

de C⊗m. D’un autre côté les calculs semblent indiquer que l’existence de sous-
T j−modules de C⊗m, où j > m, qui ne soient pas stables sous l’action de T i

pour au moins un nombre naturel 0 < i ≤ m, est peu probable. D’un autre côté,
nous pouvons remarquer aussi que si h n’est pas une puissance de p et pβ est la
puissance maximale de p qui divise h, pour un nombre β ∈ N opportun, nous
avons que :

p|
(
h

i

)
, ∀i �= spβ, ∀s = 0, ..., h/pβ;(

h

spβ

)
≡
(
h/pβ

s

)
mod (p), ∀s = 0, ..., h/pβ.

Il s’ensuit que :

Φ(T h)

⎛⎝ X1

· · ·
Xm

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

T hX1 + h/pβT h−pβ

Xpβ+1 + · · ·+ h/pβT pβ

Xh−pβ+1 +Xh+1

· · ·
T hX2 + h/pβT h−pβ

Xpβ+2 + · · ·+ h/pβT pβ

Xh−pβ+2 +Xh+2

· · ·
T hXh−pβ+1 + h/pβT h−pβ

Xh+1 + · · ·+ h/pβT pβ

Xm +Xq
1

· · ·
T hXm + fh−1(X

q
1 , · · · , Xq

h−1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Nous pouvons donc remarquer que tout sous-T h−module de C⊗m qui est un
produit cartésien de puissances de 0 et de Ga est de la forme suivante :

{(X1, ..., Xm) ∈ Gm
a , X1 = Xpβ+1 = · · · = Xh+1 = · · · = Xm−pβ+1 = 0};

et il est donc un sous-T pβ−module aussi. Ce qui suggère finalement que j(C⊗m) =
pα. Le cas où p � m semble par contre suggérer l’absence de sous-T j−modules
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de C⊗m pour tout j ∈ N\{0}, ce qui nous conduit à supposer que dans une telle
situation on ait que j(C⊗m) = 1. Il serait également intéressant d’établir dans
ce cas que j((C⊗m)h) = j(C⊗m) = 1 pour tout h ∈ N \ {0}, cas particulier de
la question qu’on s’est posé à l’issue de l’exemple des puissances de modules de
Drinfeld (voir après la Conjecture 5) puisqu’en particulier (C⊗m)h n’est jamais
simple pour h > 1.

Il est très intéressant de remarquer aussi que pour tout a(T ) ∈ A \ {0} et
tout sous-T j−module B de C⊗m sous une des formes précédemment étudiées
(produit cartésien de puissances de 0 et de Ga), pour un certain j ∈ N \ {0, 1}
opportun, le sous-ensemble Φ(a(T ))(B) de Gm

a reste un groupe algébrique et en
particulier un sous-T j−module de C⊗m. Ce qui nous donne une classe de sous-
T j−modules de C⊗m issue des familles précédentes, qui n’est pas nécessairement
constituée de produits cartésiens entre des puissances de 0 et des puissances de
Ga. Un exemple est donné dans le cas où p = m = 2 par :

Φ(T )(0×Ga) = {(X,Y ) ∈ G2
a, Y = TX}.

Nous remarquons maintenant que tout sous-espace vectoriel H de Lie(C⊗m)
stable sous l’action de la différentielle dΦ(a(T )), pour un certain a(T ) ∈ A\{0},
est tel que e(H), qui n’est pas en général une sous-variété algébrique de Gm

a

comme nous l’avons vu dans la Remarque 2.2.7, est stable sous l’action de
Φ(a(T )). Etant donné un sous-a(T )−module B de C⊗m, il est donc possible de
vérifier s’il est aussi un sous-b(T )−module pour un b(T ) ∈ A \ {0, a(T )}, c’est
le cas si et seulement si dΦ(b(T ))Lie(B) ⊆ Lie(B). On a que :

dΦ(T ) = TIm +N ;

où N ∈ Fm,m
q est telle que Nm = 0. Le développement de la puissance du

binôme :
dΦ(T )j = (TIm +N)j ;

montre que pour tout j > m :

dΦ(T j)

⎛⎝ z1
· · ·
zm

⎞⎠ = dΦ(T )j

⎛⎝ z1
· · ·
zm

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎝
T jz1 +

(
j
1

)
T j−1z2 + · · ·+

(
j

m−1

)
T j−m+1zm

T jz2 +
(
j
1

)
T j−1z3 + · · ·+

(
j

m−2

)
T j−m+2zm

· · ·
T jzm

⎞⎟⎟⎠ .
Un calcul rapide montre alors comment la condition suivante :(

j

i

)
≡
(
m

i

)
mod (p), ∀i = 1, ...,m− 1;

est suffisante pour que tout sous-T j−module de C⊗m soit aussi un sous-Tm−module.

Un tel exemple nous indique le résultat suivant.

Théorème 2.2.10. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module abélien et uniformisable

défini sur un corps de fonctions F contenant k. Il existe alors j(A) ∈ N \
{0}, ne dépendant que de A, tel que tout sous-T j−module de A est un sous-
T j(A)−module, quelque soit j ∈ N \ {0}.
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Démonstration. Suite à la Définition 2.1.1 nous savons qu’il existe un nombre
entier m(A) ∈ N \ {0}, ne dépendant que de A, tel que la différentielle de A est
de la forme suivante :

dΦ(T ) = TIm +N ;

où N ∈ Fm,m est une matrice nilpotente d’ordre m(A) (ce qui veut dire que
Nm(A) = 0 et Nm(A)−1 �= 0). Soit donc b(A) ∈ N \ {0} le plus petit entier
naturel tel que :

m(A) ≤ pb(A).

Soit B un sous-T n−module de A, où n ∈ N \ {0} est tel que n > pb(A). Soit
donc n1 := n− pb(A). Il s’ensuit que :

dΦ(T n) = (TIm +N)n = T pb(A)

(TIm +N)n1 .

Comme B est un sous-T n−module de A il s’ensuit que Lie(B) est stable sous
l’action de la différentielle dΦ(T n). Soient donc f1, ..., fs, pour un s ∈ N \ {0}
opportun, des formes linéaires à m indéterminées et à coefficients dans C telles
que :

Lie(B) = {z ∈ Lie(A) � Cm, f1(z) = · · · = fs(z) = 0}.
Soit z ∈ Lie(B). Comme :

dΦ(T n)(z) = (TIm +N)n1(T pb(A)

z) ∈ Lie(B);
et comme :

fi(dΦ(T
n)(z)) = 0, ∀i = 1, ..., s;

il s’ensuit que :

fi(T
pb(A)

(TIm +N)n1(z)) = T pb(A)

fi((TIm +N)n1(z)) = 0, ∀i = 1, ..., s;

puisque f1, ..., fs sont C−linéaires et T pb(A) ∈ C. Par conséquent :
dΦ(T n1)(Lie(B)) = (TIm +N)n1(Lie(B)) ⊆ Lie(B).

Il s’ensuit que B est stabilisé par l’action de Φ(T n1) et donc qu’il est un sous-
T n1−module de A, puisqu’il est déjà par hypothèse un sous-groupe algébrique
de Gm

a . Si n1 > pb(A) nous répétons le même raisonnement jusqu’à ce que nous
trouvions un nombre entier n′ ∈ N\{0} tel que n′ ≤ pb(A) pour lequel on ait que
Lie(B) est un sous-T n′−module de A. Nous pouvons donc supposer sans perte
de généralité que tout sous-T n−module B de A pour un certain n ∈ N\{0} soit
tel que n ≤ pb(A). L’ensemble suivant :

S := {n ∈ N \ {0}, ∃B <n A};
où nous indiquons avec la notation B <n A que B est sous-T n−module de A
avec n minimal, est donc fini. Nous souvenant du fait que si B est un sous-
T n−module de A alors il est aussi un sous-T an−module pour tout a ∈ N \ {0},
un choix possible de j(A) est le suivant :

j(A) = PPCM{n ∈ S}.
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2.3 Points de torsion et variétés

Ici nous présentons la stratégie d’attaque à la Conjecture 6, fondée sur les
idées contenues dans le travail de J. Pila et J. Wilkie [PW]. Essentiellement
nous rapporterons la question dans le langage des variétés analytiques dans Cm,
périodiques par rapport à Λ et soumises à l’action de A par la multiplication
usuelle. Tous les T−modules traités seront toujours supposés être abéliens et
uniformisables.

La méthode suivie par J. Pila et U. Zannier dans [PZ] pour montrer la Conjec-
ture de Manin-Mumford classique (sous une forme plus faible) se base sur
un raisonnement par l’absurde. Soit A une variété abélienne et X une sous-
variété algébrique de A ne contenant aucune translatée par un point de torsion
d’une sous-variété abélienne non triviale de A. Le Théorème principal contenu
dans [PW] donne une majoration du nombre des points de N−torsion (où
N ∈ N \ {0}) de A contenus en X en fonction de leur ordre de torsion N .
D’un autre côté un corollaire au résultat de D. Masser ([Mas2], Corollary page
156) donne une minoration du même nombre toujours en fonction de N et de
manière que si les points de torsion de A contenus dans X sont infinis, en faisant
tendre à l’infini leur ordre de torsion les deux inégalités deviennent incompa-
tibles.

Nous souhaitons répéter un tel raisonnement dans le cadre des T−modules
abéliens et uniformisables. Dans ce paragraphe nous nous occuperons de fournir
une majoration du nombre des points de a(T )−torsion (où a(T ) est un élément
dans A\{0}) d’un T−module A, contenus dans une sous-variété algébrique de ce
dernier qui respecte les hypothèses de la Conjecture 6, en fonction de |a(T )|1/T .
Un tel résultat sera donc notre analogue (voir Théorème 2.3.8) au Théorème
principal montré par J. Pila et J. Wilkie dans [PW] dans le cas des variétés
abéliennes. Nous adapterons leur méthode à notre situation.

A toute variété abélienne de dimension m est associé un espace tangent iso-
morphe à Cm à travers un revêtement topologique induit par les fonctions
abéliennes, qui projecte cet espace dans la variété, de façon analogue au com-
portement de la fonction exponentielle par rapport aux T−modules, comme
expliqué avant. La méthode offerte par le travail de J. Pila et U. Zannier se
base sur la correspondance biunivoque entre les sous-variétés abéliennes d’une
variété abélienne fixée et leurs espaces tangents, qu’on sait être exactement les
sous-espaces de l’espace tangent de la variété de départ, tels que le noyau du
revêtement qu’on a décrit (qui est un réseau à 2m générateurs sur R) les inter-
secte de manière à détérminer un réseau de rang maximal.

Malheureusement une telle construction ne reste pas valable dans le cas des
T−modules. En effet la correspondance entre sous-variétés abéliennes et sous-
espaces de l’espace tangent, est démontrée (de manière pas évidente) grâce aux
conséquences du principe GAGA (dont il existe un analogue en Géométrie Ri-
gide qui peut trouver application dans notre situation) et du Théorème de Chow,
qui ne trouve au contraire pas d’application dans notre situation suite à la non-
compacité des T−modules. Dans notre cas, nous développons l’étude qui suit.
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Suite au Lemme 2.1.37 nous pouvons voir la fonction exponentielle en tant
que morphisme de A−modules L−entier sous la forme suivante :

e : Lie(A)(C)→ A(C).
Comme déjà expliqué dans la Remarque 2.2.7, nous avons démontré qu’il existe
j ∈ N\{0} tel que la différentielle de Φ(T j) est T j. Quitte à étendre éventuellement
le corps F des coefficients de Φ, on remplacera dorénavant T par T j. L’expres-
sion ”‘T−module”’ indiquera donc en effet un T j−module. L’exponentielle sera
alors telle que :

e(Tz) = Φ(T )(e(z));

pour tout z ∈ Lie(A)(C). Dans le Lemme 2.1.37 on a construit un isomorphisme :

A(C) � (k∞/A)d
⊕

Lib;

en y associant les projections triviales π1 et π2 de A(C) sur ses parties que
nous appelons respectivement de torsion et libre, quitte à composer la fonc-
tion exponentielle e par l’isomorphisme φ que nous avons introduit dans le
Théorème 2.1.38. En restreignant ces isomorphismes et ces projections aux
points L−rationnels de A nous obtenons que :

A(L) � (k∞/A)d
⊕

Lib(L).

On remarque que π2(Λ) = 0, ce qui implique que Λ ⊂ π1(φ(Lie(A)(L))) = Π.
En particulier, la partie de torsion de Lie(A)(C) introduite dans le Lemme
2.1.37 cöıncide exactement (point par point) avec Π. Nous identifierons souvent
dorénavant Λ et π1(φ(Λ)) = Ad.

Lemme 2.3.1. Toute classe de torsion x + B relative à un T−module A de
dimension m et réseau Λ, où x et B sont respectivement un point de torsion
et un sous-T−module de A, correspond à un sous-espace affine H de Cm de la
façon qui suit 4 :

e(y +H) = x+ B;
où y ∈ e−1(x) et e(H) = B. De plus, Λ ∩H a un rang strictement inférieur à
celui de Λ. Donc, non seulement dimC(H) < m, mais dimk∞(φ(H(L))∩Π) < d.

Démonstration. A chaque sous-T−module B de A on associe son (unique) es-
pace tangent H = e−1(B) = Lie(B) comme expliqué dans la Remarque 2.1.18,
se souvenant du fait que nous sommes en train de supposer l’exponentielle sur-
jective. Si x est un point de torsion de A on choisit un élément y ∈ e−1(x) dans
Lie(A). La Fq−additivité de la fonction exponentielle implique que :

e(y +H) = x+ B.
Nous montrons maintenant la propriété des réseaux associés. On a que :

ρ(Λ ∩H) = ρ(φ(Λ) ∩ φ(H(L))) ≤ ρ(Λ);
4. Nous soulignons que la correspondance entre sous-T−modules de A et sous-espaces

vectoriels de Lie(A) induite par l’exponentielle n’est pas biunivoque. Si H est un sous-espace
vectoriel de Lie(A) invariant par l’action de la différentielle de Φ, e(H) n’est pas forcément
un sous-T−module de A. Il est en effet un groupe additif stable sous l’action de Φ, mais pas
une sous-variété algébrique a priori.
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de façon évidente puisque φ(Λ) ∩ φ(H(L)) ⊂ φ(Λ). Si les deux rangs étaient
égaux, les deux réseaux seraient engendrés par le même nombre de périodes,
qui sont alors dans les deux cas une k∞−base de φ(H(L)) ∩ Π. S’il existait
alors λ ∈ φ(Λ) \ φ(H(L)), il serait A−combinaison linéaire des périodes. Mais
comme ces dernières sont encore une base de φ(H(L)) ∩ Π, on a forcément que
λ ∈ φ(H(L)) ∩ Π et, par conséquent, φ(Λ) = φ(Λ) ∩ φ(H(L)). S’agissant de
T−modules à exponentielle surjective ils sont identifiés, à isomorphisme près,
avec leur propre réseau, ce qui implique que A = B, donc une contradiction.

2.3.1 Majoration du nombre des points de torsion

Soit X une sous-variété algébrique du T−module A, comme dans les hy-
pothèses de la Conjecture 6. Soit donc :

Y = e−1(X);

comme introduit dans le Théorème 2.1.38. Grâce à ce Théorème nous savons que
Y ′(k∞) est un sous-ensemble pas vide et k∞−entier de kmn

∞ = φ(Lie(A)(L)).
Nous définissons aussi l’ensemble qui suit :

Z := Y ′(k∞) ∩ Π ⊂ kd∞ × {0}.
Nous remarquons que Z est un sous-ensemble k∞−entier dans kd∞ puisqu’il est
l’intersection de deux ensembles k∞−entiers.

On sait que :

A(C)tors. =
⋃

a(T )∈A\{0}
A(C)[a(T )] =

⋃
a(T )∈A\{0}

{x ∈ A(C),Φ(a(T ))(x) = 0}.

Nous définissons alors, pour tout a(T ) ∈ A \ {0} :
Y [a(T )] := {y ∈ Y, a(T )y ∈ Λ};

et :

Ytors. := e−1(A(C)tors.)∩Y =
⋃

a(T )∈A\{0}
Y [a(T )] =

⋃
a(T )∈A\{0}

{y ∈ Y, a(T )y ∈ Λ}.

Lemme 2.3.2. Avec toutes les données précédentes nous définissons :

ΛZ := Z ∩ Λ.

Alors Z/ΛZ est un compact.

Démonstration. Nous remarquons que :

k∞/A � 1

T
Fq[[

1

T
]];

comme k∞ est un corps local tout disque ouvert (et à la fois fermé) dans sa base
topologique canonique est compact, donc en particulier celui-ci :

{x ∈ k∞, v1/T (x) > 0} � 1

T
Fq[[

1

T
]].
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L’espace topologique quotient k∞/A est donc compact. En particulier, le produit
(k∞/A)d sera compact lui aussi. L’isomorphisme décrit dans le Théorème 2.1.38
nous permet de voir Z/ΛZ en tant que sous-ensemble de (k∞/A)d. Comme
la topologie induite sur kd∞ par la valuation 1/T−adique est métrique, un
sous-ensemble de kd∞ est fermé par rapport à celle-ci si et seulement s’il est
séquentiellement fermé. Nous considérons une suite convergente dans kd∞ conte-
nue dans Z. Soit z0 la limite d’une telle suite. Sans perdre en généralité nous
supposons que cette suite est contenue dans un ouvert borné V de Z où Z
s’exprime en tant que lieu de zéros d’un nombre fini de fonctions k∞−entières
f1, ..., fr. Nous supposons aussi à une translation près que 0 ∈ V . Soit alors, pour
tout j = 1, ..., r, fj(z) =

∑
i≥0

∑
μ∈Λd(i)

aμz
μ l’expression de fj : k

d∞ → k∞ sur

un disque ouvert BR de 0 ∈ kd∞, de rayon R > 0 dont l’intersection avec Z
contient V . Pour tout ε > 0 il existe alors zn faisant partie d’une telle suite, tel
que ||z0−zn||∞ < ε (nous rappelons que pour tout z = (z1, ..., zd) ∈ kd∞ où d > 1
nous avons défini ||z||∞ = maxi=1,...,d{|zi|1/T }). Nous appelons dorénavant
f := fj comme ce raisonnement est le même quelque soit j entre 1 et r. Alors :

|f(z0)−f(zn)|1/T =

∣∣∣∣∣∣
∑
i≥1

∑
μ∈Λd(i)

aμ(z
μ
0 − zμn)

∣∣∣∣∣∣
1/T

≤ max
i≥1,μ∈Λd(i)

{|aμ|1/T |zμ0−zμn|1/T }.

Nous remarquons qu’une telle borne finie existe suite à l’hypothèse de conver-
gence de la série. On a que :

|zμ0 − zμn|1/T < ε

∣∣∣∣∣∣
∑

|η|+|ρ|=|μ|−1

zη0z
ρ
n

∣∣∣∣∣∣
1/T

< εR|μ|−1;

quelque soit μ ∈ Nd, |μ| ≥ 1. L’hypothèse de convergence de f sur V implique
que :

lim
|μ|→+∞

aμR
|μ| = 0;

quitte à remplacer éventuellement R par n’importe quel nombre 0 < R′ < R.
Par conséquent :

|f(z0)− f(zn)|1/T < εmax{|aμ|Rμ} < εM ;

pour un certain M > 0 ne dépendant que de f . Donc, il existe M > 0 ne
dépendant que de f tel que pour tout ε > 0 on ait que :

|f(z0)|1/T = |f(z0)− f(zn)|1/T < εM ;

ce qui prouve que f(z0) = 0. L’ensemble Z est alors fermé, ce qui implique que
Z/ΛZ est aussi fermé dans (k∞/A)d par rapport à la topologie quotient. Comme
celui-ci est un compact nous avons ainsi la compacité de Z/ΛZ .

Soit a(T ) ∈ A \ {0} et S un sous-ensemble quelconque de Lie(A)(C). On
appelle :

S[a(T )] := e−1(A[a(T )]) ∩ S.
Nous nous rappelons d’avoir identifié précédemment Λ avec Ad dans kd∞ par la
projection :

π1 ◦ φ : Lie(A)(C) � kd∞.
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Nous avons vu également que cette projection a pour image exactement la
partie de torsion de Lie(A(C)) qui suit de la décomposition décrite dans le
Lemme 2.1.37. Quitte à identifier pour simplifier la notation S et φ(S) on a par
conséquent que :

π1(S[a(T )]) = {z ∈ π1(S)(k), a(T )z ∈ Ad � Λ} =

= {z = (
α1

β1
, ...,

αd

βd
) ∈ π1(S)(k), PPCM({βi}i=1,...,d)|a(T )};

π2(S[a(T )]) = {z ∈ π2(S), a(T )z = 0} = {0} ou ∅.
On en déduit que :

S[a(T )] = ∅ si 0 /∈ π2(S);
tandis que si S[a(T )] �= ∅ (autrement dit, si 0 ∈ π2(S[a(T )])), il existe l’identi-
fication d’ensembles suivante :

S[a(T )] � {z = (
α1

β1
, ...,

αd

βd
) ∈ π1(S)(k), PPCM({βi}i=1,...,d)|a(T )} × {0}.

Nous allons utiliser une telle description pour étudier le nombre des points de
torsion dans X , en supposant que X ne contient pas de classes de torsion. Le
Lemme 2.3.1 nous permet en effet de nous ramener à étudier ce problème dans
Lie(A) où l’ensemble correspondant à X est Y . Nous remarquons que nous
pouvons supposer 0 ∈ X dorénavant, puisque le cas contraire nous amène à la
situation triviale où Ytors. = ∅.

Soit X une sous-variété algébrique du T−module A abélien et uniformisable
comme dans les hypothèses de la Conjecture 6. Etudier les points de a(T )−torsion
de A contenus dans X est alors équivalent à étudier l’ensemble Y [a(T )] ⊂
Lie(A) et, suite à l’identification entre la partie de torsion de Lie(A(C)) et
π1(φ(Lie(A(L)))) = kd∞ qui suit du Théorème 2.1.38 point 5, c’est équivalent
aussi à étudier les points de Y (L)[a(T )]. Comme dans ce Théorème nous avons
montré que :

Y (L)[a(T )] � Y ′(k∞)[a(T )] = {z = (
α1

β1
, ...,

αd

βd
) ∈ kd, PPCM({βi}i=1,...,d)|a(T )}×{0};

l’ensemble Y (L)[a(T )] est finalement en correspondance biunivoque avec l’en-
semble qui suit :

Z[a(T )] := {z = (
α1

β1
, ...,

αd

βd
) ∈ kd, PPCM({βi}i=1,...,d)|a(T )}.

En particulier, nous avons que :

Y ′(k∞)[a(T )] = Z[a(T )]× {0}.

Nous définissons aussi l’ensemble suivant :

Ztors. :=
⋃

a(T )∈A\{0}
Z[a(T )].
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Remarque 2.3.3. Soit X une sous-variété algébrique d’un T−moduleA abélien
et uniformisable comme dans les hypothèses de la Conjecture 6. L’ensemble des
points de a(T )−torsion de A qui sont contenus dans X est donc en correspon-
dance biunivoque avec l’ensemble qui suit :

Z(k, [a(T )]) := {(α1

β1
, ...,

αd

βd
) ∈ Z[a(T )], ∀i = 1, ..., d, |αi|1/T ≤ |a(T )|1/T }.

Démonstration. En effet, les points (α1/β1, ..., αd/βd) de Z[a(T )] (qui sont k−rationnels)
sont par définition de ce dernier tels que βi|a(T ) pour tout i = 1, ..., d. Or,
comme A est un anneau euclidien par rapport à la valuation 1/T−adique, tout
αi ∈ A tel que |αi|1/T ≥ |a(T )|1/T s’exprime uniquement sous la forme αi =
k(T )a(T ) + r(T ), où k(T ) ∈ A \ {0} et r(T ) ∈ A tel que |r(T )|1/T < |a(T )|1/T .
La division par l’élément βi|a(T ) nous donne alors αi/βi = (k(T )a(T )/βi) +
(r(T )/βi) qui est bien de la forme r(T )/βi + λ avec λ ∈ A et |r(T )|1/T ≤
|βi|1/T ≤ |a(T )|1/T . Suite à l’identification de X par Y/(Λ ∩ Y ) qui suit du
Lemme 2.1.37 et à celle de Y (L)[a(T )] par Y ′(k∞)[a(T )] qui suit du Théorème
2.1.38 point 5, nous pouvons identifier finalement les points de a(T )−torsion
de X par les points de Y ′(k∞)[a(T )]/(Ad × {0}). L’ensemble des points de
a(T )−torsion de la sous-variété algébrique X de A(C) n’est donc pas identifié
avec Z[a(T )] mais avec Z(k, [a(T )]), ce qui nous permet de nous limiter à un
sous-ensemble précis de Z[a(T )], dont la compacité suit du Lemme 2.3.2. Nous
supposerons ainsi |αi|1/T < |a(T )|1/T sans aucune perte de généralité.

On définit par ailleurs, étant donné S ensemble quelconque dans π1(φ(Lie(A)))
et a(T ) ∈ A de degré δa en T :

S(k, a(T )) := {z ∈ S(k), H̃(z) ≤ |a(T )|1/T };

où H̃ est une fonction définie comme il suit :

H̃ : kd → qZ;

(z1, ..., zd) �→ max
i=1,...,d

{H(zi)};

où H est la hauteur absolue définie sur les points k−rationnels de kd∞ (dont la
hauteur logarithmique introduite dans le premier chapitre en est le logarithme
en base q, voir [BG]). Nous remarquons que :

Z(k, a(T ))× {0} ⊂ Y ′(k∞)(k, a(T )).

Comme la définition de la hauteur absolue H sur k est telle que :

H(z−1) = H(z);

pour tout point z = α
β ∈ k, où α, β ∈ A \ {0} sont premiers entre eux, en

définissant pour tout z = (z1, ..., zd) ∈ kd \ {0} son élément inverse de la façon
suivante :

z−1 := (z−1
1 , ..., z−1

d );

nous remarquons que :
H̃(z−1) = H̃(z); (2.7)

pour tout z ∈ kd \ {0}.
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Remarque 2.3.4. Nous avons :

S(k, [a(T )]) ⊂ S(k, a(T ));
pour tout sous-ensemble S de φ(Lie(A(C))) et tout a(T ) ∈ A\{0} comme décris
avant.

Démonstration. En effet, quitte à idéntifier S par π1(S), si z ∈ S(k, a(T )) alors
z = (α1

β1
, ..., αd

βd
), où βi �= 0, PGCD(αi, βi) = 1, βi|a(T ), pour tout i = 1, ..., d.

Puisque nous avons montré dans la Remarque 2.3.3 qu’il est possible de supposer
sans perte de généralité que |αi|1/T < |a(T )|1/T pour tout i = 1, ..., d, il s’ensuit

facilement que H̃(α1

β1
, ..., αd

βd
) ≤ |a(T )|1/T .

Définition 2.3.5. Nous appelons :

N(S, [a(T )]) := |S(k, [a(T )])| et N(S, a(T )) := |S(k, a(T ))|.
Nous avons alors les inégalités suivantes :

N(Z, [a(T )]) ≤ N(Z, a(T )) ≤ N(Y ′(k∞), a(T )).

Nous donnons maintenant la définition d’ensemble semi-algébrique dans le
cas d’un corps complet non archimédien, en reprenant la définition donnée dans
[Sh], page 51, 100 dans le cas du corps des nombres réels R. Comme sur un corps
non-archimédien la relation d’ordre donnée par la valuation n’est pas totale, on
modifiera la définition usuelle (qui est essentiellement celle du lieu des solu-
tions d’inégalités polynomiales) comme il suit, en remplaçant en particulier ce
le lieu de solutions par l’intersection de la variété algébrique avec un polydisque
générique.

Définition 2.3.6. Soit K corps de valuation complet et n ∈ N \ {0}. Un en-
semble semi-algébrique dansKn est l’intersection entre une variété algébrique
dans Kn et un polydisque, qui est un produit cartésien de boules dans K à rayon
éventuellement infini. Dans le cas où le rayon est infini pour toutes les boules
on a le cas particulier où l’ensemble semi-algébrique est en effet une variété
algébrique. Si S est sous-ensemble de Kn, on appelle ensemble semi-algébrique
dans S toute intersection de S avec un ensemble semi-algébrique de Kn.

Définition 2.3.7. Soit Y ′ défini comme dans le Théorème 2.1.38 point 5. Si
A et B sont deux T−modules, la notation B ≤ A indique que B est un sous-
T−module de A. La notation B < A indique que cette inclusion est stricte. Pour
tout sous-T−module strict B < A, nous définissons HB := φ(e−1(B)(L)) et :

S(A) := {B < A, ∃y ∈ Y ′(k∞)tors., y +HB ⊂ Y ′(k∞)};
et, pour chaque B ∈ S(A) :

Y ′(k∞)tors.(B) := {y ∈ Y ′(k∞)tors., y +HB ⊂ Y ′(k∞)}.
1. Nous appelons :

Y ′(k∞)tc :=
⋃

B∈S(A)

⋃
y∈Y ′(k∞)tors.(B)

(y +HB) ⊂ Y ′(k∞).
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2. Nous appelons également Y ′(k∞)ra l’union de toutes les sous-variétés
algébriques connexes dans Y ′(k∞) de dimk∞ > 0.

3. Nous appelons Y ′(k∞)alg., ou partie semi-algébrique sur k∞ de Y ′(k∞),
l’union de tous les sous-ensembles semi-k∞−algébriques de Y ′(k∞) de
k∞−dimension > 0.

Nous remarquons que :

Y ′(k∞)t.c. ⊂ Y ′(k∞)ra ⊂ Y ′(k∞)alg..

Il s’ensuit que l’hypothèse de la Conjecture 6 pour laquelle la sous-variété
algébrique X de A ne contient pas de classes de torsion se traduit par la condi-
tion suivante :

Y ′(k∞)t.c. = ∅;
ce qui est impliqué par la condition suivante :

Y ′(k∞)alg. = ∅.

L’identification de ces deux ensembles fait partie des objectifs de nos projets
de poursuite de ce travail (voir paragraphe 2.4) et constitue un point essentiel
dans la stratégie que nous nous proposons de dévélopper visant à prouver la
Conjecture 6. Cette stratégie, qui est analogue dans le cas d’un T−module
abélien et uniformisable à celle exploitée par J. Pila et U. Zannier dans [PZ]
dans le cas des variétés abéliennes sur des corps des nombres, présente des
difficultés importantes, que nous analyserons dans le paragraphe 2.4 à suivre.
Nous nous proposons de montrer le Théorème suivant, analogue du résultat de J.
Pila et J. Wilkie (voir [PW]) dans notre situation particulière, dont l’application
à l’ensemble Y ′(k∞) que nous avons défini dans le Théorème 2.1.38 point 5 nous
donnera le premier pas en direction d’une reconstruction de la preuve de J. Pila
et U. Zannier que nous souhaitons appliquer à la Conjecture 6 :

Théorème 2.3.8. Soit W ⊂ knm∞ un sous-ensemble k∞−entier de knm∞ tel qu’il
est analytiquement paramétrisable sur k∞. Pour tout nombre réel ε > 0, il en
existe un autre c = c(W, ε) > 0 tel que, quelque soit a(T ) ∈ A \ {0}, on a :

N(W \W alg., a(T )) ≤ c|a(T )|ε1/T .

Nous voulons appliquer le Théorème 2.3.8 à l’ensemble Bnm
1 (k∞) ∩ Y ′(k∞)

que nous avons défini avant. Nous pouvons le faire suite au Théorème 2.1.43.
Comme nous le verrons plus loin on peut se ramener en effet à supposer

sans perte de généralité que W soit compact et contenu dans le polydisque
Bnm

1 (k∞). Dans tous les cas on peut répéter le même raisonnement localement
pour toute translatée de Bnm

1 (k∞) qui intersecte Y ′(k∞) (en tenant compte que
la dimension de chacun de ces espaces affinöıdes n’est pas toujours la même
mais dans tous les cas < nm). Nous pourrons donc appliquer le Théorème 2.3.8
à l’ensemble Y ′(k∞) que nous avons construit précédemment. On commence,
dans le but de prouver le Théorème 2.3.8, à montrer des résultats intermédiaires.

Lemme 2.3.9. Soient h, d, δ ∈ N\{0}. Soient D := Dd(δ) := |{μ ∈ Nd,
∑d

i=1 μi ≤
δ}| et B := B(h, d, δ) :=

∑b
β=0 Lh(β)β + (Dd(δ) −

∑b
β=0 Lh(β))(b + 1), où
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Lh(β) := |{μ ∈ Nh,
∑h

i=1 μi = β}| et b est l’unique nombre naturel (voir [P])
tel que Dh(b) ≤ Dd(δ) ≤ Dh(b+ 1). Soient :

Φ1, ...,ΦD : kh∞ → k∞;

des fonctions analytiques. Pour tout sous-ensemble J compact et convexe de kh∞,
il existe un nombre réel :

c = c(J,Φ1, ...,ΦD) > 0;

tel que, pour tout U ⊂ kh∞ polydisque de rayon r ≤ 1, et tous z1, ..., zD ∈ J ∩U :

| det(Φi(zj))|1/T ≤ crB .
Démonstration. Soit z0 ∈ J ∩ U différent de z1, ..., zD. Si a, b ∈ N \ {0}, nous
rappelons les notations introduites dans la Définition 2.1.20 :

Λa(b) := {(μ1, ..., μa) ∈ Na,

a∑
i=1

μi = b};

Δa(b) :=

b⋃
i=1

Λa(i).

On appelle, alors, Da(b) := |Δa(b)| et La(b) := |Λa(b)|. On sait (voir [P]) qu’il
existe un unique b ∈ N \ {0} tel que :

Dh(b) ≤ Dd(δ) ≤ Dh(b+ 1).

Comme les fonctions Φ1, ...,ΦD sont pesudoanalytiques sur Bh
1 (k∞), il existe

ζ ∈ Bzi,z0 := B(z0, |zi − z0|1/T ) tel que, pour tout i, j entre 1 et D :

Φi(zj) =
∑

μ∈Δh(b)

∂μΦi(z0)

∂zμ
(zj − z0)μ +

∑
μ∈Λh(b+1)

∂μΦi(ζ)

∂zμ
(zj − z0)μ.

Pour tout l entre 1 et D on considère les sous-matrices l × l dans (Φi(zj))i,j .
Cette expression est donc une k∞−combinaison linéaire de Lh(β) vecteurs de
kl∞. En faisant varier i et j dans un sous-ensemble de l éléments de {1, ..., D}, on
obtient une sous-matrice dans kl×l∞ . Si l > Lh(β), ses l colonnes seront forcément
k∞−linéairement dépendantes. Et son déterminant sera 0. On peut donc calcu-
ler :

| det(Φi(zj))|1/T = | det(
b∑

β=0

(
∑

μ∈Λh(β)

∂μΦi(z0)

∂zμ
(zj − z0)μ)+

+
∑

μ∈Λh(b+1)

∂μΦi(ζ)

∂zμ
(zj − z0)μ)|1/T ;

en développant par rapport aux lignes (ou colonnes) jusqu’aux sous-matrices
jusqu’à l’ordre, respectivement, Lh(β), pour β = 0, ..., b + 1. Si on appelle,
donc :

c = c(J,Φ1, ...,ΦD) := max
ζ∈J

max
i=1,...,D

max
β=0,...,b+1

max
μ∈Δh(b+1)

{|∂
μΦi(ζ)

∂zμ
|1/T }; (2.8)
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sachant que ||zj − z0||∞ ≤ r pour tout j = 1, ..., D il s’ensuit que :

| det(Φi(zj))|1/T ≤ crB ;

où :

B = B(h, d, δ) :=
b∑

β=0

Lh(β)β + (Dd(δ)−
b∑

β=0

Lh(β))(b + 1).

Proposition 2.3.10. Soient h < d et δ ∈ N \ {0}. Il existe un nombre réel
ε = ε(h, d, δ) > 0 tel que, pour toute fonction analytique :

Φ : Bh
1 (k∞)→ kd∞;

si :
S := Φ(Bh

1 (k∞));

et a(T ) ∈ A tel que |a(T )|1/T ≥ 1, il existe un nombre réel C = C(h, d, δ, Bh
1 (k∞),Φ) >

0, tel que l’ensemble S(k, a(T )) est contenu dans l’union d’au plus C|a(T )|ε1/T
hypersurfaces dans kd∞ de degré au plus δ. De plus, si δ tend vers +∞, alors ε
tend vers 0.

Démonstration. Nous appelons (en reprenant les notations introduites dans la
preuve du Lemme 2.3.9) :

V = V (h, d, δ) :=

d∑
β=0

Lh(β)β;

ε = ε(h, d, δ) :=
hV

B
.

Quand h et d sont fixés on peut remarquer que si δ tend vers +∞, alors ε tend
vers 0. Soit U ⊂ Bh

1 (k∞) un polydisque de rayon r ∈ qZ tel que r ≤ 1. Soient
z1, ..., zD ∈ U ∩ Φ−1(S(k, a(T ))), où D := Dd(δ), pas forcément distincts. En
exprimant :

Φ := (Φ1, ...,Φd);

avec :
Φ1, ...,Φd : Bh

1 (k∞)→ k∞;

fonctions analytiques, on restreint ces dernières à U . Pour tout μ ∈ Δd(δ),
nous définissons (avec la notation de puissance symbolique déjà signalée dans
la définition 2.1.20) :

Φμ := (Φ1, ...,Φd)
μ;

ce qui donne D fonctions analytiques :

Φμ : U → k∞.

On remarque, alors, que tout polydisque dans kh∞, donc Bh
1 (k∞) en particulier,

est convexe et compact pour la topologie 1/T−adique dans kh∞. En effet, si
x, y ∈ B1(k∞), le polydisque minimal Bx,y contenant les deux est contenue
dans B1(k∞) car étant données deux boules non disjointes, alors l’une d’elles
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est contenue dans l’autre. Par ailleurs, comme la valuation 1/T−adique est une
valuation discrète et que Fq � Fq[[1/T ]]/(1/T ) est un corps fini, k∞ est un corps
local et donc les boules dans ce dernier sont compactes. Comme un polydisque
est un produit fini de compacts et convexes dans kh∞, il est forcément encore
compact et convexe dans la topologie produit. Le polydisque Bh

1 (k∞) peut donc
jouer le rôle de l’ensemble J dans le Lemme 2.3.9. En conséquence de ce dernier
il existe c({Φμ}μ∈Δd(δ)) > 0 tel que :

| det(Φμ(zj))|1/T ≤ crB .
Or, comme z1, ..., zD ∈ Φ−1(S(k, a(T ))) :

det(a(T )Φμ(zj)) = a(T )V det(Φμ(zj)) ∈ A.
Si on choisit donc :

r < (c|a(T )|V1/T )−1/B ;

on a :

| det(Φμ(zj))|1/T ≤ crB < c((c|a(T )|V1/T )−1/B)B = |a(T )|−V
1/T .

Donc, |a(T )V det(Φμ(zj))|1/T < 1 et cet élément est dans A. D’où :

det(Φμ(zj)) = 0;

pour tous z1, ..., zD ∈ U ∩Φ−1(S(k, a(T ))). Nous montrons que cette annulation
est équivalente à l’existence d’une hypersurface définie sur k∞ de degré≤ δ dans
kd∞ qui contient les D points Φ(zj) ∈ kd∞, pour tout j = 1, ..., D. Si, en effet :

f(X1, ..., Xd) =
∑

μ∈Δd(δ)

aμ(X1, ..., Xd)
μ = 0;

est l’équation d’une hypersurface (dont le degré est trivialement ≤ δ), qui est
définie sur k∞ et qui contient P 1 := Φ(z1), ..., PD := Φ(zD) ∈ kd∞, il s’ensuit
que : ∑

μ∈Δd(δ)

aμP j
μ
= 0;

pour tout j = 1, ..., D. Ce qui donne une k∞−dépendance linéaire entre les
lignes de la matrice suivante :

(P j
μ
) = (Φμ(zj));

pour tout μ ∈ Δd(δ), j = 1, ..., D. D’un autre côté, si nous supposons que :

det(P j
μ
) = 0;

soit l < D tel que le rang de la matrice :

(P j
μ
)μ∈Δd(δ),j∈{1,...,D};

est l. Il existe donc un mineur (AIJ )μ∈I,j∈J de la matrice (P j
μ
), où I ⊂ Δd(δ)

et J ⊂ {1, ..., D} tel que |I| = |J | = l, de rang l. Puisque l < D nous avons qu’il
existe un μ∗ ∈ Δd(δ) \ I. Nous définissons :

f(X1, ..., Xd) := det

(
AμJ

(X1, ..., Xd)
μ

)
μ∈I∪{μ∗}

.
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Nous voyons que f(X1, ..., Xd) est un polynôme défini sur k∞ de degré ≤ δ. Il
s’ensuit que :

f(P j) = det

(
AμJ

P j
μ

)
= 0;

pour tout μ ∈ I ∪ {μ∗}, j = 1, ..., D. En effet si j ∈ J la matrice :(
AμJ

P j
μ

)
∈ kl+1,l+1

∞ ;

a deux lignes égales, alors que si j /∈ J le déterminant doit être 0 comme le rang
de la matrice au départ est l. On en conclut que Φ(U)∩S(k, a(T )) est contenu,
pour r < (c|a(T )|V1/T )−1/B, dans une hypersurface de degré au plus δ. Nous

choisissons donc r le plus grand élément dans qZ\N à être ≤ ( c2 |a(T )|V1/T )−1/B.

Maintenant nous nous souvenons que la topologie 1/T−adique fait de tout re-
couvrement par des boules d’un convexe de k∞ une partition. Comme r ∈ qZ\N
il s’ensuit que − log r ∈ N \ {0}. Nous savons que :

B1
1(k∞) = {z ∈ k∞, v1/T (z) ≥ 0} = Fq[[1/T ]];

B1
r (k∞) = {z ∈ k∞, v1/T (z) ≥ − log r} = (1/T− log r)Fq[[1/T ]].

Il s’ensuit que :
|B1

1(k∞)/B1
r (k∞)| = q− log r = 1/r. (2.9)

En particulier, le nombre de polydisques U de rayon r recouvrant Bh
1 (k∞) est :

|B1
1(k∞)/B1

r (k∞)|h = r−h ≤ (
c

2
|a(T )|V1/T )h/B = C|a(T )|ε1/T ;

où C := ( c2 )
h/B > 0. Ce qui prouve l’assertion.

Nous nous proposons d’appliquer la Proposition 2.3.10 à l’ensemble W \
W alg. que nous avons introduit dans le Théorème 2.3.8, après en avoir donné
une paramétrisation analytique. Par hypothèse nous avons un recouvrement
analytique de W sur k∞ dont l’intersection des images par W \ W alg. nous
donne un recouvrement analytique de W \W alg..

Nous allons maintenant prouver le Théorème 2.3.8 en appliquant la Propo-
sition 2.3.10 au recouvrement analytique de W \W alg. sur k∞ que nous venons
de construire.

Démonstration. On observe que :

W =W1 ∪W2;

où :
W1 :=W ∩Bnm

1 (k∞);

et :
W2 :=W \W1.

Nous remarquons que W1 �= ∅ comme nous pouvons supposer sans perte de
généralité que 0 ∈ X et donc que 0 ∈W , comme nous l’avons déjà précédemment
remarqué. Comme W1 et W2 sont des sous-ensembles de W , si nous avons un
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recouvrement analytique de W d’ouverts homéomorphes à B
d(W )(k∞)
1 , à plus

forte raison ce sera le même pour W1 et W2. Nous avons que W1 est un com-
pact mais ca n’est pas le cas a priori pour W2. Nous considérons la fonction
d’inversion suivante :

(·)−1 :W2 → knm∞ ;

z �→ z−1;

où si z−1 est défini comme avant. Nous appelons W−1
2 l’image de W2 par

cette fonction. Nous remarquons qu’il s’agit d’une fonction bijective et ana-
lytique dans les deux sens entre W2 et W−1

2 . La propriété (2.8) rend stable
sous l’action de la fonction d’inversion l’ensemble des points z ∈ knm∞ tels que

H̃(z) ≤ |a(T )|1/T . Montrer le Théorème 2.3.8 pour W−1
2 est donc équivalent à

le montrer pour W2. Comme W−1
2 est un compact nous pouvons nous ramener

à traiter deux compacts séparemment, à condition que le Théorème 2.3.8 sur
W1 et W2 implique le même résultat pour W .

Soient donc A,B,C ⊂ knm∞ tels que C = A ∪B. On peut montrer que :

Aalg. ∪Balg. ⊂ Calg..

Admettons que le Théorème 2.3.8 soit valable pour A et B. Alors, pour tout
ε > 0, ils existent cA(ε), cB(ε) > 0 tels que :

N(A \Aalg., |a(T )|1/T ) ≤ cA(ε)|a(T )|ε1/T ;

N(B \Balg., |a(T )|1/T ) ≤ cB(ε)|a(T )|ε1/T .
Alors :

N(C \ Calg., |a(T )|1/T ) ≤ N((A ∪B) \ (Aalg. ∪Balg.), |a(T )|1/T ) ≤

≤ N(A \Aalg., |a(T )|1/T ) +N(B \Balg., |a(T )|1/T ) ≤ cC(ε)|a(T )|ε1/T ; (2.10)

en définissant :
cC(ε) := cA(ε) + cB(ε).

Nous pouvons donc nous limiter à W1 de W et supposer W compact sans perte
de généralité.

Comme W est compact, on peut supposer que tout recouvrement analytique
ouvert R de W conséquent du Corollaire 2.1.25 soit fini. Nous appelons donc
NR le nombre de fonctions analytiques sous la forme suivante :

Φi : B
d(W,R)(k∞)
1 →W, ∀i = 1, ..., NR;

telles que :

W ⊆
NR⋃
i=1

Φi(B
d(W,R)
1 (k∞)).

Pour tout i = 1, ..., NR et pour tout δ > 0 il existe ε(δ) > 0 et une constante

c(Φi, δ) > 0 telle que Φi(B
d(W,R)
1 (k∞))(k, a(T )) est contenu dans l’union d’au

plus c(Φi, δ)|a(T )|ε(δ)1/T hypersurfaces de degré ≤ δ.



2.3. POINTS DE TORSION ET VARIÉTÉS 135

Maintenant, quelque soit le recouvrement analytique R := {Φ1, ...,ΦNR} de
W nous définissons :

MR(δ) := max
i=1,...,NR

{c(Φi, δ)} ≥ 0;

où c(Φi, δ) > 0 est la constante associée à chaque fonction analytique Φi de R
et au choix de δ > 0 qu’on fait initiallement, telle qu’elle est définie en (2.9). En
appellant H(W ) la famille de tous les recouvrements analytiques de W induits
par le Corollaire 2.1.25 nous avons qu’il existe une constante C(W, δ) ≥ 1 ne
dépendant que de W et de δ définie comme il suit :

C(W, δ) := inf
R∈H(W )

{MR}+ 1.

Une telle constante existe puisque tout sous-ensemble non vide de R qui ad-
met un minorant (dans notre cas c’est 0) admet une borne inférieure (soit, le
maximum des minorants). Elle est donc telle qu’il existe au moins un R =
{Φ1, ...,ΦNR} ∈ H(W ) tel que la constante c(Φi, δ) définie comme en (2.9) pour
tout i = 1, ..., NR soit telle que :

c(Φi, δ) ≤ C(W, δ);
pour tout i = 1, ..., NR. Nous choisissons donc un tel R en appellant N :=
NR et d(W ) := d(W,R). Pour un tel R nous avons donc que W (k, a(T )) ⊆⋃N

i=1 Φi(B
d(W )
1 (k∞))(k, a(T )) et par conséquent que W (k, a(T )) est contenu

dans l’union d’au plus K(W, δ)|a(T )|ε(δ)1/T hypersurfaces de degré au plus δ, où

K(W, δ) := NC(W, δ).
Soit ε > 0. Nous choisissons alors δ > 0 assez grand afin que ε(δ) ≤ ε/2,

suivant les notations de la Proposition 2.3.10. Nous avons que l’ensemble des
hypersurfaces dans knm∞ à coefficients dans k∞ et dont le degré est ≤ δ est en
correspondance biunivoque avec l’espace projectif Pν(δ)(k∞), pour un certain
nombre ν(δ) ∈ N ne dépendant que de δ. Nous définissons :

T :=W × Pν(δ)(k∞).

Comme k∞ est un corps local les mêmes raisonnements qu’on fait en caractéristique
0 restent valables pour montrer que Pν(δ)(k∞) et donc T est un compact. Si
t ∈ Pν(δ)(k∞) nous appelons Ht l’hypersurface qu’on lui associe. Soit :

S := {(z, t) ∈ T, z ∈ Ht}.
Pour tout t ∈ Pν(δ)(k∞) nous appelons fibre de t dans un sous-ensemble T ′ de
T l’ensemble suivant :

T ′
t := {z ∈W, (z, t) ∈ T ′}.

Chaque fibre dans S est un ensemble entier puisqu’elle est l’intersection entre un
ensemble entier et un ensemble algébrique. Nous nous proposons de montrer le
Théorème 2.3.8 en le faisant descendre d’une autre assertion. Nous montrons en
effet que pour tout S′ ⊂ S il existe une constante C(S′, ε) > 0, ne dépendant que

de S′ (et donc de W si S′ = S) telle que N(S′
t \S′

t
alg.

, a(T )) ≤ c(S′, ε)|a(T )|ε/21/T

pour tout t ∈ S′. Nous allons prouver cet énoncé par récurrence sur la dimension
des fibres dans S en supposant pour simplifier que S′ = S, la preuve étant la
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même dans tous les autres cas. Soit h la dimension de St pour un t ∈ Pν(δ)(k∞)
fixé. Si h = 0, St est un ensemble discret et compact, donc fini. Dans ce cas on
a que Salg.

t = ∅, ce qui prouve l’assertion avec c(St, ε) = |St|, quelque soit la
valeur de ε. Soit, donc, h > 0. Soit :

A := {(z, t) ∈ S, dimz(W ∩Ht) ≤ h− 1};

B := {(z, t) ∈ S, dimz(W ∩Ht) = h}.
Il s’ensuit que :

S = A ∪B.
Pour tout t ∈ Pν(δ)(k∞) nous avons que :

Aalg.
t ∪Balg.

t ⊂ (A ∪B)alg.t .

Pour chaque t ∈ Pν(δ)(k∞) nous avons que :

dim(At) ≤ h− 1.

L’hypothèse de récurrence implique que :

N(At \At, a(T )) ≤ c(A, ε)|a(T )|ε/21/T ;

pour une constante c(A, ε) > 0 opportune. L’intersection d’une hypersurface Ht

de degré ≤ δ telle qu’elle intersecte W en points où la dimension d’une telle

intersection est localement ≤ h−1 contient donc au plus c(A, ε)|a(T )|ε/21/T points

dans W (k, a(T )). D’un autre côté, nous avons que :

dim(Bt) = h.

Si donc z ∈W ∩Ht, il existe un voisinage ouvert Uz ⊂ kh∞ de z tel que :

Uz ⊂W ∩Ht.

Donc en particulier Uz ⊂ Ht. Comme Ht est un ensemble algébrique il s’ensuit
que :

Bt
alg. = Bt.

Le Théorème est donc trivialement vrai pour B. Suite à (2.11) nous avons que
pour tout t ∈ Pν(δ)(k∞) nous avons l’estimation suivante :

N(W ∩Ht \ (W ∩Ht)
alg., a(T )) ≤ c(W, ε)|a(T )|ε/21/T ;

pour une certaine constante C(W, ε) := C(S, ε) > 0. Nous remarquons mainte-
nant que pour toute hypersurface Ht de degré ≤ δ nous avons que :

(W ∩Ht)
alg. =W alg. ∩Ht;

puisque Ht est un ensemble algébrique. Il s’ensuit que :

W \W alg. =
⋃

t∈Pν(δ)(k∞)

((W \W alg.)∩Ht) =
⋃

t∈Pν(δ)(k∞)

((W ∩Ht)\(W ∩Ht)
alg.).



2.4. PROJETS DE POURSUITE DU TRAVAIL 137

La compacité de W et la Proposition 2.3.10 impliquent qu’il y a une constante

K(W, ε) > 0 telle queW (k, a(T )) est contenu dans l’union d’au plusK(W, ε)|a(T )|ε/21/T

hypersurfaces de degré≤ δ. Soit S ⊂ Pν(δ)(k∞) un ensemble d’autant d’éléments
qui représente une telle famille d’hypersurfaces. Il s’ensuit que :

N(W \W alg., a(T )) ≤
∑
t∈S

N(St \ St
alg., a(T )) ≤ C(W, ε)K(W, ε)|a(T )|ε1/T .

En appellant :
c(W, ε) := C(W, ε)K(W, ε);

nous prouvons le Théorème 2.3.8.

2.4 Projets de poursuite du travail

La méthode de J. Pila et U. Zannier prévoit ici, comme l’on a anticipé
dans l’Introduction, que l’on arrive à montrer deux autres résultats, afin qu’en
les intégrant avec le Théorème 2.3.8 on arrive à prouver la Conjecture 6. Plus
précisément,

1. Prouver que Y ′(k∞)alg. = Y ′(k∞)t.c. ;

2. Prouver qu’il existe un réel ρ > 0 ne dépendant que du choix de A tel
que :

∀a(T ) ∈ A \ {0}, ∀x ∈ A[a(T )] \ {0}, D := [k(x) : k] ≥ |a(T )|ρ1/T .

La méthode avec laquelle J. Pila et U. Zannier ont montré l’analogue du premier
de ces deux points dans le cas d’une variété abélienne trouve ici un obstacle ap-
paremment pas évident à surmonter et qui a en ce moment bloqué la démarche
de la preuve : la nature non-archimediénne de la topologie 1/T−adique, qui est
une topologie totalement discontinue où les boules (à la fois ouvertes et fermées)
ne s’intersectent qu’à condition d’être contenues les unes dans les autres. Toute
technique de prolongement analytique dans le sens usuel (avec laquelle on peut
prouver facilement que tout ensemble semi-algébrique dans un ensemble analy-
tique est union d’ensembles algébriques) n’aboutira à aucun résultat. La struc-
ture particulière des méthodes rigides prévoit d’ailleurs que l’on travaille sur C
et non pas sur k∞, et n’est en tout cas appliquable que dans très peu de situa-
tions dont la nôtre ne fait malheureusement pas partie.

Le deuxième point prévoit que l’on arrive à montrer une minoration du degré
des points non nuls de a(T )−torsion, quelque soit a(T ) ∈ A \ {0}, de l’ordre
|a(T )|ρ1/T , pour un nombre ρ > 0 ne dépendant que du choix du T−module

A. Une telle minoration entrerait donc évidemment en contradition avec la
majoration qui suit du premier point pour toute valeur de |a(T )|1/T (ou, de
façon équivalente, de degT (a(T ))) assez grand. Une fois prouvés donc ces deux
points, il s’ensuit facilement que si X ne contient aucune translatée d’un sous-
T j−module non-trivial de A par un point de torsion pour aucun j ∈ N \ {0}, X
ne contient qu’un nombre fini de points de torsion, ce qui prouverait la Conjec-
ture 6. En effet, le premier point nous permetterait de confondre Y ′(k∞)t.c.

avec Y ′(k∞)alg. nous donnant ainsi la même majoration du Théorème 2.3.8
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pour l’ensemble des points de a(T )−torsion de Y ′(k∞) \ Y ′(k∞)t.c.. Suite à
l’identification Y ′(k∞)t.c. et l’union des translatés des sous-T j−modules de A
(pour un j ∈ N \ {0} opportun que nous idéntifions avec T à une extension
éventuelle du corps des coefficients de Φ près) par des points de torsion, les hy-
pothèses de la Conjecture 6 qui impliquent que Y ′(k∞)t.c. = ∅ nous permettent
de conclure que l’estimation du Théorème 2.3.8 est une majoration du nombre
des points de a(T )−torsion de X où X ne contient pas de classes de torsion.
D’un autre côté le deuxième point nous donnerait une minoration du nombre
des points de a(T )−torsion de Y ′(k∞) qui serait nécessairement en contradition
avec le caractère arbitraire de l’exposant ε apparaissant dans la majoration du
même nombre qui suit du Théorème 2.3.8 grâce au premier point. Dans [PZ]
le deuxième point point est une conséquence directe du résultat prouvé par D.
Masser dans [Mas2], une minoration de type Lehmer de la hauteur quadratique
de Néron-Tate sur une variété abélienne A, de la forme :

ĥ(x) ≥ CD−λ;

où λ > 0 ne dépend que de la dimension de la variété abélienne et x ∈ ANT .
En général nous ne disposons, suite aux résultats du type Northcott, que de
minorations de l’ordre :

ĥ(x) ≥ Cq−Dλ

;

pour un module de Drinfeld quelconque (voir Théorème 1.2.10) et donc, vrais-
semblablement, pour un T−module assez générique, comme celui que nous
étudions. Le premier chapitre de cette thèse fournit une solution dans le cas de
modules de Drinfeld diagonaux seulement et les résultats de S. Dion ([Dn], cha-
pitre 3) permettraient sans doute de les établir également pour les T-modules
CM vérifiant les hypothèses de la thèse de cette dernière, ce qui permettrait
d’avoir entièrement un cas non traité par le théorème de T. Scanlon.

Il s’agit toutefois d’un problème très ouvert pour les T−modules génériques.
A présent, la seule stratégie apparemment efficace pour l’attaquer semble être
celle développée par J. P. Serre (voir [Se2], Théorème 2, page 34) dans le cadre
de sa preuve d’une version légèrement plus faible de la Conjecture de Lang (voir
[Wt] pour un énoncé de cette dernière) pour une variété abélienne définie sur un
corps de nombres. Plus précisément, il montre l’analogue dans cette situation
de l’hypothèse suivante.

Hypothèse 3. Soit A = (Gm
a ,Φ) un T−module de dimension m et rang d,

défini sur le corps des coefficients K. Il existe c ∈ N \ {0} tel que pour toute
couple (a, b) de polynômes de A premiers entre eux, il existe σ ∈ GK tel que
∀x ∈ A[a], Φ(bc)(x) = σ(x).

Une telle hypothèse, déja formulée par L. Denis dans [Den3] dans le cas d’un
module de Drinfeld, n’a pas encore été montrée dans ce cas particulier, ni dans
celui plus général d’un T−module. Dans le cas où elle est satisfaite, on obtient
alors assez facilement la minoration cherchée du degré algébrique sur K d’un
point pas nul de a(T )−torsion en rapport avec une puissance de |a(T )|1/T , où
a ∈ Spec A. En effet, si on appelle Orb(x) l’orbite de x sous l’action de GK , on
a que :

|Orb(x)| ≥ |{b(T )c, b(T ) ∈ (A/(a))∗}|.



2.4. PROJETS DE POURSUITE DU TRAVAIL 139

La raison de cela est la suivante. Si b1(T ) et b2(T ) sont premiers entre eux, le
seul point à la fois de b1(T )−torsion et de b2(T )−torsion est 0. Par conséquent,
si Φ(b1(T )

c)(x) = Φ(b2(T )
c)(x), il s’ensuit que a(T )|(b1(T )c − b2(T )c), ce qui

veut dire que b1(T )
c ≡ b2(T )c mod (a(T )). On obtient alors :

|Orb(x)| ≥ qδa − 1

|{b(T ) ∈ (A/(a))∗, b(T )c = 1}| ≥
qδa

2c
.

Si D := [K(x) : K] on a que :

D ≥ 1

2c
|a(T )|1/T .

En conclusion, tout T−module qui respecte l’hypothèse 3 vérifie le point 2.

Il est intéressant de remarquer qu’une version assez plus simple de la Conjecture
de Lang, la Conjecture de Mumford-Tate, bien que pas encore prouvée pour une
variété abélienne telle qu’on les a toujours supposées, ni pour un T−module en
général, a été prouvée par R. Pink dans le cas d’un module de Drinfeld pas CM,
comme nous allons l’expliquer. Soit l ∈ Spec A. Etant donné Φ un module de
Drinfeld avec corps des coefficients K, soit Φ[l] le A−module de ses points de
l−torsion. Comme on suppose Φ de caractéristique 0, il est bien connu qu’on a
l’isomorphisme de A−modules :

Φ[l] � (A/(l))d;

où d est le rang de Φ. L’action du groupe de Galois absolu GK sur cet ensemble
admet alors une représentation de Galois :

ρΦ,l : GK → Aut(Φ[l]) � GLd(A/(l)).

Une telle représentation s’étend aux modules de Tate :

ρΦ,l : GK → Aut(Tl(Φ)) � GLd(A(l)).

Le Théorème de R. Pink qu’on vient d’indiquer est alors le suivant (voir [Pink]
pour un énoncé plus détaillé).

Théorème 2.4.1. Si Φ n’est pas CM, ρΦ,l a une image ouverte.

Les propriétés topologiques classiques de la limite projective de groupes finis
impliquent alors qu’il existera n0 ∈ N \ {0} tel que pour tout n ≥ n0 on ait
que ρΦ,ln est surjective. Une minoration de la cardinalité de GLd(A/(l

n)) nous
permet alors de minorer la cardinalité du groupe de Galois G(K(Φ[ln])/K) par
une bonne puissance de |l(T )n|1/T , ce qui corrobore le fait que les points de
torsion devraient être aussi de degré minoré par la quantité qu’on désire.
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[Den2] L. Denis, Problèmes diophantiens sur les t-modules, Journal de Théorie
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1997

[Shaf] I. R. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry I, Springer-Verlag, 1988
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