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Introduction

Le but de cette these est de présenter des résultats sur la localisation du spectre d’un
opérateur borné et sur ’existence d’une solution a I’équation de cobord. Elle est composée
de sept chapitres rassemblés en deux parties. La premiére partie est constituée des chapitres
1 a 3 et porte sur la localisation du spectre d’'un opérateur borné a ’aide des polynoémes de
Faber, ce sujet a fait 'objet d’une publication [I1]. Dans la seconde partie, qui regroupe
les chapitres 4 & 7, on s’intéresse a ’équation de cobord d’un opérateur linéaire borné.

Dans la premiére partie de la thése on s’inspire des travaux de N. Nikolski [28] et J.
van Neerven [37]. Ces travaux généralisent des résultats pré-existants de W. Mlak [25] et
G. Weiss [38]. Le but de ces travaux est de trouver des critéres de stabilité d’un opérateur
linéaire et borné sur un espace de Banach, c’est a dire pour que le rayon spectral de cet
opérateur soit strictement inférieur a 1 (ce qui équivaut a la convergence exponentielle vers
zéro de toutes les orbites : || T"z|| < Cr™||z||). On s’inspire également des travaux de C.
Badea et S. Grivaux [3], [2] qui utilisent les polynémes de Faber en analyse fonctionnelle
ainsi que ceux de A. Atzmon, A. Eremenko et M. Sodin [I] que I'on adapte au cadre des
polyndmes de Faber. Ce dernier résultat montre que pour un compact simplement connexe
K il existe une suite de polynoémes (P, ),en telle que pour tout opérateur linéaire et borné
sur un espace de Banach, le spectre de cet opérateur est inclus dans K si et seulement si

lim sup ||, (T)[|V/™ < 1.
n—o0

Ce résultat peut étre interprété comme une généralisation de la formule du rayon spectral
ou le disque unité est remplacé par un compact simplement connexe K et les polynémes de
Taylor, (2")nen, associés au disque unité centré en zéro sont remplacés par les polynémes
de Faber associés au compact K. Le probleme auquel on s’intéresse est de chercher des
critéres assurant que le spectre d’'un opérateur linéaire et borné soit inclus dans l'intérieur
d’un compact simplement connexe.

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires sur les polynéomes de Faber dont on
aura besoin dans la suite. On définit la suite des polynémes de Faber associée a un compact
simplement connexe et on donne des exemples de compacts pour lesquels on connait la suite
des polynoémes de Faber. On donne les propriétés principales de telles suites de polyndmes
ainsi que leur utilisation en analyse complexe, et on mentionne les séries de Faber qui sont
une généralisation a un compact simplement connexe quelconque des séries de Taylor sur
le disque. Cet outil d’analyse complexe a également été utilisé en théorie des opérateurs et
on présente certains résultats connus. On donne enfin des résultats sur le comportement
asymptotique des suites de polynémes de Faber sur la frontiere du compact associé sous
certaines conditions de régularité de cette frontiere. Ces conditions de régularité, et en
particulier les courbes Alper-lisses avec des angles qui sont alors définies, fournissent le
cadre dans lequel se placent les résultats des chapitres suivants.

Dans le deuxieme chapitre on traduit au cadre Faber les notions d’orbite et d’orbite
faible et on introduit, en s’inspirant des résultat obtenus dans le cas du disque par N.
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Nikolski [28], des conditions sur un espace de Banach de suites R pour obtenir la forme
général du résultat obtenu dans ce chapitre.

Théoréme (Théoreme [2.7). Soit R C CN un espace de Banach vérifiant certaines con-
ditions. Soit T € B(X) un opérateur dont le spectre est inclus dans K et dont toutes les
orbites de Faber faibles sont des éléments de R. Alors en fait

o(T) C int(K).

On donne plusieurs exemples d’espaces de suites qui vérifient ces conditions comme les
espaces [P & poids et des espaces construits a partir des espaces de Hardy du disque. On
en déduit les résultats suivants.

Corollaire (Théoréme [2.10). Soit K un compact délimité par une courbe Alper-lisse avec
des angles et (Fy,)nen la suite des polynomes de Faber associée a ce compact. Soit 1 < p <
00 et s0it (wn)nen une suite de réels strictement positifs telle que |wy,|"/™ — let

o0
Z Wy, = 00.
n=0
Soit X un espace de Banach et T' € B(X) tel que pour tout couple (z,x*) € X x X* on ait
(o)
Z wn [(Fn(T)z; )P < o0.
n=0

Alors o(T) C int(K).

On rappelle la définition des espaces de Hardy pour un domaine simplement connexe,
notés EP, et on déduit du Théoreme le corollaire suivant qui donne une condition sur la
résolvante plutét que sur les orbites.

Corollaire (Théoreme [2.16|). Soit K un compact délimité par une courbe Alper-lisse avec
des angles et (Fy)nen la suite des polynomes de Faber associée da ce compact. Soit T € B(X)
tel que o(T) C K. Si pour tout x € X et pour tout x* € X* on a

2z (2] = T) lz;2%) € EYC\K),
alors o(T') C int(K).

Le troisieme chapitre poursuit le méme objectif que dans le chapitre précédent, mais
en s’appuyant sur un raisonnement différent, qui s’inspire des résultats obtenus pas J. van
Neerven dans [37]. Une différence avec le deuxiéme chapitre est que I’on ne suppose pas
ici 'inclusion du spectre de 'opérateur considéré dans le compact K a priori. Cela permet
entre autre d’améliorer le Théoréme On obtient également & 'aide d’espaces d’Orlicz
le théoréme suivant.

Théoréme (Théoreme |3.11)). Soit K un compact délimité par une courbe Alper-lisse avec
des angles et (Fy,)nen la suite des polynomes de Faber associée a ce compact. Soit T € B(X)

et soit p : Ry — Ry une fonction croissante telle que @(t) > 0 pour tout t > 0. Si pour
tout x € X et x* € A

> e([(Fn(T)z;2")]) < oo,
n=0

alors
o(T) Cint(K).
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La seconde partie de la thése est consacrée a 1’étude de I’équation de cobord pour un
opérateur linéaire et borné sur un espace de Banach &A. C’est a dire qu’on se donne un
opérateur T' € B(X) et un élément = dans X et on cherche & savoir s’il existe une solution
y a I’équation

(I-T)y=u=.
Ce probléeme est fortement lié & la théorie des systéme dynamiques et est apparu dans un
résultat de M. Kac [20]. 11 s’agissait pour lui de résoudre dans L?(T), ou T désigne le cercle
unité, ’équation d’inconnue g

f(t)=g(t)—g(2t), teT,

avec f une fonction holdérienne d’ordre o > 1/2. Dans le cadre général, F. Browder [7]
propose une premiere caractérisation des cobords de T si I’espace de Banach X’ est réflexif
et si T' est & puissances bornées. Sous ces conditions, il existe une solution y a I’équation
(I — T)y = x si et seulement si

>

k=0

sup < 00.

neN

L’objectif de cette partie est de généraliser ce Théoreme. Dans le chapitre 4 on introduit
I’équation de cobord et on s’intéresse en particulier a 1'utilisation des limites de Banach
dans la résolution de ce probleme. On obtient en particulier la généralisation suivante du
Théoreme de Browder [7] a I'aide de prolongements de limites de Banach.

Théoréme (Théoréeme . Soit X le dual d’un espace de Banach, soit T un opérateur
continu sur X pour la topologie faible étoile et tel que sup,~q||T"] < oo et soit x €
X. Alors équation (I —T)y = x a une solution y si et seulement s’il existe une suite
strictement positive et croissante (an)nen telle que lim,_soo(api1/an) =1 et

sup — < 00.

neN An,

n
Z an_iT*x
k=0

Dans le chapitre 5, on s’intéresse a 1’équation de cobord dans le cas particulier d’une
isométrie sur un espace de Hilbert. Comme I’a remarqué R. Rochberg dans [33], on peut
se servir de la structure des translations unilatérales pour résoudre cette équation. A
l'aide du Théoréeme de décomposition de Wold [31] et de cette remarque, on peut aléger
I’hypothese sur les sommes ergodiques a ’aide d’une hypothese sur le comportement de la
suite (T*"z)nen. On obtient alors le Théoréme suivant.

Théoréme (Théoreme|5.4)). Soit T' une isométrie sur un espace de Hilbert H et x € H.On
suppose que

o0
Z k|| Tz < oc.
k=0

Alors il existe y € H tel que x = (I —T)y si et seulement si

2

1
lim — =0.

n—oo n,

n
Z Tkz
k=0

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Dans le chapitre 6, on introduit dans les sommes ergodiques des polynoémes en 7T a la
place des termes en T™. On s’inspire pour cela des relations de récurrence vérifiées par les
polynoémes de Faber et des méthodes employés dans le cas classique par V. Fonf, M. Lin
et A. Rubinov [I6]. On obtient en particulier le Théoréme suivant dans le cas d’une suite
de polynomes de Faber associée a un compact K.

Théoréme (Corollaire|6.11)). Soit K un compact simplement conneze tel que 0K soit une
courbe de Jordan dans la classe de Holder C17 avec v > 1/2 et soit zg € OK. Alors il
existe wy € T tel que pour X un espace de Banach réflexif, T € B(X) et x € X, si

n
sup wao_ka(T)x < 00,
" k=0
alors il existe y tel que
x = (20l = T)y.

Le chapitre 7 est consacré a affaiblir le critere du Théoréme précédent dans le cas d’un
opérateur normal sur un espace de Hilbert et dont le spectre est inclus dans la courbe de
Jordan délimitant le compact K. L’outil principal est ici la mesure spectrale de 'opérateur.
On démontre ainsi le Théoreme suivant.

Théoréme (Théoreme . Soit T un opérateur normal sur un espace de Hilbert et dont
le spectre est inclus dans la courbe de Jordan de la classe C*Y avec v > 1/2 et contenant
29. On note (Fy)nen la suite des polynomes de Faber associé au compact délimité par la
courbe de Jordan. Alors il existe wg € T tel que pour

Sy =x+wy Fi(T)x+ -+ wo_("_l)Fn,l(T)x

)

N N 2

2
sup —E Snll* — —E S, < 00,
NeN anlu nl Han "

alors il existe une solution y a l’équation (zol — T)y = x.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Localisation du spectre d’un
opérateur a ’aide des polynémes
de Faber
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Chapitre 1

Polynomes de Faber

1.1 Introduction

Les polynomes de Faber ont été introduits en 1903 par Georg Faber dans le but de
développer en série de polynoémes les fonctions holomorphes sur un domaine G, et d’utiliser
ceci pour des problémes d’analyse complexe, de théorie des fonctions et de théorie de
I’approximation.

Il s’agit de trouver un équivalent du développement en série de Taylor sur le disque.
Toute fonction holomorphe dans D(zp,7), le disque de centre zy et de rayon r, peut étre
développée en série de Taylor, c’est a dire sous la forme

flz) = Z an(z —20)", 2z € D(zo,r),
n=0

avec une convergence uniforme sur tout compact de D(zp, ).

Le Théoreme de Runge (1885) répond partiellement au probléeme en donnant un résul-
tat d’approximation polynomiale. Ce théoréme assure, pour une fonction holomorphe f
dans un domaine simplement connexe G, I'existence d’une suite de polynémes (Qn(2))nen,
qui converge vers f uniformément sur tout compact de G. Ce résultat peut étre reformulé
sous la forme d’un développement en série de polynémes

f(Z) = QO(Z) + Z(Qn—f—l('z) - Qn(z))v S G7

n=0

avec une convergence uniforme sur tout compact de G.

L’objectif des séries de Faber est de fixer, pour un domaine simplement connexe G,
une suite de polynoémes (F,)n,en & partir de laquelle peuvent se développer toutes les
fonctions holomorphes dans G. En effet, pour le disque D(z, ), les fonctions holomorphes
se développent & partir de la suite de polynomes ((z — z0)")n>0. Il s’agit alors, pour une
fonction holomorphe f sur un domaine G, d’obtenir un développement de la forme

FE) =S aF(),
n=0

ou la suite de polynémes (F},),en ne dépend que de G et la suite de coefficients (ap)nen
dépend de f.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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1.2 Définition

Soit K un compact non réduit & un point et simplement connexe du plan complexe
C, on notera I' sa frontiere. D’apres le Théoreme de représentation conforme de Riemann,

il existe une unique représentation conforme ¢ du domaine A = {w;w| > 1} sur le
complémentaire du compact K et qui satisfait les relations suivantes dans la sphere de
Riemann

P(oo) =00 et Y'(00) > 0. (1.1)

La fonction 9 est analytique sur la couronne {w; |w| > 1} et telle que

lim M:B>O.

|lw]—oo W

On en déduit que la fonction ¢ admet un développement de Laurent pour |w| > 1, de la
forme
Y(w) = Bw+Bo+ frw " 4+ B F 4

ou 8 > 0 est le diametre transfini, ou capacité logarithmique, de K.
Soit ¢ la fonction inverse de 1. L’application ¢ : C\K — {w; |w| > 1} a un développe-
ment en série de Laurent au voisinage de z = oo de la forme

1
¢(Z):EZ—I—bo—i—blZ_l—|—"-+bk2_k—|—...

Les polynoémes de Faber sont définis & partir du développement en série de Laurent
des puissances de ¢. Soit n € N. On a

¢(Z)n:(Z/5+bo+b1z_1+~-+bkz_k+...)"

z 4+ aén) + bgn)z_l + -+ bgﬁn)z_k + ...

n)

=2"/8" + a;@lz”_l + - —I—ag

Pour un entier n € N, on appelle polynéme de Faber d’ordre n, noté F,, la partie polyno-
miale du développement en série de Laurent de ¢(z)". Suivant les notations ci-dessus,

F,(z)=2"/8"+ a(n_)lzn_l 4+ agn)z + a(()n).

n

Le polynéme de Faber d’ordre n est un polyndéme de degré n et de coefficient directeur
g,
1.3 Premiéres propriétés et exemples
On considere la fonction w,, définie par ’équation
d(2)" = Fo(z) +wn(2), z¢ K.
La fonction z +— wy,(2) est holomorphe sur le complémentaire de K et vérifie

lim wy,(z) =0.
|z]—o0

Pour tout réel R > 1, on notera I'g la courbe de Jordan analytique {¢)(w) : |w| = R} et
G R Vintérieur de cette courbe de Jordan. Pour tout n > 1, "application w, est analytique
sur C\K D I'p et vérifie dans la sphere de Riemann w,(co0) = 0. Ce qui implique que

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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wy, est holomorphe sur C\K D TI'g. Ainsi, d’aprés la formule de Cauchy appliquée sur la
sphére de Riemann, si z est a I'intérieur de I'g, c’est a dire si z € Gg, alors

1 wn(€)

2im Jrp (— 2

¢ = 0.

De plus, si z € Gg, d’apres la formule de Cauchy dans C, on a

1 F,(2)
Fn(z)—% - C—zdc'

En utilisant le fait que ¢(¢)" = F,,({) + wn(¢), cela nous donne la formule suivante pour
F.(z)siz€ Gg:

_ 1 Q"
Fn(Z)—ﬂ FRC—Z

dc. (1.2)

On cherche a présent a déterminer la fonction génératrice des polynomes de Faber.
Pour cela on effectue un changement de variable { = 1)(w) dans U'intégrale ci-dessus. On
obtient alors pour z € Ggr

1 n 1 N,/
2im Jrp (— 2 2i7 Jjw|=Rr Y(w) — 2

L’égalité ci-dessus signifie que pour z € G, F,(2) est le n-iéeme coefficient de Laurent de
I'application holomorphe sur {w;|w| > R}
/
w
W)

b(w) — 2

On en déduit la fonction génératrice des polynémes de Faber

P(w) i Fa(2)

w(w) — wnt+1’

n=0
Cette formule peut étre considérée comme une définition des polyndémes de Faber. Elle per-
met également d’obtenir récursivement la suite des polynémes de Faber & partir des coeffi-
cients du développement de Laurent de la fonction . En effet si on utilise le développement

|lw| > R,z € Gp. (1.3)

Y(w) = fw + o+ frw™ 4+ frwTF
I’équation [I.3] donne
B=Brw™ = = kB = (Bwt (Bo— 2) + frwT o+ BT )
(Fo(x)w™ + Fi(x)w 2+ + F(2)w 1 4+ ...).
En identifiant les termes de méme degré en w, on obtient pour tout £ € N
—kBr = BrFo(2) + Pr—1F1(2) +- - + (Bo — 2) Fi(2) + BFry1(2).

En notant 5_1 := 3, on obtient les deux formules suivantes

k
2Fy(z) = Z BsFr—s(2) + kB (1.4)
s=—1
et N
BFii1(2) = 2Fr(2) — kB — Y BsFrs(2)- (1.5)

s=0
On peut ainsi construire par récurrence des polynémes de Faber a partir de la suite (5x)ken
des coefficients de Laurent de 1.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Remarque 1.1. Si on connait la suite des polynémes de Faber pour un compact simple-
ment connexe K, il est facile d’obtenir la suite des polynémes de Faber pour le compact
GR, R > 1, délimité par la courbe de niveau I'g = {z; |¢(z)| = R} de la représentation con-
forme extérieure ¢ associée a K. En effet, I'application (¢/R) est I'unique représentation
conforme de C\Gp sur {w;|w| > 1} telle que

(¢/R)(00) =00 et (¢/R)(c0) > 0.

Ainsi, la suite des polyndémes de Faber (Ff), associée au compact G, est donnée par la
formule

1
FE(z) = E(¢(2)"/R™) = T Fn(2):
Les propriétés des polynémes de Faber énoncées ci-dessus permettent de donner quel-
ques exemples de compacts pour lesquels il est facile de construire la suite des polynémes

de Faber associée.

Exemples 1.2. (1) Sile compact K est le disque fermé de centre 2y et de rayon Ry, la
représentation conforme extérieure ¢ associée a K est donnée par

zZ— 2

0lz) = T

Les polynoémes de Faber associés a ce disque sont donnés par la formule

1

F.(z) = R—g(z —20)".
(2) Si K =[—1;1], on vérifie facilement que I’application 1) donnée par
1
Y(w) = 5w+ 1/w)

est bien une représentation conforme et satisfait les conditions . On peut alors déduire
de les premiers polyndémes de Faber ainsi que la relation de récurrence que vérifie la
suite des polynomes de Faber associée au compact [—1;1]. On obtient pour les premiers
termes Fp(z) = 1, Fi(2) = 2z et Fy(z) = 2(22% — 1) et comme pour tout k > 2, on a
Br = 0, les polynémes de Faber vérifient pour tout n > 1,

22F41(2) = Futa(2) + Fu(z2).

On remarque alors que ces polyndmes vérifient la méme relation de récurrence que les
polynémes de Chebychev donnés par la formule

Cy(t) = cos(narccos(t)), te[—1;1],

et que n =1,2, on a F,, = 2C),. On en déduit que pour tout n > 1, F,, = 2C,.
(3)  On considere ellipse du plan de foyers 1 et -1 et de demi axes

1 1
azi(R—i— 1/R) et bzi(R—l/R),
avec R > 1. L’équation de ’ellipse peut étre donnée sous la forme

1 i0 1
Z:2<R€ +_R610>7 0<6<2m.
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C’est donc une ligne de niveau pour I'application conforme extérieure ¢ associée au com-
pact K = [—1;1]. On en déduit par la Remarque et exemple précédent que la suite
des polynémes de Faber associée au compact délimité par cette ellipse sont donnés par

Fn(z) = Cn(z)v n>1,

R
ou C), est le n-ieme polyndéme de Chebychev.
(4) Soit m € N avec m > 3. On considére la courbe paramétrée par 1’équation

m—1
z =

1
exp(if) + — exp(—i(m —1)0), 0<6 < 2.
m
Une telle courbe est appelée m-hypocycloide, on notera Hy, le compact délimité par cette

courbe. L’application conforme extérieure v associée a H,, est la fonction suivante

-1 1
Pw) = 2 =L
m m

On déduit de ((1.4)) que les premiers termes de la suite des polynémes de Faber associés a
H,, sont donnés par

k m
Fk(z):( m z) ,kzl,...m—letFm:<mz> —

m—1 m—1 m—1’
et que la suite de polynomes de Faber associée a H,,, est donnée par la formule de récurrence

m 1
m— len+m71(Z) ———F(2), (n=>1).

Froym(2) = m—1

Les articles [19] et [14] traitent des polynomes de Faber pour les hypocycloides et s’in-
téressent en particulier a la répartition des zéros de ces polyndémes.

Les hypocycloides fournissent une famille d’exemples de compacts d’intérieur non vide et
délimités par des courbes de Jordan avec des angles. C’est le cadre qui nous intéressera
dans les chapitres suivants.

1.4 Comportement asymptotique

Pour estimer le comportement asymptotique des polyndémes de Faber dans le compact
simplement connexe K, on utilise la formule (1.2) : si R > 1 et z € G, alors

1 ()"
Fule) = 2im rp (—2

dc.

Si on considere z € K, on peut appliquer cette formule pour tout R = 1+ ¢ avec € > 0.
On obtient alors I'inégalité suivante

[Fn(2)] <

L

% I'r |C_Z‘

Or |¢(2)| = R pour tout z € I'g, d’ou

Fo(2)] <
Fa()] <

Grer [ 1y (UbeniTied
rp [C—2] 7 = 2ndist(K,T14¢)’
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o [(I'14¢) est la longueur de la courbe I'; 4. et dist(K,'14¢) est la distance entre K et la
courbe I'1 .. On peut écrire cette inégalité sous la forme

[Fn(2)] <ci(e)1+€)" z€K,

ou ¢1(¢) ne dépend pas de n. Ainsi en prenant la racine n-iéme on peut passer a la limite

supérieure en n
limsup {/|F,(2)| <14¢e, z€K.
n—0o0

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient ’estimation suivante du comportement asympto-
tique des polyndémes de Faber dans le compact K

li s <1, z€eK. 1.6
im sup |[Fn(2)] < z (1.6)

Pour évaluer le comportement asymptotique des polynémes de Faber dans le complé-
mentaire de K, on utilise une formule analogue a . Pour tout n > 1, 'application
wp, est analytique sur C\K D I'p et vérifie dans la sphére de Riemann w,(co) = 0. Ce
qui implique que w, est holomorphe sur C\K D I'g. Ainsi, d’aprés la formule de Cauchy
appliquée sur la sphére de Riemann, si z est a I'extérieur de I'g, c’est & dire si z ¢ Gg,

alors
1 wn(2)

wn(2) = —5— . C—z

dg,

ot le sens d’intégration est positif par rapport & Gg. De plus, ¢(2)" = F,(z) + wp(2) et si

z ¢ Gr,
1 F,(2)

2% rr (—%

d¢ = 0.

Ce qui nous donne la formule suivante pour wy(2) si z ¢ Gg

oy L[ e

C 2imJr, (—2

¢, =¢Gr. (1.7)

Soit deux réels r et R tels que 1 < r < R. On suppose que z ¢ Gp, alors z ¢ G,. On
note J la distance entre les courbes I',. et I'g. La formule ((1.7)) appliquée en z ¢ G, donne

I'estimation suivante
1 19(¢)"| r’
n < — < T,).
lwn(2)] < 27 /FT ¢ — 2| ldcl < 27r(5l( )

En décomposant F),(z) sous la forme
Fo(2) = 6(2)" — wal(2),

et en supposant que z € I'p, on obtient que le terme en ¢(z)" croit en module comme R"
et d’apres I'inégalité ci-dessus, le terme en w,(z) est dominé par r”. Ceci implique que
pour tout 1 <r < R, si z ¢ G, on a

Fo(2) = 6(2)" (1 + O("/R")).

Cette estimation nous permet d’obtenir les estimations suivantes du comportement asymp-
totique de la suite des polyndémes de Faber évalués hors de K :

Jim {/Fa(2)| = [o(2)], 2 ¢ K, (18)
et

lim —H)
n—oo F, (Z)

=¢(z2), z¢K. (1.9)
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1.5 Séries de Faber

On a vu dans la section précédente des estimations du comportement asymptotique
de la suite des polynomes de Faber selon que ceux-ci sont évalués dans K ou hors de K.
Pour un réel R > 1, on a d’apres (1.8 et (1.6 I’équivalence suivante

limsup {/|Fn(2)] < R < 2z € Gg.

n—oo

Si on se donne une suite (¢, )nen C C de coefficients telle que

[ =limsup {/|c,| < 1,
n—oo

alors la série

Z enFn(2)

n>0

converge uniformément sur tout compact de Gr pour R = 1/l et diverge si z ¢ Gg. La
fonction obtenue est donc holomorphe sur Gg. On a ainsi obtenu un équivalent des séries
entieres en remplagcant un disque par un compact simplement connexe quelconque du plan.

On cherche maintenant a faire l'inverse, c’est a dire qu’on se donne une fonction holo-
morphe sur un voisinage de K et on veut la développer en une série de la forme

> anFu(2),
n=0

généralisant ainsi le développement de Taylor d’une fonction holomorphe sur un disque.
Le développement en une telle série est appelé développement en série de Faber. Il est
donné par le Théoreme suivant.

Théoréeme 1.3. Toute fonction holomorphe f sur un voisinage du compact K peut se
développer de maniére unique en série de Faber. C’est da dire qu’il existe R > 1 et une
unique suite de coefficients (ap)nen C C tels que pour tout z dans Ggr on a

f(z) = Z anFy(2).
n=0

De plus cette convergence est uniforme dans Gg.

Démonstration. Comme f est holomorphe sur un voisinage de K, il existe un réel Ry > 1
tel que G, C V. Soit Ry et ptelsque 1 < Ry < p < Ry, ainsiona K C Gg, CG, CV
et I', est inclus dans V. D’apres la formule de Cauchy et en effectuant un changement de
variable ¢ = ¥ (w), on obtient pour tout z € G,

RGP W)
1) =5 e =g [ st g

Or d’apres (|1.3)) on a
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Ce qui nous donne en substituant dans 1’égalité précédente

z) = 1 w 71//(11)) w
16 = g [ TWw)) d

T 2w Y(w) — z
1 = Fu(2)
= /lwl_pf(w(w)) > i
&L )
_Z%)Fn(z)% /|w|=p e

La derniere étape étant justifiée par le fait que, comme z € Gp,, on a

limsup {/|Fn(2)] < Rz < p,

n—oo

donc la série converge uniformément en w sur le cercle |w| = p.
En posant

1 f((w))
/wﬂ w

" % wntl ’

qui est indépendant du choix de z € Gg,, on obtient bien le développement de f en série
de Faber

o
f(z) = Z anFn(z), z € Gp,.
n=0
Et d’apres la discussion du début de section, si on choisit R tel que 1 < R < Rsg, on a bien
convergence uniforme du développement de Faber sur Gg. ]
1.6 Polynoémes de Faber et Opérateurs

Les polynoémes de Faber sont aujourd’hui un outil classique en analyse complexe, ils
peuvent également étre utilisés en théorie des opérateurs, notamment en théorie spectrale.
Pour cela on a besoin de généraliser la formule en évaluant les polyndémes de Faber,
non plus en un scalaire, mais en un opérateur. C’est I’objet du lemme suivant concernant
le calcul fonctionnel holomorphe.

Notation 1.4. Soit X un espace de Banach et T" un opérateur borné sur ’espace X. Le
spectre de T sera noté

o(T) = {X; (A —T) n’est pas inversible}.

Lemme 1.5. Soit X un espace de Banach et T un opérateur borné sur X tel que o(T) C K.
Alors pour tout w € C, |w| > 1, on a

P )@ -T) " = 3 w1 FR(T),
n=0
Démonstration. Soit w € C, |w| > 1. Soit R = |w|. On pose

z € GR.
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On sait d’apres I’équation (|1.3]) que pour tout z € G

f(z) = i w " E, (2).
n=0

De plus, comme f est une fonction holomorphe sur Gg, la convergence de cette série est
uniforme sur un voisinage de K d’apres le Théoreme [1.3] En utilisant le calcul fonctionnel
holomorphe, comme ¢(T") C K, on obtient

(W) (p(w)I = T)™h = w " F(T).
n=0

O]

Une application importante des polynémes de Faber a la théorie des opérateurs con-
cerne la propriété de localisation du spectre d’un opérateur borné. En effet, A. Atzmon,
A. Eremenko et M. Sodin on montré dans leur article [I], que pour tout ensemble compact
du plan K de complémentaire connexe, il existe une suite de polynémes (P, )nen €t un
réel positif r tel que pour tout opérateur borné sur un espace de Banach, le spectre de T’
est inclus dans K si et seulement si

lim sup || P, (T)||V/™ < r.
n—oo

Si on suppose de plus que le compact K est connexe, il est alors simplement connexe et
il existe une suite de polyndémes de Faber associée a K. Le résultat de A. Atzmon, A.
Eremenko et M. Sodin est dans ce cas équivalent au Théoreme suivant dont on donne une
nouvelle preuve adaptée aux polyndémes de Faber.

Théoréme 1.6 ([I]). Soit X un espace de Banach et T un opérateur borné sur l’espace
X. Alors o(T) C K si et seulement si

lim sup || F,, (T)||V/™ < 1.
n—oo

Démonstration. Soit T un opérateur borné sur 'espace X tel que

lim sup || F, ()| < 1.
n—o0
L’application extérieure ¢ associée au compact K vérifie

lim 6(2)] = +o0,
z| =00

|
d’ou

C=|J Gr
R>1

Comme le spectre de T est compact, il existe R > 1 tel que
o(T) C Gg.

Alors d’aprés la remarque la suites des polyndomes de Faber associée au compact G
est (Fj,/R")n>0 et la représentation conforme de {w;|w| > 1} sur le complémentaire de
G g qui vérifie les conditions (|1.1]) est

w — P(Rw).
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On peut alors appliquer le Lemme a lopérateur T et au compact Gg, ce qui nous

donne
R () (w(B) 1) = 3 )

n=0

Ainsi en changeant de variable, on obtient que pour tout |w| > R,

o) ot =)t = 3

Comme on a supposé lim sup,, ., || Fn(T)||*/™ < 1, Papplication g définie par

ow) =3 2D
n=0

est bien définie et holomorphe sur {w; |w| > 1}. Les applications

o 9(w)

w = (P(w)l T)w’(w)
et ( )
g(w

w — w) (Y(w)I —=T)

sont donc holomorphes sur {w; |w| > 1} et valent I sur {w; |w| > R}. Donc par le principe
des zéros isolés, ces applications sont constantes et égales a I sur {w; |w| > 1}.
On a donc pour tout w tel que |w| > 1

()l —T) j,((‘fv)) - jf{“uf) ()] —T) = 1.

Donc ¢(w) ¢ o(T) si |w| > 1, ce qui signifie que
o(T) C K.
Réciproquement, si o(T") C K, alors d’apres le Lemme la fonction g définie par

= Fu(T)

g(U)) - Z wnt1

n=0

est bien définie sur {w; |w| > 1}, donc par un argument de rayon spectral, on obtient que
lim Sup, o [P (7)Y < 1. 0

Dans le cas du compact K = [—1;1], on peut prolonger le théoréme précédent. On
sait en effet que les polynémes de Faber sont dans ce cas proportionnels aux polynémes
de Chebychev. Si on suppose que 'opérateur T agit sur un opérateur de Hilbert et qu’il

vérifie non seulement que
limsup || F,, (T)||V/" < 1,
n—oo

mais ’hypothese plus forte que la suite (||, (T")||)nen est bornée, le résultat suivant, di a

H.O. Fattorini affirme que 'opérateur 1" est semblable & un opérateur auto-adjoint dont
le spectre est inclus dans [—1;1].
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Théoréme 1.7. [15] Soit H un espace de Hilbert et T € B(H). On suppose que

sup [|Cn (T[] < o0,
neN

ou C, désigne le n-iéme polyndme de Chebychev. Alors T est semblable d un opérateur
auto-adjoint de spectre inclus dans [—1;1].

L’outil principal de la démonstration de ce Théoréme sont les limites de Banach.

Théoréme 1.8. [J] Il existe une forme linéaire L : 1> — C telle que
1. L] =1.
2. Sila suite x = (xp)nen converge, alors L(x) = limy, o0 T
3. Six = (Tp)nen € I et x, > 0 pour tout n, alors L(x) > 0.
4. Siz = (xp)nen €1 et &' = (Xpt1)nen, alors L(2') = L(z).

Une forme linéaire qui satisfait la conclusion du Théoréme ci dessus est appelée une
limite de Banach.

Démonstration du Théoréme[17. [15] Soit £ une limite de Banach fixée. On définit pour
tout u, v dans 'espace H

1 n
v =L Cr(T)u; Cp(T
5] (n+ 1 2T >v>) ,
ou (x;y) est le produit scalaire de = et y dans H. L’application (x,y) + [z;y] bien définie
et bornée d’apres I’hypothese

sup || Cn (T)|| < o0,
neN

elle est de plus sesquilinéaire. Il existe donc un opérateur P sur H tel que pour tout u et
v dans H on ait

(Pujv) = L <1 Zn:<Ck(T)U; Ck(T)U>> -

n+1:=
L’opérateur P est de plus positif. Montrons a présent que pour tout u on a

1
. >
(Pusu) > 1

2
e

ou M désigne la constante

M = sup ||C,(T)]|.
neN

Pour cela on considere u € ‘H quelconque et on remarque que les polynémes de Chebychev
vérifient pour tout k € N la relation

2(Ck)2 =Co, +1.
Ainsi, si on suppose que ||Cx(T)u| < ﬁ”u”, alors

L g =
oM+ 1" T o1

|Cor(T)ul| > [lu = 2CF(T)ull > (1 —2M ]|
Soit n € N. Supposons que le cardinal de ’ensemble

{k e 10: B2 100l 2 gl
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soit inférieur & F(n/4); alors d’aprés l'inégalité ci dessus, le cardinal de ’ensemble

{k e 2B 0D 2 ol

est supérieur a E(n/4). Ceci implique que I'un au moins de ces ensembles est de cardinal
supérieur a F(n/2). Donc

n

Cr(T)u; Cp(T)v) > E(n/4
> {CU(T s () n/9) (gap )
On obtient
1 - 1
(Pu;u) = L <n+1 ];)@k(T)u; Ck(T)U>> > m||“”2-

En particulier 'opérateur P est inversible et positif. Alors pour tout (u,v) € H2, on a

2(PTu;v) =L (41_1 i(QTC’k T)u; Cp(T )
k=0
=L ( Zn: 2T Cy(T)u; Cr (T )
k:l
=L (n—i— 7 Zn: (Cr1(T)u; Cp(T ) + L ( i:(ckfl(T)uQ Ck(T)U>>
k=1 k:l
1 n+1 1 n—1
=L (n 1 k:2(C’k(T)u; Ckl(T)v>> +L (n—i—l kz:;](Ck,l(T)u; Ck(T)v>>
=L (n_l'_ 1 i(Ck(T)u, (Ck+1 + Ckl)(T)v>>
k=1
= 2(Pu; Tv).

Ceci prouve que
PT =T*P.

Soit Q) la racine carrée positive de P, alors ) est positif et inversible. En multipliant a
gauche et & droite 1’égalité ci dessus par Q' on obtient

RIQ™'=Q7'T*Q = (QTQ™)",

donc QT Q™! est auto-adjoint. De plus d’aprés le Théoréme le spectre de T est inclus
dans [—1;1]; il en est donc de méme pour QTQ 1. O

1.7 Comportement asymptotique sur la frontiere

Le but de cette section est de donner des résultats qui montrent comment intervient
la régularité de I, la frontiere de K, sur I'existence et la régularité du prolongement de
lapplication conforme 1 sur ensemble {z;|z| > 1}. On verra également que la régularité
de la frontiere I' donne des informations sur le comportement asymptotique de la suite des
polynomes de Faber sur cette frontiere.

Le premier résultat dans cette direction est un théoreme de Carathéodory. Ce résultat
est fondamental car il permet de prolonger v sur le cercle unité et ¢ sur la frontiere I'.
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Théoréme 1.9. [29] Soit f une application conforme de D sur un domaine borné G. Si
la frontiére de G est une courbe de Jordan, alors f a un prolongement continu et injectif
sur D.

Remarque 1.10. Quitte a utiliser la transformation

1
fw) =
= )~
ou zg € int(K), on peut appliquer le théoréme de Carathéodory & lapplication v si T’
est une courbe de Jordan. On obtient dans ce cas que @ se prolonge en une application
continue et injective sur 'ensemble {z;|z| > 1}; ce qui donne également un prolongement
de ¢ jusqu’a la frontiere I'.

2| > 1,

Le cas le plus classique de régularité de la frontiere est le cas ou cette frontiere est
analytique, c’est a dire s’il existe un paramétrage de I' de la forme wu(t),t € T, ol u est
holomorphe et injective sur un ouvert de la forme {z;r; < |z| < 2}, avec 1 < 1 < ro.

Théoréme 1.11. [29] Si la frontiére T' est une courbe de Jordan analytique, alors
admet un prolongement analytique et injectif sur un ensemble de la forme {z;|z| > 7o},
avec rog < 1.

En prolongeant 1 sur {z;|z| > ro}, on peut également prolonger ¢ sur ({z; |z| > ro}).
On peut alors considérer les lignes de niveau I'; = {z;|¢(2)| = r} de lapplication ¢ pour
tout r > rg. De méme que dans la Remarque on peut alors considérer la suite des
polynémes de Faber (F)),cn associée au compact délimité par I',. En utilisant la formule

Fi(z) =~ Fal2)

et les estimations du comportement asymptotique de la Section on obtient pour tout
z tel que |o(2)| > 7o
Fu(z) = ¢(2)"(1 + 0(@")),

avec t quelconque tel que J—OZ‘ <t<l1.

On peut cependant aﬁ'aii)fir sensiblement les hypotheses de régularité sur la frontiere
I" et obtenir des estimations du comportement asymptotique de la suite des polynémes de
Faber sur I'. Par exemple en s’intéressant aux frontieres qui sont des courbes de Jordan
de régularité holdérienne C™* avec n € N* et a €]0;1[. En d’autres mots, il s’agit des
courbes qui ont un paramétrage de la forme u(t),t € T, ot u est n fois dérivable, u/(t) # 0
pour tout ¢ et u(™ est a-holdérienne.

Théoréme 1.12. [29] Si la frontiére T est une courbe de Jordan de classe C™* avec
n € N* et o €]0;1], alors ™ admet un prolongement a-héldérien sur {z;|z| > 1}. Si
n > 1, alors le prolongement de ¢’ ne s’annule pas sur {z;|z| > 1}.

On peut alors en déduire des estimations simples sur le comportement de la suite
(B)nen des coefficients de 1.

Proposition 1.13. Si la frontiére T est une courbe de Jordan de classe CY avec a > 1/2,
alors (kB)k>0 est sommable.

Démonstration. D’aprés le Théoréme précédent on sait que 1)’ se prolonge par continuité
sur T en une application a-holdérienne avec o > 1/2. Les coefficients de Fourier de v/
étant donné par ¢ = kB si k > —1, on en déduit que (voir par exemple [39, p.45]) que
(kBr)ken € 11 O
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Ce théoréeme permet d’obtenir une estimation du comportement asymptotique des
polynomes de Faber si la frontiére est de classe CP%, avec p € N* et o €]0; 1].

Théoréme 1.14. [5)] Si la frontiére T est de classe CPT1Y avec p € N et a €]0; 1], alors
pour tout z ¢ int(K), on a

1n(n)> .

npto

Fo(2) =9¢(2)"+ 0 (

Cependant on a vu dans les exemples avec les hypocycloides (cf exemple qu’on
pouvait étre amené a s’intéresser a des compacts K dont la frontiére est une courbe de
Jordan non réguliére. Le Théoreme de I. E. Pritsker ci apres répond a ce cas. Pour cela
on introduit également les conditions de Dini et d’Alper pour les modules de continuité,
qui généralisent la condition de Holder.

On dit quune fonction p : R™ — R™ est un module de continuité si elle vérifie :

1. p est strictement croissante ;
2. limy 0 p(t) = 0;

3. p est sous-additive, c’est a dire,
p(t+s) < p(t) + p(s).

On dit qu'un module de continuité vérifie la condition de Dini si
19
x
/ Md:n < 00,
0o

pour un certain € > 0. Un module de continuité vérifie la condition d’Alper si

/ pz) log(l)daz < 00,
0 x

pour un certain £ > 0. On remarque que la condition d’Alper est plus restrictive que celle
de Dini.

Une courbe de Jordan I' est Dini-lisse (respectivement Alper-lisse) si elle a un paramé-
trage 7 : [0;1) — T’ qui est différentiable, avec 7/(z:) # 0 pour tout z € [0,1) et 7/ vérifie
la condition

|7 (1) — ' (@2)| < plz1 — 22]), 21,22 €[051),
ol p est un module de continuité qui vérifie la condition de Dini (respectivement d’Alper).
En particulier une courbe de Jordan de classe C1'7 avec v > 0 est une courbe Dini-lisse
et Alper-lisse. Un arc de Jordan est Dini-lisse (respectivement Alper-lisse) si ¢’est un sous
arc d’une courbe de Jordan Dini-lisse (respectivement Alper-lisse).

Théoréme 1.15. [29, Théoréme 3.9] Soit I une courbe de Jordan rectifiable. Pour zy € T,
on suppose que I' a un angle de mesure extérieure am en zy, avec 0 < a < 2, formé par
des arcs Dini-lisses. Alors les fonctions

1&) = f0) L)

(z — 20)® (z — zg)1
sont continues et ne s’annulent pas sur {z;|z| > 1} N D(zo,€) pour un € > 0.

Le Théoréme suivant est une version simplifiée du [30, Théoreme 1.1].
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Théoréme 1.16 ([30]). Soit I' une courbe de Jordan rectifiable. Pour zp € T, on suppose
que I' a un angle d’ouverture extérieur am en zg, avec 0 < a < 2, formé par des arcs
Alper-lisses. Alors,

Fo(z0) = ad(z0)" + o(1), quand n — oco.

Remarque 1.17. Le cas a = 1 correspond a un point ou la frontiére forme un arc lisse,
le cas oo = 0 correspond a un coin rentrant et le cas o = 2 correspond & un coin sortant.

La définition suivante sera utilisée dans la suite comme condition géométrique générale
sur la régularité de la frontiere.

Définition 1.18. Un sous ensemble T' du plan C est une courbe Alper-lisse avec des angles
si c’est une courbe de Jordan rectifiable telle que pour tout ¢ € T on est dans 'un des
deux cas suivants :

— T est un arc Alper-lisse en (,

— T a un angle d’ouverture ar en ¢, 0 < a < 2, formé par des arcs Alper-lisses.

Remarque 1.19. Les courbe Alper-lisses avec des angles ne peuvent donc pas avoir de
coins rentrants.
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Chapitre 2

Condition sur les orbites de Faber
faibles d’un opérateur

2.1 Introduction

Le théoréme de A. Atzmon, A. Eremenko et M. Sodin (Théoréme [1.6) donne un critere
pour que le spectre d’'un opérateur soit inclus dans un compact K simplement connexe du
plan. Dans ce chapitre on supposera acquis cette inclusion et on cherche des conditions
permettant de conclure que le spectre de 'opérateur est en fait inclus dans l'intérieur du
compact K. De telles conditions sont appelées conditions taubériennes dans le sens ou
elles viennent renforcer ’hypothese d’inclusion pour obtenir une inclusion plus restrictive.
Dans ce cas elles peuvent porter sur les orbites de Faber faibles de 'opérateur ou bien
sur sa résolvante faible. Dans le cas du disque, de tels résultats se traduisent en terme de
rayon spectral et ont été proposés par W. Mlak [25], G. Weiss [38], J. van Neerven [37] et
N. Nikolski [27, 28].

Le résultat de W. Mlak ([25]) porte sur la résolvante faible.

Théoréme 2.1 ([25]). Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur borné sur H. On
1

suppose que m(T) < 1 et que pour tout (x,y) € H x H, Uapplication

2 (I —2T) "tz y)
est dans l’espace de Hardy H' (D). Alors r(T) < 1.
Le résultat de G. Weiss ([38]) porte sur les orbites faibles.

Théoréme 2.2 ([38]). Soit X un espace de Banach et T un opérateur borné sur X. On
suppose qu’il existe p € [1;00[ tel que pour tout x € X et tout x* € X*

o
Z [(T"x; x*)|P < oo.
n=0

Alors r(T') < 1.

Ces deux résultats ont été généralisés par J. van Neerven [37] et N. Nikolski [27, 28],
permettant en particulier la généralisation suivante du Théoréeme de G. Weiss [38].
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Théoréme 2.3 ([28]). Soit X un espace de Banach et T un opérateur borné sur X. Soit
p € [1;00] et une suite strictement positive (wy)nen telle que

o0
Jim |V =1 et an = 0.
n=0
St pour tout x € X et tout z* € X*
o
Z wp|(T"x; )P < oo,
n=0

alors r(T') < 1.

2.2 Théoreme général

Dans cette partie nous proposons une généralisation du résultat de N. Nikolski [28] en
passant du disque & un compact simplement connexe K. Nous verrons que des hypotheéses
supplémentaires sur K sont nécessaires pour obtenir un résultat.

On considére K un compact simplement connexe du plan C d’intérieur non vide G =
int(K) et de frontiére I'. La suite (F),)nen désignera la suite des polynomes de Faber
associée a K. Pour tout n € N, e, désignera la fonction caractéristique de n sur N.

Soit R € CN un espace de Banach tel que

1. Pour tout k € N, 'application (a,)nen — ai est bornée.

2. L’ensemble des suites & support fini, noté CN) est un sous ensemble dense de R.

Comme CM est dense dans R, chaque élément ¢ de R* est entierement caractérisé
par la suite (5, )n>0, OU

Pn = <€n; ()0>R
Ceci nous permet d’identifier R* & un sous espace de CN. De plus pour toute suite &
support fini (a,)nen, la condition 1 implique qu’il existe ¢ dans R* tel que $(n) = a,
pour tout n € N. On considérera donc que CV) est inclus dans R* via Iidentification de
R* & un sous espace de CN.
L’axiome crucial pour notre condition taubérienne est le suivant.

3. Pour tout ¢ € 0K, I'application V¢, définie dans C™ ¢ R* par
VC e Z ‘PnFn(C)
n>0
n’est pas bornée.

Si f € R est a support fini, alors il existe N € N tel que

N
[ = Z fnén.
n=0

L’identification de R* & un sous espace de CN permet donc de donner la formule de dualité
suivante pour ¢ € R*

N N oo
(fipr= <Z fnen; P)R = Z fulfi0)r = Z Jnn,
n=0

n=0 n=0

ol le nombre de termes non nuls dans la somme est fini. Cette formule n’est cependant
pas valable pour f € R en général. Rien ne permet en particulier d’affirmer dans le cas
général que la série converge. Cependant, on peut énoncer le résultat suivant.
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Proposition 2.4. Si ¢ € R* et f € CN, Vapplication de dualité est donnée par

Si feR et o e CN) cR*, cette formule reste vraie.

Démonstration. Soit ¢ € R* a support fini et ng tel que (e,;¢) = 0 pour tout n > nyg.
D’aprés Paxiome 2 sur R, il existe une suite (fj)reny d’éléments de CN) telle que

fr — f dans R.
k—o00

Par continuité de ¢, on a
(fio)r = khm (f; o)r
—00

Et comme les fi sont a support fini, on a pour tout k,

(fes R—ka

Or, d’apres l'axiome 1, on a fi(n) k—> f(n), pour tout n.
—00

On obtient alors

(fio)r = 11111 (fr: 0 R—Zf

O]

Définition 2.5. Soit z € X et T € B(X). L’orbite de Faber de = par rapport a T est
I’ensemble
{F,(T)x;n € N}.

Une orbite faible d'un couple (z,2*) € X x X* est
{(Fu(T)z;2");n € N}.
La définition suivante étend celle proposée dans [28] dans le cas du disque.

Définition 2.6. Soit R C CN un espace de Banach et T' € B(X). L'opérateur T est dit de
type R faible si les orbites faibles sont des éléments de R, c’est a dire si pour tout couple
(x;2*) € X X X* on a

((Fn(T):c;:c*))neN €R.

Théoréme 2.7. Soit R C CN un espace de Banach vérifiant les conditions 1 & 3 pour le
compact K. Soit T € B(X) un opérateur de type R faible avec o(T) C K. Alors en fait

o(T) CG.

Lemme 2.8. Soit R C CN un espace de Banach vérifiant la condition 1. Soit T € B(X)
un opérateur de type R faible. Alors

sup { || ((Fu(T)32")) |, 51”1l < Ll < 1} < o0
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Démonstration. On commence par montrer que pour tout x € X, I'application f, définie
par

fo: X" =R
x* = ((Fn(T)x;x*>)n€N

est bornée.
En effet, f, est bien définie car T" est un opérateur de type R faible. On va vérifier qu’elle
est bornée a 'aide du Théoreme du graphe fermé. Soit (z}),eny C X*,2* € X* et r € R

tels que

xy =zt et fy(x)) R

On déduit de la condition 1 sur R que pour tout k£ € N

fo(wn)(k) —= r(k).

n—oo

D’autre part, pour tout kK € N
fu(@p) (k) = (Fr(T)a; ) — (Fp(T)z;27) = fu(a”) (k).

Donc f,(z*) = r et, d’apres le Théoreme du graphe fermé, f, est bornée. En particulier,
pour tout z € X', on a

sup { || (Fu(T)as ), | 11071 < 1} < o0 (2.1)
On définit de maniére symétrique pour tout x* € X'* Iapplication g, par

gz :X =& R
x> fo(2").

Alors, de méme que pour f;, on peut montrer que pour tout z*, 'application g, est
bornée. De plus, d’apres la formule (2.1)), on a

sup gz~ ()| < o0,
o<1

pour tout z € X. D’apres le théoreme de Banach-Steinhaus, on obtient donc que I’ensemble
{92+ }|jz+|<1 est borné dans R*. Donc

sup { | (Fu(T)a; ), oy 0] < 1,2 < 1} < oo,
ce qui achéve la démonstration. ]
Démonstration du Théoréme[27. Le lemme [2.§ implique que
C = sup{H((Fn(T)x;x*>)neNHR; 2| < 1, lJall <1} < oo

Donc pour tout ¢ € CN) © R*, on obtient en utilisant la proposition

—sup{

< sup { | (PalT)507)) ey ] < 1127 < 1} el
< Cllgliw:-

> onFu(T)

n>0

Z on(Fp(T)x; %)

n>0

lzll < 1, fl27]) < 1}
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Ainsi, pour tout ¢ € o(T),

n>0 n>0 n>0

Yo enFa(Q <7 (Z sonFn(T)) <12 enFu(T)| < Cliglr:

Ce qui prouve que pour tout ¢ € o(7'), 'application V; est bornée sur c®™ c r*.
Ceci nous donne la conclusion

K No(T) = 2.

2.3 Applications

On propose a présent des exemples d’espaces satisfaisant les conditions 1 a 3, ce qui
permet de donner les généralisations annoncés des théoremes de W. Mlak [25], de G. Weiss
[38] et de N. Nikolski [28].

Exemple 2.9. Soit 1 < p < o0 et (wy)peny une suite de réels strictement positifs. On
suppose que pour tout ¢ € 9K,

Z wn| Fr(Q)F = oo.
n=0

Alors, 'espace

P(w) = {(an)neN; Z wplan|P < oo}

n=0

muni de la norme

o] 1/p
H(an)”lp(w) = (Z Wn|an|p>
n=0

est un espace de Banach qui vérifie les conditions 1 a 3.

Démonstration. 11 est facile de vérifier les conditions 1 et 2 pour 'espace [P(w). Montrons
que la condition 3 est également vérifiée.

Soit ¢ € OK ; supposons par I'absurde que I'application V; soit bornée.

Dans le cas ot p €]1;+o00[, 'application V; se prolonge par continuité & l'espace
(IP(w))*, en une application toujours notée V;. C’est & dire qu'on a V; € IP(w)**. Comme
'espace [P(w) est réflexif, on obtient Vi € IP(w), c’est & dire que (F,(¢))n € IP(w). D’ott la
contradiction.

Dans le cas p = 1, (I'(w))* = 1°°(1/w). Pour tout N € N, soit % € C™) défini par

Fk(( 3 < .
(k) = WETFL (¢ sik <N;

0 si k> N.

—

Alors pour tout N, [[27yljee(1/w) = 1 et

n=0

N—oo

On obtient une contradiction. Dans tous les cas on obtient donc que V¢ n’est pas bornée.
O
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On déduit alors des Théoremes et la généralisation des théorémes de G. Weiss
(Théoreme et de N. Nikolski (Théoreme [2.3).

Théoréme 2.10. Soit 1 < p < oo et soit (wp)nen une suite de réels strictement positifs
telle que \wnll/” ivd 1. On suppose, soit que OK est une courbe Alper-lisse avec des angles

et
[o¢]
Z Wy, = 00,
n=0
soit que pour tout ( € OK,
[o.¢]
> Wl Fu(QP = oo
n=0
Soit X un espace de Banach. Soit T € B(X) tel que pour tout couple (z,x*) € X x X* on
ait

Z wn | (Fn(T)x; )P < oo.
n=0

Alors o(T) C G.
Remarque 2.11. L’hypothése |w,|'/™ —2 1 permet d’obtenir I'inclusion o(T") C K. En
n—oo

effet, d’apreés le Lemme [2.8] il existe C' > 0 tel que pour tout z € X et tout z* € X* on ait
(o ¢]
Y wnl{Fa(T)az; )P < Cll|ll|2*]]-
n=0

En particulier, on a pour tout n € N, tout z € X et tout «* € X*
wn[(Fn(T)a; z7) [P < Ol |||
Ceci prouve que pour tout n € N,

iRm< (9)"

n

On en conclut que o(7T) C K a l'aide du Théoreme de A. Atzmon, A. Eremenko et M.
Sodin (Théoreme [1.6)).

Exemple 2.12. Pour tout p € [1;400], on note HP(D) I'espace de Hardy du disque. On
suppose que K est tel qu'il n’existe aucun ¢ dans 0K, tel que lim, o |F,({)| = 0. Alors
I’espace

h? = {(xn)neN;f(z) = Z xnzn € Hp(D)}’
n=0

muni de la norme

x
E T

n=0

(@ )nenll =

HP(D)

satisfait les conditions conditions 1 & 3.

Démonstration. 11 est facile de vérifier les conditions 1 et 2 pour 'espace h?. Montrons a
présent que la condition 3 est également vérifiée.

Soit ¢ € OK ; supposons par I’absurde que I"application V; est bornée. Soit a,, = F,,(¢)
pour tout n.
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D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe un prolongement de Vi & (h?)* que I'on
notera toujours V¢. Il existe donc M > 0 tel que pour tout (x}) € (h?)*,

Ve (zp)] < M|(2)]-
De plus, pour tout r € (0;1) et tout f € HP on a

1 (r)llee < |1 f |-
On obtient ainsi pour tout (x}) € (hP)*,

[(r"z) || = sup{|(r" 2y ) |; [| (@0 )nenllne < 1}
= sup{|(zy; 7" @n)|; [ (@n)nenllnr < 1}
< [l(@p)]l-

Ainsi, pour tout r € (0;1) et tout (x) € (h?)*,

[e.9]
* M
E x,r"ay

n=0

< M| ().

Cette inégalité prouve que |[(r"ap)nen|| < M pour tout r € (0;1), et donc que (ap)nen

est dans hP. On a f(e") = Y ane™ € HP(T) donc ay, — 0. Ceci nous donne une
n—oo

contradiction et acheve la démonstration. O

Pour donner la généralisation du théoreme de W. Mlak [25], on introduit les espaces de
Hardy pour un domaine simplement connexe du plan complexe. Il existe deux manieres de
généraliser les espaces de Hardy a un domaine simplement connexe. Suivant les notations
de [12], on s’intéresse ici aux espaces notés EP(D).

Définition 2.13 ([12]). Pour p € [1; 00[, une fonction f analytique dans C\ K est dite de
classe EP(C\ K) si il existe une suite de courbes rectifiables Cy, Cy, ... dans C\K telle que
C), délimite asymptotiquement tout compact inclus dans C\ K, et telle que

sup [ 1£(2)/7)dz| < ox.
neN Cn
La caractérisation suivante des fonctions de classe EP est bien adaptée au cadre des
polynoémes de Faber, car elle utilise la représentation conforme extérieure associée a K.

Théoréme 2.14 ([12] Théoréme 10.1). Une fonction f est de classe EP(C\K) si et seule-
ment Si,
sup / |f(2)P|dz| < 0.
re(1;2) Jlé(z)|=r
La preuve de ce Théoreme s’appuie sur le Théoréeme de convergence de Carathéordory
dont on donne une forme partielle.

Théoréme 2.15 (Théoréme de convergence de Carathéordory, [13]). Soit D un domaine
simplement conneze et (Dy)nen une suite de domaines simplement connexes tels que pour
toutn € N, on ait 0 € D,, C D et tels que tout compact de D soit inclus dans tous les Dy,
sauf au plus un nombre fini. Soit v et pour tout n € N, ¢, les représentation conformes de
D sur D et D,, respectivement telles que ¢, (0) =0 et ¢, (0) > 0. Alors (¢n)nen converge
uniformément vers @ sur tout compact de D.
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Démonstration du Théoréme[2.1] Soit f € EP(C\K) et (Cy)nen la suite de courbes rec-
tifiables pour laquelle f vérifie la définition de EP(C\K). On appelle D,, lextérieur de
ces courbes et 1, la représentation conforme de {z;|z| > 1} sur D,,. Alors dans la carte
2z — 27! de la sphére de Riemann, les fonctions (¢, )nen et 1 vérifient les hypotheses du

Théoréme de converge de Carathéordory. C’est a dire que si I’on note
()= s et pnlz) = €N
p\&)=—F"7~ ¢ Pn\Z) = 7> n )
¥(1/z) " Un(1/2)

alors d’apres le Théoreme de converge de Carathéordory, (¢, )nen converge uniformément
vers ¢ sur tout compact de {z;1/z € C\K}. On en déduit que (¢, )nen converge vers v
uniformément sur tout compact de C\ K ainsi que leurs dérivées. Ce qui nous donne

[ @i = [ 15w w)P e
l¢(2)|=r w=r
= Jim [ 7)) Pl e dul

n—00 Jy—p

< lim inf |f (o (w)) [P |7, (2)] | d

n—o0 w=1

= lim inf |f(2)|P|ldz] < M < 0.
— 00 C

n

On peut maintenant énoncer la généralisation du résultat de W. Mlak ([25]).

Théoreme 2.16. On suppose, soit que K est une courbe Alper-lisse avec des angles, soit
que pour aucun ¢ € 0K on ait lim,_,o |F(¢)| = 0. Soit T € B(X) tel que o(T) C K.
St pour tout x € X et pour tout x* € X* on a

2 (2] = T) la;2*) € BY(C\K),
alors o(T) C G.

Démonstration. On déduit de I'Exemple (2) et du Théoreme qu’il est suffisant de
vérifier que pour tout z € X et * € X* on a

(Fn(T)x; ™))y € nt.

D’apres le Lemme [1.5] on a pour tout r > 1,

2] —T) Lo o zZl = N — T) L o* (5 .
/|¢(z>|:T‘<<I T) ezl = | (@) - 1) a9 (2)

zerT
o @]
= 2N E (T2 %) | |dz|
zerT [,—o
(o]
:/ SO 2 (B (T )| rlda).
zer~IT |/ 2,
Ceci prouve que
o0
zZ Z 2"(Fo(T)x; 2%)| € H (D),
n=0
c’est a dire que ((Fy,(T)xz;z*)), € h'. O
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Chapitre 3

Espaces admissibles de suites

Dans ce chapitre, on considere un compact simplement connexe K d’intérieur non vide
G et auquel est associée la suite des polyndémes de Faber (F),),en. L’objet de ce chapitre est
de présenter des criteres pour que le spectre d’un opérateur T' soit inclus dans l'intérieur
du compact K. Une différence avec le chapitre précédent est que ’on ne supposera pas
a priori inclusion de ce spectre dans K. Ces critéres reposent sur la notion d’espace
admissible de suites présenté ci dessous.

3.1 Théoréme général

Définition 3.1. Un espace de Banach E C CY est appelé un espace admissible de suites
s’il satisfait les propriétés suivantes :
— si |ap| < |by| pour tout n € N et (by)neny € E, alors (an)neny € E et |[(an)nen||E <

[ (bn)nenllz;
— pour tout k € N il existe une suite (ay)nen € E telle que ay # 0.

Proposition 3.2. Soit E un espace admissible de suites. Alors pour tout ensemble fini
F C N, la fonction caractéristique de F', notée xr, est dans E.

Démonstration. Soit k € N. D’apres le second axiome d’admissibilité, il existe une suite
(an)nen € E telle que ag # 0. Alors [x gy (n)| < |ax| *|an| pour tout n € N. Le premier
axiome d’admissibilité implique alors que E contient x(z). En considérant des sommes
finies, on obtient que E contient la fonction caractéristique de tout ensemble fini F' €
N. O

Le résultat principal de ce chapitre est la généralisation suivante d’un théoreme de J.
van Neerven [37].

Théoréme 3.3. Soit X un espace de Banach, T € B(X) et E un espace admissible de
suites tels que pour tout ¢ € OK

| (Fn(O)xqo,..N1(2))nllE — oc.

N—oo

Si pour tout couple (x;y) € X x X* on a

(Fa(T)z59)),,en €

alors
o(T) CG.
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Lemme 3.4. Soit T € B(X) un opérateur agissant sur un espace de Banach X. On
suppose que o(T) ¢ G. Alors, il existe X ¢ G tel que pour tout € > 0 et tout N € N il
existe iy € X et xfy € X* qui vérifient ||xn|| =1, ||z =1 et

(Fo(T)an;zn)| > |[Fn(N)| —e, n=0,1,...N — 1.

Démonstration. Soit X\ € do(T)\G.

Soit ¢ > 0 et N € N. Comme X\ € 9o(T), on a que A est dans le spectre ponctuel
approché de T', oqpp(T") (voir par exemple [10]). Il existe donc une suite (y,)nen dans X
telle que ||y, || = 1 pour tout n € N et

HTyn - )\ynH njo 0.
Donc pour tout k£ € N, on
nh—>I20 ”Fk(T)yn - Fk(/\)yn” =0.

Soit nq tel que
WEk(T)yn, — Fx(Nyn, || <e, Vk=0,1,...N —1.

Soit xny = yn, et xy € X tel que ||z = 1 et (a};xn) = 1. Alors, pour tout k €
{0,1,...N —1},ona

[(Fr(Tzn; 2n)| > [(Fe(Nzy;ay) | — (Fe(T)zn — Fr(AN)zn; oy)|
> |Fk()\)| — €.

O

Démonstration du Théoréme[3.3. D’apres le Lemme [2.8|on sait qu'il existe M > 0 tel que
pour tout z € X, z* € X*, avec ||z]| = 1 et ||z*|| = 1, on ait

|(Fa(T)w:2%), |, < M.

Supposons par l'absurde que o(T') ¢ G. Alors, d’apres le Lemme il existe A ¢ G
tel que pour tout € > 0 et tout N € N il existe xy € X et o}y € X* vérifiant ||zyn] < 1,
oyl < 1 et
(E(T)xn;zn)| > |Fn(N)]—e, n=0,1,...N —1.

Ce qui signifie que pour tout n € N, on a
[(Fn(Dzn;ox)| 2 [Fa(N)Ixqo,. n-13(n) = exqo,..N-13(1)-
D’apres le premier axiome d’admissibilité, on a alors
| (Fayzns 230) e[, = 1 ON)X g0, 31 (Dl = £l X0, -1 -
On obtient que pour tout € > 0 et tout N € N

I(Fn (N x0,...v3(M)all 2 < M+ ellxqo,..n-1y -

Donc pour tout N € N on a

I(En(A)xq0,....81 (0)nllz < M,
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ce qui donne la contradiction si A € 0K, soit par hypothese, soit d’apres le Théoréeme|[1.16
Si A ¢ K, alors
|E, (MY — R>1.
n—oo
Mais on sait que pour tout ¢ € OK, limsup,,_, . |Fn(¢)|"/" <1, et

| (Fn(O)xqo,..N1(1))nllE — oc.

N—oo

Donc, si A ¢ K on obtient par le premier axiome d’admissibilité
[Fa )Xo,y (M)l — o0,

ce qui donne & nouveau une contradiction. ]

3.2 Applications

Remarque 3.5. Il est facile de vérifier que [P(w) (cf. Exemple 1 du chapitre [2)) est un
espace admissible de suites et la condition

I (Oxgo..v—13 (D) (@) 2 00
est équivalente a

Y wnlFu(QP = oo
n=0

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 3.6. Soit 1 < p < oo et s0it (wn)nen une suite de réels positifs ou nuls. On
suppose, soit que OK est une courbe Alper-lisse avec des angles et

[ee)
Z Wy, = 00,
n=0
soit que pour tout ( € 0K,
[e.e]
Z Wi |Fn(Q)P = oo.
n=0

Soit X un espace de Banach et T € B(X) tel que pour tout (z,2*) € X x X* on a
(e.¢]
Z wp|(Fp(T)x; 2%)|P < 0.
n=0

Alors o(T) C G.

Remarque 3.7. Contrairement au théoreme [2.10| on ne suppose pas

Un 1,

|own|
n—oo

cela vient du fait qu’on ne suppose pas dans le Théoreme que le spectre de T est inclus
dans K a priori.
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Démonstration du Théoréme[3.6. L’application conforme extérieure
¢: C\K — {w;|w| > 1}
vérifie
lim |¢p(z)| = oc.
|z]—o0
Il existe donc un réel R > 0 tel que
o(T)Nn{z:¢(z) > R} = 2.
On déduit alors du Théoréme que

lim sup || F, (T)|| V™ < R.
n—oo
Soit (On)nen la suite définie par

5 — Wn si wy # 0,
n — _ .
R™ siw,=0.

La suite (&n)nen est une suite de réels strictement positifs et pour tout (z,2*) € X x X*

on a -
Z On [ (Fn(T)x; )P < o0.
n=0

Le Théoréme s’applique donc a l'espace E = [P(©), ce qui permet de conclure. O

On donne & présent d’autres applications du Théoreme [3.3] La premiére application
est basée sur les espaces d’Orlicz discrets.

Définition 3.8. Une fonction ¢ : R, — R, est appelée une fonction de Young si elle

est convexe et elle vérifie
®(z) P(z)
—_— et — 0.

r T r z—0

Pour toute suite complexe z = (2, )nen on considére Mg (x) défini par
o0
Mg (z) = Z D(zp,).
n=0

L’espace de Orlicz L est I'espace des suites complexes (2, )nen telles qu'il existe un réel
k> 0 tel que Mg(kx) < oo.

Théoréme 3.9. Soit & une fonction de Young. L’espace L® muni de la norme

1(zn)nenl| = inf{k; Mg (z/k) < 1}

est un espace de Banach, et si ®(t) > 0 pour tout t > 0, alors

Ix10,..0-13 |l o e OO
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Lemme 3.10 ([37]). Soit ¢ : Ry — R4 une fonction croissante telle que ¢(t) > 0 pour
tout t > 0. Alors il existe une fonction de Young ® telle que l’espace de Orlicz L® contient

toute suite (ap)nen telle que
> @llan]) < oo,

neN
et satisfait
Ix{0,..n-13lle —2 oo

Démonstration. Quitte a multiplier ¢ par un réel strictement positif, on peut supposer
sans perte de généralité que p(1) = 1. Soit ® la fonction définie sur R par

t
(1) = / o(s)ds.
0
Alors ® est une fonction de Young et si (an)nen est telle que

> wllan]) < oo,

neN

alors ensemble des indices n tels que |a,| > 1 est fini et si |a,| < 1, alors ®(|an|) < @(|an]).
On obtient alors

Z q)(‘an’) < 00,

neN

donc (an)nen € L®.
Et comme ® est strictement croissante et strictement positive sur |0; oo[, on obtient

N-1
Ix{0...n-1}llLe = inf {k‘; nz:% (1/k) < 1} = inf {k; NO(L/k) <1} — oo.

O

Comme les espaces d’Orlicz sont des espaces de suites admissibles, on obtient le résultat
suivant.

Théoréme 3.11. On suppose, soit que K est une courbe Alper-lisse avec des angles, soit
que pour tout ¢ € 0K, la suite (|F,,(C)|)nen est minorée a partir d’un certain rang par un
réel strictement positif. Soit T € B(X) et soit ¢ : Ry — Ry une fonction croissante telle
que o(t) > 0 pour tout t > 0. Si pour tout x € X et z* € X*

> o([(Fu(T)a; 3%)]) < oo,
n=0
alors
o(T) C G.

Pour obtenir un criteére se basant sur un espace d’Orlicz et faisant intervenir une suite
de poids, on a besoin d’une hypothése classique dans la théorie des espaces d’Orlicz, la
condition As.

Définition 3.12. On dit qu’une fonction ¢ satisfait la condition As en 0 s’il existe € > 0
et K > 0 tels que pour tout = € [0;¢], on a p(t/2) > Kp(t).

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Oscar Devys, Lille 1, 2012
3.2. APPLICATIONS 39

Théoreme 3.13. On suppose, soit que OK est une courbe Alper-lisse avec des angles, soit
que pour tout ¢ € K, la suite (|F(C)|)nen est minorée a partir d’un certain rang par un
réel strictement positif. Soit T € B(X) et soit ¢ : R — Ry une fonction croissante qui
satisfait la condition Ay et telle que ¢(t) > 0 pour tout t > 0. Soit (wp)nen une suite de
réels positifs telle que

an(p wn =

Si pour tout v € X et x* € X*

> p(wnl(Fn(T)a;2*)]) < oo,
n=0

alors

o(T) CG.

Démonstration. De la méme maniére que dans la preuve du Théoréme [3.6] on peut sup-
poser dans perte de généralité que w,, est strictement positif pour tout n. Quitte a rem-
placer w,, par min(wy,, ), on peut également supposer que w, €|0;¢| pour tout n. Soit ®
la fonction définie sur R par ,
— [ e(s)ds
0

E= {($n)n€N§ (WnZn )nen € L(b}’

Et soit F I'espace défini par

muni de la norme
[(@n)nenllE = [[(WnTn)nenll Lo

Comme ¢ est positive et croissante, on a pour tout ¢ €]0;¢],

(1) = /ot‘P(S)dS > t;gp(s)ds > Lolt/2)

La condition As permet ainsi d’obtenir

2(1) > Tolt/2) > TLo(r).

Soit k > 1, et m = E(In(k)/In(2)) + 1. Alors

l\')\x*

mnl

n—1
Z P(wj/k) > om ZWJ‘P w;)-
Jj=0

Ce qui prouve que

IX{0,..n-1}llE —2 o0

On peut alors appliquer le Théoréme [3.3] O

On propose une derniére application du Théoréme [3.3]
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Théoreme 3.14. On suppose, soit que OK est une courbe Alper-lisse avec des angles, soit
que pour tout ¢ € K, la suite (|F(C)|)nen est minorée a partir d’un certain rang par un
réel strictement positif. Soit T € B(X). On suppose qu’il existe une fonction strictement
positive ¢ sur [0;1) telle que

V1=rp(r) —0
r—1
et telle que pour tout x € X et tout x* € X'*

1
o(r)

[(r"™(F(T)w; 27) Jnenll2 — 0.
r—1
Alors
o(T) CG.
Ce théoreme repose sur les espaces admissibles définis dans le Lemme suivant.

Lemme 3.15. Soit ¢ une application strictement positive sur [0;1) telle que ¢(r) tend
vers Uinfini et \/1 — ro(r) tend vers 0 quand r tend vers 1. Alors 'espace E défini par

1 n
E- {<xn>neN’ oy I @nJnenllz =3 0} :

muni de la norme

1
[(@n)nenlle = sup ——||(r"@n)nenll2;
o re(0;1) 90(7“) o

est un espace admissible de suites tel que

1X{0,...n-1} 1l —2 o0

Démonstration. 11 est facile de vérifier que E est un espace admissible de suites. De plus

on a 1
IX{0,..n-1}|1E = S&pl) mH(TkX{o,...,nq}(k))keNH%
re(0;
et
n—1 1— T2n
1" X0,y (R)) I3 =Y r?F = TR
k=0 -r
Donc

1
WH(TkX{O,..‘,n—l}(k))kGNH? = or) VIi—r Vitr
>

Soit M > 0. Comme /1 — rp(r) tend vers 0 quand r tend vers 1, il existe ro < 1 tel que

1
¢(ro)v/1—ro

Soit N tel que 4/1 — réV > 1/2. On obtient que pour tout n > N on a

> 4M.

IX0,..n-13IlE = M.

Ce qui acheve la démonstration. ]
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Remarque 3.16. La démonstration du lemme montre que la condition
limv1—rp(r)=1
r—1

est en fait équivalente a la condition sur la norme de E

Ixt0,..o-13 2 =2 00

Démonstration du Théoréme[3.14. Quitte a remplacer, si nécessaire, la fonction ¢ par la
fonction ;1 définie par

p1(r) = max(p(r); (1 —r)~%), 0<r<1,

on peut supposer ¢(r) —1> oo. On peut alors appliquer le Lemme [3.15[ et le Théoreme
rT—
pour obtenir o(T") C G. O

3.3 Estimations explicites

3.3.1 Formule générale

On suppose dans cette partie que I' est une courbe de Jordan analytique. Soit F un
espace admissible de suites qui contient toutes les suites de la forme (), pour r €]0;1]
et tel que

||X{o,...,n—1}||E njo 00.

Soit T' € B(X) un opérateur de type E faible, c’est a dire tel que pour tout couple
(x;y) € X x X* on ait
(Fu(T)2;9)) en € E-
Comme on a supposé que I' est une courbe de Jordan analytique, on obtient par le

Théoréme que l'application 1 se prolonge sur roD avec 79 < 1 en une application
analytique et injective.

Notation 3.17. Pour tout r € (r; 1), soit I, la courbe de Jordan analytique donnée par

Ly ={Y(2);|z| =7}
et soit G, l'intérieur de la courbe de Jordan I',.

On sait d’apres le Théoréme que le spectre de T est inclus dans G. Le but de
cette section est de donner une estimation du “rayon” r € (rp; 1) tel que o(T) C G,. On
généralise ainsi les estimations faites par N. Nikolski dans [28] dans le cas du disque. Notre
estimation de ce “rayon” est donnée en fonction de la constante C(T, E) définie par

e, ) =swp {| ((Ea(yain) _ | sl < 1. lell < 1}

o E;!

Notation 3.18. Pour r € (rg; 1) on note

r) = in F, n
p) =it I(Fu(Onenle
et pour t > 0
iy = {70 si {r € (ro;1);p(r) < t} = @,
b | sup{r € (ro;1): p(r) <t} sinon.
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Lemme 3.19. Soit r € (rg;1). Si o(T) € G, alors il existe X € (G,)° tel que pour tout
N € N et tout e > 0, il existe xny € X et a3y € X* qui vérifient ||zn|| =1, |lzy] =1 et

[z Fe(T)xn)| > |Fr(N)|—e, k=0,1,...N —1.

Démonstration. Comme o(T) ¢ G, il existe A\ € 9o (T)\G,. En particulier \ appartient
au spectre ponctuel approché oy, (T") de T'. Donc pour tout N € N et tout € > 0, il existe
zy € X tel que ||lzn|| =1 et

HFk(T)J}N — Fk(/\)acNH <e, ke {0, 1,...N — 1}.

Soit a7}y € X* tel que ||z || =1 et (a;zn) = 1. Alors pour tout k € {0,1,...N — 1}, on
a

(2 Fe(T)xn)| > (o Fr(Nzn)| = (s F(T)oy — Fr(Nzy)|
> [Fr(N)] — e

On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 3.20. Soit T' un opérateur tel que pour tout couple (z;y) € X X X* on ait

(Fu(T)2:9)) en € E-

Et soit r le réel donné par

r=p (C(T,E)).

Alors
o(T) C G.

Démonstration. On suppose par l'absurde que o(T) ¢ G,. Soit A le nombre complexe
donné par le Lemme Pour tout N € N et tout € > 0, il existe xy € X et 2 € X
qui vérifient ||zn| =1, ||z =1 et

(s F(T)zn)| > [FeN)| — e, (ke {0,1,...N —1}).

Par définition de C(T, E), on a

C(T, B) = ||[(Fa(Dansai)), || = [ (Fa) = xgor. vy (), |
Donc pour tout N € N,
| (B, i), Py (0),0,.00), | < C(T, B).
Mais Fy,(A) ~ ¢(A)", n — 00, et |(A)] < 1. Donc (Fy(A)n € E et
|(Fa), |, < c.B).

En utilisant le fait que A ¢ G,., et d’apreés la définition de r comme r = p~!(C(T, E)), on
obtient
H(Fn(/\))nHE > C(T,E).

Ce qui donne une contradiction et acheve la démonstration. ]
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3.3.2 Exemples concrets

Pour certains domaines concrets, les quantités décrites ci-dessus peuvent étres données
explicitement. On présente ici deux cas, dans le premier on suppose que K, est convexe
et le second concerne une ellipse.

Pour le premier cas on utilise une inégalité de Kovari et Pommerenke [21].

Théoréme 3.21. [2]] Si K est conveze, alors pour tout z € OK et tout n > 0,
[Fn(z) — ¢(2)"] < 1.

Corollaire 3.22. Soitr <1 et 1 < p < oco. Soit T un opérateur de type IP faible pour un
compact K délimité par une courbe de Jordan analytique. On suppose que K, est conveze

et que
— 1 1/p 1 1/p
< — .
( ’l)<1—rp> (1—7"8)

o(T) C K.

Alors

Démonstration. On a d’apres I'inégalité de Kovari et Pommerenke [21] et un changement
de variable que pour tout z € I';, et tout n € N,

[Fn(2) — 0(2)" <7

Comme F, — ¢™ est une fonction analytique sur C\ Ky qui s’annule & I'infini, on a d’apres
le principe du maximum que pour tout z ¢ K,

[Fn(2) — ¢(2)"| < rg-

Soit w € C tel que |w| > 7o, alors

| (Fu(w())), =

= H(w" + (Fp(y(w)) — wn))nZO

> [|(w"nzollie = [[(78)nz0

P

w

Donc pour tout ¢ € (r9; 1)

[e'e) 1/1’ 00 1/10
p(t) > (ztw) _ (z <m>”p)
n=0

n=0
1 1/p 1 1/p
> — | —— .
= (%) (o)
On peut alors conclure grace au le Théoréeme [3.20 O

On s’intéresse a présent au cas plus spécifique d’une ellipse. Soit R > 1 et soit K le
compact délimité par ’ellipse dont les foyers foyers sont -1 and 1, et les demi-axes

1 1 1 1

Alors (voir Exemple [1.2)) la représentation conforme v est donnée par la formule

vlw) = 5 (Rw+ 5 )
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et la suite des polynémes de Faber associée a K est donnée par

o (Cp)nen est la suite des polynémes de Chebychev. De plus, on vérifie facilement que

pour tout n > 1 on a
1

R2nqyn '

Corollaire 3.23. Soitr <1 et 1 <p < oo. Soit T un opérateur de type IP faible pour K.

Si 1 ” 1 Up
C(T,1P) < (1_,4)) B (1_(1)1’) ;

Fo(P(w)) = w" +

TRE

alors
o(T) C K,.

Remarque 3.24. Cette estimation est meilleure de celle donnée dans le Corollaire [3.22
car ro = 1/R > 1/rR? pour tout r > ro.

Démonstration. 1l est facile de vérifier que rg = 1/R. Soit w € C tel que |w| > 1/R, alors

(w" + 721 )
RAnqyn n>0 I

1
= (ol = H ().,

| (Fu(w))), 2

lP:|

[

Donc pour tout t € (1/R;1)

02 (E) ()

n=0

(20" (=)

tR?

On peut alors conclure par le Théoreme [3.20 O
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Deuxieme partie

Criteres de cobord
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Chapitre 4

Equation de cobord et Limites de
Banach

4.1 Introduction

On considere dans ce chapitre un opérateur borné 7' sur un espace de Banach X'. Soit
x un élément de X', on considere I’équation de cobord

(I-T)y==.

S’il existe une solution y a cette équation, on dit que x est un cobord de T. Cette termi-
nologie provient de la notion de cohomologie en topologie algébrique. On recommande au
lecteur le texte [35] de T. Tao pour une jolie introduction concernant la cohomologie des
systémes dynamiques. Considérant I’équation (I — T')y = x en théorie des opérateurs, il
est naturel de considérer les sommes ergodiques, c’est-a-dire pour un opérateur 1" et un
élément x de X on s’intéresse au comportement de

Spa = Sp(TMx:=x+Tx+...T" 'z, necN.

En effet le Théoreme ergodique de von Neumann dans le cadre d’un espace de Hilbert,
puis le Théoréeme des moyennes ergodiques de Lorch (voir par exemple [23] pour ces deux
résultats) dans le cadre d’un espace de Banach réflexif, ont montré que pour un opérateur
a puissances bornées, c’est-a~dire tel que la famille {||7"||;n € N} est bornée, on a

.1 ,
X = {w € X;HILH&ES”(T)x ex1ste} ={yeX;Ty=yto(I-T)X.
On a en particulier que x appartient a 'ensemble (I — T)X si et seulement si
1
nh—>Hc>lo ESn(T)x = 0.

De plus si (I — T)X n’est pas fermé, alors (voir par exemple [I§] et [5]) pour toute suite
(an)nen strictement positive et qui tend vers 0, il existe x € (I — T)X\(I —T)X tel que

1
HnSn(T):U

>ap, VneN.

Cependant si z € (I —T)X, c’est-a-dire s’il existe une solution y a I’équation (I —T)y = z,
alors S,x = y — T™y. En particulier la suite (S,x),cn est bornée et

o(2)
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Le Théoréme suivant de F. Browder [7] (redécouvert par P. L. Butzer et U. Westphal
dans [§]), établit la réciproque de cette observation.

Théoréme 4.1. [7] Soit X un espace de Banach réflexif et T un opérateur a puissances
bornées. Alors l’équation (I —T)y = x a une solution y si et seulement si

ST

k=0

sup
neN

Ce résultat a été généralisé par M. Lin [24] au cas d’un opérateur continu pour la
topologie faible étoile sur le dual d’un espace de Banach. Si I'espace est réflexif, tout
opérateur linéaire borné est faible étoile continu, il s’agit donc bien d’une généralisation du
résultat de F. Browder. La démonstration proposée de ce Théoreme m’a été présentée par
C. Badea, c’est sur cette démonstration que se basent certaines généralisations présentées
dans la suite.

Théoréme 4.2. [2]] Soit X le dual d’un espace de Banach, soit T un opérateur & puis-
sances bornées sur X et continu pour la topologie faible étoile et soit x € X. Alors I’équation
(I —T)y = x a une solution y si et seulement si

ST

k=0

sup
neN

Démonstration. Soit ) un espace de Banach pré-dual de X', comme T est continu pour la
topologie faible étoile, il existe A € B()) tel que A* = T'. On suppose

ST

k=0

sup
neN

Soit £ une limite de Banach sur [°°. On considére y : Y — C, I'application définie par

((Z Tkx;t>> , tey.
k=0 n
Comme

ST

k=0
I’application y : ) — C est bien définie, linéaire et bornée, c’est-a-dire que y € YV* = X.
Et on a pour tout t € Y

(I =T)y:t) = (y: (I = A)t)

L ((2": Thaz; (I - A)t))
k=0

L (((I —-T) znj Tk t))

k=0

=L ((zn: Tk t)) - L <<T§ Tkx;t>>

(x;t) +£(2Tk:nt> <<7§Tkx;t)>
k=0
= <x;t>7

sup
neN
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la derniere étape est due a 'invariance par translation de la limite de Banach £. On en
déduit donc que y est bien solution de (I —T)y = x. O

Le but de cette partie est de donner des critéres portant sur x et T assurant que x
est un cobord de T en généralisant le Théoreme de F. Browder [7] ou en affaiblissant ses
hypotheses.

4.2 Limites de Banach a poids

Dans cette section on cherche & généraliser le Théoreme de M. Lin (Théoreme |4.2))
en introduisant des poids dans la somme >?_, T%z. Plus précisément on va démontrer le
Théoreme suivant.

Théoréeme 4.3. Soit X le dual d’un espace de Banach, soit T un opérateur a puissances
bornées sur X et continu pour la topologie faible étoile et soit x € X. Alors l’équation
(I —T)y =z a une solution y si et seulement s’il existe une suite strictement positive et
croissante (an)nen telle que limy,_yo0(ant1/an) =1 et

n
Z an_kam
k=0

sup — < 00.

neN an

Remarque 4.4. Le Théoréeme de M. Lin (Théoréme [4.2)) correspond au cas particulier
de la suite définie par a,, = 1 pour tout n € N.

Pour démontrer ce Théoreme on va introduire des prolongements de limites de Ba-
nach & des ensembles de suites dont les moyennes pondérées sont bornées. On introduit
maintenant ces moyennes pondérées par des suites de poids (7 )nen-

Soit v = (Yn)nen une suite réelle positive telle que vy # 0, on note

n
an =2
=0
et pour toute suite complexe z = (z)pen,
1 n
MJ(x) = — 3 njz;.
an =5

Ainsi défini, M) (z) est la moyenne des n premiers termes de la suite x pondérée par la
famille de poids 7. On définit E, I'espace

E, = {x = (Tn)nen C C;sup |M,(z)] < oo} .
n>0
On se donne une limite de Banach £ et on définit £, sur £, par
Ly(x) = £((M](2)),), =€ B,

Proposition 4.5. On suppose que la suite (7y,) vérifie

lim 1™ = .
n—00 q,

Alors la restriction de L a 1> est une limite de Banach et L., est invariante par translation
sur B,
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Démonstration. On va vérifier que £, est invariante par translation, les autres propriétés
sont des conséquences directes de la définition de L. Soit (z,)nen € E4. On a

1 n
Ly((Tnt1)n) = L . Z Yn—jTj+1

n
n+1

1
=L s
an i3
n

_ <<Qn+1 M (2) 7n+1$0> > .

Gn Aan,

Par hypothese on a lim,, .o Z—Z = 0, on en déduit que

. An+1
lim —*

n—oo an

=1.
Donc par invariance par translation de la limite de Banach £, on obtient
An41 Tn+1%0
(a0 @) - ) ) — £(08@),) + 0.
Qnp QA n
Ce qui nous donne
Ly(xnt1)n) = Ly((Tn)n)-
O

Démonstration du Théoréme[4.5 La suite (an)nen étant donnée, on pose vy = ag et pour
tout n € N*/ v, = a,, — ap—1. La suite v = (7,,)nen ainsi définie est une suite positive
telle que v # 0 et limy, 00 Y /an = 0 avec a, = Z?:o 7;. Soit £ une limite de Banach,
I'application £, définie comme précédemment sur E. est donc invariante par translation
et prolonge une limite de Banach.

Soit ) un espace de Banach pré-dual de X, comme T est continu pour la topologie
faible étoile, il existe A € B()) tel que A* = T'. Soit £ une limite de Banach sur [*°(C) et
L., définie sur E,. On considere y : Y — C défini par

y(t) = Ly ((iTkx;w) , tey.
k=0

n

Pour vérifier que y(t) est bien défini pour tout ¢ € Y, il suffit de vérifier que

((i: Tz, t)) S ONS
k=0 n

MY Qo TRty | | == ey (Thast)
k=0 j=

J
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Donc pour tout n € N, on a

1 n
— Z an,kaaf
n }—o

My ((ZT’“w;t>) < il
k=0

J

Ce qui montre que y(t) est bien défini et par linéarité et continuité de £, y est linéaire et
continue sur Y, c’est-a-dire que y € V* = X. Et de plus pour tout t € Y on a

=, (<Z Tha; (- A>t>)
k=0
=z, (<<I ~1) Tha; t>>
k=0
n n+1
=L, ((Z Tz t>> - L, ((Z T (I — A)t>>
k=0 k=1
n n+1
= (z;t) + L, ((Z Tk$;t>> — Ly ((Z T, t>>
k=0 k=0
= <x5t>7
la derniere étape est due a 'invariance par translation de £, sur I'espace E,. On en déduit
que y est bien solution de (I —T)y = . O
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Chapitre 5

Cas d’une isométrie

Dans ce chapitre on s’intéresse au cas d’un opérateur isométrique 1" sur un espace de
Hilbert H. Le but de ce chapitre est d’affaiblir I’hypothese sur les sommes ergodiques,
en s’appuyant sur une hypothése sur le comportement de [|[7*"z||, pour € H. On s’est
pour cela inspiré d’un résultat de R. Rochberg [33] qui s’intéresse au cas d’une translation
unilatérale et utilise une hypothése sur les coefficients de x dans la décomposition en
somme orthogonale de H associée a cette translation.

Définition 5.1. Soit une isométrie T sur un espace de Hilbert H. Un sous-espace K de
H est appelé ambulant pour T lorsque

TP L TIK pour p,q € N;p#q.

L’isométrie T s’appelle translation unilatérale lorsqu’il existe dans H un sous-espace
K, ambulant pour T et tel que

PrK==u
n=0

Le Théoreme de R. Rochberg est le suivant.

Théoréme 5.2. [33] Soit S une translation unilatérale, f un élément de H. Avec les
notations introduites dans la définition, on pose f; la projection de f sur T7KC. S’il existe

B > 0 tel que ‘

1551l = 027,
alors une condition nécessaire et suffisante pour lexistence d’un g dans H tel que (I—-S)g =
f est

([
A |2 T =0
k=0

Remarque 5.3. La condition ‘

175l = 0(2%)

implique que ||S* f|| = O(2777), mais elle nécessite de plus de connaitre la décomposition
de H associée a la translation unilatérale S. Le Théoreme que I’on se propose de démontrer
généralise la condition & une isométrie quelconque et s’affranchit de la connaissance d’une
telle décomposition.
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Théoreme 5.4. Soit T' une isométrie sur un espace de Hilbert H et x € H.On suppose
que

[e.e]
Z k[T 2| < oc.
k=0

Alors il existe y € H tel que x = (I — T)y si et seulement si

2

1
lim — =0.

n—oo n

n
Z Tk
k=0

Le point de départ pour démontrer ce Théoreme est le Théoreme de décomposition de
Wold [31].

Théoréme 5.5 (Décomposition de Wold). [31] Soit T une isométrie sur un espace de
Hilbert H. Alors H se décompose en somme orthogonale H = Ho ® H1 de facon que Hy
et Hy réduisent T, la restriction de T a Hgy étant unitaire et la restriction de T' a H1 une
translation unilatérale, l'un des sous espace pouvant étre réduit a {0}. Cette décomposition
est déterminée de maniére unique : on a notamment

Ho=[T'"H et Hi=EPT'K oi K=HoTH.
n=0 n=0

Démonstration du Théoréme[5.4 Sixz = (I —T)y, il est évident que

n 2
ZTkx =0,

k=0

1
lim —
n—oo n

car T est une isométrie donc & puissances bornées. On suppose donc

2

et on va montrer qu'il existe une solution y a ’équation (I —T')y = x.

On consideére la décomposition de Wold de H en H = Hy D H; associée a I'isométrie T'.
On remarque que = € H;. En effet si on décompose x = xg + x1 suivant la décomposition
de Wold de H, alors

lim [|[T""z1]| =0 et |T""xzo| = ||xol, ¥n €N.
n—oo
Donc
. *N _
lim (17| = [laoll
or par hypotheése,
lim || 7T*"z| = 0.
n—oo

Ce qui prouve que x € H; (en particulier, si la partie H; est réduite & {0}, alors . =0 =
(I —T)0). Quitte a considérer la restriction de T' & H;, on peut donc supposer que T est
une translation unilatérale.

Dans la suite de cette démonstration, on notera pour tout n € N, P, la projection
sur le sous-espace T"K et pour tout u € H, on notera u, := P,(u), u" := Z?:o u; et
R, :=u—u"™
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Si y est solution de 1’équation (I — T')y = x, on obtient, en projetant sur T*K pour
chaque k € N, le systeme d’équations suivant

o = Yo
1 =1y1— Ty

Tp =yYp — TYr—1

On a alors nécessairement

Yo = To
y1 =x1+ Ty =21 + Txg

yp =k +Typ1 = +Top_1 +-- + TF 1o + TkSUo

On pose alors pour tout r € N

,
= TFz,_, € T'K.

k=0
I?

On va montrer que la somme > 2 ||y-||* est finie et ainsi que y = Y oo y, est bien défini

dans H. On aura alors pour tout r € N

P((I=T)y) =yr — Tyr—
r—1

r
= Z zjr—j — ZTj—HI'T_l_j
7=0

Jj=0
= Z,.

Ce qui montre que (I —T)y = z. Pour montrer que la somme Y22 ||ly,||* est finie, on va
reformuler y, a l'aide des deux Lemmes suivants.

Lemme 5.6. Soit u € H tel que (jHT*juH)jZO €. Ona:

ZTk

Démonstration. On remarque déja que la somme 322, (u; T%u) est absolument conver-
gente car (||[T*ul|);j>o0 est sommable. Pour tout n € N*, on a

2 n
= (Z | T*u||* + 2Re ( Z (T'u; T%L)))

i=0 0<i<j<n

o
= |Jull® + 2Re > (u; T*u)
k=1

lim —
n—o00 N,

S|

[

= (i ||w|* + 2Re ( Z <u;Tj_iu>>)
=0

0<i<j<n

:n+1H H2+ Re (Z(n—r—l—l)(u;T”ﬁ)

r=1

_nt 1” |? 4+ 2Re <Z w; T u) ! Z(r - 1)<u;TTu>> .

r=1 7’L r=1

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Oscar Devys, Lille 1, 2012
54

On observe que

S

> (= D{wTTu)| < %HUH > (= DT "ull.
r=1 r=1

La suite (j||T*u|));>0 étant sommable, on en déduit que

n

1 T
— z_:l(r — 1) (u; T"w) =20

Comme la série Zk21<u;T’“u> converge, on peut passer a la limite quand n tend vers
I’infini. Ce qui donne

2
R g 2 — k
nh—>noloﬁ ZT ul| = ||ul|® + 2Re Z(u,T u).
k=0 k=1
O
Lemme 5.7. Soit w € H. On a pour tout r € N,
2 2
L 11l .
J 1 = 137m = 30T
ZT Up—j —nlbngon ZTU
Jj=0 j=0
Démonstration. Soit n > r, on a pour k € N
Z?:o Tjuk,j si 0<k<r,
P, zn:Tjur _ >0 TJu;?,j sio r<k<n,
= ik TPup—y st n<k<n+r,
0 si k>n+4r.
La décomposition de H en H = @;—, 7" K permet donc d’obtenir
1 n ) 2 1 r—11 k ) 2 1 n r ) 2 1 n+r r ) 2
— Ty = — TIuy,_; — TIuy,_; — TIUp i
S DoREs RS 91D SET RS of ) St (R ol (D ol ey
7=0 k=0 {|j=0 k=r ||7=0 k=n+1||j=k—n
Or
1 r—1 k ] 2
- J )
| 2 [ Tk | =20
k=0 [|7=0
et
1 n+r r ) 2 1 r r ] 2
hal J 1 == J .
LSy vuey) L[]S | =0
k=n+1 ||j=k—r k=1 ||i=k
et
1 &N ’ n—r+1|< ’ L ’
J | — J . J .
D1 SE LN R  F N P o
k=r||j=0 7=0 7=0
On peut ainsi conclure que
2 2
1113 . r )
m = il = J .
nlg%on ZT u'|| = ZT Up—j
7=0 7=0
O
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Montrons enfin que Y ;¢ [|yr[|* < co. Par le Lemme on a pour tout r € N

2 1 2
Iy |1? = = lim —
n—oo N,

I8 n
Tr_i 'z
. T > T’
i=0 i=0

Or d’apres I'identité du parallélogramme appliquée a " + R, = x on a

2 2 2

n

Z Tix"

1=0

n

Z Tix

=0

n

Z T'(z" — R,)

1=0

n

> T'R,

1=0

S
_i_i
n

2

n

2

n

n

On fait tendre n vers l'infini dans I’égalité ci dessous. Alors d’apres le Lemme 5.6 appliqué

2
a R, et az" — R, et 'hypothese % szzo Tka — 0, on obtient
n o

2
n
2y |* = lim =% T2
=0
n 2 n 2
1= 1=
= |l2" = R[> = 2| R, [|?
o0
+2Re Y ((a" = Ry TH(a" = R)) — 2(Ris TFR,))
k=1

o
= |27 = |B.|? + 2Re > ({27 T"2") = (2 T*R,)

k=1
— (Ry; T*2") — (Ry; T*R,))
= ||="|* = [|R||I” + 2Re Y _(z";T"a") — 2Re > (Ry; T*x).
k=1 k=1

Le Lemme [5.6) appliqué & z” et le Lemme [5.7] nous donnent la relation suivante

2
1
|2"||? + 2Re E (" T*2") = lim —

n—oo
k>1 n

Z Tix"

1>0

= HyrHQ'

On en déduit que
2]lyel* = lly-|I* = | Rel” — 2Re Y (Ry; T ),
E>1
d’ou
HyrHQ = _”R’I’||2 —2Re Z<Rr;Tk$>'
k>1

On a supposé que (j|Tz|); € I* de plus on remarque que R, = T™H7T*0+g en
particulier on a ||R,|| = ||T*"+Yz|| pour tout r, donc (||R,||?), est sommable. 11 suffit
donc de montrer que

>

r>0

Z<RT; Tkz)

k>1

< 00.
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Or,
T o
Y (R TFa)| = Y (R Tra) + D (R TFa)
k>1 k=1 k=r+1
T e.¢]
=D (R TFz) + Y (R Tha)
k=1 k=r+1
T [e.9]
k k
< S IRAIT ] + Y IR
k=1 k=r+1
< Yl { PR+ 3 IRl
k>r
< al| { #IT0al| + 3T Dz )
k>r
Comme on a supposé que la suite (r||7*"z||), est sommable, on obtient
ST T = 3 T < o,
r>0k>r k>0
Dot 32,50 [|yr[* < oo. O

On peut déduire du Théoreme I’application a ’équation fonctionnelle suivante déja
présentée dans [33].

Corollaire 5.8. [73] Soit f une fonction périodique de période 1 telle que f € L*(0,1),

1
/ F(t)dt =0
0
et qu’il existe o > 0 tel que

sup | f(z+h) — f(z)]l2 = O(6%). (5.1)
0<h<s

R A
lim — 2t
Jm 2 121)

est nécessaire et suffisante pour lezistence d’une fonction g dans L?(0,1) telle que

f(t) = g(t) — g(2t).

Remarque 5.9. M. Kac avait déja obtenu un résultat dans cette direction dans [20] en
faisant I’hypothése que f est dans la classe de Holder C%® pour un a > 1/2 & la place de
I’hypothese

Le Théoréme [5.4] nous permet de remplacer cette hypothése par I'hypothése plus
faible suivante. On suppose que (ay)nen, la suite des coefficients de Fourier de f, véri-
fie (vala(n)**¢a,)nen € 12 pour un £ > 0 et ot valz(n) est la 2 valuation de n, c’est-a-dire

Alors la condition

2
dt =0

valy(n) =k si n=m2* avec m ¢ 2N.
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Démonstration. On va appliquer le Théoreme a 'application linéaire et isométrique
T : L*(0,1) — L?(0,1) définie par

Tf(t)= f(2t), te(0,1) mod 1.

La condition

Jim 1/1 znjf(z%)Q ~0
est la traduction de la condition
lim l z”: Tk 2 =
n—oo n, = ’

du Théoréme Il s’agit de vérifier qu’on a bien

o0
Z k| Tz < oc.
k=0

Soit (ay) la suite des coefficients de Fourier de f. On remarque que ag = 0 par hypothese
et pour n € N,

T*kf Z CL keQ’HTjt

j=—00

De plus d’apres [39, p. 42 et p. 296], s’il existe o > 0 tel que

sup |[|f(z +h) — f(z)]2 = O(6%),
0<h<é

alors a, = O(|n|™%) et Y jez |an|® < 0o pour un B < 2. On en déduit que

o

Z n"la,|* < oo

n=—0oo

pour un certain y > 0.
Pour € > 0, en faisant le changement de variable n = j2*, on obtient

- 1/2
Y K| a|| = Zk( > |aj2k’2)
k=0

j=—00

k=0 j=—00

o o 1/2
_ Z k7(1+€)/2 (k3+5 Z ’aj2k‘2)

< <Z k_(1+5)> (Z p3te Z |aj2k]2)
k=0

k=0 j=—00

1/2 valz(n) 1/2
k(lJrs)) (Z ‘an‘Q Z k3+s>

n=—0oo

A

5

(%

. 12 / oo 1/2
2 Zk—(l-‘rs)) (Z valg(n)4+€|an|2> )

k=0 n=—oo

IN

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Thése de Oscar Devys, Lille 1, 2012
58

Ce qui nous donne bien

oo
Z k| T z|| < oc.
k=0
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Chapitre 6

Polynomes vérifiant une relation
de récurrence

6.1 Introduction

On continue 'étude des cobords. Le but de cette section est de remplacer, dans la
condition concernant les sommes ergodiques, les termes en Tz par Pi(T)x, ou (Pg)ken
est une suite de polynoémes vérifiant une relation de récurrence. Notons qu’une version du
théoréme ergodique pour ce type de sommes > Pi(T)x a été démontrée récemment par
C. Badea et S. Grivaux [4]. Les méthodes employées dans cette section sont inspirées des
travaux de V. Fonf, M. Lin et A. Rubinov [14] dans le cas classique (Py(z) = 2*).

Soit (Py)ren une suite de polynomes telle que Py = 1, deg(Py) = k pour tout k € N et
vérifiant une relation de récurrence de la forme

k1
2Pi(2) = > s Ps(2) + ar, (6.1)
s=0

ol (Yn)n>—1 €t (an)nen sont des suites complexes telles que
oo
(nYn)nen € ll(N); (an)nen € ZI(N) et Z an, # V-1 (6.2)
n=0

On pose

o
Z0 - — Z Yn-

n=-—1

Remarque 6.1. Le modele d’une telle suite de polyndomes est la suite des polyndomes de
Faber associée a un compact simplement connexe K. On a vu en effet dans le premier
chapitre (équation [1.4)) que les polynémes de Faber vérifient la relation suivante

k k+1
2Fp(2) = > BsFios(2) + kBr =D Be-sFs(2) + kB,

s=—1 s=0

ou la suite (8)r>—1 désigne la suite des coefficients du développement de la représentation
conforme extérieure v sous la forme

@Z’(w):5w+50+51w_1+--'+Bkw_k+...
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Si on suppose que (kBk)ren € ' et K est une courbe de Jordan Alper-lisse en 1, alors 9
et '(z) =B — k=1 kBrw =1 se prolongent par continuité sur {z : |z| > 1} N D(z(1),¢)
pour un € > 0 et ¢'(z) # 0 d’apres le Théoréme Donc

i Bn = @0(1)

n=-—1

et
0£¢' (1) =8=Y kb

k>1

Ce qui montre que, dans ce cas la suite des polynémes de Faber associée a K vérifie bien
une relation du type de l’équation et la condition La condition sur la suite () g>—1
est vérifiée par exemple quand la frontiere de K est de classe CY pour un vy > 1/2 d’apreés
la Proposition [1.13

Une conséquence directe de la formule de récurrence vérifiée par la suite de polynémes
est le lemme suivant.

Lemme 6.2. Pour tout n € N et tout z € C, on a

(20 — 2) <Zpk )-’y (1= P, Zak+z<s§: ’ys>Pk(z)

=n—k
Démonstration.
n—1 n—1 n—1
(z0 — 2) (Z Pk(z)> = Z 20Px(z) — Z 2Py (2).
k=0 k=0 k=0
Et
n—1 n—1 /k+1 n—1
> 2P(2) = Wk—sPs(Z)> +) a
k=0 k=0 \s=0 k=0

n—1 n—1
Vk—s) P(2)+ > e+ Y a
k=0 k=0
n n—k—1 n—1 n—1
= Z ( Z 'yj) Pk(z)+2’7k+2ak.
j= k=0 k=0

De plus on a que Y o2 _; vn = 20. On en déduit que

k=0 \j=—1

n—1 [e'S) n n—k—1
(20 — 2) <2Pk ) => (Z %’) IAOEDY ( > %‘) Py(z)
n—1 n—1
—Z”Yk—zak
k=0 k=0
n—1 00 n—1
=7+, ( > %‘) Pr(z) = v-1Pa(2) = Y ay.
k=0

j=n—k
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6.2 Cas général
On considere X un espace de Banach et T' un opérateur borné sur X tel que

C = sup [|P(T)] < oo.
neN

Notation 6.3. On pose
U={z e <1}
et

n—1

Vi = {xEX;sup
" k=0

<1f.

mVp C (Z(]I—T)U C MVj.

Proposition 6.4. Il existe m, M € R’ tels que

Lemme 6.5. La suite (Zz;é Pk(zg))n>0 n’est pas bornée.

Démonstration. On suppose par ’absurde que (ZZ;& Pk(zo)) . est bornée. Soit £ une
n

limite de Banach sur [*°. On applique le Lemme [6.2] au point z = 2. Ceci nous donne
I’égalité

n—1 n—1 00
0= ’)/_1(1 — Pn(Zo)) — Z a + Z ( ’)’s) Pk(Z(]) (6.3)
= s k

Comme (D;_o Pr(20)),,>o est bornée, on a

n n—1 n
C :=sup|P,(z0)| = sup Z Pr(z0) — Z Pr(20)| < 2sup Z Pr(20)| < 0.
TLEN TLGN k=0 k=0 TLGN k=0

Et on a supposé (ag)ren € [, en particulier la série ZZ;& ay, est bornée. On en déduit que

la série
n—1 00
Z ( Z 75) Pk(ZO)

k=0 \s=n—k

est bornée. Ce qui nous permet d’appliquer la limite de Banach £ a chacun des termes du

membre de droite de I'égalité

Comme la série (ZZ;(l) Py(z0) =0 est bornée, on obtient par invariance par translation
n>

de la limite de Banach £

n n—1
ﬁ(Pn(z()» =L (Z Pk(20)> - L <Z Pk(20)> =0.
k=0 k=0

Et comme (ay)ren € 11, on a
o

n—1
L (Z ak> = ag.
k=0 k=0

L (”z: ( i ’ys) Pk(zo)) =0.
k=0 \s=n—k

On va montrer que
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Soit € > 0. Il existe NV € N tel que

> k| <e.

k>N

Par invariance par translation de la limite de Banach £, on obtient

(B2 re) el B (2] o)

Comme pour tout k, |Py(z0)| < C, on obtient

(5 (5) o)

Donc pour tout € > 0,
n—1 00
L Z Z s | Pr(20) | < Ce.
k=0 \s=n—k

(E(2))-

En appliquant la limite de Banach £ & I’équation on obtient donc

0
0= Y—1 — Z ag.
k=0

D’ou la contradiction avec les conditions [6.2] O

< C'sup Z Z\%] <CZ$]78| < Ce.

neN N s>k s>N

C’est a dire

Démonstration de la Proposition 6.4} On commence par montrer qu’il existe M > 0 tel
que
(20l =T)U C MVj.

Soit x € (20f — T)U. 1l existe une suite (y;);en telle que pour tout j € N on ait y; € U et

x = lim (20l — Ty,

]—}OO

Soit z* € X*, on a alors

;)| = lim [{a"; (201 = Ty}l < 00 = )"
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Pour tout n € N on obtient alors d’apres le Lemme [6.2

n n—1
(2% Pe(T)a)| < ||(l — T*) Y Pr(T*)z*
k=0 k=0
n—1 n—1
<[ |7 = Pu(T)* = D@+ ) ( > %) Pe(T)*
k=0 k=0 \s>n—k

< 2 (-2 (1 + C) + [[(ar)kenllo + Cll(Eve)kenll)-

Ce qui nous donne le résultat annoncé en posant M = |y_1|(1 + C) + |[(ag)ken]l; +

Ol (kvk) kel -
Montrons a présent que

mVi C (20l —T)U
avec

m = > 0.

(o]
V-1 — Z ag
k=0

Soit x € mVj. On suppose par 'absurde que = ¢ (20l — T)U. D’apres le Théoreme de
Hahn-Banach, il existe z* € X* et A € R tels que

{R€(<y;w*>) <A Wyé€ (2l -T)U,
Re({x;x*)) > A.

Siy € (20l —T)U et a € C, |a] =1, alors ay € (z0f — T)U. En particulier I’ensemble
{Re({y;x*));y € (20l —T)U} est symétrique. On a donc nécessairement A > 0. Cela
implique également que si y € (20l —T)U et o € C, || = 1, alors

Re((y; ax®)) = Re((ay; 27)) < .

En particulier si on pose

on obtient alors
Re((z;ax™)) = [(x;27)[ > A

Quitte & remplacer x* par az™, on peut alors supposer sans perte de généralité que (x; z*) >
0et

{l(y;x*>| <X Vye (2l -T)U, (6.4)

(T x*)y > A
Si on suppose A = 0, on a pour tout y € (2ol — T)U
(y; %) = 0.

Donc pour tout z € X
((zol =T)z;2") =0.

En particulier si on applique en z = x on obtient pour tout £ € N

(P(T)x;2) = (Py(z0)x; 2*).
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On en déduit que pour tout n € N

[ = {5 27).

Xn: Py(T)x Zn: Py (20)
k=0 k=0

Or (z;2*) > 0 et d’apres le Lemme on sait que que |>-}_y Pr(20)| n’est pas borné.

L’inégalité ci-dessus donne donc la contradiction.
Si on suppose A > 0. Comme x € mVy, on a pour tout n € N

1 n—1
— > P(T)z €U,
2o

donc
n—1
mA > |{(zol —T) Z Pi(T)x; x*)
k=0
n—1 n—1
> [(v-1(z0] = Po(D)z = Y ape + Y ( > %) Pyp(T)z; ™)
k=0 k=0 \s>n—k
n—1 n—1
> (fy_l -y k) (e5") — (Pa(T)zs2®) + {3 ( > %> P(T)z:a")|.  (65)
k=0 k=0 \s>n—k

Soit £ une limite de Banach sur [*°(C). Comme z € mV] on a

LUPy(T)x;2")) =L ((zn: Pk(T)x;x*)> —L ((nz_: Py(T)z; x*>> =0.
k=0 k=0

Et de la méme maniére que dans la preuve du Lemme [6.5| on peut montrer que le fait que

n

Z Pk (T)l’

k=0

c (&:1 ( > %) Pk(T):v;x*>) = 0.

k=0 \s>n—k

sup < 00

neN

implique que

Si on applique la limite de Banach £ dans I'inégalité [6.5] on obtient

[e.e]
mA > |y-1 — Z ag| {(x;z*).
k=0

C’est a dire
A 2> (z;27),

d’ou la contradiction avec I'inégalité Cela prouve qu’on a z € (20 — T')U et acheve la
démonstration. O

Corollaire 6.6.

{:cEX:sup

n

n—1
> Pu(T)a
k=0

< oo} = U n(zol —T)U.

n>0
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Notation 6.7. On dira qu'un sous ensemble de X est un ensemble F, ou plus simplement
un Fy, si c¢’est une union dénombrable de fermés.

Théoréme 6.8. Soit T € B(X) tel que sup,cy || Pe(T)]| < co. Sont équivalents :

i Pk (T):II

{x € X;sup
k=0

n

< oo} = (20l —T)X,

2. (20l —T)X est un Fy,
3.
(ZoI — T)U C (Z()I— T)X
Démonstration. L’implication (1) = (2) est une conséquence du Corollaire Montrons
que (2) = (3). On suppose que

(Z()I— T)X = G Fn

n=0
ou pour tout n, F, est un ensemble fermé. D’apres le théoreme de Baire, il existe g €
X,r>0et nyg €N tels que

xo+1rU C (Z()I — T)_I(Fno).

Donc
(20l = T)xo+r(20l —T)U C Fp,.

Et comme F},, est fermé,
— 1
(20l —T)U C ;(FnO — (20 —T)xp) C (20l = T)X.
Montrons enfin que (3) = (1). D’apres la Proposition [6.4] et (3), on a
mVi C (Z()I — T)U C (2’0[ — T)X.

Donc
n—1

> P(T)x
k=0

L’inclusion réciproque est une conséquence du Lemme et de I’hypothese

< oo} = U nVi C (20l —T)X.

{ZE € X';sup
n neN

sup || P, (T)|| < oo.
neN
O

En relisant les démonstration de la proposition et du Théoreme on peut remar-
quer qu’on n’a pas besoin de I'hypothese sup,,cy || Px(T)|| < co pour obtenir une condition
suffisante d’existence qu’une solution y a 1’équation (29l — T')y = x. On obtient

Théoréme 6.9. Soit T € B(X) et x € X. On suppose que (20l —T)U est un Fy. Si

z": Py(T)x

k=0

sup
neN

< 00,

alors il existe y tel que
x = (20l = T)y.

Remarque 6.10. Si X est un espace dual et T' un opérateur dual, alors (zol — T)U est
fermé car faible étoile compact d’apres le Théoréeme de Banach-Alaoglu. En particulier si
X est réflexif et T € B(X), alors (20f —T)U est fermé.
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6.3 Application aux polynémes de Faber

D’aprés la remarque [6.1] on obtient le Corollaire suivant du Théoréme [6.9]

Corollaire 6.11. Soit K un compact simplement connexe tel que 0K soit une courbe de
Jordan rectifiable et soit zg € OK. On considére ¥ Uapplication conforme et (Fy)ren la
suite des polynomes de Faber associées a K et on pose wg = 1~ (2). On suppose que OK
est Alper-lisse en zy et que les coefficients du développement de Laurent de l’application 1)
vérifient (kB )ren € 1.

Soit T € B(X) et x € X. On suppose que (zol —T)U est un Fy. Si

n
sup wao_ka(T):r < 00,
" k=0
alors il existe y tel que
x = (20l = T)y.

Remarque 6.12. Si K est de classe C1'7 avec v > 1/2, alors les conditions OK est
Alper-lisse en zq et les coefficients du développement de Laurent de ’application conforme
extérieure 1 vérifient (kBy)ren € ! sont satisfaites.

Démonstration du Corollaire [G.11. On considére T = wy 'T, T = wy 'T' et 9 Papplication
définie sur {z;|z| > 1} par

D(w) = wy ' (wow).

Il est facile de vérifier que ¥ est Papplication conforme extérieure associée au compact
délimité par I'. On en déduit que la suite des polyndmes de Faber associée & ce compact
est donnée par
Fo(2) = wy " Fp(woz).

C

On a de plus ¢(1) = wy 20 et o(T) C T. Or

(20l —T)yy=x
e(wy 2ol —wy 'T) (woy) =
S —T)(woy) = =.

Donc d’apres le Théoreme et la remarque [6.1], on obtient le résultat annoncé. O
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Chapitre 7

Opérateur normal a spectre dans
une courbe de Jordan

Dans cette section on s’intéresse au cas d’'un opérateur sur un espace de Hilbert H.
L’objectif de cette section est de généraliser le résultat suivant de G. Kozma et N. Lev

Théoréme 7.1. [22] Soit U un opérateur unitaire sur l’espace de Hilbert H et x € H. On
considére les sommes ergodiques

Spr=x+Uzx+---+U" .

Alors z est un cobord de U si (et seulement si)

< 00.

en (1 s[4

En remarquant qu’un opérateur est unitaire s’il est normal et que son spectre est inclus
dans le cercle unité, la généralisation naturelle du résultat précédent est de s’intéresser au
cas d’un opérateur normal dont le spectre est inclus dans une courbe de Jordan. En
se donnant des conditions de régularités sur cette courbe, on obtient alors un résultat
analogue au précédent a ’aide des polyndémes de Faber.

Notations 7.2. On se donne I" une courbe Alper-lisse avec des angles. Soit K le compact
délimité par I, ¢ 'application conforme extérieure et (F},)nen la suite des polyndémes de
Faber associées & K. On notera (fi)ken la suite des coefficients de Laurent de la fonction

0.

Théoréme 7.3. Soit T € B(H) un opérateur normal tel que o(T) C I' et x € H. On
suppose que (kB )ren € I et que T' est Alper-lisse en (1) ou bien admet un angle en (1)
de mesure extérieure inférieure a w. On pose pour tout n € N

Spr=z+F(T)z+ -+ F,1(T)x.

Alors il existe une solution y da équation (Y(1)I —T)y =z si

2
1 N
sup Z | Sn||? — N Z Snx < 00. (7.1)
n=1
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Remarque 7.4. Les conditions (kfBg)ren € 1! et T' est Alper-lisse en (1) sont remplies
si on suppose que I' est de classe C7 avec v > 1/2, d’apreés la proposition

Démonstration. On pose

1N
=¥ Z |Sn||? — H ZS x
n=1

On suppose que la suite (Vi) yen est bornée. On considére la décomposition spectrale de
l'opérateur normal T'. On a
T — / tdE(t)
o(T)

ou E est la mesure spectrale de T'. On pose

= (Ez;z),

on a alors

(T a) = /F tdu(t).

Pour montrer I'existence d’une solution y a I’équation (¢(1)I — T)y = x, on va utiliser
le calcul fonctionnel. Soit B I’ensemble des applications boréliennes et bornées sur I', on
considére I'application © : B C L?(u) — H définie par

Alors pour tout f € B, on a
1l = [ 15O
r

Donc © se prolonge en une isométrie de L?(u) dans H. De plus si f € B et g € L%(p),
alors ©(fg) = f(T)O(g). Si on arrive & montrer que I'application

C: 2t

P(1) — 2
est dans L?(p), alors on obtient en posant f = (¢(1) — z) et g = ¢ que
(M =T)6(s) = =,

et donc que y = O() est solution. Montrons & présent que ¢ € L?(1).
Si P est un polynoéme, alors

IP(T)x|* = (P(T)*P(T)x; x) =/ |[P(t)[Pdpu(?).

tel’

Ceci nous donne pour tout N € N

Vy = /t _Qn(tdu(®)

avec
N |n—1 2 N n—1 2
e =3 3 Y BE| |5 Y Ae)
nlkO nlkO
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On vérifie aisément que pour toute suite complexe (ay)nen On a

1N N N 1N
szn\z ’ Z *Za”_ﬁzam , VEN
= n=1 n=1 m=1
Ceci nous donne une formule alternative suivante pour Q,(z)
N |n—1 2
n=1 k=0 m 1 \k=0

D’apres le Théoreme on sait que (F, (¢ (1))) y tend vers un certain a > 0. On peut
alors vérifier que llmN_>OO Qn((1)) = c0. Or QN( ) est positif pour tout z € T' et tout
N eN, et

Sup/QN(t)dt<oo.
NeNJI

On en déduit que p({1(1)}) = 0. Il reste a vérifier que ¢ est de carré intégrable sur
(I\{®(1)}) muni de la mesure pu.
En utilisant les notations

n—1
Bk—ZBJ et anp=p-— Zkﬁka
j=Fk k=0
le Lemme [6.2] nous donne la relation suivante
n—1 n—1 n—1
1) —2) ) Fi(2) = B(1 = Fu(2)) = > kBr+ Y BuiFi(2) (7.2)
k=0 k=0 k=0
n—1
= Qp — 5Fn(2) + Z anka(Z).
k=0

De plus comme la famille (kf8k)ken est sommable, la suite (o, )nen converge. On obtient
donc

2

N n—1 N m—1
n=1 k=0 m=1 k=0
1 1 Y nl
=5 n; (an - ¥ m}_jl am> — BF.(2) + kgo By Fi(z)

2

1 N m—1
- N Z <_/8Fm(2) + Z Bm—ka(z)>

k=0

1 X 1 X
Aim 5D o = 5 D o) =
n=1 m=1

Et pour z € I, z # (1), d’apres le Théoréme [1.14]

M (z) == sup || Fp(2)]| < o0,
neN
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I’équation nous donne alors

n—1 n—1 n—1
1)—2) Y Fi(z)| = |5(1 — Fu(2) = S kB + Y. Bu i Fi(2)
k=0 k=0 k=0

< [BI(L+ M(2)) + [[(kBr)renllr + M (2 Z Z |8j1

k=0 j=n—k

< (L4 M) (8] + [ (kBr)renllr)-

Ce qui montre que pour tout z € (I'\{¥(1)}) fixé,

n—1
sup ZFk(z) < 0.
neN k=0
On en déduit que
1 X
Jim &S (5 =0
Et de plus
1 N m—1 1 N m
v 2 (Z Bm_ka(z)> =~ 2 | 2 BiFm(2)
m=1 \ k=0 m=1 \j=1
1N N
~ s (53 R
Jj=1 m=j
1N N—j
=32 (B Y Ful2)
j=1 m=0
Donc
1 N m-—1 n—1
N Y BurFr(2)| < < sup |y Fi(z) ZFk
m=1 k=0 neN k=0

1 N m—1
Jim > (—ﬁFm(z) + ) Bm_ka(z)> = 0.

k=0
Ce qui nous donne

2
+o(1).

n—1

- By Fi(2)
k=0

On va montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout z € (I'\{y(1)}) fixé,

1 N
(1) - 2)%Qn(2)| = ¥ 2 |PF

n—o0

lim ‘ﬁF ZB ka

On pose w = ¢(z) € T. D’apres le Théoréeme on a

lim F,(z) —w" =0,

n—oo
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et comme (By)ren € [1(N), on en déduit que

n

Z B, Fy(z Z _j(z) = zn:ij”_j +o(1).

: j:l
On a donc
n—1 n )
|ﬁFn(z) - Z Bn—ka(z) = |pw" — Z ijn—] + 0(1)
k=0 j=1
=0 - Zij_j + o(1).
j=1

Or comme (Bj)jen € I'(N), on a que la somme >0 Bjw™ converge. 11 suffit donc de
montrer que

|,8 — iij*f £ 0
j=1

En utilisant la décomposition de i en série de Laurent on obtient

B - ZBw‘J—ﬁ Z(Zﬂkw )

k=j

EbE)

k=1
1
S woi (5““—

(Z Bew ™" i /Bk)
k=—1 k=1
_ Yw) —v(1)

a w—1

||
i M8

_k>
)= > Br— Bo+ Bow’ + > Bkw_k>
k=1

k=1

Ce qui prouve que pour tout z € (I'\{(1)}),

2

P(w) —9(1)

lim_[(1 - )2Qu(2)| :‘ ) -3

N—oo

9

avec w = ¢(z) € (T\{1}). Et d’apres le Théoréme on a que la fonction
o [P =50
w—1

ne s’annule pas sur (T\{1}) et est minorée au voisinage de 1. Donc il existe ¢ > 0 tel que
pour tout z € (I'\{(1)}),

lim inf | (4(1) - 2)2Qn(2)| > e

N—oo
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Donc par le Lemme de Fatou, on a
/ ! 2d()<11-'f/c,g<)d()<1 Vy <
_— z) < =limin z z) < —su 00.
rlo() — 2| WS NS N = R
Ce qui prouve que s est dans L?(j) et achéve la démonstration. O

Remarque 7.5. On peut également se placer en n’importe quel point zg de la frontiere.
Ce qui donne le résultat suivant.

Théoréme 7.6. Soit T € B(H) un opérateur normal tel que o(T) C T et x € H. On
suppose que (kBr)ken € 11 et que T' est Alper-lisse en zg ou bien admet un angle en zo de
mesure ectérieure inférieure a w.On pose wy = ¢(zo) et pour tout n € N

Spx =z +wy ' (T)x+---+ wa(n_l)Fn,l(T)m.

Alors il existe une solution y a l’équation (20l —T)y = x si

) < 0. (7.3)

Démonstration. On considére T = walT, I = wall“ et 1) Papplication définie sur {z; |z| >
1} par

1 & 1 &
sup | E | Spz||? — N E Snx
n=1 n=1

NeN

Y(w) = wy v (wow).

Il est facile de vérifier que 1[1 est application conforme extérieure associée au compact
délimité par I'. On en déduit que la suite des polyndémes de Faber associée a ce compact
est donnée par
Fo(z) = wy " Fp(woz).

C

On a de plus (1) = wo_lzo et o(T) C T. Or
(20l —Ty=1=
S(wy 2ol —wy ' T) (woy) =
SWWI —T)(woy) = .
D’aprés le Théoréme [7.3]'équation a une solution si on a [7.3| pour S,z défini par
Spx=x+ F(T)x+---+ F, 1(T)x
=z +wy ' Fy(T)x+ -+ wo_(n_l)Fn,l(T)x.
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