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Introduction

Le L2EP! et EDF R&D collaborent depuis de nombreuses années dans le domaine de la
modélisation numérique au sein du poéle phare régional MEDEE?. Cette collaboration s’est
renforcée en 2006 avec la création d’un laboratoire commun dénommé LAMEL?. Celui-
ci réunit les enseignants chercheurs de I'équipe modélisation du L2EP et les ingénieurs
chercheurs du groupe COMETE du département THEMIS de EDF R&D. Le but de ce la-
boratoire commun est de développer des outils de modélisation numérique afin de pouvoir
analyser rapidement et avec précision les phénomeénes électromagnétiques rencontrés dans
les matériels électriques. Dés lors le laboratoire commun développe Code  Carmel3D* qui
permet de résoudre les probléemes d’électromagnétisme en basse fréquence a 'aide de la
méthode des éléments finis. Au sein du pole MEDEE, le L2EP et EDF R&D sont impli-
qués dans le projet "Industrialisation de Code  Carmel".

Parallélement, le laboratoire de mathématiques Paul Painlevé de Lille et le LAMAV?
collaborent sur le théme des Equations aux Dérivées Partielles et de leur résolution a 1’aide
de la méthode des éléments finis. De nombreux travaux communs relatifs aux estimateurs
d’erreurs a posteriori ont notamment été réalisés ces derniéres années.

Les travaux de thése présentés dans ce mémoire sont le fruit d’une collaboration entre
le LAMEL, Paul Painlevé et le LAMAV, au sein de MEDEE, pour développer dans
Code_ Carmel3D des estimateurs d’erreur numériques adaptés aux problémes d’électro-
magnétisme en basse fréquence.

Les domaines d’application de 1’électromagnétisme basse fréquence sont nombreux et
variés. Ils vont des machines électriques (moteurs ou générateurs) aux transformateurs et
autres dispositifs comme le contréle non destructif par courants de Foucault. Lorsque l'on
traite ce type de problémes, qui peut étre caractérisé par des géométries non-standards et
des configurations complexes, la précision de la solution numérique est cruciale pour pou-
voir interpréter correctement les résultats obtenus. Pour atteindre cet objectif en utilisant
la méthode des éléments finis, il est nécessaire de maitriser I’erreur numérique. Toutefois, la
localisation des erreurs reste difficile a prédire. Les utilisateurs de la méthode des éléments

I'L2EP : Laboratoire d’Electrotechnique et d’Electronique de Puissance de Lille.
2MEDEE : Maitrise Energétique Des Entrainements Electriques.

3LAMEL : Laboratoire de Modélisation du matériel ELectrique.

4Code_ Carmel3D : Code Avancé de Recherche en Modélisation Electromagnétique 3D.
SLAMAV : Laboratoire de Mathématiques et leurs Applications de Valenciennes.
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finis se basent souvent sur des critéres heuristiques pour raffiner le maillage la ot 'erreur
leur parait la plus importante, par exemple & proximité des singularités géométriques ou
dans les couches limites. Il est cependant nécessaire de quantifier I’erreur numérique ou
du moins de l'estimer. A la limite, 'estimateur idéal indique l'erreur exacte. A minima
on recherche un estimateur se comportant comme l'erreur exacte. L’estimation d’erreur
constitue donc un outil, dont I'utilisation est nécessaire dans le processus de génération
des maillages adaptatifs (h-raffinement) ou l'augmentation de 'ordre des éléments finis
utilisés localement (p-raffinement).

On distingue deux familles d’estimateurs : I'estimateur a priori et I'estimateur a pos-
tertori. L’estimateur a priori nous permet d’assurer la convergence de l'erreur vers zéro,
sous réserve d’une régularité suffisante de la solution exacte [23, 42, 43, 51|, qui dépend
de divers parameétres comme, par exemple, la géometrie du domaine en présence de trous
ou de coins. Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux estimateurs a posteriori. Ils
ne dépendent que de la solution numérique et des données du probléme, sans nécessiter
davantage de régularité sur la solution exacte que celle imposée par la formulation faible.

Dans la famille des estimateurs a posteriori, certains estimateurs sont trés populaires
dans le domaine de l'électromagnétisme. L'un des plus connus est 'estimateur équilibré
couramment utilisé pour les problémes statiques. Une premiére solution numérique nous
permet de calculer une solution admissible. On construit alors une seconde solution ad-
missible [10, 38, 53|. Plus généralement, on a recours a deux formulations duales [55| pour
la résolution d’'un méme probléme. L’estimateur est basé sur la non vérification de la loi
de comportement entre les deux solutions admissibles obtenues [11, 12, 17|. L’estimateur
de type Zienkiewicz-Zhu, plus connu sous le nom "ZZ", est également developpé dans les
références 45, 65, 66, 67|. Pour cet estimateur, en chaque noeud un gradient régularisé
est d’abord construit & partir de la solution numérique. On définit ensuite 'estimateur
comme la différence entre ce gradient reconstruit et le gradient calculé par la méthode des
éléments finis. Cet estimateur est utilisé en amont des algorithmes de remaillage dans des
applications en électromagnétisme [40, 41, 59, 64|. D’autres types d’estimateurs a poste-
riori ont été développés comme ceux basés sur la conservation de 'énergie [30, 31, 47|.
D’autres utilisent la conservation des champs a l'interface entre les éléments comme dans
[49] pour les problémes statiques. Dans la référence [35] les auteurs ont introduit, pour des
problémes de magnétodynamique, 1'estimateur basé sur la vérification des discontinuités
des champs et 'ont comparé avec I'estimateur équilibré basé sur la non vérification de la
loi de comportement. Une autre stratégie consiste a augmenter le degré des polynomes des
fonctions tests [22|. Enfin, il existe I'estimateur de type résiduel introduit par les travaux
pionniers de Babuska et Rheinboldt pour le probléme de Laplace [4, 5|. Sur ce sujet, de
trés nombreux travaux ont été publiés (parmi eux, les monographies [1, 6, 60| en donnent
les éléments fontamentaux). En 2000, cet estimateur a été appliqué a des problémes d’élec-
tromagnétisme avec une formulation en champ [7].

Dans ce mémoire de thése, nous travaillons exclusivement sur 'estimateur de type
résiduel appliqué a des problémes d’électromagnétisme.

© 2013 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Pour les problémes de magnétostatique, la formulation en potentiel scalaire 2 conduit
a un probléme de type Laplace qui a été traité dans de nombreux travaux, comme indiqué
précédemment. Ici, nous nous sommes intéressés a la formulation en potentiel vecteur A.

Pour les problémes de magnétodynamique, les travaux présentés dans [7] consistent a
résoudre le probléme dans le domaine conducteur uniquement et supposent que la solution
exacte est réguliére. Cette hypothése implique que les coefficients de perméabilité magné-
tique p et de conductivité électrique o soient de classe 6 sur le domaine. L’hypothése
sur la régularité de la solution exacte est relaxée dans [46], qui étend les résultats pour
des maillages isotrope et anisotrope. Des travaux sur les formulations en champs E et H
ont été presentés dans [58| dans les conditions de la quasi-statique, et les travaux [15, 63|
dans le cadre harmonique. Une approximation par éléments finis mixtes est presentée dans
[22]. Certains travaux sur la stabilité du processus de raffinement peuvent étre trouvés
dans [14, 25, 28]. Pour la magnétodynamique nous nous intéressons, dans ce mémoire,
aux formulations électrique et magnétique en potentiels pour des problémes harmoniques
[13, 21, 61, 62].

Pour développer un estimateur de type résiduel, il est nécessaire d’établir deux pro-
priétés extrémement importantes : la fiabilité et l'efficacité de I'estimateur [1|. Ces deux
notions seront définies précisément deés le deuxiéme chapitre, et les travaux présentés ici
sont consacrés, en grande partie, a leur démonstration mathématique.

Ce mémoire de thése se décompose en trois parties. Dans la premiére partie, nous
présentons d’abord les probléemes a résoudre. Pour cela nous introduisons les équations de
Maxwell, les lois de comportement, les conditions aux limites et enfin les formulations en
potentiel dans le chapitre 1. Ensuite, dans le chapitre 2, une présentation mathématique
de la méthode des éléments finis et les propriétés des estimateurs d’erreur sont introduites.
Pour faciliter la lecture du document, nous définissons les espaces fonctionnels utilisés et
les hypothéses importantes a effectuer.

La deuxiéme partie est décomposée en trois chapitres. On aborde tout d’abord les deux
formulations en potentiels de la magnétostatique. On développe surtout la formulation en
potentiel vecteur A. On suppose tout d’abord que sur toute la frontiére du domaine les
conditions aux limites sont de type B - n = 0. Cette hypothése, qui sera levée par la
suite en introduisant des conditions aux limites mixtes, permet de mener a bien les dé-
veloppements mathématiques. Aprés une attention particuliére portée a la condition de
jauge, les outils mathématiques importants sont introduits et utilisés pour parvenir aux
résultats. Pour le cas des conditions aux limites mixtes, une décomposition de Helmholtz
ad-hoc est développée. Des cas tests académiques sont proposés pour valider et comparer
ces estimateurs numériquement. Dans les deux autres chapitres, nous traitons le probléme
de la magnétodynamique. Nous développons l'estimateur de type résiduel pour les formu-
lations A /@ et T /€. Par rapport au cas de la magnétostatique, les démonstrations sont
plus complexes, notamment en ce qui concerne la décomposition de Helmholtz.

Enfin, la troisiéme partie est consacrée a l'application des estimateurs pour des cas in-
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dustriels en magnétostatique et en magnétodynamique. Nous analysons les performances
des estimateurs développés, en interprétant les résultats physiquement. Pour terminer,
nous traitons un cas relatif au contrdle non destructif par courants de Foucault (C.N.D-

CF) .
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Premiére partie

(Généralités
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Chapitre 1

Modélisation

Les systémes électromagnétiques sont régis par les équations de Maxwell. Aprés leur
introduction, on présente les lois de comportement associées, puis les conditions aux li-
mites. On s’intéresse ensuite au cas de la magnétostatique avec les formulations en po-
tentiels. Pour la basse fréquence il y a deux modéles envisageables [50] ; dans cette étude,
compte tenu de la thématique abordée, on développera la formulation quasi-stationnaire
magnétique communément appelée magnétodynamique.

1.1 Introduction du modéle

1.1.1 Equations de Maxwell

Soit D un domaine d’étude de frontiére I' réguliére. D, est un domaine conducteur
inclus dans D et D, un domaine non-conducteur (voir F1G. 1.1).

Fic. 1.1 — Domaine d’étude.

On impose une source de courant J, dans le domaine non-conducteur D,,.. Les équa-
tions de MAXWELL régissent 'ensemble des phénoménes électromagnétiques. Elles
peuvent s’écrire sous la forme générale :

rot E = —88—]?, (1.1)
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D
divB = 0, (1.3)
divD = p, (1.4)

ou E et H sont respectivement les champs électrique et magnétique. D et B sont respec-
tivement les inductions électrique et magnétique. J est la densité de courant, qui peut se
décomposer en deux parties :

J= Js + Jindu

ou J; représente le terme source et J;,q le courant induit, et p est la densité volumique
de charge électrique.

On s’intéresse au probléme de la magnétodynamique, c’est-a-dire que 1'on restreint

D
I'étude a I'approximation des équations (1.1)-(1.4) avec le terme —— dans I’équation

(1.2) négligé, ce qui correspond a la non prise en compte des phénoménes de propagation
des champs électriques. On obtient alors la forme locale du théoréme d’Ampére :

rot H =J, (1.5)

ce qui induit la conservation de la densité de courant :

divd = 0. (1.6)

En magnétostatique, le terme — dans I’équation (1.1) disparait, et on ne considére

alors plus que les équations (1.3) et (1.5).

1.1.2 Lois de comportement

Les propriétés électriques et magnétiques des différents milieux du domaine sont prises
en compte par les lois de comportement. Celles-ci lient les différents champs magnétiques
et électriques entre eux. On suppose que dans la suite les lois ne dépendent que des champs
et de fagon linéaire.

Dans les conducteurs, on obtient alors une relation de la forme

J =0E, (1.7)

ol o est la conductivité électrique.

En notant p la perméabilité magnétique, la loi de comportement magnétique s’écrit :

B = uH. (1.8)
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1.1.3 Conditions aux limites

Pour assurer l'unicité de la solution du systéme d’équations (1.1)-(1.4), en tenant
compte des lois de comportement (1.7) et (1.8), il est nécessaire d’imposer des conditions
aux limites et initiales sur les champs. Pour les conditions initiales, compte tenu des rela-
tions liant H et B, il suffit de connaitre la répartition initiale de I'induction ou du champ
magnétique. En général, on prend B égal a zéro a 'instant initial.

(a) Cas 1 (b) Cas 2

F1G. 1.2 — Conditions aux limites imposées sur la frontiére du domaine.

Pour les conditions aux limites, la frontiere D du domaine entier D peut se dé-
composer en deux parties, I'une notée I'p avec des conditions aux limites sur I'induction
magnétique et I'autre 'y relative au champ magnétique (voir F1G. 1.2(a)). On a :

8D:EUE et FBQFH:@.
Sur la frontiere ['y, on impose des conditions aux limites de la forme :
n x H‘FH = 0, (19)

ce qui correspond au fait que le champ magnétique sort du domaine de maniére normale.
Sur I'p, on impose des conditions aux limites de type :

n-Blr, =0, (1.10)
ce qui correspond au fait que I'induction magnétique ne sort pas du domaine.

Concernant la frontiére 9D, du domaine conducteur D., dans le cas général, celle-ci
se décompose en deux parties : I'une notée I'g et I'autre notée I'; :

nxElp, =0, (1.11)
n-Jlp, = 0. (1.12)
9
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Sur la figure 1.2(a), le domaine D, étant strictement inclus dans D, on a alors une unique
frontiére de type I';, i.e. 0D, =1T1.

Dans le cas ou le domaine conducteur D, touche la frontiere D du domaine D,
I'intersection des frontiéres 0D, et D n’est pas vide (voir F1G. 1.2(b)). Dans ce cas la,
on a les deux relations suivantes :

1. Les relations (1.5) et (1.9) impliquent (1.12).
2. Les relations (1.1) et (1.11) impliquent (1.10).

1.2 Formulations en potentiels

Les équations de Maxwell peuvent étre résolues en champs magnétique ou bien élec-
trique. Cependant, on peut avoir intérét a utiliser les formulations en potentiels. Les
potentiels sont des outils mathématiques intermédiaires pour déterminer les champs élec-
tromagnétiques, avec lesquels il est plus facile d’'imposer les conditions de transmission des
champs a l'interface entre deux sous domaines ayant des propriétés physiques différentes.
Il faut mentionner ici que pour assurer 1'unicité des potentiels, il est nécessaire d’imposer
une condition de jauge.

1.2.1 Magnétostatique
Formulation A

Pour le probléme de la magnétostatique, on cherche a résoudre les équations :

divB=0 dans D,
(1.13)
rotH=J, dans D.

Dans le cas statique, on n’a pas de courant induit, et en conséquence, J = J,.

Sur la frontiére 0D du domaine D, on considére deux types de conditions aux limites :
on suppose que 0D = I'g UT'y, avec I'g NT'y = () et I'p connexe. Les conditions aux
limites imposées sur la frontiére s’expriment par :

B-n=0 sur I'p,
(1.14)
Hxn=0 sur I'py.

Prenant en compte le fait que div B = 0 et que le domaine D est simplement connexe,
une fonction du potentiel vecteur A est alors introduite telle que B = rot A.. Les problémes
(1.13) et (1.14) s’écrivent sous la forme :

10
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rot (l rot A) =J, dans D,

i
Axn=0 sur I'p, (1.15)
—rotAXxn=20 sur 'y,

1
\
ol le terme source Jg est supposé tel que :

divJ, =0 dans D,
(1.16)
J;on=0 surly.

Ici, pour assurer I'unicité de la solution du probléme (1.15), il faut ajouter une condition
de jauge. Il en existe plusieurs. Dans notre cas, on prend la jauge de Coulomb (div A = 0),
qui est implicite dans la méthode des éléments finis lorsque le probléme est résolu avec
une méthode itérative de type gradient conjugué [54].
Formulation (2

Comme J; est une grandeur connue a divergence nulle, on peut écrire [33] :

rot H, = J,.

Dans ce contexte, on peut introduire un potentiel scalaire €2 qui permet d’exprimer le
champ magnétique H sous la forme :

H=H,-VQ.
Les problémes (1.13) et (1.14) deviennent :
div (uVQ) =div (uH,) dans D,

uVQ-n=upH; -n sur ', (1.17)

) = Constante sur 'y,
ou le terme source H, satisfait

H,xn=0 surly. (1.18)

En pratique, on peut prendre 2 = 0 sur I'y quitte a introduire Q=0- Constante,
puisque V2 = V.

Remarque 1.1 Ici, dans le cas oo T'y = 0, on n'a plus unicité de la solution pour le
probleme (1.17), il nous faut donc ajouter une condition de jauge. Dans ce cas on choisit

la valeur moyenne de Q nulle sur le domaine D (i.e. | Q=0).
D

11

© 2013 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Chapitre 1. Modélisation These de Zuqi Tang, Lille 1, 2012

1.2.2 Magnétodynamique
Formulation A /¢

Avec la méme démarche que celle opérée dans le cas de la magnétostatique, les équa-
tions que l'on va résoudre sont (1.1), (1.3) et (1.5) :

( 0B
tE=———
O TR
rot H=J, (1.19)
(| divB =0.

De fagon similaire au probléme de la magnétostatique, comme divB = 0, on peut
introduire un potentiel vecteur A dans tout le domaine tel que :

B =rot A.

En tenant compte de (1.1), on a :

rot (E+ 88—?) =0.

On obtient alors 'expression du champ E en fonction du potentiel scalaire ¢ qui est
seulement défini dans le domaine conducteur D, :

E- -2 v
or Vv

En utilisant les potentiels A et ¢, le champ magnétique H et la densité de courant induit
Jing Peuvent s’exprimer par :

H-= l1"otA et Jjpa=0 (_0_A —Vap) )
L ot

En remplacant H et J dans le systéme (1.19), on obtient :

rot (1 rot A) -0 (—8—A — V(p) =Js,
1 ot

et en appliquant 'opérateur divergence a cette équation, on obtient :

e (o (22 %)) =o.

Dans ces conditions, la formulation A /¢ pour le probléme de magnétodynamique prend
la forme suivante :

rot (1 rot A) —0 (—8—A — V(p) =J, dans D,
I ot

div <0 (—aa—? — th)) =0 dans D..

(1.20)

12
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Formulation T/}

Comme div J; = 0 dans le domaine D, il existe un terme source Hy [33] tel que :
rot H, = J, dans D.

De plus, dans le domaine conducteur D, que l'on suppose simplement connexe, comme
div J;,q = 0, une fonction en potentiel vecteur T peut étre introduite telle que :

rot'T = Jind-
En tenant compte de (1.5), on peut écrire le champ magnétique H sous la forme :
H,+T-VQ dans D,
H = (1.21)
H, - VQ dans D,.,

ou €) représente le potentiel scalaire dans le domaine D.

Le systéme devient :

1 0 0
rot (; rot T) + B (u(T—-VQ)) = ~ % (uH;) dans D..

En appliquant 'opérateur divergence a 1’équation précédente, on obtient :
div (u(T — VQ)) = —div (uH;) dans D.. (1.22)
De plus, on a div B = 0 dans D, on obtient :
div (—uVQ) = —div (uH;) dans D,.. (1.23)

On en déduit la formulation T/Q pour le probléme de la magnétodynamique :

( 1 0 0
rot | —rotT | + — (u (T —VQ)) = —— (uH;) dans D,

o ot ot
div (u(T — VQ)) = —div (uHy) dans D,, (1.24)
(| div (u(—=VQ)) = —div (uH,) dans  D,,.
13
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Chapitre 2

Méthode numérique et cadre
fonctionnel

On introduit ici les estimateurs d’erreur, et plus particuliérement ’estimateur d’er-
reur a posteriori dans le cadre de la méthode des éléments finis. On propose ensuite une
présentation des espaces fonctionnels utilisés. Enfin, on donne les hypothéses de travail
définissant le cadre de notre étude.

2.1 Meéthode des éléments finis et estimateurs d’erreurs

2.1.1 Meéthode des éléments finis

Dans le chapitre précédent, nous avons développé, a 'aide des formulations en po-
tentiels, les équations aux dérivées partielles & résoudre pour les problémes de magnéto-
statique et de magnétodynamique. Dans le cas général, il est impossible de les résoudre
analytiquement. On a donc recours a des méthodes numériques.

La méthode des éléments finis est la plus utilisée dans ce domaine. Considérons le
probléme qui consiste a trouver la solution v du systéme défini par :

A(u) = f. (2.1)
En utilisant la méthode de éléments finis, pour résoudre le probléme (2.1), on établit
la formulation variationnelle correspondante, on a donc a définir I'espace fonctionnel V'
dans lequel on cherche la solution exacte u (on 'appelle le probléme continu (2.2)). On
cherche ensuite la solution approchée u;, dans un espace fonctionnel Vj, (que 'on appelle
le probléme discret (2.3)). On parle d’éléments finis conformes lorsque V,, C V.

Le probléme continu consiste a trouver la solution u € V telle que

a(u,v) =1l(v), Yo € V. (2.2)

ot a(+,-) une forme bilinéaire et I(-) une forme linéaire.

15

© 2013 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Chapitre 2. Méthode numérique et cadre fonctionnel Thése de Zugi Tang, Lille 1, 2012

En pratique, au niveau discret, le probléme a résoudre prend la forme :

Trouver la solution uy € V), tel que

a(uh,vh) = l('Uh), ‘v’vh eV, (23)

2.1.2 Définition des erreurs de discrétisation

L’erreur de discrétisation € au sens de la norme de I’énergie sur un domaine % notée
|- |||, est définie par :
e = |llu—upll|o-

Soit D le domaine d’étude et 7" un élément fini (un tétracdre dans le cas de cette
étude), on définit l'erreur globale ep par :

ep = |llu — ualll5,
et 'erreur locale dans chaque élément e par :
er = |llu = unlll7.

On définit maintenant le patch d'un élément 2(T') par 'ensemble des éléments qui
ont une face (cas 3D) ou une aréte (cas 2D) commune avec 'élément 7' (voir F1G. 2.1).

T

/

2(T)

Fi1G. 2.1 — Patch d’un élément T

Dans ce cas, l'erreur locale € »(7) est définie par :
2 _ 2
Ep(T) = |[lu — Uh|||,@(T)

On peut alors exprimer :

5](T g ET/ et 5D = g ET,

T'e 2 (T) TeT

ol 7 est 'ensemble des tétraédres.

16

© 2013 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille‘l fr



2.1. Meéthode des éléments finis et estimnededeszdqrTaay Bile 1, 2012

2.1.3 Estimateur d’erreur

Dans la suite, nous allons chercher a quantifier ’erreur de discrétisation a I’aide d’une
quantité appelée estimateur.

Il existe des estimateurs a priori, qui nous permettent d’assurer la convergence de
I'erreur. Pour utiliser ce type d’estimateur, il est nécessaire de connaitre la régularité de
la solution exacte [23, 42|. Une estimation d’erreur a priori s’exprime sous la forme :

lw = unlllp < C hype N (u),

Ol hpee est la valeur maximale du diameétre d’une maille, p est I'ordre de convergence,
N (u) une quantité qui dépend de u et de sa régularité, et C' une constante qui ne dépend
ni de u ni de Ay, (bien qu’elle puisse dépendre de la régularité du maillage).

Les estimateurs que nous allons développer font partie de la famille des estimateurs a
posteriori car ils s’appuient sur la solution numérique et sur les données du probléme sans
exiger de régularité plus forte sur la solution exacte que celle imposée par la formulation
faible. Pour les équations aux derivées partielles elliptiques avec les conditions aux limites
de Dirichlet et de Neumann (par exemple, ’équation de Laplace pour la formulation en
potentiel scalaire 2), estimateur d’erreur a posteriori de type résiduel est bien déve-
loppé en mathématiques [1, 6, 44, 60]. Pour la formulation en champs, il a commencé &
étre considéré en 2000 pour un probléme d’électromagnétisme 7], avec comme hypothése
restrictive que la solution exacte doive étre réguliére, impliquant que les coefficients de
perméabilité u et de conductivité o soient de classe €' sur le domaine. Les résultats ont
¢été étendu aux coefficients constants par morceaux [46]. Plus récemment de nombreux
travaux ont concerné les formulations en champ électrique E et en champ magétique H.
Ces formulations en champs ne peuvent pas étre utilisées dans des domaines non conduc-
teurs car elles supposent une conductivité st