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Résumé :

Ce travail est consacré a I’étude d’estimateurs d’erreur a posteriori de type flux équilibrés
et résiduels pour la résolution des équations de Reissner-Mindlin par la méthode des éléments
finis. Le mémoire débute par l'introduction du probleme aux limites et de son analyse de
convergence a priori par la méthode des éléments finis. Nous construisons alors pour une
discrétisation conforme un estimateur a posteriori de type flux équilibrés fiable, efficace et
robuste en I’épaisseur de la plaque t. Nous obtenons finalement une constante multiplica-
tive égale a 1 pour la fiabilité. Des tests numériques illustrent nos résultats pour différents
maillages. Puis nous abordons le cas d’une discrétisation non-conforme, ol nous propo-
sons un estimateur a posteriori de type résiduel, utilisant une régularisation de la solution
discrete. Des tests numériques illustrent également nos résultats. La suite du travail reprend
la discrétisation conforme en construisant un estimateur a posteriori défini a partir de la
résolution de problemes localisés sur les patchs de la triangulation, menant a un choix plus
consistant avec le probleme aux limites. Le dernier chapitre est consacré a I’estimation a pos-
teriori pour le probleme aux valeurs propres de Reissner-Mindlin. L’estimateur obtenu est
fiable et efficace pour la norme de I'erreur entre les vecteurs propres, permettant également
de majorer l'erreur commise entre les valeurs propres. Des tests numériques illustrent nos
résultats.

Mots-clés : méthode des éléments finis, Reissner-Mindlin, estimateur a posteriori, flux
équilibrés, résiduel, conforme, non-conforme, problemes localisés, valeurs propres.

Title : Finite element method for the Reissner-Mindlin problem.

Resume :

This work is devoted to the study of equilibrated fluxes and residual a posteriori error
estimators for the finite element resolution of the Reissner-Mindlin system. This report begins
by the introduction of the boundary value problem and of its a priori convergence analysis
in the finite element method context. Then, an equilibrated fluxes a posteriori estimator
is built for a conform discretization, which is proven to be reliable, efficient and robust
on the plate thickness t. We finally obtain a multiplicative constant equal to 1 for the
reliability. Numerical tests illustrate our results on different meshes. Then, we address the
non-conforming discretization case, where a residual a posteriori estimator is proposed using
a regularisation of the discrete solution. Numerical tests also illustrate our results. Next
we come back to the conform discretization by building an a posteriori estimator defined
from localised problems resolution on stars, leading to a consistent choice with the boundary
value problem. The last chapter is devoted to an a posteriori estimation for the Reissner-
Mindlin eigenvalues problem. The obtained estimator is reliable and efficient for the error
norm between the eigenvectors, also allowing to evaluate the error between the eigenvalues.
Numerical tests illustrate our results.

Keywords : finite element method, Reissner-Mindlin, a posteriori estimator, equilibrated
fluxes , residual, conform, non-conform, localised problems, eigenvalues.
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Notations

t épaisseur de la plaque

w fonction scalaire correspondant au déplacement transversal
10} fonction vectorielle correspondant a la rotation de la normale
Q ouvert connexe de R? & frontiere lipschitzienne

~y force de cisaillement

. .y Orgy ol
e(o) gradient symétrisé de ¢ = ( or 400 b 5 2 )
—a X5
Vv ( Orv ) si v est scalaire; ( vy Oyun > si v est vectoriel
621} 611}2 82’02

O;v dérivée de v par rapport a la 7-eme variable
gt? force active sur la plaque
C tenseur d’élasticité défini par Ce(¢) = 2fie(¢) + A Tr(e(p))1
| opérateur identité
Tr opérateur de trace
X, [y A coefficients de Lamé : A = L, = L, A= E—k

12(1 — v?) 24(1 +v) 2(1+v)
E module de Young
v coefficient de Poisson
k coefficient de réduction
M2 espace des tenseurs symétriques de rang 2
A:B produit tensoriel défini par A:B= a11b11 + algblz + a21621 + CLnggg
w,e,T espaces d’existence des solutions : W = H}(Q), © = H}(Q)2, T = L?(Q)?
(u,v)a produit scalaire L?(A)
|- llz2ay ~ norme associe au produit scalaire L*(A)
a(¢p, ) terme d’élasticité défini par a(¢,v) = [,Ce(9) : e(¢) du
Ca constante d’élasticité
F, fonctionnelle liée au probleme de Reissner-Mindlin pour prouver la coercivité
FE(v,v)  fonctionnelle d’énergie liée au probleme de Reissner-Mindlin
Th triangulation (ou maillage) réguliere
h taille du maillage
Wi, 0,, '), espaces de discrétisation de dimension finie liés a une triangulation 75
R, opérateur de réduction
Yh force de cisaillement discrete
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il existe une constante C' > 0 indépendante de h et t telle que a < Cb
asSbetb<Sa

{ve L*(Q)?|rotv e L*(Q) et v-7 =0 sur IN}

817)2 — 821}1

décomposition de Helmholtz de ¢, — Ry

100172 () + IVl 720

171720 + [1div 7] 720

norme de 1'élasticité : || - |2 = a(-, )

constante de Friedrichs [|v][12) < ¢p||Vv|l120) Yo € H () ou Vv € Hy(Q2)?
constante de Korn vérifiant [|[V| 12() < ckl||v]le Yo € HY(Q)? (cx = 1/\/R)

constante vérifiant ||¢]|c < cx ||V 2V € HI(Q)? (6r = /2(u + N))
constante vérifiant ||rot ¥|| 2 < cralltllc YU € Hj(Q2)?

constante vérifiant ||V 3||12) < crl[rot((Ry — I)én) || 2o

{veL?(Q)] [,vdr =0}

résidus utilisés pour la partie conforme

1
IVl + > tQJr—thVU — [Tz
TET, T
o PG
weox\ {00} 1@, v)|]l1n
diametre de la maille 7', longueur de 'aréte la plus longue si 7" est un triangle
volume ou longueur ou valeur absolue selon 1’élément considéré
ensemble des arétes incluses dans A
ensemble des noeuds inclus dans A
diametre du cercle inscrit dans T
patch lié a T' (ensemble des éléments ayant un sommet commun avec 7T')
patch 1ié a I'aréte E' (ensemble des mailles ayant E pour aréte)
longueur de 'aréte £
vecteur normal unitaire de 'aréte E
vecteur normal unitaire sortant pour chaque aréte £ de T' (ny = +npg)
vecteur tangent unitaire de 'aréte F
saut de v a travers I'aréte E'; [v]g = v|p |g —v|r |psi E =Ty NT_
triangle de référence : {(z,7) e R* |0<72<1,0<y<1-7}
{ve H}(Q) |vlr e Py(T)VT €T;, }
ensemble des polynomes de degré au plus k& défini sur T’
projection sur 'espace des polynomes de degré k élément par élément

terme d’oscillation lié & g : 0sc(g)? = Z h3-(t* + h3)||lg — Hh,kgH%z(T)

TeT),
G0

verg@2\foy [Vollz@

{ve L*(Q,R?) | dive € L*(Q)}

{ € L2(Q, M%) |divv € L*(Q,R?)}

éléments créés pour l'estimateur de type flux équilibrés
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gy a; —by
espace de Nédélec {( a4yt b ) , a1,a9,b € ]R}

espace de Raviart-Thomas { < i +bo ) , a1,a9,b € R}

az +by
/ Ce(op

#{T’ € Th|T’ C wr}

max Y (7)
TETh

fonction bulle a support dans T' et wg respectivement
opérateur de type Clément

fonction de base IP; par maille associée au point z
espaces de discrétisation dans le cas non-conforme
constante de pénalisation

> /C€ on) :e(vn) do+ ) | e’ /t[%]e [thn]eds

TeT), ecéy,
gradient pris élément par élément

P11 P11

Pam1 Pana
saut symétrisé de ¢ a travers l'aréte e :
Hi(2)? x HJ(Q) x L*(Q)?

fonctionnelle liée au probleme de Reissner-Mindlin
fonctionnelle discrete liée au probleme de Reissner-Mindlin

([#)e @ ne + ([¢)e @ne)")

N | —

résidus utilisés pour la partie non-conforme
,((I-R
sup [ (9, ( )Yl

vesymfooy IVl
fonction moyenne

agw

—81w
1011 () + lldivv][F-1 0
ensemble des arétes incluses dans €2 ayant ¢ pour sommet
divergence ¢élément par élément

projections utilisées pour la résolution des problemes locaux

patch lié au sommet i (ensemble des mailles ayant ¢ pour sommet)

{fve HY(w): [, vAi=0et [ |Vu|?A; < oo} siiestun neeud intérieur;

{v € H'(w;) : v=0sur dw; NI et [ |Vo]?); < oo} si ¢ est un neeud du bord
{u € Pr(w;) |u =0 sur dw; }

ensemble des polynomes de degré au plus k sur chaque maille

solution du probléme localisé

f Ce(y) : e()Nidx
fwi lv]2\; d:E
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> (i V)
iEN(Q)
pa (i) sup 7
f (fl)zGN Q)
femsy) | D IVfillZaea,

iEN(Q)
Z (%)m Xi)
iEN(Q)
ILLZ(/VZ) ), 1/2° a = 27 3
X = (Xi)ien@)»
fepevy | Do IVxillZaea,
iEN(Q)

1 2
osci(g) Z h / (g+dwwh o / (g+divwh)> Ai

2
0s2() Z h2 / Vi + divCe(¢n) — o / Y + divCe(on))| s
iEN(Q wi
vy frequence de vibration angulalre
p densité de la plaque
X : e _pvf
gy Qi py valeurs propres des systemes continu et discrétisé | oy = t_2

Resq, Ress résidus utilisés pour la partie valeur propre
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Introduction

Les équations de Reissner-Mindlin proviennent de la théorie des plaques. Cette derniere est
fondamentale pour la construction des batiments, des navires et autres véhicules, ainsi que
des machines au sens large. En 1888, Love utilise les hypotheses de Gustav Kirchhoff, elles-
mémes inspirées des hypotheses d’Euler-Bernoulli pour les poutres, pour fonder une théorie
des plaques minces. La théorie des plaques épaisses a été consolidée par Mindlin a partir des
travaux de Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948).
Plus formellement, une plaque est un solide délimité par deux plans paralleles, les faces, et
un "cylindre” au sens large (de section quelconque et non nécessairement circulaire) dont
I’axe est perpendiculaire aux faces. Nous définissons :

— le plan moyen, ou plan médian : plan situé a équidistance entre les faces (c’est I’équivalent

de la courbe moyenne des poutres) ;

— une fibre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan médian.
Nous appelons ¢ 1'épaisseur de la plaque; le plan inférieur est donc le plan z = —t/2 et le
plan supérieur est le plan z = ¢/2 (cf Fic. 1).

Fic. 1: Exemple de plaque.

Toute plaque sur laquelle on exerce une charge subit une déformation. Cette déformation,
si elle est raisonnable, n’est pas irréversible : si la charge est supprimée, la plaque pourra
retrouver sa forme d’origine. On dit alors que le matériau est élastique et nous pouvons
modéliser cette déformation par le systeme de ’élasticité en trois dimensions, donné par la
loi de Hooke :

13
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o= Cim 21 INTrE) 1,

ou A et i sont les coefficients de Lamé qui sont constants pour un matériau homogene :

~ Ev FE

e A S
1202 " T 21 1)

Tr est Popérateur Trace, E est le module de Young et v est le coefficient de Poisson, ¢ est la

vitesse de déformation élastique et o est la dérivée particulaire du tenseur des contraintes.
Nous nous plagons dans le cas d’un matériau continu, élastique, homogene et isotrope.

Afin de pouvoir entrer dans le cadre de la théorie des plaques minces, nous allons considérer
une plaque de faible épaisseur. Ainsi, nous pourrons effectuer notre étude en deux dimensions,
dans le plan médian.

A ce niveau, plusieurs approches sont possibles. Notamment celle de Kirchoff-Love, qui
considere que la normale au plan médian lui reste toujours orthogonale : cela nous ramene a
un probleme de type biharmonique. Malheureusement, cette vision est un peu trop restric-
tive : plusieurs mouvements possibles de la plaque (comme le cisaillement transversal) ne
peuvent pas étre pris en compte.

L’idée est de considérer un probleme intermédiaire moins général que le systeme d’élasticité,
mais plus général que le systeme de Kirchoff-Love. Cela nous amene au probleme de Reissner-
Mindlin qui fait I'objet de cette these.

Le probleme de Reissner-Mindlin est modélisé par un systeme d’équations aux dérivées par-
tielles (voir le Chapitre T) défini sur un ouvert borné Q C R? dont on cherche & obtenir une
solution approchée. Pour ce faire, on peut utiliser des espaces d’éléments finis construits a
partir de fonctions polynomiales par morceaux définis sur une partition de €2 qu’on appelle
maillage. L’idée est alors d’effectuer une estimation de I'erreur commise par 'approximation
afin de s’assurer que la solution approchée est suffisamment proche de la solution exacte.
Pour y parvenir, il existe deux types d’estimation : 'estimation a priori et 'estimation a
posteriori.

Comme son nom lindique, I'estimation a prior: s’effectue avant le calcul a proprement
parler, en ce sens qu’elle n’utilise pas la solution approchée, et s’appuie sur des hypotheses de
régularité suffisante de la solution exacte. Si u (resp. uy) est la solution exacte du probleme
(resp. solution approchée du probleme discrétisé), h caractérise la taille du maillage et d
représente les données, alors une estimation a prior: s’écrit sous la forme

[ = unll < C(u, d)h”,

ou ||-|| est une norme a préciser, C'(u, d) est une constante dépendant de la solution exacte, de
la régularité du maillage et des données et p est un nombre réel. Si ce dernier est strictement
positif, alors il y a convergence et p est appelé ordre de convergence.

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr
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Concernant 1’étude des équations de Reissner-Mindlin, de nombreuses analyses ont été menées
suivant différentes discrétisations ou approches du probleme, notamment :

— T'utilisation des espaces de discrétisation conforme constitués de fonctions polynomiales

([AB93], [PS95], [Lyl00], [MS02], [LNS07], [CXYZ11], [DRS11]);

— l'utilisation des B-splines ([BBLMS11]);

— l'utilisation d’éléments non-conformes ([BM03], [CLMO06], [HS07], [HHL11]);

— D'utilisation des méthodes de Galerkin discontinues ([ABFMO07], [Mar08], [BMM10]) ;

— I’étude globale valable pour plusieurs discrétisations ([FT99], [Fal07]).
Ces différentes études prouvent que les choix des formulations, des espaces de discrétisation
et de la triangulation sont primordiaux pour obtenir la convergence des schémas numériques,
a un ordre donné.

L’analyse a priori pour Reissner-Mindlin peut également étre menée dans le cadre d’un
probléeme aux valeurs propres. Plusieurs travaux existent sur ce sujet ([DHLRS99], [DHLRS00],
[DHHLRO3], [GLP03], [Her04], [LMR10]).

Concernant 'analyse a posteriori, la position du probleme est différente : a partir de la
triangulation, de la solution approchée calculée numériquement et des éventuelles données
du probleme, il faut trouver une quantité appelée estimateur permettant d’évaluer la dis-
tance entre la solution exacte et la solution numérique dans une norme globale a préciser,
généralement suggérée par la forme bilinéaire du probleme.

Lorsqu’un estimateur a posteriori est défini, il faut s’interroger sur les criteres et les moyens
permettant de juger des performances de cet estimateur. De maniere générale, il faut cher-
cher & construire un estimateur dont le comportement asymptotique (quand la taille des
éléments h tend vers 0) suit celui de l'erreur. Si on note n(uyp,d, h) 'estimateur a posteriori,
ce comportement se traduit par deux proriétés fondamentales, a savoir :

— la fiabilité de 'estimateur. Cela signifie que I'erreur est majorée par I'estimateur a une
constante multiplicative pres (|lu — us| < Cn(up,d, h)). Le controle de lerreur est
assuré par celui de 'estimateur ;

— lefficacité de 'estimateur. Cela signifie que ’estimateur est majoré par I’erreur a une
constante multiplicative pres (n(us,d, h) < C'|ju — uy|]). L'estimateur ne peut donc
pas étre démesurément grand sans que l'erreur ne le soit.

Les constantes multiplicatives intervenant dans ces majorations peuvent dépendre des données
du probléme mais surtout pas de la taille des éléments ni de la solution exacte (contraire-
ment & l'estimation a priori). Cependant, il est important de noter que, dans plusieurs cas et
comme pour 'estimation a priori, la constante multiplicative fait intervenir I'angle minimal
de la triangulation. C’est la raison pour laquelle il est difficile de considérer des maillages
anisotropes qui n’imposent aucune condition sur la triangulation, notamment ’angle mini-
mal. Dans cette these, les maillages considérés seront isotropes. Notons néanmoins que les
estimateurs a posteriori développés dans les chapitres II et I1II peuvent étre utilisés avec des
maillages anisotropes, mais cela implique que les constantes multiplicatives intervenant dans
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la fiabilité et I'efficacité peuvent devenir tres grandes et la robustesse n’est alors plus assurée
si la régularité du maillage se dégrade.

Remarque .0.1 En général, on définit un estimateur a posteriori comme une somme d’es-
timateurs a posteriori locauzx. Si on note T, le maillage et ny(uy, d, h) Uestimateur local défini
sur la maille T' € Ty, alors on veut prouver que

||u - uh” < C Z UT(Uh7d> h)>

TETh

et
T]T(U’h? d? h) < C,Hu - uhHWT7

ot wr est le patch li¢ a T constitué des mailles reliées a T'. Ainsi, on obtient une efficacité
locale, ce qui permet de justifier les raffinements adaptatifs de maillage. Cela consiste a
raffiner le maillage a lendroit ot 'estimateur local (donc Uerreur locale) est relativement
grand et laisser telles quelles les mailles ou ['estimateur est suffisamment petit.

Il existe un tres large choix pour la création d’estimateurs a posteriori, nous nous concentre-
rons ici sur deux d’entre eux.

Tout d’abord, les estimateurs de type résiduel. L’idée consiste a utiliser la forme bilinéaire
du probleme en I'appliquant a la solution approchée, ce qui définit notre résidu. On utilise
ensuite 1’équivalence entre la norme de I'erreur et la norme du résidu dans ’espace dual. Le
but devient alors d’estimer cette norme du résidu par des quantités dépendant des données
du probleme, de la solution approchée et des sauts de flux discrets a travers les arétes de la
triangulation.

Bien que ces estimateurs soient les plus utilisés car souvent intuitifs, cette technique peut
s’avérer problématique pour le calcul des constantes multiplicatives car elle utilise des ma-
jorations avec des constantes souvent non explicites. Pour y remédier, on peut utiliser des
estimateurs de type flux équilibrés. L’avantage de cette méthode réside dans la création
d’un nouvel élément dans un espace ad hoc suffisamment régulier afin d’éviter les termes de
saut sur chaque interface de la triangulation. Pour ce faire, il est nécessaire de résoudre des
problemes de type Neumann sur chaque patch d’éléments de la triangulation. Ainsi, seules
des inégalités de Cauchy-Schwarz sur les mailles (et non plus sur les arétes) interviennent,
ce qui simplifie le calcul des constantes multiplicatives.

Ce sont ces deux types d’estimateurs que nous développerons dans cette these.

Comme nous avons décidé de construire des estimateurs a posterior: de type résiduel ou de
type flux équilibré, il est fondamental de lister les différents travaux déja existants sur le
probleme de Reissner-Mindlin afin de pouvoir rendre compte de nos différentes contributions
sur ce domaine. Afin de mieux appréhender les différents apports des nombreux articles sur le
probleme de Reissner-Mindlin, nous allons regrouper les contributions selon deux domaines :
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Les Estimateurs de type Résiduel
— APPROXIMATION CONFORME

Dans [LS05], Lovadina et Stenberg construisent un estimateur a posteriori en utilisant
la technique d’interpolation liftée pour des éléments finis linéaires ou quadratiques, mais
ce procédé nécessite une hypothese de saturation qui n’est pas réellement prouvée. Ce-
pendant, I'utilisation d’une norme |||(-,)|||» dépendante du maillage pour la définition
de l'erreur permet d’obtenir un estimateur robuste en ¢.

L’idée principale de Carstensen et Hu [CHOT7] est d’établir un estimateur d’erreur
a posteriori pour une large classe de méthodes d’éléments finis conformes pour le
probléme de Reissner-Mindlin (e.g. MITC [BBF, HT82, BD85, BBF89, SS97], DL
[DL92], DHHLR [DHHLRO3], Hu [Hu04]) avec 'introduction d’un opérateur de réduction
R/, propre a chaque cas et nécessaire pour éviter le phénomene de verrouillage numérique
("locking free”) présenté lors d’un test numérique dans 'annexe E. De plus, comme
précédemment, 1'utilisation d’une norme dépendante du maillage permet d’assurer la
robustesse de I'estimateur.

Dans [Lib00], Liberman utilise une norme faible [|(-, )|« pour I'erreur qui correspond
a la norme duale de lespace Hj(2)? x Hj(€2). Cependant, cette technique nécessite la
vérification d’une condition inf-sup. L’estimateur ainsi construit est défini localement,
ce qui permet de vérifier les fiabilité et efficacité locales.

Une technique différente est proposée par Carstensen et Weinberg [CWO01]. Elle consiste
a modifier la forme bilinéaire initiale en décomposant le facteur =2 avec deux pa-
rametres de stabilisation a et 3, ce qui rend cette méthode mixte (on ajoute une incon-
nue au probleme) et évite le verrouillage numérique sans l'introduction de 'opérateur de
réduction Ry, (la force de cisaillement discrete 7, est alors une inconnue du probleme).
Ensuite, en décomposant t*y, — (1 — at®)(0, — Vwy) en somme d’un élément de
Hy(rot, ) et d'un élément de L?(Q), il est possible d’exprimer les différents termes
dans les différentes normes qui interviennent (comme la norme H~!(div) par exemple).
Cette méthode est adaptative et des tests numériques valident les résultats.
Carstensen et Schoberl [CS06] reprennent le principe de stabilisation de la forme bi-
linéaire. Les parametres de stabilisation interviennent dans l'erreur et l’estimateur,
mais ils doivent étre choisis avec le plus grand soin afin de ne pas obtenir un estima-
teur qui explose. Les auteurs nous fournissent un algorithme de raffinement de maillage
adaptatif et le valident par des résultats numériques.

— APPROXIMATION NON-CONFORME

Dans [Car02], Carstensen utilise la décomposition de Helmholtz pour les forces de ci-
saillement exacte et discrete afin d’obtenir un systeme de quatre équations a quatre
inconnues équivalent au probleme de Reissner-Mindlin initial. Cela permet de n’uti-
liser qu’un élément de cette décomposition dans la définition de l'erreur. On peut
notamment remarquer que seul le déplacement transversal est approché de maniere
non-conforme. L’estimateur a posteriori fiable et efficace qu’il présente possede les
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coefficients min{1; (hTT)Z} et min{t3,t>hp} qui convergent pour h suffisamment petit
(h << t) (ou hr est le diametre de T et hg est la longueur de l'aréte E). De plus,
on peut remarquer la présence du laplacien de ¢; dans l'estimateur, ce qui implique
un certain degré de discrétisation pour que cela soit vraiment pertinent (au moins de
degré 2).

Carstensen et Weinberg [CWO03] reprennent le principe de [Car02] en modifiant 'ex-
pression de l'estimateur afin d’éviter d’implémenter la projection et le laplacien. Des
tests numériques valident les résultats énoncés.

— APPROXIMATIONS CONFORMES ET NON-CONFORMES

Hu et Huang [HH10] étendent I'idée de Carstensen et Schéberl en ajoutant aux pa-
rametres de stabilisation un opérateur linéaire approprié L appelé opérateur de liai-
son. L’avantage de ce principe est qu’il est applicable pour de tres nombreux es-
paces de discrétisation conformes et/ou non-conformes (e.g. MITC, DL, MOZF et
Py + Bk — Py — Py). L’estimateur fait intervenir de nombreux supremums ainsi que des
ratios h/t qui nécessitent une taille de maillage suffisamment petite pour étre efficace.

Les Estimateurs de type Flux Equilibrés

— APPROXIMATION CONFORME

Le probleme majeur des estimateurs de type résiduel est la méconnaissance des constantes
multiplicatives intervenant lors des différentes majorations. L’idée est alors d’utiliser les
flux équilibrés comme dans le travail de Frolov et al. ([FNRO6], [RF06]) afin d’obtenir
une constante multiplicative égale a 1. Le principe consiste a introduire la fonction-
nelle d’énergie pour la définition de l'erreur et de construire de nouveaux éléments
notés z* et y* dans des espaces ad hoc (qui ne sont pas donnés explicitement) pour
pouvoir éliminer les différents sauts qui apparaissent naturellement avec ’étude de type
résiduel. Enfin, quelques tests numériques leur permettent, par le biais des ratios de
chaque contribution de I'estimateur par l'erreur, de visualiser le fait que la constante
multiplicative intervenant lors de la fiabilité de I'estimateur est bien égale a 1.

Plan de la these

Afin de simplifier la lecture, nous présentons ici les points essentiels des différents chapitres
de cette these. Cependant, afin de pouvoir situer notre travail dans la bibliographie existante,
il est nécessaire de le comparer avec les autres références concernant ce sujet, ce qui sera fait
lors de I'introduction de chaque chapitre.

Le but du premier chapitre est de mieux appréhender le probleme de Reissner-Mindlin et de
présenter les différentes notations et définitions indispensables pour la suite de 1’étude. De
plus, les résultats de I'analyse a priori sont rappelés.
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Le deuxieme chapitre est consacré a la création d’un estimateur a posteriori de type flux
équilibré, fiable et efficace, pour le cas de la discrétisation conforme. Une grande attention
est portée sur les diverses relations et inégalités développées afin de pouvoir controler la
constante multiplicative finale, ce qui constitue le principal intérét de ce chapitre. Une sous-
section sera entierement dédiée au calcul de la constante multiplicative afin de la rendre la
plus petite possible.

Le troisieme chapitre prolonge le précédent afin de rendre I'estimateur développé robuste en ¢,
ce qui est possible en ajoutant un terme supplémentaire dans I’erreur. De nombreux résultats
démontrés au chapitre précédent seront réutilisés et nous démontrerons plusieurs inégalités
supplémentaires pour parvenir au résultat désiré. Des résultats numériques viendront justifier
la performance de ce nouvel estimateur en utilisant des maillages structurés et non structurés.

Le quatrieme chapitre est dévolu a ’analyse non-conforme du probleme de Reissner-Mindlin.
Cette étude est menée indépendamment du choix des espaces de discrétisation. L’idée prin-
cipale est de construire une solution numérique régularisée (interpolation d’Oswald) a par-
tir de laquelle nous estimons la distance a la solution exacte. Le probleme principal de la
discrétisation non conforme réside dans la nécessité d’ajouter un terme de pénalisation pour
que le probleme discret soit bien posé. Des tests numériques appuieront nos résultats.

Le cinquieme chapitre est une adaptation de larticle de Morin et al. [MNS02] pour le
probleme de Reissner-Mindlin, ce qui constitue une vision différente de celles présentées
précédemment. L’idée est de construire I'estimateur a partir des solutions de problemes lo-
caux définis sur les différents patchs de la triangulation pour deux éléments finis différents
(a savoir MITC3 et DL). Comme pour les précédentes études, 'estimateur ainsi construit
sera fiable, efficace et robuste en t.

Le dernier chapitre concerne le probleme aux valeurs propres associé a Reissner-Mindlin.
Nous rappellerons tout d’abord ’analyse a priori afin de déterminer I'ordre de convergence
attendu ainsi que les éventuels termes superconvergents. Nous construirons ensuite un estima-
teur a posteriori fiable et efficace permettant d’évaluer la distance entre les vecteurs propres
des problemes continu et discret, ainsi que la distance entre les valeurs propres des problemes
continu et discret. Ici, les solutions exactes apparaissent dans ’estimateur, mais elles consti-
tuent des termes superconvergents (lorsque la valeur propre associée est simple), ce qui sera
démontré et permet de justifier la pertinence de I’estimateur. Des résultats numériques mon-
treront que nos résultats coincident avec les éléments bibliographiques existants sur le sujet
pour 'analyse a priori et que notre estimateur converge au bon ordre.

Tous les résultats numériques qui seront présentés ont été effectués en utilisant la librairie
GetFEM++ (http ://download.gna.org/getfem/html/homepage/).
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Chapitre 1

Probleme de Reissner-Mindlin

Sommaire
I.1 Mise en place duprobleme . . . . .. ... ... .......... 25
I.2 Analyse a priorTi . . . . ¢ ¢ v i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e 31
1.3 Notations et définitions . . . . . . ... ... ... ... ... 34

I.1 Mise en place du probleme

Le modele de Reissner-Mindlin décrit une déformation linéaire élastique d’une plaque d’épaisseur
t en fonction de deux variables :
— une fonction scalaire w qui correspond au déplacement transversal du plan médian ;
— une fonction vectorielle ¢ qui correspond a la rotation de la normale du plan médian
sous la déformation.

Fic. I.1: Illustration des variables sous la déformation de la plaque.

25
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26 CHAPITRE I. PROBLEME DE REISSNER-MINDLIN
Soient ) C R? le domaine connexe occupé par le plan médian a 'origine et 92 sa frontiere
supposée lipschitzienne.

Le probleme de Reissner-Mindlin nous conduit au systeme d’équations suivant d’inconnues

wet ¢
—divCe(¢) = v dans Q, (7)
—divy = g dans Q, (i7) (I.1)
v = M *Vw—¢) dans Q, (i)
ol
e 7 est la force de cisaillement ;

_1 Ty . o 0191 Oy .
()= (Vo + (Vo)) s Vo= (g0 S ).

0; représente la dérivée de la fonction par rapport a la i-ieme variable, ¢ = 1,2;
gt® représente la charge active sur la plaque;
C est le tenseur d’élasticité linéaire défini par

Ce() = 2fie(p) + ATr(e(¢));

ou I est la matrice identité, Tr est I'opérateur trace et X, it et A sont les coefficients de Lamé
définis par
~ Ev _ E Ek
A= A= T A= s
12(1 — v?) 24(1+v) 2(1+v)

ou F est le module de Young, v est le coefficient de Poisson et k est le coefficient de réduction.

Remarque 1.1.1 C est un opérateur symétrique défini positif : nous pouvons alors définir
C'/2 tel que C'/? o C'/? = C, ainsi que C~Y/? tel que C'/? o C~Y/? est Uapplication identité. De
plus, pour tout ¢ € (Hy(2))?, Ce(¢) est une matrice symétrique.

Nous supposons que g € L*(Q) et qu’il existe deux constantes strictement positives (i, (o
telles que
Gilx]? € Cx : x < Glx|?, pour tout Y € M% avec |x|* = x: x; (1.2)

olt M% désigne I'espace des tenseurs symétriques de rang 2, et

az ag

A:B= t1 a2 : bl b2 ::a1b1+a2b2+a3b3—i—a4b4.
by by

Cette condition est vraie si A et i vérifient 1 > 0 et X+ > 0.

Afin de résoudre le systeme (I.1), nous imposons des conditions de Dirichlet aux bords
homogenes :

w=0 sur 0N (la plaque est fixée sur les bords et ne se déplace donc pas);
=0 surdQ (la plaque ne risque pas de se détacher sous l'effet de la charge).
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Nous allons maintenant prouver l'existence et I'unicité de la solution du probleme (I.1). Pour
ce faire, écrivons ce systéme sous sa forme faible : Trouver (w, ¢) € Wx© = Hg(Q) x Hj(Q2)?
tels que

a(¢, ) + (v, Vv = ¢) = (g, v) pour tout (v,¢)) € W x ©. (L.3)
ol
Yo € L3(Q), Vo = ( Orv ) ,
Yu,v € L*(Q), (u,v) = [ wv da,
Q
(" | " 272 _ ' _
ng_ ( ¢2 ) 71/}_ ( wQ > EL (Q) 7(¢7¢>—/(2¢ ¢d$—/('2(¢1¢1+¢21/}2) dl’,

a(p, V) = / Ce(¢) : e(¢) dx est le terme d’élasticité,
v = )\t’Q(VSZu — ¢).

Remarque 1.1.2 Nous munissons Hy(Q) (respectivement Hy(Q)?) de la norme |- || g3 (q) =
| @) = IV - [z (respectivement || - [| gy = | |2 = |V - |z2(0)2). Cependant, par
souci de lisibilité, nous écrirons ||{[| i) au lieu de |[¢| g2 pour tout ¢ € Hy(Q)? (de
méme pour la norme L?).

Notons que a est clairement coercive sur Hj(Q2)? grace a (1.2) par l'inégalité de Korn (cf.
[GR86, Lemma 4.1] par exemple). Nous posons ¢, sa constante d’ellipticité.

Théoreme 1.1.1 Le probléme (1.3) admet une unique solution (w,p) € W x ©.

Preuve: Posons F([w, ¢|, [v,¢]) := a(¢,¥) + AMt72(Vw — ¢, Vv — ¢). F} est clairement
linéaire en chacune de ses variables et (g, v) est linéaire en v. Montrons que F; est coercive sur
Hi(Q2) x H}(Q)?, c’est-a-dire montrons Pexistence d'une constante C; strictement positive,
indépendante de (w, ¢) telle que :

Fy([w, ¢], [w, ¢]) = ClVwlZa) + IVl 72)- (L4)

Ft([wa ¢]a [w7 ¢]) = a(¢7 ¢) + )‘t_2||vw - QSH%Q(Q)
= a(¢,¢) + M {[|Vwliz() + [101720) — 2(Vw, @)12e }-

Par la coercivité de a et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

Fy([lw, ¢], [w, ¢]) > call V7210 + M { I VW) + 191172() — 21 VWl 2@l 20 }-
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Grace a l'inégalité arithmético-géométrique, nous avons pour tout n > 0 :

_ 1
F(lw, ), [w,0]) > Ca‘|v¢”%2(9) + A7 {HVWH%?(Q) + H<Z5H%2(Q) - 77HVWH%2(Q) - 5“¢H%2(Q)}
_ 1
VOl + A {(1 Vel + (1 - —) chlliz(m}
Cq _ _ 1
Vol + M2 = Il + { o + 3072 (1= 1) Lol

oll ¢p est la constante de Friedrichs vérifiant ||| 12¢) < ¢pl| V|12 YV ¢ € Hg(Q)2

(Y

22\t 2
7 < 1. Avec ce choix de n, nous avons 1 —n > 0 et Ca +

Prenons 0 < n :== ———————
Ca + 2¢E N2 2¢2,

A\t 2 <1 — 1) =0.
n

D’ou :
Ca _ Ca
Fy([w, 9], [w, ¢]) > 5||V¢H%2(Q) + At 2w||vw\|m(m,
ce qui prouve (I.4). Nous concluons par le lemme de Lax-Milgram, avec comme constante de
coercivité C, := min 4 &, \2—¢ |
b 27 Ca +22N72 7

Remarque 1.1.3 La constante de coercivité C, donnée précédemment dépend de ’épaisseur

de plaque t. Cependant, nous pouvons remarquer que, lorsquet — 0, Cy — Cp := min(%, or )
F

qui est strictement positive.

Introduisons maintenant la fonctionnelle d’énergie liée au probleme : Pour (v,1) € W x ©,
nous introduisons :

FE(v,v¢) = /Q {%Ce(w) ce(y) + %)\t_2|Vv — Y - gv} dx. (L.5)

Remarque 1.1.4 L’unique solution de (1.3) rend la fonctionnelle d’énergie minimale.

Nous pouvons du reste noter qu'il est possible de réécrire (1.3) en une formulation équivalente
faisant intervenir trois équations : Trouver (w, ¢,v) € W x © x L*(Q) tels que

( /Ce(¢):€(¢)dw—/7.¢dw=0 Vi € O,
Q Q
/’y.Vv der = / gv dx Yve W, (1.6)

/{A W (Vw— @) rde—0 Vre L2(Q).
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1.1.1 Discrétisation

Nous supposons que le probleme (I.3) est résolu de maniere conforme (sous forme discreéte),
c’est-a-dire que (wp, ¢p) € Wy, X O C W X O est une approximation de (w, ¢), ou W), et O,
sont des espaces de dimension finie liés & une triangulation réguliere 7, de Q. Le probleme
qui se pose alors est de trouver un schéma dont la robustesse n’est pas perturbée lorsque
I’épaisseur de plaque devient tres petite. Par exemple, si nous utilisons ’espace des éléments
finis de faible degré, 'approximation résultante souffre du probleme dit de ”verrouillage
numérique”, ce que nous allons montrer. Ce probleme se décrit facilement en notant que
lorque t — 0, la solution de (I.3) approche (w?, ¢°) avec ¢ = V.

Afin de pouvoir mieux visualiser la dépendance en ¢, nous poserons juste ici (w},¢h) €
Wy, x ©y, la solution du probleme

F(why 01), (0n,9n)] = al@h, ¥n) + A (Vw), —¢),, Vo, —tn) = (g,0n)  V (0n, thn) € Wi X O,
(L7)

Afin de faciliter I’écriture, une inégalité a < b remplace a < Cb ou C désigne une constante
positive indépendante de h, t, mais qui peut dépendre des coefficients de Lamé; et a ~ b
signifie a < b < a.

En utilisant la coercivité uniforme de la fonctionnelle F; ainsi qu’une inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous obtenons pour v, = wi et ¥y, = ¢} :

||VWZ||%2(Q) + ||V¢2||%2(Q) S gl 2@ llwpll 2 )-

Par une inégalité de Poincaré, nous en déduisons :

IVwhllz@) + IVl 2 S lgllez@).

ce qui implique que la suite ((w},@}))i=0 est bornée dans W), x O. Ainsi, il existe une
sous-suite notée également ((w?, @!))s~0 qui converge fortement vers (w), ¢?) dans W}, x ©y,.
Maintenant, si nous multiplions (I.7) par ¢ et en passant a la limite lorsque ¢ — 0 en utilisant
la convergence forte, nous avons :

(Vw?L - ¢27 Vo, — ¢h> = 07 V(Uh, wh) e W, x @h.

Or, comme (w), #)) € W}, x Oy, nous pouvons prendre v, = W) et ¥, = @Y, ce qui implique
que :
0 0
Vwy, = b

C’est a ce niveau qu’apparait le probleme de verrouillage numérique car, pour des espaces
d’éléments finis de faible degré, cette derniere condition est trop restrictive pour obtenir une
bonne approximation des fonctions lisses. En particulier, si nous choisissons des fonctions
linéaires continues par morceaux pour approcher les deux variables, alors ¢ = V) devrait
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étre continue et constante par morceaux, avec 0 comme condition aux bords : seul le choix

9 = 0 peut satisfaire toutes ces conditions. D’ott le fait que, & moins que la combinaison des
espaces d’éléments finis ne soit choisie judicieusement, ¢} — 0 lorsque ¢ — 0. Deés lors, pour
t suffisamment petit, ¢ est proche de 0 et donc éloigné de ¢° lorsque ¢° # 0. Ce phénomene
est illustré en Annexe E.

C’est pourquoi la plupart des schémas d’éléments finis utilisent un opérateur dit de réduction
(noté ici Ry,) en donnant une condition moins restrictive (Ry,¢) = Vw) au lieu de ¢) = Vw?).
Le probleme discret s’écrit alors : Trouver (wy, ¢p) € Wy X O, tels que

a(dn, ¥n) + (Yn, Von — Rytdp) = (g, vp) pour tout (vp, 1) € Wy x O, (L8)

avec la force discrete de cisaillement
Yh = At_2(th — thbh), (19)

ou Ry, : ©, — I'j, est I'opérateur de réduction au sens du verrouillage numérique a valeurs
dans un espace discret I'j, & préciser® (il dépend du choix des espaces W), et ©y).

Nous ferons également I’hypothese suivante sur Ry, :

(H) Pour tout ¢, € O, Ry, € Hy(rot,Q);

ot Hy(rot,Q) := {v e L2(Q)*|rot v e L*(Q) et v x n = 0 sur 89} ot n est le vecteur uni-

taire normal sur 02 sortant de 2, et si v = ( Zl ) € L*(Q)? et n = < " ), alors

2 U
VX N = UNe — Vany €t rot v = 01y — Oav;.

Sous I'hypothese (H), nous avons que (R — I)¢, € Hy(rot,Q2). En conséquence, d’apres
[BF91, page 299], il existe z € HL(Q) et 3 € HL(Q)? tels que :

(Ry, —I)¢p, = Vz — B (appelée décomposition de Helmholtz), (I.10)

ainsi qu'une constante C' telle que ||z||§{1(ﬂ) + HﬁH%ﬂ(Q) < C|(Ry, — I)¢h‘|%[0(rot,ﬂ)7
ol
lullF @) = IlullZe @) + IVl Z2q) Vu € Hy(Q) ou Hy()?,

[l g ror.0) = ||UH%2(Q) + ||7“0tu||22(9) Vu € Hy(rot, Q).

1Un exemple de construction de I'opérateur Ry, est donné dans I’annexe D dans le cas d'une discrétisation
de type MITC3.
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1.2 Analyse a priort

Avant de commencer a proprement parler de 'analyse a posterior: de l'approximation
numérique de I’équation de Reissner-Mindlin, nous allons rappeler les clés de 1'étude a priori
provenant de [Fal07, partie 7]. Les résultats que nous obtiendrons utiliseront les hypotheses
suivantes concernant les propriétés d’approximation des sous-espaces de dimension finie et
de 'opérateur Ry, a savoir :

VW, C Fh, (Ill)

et 'existence d’une constante C' > 0, indépendante du maillage et de t, telle que

6 = Rutll 2oy < Chll . ¥ € O (1.12)
ou h représente la taille du maillage définie par h = max diam(T), avec diam(T') représentant
€1n

le diametre de la maille 7' (si T" est un triangle, le diametre de T est la longueur de la plus
grande aréte du triangle).

Posons M, = {p € C°(Q); p|r € P,¥YT € T} I'espace des polynoémes continus par morceaux
de degré < r, ainsi que ryg > —1 qui représente le plus grand entier r pour lequel

(C—Rhg,v):O,VCEGh et Vve M,. (Il?))

De maniere évidente, la relation (1.13) est vérifiée lorsque » = —1 pour lequel M_; = {0}.
Enfin, nous désignons par I1° la projection L?*(2)? sur M,, définie par :

(C—T°,v)=0,V¢ € L* () et Vv e M, (I1.14)

Nous avons, d’apres [DL92, Lemma 3.1], le théoréme suivant :
Théoréme 1.2.1 Soient (¢,w) solutions de (1.3) et (én,wr) solutions de (1.8). Soient ¢! €
O, wl € W, quelconques. Définissons v1 = M73(Vw! — Rp¢') € Ty, et rappelons que
v = M"2(Vw — ) et v = M 2(Vwy, — Rypdy). Alors :
16— dnll ) + A2ty =l S Nl =6l + A2ty =2 L2 + hlly = 17 220
Preuve: De maniére évidente, nous avons pour tout (vp,v,) € Wy x 0y,

a(e — Gn, ¥Yn) + (v — Yn, Von — Rathn) = (7, (I — Ra)n), (1.15)

ce qui implique que

a(¢" — o, n) + (v =, Vo, — Rpty,)
=a(¢" — ¢, ) + (v — v, Vo, — Ruthp) + (7, (I — R)tp).
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I

En choisissant v, = ¢! — ¢n, vy = w! — wy, en notant que Vw! — Ryp! = A 71247 et
Vwy, — Rudn, = A~ 1t2~,, nous avons l'identité

a(@' — ¢n, &' — dn) + AP0V =y — )
=a(¢' — ¢, 0" — ) + X = =)+ (7, T = Ru) (9" — én)).

Nous allons maintenant majorer les trois termes de la partie droite de cette derniere égalité.
Tout d’abord, En utilisant deux inégalités de Cauchy-Schwarz, nous avons :

a(¢l - Cb, ¢I - ¢h) + )‘_1t2(71 -7 ,}/I - ’Yh)
< a(d' = 6,0" = 9)%a(¢" — ¢n, & — ¢n)* + X2ty = Al @AY = Wllzae)-
(I.17)
Ensuite, en se rappelant la définition de TI° donnée par la relation (I.14), nous avons par la
relation (I1.13) :

(1.16)

(1%, (T = Ry)(¢" — 61)) = 0.

Ainsi, par la relation (I.12) et une inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons l'existence d’une
constante C' > 0 indépendante du maillage et de ¢ pour la majoration du dernier terme :

(v (T=Ra)(&" = )| = [(v =%, (T =Ru)(¢" — 1))
< ly = )| 2@ (T = Ri) (6" — én)ll 2o
< Chlly =T 2@ ll¢" — ¢nllao)- (1.18)

Nous déduisons alors de (I1.17) et (1.18) que :
a(@" — ¢n, &' — on) + X0V =y — )
Sa(e' — ¢, 0" — ¢)'Pa(e" — n, " — o) 2+ ATV = Al 2@ A = mllee)

+hlly = | 2 10" — On i (0)-

(I.19)
D’apres I'inégalité de Korn, nous avons 'existence de deux constantes C' et C' strictement
positives et indépendantes de h et de t telle que pour tout ) € © :

¢l 0y < Ca(h, ) et a(ih, )? < C' |9 m(oy- (1.20)

Ainsi, en utilisant la premieére majoration de (1.20) et une inégalité de Cauchy-Schwarz
discrete, nous avons par (1.19) :

a(¢" — dn, d" — o) + AT (Y — v =)
Sa(¢f =, 0" — ) + AT = AllTe + PPl — T2 ()

Le théoreme découle alors facilement des inégalités triangulaires, de (1.20) et de (1.21). O

(1.21)

Ce théoréme permettra de prendre w! et ¢! comme interpolés ad hoc dans Wj, et ©;. No-

tons néanmoins que si nous appliquons ce théoreme de maniere simpliste, alors I’estimation
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d’erreur a priori que nous obtiendrons explosera lorsque ¢t — 0. Plus précisément, si nous
utilisons la simple estimation

ty =¥ ez = MHV(w = w') = (¢ — Rud?) [l 120
<XV (w = ") |lz2) + 1|6 — Rud | 12(0)),

et que nous utilisons la théorie de I'approximation pour majorer séparément chaque terme,
alors la majoration contiendra le terme ¢~

L’idée-clé pour utiliser ce théoreme afin d’obtenir un estimateur indépendant de 1’épaisseur
de plaque t est de trouver des fonctions ¢! € ©,, et w! € W), qui satisfont

7= MT2(Vw! — Rypé’) = Ryy. (1.22)
Dans ce cas, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.1 Si ¢! € O, et W' € W), satisfont (1.22), alors

16— dnllmy + A2t |y =Yl 2y S N6 — "Iy + A2t 1y — Byl z2g) + b 17 — 12| 12(0)-

Si nous faisons aussi des hypotheses sur les propriétés d’approximation des fonctions ¢, w
par ¢!, w! et sur les régularités des fonctions ¢ et w, nous obtenons immédiatement I’ordre
de convergence a priori donné par le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2 Soit n > 1 et supposons que pour tout ¢ € H" ™ (Q) N HI(Q) et w €
H™2(Q) N HL (), il existe ' € Oy, et w! € W), satisfaisant (1.22). Nous rappelons que 1o
est donné par (1.13). Si pour 1 <r <n,

¢ — &l < B |0l (1.23)

R[] Er (. (I.24)

N

v — Ruvll 22

alors

16 — dnllmre) + v — Wz S B N0l mr+) + A V] @) + B 17 o+ -

Preuve: La preuve provient immédiatement des hypotheses du théoreme et des propriétés

standards d’approximation de II°. O

Remarque 1.2.1 Dans le cas que nous traitons dans la partie numérique (cf chapitre 3,
sous-sections I11.5.1 et I11.5.2), a savoir les éléments finis de type MITCS, nous avons ry = 0.
Par conséquent, 110 est la projection L? sur l'espace des fonctions constantes par morceaus.
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1.3 Notations et définitions

Dans cette partie, nous allons lister toutes les notations et définitions qui nous seront utiles
par la suite.
— Tout d’abord, définissons la norme de 1’élasticité :

14112 = a(v,) pour tout ¢ € O, (1.25)

— Dans la suite de cette these, nous ferons intervenir différentes constantes (qui ne
dépendent que de Q et du matériau)? :
e cr est la constante de Friedrichs vérifiant |[¢||r2) < cpl|V| 2@ VY € © ou
Yy eW,
e ¢k est la constante de Korn vérifiant ||V)| 12 < cx|[¢llc V¢ € © (cx = 1/VR);

o Cr est la constante vérifiant [|v|lc < x|Vl r2@ Ve € © (ex = /2(it + N));

® o est la constante vérifiant [[rot ¥||2q) < ol V¢ € © (nous avons alors
Crot = CK) ;

e cg est la constante vérifiant ||V 3||12q) < crl|rot(Ry — I)dn) |l 2(q), out § est défini
par (1.10).

Remarque 1.3.1 Les constantes cp et cg dépendent du domaine € alors que les
constantes cy et cx ne dépendent que du matériau de la plaque (et donc pas de ).
Nous expliciterons les valeurs cg et cg dans un cas particulier dans la partie numérique.
Remarque 1.3.2 [l est évident que la constante cgr est inférieure a celle introduite
lors de la majoration liée a la décomposition de Helmholtz (1.10) qui vaut

C' = (1+cp)(1+ cg + creh).
Cependant, nous avons un moyen de donner une expression de la constante cg grace

1
au lemme 4.1 de [GRS6, page 58]. En effet, cg > 2 ot Cys vérifie

s

i
C;s = inf  sup (divv, 9) ,
0eL3@ vem (@2 92 [Vl 20

avec L§(Q) = {q € L*(Q)] [,qdx = 0}. Cela ne constitue qu’une borne inférieure
pour la constante cg et nous n’avons pas de borne supérieure. Cependant, en pratique,

nous allons prendre ¢ = — (cf Anneze F).

s
— Nous utiliserons également les résidus

Resi(v) = (g,v) = (yn, Vv)  pour tout v € Hy(Q2), (i)
Resy(¥) = —a(¢n, ) + (y,%) pour tout ¢ € HH(Q)?. (i)

2Les valeurs de ces différentes constantes sont détaillées dans ’Annexe F.

(1.26)
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— Afin d’assurer la robustesse des estimateurs, nous utiliserons une norme dépendant du
maillage : Pour tout (¢,v) € © x W,

1
16 DI = IV ey + X gy 190 — iy (127)
TeT), T

ot hy = diam(T).
— Pour toute fonctionnelle F' définie sur © x W, nous définissons la norme duale associée
a (1.27) par

[l CL) (128)

wwyeoxw\ {00} (W, v)llLn

— |- | désigne le volume (mais également la longueur d’une aréte ou la valeur absolue d’un
scalaire lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion).

Notations et définitions concernant la triangulation

Nous supposons que le fermé €2 est couvert entierement par une triangulation réguliere notée
Ty, formée de triangles, c’est-a-dire

ﬁZTU’TT et T} ﬂle(Z) VTl,TQ € 75, avec Ty 7£T2,
S

L’intersection de la fermeture de deux éléments différents de 7}, est donc :
— soit vide;
— soit un sommet commun ;
— soit une aréte commune.

Pour tout ensemble A C €, nous notons £(A) 'ensemble des arétes incluses dans A et N'(A)
I’ensemble des noeuds inclus dans A.

Nous supposons que la triangulation est réguliere, c’est-a-dire qu’il existe une constante o > 0
telle que pour tout 7" € 7y, T < 0, ou hr est la longueur de 'aréte la plus longue de T' et pr

T
désigne le diametre du cercle inscrit dans le triangle T'. Cela implique que |E| ~ hp VT € 7,

et VE € £(Q).

Ensuite, nous notons Wz I'ensemble de la fermeture des éléments T” € 7, tel que 'intersection
de leur fermeture avec T" est non vide, et wg 'ensemble de la fermeture des triangles ayant
E comme aréte.

Etant donnée une aréte £ € £(Q2) de longueur hy = |E|, nous lui assignons un vecteur
normal unitaire ng := (nq,n2) et un vecteur tangentiel unitaire 75 := (71, 72) = (—ng,nq).
Une fois que ces vecteurs sont fixés pour chaque aréte E, nous pouvons définir les éléments
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T, et T_ de Ty, tels que E = T, NT_ et ng est dirigée de T, vers T_ (et Wy = Ty UT_).
Ainsi, pour toute fonction v définie sur 2 (scalaire ou vectorielle), nous pouvons définir le
saut de v a travers E par [v]g := (v|r,)|g — (v|r_)|g. Si E est une aréte du bord, alors nous
prenons par convention v|p = 0.

Remarque 1.3.3 Nous désignerons par nr la normale unitaire prise pour chaque aréte de
T. Cela implique que si E est une aréte de T', alors np = +ng.

Nous appelons T le triangle de référence défini par T .= {(z,y) eER?|0<x<1,0<y<
1 — z}. Nous notons par Fr la transformation affine inversible qui permet de passer de T" a
un élément T' € 7.

Nous définissons 1’espace
So(Ty) :=={v € HYy(Q)|VT € T, v|r € Pi(T)},

qui correspond a l'espace des fonctions continues globalement et polynomiales de degré un
par morceaux.

Enfin, étant donné g € L*(Q2), posons I1j, 1.g € Px(7}) sa projection sur l'espace des polynomes
élément par élément (éventuellement discontinus) de degré k suivant la triangulation. Nous
définissons alors l'oscillation de g par

0sc*(g) = Y (hg + *)h7llg — WawgllFacr): (1.29)
TeTy

Remarque 1.3.4 Pratiquement, la valeur de k doit étre choisie suffisamment grande en
fonction de lordre de convergence désiré et dépend donc des espaces de discrétisation.
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Chapitre 11

Estimateur équilibré

L’objectif de cette partie est de construire un estimateur a posteriori fiable avec une constante
multiplicative égale a 1 et efficace (la constante multiplicative ne sera pas calculée dans ce
cas) : c’est la raison pour laquelle nous avons opté pour un estimateur de type flux équilibré.
La constante multiplicative joue un role essentiel dans le monde industriel car ce dernier a
besoin de majoration réelle et pas seulement d'une équivalence entre erreur et estimateur.
Or, si la constante multiplicative est grande, alors 'estimateur a posteriori peut étre tres
petit sans que l'erreur ne le soit, ce qui peut impliquer une grande différence entre la solution
exacte et la solution approchée. A contrario, si la constante multiplicative est petite, ’erreur
peut étre petite sans que I'estimateur ne le soit, ce qui peut impliquer un raffinement excessif
du maillage entrainant un temps de calcul plus long.

Afin de construire cet estimateur, nous nous sommes inspirés des travaux de Frolov et al.
([FNRO6], [RF06]) auxquels nous avons rajouté des termes dans l'erreur afin d’assurer l'effica-
cité et la robustesse de notre estimateur. Nous introduirons de nouveaux éléments dans des es-
paces ad hoc afin d’obtenir un estimateur de type flux équilibrés. De plus, nous démontrerons
Vefficacité de l'estimateur dans 'esprit des travaux de Nicaise et al. ([CN10] et [NWWO07]).

Sommaire
II.1 Introduction . . . . . . . . . @ ¢ i i i i i v v ittt e et v e oo 37
I1.2 Obtention de 1’estimateur - Fiabilité . . .. ... ... ...... 38
I1.3 Efficacité de l'estimateur . . . . . ... ... ... ... 50

II.1 Introduction

Nous définissons l'erreur E1 par
2. 2 2 —1,2 2 2
E17 = [V(w = wn)llz2) + IV(¢ = dn)llz20) + A7 Ny = mllzz@) + 17 = mlla-1(q)- (L1)
ott la norme || - ||g-1(q) est définie par

37
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I(f,0)]
Ifla-@ = sup -t
D7 eme IVl

Remarque I1.1.1 Cette erreur contient le terme H’y—fth%{_l(Q) qui sera indispensable pour
établir Uefficacité de lestimateur (partie I1.3).

11.2 Obtention de 'estimateur - Fiabilité

Pour exhiber 'estimateur, nous allons procéder en deux étapes. Tout d’abord, nous allons
démontrer une relation fondamentale ; ensuite nous pourrons justifier la fiabilité de ’estima-
teur. L’objectif de cette partie sera alors de parvenir au Théoreme I1.2.1.

1I1.2.1 Relation nécessaire

Nous désirons tout d’abord majorer ||V(w — wh)||2 en fonction de ||¢ — gbh||L2(Q) et de
1t2

v = vall? 12(q)- Pour ce faire, nous allons demontrer la proposition suivante :
Proposition I1.2.1 Soient 0 < a <t ' et 0<e<1/2. Alors :
At = a®)IV(w — wn) = (¢ — Rudn)12) + A (1 = 20) |V (w — wi) 720

_ 2 1
< X2l =l = a” (1= 2) lou = Rl = 2? (1= 2 =) 16~ Gl
Preuve: Remarquons que par la définition de la norme || - ||, (), IIOUS avons :

IV(w—wn) = (¢ — ¢n) — (én — Rudn)[ 720
= |[V(w = wn)llZ2) + 16 = dnll72) + 160 — RugnllZ2(q)
—2(V(w —wn), ¢ — ¢n) — 2(V(w — wn), on — Rugn) + 2(¢ — on, on — Ragn).

Par conséquent, étant donné 0 < o < ¢t~1, nous obtenons :
Ay = mliae = A= a?)[V(w = wn) = (6 = Ridn) 72
+2a? (|9 (@ = wn) 22y + 16 = dnli3xa) + lén — Racnl3xa))

+2X0” (¢ = ¢, on — Rugn) — 200” (V(w — wn), 6 — 6n)
20 (V(w — wy), ¢ — Radn),
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ce qui est équivalent a :
A2 = a?)|[V(w —wn) = (¢ = Ragn) 1720
= Ay = e — APV = wn)l1Z2) + 16 — nlliz@) + [6n — RudnllZ20))
—2X0*(¢ — dn, b — Rudhn) + 200 (V(w — wp), & — ¢n) + 200> (V(w — wy), ¢n — Rydhn).

En utilisant trois inégalités de Young de méme parametre € avec 0 < ¢ < 1/2, nous avons :

1
—2(¢ — ¢n, on — Ritn) < ello — dnll72) + g”% — Rl 720);
1
2(V(w = wn), @ = 6n) < el V(w = wn)llzzia) + Zl16 = Enllzeo);

1
2(V(w —wn), ¢on — Rpopn) < || V(w — Wh)“%%n) + g||<25h - Rh¢h‘|i2(9)§

ce qui nous amene a :
A2 = a?)|[V(w = wn) = (¢ = Rign) 1720
<Ay = |7y — A (HV(W — wi)lliz) + 16 = dnlliz) + llon — Rh¢h||%2(9)>
1 1
+Aa’ (5”¢ - (bhH%Q(Q) + gW)h - Rh¢h”%2(9) + e[| V(w - wh)H%Z(Q) + g”¢ - (bhl‘%?(Q)
1
+e||V(w = wi)ll72) + llén = Ry¢nl720)
—142 2 2 1

<Xl =l = 20? (1= 2) 0w~ Rl —20? (12 =) 6 — aulie

—xa? (1= 2¢) [[V(w = wn) |20

ce qui nous donne :

A = 02) [V (= wn) = (6 = Rudw)l B2 + Ao (1 = 20) [V (w = wn) ey

_ 1
<Ay — gy — Ao (1 - —) 160 — Run ooy — Ao (1 L ) 16— ullZaca

Remarque 11.2.1 Ce résultat nous permettra de contréler la norme ||V (w — Wh)HLz par

les termes A2 ||y — ya 22 o llé— On |2 gy (dont nous aurons une majoration plus tard) et

[on — Rh¢h||%2(ﬂ) (que nous pourrons mettre dans Uestimateur). De plus, les choix de « et €

sont encore libres (sous les contraintes 0 < a < t7' et 0 < e < 1/2). Nous les déterminerons
une fois que l'estimateur sera obtenu afin de parvenir auzx constantes multiplicatives les plus
petites possibles.
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11.2.2 Fiabilité de ’estimateur

Tout d’abord, nous avons pour tout v € H}(Q)? (par (I.3) et (1.26)(i4)) :

(v =, ¥) a(¢ — dn, ) + a(dn, ¥) — (9, ¥)

a(¢ — én, V) — Resa(v)

o — onllclvllec + | Reszllm-1o) [V lL2@)
(Cxll¢ — nlle + |1 Resal|m-1@) IV 22 ()-

IAIA I

Iy =@y < @IS = dnlle + | Ress 100
< 2¢x°||¢ — ¢nllz + 2| Resal|F-1 (0.

Nous allons maintenant utiliser les différents résultats précédents afin de trouver I'estimateur
(ainsi que les constantes multiplicatives qui apparaissent).

Tout d’abord, nous définissons une nouvelle erreur, qui nous permettra de diminuer la valeur
des constantes intervenant dans l'estimateur : soient 7 > 0 et 0 < & < 1/2. Nous notons :

(11.2)

By o =6 = énllc +nra®(1 = 22) [V (w — wn)[Z2) + A1y = ll72 (0

Nous faisons apparaitre cette nouvelle erreur dans ’ancienne en utilisant (11.2) :
BV = V(0 — wn) ) + IV (6 = )y + X2l = wlage) + Iy = 1l
< elld — nlle + IV (w — wi) 720y + A Iy — w72
+265” (|6 — oz + 2|| Resal|- g

1
2 —~2 2, . 2 2
El1? < max{QcK +CK,—>\ 21 28>71}E17,£,a+2HR652HH1(9)'

(11.3)
Utilisons maintenant la majoration donnée par la proposition 11.2.1 (nous rappelons que
t72 —a?>0et 1 —2¢ > 0) afin de majorer E?

777€7a :

El. . <Ilo—eulle+ A"y — Vh”%?(ﬂ) + ATy - 'Vh”%Q(Q)

2 1
—nAa’ (1 - g) [6n — Rudnl72() — nha? (1 o 5) 16 — énll72q
1 _
< [i-mada (1-21-2)|lo -l + 0+ A1 — e
2
_77)\042 (1 - g) H¢h - Rh¢h”%ﬂ(g)-
Nous choisissons alors :
7= min {1 ! (11.4)
;= min < 1; : .
" A2 e+ -1) |7
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et nous posons, pour ce 7, B2 = E? , d’ou :

_ _ 2
B0 <2 (119 = nllE + Ay = lidage ) — A0 (1 - g) 68 = RanlZa)  (IL5)

Ensuite, nous remarquons que :

16 — dnlle + 27 2y — Wl 2
=a(¢— on, @ — &) + (v — Y, V(w —wi) — (¢ — én) + (R, — T)¢n)
= —a(on, ¢ — o) + (Y @ — Pn) —(Mh, V(W — wi))

-~

Resa(¢—¢n)
+a(@, ¢ —¢n) + (v, V(w —wp) = (¢ = én)) +(7 =, (Rn — T)n)

-~

(g:w—wn)

= Resa (¢ — o) —(9n, V(w — wi)) + (g, w — wi) +(v — 9, (Ra — I)¢y)

(. i
-~

Resi(w—wp)

= Resi(w — wy) + Resa(¢ — én) + (7 — Yh, (R — L)op).

16— onllz + A7 21y = mll72() = Resi(w —wn) + Resa(d— ¢n) + (v = Yn, (R —T)¢pp). (11.6)

Nous obtenons alors, en combinant (I1.5) et (I1.6) :

E2, <2{Resi(w—wy)+ Resy(¢— ¢n) + (v — Y (Ru — I)n) }

) (I1.7)
_ﬁ)\a2 (1 — g) |on — Rh¢h”%2(9)-

Majorons maintenant les deux résidus Resi(w — wyp) et Resy(¢p — ¢p). Pour cela, nous
considérons deux éléments z* et y* appartenant aux espaces fonctionnels suivants :

T* € Ngin(Q) = {z* € L*(Q, M%)| divz* € L*(Q,R?)},
y* € Hy (Q) == {y* € L*(Q,R?)|divy* € L*(Q)}.

olt M?% désigne I'espace des tenseurs symétriques d’ordre 2.
Nous intégrons ces parametres dans les résidus de la fagon suivante :
— Soit v € HJ(2). Par intégration par parties,

R651(U> = (971)) - (y*v VU) - ('WL - y*v VU)

= /gvdm—/y*'Vvda:—/(fyh—y*)-Vvdx
Q ) Q

= /gvdaz+/divy*vdw—/(%—y*)-Vvdx
Q Q Q

= /Q(g + divy*)vdr — /Q(% —y") - Vodz. (11.8)
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Nous choisissons alors y* € Hy, (Q) tel que divy* = —IIj, g ol IT; 4 est la projection
sur 'espace des fonctions P,k € N, par morceaux. Nous avons alors trivialement (cf
[AO00, Théoreme 1.5]) l'existence d'une constante C; positive, dépendant uniquement
de la régularité du maillage, telle que pour tout v € H(Q) :

||U — Hh,k U”L?(T) S Cl hTHV U”L?(T); (Hg)

ce qui nous donne l'existence d’une constante C; > 0 indépendante de la taille du
maillage et de v telle que

Res;(v) = /(g—Hh,kg)vdm—/(%—y*)-Vvda:
Q Q

= /(g —IIpg)(v — Hpxv) do — /(7h —y")-Vudzx
Q Q

< Y llg = Margllezayllv = Tasvllzery + D I = v ey IV 0l 2y

TeTy, TeTy
(IL9)

< Y Cullg = Tangllzery hrll Vol + >l = v ey IV 0l 2y
TeTy, TeT,

< Y JH 42 {Cuallg — Wasgllizen + I — o'l } —mes V0l 20
TeT, hT + t

< ) {ClhT\/ hi + g — Margllrzery + 1/ Iy + 2]/ — y*||L2(T)} Vol 2y,
TeT,

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz discrete, nous obtenons alors :

9 1/2
Resl<v>sw{2(0m W+ 29 — Theglle + h%+t2|m—y*um>)} 19l 22(0)-
TeET,

(IL.10)
— De méme, soit 1 € H}(Q2)?. Par intégration par parties,

Ress(v) = —a(on, ¥) + (Yh, V)
— _/965(@) s e(v) d:v+/’yh-¢dflf

— [ —cston) ey do - [ iew)des [ e vda

Q

= [ e s cw) do+ [ (ot diva) v e

S—5—

1A ce stade, n’importe quel élément y* vérifiant cette condition fonctionne. Nous donnerons un exemple
dans la section II.3.
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Nous choisissons alors z* € Ny, () telle que? div z* = —~;, ce qui nous donne, grace
a la remarque [.1.1 :

Resa(t) = / (2 — Ce(én)) : £(v) du

Q

_ / C12 (2% — Ce(6n)) : CY2e(4) da.
Q
D’ou par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Resy () < [|C7% (2" — Ce(¢n)) || 2y 1 lle; (I1.11)

et
| Resal| -1y < ex||C 2 (x* — Ce(én)) || r2(e)- (I1.12)

Nous utilisons alors (I1.10) avec v = w — wy, et (II.11) avec ¥ = ¢ — ¢y, ce qui nous permet
de déduire de (I1.7) que :

5y 1/2
E2, <! { > (ClhT hi + 2]l — Myrgllzery + /b3 + 2| — y*HLQ(T)) }
TeT),

X ||V (w —wn)|lz2@) + 2lc™1? (2" — Ce(dn)) || 2 l|@ — dnlle

2
+2 (7 = v, (R = D)) + A0’ (E - 1) [6n — Rl 720

Nous utilisons maintenant trois inégalités de Young (de parametres p1, uo et us strictement
positifs) afin d’obtenir

2

2\ V/
2t_1 { Z (ClhT h% + t2||g — Hh,kg||L2(T) + h%« + t2||'7h _ y*HL?(T)) } ||V(w — wh)HLz(Q)

TeT),

2
< Nlt_2 Z (ClhT\/h%« + t2||g — Hh,kgHL2(T) + h%« + t2||’7h — y*HL?(T))

TeT),

1
+— IV (w — w)llZ2(on;
[V~ )z

1
2|C™2(a* — Ce(on)) 2@ llo — Palle < p2llC2(x" — Ce(én)) |72y + EW — onllé;

1
2(7 = yny Ry = D)opn) < pasl|on — RigdnllZ20) + EHV — Tnll72(0)-

2 ce stade, n’importe quel élément z* vérifiant cette condition fonctionne. Nous donnerons un exemple
dans la section II.3.
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Nous obtenons alors :

2
E2, <mt?) { (ClhT\/ hy + g — Un gl z2ery + /b7 + ]| — y*||L2(T)> }

TETh
_ . _ 2
b€ = Ce@nlEy + {pa +ma? (2= 1) Fion - Rasnla
1 2 1 2 1 —1,2
+ Ve = )+ 16 = ol + Nl =l
Nous choisissons : 5
M= a2l — 2¢)
P = 2;
ps = 2Xt7%;
afin de faire apparaitre EZ /2 dans le membre de droite. Nous rappelons que EZ,, = EZ_
ou 77 est défini par la relation (I1.4). Nous remarquons également, en utilisant la relation
(1.29), que :
2
> {(ClhT h + 829 — nwgllrzery + /b7 + 2 — ¥ [l 2 ) }
TET,
< Z 2037 (h + %) lg — Mn kgl 7o) + Z 2(h 4+ )l — y* 122y
TeT), TeT,
=2CFosc®(g) +2 Y (W3 + )l — v 2
TeTy,
ce qui nous donne :
B, €S (1 + )l — 5 By + 20C 2 — Ce(60) e
2% T A2 (1 — 2e) i @)

/

+ {2072 + A 2 1) ¢ llon — Rudnll2o + B
c L2(Q) 2

4032

— 2(4)-
avec h.o.t.1 = mosc (g),
c’est-a-dire :
8t~?
2 2 2 _ 12/, %
B2 € i 3 (4 )l = v + A€ = Co(0)l g

TeT),

2
+ {4)\t_2 + 270’ (g - 1) } lén — Rpdnllza) + hot.2,

8C%~2 )
avec h.o.t.2 = mOSC (g),
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11.2.3 Détermination des constantes ¢ et «

Il nous faut encore choisir les parametres € et a. Nous allons les choisir de sorte que la

constante devant Z (R + 3|y — y*||%2(T) soit la plus petite possible (car la constante
TeT,
devant ||¢, — thbh“%z(ﬂ) contient le terme 4\ ¢~2 qui devient prédominant lorsque ¢ est tres

petit et ce terme est indépendant de 7)), c¢’est-a-dire que nous cherchons

Mi= min {(@a*(1-29)"'},
0<e<1/2
O<a<t !

avec, comme nous ’avons défini dans (I1.4), 7 = min < 1; :
v v (IL4), 7 { Aa2c2.c2 (e + % - 1)}

1 1
M = min —max{l;)\oz2 (5+——1) c 02}
0<e<1/2 Aa?(1 — 2e¢) € KoF
0<a<t !
s M i ! {1 (+1 1)22} (I1.13)
= min ——maxs—5;le+-——1)cxcrp. .
0<e<1/2 1—2¢ a2 €
O<a<t!

Pour simplifier I’écriture, nous posons & x A :=|0; =[x]0;¢!]. Nous séparons ensuite cet

5
ensemble en deux sous-ensembles £ x A = AU B avec :

1 1
A= {(5,(1)EE><A|W§ (s—l—g—l)cf(c%},
1 1
BI:{(&‘,OK)EEX./HWZ (64———1)0%(0%}.

€

Nous posons f(g) := [(8 + % — 1)>\c%(c%] 12 Enfin, il faut envisager trois cas selon les valeurs
des constantes A, cx et t afin de pouvoir se représenter ces différents sous-ensembles :

2 2 2
Cas1: [z <t Cas2:/o—o—s=t" Cas3: |-y >t "
s \/ 3A\ck % b \/ 33, o \ 3Ac%c2

2
avec 4 | I = f(1/2) = max f(e) (f étant une fonction strictement croissante).
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' 1 1 1 9 o
A::(;g;relAl_2€m {)\ 2,<€+ 1)CKCF}

1) Cas 1 M =min{A,B}ou { et

. 1 1 1
Bi= b g e {A2’<8+ 1>C%<C%}

) 1 I 1 9 o
A= (EIEQAl—QsmaX{W’ <5+2_1) CKCF}
1/e —1)c3.c2
= mim1 e+ {8 5 ek par définition de A.
0<€<§ — 4E
e+1l/e—1

Nous posons g(g) := . Son minimum est atteint en 2 — /3 et vaut 3 +2/3.

1—2e
Donc A=(3 + 2v/3) c%.c%.

: 1 1 1
Sl el Gl e

1
= (8172)123 m par définition de B

: 1
= min mn ————
0<e<l 0<a<f(e) Aa?(1l — 2¢)

1 1
N 0315121 1—2¢ 0<1gl<f(s) a2’

Donc
1 1/e — 1)c3c3
mn ——— = min (6 + /6 )CKCF
(e,)€B )\O[Q(l — 28) 0<e<1/2 1—2¢

1
= (34+2V3)cc obtenupoure =2 —V3eta = ——.
( ) Kor \/S_ACKCF

D'ott M = (3 + 2v/3) &2

2) Cas 2 Nous pouvons appliquer le méme raisonnement que précédemment. Nous avons

donec M = (3 + 2v/3) 22 obtenu pour e =2 — V3 et o = ———.
( )KF p mCKCF

3) Cas 3 1l faut tout d’abord déterminer € € £ tel que f(e) = ¢!

1
€
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tZ

sSé4l—e= ——

€+ € N €
12 2\

Il+sz7=* l+5z=) —4

Acg e Ack e
~ €4 = 5 .
Parmi ces deux possibilités, il n’y a que e_ := € qui appartienne a &.

Maintenant, deux cas s’offrent a nous : € > 2 — V3ete<2—1/3. Essayons d’obtenir
un critere sur ¢ qui permettrait d’établir ces deux cas.

622—\/§

2

N iae-vars (144 -
A3 2, - A3 2,

& 42 -V3) [(2—@)—(1+i)} > —4

2 2
Acy Ch

(3
N\
+

>
NI\D
’11[\.’)
N——
Do
|
W
o
|
5
N
[a—
+

t? -1
s1-V3- >
Akch T 2—/3

t? 1
G55 <1-V3+——=3
Y e 2—-+/3

St < V3Aekcer.

Ce qui nous donne

Cas 3.1:¢>2—V3<t<V3\cger : Alors, par le méme raisonnement que

précédemment, nous avons M = (3 4 2v/3) ¢&¢% obtenu pour € =2 — V3 et @ =
1

V 3)\CKCF ‘

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



48

These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

CHAPITRE II. ESTIMATEUR EQUILIBRE

Cas 3.2:¢e¢<2— V3 t>V3\egep :

(e+1/e —1)c3% %

A = min
O<e<e 1—2¢e
= Jmin _g(e) ci ¢ = g(e) ¢ ok
2
= m par déﬁnltlon de €
1
1 3\ 1 A 1
A :{\/—H—\/—T‘—}
KCr KCF KCr
2 t2 2
L+ 5z — (1+W> —4
KCF KCF 1
avec € = eta=1".
2
et
1
B _ )
(5{2)123 Aa?(1 — 2e)
. . 1 . 1 . t2
= min< min min ——:; min ———
0<e<el —2e0<a<fe) a2 e<e<i/2 A(1 — 2¢)
1/e —1)ckcq t?
= min< min (€+ /E )CKCF;
0<e<e 1—2¢ /\(1—26)
—1
1 3\ 1 A 1
B — - -
{\/C%(C%_‘_ t2 \/c%(c%7 t2 c%(CQF}
t2 t2 2
1+Ac202_ <1+)\0202> 4
KCF KCF 1
avec € = eta=1t".
2
D’ou :
A A -
1 3 1 1
M :{\/0202 +t_2\/c202 _t_2_0202}
KCF KCF KCF
t 2 )2
1+/\022 <1+)\0202) 4
KCF 1
avec € = eta=1".

Ainsi, nous avons la proposition suivante :
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Proposition 11.2.2 Soit M défini par (11.13). Deuz cas se présentent selon les valeurs des
constantes A, cK ett=! :

Sit™t > alors M = (34+2v/3) ¢%c% est obtenu poure = 2—+/3 et a =

el /—CK . )

-1
1 1 3\ 1 A 1
Sitl<« — alors M=,/ +2, 0 2~
V 3>\CKCF { \/C%(C% 2 \/C%(C% 12 C%{C%-, }

t2 12 2 4
Vs (k) -

2

1
V SACKCF ’

et =t 1.

est obtenu pour € =

Nous nous plagons dans le premier cas (car ¢ est supposé étre petit, voire tendre vers 0).
Pour ces choix de € et de a, nous posons E, , =: /. Alors nous avons :

E? < 8(3+2V3)chcit ™ Y (W + )llvn — ¥ 132 + 4ICT2 (2" = Ce(én)) 720
TeT,
6+ 4v/3

-2 4
4N
CxCr

(R, — D)nl72(q) + hoo-t.

avec h.o.t. = 8 C?172 (3 + 2v/3) c%c2 0sc?(g).

Il reste enfin a utiliser la relation (I1.3) afin de pouvoir donner une majoration de E1. Nous
définissons pour cela, avec les valeurs de « et € présentées dans la proposition 11.2.2, 7 =

2/\2—1—2‘;'1 20k + (3—1—2\/_) t :
max § 2¢ck cK’ﬁ)\oﬂ(l—Qs)’ — max < 265" 3 c3.cr: 1, et nous avons :

F1? <Z {8(3 +2v/3)cjcpt Z (W7 + )l = v |72

TeTy,
6 + 4\f

+A|CTV2 (2 — Ce(on)) 7o) + |4M2 +

IRy, = Ddnll 72 + h.o.t.}
+2||Ress|l3-1(q)

et par (I1.12) :
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s 2{8(3+2\/§)c Gt Y (g + )l =y e + 4IC2 (@ = Ce(on) 72

TeTh
6+ 43 o iia s
—3 5 ] |(Ry, — I)¢h||iQ(Q) + h.o.t.} + 27 |C7V A (a — Ca(¢h))y\i2(9)

< 8Z(3+2V3)ckcpt Z (W7 + )l — Z/*H%%T)
TeET,

AN+

. 5 6+4V3
+(4Z + 2ex7)|CT2 (2" — Ce(dn)) G20y + Z | 4N + Erre IRy — Donll 20

+Z h.o.t.

Remarque I1.2.2 La valeur de Z dépend donc de [, X et cp (puisque cx et ¢k peuvent

étre exprimées en fonction de [ et X)(cf section 1.83), autrement dit des caractéristiques du
domaine et du matériau exclusivement.

Nous obtenons finalement la fiabilité de ’estimateur suivant pour E1 par le théoreme suivant :

Théoréme 11.2.1 Soit E1 'erreur définie par (I1.1). En supposant que t < V3\cxcp, nous
obtenons :

IV (w = w72y + V(¢ = @n)ll72(0) + AT Y = Wmll72) + 17 = llf-

<8Z(3+2V3)ckcht 2 Y (hh 4 )l — ¥ 2y + (42 + 2657)[C72 (2" — Ce(en)) 1320

TeT,

6+4
v I(Ry, — Dénl| 20y + hoot.,

—2
7 AN 4 g
CkCFr

avec h.o.t. = 8(3+2v3) ¢ 2 Z C? osc*(g)t™2 et Z = max{2cK + % (34 2V3) ek 1 }

Remarque I1.2.3 Nous pouvons remarquer la présence d’un facteur t=2 dans [’estimateur.
Cela peut poser probleme : lorsque t — 0, ’estimateur peut exploser. On dit alors que [’esti-
mateur est non-robuste en t. Ce théoréme peut donc étre vu comme une étape intermédiaire
pour parvenir a l’estimateur robuste en t qui sera développé dans le chapitre 3.

11.3 Efficacité de 'estimateur

Il est difficile d’obtenir 'efficacité de notre estimateur dans le cas général. C’est la raison
pour laquelle nous nous plagons ici dans le cas particulier d’'une discrétisation composée
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d’éléments finis de type MITC3, a savoir :

W, ={ve H&(Q) |v|lp € Py(T) VT € T}
0, ={yv e H&(Q)Q |v|r € IED1(T)2 vT € 7,};

Iy =NDy= {p € Ho(rot,Q) VT € Ty, 3 ay,a2,b € Ro|p = < “ ) —|—b( ;y )}
Nous choississons aussi k£ = 0, ce qui implique que
0sc*(g) = Z ha (8 + hi)llg — Hh!JH%?(Ty

TET,

ou Il = Il ¢ désigne la projection sur I'espace des fonctions constantes par morceaux.

Dans cette partie, nous ne cherchons pas a obtenir une constante multiplicative explicite
dans la majoration, mais a faire en sorte que celle-ci, cachée dans la notation <, ne dépende
ni de t, h, ni des coefficients de Lamé.

Dans I'estimateur que nous venons d’obtenir, il y a trois parties distinctes. Dans cette section,
nous étudierons séparément ces trois parties que nous majorerons par un multiple de ’erreur
E1. L’objectif de cette partie sera de parvenir au Théoreme I1.3.1.

I1.3.1 Majoration de ||(R;, — I)@LH%?(Q)
Par les définitions de ~ et 75, nous avons que

Ry, =D, = X2 (y — ) — V(w — wp) + (¢ — én)
= [[(Rn — I)¢h||£ﬂ(ﬂ) < /\_;tzHV - 7h||§2(9) + [V (w— wh)||§2(9) +1|¢ — ¢h\|§2(9)
= (R = Dénllzz) S ANy — mllzz@ + IVw —wi)llz2) + [0 — @nllz2(0)-

Nous obtenons donc que

[(Rp, — I)Cbh”%?(ﬂ) SAH |y - 'Vh“%?(ﬂ) + |V (w — Wh)“i?(g) + V(¢ — ¢h)||%2(9)- (IL.14)

I1.3.2 Majoration de ||C™'/%(z* — CS(%))H%Q(Q)

Le but de cette partie est de majorer le terme [|[C™Y/2(z* — Cs(gbh))H%g(Q) par lerreur (a
une constante multiplicative pres). Tout d’abord, il est nécessaire de préciser qu’il peut étre
difficile d’obtenir cette majoration pour un x* quelconque. C’est pourquoi nous choisissons
le * construit a la section 3 de [NWWO07]3. Avec ce choix nous pouvons prouver efficacité.
C’est 'objet du lemme suivant :

3Le détail de la construction de x* est présenté dans ’Annexe A.
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Lemme I1.3.1 Dans le cas de l'utilisation des éléments finis de type MITCS3 et en construi-
sant ¥ comme précisé dans I’Annezxe A, nous avons :

I (2" = Ce(on) 72y S m = Y1) + V(9 = D)1 20-

Preuve: Soit f = —v, = diva™ que nous considérons comme une donnée. Alors, il existe
un unique couple (¢*, ¢7*) € O x O}, solution de :

a(¢*, ) = (f,) Vieo;
a(@ps,vn) = (fivn) YV n € Op;

ou a est la forme bilinéaire lide a 1’élasticité.

Nous utilisons alors le Théoreme 3.9 de [NWWO07, page 14] pour avoir 'existence d’une
constante positive C, indépendante de ¢ et du maillage, telle que, pour tout T' € 7},

le2@" = Ce(@i))llizay < Clidi = o1 llewr

ou [z, = Ce(v) : e(y) dx pour tout ¢ € ©. Soit Y(T') := #{K € T,,| K C wr}.

wr
Comme la triangularisation est réguliere, il existe un entier naturel C'te > 0 telle que Cte =

Y (T i impli :
jrpez% (T'), ce qui implique que

72" = Ce6i DNz = D 174" = Ce(6i Dl iaer

TET,

> Cllen — 6312
TET,

> CCtellgh — 637 léx
TeT,

C2Ctell ¢y, — i % (IL15)

IN

IN

IN

Or,
C2(a* —Ce(gn)) = CV2(a" — Ce(g}")) + CV2e(97" — o).

D’ou, par 'inégalité triangulaire et (II1.15)

IC712 (" = Ce(n))llray < €2 (2" = Ce(@f Dz + 105" = dnlle
S oh = o lle + 115" — nlle-

En remarquant que ||¢; — ¢3*|lc < |6} — énlle + ||on — @57 ||c, nous avons alors

e 2@ = Co(@)llz@ 5 1167 = nlle + 65 — nlle

= |C2 (2" — Ce(on)ITe@ S N0 — dulle + 165" — onll2- (IL.16)

Montrons maintenant que ||¢} — ¢p||2 et [|¢;* — ép]|3 sont majorés par I'erreur.
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- 9w = ¢nli

Soit 1, € Oy. Par définition de ¢;*, nous avons :

a(n — o1 ¥0n) = (Yn, ¥n — Ruthn)
= (Y, ¥n) — (Yn, Rutn)
= (Yn — 7, ¥n) + alén — &, )
S v = yllz-1@) + (IV(0r — D) ll2@) [Vl L2

D’ou, en prenant ¢, = ¢, — ¢r",
167" = dnlle S e = Ylla-1@) + | V(én — &)l L2(0),
ce qui signifie que
65" = dnlle < e = Y1) + V(0 — )72 (IL.17)
= 16} — onll2

Par I'inégalité triangulaire, nous avons :

165, = dnlle < lldh — dlle + 1l = dnllc-
Or, par définition de ¢, nous avons pour tout ) € © :
a(¢2 - ¢7 1/}) - (’7 — Thy w)
= |05 = dlle S 1Y — Wwlla-10)-

Nous obtenons alors :
165 — dnlle S 1V = wlla-1@) + 10 = dulle S v = wlla-10) + V(@ = @120
ce qui signifie que :
o™ — dnlle < llvm = V-2 @) + IV (0n — D) [72(0)- (IL.18)
Le lemme se déduit alors facilement de (I1.16), (I1.17) et (I1.18). O

I1.3.3 Majoration de Z (R% + )| — ?J*H?‘}(T)
TeT,

Enfin, nous voulons majorer Z (R34 13)||yn — v ||%2(T) par lerreur (et pour la méme raison

TeT),
que dans la sous-section précédente, nous choisissons y* construit cette fois comme dans

[CN10]*) pour obtenir le lemme suivant :

4Voir I’Annexe B.
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Lemme 11.3.2 Dans le cas de l'utilisation des éléments finis de type MITCS3 et en construi-
sant y* comme précisé dans I’Annexe B, nous avons :

D@+ =y liem) S Elly = mllza@ + 17 = Wl + 05 (9)-
TeT),

Preuve: Tout d’abord, nous allons démontrer le lemme suivant :

Lemme I1.3.3
= > )=y ey S D he(®+ 2D lnle - nellaem
TGTh Fe 5(9)
+ Y BE(E + B3| divyy + gl 3oy + 0s*(g).
TETh
(11.19)

ot nous rappelons que E(L)) représente l’ensemble des arétes de T, incluses dans €.
Preuve: Nous rappelons le lemme dont nous nous sommes inspirés :

Lemme I1.3.4 (Lemme 3.5 de [CN10]) Soit v, € P,(T)?, T € Ty, alors

HUhHLQ(T) ~ th/QHUh . nT||L2(8T)-

Nous utilisons le lemme 3.5 de [CN10, page 7] avec vy, = 7, — y*. Nous obtenons pour tout

TeT,:
|vn — y*H%z(T) ~ hr||(yn —y*) - nTH%Q (8T)
~hr > (=) - nrlliagm.
ECOT

Notons que si E =T N K avec T, K € T, nous avons :
1

Ylr-nr = 5 (Yulr - nr + |k - nr) + B (lr - ne — Vi - nr)
1
= 5(7h|T'TLT+7h|K'nT)+§[Vh]E'nT.

D’ou, par une inégalité triangulaire suivie d’une inégalité de Young :

D o=y ) nrlliam <2 ) |5 +2Z

ECOT ECOT L*(E ECOT

2 2

’YhE nr 7h|T nr + Yulk - nr) —y* - nr

L*(E)

(I1.20)
Par la construction de y* présentée dans I’Annexe B, nous avons l'existence d’éléments
ge € Po(e) tels que

/%-Vvdx:/gvdx—i-/ grvds Yv e P(T) avec gr = nenyr ge,
T T T

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

I1.3. EFFICACITE DE L’ESTIMATEUR 95

et
/y*.ne:/ge.

Nous utilisons ensuite le principe de la démonstration du théoreme 6.2 de [AO0O, page 129] en
prenant gr = y* - nr, ce qui nous donne, grace a la régularité du maillage (hg =~ hpVT €T,
et VE € £(Q)), pour toute aréte E C 0T, E =T NK,

2

1
he||gr — 5(7h|T “ng + Yk - nE)
L(E)
2
1

5 Z (/ {QT_§(’7h|T'nE+’7h|K'nE):| An)

neN(E) E
<S> DD vy + gl + he > Ile - nell e,

neN(E) T €Ty ,neN(T') E'cE(Q),neN(E')

ott N(E) désigne I’ensemble des nceuds inclus dans E (ce qui correspond aux sommets de
l'aréte F) et A, est la fonction de base associée au nceud n € N ().

En combinant cette derniére relation avec (I1.20), nous obtenons :

llvn — y*||L2(T) S h%pm Z [vn]E - nE||L2(E) + Z h || divyy, + th||L2(T’)

ECOT\09 T'Cwr
+ > hllg = gl
T'Cwr
= (C+ M) — v ey She@+07) > liwle - neliz
ECOT\09
+ > b3 (8 + B3 divyn + gl ey + > B( + B3) g — Tagl 2
T'Cwr T'Cwr
= > P+ =y ey S D he(@+03) D e nelliam
TeT;, TeTy ECoT\o92
+ > > W+ B divyn 4+ TaglfFei + Y Y B+ h)llg — Tagll7eem
TeTy, T Cwy TeT, T'Cwr

a

Pour tout £ € £(Q2), nous introduisons :

wg = by ([Wle - nE) € Hy(wg)
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ot wy := {T € T,|E C OT} et by € Hi(wg) est la fonction bulle associée au patch wy
(bg = Mgy May, € Hi(wp)) telle que

suppbp = wp, 0 <bp <1= Hlaé(b&
€

/bdethEet/bEdszhE,
wWE E
Vg r2ery S B llbellzer) VT C we,

|vi’H1(wE) 5 h;22||bEHL2(wE)'

Avec ce choix de wg, nous avons l'inégalité inverse suivante (cf [Ver96] par exemple pour
toutes les inégalités inverses qui apparaitront dans le reste de cette these) :

IVwell o) + helVwelm we) S bl - nellem). (1L.21)
Ainsi, nous avons par une intégration par parties :

[ [valE - nEH%Q(E) S (e - ne,we)r2m)
= (divyn, W) L2we) + (Vh: VWE) L2(wp)
= (d@l}’yh + 9, wE)Lz(wE) + (/Yh -7 vwE)L2(wE)-

Par conséquent, en sommant sur toutes les arétes intérieures, nous avons (grace a l'inégalité
de Cauchy-Schwarz et la régularité du maillage) :

Z he(t + hp)|nle - nEH%Q(E)

BEE(Q)
S Z {(divyn + g, hp(t* + Wp)wE) 12(wg) + (v = Y0 he(t® + W) VE) 12(0s) }
EeE(9)
12 1/2
< (e i ot ) | 3 el
TeT, EeE(Q)
+v = mlla-1@ ||V Z hpVwg + tlly =l 2@ Z thgVwg
EEE©) . EEE(©) @)
(11.22)

Nous allons maintenant étudier séparément chacun des termes.
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e Grace a I'inégalité de Poincaré et (I1.21), nous avons
2

v Z h Vwpg _Z/ Z WpVwg | || V| D BV

Ece(Q 12(Q) TeT, Ec&(Q Ec&(Q)

-y [y > oy

TeTy, i,7=1 Ee&(Q

Y (XX

TeT, 1,j=1 ECoT\ox2

Y[ Y Y a0

TeT,, ECOT\of 1,j=1

S S

TeT), EcE(Q 1,7=1

Sy Y / >~ oy

Ee&(Q) TeTy, i,7=1

= Z h |vwE|H1(wE

EcE(Q)

- Z hglheVwelin .,
EeE(Q)

< D> hy hg' Iz - el
Ee&(Q) 3 2 2
= hp < hp(t” + hi)

2

2
v hEVwE N hi(@ + )| wle - nelli g
(E)
EES LQ(Q) EEE(Q)

e Avec le méme type de raisonnement, nous avons
2

Z IfhvaE SJ Z ||thvaEH%2(wE)
Ec&(Q) L2(Q) Eeg(Q)
<3 PRVl
BeE(Q)
<Y t2h2 h! Iva]e - nell7em
Ee&(Q) "

= t?hp < hp(t® + h2%)
2

thgVwg S he(t® + )|l - nellize
(E)

E€E(Q) 12(Q) E€E(Q)
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e Une inégalité de Poincaré utilisée sur les patchs wg (possible car wg est nul sur dwg)
et (I1.21) nous donne

> sl S Y+ M) Ves|i,
BeE(Q) EeE(Q)

S D> he(® +hp)lwle - nelia .
E€E(Q)

En combinant toutes ces relations avec (I1.22), nous avons

1/2

1/2
Z he(t + hE)|nle - nell7m < <Z hz(t* + h7) || divy, + 9”%2@))
Eec&(Q) TeT,

v =l + Y — 2@

= > he(® +hp)lbnle - nelliam S Y B+ h3)lldiv + gl zze)
Ee&(Q) TeT,

v =l E-1 ) + 1y = Wl T2

Nous avons alors par (I1.19) ainsi qu’'une inégalité triangulaire et une inégalité de Young :

Z (t* + h7) I — y*H%?(T) S Z (82 + h7) || divys + thH%Q(T) + v - ’Yh||§rl(ﬂ)
n=a TeT,
1y = mll720) + 0sc(9)”.
(IL.23)

Il nous reste encore a majorer le terme Z h5(t* + h3) || divyn + thH%z(T). Pour cela, nous

TeTy,
allons introduire

wr = b3 (g + divy,) € HF(T),
ou by est la fonction bulle standard avec les propriétés

suppbr CT, 0 <br <1= maTbe,
HAS
/ bT dZL‘ =~ h?r et ||vbT”L2(T) 5 h;lan”LQ(T).
T
vaTHLQ(T) + hT’VUJT|H1(T) S h;ll‘dl?}’)/h -+ thHLQ(T)- <1124)

Une intégration par parties nous donne :
|divyn + g7z S (divyn + hg, wr) 2cry
= (Ong, wr) 2y — (W, Vwr) r2er)
= (v = Y, Vwr) r2ry + (g — g, wr) 21y
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Par conséquent, en sommant sur tous les éléments, nous avons :

> B3t + hi) |l divyn + gl

TeTh
Sty =l t B Vwrlae + Iy = wlla-1 @
TeT,

+ Y (7 +)"hrllg — Tagllzaery hr (B3 + )2 lwr || 2.
TeT),

Y% (Z h4TVwT>

TeT),

L(Q)

ce qui donne par deux inégalités de Cauchy-Schwarz :

Z h (8 + h) || divyn + Tagl| 72
TeT,

1/2 1/2
< (Z 21y —%H%?m) (Z t?h%pHVwTH%Q(T))

TeT), TeT,

v (Z h4TVwT>

TeT),

+v = mllE-1@ (I1.25)

L2(Q)

1/2 1/2
+ (Z (h +t*)hizllg — Hhﬂ”%Z(T)) (Z hi(h7 + t2)HwTH%2(T)> :

TeT), TeT,

(. J
'

—osc(g)

e Maintenant, en utilisant (I1.24), nous avons

Z 752h4T||VwT||%2(T) S Z t* hy hy? |divy, + Hh9||2L2(T)- (11.26)
—

TeT; TeT;
= S 202 < RE(2 + h2)

e Avec l'inégalité triangulaire et (I1.24), nous obtenons

2
\Y (Z h?‘prT> < Z hg]hTVwT\zl(T) car les wy ont des supports disjoints
TeT, LQ(Q) TeT,
2
\Y% (Z héva) < ) hS. h? [ divyn + Tagll72 (). (11.27)
TeTy L2(Q) TeTy,

= hi < h2(1* + h3)

e Enfin, par les propriétés de by, nous avons |wr| 2y S ||divyn + gl L2y, ce qui
implique que

> hr(hi + ) wrliamy S D hr(hg + 8)||divyn + gl 2y (I1.28)
TeTy, TeT,
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En intégrant les relations (11.26), (I1.27) et (I1.28) dans (I1.25), nous obtenons aisément que

1/2
> B3 + h3)l|divy, + agllaiy S <Z [y — vhlliz(n) + 17 = Wmll-1(0) + 0sc(g)

TeT), TeT,
1/2
(Z hz (82 + h)||divy, + HhQ”%Q(T))
TeT,
= > W3t + hp)lldivy, + aglliary S D Py — iz + 17 = wlli o) + 0s(9)
TeTy, T€Ty
= Z W (8 + W)l divyn + TagllZe oy S Clly — w22 + 1y — Wi + 05 (9).
TeT,
(I1.29)
En regroupant alors (I1.23) et (I1.29), nous obtenons
Z &+ 2l — v ey S Py — Wl Za) + Iy = wllF-10) + 05 (9).
TeT),
O

Par conséquent, en regroupant la relation (II.14), les lemmes I1.3.1 et I1.3.2, nous avons
démontré le théoreme suivant :

Théoréme I1.3.1 Si z* (resp. y*) est construit de la méme maniére que [NWWO7] (resp.
[CN10]), nous obtenons

8Z(3 +2v3)cicit > Y (g + )llyn — ¥ ey + (42 + 2657 C7* (2" — Ce(n)) (e
TeT),

L, 64+4V3
AN+ EEre I(Ry — D¢nll720

S+ )V = wn)llfz@ + L)V = dn)lli2q) + ( + 1+ E7)ATy — mllf2q)

+Z

+(1+ 72 Iy = 1)+t 0scP(g).

avee Z = max{2cx” + i (3 + 2v/3)cj i 1}

Remarque I1.3.1 Notons que la constante multiplicative cachée dans < ne dépend ni de h,
ni de t mais dépend des coefficients de Lamé A\, X et ji. Cet abus de notation a été fait dans
le but de mieux visualiser la dépendance en t.

En conclusion, nous avons démontré que l'estimateur est bien efficace. Néanmoins, le fait
qu’il ne soit pas robuste en t pose probleme car lorsque ¢ — 0, l'estimateur peut exploser.
C’est pourquoi nous allons créer un estimateur robuste en ¢ dans le chapitre suivant.
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Chapitre 111

Estimateur équilibré robuste en ¢

L’objectif de cette partie est d’améliorer I'estimateur a posteriori précédent afin de le rendre
robuste en t. Pour ce faire, nous utiliserons la norme introduite par Carstensen et Hu ([CHO7])
et nous ajouterons un terme dans l'erreur afin de conserver l'efficacité de notre estimateur.
De plus, nous modifierons la définition de Iestimateur avec l'introduction du facteur kq(7)
qui ne dépend que du diametre du patch associé a la maille T € 7;,. L’intérét principal de
cette modification réside dans la possibilité de considérer des maillages non réguliers. Nous
démontrerons la fiabilité et 'efficacité de ce nouvel estimateur et des résultats numériques
viendront confirmer nos résultats.

Sommaire
ITI.1 Introduction . . . . . . . . . 0 @ i i i i i i ittt i et e e e 61
ITI.2 Relations nécessaires . . . . . . . ¢« v v v v v v v v v o v v v o o 62
ITI1.3 Fiabilité de ’estimateur . . . ... .. .. ... ..o, 64
ITI.4 Efficacité de l'estimateur . . . .. ... ... ... ... ... .. 74
ITI.5 Résultats numériques . . . . . . . . .« v v v v v v v v v v v v v o 75

II1.1 Introduction

Afin d’obtenir un estimateur robuste en ¢ (c’est-a-dire que la constante multiplicative in-
tervenant dans lefficacité de I'estimateur est indépendante de t), nous devons modifier la
norme de ¢, — Ry, @y, : nous allons passer de la norme L?(€2) a la norme Hy(rot, ). Ce procédé
implique deux changements vis a vis de I’étude précédente :

— il fait apparaitre la constante cg que nous ne connaissons pas exactement, mais que
nous pouvons estimer (cf partie 1.3);

— il faut rajouter A?t!||rot(y — 1) [|72(q) dans U'erreur afin d’assurer I'efficacité de I'esti-
mateur.

61
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L’erreur que nous cherchons a controler s’écrit ici :

E2? = |[V(w — w720y + IV(¢ — o)l 72000 + A1y — mllZ20

A2 rot(y — %)H%Q(Q) + v - %H%—l(ﬂ)‘

(I11.1)

II1.2 Relations nécessaires

Les relations (I1.3) et (I.10) impliquent
(v = Ra = Don) = (v =, V2 —0)
= (7. V2) = (v,8) = (%, V2 = B)
= (9,2) —a(®,5) — (3. Vz = )
= —a(¢ = on, 3) + (9, 2) — al¢n, ) — (W, Vz — ).

En conséquence, (I1.1)(iii), (1.8), (1.9), ainsi que la bilinéarité du produit scalaire, de a et de
V, nous permettent de démontrer le lemme suivant (ce lemme provient de [CH07] dont nous
rappelons la démonstration) :

Lemme II1.2.1
16 — @nllz + Ay — 72 = Resi(w — wh + 2) + Resy(¢ — o + 8) — alp — o, B).

Preuve:
I = dnlle + 272y — Wl 220
a(¢ — ¢n, & — ¢n) + (v — Y, (Vo = Vwp) — (¢ — én) + (R — 1) én)
a(¢ = &n, @ — on) + (v = W, (Vw = Vwp) = (¢ — én)) + (v — 70, (Ra — D)o)
a(d, ¢ — dn) + (7, va —wp) = (¢ — 1)) —a(Pn, ¢ — dn) — (W, V(w — wy))

= (gaw —(.dh)

+(Vhy @ — Wn) — al@ — on, B) + (g, 2) — alon, B) — (vn, V2 — ).

Ce qui nous donne, en réordonnant les termes :
l¢ = dulle + A7y — WmllZ2 (o)
= (9,w — wn) = a(Pn, ® — dn) — aldn, B) — (y, V(w — wr)) = (W, V2) + (90, & — @)
+(n, B) — al¢ — &, B) + (9, 2)
= (9,w —wn) =a(on, & — dn+ 0) + (v, ¢ — ¢n + ) =(h, V(w — wn + 2))

= Resy(¢p — ¢hv+ B) (cf (1.26))
—a(¢ — ¢n, B) + (g, 2)
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l6 = énlle + A7 [ly — llZ20)
= Resy(¢ — on + B) + (9w —wn) +(9,2) = (1, V(w = wp + 2)) — a(¢ — ¢n, )
= Resy (¢ — on+ 0) + (9w —wn + 2) — ( V(w —wh +2)) —a(¢ — ¢n, 3).
= Resi(w — wy, + z) (cf (1.26))

D’ou :

16 = énllc + A7 51y — nllL2(0) = Resi(w — wh + 2) + Resa(é — én + B) — a(¢ — én, 9)-

En remarquant que v — v, = M 2(Vw — Vwy, — ¢ + ¢, + Vz — 3), nous avons que pour tout
T €Ty,
IV(w —wn+2) = (8 = ¢n+ B)Zery = A 1y — mll2ery-

Nous pouvons alors déduire le lemme suivant (ce lemme provient de [CH07] dont nous rap-
pelons la démonstration) :

Lemme I11.2.2

1 1 1.
§H¢—¢h+ﬁH% + _H(b_(bhHg +SA 1752“7—%”%2(9)

2

1 A
3 2 gV —wnt2) = (0= o+ Bllfa
TeT,

1
< Resi(w —wp, + 2) + Resa (¢ — ¢p + 5) + 5”5“%
Preuve:

1 1 1. _
5"¢_¢h+ﬁ|’2+§H¢_¢hHg+_)‘ oy = iz

2
1 A

+3 Z al Ve et 2) =@ = ot Al

1 A2t

§||¢ ¢h+ﬂ||c —||¢ ¢h||c+ I 2y - 7h||L29)+ Zt2+h2 1y = ll72r)

Telrh&\,—/

<!

1

< 16— 6n -+ B3+ 516 = Sull3 45Xy — wlagey + 53 1tZZHv W3y
TeTy,

Ty = iz + 3 a(¢ — o+ B, —on+B)+ §CL(¢ — On, @ — bn).
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Par la bilinéarité, la symétrie de a et le lemme I11.2.1, nous avons :
1 1 1 -
§H¢_¢h+ﬂ”g —H¢—¢hHg+§)\ oy = iz

A
z Z ERES IV(w—wh +2) — (¢ — dn +ﬁ)”%2(T)

TE’T

<Ay = T + % a(¢ = &n, @ — ¢n) + ald — n, B) + a(B, ¢ — ¢n) +a(3, 3)
=2a(¢ — ¢n, B)

(0~ 6n, 6 - d
= APl = gy + 5 116 Gl +2a(6 — on, 5) + IBIE] + 5110 — onl2
= ll¢ = nlle + A7y = llzeey + §|Iﬁllc +a(6 — o, B)
= Resy(w — wn +2) + Resy(9 — bn + 5) — a6 — 6n.0) + 51813 + a(6 — 61.)
— Resi(w —wn +2) + Resalo — on + 8) + 2112

O
I11.3 Fiabilité de 'estimateur
En utilisant la proposition I11.2.1 avec 0 <e < 1/2 et 0 < v < t~1, nous avons :
E2? <||V(w- Wh)”%%ﬂ) + C%(Hﬁb - ¢hHg + )‘AtZH’Y - ’YhH%?(Q)
+A 2 rot(y — )iz + 1Y — i1 @
1 Aa?(2 1)
< 1t e 7 R 2
— )\062(1 - 25) ny fthL2(Q a2 ( 25) ‘|¢h h¢h”L2(Q)
Aa?(L +5—1) AE2 = a?) )
+ N2 (1= 22) 16 — dnlliz) — m”v(w wr) — (¢ — Ragn) 720
+exlle = onlle + A7y = mllZa) + A2 [rot(y — )l T2y + 1Y = WllF—
+ € 1
2 2 2 ¢ —1,2 2
Ey < {CK + Cxcpl—} ¢ — ¢nllz + { m} ATy = mllzz@)
1 o0 ||¢h Ry¢nll72() — ﬁ”v(w wn) — (¢ — Ragn) 1720
+A 2 rot(y — )iz + 17 — 71 @
(111.2)
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En se rappelant que (cf (I1.2))

Iy = ll3-1 @) < 26&°1¢ — énllé + 2| Resall3-1q

et en notant que
AT rot(y — n) = —rot(¢ — én) — rot(¢n — Rudn)
= A12||rot(y — Yz < |lrot(o — én) |2 + |lrot(on — Rudn)| 2
= A2t rot(y =) [32(q) < 2%l — ull2 + 2lrot(én — Radn) 320

nous obtenons alors :

Ire— 1
2 2 2 —142
E2¢ < {cK —l—CKCF—E T } |l — ¢h“c { Na?(1 = 2€>} =]y — ’YhHL?

2 2
s — 9 t=2 —o? 9
+to 26||€Z5h — Ruonllz20) — WHV( wp) — (¢ — Raon) 7210

+2¢2, 116 — dnll& + 2l rot(én — Ruon)l 720y + 265116 — dnll + 2] Resal|F1(0),

1
+e—1
b2 <{drda s o +2cmt}||¢—ashnz+2||mt<¢h—Rh¢h>||%z<m

1 —142 2 : - 2
—i—{l—i—m} |y — ’VhHL2( 1_2 H¢h Rh(bhHLQ(Q)
2 o2
WHV( wp) — (¢ — Rh¢h)||Lz +2HR652HH
Nous posons alors :
1
lte-1 1
Ale, a) == max {CK e ST 20K + 2 1 Aa2(1— 25)} |

et nous utilisons le lemme I11.2.2 afin d’obtenir :

E2? < A(e, a){2Resl(u) — wy, + 2) + 2Resa (¢ — dn + 3) + || 8|2

A

N6 n Bl X gV e +2) = 6 6+ D
) = (IIL.3)
3 H¢h Rh@z”%?(a) + 2||rot(¢n — Rh(ﬁh)H%?(Q) + 2| Ress|[3r-10

_’52;0‘
a?(1—2e)

IV (w —wn) = (¢ — Rugn) 172y

Or, par définition des normes, nous avons :

Resi(w —wp + 2) < |[|Resa||| -1l (¥, w — wh + 2)|||1n V¢ € O
Resy(¢ — én + ) < || Resa|lg-1 o IV (¢ — én + B) 2@,
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ou, par un abus de notation, nous utilisons (ici et apres) I'extension par zéro de I'opérateur
linéaire Res; sur 'espace Hj(Q)* x Hi(Q) :

Res; : Hy(Q)? x H;(Q) — R
(¥,v) — Resi(v).

Nous utilisons ces relations avec deux inégalités de Young (de parametres o > 0 et v > 0)
dans (II1.3) :

1
B2 <o 0)l|[Resi|2y + I (0w = + 2

1
+v A (e, )| Resallig-1) + SIIV(@ = 6n + Dllz2e)
Ale, a)llo = on + B2 + Ale, @)lIB]1E + 2llrot(dn — Rudn) |72

2 _

1 2 2
H¢h - Rh¢hHL2(Q) + QHReSQHH*l(Q)

AA( 2 _ o2
a Z (t2 _fhog (1_§€>> ||v<w_wh+z)_(¢_¢h+ﬁ)”%2(T)
TeTy,

Nous choisissons de prendre ¢ = ¢ — ¢y, + 3, ce qui implique que

@ w2l = IV =n+ Dl + 3 gV =t )= 0= D)
TeT,
D’ou :

1
B2 <oa¥(ea)l|Resill s + V(6 — 6n+ Bl + (v4%(E, @) +2) | Resallfey

1
+=[IV(6 = on + B)ll12@) — A, )16 = dn + Blle + Ale, ) 1lle
2 _

+£ Hﬁbh — RudnllT2() + 2lrot(dn — Rugn)[172(q)

1-—
)\A (g, ) t=2 —qa? 1
Sy - IV —wn+2) — (& 6n+ B2y
3 3
= t2+h2  a2(1—2¢) o(t2+h3)

c’est-a-dire :
B2 < Al|Resi||[2, ), + Azl|Resol[F-1(q) + Asllé — én + B2 + Aallén — Radnll72 0

+As]lrot(én — Rudn)llze) — D AGIV(W —wi+2) = (& — 6+ Bl T2
TeT,

(I11.4)
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avec :

Ay =0 A%(g,a);

Ay = vA%(,0) + 2;

1 1
Ag =% (; + —) — A(e, a);
-1

1%
2
Ay ==
T2
As =2+ Ale, a)eg ck;
A 2 —a? 1
AT = 2ME0) @ VT €T

TR a(1-20) otk

Il nous faut choisir les parametres o et v. Nous allons faire en sorte que

A3§0;
AT >0V TeT,.

" 1 . . :
Sous la condition A3 > 2 un choix admissible est 0 = v = , ce qui donne :

Ale, )

Az = 0;

2X0ck —1A(e,a) t72—a?
g==k ’ >0V TET,.
0 24+ h3  2ck a?(1—2e) — "

Remarque II1.3.1 FEn fait, nous avons la condition suivante sur o :

t2 - +h)\ ' & .
o > max { ()\A(s, a) + 21— 20) Az o) avec h := mnin hr.  (IIL5)

En effet, la relation AL > 0 impose que, pour tout T € Ty, :

o>
T2+ hG

: (Atff h(;;) * atQ_(Ql __i;) ) - (AA(E’ o+ ;2?12)—@;; h2T)>1 |

Par contre, la relation Az < 0 impose que

Vs (A(g,@) _1>17

2
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2
Cx

Ale, )

d’ou la nécessité dimposer que o > afin d’assurer la positivité de v ; ce qui nous
ameéne a la condition (II1.5).
Mais cette relation pose également un autre probleme pour les choix de o et v :

— Si o est trop petit, alors v devient trés grand ;
— Si v est trop petit, alors o devient tres grand.
2¢2

A(e, o)

D’ou le choiz de 0 = v =

(quitte a augmenter la valeur de cx afin de vérifier la

condition \cy > 5)

Un autre choix possible serait :

2¢3; 1
= v = max
? . Ag, ) Mg, a) |7

ce qui supprimerait la condition Ac3, >

| —

Nous avons alors :

1
Proposition II1.3.1 Si Ac% > 3 alors pour 0 < e <1/2 et 0 < <t™!

IV(w = w2 T IIV(® = du)ll7ei) + AT Y = mll72
FA 2 rot(y = ) 720y + 17 = Wl F-10)
< 2¢ Ae, )| Resa| |21 + (265 A(e, a) + 2)|| Resy|| -1 q

% —1 . —~2 2 2
+ max 1 _ 28’ 2 _'_ A(g’ &>CK CR H¢h - Rh¢hHH0(T’Ot,Q)'

avec
1

+e—-1 __ 1
A<57 Oé) = max {C% + 0%0%51_—26 + 2CK + 2072«015; 1 + m} .

1
Remarque I11.3.2 1] est néanmoins possible de supprimer la condition \cy > 5 €n prenant

2
Cx 1

Ag, ) M(e, a

directement 0 = v = max{ >}, ce qui nous donne la proposition suivante :
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Proposition I11.8.2 Pour 0 <e<1/2 et0<a<t!

IV(w— Wh)H2L2(Q) +[IV(¢ - (bh)H%?(Q) + A7y - ’Yh”%mz)
FA2 Jrot(y = )72y + 17 = mllE-1 0
< max{2ck; A HA(e, o) [ Resil |2, + (max{263: A FA(e, @) +2) [ Resall-1 0

g -1 —~2 2 2
+ max 1 _ 287 2 + A(87 Oé)CK CR H(bh - Rh(bh”Ho(TOt,Q)'

avec

1
= +¢€ —~2 1
A<57 a) = max {C%( + C%C%‘El_—% + 20}( + QCgot; 1 + m} .

Il reste maintenant a déterminer les constantes € et . Le principe est le méme que dans la
cas non-robuste en t; les fonctions de € et a intervenant étant pratiquement identiques. En
appliquant alors le méme raisonnement, le choix optimal est ¢ = 2—+/3 et o = (3)\0%(0%)71/ 2
et donc

Ale,a) =max {ck + Ack(3 +2V3) + 268" + 2¢2,,; 1 + & (3+2V/3)}
= & + A (3+2V3) + 2057 + 222,

ce qui nous donne le corollaire suivant :

Corollaire II1.3.1 Si Ac} > =, alors

N —

IV(w = w22y + V(6 = 00)l22(y + A0y = Wl

+A 2t rot(y — ’Yh)H2L2(Q) + v — ’Yh”%rl(sz)
< 2c3% (ci + chc% (3 + 2\/5) + 207+ QCfot) |||R€S1|||2_17h

+ (268 + 3 (3 + 2V3) + 25 + 262,) + 2) [ Ress 310

+ max {7 +4V3: 24 (A 4+ A2 (3 +2V3) + 267 + 2C§Ot)5[?20%} [6n — Rudnll Ty (ror.)-

I11.3.1 Calculs des résidus

Il nous faut maintenant majorer les deux résidus qui interviennent afin de parvenir a ’esti-
mateur.
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e Tout d’abord, nous avons, par la relation (I1.12)

1Res23-1 () < &&NICTH2(2" — Ce(dn) |72

e Maintenant, trouvons un majorant de ||| Resy |||, .
Soit v € H(2). Nous définissons vy, = Jv, avec J : H} () — S}(73) tel que, pour tout
T €Ty et v e HY(Q), il existe deux constantes 1 (T) > 0 et r14(T) > 0 telles que

IV Iv|l L2y < s (T) IVl L2 (o)
1 (IIL6)
hitllv = Joll2ery < sap(TI V|2 (0r) -

En fait, cela correspond a une propriété de 'interpolé de Clément : nous prendrons ici
un interpolé de type Clément (cf [Clé75] pour la définition originelle de I'opérateur de
Clément sur H'(Q) ainsi que pour l'obtention des majorations et cf [K99] pour une
adaptation possible sur H}(f2)).

Or, comme Sj(7;) C Wy, nous avons par (I1.8) pour le choix de y*, pour tout v €
Hy(2) :

Resi(v) = (g,v) — (yn, V)
= (ga v = Uh) - (’th V(U - Uh))
= Resi (v — vy)

= (g + divy*, v —v) — (v — ¥, V(v —vy))

= Z [(9 + divy*, v — Uh)L2(T) —(m =y, V(v— Uh))L2(T)]
TeT,

< Z hoa/t2 + B3 |lg + divy™|| 21y ¥

*HU — vpll L2
TETh h%

+ ) Bl =yl X ||V — ol

TETh V

Nous aurons besoin d'une autre inégalité donnée par la proposition suivante :

Proposition II1.3.3 Avec les définitions précédentes nous avons, pour tout T € Ty,
pour tout ¢ € HY(Q)? et vy, = Jv, Ueristence d’une constante ky(T) > 0 telle que

IV = o)y < Ro(T) {IV0 = ¥l oy + bl Vellizn } - (IIL7)

Preuve: La démonstration présentée ci-dessous provient de [CHO7]. Soit u une fonction
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affine sur wy, ce qui implique que Ju = u. Alors :

V(v—uv,) =V(v—u+u-—uvp)
=V —u)—V(v, —u)
= [[V(v —o)ll2ry < IV = w)[r2er) + [[V(0n — @) 2207
<[V = w2y + [V(Jv = Ju)|| 2(r)
< |[[V(v = w2y + VI (0 = u) || 22(r)
<1900 = )2y + 1 (T)IV (0 = 0) 13000y dapris (1IL6)
<A+ m(THIV (0 = )| r2(0r)-

Nous posons A := Vu. Soit ¥ € H}(Q)?. Alors :
IV (0=vn)llz2ery < (I+EUT)IVO=All2r) < (1+61(T) [[VV = Yll2gor) + 110 = All2gor] -

Nous choisissons alors la fonction u telle que A soit la moyenne de ¢, c¢’est-a-dire que

A—L/ W dr.
wr| Joor

Or, par une inégalité de Poincaré, nous avons l'existence d’une constante k3(7") > 0
(qui dépend de wr, donc du triangle T'; sa valeur est donnée dans [CF00] et est rappelée
dans la sous-section I11.5.3) telle que

14 = Allz2(wr) < Ra(DRr V[l L2(0p) V o0 € Hy ()% (IIL.8)
D’ou

IV =wn)ll2ery < (U4 m(T)HIVY = Yl z2r) + (1 + 52 (T)) R (T [ V| 2201
T)

< (L+ m(T))maz{1; hs(T) VY = Pl 2or) + b IV ll2op }-

'

=: ko(T')

|

De méme, en se rappelant la définition de x1,(7") donnée a la relation (IIL.6), nous
obtenons,

h'llv = vnllzzery < mp(T)maz{1; m3(T)HIIVO = Gll2r) + hr | VY r2wp - (I19)

En combinant (I11.9), la proposition I11.3.3 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz discrete,
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nous avons que pour tout ¥ € H}(Q)?,

Resy(v) < Z hry/t2 + hillg + divy™|| L2
TeT,
" k1 p(T)max{1; k3(T)

V2 + h3
+ > 2+ Rl = v ey
TeT,
ro(T)
X ——{IVV = ¥l 12(0y) + Pl V¥l 22(0r) }

V12 + b

< {z o T)Pma {1 o (TR + 1) lg +divy

TeT,

190 = lLizomy + BV 2o}

1/2
+ > ma(T)(8 + h3)llyn — y*||%2(T)}
TGTh

1/2

1 9 h2T )
22, [t? ) Vo =92y + mnwnpw

TeT,

J/

g

=S

Or, en se rappelant de I'existence de I'entier C'te lié a la régularité de la triangularisation
(Cte = max Y(T), avec Y(T) =#{T" € T;, | T" C wr}), nous en déduisons que :
S

1 h7
S < Cte Z ﬁHVU - ¢|l%2(T) + 3 a 2 ||v¢||%2(T)
TeTh N——
1
<Cte 3 |90 = bl + 190
212

TeT, -
1
< Cie {nwu%z(m 2wV wu;m}
T

TeT),
S < Ctel|(¥,v)][[3 1.

Resi(v) < { > wup(T)Pmaz{L; k(D) R3(8 + hp)llg + divy™ |3z

1/2
+ > ma(T) (8 + h3)llyn — y*HiQ(T)} x v 2Cte|||(, v)|[|1,n,
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ce qui implique :

[ Resi]|2,,, < 2Cte (Z w1 T)Pma {1 k(TR + 1) g + divy 3o
TeTy

+ > wa(T) (8 + h) yn — y*Hiz(T)>

TeT,

et qui nous donne la majoration suivante :

1Resi||210 < 2Cte Y ma(T)*(E + B3 I = ¥ |22
TeT,
+2Cte rTnaTX{/be(T)Zmax{l; r3(T)}?*} 0sc?(g).
€lp

I11.3.2 Conclusion

En regroupant toutes les données récoltées précédemment, nous avons le théoreme suivant :

1
Théoréme I11.3.1 En supposant que \cy > 3 et t < V3Ackcer, nous obtenons

IV(w = w72 + V(@ = dn)ll72i) + A Y = mlliz@
A2 rot(y = )72 + 1y — Wl E-1(0)

< 4cj. Cte {cﬁ( + 23+ 2V3] + 2657 + 2c§ot} Z Ko (T)?(t* + h3)|| v — y*||%2(T)
TeT),

+ {20%[0?K + 22 (34 2V3) + 257 + 262, + 2} cr||cY3 (a — Cs(th))H%z(Q)
max {7+ 4v3: 2+ (ck + chek(3+2v3) + 2" + 22,7k | lén — Rudlli oy

+h.o.t.

avec h.o.t. := 4c3, Cte max {k15(T)*max{l; k3(T)}*} {ci + %34+ 2V3] + 265 + 2c20t} 0sc*(g),

Cte = max #{T" € T,|T" C wr}; ki(T) et k1p(T) sont définis par la relation (1I1.6); ko(T) et
€7n

k3(T) sont définis dans la preuve de la proposition II1.3.3.

Remarque I11.3.3 Nous avons finalement trouvé un estimateur robuste en t (disparition
du t=2 de 'estimateur). Mais cela a un priz :
— nous avons di changer la norme ||on — Ryugnllr2() en [|¢n — Rudnl mo(rot0) 5
— nous avons récupéré une constante que nous ne connaissons pas explicitement (ko(T) ),
li€e aux inégalités inverses, car cette valeur dépend fortement du maillage considéré.
Cependant, une évaluation de cette constante est donnée dans la sous-section II1.5.35.
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I11.4 Efhicacité de I'estimateur

Les deux estimateurs présentés précédemment (cas non-robuste et robuste) font intervenir
exactement les mémes termes, hormis le changement de norme pour ¢, — Ry¢, et I'erreur
dans le cas robuste est égale a celle du cas non-robuste a laquelle nous avons ajouté un terme.
Cela signifie que le travail effectué dans la section précédente reste valable, a ceci pres qu’il
convient de majorer un terme supplémentaire apparaissant dans 1’estimateur par la nouvelle
erreur.

Par la définition de la norme Hy(rot, (), nous avons

160 — Ridnll Frorora) = |90 — Rudnllzzqy + [I7ot(dn — Rudn)lZ2q)-

(Ry —Dpp = A2 (y — ) — V(w — wh) + (¢ — én)
= rot((Ry, — )¢n) = X t2rot(y — y1,) + rot(éd — ép)
= [[rot(¢n — Rugn)720) S A2 rot(y — )| Z2() + [I70ot(¢ — ¢n)l| 720
= [[rot(dn — Rugn)l| 72y S A2t Irot(y — )220y + IV(6 — 0n)l|72(0)-

En combinant cette relation avec (I1.14), nous obtenons bien que

IR = Dl ooy S AT = Mmlf2g) + IV (@ — wn) 22

HIV(6 = on)l32() + A2 [rot(y — ) l[22 (-
(I11.10)

D’ou le théoreme suivant :

Théoréme I11.4.1 Si x* (resp. y*) est construit de la méme maniére que [NWWO7] (resp.
[CN10]), nous obtenons

4k Cte {ch + ek [3+2v3) + 25" +2¢ ) D ma(T)X(E + W)l — 0" I3acr)
TeT),
+ {20%([03( + 22 (34+2V3) + 2657 4 22, + 2} o |C VA (ar — Cs(gbh))l\%z(m

+ max {7 +4vV3:2 4 (A 4 A (3 + 2V3) + 2657 + 2%)@2&} lpn — Ruonl 3o o)

SATHE |y - %H%%Q) + V(v - wh)H%Q(Q) + v - 'Vh”l%l—l(ﬁ) +IV(¢ - ¢h)||%2(9)
FA2 Y [rot(y = ) 72(9) + 05¢*(9)-

\ _ / /
ou Cte = 7rpean#{T € T|T Cwr}.
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II11.5 Reésultats numériques

Nous considérons dans cette partie erreur discréte €)%, donnée par

TO 2 -
(eh,ttiis> = [[V(w- wh)”%%m +[|V(¢ — ¢h)||%2(9) + A 1t2||7 - Vh”%?(ﬂ)
FAT2 rot (v = ) 720y + 1Py = %1 i

ou P,y correspond a l'interpolation P;-discontinue par morceaux de y sur le maillage 7j,.
Cette erreur discrete est définie en approchant la norme H~'(2) de v — 73, intervenant dans
Perreur par sa version discrete localement calculable définie par

Py — h, vn)|?
||Ph7_7h‘|2—1,dis: sup |< )| .

(ITL.11)
v €W} HVUhH?J(Q)

Le calcul de || P,y — Yal|% | 45 €5t maintenant une tache facile et correspond simplement a la
détermination de la plus grande valeur propre d’un probleme classique de valeurs propres
généralisé de dimension finie. En effet, notons :

Up = Z Oéx/\ac et P}N—% = Z ﬁac)\am
2N (Q) zeN(Q)
ol a; = vp(x), B = (Py — ) () et (As),en(@m désigne les fonctions de base de Lagrange.
Si nous posons :

a = ()o@ € RN et § = (B),enm € RFVO,

alors, nous avons :

‘(Phﬁ)/_’}/havh)‘: Z Z ax6y<)\xa>\y):aTMﬁa

2N (Q) yeN (Q)

||VUhH%2(Q): Z O‘zv)\xa Z OéyV)\y :OéTROé,
zeN(Q) yeN(Q)

ol la matrice de masse (resp. de rigidité) M (resp. R) est définie par M;; = (\;, ;) (resp.
Rij = (V)\Z,VAJ)) Ainsi :

(a” M j)?
||Ph7_7h||2—1 dis — SuUp ——FH
’ TEN(Q) ol Ra

(wT RfT/Q Mﬁ)Q

= sup
weN (Q) ||w||§
167 MT R™2 wlf3
= sup 5
weN (@) |wll3

= |67 MT RT3

http://doc.univ-lille1.fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

76 CHAPITRE III. ESTIMATEUR EQUILIBRE ROBUSTE EN T
Ainsi, si nous posons N := R~7/2 M 37 M™ R7'/2, la valeur de || P,y — 74|21 4, est donnée
par la plus grande valeur propre de N notée \,q.(N). Pour ce faire, soit X un vecteur propre
associé & Apar (V). Alors, si nous posons Y = RT2 X et Z=R™'Y, nous avons :

NX =DM X & RTPMBATMTRV2X = \pue(N) X
& MBBTMT"RV2X = X\paoe(N) R X = N\ o (N) Y
& MBBTMYRYZPRT?2Y = X\pw(N)Y
& MBAT MTRY = X\uw(N)Y car R est symétrique
& MBBT"MYZ = \pax(N)RZ.

Pour valider la fiabilité de l'estimateur dans le cas conforme présenté dans le Théoreme
II1.3.1, I'estimateur d’erreur 7, est défini par :

77}% = 77}2;,,1 + 77f2;,,2 + 77f2:,,37

ou les contributions ny, 1, 7,2 et 7y, 3 sont données par :

n, = 4ck Cte (ci( + 22 (34 2V3) + 2e5° + QCfot) Z ko (T)?(t* + h3)|| v — y*||2L2(T),
TeT),

e = (26 (+cB3+2V3) + 257 +2¢,) +2) G IC (2" - Ce(6n)) Ix(a),

M, = max ((7 +4v3):2 + (cf( + A (3+2V3) + 2657 + 2030t> @20%{) 6 — Rutnll3y(ro.c-

Nous allons vérifier nos résultats (taux de convergence de l'erreur et de 'estimateur, ainsi
que les différents ratios) en utilisant un maillage structuré et un autre non-structuré. Dans
ce deux cas, nous utiliserons les solutions exactes présentées dans 'annexe C étendues par 0
sur Jf) et nous prendrons arbitrairement t = 1/128 A =1, g =1et A = 1.

Tous les résultats numériques qui seront présentés ont été effectués en utilisant la librairie
GetFEM~++ (http ://download.gna.org/getfem /html/homepage/).

II1.5.1 Maillages structurés pour le cas conforme

Dans cette partie, les maillages que nous avons utilisés sont uniformes et composés de n?
carrés, chacun d’entre eux étant subdivisés en 8 triangles comme le montre la Figure III.1
pour n = 4. Cela implique que la valeur du diametre d’une maille est h = 1/(v/2n), et cette
valeur est diminuée de moitié entre deux maillages consécutifs.

De plus, avec le type de maillages structurés employé, nous avons C'te = 15. Le calcul de
ro(T') est expliqué dans la partie I11.5.3.

Nous représentons sur la Figure I11.2 I'évolution de I'erreur e}%;, et de 1,1, 7.2, 1n,3 en fonc-
tion de h. Ensuite, nous représentons sur la Figure I11.3 les quatre ratios ny,/€,%;., 1h,1/€} s

Nh2/€iis €6 s/ enys en fonction de h. Tout d’abord, on peut remarquer sur la Figure II1.2
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Fic. III.1: Maillage structuré correspondant a n = 4.

que lerreur converge a I'ordre attendu (a savoir 1), et que le méme comportement se produit
pour 7,2 comme pour 7,3. En conséquence, les ratios 1,2/ e;‘ffﬁs et N3/ e}ffiis sont constants
comme on peut le remarquer sur la Figure II1.3. De plus, il est clair que la partie principale
de I'estimateur 7, est 7;,;1. Néanmoins, on peut également remarquer que le taux de conver-
gence de 7, commence aux environs de 2 pour les maillages les plus grossiers, ce qui peut
facilement s’expliquer par la définition de 7, ; lorsque h reste plus grand que t. Des que h
devient plus petit que ¢, alors le taux de convergence de 1 pour 7, est retrouvé comme le
suggere les Figures I11.2 et II1.3 pour les maillages les plus fins utilisés. Par conséquent, le

ratio 1, /€%, devient asymptotiquement constant.

10

*  error
O  estimatorl
O estimator2
10° | 7o +  estimator3 ||
P slopel
- — — slope2
-~ O
-
07 g E
O
o
=) O
107 0 E
O O
a
O *
10°} £ ,
*
¥
107k * 1
L L
107 10"

Fic. II1.2: Taux de convergence pour 'erreur et les estimateurs, maillages structurés.
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» &

Fia. II1.3: Ratios d’efficacité, maillages structurés.

I11.5.2 Maillages non-structurés

Dans cette partie, nous présentons le comportement de I’estimateur pour le méme test que
dans la sous-section II1.5.1, mais cette fois-ci, pour des maillages réguliers non-structurés
comme présentés sur la Figure II1.4. Ainsi, les ordres de convergence sont une fonction de
1/v/nddl, o nddl correspond au nombre de noeuds de la triangulation. Le parametre Cte
dépend du maillage considéré, tandis que ro(7T") est implémenté comme expliqué dans la
sous-section II1.5.3.

Fic. II1.4: Maillages réguliers non-structurés.

Les résultats sont présentés sur les Figures I11.5 et I11.6 (& comparer respectivement aux Fi-
gures I11.2 et I11.3). Nous pouvons remarquer que les conclusions obtenues pour les maillages
non-structurés sont exactement les mémes que pour les maillages structurés.
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Fic. II1.5: Taux de convergence pour 'erreur et les estimateurs, maillages non-structurés.

10 T
*  estimator / error
@ O estimatorl / error
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Fia. II1.6: Ratios d’efficacité, maillages non-structurés.
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I11.5.3 Evaluation de xy(7T)

Pour calculer x2(7T), nous devons évaluer 1 (7") (définie dans (II1.6)) et x3(7) (définie dans

(IIL.8)).
Nous posons Jv = Z v, A, ou A, € W), est la fonction de base associée au sommet z,
2EN(Q)
v, = | | / x)dr € R si z est un neeud intérieur et v, = 0 sinon.
wZ

Par la définition de J (cf sous-section I11.3.1) et le fait que Z A, = 1, nous déduisons que
2EN(Q)

Vv = Z (v, —v) V., Yo € Hy(Q).
2EN(Q)

Afin de simplifier Iécriture, nous posons Ny = N(T) = N () N T. Nous avons :

IV Ivllamy = || D (v:—v) VA
ZGNT LQ(T)
< > o= vl [V Ay
ZENT
< > o= vz IV Aay
ZGNT

Nous devons majorer |V A, | et ||[v; — v|[12(.,). Le premier terme est 'objet du théoreme
sulvant :

Théoreme II1.5.1 Si A, est la fonction de base affine associée au sommet z et si pr
désigne le diamétre du cercle inscrit au triangle T', alors :

VX, | < 7
Preuve: Soient P et ) deux points quelconques du triangle T. Alors, comme .|, est
une fonction affine comprise entre 0 et 1,
Aia(P) = Aap(P)+ Vs (P Q) (11112
= |V)‘Z\T : (P_ Q)l < |/\z|T( ) - )\Z|T(Q)| <1
Comme A, est une fonction affine, VA, € Po(T)?, ce qui implique que
|v /\Z|T| < Hv )‘Z\TH?? (HIlS)
olt || - ||2 représente la norme euclidienne d’un vecteur.
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Or, si nous notons S* = {u € R? / ||ul|s = 1} le cercle unité, nous avons :

VA2 = (VA VA (ITL.14)
VA
= VA, ——— IVl
‘ SN PWHIS L
VA
= ||V A2 Vg,  ———
’ "IV Al
< sup [V A, - ul.
uesSt
De plus, par définition du cercle inscrit, nous avons :
Vue S, AP,Q € T tels que P — Q = pru. (IT1.15)

D’ou, en regroupant les relations (I11.13), (II1.12), (II1.14) et (IIL.15) :

P
VAl < sup Q‘
PQeT Pr

1
= — sup [V, - (P =Q)

PT P,QeT
1

%0

VA,

IN

Pour le second terme, nous avons, d’apres [CF00, (5.12)] :
[v: = vllL2() < ews, 2V V]l 2w,

pour une certaine constante c¢(w,,2) (que nous préciserons plus tard dans quelques cas par-
ticuliers). Ainsi, en regroupant ces deux parties nous obtenons :

1
IV Jollp2r) < o > (w2, 2) [V 0l 2,

T ZE./\/T

ce qui implique que
1
f(T) < — ) c(w.,2).
'OT ZGNT

Comme mentionné précédemment, la constante ¢(w,,2) peut étre estimée dans quelques cas

particuliers. Par exemple si z est un noeud intérieur et si w, est convexe, alors (cf les relations
(5.12), (5.6) et le Théoreme 2.1 de [CF00]) :

c(w.,2) < 7! diam (w.).

Au contraire, si z est un noeud frontalier du domaine, nous rappelons que v, = 0, mais
comme v = 0 dans 02 N dw,, c(w,,2) est la constante de Friedrichs (cf [CF00, (3.1)]). Une

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

82 CHAPITRE III. ESTIMATEUR EQUILIBRE ROBUSTE EN T

estimation de cette constante ne découle pas simplement des résultats présentés dans [CF00],
mais des considérations similaires permettent d’obtenir les estimations suivantes : définissons
par ¢, 'angle entre deux cotés de la triangulation ayant z comme sommet. En utilisant les
coordonnées polaires centrées en z, le patch w, est donné par

w, = {(rcosf,rsinf) : 0 <r <r(d),0<0 <.}

Nous distinguons trois cas.
— Cas 1 : Si ¢, < 7, nous définissons une extension Ev de v par :

Ev =wv SUr Wy, (II1.16)
Ev(r,0) =a,v(r,a.f) Y0 <r<r(ab)), p, —m<60<0, (II1.17)
ou o, = L . Cela transforme le patch w, en un domaine @, comme nous pouvons

. — T
le voir sur la Figure II1.7.

Xg
(r,
9) \ - oy
L)
L?,? K
x4
% N =)
(n,0)

Fia. II1.7: Exemple de création du domaine @, lorsque ¢, < 7.

De plus le choix du facteur «, dans la partie droite de (II1.16) est effectué dans le but
de garantir le fait que

/ Ev(x)dz = 0.
Des calculs directs donnent :

[Ev]2,) = V1 — a:|[v]| L2 (w.),

ainsi que :

IV(EV)|r2@.) < V1 =z max{l, [a.[}|Vv]|r2,)-
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Donc si @, est convexe (sinon, il suffit de prendre l’enveloppe convexe de @,), par
[CF00, (5.12)] nous avons :

1Bv] 120, < 77 diam (@) ||V (Ev) | r2(.)
et par conséquent,

HUHLQ(WZ) S 7r_1 dlam ((IJZ) max{l, ‘az‘}HV'UHLQ(wZ)-

— Cas 2 : Si ¢, = 7, nous définissons une autre extension Ev de v par :
Ev(r,0) = —v(r,—0) Y0<r<r(-0), -7 <0 <0. (IT1.18)

Dans ce cas-la la transformation est simplement une symétrie axiale par rapport a I’axe
x1, ce qui transforme le patch w, en un domaine @, comme nous pouvons le voir sur
la Figure ITI.8.

xe

(n;€)

2\
Kl

Fia. II1.8: Exemple de création du domaine @, lorsque ¢, = 7.

Les mémes considérations que précédemment nous amenent a
0] 22(w.) < 7! diam @)Vl r2(6.),

si w, est convexe.
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— Cas 3: Si ¢, > m, nous coupons le patch w, en deux sous-patchs par la ligne x5 =
tan(y,/2)x; et nous exécutons la premiere transformation pour chaque sous-patch. De
nouveau, si le domaine obtenu @, est convexe, nous obtenons une estimation similaire
aux précédentes.

Rappelons finalement que par [CF00, (2.3)] si wr est convexe, nous avons

diam (w
Hg(T) = #

Pour les triangulations structurées présentées a la sous-sous-section II1.5.1, des calculs di-
rects nous amenent a implémenter les quantités x1(7") et k3(7) (en utilisant des arguments
d’échelles et en calculant la premiere valeur propre de Dirichlet ou de Neumann selon
les cas). Ces calculs procurent de meilleurs résultats que les estimations précédentes. Plus
précisément, nous voulons déterminer la constante c(w,,2) intervenant dans la majoration :

v = vl L2(,) < c(ws,2) |VV] L2,

selon la position du sommet z ainsi que 'allure du patch correspondant w,. Notons que la
valeur de hp est la méme pour tout T' € 7;,. Nous pouvons alors distinguer cinq cas : trois
possibilités lorsque z est un sommet du bord (cf Figure II1.9) et deux autres lorsque z est
un noeud intérieur (cf Figure I11.11).

N
N N
D N D
D N % 7%
% D D N D g
N

F1a. I11.9: Ensemble des patchs du bord possibles selon la position du sommet z (D : condition de
Dirichlet homogene - N : condition de Neumann homogene).

— Cas 1 - 2z; au coin : Dans ce cas, nous avons v,, = 0, le patch w,, étant un carré de

c6té hp/v/2. En se ramenant au patch de référence, nous avons :

hr <
||U||L2(u)zl) = —T||U||L2(@),
V2

et, avec les conditions aux bords imposées, la premiere valeur propre du probleme du

II II
laplacien vaut I1?/2 (le vecteur propre associé étant sin <5:1:) sin <§y> ). D’ou :

Y

N 2~
0] r2(z) < fHVUHL?(@),

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

I11.5. RESULTATS NUMERIQUES 85
ce qui nous donne :

0]l 22w,y < HWIIL (:))°

— Cas 2 - 29 au bord : Dans ce cas, nous avons v,, = 0, le patch w,, étant un rectangle

de longueur 2 hy/v/2 et de largeur hy/+/2. En se ramenant au patch de référence, nous
avons :

h
9]l 2.y = —= 10 2@2),
V2

et, avec les conditions aux bords imposées, la premiere valeur propre du probleme du

IT
laplacien vaut I1%/4 (le vecteur propre associé étant sin 77 ). D’ou :

9
V][ r2@) < ﬁHV@HB(@);

ce qui nous donne :

\/_hT

IVl 22w,

]| 22 (s, <

— Cas 3 - z3 au bord : Dans ce cas, nous avons v,, = 0, le patch w,, étant un triangle

de longueurs d’arétes 2 hr/ V2, hy et hy. En se ramenant au patch de référence, nous
avons :

hr
||v||L2(W22) \/_H/UHL2 Wz

Nous définissons une extension Ev de v par :

Ev = sur w,, (II1.19)
Ev(z,y) =v(1-2,3—%y) VO0<7T<1,2-7<y<2, (I11.20)
Ev(z,y) =v(l-2,1—-7) V0<z<1,1-2<y<l1 (II1.21)

N
{x,4)
‘1n,‘au)
D
3 A
(:t"~al
xn,%)"*) b
~N

Fic. II1.10: Extension du patch pour le sommet z3.
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Cela tranforme le patch @, en un patch @.. En fait, cela correspond & une symétrie
centrale de centre (1/2,3/2) pour la partie supérieure et de centre (1/2,1/2) pour la
partie inférieure (cf la Figure I11.10). Ainsi, avec les conditions aux bords imposées,
la premiere valeur propre du probleme du laplacien vaut IT? (le vecteur propre associé
étant sin(Ilz)). D'ou :

IVl IV EV 2z

Pllee) — 1Bz ~

ce qui nous donne :

hr
1llz2ny) = FIVYIE2Esy)-

N N
N N
&3
%
N N

Fia. II1.11: Ensemble des patchs intérieurs possibles selon la position du sommet z (D : condition
de Dirichlet homogene - N : condition de Neumann homogene).

N N

— Cas 4 - z4 4 lintérieur : Dans ce cas, le patch w., est un carré de coté 2 hy/v/2. En se
ramenant au patch de référence, nous avons :

hr
v — UZ4HL2(wZ4) \/—HU UZ4||L2(@)>

et, avec les conditions aux bords imposées, la premiere valeur propre du probleme du

IT IT
laplacien vaut I1?/4 (le vecteur propre associé étant cos 59&) ou cos <§y> ). D’ou :

~

2 o
o= valrz@) < VU@,

ce qui nous donne :

\/_hT

HU - UZ4||L2(Wz4) — HVU”LQ (wzy)

— Cas 5 - z5 a 'intérieur : Dans ce cas, le patch w,, est un carré de co6té hp. En se rame-
nant au patch de référence, nous avons :

v = vl r2(sy) = hrll = s | 2@,
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et, avec les conditions aux bords imposées, la premiere valeur propre du probleme du
laplacien vaut IT? (le vecteur propre associé étant cos(Ilx) ou cos(Ily)). D’ot :

~

1o
1o = vssllre@) < VU@,

ce qui nous donne :

hr
[0 = a5l 12(0.y) < T IVOll22(0,)-

Pour les triangulations non-structurées de la sous-sous-section I11.5.2; les quantités xq(7T)
et k3(T") sont implémentées pour chaque triangle 7" en utilisant les formules précédemment
données.
Dans les deux cas, les valeurs de k1 (T) et de k3(T") sont directement incorporées dans 'esti-
mateur.
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Chapitre IV

Approximation non-conforme

Cette partie est destinée a I'analyse non-conforme du probleme de Reissner-Mindlin. L’idée
est de considérer une discrétisation non-conforme pour les deux variables w et ¢, contraire-
ment a Carstensen ([Car02]) qui n’utilise qu'une décomposition non-conforme pour w. Cela
a pour conséquence de devoir pénaliser le terme d’élasticité afin d’assurer la coercivité de
la fonctionnelle. De plus, les coefficients créés pour chaque partie de notre estimateur per-
mettent d’assurer une plus grande convergence de I'estimateur lorsque 1’épaisseur de la plaque
t est négligeable devant la taille du maillage h en améliorant le comportement de Carstensen
([Car02]), Carstensen et Weinberg ([CWO03]), Hu et Huang ([HH10]). Pour ce faire, nous
allons créer un élément intermédiaire qui appartient a I'intersection des espaces d’existence
des solutions exactes et approchées, autrement dit qui correspondra a la régularisation de la
solution numérique. Ainsi, nous pourrons nous ramener a une analyse sur le méme espace,
alors que la différence entre la solution approchée et sa régularisation peut étre incorporée
dans l'estimateur (car ne dépendant pas de la solution exacte) et peut étre facilement évaluée
selon le choix de la régularisation (interpolé d’Oswald par exemple).

Nous démontrerons la fiabilité et I'efficacité de 1'estimateur et cette partie se terminera par
la présentation de résultats numériques.

Sommaire
IV.1 Introduction . . . . . . . . . @ i i i i i i ittt e e 89
IV.2 Fiabilité de ’estimateur non-conforme . . . . . . ... ... ... 92
IV.3 Efficacité de I’estimateur non-conforme . .. ... .. ... ... 100
IV.4 Résultats numériques . . . . . . . . ..o oo n o e 112

IV.1 Introduction
Nous envisageons maintenant une approximation non-conforme du probleme (1.3) de Reissner-
Mindlin. Cela revient a considérer W), ¢ W et/ou ©, ¢ ©. Par conséquent, toutes les

relations démontrées précédemment ne sont plus valables.

89
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Reprenons la formulation variationnelle du probleme de Reissner-Mindlin : Trouver (w, ¢) €
W x O tels que :

(¢, ) + (v, Vo —¢) = (g,v) V(v,9) € W x O, (IV.1)
avec v = M *(Vw — ¢).

Définissons maintenant les espaces de discrétisation notés V,? et U9 pour marquer la non-
conformité. Par le biais de [CLMO06]|, en désignant par £(2) 'ensemble des arétes qui ne sont
pas incluses dans le bord, nous disposons de plusieurs espaces de discrétisation et opérateurs
de projection (noté Ry ), notamment :

1. L’élément "bulle non-conforme”

Pour chaque triangle T' € 7y, nous définissons BYY(T) I'espace engendré par x» la
fonction-bulle non-conforme de Py, i.e. le polynome de degré 2 s’annulant sur les deux
points de Gauss de chaque aréte. Avec les coordonnées barycentriques, nous avons

X2 = 3(A\T+ A3+ A3) — 2.

Les espaces d’éléments finis sont définis par :

WO =i € (LA(Q)? | dlr € (PU(T) @ BYC(1)*YT € Tis [L[un)ds = 0V € E(Q)}
VY ={vn, € L*(Q) | vp|r € PHT) & BYC(T)VT € Tp; [, [up]ds = 0Ve € £(Q))} ;

U, ={m € (L*(Q))?*|m|r € PUT)? & VBYC(T)VT € Tp,}.

L’opérateur de réduction Ry, : Hl(’Z?l) — 1"y, est défini localement par

Jp (1 =Ry7)de =0VT € Ty, 7 € H'(Ty),

Jp div(t — Ry7)dx =0VT € T, 7 € H'(Tp,).

2. L’élément “bulle conforme”

Pour chaque triangle T" € 73, nous définissons B3(T') l'espace engendré par b la
fonction-bulle cubique standard. Avec les coordonnées barycentriques, nous avons :

bs = 27T A1 A2 3.

Les espaces d’éléments finis sont définis par :

Uy ={vn € (L2(Q)* | ¢hnlr € (PUT) @ B3(T))*VT € Ty; [ [tn]ds = 0Ve € E(Q)}
VY ={vn € L*(Q) | vp|lr € PY(T) @ B3(T)VT € Ty; [ [un]ds = 0Ve € E(Q)}

U ={m € (L*(0)?|m|lr e PUT)? @ VB3(T)VT € Tp,} ;

L’opérateur de réduction R, : H? (7,) — Iy, est le méme que celui présenté précédemment.

3. L’élément "PNC — PNC _ Py

Les espaces d’éléments finis sont définis par :
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Uy ={vn € (LAW)? | vlr € (PHT))*VT € Ty; [ [n)ds = 0Ve € E()};

VY ={vp € L*(Q) | vp|lr €e PHT)VT € Tp; [ [op]ds = 0Ve € E(Q)};

Uy ={tn € (L*(Q))* |vplp € (PU(T))*VT € Ty}

L’opérateur Ry, est 'opérateur de projection L? sur I'espace des fonctions constantes
par morceaux.

Cette étude peut étre menée avec n’importe lequel de ces cas : ¢’est la raison pour laquelle
nous utiliserons indifféremment les espaces U9, V0| T, et I'opérateur Ry,.

Nous devons alors trouver un couple (¢, wy) € U9 x V0 tel que

ou

an(dn, ¥n) + (h, Vion — Rath) = (g,0n) ¥ (vp, ¥p) € Vi) x ), (IV.2)

Y = M (Viwn — Ruon);
(thh)|T = V(Uh’T) VT € ’EL;
Ry, est la projection de 1, sur 'espace ['y;

nonin) = 3 [ Celon) cwndet Y 7% [l o) s (il o) ds
ec€(Q) €

TeT), T
ou |e| désigne la longueur de l'aréte e; k. est une constante positive ayant le méme
ordre de grandeur que i + A et ([¢p]c ® n.)° désigne le saut symétrisé de ¢, a travers
I’aréte e que nous expliciterons plus tard.

Pour toute aréte e € £(Q), il existe deux mailles T+ et T~ € 7;, telles que e = T+NT~. Pour
toute fonction vectorielle ¢ = (¢, ¢2) définie sur T U T~ nous notons ¢|r+ = (¢, ¢5) et
¢l7- = (¢1, ¢y ). Enfin, nous posons n. = (n1,ny) un vecteur normal unitaire a laréte e.
Avec ces notations, nous pouvons définir le produit tensoriel par :

$1n1 - P1ng )

¢2n1 ¢2n2

¢®ne:(

ainsi que le saut symétrisé de ¢ a travers 'aréte e par :

([¢h]e ® ne)s =

(6t — 61 )m S(6F — 07 )na + (65 — 7))
S(6T — 07Ima 4 (6F — 03)m) (85 — 03)ma

Remarque 1V.1.1 Dans chacun des cas de discrétisation présentés ci-dessus, nous avons

VV,? cTIy.

Remarque IV.1.2 Sie est une aréte du bord, alors T est le triangle de T;, ayant e comme
aréte et 7 = ¢ = 0.
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Remarque IV.1.3 Pour toutv € H}(Q) nous avons Vv = Vv ; et pour tout ¢, € Hj ()2

nous avons ap(¢, V) = a(o, ).

- 0 0
Nous munissons V,’ et ¥y de la norme ||V}, - || 2.

Notre objectif est de trouver un estimateur a posteriori de type résiduel pour 'erreur sui-
vante :

IVh(w = w1220 + 1VR(® = o)l 720) + AT 1y = WllZ2) + 17 = wllE-1) (TV.3)

Remarque IV.1.4 De nombreux travaux concernent l’analyse a priori du probléme de Reissner-
Mindlin pour une discrétisation non-conforme (e.g. [BMO03], [CLMO06], [HHL11], [HS507]).
Nous nous concentrons sur l’analyse a posteriori de ce probleme.

IV.1.1 Notations et définitions

Dans cette partie, nous allons définir quelques notations utilisées par la suite. Nous notons :

~ X = Hj(Q)* x H3(Q) x L*(2)? et X = ¥ x VP x T'p,

o A(¢7 w, Y51, v, T) = a’(¢7 77)+(V1)—77, 7)_(vw_¢7 T)+)‘_1t2(77 T)? v (¢7 W, 7)7 (777 v, T) €
X,

— An(Phs Whs Y03 M Vhs Th) 2= @n(Pny M) + (V0 —nms Yo) = (Vawh — Gny ) + A1 (0, 7)),
V' (&n, whs V) (M, Vny Th) € X,

= Vp = (¢,w,7) € X, nous notons |pl|x = [[V@|lr2i) + (Vw2 + [[Vllzr-1@) +
A2ty 2 -

IV.2 Fiabilité de 'estimateur non-conforme

Le but de cette section sera de parvenir au Théoreme 1V.2.1.

Soient p = (¢,w,y) la solution exacte, p, = (¢n,wn,vn) la solution approchée. py, est la
solution du probleme : Trouver (¢, wn, V) € U9 x VP x T, tels que :

ah(d)h?nh) + <’Yh7 VhUh - 77h) - (g7vh>7 v(nha Uh) S \1191 X Vf?7 (IV 4)
(Vhwn = Ry, ) = A (v, ) = 0, V1, € Ty '

Ce systeme d’équations est équivalent a :

0 0.
{ Trouver (¢p,wp) € V) x V) (IV.5)

an(bn,mn) + M2(Viwn — Rudn, Vivn — Rann) = (g9, vn), ¥V (1, vp) € ¥ x V2.

Prenons s := (@, ws, vs) € X une fonction discrete quelconque avec v, = M2(Vws — ¢s).
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Nous définissons

Resi(v) = (g,0) = M2(Vw, — 6, Vo) Vo e HH(Q),

Resy () = —a(¢s, 1) + M 2(Vw, — g5, 00) Vb € HL(Q)2. (IV.6)

Remarque IV.2.1 La fonctionnelle A est construite de sorte que, pour tout p = (¢, v,7) €
X avec 7 = M%(Vv — 1)), nous ayons

Alp,p) = [¥lle + A1 7[1 720
Nous avons la proposition suivante :

Lemme IV.2.1 Soit s = (¢s,ws,7s) € X une fonction discréte quelconque. Alors
lp—sl% < max{L; A\ }A(p — 5,p — 5) + || Resal|3-10
Preuve:
Ip = sllx = V(@ = w)ll 2@ + IV (¢ = da)ll 2@y + A2ty = sll 2 + 17 = Yellm
Viw-w,) = /\_1752(7 —%s) + (¢ — ¢s)

= |V(w — ws) 2 ANy = vsllez) + |0 — Gsll 2@
Ay - YsllL2) + [|@ — dslle-

IZANRYAN

De plus, pour tout ¢ € HJ(2)?,

(V=% = (¥) = (1)
(@:%) = (Vs: )
(‘b ¢ ) + a(‘ﬁsﬂ/’) - (’7872#)

a(¢ — ¢s, 1) — Resa (1)
< o = dsllellvlle + 1 Resallu-1 @[ VYl 2@
= v =%l S V(@ = @)z + [[Resz||n—

a

a

En regroupant les termes, cela conclut la démonstration. O

Remarque IV.2.2 Commet est censé étre trés petit, nous pouvons supposer que X\~ 't? < 1.

Le lemme précédent nous permet d’obtenir la proposition suivante :

1
Proposition IV.2.1 Si Ac, > 37 nous avons pour tout s € X,

lp = sll% < [ ResullI2y, + [[Resa7 -

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

94 CHAPITRE 1IV. APPROXIMATION NON-CONFORME

Preuve: Nous allons tout d’abord exprimer A(p — s,p — s) en fonction des différents
résidus.

A(p —$P— S) = a(¢ - ¢5, gb - ¢s) + /\t_Q(V(w - ws) - (¢ - gbs)) V(w - ws) - (¢ - gbs))
= g(¢u ¢ - (bs) + )‘t72(vw - (b? V(u) - ws) - <¢ - ¢s))
=(g.w—ws)

_a(gbsa gb - ¢s) - )‘t_2(vws - Qbs, V(w - ws) - (¢ - gbs))

D’ou :

Alp—s,p—3s) = ﬁgs/l(w — wg) + Resa(p — o), (IV.7)

et, d’apres le Lemme IV.2.1,
Ip = sl% S Resi(w — wi) + Resa(6 — 6) + | Res 310

Nous avons la relation suivante :

1. 1 A
16 = dlle + SATElly = el + 5 D 5z I VW = ws) = (6= 6,) 72y
2 2 12 4+ h% o~ -
TeTy, T 2)\_125;,(’}/*’75) (IV8)

S H¢ - ¢5Hg + )‘_1752"'7 - PYSH%?(Q) = -A<p — 5P 5)'
Or (par abus de notation concernant I'extension de fie\s/l par 0) :

Resy (@ — ws) < [[Resll|-1alll(,w = w14 Vo € ©,

(IV.9)
Resy (¢ — ¢s) < ||Resa|lg-1@)l| V(6 — ¢s) || 220

D’ou, par (IV.7), (IV.8) et deux inégalités de Young de parametres p; > 0 et g > 0,

Ap=sp=9) = o= ault+ 2Pl —ulfiae
< 2[Res;(w — ws) + Resa(¢p — ¢s) — 5”@5 - %H%

1 A
=3 2 FrE Y —w) (@ = d) i)

TeT,
& =AM (7—s)

__ 1 ——
< || Resi||” 1, + EHW)’W — Wl + peollResa||F-1 ()

1 A
FIV© = 0oy = 16— ol —Y;h Al Ve —w) = (6 = 0)llzam),

(IV.10)
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Nous prenons alors ¢ = ¢ — ¢, ce qui implique
A(p —S5P— S)

< mlllResi |2 1+ — [ IV(@ = 020 + D Gz V@ —w) = (0 = @9)llia
M1 + T

] TeT),
itz || Resallf1 () + EHV&? — )12 — 16 = osllc

A
= Ve —w) =0 s)lI72cry

TET,

— — 2
= mlllResi |12 15 + pal|Resal|7-1q) + (M—Ij + M_I; - 1) |6 — &I

1 1
3 o (2= A) IV =) - 6 - 8l

TeT;
(IV.11)
1
Nous choisissons enfin, sous la condition Acj, > 2
52
ph = p2 = 2Ck.
Nous obtenons par conséquent
Alp = s.p = 5) < 2| Resi[[|2 1, + 2¢k || Res | F-1 -
Le lemme IV.2.1 permet d’achever la démonstration. O

a) Majoration de |||]%g§1]|]2_17h

Nous rappelons que nous avons posé Egs/l(v) = (g,v) = M 2(Vw, — ¢, Vo) Vv € H}(Q).
L’objectif de cette partie sera alors de démontrer le lemme suivant, donnant la majoration
de la norme de ce résidu :

Lemme IV.2.2 Avec les définitions de Res; donnée en (IV.6) et de la norme || - |||-1.n
donnée en (1.28), nous avons

Resillly S D W8 +h3)llg + divyal Ty + Y he(t® + h2)lmle - nell7a(e)
TeTn e€&(N)

v = YsllZ2 () + 1 = Ysllr-10-
Preuve: Soit v € H}(Q2). Nous utilisons (IV.5) avec i, = 0 et v, = Zgiv = Z v(2)A,

zeN(Q)
ou A\, est la fonction de base P; par maille associée au nceud z, ce qui correspond a l'interpolé
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de Clément défini dans [Clé75]. De plus, avec cette définition, nous avons trivialement (cf
[C1é75, Théoreme 1] par exemple) :

IV (Zaw) |2 S IVUllze Yo € Hy(Q) ou v € Hy(2)> (IV.12)
Alors :
—— V.5
Resi(v) ( = ) (g,v) — (7s, VV) + (90, VZev) — (9, Zeqv)
= (g,v —Zew) — (45 — Yny VU) — (90, V(v — Zeyw))
= (grdivmu-Tar)— 3 [ Tow)bul ) + (0~ 2, 0)
ecE(Q) v €
< Y g+ divnllemllv — Zewleay + Y v — Zewlzze | [vale - nell 2o
TeTy, ec&(Q)
+(yh — s, V).
(IV.13)

Or, par les propriétés de 'interpolé de Clément, nous avons :

Lemme IV.2.3 Pour tout T € Ty, pour tout e C OT, pour tout v € H}(Q) et tout ¢ €
H}(Q)? :

v —Zewll 2y S hr(|Vo =¥l p2p) + hrl| VY 22 0p)),
1/2
o = Zewllzey S h2(1V0 = 0l 2or) + b VO 2 gop))-

Preuve: Soient v € H}(Q), T € T, e C IT. Alors, pour toute fonction affine u sur wy :

v = Zewll 2y = (v —u) = Zea(v — )| 2y,
v = Zawlr2ey = (v —u) = Ze(v — w)|| 2

Or, par les propriétés de U'interpolé de Clément, nous avons (cf [AO00, Théoréeme 1.7] par

exemple) :
(v —u) = Zeu(v — w2y S h{/!lv(v — u)l2(wr)
[(v = u) =Zeu(v —u)ll2ey S by V(0 = u)llL2wr)-
1
Soit ¢ € H}(Q)?. Alors, en choisissant u de sorte que Vu = Torl Y dzx (cf la démonstration
wr wr
de la proposition I11.3.3), cela conclut la démonstration de ce lemme. O

En utilisant les relations présentées dans le lemme IV.2.3 dans la relation (IV.13) ainsi que
la régularité de la triangulation, nous obtenons apres deux inégalités de Cauchy-Schwarz
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discrete :

. 1
Resi(v) S Z hry /12 + hzllg + divynl| )

TeT, 1% t2 + h%

(IVv = Y|l 2@p) + hrlI VY| 2200r))

1
1/2
+ Z hal* /12 + B3| [yn]e ”e||L2(e)w IV = Dl r2ory + AVl 2o )
ec&() T
_’_(’Yh — Vs VU)
1/2
Resi(v) S | D b3 +m)lg+ divmllZey + D he(® +B)llIwnle - mellzeey | M@, 0)lllhn
TET, ec&()
+(7h — Vs VU)
(IV.14)

Il nous faut encore majorer le terme (7, — s, Vo).
Pour tout ¢ € H(2)2, nous avons :

(’Yh — Vs VU) = <7h — Vs Vv — w) + (’Yh - 757w)
< Y = vl Ve = Bl + v = vsllz-1 @IVl 2@

TeT),
1/2 ) 1/2

< (Z (b7 + )l — %H%%T)) (Z m“vv - wH%%T))

TET, TeT, T

+vn = Vsl a1 @ IV 20
1/2

< (h7 + )l — VsllZ2ey + e — Ysll 3 [ (20, )]l
= T Vo — VsllL2 () T = VsllH-1(0) , Lh

TeT,

1/2
(Y =75, V) < | tve = Vsl ez + (Z Aol — %H%%T)) + v = Yslla-1(0)
TeT),

(&, 0)[]1.n- (IV.15)

Soit Br = by (v, — 7s), ou br est la fonction-bulle sur le triangle 7. Alors :
> Wl = vsllier S (% — Ve Y hQTﬁT)
TETh TeTh

v (Z h%@)

TETh

< e = sl

L)

Or, par inégalité inverse, nous avons :

IV Brll 2y S hrtllve — Vsl 2wr) -
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ce qui nous donne :

v (Z h%)
TET,

S RIVBrlemy S Wl = YallFa o)

L2(9) TeTy, TeT,
D’ou :
1/2
S Bl —vslieey S I = vslla-re (Z h I — 75||%2(WT))
TeT, TeTy,
1/2
= (Z hllyn — %Himﬂ)) Sl = vsllz-1 o) (IV.16)
TeTy,

Nous pouvons conclure la démonstration du lemme par les relations (IV.14), (IV.15) et

(IV.16). O

b) Majoration de |\|}§E§2|H§1_1(Q)

Comme précédemment, nous rappelons que nous avons posé ]/%Z/SQ(w) = —a(gs, V)= M"2(Vws—
bs,0) Vo € HY(Q)? L'objectif de cette partie sera alors de démontrer le lemme suivant,
donnant la majoration de la norme de ce résidu :

Lemme IV.2.4 Avec la définition de }/%;9/2 donnée en (IV.6), nous avons :

IResa ||ty S ICY2e(dn — d)llay + D halldivCe(én) + iz

TeT,

+ D RellliCe(@n)linelzaey + I17s = i1 + £ (),
ecf()

\ , I_ R
ot pup(Vh) = sup [, € n)Q)|
cesymnfoor  I1VEClIz@

Preuve: Soit n € H}(Q)%
R€82(77) = _a(¢sa 77) + ('757 7])

=" —a(¢s,n) + (vs,1) + an(dn, Zerm) — (vas RuZem)
= an(on — bs,m) — an(dn.n — Zen) + (Vs — Yh:1) + (Y. m — Zaun)

+(vn, Zen — RuZem)
= Z /‘CE ¢h_¢s .

-, /C€ on) 1 e(n —Zem)

TeTy, TeT),
+ Z/ — M) m+ Z/% (n —Zem) + (vn, Zam — RaZeam)
TeT, TET,
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Par une inégalité de Cauchy-Schwarz, une identité de Green et la dualité H'(Q) — H}(Q),
nous avons :

Bes(n) < 1€ 2e(6n — o)l [Vl ey + 3 / div(C=(én)) - (7 — Tom)

TeT,
-y / (Co(@n)]ene - (1= Tom) + 11y — wllar 10 I 90ll 20
ec&(Q
+Z/’Yh (n —Zem) + (vn, Zam — RuZom).
TeT,

En regroupant certains termes et par des inégalités de Cauchy-Schwarz, nous avons :

Resy(n) S 1ICYe(0n — 00z Vatll o) + ) lldivCe(én) + iz lln — Zomll iz

TeT),
+ D llCe(@n)le nellzalln = Zemlzze + s =l | Vil 2@
e€&(N)
(= Ry)(T
. s [ (9, ( n)(Zem))| IV (Zam) 20y

remy@2\(o0y  IIVZanlz@

<IVall 2 Par (IV.12)

Par les propriétés de l'interpolé Zs;, nous avons :

—1/2
he 1/ 17 = Zemllzey S IV0lle2er);
hrlln —Zemllceery S IV L2n)-

Le lemme en découle directement par la régularité du maillage et le fait que Zeyn € S3(7,)2Vn €
H} Q)% 0

IV.2.1 Conclusion

D’apres les lemmes 1V.2.2 et IV.2.4 et la proposition IV.2.1, nous obtenons :

lp—sl% < D W3+ hp)llg + divwlFaey + > he(t® + B)[mle - nell3ae)
TET, ceE(9)

2l = YsllZ2@) + v = Vsl -2y + 1€ %(dn — 6372 + 1 ()
+ > hplldivCe(dn) +mllzar + Y helllCe(dn)le nellzzq

TeT, ec&(Q)
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D’ot, en utilisant I'inégalité triangulaire :

IVi(w = w720 + 1VR(D = @n)ll720) + ATy = Wmlliz@) + 17 = Wl F-10)
SIV(W = w2y + 1IV(6 = ) 1720) + A7 1Y = 26ll720) + 17 = 2sllE-10
HIVi(ws — wn)llZ2) + Va(ds — )l Z2 ) + A7 e = WmllTz0) + 1vs = mlli-10);

et apres simplification :

Théoréme 1V.2.1 (Upper-bound) En se rappelant que p = (¢, w, ) (resp. pn = (dn,wn, n))
ot (¢, w) (resp. (pn,wn)) est solution du probleme (1V.1) (resp. (IV.2)), nous obtenons pour tout
s fonction discréte appartenant a HY(Q)?* x Hy(Q) x L*(Q)?

IVi(w = w220y + IVR(® = @)l 72q) + AT Y — Wl 2y + 17 — Wl F
N Z h(t* + h1)llg + divyn |22 () + Z he(t + h2)|[[n]e - nellZ2(e) + ti ()

TeT, e€€(Q)
+ > hplldivCe(dn) + mllizy + Y helllCe(dn)]enelia
TeT, e€e&(Q)
HIVi(ws —wn)llZ2) + IVa(Ds = @)l F2i) + A7 17 = mll7z) + 17s = mllE-1(0)-

; _ |(vh, (I — Rp)Y)|
ou Mh(’Yh) = sup
vesy@o0y IVl

IV.3 Efficacité de ’estimateur non-conforme

L’objectif de cette partie sera de majorer chacun des termes composant notre estimateur
a posteriori non-conforme afin de démontrer le théoreme IV.3.1 démontrant 'efficacité de
I’estimateur.

Pour cela, nous allons étre amenés a particulariser s en considérant les interpolés de Oswald
des fonctions constituant la solution numérique. Nous prenons s = (lpsdn, Ioswn,Vs) € X

ou :
Iospn = Y Mou(x)), € Hy(Q)%
zeN(Q)
Toswn, = Z Muwp ()N € HE();
zeN(Q)
Vs = )\t_Q(V]Oswh_IOsqSh);
ou :

— N(9) est 'ensemble des noeuds internes de la triangulation ;
— A, est la fonction de base P; par maille associée au sommet x ;
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101
— M est la fonction moyenne, c¢’est-a-dire

Moy (z) =

1
|w | Z |T/| ¢h|T’<x);
¥ T xeN(T")

Ma(@) = T 3 [Tl (e)

o, zeN(T")

oty :={T € T;,| x € T} et |A| désigne aire de A.

IV.3.1 Majoration de ||V(

wWs—wn) |72y HI Vi (@s—n)l 20y TA |75~
’YhH%2(Q) + s — ’VhH%{*l(Q)

Avec cette définition de s, nous avons :

IVi(ws = wi)ll729) + 1VA(bs = n)l1720) + A 817 = WllT2i0) + 17s = WllFr-10

= [Va(losdn — ¢h)”%2(9) + [IVa(loswn — wh)H%Q(Q) + )\_1752H% - ’Yh”%%sz) + ||vs — ’Yh”%rl(m-

Afin de pouvoir majorer ce terme par l'erreur, nous allons analyser chacun des termes
séparément.

a) Majoration de ||Vi,(loswn — wh)|| 721 €t |Va(Tosdn — én)I7
Nous savons que

IV i(Toswn = w2 = D IVToswn — wi) |72

TeTy,

Or, pour tout T' € 7p,,

Viownlr = Vanlr = Y (Mwp(z) —wn(@)Vae+ > (—wa(@) VA,
zeN(T)NN(Q) €N (T)NON

= |[Viown = Vanlzy < D [Mon(@) —wn(@)| |[VAdlz+ Y |wn(@)] |[VAllz |
2N (T)NN(Q) <1 zEN(T)NOQ

<1

Deux cas s’offrent alors a nous suivant la position du neceud x :
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e Pour tout z € N (T NQ),

"]

wilr(z) | — whlr(z)

Muwp () — wplr(z) = >

T'€Ty,: xeN(TT) ’ z|

_ Z ’fll (whlr () — wplr(2))

T'€Ty,: xeN(T7) | m|

< Y k@) - k)

= |Mwh(x> - wh|T(‘r)‘ | |
T'eT,: 2eN(T7)

Or, pour tout T,7T" € w,, il existe une suite de triangle (7;); <;<n telle que T} = T",
Tn =T et I'intersection de T} avec T, soit un segment noté e; ayant x pour sommet.
Alinsi, par inégalité triangulaire :

ol (@) = nlr (@] < Y enlr @) — nlr, (@)

= Yl

oll ¢; = wp|r, — Whlr,,- En passant par le triangle de référence 7', nous obtenons :

|4 ()| = |@(7)].

Si nous considérons 1'élément conforme ou 1’é1ément PNY — PNC — Py, alors la fonction

q; € Py(e;) avec / gi ds = 0. Ainsi, si nous posons é; 'antécédent de 'aréte e; par la
€;

transformation affine envoyant T sur T, nous obtenons :
(@) < @il

Si nous considérons 1’élément non-conforme, alors ¢; € Psy(e;). Cependant, si nous
posons ¢; = a X +bo+e )T;ﬁ—d <3 [)le + )/\\22 + )ng} — 2) et si nous prenons = = (0, 0)
et é; = e3 'aréte reliant les points (0,0) et (1,0) (les autres possibilités se traitant de
la méme fagon), alors :

7:(0,0) =a +d,
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et
! 2
||Z]\7;||%2(63) = / l[a(l =) + by +d(3(1 —21)* + 327 — 2)] " day
0

1
— / [(a+d)+ (b—a—6d)x +6dwﬂ2dx1
0

b—a—6d)?* 36d>
= (a+d)2+< a3 )—I— 3 +(a+d)(b—a—64d)

+4d(a+d)+3d(b—a—6d). (IV.17)

Or, nous avons :

1
/@(f)dfzo @/ [a(1—a1) +bay +d(3(1 —a1)* + 322 — 2)] dzy = 0
0

€3
b
@%+§+d(1+1—2)
S a+b=0.
En utilisant cette relation entre a et b dans la relation (IV.17), nous obtenons :

~12 B a®> 2
@il 22(eq) = 3 + ER

Ainsi, nous avons également :
13:(0,0)] S 11l 2ea) -

En conclusion, nous obtenons :

@@ S @illz2e) < 1@llez@ < led ™2 laillaen)-

D’ou :
|T/ 1/2
M)~ S Y Y 2 B 2l — wnlris 2o
T'€Ty: 2eN(T7) e
T
= > \| P Zh V2 [wnle: Nl 22
T'€Th: xeN(T') Wa
y 7| -
D D i
TeTh: zeN(T7) | ' e€E(Q), e€ws
- 7|
- Z he 1/2H[wh]6”L2(e) Z ’w |
ec€(N), eCwy T'€Ty,: xeN(T7) *

= Z he_l/QH[wh]eHLQ(e)-

ec&(N), eCwy
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e Siz e N(TNoN), il existe une suite de triangle (T;);<;<ar telle que Ty =T, Tyy = T'

ou T a une aréte ey, au bord et l'intersection de T; avec T;,; soit un segment noté e;
ayant x pour sommet. Ainsi, par inégalité triangulaire :

Tz('r) — Wh Ti+1(x)| + |wh’TM(‘T)"

M-1
wrlr(@)] < ) lwn
i=1

En suivant le méme procédé que précédemment, nous avons :

|wh|Ti(x> - wh|Ti+1(x)| 5 |ei|_1/2|||wh|Ti - wh|Ti+1||L2(Ei)'

et, comme / wpds = 0,

€M
|whlry, ()] S h;ﬁ/QHwh\le@M).
D’ou :
_ —1/2
wnlr@) S Y0 b Pllwnlellee + Y hy Pl wnll 2e)-

e€€(Q), eCwy e’'CON e’ cwy

Par conséquent, nous obtenons :

IV Toswn —wi)llzay S S ohiPwnlellee + > b llwnllzaen
zeN(T) \e€E(Q),ecws e'CON, eCwy
— —1/2
= |Voswn —wi)lzry S D hePlwileleo+ D> hollwnllzae)
ec&(Q) , ecwr e'CON , ecwr
= |IVUoswon —wn)lllory S D htlllwnleliz+ D ho'lwnllfee
e€&(Q) , ecwr e/ CON,ecwr

D’ou, par sommation sur 7',

IVa(Toswn = willza S Y he'llwnlelio + Do ha'lwallzze): (IV.18)

ec&(Q) e’'CON, ecwr

En suivant le méme principe que précédemment avec

Mon(x) = (@) S Y h P dnlell o),

e€&(N), eCwy

si x est un noeud interne et

—on@)| < Y bl + Y. oo,

ec€(N), eCwy e'CON, e Ewy
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si x est un noeud du bord, nous avons :
IVaTostn = dn)llzy S D he ' lldnleliae + D ha'ldnllzae) (IV.19)
e€E(Q) ' Con

Il nous suffit maintenant de majorer les deux sommes des membres de droite de (IV.18) et
(IV.19) par l'erreur.

Soit ¢ € P;(e) (resp. ¢ € Py(e)) si 'on considere I'élément bulle-conforme ou PN¢ —PNC — B,
(resp. élément bulle non-conforme) tel que g(m.) = 0 o m, désigne le milieu de I'aréte e.
Alors, en passant par le triangle de référence T

lallz2e) = A2 1@l 2@ S hY211054) 2@y = b *hY?(|0sq L2

ol 0yq désigne la dérivée tangentielle de ¢, autrement dit 0,q = Vq - t. ou t. est un vecteur
unitaire tangentiel associé a ’aréte e.
D’ou :

he ' Pl wnlellzzee) S he'?llOuwnlell 2oy si e € £(Q);
1/2||wh||L2 < hi/2||8twh||Lz(e) sie C (. (IVZO)

Soient laréte interne e = TT NT~ et we = b?[Own]. € HE(we) ou b, est la fonction-bulle
d’aréte e vérifiant :
supp be = we, 0<b, <1=maxb,,
ree

/bedx%hg : /beds%he,
[Vbell2erey S h bell2rsy o [Vbelaiwe) S hallbell 22 (we)-

J ol

Or, si nous posons curlw = (

Alors,

= /[3t(wh — w)]ew,| car w € Hé(Q) = [Ow]e = (0,0).

Own]ellZ2(e) ~

c%w
—8111)

/Vw~curlwe = /Vw~curlwe
We Q

= /cuerwwe+<Vw-t,we>
Q
= 0,

), nous avons (si ¢t représente un vecteur unitaire

tangent sur 0f) :
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car curlVw = 0 et Vw -t = 0. De plus, pour tout T' C w,, comme wy et w, sont des
polynomes donc des fonctions C'™°, nous avons :

/Vw - curlw = / < Orwn ) . ( Oatwe >
T 4 ¢ N T aQWh _alwe
= /816% aQwe - / Oowp, alwe
T T

Gireen —/ 001wy, We + 01wy, We Ny + / 0102w, We — OoWwp, We My
T T T T
L) ()
= . we
T (%wh —N1

= - Vwy -t we.

T
D’ou :
V(wp —w) - curl w, = —/ Vwy - tw, = —/Vu)h~twe = —/&(wh — W) We,
T+ oT* e e

car Qyw = 0 puisque w € H} (). Ainsi, nous obtenons :

Z/Vu}h—w - curlw,

T Cwe

S IVwn — )|z llewrlwe | 2y

TCU)P

Own]ellZ2(c)

Or, par inégalité inverse, nous avons :
[Vwellr2(w.) + he| Vel mw.) S h;1/2||[8twh}e\|m(e),
ce qui implique :
[eurlwe || r2r) = [Vwelz2r) S he_l/2||[atwh]eHL2(e)
D’ou :
lOwnlellzee) S Y b IV (wn = w)ll2er)

TC(.UE

En utilisant (IV.20), nous avons :

he P llwnlellzae S B D h PV (wn =)y S Y IV (wh — @)l 2.

TCwe T Cwe

Si e est une aréte du bord, soit w, = b*(Gywy) € HZ(T) ot b, est la fonction-bulle d’aréte e,
alors comme w, est un polynéme nul sur 99\ e; w est nul sur e et wy, est un polynéme, nous
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avons :

/@(wh—w)we = <V(wp, —w)- te, we >

e
= /V(wh — w) curlw,.
T
Ainsi, par inégalités inverses et la relation (IV.20), nous avons :

he P llwnlellzze S IV (wn = w)llz2)-

Nous obtenons alors :

Z ho llwnlellFo+ D b lwnllioe S D0 D0 IV@n =032y S IValw—wn)ll2)

ec&(Q eCoN2 ecE(Q) TCwe

(IV.21)

Remarque IV.3.1 La majoration de Z he N dnlell 22y + Z he N nll 2y suit le méme

ec&(Q) eCf2
genre de démonstration pour aboutir a :
> b NnlellFae + Y b IonlTa S IVA(@ = dn)l 72 (IV.22)
ecE(9) ecf

En regroupant les inégalités (IV.18), (IV.21) et (IV.19), (IV.22), nous obtenons :

IVi(Zoswn — wh)||L2<Q S Vi(w _wh>HL2(Q

IV1(Zosdn — on)l| 720y <||Vh(¢ &) ll32 @) (Iv.23)

b) Majoration de A™'¢2 ||y, — 7h||%2(9)

Par inégalité triangulaire, nous avons :

A2ty = il < ATVt = Az + ATy = e
Or, par définition de v et de 75, en utilisant (IV.23) et des inégalités de Friedrichs, nous
avons :
APy =A@ = AV Toswn — w) = (Tostn — 9) |20

APV (Toswn — w)l z2) + A2 | Tosén — dllr2@
)\1/2t*1||Vh(IOswh — u)h)HL2(Q) —+ )\1/2t*1||Vh(wh - w)||L2(Q)

AN N Losdn — dnllzi) + A2 dn — b2
ANV (W = wn)llz2) + A Vi (Toson — 6|2

ANV a(dn — 9l 2@

IAIA

N
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D’ou :

A v — Y20y S M2 Vi(w — wi)llZ2q) + A2 VA(0 — 0n) 720

ce qui implique :

Al = llZz) S MIVa(w = wi)llZa) + A2 IVR(d = Sn)llL2i0) + ANy — Wl 120
(IvV.24)

¢) Majoration de ||ys — 7h||§{71(9)

Par définition de la norme H~'(£2), nous avons :

— — ’fQ(’Ys_'Yh)'TM
1vs = lla-10) = sup )
vemy@2\({00y  N1V¥ll2@

Or, par définition de 7 et 5, nous avons :

/Q(vs—%)~¢ = /Q(%—v)~¢+/ﬂ(v—%)-w
= 7 [ (V=)= @= o) vt (=)
w7 [ e wdiow =32 [ =) vt (=)

S (M7 w = wllzz) + AP0 — dsllrz + 17 — mlla-1e) VYl 2200
< M7 (lw = wsllzz@) + 10— dsllr2@) + 17 = Wl a-10)-

= |75 — Wwllaz—1

En utilisant deux inégalités triangulaires et deux inégalités de Friedrichs, nous obtenons :

s — %H?{—l(g) SN[ Vi(w _wh)H%Q(Q) + [ V(o — ¢h)”%2(9)) + 1y = 7h||12q—1(9)- (IV.25)

d) Conclusion

En combinant (IV.23), (IV.24) et (IV.25), nous obtenons :
IVh(ws = wi)llZ2q) + 1VA(Ds — o)1 72y + A 817 = MllT2i0) + 17s — WmllE-10

< O 42072+ 1) (V0 — @) Baey + 19006 = 0012y

ATy =l + 1Y = mllE-1 )
(IV.26)
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IV.3.2 Majoration de ()

Nous rappelons que pp(7y,) = sup [, (= Ry) O]

cestmnio0y  1IVCz2@)
Soit ¢ € S5(7)* \ {(0,0)} C (Hy(2)> N Oy).
(Y, (Z = Rp)C) = (m,¢) — (Yn, Ri(C)

——
—an(on,¢) par (IV.5)
= (m:Q) — (7, 0) + (¢, ¢) — an(en, ¢) car ¢ € S5(7,)* \ {(0,0)} € Hy(2)*

(v =7, €) + alé — ¢n, C)

N (H% — -1 + [[Vale — gbh)lle(Q)) I1VCIlz2 e

D’ou :
() S v = -1y + 11VA(@ = én)l172(0)- (IV.27)

IV.3.3 Majoration de Z R ||y, + divCe(gbh)Hiz(T)
TeT),

Soit B = br(divCe(pn) + i) € HY(T)? ou by est la fonction-bulle de triangle T' vérifiant :

supp by C T, Ongglzmabe,

/bT dr~hy 5 ||Vor|rea S hat|orl e
T

Alors :

[divCe(én) + |72y (divCe(on) + v, Br)r2(r)
—(Ce(én), e(Br)) 2y + (m, Br) L2
—(Ce(on),e(Br)) 2y + (Yn, Br)12

+(C (¢)75(5T))L2 (%5T)L2(T)

= (Ce(d = on),e(Br)) 2y + (n — 7, Br)2(m)
D’ot, par une inégalité de Cauchy-Schwarz et la dualité H1(Q) — Hj () :

Z h [l + dWCE(Cbh)”L? N Z [Ce(¢ — Cbh)”L?(T)hQTHE(ﬁT)||L2(T)

TETh TeTh
. (z m)
TETh

I A

v = lla—(

L2(Q)

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

110 CHAPITRE IV. APPROXIMATION NON-CONFORME

Or, par inégalité inverse, nous avons :

IVBrllz2ry + hr|VBrlm ) S hyt||divCe(én) + vallr2(ry,
ce qui implique que

helle(Br)ll2ry S hrllVOrlla@) S lldivCe(én) + nllc2cr)

v (Z h%ﬁT)
TET,

Finalement, nous obtenons :

et
2

<Y hilldivCe(dn) + Yl

L2(Q) TeT,

> Bl + dioCe(@n)llzeery S D IC(d — dn)llzecry hrlldivCe(dn) + mllizcr)

TeT; TeT;
" PR

1/2
+Hly = mllz-1@) (Zh IdivCe(én) + nllZ2cr ) |

TETh

D’oti, par une inégalité de Cauchy-Schwarz discrete,

> bl + divCe(dn) 1 z2ery S 1V = En)l72) + 17 = Wllir-10)- (IV.28)

TeT,

IV.3.4 Majoration de Z heH[CE(gbh)]@neH%Q(e)
ee€ ()

Soit Be = b.([Ce(gn)]ene) € Hg(we)? ol b, est la fonction-bulle d’aréte e. Alors :

[Ce(dn)lenellizey < ([Ce(@n)]e e, Be)r2(e)
= (divCe(on), Be)r2(w.) + (Ce(én), €(Be)) L2(we)
(divCe(dn), Be)r2(w.) + (Ce(n), €(Be)) r2(we) — (C(9), €(Be)) L2(we)
(7, Be) 20
(divCe(dn) + Vhs Be)12(we) + (Ce(Pn — @), €(Be)) 12(we) + (V = Vhy Be) 12(w0)
| divCe(én) + Ynll 22 we) | Bell 22 (we)
+[Ce(on — ¢)

A

vﬁe”LQ(we) + (7 — Vh, 5@)L2(we)-

|22(w0)
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D’ou :

> helllCe(@n)leneliae S Y helldivCe(én) +mll 2w

ec€(Q) e€E(Q)

ﬁeHLQ(we)

+ Z ||Cg(¢h_¢)||L2(we)h6||vﬁe”L2(we)+H’Y_/Yh”H*l(Q) \4 Z hefBe

ec&(Q) ec&(N)

L2(9)

S D (helldivCe(dn) + il 2 ICe(@n — @)llr2en) ke lCe(@n)nel 2

ec€()
1/2
v =l | Do helllCe(nlenellzae
ec&(N)
1/2

S (Z Wl + divCe(on)l| 72y + 1Va(P — dn)l72(0) + 17 — 7h||%1—1(9)>

TeT,
1/2
S hellCe(on)lenelZaq
ec€()
En utilisant (IV.28) et apres simplification, nous obtenons :
Z he”[c’f(ﬁbh)nem%%e) S IIVi(o— Cbh)”%%ﬂ) + v - 'VhH?{—l(Q)‘ (IV.29)

e€€(Q)

IV.3.5 Majoration de Z h3(t* 4 h3)||g + dw’th%z(T)
TeTy,

Pour prouver la majoration de cette partie de ’estimateur par I'erreur, il suffit de reprendre
la démonstration faite dans le lemme I1.3.2. Nous avons :

Z h (2 + hp) ldivye + gl 22y S Elly — mlliz) + 17 = i1 + 0sc(g).  (IV.30)
TeT,

IV.3.6 Majoration de Z he(t2 + B3| [vn]e - ne||%2(e)
ec€(Q)

Pour prouver la majoration de cette partie de ’estimateur par I’erreur, il suffit de reprendre
la démonstration faite dans le lemme 11.3.2. Nous avons :

Z he(@ + B2 [vle - nell 220y S Py = Wl 2 + 117 = mllE-10) + 05¢* (). (IV.31)
ec&(N)
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IV.3.1 Conclusion

En combinant les différentes inégalités présentées dans les relations (IV.26), (IV.27), (IV.28),
(IV.29), (IV.30) et (IV.31), nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme IV.3.1 En prenant s = (¢s, ws,Vs) = (ZosPh, Loswn, Mt 2(V (Zoswn) — Zosbn)),
nous avons

Z hz(t* + h7)llg + divynl 22 () + Z he(t + h)[n]e - nellZ2(e) + i ()

TeTn e€&E(N)
+ > Wzl divCe(dn) + mllzary + Y RelllCe(@n)]e nellfa
TeT, ccE(Q)

HIVi(ws = wn)lZ2@) + 1VR(ds = dn)llZa) + A7 17 — mllZa) + 117 = Mmlli-10)

ST+ D(IValw = wn)llz20) + V(e = on)l72(0)

ANy =l + 17— Wl ) + 0sclg)”.

Remarque IV.3.2 Nous pouvons remarquer que [’efficacité de l’estimateur n’est pas robuste
en t, mais la fiabilité de l'estimateur l’est. Ce caractere non-robuste provient des majorations

(IV.24) et (IV.25).

IV.4 Résultats numériques

Dans cette partie, les maillages que nous avons utilisés sont les maillages structurés présentés
dans la sous-sous-section II1.5.1. Nous prendrons arbitrairement k. = 5, t = 1/64, A = 1,
w=1et A =1.

Nous considérons 'erreur discrete e, donnée par

€hidis = \/||VW — Vawnllizg) + IV = VidnllZaq) + A1y — mllZ2i) + 150y — vll2ips

ou Py7y correspond a l'interpolation P;-discontinue par morceaux de v sur le maillage 7p,.
Cette erreur discrete est définie par Papproche de la norme H~1(Q2) de v — ~;, intervenant
dans 7, par sa version discrete localement calculable définie par

Puy — Y, i) |2
1Py — P = sup AT )l (1V.32)
mesia {00y IVl g

Le calcul de [P,y — Yal|% | 45 €st maintenant une téche facile et correspond simplement & la
détermination de la plus grande valeur propre d’un probléme classique de valeurs propres
généralisé de dimension finie (cf la section II1.5).

http://doc.univ-lille1.fr

© 2012 Tous droits réservés.



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

113

Pour valider la fiabilité de I’estimateur dans le cas non-conforme présenté dans le Théoreme
IV.2.1, 'estimateur d’erreur 7, est défini par :

M =Mhy + Mo+ s+ Mha+ s+ T

ou les contributions ny, 1, Mn.2, M43, M4, Mns €t Ny sont données par :

My = Y hp(t*+h3) / g + divy,)*de, (IV.33)
TeTy, T
he = [IVi(ws = wn)ll72i) + 1VA(0s = )72y + A7 217 — Wl T2 + I1vs — Wl -
Mh,2 h{Ws r)llL2(Q) r\Ps h)llL2(Q) Vs = VnllL2(q) Vs = TYulla-1(Q)>
Nhs = Zh%/hh—l-div(fs((bh)ﬁdx,
TeTy, T
e = 3 h(E ) [ nfids
ecE(Q) e
ity = > h [ lesln s,
ec€(Q) €

e = Hr(m)

Pour le test que nous avons effectué, nous avons considéré 1’élément "PN¢ — PN — Py pour
la discrétisation. Cela implique que Ry, = Pg et pp(v,) = nne = 0.

Nous représentons sur la Figure IV.1 I’évolution de 'erreur Chogis €1 de nn.1, Mh2, Mh3s Mha,
nn5 en fonction de h. Ensuite, nous représentons sur la Figure IV.2 les six ratios n,/e},%;, et
NMhi/€hais POUr i = 1.5 en fonction de h.

Tout d’abord, on peut remarquer sur la Figure IV.1 que 'erreur converge a 'ordre attendu
(a savoir 1), et que le méme comportement se produit pour 7, 2, 1.3 €t 15. En conséquence,
les ratios mna/€ s, Mn3/ €l yis €6 Mhs/ €l sont constants comme on peut le remarquer sur
la Figure IV.2. De plus, on peut également remarquer que le taux de convergence de 71
(resp. mp4) commence aux environs de 2 (resp. 1.5) pour les maillages les plus grossiers, ce
qui peut facilement s’expliquer par la définition de 7y, ; (resp. 7,.4) lorsque h reste plus grand
que t. Des que h devient plus petit que ¢, alors le taux de convergence de 1 pour 7, et
Nh,a est retrouvé comme le suggere les Figures IV.1 et IV.2 pour les maillages les plus fins
utilisés. Par conséquent, le ratio 1, /ej;, devient asymptotiquement constant.
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FiG. IV.1: Taux de convergence pour l'erreur et les estimateurs, analyse non-conforme.

30
25
20
15

10

Fic.

{+n]

£00

+

%0

0

#0

+ 00 %

=3

estimator / error

estimatorl / error
estimator2 / error
estimator3 / error
estimator4 / error
estimators / error

10

IV.2: Ratios d’efficacité, analyse non-conforme.

10

-1

http://doc.univ-lille1.fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

Chapitre V

Problemes locaux sur les patchs

Cette partie est consacrée a une nouvelle étude reprenant le principe de Morin et al. ([MNS02])
adapté au probleme de Reissner-Mindlin; le but étant de construire un estimateur a poste-
riori dépendant des solutions de problemes locaux sur chaque patch de maille. L’avantage
de cette technique est que nous nous servons du probleme global que nous localisons afin
de créer nos éléments locaux, ce qui permet de conserver les éventuelles caractéristiques du
probleme, contrairement aux estimateurs présentés dans les chapitres II et III qui utilisent
des flux que nous devons imposer. De plus, il est possible d’appliquer ce procédé selon les
différents espaces de discrétisation considérés.

Nous démontrerons la fiabilité, 'efficacité et la robustesse de ’estimateur.

Sommaire
V.1 Introduction ... ... ... ... 115
V.2 Fiabilité de ’estimateur . .. ... ... ... ... 119
V.3 Efficacité de l’estimateur . . . ... ... ... ... .. ...... 132

V.1 Introduction

Nous nous placons dans le cas conforme, et plus précisément, nous allons nous concentrer
sur deux discrétisations afin de se familiariser avec le procédé :

e Discrétisation de type MITC3 :

Wi = {ve HYQ) [v]y € Pi(T) VT € T}:
O, ={v e Hy(Q)?|v|r e P(T)* VT € Tp};

Iy =ND,= {peHo(mt,Q)IVTGTthalva%bGR“'T: < o ) +b( . )}
2

115
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e Discrétisation de type Duran-Liberman :

Wy = f{ve HY(Q) ol € PUT) VT € To}:
@h = {’l/) S H&(Q)2 | ’U|T S Pl(T)Q D span{)\Q)\ng, )\3)\17’2, )\1)\2’7‘3} VT € 7;1},

I, =NDy= {peHo(rot,Q)IVTeTzﬁauambER“T: ( Zl ) +b( ;y )}
2

ou les \; sont les fonctions-bulles associées aux coordonnées barycentriques et les 7; sont les
vecteurs unitaires tangents aux arétes du triangle.

Nous rappelons que nous avons posé (w, @) € H(2) x Hj(2)? la solution de

a(g, ) + (v, Vo =) = (g,v) ¥ (v, ) € Hy(Q) x Hy(Q)?, (V.1)
et (wn, o) € Wy, x Oy C H} () x HJ(2)? la solution de
a(Gn; Yn) + (Vh, Vor — Rptn) = (g, vn) Y (vn, ¥n) € Wi X Oy, (V.2)

oll v = M 2(Vw — ¢) et v, = At 72(Vw, — Rudn).

L’objectif de ce chapitre est de construire un estimateur a posterior: fiable et efficace de
type flux équilibrés utilisant les solutions d’un probléeme discret avec poids, localisé sur des
patchs d’éléments pour le controle de 'erreur suivante :

Minvs = V(@ = )l + V(W = wn)lZ2) + 17 =l @we
ANy =l o) + AT ot (y — ) 72 (0)-

Pour y parvenir, nous allons tout d’abord considérer la fonctionnelle A introduite dans
la sous-section IV.1.1 et définie pour tout (f,z,p) et (n,v,7) dans X := @ x W x I' :=
Hi ()2 x H} () x L*(Q)? par :

AB, 2, pinyv, ) = a(B,n) + (Vo =1, p) = (V2 = B,7) + A7 (p, 7).

Nous définissons la norme || - || g-1(aiv.0) Par

Vp e H(div, ), HPHirl(dw,Q) = H/)H?{fl(n) + ||diUPH%rl(Q)-

Afin de construire notre estimateur, nous allons démontrer la proposition 4.3 de [Lov05] dans
le cas continu :

Proposition V.1.1 Etant donnés (B,2z,p) € © x W x T etty e RY, il existe (n,v,7) €
O x W x T tel que pour tout t < tg,

V0l L2y + 1Vl 2@ + 11Tl @iwny + A28 7| 220

(V.3)
S VB2 + 1Vl r2() + ol r-1(dimey + A2t pll 20
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et

||Vﬁ||2L2(Q) + ”VZH%?(Q) + ||P||§{—1(dw,n) + /\_1t2||/7||%2(g) S A8, 2, p5m,0,7), (V.4)

(les constantes multiplicatives intervenant dans ces inégalités peuvant dépendre de t et des
coefficients de Lamé, mais les contributions en t peuvent devenir indépendante de t pour t
suffisamment petit.)

Preuve: La démonstration se fait en quatre étapes :
— Soient 7, = B; v1 = z et 7, = p. Alors

(V.3) est vraie avec égalité;

par I'inégalité de Korn, nous avons —- HVﬁHLz(Q + AT P pll Ty < A8, 2, 51,01, 71).

— Nous avons 'existence d'une constante C' > 0 telle que pour tout 7 € I' (cf [BF91] par
exemple) :

|(V —1,7)|

sup > Cl7|| -1 (div.0)-
neer 100\ 10) (V122 + [V0I22q)) 72 ey

Ainsi, il existe (12,v2) € © x W tels que

HVTIQHLQ(Q) + ||VU2||L2(Q) S CalHH—l(div,ﬂ);
(VUQ - 7727,0) = ||P‘|?rl(dw,§z)‘

En prenant 7, = 0, (V.3) est alors trivialement vérifiée. De plus, pour prouver (V.4),
nous avons :

A(B, 2, pim2,v2,72) = a(B,m2) + (Vvy — 2, p)
= a(B,m) + HPH%{*l(dw,Q)-

Or, par linéarité de la fonctionnelle a et une inégalité de Young de parametre 6 > 0,
nous avons :

Csd
a(B,m2) = =Co|| VBl 2@ I V2l 2 () = ——HvﬂﬂLz(m — IVilizq)
Or, nous avons —||V772||%2( —C?|pl1%- (div.0)» C€ qui implique que
02(5
Az i) 2 (1= G208 ol — 21V Bl

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



118

These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

© 2012 Tous droits réservés.

CHAPITRE V. PROBLEMES LOCAUX SUR LES PATCHS
— Nous prenons 13 = 0, v3 = 0 et 73 = —Vz. Alors, par I'inégalité de Friedrichs
I3l m-1@iv0) = l7slla-1(0) + [divs| g

= [|Vzllg1q + [|Az][g—
< zllze + IV 2|2
< (14 cr)|| Vel 2,

et
)\71/215“7'3”[/2(9) = )\71/215HVZHL2(Q)

Ainsi, avec deux inégalités de Cauchy-Schwarz et deux inégalités de Young de pa-
rametres 0; > 0 et 3 > 0, nous avons :

A(ﬁu Z,T; 07 07 7-3)
— (V2= B,V2) = A\ '(p, V2)
= | Vzllf2q) — (B, Vz) = X 1%(p, Vz)
0 1 ) 1
> [Vl - (V10 + 55 Wl ) - Ve (—ﬂmn%m oIl

01 09 1
(1= 5 -0 ) IVel — g Wy —g el

<cFHw3||L2(Q

— Nous considérons enfin une combinaison linéaire des {n;,v;, 7;}i=1.23, autrement dit
soient a; > 0 pour ¢ = 1,2, 3 et nous définissons :

7’],11 7_ E Q; 7717UZ7TZ

Ainsi, par inégalité triangulaire :

||V77||L2 @ + IVl 2@ + 171 (ainey + A2t 7]l 220

< Z ol (IVnill 2@ + 1 V0ill 2@y + 7ill -1 @iy + A2t 7i ] 20)

< 041 (||Vﬁ||L2(Q) +IV2lr2@ + lolla-1@ioe) + A 2tpll2g) + a2 Crllpll r-1 @ive
+az(er + 14+ A2 || V2| 120

= Oél||Vﬁ||L2 Q) + [Oél —+ Oé3(CF + 1 + A~ 1/2t)”|VZHL2 + Oél)\ 1/2thHL2
+ay + axCy] H/)HH*l(dw,Qy
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et

3 3 3
y (5, TS a>
=1 =1 =1

—Zaz (B, z, p; i, Viy Ti)

_ 025 2
>, (gnwnim Xl ) + 0 | (1= 20 Il — S2IVPn
K
4] 0o c? 1
raa | (1= 5 = X221Vl - —Fuwuig A

) 50
oG 25)||Vﬁ||L29)+043(1—§1—>\ 2 IVl

K
02(5
ran (1= 2262 1ol + (00 + 5 ) Vol

Ainsi, en choisissant judicieusement les parametres de Young 6, d; et d9 ainsi que les
coefficients ay > 0, ap > 0, a3 > 0, nous pouvons vérifier (V.4).

A priori, les constantes multiplicatives intervenant dans les deux majorations dépendent
de t. Cependant, si nous fixons un ¢y, alors pour tout t < ty, nous avons :

) ) ) )
l—— -2 2>1-2 22
2 2 2 2’
et
g+ as(cp + 1+ X2 < oq + as(ep + 1+ X721),
ce qui annule la dépendance en t. O

V.2 Fiabilité de ’estimateur

Le but de cette section est de parvenir au théoreme V.2.3 qui propose un estimateur d’erreur
fiable.

D’apres la proposition V.1.1, étant donné (¢ — ¢p,w — wp, 7 — ) € O x W x T, il existe
(n,v,7) € © x W x T tels que

IVnllzz) + V0l + A2l 2 + 17 -1 @i

SIV(6 = on)llrz@) + IV (w — wi)llzz@) + A2ty = mllzz@) + 11y — Wl a1 @i,
(V.5)
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et

V(o — ¢h)”%2(9) +[[V(w - Wh)”%%sz) + Ay — 7h|’%2(ﬂ) + 1y = Wl E-1 @i

(V.6)
5 A(gb - ¢haw — Wh,Y — /Yh;,"/vvaT)'
Par la bilinéarité de la fonctionnelle A, le fait que (w, ¢) soit solution du probleme (V.1) et
par la définition de ~, nous avons :

A(d — dn,w — wp,y — s, 0,7)
=a(¢p— én,n) + (Vv—n,7 =) — (Vw—wp) = (¢ — ¢n), 7) + A (v — Y, 7)
= a(¢,n) + (v, Vo —n) —a(¢n,n) = (9, Vo = 1) = (V(w = wn) = (6 = én),7) + A7 (v — 0, 7)

g

=(g,v)

= (gv U) - a(¢h7 77) - (VU - 'Vh) —(Vw - ¢7 T) + >‘_1t2<77 T) +(th - tha T) - /\_1t2(7h7 T)

N S

~~
=0

= (9,v) = la(én,n) + (Vv —n,7) + (6n — Ry, 7)] .
Nous allons pouvoir maintenant localiser le probleme. Pour ce faire, nous posons \; la fonction

de base P; par maille associée au sommet i € N'(Q) Z Ai = 1 |, que nous introduisons

iEN(Q)
dans I’égalité précédente afin d’obtenir :
A($ — ¢n,w — wh, ¥ — W3 1,0, T)
= > {lg.0A) = aldn,n\) = (1, V(0A) = 1As) = (& — Radn, TA) - (V.7)
iEN(Q)
A Y
Nous introduisons également pour tout i € N(Q), ¢; = Jov cERetd, = Jon € R?. Sii

a fsz)‘i

est un nceud du bord, nous prenons ¢; = 0 et d; = (0,0).

fQ Ai

Nous allons démontrer le lemme suivant :
Lemme V.2.1 Si (n,v,7) € © x W x I" vérifie les relations (V.5) et (V.6), alors

A(¢ = bn,w — wn, ¥ — i, v, 7)
= Z {(g + divpyn, (v — i) Ai) + (v + diva(Ce(on)), (n — di) i)

iEN(Q)
—/ Ji-((n—di)hi) — / Jo(v = ci)Ai + (Ruon — o, 7A) + (n, (= Rh)(dz‘/\z‘))},
Fi Fi
(V.8)
ou I'; désigne l'ensemble des arétes e € E(Y) ayant i pour sommet; J; = [Ce(¢p)|ene et

Jy = [Ynle - ne sont définis pour tout e € T'; et divy, désigne la divergence élément par élément.
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Preuve: Comme ¢; € R, d; € R? et \; € P; par maille, nous avons que ¢;\; € Wy, et
d;\; € Oy, ce qui nous donne :

(9, cidi) — a(@n, didi) — (V(cidi) — didis Vn)
(

01(97 ) (Qbh, d Ai ) (V)‘m '7/1) + (dz/\za ’7h)

— (v, Ru(diNy)) + (h, diAs)
(Yn, (T = Ra)(di\i)). (V.9)

1S

)

Ainsi, en retranchant la relation (V.9) sommeée sur tous les nceuds & (V.7), nous obtenons :

A(p = dn,w — wp,y — s, 0, 7)
= Z {(g, vAi) = alon, nAi) = (9, V(0A) = nAi) — (én — Ridn, TA) }

iEN(Q
- Z {(g,cihi) = a(dn, didi) — (V(cihi) = didi; ) — (g, (D= Ra)(didi)) }
PIEN(Q)
Z {(g.( Ai) = a(dn, (n — di)Ni) — (v, V(0 = ) Ni) — (n — di)Ai) }
iEN(Q)
+ Z {(Rnon — o0, 7A) + (’Yh, (I—Ry)(diNi))}-
ieN () :57'1'

En utilisant deux identités de Green, nous obtenons :

A(¢ - thvw — Wh, Y — ’7h§777UaT)

-y {<g,<v—ci>xz->— S |- [ainezon) - (- am + [ €t (- a)

N (@) TCw;
- 1; { / divyn((v — c)Ai) + /aT(% -ny)((v — Cz’Mz‘)} + (Yn, (N — di) Ni) + Tz} :

Ainsi, nous avons :
A} — Py w — Wy ¥ — 3,0, T)

= > {(97 (v = ci)Xi) + (diva(Ce(¢n)), (n — di)hi) = Y /([C€(¢h)]ene) (0 = di)A)

iEN (@) eCw; V€

+(divnn, (v = c)M) — Y /([%]e ‘ne)(v = )N+ (n, (1 — di) M) + Ti}
- Z {9 + divwyn (v — c)N) + (o + divon (Ce(n)). (n — d)A)

16/\/

_Z/‘]l Z/ng—cZ i+ it
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Comme \; = 0 sur Jw;, l'identité précédente est équivalente a (V.8), ce qui acheéve la
démonstration. O

Nous définissons maintenant :

= (g+divpyp, (v—c;) N+ (v +divy (Ce(pr)), (n—di))\i)—/

r;

Jy - ((U—di))\z’)—/ Ja(v=ci) A,
T w0
ce qui implique que A(¢—dp, w —wp, Y —Yn; 1,0, T) = Z (5;+7;). Or, pour tout i € N'(Q),
iEN(Q)
les supports de s; et r; sont inclus dans w;, ce qui conferera a une partie de notre estimateur
son caractere local.

Notre objectif maintenant est de majorer la contribution s;, i € AN(Q) en utilisant un
probleme localisé similaire au probleme de Reissner-Mindlin, ce qui fera 'objet du lemme
V.2.2.

Nous posons :

{v € H'(wi) : [, vhi=0et [ [Vo*A < oo} si 7 est un neeud intérieur ;

W(wi) =
{v € H'(w;) : v =0 sur dw; NN et / Vo> A < oo}si ¢ est un neeud du bord,

Vk e N, PFw;) = {u € Py(w;)|u =0 sur Ow;},

Pl(wi) = PEw) N W (wy).

Remarque V.2.1 Sii € N(Q) est un neud du bord, alors P(w;) coincide avec P*(w;).
Si i est un neeud intérieur, P(w;) est le sous-espace des fonctions u € PF(w;) vérifiant

Nous souhaitons écrire un probléme localisé défini sur PF(w;) x Pl(w;)? pour un certain
couple (k,l) € N? que nous choisirons en fonction des espaces de discrétisation que nous

prendrons. Ainsi, nous écrivons la contribution s; sous lav forme : N
si = (g4 divpyn, (v — ) Ai) + (v + divp(Ce(on)), ILi(n — di) Ai) — / Ji - Wi(n — di)Ai

—/ JQHZ'(’U /Jl I— ’f] d )\_/JQI_ U—CZ))\Z

+(g + diviyn, (T—T0) (v — ci)As) + (1 + divg (Ce(¢n)), (T — L) (0 — di)Ai), (V.11)

oit les projections TI; : W (w;) — P3(w;) et II; : W(w;)? — (P2(w;))? sont construites' dans
le cas MITC3 de telle sorte que : pour tout S C I';

Voir I'annexe G pour le détail des fonctions de base considérées, de la construction des coefficients et de
la vérification des différentes relations.
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/ (10— L) (s)A(s)ds — / (1 — Tu)(s) s Ai(s)ds = O, Ve W(w):
S S
/ (u—Tuw)h = 0, Ve W(w):

[w-Toeneas = (7). veewr
(

/%(w Ty =

K3

/ VPN < / VoA, Vi€ W(w)
- - (V.12)

0
0
0 2
0 ) Vi e W (w;)?;

3

K3

et les projections IT; : W (w;) — P3(w;) et II; : W(w;)? — (P3(w;))? sont construites dans le
cas Duran-Liberman de telle sorte que : pour tout S C I;

/(u — ILu)(s)\i(s)ds = /(u — ILu)(s) s Ai(s)ds = 0, Vue W(w);
S s

/(U_Hiu))\i = 0, Vue W(w);

[ =T = [ = Tis) s Moids =

(
/wi(l/’—ﬁ?wi _ (
/

[ oieps 5 [ vuia, vee W
i ? (V.13)

) , Vi € W(w;)?;

0
0
0 2
e Vi € W(w;)%;

7

Remarque V.2.2 Dans le cas MITCS3 ou Durdn-Liberman, nous avons les propriétés sui-
vantes concernant les projections (cf I’Annexe G ou [MNS02]) :

/|VHiu|2/\i 5/ Vul?X\;,  Vu e W(w); (V.14)

/ C2e(T)[2h S / CY2=() P, W € W(wi)? (V.15)
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Comme :

v —¢; € W(w;) par construction de ¢;,

n —d; € W(w;)? par construction de d;,

J2 = [ynle - e € P1(Th),

J1 = [Ce(¢n)]e ne € Po(71) dans le cas MITC3,

J1 = [Ce(¢p)]e ne € P1(7;) dans le cas Durdn-Liberman,

ot Pp(73) = {u € L*(Q) |u|lr € P(T)VT € Tp,},

alors :
/ (=T (g — )\ = 0,
/JQI— ’U—CZ))\Z—O.

Nous introduisons maintenant les solutions du probleme local : Soit (¢, 2;) € Pa(w;)* X P (w;)
dans le cas MITC3 ((¢;,2:) € Pi(wi)?* x P3(w;) dans le cas Durdn-Liberman) solution du
probleme local : V(¢,v) € PZ(w;)? x P3(w;) dans le cas MITC3 (V(v,v) € Pa(w;)?® x Pg(w;)
dans le cas Durén-Liberman),

/_ Ce(i) = e(P)Nit (v, (V=) \;) = (9+divh’>’h>U)\i)+(7h+divhc<€(¢h)a¢>\i)—/ (J1-+Jav) A,

I
(V.16)
ol y; := M 3(Vz; — ¢).

Alors, d’apres la relation (V.11), nous avons le lemme :
Lemme V.2.2
= [ eston DA+ (i V(T = ) — T — )

g+dw%,<1 IL) (v — c)Ai) + (v + diviCe(én), (I —TL) (1 — di) ).

En se rappelant que A(¢ — ¢p,w — wi, ¥y — V31,0, T) = Z (s; + ;) avec r; = (yn, (I —
iEN(Q)
Ry)d; ;) — (I — Ry)dn, TA;), nous avons alors démontré le théoréme suivant :

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

V.2. FIABILITE DE L’ESTIMATEUR 125

Théoréeme V.2.1 (Upper-bound - Premiére étape) Avec les notations du lemme
V.2.1, les définitions des projections données par (V.12) ou (V.13) et le fait que (¢;, 2;)
soit solution du probleme local (V.16), nous avons

A9 — o, w

iEN(Q)
+(g + divy,, (I—11;) (v

= > { [ ccton: cllin—apr+ (o VI - ) -

— c)\i) + (o + divaCe(en), (I — IL) (0 — di)Ay)

— Why Y — VR M, U, T)

IL(n — di) i)
(V.17)

+(yn, (I = Rp)diAi) — (I — Rh)ﬁbhﬂ')\i)}-

© 2012 Tous droits réservés.

En utilisant (V.4), il nous suffit alors de majorer chacun des termes du second membre de
(V.17) afin de pouvoir trouver l'estimateur.

V.2.1 Gestion de /Ce ;) e(TL(n — di))As
ZEN

Afin de simplifier Pécriture, nous posons |||z, = / Ce(v) : e(¥) ;. Ainsi, nous avons :

Wi

3 / Ce(6n) di)A
iEN(Q)
1/2 1/2
< /&@ (67 /& (= d9) s (ML — )
iEN(Q €N (Q)
1/2
= > lailléa, > Iy = di))i2.,
iEN(Q) iEN(Q)
1/2 1/2
S D lelés, Y In—dille, | par (V.15)
ieEN(2) iEN ()
1/2 1/2
= Z [EalERe Z 17]1Z.x, car d; est une constante
iEN(Q) iEN(Q)
1/2 1/2
< 3 ez, / Celn car 0< X\ < 1.
iEN(Q) iEN(Q)

http://doc.univ-lille1.fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

126 CHAPITRE V. PROBLEMES LOCAUX SUR LES PATCHS
Ainsi, par la régularité du maillage et le fait que ||nlc < ||V7||r2(q), nous obtenons
1/2
> /‘Ca T —dn s | S0 1ok | 199l (VI8)

iEN(Q iEN(Q)

V.2.2 Majoration de Z (vi, V(L (v — ¢)) N — flvl(n —d;j)\;) :
ieN(Q)

Afin de simplifier I’écriture, nous posons : H’UH%2(wi) I / |v[?)\;. Ainsi, en posant :

Zﬁ (vidi, V fi)
pa () = ‘. (;u)p L 75 (V.19)
fe PN for | 2 IV Al

iEN(Q)

nous avons par la propriété de II;, le fait que ¢; € R, le fait que 0 < \; < 1 et la régularité
du maillage,

Y (s VL —c)h) = > (i V(IL(v — )

iEN(@) HENE)
1/2
< ml) | D IV = ),
iEN(Q)
1/2
S m(%) Z ||V ||L2(w
iEN(Q)
1/2
< () Z IVolzz,)
iEN(Q)
S () IVl 2

De méme,

Yo (eI —d)X) S ()l Vil
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ou :
ieEN(Q)
/’62(71) = Sup 1/27 <V20)
X = (Xi)ie/\/(ﬁ)a
e € PEV {00 | 2 IVxlEaa,
iEN(Q)

ou a = 2 dans le cas MITC3, a = 3 dans le cas Duran-Liberman.
D’ou :

Z (Y, V(IL(w—e))Ai~ L (n—di) ) S (n(3a)+12(7) (V0] 20y + 1Vl 22(e) - (V21)
iEN(Q)

V.2.3 Majoration de / (g + divyp) (I = 11;) (v — ¢;) A

Wi

Remarquons que
/ (9 + divy,) (I = 1L) (v — )\ = / (g + divy, — g;) (I —IL) (v — ¢;) )\,

pour tout g; € Rsii € N(Q) et g; = 0 si i est un noeud du bord.
D’o1, en utilisant la relation de Poincaré locale avec poids (car v — ¢; est de moyenne nulle)
et en posant h; = diam(w;),

[ g+ dimon) T -1 = cx

= / (g + divpyn — gi) (v — ¢) N\ — / (9 + divpyn — g)ILi(v — )\

(fvimsn)” ([re-a)”
< (/%(ngdwwh e ) {(/ V(v — ) A) L (/w V(Lo —ci))m)l/g}
5(/%(g+dwhvh—gz ) </ |Vv—cz|/\) ® par (V.14),
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Ainsi, par une inégalité de Cauchy-Schwarz discrete, nous avons :

Z / (g + divpyn) (I —11) (v — ;)\

iEN(Q)
/2
S Z {hz(/( + divyy, — :)° z) </ \Vv—cl|)\) }
ieN(Q) Wi
1/2 1/2
<!> h2/ (g + divayn — 9:)° A > /IVv—cl ;
iEN(Q) wi iEN(Q)
1/2 1/2
< Z h2/ + diviyn — gi)* s Z / Vo2 car ¢; est une constante
iEN(Q) wi iEN(Q)
1/2 1/2
< Z hf/ (g + diveyn — gi)* N Z / |Vol|? car 0 < \; <1
iEN(Q) wi iEN(Q)

Par la régularité du maillage, nous en déduisons :
1/2

Z / (g + diveyn) (I —TL) (v — ¢) A < Z hQ/ (g + divayn — gi)* N Vol 2 ().

iEN(Q) iEN(Q
(V.22)

—_

V.2.4 Majoration de / (v + divpCe(op)) - (T —11)(n — di) A\ =

Wi

Comme précédemment, nous avons :

/4(% + divaCe(en)) - (I—IL) (1 — di)\i = / (v + diviCe(én) — §i) - (1= IL) (1 — di) i,

wi

pour tout g; € R? si i est un noeud intérieur et g; = (0,0)7 si i est un noeud du bord.
D’oti, en suivant le méme raisonnement que précédemment :

/ (o + divnCe(6n)) - (L IL)(n — di) s

/ (o + divnCe(dn) — ) - (1 — d) A — / (o + divnCe(dn) — §i) - T — )\

/2
S (/ Iy + divyCe(on) —!7@'|2/\') (/ |V(n—d,)| )\) .
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Toujours en suivant ce raisonnement, nous obtenons :
1/2
Z / (v +div,Ce(op))-(I— )(77 d)Ai S Z h2/ |y, + divi,Ce(on) — Gil* s 1Vl 22(0)-
iEN(Q) iEN(Q)
(V.23)
V.2.5 Majoration de Y (v, (I —Ry)(di)i)) :
ieN(Q)
Si |V Z d; \; = (0, nous avons :
iEN(Q) 12(Q)
(e @=R)N) = (mT=R) | D di
iEN(Q) ieN(Q)
W T=Rp) [ D din
_ iEN(Q) v Z di);
v S an eV @) 12(0)
iEN(Q) 12(Q)
L, ni
En se rappelant que d; = f’ o nous avons :
. e @=R)(A) < () [V [ D dix , (V.24)
ieN(Q) ieN(Q) £2()
<IVall 2, (cf [CVI9])
o (60 (1= Ra)o)
pn(vn) = sup fyh’v h . (V.25)
vesi@vooy  IV¥lz@
Si |V Z d;iN; = 0, alors V Z d;\i | = 0, ce qui implique que Z d; N\
iEN(Q) £2(Q) iEN(Q) iEN(Q)

est une constante. Or, 'opérateur de réduction Ry, préserve les constantes, ce qui prouve que
la relation (V.24) est vraie dans tous les cas.
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V.2.6 Majoration de Z (I—Rp)on, 7N) :
ieN(Q)

Comme Z \; = 1, nous avons par la linéarité du produit scalaire et le fait que H~!(div, Q)
iEN(Q)
est 'espace dual de Hy(rot, 2) (cf [MS02] ou [BF91] par exemple) :

S (@-Ri)én7A) = (I-Ru)dn.7)
iEN(Q)

S (@T=R)én, ) < T =R)bnll ooty 17l -1 (aw.0)- (V.26)
iEN(Q)

D’apres le théoreme V.2.1 et les relations (V.18), (V.21), (V.22), (V.23), (V.24) et (V.26),
nous avons :

A(p — dpyw — wp, Y — Vi, 0, T)

1/2
SO ledea | lnlle + (m() + p2(30) (10l 2 + 1Vl 220)
iEN(Q)
1/2

+ Z h2/ +di’l}h")/h—gi)2>\i HVUHLQ(Q)

zEN wi

1/2

+1 > h2/ v + divaCe(n) — Gil*Xi | 1Vl 2o

iEN(Q)

() IVl L2 @) + (1T = Ra)@nll o (rot. o) |7l -1 (div.02)-

Nous pouvons maintenant définir notre estimateur :

Mavs = O Noillér + 1@ = Ra)onlhporay + 143 (3) + 13(v:) + ()
iEN(2)

Z h2/ (g + divpy, — gi)* N + Z h2/ Iy + diviCe(on) — Gil* i

iEN(Q) wi iEN(Q)

ou 1(7i), pe(v:) et up(yn) sont respectivement définis par les formules (V.19), (V.20) et
(V.25).

Remarque V.2.3 En choisissant judicieusement les valeurs de g; et g;, nous pouvons considérer
les deux derniers termes comme des termes d’oscillation. Pour ce faire, il suffit de prendre
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la moyenne sur w; de g+ divyy, (resp. v, + divyCe(én)) pour g; (resp. g;). Pour simplifier
[’écriture, nous notons :

osci(g) = Y h2/ (g + divwyn — 9i)°Ni;
iEN(Q) wi

osctlon) = 32 I [+ dinCe(6n) - G
iEN(Q) wi

ot (pour les cas que nous considérons) :
1 .
9 = (9 + divayn)
’wi| wj

1 .
g;i = ’7/ (v + divCe(gy)).

Z| wj

Ainsi, nous avons :

A = dn,w —wi, vy — 30,0, 7) S s (IV0llzz) + (V]2 + 171 a1 @) -
Or, par la proposition V.1.1, nous avons :
IVnlZ2) + 1VOllZ2@) + 171 E-1 @iy + ElT 20

SIV(w - wh)”L? + V(6 — )72 + 7f2||7 — Mll72() + 17 = 21 @i
|V (w _Wh)Hm +[IV(¢p - ¢h)HL2 +t2H’Y ’YhHL2 + [l - ’YhHH 1(div,Q)

S A(¢ — Py w — Wiy Y — 3 1,0, 7).

D’ou :

Théoréme V.2.2 (Upper-bound - Deuxiéme étape) Sous les mémes hypothéses que le
théoréme V.2.1, nous avons

IV(6 = @n)llZ2i0) + IV (@ = wi)l[Z20) + 17 = Wlli-1 a0y + 217 = L2

S D N6ill2a, + 1T = R)onllnyrory + 15 (3) + 13(7:) + pn(yn)* + 05¢} (g) + 053 ().
ieEN(Q)

o s, = | €=(61) @

> (i, Vo)

iEN(Q)
ILL]-(/YZ) = sup 1/2°
v = (UZ)ZEN (Q)>
2
v e PIWON 0} | 2o IVeilZaenn
iEN(Q)
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iEN(Q)
pa(i) == sup 2
X = (Xi)ie/\/(ﬁ)v
i € PeV\ 40,00 | Do IVl
iEN ()
(I-R
() = sup | (v, ( h)¢)|7
vesyao0y IVl

, 1 ,
0sc; Z hQ/ (g + divyy, — ] /w_(g‘f‘dwh%))Q)\z,

iEN(Q) wi

osc(m) = Y h2/ |V + divCe(dy) — ’/ (Y + divCe(gn)) [P A

iEN(Q) wi

Cependant, afin d’assurer la robustesse de ’estimateur, nous nous devons de rajouter un
’ 3 : —244 2
terme dans I'erreur, & savoir A™*t*(|rot(y — v1)|72(q)- Or

>‘_1t2<7 — ) = V(w—wy) —(¢—én) — (én — Ruodp)
= AN 'rot(y —qn) = —rot(¢ — ¢p) — rot(¢n — Rydy)
= A2 rot(y — )i S IV(0 = on)llizq) + llrot(on — Radn)ll720

La partie droite de l'inégalité étant composée d’une partie de l'erreur et d’un terme de
I’estimateur, nous avons :

Théoréme V.2.3 (Upper-bound) Sous les hypothéses du théoréme V.2.1 et les notations
précédemment mentionnées, nous avons

IV (6 = o)l 72 + IV (W = wi)ll T2y + 17 = Wl E-1 vy + A7 217 = Wl T2
A2t |rot(y — ) 720

S > N6ill2a, A 1T = R)onllrg oy + 145 () + 183(7:) + pn(1n)? + 08¢} (g) + 0563 ().
iEN(Q)

V.3 Efficacité de ’estimateur

L’objectif de cette section sera de majorer chaque contribution de notre estimateur par un
multiple de 'erreur afin de démontrer le théoreme V.3.1 relatif a 'efficacité de I'estimateur.
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V.3.1 Majoration de [|(I - Rpn)onll, (0.0

Par définition de la norme Hy(rot, $2), nous avons :

1T = Ra) Sl ooty = X = Ri)dnllZa () + 70t (T = Ra)nllz2 ).

Par inégalité triangulaire, nous avons :

Ryon — on = /\_1t2(7 — ) — V(w—wp) + (¢ — én)
= [[Radn — dnllizy < A 'y — w2 + IV(w — wi)ll 2 + |6 — énllrz@
S ATy = iz + V(W = wi)llz2) + V(0 — dn)llr2(9)-

et

Rudp —on = AN (v =) — V(w —wp) + (¢ — o)
= rot(Rpdn — én) = )\_lt2r0t(v — ) +rot(¢p — ép)
= [lrot(Rudn — on)ll2) S A E|rot(y — )l 2@ + IV(6 — én) |l 120

Ainsi, en regroupant ces deux données, nous avons :

1T =Ri)bnlliiory S A2 Y = mlliz) + IV (@ = wn)lli20
V(P = o)l 7o) + A2 Irot(y — )72 (V-27)

V.3.2 Majoration de py(7y;)?
Soit 1 € S5(7n)* \ {(0,0)} C On.

(Y, (L= Ra)1p)

(Vs ) — (vn, Rat))
(Yn, %) — an(dn, )
(v =7 %) + a(¢ — én, )
(

S U = Ma—@ + I1IVa(@ = on)llL2@) IV L2 ()

D’ou :
() S Ml = V-1 ) + V(0 — o)l 7210 (V.28)

V.3.3 Majoration de Z | s]|2
ieN(Q)

De maniere triviale, nous avons :

> sl £ D (IoliEa, + A e, ) -

iEN(Q) iEN ()
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Pour simplifier I’écriture, posons I = Z (ngﬁ@Hg,\ + )Flt2||%||%z(wi)7/\i>. Alors, en utilisant
iEN(Q)

les problemes locaux (cf (V.16)), nous avons :

I = (/Ca ¢l)\+>\lt2/w%'%)\i>
/ Co(dn) : 2(60)hi + / Yo+ (V2 — G\ )

iEN(Q (

= ( g + divpyn, zi\) + (v + divpCe(on), piNi) — / (J1- i + JQZZ‘))\Z')
iEN(Q T
iEN(Q (

Q,Zz z '7h7 ( )\> 7h7¢z z /C,6 ¢h ¢z z)) .

a(p, i) + (7, V(zidi) — ¢idi) = (g, zi\i).
D’ou :

(6, 6:\) /cwh E(6h) + (1 — 1 V() — szw)

/ Ce(6 — on) : (60) N + / Ce(6 — 6n) + 5(BVN + VAg])

(s
_ (/c8¢ ) (60 + (7 = T (e0) — 60) )
>

+

Kkv—wJ%V@Mﬂ—@&o

< Z 16 = dnllelldillen +/(’Y—’Yh)' ( Z (V(zi\i) ¢i>\i))
iEN(Q) @ iEN(Q)
+ Z </ Ce(p — dn) - (¢iv>\?+V)\i¢¢T)>
ze./\/
< Y e = onllen il ‘|‘/('7_'Yh)'v ( > Zi)\i)
ieN () @ N (@)
—/ Y = Vn) ( Z o z) Z (/ Ce(p — on) (¢¢V)\¢T+V>\z‘¢iT))
@ iEN(Q ieN
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Ainsi, nous obtenons :

I < > le=anllealldillen + lldiv(y = m)lla—o [V | D 2\

EN(Q) EN(Q) £2(Q)

=i |V T e+ X ( | esto 60+ S(09AT + Val)

ZEN(Q) 12 (Q) ZEN

N—

Nous allons gérer chacun des termes. Tout d’abord, en notant que #{N'(T)} = 3 pour tout

T €T,
2 2
\% Z Zi\i = Z \Y Z ZiNi
2
S LB ot
TeT, ’LGN(T) L2 (T)
2
= > | 2 V@)
< 3) 0 > IVEN Iz
TeTh ieN(T)
= 3> > IVEMIm
ieN(Q) TCws
= 3 Y [IVEMi,
iEN(Q)
<6y (||VziAi||%2(w,.>+||zz-wz-||%2<wi>)
1EN(Q)
Or,

HVZZ)\ HL2(wl < ||sz||L2 ), car 0 < /\ < 1

et, par la régularité de la triangulation et le fait que toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie (quitte a passer par le triangle de référence),
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5PNy = [ TN - (5A)

AR [ Jaf
hi_2/ Ely

hy s Hvzi”%z’(wi),xi

HV’ZZ'H%Q(M),)\I-'

N

S
S

D’ou :
12V Aill 22y S IV 2ill 2000 00
ce qui implique que
2

iEN(Q) 12(Q) iEN(Q)

Ensuite,
V(di\i) = V(i) \i + ¢i(V)\i)T-

D’ou, en suivant le méme raisonnement que précédemment,

2
VI D ein S Y V@A) 2y
ieEN(Q) L2(Q) iEN(Q)
S Y (V@M + 19:(VA) 20w
iEN(Q)
< Y (196l + VAP 162 )
IEN(Q)
S D Vil
iEN(Q)

Enfin :
[ ceto—on) s San(@n)T + aeh)
w; 1/2 1 1/2
< ( / Ce(9—bn) (6 - ¢h)> 1 ( / CSVAT +VNig]) : (6 VA + VW?)) :
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Or :
[ COTN £ INGT) 0N+ INGT) S 0V + Ol
S VAPl T2
S IVl Ze (o
Ainsi nous avons, par des inégalités de Poincaré discrete,
1/2

15 S 16— dnllen

‘||C7)\’L' + ||/7 - 7h|‘H71(diU79) Z |:||VZ7IH%2(WZ),/\Z + qubz“%?(wz),/\l]

iEN(Q) iEN(9Q)
+ Y 116 = dullew IVl Lo a,
1EN(Q)
1/2 1/2
< Z ¢ — Cbh”(Q,’,/\,- Z H¢z||<2:,\l + v — ’YhHHfl(dw,Q)
iEN(@) iEN(Q)
1/2 1/2 1/2
> Ve leya + V0 wn] |+ | 2 6ol > IV6il3aa
IEN(Q) iEN(2) ieEN(Q)
Or :
VZZ‘ = /\_1t2’YZ + sz
= IVaillizwyan S A 2t4\|%HL2 oo F10illZ20 0,
S Al T 02,
1,2,
= > IValizwya < max{A't ,1}1,

iEN(Q)

et, par la régularité du maillage,

> N6 — ol

iEN(Q)

© 2012 Tous droits réservés.

Z/&¢% (60— o)

1EN(Q

ZZ/C€¢ on) : €(¢ — dn)
1EN(Q) TCw;

§j/be¢ o) : =(6 — on)
TeT,

I — nll2-
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En conclusion, nous obtenons :

_ 1/2
I S o= onlleI + 1y = wllar-1(aive) (max{A\~'¢* 1}1) 24 | — dnllcT?
< (1o = dnlle + max{A™24 LH|y — vl -2 (i) 177
=1 S o= onllg + max{ % 1y — vl E-1 gy

ce qui signifie que

> C€ (6i) : e(@)Ai S 116 — dnllé + max{A™ % LHly — lli1 (aing)- (V.30)
iEN(Q)

V.3.4 Majoration de M%(%’)

Montrons maintenant que u?(7;) est majoré par erreur & une constante multiplicative prés.
Nous rappelons que par définition :

> (i V)

iEN(Q)

= "
femn oy | X IVl
iEN(Q)

Soit f; € P3(W;) \ {0}. Alors, en utilisant le probléme local (V.16), nous avons :

= (g + divpyn, fidi) — / Jofii
Iy

= (g + divpyn, fidi) — Z (/T divpyn fii + /T’Yh : v(fi)\i)>

Tew;
= (9+divh7h,f¢>\i)—/ divh')/hfi)\i_/ Yu - V(fili)
= (g + divay, fidi) — / dvvpyn fidi — / Y - V(fidi)
Q Q

= (g9, fixi) — / Y- V(fidi)
0
= (v =7, V(fid)).
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Ainsi, par sommation,

DA V| = | DL (= V(X))

iEN(Q) iEN(Q)

= |{7=m D VUM

iEN(Q)

- dZU")/ ’Yh Z fz i

iEN(Q)

< ||d“)(’7_’7h)||H*1(Q) \Y Z fz i
ZEN ) LQ(Q)

Or, en réutilisant le principe de la démonstration de (V.29) (inégalité de Poincaré avec poids),

nous avons .
1/2
v fin S| 2 VAl
iEN(Q) @) EN(Q)
D’ou :
1 (i) S Nldiv(y = ) 1710 (V.31)

V.3.5 Majoration de u3(v;)

Montrons maintenant que u3(7;) est majoré par erreur & une constante multiplicative prés.
Nous rappelons que, par définition,

Z (73N, Xi)

iEN(Q)
pa(vi) = sup o5
X = (Xi)iej\/’(ﬁ)v )
i € Pe 40,00 | Do IVxllZaean,
iEN(Q)

ou a = 2 dans le cas MITC3, a = 3 dans le cas Duran-Liberman.
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Soit x; € P§(

W:)%\ {(0,0)}. Alors, en utilisant le probleme local (V.16), nous avons :

(vidi xi) = (Vi xahi)

= / Ce(¢i) = e(xi)Ni — (v + diviCe(on), Xii) +/ J1+ Xii

T

= / Ce(¢i) : e(xi) i — (9 + divpCe(dn), xiNi)

+2. l/ Ce(dn) = e(xidi) + /sz'ucg(¢h) -xMz}

TCuws

— / Ce(d:) = e(xa)hi — (Yny XaNi) — / divpCe(dn) - XA

i

/ Ce(6n) - e(xide) + / divnCe(6n) - X
_ /Ced)l. e(xi)Ni — (s Xi\s) /Cmbh (X z)

*a(‘ﬁh s X z)

— /'Cg(gbi):e(xi))\i‘*—('y Vhs XiAi) — (@ — dn, Xihi)-

D’ou, par sommation :

Z (%‘Az‘, Xi)

iEN(Q)

<

~Y

Z /Cegbz. (xo)N+ 17—, Z XiNi | —a | ¢ — on, Z(Xz‘)\z‘)

iEN(Q iEN(Q iEN(Q)

> ldillealxilles + v =l ||V D] xik

ZEN(Q) ’LGN ) L2(Q)

+l¢ — onlle Z XiAi

iEN(Q) c

Z [@ille: Ixille s + 117 = mlla-10) |V Z XiAi

ZEN(ﬁ) ’LEN ) L2(Q)

Hig=nlle [V D xid

iEN(Q) 12(Q)

Or, en réutilisant le principe de la démonstration de (V.29) (inégalité de Poincaré avec poids),
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nous avons :
1/2
\Y Z XiAi S Z ||VXi||%2(wi),)\i ;
iEN(Q) L2(@) iEN(Q)
Ixillea S 1VXillz2@o
D’otu :
1/2
S x| S (1SS ez ]+ =l + 1o — éule
iEN(Q) iEN(Q)
1/2
Z HVXZH%Q(WZ),)\Z )
ieN(Q)
ce qui implique :
1/2
ue(v) S| Do Nealen | + Iy =l + 16— dalle.

iEN(Q)

Ainsi, en se rappelant que > [[6:]12.5, < 16— énll2 +max{ A~ % T}y — a3 gy, nOUS
iEN ()
avons :

) S D 16ille s + Iy =l + 16 — all2
iEN(Q)
p3(n) S 16— @nlle + max{ AT Iy — Yall -1 g (V.32)

V.3.1 Conclusion

En regroupant les relations (V.27), (V.28), (V.30), (V.31) et (V.32), nous avons démontré le
théoreme :

Théoréme V.3.1 (Lower-bound) Sous les notations et définitions des théorémes V.2.1
et V.2.2, nous avons

D leillén, + 1T = Ru)dnllFrogron0y + 11 (v) + 3(%) + ()
ieN
SV = w2 + V(@ = on)llZ2q) + A28 1Y — Wl Z20

+max{L; A e — Y E 1 @iy + A2 ot (v — )12
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En analysant l'efficacité de notre estimateur, nous remarquons que notre estimateur est
majoré de maniere grossiere par l'erreur multiplié par le terme max{1; \™'¢?}, ainsi que par
une constante indépendante de t et de h. Cela nous prouve que l'efficacité est bien robuste

en t lorsque ce dernier tend vers 0.

http://doc.univ-lille1.fr
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Chapitre VI

Calcul de valeurs propres

L’objectif de ce chapitre est de déterminer les valeurs propres du systeme de Reissner-
Mindlin. Pour étre plus précis, nous allons créer un estimateur a posteriori fiable et efficace
permettant d’évaluer la distance entre les vecteurs propres des problemes continu et discret,
ainsi que la distance entre les valeurs propres des problemes continu et discret. L’idée est
de définir les différents résidus et d’utiliser les principes précédents (notamment la norme
introduite par Carstensen et Hu ([CHO7])) afin d’évaluer ces résidus. Notons que des termes
superconvergents (propriété assurée par le fait que la premiere valeur propre soit simple),
fonction des solutions exactes, apparaissent dans ’estimateur. Nous démontrerons la fiabilité
et lefficacité de ’estimateur et nous visualiserons l'ordre de convergence de I'estimateur par
un test numérique.

Sommaire
VI.1 Introduction . . . . . . . .. . i i i i i i ittt e 143
VI.2 Estimation a priori . . . . . . . . . ittt 147
V1.3 Fiabilité de ’estimateur . . . . ... ... ... ... 149
V1.4 Estimateur pour la différence des valeurs propres . . . ... .. 159
V1.5 Efficacité de l'estimateur . . . .. ... ... ... ... ... 162
VI.6 Résultats numériques . . . . . . . . .. oo v ittt i . 167

VI.1 Introduction

Nous reprenons le probleme de Reissner-Mindlin introduit précédemment auquel nous ra-
joutons un terme dans le membre de droite : Etant donnés g € L*(Q2) et p € L*(Q)?, trouver
un couple (w, ) € HE(Q) x HI(Q)? tel que :

2

CL((ﬁ, w) + )\t72(vw - ¢7 Vv — w) = (g7 U) + %(¢7 w)ﬂ v (va) € H&(Q) X H&(Q)Q

143
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tZ
Le terme supplémentaire 2 (¢, 1) apparait naturellement lorsque nous considérons le probléeme

de plaque a vibrations libres suivant :
Trouver un couple non-trivial (wy, ¢;) € HL(Q) x HL(Q)? et v, > 0 tels que :

t3

t3a(py, V) + M(Vw, — ¢y, Vo — 1) = 17 | t(pwy,v) + ﬁ(

P, )|, Y (v,9) € Hy(Q) x Hy ()7,

(VL.1)
ol 14 est la fréquence de vibration angulaire et p est la densité de la plaque considérée
constante. Nous considérons alors le probleme de valeurs propres suivant, ou les vecteurs ont
été normalisés :

Trouver un couple non-trivial (wy, ¢¢) € H}(Q)? x HJ () et a; > 0 tels que :

2
a(¢t7 ¢) + %(Vu)t - ¢t7 Vo — ¢) =y (wtv U) + %(@ﬂﬁ) ) V(U’ 77Z}) S HS(Q) X HS(Q)2’
t?

lwellZ20) + EH¢tH%2(Q) =1,

(VI.2)
pvi
2
Comme précédemment, nous poserons y; = At~ 2(Vw; — ¢;). Nous supposons que le probléeme
(VI.2) est résolu de maniére conforme (sous forme discrete), c’est-a-dire que nous prenons
les espaces d’approximation Wj, C W := H}(Q) et O, C © := H}(Q)? Nous considérons le
probleme discrétisé suivant :

avec ay =

Trouver un couple non-trivial (wy s, ¢rn) € Wi X O, C HY(Q) x HY(Q)? et ayy, > 0 tels que :

t2
a(oen, Un) + (Vens Vo, — Rptdn) = aup | (wen, vn) + E(¢t,hy¢h> , V (v, ¥n) € Wi, x O,
Veh = )\t_z(Vw;,h —Ruoin)

t
Hwt,hH%Z(Q) + EH@,hH%?(Q) =1
(VL3)

Remarque VI1.1.1 Afin de soulager l’écriture, l"indice t sera omis dans [’écriture des vec-
teurs propres; autrement dit, nous posons w = wy, ¢ = G, Wp, = Wp, Gn = Grp, ¥ = Ve €t
Yh = Vt,h-

L’objectif de cette partie est de déterminer un estimateur a posterior: pour le controle de
I’erreur suivante :

Erryp = V(= wi)lZzg) + IV(@ = dn)lli2@) + A7 1y = mlliz
A2 rot(y — M)l z2) + 17 = Wl (0)- (VL4)

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

VI.1. INTRODUCTION 145

Tout d’abord, nous allons démontrer une relation nécessaire, présentée au lemme VI.1.1, qui
nous servira a déterminer notre estimateur. Pour ce faire, nous allons introduire les deux
résidus suivants :

Resy(v) = (awnwn,v) — (Y, Vv) Vo e HY(Q),

— 12 (VL5)
Resa () = —alon, ) + () + T (aeadn ¥) Vb € HY()”

Nous pouvons alors démontrer le lemme suivant :

Lemme VI.1.1 Soient (w,¢) € W x©O (resp. (wh, ¢n) € Wi xOy) et ap > 0 (resp. a, > 0)
les solutions du probleme (VI.2) (resp. (VI.3)). Soient z € H}(Q) et 8 € H}(Q)? issus de la
décomposition de Helmhotz (1.10) (R, — D¢, = V z — ) et les deux résidus définis dans
(VL5). Alors, nous avons :

1 1 1.
§||¢—<bh+ﬁll?: 516 = dnlle + A7y = mllzze)

A
1 Z; Ve et (@ —on+ B2y
TE

2
< (oqw — g pwp, w — wp, + 2) + ! (at¢ ¢th¢h,¢ on + )

+Resi(w—wp +2) + ReSz(¢ — ¢n+ )+ —HﬂHc
Preuve: Par définition de v, 73, et de la norme || - ||, nous avons :
I = dnlle + X7y — Wl 20

=a(¢ = n, ¢ — dn) + (v — v, (V(w —wn) = (¢ — ¢n)) + (v — Yo, (R — I)@n).

Or, en utilisant la décomposition de Helmhotz ((Ry, — I)¢p, = Vz — 3 avec z € Hj(Q) et
B € HL(Q)?), nous avons :

(Y= Rp =Dw) = (v =, Vz— 5)
= Oé((x) Z)—l-Oét ((b ﬁ) (¢7ﬁ)_<7h7vz_ﬁ)
= aw,2)+ at (<25 B) — a(é — ¢n, B) — aldn, B) — (W, Vz = B).
D’ou :
16 — onllz + 27 21y — 2
=a(p = bn, ¢ — &n) + (v — Y, (V(w —wn) = (¢ — ¢n)) + u(w, 2) + Oét (¢ B)
_a’<¢ - ¢h7ﬁ) - (l(gbh,ﬁ) - (7}“ Vz — ﬂ)
= a(¢, ¢ — dn) — a(cbh, ¢ —on) + (7, V(w —wn) = (¢ —on) — (7, V(w —wp) — (¢ — ¢n))

+ay(w, 2) + at (¢ B) = al(¢ = én, B) — al¢n, B) = (yn, Vz = ).
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Or, en se rappelant que (w, ¢) est solution du probleme de valeur propre (V1.2) avec w —wy, €
H}(Q) et ¢ — ¢, € HL(Q)?, nous avons :

a6 — ) + (7, V(e — ) — (6~ ) = |00 — ) + (06— 0n)|

ce qui nous donne :
6 = dnllz + A%y — vhH%z

= a(w,w —wp) + Oét (cb ¢ — on) — a(dn, ¢ — én) — (Y, V(w — wn) — (¢ — én))

+ay(w, 2) +at (cb B) = al@ = én, B) — alén, B) — (v, Vz = )
= ay(w, w—wh+Z)—(%V(w—thrZ)—(cb—cthrﬂ))—a(¢h,¢—¢h+ﬁ)

+Oét (cb ¢ — o+ 0) —al¢ — on, 3).
Or, par déﬁmtlon des résidus (VI.5), nous avons :

—(m, V(w—wp+2)) = }?e;(w —wp + 2) — (e pwh,w — wp, + 2)
2

~a(n, 6 b+ B) + (& — 0+ 0) = Rema(d — b+ 6) — = (aundn, 6 — o0+ ).
D’ou : ,
¢ = onlle + A7y — mlli2 () = (w — aepwn,w — wi + 2) + : 15 (W = Qtndn, & = dn + )

JFResl(W —wh +2) + Resa(¢ — o + ﬂ) —a(¢ — ¢, B).
(VL6)
Ainsi, comme v = M 2(Vw — ¢) (resp. v, = M 2(Vwy, — Rpér)) et en utilisant la relation
(VIL.6), nous obtenons :

1 1 1. _
§||¢_¢h+ﬁ||(22+_”¢_¢h”g+_)‘ 2y = 7

bl Z oo h2 IV(w—wp+2)— (¢ — én +ﬁ)“%2(T)

TET

1 1 -
5 (llo - mm+2a¢ On. 8) +1812) + 5116 — onld + APl — g
Z 1t4
5 2 mzll = mla
TG’T t2 h
< 16 = onlle + A7 (ly = Wl Z20) + §||ﬁ||§ +a(¢ — ¢n, B)
(VL6) t2

=" (qw — aypwp, w — wp, + 2) + E(at¢ — aypOn, @ — On + )

— — 1
+Resy(w —wp + 2) + Resy (¢ — o + B) + 5”5”%7

ce qui conclut la démonstration de ce lemme. O
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V1.2 Estimation a prior:

Cette section est consacrée a une analyse a priori du probleme de valeurs propres de
Reissner-Mindlin. De nombreux travaux existent sur ce sujet (e.g. [DHHLRO03], [DHLRS99],
[DHLRS00], [GLP03], [Her04], [LMR10]), qui utilisent une propriété fondamentale :

Théoréme VI.2.1 Soient (w,¢) € W x © (resp. (wn, ¢n) € Wi X Op) et oy > 0 (resp.
arp, > 0) les solutions du probleme (VI.2) (resp. (VI.3)). Si oy est une valeur propre simple,
alors il existe hg > 0, C7,Cy,C3 >0 et € > 0 tels que Vh < hg

16 — Sl + |w — willm@ < C1RY*T, (1)
6 — dnllr2@) + lw — whllr2@) < Coh' 2, (2)
|04t - at,h| < 03h1+2€a (3)

ot les constantes C, Cy, C3 sont indépendantes de h, mais dépendent de cy et de t.

Preuve: Il faut avant tout déterminer les espaces d’existence des solutions w, ¢, wy, et ¢y,.
Pour ce faire, nous considérons le probleme suivant : Etant donnés g € L*(Q) et ¢ € L?(Q)?,
trouver (B, w;) € Hi(Q)? x HY(Q) tels que pour tout (n,v) € Hi(Q)?* x HL(Q)

tQ
a(Biyn) + (10, Vo =) = (g,0) + 35 (@), (VL7)
7= AT (Vw, — By).
Ce systeme correspond a la formulation forte :
2
—divCe(B;) — N> (Vw, — ) = ¥ (VL8)

M2 div(Vw, — 3;) = —g.

1) Nous prenons n = f; et v = w; dans (VL.7), ce qui nous donne par des inégalités de
Poincaré et de Korn :

802+ X Py = () + 4,0
< lgllllwnlaxey + Sl e
S NallzanlI Vel + el 185
= |gllz2@)|Vwe = B + Billr2) + %H@HL?(Q)H@HH(Q)
< Ngllz@A Bl + ol 18z + 2 lellren| Bz
S Nolloa Pl + (ol + 51l ) i

B /2, 1/2
S (max{, A7 gl e + Elleliam) (A + 1812)
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Ainsi, nous obtenons :

18:l1e + A7l 720 S max {1, AT HlgllZaq) + EH0ll7 0

autrement dit :

18l @) + 7l 2 S max{1, t}gllr2@) + el 2@

2) Nous utilisons maintenant la seconde relation de (VI.8) afin de connaitre l’espace
d’existence de w;. Nous avons :

div Vw, = —\"H2g + div 8; € L*(Q)* sur Q
w; =0 sur 0f).

Ainsi, par [Gri92, Corollary 2.4.4], il existe € > 0 tel que w, € H3?**(Q) et

lwell grarere ) S llgllrz@) + 118l )
< max{1; 6 8°}|gllr20) + el 2@

3) Nous utilisons la premiere relation de (VL.8) afin de connaitre I'espace d’existence de

;. Nous avons :
2

t
—divCe(f) = PP TTE L*(2)* dans

B = (0,0) sur 0f2.
Ainsi, par [Gri92, Corollary 2.4.6], il existe € > 0 tel que 3, € H*?+5(Q)? et

1Bl rsrarey S llellize + Il 2@

t]loll r2o) + max{t™; 1}Hlgll 2y + ol r2e)

max{t™"; 1}([|gllz2() + €[l llz2)-

4) Comme 3; € H3?+2(Q)? et que w; € H***4(Q), les relations (1) et (2) se démontrent

comme les Théoremes 2.1 et 2.3 de [DHLRS99] en tenant compte de la régularité plus faible
de nos solutions et en notant que (avec les notations introduites dans [DHLRS99] :

(p,w) = Ty (g, qw) et (pp,wp) = Tin(undn, cupwn),

AR AR

et
(0 —n,w—wp) = Towp, yw) — T (e pn@n, i pw)
= Tiawp — aendn, uw — agpwr) + (1 — Tin) (e n@dn, e pwr).  (VI9)

Pour la premiére partie du membre de droite de (VI.9), il nous suffit d’appliquer les points
2) et 3) présentés précédemment en notant que :

|oww — appwnll2i) < JJoww — awwn || 2) + ||awwn — appwn|| 2

= f|lw — wpllr2@) + |ow — arn| |wnl L2,
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et

| — avndnllz2) < adlld — dnllz2) + e — avnl || a2 )-

Pour le second membre de droite, il nous suffit de reprendre les démonstrations des lemmes
3.2 et 3.4 et de les adapter a notre cas. Tout d’abord, une estimation a priori de ||, —
Ben | 1) + |7 — Tenll 2(o) s’obtient de la méme fagon que dans le Lemme 3.2 de [DHLRS99]
avec p = aupdp et g = aypwy. Autrement dit, nous avons 'existence de deux constantes
C(t) et C'(t), strictement positives et dépendant de ¢ telles que :

18 = Bl + T — Tenllz) S h1/2+€||5t||H3/2+6(ﬂ) + h1/2+€tHTtHH1/2+E(Q)
+h5/2+8”7_t”H1/2+a(Q)

< COP (gl 20) + lellz2@),

et

lwe = wenllm@) < C O (gl + 2 llel20).
Pour une estimation a priori de ||8; — Binll 12() + || we — we p| 22(02), nOUs appliquons le Lemme
3.4 de [DHLRS99] qui est vérifié car nous utilisons le Lemme 3.3 de [DHLRS99] & ; qui est

bien dans H}(Q)?. Autrement dit, nous avons l'existence d’une constante C”(t), strictement
positive et dépendant de t telles que :

18 = Bl rz) + lwe — wenllrz) < C" (A2 (llgllr2) + el L2@)-

5) Afin de prouver la troisitme majoration, nous allons utiliser le théoreme 2.2 de

1 1
[DHLRS99] avec oy = — et ayp, = —. Ainsi, il existe C3 > 0 et € > 0 tel que
Kt ot h

1 1

S 03h1+26 ~ |O{t - G{t7h| S C3h1+26at04t’h.
ay Qg p

|

Remarque VI1.2.1 Si Q est convexe, alors nous avons ¢ = 1/2, ce qui nous raméne auz
résultats présentés dans la plupart des bibliographies existantes (e.g. [DHHLR03], [DHLRS99],
[DHLRSO00], [GLP03], [Her04], [LMR10]).

V1.3 Fiabilité de 'estimateur

D’apres la relation (I11.2) (nous pouvons l'utiliser ici car B3 = Erri, et les outils justifiant
cette relation ne font pas intervenir le probleme : nous utilisons seulement la définition des
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normes, le lien entre la norme ||V - ||;2(q) et la norme || - || ainsi que trois inégalités de

Young), nous avons pour tout 0 < € < 3 et pour tout 0 < o < t71,

s +e 1 _
Erryp < {Ci + cic%al—} ¢ — onllz + { m} ATy = 2
2 - 2 t? — o 2
||¢h Ruonllizo) — m”v(w —wn) — (¢ — Rudn) 720
+)\_2t4||7“0t(7 — )72y + 117 = Tl
(VIL.10)
Cependant, par définition de v et ~;, nous avons toujours :

A [rot(y — )l 2@) < llrot(é — on)ll2@) + rot(én — Radn)ll2()- (VL11)

Il nous reste a majorer la norme H~!(Q). Pour ce faire, soit ¥ € H}(Q)?,

(V=) = (%) = (m¥)
= (6,4) — g5 (69) — (o)

2 /\ 2
= a6~ On ) + T (@endn, ) — Rems() — (a0, )

12
= a(¢— on, 1) — R€52(¢) -

2

f—2 (Oét</5 - at,h¢h7 ¢)
2

—_— t
19 = nllell¥lle + | Resall -1 @ IVl z20) + 5 llawd = awndnllzo Y]z

IA

Par des inégalités de Korn et de Friedrichs, nous avons :

2 2
Iy =0l -1 < 3Kl — ¢>h||c+3||R€82||H o +3ch (E||at¢_at,h¢h”L2(Q)) . (VL12)

En utilisant (VI.10), (VI.11) et (VI.12) ainsi que le lemme VI.1.1, nous obtenons pour tout
0<5<§etp0urtout0<oz§t’1,

9 2:TE€

1 _
Erryp < {CK+CKCF1—} 16 — onll + { m}A 2y = llZ2 @

2 — 2

e 2 t 2
g lon = Radnlla — g 351170 =) = (0~ Radw) e
+2[[rot(¢ — dn)| 2 + 2||T0t(¢5 — Rl 72 + 3¢5 [l¢ — 6nlle + 3| Resa|| -

t2
+3c% (EHat¢ — cvt,h%\lm(m)
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s o> +e—1 1
En posant B(e, @) = max q ¢ + e S + 3% + 20551+ 355

}, nous avons :

2 _
B < B(e.o) 16~ ol + X7l ~ulln] + 510~ Rl
t72 _ Oé2 R , R )
21— %) IV(w —wn) = (& — Rugn) 120 + 2llrot(dn — Rudn) |72

2

2
t
+3||R€32||H o) T 3¢ (E”&tgb - CYt,h¢h||L2(Q)>

< B(e,a) {2@@ o+ 2) + 2Res(6— b+ B) + 1812 — 16— én + Bl

A
-y IV(w —wn +2) = (6 — ¢+ B)|721) + 2w — g pwn, w — wy + 2)

2
e Ut hr
t2 2_1 )
+2E(at¢_@t WOh, @ — o + B)| + _2€“¢h — Ruonllz2 (0
t_2 _ Oé2 , ,
(= 25)‘||V(w —wn) = (& — Rnodn)72(q) + 2[rot(on — Riudn)l|72(q)

2 ?
FBlRel ) + 365  fyllond = vl )

Ainsi, en reprenant le principe de la section I11.3, nous avons par deux inégalités de Young
de parametres p; > 0 et puy > 0 :

Errip < uB(e,a)l|Resi||2 ), + (12 Ble, @) + 3)|| Resall

+3 [t2+h2 (_ )\) —%] IV(w = wh +2) = (6 = én + O)lZ2)

TeT,

2_ 1 )
4 max { = a2aBe. a>} 168 — Rubnll o

1-—2¢e
I
+B(e, a) (M_K + M_ — ) ¢ — on + Bz + 2B(e, a)(uw — ag pwn, w — wp, + 2)
2
t? ¢
+2B(e, a) 15 (ud — aundn, & — ¢n + ) + 3¢k ( g — e ndnllr2 (o )
. o . A A
En choisissant judicieusement les paramétres de Young 11 et jis de sorte que = +-% -1 <0
m1 o M2
B 1 72— o?
et 2 (j’Z;T) (,U_ — )\) — 042(1——35) < 0 (par exemple, p = s = 20%{ si 2)\0% > 1; cf section
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I11.3), nous avons le lemme suivant :

Lemme VI1.3.1 Avec les notations énoncées dans le lemme VI.1.1, nous avons :
Erryp S |[[Resil|2e + [ Resall 1) + [lon — Bagnllir poe) + (e — apwh, w — wp + 2)

2 2 ?
1500 = o —on+0) + (Sllawd — adnle )

VI.3.1 Evaluation des résidus

Soit v € Hy(€). En utilisant une identité de Green sur chaque triangle du maillage, nous

obtenons :
Resi(v) = (agpwp,v) — (Yn, V)
— Z [/(athwh+dzvfyh v — Z /7h nEv]
TeT, VT EcCOT
= Z/ o pwp, + divy)v Z /7hEnEv
TeT;, E€E(Q

ou [y4]r représente le saut de 7y, au travers de I'aréte £ dont nous rappelons la définition :

Vule - nE = Valr+ - nE — Yn|lr- -np avece E=TTNT-.

Soit v! € S}(7r) (cf [AO00, Théoreme 1.7]) tel que, pour tout 7' € 7y,

{ o —vl2ry S hr {IIV0 = ¥l 2@r) + hl VOl 2w} VO € Hi ()%

VI.13
o=y S WL {190 = Vo) + el Vil v € 3@

—_—
Remarquons que Res;(v!) = 0, ce qui nous donne :

Resi(v) = Res(v—v)
= Z / (o pwn + divyy) (v — ') — Z /[’yh]E.nE (v — o)
TeT, peg@) ’ F
< Z e nwn + divyn| 2o llv — 07| 2oy + Z \ale-nel 2 llv — v || 12m)
TETh EEg(Q)
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Par (VI.13) et la régularité du maillage, nous avons :

Resi(v) < Z hopa /12 4 B3|l ow pwn + divys|| r2

——{Iv
ter, ’ N

— V|l r2(wp) + Pl VY| 20

+ 3 ndi e+ hllle - nellee

1
/ 2
Ec&(Q) t? + hE

{1V = ¥l 2y + bl Vel 2 }

1/2
S (Z W (8 + h)ll e wn + div%l!i2<T)> (4, 0)][ln
TeT,
1/2
D ke + hp)mle - neliee | 11 0) e

EeE(Q)
Ainsi, nous obtenons :

[Resalll215 S Y b (® + hi)llawnwn + divinll ey + D bl + bp) | [nle - nsl|72 s
TeTy, Ee&(Q)
(VL.14)

Soit ¢ € ©. En utilisant une égalité de Green sur chaque triangle du maillage, nous obtenons :

2

Resa(t) = —algn) + () + 1= (aesn )
= Z [/(dwC&(¢h)+7h+—Oéth¢h (P Z /C&? (bh ng - w]
TET, ECOT
= TeZT/ (divCe(on) +7h+ﬁath¢h : E;g/aa on)lgng - U,

oit [Ce(én)]ene = Ce(on)|ring — Ce(én)|r-np avec E =T+ NT-.

Soit ¢! € S§(7,)? C Oy (cf [AO00, Théoreme 1.7]) tel que |V |12y S VY| 2 et tel
que pour tout T € 7}, :

{ 1 = ¢z S h’.lFHQVWL?(wT);
1 =" || L2y S hy IVl L2 (wp) -
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Remarquons que Resy(¥') = (v, (I — Ry)9!), ce qui nous donne :

Resy () = Resy(th — 1) + (n, (T — Ry)e")
— Z/ (divCe ¢h)+')/h+t apntdn) - (b — ")

TeT),

S /cs on)le e - (& —07) + (yn, (- Ry

EeE(Q)
2
< Z divCe(dp) + vn + _at hOh [+ — z/JI”L?(T)
12 2
TeT, L3(T)
Yns (I
b Y licconlenslialt - ol + 050 R gy,
EeE(Q)
S ) hr divC(n) + h + ambh IVl L2 o)
12 2
TeT, L3(T)
+ Y R 2 1C(0m)] el 12 IVl 20 + 10 () IV | 220
E€&(Q)
D’ou, par des inégalités de Cauchy-Schwarz discretes :
— #2 2 v
Resy(1h) < (Z Wi || divCe(@n) +n + T30 ndn ) IVl 220
TET, L*(T)
1/2
+ Z hellCe(¢n)lenellizm IVl L2() + pn (i) IV 20,

Eeg(Q)

. J(I—Ry)Y!
ot i () = sup | (9, ( 1 WD)
sresimniooy IV l@

Ainsi, nous obtenons :

+ > hplllCe(én)]e el (1)-
LA(T)  Eeg(@)

12
divCe(pp) + Y + —=undn

HR682H?{71 Z hT 12

TeTy,

(VL15)

V1.3.2 Conclusion - Fiabilité de ’estimateur

En utilisant le lemme VI.3.1 avec les évaluations des résidus (VI.14) et (VI.15), nous avons :
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Théoréme VI.3.1 (Upper-Bound - Premiere étape) Soient (w,®) € Hy(Q) x Hy(2)?
et oy > 0 (resp. (wh, ¢n) € Wi x Oy, et oy, > 0) les solutions du probléme de valeurs propres
de Reissner-Mindlin (VI.2) (resp. (VI.3)). Alors, nous avons :

IV(w = wn)[729) + V(0 = @n)ll720) + ATy = mll72) + A7 rot(y — v) 1720

v = w10
t2 2 t2
S (EHatcb - at,h¢h||L2(Q)> + (Qpw — oy pwp, w — Wi + 2) + E(at¢ — Q1 Ony @ — On + )

+ 3 0+ )|l + divillzay + D he(® + hp)lbnls - nslfae
TeTy, Eec&(Q)

. 2 ?
+ Y hE||divCe(¢n) + + S aundn + Y hplllCe(én)le nplia
TET, LAT)  Eeg(Q)

12
+1on — Runll T (ror0y + 11 (0)7,

\ (v, (I = Rp)v)|
ol pin(n) = sup
YESY(Th)? ” Y 1/1||L2(Q)

Pour parvenir a l'estimateur d’erreur a posteriori, il faut encore majorer un terme, a savoir
2

(uw — g pwp,w — wp, + 2) + —(d — Q. pn, @ — ¢ + ) car il fait intervenir les éléments

d’une décomposition de Helmholtz. Par la linéarité du produit scalaire, nous avons :

t2
(uw — g pwp,w — wp, + 2) + E(Oéth — QppPny @ — O + )
2 2
= (uw — Qpwh, W — wy) + E(OM — QupPn, @ — Pn) + (W — vy pwn, 2) + E(OW — QtnPn, B)-
(VI.16)

En utilisant deux inégalités de Cauchy-Schwarz et deux inégalités de Friedrichs, nous avons :

2

t
(atw — Oy pWh, z) + E(at¢ - at,h¢h7 ﬁ)

t?
< floww — apwn || 2 12| L20) + EH%¢ — ayn®nll 2@ 18] 20
2
f, ||Oétw - Oét,hwhHL?(Q)HVZHL?(Q) + E||Oét¢ - Oét,hcbhHm(Q)HVﬁHL?(Q)

t2
S (Mo = cunenllzay + G5l = awdnllze ) 10 - Radon oy

Pour l'autre partie, nous avons (par le choix de la normalisation des vecteurs propres intro-
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duite dans (VI.2) et (VL.3)) :

t2
(Oztu) — Qp pWh, W — Wh) + E(at¢ - at,h¢h7 ¢ — ¢h)

= oullwl|2) — (a + aen) (@, wn) + aenllwnllzzq)
2

L (a0l = (a1 + 00} (6. 00) + el nliage
2
= (et (1= o)~ (o0

Or :
2 t2 2
lo = wnllza) + 1510 = Gullze)
t2
— JlZa —mWwﬂwm@+EWmemam+wmmg (vi7)
=2 —2(w, Wh)—2 (¢ ®n).
D’ou :

2

t O + Q{uh 2 t2 2
(atw—at,hwhaW_Wh>+ﬁ(at¢_o‘t,h¢ha ¢—¢n) = —s lw = wh 720y + —2||¢ — &nll72

(VL18)

Ainsi, nous obtenons le théoreme suivant :

Théoréeme VI.3.2 (Upper-Bound) Sous les conditions du Théoréme VI.3.1, nous avons :
IV(w = wn)l72@ + IV(¢ = 8n)ll12) + A7 1y — Mz
FA 2 rot(y = ) 720y + 1y — Wl

S D 0 + ) lagwwn + divwall ey + Y he( + b5 nls - nelliag
TeTy, Ee&(Q)

2
+) b + > hellCe(dn)lsnsliam

TET, LA(T)  peg(Q)

£2 2
+16n — RuonllForory + 1n(70)” + (EHOW — Oét,hfbhHL?(Q))

. t2
divCe(op) + vn + Eat hPn

o + «
o — apponlZag + ”(u

t2
i + 5510 = ol

Nous n’avons fait aucune hypothese concernant le caractere simple des valeurs propres pour
construire cet estimateur. Cela signifie que 'erreur converge vers 0 si notre estimateur
converge vers 0. Cependant, des termes faisant intervenir les solutions exactes apparaissent,
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mais ils sont négligeables si «; est une valeur propre simple, ce qui fait 'objet du corollaire
suivant :

Corollaire VI1.3.1 Sous les conditions du Théoréeme VI.3.1, si oy est une valeur propre
simple, alors nous avons :

[V(w— wh)’%Q(Q) + V(¢ - ¢h)”%2(9) + ATy — %H%Q(m
FA 2 rot(y = ) 720y + 17 = Wmlla-10

S D0 + ) lagwwn + divwall ey + Y he( + b5 nls - nelliag
TeTy, Ee&(Q)

2 2
+ Z h3- ||divCe(op) + yn + _at LhPn + Z hEH[Cg(Qbh)]EnEH%?(E)

TET, 12 LAT)  peg(@)
+||¢h - Rhgbh“?ﬂ)(rotﬂ) + :uh(’Yh) + h.o.t.

Preuve: Supposons que «a; soit une valeur propre simple. Dans ce cas, montrons que
2
oy + Qg p

t2 2
(T5hae0 — aradnliz ) Hlow—auenlaart 252 (o = wnllagy + 1516 = ol

est superconvergent. Tout d’abord, d’apres le Théoreme VI.2.1, Hw—whH%Q et ||o— ngh||Lg(Q
sont superconvergents.

Pour les deux autres termes, par une inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

#2 2
<EHOzt¢ - at,h%HLz(m) + [Joww — agpwnl| 720
2

2
= (uw — apwh, oq(w — wp) + (4 — o) wp) + (%) (ar — v pdn, ar(d — dn) + (i — ) Pn)

2\
< ay(oqw — oy pwp,w — wp) + g <E) (0t — e, On, @ — Op)

2\ 2
o — ol {Hatw—athwhum muwhnmm( ) o — at,h¢humr|¢h|rp<m}

Or, par (VI.18), nous avons :

2

2
(w — g pwp, w — wp) + (t—> (e — e ndn, ¢ — on)

12
9 2
< max{ 1; D (w — Qg pwh, w — wyp) + E(Oét¢ — QphPh, @ — ¢h)1
2\ o + Oy p, t?
< max 1;5 —5 ||w—wh||%2(g)+En(ﬁ_ﬁbhuiz(g) )

Par une inégalité de Cauchy-Schwarz discrete et la condition sur les solutions discretes donnée
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dans la relation (VI.3), nous avons :

2

2
t
o = e lenllzza + (15 )l = cuntnlzalnli

2 t2 ? 2 2 2 t2 ? 2
< (taw sl + (5) Nawt = audnliom ) (lonlioor + (15 ) 10n1Ee

1/2

tQ 2 t2 1/2
< | [Joww — at’hwhH%Q(Q) + <E) || — Oét,hQShH%Z(Q) max {1; E} )

D’ou, en utilisant une inégalité de Young de parametre 6 > 0 :

1/2

2 ?
(T5h0e0 — aeasnlio ) +llows = sl
t2 (6% + Oét’h 2 t2 2
< avmax {15 15 b 252 [l — wnlla + 1510 - i

1/2

12 1/2 27\ 2
—i—|at — ozt7h| max {1; E} ||Oétw - at,hwhH%Z(Q) + (E) Hat¢ - CYt,hﬁbhH%?(Q)

t? Qy + oy p t?
< oy max {1; E} BT o = wnlEaga + 516 — Ol

5 ) L F 1 ) 2> )
+§|Oét - at,hl max ) E + % ||oztw - at,hwhHLz(Q) + E HOét¢ — oznhgbh”Lz(Q) .

En choisissant 6 = 1, nous obtenons :

£ ?
(EHOW - at,h¢h||L2(Q>) + [levw = v pwn |72 (0
t2 ) t2 ) ) t2
< ay(oy + ap ) max { 1; D lw — whllz2(q) + EH¢ = Onllz2o | + lw — aup|” max q 1; ol
(VL.19)

Comme [lw—wp||72q): = Pnll72(q) et law—aun|* sont superconvergents (cf Th. VI.2.1), alors

2 ? o it o ) 2 )

s —aumdnlliz | Hlaw—awwnlze@+ =5 { lw = wnllzz@ + 15110 = dnllz2@)
est superconvergent. Il suffit de combiner ce résultat avec le Théoreme VI.3.2 pour achever
la démonstration. |
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V1.4 Estimateur pour la différence des valeurs propres

Comme précédemment, nous notons par (w, ¢, ay) (resp. (wp, ¢, ) la solution du probleme
(VI.2) (resp. (VL.3)). Nous avons alors :

16 — @nllz + Ay — iz

= 1612 + llénl2 = 2a(, 1) + A7 (11320 + 320y — 203 9))
= (19112 + A 122y + l6nl3 + A"l 2z — 2 (a9, 1) + A2, )

= O + Qtp — 2 <a<¢7 ¢h) + >‘_1t2(77 ’}/h)) . ( )
VI.20

Or, comme la discrétisation est conforme, nous avons :

a(@, dn) + A (v, m) = ale, dn) + (7, Vwn — Rudy)
= a(¢,¢n) + (v, Vwr — én) + (7, & — Rugn)

t2
= o {(W,wh) + 358 ¢h)} + (7. 0n — Rpgp).  (VL21)
D’ot, en combinant les relations (VI.20) et (VI.21), nous avons :
t2
16— @nllE + A7 1y = llT2i0) =+ aun —2 (Oft {(w,wh) + ﬁ(¢’ ¢h)} + (7, én — Rh¢h)) :

ce qui nous donne par (VI.17) :

16 = onlle + A7y = oy
t
=yt ogp oy {Hw — Wh”%z(g) + EH¢ - ¢h||%2(9) - 2} = 2(7, én — Ratn)

t2
= Qpp — 0+ [HW - Wh”%,Q(Q) + EHQb - ¢h“%2(g)] - 2(% On — Rh¢h)7

autrement dit, en notant que a; > 0, nous avons :

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

160 CHAPITRE VI. CALCUL DE VALEURS PROPRES

_ t
= = 6=l + X = 2l — o I~ + 50— onlln

+2(7, ¢n — Ruon)
_ t?
e O g R R

+2(7 = Y, &0 — Ruon) + 2(n, on — Ruon)

_ t?
< o=l + A2l =l ~ e [l = wallagy + 1516~ i)
+2|v - ’YhHLQ(Q)Wh - Rh¢hHL2(Q) + 2(Vh, &n — Ruédn)
_ t?
< o= ol Al = iy — [l — e + 5516 — dnli)
ATy = mlliz) + AT 0n — RudnllZ20) + 2(9m, ¢n — Rudn)
2 1,2 2 2 t2 2
< 2016 = dull + X7 = ] - [l = el + 1510 - Gl
A2 6n — Rl 72(0) + 2(3m, o0 — Radn)
< 2Erryp + X726 — Rudnll T2y + 2(7h, 6 — Rign)
an—a S Nop+ M2 on — Rudnlliz) + [(v, on — Radn)l, (V1.22)

ol nous avons noté nyp 'estimateur présenté dans le Théoreme VI.3.2, soit :

Mop =Y ha(® + B3 |ownwn + divyl 3z + Y he® + hp)lnle - nelliam
TET, Ec&(Q)

2 2
+ ) hh

. t
divCe(dn) + Y + —=undn
TeTy,

12 + > hallCe(én)lenelam

L2(T)  Epeg(@)
2 2 t2 ?
H1on = R By + 10 + (5000 — acadnli

oy + (67 tz
+leww — at,hwhH%%Q) + s (Hw - Wh”%?(m + EW - ¢h”%2(§2)

(VI.23)

Pour obtenir une estimation de la différence des valeurs propres, nous nous devons d’évaluer
également oy — ay, car il n’est pas assuré que oy, > ap (méme si cette relation peut se
vérifier numériquement). Il suffit de reprendre la démonstration précédente en remplacant
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(VI.21) par :

- — — t2
a((ba ¢h) + A 1t2<77 ’Vh) = _R€81<W) - Resl ((b) + Qi h |:(wh7 w) + ﬁ((bh’ ¢):| .
D’ou, par la décomposition de Helmholtz :
2 1,2 2 2 t? 2
=g = 0= G+ Al =l = [~ el + 1516~ dnli)
+2Res1(w) + 2Resy()
2 1,2 2 2 t? 2
= o=l Ay = sl — o [l =l + 1516 - Gl

+2 (@(w —wp + 2) + (Yh, V2) — (ou pwh, z)>

2

+2 (@(Cﬁ — on + B) + (v, 00 — Rudn) + a(dn, B) — (9, B) — %(at,h%,ﬁ))

_ t?
= |l¢o— ¢h||(21 + A 1t2||7 - 7h||%2(9) — Qi {”W - uJh||2L2(Q) + E”Cb - ¢h||2L2(Q):|

+2(ﬁe?1(w —wp +2) + @(gb — ¢n +B) + (W &n — Riodn)

2
+a(pn — &, 8) + (v — Y, 00 — Ruon) + (ww — ay pwn, 2) + %(atﬁb — y p O, 5))

Par des inégalités de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

_ t?
ar—agn < flo— Qbh”g + A 1752||7 - 7h”%2(sz) — Qth {”W - Wh||2L2(Q) + E||¢ - ¢h||2LQ(Q)}

+2{§c§1(w —wp +2) + @(cﬁ — ¢n + B) + (Vh &n — Riuodn)

+on — 9llellBlle + A2ty — 7h||L2(Q))\1/2t_1||¢h — Ruonl| 2

1/2
12 2 1/2
+ @%w—%wm;@+(ﬁ)um¢—%mw;@> (1elley + 181E) ™ |-

En notant que ayj > 0, il nous suffit alors de reprendre la démonstration de la fiabilité de
I’estimateur présentée dans la section VI.3 pour obtenir :

ar — apn SNvp + A2 [on — Rudnll 720y + [(vh, o0 — Radhn)|. (V1.24)
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Par (V1.22) et (VI.24), nous obtenons alors le théoréme suivant :

Théoréme VI1.4.1 Sous les conditions du Théoréme VI.3.1 et par la définition de l'estimateur
nvp donnée par la relation (VI.23), nous avons :

e — vl Snpp + A ¢n — Rudnllizo) + 1Y, dn — Rigon)]-

Remarque VI1.4.1 Le terme |(yn, on — Ruopn)| peut étre calculé numériquement car il ne
fait intervenir que la solution approchée. Cependant, nous pouvons également le majorer par
Vel 2@ |on — Rudnl|r2). Nous pouvons remarquer numériquement que le terme ||, —
Ry 12(q) converge plus rapidement que lestimateur, ce qui nous permet de prétendre que
le terme |oyy — at,hP est superconvergent si oy est une valeur propre simple.

V1.5 Efficacité de ’estimateur

VI.5.1 Majoration de Z h%(tQ—l—h%)Hozt,hwh—l—dz'v%H%g(T) et hp(t* 4
TeT, Ee&(Q)
hp)lllvle - nellZe )

Soit vy = b (v pwp +divyy,) pour tout T € Ty, by étant la fonction-bulle associée a T'. Alors :

e pwn + divynl|7 S (appwp + divyn, vr) L2
(e, vr)r — (Y, VUT)H(T)

= (Oét,hwh - W, UT)L?(T) + (v = VUT)LQ(T)-

Par sommation et deux inégalités de Cauchy-Schwarz, nous avons :

Z h(t* + h)la pwn + divyn |72

TETh
= Z R (2 4+ hip) (Qupwn — quw, V1) 201y + Z R34+ h3) (v — s Vor) r2er)
TeTy, TeT,
< by J T+ B agpwn — awwl| 2 yhr /12 + B2 lozllay + Yt — wllzae IV ozl 2oy
TeTy, TeT,
v = mlla-19)||V (Z h?rVUT>
TeT, L2 ()
(VI.25)
En utilisant les inégalités inverses suivantes :
IVorlleery S gt llawnwn + divys|l 2
\Vorlmry S hillewnwn + divyal| 2wy): (VI.26)
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et en notant que :

K (z )

TET,

2

= W3 Vorling S Y hillawwn + divi|3a ),
L2(Q) ety TeT,

nous obtenons alors, en utilisant la régularité du maillage et deux inéglités de Cauchy-Schwarz
discretes dans (VI.25) :

Z h%(l@ + h%) HOCt,hwh + di’l}”)/hl‘%Q(T)
TeT,

1/2 1/2
S (Z h(t* + h)llawpwn — Oéthiz(T)) <Z hp(t* + )| e peon + div%|li2(T)>
TeT, TeT,

1/2
+NWJMH®<§:%ﬁMM%_%M@m>

TeT),

1/2
v = wlla-1(9) (Z hllee peon — atw||2L2(T)> :

TeT,
(VI.27)

Ainsi, nous obtenons :

Z h (8 4+ h) llawpwn + divyn|| 22y S Z h (8% + hi) law pwn — w22
TeTh TeTh

2y = WmllT2) + 17 = mlE-1 ). (VI28)

Pour toute aréte intérieure £ = T, N T_, nous définissons la fonction bulle by € H}(wg)
telle que

SUppr:@, OSbES 1:raI:1€a£%(bE’

t/@mz@, /%mz@
wE E

IVbg| 2y S hEIbell2ay, [Voslmiws) S hpl1bell 2 wn)-

Pour chaque E € £((2), nous définissons wg = by ([]e - nr) € Hi(wr) avee |wplliz(,,) <

~

hel|[vi]e - nell72 - Alnsi, nous obtenons :

1] - nEH%Q(E) S

[%]E "NE, wE)L2(E)
divyn, WE) 12 (wp) + (Yh, VWE) L2 (wp)
o pwh + AUV, WE) 12(wy) + (Ths VWE) 2(0g) — (Q4nWh, WE) 12(wp)

o wWh + A1V, WE) 12 (wg) — (V = Vs VWE) 12(wp) + (e — QWi WE) 12(wp)-

(
(
(
(
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En effectuant une sommation sur toutes les arétes intérieures, nous avons :

> el + )l - nelliam
E€E(Q)

S Z {(arnwn + divyn, hp(h; + 12)wp) 12wy + (1w = appwn, hp(hy + 2)wE) 12 |
BeE(©)

— Y — Yh, Z hE(h2E + t2)VU}E
Eec&(Q) [2(wp)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz discrete et la régularité du maillage, nous obte-

nons :
> he(hh+ O)llwle - el
EeE(Q)
12 1/2
N (Z h (8 + W)l pwn + diU’YhHiz(T)) Z (W% + ) |lwel 72,
TET, EeE(Q)
12 1/2
+ (Z hp(t* + h)lleww — Oét,hwh\li2(T)> > W+ ) wslFaey
TeT, Ee&()
Hiy = wlla-@ |V D hEVuws +tly = wmlzw || Y theVws
EcE(Q) 12 Ecg(Q) 12(9)
Par I'inégalité inverse suivante :
IVwEll 2o + helVwslm wy) S he e - nell2e)
nous avons :
2
\ Z hypVuwg SO WIVusling S Y bkllmle - neliam
Be&(Q L2(@) EeE(Q) EE(Q)
< Y he(®+Bp)lwle - neliae
Eeg(Q)
Le méme genre d’argument mene a :
2
> theVwg S Y PhpIVueliae, S Y. Phellnle - nelliz e
Eeg(Q) 129 Ee&(Q) Ee&(Q)
< Y he(®+ ) lwle - neliae
EeE(9Q)
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D’ou :

S hel+ )lonls sl S 30 B + 1) auen + div e + 17—l
Ee&(Q) TeT,

+82|ly — Wl Z2 () + Z W (8 + h7)[|eww — apnwnll 2o
TeT,

En utilisant (VI.28), nous obtenons :

Z he(hy + ) [wle - nellizE S Z W (8 + b7 lleww — awnwnllZo ey + 217 = mll72 0

Ee&(Q) TeT,
+v — %H%ﬁl(g)- (VL.29)
2 2
VI1.5.2 DMajorations de Z h2T divCe(pp) + vn + Eat’h¢h et
TeT, LA(T)
Z hE|HC5(¢h)]E”EH%2(E)

EeE(Q)

En utilisant la méme technique que précédemment, nous avons :

>

TETh

2 2

. t
divCe(pn) + n + = ndn

G S Ve = ol e + 17 = WllE-1(0

L2(T)

2\
* (E) Z hllowd — e ndnlliz iy, (VI.30)

TeT,

et

2\
> hplllCe(én)le nelizm S ||V(¢_¢h)"%Q(Q)+’|7_7h‘|§{1(Q)+(E> > hillewd—aundnll i
Ee&(Q) TeT,

(VIL.31)

VI1.5.3 Majoration de ()3

Nous rappelons que nous avons posé :

’Yha I - Rh h
fn(h) = sup [y, ( Jin)|
mesimi0r 1Vl @
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Soit n, € S5(7n)* \ {(0,0)}. Alors,

(vns T=Ru)mn) = (v, 1) — (yn, R

= (V) + Ozt,h%(cbh, nn) — a(dn, mn)
2

= (V—",m) + %(at,hﬁbh — ), mn) + al(p — P, nn)

1Y = llz-1 @I Varllzz@) + |6 — dnllelnnlle
2

t
+E\|Oét,h¢h — bl 2@l 22 )

IA

D’ou, par les inégalités de Korn et de Friedrichs :

#2 2
() S 1y = Wl F-10) + IV(6 = o)1 72(q) + (Eﬂat,hﬁbh - Oét¢||L2(Q)) - (VL32)

VI.5.4 Majoration de ||¢, — Rh¢h”§[0(rot,ﬂ)

Par définition de ~ et 3, nous avons :
Rpgn — don = AN (y — ) — V(w — wi) + (¢ — ¢n).
D’ou :
[6n — RudnllZaq) S A2y — mllZz) + V(w0 — wn)lZ2) + V(0 = o)1 72(),  (VI.33)

et
[rot(dn — Rugn) 1720y S A2t lrot(y — )72y + V(6 — o) 17210 (VL34)

V1.5.6 Conclusion - Efficacité de ’estimateur

En combinant les relations (VI.19), (VI1.28), (VI.29), (VI.30), (VI.31), (V1.33), (VI1.34), nous

obtenons le théoréme suivant :
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Théoréme VI.5.1 (Lower-bound) Sous les conditions du Théoréme VI.3.1 et en posant h =

max hr, alors
TeET,

> B3 + B lewnwn + divnl oy + Y he(® +hp) e - nellizm + lén — Radnllt oo
TET, Ee(Q)

2
+) 0 + 3" hellCe(@n)]mnelbacm + ()

TET, ) LAT)  pes(q)
+ (gl — avssnliz )+ llaw = aunla + 252 (o = anliae, + 5516 = Gl )
S IV = w2 + V(@ = n)l[ 7o) + (1 +ATHHA 1t2Hv Wllzz) + 17 = Wmllr-1(0)

+ A2t |rot(y — )22y + max {2h(1> + h?); B2 (t* + h?); 12h?; h%; %1}

2
divCe(pp) + vn + —at hOn

t2
e+ au) lo = nlly + 1516 =l | +lox — v}

Si nous supposons que «a; est une valeur propre simple, nous obtenons alors le corollaire
suivant :

Corollaire V1.5.1 (Lower-bound) Sous les conditions du Théoréme VI.5.1 et si oy est une valeur
propre simple, alors

> B3 + hi)llawwwn + divil|Tay + > bt + Bl - nelim + 168 — Rudulliipoo)

TeTy, Ee&(Q)
2 2
+ Z hT dlUC€ ¢h) + Yp + EOét hgbh + Z hEH C€(¢h)]E nE“LQ + /ubh(’}/h)
TET, LAT)  pes(q)
S IV =wn)lZz@ + V(@ = )72 + 1+ ANy = WmllZ2i) + 17 = mlla-1(9)

+At |rot(y — )72 + hoot.

VI.6 Reésultats numériques

Dans cette partie, les maillages que nous avons utilisés sont les maillages structurés présentés
dans la sous-sous-section II1.5.1. Nous prendrons arbitrairement £ = 2.6, v = 0.3, k = 5/6,
p=1lett=0.1.

Avant de commencer 1’étude de 'estimateur, il est nécessaire de calculer numériquement la
premiere valeur propre approchée notée oztl,h, qui est donnée par le Tableau VI.1 suivant :
Nous notons par NX le nombre de subdivisions :

Cependant, cette valeur propre dépend des valeurs des données considérées pour la plaque,
a savoir F/, v, k, p et t. L’idée est alors d’adimensionner cette valeur propre, ce qui per-
met la comparaison avec d’autres articles. Pour ce faire, nous considérons la valeur propre

© 2012 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



These d'Emmanuel Verhille, Lille 1, 2012

© 2012 Tous droits réservés.

168 CHAPITRE VI. CALCUL DE VALEURS PROPRES
NX 4 8 16 32 64 128 256
o, || 547.145 | 288.713 | 260.160 | 253.884 | 252.365 | 251.989 | 251.895

TaB. VI.1: Tableau de la premiere valeur propre, t = 0.1.

adimensionnée w; définie par :

Oé%’h (2(1 + u)p) 1/2
w1 =1 N
p FE

ce qui nous permet d’obtenir le tableau comparatif VI.3 pour ¢t = 0.1 avec les résultats
obtenus par la méthode de Huang et Hinton dans [HH84| (colonne HH), celle de Dawe et
Roufaeil dans [DR80] (colonne DR) et celle de Duran, Hervella-Nieto, Liberman, Rodriguez
et Solomin dans [DHLRS99] (colonne DHLRS).

NX 10 20 40
DHLRS || 1.5947 | 1.5921 | 1.5913
NX 8 16 32 64 128 256
Verhille | 1.699 | 1.613 | 1.593 | 1.589 | 1.587 | 1.587

TAB. VI.2: Tableau de la premiere valeur propre adimensionnée, ¢ = 0.1 - Comparaison avec

DHLRS.

HH
1.591

DR
1.594

DHLRS
1.5913

Verhille
1.587

TAB. VI.3: Tableau de la premiere valeur propre adimensionnée, t = 0.1 - Valeur obtenue avec le
maillage le plus fin pour les différents articles.

Remarque VI.6.1 Nous pouvons remarquer que notre valeur propre adimensionnée obte-
nue avec le maillage le plus fin est inférieure a celle des autres articles selon le Tableau VI.3.
Cela peut s’expliquer par le fait que la résolution du maillage que nous avons considérée est
plus fine que celle des différents articles, mais nous pouvons remarquer dans le tableau VI.2
que nous avons des résultats similaires pour des maillages du méme ordre de grandeur.

Pour vérifier la convergence de I'estimateur présenté dans le Théoreme VI.3.2, I'estimateur
d’erreur 7y p est défini par :

Mop =T+ Mo+ s+ Tha + s + s
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ol les différentes contributions sont données par :
77271 - Z W (t? + )l pwn + diWhH%?(T),
TeT,
By = Y he(t®+hE)|nle - nslie ),
EeE(Q)
£ ?
Thas = D W ||divCe(on) +m + poeadn|| (VL.35)
TeT, L2(T)
tha = Y hellCe(@nlenslliaem.
Ee&(Q)
Mhs = lon —Rudnlli o)

Mhe — Hi(%)-

2 2
Rappelons que les termes (EHatgb — at7h¢h||L2(Q))  Jlogw — at,hwhHZLz(Q), lw — whH%%Q) et

|l — ¢h||%2(9) ont été montrés comme étant superconvergents car la premiere propre est
simple (cf [DHLRS99] par exemple).

Nous représentons dans la Figure VI.1 I’évolution de I’estimateur ny p ainsi que ses différentes
contributions 7, ;, ¢ = 1..6 en fonction de h. Tout d’abord, nous pouvons remarquer que les
contributions 7, 4 et 1y, ¢ convergent a l'ordre 3 et que les contributions 7,3 et 7y, 5 convergent
al’ordre 2. De plus, il est clair que la partie principale de I'estimateur 7y p est 1, 2. Néanmoins,
nous pouvons également remarquer que le taux de convergence de 7y, 2 (resp. ny,1) commence
aux environs de 2 (resp. 3), ce qui peut facilement s’expliquer par la définition de 7y, 2 (resp.
np1) lorsque h reste plus grand que t. Des que h devient plus petit que ¢, alors le taux de
convergence de 1 pour 7,2 (resp. 2 pour n,1) est retrouvé comme le suggere la Figure VI.1
pour les maillages les plus fins utilisés.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons eu l'occasion d’appréhender le probleme de Reissner-Mindlin
de différentes manieres et ainsi d’avoir une bonne vision des avantages et inconvénients des
estimateurs a posteriori les plus couramment utilisés, a savoir de type Flux Equilibrés et de
type Résiduel.

Le premier chapitre introductif a permis de se familiariser avec le probleme de Reissner-
Mindlin et d’établir ou rappeler les relations fondamentales permettant l'obtention des
différents estimateurs a posteriori. De plus, certaines constantes caractéristiques (telle que
la constante de Korn) ont été explicitées dans le but d’obtenir des constantes multiplica-
tives précises dans les estimateurs et facilement implémentables. Certaines de ces constantes
dépendent du domaine considéré : I’Annexe F liste les constantes selon le fait qu’elles
dépendent ou non du domaine.

Les chapitres II et III nous ont permis d’obtenir un estimateur a posteriori de type Flux
Equilibrés fiable, efficace et robuste en t dans le cas conforme avec une constante multiplica-
tive explicite. Des tests numériques ont confirmés les résultats obtenus. L’avantage de cette
méthode réside principalement par la certitude que 'erreur est plus petite que I'estimateur
et qu’il ne sera pas nécessaire de trop raffiner le maillage afin d’obtenir de bons résultats
(ce qui permet une baisse du temps de calcul et de la place mémoire nécessaire). De plus,
I’étude menée est adaptable a d’autres discrétisations, sous couvert de devoir déterminer les
espaces d’existence des nouveaux éléments x* et y* ainsi que leur construction. De nombreux
autres estimateurs a posteriori fiables, efficaces et robustes en t existent dans la littérature
(cf [LSO05], [CHOT], [Lib00], [CW01] et [CS06]), mais ces travaux ne donnent pas explicitement
la constante multiplicative, ce qui limite leur utilisation pratique.

Le chapitre I'V est consacré a une discrétisation non-conforme utilisant un terme de pénalisation.
Contrairement a certains travaux ([Car02] par exemple), nous avons considéré une discrétisation
non-conforme pour les deux variables w et ¢, ce qui explique 'origine du terme de pénalisation
afin de rendre coercive la fonctionnelle liée au probleme. L’idée était de construire de nou-
veaux éléments appartenant a l'intersection des espaces d’existence des solutions exacte et
discrétisée afin d’obtenir un estimateur a posteriori fiable et efficace, ce que nous avons
vérifié numériquement. Ainsi, nous avons pu utiliser indifféremment le probleme continu ou
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le probleme discrétisé, ce qui simplifiait la manipulation des différents termes qui apparais-
saient. L’avantage de ce processus consiste a laisser une certaine liberté pour le choix de ces
éléments afin d’assurer l'efficacité de 'estimateur a posteriori.

Le chapitre V est une reprise de 'estimateur a posteriori de type Flux Equilibrés. Le but
était de construire les nouveaux éléments grace a un probleme localisé en reprenant le prin-
cipe initié dans [MNS02] dans le cas du probleme de Reissner-Mindlin. L’avantage de cette
méthode est que ces éléments conservent les éventuelles propriétés de la fonctionnelle de
départ en construisant les nouveaux éléments comme solutions du probleme localisé, contrai-
rement aux premiers chapitres. En effet, dans les premiers chapitres, les nouveaux éléments
x* et y* pouvaient étre construits indépendamment du probleme originel, ce qui pouvait
constituer un inconvénient si nous ne les choisissions pas correctement. Ainsi, il est possible
de déterminer des éléments ”plus adaptés” au probleme considéré. Cependant, cette tech-
nique a un cout puisque nous devons résoudre un systeme linéaire sur chaque patch de la
triangulation et le nombre de patchs augmente lorsque nous raffinons le maillage. Néanmoins,
les matrices et vecteurs intervenant dans ces résolutions locales sont de taille suffisamment
petite pour que leur résolution ne prenne que peu de temps, d’autant que les calculs sont
parallélisables.

Le dernier chapitre est dévolu a ’analyse du probleme de valeurs propres associé au probleme
de Reissner-Mindlin. L’analyse a prior: de ce probleme a fait 'objet de nombreux travaux
([DHLRS99], [DHLRS00], [DHHLRO03], [GLP03], [Her04], [LMR10]) ; mais, & notre connais-
sance, aucun ne traite de 'analyse a posteriori. Nous sommes parvenus a déterminer un
estimateur a posteriori fiable, efficace et robuste en ¢ pour la norme de 'erreur sur les vec-
teurs propres sous couvert du caractere simple des valeurs propres des probléemes continu et
discrétisé. Cet estimateur a posteriori permet de controler, bien évidemment, la différence
entre la solution continue et la solution discrétisée, mais également la différence entre la va-
leur propre du probleme continu et son approximation déterminée par le probleme discrétisé,
ce qui a fait l'objet de la section VI.4. Néanmoins, nous pouvons remarquer la présence de
la solution exacte dans 'estimateur. Cependant, si les valeurs propres sont simples, nous
avons démontré que ces termes étaient superconvergents (cf les articles précédemment cités
ainsi que le Théoreme VI.2.1 présenté dans la section VI.2), ce qui implique que les parties
prédominantes de notre estimateur ne font intervenir que les solutions approchées.

A Tissue de ce travail, plusieurs axes de recherche peuvent étre envisagés :

— Les constantes multiplicatives explicitées dans le cas conforme ne sont clairement pas
optimales et dépendent nettement du maillage considéré. En effet, bien qu’il soit aisé
d’adapter ce travail dans le cas d'un maillage non-régulier, nous pouvons cependant re-
marquer que, dans ce cas, la plupart des constantes deviennent excessivement grandes.
L’idée serait alors de créer un estimateur a posterior: fiable, efficace, robuste en ¢, avec
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une constante multiplicative totalement explicite, mais qui ne se dégrade pas lorsque
nous considérons des maillages non-réguliers.

— L’estimateur considéré dans le cas non-conforme et présenté dans le chapitre IV possede
une efficacité qui n’est pas robuste en t. Cela provient du choix des éléments appar-
tenant a l'intersection des espaces continus et discrétisés (les interpolés d’Oswald). Il
serait judicieux de choisir de nouveaux éléments permettant d’obtenir une efficacité
robuste en ¢ tout en se souvenant que la fiabilité ne serait pas affectée.

— Nous avons considéré des estimateurs de type Résiduel pour la discrétisation non-
conforme et pour le probleme aux valeurs propres associé au systeme de Reissner-
Mindlin. Il faudrait créer des estimateurs de type Flux Equilibrés pour ces deux cas
afin de pouvoir comparer les résultats obtenus et déterminer quel est le "meilleur”
estimateur a employer pour chacun des cas.

— Enfin, de nombreux autres estimateurs a posteriori existent : de type hiérarchique, de
reconstruction et de dualité. Il serait intéressant de créer des estimateurs a posteriori
fiables, efficaces et robustes en ¢ dans chacun de ces cas et de les confronter aux estima-
teurs présentés dans cette these afin de voir les avantages et inconvénients (en terme
de construction, de temps de calcul ou d’application a une adaptation de maillage par
exemple) des différentes méthodes.
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Annexe A

Construction de z*

Nous rappelons que la discrétisation considérée est formée par les éléments finis de type
MITC3 définis dans la section I1.3.

Nous avons a vérifier la relation divz* = —-,, ainsi que la régularité =* € Ny, (Q2) =
{z* € L*(Q, M%)| divz* € L*(Q,R?)}. Or |7 € P1(T). Nous choisissons de construire z*
dans T dans l'espace de dimension 24 présenté dans [AW02, (3.1)]. Nous choisissons de
prendre les fonctions de base (ainsi que leur coefficient respectif) présentées dans [NWWOT7].
Le probleme réside dans 'utilisation des fonctions d’Argyris pour construire les fonctions de
base de 'espace précédent, et plus précisément dans 'implémentation de ces fonctions de
base pour un triangle quelconque. Pour ce faire, nous partons des fonctions de base d’Argyris
dans le triangle de référence T = {(x,y) e R*|0 <2 <1;0<y <1—x}. Nous allons les
lister suivant le type de condition (les conditions correspondantes aux fonctions de base pour
chaque degré de liberté sont données a la fin) :
~ Evaluation en un point :

o1(z,y) =1 —102% — 10y> + 152" — 30z%y* + 15y* — 62° + 3023y* + 3022y> — 6¢°,
@o(z,y) = 1023 — 152* + 152%y? + 62° — 1523y? — 15223,
ws(x,y) = 10y + 152%y? — 15y* — 152%y* — 1522y + 69°,

vérifiant ¢1(0,0) = 1, ¢2(1,0) =1 et ¢3(0,1) = 1.
— Dérivées premieres :

o4(z,y) = o — 623 — 18xy? + 8z + 24x%y? + 32xy> — 32° — 623y* — 2422y — 15292,
os(z,y) =y — 18z%y — 6y + 3223y + 24x2y? + 8y* — 152ty — 2423y* — 62%y® — 395,
we(r,y) = —42® + T2t — 32°,

or(z,y) = —122%y + 2823y + 3622y? — 152ty — 3623y* — 24223,

ws(z,y) = —122y* + 362%y? + 28xy3 — 2423y? — 362%y® — 1529*,

@o(r,y) = —4y* + Ty* — 3y°,

vérifiant 0,¢4(0,0) = 1, 9,¢5(0,0) = 1, O,6(1,0) = 1, 0yp7(1,0) = 1, 0,s(0,1) =1
et Dy00(0,1) = 1.
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— Dérivées secondes :

) = 0.52% — 1.523 + 1.52* — 1.52%y? — 0.52° + 1.523y2 + 2233,

) = xy — 4.52%y — 4.5xy* + 623y + 1222y + 629> — 2.521y — 7.523y? — 7.52%y® — 2.5zy*,
) =0.5y% — 1. 5y 1.5x%y% + 1.5y* + 23y? + 1.52%y% — 0.59°,

) = 0.5z — z* + 0.525,

) = 1.522 v - 4x Y — 4.5x2y2 + 2.5x%y + 4.523y? + 3223

) =

)

)

)

88 8 8

= 1.5 y y? — 1.5ar2y3

= 1.52%y 1 5m — 1a?y3,

=1. 5:1:y 4 Sx2y? — day® + 3x3y? + 4.52%y3 + 2.5zy,
=0.5y° —y* +0. 5y ,

88 8

EELELE666%
~
?AAAE\/—\AAA
NS SEIN I o o s S S

vérifiant &EnglQ(O,O) 1 82yg011(0 0) 1 82 9012(0,0) 1 @%mgolg( ) 1 82y9014(1 O)
1, 92,15(1,0) = 1, amgom(o 1) =1, 9 yg017(0 1) =1, 8yyg018(0,1) 1.
— Dérivées normales :

o19(x,y) = —302%y? + 302%y* + 3022y3
©ao(x,y) = —30zy? + 602%y* + 602y — 3023y? — 6022y> — 30xy*,
o1 (z,y) = =302y + 6023y + 60z2y? — 302ty — 6023y? — 302>

vérifiant —/ Vol 1 — ) - (1/v2,1/vV2)dx = 1, / Deip20(0,y)dy = 1 et

—/ Oyp21(z,0)dr = 1.

0

Pour déterminer les fonctions d’Argyris dans un triangle quelconque, il suffit de multiplier
le vecteur ¢ = (;)1<i<21 par la transposée d’une certaine matrice C' que nous expliciterons
ici (I'explication qui suivra est une adaptation de [DS09]).

Notations

Dans le reste de cette annexe, nous utiliserons des notations simplificatrices :
e Pour tout a € N*, nous notons I, la matrice identité a X . Pour tout couple (v, 3) €
N* x N*, nous notons 0, la matrice nulle o x 3.

e Pour un triangle 7' de sommets X; = (z1,y1), Xo = (22,¥2) et X3 = (z3,y3), nous
notons e; (resp. ey ; e3) l'aréte ayant pour sommets les points X, et X3 (resp. X3 et
Xi; X1 et X3). Nous notons |e;| la longueur de I'aréte e;, i € {1,2,3}.

e Nous posons Br = b b = [ 27T BT 4y matrice associée A la
ba1 by Y= Ys— U

transformation affine transformant 7 en 7.
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e O est la matrice 3 x 3 définie par :
b3, 2b11b91 b2,
O := | buibiz bi1bas + bi2bar  b21boo
b2, 2b12b99 b2,

e T est la matrice 3 x 3 définie par :
B 2011821 5
O := | Bubz Pl + bi2far Parf |,
Bt 2012022 fo5

o Bu P2\ _ per
Ou(ﬁm P22 ) =5

e A est la matrice 3 x 2 définie par :
apy a2 lel]™ 0 0 1/vV2 1/V2
A= a91 Q92 = 0 |€2|_2 0 —1 0
as1 Q32 0 0 |€3’_2 0 —1

BL.

e Nous notons :

v = Xz — Xo =: (v, o)) v = X1 — Xz =: (v3,0)T; vz =Xy — X1 = (v§,0))"

€T T X T X 0T

vy Uy U3 Uy U3 U3
wy= | 2vfv! |5 we=| 2viv] |; wz=| 2viv]
y.Y Y..Y Y,y

vy v vy vy v vl

e Pour tout ¢ € {1;2;3}, nous définissons : f; = a;1 v — apv¥ et g; = a;1 vF + apv!.

La matrice C' se construit comme le produit de deux matrices C' = D % E, ou :
e D est une matrice 21 x 24 définie par :

[3 03><2 03><2 O3><2 O3><3 03><3 O3><3 03><6
O2x3 | Br | O2xa | Oax2 | O2xs | Oaxs | O2xs | Oaxe
0253 | O2xa | BF | Oaxa | Oaxs | Ooxs | Oaxs | O2x6
D= O2><3 02><2 02><2 B% O2><3 02><3 O2><3 02><6

O3x3 | O3x2 | O3x2 | O3x2 | © | O3x3 | O3x3 | O3x6

O3x3 | O3x2 | O3x2 | O3x2 | O3x3 | © | O3x3 | O3x6

O3x3 | O3x2 | O3x2 | O3x2 | O3x3 | Osx3 | © | Osx6

O3><3 03><2 03><2 O3><2 O3><3 03><3 O3><3 Q

i 0 0f{g 0 O
ou Q = 0 f2 0 0 go 0
0 0 f3/0 0 gs
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178 ANNEXE A. CONSTRUCTION DE X*
Iig | O18x3
e F est une matrice 24 x 21 définie par : E := | O3xi15| L ,
T | O3x3
‘Gll 0 0
ou L := 0 |62| 0 ,T: ( T1 ‘03><15 ),
0 0 |€3|
ou :
0 1 -1
T7 est une matrice 3 x 3 définie par 77 : = | —1 0 1 :
1 -1 0
Programmation

Les fonctions de base présentées dans [NWWO7] sont alors facilement implémentables. En
effet, 9 d’entre elles sont des combinaisons des fonctions quadratiques de base de Lagrange
avec les vecteurs normaux et/ou tangents pour chaque aréte. Les 15 autres sont des combi-
naisons linéaires des dérivées secondes des fonctions d’Argyris sur chaque triangle, la matrice
C étant construite dans le but de conserver les mémes degrés de liberté. Ainsi, les produits
scalaires des différentes fonctions de base peuvent se ramener au triangle de référence 7. 1l
nous suffit alors, pour les produits scalaires faisant intervenir les fonctions de base d’Argyris,
d’évaluer les différentes dérivées secondes des fonctions d’Argyris concernées aux différents
points d’intégration de Gauss, et de les multiplier par les composantes de la matrice C
adéquates.

Plus concretement, si nous explicitons les données de [NWWO07], nous avons :

3
=Y <ai¢9 +hig + g0+ diglt el + D ff%b’f;j) ,

i=1 1<k<j<2
ou,pour 1 <i1 <3, 1<k<j <2
P = Aeiletl;

€i7€i"¢e;
T

7;0 .
e;)

o Ae;Ne, 1
0 T TN.
¢ - )\ei (tez nei + ne'tei)7

€; 7

ot = JOL — O

e; Di+t+2 Pit+1
2-1 = J(¢6i)?
b = JOf);

02v  —0y0v ~ N ~ o N
avec J(v) = ( o0 a%vl > Aeo(2,Y) = Xo(T, ) = 4TY, Aoy (z,y) = M(T,7) = 47 —

ATT — 472, Ney(2,y) = Ma(3,7) = 43 — 437 — 432,
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Posons, pour 1 < i < 3, ¢F (resp. ¢) la fonction de base d’Argyris telle que 0,67 (p;) = 1
(resp. 0y¢! (p;) = 1) et les autres degrés de liberté valent 0. Alors :

~ 1
2 — - f o Y.
p1 det(BT) [(yS ?/1)6151 + (xl $3)¢1] )
~ 1
3 _ T .
P11 det(BT) [(yl - y2)¢1 + <x2 - xl)dﬁ] )
~ 1
3 _ T .
p2 det(BT) [(yl - y2)¢2 + <x2 - 331)¢g] )
~ 1
1 — - T o Y.
D2 d€t<BT) [(y2 y3)¢2 + (333 $2)¢2] )
~ 1
1 xz .
ps d@t(BT) [(y2 - y3)¢3 + (1‘3 - x2)¢g] )
72 T
p3 d@t(BT> [(yS - y1)¢3 + (1’1 - $3)¢g] :
Ainsi, il est possible d'implémenter toutes les dérivées secondes des fonctions de base d’Ar-
gyris par les relations suivantes (nous posons ¢; := ¢yl — @i pour simplifier I'écriture) :
R Rd P 0 0 0 110\ | ZHlD) Oes0) 0ol
Pody by e | = 01 0 0 11 056(2,9) 05506(T,9) Ogs(.9) |
T T - 2 NN 2 NN 2 NN N
Pubs Pods 0 10 -1 -1 0 0) | %D Oger(TG) Opgen(T.D)
v ARSI Daps(7,Y) 0%;08(7,9) 02¢8(7,7)
OZ00(T,7) 0200(T,7) 0200(T, )

pour 1 <17 < 3,

2 11 2 11 2 11
OrsOp Oy Oy,
855 T 7 Py axy Pi ayy Pi

T
2 422 2 122 2 122
855 T Pg axy Pi ayy pi

pour 1 <17 < 3,

7,y z x
=07 | 0%0s43i(T,0) p0s13i(T,7) O2yps4(T,7) | T
z, T z

2apr43i(T,Y)  0350r43:(T, ) 035743i(7, )

PBspo13i(7,9) 8%@90%31‘( ,Y) 6502\@4P9+3i( ,Y)

( 8§x¢ei 8§y¢ei 3§y¢ei ) = ’ei‘fi( 8%5S018+i(§:\7 @ a%g%sﬂ'(f, @) 8%279018“@7 @ )T‘

Il reste maintenant & expliciter les coefficients. Pour ce faire, nous définissons g. = R(¢y) -

ne ot R(¢n) = > R(¢n)(x)As avec R(¢n)(z) = m > Ce(én)lr(x). Ainsi, en

TeN(Q)

osant gr = ¢. Ne - Nt et s, le milieu d’aréte, nous avons :
)
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180 ANNEXE A. CONSTRUCTION DE X*
J.,(s = sm)gr - nrds

fei(s B Sm)(gbgz‘;lnT) s nr dS.

)

3
Soit ¢y = Y _ d; ¢t Alors :
i=1
fei (9r — qinr) - tr ds‘
fei(qbzonT) ~trds

fei(s — 5m)(9r — quny) - trds
fei(s - Sm)(ﬁbgzlnT) -ty ds .

C; —

g, =

Ensuite, nous avons :

it = #{TEW 7. ZCe¢h lr(pi) |

22

f2 = = {TEw 7 ZCS% [r(pi) |

12

fi22 = #{TEW Z CE (bh |T pz

11
3
Enfin, soit g = » <bl-¢:;° + gl + digt el + Y [ ) . Alors :
i=1 1<k<j<2

 Jr(Ce(en) —q2) : (neaneTH + Ney oM, )

g =
fT ¢T nez+1 e i+2 _I_ n51+2 €; +1)d.7;
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Annexe B

Construction de y*

Nous rappelons que la discrétisation considérée est formée par les éléments finis de type
MITC3 définis dans la section I1.3.

Nous avons (’)/h, V’U)L2(Q) = (g, U)LQ(Q), Vv € W,

Il existe alors des éléments (voir [AO00] pour plus de détails) g. € Py(e) (e C IT) tels que

/fyh.Vv de = / guvdz +/ grvds Yuv € P(T) avec gr = ne - nr ge = =+ ge, (B.1)
T T oT

1 _
(nous pouvons par exemple prendre g, = ﬂ / M ‘nesi E=TNK )
€ e

. a; +bx
y |TeRT0(T):{<a;+by

/y*-ne:/g€V€C3T.

) , aq,a9,b € R} est alors déterminé par les conditions

D’ou :
/divy* = / y g
T oT
oT
(B.1)
= /%Vl—/gz—/g
T T T
- 1
Donc divy*™ = —— [ g = —Ilpg.

7| Jr

181
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182 ANNEXE B. CONSTRUCTION DE Y*
d ecteurs de base de Raviart- omas dans le tri-

angle de référence

N—
Il
/N

<)

| 8)
—
SN—

<) V)

) R)
N———
)
VR
QL) K)
N———
I
VN

—
Lo
) )
N————
)
7 N
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Annexe C

Solution exacte du probleme de
Reissner-Mindlin

Pour trouver une solution exacte du probleme de Reissner-Mindlin sur le carré unité ]0; 1[2,
nous utilisons le systeme suivant :

—div Ce(p) =~ sur €2,
—divy=g sur €2, (C.1)
v =M"32(Vw—¢) surQ,

ou :
Ce(¢) = 2ue(9) + NT'r(e(d))1,
et
0161 0192 + 0oy
_ 2
SO =1 o1y + un
T Oa 2

En remplagant, dans la premiere relation de (C.1), v par la relation donnée dans la troisieme
relation de (C.1), nous obtenons que

N 0,0 92 - ~

Ow = ¢y — A2 (Maqul + M) + X2, + Aalag@,)
2 o~ ~

Do = by — N2 (gﬁ(agd)z T w) + N2y + )\8281¢1>

Nous supposons que ¢ est suffisamment réguliere pour que nous ayons :

8182@ = 8281¢i pour tout 1 E {1, 2}, (02)

183
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184 ANNEXE C. SOLUTION EXACTE DU PROBLEME DE REISSNER-MINDLIN

ce qui nous donne :

Dw = ¢ — A1 ((2/7 + N2y + (i + N)DaDr by + ,’1@50;1) (L1) o
Dow = g — N7't? ((2,17 + X)ag% + (1 + X)aﬁﬂbl + /73%@) (L2) |

En faisant la méme hypothese pour w (i.e. 0x0,w = 010,w), nous obtenons que

@@—A*ﬂ0m+iwwmruﬁ+®%a@+ﬁ@¢)

= 0160 — N1 (27 + N)1330s + (i + V)9 0a + i0}01 )

Ensuite, nous posons ¢; = sy et ¢o = 1, ce qui nous donne :
by = A (27 + N33y + (i + N)33dn + 036 )
= G = N7 (27 + N33z + (i + N} + 075)
& by = X7 (27 N)361 - (i + N1 + i )
= G = N7 (271 + N33z — (i + N5 + 07 )
S b — AN HPAAG = by — N A,
Ainsi, ¢, = ¢ est une solution possible (ie 9y = Day).

Afin d’assurer la nullité aux bords de ¢ et de ses dérivées, ainsi que la relation (C.2), nous

prenons :
1—2x

| 221 —x)? 1 1
P= -2y exp(‘xu—x)‘yu—m)'
Y2 (1 —y)?

Maintenant que nous avons ¢, nous obtenons aisément apres plusieurs calculs les expressions
de v, w et g; a savoir :

o w={1— 20+ M\ (a(z) + aly))} exp <—x(1 1_ z) y(ll— y)) |

1—-2x
a(y)le(l _295)2 + o) exp (— ! — 1 ) )
a(z)——2Y r(l—z) y(l-y))’
(x) 3= oy + )

© 7 =—(20i+)\
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o g=(20i+ X) {c(z) + c(y) +2a(x)aly)} exp <_x(1 1_ x) N y(1 1— y)> ;

avec
) 624 — 1223 + 1222 — 62+ 1
) = :
ae 241 — 2)* ’
| —2427 4+ 842° — 1562° + 1802" — 1282° + 542> — 122+ 1
. b('z) = 26(1 _ 2)6 !
1202'% — 6002° + 162028 — 288027 + 35042% — 29522°
° c(z)= 28(1 — z)8
. 17082% — 65623 + 15622 — 202 + 1
28(1 — 2)8 '
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Annexe D

Programmation du systeme de
Reissner-Mindlin

Nous nous plagons dans le cas d’une discrétisation de type MITC3, autrement dit :

Wi ={ve Hy(Q) |vlr e P (T) VT € Tp};
O, ={ve H(Q? vy e P (T)? VT €T}

I :NDOZ{PEHo(rot,Q)WT6%,3a17“2’b€R”’T: < " ) +b( . )}
2

Soit (Ai)1<i<s les coordonnées barycentriques associées au noeud X; du triangle.
Le probleme linéaire

a(bn, ¥n) + M 2(Vwn, — Ry én, Vo, — Ry n) = (g,01), Y (vn, ¥n) € Wi x O,

AM2RM1 | M2RM2 B
s’écrit sous forme matricielle : ( ): ()7

AT2RM2T | RM3 + M—2RM4 0

ou :

o RM1(i,j) = (VAi, V)
RM2(@',2])=<V/\“R,1< ))

[
<.

RM2(i,2j + 1) = fj))
)

NG

RM3(21, 23)—a(< ) ( )
)
)

0
0
RM3(24,25 + 1) —a< <)\

)
i)

187

>

7

[ [ J
o O
S <&

RM3(2i+1,27) —a((

>
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. RM3(2i+1,2j+1):a(< g)(fj )>
RMA(2i,25) = (Rh(%i ) ,Rh(AOj ))
RM4(24,2j +1) = (Rh()(\; ) ,Rh()(\)j >
RM4(2i +1,2j) = <Rh<fi),Rh<AOj >

RMA(2i+1,25+1) = (Rh( 0‘ ) ,Rh(
B(i) = (g, V).

D.1 Produit scalaire entre R;,¢;, et A\, - Construction de
la matrice RM?2

Nous décomposons ¢, dans la base des ( ())\j > et ( (;\ ) ; ce qui nous donne :
J

#N@) 0
o= a(v)=a()) D.1)

j=1
L’opérateur Ry, est défini par le systeme d’équations :
VE; € S(Q),/ (Rpop) - 75 do = / ¢ - Tjdo (D.2)
Ej E;

L’objectif est de construire la matrice RM2 faisant intervenir le produit scalaire (Ry¢n, V) 2.0
ol v|r € PY(T). Pour ce faire, nous allons utiliser la base des ()\;)1<i<3 pour les polynomes
de degré 1. Ainsi, nous avons la i-eme ligne de la matrice RM2 par (D.1) et la linéarité de

Rh .
LN @)} R .
1 j 2
3 (qﬁj R, ( Y ) + @Ry, ( N ) 7V>\Z->L2(Q) (D.3)

i=1 ’

Ainsi, il nous suffit de calculer sur chaque triangle T € 7}, les produits scalaires
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(Rh ( 3]’ ) ,V)\z) et <Rh ( ())\ ) ,V)\i> ; ce qui nous donne par sommation les
LQ(T) J LQ(T)

lignes de la matrice RM2 correspondant aux degrés de liberté associés a gbjl. et 925?, & Savoir :

) (Rh ( . ) ,wi) pour 6}
12(T)

TeT),

Z (Rh ( ?\ ) ,V)\,;) pour qﬁ?
] L*(T)

TET,

(D.4)

Remarque D.1.1 Pour tout couple (i,7) € {1,2,3}*, V\; est une constante et R, ( (>)\j )

(resp. Ry, ( ?\ )) est un polynome de degré 1.
J

Grace a la remarque précédente, nous pouvons exprimer le produit scalaire simplement. Soit
G le centre de gravité du triangle T. Alors :

() ), (3o
L2(T)

0 0 (D.5)
(Ra(5 ) 7)) =i (S )@ an
J L2(T) J
En se ramenant au triangle de référence T et en remarquant que V\;|r = B}Tﬁ); ol
Br = bu by — [ P27 T8T T ) 15 matrice associée A la transformation affine
bo1  bao Y2—Y1 Ys— U

transformant 7" en T, il nous suffit de connaitre les gradients des fonctions de base dans le
triangle de référence pour avoir la valeur de V;|7.

Il nous faut maintenant étudier Ry, ( ())\j ) (G) et Ry, ( ())\ > (G). Or, pour tout sommet j
J

de T, nous avons les relations suivantes par définition de Ry, :

: A o
/ Rh< (/)\J ) -deO':/ ( 31 ) .deaz/ )\j(Tkhda:%(Tkh = Oéjl,,k si k£ j;
2 Ey Ey

s
érRh<0j ) -Tde:O::a}’j.

Avec ces relations, nous pouvons exprimer plus facilement Ry, ( A ) ( 3 ) a 'aide des

(D.6)

0
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fonctions de bases Wy, de Nédélec (ie Wy € NDy(T) et vérifie fEJ_ Uy -7 do = 0jy) -

r () ()= (1)

)y i (D.7)
= Ry, ( 0 ) (@) = ; al,  W(G) .
= By 0(G)

De la méme maniere, nous obtenons :

Rh(())\j>(G):g@ik U(G) (D.8)

Ey ) .
st { Bl

0 sinon.

Ainsi, en calculant les vecteurs de base de Nédélec dans le triangle de référence, nous obtenons
les coefficients de la matrice RM2 avec les relations (D.7), (D.8), (D.5) et (D.4).

D.2 Vecteurs de base de Nédélec dans le triangle de
référence

7(5)-(7):%(5)-(5)(5)-('57)
Y x Y r—1 Y x

D.3 Produit scalaire entre R;¢;, et Ry ()\;,0) (resp. R,(0, ;)
- Construction de la matrice RM4

Pour trouver les différents coefficients qui interviennent, nous suivons le méme raisonnement
que dans la section D.1. Le seul souci se situe dans I’évaluation de I'intégrale donnée dans la
relation (D.5). En effet, cette évaluation est exacte pour tout polynéme de degré au plus 1 :
il faut donc modifier cette relation en faisant intervenir les points de Gauss de degré 2.

http://doc.univ-lille1.fr
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Annexe E

Nécessité de 'opérateur Ry, -
Verrouillage numérique

L’opérateur Ry, est nécessaire car il permet d’éviter le phénomene de verrouillage numérique
décrit dans la sous-section 1.1.1. En effet, lorsque 1’épaisseur ¢ devient trop petite, 'erreur
ne diminue plus lorsque l'on raffine le maillage ; ce qui n’est plus le cas avec 'utilisation de
cet opérateur. Nous en donnons une illustration numérique (exécutée avec les éléments finis
de type MITC3) avec le graphique suivant :

~ ordre de convergence
10 - - —— -

e ———
*  erreur sans Rh, T=0.05
O erreur sans Rh, T=0.0005
O erreur avec Rh, T=0.0005
référence
1072 * i
o o ¢} o ] Q o
m]
*
m]
7 *
> -3
gwr =} _ ]
[} * _~
~
[m] ~
* _
~
o ~
* _
4 -
10 ' O e - B
~
~
o e
~
~
~
~
~
~
1 1
10° 107 107

Fi1c. E.1: Mise en évidence du verrouillage numérique
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Annexe F

Valeurs des constantes et relations

F.1 Deétermination des constantes indépendantes de ()
et de la triangulation

F.1.1 Valeur de cg

Tout d’abord, nous allons démontrer le lemme suivant :

Lemme F.1.1 Soit Q un ouvert de RYN. Alors, pour tout v € H} ()N, nous avons :

IVl r2) < V2]|e()] 120

Preuve: Soit v € C°(Q)V. Par intégration par parties, nous obtenons :

2/|€(U)|2d:v :/|VU|2dx+/VU:(VU)Td:1:
0 QO 0

=/|Vv\2d:v+/\divv|2da:
o 0
2/\VU\2dx.

0

La densité de C°(Q)" dans HJ(2)" nous conduit au résultat. O

193
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Nous utilisons le lemme précédent afin de déterminer cg.

Ce(d) = 2he(d) +ATre(¢): 1

iﬂM%Z(L&WWd@M
= 2;7/98(@ e(¢p)dx +X/ﬂTre(¢)I e(p)dx
_ 2ﬁj£hi¢)Pdt*-Xj£VTr€@®de

_ (1
> 24 (§HV¢”%2(Q)>'

1

Dot [¢]z = llVelZz) < VS 72 < ﬁllséllg‘
Donc :
1
CK S —_— .
N

1
Or, si div ¢ = 0, alors [|[V@|72) = =||9|z, ce qui implique que
ol

CKg =

S
7;3.

F.1.2 Valeur de ¢y

Par définition, nous avons :
Jollz = [ c=(o) el
Q
_ o /Q £(6) : e(d)dz + X /Q (Tr(¢))2dz.
2
[0 cite = [@o a2 (P2T20) 4 oy
Q Q

< /(31¢1)2 + % [2(0162)° + 2(0201)%] + (D22)”
Q
= Vo720
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Ensuite :

/(TTE(Qb))QdI = /(81¢1 +62¢2)2d$
Q Q
< 2/ [(0161)* + (02¢2)°] da
Q
< 2[[Voll72()-

D’ou, en combinant les deux relations précédentes :

oIz < 20l|Vo)220) + 2NV 220
<2(u+ )\>HV¢H%2(Q)

= <20+ N).

Or, si 101 = Oathy €t Dapy = D1y = 0, alors ||¢]|2 = \/2(ﬁ+X)\|V¢H%Q(m, ce qui implique

que
R =\/2(i+ \).

F.2 Détermination des constantes liées a () et/ou a
la triangulation - Valeurs des constantes choisies
pour la partie numérique

F.2.1 Valeur de c¢p

Nous avons choisi  =]0; 1[2. Alors nous avons la valeur théorique suivante (cf [Val09]) :

1

Cp = )
i Jon

F.2.2 Relation pour cr

Soit x = (Ry — D¢, € Hy(rot, Q). Montrons qu’il existe (comme dans [BF91]) (8,z) €
(H3(2))* x H3(Q) tel que x = Vz — .

Nous choisissons v € (HJ(2))? tel que divv = —rotx.

Nous prenons = (51, B2) = (—vs,v1).

Alors rotf = —roty et |V 12y = [|VV||L2() < Cillrotx|| 2 ()
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Ensuite, nous choisissons z comme unique solution dans H}(Q) de

Az = divy + div3 € H Q).

Vel = [ VeVuds
:<SZlivX + divB, 2 > 1) -mi (@)
< [|divx + divB| g-1 () V]l 120
= V2|2 < | divx + divB|a-1) < lIxllz2@) + 18] 22
< Ixllz2@) + Cicrllrotx| 2
< (1+C23)" Xl oroney.

D’ou :
cr <Cpet C < (14 ¢4)(CF + 1+ Ciey),

ou la constante C' vérifiait (cf (1.10)) :
HZH%H(Q) + H5||12L11(Q) < ClIx | o (rot.0)-
Il nous reste a déterminer C;. En fait, nous avons la condition inf-sup :

div v, 1
Cis = inf sup ( Q)LQ(Q) > —.
a€LF(D\{0} e H (2)2\{(0,0)} HQHL?(Q) ||VUHL2(Q) C

ot L2() {q e LQ(Q)‘ /Qq:()}.

. ]
En pratique, nous prenons Cy = C;;".
D’ou :

2 2
C<(1+ Ci)%'

18
Remarque F.2.1 Nous ne sommes pas parvenus a déterminer une borne supérieure pour
C\ : nous avons simplement une borne inférieure. Nous prenons malgré tout Cy = C;.', mais
cet abus ne porte pas vraiment a conséquence car ce facteur intervient seulement dans une
contribution de ['estimateur négligeable (numériquement) vis a vis des autres contributions,

et par conséquent de [’estimateur.

Nous pouvons prouver (cf [HP83]) que dans ce domaine, Cj, < 2,/5- 75 eXpression que nous

utiliserons a défaut pour cg (cependant, il est conjecturé que Cis =  / %, voir [Dau08]).
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Annexe G

Projections locales ﬁz et 11,

Nous rappelons les différentes notations que nous avions introduites :
— ¢ représente un nceud de la triangulation ;
— w; désigne le patch associé au nceud i (c’est I'ensemble des triangles ayant i pour

sommet) ;
— \; est la fonction de base Py associée au point 7 ;
{v € H'(w) : [ v\ =0cet [ |[Vo’A <oo} sii e N(Q);
- Wiwi) =

{v € H'(w;) : v =0 dans dw; NN et / VoA < oo}si i e N(09);

~ Vk € N, PH(w;) = {u € Py(wy) | u = 0 sur duw;}; Z

- Pé“(wl) = Pk(wz) N W(wl) ) .

— I'; est 'ensemble des arétes de la triangulation dans 2 ayant le point ¢ pour sommet ;

— si S désigne une aréte de €2, wg désigne le patch lié a S (ce sont les deux triangles ayant
S pour aréte).

G.1 Calcul de II;

G.1.1 Calcul des coefficients
Soit ¢ € W (w;)?, ce qui implique que [ 1 A; = 0. Dans le cas MITC3, I1,% est la projection

sur (P3(w;))? telle que :
[a-imun=(g)

/S(I—ﬁ?)wi:@) VS c T

M= > asgs + Ba

Scr;

(G.1)

Soit :

'Pour le cas Duran-Liberman, 1’étude est similaire & la section G.2.

197
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Fig. G.1: Exemple de patch w; - les points représentant les degrés de liberté de E

ou (cf la section G.1.2 pour l'expression des fonctions de base dans le triangle de référence) :

¢; est la fonction de base quadratique associée au centre de wj;
gs est la fonction de base quadratique associée au milieu de 'aréte S C I';
ag et 3 sont des vecteurs de R2.

Les fonctions de base gg vérifient / gsAi = 0si S # 5. Ainsi, la deuxieme relation de (G.1)

/w-ﬁ/qlz
/qu)\z

Nous allons nous servir de cette relation ainsi que la premiere relation de (G.1) afin de
pouvoir déterminer (3, ce qui nous donne :

(9) - (z@) Z

= Zfs s Z/ ashi+ 0 [ @i

Js ashi
sy

Or, en se ramenant aux fonctions de base dans le triangle de référence, nous avons :

2
[orn=l8 A—'“"-/qsxi_ il [, =181
S 37 L, 30 15 /s 6

nous donne :

i JS
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Ainsi : A s
-2 Wsi )\Z) G.2
’ m@(m K (G2)

og = % (/S DA — ﬁ%) | (G.3)

G.1.2 Fonctions de base

Nous listons ici les fonctions de base dans le triangle de référence T utilisées pour la construc-
tion de l'opérateur de projection II;, les degrés de liberté correspondants étant précisés a la
fin de chaque ligne :

G00(T,y) =1 —37 — 3y + 22% + 427 + 2y*  est la fonction de base associée au point  (0,0)

@ (Z,79) = -7 + 22° est la fonction de base associée au point (1, 0)
¢(Z,79) = -y + 2y° est la fonction de base associée au point (0, 1)
(7, y) = 47y est la fonction de base associée au point  (1/2;1/2)
@u(T,7) = 4y — 42y — 49* est la fonction de base associée au point  (0;1/2)
4(T,y) = 47 — 472 — 47y est la fonction de base associée au point  (1/2;0)

G.1.3 Démonstration de Hv/ﬁ;w”Iﬁ(Q)’)\i SIVY @),

Nous posons ¢ = ( il ) Or d’apres la proposition 2.4 de [MNS02], pour a € {1,2}, nous
2

avons

1all 2@y S Rill Viball 12wy 2
ou h; = diam(w;).

Afin de simplifier les notations, nous notons les normes de vecteurs v = < Z ) € R? par :

[olly = [a] 4 [b];
o]z = Va2 + b,

Or, par le théoréme de trace dans L', nous avons :

/ (V1] S || 2

S

/ eahd] < leell oo,
S
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D’ou, en utilisant respectivement 1’équivalence des normes en dimension finie, le théoreme
de trace dans L! et I'inégalité de Poincaré avec poids :

o, < |
/S ik /S .y

S hllzen + 192l 2w

~Y

< ‘

2 1

+

2

S hiZvaaHLQ(Wi)»)\i
a=1

5 h’ivaHLz(wi)a)\i'

D’ou, en utilisant la relation (G.2) :

1
I8 S 52 ks [ on
i S s

1
7 2 hshill Vel
t s

||vw||L2(Wi),>\i‘

2

AN

N

Ainsi :
IV (50 ez, = 191 |9 all 200, S 199l
————

~1

En utilisant la relation (G.3), nous avons trivialement :

lslla S NV llz2 .

ce qui implique :

1V (sqs)|l 22w S IV 2w -

Remarque G.1.1 Nous avons utilisé dans la démonstration précédente le fait que |wg| ~
lw;| et h; = |S|, ce qui est vérifié grace a la régularité du maillage.
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(.2 Calcul de II;v

G.2.1 Calcul des coefficients

Soit v € W (w;), ce qui implique que [ v A; = 0. ILv est la projection sur Pg(w;) telle que :
/(I — 1) v \; do = 0; (G.4)
s

/(I—HZ)UO'AldO':O
S

Soit :

v = Z asqs + Z a%qz + Ba;

Scr; Scry

Fic. G.2: Exemple de patch w; - les points représentant les degrés de liberté de II;.

ou (cf la section (G.2.2 pour I'expression des fonctions de base dans le triangle de référence) :

q; est la fonction de base de degré 3 associée au centre de w;
q% est la fonction de base de degré 3 associée au premier tiers de laréte S C T'j;

q% est la fonction de base de degré 3 associée au deuxieme tiers de Paréte S C T'y;

ak,a? et 3 sont des réels.

Les fonctions de base ¢ et ¢% vérifient / qeNido = / GENido = / qeoNido = / qEoNdo =

0siS# S Ainsi, les deux dernieres relations de (G.4) nous donnent :

/U)\ida :ﬂ/qi)\id0+a}g/q}g)\ida+a§/q?g)\ida?
s S S S

/va)\l-da :ﬁ/qia)\ida—l—oz}g/qéa)\ida—l—a%/q%a)\ida.
s s s s
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D’ou :
/ qsNido / ENido o / v\ido — 3 / g\ido
S S S S

[

(G.5)
/qéa)\,-da /qga)\ida 0429 /UU)\ida—ﬂ/quAida
s s s s
En se ramenant aux fonctions de base dans le triangle de référence, nous avons :
3|5 3|5 3|9
1 2 1
Q/\idU:—;/q)\idU:—;/QO'/\idO':—;
/S s 10 7 g™ 40 7 Jg ® 40
315 13|5] 5]
/qua 77 40 0 ) NN T g0 0 ) 0NN T g0
Ainsi, nous obtenons :
- 13|
a M M /v)\ida — —| |
_ 10 40 s 120
= S| ,
EAN LI I P
i 40 40 s 120"
ce qui nous donne :
40 S
agzw (/v)\ida—/vaz\ida—% )
o o (G.6)

40 315
i=—— 4 Aid —/ A do
g 915 ( /Sva o SU + — 10

La premiere relation de (G.4) donne quant a elle :

—ﬂ/wiqi/\i = Zas/ qS/\—i-ZaS/ qa A

ScT; ScT;

— Z% (/v/\ida—/vd&'d(f—uﬂ )/‘L}}/\i
Scr; 9| | S S 0 Wi
3\5| 5
+29\S] ( /Ua)\ da—/sv)\ do + — 10 )/wiqs)\z-

ScrTy;

Or, en se ramenant au triangle de référence, nous avons :

3\w5| |wi]
/wi Is 0 )1 L 60

; 4
_Mg — Z_O /U)\idg_/vg/\d |S| 3lws|
60 a15] \Js ; 10" ) "10

D’ou :

Scr;
= Z|w—§’(/v)\ida—/va)\ida>— Z|w5’
5cri3’ [ \Js S scr;
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Comme Z lws| = 2|w;|, nous avons :

Scr;
wil  Jwil ws| / /
. =y sl Ndo — [ vorido ),
ﬁ<15 60 Z3|S| PR

Scrly

ce qui nous donne :

. 20 |w5| ‘ . )
B = ZT Z m (/s v\;do /SUO')\ZdO'> ) (G.7)

G.2.2 Fonctions de base

Nous listons ici les fonctions de base dans le triangle de référence T utilisées pour la construc-
tion de l'opérateur de projection II;, les degrés de liberté correspondants étant précisés a la
fin de chaque ligne :

Po(Z,9) =1 —5.52 — 5.57 + 922 + 1877 + 992 — 4.52° — 13.52%) — 13.529% — 4.57° point (0, 0)
p(Z,9) =T — 4.52% + 4.57° point  (1,0)
P2(T,79) =y — 4.59% + 4.5° point (0, 1)
53(Z,7) = 97 — 22.52% — 22.5%7 + 13.523 + 2722y + 13.5772 point  (1/3;0)
Pi(Z,7) = —A.5% + 1872 + 4.577 — 13.52° — 13.5227 point  (2/3:0)
p5(7,9) = —4.577 + 13.52%y point (2/3;1/3)
P6(T,7) = —4.577 + 13.57y> point (1/3;2/3)
(7, 7) = —4.57 + 4.577 + 1872 — 13.5232 — 13.55° point  (0;2/3)
2:(T,7) = 9y — 22.57y — 22.59% + 13.572%y + 272y* + 13.53° point  (0;1/3)
po(T,79) = 272y — 272%Y — 277y point (1/3;1/3)

Remarque G.2.1 La fonction de base po(Z,y) n’est pas utilisée pour la construction de
l'opérateur de projection II;.

G.2.3 Démonstration de ||VILv|[r2)n S (VY220

D’apres le théoreme de trace dans L' et le théoreme 2.4 de [MNS02], nous avons :

[ 10Aldo S ollzy S Bl Vol
S

/ lvo \|do < |S\/ v il do S ST hi [Vl 22, -
S S
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D’ou :
18] < ] > (il Vollz@a, + 151 (IV0 )l 2)n) S (14 )Vl 2@,
"scry
ou h = max h;.
ieN
Nous concluons aisément en se rappelant que || V| 120, = V@S| 20 = V@& 20 &~

1.
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Titre : Méthodes d’éléments finis pour les equations desdRer-
Mindlin.

Résumeé :

Ce travail est consacré a I'étude d’estimateursralle a posteriori de type flux
équilibrés et résiduels pour la résolution des tons de Reissner-Mindlin par la méthode
des éléments finis. Le mémoire débute par l'intetida du probleme aux limites et de son
analyse de convergeneepriori par la méthode des éléments finis. Nous constraisdors
pour une discrétisation conforme un estimateyosteriori de type flux équilibrés fiable,
efficace et robuste en I'épaisseur de la plagudous obtenons finalement une constante
multiplicative égale a 1 pour la fiabilité. Des teesiumériques illustrent nos résultats ppur
différents maillages. Puis nous abordons le caseddiscrétisation non-conforme, ou nqus
proposons un estimatewar posteriori de type résiduel, utilisant une régularisation de |
solution discrete. Des tests numériques illustég@lement nos résultats. La suite du trayail
reprend la discrétisation conforme en construisanéstimateua posteriori défini a partir dg
la résolution de problemes localisés sur les paiehis triangulation, menant a un choix plus
consistant avec le probleme aux limites. Le derolepitre est consacré a I'estimatan
posteriori pour le probleme aux valeurs propres de Reissnadivii L'estimateur obtenu est
fiable et efficace pour la norme de l'erreur etdsevecteurs propres, permettant également de
majorer I'erreur commise entre les valeurs propi@ss tests numériques illustrent nos
résultats.

Mots-clés: méthode des éléments finis, Reissner-Mindlirtjmegeur a posteriori, flux
equilibrés, résiduel, conforme, non-conforme, peaies localisés, valeurs propres.

Title : Finite element method for the Reissner-Mindlintkpem.

Resume :

This work is devoted to the study of equilibratkdkés and residual posteriori error
estimators for the finite element resolution of Beissner-Mindlin system. This report begins
by the introduction of the boundary value problemd af itsa priori convergence analysis |n
the finite element method context. Then, an equitdd fluxesa posteriori estimator is built
for a conform discretization, which is proven toreéable, efficient and robust on the plate
thicknesd. We finally obtain a multiplicative constant eqt@ll for the reliability. Numerica
tests illustrate our results on different meshebenl we address the non-conforming
discretization case, where a residagdosteriori estimator is proposed using a regularisation
of the discrete solution. Numerical tests alsostliate our results. Next we come back to|the
conform discretization by building anposteriori estimator defined from localised problems
resolution on stars, leading to a consistent chwitle the boundary value problem. The last
chapter is devoted to aposteriori estimation for the Reissner-Mindlin eigenvalueshbem.
The obtained estimator is reliable and efficienttfie error norm between the eigenvectors,
also allowing to evaluate the error between thesrerglues. Numerical tests illustrate our
results.

Keywords : finite element method, Reissner-Mindlanposteriori estimator, equilibrated
fluxes, residual, conform, non-conform, localisedippems, eigenvalues.
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