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(Spécialité : Automatique, Génie Informatique, Traitement de Signal et Images)

par

Talel ZOUARI

Composition du jury :

Rapporteurs : M. Hassani MESSAOUD Professeur École Nationale d’Ingénieurs de Monastir
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1.3.2 Définition d’un automate hybride . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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multimodèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Chapitre 2

Diagnostic des systèmes dynamiques
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1.4 Architecture du multimodèle à états découplés . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Introduction générale

Cadre et contexte :

Ce travail de doctorat est effectué dans le cadre d’une thèse en cotutelle entre l’Univer-

sité des Sciences et Technologies de Lille 1 (USTL), au sein de l’équipe Systèmes Tolérants

aux Fautes (STF) du Laboratoire d’Automatique, de Génie Informatique et Signal (LA-

GIS CNRS UMR 8219) 1, et l’Université de Tunis El Manar (UTM) à l’École Nationale

d’Ingénieurs de Tunis (ENIT), au sein de l’équipe Surveillance et Commande des Systèmes

Industriels du Laboratoire d’Analyse, Commande et Conception des Systèmes (LACS LR-

11-ES20) 2. Mon travail de recherche s’est inscrit dans le cadre des projets COSMOS I et II

(Conception et Observation de Systèmes à MOdes multiples de fonctionnement Sûrs) du

GIS 3SGS Groupement d’intérêt scientifique : surveillance, sûreté et sécurité des grands

systèmes. Il est réalisé sous la direction de M. Vincent COCQUEMPOT, professeur à

l’université de Lille 1, M. Komi Midzodzi PEKPE, mâıtre de conférences à l’université de

Lille 1, Mme. Moufida KSOURI, professeur de l’École Nationale d’Ingénieurs de Tunis.

L’équipe STF s’intéresse à la conception des systèmes automatisés tolérants aux fautes

soit en utilisant un modèle analytique qui peut être à dynamique continue (et/ou) discrète,

ou soit en utilisant des techniques dites sans modèle (à base de données ou de signaux).

Ces objectifs peuvent être résumés en la réalisation et la mise en place d’algorithmes sui-

vant deux axes ; (i) l’axe de sûreté de fonctionnement et de diagnostic pour lequel l’objectif

est la caractérisation, en-ligne ou hors-ligne, de l’état de fonctionnement du composant

et du système et la détermination des propriétés (de surveillabilité et diagnosticabilité)

du système. (ii) l’axe de contrôle/commande ou de reconfiguration pour que le système

puisse continuer à remplir sa mission éventuellement dégradée. L’équipe Surveillance et

Commande des Systèmes Industriels du LACS, s’intéresse à la conception à la fois de la

commande et du diagnostic des systèmes complexes en se basant sur des outils mathé-

matiques de représentation tels que l’approche multimodèle, les équations différentielles

linéaires et non linéaires, le bond graph, etc.

Les projets COSMOS I et II du GIS 3SGS 3 s’inscrivent dans la thématique générale

1. http ://www.lagis.ec-lille.fr
2. http ://www.edsti.enit.rnu.tn
3. http ://www.gis-3sgs.fr
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de la « sûreté de fonctionnement de systèmes complexes ». Les objectifs visés sont de dé-

velopper des outils et méthodes pour l’observation et le diagnostic (détection, localisation

et identification de défauts) des systèmes caractérisés par plusieurs modes de fonction-

nement. Dans ce cadre, certains travaux antérieurs des deux équipes liés à ce sujet [66],

[49], [148], [47], [146], [191] ont porté sur le diagnostic des systèmes dynamiques hybrides

et sur la surveillance des systèmes complexes en utilisant l’approche multimodèle [199],

[198], [197].

Positionnement :

La thématique ”surveillance, sûreté et sécurité des grands systèmes ” est aujourd’hui

fortement présente à tous les niveaux, en particulier dans les grandes installations et les

grands systèmes technologiques [127], [126]. Ces problématiques majeures proviennent

d’une complexité constante de ces derniers, vue l’évolution incessante de la technologie de

nos jours, et des exigences croissantes en termes de sécurité des opérateurs humains, des

biens et de l’environnement. Pour répondre à ces besoins, il est essentiel de leur associer

un module de diagnostic efficace permettant, à partir des données recueillies en ligne,

de prendre des décisions et des mesures rapides face à un éventuel défaut. Le module de

surveillance doit être sensible aux défauts tout en étant robuste aux incertitudes et erreurs

qui entachent tant le modèle que les données.

Les Systèmes Dynamiques Hybrides (SDH) [179] résultent de l’interaction des dyna-

miques continues et discrètes. Dans un SDH, la dynamique continue représente le com-

portement du système qui peut changer d’un mode de fonctionnement à un autre. Les

systèmes à commutations (SAC) [28], [89], représentent une catégorie particulière de SDH.

Ces systèmes permettent de représenter une large gamme de systèmes dans de nombreux

domaines applicatifs tels que les systèmes mécaniques, les circuits électriques, les pro-

cédés chimiques, les systèmes embarqués [40], [162]. La dynamique continue d’un SAC

peut représenter des modes de comportement normaux ou des modes défectueux lorsque

certains composants du système, tels que les capteurs, actionneurs ou des composants in-

ternes deviennent défectueux. Afin de contrôler et de superviser les SAC, il est nécessaire

3



Introduction générale

de détecter la commutation et de reconnâıtre le mode de fonctionnement actif à chaque

instant. Ces deux tâches sont intégrées au module de détection et de localisation du dé-

faut. La discernabilité entre modes est nécessaire pour la détection de commutation et la

reconnaissance du mode de fonctionnement actif. De nombreux travaux ont été consacrés

à la formalisation des conditions de discernabilité entre modes [24], [63], [49].

Dans les trente dernières années, la détection et la localisation de défauts à base de

modèles a reçu beaucoup d’attention dans la communauté automaticienne. Les techniques

proposées utilisent un modèle dynamique du système étudié dans le but de générer des

indicateurs de défauts, à savoir les résidus. Plusieurs méthodes de génération de résidus

peuvent être trouvées dans la littérature, comme les observateurs [142], le filtre de Kalman

[184], les techniques d’estimation des paramètres ou les méthodes basées sur les Relations

de Redondance Analytique (RRA) [81]. Ces travaux ont, dans un premier temps, abordé

le problème de la conception du module de surveillance pour les systèmes dynamiques

linéaires. Ces techniques ont été étendues par la suite aux SAC avec des modes linéaires.

Dans [20], [187] et [117], les auteurs utilisent un banc d’observateurs continus dont le but

est de déterminer le mode actif à chaque instant. Dans [133], le filtre de Kalman est utilisé

pour la détection des commutations. La méthode de l’espace de parité a également été

étendue pour de tels systèmes dans [63], [49] et [153]. Dans les conditions de discernabilité,

le mode courant peut être identifié en utilisant les propriétés structurelles des résidus.

Dans de nombreux cas d’application, la dynamique du système est non-linéaire. Plusieurs

techniques de génération de résidus ont été proposées pour des systèmes de ce type ([96],

[95] et [59]). Cependant, très peu de résultats ont été rapportés pour les systèmes à

commutations dont les modes de fonctionnement sont non linéaires (voir par exemple

[191], [44], [188], [186], [22] et [192]), ce qui motive notre travail de thèse.

Ces dernières années, la représentation floue de Takagi-Sugeno (TS) [171] a suscité

un intérêt croissant. Elle représente une solution puissante qui comble l’écart entre les

systèmes linéaires et non linéaires. L’avantage important de la représentation floue TS est

sa propriété d’approximation universelle de toute fonction lisse non linéaire. L’approche

TS repose sur la décomposition de l’espace d’exploitation du système en un nombre fini

de zones de fonctionnement. Chacune de ces zones est modélisée par un sous-modèle,

4



appelé modèle local, qui est généralement un modèle linéaire. Les modèles locaux sont

mélangés en utilisant des fonctions de pondération. Ces fonctions de pondération reflètent

la contribution de chaque modèle local sur le comportement du système. Le modèle TS

peut être obtenu en utilisant les techniques d’identification [79], [47], [148], la méthode

de transformation par secteurs non linéaires [171], [177] ou les approximations linéaires

autour de points de fonctionnement.

Dans ce travail de thèse, nous considérons des systèmes non linéaires à

commutations pour lesquels chaque mode non linéaire, qui peut correspondre

à un comportement normal ou défectueux, est représenté par un modèle TS.

Les méthodes à base de modèle nécessitent d’utiliser des modèles de bonne qualité.

Lorsque certains des paramètres sont incertains ou mal connus, des fausses alarmes ou

des non-détections peuvent survenir ; d’où l’utilité des méthodes robustes aux paramètres

incertains et ceci soit en développant des techniques robustes, ou soit en utilisant des

méthodes basées sur les données (mesures) plus que sur les paramètres de modèle : idée

des méthodes des sous-espaces. C’est dans ce cadre que se situe ce travail de thèse.

Les approches développées dans ce contexte s’inspirent des travaux de [145] qui portent

sur des méthodes des sous-espaces appliquées au diagnostic. Elles présentent une conti-

nuité des travaux existants au LAGIS dans l’équipe STF ([49], [66]).

Objectifs :

Cette thèse a pour objectif le développement de méthodes de diagnostic robustes per-

mettant la surveillance des systèmes complexes. On s’intéresse particulièrement aux classes

de systèmes à commutations décrits par un ensemble fini de sous-systèmes (ou modes de

fonctionnement) non linéaires en temps discret et associés à une loi de commutation. Dans

ce contexte, nous proposons une méthode de génération de résidus basée sur les données.

Ces résidus seront utilisés pour la détection de défauts dans les modes continus et pour

la détection de commutations vers un mode de fonctionnement normal ou défaillant.
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Contributions et résultats obtenus :

Les principales contributions de cette thèse sont :

– Proposition d’une modélisation générale des systèmes à commutations avec des

modes non linéaires en utilisant l’approche multimodèle (représentation multimodes-

multimodèles).

– Proposition d’une méthode de génération de résidus par projection des données d’en-

trée/sortie pour des systèmes non linéaires représentés sous forme Takagi-Sugeno.

Les résidus sont robustes aux incertitudes constantes sur les paramètres des modèles

locaux (biais sur la valeur des paramètres). Ces résidus sont utilisés pour la détec-

tion et la localisation des défauts de type capteur pour les systèmes non linéaires

représentés sous forme TS.

– Caractérisation de la discernabilité entre modes non linéaires.

– Surveillance des systèmes à commutations : Détection des instants de commutation

et reconnaissance des modes non linéaires actifs en utilisant les résidus par projection

des données d’entrée-sortie

Les travaux présentés dans cette thèse ont été publiés dans les références suivantes :

Chapitres de livres :

2 chapitres d’ouvrages collectifs rédigés par : T. Boukhobza, F. Hamelin, B. Marx, G.

Mourot, A.M. Nagy, J. Ragot, D.E.C. Belkhiat, K. Guelton, D. Jabri, N. Manamanni, S.

Martinez, N. Messai, V. Cocquempot, A. Hakem, K.M. Pekpe, T. Zouari, M. Defoort,

M. Djemai et J. V. Gorp.

– Diagnostic des systèmes à modes multiples de fonctionnement, Chapitre 6 (pp.115-

150) dans ”Supervision, surveillance et sûreté de fonctionnement des grands sys-

tèmes”, (Traité Systèmes Automatisés, IC2), Édition Lavoisier, Avril, 2012.

– Diagnosis of Systems with Multiple Operating Modes, Chapter 6 (pp.75-113) in

”Supervision and Safety of Complex Systems”, Wiley Edition, August 2012.

6



Revues internationales avec comité de lecture :

– Zouari T., Pekpe K. M., Cocquempot V., Ksouri M., ”Mode Recognition of Hybrid

Dynamical Systems with Nonlinear Modes Using Takagi Sugeno Models”, ASian

Journal of Control. (Article history : Received 12 June 2012, Received in revised

form 07 January 2013, Accepted 27 February 2013)

– Zouari T., Laabidi K., and Ksouri M., ”Multimodel approach applied for failure

diagnosis”, International Journal of Sciences and Techniques of Automatic Control

and Computer, 2(1), 500-515, 2008.

Conférences internationales avec comité de lecture :

– Zouari T., Pekpe K. M., Cocquempot V., Ksouri M., ”Data Projection Method

for Sensor Fault Detection and Isolation on Nonlinear Systems Based on Takagi Su-

geno Model”, 50th IEEE Conference on Decision and Control and European Control

Conference (CDC-ECC), Orlando, FL, USA, December 12-15, 2011.

– Zouari T., Pekpe K. M., Cocquempot V., Ksouri M., ”Robust Mode Recognition

in Hybrid Dynamical Systems with Nonlinear Mode”, 23rd Chinese Control and

Decision Conference, IEEE CCDC, Mianyang, China, May 23-25, 2011.

– Zouari T., Pekpe K. M., Cocquempot V., Ksouri M., ”Mode Recognition of Hybrid

Dynamical Systems with Nonlinear Modes Using Takagi Sugeno Models”, Confe-

rence on Control and Fault-Tolerant Systems SYSTOL’10, October 6-8, Nice, France

2010.

– Zouari T., Laabidi K., Ksouri M., ”Multimodel Approach Applied For Failure Diag-

nosis”, Huitième Conférence Internationale des Sciences et Technologies d’Automa-

tique, STA’2007, 05 au 07 Novembre, Monastir, Tunisie.

Conférence nationale avec comité de lecture :

– Zouari T., Pekpe K. M., Cocquempot V., Ksouri M., ”Diagnostic des systèmes à

commutations : Reconnaissance du mode de fonctionnement modélisé sous forme

Takagi-Sugeno à paramètres locaux incertains”. 4èmes Journées Doctorales / Jour-
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nées Nationales MACS 9-10 juin 2011. Marseille - France.

– Zouari T., Laabidi K., Ksouri M., ”Approche Multimodèle Appliquée à la Sur-

veillance des Procédés”, Cinquième Conférence Internationale Journées Tunisiennes

de l’Electrotechnique et Automatique-JTEA’2008, 02 au 04 Mai 2008, Hammamet,

Tunisie.

Conférence nationale sans acte :

– Zouari T., Pekpe K. M., Cocquempot V., Ksouri M., ”Détection du mode non

linéaire actif représenté sous forme Takagi-Sugeno”, Prix du meilleur poster du

WORKSHOP GIS 3SGS 2010, Reims, 29-30 Septembre 2010.

Organisation du mémoire :

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres qui se présentent comme suit :

Chapitre 1 :

Dans le premier chapitre, un outil puissant de représentation des modes non linéaires

est introduit. Il s’agit des modèles de type Takagi-Sugeno (ou multimodèle). Le multi-

modèle et les pré-requis nécessaires pour comprendre cette modélisation sont présentés.

Puis, les différentes structures de modèles TS sont détaillées. Un tour d’horizon des dif-

férentes méthodes pour obtenir des modèles écrits sous cette forme, est ensuite effectué.

Dans une deuxième partie, les pré-requis nécessaires pour aborder l’étude des systèmes

dynamiques hybrides à travers des définitions et des exemples sont introduits. Puis, nous

nous intéressons à la modélisation de ces systèmes. Nous nous focalisons ensuite sur la

classe des systèmes à commutations où les modes sont représentés par des modèles non

linéaires. Finalement, nous terminerons en proposant une modélisation des systèmes à

commutations à modes non linéaires, où les modes sont représentés sous forme TS.
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Chapitre 2 :

Dans le deuxième chapitre, les étapes de diagnostic et les définitions des différents

termes relatifs à ce domaine sont tout d’abord rappelées. Ensuite, les méthodes de diag-

nostic, dédiées aux systèmes linéaires, sont décrites. Ceci permettra de présenter quelques

résultats sur les méthodes de diagnostic destinées aux systèmes à commutations à modes

linéaires. Enfin, dans la dernière partie du chapitre, un aperçu des travaux sur le diagnostic

des systèmes à commutations à modes non linéaires est donné.

Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, la méthode de génération d’indicateurs de défauts (ou résidus) par

projection des données, pour la surveillance des défauts capteurs des systèmes linéaires

à temps invariant est décrite. L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas la

connaissance des valeurs des paramètres du modèle linéaire, mais uniquement les données

d’entrée et de sortie sur une fenêtre temporelle. Dans un deuxième temps, cette méthode

de génération de résidus est étendue aux systèmes non linéaires modélisés sous forme

TS, soit à état découplé, soit à état global. Cette méthode présente l’avantage de ne pas

nécessiter la connaissance des paramètres des modèles locaux de la représentation TS.

Enfin, des résultats de simulations sur un cas d’étude, le modèle d’un quart de véhicule,

sont présentés afin d’illustrer l’approche proposée pour la détection et la localisation des

défauts de type capteur.

Chapitre 4 :

Dans le quatrième chapitre, la méthode de génération de résidus par projection des

données est étendue aux SAC avec les objectifs de détecter les commutations et d’identifier

(reconnâıtre) le mode actif à chaque instant. L’étude concerne les systèmes à commuta-

tions autonomes où chaque mode (normal ou défaillant) non linéaire est représenté par un

modèle TS soit à état découplé, soit à état global. Enfin, des conditions de discernabilité

entre modes ont été établies.

La conclusion générale reprend les principaux résultats de cette thèse et précise
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quelques directions de recherche pour compléter ces travaux.
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sentés par des multimodèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

11



Chapitre 1. Les multimodèles et les systèmes dynamiques hybrides

1.1 Introduction

Les systèmes technologiques actuels sont composés de nombreux composants en inter-

actions. Ils ont de plus des comportements dynamiques différents suivant les conditions

d’utilisation. Ces systèmes sont représentés par des modèles dynamiques non linéaires sou-

vent complexes à manipuler. Afin de réduire la complexité de ces modèles, deux techniques

reposant sur une décomposition en modèles plus simples, souvent linéaires, peuvent être

utilisées :

– Les multimodèles [131], [171] : qui se caractérisent par une agrégation de modèles

linéaires pour représenter de manière approchée ou exacte le comportement non

linéaire du système.

– Les systèmes à commutations [11], [194] : qui se caractérisent par une décomposition

du modèle complexe du système suivant des régimes ou modes de fonctionnement

spécifiques en incluant un mécanisme de commutation entre les différents modes.

Dans ce contexte, ce chapitre sera divisé en deux sections :

- La première partie portera sur le premier formalisme de modélisation : le multimodèle.

Cette partie débutera par la définition du multimodèle et de ses différentes structures. Les

méthodes dédiées à l’obtention d’un multimodèle seront présentées par la suite.

- La deuxième partie est consacrée aux Systèmes Dynamiques Hybrides (SDH). Une

définition générale du formalisme SDH sera présentée permettant ainsi de considérer une

large classe de SDH. Enfin, le lien entre le multimodèle et les systèmes à commutations

sera précisé à la fin.

1.2 Les multimodèles

De façon générale, la modélisation de systèmes complexes conduit à l’obtention de mo-

dèles non linéaires. Le plus souvent, le principe de ”simplicité ” conduit à une démarche de

modélisation s’appuyant sur l’utilisation d’un ensemble de modèles de structures simples

(par exemple linéaires), chaque modèle décrivant le comportement du système dans une

zone de fonctionnement particulier. Dans ce cadre, les travaux de Zadeh [57] ont prouvé
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leur efficacité pour la représentation de tels processus. Deux classes principales de modèles

flous, c’est-à-dire des modèles décrits par des règles floues ” Si ” prémisse ” alors ” consé-

quence ”, peuvent être distinguées à savoir le modèle flou de Mamdani [170] et le modèle de

Takagi-Sugeno [171]. Ces deux représentations permettent d’approximer n’importe quelle

fonction sur un sous-ensemble compact [195], [193]. La différence entre ces deux représen-

tations réside dans la description de la partie conséquence [16]. Nous utiliserons par la

suite les modèles de type Takagi-Sugeno (TS).

Le modèle de type TS est de loin le plus utilisé en commande [130], [111], [114] en

identification [17], [78], [145] et en diagnostic [19], [157], [41], [120]. La littérature présente

ce type de modélisation sous diverses appellations que l’on peut regrouper sous le nom

générique d’approche multimodèle [115] [74], [112]. Un tour d’horizon sur la modélisation

multimodèle est présenté dans l’ouvrage de référence [131].

Dans la suite, après avoir présenté les différentes notions associées aux multimodèles

de type Takagi-Sugeno, nous consacrons la partie suivante aux différentes structures de

multimodèles et aux méthodes dédiées à leur obtention.

1.2.1 Modélisation d’un système non linéaire par un multimo-

dèle

Soit le système non linéaire suivant :

 xk+1 = f (xk, uk)

yk = g (xk, uk)
(1.1)

où x est l’état de dimension n.

Remarque 1 Dans tout le mémoire on notera wk, la valeur de la variable w(t) à l’instant

t = k.Te, où Te est la période d’échantillonnage.

La philosophie de l’approche multimodèle se base sur la décomposition du problème

complexe en sous problèmes plus simples. En effet, cette modélisation repose sur le principe

de diviser pour régner, elle remplace donc le modèle unique yk = g(xk, uk) dans (1.1) par

un ensemble fini de modèles gγ(x̃k, uk), dits modèles locaux, interpolés via des fonctions
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non linéaires ωγ(zk) qui permettent d’approcher le comportement non linéaire global (i.e.

g(xk, uk) =
h∑
γ=1

ωγ(zk)gγ(x̃k, uk) où h est le nombre de modèles locaux).

Les modèles flous TS, dans le cas discret, sont représentés sous la forme suivante :

Règle Rγ du modèle :

 Si z1
k est F γ

1 et . . . et zνk est F γ
ν

Alors x̃k+1 = fγ(x̃k, uk)
(1.2)

et

g(xk, uk) =
h∑
γ=1

ωγ(zk)gγ(x̃k, uk)

Avec les notations :

– Rγ, γ ∈ {1, . . . , h} : la γième règle, h étant le nombre de règles ”Si ... alors”,

– F γ
r , r ∈ {1, . . . , ν} : les sous-ensembles flous de prémisses,

– zrk, r ∈ {1, . . . , ν} : les variables de prémisse (variables d’état et/ou d’entrée) qui

sont regroupées dans le vecteur zk tel que zk = (z1
k, z

2
k, . . . , z

ν
k) ∈ <ν .

– Les expressions fγ et gγ dépendent de la structure du modèle TS choisi (modèle à

état local ou modèle à état global). Ces expressions seront explicitées dans la section

1.2.2.

– x̃k est un état qui peut être local ou global. La définition de x̃k sera précisée dans

la section 1.2.2.

Chaque équation de sortie représentée par des relations dans l’espace d’état gγ(x̃k, uk) est

appelée un ”sous-modèle”. A chaque règle Rγ est attribué un poids ωγ(zk) qui dépend

du degré d’appartenance zrk aux sous-ensembles flous F γ
r , noté F γ

r (zrk) , et du choix de la

modélisation du connecteur ”et” reliant les prémisses (par exemple min, produit, etc). Le

connecteur ”et” est choisi comme opérateur de conjonction (ou produit). Par conséquent,

le modèle flou TS cöıncide exactement avec un multimodèle [170] et le caractère flou

disparâıt de la formulation du modèle TS puisque la partie conséquence d’une règle est

une fonction mathématique décrite par (1.2) [41]. Dans ce cas, la fonction poids pour

chaque règle est donnée comme suit :

µγ(zk) =
ν∏
r=1

F γ
r (zrk) γ = {1, 2, . . . , h} avec µγ(zk) ≥ 0, ∀k (1.3)
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Définition 1 zk ∈ <ν est un vecteur de prémisse qui caractérise le système. Dans toute

la suite de ce mémoire, il est supposé connu en temps réel. Les variables de prémisse

peuvent être des signaux de commande du système et/ou des variables d’états mesurées.

À partir du poids attribué à chaque règle, les sorties des modèles flous sont inférées de la

manière suivante,

g(xk, uk) =
h∑
γ=1

ωγ(zk)gγ(x̃k, uk) (1.4)

où les fonctions poids sont des fonctions normalisées et qui vérifient la propriété de la

somme convexe à chaque instant k :

ωγ (zk) =
µγ (zk)
h∑
i=1

µi (zk)

;
h∑
γ=1

ωγ (zk) = 1, ∀k (1.5)

En se basant sur les équations (1.2) et (1.4), l’approche multimodèle réduit la complexité

du système étudié (i.e. de g(.)) en décomposant son espace de fonctionnement en zones de

fonctionnement. Dans chaque zone, un sous-modèle (i.e. gγ(.)) de structure simple permet

de reproduire un comportement du système de moindre complexité. Ainsi, en fonction

de l’espace de fonctionnement (ou de la zone) où le système évolue, la sortie de chaque

sous-modèle est plus ou moins mise à contribution en vue d’approcher le fonctionnement

global du système. Cette contribution est assurée par une fonction dite de pondération

associée à chaque zone de fonctionnement permettant la quantification de chaque sous

modèle.

Il convient à ce niveau de définir les principaux termes utilisés pour la modélisation

multimodèle.

1.2.1.1 Zone de fonctionnement

La zone de fonctionnement, notée Dγ (voir figure 1.1), est la conséquence de la concréti-

sation du principe de réduction de la complexité sur lequel repose l’approche multimodèle.
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En effet, l’espace de fonctionnement D ∈ <n est partitionné en un nombre fini de zones

de fonctionnement tels que D =
⋃
γ, 1≤γ≤h Dγ.

2

kz

1

kz

Espace de 
fonctionnement

2

kz

1

kz

Zone 
2

Zone 
3

Zone 
4

Zone 
1

Figure 1.1 – Schéma de principe de l’approche multimodèle

Un système de structure simple , souvent linéaire, sert alors à décrire le comportement

dynamique du système dans chaque zone : c’est un sous-modèle. Le comportement global,

faisant intervenir l’ensemble des sous-modèles via un mécanisme d’interpolation donne

lieu à un multimodèle. Le nombre de zones de fonctionnement et leurs choix dépendent

de la méthode d’obtention des multimodèles. Cette dernière sera décrite dans la section

1.2.3.

1.2.1.2 Fonction d’activation µ(.) et de pondération ωγ(.)

Définition 2 La fonction d’activation µ(zk) : <ν → <1, détermine de manière graduelle

le degré d’appartenance d’une mesure de chaque variable de prémisse à chaque zone de

fonctionnement.

La fonction de pondération est la fonction d’activation normalisée (voir 1.5). Elle vérifie

la propriété de somme convexe suivante :

h∑
γ=1

ωγ(zk) = 1, et ωγ(zk) ≥ 0, ∀k (1.6)

Ces fonctions de pondération sont associées à chaque zone de fonctionnement et dé-

pendent de la variable de prémisse zk.

16



1.2. Les multimodèles

Les fonctions usuellement employées sont des triangles, des trapèzes, des sigmöıdes

ou des gaussiennes comme le montre la figure 1.2. La différence entre ces fonctions de

Fonction Formule Paramètres Forme de la fonction 

Triangle 1 2

1 2

max min , ,0
x b x b

c b c b

   
      

 
1 2, ,b c b  : 

sommets du 

triangle 

0      
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

cb
1

b
2  

Trapèze 1 2

1 1 2 2

max min ,1, ,0
x b x b

c b c b

   
      

 

1 2,c c  : 

sommets de la 

petite base 

1 2,b b  : 

sommets de la 

grande base 
      1

0

 

0.2

 

0.4

 

0.6

 

0.8

1

c
1

c
2

b
1 b

2  

Gaussienne 
 

2

2
exp

2

x c



 
 

 
 

 
  c  : centre          

  : dispersion 

     1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

c- c+c  

Sigmoïde 
1 tanh

2

x c



 
  

   

  c  : centre 

  : dispersion 

     1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

c- c  
 

 

 

plot([0 0 0 0.5 1 0.7 0.35 0 0 0 0],[0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1]) 

k=1;for i=0:0.1:1 

f(k)=max(min((i-0.2)/(0.5-0.2),(i-0.7)/(0.5-0.7)),0); k=k+1; 

end, 

plot([0:0.1:1],f) 

 

Figure 1.2 – Fonctions de pondération les plus utilisées [78].

pondération réside dans la façon avec laquelle on veut assurer l’interpolation entre mo-

dèles locaux. Ainsi, pour la réalisation des interpolations lisses entre les sous modèles, les

fonctions gaussiennes et sigmöıdes sont utilisées car ce sont des fonctions à dérivées conti-

nues. Ce choix se justifie lors de l’identification du multimodèle [78], [145] notamment si

des algorithmes d’optimisation non linéaires utilisant le gradient ou la jacobienne de ces
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fonctions de pondérations [78] ou encore lors de l’analyse de la stabilité des multimodèles

[41].

Dans notre cas, nous retenons les fonctions sigmöıdes. Ce choix est motivé par le fait

qu’elles sont normalisées par construction. Par conséquent, la fonction de pondération

pour un modèle local γ est ωγ(zk) = µγ(zk), où µγ(zk), elle est donnée par l’équation

(1.3).

1.2.2 Différentes structures de multimodèles

Selon la nature du couplage entre les modèles locaux associés aux zones de fonction-

nement, différentes formes de multimodèles peuvent être énumérées. Elles peuvent être

répertoriées en deux grandes familles de multimodèles selon que les modèles locaux par-

tagent la même structure et le même espace d’état ou non. La première structure est

connue sous l’appellation de multimodèle à état global. Quant à la deuxième structure ,

elle est connue sous l’appellation de multimodèle à états découplés. Si on tient compte

d’une représentation d’état, qui est simple, compacte et plus générale, la différence entre

ces deux formes provient du fait que la première possède un état global identique pour

tous les modèles locaux, contrairement à la seconde où chaque modèle local possède un

vecteur d’état spécifique.

1.2.2.1 Multimodèle à état global

La représentation d’état d’un multimodèle à état global (ou à état couplé) est donnée

par [131] : 
xk+1 =

h∑
γ=1

ωγ (zk) (Aγxk +Bγuk)

yk =
h∑
γ=1

ωγ (zk) (Cγxk +Dγuk)

(1.7)

où xk ∈ <n est le vecteur d’état global (vecteur d’état commun) aux sous-modèles, uk ∈

<m est le vecteur de commande, yk ∈ <` est le vecteur de sortie et ωγ(zk) sont les fonctions

de pondération dépendantes des variables de prémisse zk. Ces fonctions de pondération

respectent la propriété de la somme convexe (1.6) et agrègent les sous-modèles en fonction
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1.2. Les multimodèles

de la zone de fonctionnement où évolue le système non linéaire.

La structure d’un multimodèle à état global est représentée à la figure 1.3 où q−1 est

un opérateur de retard.
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1 1k KA x B u

k kA x B u 

h k h kA x B u

1 1k kC x D u

k kC x D u 

h k h kC x D u

Figure 1.3 – Architecture du multimodèle à état global

D’un point de vue structurel, tous les sous-modèles de ce multimodèle ont la même

dimension. En effet, un seul vecteur d’état unique xk est utilisé. Ceci présente un avantage

pour la synthèse des lois de commande, pour l’estimation d’état ou pour le diagnostic [17],

[19], [131], [174].

1.2.2.2 Multimodèle à états découplés

Une autre structure dite à états découplés est proposée par Filev dans [72]. Cette forme

issue de l’agrégation des sous-modèles d’une façon découplée diffère de celle présentée au

paragraphe précédent du fait que chaque modèle local est indépendant de tous les autres :
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xγk+1 = Aγx

γ
k +Bγuk

yk =
h∑
γ=1

ωγ (zk) (Cγx
γ
k +Dγuk) =

h∑
γ=1

ωγ (zk) y
γ
k

(1.8)

où yγk ∈ <` et xγ ∈ <nγ sont respectivement le vecteur de la sortie et le vecteur d’état

du γième modèle local et yk ∈ <` et uk ∈ <m sont respectivement le vecteur de sortie et le

vecteur de commande. A chaque modèle local correspond un domaine de fonctionnement,

c’est-à-dire, un vecteur d’état de dimension différente lui est associé, contrairement aux

modèles à état global. Par conséquent, chaque sous-modèle possède son propre espace

d’état et y évolue indépendamment en fonction du signal de commande et de son état

initial. La sortie globale du multimodèle n’est que la somme pondérée des sorties des

modèles locaux.

La structure d’un multimodèle à états découplés est représentée à la figure 1.4 où q−1

est un opérateur de retard d’un pas.
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h
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Figure 1.4 – Architecture du multimodèle à états découplés

L’intérêt majeur de cette décomposition du système est qu’elle offre un degré de flexi-

bilité favorisant la généralité des multimodèles découplés, en particulier lors de la modé-

lisation de systèmes dont la structure peut changer selon le régime de fonctionnement.

En effet, cette forme n’est pas une description uniforme de l’espace de fonctionnement du

système. La complexité de chaque modèle local est adaptée au comportement dynamique

du système dans les différentes zones de fonctionnement comme c’est le cas lors de l’iden-

tification dans [140], [182]. Ce multimodèle a été utilisé aussi pour la commande [35], [76],

[80], [83], [85], et l’estimation d’état [93], [139], [41] des systèmes non linéaires.
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1.2. Les multimodèles

1.2.3 Transformation sous forme multimodèle

La représentation d’un système sous forme multimodèle est un outil de modélisation

des systèmes non linéaires, se basant sur une interpolation de sous-modèles linéaires. Le

modèle global est une combinaison convexe de ces sous-modèles. La littérature propose

différentes méthodes pour obtenir des modèles écrits sous cette forme. Elles peuvent être

classées en deux catégories. La première, fait appel aux outils d’identification. La structure

du multimodèle et ses paramètres sont identifiés à partir des données expérimentales. La

deuxième, analytique, est la technique de linéarisation du modèle non linéaire autour

de plusieurs points de fonctionnement et la troisième est la technique de transformation

polytopique convexe appelée aussi transformation par secteurs non linéaires. La suite de

cette section sera consacrée à la présentation de ces trois techniques.

1.2.3.1 Obtention d’un multimodèle par identification

L’identification des systèmes représentés par des multimodèles ont fait l’objet de plu-

sieurs travaux [17], [78], [145], [34], [172], [99], [4]. La démarche usuelle de l’identification

des multimodèles est résumée par la figure 1.5.

La première étape consiste à partitionner les données d’entrées-sorties. Pour cela les

techniques dédiées se basent essentiellement soit sur des méthodes de classification issues

de la théorie de réseaux de neurones [31] [75] [175], par exemple les réseaux de Kohenen

[107] utilisés dans les travaux de [173] ou une autre approche utilisée dans [18], soit sur des

méthodes de répartition grille comme celle proposée par Gasso [79]. Après le partionne-

ment de l’espace des entrées-sorties, l’étape suivante est la détermination de la structure

des modèles locaux ainsi que les fonctions de pondérations mentionnées dans (1.2). A ce

stade, le problème d’identification est réduit à une procédure alternant entre l’estima-

tion des paramètres locaux basée sur les moindres carrés et l’optimisation des fonctions

de pondération [147], [140], [78], [150]. La fin de cette boucle (estimation- optimisation)

est imposée par l’étape de validation pour laquelle le critère quadratique choisi doit être

inférieur à un seuil fixé a priori. Récemment, une méthode d’optimisation en une étape

estimant les paramètres des modèles locaux et des fonctions de pondération est proposée
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Y U Processus 

Identification 
du 

multimodèle 

Répartition des 
données 

d’entrées-sorties 
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modèles locaux 
et les fonctions 
de pondérations

Identification 
des paramètres 

locaux 

Optimisation des 
fonctions de 
pondérations 

Validation 

Figure 1.5 – Schéma général d’identification du multimodèle

dans [4].

1.2.3.2 Obtention des multimodèles par linéarisation autour de points de

fonctionnement

La deuxième méthode d’obtention d’un multimodèle consiste à approximer le mo-

dèle non linéaire du système physique par un ensemble de modèles locaux linéaires ou

affines issus d’une linéarisation autour de plusieurs points de fonctionnement judicieuse-

ment choisis [123]. Dans [78] et [102], les modèles locaux sont considérés comme étant

une décomposition de la fonction non linéaire représentant le fonctionnement du système

physique en une série de Taylor. Cette décomposition est faite dans un ensemble de zones

recouvrant l’espace de fonctionnement du système.. Le premier terme de cette série autour

d’un point de fonctionnement arbitraire (xγ, uγ) définit un modèle local.

Le nombre de modèles locaux h dépend de la complexité du système et de la précision

souhaitée.
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Soit un système non linéaire représenté par l’équation générale suivante :

 xk+1 = f (xk, uk)

yk = g (xk, uk)
(1.9)

où xk ∈ <n, yk) ∈ <` et uk ∈ <m sont respectivement les vecteurs d’états, de sorties et

d’entrées. f et g sont des fonctions non linéaires.

La formulation du multimodèle, en tenant compte des h modèles locaux issus d’une li-

néarisation autour de h points de fonctionnement (xγ, uγ), γ ∈ {1, . . . , h}, est la suivante :


xk+1 =

h∑
γ=1

ωγ (zk) (Aγxk +Bγuk + aγ)

yk =
h∑
γ=1

ωγ (zk) (Cγxk +Dγuk + bγ)

(1.10)

où les termes affines additionnés sont tels que :

aγ = f (xγ, uγ)− Aγxγ −Bγu
γ; bγ = g (xγ, uγ)− Cγxγ −Dγu

γ (1.11)

Pour plus de détails sur cette technique, le lecteur pourra se référer à [1].

1.2.3.3 Obtention des multimodèles par transformation polytopique

Une autre technique d’obtention d’un modèle TS est la transformation par secteurs

non linéaires qui utilise le lemme de transformation polytopique [132] suivant :

Lemme 1 Soit η (xk, uk) une fonction continue et bornée sur le domaine [x̄, x]× [ū, u] à

valeurs dans <, avec x̄, x, ū, u ∈ <. Alors il existe deux fonctions (i = 1, 2)

Fi : [x̄, x]× [ū, u]→ [0, 1]

(xk, uk) 7→ Fi (xk, uk)
(1.12)

Avec
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F1 (xk, uk) + F2 (xk, uk) = 1

η (xk, uk) = F1 (xk, uk) η̄ + F2 (xk, uk) η

∀ η̄ ≥ max
xk,uk
{η (xk, uk)} et η ≤ min

xk,uk
{η (xk, uk)}

(1.13)

où les fonctions F1 (xk, uk) et F2 (xk, uk) sont définies par :

F1 (xk, uk) =
η(xk,uk)−η

η̄−η

F2 (xk, uk) = η̄−η(xk,uk)
η̄−η

(1.14)

De ce lemme 1 vient le théorème [132] suivant :

Théorème 1 Le système (1.9) peut se mettre sous la forme du multimodèle (1.7) re-

présentant une combinaison convexe des sous-modèles linéaires {Aγ, Bγ, Cγ, Dγ} , γ ∈

{1, . . . , h}.

Par application du Lemme 1 pour la transformation du modèle non linéaire donné par

l’équation (1.9), sous l’hypothèse que les fonctions f et g sont définies dans un ensemble

compact, on obtient :

ςjk ∈
[
η
j
, η̄j

]
, j = 1, 2, . . . , p (1.15)

où ςjk représente un terme non constant dans les fonctions f et g. Les variables η
j

et

η̄j représentent respectivement le minimum et le maximum de ςjk. Ainsi la fonction de

pondération, pour chaque ςjk, peut être construite de la façon suivante :

F j
1 (.) =

η̄j − ςjk
η̄j − ηj

; F j
2 (.) = 1− F j

1 (.) ; j = 1, 2, . . . , p (1.16)

Par conséquent, le nombre de modèles locaux nécessaire est h = 2p. Ces modèles locaux

font intervenir les différentes combinaisons des bornes des variables de prémisse. A titre

d’exemple, si l’on considère deux variables de prémisse ς1
k ∈

[
η

1
, η̄1

]
et ς2

k ∈
[
η

2
, η̄2

]
alors

le nombre total des règles est de h = 22 = 4.
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En prenant le produit des fonctions qui décrivent ces partitions on obtient la fonction

de pondération ωγ (ςk) correspondant au sous-modèle γ, γ ∈ {1, . . . , h} :

ωγ (ςk) =

p∏
j=1

F j
γ

(
ςjk
)

(1.17)

Exemple 1 Afin d’illustrer la transformation polytopique, considérons le système non

linéaire suivant : 
 x1

k+1 = x1
kx

2
k − 3 (x1

k)
3

+ 2x2
k + ex

1
kuk

x2
k+1 = x1

k + x1
k (x2

k)
2

+ uk

yk = 2x1
k + x2

k

(1.18)

où les variables sont définies dans le compact C = {x, y, u |u, y ∈ <, |xi| ≤ 1, i = 1, 2}. Ce

système peut aussi s’écrire sous la forme suivante :
xk+1 =

 x2
k − 3 (x1

k)
2

2

1 x1
kx

2
k

xk +

 ex
1
k

1

uk

yk =
(

2 1
)
xk

(1.19)

Un choix, non unique, des variables de prémisse est donné par :
ς1
k = x2

k − 3 (x1
k)

2

ς2
k = x1

kx
2
k

ς3
k = ex

1
k

(1.20)

Un modèle de TS est obtenu sur un compact de l’espace d’état conduisant ainsi à définir

les intervalles de variations de ς1
k , ς2

k et ς3
k par ς1

k ∈ [−4, 1], ς2
k ∈ [−1, 1], et ς3

k ∈ [e−1, e].

Compte tenu des valeurs minimales et maximales des variables de prémisse, ce choix
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conduit à h = 23 = 8 sous-modèles définis par :

A1 =

 −4 2

1 −1

 ; B1 =

 e−1

1

 ; C1 =
(

2 1
)

A2 =

 −4 2

1 1

 ; B2 =

 e−1

1

 ; C2 =
(

2 1
)

A3 =

 −4 2

1 −1

 ; B3 =

 e

1

 ; C3 =
(

2 1
)

A4 =

 −4 2

1 1

 ; B4 =

 e

1

 ; C4 =
(

2 1
)

A5 =

 1 2

1 −1

 ; B5 =

 e−1

1

 ; C5 =
(

2 1
)

A6 =

 1 2

1 1

 ; B6 =

 e−1

1

 ; C6 =
(

2 1
)

A7 =

 1 2

1 −1

 ; B7 =

 e

1

 ; C7 =
(

2 1
)

(1.21)

A8 =

 1 2

1 1

 ; B8 =

 e

1

 ; C8 =
(

2 1
)

1.3 Les systèmes dynamiques hybrides

La communauté des automaticiens a développé, pendant de nombreuses années, des

outils et méthodes adaptés aux deux types de systèmes classiquement rencontrés à savoir

les systèmes continus et les systèmes à événements discrets. Les variables utilisées pour

décrire l’état d’un système et la variable caractérisant le temps définissent différemment la

nature de leurs modèles dynamiques associés. Il est nécessaire alors, d’utiliser l’une de ces

deux catégories de modèle dans de nombreuses applications. Les systèmes continus font

appel pour leur modélisation à des équations différentielles qui peuvent être discrétisées

suivant une période d’échantillonnage pour donner des équations aux différences, alors

que les Systèmes à Evénements Discrets (SED) sont des systèmes dynamiques dont l’es-
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pace d’état est un ensemble discret et dont les transitions entre états sont associées à des

événements. Ces systèmes sont classiquement représentés sous forme graphique (Réseaux

de Petri [54], Automates finis [55]). Cependant, la majorité des systèmes réels sont un

mélange des dynamiques continues et événementielles et ne peuvent se contenter d’une

représentation homogène purement continue ou purement événementielle. Il est important

alors d’utiliser des modèles dits hybrides permettant de prendre en compte à la fois des va-

riables continues et des variables discrètes ainsi que l’interaction entre ces deux dernières.

La figure (1.6) illustre la structure mixte d’un modèle hybride.
Exemple 1 : Exemple de boite à vitesse 

 
 

Equation d’évolution de l’état continu : 

Systèmes 
Dynamiques Hybrides 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

,

,

dx t
f x t u t

dt
y t g x t u t

=

=

1 

2 
3 

Réseaux d’états discrets 
     Modes = {1, 2, 3} 

y(t) u(t) 
Cas du temps 

continu

Systèmes dynamiques 
à temps continus ou discrets 

Systèmes à événements 
Discrets 

Figure 1.6 – Couplage continu-discret d’un système hybride

Depuis les années 90, la communauté scientifique s’est intéressée à l’étude de ces sys-

tèmes dits ”systèmes dynamiques hybrides” (SDH) [91], [36], [68], [10], [168], [12]. Les SDH

permettent de modéliser de nombreuses applications telles que les systèmes d’électronique

de puissance [167], les systèmes mécaniques [161], robotiques [98], informatiques, les sys-

tèmes de transport [181], les systèmes chimiques ou biologiques [68]. Ceci a donné lieu à

de nombreuses publications scientifiques avec certains ouvrages entièrement dédiés [194],

[101], [52], [191]. Dans [194], les approches de modélisation hybride peuvent être classées
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selon trois principales catégories à savoir :

– Les approches basées sur une extension des techniques de modélisation des systèmes

continus comme le formalisme de bond-graph mixte [141] et [53].

– Les approches basées sur l’extension de modèles de systèmes à événements discrets

tels les réseaux de Petri [86].

– Les approches mixtes, combinant à la fois le continu et le discret dans une structure

unique comme les automates hybrides [9].

La suite de cette première partie sera consacrée aux principales classes de SDH et

aux modèles développés dans la littérature. La présentation qui en est faite ne se veut pas

exhaustive mais le lecteur pourra consulter les références dans les sections concernées pour

plus d’informations. Il est à souligner que notre attention s’est particulièrement portée sur

les systèmes à commutations, qui seront utilisés dans la suite de cette thèse.

1.3.1 Modélisation des systèmes dynamiques hybrides

Il existe plusieurs types de modélisations permettant de représenter les SDH. La figure

(1.7) illustre la structure générale de la classe des SDH considérés à savoir les systèmes

à commutations. Ces derniers permettent de décrire des systèmes à plusieurs régimes de

fonctionnement (appelés aussi modes). Ces modes sont représentés dans l’espace d’état

au moyen d’un modèle à temps continu (équations différentielles) ou à temps discret

(équation aux différences).

Structure générale d’un SDH :

L’expression du modèle mathématique d’un SDH dans l’espace d’état à temps discret

s’écrit sous la forme suivante :

Σσk :

 xk+1 = fσk (xk, uk)

yk = gσk (xk, uk)

σk : [0,∞[→ {1, 2, . . . , s}

(1.22)

Les variables uk ∈ <m, yk ∈ <` et xk ∈ <n représentent respectivement les vecteurs
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Mode 1 Mode 2Mode 1
( )1kσ =

Mode 2
( )2kσ =

1Σ 2Σ

Commutations
(ou Transitions)

Mode s
( )k sσ =

( )

Σ

( )k sσ

sΣ

Figure 1.7 – Structure générale d’un système à commutations

d’entrée, de sortie et le vecteur d’état et σk est la fonction de commutation. Elle indexe

le mode (ou le modèle Σσk) à chaque instant k et prend ses valeurs dans un ensemble fini

Q = {1, . . . , s}, où s correspond au nombre de modes du système. Les fonctions fσ et gσ,

qui peuvent être des fonctions linéaires ou non linéaires, décrivent l’évolution du système

dans chacun de ses régimes de fonctionnement (ou modes). La modélisation (1.22) peut

être considérée comme un ensemble de modèles reliés entre eux par des commutations

indexées par la variable σk.

Dans le cadre général, la variable de commutation σk peut être :

– uniquement une fonction du temps k,

– une fonction qui dépend des variables mesurées (c’est à dire des variables issues des

capteurs) du système comme les entrées uk, les sorties yk et/ou des variables d’état

non mesurées xk.

La loi d’évolution des commutations caractérise le changement de mode de fonctionnement

d’un SDH. On distingue deux types de loi d’évolution :

– La commutation contrôlée : qui détermine ce changement en réponse à une action

extérieure définie comme étant une entrée de commande.

– La commutation autonome : qui détermine ce changement lorsque l’une (ou les)

équation(s) d’évolution dépasse(nt) un certain seuil.
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Une illustration de la modélisation hybride avec les différents types de loi de commu-

tation est donnée par l’exemple de la bôıte de vitesse automatique d’une voiture.

Exemple d’une bôıte de vitesse automatique :

Pour mieux saisir la nature hybride des systèmes étudiés, l’exemple d’un dispositif

mécatronique est présenté [161] où les différentes commutations et les phénomènes hy-

brides présentés ci-avant sont présents. Une bôıte de vitesse automatique possède trois

rapports de vitesse. Pour chaque rapport de vitesse on définit une plage de vitesse notée

par ωσk , 1 ≤ σk ≤ 3. Le passage d’un rapport de vitesse à un autre est réalisé par l’action

d’un conducteur qui détermine le type de conduite. Le conducteur intervient au moyen

d’une commande discrète appelée Manière de Conduite (MC) selon laquelle la manière de

conduite possible est :

– soit Ville (V) où les vitesses autorisées sont ω1 et ω2, (i.e. le mode 1 et le mode 2

sont autorisés)

– soit Route (R) où toutes les vitesses sont disponibles (les trois modes sont autorisés).

La dynamique dans chaque mode, associée à chaque vitesse, est décrite par une équation

différentielle notée fσk (xk, uk) où les variables xk et uk représentent respectivement la

vitesse du moteur et le couple qui fait tourner l’arbre à une vitesse désirée xdésirée. La loi

de commutation σk déterminant le mode est définie de deux manières à savoir :

– une commutation autonome : pour laquelle le système commute d’un mode à un

autre lorsque la variable xk atteint certains seuils ωσkmax et ωσkmin dans chaque rapport

de vitesse.

– une commutation contrôlée : pour laquelle le passage du mode 2 au mode 3 (ou du

rapport de vitesse correspondant à un autre) ne peut s’effectuer que sous l’action

du conducteur au moyen de la commande discrète MC. Ce qui se traduit dans ce

cas par une commutation vers un ensemble fini QV = {ω1, ω2}, si MC = V ou

QR = {ω1, ω2, ω3}, si MC = R.

Ainsi, le système dynamique hybride représentant la bôıte de vitesse automatique peut

être donné graphiquement par la figure (1.8) :

avec les dynamiques correspondantes, pour chaque mode, données par les équations

suivantes :
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Mode 1 Mode 2 Mode 3 

1

maxkx 

2

minkx 

 2

maxkx MC R  

3

minkx 

Figure 1.8 – Exemple d’un système dynamique hybride : la bôıte de vitesse automatique

Σ1 :

 xk+1 = f1 (xk, uk)

xk < ω1
max

Σ2 :

 xk+1 = f2 (xk, uk)

ω2
min < xk < ω2

max

Σ3 :

 xk+1 = f3 (xk, uk)

xk > ω2
min

(1.23)

1.3.2 Définition d’un automate hybride

Un système dynamique hybride est représenté par 15-uplet :

H = (Q,Σ,Ψ, X, U,Υ, V, Init, FC , S,Γ, γ, Inv,R,G)

où :

– Q = {qi, i ∈ {1, 2, . . . , s}} est une ensemble fini d’états discrets,

–
∑

=
∑

Ext∪
∑

Cont∪{εσ} est un ensemble fini d’entrées discrètes où εσ est l’événe-

ment d’entrée «vide» utilisé pour désigner les événements d’entrées non observables.∑
Ext et

∑
Cont sont respectivement les entrées discrètes externes et contrôlables,

– Ψ = {{Ψj} ∪ {εΨ} , j ∈ {1, . . . , r}} est un ensemble fini des sorties discrètes où εΨ

est l’événement de sortie «vide» utilisé pour désigner les événements de sorties non

observables,

– X,U,Υ, V sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie et correspondent res-

pectivement aux espaces des états continus, des entrées continues, des sorties conti-

nues et des perturbations continues. Pour un état continu x ∈ X, un état discret

q ∈ Q et une entrée de perturbation δ ∈ V donnés, le vecteur de sorties continues

est donné par y = h (x, q, δ) ∈ Υ, avec h : X ×Q× V → Υ,

– Init ⊂ X ×Q est l’ensemble des états initiaux,

– FC est une sous-classe des systèmes dynamiques continus. La dynamique FC
i ∈ FC

est définie par l’équation ẋ (t) = f ci (x (t) , u (t) , δ (t)) i ∈ {1, . . . , s}, où t ∈ <,
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x (t) ∈ X et fCi est un champ de vecteurs,

– S : Q→ FC est une application associant à chaque état discret q ∈ Q une dynamique

continue FC
i ,

– Γ ⊂ Q×Σ×Q est la collection de transitions discrètes. Le triplet (q, σ, q′) représente

la transition du mode q vers le mode q′ suite à l’arrivée de l’entrée discrète σ,

– γ : Γ → ψ est une application qui associe une sortie discrète à chaque transition

discrète,

– Inv : Q → 2X×Σ×U×V est une application qui associe à chaque mode q ∈ Q un

domaine appelé invariant,

– R : Γ×X×U×V → 2X est l’application de réinitialisation qui après une transition

discrète affecte une nouvelle valeur à l’état continu x,

– G : Γ → 2X×U×V est une application qui faisant correspondre à chaque transition

une condition de garde qui spécifie quelles conditions doivent être vérifiées pour que

la transition soit franchie.

Un système dynamique hybride couple des équations différentielles décrivant les phé-

nomènes continus et des événements discrets. Dans la suite, nous présentons les différentes

représentations d’état de la partie continue des SDH.

1.3.3 Différentes représentations d’état d’un SDH

A partir de la description générale du modèle (1.22), différentes représentations des

SDH peuvent être obtenues.

1.3.3.1 Les modèles linéaires à saut

Les modèles linéaires à saut [125], [67], [183] appelés aussi modèles impulsionnels (ou de

l’anglais Jump Linear (JL)), sont des systèmes dont la loi de commutation σk est autonome

et inconnue. Cette méconnaissance de l’entrée discrète se traduit par une affectation d’une

nouvelle valeur à la variable continue xk lorsque cette dernière vérifie certaines conditions.

De cette façon, l’influence de σk est visible indirectement sur la variable mesurée de

la sortie yk. Cependant, l’évolution de la variable continue xk, régie par une équation
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différentielle sans entrée (un système autonome), est décrite par un système dynamique

impulsionnel (ou modèle linéaire à saut) sans que la forme de la loi de commutation soit

explicitement donnée.

Exemple d’un modèle linéaire à saut :

Un exemple classique illustrant cette modélisation est celui de la balle rebondissante

[38] donné par la figure (1.9) ci-dessous.

 

 

 

 

 

  

h(t) 

t 

g

Figure 1.9 – Exemple d’un modèle linéaire à saut : la balle rebondissante

Une balle de masse m, soumise à l’action de la gravité g, est lachée d’une altitude

h0 avec une vitesse initialement nulle. L’altitude de la balle h(t) peut être modélisée par

un système linéaire à saut. En effet, l’équation différentielle de la dynamique de la balle

est donnée par la mécanique classique mḧ(t) = −mg. Lors du rebond (h(t) = 0), il y a

un choc élastique entre la balle et le sol. La conservation de l’énergie cinétique et de la

quantité de mouvement entrâıne un changement de la vitesse de la balle qui se traduit

par ḣ(t+) = −cḣ(t−) avec c une constante inférieure ou égale 1. Dans ce cas le modèle

impulsionnel de la balle rebondissante est donné par :

1.3.3.2 Les modèles linéaires à sauts markoviens

Les modèles linéaires à sauts markoviens (anglais Jump Markov Linear (JML)) [50],

[149] comparativement aux modèles linéaires à sauts non markoviens, introduisent une

connaissance a priori sur l’évolution de la loi de commutation σk en modélisant cette

dernière par une châıne de Markov homogène à états finis [61]. Les modèles linéaires à

sauts markoviens ont de nombreuses applications dans divers domaines tels que la télé-
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Figure 1.10 – Représentation du système de la balle rebondissante sous forme d’un
modèle linéaire à saut

communication [110], la modélisation du comportement réel [69], [61] et la modélisation

des trafics [46].

1.3.3.3 Les modèles affines par morceaux

Les modèles affines par morceaux (de l’anglais PieceWise Affine (PWA)) [26], [100] sont

élaborés en considérant des sous-modèles de type affine et des fonctions de pondérations

de type booléen. Les fonctions de pondérations résultent d’un partitionnement de l’espace

de fonctionnement en zones complètement disjointes.

1.3.3.4 Les modèles MLD : Mixed Logical Dynamical

Les modèles MLD : Mixed Logical Dynamical sont introduits dans [28]. Ils sont déve-

loppés pour résoudre des problèmes d’identification [71], d’observabilité [26], de commande

[33], etc. Bien qu’ils se différencient des formes de modélisations présentées jusqu’à pré-

sent, il se trouve que le point fort de cette approche réside dans l’aptitude à tenir compte

dans un seul modèle des différents régimes de fonctionnement du système et aussi des

parties logiques telles que un commutateur (marche/arrêt) ou les réseaux de logiques

combinatoires et séquentielles. En effet, les MLD permettent d’inclure directement des

contraintes inégalités dans le modèle et d’affecter des priorités aux contraintes.
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1.3.3.5 Les modèles à complémentarité linéaire

Les systèmes dynamiques hybrides peuvent aussi être représentés par des modèles à

complémentarité linéaire (de l’anglais Linear Complementarity (LC)). Ces derniers ont

été étudiés dans Heemels [87], [180]. Ils permettaient initialement, d’étudier des systèmes

mécaniques sous contraintes inégalités, ensuite ils ont été étendus pour tout système dy-

namique ayant des relations linéaires par morceaux, par exemple un réseau électrique

comportant une diode idéale, ou des problèmes de commande sous contraintes , [90]. Se-

lon [56], ils représentent un cas particulier des modèles à complémentarité linéaire étendue

(ELC) [163].

Remarque 2 Il a été montré dans Heemels [88], [89] une équivalence entre les classes

citées précédemment à savoir les modèles affines par morceaux, les MLD, les modèles à

complémentarité linéaire, les modèles à complémentarité linéaire étendue et les modèles

Max-Min-Plus-Scaling (voir pour des détails sur cette modélisation les articles [88] et

[61]).

 
MMPS PWA 

MLD ELC 

LC 

 max ,T T    
 

Ty     

Ty     

 T     

Figure 1.11 – Liens entre les classes de modèles MLD, MMPS, LC, ELC et PWA. [88]

Quant aux différentes conditions de passage d’une classe à l’autre, le lecteur pourra se

référer à [88].

1.3.3.6 Les modèles Hinging Hyperplane

Introduits dans [37], les modèles Hinging Hyperplane (HH) permettent aussi de repré-

senter une classe de systèmes dynamiques hybrides. Contrairement aux modèles présentés
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jusqu’à présent, cette approche utilise l’espace de régressions et se base sur la détermina-

tion des hyperplans issus d’une répartition polyédrique. L’avantage de cette modélisation

est d’avoir des fonctions affines par morceaux (modèles locaux) associées à chacun des hy-

perplans qui se caractérisent par une continuité au niveau des intersections des hyperplans

(ou encore au niveau des frontières polyédriques). Les modèles HH, par leur principe à

caractère d’approximateur des fonctions non linéaires ou de classificateur, ont porté une

autre alternative en terme de modélisation, en particulier en procédant par identification

[145], [152], [30].

1.4 Modélisation des systèmes à commutations à modes

représentés par des multimodèles

D’une façon générale, les outils de diagnostic [122], d’identification [32], ou d’analyse

et de commande [105], [3] sont très développés et largement utilisés pour les systèmes dy-

namiques linéaires. Les différentes modélisations linéaires utilisées pour la représentation

d’un mode d’un système à commutations sont celles présentées dans la section 1.3.3. Très

peu de modélisations ont été proposées pour les systèmes à commutations à modes non

linéaires [164], [44], [190]. Ces modélisations restent générales, et difficiles à utiliser pour

le développement d’algorithmes de commande, d’observation ou de diagnostic. On a pré-

senté dans la section 1.2 l’approche multimodèle qui permet de modéliser une large variété

de systèmes non linéaires. Dans ce cas, la représentation du comportement non linéaire

d’un système est basée sur un ensemble de modèles locaux de structure souvent linéaires

en affectant chaque modèle à une zone de fonctionnement bien spécifique et des fonctions

de pondérations qui assureront l’agglomération de ces modèles locaux. Par conséquent,

nous proposons dans cette thèse de représenter les systèmes à commutation à modes

non linéaires par une modélisation multimode-multimodèle pour laquelle chaque

mode non linéaire est représenté par un multimodèle. L’avantage de cette représentation

est d’étendre les outils développés dans le cadre des systèmes dynamiques linéaires aux

systèmes à commutations où les modes sont non linéaires.
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La représentation multimode-multimodèle est donnée par la figure 1.12.
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Figure 1.12 – Modélisation d’un mode non linéaire du système à commutations

Le système (1.22) s’écrit sous la forme donnée par l’équation 1.24.

Σσk :


xσk+1 =

hσ∑
γ=1

ωγ,σ (zk) f
γ
σk

(xσk , uk)

yσk =
hσ∑
γ=1

ωγ,σ (zk) g
γ
σk

(xσk , uk)

σk : [0,∞[→ {1, 2, . . . , s}

1 ≤ γ ≤ hσ

(1.24)

où ωγ,σ (zk) vérifie la propriété de sommes convexes (1.6) et xσk est l’état dans le mode

σ. Les fonctions fγσk et gγσk sont des modèles locaux et qui dépendent du choix de la

structure du modèle TS :
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– Dans le cas du multimodèle à état global (voir sous-section 1.2.2.1),

fγσk (xk, uk) = Aγ,σxσk +Bγ,σuk

gγσk (xk, uk) = Cγ,σxσk +Dγ,σuk
(1.25)

– Dans le cas du multimodèle à états découplés (voir sous-section 1.2.2.2),

xγ,σk+1 = fγσk (xk, uk) = Aγ,σxγ,σk +Bγ,σuk

yγ,σk = gγσk (xk, uk) = Cγ,σxγ,σk +Dγ,σuk
(1.26)

1.5 Conclusion

La première partie de ce chapitre présente une approche particulièrement adaptée pour

la représentation des modèles dynamiques non linéaires à savoir l’approche multimodèle.

Les multimodèles impliquent un ensemble de sous-modèles de structures plus simples,

linéaires et un ensemble de fonctions d’agrégations appropriées. Les différentes structures

de multimodèles ont été présentées. Un aperçu sur les méthodes dédiées à leur obtention

a également été donné. Cette modélisation par sa puissance d’approximation universelle,

offre la possibilité d’étendre des méthodes développées dans le cadre linéaire aux systèmes

non linéaires.

La deuxième partie a présenté une introduction aux systèmes dynamiques à commuta-

tions qui appartiennent à une classe de systèmes dynamiques hybrides couramment ren-

contrés (ce sont les SDH). Les pré-requis nécessaires pour comprendre les effets hybrides

à travers des définitions et des exemples ont été présentés. A travers un tour d’horizon

des principales méthodes de représentation d’état d’un SDH, il a été montré que la quasi

totalité des modèles des SAC présentés dans la litérature utilisent un modèle linéaire pour

représenter chaque mode. Il en résulte de ce fait nos motivations des SAC où chaque mode

est non linéaire. Dans la suite de cette thèse, nous proposons d’utiliser des multimodèles

pour représenter chaque mode non linéaire d’un SAC. Cette modélisation multimode-

multimodèle sera utilisée dans les chapitres 3 et 4 pour la surveillance et le diagnostic des

systèmes à commutations dont les modes sont non linéaires.
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Diagnostic des systèmes dynamiques
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2.1 Introduction

L’amélioration croissante de la productivité et de la performance impose aux processus

technologiques une augmentation de leur fiabilité, de leur disponibilité et de leur sûreté

de fonctionnement. Ce besoin devient plus important quand il s’agit d’éviter des incidents

humains et matériels. C’est le cas par exemple des systèmes de transport en l’occurrence

dans les systèmes aéronautiques et ferroviaires. Ceci n’est possible qu’en associant un

module de diagnostic permettant de détecter et de localiser toute défaillance qui peut

survenir dans ces systèmes. Souvent, les techniques de diagnostic reposent sur la connais-

sance d’un modèle analytique représentant le comportement du système à surveiller [204],

[119]. Ainsi, si le comportement du système réel est jugé différent de celui prédit en utili-

sant le modèle, on peut conclure à la présence d’une défaillance. Une deuxième catégorie

de techniques de diagnostic est celle de diagnostic dites sans modèle qui se basent sur

l’analyse des données fournies par le système. Vue la complexité des processus industriels,

on a montré dans le premier chapitre, que leur dynamique est influencée à la fois par des

événements discrets et par des dynamiques continues, ce qui conduit à des modélisations

intégrant plusieurs modes de fonctionnement non linéaires. Cette complexité et la diffi-

culté à obtenir un modèle précis des systèmes nous amène à nous intéresser aux approches

sans modèle ou avec une connaissance partielle du système. Dans ce qui suit, on commen-

cera par rappeler les étapes de diagnostic et les définitions utilisées dans ce domaine de

recherche. Ensuite, un tour d’horizon sur les méthodes de détection et de localisation de

défauts, pour les systèmes linéaires invariants dans le temps, sera effectué selon qu’elles se

basent sur un modèle ou non. Enfin, la section suivante sera consacrée à la présentation

des approches de diagnostic destinées aux systèmes à commutations selon que les modes

sont linéaires ou non linéaires.

2.2 Généralités sur les systèmes de diagnostic

Le rôle d’un système de diagnostic est de rendre compte de l’apparition d’un défaut le

plus rapidement possible et le plus précocément possible, c’est-à-dire avant qu’il n’entraine
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des dommages importants tout en donnant les informations qui faciliteront les réparations.

Dans un premier temps, les principaux termes utilisés dans le domaine du diagnostic

seront rappelés.

2.2.1 Terminologie

Reposant principalement sur le travail effectué par [151], [2], [119], [145] et [61], ainsi

que sur les ouvrages tels que [204], [96], [144], [97] des définitions sont proposées afin

de clarifier la suite de ce travail, sachant qu’il est courant de trouver dans la littérature

internationale des définitions différentes d’une même notion.

Résidu (Residual)

Signal conçu comme indicateur d’anomalies fonctionnelles ou comportementales.

Défaut (Fault)

Un défaut est une anomalie comportementale au sein d’un système physique.

Défaillance (Failure)

Une défaillance définit une anomalie fonctionnelle au sein d’un système physique, c’est-

à-dire caractérise son incapacité à accomplir certaines fonctions qui lui sont assignées.

Panne (Break-down)

Lorsque aucune fonction n’est assurée, le terme panne est employé à la place de

défaillance. Le mot défaut possède un sens plus général que son homologue défaillance

puisque ce dernier est contraint à la notion de fonction, c’est-à-dire ce pourquoi le sys-

tème physique a été conçu. Or une fonction provient d’une abstraction du comportement

du système, c’est-à-dire la considération des uniques relations comportementales utiles à

la description des objectifs qu’il doit satisfaire. Ainsi une défaillance est un défaut par-

ticulier se traduisant non seulement par une anomalie comportementale, mais aussi par

le non-respect d’une ou plusieurs fonctions du système physique. En revanche, un défaut

n’altère pas nécessairement son fonctionnement, mais peut présager d’une défaillance à ve-

nir. De même, une panne est une défaillance particulière pour laquelle le système n’assure

plus aucune de ses fonctions.

Perturbation (disturbance, perturbation)
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Figure 2.1 – Ordonnancement des anomalies selon leur criticité.

Une perturbation définit tout phénomène considéré comme normal influençant un

système physique, mais non ou mal pris en compte dans le modèle censé le représenter.

Les bruits font partie des perturbations, néanmoins, à cause de leurs propriétés spécifiques

(blancheur, normalité), ils sont généralement pris en compte séparément dans le modèle.

La distinction entre les deux termes anglo-saxons disturbance et perturbation pour traduire

la notion de perturbation est confuse. Le terme erreur de modélisation est plus restrictif

puisqu’il s’adresse uniquement à un phénomène non ou mal modélisé, mais qui aurait dû

être parfaitement décrit ; alors que le mot perturbation peut désigner des phénomènes liés

à l’environnement avec lequel interagit le système sans pour autant qu’il ait été question

de les modéliser.

Incertitude (uncertainty)

Les sources d’incertitudes sont : les approximations numériques, les erreurs d’identifi-

cation des paramètres, les diverses hypothèses de linéarisation, la réduction de modèle, la

non prise en compte de paramètres variant dans le temps. Les incertitudes peuvent être

structurelles ou paramétriques. Dans le premier cas, l’incertitude reflète la méconnaissance

des valeurs numériques du modèle. Dans le second cas, l’incertitude peut provenir de la

linéarisation ou des propriétés dynamiques qui ont été négligées dans le modèle.
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2.2.2 Présentation d’un système de diagnostic

Le choix d’une stratégie de diagnostic dépend du cahier des charges que l’on a fixé

ainsi que de l’application considérée. Par exemple, le type d’information accessible sur le

système ou le type de défauts à détecter conditionne la mise en œuvre d’une stratégie

spécifique. Ainsi, si les seules données entrée / sortie sont disponibles sur le système,

une méthode sans modèle sera adaptée. Si au contraire un modèle mathématique est

disponible, les méthodes à base de modèle seront privilégiées. Avant de développer les

différentes méthodes de diagnostic connues dans la littérature, nous revenons sur quelques

définitions permettant d’aborder correctement un problème de diagnostic :

– Définition des objectifs : que veut-on surveiller ? Quels types de défauts doit-on

détecter ?

– Définition des critères : quelles sont les performances attendues ? Quels sont les

critères pour juger de la qualité de la surveillance ?

Ces critères doivent être pris en considération avant de développer un système de sur-

veillance, tels que la rapidité des réponses, la robustesse des algorithmes aux erreurs de

modélisation et les taux de fausses alarmes ou de non détection. De plus les contraintes

d’ordre économique, ergonomique et le temps de développement doivent être considérés.

Nous rappellerons aussi le principe général de toute méthode de surveillance : la redon-

dance d’information. Cette redondance peut être physique, analytique ou issue d’une base

de connaissance.

2.2.2.1 Définitions et objectifs

La première question que l’on doit se poser lorsqu’on conçoit un système de diagnostic,

est de savoir ce que l’on veut détecter. Cela revient à déterminer le type de dysfonction-

nement que l’on veut diagnostiquer ou d’une manière générale définir le type de défauts

susceptibles d’altérer le bon fonctionnement d’un système. Qu’il s’agisse de défauts inhé-

rents aux organes de mesure (capteurs), aux organes de commande (actionneurs) ou aux

composants du processus (voir figure 2.2), ils se traduisent par une modification du signal

associé (appelé indicateur de défaut). L’étape suivante de la réalisation d’un système de
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Figure 2.2 – Défauts d’un processus

diagnostic consiste à définir les critères permettant d’en juger les performances.

2.2.2.2 Critères de performance d’un système de diagnostic

Comment s’assurer que le système de diagnostic développé soit le plus performant

possible ? Pour répondre à une telle question, il convient tout d’abord de définir quels

sont les critères d’évaluation d’un système de diagnostic. D’une manière générale, nous

pouvons regrouper les différents critères de performance du système de détection de la

manière suivante :

– détectabilité,

– isolabilité,

– sensibilité,

– robustesse,

La détectabilité est l’aptitude du système de diagnostic à pouvoir déceler la présence

d’une défaillance sur le procédé.

L’isolabilité est la capacité du système de diagnostic à remonter directement à l’ori-

gine du défaut. La propriété d’isolabilité est liée à la structure des résidus et à la procédure

de détection elle-même.

La sensibilité caractérise l’aptitude du système à détecter des défauts d’une certaine

amplitude.

La robustesse caractérise la non sensibilité du système de diagnostic aux pertur-

bations déterministes ou aléatoires (entrées inconnues et bruits), et aux incertitudes de
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modèle.

Un des critères d’évaluation est le Taux de Détection (TD). Le TD évalue l’aptitude

du système de diagnostic à détecter les défaillances. Il est exprimé en pourcentage par la

formule suivante :

TD = nombre de défaillances détectées
nombre total de défaillances

× 100

Un autre critère est le Taux de Fausses alarmes (TF). Le TF reflète la confiance accor-

dée à un système de diagnostic. Il s’exprime en pourcentage par la formulation suivante :

TF = nombre de fausses alarmes
nombre total de d′alarmes

× 100

2.2.2.3 Le principe de base de la surveillance : la redondance d’information

Le concept de base des systèmes de diagnostic est la redondance d’informations. Cette

redondance de connaissance sur le système fournit différentes informations sur une même

variable du système. Il est ainsi possible de vérifier la cohérence de cette information par

des tests de cohérence. Cette redondance peut être physique ou analytique.

2.2.2.3.1 Redondance physique Le moyen le plus facile d’obtenir plusieurs infor-

mations sur une même variable est de disposer de plusieurs capteurs mesurant la grandeur

de cette variable : c’est le principe de la redondance physique. Par exemple, pour obte-

nir deux mesures d’une même température, on doublera les capteurs de température. La

redondance physique souffre d’un désavantage majeur : son coût. En effet, le fait de dou-

bler le nombre de capteur revient au moins à doubler le prix de l’organe de mesure. De

plus, les contraintes ergonomiques liées à l’installation de ces capteurs peuvent limiter leur

utilisation (manque de place).

2.2.2.3.2 Redondance analytique C’est la redondance à base de modèles. Selon la

connaissance sur les différentes variables, différents modèles peuvent être utilisés :

Modèles de type bôıte noire : Lorsque les seules informations disponibles sur le

système sont les variables mesurées, la technique habituelle est d’apprendre le comporte-

ment du système à l’aide de l’historique des données : ce sont les données d’apprentissage.

On part du principe que les mêmes causes auront toujours les mêmes effets. Les réseaux de
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neurones artificiels utilisent ce concept en paramétrant l’information disponible dans les

mesures comme un vecteur de dimension finie. Les réseaux neuronaux copient le concept

du neurone biologique qui forme notre système nerveux et exploitent leur capacité d’ap-

prentissage. Ces systèmes sont pratiques dans la mesure où les seules données entrée/sortie

du système sont nécessaires à leur élaboration. Ils sont de plus capables de gérer un grand

nombre de données d’apprentissage. Le principal inconvénient des réseaux de neurones

réside dans l’acquisition et la couverture des données d’apprentissage.

Une autre méthode par apprentissage est celle à base de reconnaissance des formes.

Elle s’applique dès lors que l’ensemble d’apprentissage couvre plusieurs modes de fonction-

nement bien répertoriés du procédé. Une forme représente un ensemble de n paramètres

vu comme un point dans l’espace de dimension n. La reconnaissance de formes associe

alors à chaque forme une forme-type connue. Généralement, à cause des perturbations

liées à l’observation d’une forme, une zone dans l’espace de représentation est attribuée

à chaque forme-type : c’est la notion de classe. Le principe de la reconnaissance est donc

d’associer chaque nouvelle forme observée à une classe connue. Dans ce cas, le problème

de la détection et de la localisation est assimilé à l’application d’une règle de décision issue

d’une méthode de discrimination, consistant à associer une nouvelle forme à une classe.

En effet, une forme peut être assimilée à un ensemble d’observations et une classe à la

cause d’une défaillance du système.

Les méthodes de traitement du signal génèrent également des systèmes de diagnostic

en l’absence de modèle. Le principe de ces systèmes est d’utiliser les propriétés statistiques

des mesures effectuées sur le procédé comme indicateurs de défauts.

Modèle de type bôıte blanche : Les modèles analytiques sont une représentation

mathématique de la loi d’évolution des variables physiques du système. Le système est

décrit par un ensemble d’équations données par des lois générales. Un exemple de modèle

couramment utilisé est le modèle d’état linéaire dans le domaine temporel dans lequel le

vecteur d’état xk, le vecteur d’entrée uk et le vecteur de sortie yk sont reliés par l’inter-
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médiaire des matrices A, B, C :

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk
(2.1)

Les procédés ainsi modélisés ne suivent pas toujours une telle représentation idéale.

En effet, d’autres aspects sont à prendre en compte :

– les incertitudes paramétriques,

– les incertitudes structurelles,

– les non linéarités,

– les perturbations subies par le système,

– les bruits affectant les mesures.

2.2.3 Méthodes de diagnostic

Cette partie sera consacrée aux méthodes connues sous le nom de FDI (de l’anglais

Fault Detection and Isolation). Les méthodes de diagnostic de systèmes automatiques

étudiées dans la littérature sont très variées et peuvent être classées en deux groupes

majeurs : celles qui utilisent des modèles mathématiques du processus (méthodes à base

de modèle) et celles qui n’en utilisent pas (méthodes dites sans modèle).

2.2.3.1 Méthodes à base de modèle

Ces méthodes font intervenir 3 fonctions : la génération de résidus, la prise de déci-

sion et l’analyse des défauts cf. figure 2.3. L’objectif ici, est de présenter brièvement les

méthodes classiques développées en diagnostic à base de modèles analytiques. Très sou-

vent dans la litérature, seuls les modules de détection et de localisation sont considérés et

détaillés. L’identification du défaut est souvent omise ou reléguée aux opérateurs. Le mot

diagnostic est dans ces conditions souvent remplacé par le terme détection et localisation

de défauts (FDI : Fault Detection and Isolation). De nombreux auteurs [2], [61], [84] dé-

composent alors une procédure de diagnostic en deux phases essentielles : la génération

de résidus et la prise de décision.

47



Chapitre 2. Diagnostic des systèmes dynamiques
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Figure 2.3 – Principe de détection et de localisation de défauts.

Génération de résidus :

Les résidus sont des grandeurs sensibles aux défauts. Un résidu est une grandeur ob-

tenue à partir des mesures issues des capteurs, des signaux de commande et du modèle

analytique, soit directement (espace de parité), soit indirectement par l’intermédiaire d’es-

timées (observateurs d’état, estimation paramétrique [64], [103], [81]) ; les termes forme

de calcul ou forme externe du résidu sont alors couramment employés. Un résidu indépen-

dant du point de fonctionnement courant, des valeurs prises par l’état du système et des

grandeurs des entrées (commandes) est nul en absence de défaut. À cause des bruits, des

perturbations liées à l’environnement et des erreurs de modélisations un résidu n’est jamais

nul. La relation liant le résidu à ces différentes grandeurs est appelée forme d’évaluation

ou forme interne. Pour limiter les fausses alarmes et non détections, les résidus doivent

être robustes ou faiblement affectés par les perturbations et les erreurs de modélisation.

De plus, pour permettre une détection, ils doivent engendrer des signatures différentes

pour chaque anomalie étudiée afin de permettre la localisation des composants en défaut

et parvenir à les distinguer les uns des autres. On parle alors de résidus structurés [134].

Prise de décision :
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Figure 2.4 – a. Forme de calcul ou externe b. Forme d’évaluation ou interne

La prise de décision regroupe :

– La détection qui concerne l’analyse des résidus pour distinguer ceux qui reflètent un

comportement normal ou anormal.

– La procédure de localisation qui consiste à déterminer le composant en défaut.

Dans de nombreuses publications, les auteurs intègrent dans la première étape, des

objectifs précis (en termes de robustesse ou de structuration) que doivent satisfaire les

résidus. Les résidus sont construits de façon à améliorer ou simplifier la décision.

Trois méthodes sont développées pour le diagnostic à base de modèles analytiques : les

méthodes utilisant les techniques d’estimation paramétriques, celles utilisant des relations

de redondance analytique (encore appelée dans le cas linéaire la méthode de l’espace de

parité), et les méthodes utilisant des observateurs d’états ou des filtres.

2.2.3.1.1 Approche utilisant les techniques d’estimation paramétrique Les

méthodes d’estimation paramétriques [166] ont pour principe d’estimer les paramètres du

modèle. On entend par paramètres les constantes physiques du système (masse, coefficient

de viscosité,. . .) ou une agrégation de plusieurs paramètres physiques. Pour ce dernier cas,

une correspondance unique doit exister entre les paramètres du modèle et les paramètres

du système. Isermann [96] décrit la procédure générale pour la détection des défaillances

en cinq étapes :

- modélisation mathématique du procédé selon des équations du type :

yk = f (uk, θ) (2.2)

dans lesquelles uk représente les commandes du système et θ représente les paramètres du

modèle.
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- description des relations entre les constantes physiques p supposées connues et les

paramètres du modèle θ :

θ = g (p) (2.3)

- estimation θ̂ des paramètres du modèle à partir de l’équation (2.2) et des mesures des

entrées et des sorties du système :

θ̂ = h (u1, u2, . . . , uk, y1, y2, . . . , yk) (2.4)

- estimation p̂ des paramètres du système à partir de l’équation (2.3) :

p̂ = g−1(θ̂k) (2.5)

Indicateur du défaut : Le vecteur résidu est obtenu en faisant la différence entre les

paramètres estimés et les valeurs nominales,

rk = θk − θ̂k
ou

rk = pk − p̂k

(2.6)

Lorsque les valeurs nominales des paramètres sont inconnues, et sous l’hypothèse que

ces paramètres sont constants en fonctionnement normal, il est possible de construire le

vecteur résidu à partir des seuls paramètres estimés mais à des instants différents.

rk = θ̂k − θ̂t−k
ou

rk = p̂k − p̂t−k

(2.7)

Il existe plusieurs méthodes permettant d’estimer les paramètres. Citons par exemple

l’estimation par projection orthogonale, l’estimation Bayésienne, l’estimation au sens du

maximum de vraisemblance ou l’estimation au sens des moindres carrés.
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Figure 2.5 – Estimation de paramètres.

2.2.3.1.2 Approche par utilisation de Relations de Redondances Analytiques

Initiée par les travaux de Chow et Willsky [48], l’approche dite de l’espace de parité fait

partie de l’une des trois techniques souvent utilisées pour le diagnostic à base de modèle

[122]. Son principe consiste à projeter les équations du modèle dans un espace particulier

appelé espace de parité, permettant ainsi d’éliminer les inconnues. Les équations projetées

ne font intervenir que des variables mesurables (les entrées et les sorties du système) et le

modèle sur une fenêtre d’estimation. Ces équations s’appellent des relations de redondance

analytique. Les résidus sont obtenus en testant la cohérence des mesures avec les RRA

(on parle de consistance des mesures, de leur parité) [121]. Considérons un modèle général

d’équations d’état et de mesure : xk+1 = Axk +Buuk +Bddk +Bffk

yk = Cxk +Duuk +Dddk +Dffk

A ∈ <n×n, Bu ∈ <n×m, C ∈ <`×n, Du ∈ <`×m
(2.8)
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Où xk ∈ <n est le vecteur d’état, et uk ∈ <m, yk ∈ <` les vecteurs des entrées et des sorties

mesurées. Le vecteur dk ∈ <p représente les perturbations et erreurs de modélisation.

Bd ∈ <n×p et Dd ∈ <`×p sont 2 matrices constantes, supposées connues. Le vecteur

fk ∈ <q représente l’effet des défauts, distribué via deux matrices constantes connues

Bf ∈ <n×q et Df ∈ <`×q.

Sur un horizon d’observation [k, k + h], les équations du système peuvent être regrou-

pées sous la forme :

Yk,k+h − ThUk,k+h = OBShxk + FhD
f
k,k+h + PhD

d
k,k+h (2.9)

Où les vecteurs Ok,k+h avec Ok,k+h ∈
{
Yk,k+h, Uk,k+h, D

d
k,k+h, D

f
k,k+h

}
et la matrice OBSh

sont définis par :

Ok,k+h =


ωk

ωk+1

...

ωk+h

 OBSh =


C

CA
...

CAh

 (2.10)

Et avec les définitions suivantes :

Th = COMh (Bu, Du) , Ph = COMh (Bd, Dd) , Fh = COMh (Bf , Df ) (2.11)

où COMh (∆,Γ), ∆ ∈ {Bu, Bd, Bf} et Γ ∈ {Du, Dd, Df} est donnée par :

COMh (∆,Γ) =



Γ 0 · · · 0 0 0

C∆ Γ 0 · · · 0 0

CA∆ C∆ Γ · · · 0 0
...

...
. . . . . . . . . 0

CAh−1∆ CAh−2∆ · · · CA∆ C∆ Γ


(2.12)

Les entrées uk et les sorties yk du système sont connues et disponibles à chaque instant.

Si le système est observable, on a rang(OBSh) = n, n est la dimension de l’espace d’état.

Soit W , la matrice orthogonale à OBSh, h > n, appelée matrice de parité. WOBSh = 0,
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en multipliant l’équation (2.9) par W , l’état inconnu xk est éliminé. Pour h > n, les

équations de redondance qui lient Yk,k+h et Uk,k+h, sont données par l’équation suivante :

W (Yk,k+h − ThUk,k+h) = W
(
FhD

f
k,k+h + PhD

d
k,k+h

)
(2.13)

Ainsi les formes de calcul (externes) et d’évaluation (internes) des résidus (on parle aussi de

vecteur de parité) sont données respectivement par les équations (2.14) et (2.15) suivantes :

rk+h = W (Yk,k+h − ThUk,k+h) (2.14)

rk+h = W
(
FhD

f
k,k+h + PhD

d
k,k+h

)
(2.15)

Le vecteur de parité , dans le cas déterministe (d = 0), est nul en l’absence de défaut

(f = 0). Dans le cas où le système présente un défaut (f 6= 0), le vecteur va s’orienter

dans une direction spécifique en fonction du défaut.
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Figure 2.6 – Méthode de l’espace de parité.

2.2.3.1.3 Approche par estimation d’état Les méthodes d’estimation d’état ont

pour principe de reconstruire les états du système à partir des entrées et des sorties. Ce

sont des méthodes de génération de résidus indirectes en ce sens qu’elles calculent l’erreur

d’estimation de la sortie. L’estimation de l’état peut être effectuée à l’aide d’observateurs

dans le cas déterministe ou de filtres dans le cas stochastique (filtre de Kalman ou filtres
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détecteurs de défauts [5] [134]). Les deux méthodes présentent des analogies dans leur

formulation et peuvent être schématisées par la figure 2.7, la différence provenant du

mode de calcul des paramètres de l’estimateur en fonction du contexte choisi (cas continu

ou discret, déterministe ou stochastique).

 

 

sortie 

reconstruite 

système 

modèle 

fonction 

Estimateur

ur 

Figure 2.7 – Principe général d’un estimateur de sortie.

La théorie des observateurs est utilisée pour des systèmes linéaires ou non linéaires,

d’ordre plein s’ils estiment l’intégralité du vecteur d’état (le système doit être complè-

tement observable) ou d’ordre réduit dans le cas contraire, dans le domaine fréquentiel

(observateurs généralisés) ou temporel (observateurs de Luenberger). Frank et Wünnen-

berg définissent une classe d’observateurs dits observateurs à entrées inconnues pour les

systèmes dont les sorties sont indépendantes des incertitudes structurées auxquelles il est

soumis [5]. Les différentes méthodes de génération que nous venons d’exposer génèrent

des résidus classiquement répertoriés en deux groupes [134] : des résidus structurés ou

des résidus directionnels. Pour les premiers résidus, la propagation d’un défaut affecte

seulement une partie des résidus tandis que pour le second type de résidus, la présence

d’un défaut entrâıne le vecteur résidu dans une direction fixe.

Le choix de la méthode de génération de résidus dépend du type de modèle et de

procédé dont on dispose, mais aussi du type de défauts que l’on veut détecter (défauts
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additifs ou multiplicatifs, défauts multiples ou non).

2.2.3.2 Méthodes sans modèles

Les approches de diagnostic d̂ıtes sans modèle n’utilisent pas explicitement de modèle

analytique décrivant le comportement du bon fonctionnement du système et le (ou les)

comportement (s) défaillant (s) [73], [22], [59], [144], [96]. Elles sont divisées en plusieurs

catégories parmi lesquelles, on peut citer les méthodes utilisant les outils statistiques et les

méthodes de reconnaissance des formes. Les techniques de diagnostic par reconnaissance

de formes ont la capacité de détecter et de diagnostiquer les défaillances tandis que les

outils statistiques établissent des tests sur les signaux acquis du système et assurent la

fonction de détection de la défaillance via la détection de changement de la distribution

statistique de ces signaux.

2.2.3.2.1 Diagnostic par reconnaissance de formes La procédure de détermina-

tion d’une forme parmi différentes possibilités, à partir des observations bruitées observées,

définit le principe de l’approche par reconnaissance de formes [155], [106]. Le regroupe-

ment des observations forme des classes qui caractérisent une situation ou un mode de

fonctionnement du système (mode normal ou défaillant). Le diagnostic de défaillances de-

vient alors une étape de classification. Ainsi, le principe consiste à comparer une nouvelle

observation par rapport à des classes connues, pour être répertoriée (c’est-à-dire pour être

identifiée), et permet de décrire la situation courante normale ou anormale du système.

La classification, selon[65], s’articule autour de trois phases à savoir :

- Une phase d’analyse : c’est la phase de classification de l’espace de description en

des classes qui représentent l’ensemble des modes de fonctionnement (ou aussi l’espace de

représentation). Cette étape utilise les informations issues des capteurs ainsi que l’expertise

d’un opérateur.

Exemple 2 Soit dans un espace de représentation, une observation Zi à D dimensions

(d’attributs ou de caractéristiques) définie par le vecteur suivant :

Zi = [ψ1, ψ2, . . . , ψD]T (2.16)
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L’étape d’analyse repose sur la définition des classes qui représentent des régions par-

ticulières de l’espace de représentation. Cette étape de classification résulte d’une phase

d’apprentissage en utilisant une mesure de similitude par le biais des méthodes de clas-

sification. La figure (2.8) illustre la méthode de la reconnaissance de forme. L’espace

C1 C2
y

xFrontière 
entre classes

Zi

Figure 2.8 – Méthode de reconnaissance de forme.

de description est de dimension deux (x, y) et l’espace de représentation est donné

par deux classes correspondant aux différents modes de fonctionnement d’un système

C = {Ck, k = 1, . . . , K}, avec K = 2.

- Une phase de choix du système de détection : cette étape permet de définir les fron-

tières entre les classes. Parmi les règles de décision, on utilise les barycentres, le calcul de

distances, etc.

- Une phase d’exploitation : l’objectif ici est d’identifier l’appartenance d’une observa-

tion Zi à l’une des classes Ck, ; 1 ≤ k ≤ K. Il existe de nombreuses méthodes permettant

de déterminer cette appartenance. Parmi les plus classiques, citons les classifieurs statis-

tiques tels que le classificateur bayésien, les k plus proches voisins (clustering, K-means)

[124], [39].

2.2.3.2.2 Diagnostic par outils statistiques Les méthodes de diagnostic à base

d’outils statistiques reposent sur le traitement des données antérieures et archivées du
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système. Par conséquent, une connaissance a priori sur les états de fonctionnement (normal

et défaillants) de ce dernier est nécessaire pour l’établissement du module de diagnostic.

Leurs principes consistent à collecter des informations pour chaque situation du système et

d’en tirer les propriétés statistiques (variance, moyenne, . . .). Les changements qui peuvent

survenir sur ces propriétés statistiques, peuvent être détectés au moyen de méthodes telles

que la méthode du rapport de vraissemblance généralisée, la méthode de moyenne mobile

finie et la méthode de la somme cumulée [22].

2.2.3.2.3 Diagnostic par Analyse en Composantes Principales L’une des ap-

proches ayant du succès dans les applications industrielles est l’approche de diagnostic par

Analyse en Composantes Principales notée ACP [60], [82], [185]. Elle est bien adaptée à la

détection et à la localisation de défauts si aucun modèle n’est disponible. Cette technique

est basée sur l’utilisation des mesures des entrées et sorties uniquement. Une matrice de

données est construite à partir des mesures des entrées et sorties. Par une décomposition

en valeurs singulières, l’ACP divise cette matrice en deux parties, l’une représentant le

modèle et l’autre les bruits. Le terme correspondant au modèle est déterminé à partir

des valeurs singulières dominantes de la matrice des données et celui correspondant aux

bruits est obtenu à partir des valeurs singulières négligeables. Un résidu est généré en

utilisant les directions correspondantes aux valeurs singulières négligeables de la matrice

de données. Des tests statistiques sont alors réalisés sur le résidu obtenu afin de détecter

et d’isoler les sauts de moyenne ou de variance du vecteur de résidu, sauts qui indiquent

l’apparition des défauts dans le système.

– Formulation mathématique :

Étant donné le système linéaire discret donné par l’équation (2.17), dans lequel on ne

connâıt pas les matrices du système (A, B, C, D), l’objectif est de détecter et d’isoler les

défauts de capteurs qui affectent le système connaissant les entrées et sorties du système.

Supposons qu’un modèle du système considéré est :

 xk+1 = Axk +Buk + vk

yk = Cxk +Duk + wk
(2.17)
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où xk ∈ <n représente le vecteur d’état, uk ∈ <m désigne les entrées, yk ∈ <` est la sortie

du système. vk ∈ <n et wk ∈ <` sont respectivement les bruits du système et de sortie du

système, ces bruits sont supposés gaussiens à moyenne nulle et indépendants des entrées.

On suppose que l’on dispose des mesures des entrées uk et des sorties yk . Les matrices

A, B, C et D ne sont pas connues.

– génération des résidus :

On définit la matrice des données zk par :

Zk =

 Yk

Uk

 ∈ <(`i+mi)×j (2.18)

avec Yk = (ȳk−j+1 ȳk−j+2 . . . ȳk) ∈ <`i×j et Uk = (ūk−j+1 ūk−j+2 . . . ūk) ∈ <mi×j. Où ū

et ȳ sont définis par :

ȳk =


yk−i+1

yk−i+2

...

yk

 ∈ <
`i, ūk =


uk−i+1

uk−i+2

...

uk

 ∈ <
mi. Cette matrice de données Zk est divisée

en deux parties, à savoir le modèle (ẑk) et le bruit (z̃k ) :

Zk = ẑk + z̃k

= Γ̄x̄k + W̃ rk
(2.19)

avec W̃ =


wk−i+1

wk−i+2

...

wk

 ∈ <
`i, Γ̄ =


C

CA
...

CAi−1

 ∈ <
`i×n.

Afin de déterminer les matrices ẑk et z̃k une décomposition en valeurs singulières est

réalisée sur la matrice Zk :

Φ̂z = 1
j
ZkZ

T
k

= USUT
(2.20)
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Avec U une matrice carrée unitaire :

UUT = UTU = I`i+mi (2.21)

et S est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de la matrice Φ̂z . L’équation

peut être réécrite sous la forme :

Φ̂z =
(

Γ̄ W̃
) Sx 0

0 Sr

 Γ̄T

W̃ T

 (2.22)

Où Sx contient les valeurs singulières dominantes de S, Les matrices Γ̄ et W̃ vérifient :

Γ̄T Γ̄ = Inx , W̃
T Γ̄ = 0, Γ̄T W̃ = 0, W̃ W̃ T = Inr , W̃ W̃ T + Γ̄Γ̄T = Inx+nr (2.23)

nx et nr désignent respectivement le nombre de valeurs singulières dominantes et le nombre

de valeurs singulières négligeables contenues dans S.

La détermination de l’ordre du système (nx) doit être précise car si on choisit un ordre

inférieur à l’ordre du système on ne tient pas compte de certaines dynamiques du système

et si on choisit un ordre supérieur à l’ordre du système on inclut les bruits dans le modèle

du système.

Malheureusement la détermination de cet ordre n’est pas une tâche aisée dans les

systèmes comportant des bruits de mesures. L’utilisation du critère d’Akaike [165] peut

donner des résultats satisfaisants.

Les matrices ẑk et z̃k de l’équation (2.19) sont obtenues à partir de l’équation suivante :

ẑk = Γ̄Γ̄TZk = Γ̄x̄k

z̃k = W̃W̃ TZk = W̃ rk
(2.24)

Le premier terme ẑk est obtenu par projection sur l’espace observable déterminé par les

colonnes de la matrice Γ̄. La matrice x̄k appelée par abus de langage état , représente les

coordonnées de z̃k sur cet espace. Il est évident d’après l’équation (2.24) que l’état est

59



Chapitre 2. Diagnostic des systèmes dynamiques

déterminé par :

xk = Γ̄TZk (2.25)

Le terme suivant z̃k représente le bruit et ses valeurs εk se trouvent dans un espace

orthogonal aux colonnes de la matrice Γ̄. Cet aspect correspond à l’espace ligne de la

matrice W̃ . La matrice de résidus εk est déterminée à chaque instant en multipliant la

matrice Zk par la matrice W̃ T :

εk = W̃ TZk (2.26)

Afin d’obtenir un résidu ε̄k unitaire, on calcule le vecteur résidu par la relation suivante :

εk = S
−1/2
r W̃ TZk (2.27)

Une fois que cette technique est élaborée à partir des données d’entrées/sorties, le modèle

ACP résultant est qualifié de stationnaire (c-à-d invariant dans le temps).

2.3 Diagnostic des systèmes non linéaires représentés

par des multimodèles

Les systèmes dynamiques présentent souvent un comportement non linéaire. La carac-

térisation d’un système non linéaire par des multimodèles est une réponse pour s’affran-

chir de cette difficulté. Les méthodes de diagnostic qui sont alors utilisées sont souvent

l’extension des méthodes développées dans le cadre des équations linéaires à paramètres

invariants dans le temps ([64], [129], [84], [134]).

Les techniques de diagnostic sont généralement basées sur l’estimation de l’état du sys-

tème et l’analyse de cet état vis-à-vis d’états de référence. En pratique, il est souvent plus

simple d’estimer la sortie du système. A partir de cette estimation, on calcule un résidu,

différence entre la sortie mesurée et la sortie estimée. Dans le contexte d’études théoriques

portant sur l’estimation d’état en général et sur le diagnostic des systèmes non linéaires

caractérisés par un multimodèle à états découplés, on trouve les travaux de [137], [178]

et [138] basés sur l’utilisation d’un observateur proportionnel-intégral. Pour les multimo-
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dèles à état global, des techniques de diagnostic s’appuyant sur la mise en place de bancs

d’observateurs pilotés par des jeux de grandeurs différentes ont été menées dans [143] avec

la conception de multi-observateurs basés sur l’utilisation d’observateurs de Luenberger.

Cette méthode a été utilisée pour le diagnostic de la pile à combustible dans [136]. Dans [6]

les observateurs à mode glissant développés pour les systèmes linéaires, ont été transposés

aux systèmes décrits par des multimodèles. Le principal intérêt de ce type d’observateurs

est sa robustesse vis-à-vis des incertitudes de modélisation. Les observateurs à entrées

inconnues des systèmes linéaires ont été transposés, de la même manière, au cas de mo-

dèles non linéaires décrits par des structures multimodèles [7], [43]. La méthode consiste

à associer pour chaque modèle local un observateur à entrée inconnue. L’observateur glo-

bal du multimodèle est alors une interpolation convexe de ces observateurs locaux via

les mêmes fonctions de pondération utilisées pour obtenir un multimodèle à état global.

Les conditions de convergence du multi-observateur sont établies en utilisant une fonction

quadratique de Lyapunov et elles sont exprimées sous la forme d’un ensemble d’inégalités

linéaires matricielles (LMI). Dans [94], une méthode de génération de résidus pour la dé-

tection, l’isolation et l’estimation de défauts est proposée. Elle se base sur l’extension de

l’approche de diagnostic à base de filtre Hinf développée dans le cadre linéaire [128] et qui

consiste en l’atténuation des bruits et la maximisation de l’influence de défaut. Les condi-

tions d’existence d’un tel observateur sont données en termes d’inégalités matricielles.

Jusqu’ici, les méthodes proposées utilisant l’estimation d’état, appliquées au cadre de la

détection et de l’isolation des défauts, considèrent les fonctions de pondération en fonction

des variables mesurables du système non linéaire et non entachées de défauts. Dans [158],

les auteurs proposent une méthode de génération de fonctions de pondération robustes

aux fautes et qui peuvent dépendre de variables non mesurables. Un banc de filtres de

Kalman adaptatifs est utilisé. Dans [13], l’observateur H−/Hinf a été proposé mais cette

fois-ci en considérant des variables de prémisses non mesurables. L’approche de l’espace

de parité a été aussi étendue dans [19] pour les multimodèles à état global. Toujours en

utilisant un critère H−/Hinf , dans [42], les auteurs proposent une synthèse d’observateur

robuste en utilisant une modélisation du système en défaut sous forme descripteur et des

fonctions de Lyapunov non quadratiques afin de détecter les défauts capteurs pour les
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systèmes non linéaires sous forme TS.

Par ailleurs, dans [116], une méthode basée sur un système de classification floue évo-

lutif est proposée. Celle-ci est le résultat d’une combinaison entre la logique floue (pour

la condensation et la représentation des données) et une méthode récursive pour l’ap-

prentissage (Machine learning). Le diagnostic basé sur cette approche est réalisé par une

extraction des caractéristiques à partir des informations issues du système. Ces carac-

téristiques sont injectées dans un premier temps dans un système de classification pour

l’estimation du mode opérationnel courant et le degré d’appartenance associé à la valeur

estimée en utilisant la règle floue. Par la suite, ces caractéristiques sont introduites dans la

procédure de classification récursive pour actualiser les paramètres de la classe, fusionner

deux classes ou en créer une. D’après les auteurs, cette méthode est bien adaptée pour le

diagnostic des systèmes complexes, difficiles à modéliser, ou dans le cas d’absence d’in-

formations antérieures sur le système (historique du système). Cependant, comme pour

toutes les méthodes à base de données, l’expertise humaine est utilisée pour la supervision

de la procédure de classification.

2.4 Diagnostic des systèmes à commutations

De nombreux travaux ont montré l’intérêt que porte la communauté des automaticiens

internationale au problème du diagnostic à base de modèle des Systèmes Dynamiques

Hybrides [30], [61], [66], [25], [49], [156]. La plupart de ces travaux dans ce domaine se

distinguent selon que le mode courant (ou actif) est connu ou non. En effet, lorsque

l’évolution des modes est connue, les approches de diagnostic consistent à étendre les

techniques issues des systèmes linéaires continus, présentées dans la première partie de

ce chapitre, aux SAC. Dans le cas où le mode dans lequel se trouve le SAC est inconnu,

la procédure de diagnostic de tels systèmes commence par reconnâıtre le mode courant à

chaque instant. Dans ce cadre, plusieurs travaux ont porté sur ce problème délicat ([8],

[63]), parmi lesquels, on note les techniques reposant sur les méthodes du diagnostic à

base de modèle ou encore de synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires à temps

invariant ([61], [14]). Afin d’illustrer ces notions nous présentons les exemples suivants.
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Exemple 3 Considérons le système dynamique suivant [61] : xk+1 = Axk + [B1B2] [u1
k u

2
k]
T

yk = Cxk
(2.28)

où
xk ∈ <n, yk ∈ <`, uk ∈ <2

A ∈ <n×n, [B1B2] ∈ <n×2, et C ∈ <`×n

En supposant que les actionneurs peuvent être complètement opérationnels ou partiel-

lement non fonctionnels, la dynamique du système, à tout instant k, peut être décrite par

le système à commutations à mode linéaire (SACL) suivant :

xk+1 = Axk + [B1B2]
[
u1
k u

2
k

]T
(2.29)

xk+1 = Axk + [0B2]
[
u1
k u

2
k

]T
(2.30)

xk+1 = Axk + [B1 0]
[
u1
k u

2
k

]T
(2.31)

Les équations linéaires (2.30) et (2.31) modélisent le système (2.28) lorsque, respective-

ment, l’actionneur associé à la commande u1
k est non fonctionnel et l’actionneur délivrant

la commande u2
k présente un défaut. Dans le cas où le système (2.28) est en fonction-

nement normal, c’est-à-dire que tous les actionneurs sont complètement opérationnels, il

est modélisé par l’équation (2.29). Le diagnostic consiste à déterminer à chaque instant

si la dynamique correspond au système (2.29), (2.30) ou (2.31). L’identification du mode

courant indiquera le défaut qui s’est produit.

Exemple 4 L’exemple d’un moteur à reluctance commutée (Switched Reluctance Motor

(SRM)) est présenté ici. La représentation d’état de ce moteur est (voir [169]) :

∑
σ :

 xk+1 = Aσxk + gσk (xk) +Bσuk

yk = Cxk

σ : <+ → {1, 2, 3}

(2.32)
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où A1 =

 0 1

0 −1.2513

 , A2 =

 0 1

0 −2.385

 , A3 =

 0 1

0 −0.5775


B1 =

 0

21.6

 , B2 =

 0

37.765

 , B3 =

 0

13.305


g1
k = g2

k = g3
k =

 0

−0.333 sin (x2
k)


Ce système est représenté par un système SAC comportant trois modes non linéaires

(M1 : {A1, B1, g
1
k} , M2 : {A2, B2, g

2
k} , M3 : {A3, B3, g

3
k}).

Les modes du SAC du moteur représentent ici des fonctionnements relatifs à des régimes

normaux aussi bien que des régimes avec défauts. Contrairement à l’exemple précédent

(SACL), ces modes sont ici représentés par des équations d’état non linéaires (SACNL). La

démarche générale pour le diagnostic des SAC dans les deux cas est semblable et revient

à reconnâıtre le mode actif à chaque instant.

Dans les sections suivantes, quelques méthodes de diagnostics seront passées en revue

pour les deux cas où les modes sont représentés par des modèles linéaires ou non linéaires.

2.4.1 Cas des modes linéaires

La majorité des techniques de diagnostic pour les SACL sont des extensions des tech-

niques de détection et de localisation de défauts des systèmes linéaires. Dans ce contexte,

on note l’utilisation des méthodes à base d’observateurs. Dans [8], [21], un observateur

de type observateur de Luenberger est utilisé pour l’estimation de l’état en se basant sur

la connaissance de l’évolution du mode à chaque instant. Dans cette même optique, on

trouve l’utilisation de l’observateur à mémoire finie [109]. Dans le cas où le mode courant

est inconnu, des approches issues des observateurs ont été étendues. Dans [20], un obser-

vateur hybride composé de deux parties a été développé. Son principe consiste d’une part

à reconnâıtre le mode actif à partir des données d’entrées-sorties mesurées du système et

d’autre part, la deuxième partie de cet observateur est destinée à l’estimation de l’état

du système en se servant de l’information provenant de la première partie. Dans [104],

toujours pour l’estimation de l’état, une extension de l’observateur de Luenberger est
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suggérée. Les approches reposant sur un horizon glissant pour l’estimation ont été aussi

proposées dans [70] et [27]. Elles ont été qualifiées dans [61] de très gourmandes en temps

et en puissance de calcul ce qui rend ces outils difficiles à mettre en œuvre. Dans [14], les

auteurs reprennent le détecteur du mode courant proposé dans [153], et développent un

estimateur d’état sous certaines conditions. Dans [160], un observateur à mode glissant

a été développé pour répondre à l’estimation du mode courant et aussi pour l’estimation

d’état. Dans [25], l’auteur propose aussi un observateur pour la partie continue pour la

surveillance des défauts capteurs et conçoit un estimateur en ligne de l’état discret (ou

mode) en se basant sur les techniques issues de l’automatique événementielle. Il faut noter

qu’afin de pouvoir employer ces techniques issues de la théorie des observateurs, une étude

d’observabilité des SAC est nécessaire. Cette étude basée sur la notion d’indistingabilité

a fait l’objet des travaux de Vidal et al. [183] en proposant des conditions algébriques

permettant de caractériser d’une façon systématique la notion d’observabilité des SAC et

qui ont été étendus par la suite par Babaali et Egerstedt [15] en approfondissant deux

types d’observabilité : l’observabilité des modes et l’observabilité d’état. Dans ce cadre,

le lecteur pourra se référer aux travaux [189], [26], [92], [15] [183], [61], [30]. Par ailleurs,

une autre approche basée sur la méthode de l’espace de parité a été adaptée et étendue

pour les SACL [66], [62], [23]. Le principe repose sur la reconnaissance du mode actif à

tout instant et la détection et la localisation des défauts en se basant sur les propriétés

structurelles des résidus issus des Relations de Redondance Analytique (RRA). Ainsi, en

ajoutant des modes de fonctionnement défaillant, en plus des modes du fonctionnement

normal du système, les travaux [49], [153], [63] , [24] ont reformulé le problème de diag-

nostic des SALC, comme étant l’estimation (ou la reconnaissance) non ambiguë, à tout

instant, du mode du SDH (normal ou défaillant) sous l’hypothèse de temps de séjour mini-

mum dans chaque mode. Pour cela, la partie continue du SACL est surveillée en étendant

la méthode de l’espace de parité [49], [153]. Les résidus qui en résultent sont utilisés par

la suite pour la reconnaissance du mode actif sous des conditions de discernabilité entre

mode. Une autre méthode a été proposée dans [176]. Son principe se base sur les ou-

tils algébriques et la théorie de la distribution pour le calcul de l’instant de commutation

entre les modes en utilisant des données de mesures. L’approche multimodèle a été utilisée
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pour le diagnostic des SACL en considérant des fonctions de pondération binaires et des

modèles locaux qui peuvent représenter à la fois le mode normal et les modes défaillants

du système considéré. Dans ce cas, la méthode de détection et de localisation de défaut

repose sur la sélection d’un modèle local actif à l’instant courant au moyen des fonctions

de pondérations [79], [196], [176]. C’est le cas des travaux de Nyberg [135] qui concernent

la surveillance de moteur d’automobile. Dans le domaine des circuits logiques, on trouve

les travaux de Rousset [159]. Dans [58], la méthode à base de multimodèles a été appliquée

sur un moteur à turbine. D’autres auteurs [77], [113], [199] ont combiné la technique de

multimodèle en utilisant en ligne les modèles dynamiques de bon fonctionnement et ceux

de dysfonctionnement intégrés dans la bibliothèque de modèles. Bien que l’utilisation de

modèles de défaut permette une meilleure discrimination des comportements pouvant ex-

pliquer le mauvais fonctionnement du système, elle présente quelques inconvénients dont

le plus notable est le problème de l’explosion combinatoire.

2.4.2 Cas des modes non linéaires

Dans le cas des systèmes à commutations à modes non linéaires (SACNL), les ap-

proches de diagnostic passent généralement par une linéarisation des modèles de ces sys-

tèmes autour de points de fonctionnement particuliers. Ceci ramène à l’utilisation des

techniques citées dans la section précédente. En revanche, on trouve dans [49], [30] l’ex-

tension de la méthode de l’espace de parité pour les SACNL en utilisant des outils ma-

thématiques d’élimination des variables inconnues tels que la base de Gröbner [118] ou

l’algorithme de Ritt afin de générer des résidus. En se basant sur les propriétés structu-

relles de ces derniers, la tâche de surveillance se ramène à identifier le mode actif courant

(normal ou défaillant). Une méthode à base de simulations de Monte-Carlo séquentielles

est proposée dans [108], [154]. Elle permet de représenter à la fois les modes normaux et

les modes défaillants du système (si des données issues du système sont disponibles). La

méthode se base sur la simulation pour estimer les modèles et en déduire le mode courant

à chaque instant. Une alternative utilisant des observateurs à mode glissant est dévelop-

pée dans [156]. La méthode propose en plus de l’estimation de l’état et de la variable

discrète (ou la loi de commutation), l’identification de l’entrée inconnue du système tout
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en considérant des modes non linéaires. Nos recherches bibliographiques permettent de

constater les points suivants :

– Dans la littérature, il existe peu de méthodes de diagnostic dédiées aux SACNL.

– La plupart des travaux, que l’on a pu trouver dans la littérature et qui ont été

mentionnés ci-dessus, supposent que les modes du système sont discernables, sans

vraiment formaliser cette hypothèse dans le cas des SACNL.

– Les méthodes exposées supposent une connaissance parfaite des paramètres des

modèles non linéaires de chaque mode. Les incertitudes paramétriques affecteront

les performances de ces méthodes de diagnostic (fausses alarmes, non détections,

délais de détection).

Ceci constitue les principales motivations pour l’étude et le développement d’une méthode

générale de diagnostic pour de tels systèmes. Dans les deux chapitres suivants, nous pro-

posons une méthode capable de répondre à tous les points précédemment cités.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les tâches d’un module de surveillance en-ligne des systèmes dyna-

miques ont été présentées. Dans un premier temps, les méthodes de diagnostic dédiées

aux systèmes linéaires ont été décrites. Dans un second temps, on a passé en revue les

techniques de détection et de localisation des défauts à base de modèles pour les systèmes

à commutations à modes linéaires puis à modes non linéaires. Dans le cadre de cette thèse,

nous proposons une méthode de diagnostic pour les systèmes à commutations SACNL où

chaque mode non linéaire est représenté par un multimodèle. Deux cas seront étudiés, à

savoir la loi de commutation entre modes est connue et le cas où la loi est inconnue.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une méthode originale de génération de

résidus pour la détection et la localisation des défauts reposant sur des techniques de

projection des données d’entrée-sortie provenant d’un mode non linéaire donné. Le module

de surveillance synthétisé doit préserver à la fois une robustesse suffisante par rapport aux

incertitudes de modèle et aux bruits de mesures, et une sensibilité importante aux défauts.

Dans le chapitre 4, nous traitons le cas des SACNL où les commutations entre les modes
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sont inconnues, c’est-à-dire lorsque le mode successeur et l’instant de commutation sont

a priori inconnus.
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Chapitre 3

Méthode de génération de résidus
par projection des données pour les

systèmes modélisés sous forme
Takagi-Sugeno
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3.2.3 Conditions de sensibilité des résidus aux défauts capteurs . . . 73
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Méthode de génération de résidus par MPD pour les SNL sous forme TS

3.1 Introduction

Une méthode de détection des défauts capteurs, pour les systèmes non linéaires re-

présentés sous forme TS est proposée dans ce chapitre. L’objectif ici est de générer des

résidus robustes aux incertitudes constantes sur les paramètres du modèle en se basant

sur une connaissance partielle du système. Les deux formes particulières de modèle TS

dites multimodèles à état couplé et multimodèles à états découplés seront considérées dans

ce chapitre. Toutes les incertitudes du modèle sont supposées affecter les modèles locaux

alors que les fonctions de pondération sont supposées exemptes de ces incertitudes. Des

résidus totalement robustes à ces incertitudes de modèles locaux sont générés au moyen

d’une méthode de projection des données dans un sous-espace adapté.

Ce chapitre est divisé en deux parties :

- La première partie est consacrée à l’introduction de la Méthode de Projection des

Données (MPD) pour les systèmes Linéaires à Temps Invariant (LTI). La génération de

résidus par la MPD et la détection et la localisation des défauts capteurs seront décrites.

- La deuxième partie portera sur l’extension de la MPD pour la détection et la lo-

calisation des défauts capteurs pour les systèmes non linéaires représentés sous forme

TS. Cette partie débutera par l’établissement des relations matricielles d’entrées-sorties

pour les deux types de modèles TS considérés à savoir : le multimodèle à état global et

le multimodèle à états découplés. Une ré-ecriture de ces équations d’entrées-sorties sous

une forme générale, est réalisée par la suite permettant la génération de résidus dans un

cadre unifié pour un modèle TS. Enfin, un exemple d’application montre l’efficacité de la

méthode MPD pour la détection des défauts capteurs.

3.2 Présentation de la Méthode de Projection des

Données (MPD) pour les systèmes LTI

Cette partie est consacrée à la présentation de la Méthode de Projection des Données

(MPD) dans le cas des systèmes Linéaires à Temps Invariant (LTI).
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3.2. Présentation de la Méthode de Projection des Données (MPD) pour les systèmes LTI

Considérons le système LTI suivant : xk+1 = Axk +Buk + vk

yk = Cxk +Duk + ek
(3.1)

où les vecteurs xk ∈ <n, uk ∈ <m et yk ∈ <` sont respectivement le vecteur d’état, le

vecteur d’entrée et le vecteur de sortie mesurée du système. Les vecteurs vk ∈ <n et

ek ∈ <` présentent respectivement les bruits d’état et de sortie du système. Ces bruits

sont supposés gaussiens, de moyennes nulles et indépendants de l’entrée uk. Dans la suite,

l’entrée uk du système est supposée être la somme des entrées déterministes u∗k issues du

calculateur et des bruits d’entrées ũk supposés blancs gaussiens.

3.2.1 Relation matricielle d’entrée-sortie

Proposition 1 Sous l’hypothèse de la stabilité du système (3.1), la relation d’entrée-

sortie suivante [145] est obtenue :

YL ' H i

(
U∗L + ŨL

)
+Hυ

i VL + EL (3.2)

Avec

i et L Deux tailles de fenêtres temporelles
H i =

(
CAi−2B . . . CB D

)
La matrice des paramètres de Markov
du système

Hυ
i =

(
CAi−2 . . . C 0

)
La matrice des paramètres de Markov
de la partie stochastique du système

YL =
(
yk−L+1 yk−L+2 . . . yk

)
La matrice de sortie du système

EL =
(
ek−L+1 ek−L+2 . . . ek

)
La matrice des bruits de sortie

U∗L =


u∗k−i−L+2 u∗k−i−L+3 . . . u∗k−i+1

u∗k−i−L+3 u∗k−i−L+4 . . . u∗k−i+2
...

... . . .
...

u∗k−L+1 u∗k−L+2 . . . u∗k

 La matrice de Hankel des entrées

La matrice de Hankel des bruits d’entrée ŨL ∈ <mi×L et la matrice de Hankel des

bruits d’état VL ∈ <ni×L sont définies de manière similaire à la matrice U∗L.
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Preuve 1 Par des répétitions successives de la sortie du système (3.1), l’expression de

la sortie peut être exprimée de la manière suivante :

yk = ỹk + ek

= Cxk +Duk + ek

= CAxk−1 + CBuk−1 +Duk + Cvk−1 + ek

= CA2xk−2 + CABuk−2 + CBuk−1 +Duk + CAvk−2 + Cvk−1 + ek
...

yk = CAi−1xk−i+1 + CAi−2Buk−i+1 + . . .+ CBuk−1 +Duk + CAi−2vk−i+1 + . . .+ Cvk−1 + ek
(3.3)

Pour i suffisamment grand et sous des conditions de stabilité du système (3.1), le terme

(CAi−1xk−i+1) peut être négligé et l’expression (3.3) se simplifie en :

yk ' CAi−2Buk−i+1 + . . .+ CBuk−1 +Duk + CAi−2vk−i+1 + . . .+ Cvk−1 + ek (3.4)

où l’erreur d’approximation est ξ = CAi−1xk−i+1.

En empilant l’équation (3.4) sur une fenêtre de taille L, on a :

YL ' H iUL +Hυ
i VL + EL (3.5)

avec UL = U∗L + ŨL

Ceci prouve la relation d’entrée-sortie (3.2).

3.2.2 Génération des résidus par la Méthode de Projection des

Données (MPD)

L’étape de génération des résidus par la méthode à base des données consiste en

l’annulation de l’influence des entrées u∗k par une projection des sorties Yk sur l’espace

orthogonal au sous-espace défini par les vecteurs lignes de U∗L :

εL,k = YL(U∗L)⊥

= H iŨL(U∗L)⊥ +Hυ
i VL(U∗L)⊥ + EL(U∗L)⊥

(3.6)
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Où (U∗L)⊥ est une matrice de plein rang colonne, telle que U∗L (U∗L)⊥ = 0. Cette projection

peut être réalisée même si les entrées ne sont pas persistantes, c’est-à-dire lorsque la

matrice (U∗L) n’est pas de plein rang ligne.

3.2.3 Conditions de sensibilité des résidus aux défauts capteurs

En considérant des défauts capteur, le modèle (3.1) devient : xk+1 = Axk +Buk + vk

yk = Cxk +Duk + ek + fk
(3.7)

Où le vecteur fk ∈ <`,
(
fk =

(
f 1
k f

2
k . . . f

`
k

)T)
représente les défauts capteur. La localisa-

tion et la détection de défauts de capteurs ont pour objectifs de déterminer la présence

du terme fk et de sa (ses) composante(s) non nulle(s). Ceci se traduit par le théorème 2

suivant :

Théorème 2 [145] Les résidus εL,k donnés par l’équation (3.6) sont sensibles aux défauts

de capteurs fk si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) span (FL) 6⊂ span (U∗L)

(ii) mi+ ` ≤ L

où span(Q) est l’espace engendré par les lignes de la matrice Q et FL la matrice de

défaut capteur définie sur une fenêtre de taille L par :

FL =



f 1
k−L+1 . . . f 1

k−1 f 1
k

... . . .
...

...

f rk−L+1 . . . f rk−1 f rk
... . . .

...
...

f `k−L+1 . . . f `k−1 f `k


∈ <`×L (3.8)

Preuve 3 Afin de démontrer les deux conditions précédentes, le cas d’un unique défaut

du capteur r, affectant le système (3.7) à partir de l’instant k est considéré. La matrice

de défaut sur la fenêtre de longueur L est donnée par l’équation (3.9). L’extension au cas
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multi-défauts est directe en utilisant la matrice de défaut capteur (3.8).

FL =



0 . . . 0 0
... . . .

...
...

0 . . . 0 f rk
... . . .

...
...

0 . . . 0 0


∈ <`×L (3.9)

Dans ce cas, la relation matricielle d’entrée-sortie (3.2) devient :

YL ' H i (U
∗
L + UL) +Hυ

i VL + EL + FL (3.10)

En projetant l’équation (3.10) sur l’espace orthogonal au sous-espace engendré par les

vecteurs ligne de la matrice U∗L, l’expression du résidu devient :

εL,k = H iŨL(U∗L)⊥ +Hυ
i VL(U∗L)⊥ + EL(U∗L)⊥ + FL(U∗L)⊥ (3.11)

Un choix possible de (U∗L)⊥ est :

(U∗L)⊥ = I − Π, Π = (U∗L)T
(
U∗L(U∗L)T

)−1

U∗L (3.12)

où la notation Π (q, j) désigne l’élément se trouvant sur la qième ligne et la jième colonne

de la matrice Π.
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Le terme FL(U∗L)⊥ est alors donné par l’expression suivante :

FL(U∗L)⊥ = FL − FLΠ

m

FL(U∗L)⊥ =



0 . . . 0 0
... . . .

...
...

0 . . . 0

−f rkΠ (r, k − L+ 1) . . . −f rkΠ (r, k − 1) f rk − f rkΠ (r, k)

0 . . . 0 0
... . . .

...
...

0 . . . 0 0



(3.13)

(i) Condition de sensibilité :

L’espérance mathématique du résidu (3.11) est :

E [εL,k] = E
[
YL(U∗L)⊥

]
' E

[
H iŨL(U∗L)⊥

]
+ E

[
Hυ
i VL(U∗L)⊥

]
+ E

[
EL(U∗L)⊥

]
+ E

[
FL(U∗L)⊥

]
(3.14)

or les matrices ŨL, VL et EL sont des bruits blancs gaussiens et centrés. On a alors :

E [εL,k] = E
[
YL(U∗L)⊥

]
' E

[
FL(U∗L)⊥

] (3.15)

avec E
[
H iŨL(U∗L)⊥

]
= 0, E

[
Hυ
i VL(U∗L)⊥

]
= 0 et E

[
EL(U∗L)⊥

]
= 0.

Les équations (3.15) et (3.13) montrent que la sensibilité aux défauts est maximale si :

E
[
YL(U∗L)⊥

]
' FL (3.16)

L’équation (3.16) implique :

FL(U∗L)⊥ = FL, et FLΠ = 0 (3.17)

75
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Dans ce cas, l’espérance mathématique de toutes les colonnes est nulle dans (3.8) sauf

pour la dernière colonne qui est la seule sensible aux défauts.

La relation (3.17) est obtenue si la condition suivante est vérifiée :

span (FL) ⊂ span
(

(U∗L)⊥
)

(3.18)

Or l’influence de défaut est observable sur le résidu (3.11) si le terme FL(U∗L)⊥ est différent

de zéro (c’est-à-dire l’espace ligne de la matrice de défauts FL n’est pas inclus dans l’espace

ligne des entrées U∗L).

Ceci prouve la condition (i) qui est équivalente à :

span (FL) 6⊂ span (U∗L) (3.19)

(ii) Contrainte sur les dimensions des matrices FL et U∗L :

La preuve de la deuxième condition de sensibilité aux défauts de capteurs revient à

démontrer l’existence de la condition (3.12).

Le cas de défauts multiples intervenant sur les capteurs implique l’inégalité suivante :

dim (span (FL)) ≤ ` (3.20)

où dim(Q) est la dimension du sous-espace Q. De plus, la matrice U∗L ∈ <mi×L implique

l’inégalité suivante :

dim (span (U∗L)) ≤ mi (3.21)

D’autre part , la condition (3.18) implique que :

dim (span (FL)) ≤ dim
(
span

(
(U∗L)⊥

))
(3.22)

et nous savons que :

dim (span (U∗L)) + dim
(
span

(
(U∗L)⊥

))
= L (3.23)
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À partir de (3.23) et (3.21), on obtient :

L−mi ≤ dim
(
span

(
(U∗L)⊥

))
(3.24)

Les inégalités (3.24) et (3.22) impliquent la condition (ii) du théorème 2 :

mi+ ` ≤ L (3.25)

3.2.4 Détection de défauts capteurs

La détection de défauts de capteurs revient à détecter un changement en moyenne

du vecteur de résidu. Les tests statistiques proposés dans [22] peuvent être utilisés. La

démarche adoptée dans [145] commence par sélectionner la dernière colonne de la matrice

εL,k = YL(U∗L)⊥ au moyen de vecteur de sélection S suivant :

εk = εL,kS, S = (0 . . . 0 1)T

εk = YL(U∗L)⊥S

= H iŨL(U∗L)⊥S +Hυ
i VL(U∗L)⊥S + EL(U∗L)⊥S + FL(U∗L)⊥S

(3.26)

Le vecteur du résidu εk est gaussien et de moyenne µk nulle en l’absence des défauts. Le

test du Khi-deux est retenu pour détecter un changement de moyenne comme dans [145]. Si

l’on considère la variance du vecteur εk, notée par Rεk , alors le terme $k ($k = εTkR
−1
εk
εk)

suit une loi du Khi-deux avec ` degrés de liberté.

Enfin, pour appliquer cette technique pour la détection des défauts capteurs du sys-

tème, la valeur de $k est comparée à un seuil χ2
`,α suivant :

$k

 < χ2
`,α alors µk = 0, il n′y a pas de défaut

≥ χ2
`,α alors µk 6= 0, un défaut capteur est présent

(3.27)

où χ2
`,α est le seuil déterminé par la loi de Khi-deux avec un degré de confiance α.
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3.2.5 Localisation des défauts de capteurs

L’étape de localisation consiste à reconnaitre le(s) capteur(s) défaillant(s). Ceci revient

à considérer chaque capteur un à un vu que le vecteur de résidu εk est, par nature, structuré

vis à vis des défauts capteurs [145]. A partir de là, et compte tenu de la forme particulière

du vecteur de sélection S, l’effet d’un défaut affectant le capteur h n’est visible que sur la

hième composante de εk :

εk = YL(U∗L)⊥S, S = (0 . . . 0 ; 1)T

= H iŨL(U∗L)⊥S +Hυ
i VL(U∗L)⊥S + EL(U∗L)⊥S +



0
...

0

fhk − fhk Π (h, L)

0
...

0



(3.28)

Si un capteur est en défaut à l’instant k, sa composante correspondante dans le vecteur

de résidu εk n’aura pas une moyenne nulle, alors que les vecteurs de bruits auront tous

des moyennes nulles puisque ce sont des variables gaussiennes centrées. Pour isoler cette

composante, le FMA (Finite Moving Average algorithm) peut être utilisé [22]. Avant de

pouvoir l’utiliser, une étape de sélection du hième, 0 < h ≤ ` capteur est définie par :

εhk = Shεk (3.29)

Où Sh = (0 . . . 0 1 0 . . . 0) est le vecteur de sélection où seule la hième composante vaut 1.

Lorsque h parcourt l’ensemble des valeurs entières entre 1 et `, chaque composante du

vecteur εk est isolée.
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3.3 Extension de la MPD pour les systèmes non li-

néaires représentés sous forme TS

L’objet de cette section est d’étendre la méthode par projection des données présentée

précédemment aux systèmes non linéaires représentés par un modèle TS dont les para-

mètres des modèles locaux ne sont pas connus ou sont connus de manière imprécise.

3.3.1 Position du problème et hypothèses

Soit le système non linéaire (3.30) suivant :

xk+1 = f (xk, uk,∆f ) (3.30)

où f est une fonction matricielle non linéaire. Chaque terme de cette dernière est supposé

borné et ∆f est une incertitude paramétrique affectant la fonction f . Le vecteur d’état

est xk ∈ <n. Le vecteur d’entrées et le vecteur de sorties, supposés déterministes, sont

respectivement uk ∈ <m et ỹk ∈ <`. En pratique, la sortie mesurée yk est entachée d’un

bruit de mesure ek ∈ <` coloré et centré. Ainsi, la sortie yk est donnée par :

yk = ỹk + ek (3.31)

On considère les modèles TS du système non linéaire (3.30) décrites par (1.7) pour les

multimodèles à état global et (1.8) pour les multimodèles à états découplés. On supposera

que :

– les modèles locaux de la représentation TS du système non linéaire (3.30) sont tous

stables.

– les informations disponibles en ligne sur le système sont les mesures des entrées uk

et des sorties yk et les fonctions de pondération du modèle TS.

Dans cette section, nous proposons une méthode de génération des résidus qui utilise

seulement les données d’entrée-sortie et les fonctions de pondération du modèle TS dé-

crites par l’équation (1.7) (pour les multimodèles à état couplé) ou l’équation (1.8) (pour
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les multimodèles à états couplés). Cette description commence par l’établissement de la

relation matricielle d’entrée-sortie réalisée sur une fenêtre temporelle de taille appropriée.

Son principe général est de transformer l’équation de sortie pour se ramener à la forme

Yk = HΦk + Ek, où la forme de la matrice des paramètres des modèles locaux H et la

forme de la matrice des entrées pondérées Φk dépendront du type de modèle TS. Ensuite,

la relation matricielle, pour les deux types de modèles TS, est projetée sur le noyau de

la matrice Φk déterminée à partir des entrées et des fonctions de pondérations supposées

connues à chaque instant ([203] et [47]). La projection définie par la multiplication à droite

par la matrice orthogonale (Φk)
⊥, telle que Φk(Φk)

⊥ = 0, permet de générer des résidus

dont la sensibilité est étudiée dans la dernière partie de la section.

3.3.2 Relation matricielle d’entrée-sortie pour les SNL repré-

sentés par un multimodèle

L’objet de cette partie est d’exprimer la relation matricielle d’entrée-sortie pour les

systèmes non linéaires représentés sous forme TS. Dans un premier temps, les relations

d’entrée-sortie tenant compte des deux formes de modèles TS à savoir les multimodèles

à états couplés et les multimodèles à états découplés sont données. Dans un deuxième

temps, une généralisation de la relation matricielle pour le modèle TS est réalisée. Cette

forme générale sera utilisée par la suite afin de pouvoir générer des résidus robustes pour

la détection et la localisation des défauts capteurs.

3.3.2.1 Relation matricielle d’entrée-sortie pour les SNL représentés par un

multimodèle à état couplé

Afin d’établir la relation matricielle d’entrée-sortie, nous allons introduire une opéra-

tion de blocs matriciels
⊙

à travers l’application ℘(.) définie par :

℘ : M (ı, nN)×M (n, N)→M (ı, N2)

[V1 . . . VN ]
⊙

[R1 . . . RN ] 7→ [V1R1 V1R2 . . . VNRN ]
(3.32)

avec les matrices Vγ ∈ <ı×n et Rγ ∈ <n×.
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Certaines propriétés de l’opération blocs matriciels
⊙

et certaines notations liées à

celle-ci sont données ci-dessous :

Étant donné R0 = [R1 R2 . . . RN ]

– (1) R0 � . . .�R0︸ ︷︷ ︸
p

=
p∏
�
q=0

R0 = ℘i (R0) ∀p ∈ Z∗+ \ {1}

– (2) ℘0 (R0) = ζ, où ζ = [Ij . . . Ij] et Ij est la matrice identité d’ordre j

– (3) ℘1 (R0) = R0 � I = R0

– (4) ℘p (R0) = 0 ∀p ∈ Z∗−, où 0 = [0j . . . 0j] et 0j est la matrice zéro d’ordre j.

Remarque 3 Dans la suite de ce chapitre, nous allons commencer par établir la relation

matricielle des entrées-sorties sans tenir compte explicitement des incertitudes paramé-

triques (∆A, ∆B, ∆C, ∆D). Toujours en absence de ces incertitudes, nous introduisons

par la suite, la forme de calcul des résidus. La forme d’évaluation est ensuite étudiée par

rapport aux incertitudes paramétriques constantes.

La forme du multimodèle à état global considérée dans cette partie est la suivante :


xk+1 =

h∑
γ=1

ωγk (zk) (Aγxk +Bγuk)

ỹk =
h∑
γ=1

ωγk (zk) (Cγxk +Dγuk)

(3.33)

Une forme équivalente de (3.33) sur une fenêtre de taille i et qui servira par la suite pour

l’écriture de la relation matricielle d’entrée-sortie sur l’intervalle [k − L, k] est donnée par

le théorème 3 suivant :

Théorème 3 Les équations (3.33) sont équivalentes aux équations (3.34) :


xk+1 = (℘i+1 (A0)) Ψi

kxk−i +
i∑

r=0

(℘i−r (A0)�B0) Ψi−r
k uk−i+r

ỹk = (C0 � ℘i (A0)) Ψi
kxk−i +

i−1∑
r=0

(C0 � ℘i−r−1 (A0)�B0) Ψi−r
k uk−i+r +D0Ψ0

kuk

(3.34)

où i est la largeur de la fenêtre.

avec Ψα
β =

 α∏
�
q=0

ω0
β−q

T

, A0 = [A1 A2 . . . Ah], B0 = [B1 B2 . . . Bh], C0 = [C1 C2 . . . Ch],

D0 = [D1 D2 . . . Dh] et ω0
β =

[
ω1
βIr ω

2
βIr . . . ω

h
βIr
]
, Ir est la matrice d’identité d’ordre r.
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Preuve 4 Nous allons démontrer par récurrence les équivalences des équations (3.33) et

(3.34).

(∗) Étape initiale

Démontrons l’équivalence pour i = 0. La relation (3.34) s’écrit dans ce cas :

xk+1 = ℘1 (A0)︸ ︷︷ ︸
A0

Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

xk +
0∑
r=0

(
℘0 (A0)�B0

)︸ ︷︷ ︸
ζ�B0

Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

uk

= A0 Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

xk +B0 Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

uk

= [A1 A2 . . . Ah][ω
1
kIn ω

2
kIn . . . ω

h
kIn]Txk + [B1 B2 . . . Bh][ω

1
kIm ω2

kIm . . . ωhkIm]Tuk

=
h∑
γ=1

ωγk (zk) (Aγxk +Bγuk)

(3.35)

En procédant de la même manière pour la sortie ỹk on obtient :

ỹk =
(
C0 � ℘0 (A0)

)︸ ︷︷ ︸
C0�ζ

Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

xk +D0 Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

uk

= C0 Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

+D0 Ψ0
k︸︷︷︸

(ω0
k)
T

uk

= [C1 C2 . . . Ch][ω
1
kIn ω

2
kIn . . . ω

h
kIn]Txk + [D1 D2 . . . Dh][ω

1
kIm ω2

kIm . . . ωhkIm]Tuk

=
h∑
γ=1

ωγk (zk) (Cγxk +Dγuk)

(3.36)

L’expression (3.36) n’est autre que l’équation (3.33). Ce qui prouve l’équivalence entre les

équations (3.33) et (3.34) pour i = 0.

(∗∗) Étape inductive

Ici, on montre que si la relation (3.34) est vérifiée pour i, alors elle est vérifiée aussi

pour i+ 1 :

Dans (3.33), on a :

xk+1 =
h∑
γ=1

ωγk (zk) (Aγxk +Bγuk) (3.37)
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Si on suppose que cette équivalence (3.34) est vérifiée pour i, alors on a :

xk = ℘i (A0) Ψi−1
k−1xk−i +

i−1∑
r=0

(
℘i−1−r (A0)�B0

)
Ψi−1−r
k−1 uk−i+r (3.38)

En tenant compte de l’équation (3.37), l’expression de l’équation (3.38) se réécrit comme

suit :

xk+1 =
h∑
γ=1

ωγk (zk)Aγ℘
i (A0) Ψi−1

k−1xk−i +
h∑
γ=1

i−1∑
r=0

Aγ
(
℘i−1−r (A0)�B0

)
Ψi−1−r
k−1 ωγkuk−i+r

+
h∑
γ=1

ωγkBγuk

=
[
A1℘

p (A0) A2℘
i (A0) . . . Ah℘

i (A0)
]︸ ︷︷ ︸

A0�℘i(A0)=℘i+1(A0)

[
ω1
k(Ψ

i−1
k−1)T ω2

k(Ψ
i−1
k−1)T . . . ωhk (Ψi−1

k−1)T
]T︸ ︷︷ ︸

ω0
k�Ψi−1

k−1=Ψik

xk−i

+
i−1∑
r=0

h∑
γ=1

Aγ℘
i−1−r(A0)�B0Ψi−1−r

k−1 ωγkuk−i+r +
h∑
γ=1

Bγω
γ
kuk

= ℘i+1 (A0)

(
h∑
γ=1

ωγkΨi−1
k−1

)
︸ ︷︷ ︸
ω0
k�(Ψi−1

k−1)
T

=Ψik

xk−i +
i−1∑
r=0

(
℘i−r (A0)�B0

)

×
[ (

Ψi−1−r
k−1

)T
ω1
k

(
Ψi−1−r
k−1

)T
ω2
k . . .

(
Ψi−1−r
k−1

)T
ωhk

]
uk−i+r +B0Ψ0

kuk

= ℘i+1 (A0) Ψi
kxk−i +

i−1∑
r=0

(
℘i−r (A0)�B0

)
Ψi−r
k uk−i+r + B0Ψ0

kuk︸ ︷︷ ︸
(℘0(A0)�B0)Ψ0

kuk

xk+1 = ℘i+1 (A0) Ψi
kxk−i +

i∑
r=0

(
℘i−r (A0)�B0

)
×Ψi−r

k uk−i+r

(3.39)

Ceci montre que l’équivalence est vérifiée pour l’étape i+ 1.

De la même façon, il est possible de vérifier que la sortie ỹk est égale à :

ỹk =
(
C0 � ℘i (A0)

)
Ψi
kxk−i +

i−1∑
r=0

(
C0 � ℘i−1−r (A0)�B0

)
Ψi−r
k uk−i+r +D0Ψ0

kuk (3.40)

Ceci prouve l’équivalence des équations (3.33) et (3.34) ∀i.
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Théorème 4 Pour une valeur de i suffisamment grande, la contribution de l’état ini-

tial, sous les conditions de stabilité de tous les modèles locaux, peut être négligée. Par

conséquent, la sortie (3.36) peut être approximée par :

yk ≈
i−1∑
r=0

(
C0 � ℘i−r−1 (A0)�B0

)
Ψi−r
k uk−i+r +D0Ψ0

kuk + ek (3.41)

Preuve 5 Dans la suite, on démontre que, pour i suffisamment grand, chaque terme de

℘i+1 (A0) (dans l’expression suivante) est négligeable.

℘i+1 (A0) =

Ai+1
1︸︷︷︸

terme 1

|Ai1A1
2︸ ︷︷ ︸

terme 2

|Ai−1
1 A1

2A
1
3| . . . |Ai+1

h

.

Chaque terme s’écrit sous la forme : (AS1
1 A

S2
2 A

S3
3 . . . AShh ), avec

h∑
γ=0

Sγ = i+1. Ensuite,

en appliquant le théorème de la norme multiplicative, on a :

‖AS1
1 A

S2
2 A

S3
3 . . . AShh ‖ ≤ ‖A

S1
1 ‖‖AS2

2 ‖‖AS3
3 ‖ . . . ‖A

Sh
h ‖

≤
(
maxγ (‖Aγ‖)i+1

) (3.42)

Puisque chaque modèle local est stable, ‖ASγ‖ est proche de 0 quand S →∞.

Donc ‖AS1
1 A

S2
2 A

S3
3 . . . AShh ‖ ' 0 si les Sγ (γ = 1 . . . h) sont suffisamment grands.

Finalement, en construisant Yk = (yk yk+1 . . . yk+L−1) ∈ <`×L sur un horizon de taille L,

et en utilisant l’équation (3.41), la relation matricielle d’entrée-sortie s’exprime par :

Yk ≈ HCΦC
k + Ek (3.43)

où l’erreur d’approximation est ζk = (C0 � ℘i (A0)) Ψi
kxk−i et ΦC

k = Ωk◦Uk ∈ <
∑i
q=0mh

q+1×L

est le produit de Hadamard (c-à-d le produit composante par composante) des matrices

d’entrées avec les matrices de pondérations.

avec

HC =
[
C0 � ℘i−1 (A0)�B0 | . . . | C0 � ℘0 (A0)�B0 |D0

]
(3.44)
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Ωk =


Ψi
k Ψi

k+1 . . . Ψi
k+L−1

Ψi−1
k Ψi−1

k+1 . . . Ψi−1
k+L−1

...
... · · · ...

Ψ0
k+1 Ψ0

k+1 . . . Ψ0
k+L−1

 ∈ <
∑i
q=0mh

q+1×mL (3.45)

Uk =


uk−i uk−i+1 . . . uk−i+L−1

...
...

...
...

uk−1 uk · · · uk+L−2

uk uk+1 · · · uk+L−1

 ∈ <
m(i+1)×L (3.46)

Ek = [ek ek+1 . . . ek+L−1] (3.47)

– Choix de i :

L’entier i doit être déterminé dans une étape initiale, hors-ligne, en utilisant une entrée

d’excitation suffisante (telle que une séquence binaire pseudo-aléatoire). La minimisation

du critère J donne la valeur de l’entier i (voir [148]) :

J (i) =

Q∑
k=1

‖Yk
(
ΦC
k

)⊥ ‖2 (3.48)

où Q représente la taille de la fenêtre de calcul et i = argmin (J (i)).

– Illustration du choix de i :

Cet exemple est donné à titre illustratif pour expliquer la manière dont on choisit l’entier

i. Considérons la figure 3.1 représentant un critère J . Le comportement du critère J (i),

en se restreignant à ce cas de figure 3.1 (sans généralisation de ce comportement à tous les

systèmes non linéaires), est celui d’une exponentielle décroissante en fonction de l’entier i.

On peut identifier une partie sur la courbe rouge (représentant l’influence de l’état initial)

de la figure qui évolue en dessous de la courbe noire de variance var(Ek). Par conséquent,

la valeur minimale i assurant l’annulation de l’influence de l’état initial doit être choisie

dans le voisinage de cette valeur minimale i0.
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Figure 3.1 – Un exemple du critère J (i)

3.3.2.2 Relation matricielle d’entrée-sortie pour les SNL représentés par un

multimodèle à états découplés

L’expression du multimodèle à états découplés est :


xγk+1 = Aγx

γ
k +Bγuk

ỹk =
h∑
γ=1

ωγk (zk) (Cγx
γ
k +Dγuk)

(3.49)

La relation d’entrée-sortie, dans le cas d’un multimodèle à états découplés, est donnée

par le théorème 5 suivant :

Théorème 5 La relation matricielle d’entrée-sortie, sur une fenêtre de temps [k − L, k]

s’écrit sous la forme suivante :

Yk ' HDΦD
k + Ek (3.50)

où l’erreur d’approximation est ζk = Cγ(Aγ)
ixγk−i.
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et

Yk = (yk−L+1 yk−L+2 . . . yk)

Ek = (ek−L+1 ek−L+2 . . . ek)
(3.51)

avec Yk ∈ <`×L, Ek ∈ <`×L et ΦD
k ∈ <hm(i+1)×L , respectivement, la matrice de sortie,

la matrice de bruit et la matrice d’entrée-sortie pondérée qui sont toutes construites sur

une fenêtre de temps de longueur L.

La matrice HD ∈ <`×m(i+1)h est définie comme suit :

HD =
[
H1 H2 . . . Hh

]
(3.52)

avec Hγ =
[
Cγ (Aγ)

i−1Bγ . . . CγBγ Dγ

]
La matrice d’entrée-sortie pondérée ΦD

k est :

ΦD
k =


ϕk 0

. . .

0 ϕk




Ω1

Ω2

...

Ωh

 (3.53)

où ϕk ∈ <m(i+1)×L est la matrice de Hankel définie par :

ϕk =
[
ūk−L+1 ūk−L+2 . . . ūk

]
; ūk =

(
uTk−i . . . uTk

)T
(3.54)

et pour 1 ≤ γ ≤ h,Ωγ ∈ <L×L :

Ωγ =


ωγk−L+1 0 . . . 0

0 ωγk−L+2 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . ωγk

 (3.55)

Preuve 6 A partir de l’équation (3.49), la sortie de chaque modèle local, pour i = 1 et
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i = 2 est donnée par les équations suivantes :

i = 1, ỹγk = CγA
γxγk−1 + CγBγuk−1 +Dγuk

i = 2, ỹγk = Cγ(Aγ)
2xγk−2 + CγAγBγuk−2 + CγBγuk−1 +Dγuk

(3.56)

Par une substitution répétitive de l’équation (3.56), on a :

ỹγk = Cγ(Aγ)
ixγk−i +Hγūk (3.57)

avec la matrice de Markov des paramètres des modèles locaux Hγ ∈ <`×m(i+1) définie par :

Hγ =
[
Cγ (Aγ)

i−1Bγ . . . CγBγ Dγ

]
(3.58)

pour chaque γ, 1 ≤ γ ≤ h.

Tous les modèles locaux γ sont supposés stables. Pour un nombre i suffisamment grand,

le terme ‖Cγ(Aγ)ixγk−i‖ peut être négligé (le choix du i sera détaillé dans une section ulté-

rieure), où ‖.‖ est une norme de Frobenius. L’équation (3.57) peut être ainsi approximée

par :

ỹγk ≈ Hγūk (3.59)

La sortie globale du système s’exprime en fonction des sorties locales par :

yk =
h∑
γ=1

ỹγkω
γ
k + ek (3.60)

qui donne, en utilisant (3.59) :

yk ≈
h∑
γ=1

Hγūkω
γ
k + ek (3.61)
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Cette équation peut-être réécrite sous la forme de l’équation (3.62) suivante :

yk ≈
[
H1 H2 . . . Hh

]
︸ ︷︷ ︸

HD


ūkω

1
k

ūkω
2
k

...

ūkω
h
k

+ ek (3.62)

où HD est la matrice des paramètres du système.

En empilant yk sur une fenêtre de taille L, i.e. Yk = (yk−L+1 yk−L+2 . . . yk) ∈ <`×L,

on obtient :

Yk ≈
h∑
γ=1

HγϕkΩ
γ + Ek (3.63)

où la matrice de Hankel des entrées ϕk ∈ <m(i+1)×L et l’équation de la matrice de pondé-

ration Ωγ(1 ≤ γ ≤ h) sont données respectivement par les équations (3.54) et (3.55).

Finalement, la relation d’entrée-sortie sur une fenêtre de taille L est :

Yk ≈ HDΦD
k + Ek (3.64)

où ΦD
k est donnée par l’équation (3.53).

- Choix de la fenêtre temporelle de largeur i :

Rappelons tout d’abord que l’indice i permet de négliger l’influence de l’état passé.

Cet indice sera déterminé en utilisant un critère J(p) similaire à celui de la partie couplée

donné ci-dessous, qui minimise l’erreur d’approximation entre le modèle réel du système

et le modèle implicite utilisé dans la projection. L’entier i doit être déterminé dans une

phase préliminaire exécutée hors-ligne en utilisant un signal d’excitation persistant tel une

SBPA (Séquence Binaire Pseudo-Aléatoire). Le critère J(p) est donné par (voir [148]) :

J (p) =
L∑
k=1

1

L
‖Yk

(
ΦD
k

)⊥ ‖2 (3.65)

où ‖.‖ est une norme multiplicative.
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Théorème 6 ∀χ > 0, Il existe i = argmin (J (p)) tel que, le critère J(p) défini par l’équa-

tion (3.65) vérifie l’inégalité suivante :

J(p) ≤ var[Ek] + χ (3.66)

où var[Ek] = E[Ek − E[Ek]]E[Ek − E[Ek]]
T est la variance de Ek.

Preuve 7 L’expression du critère J , pour un système non linéaire, est donnée par :

J(p) =
L∑
k=1

1
L

∥∥∥Yk(ΦD
k

)⊥∥∥∥2

= 1
L

L∑
k=1

∥∥∥∥ h∑
γ=1

CγAγ
p
(
xγk−p−L+1 . . . xγk−p

)
Ωγ
(
ΦD
k

)⊥
+HDΦD

k

(
ΦD
k

)⊥︸ ︷︷ ︸
=0

+EkΩk︸ ︷︷ ︸
=Ek

(
ΦD
k

)⊥∥∥∥∥∥∥
2

(3.67)

En appliquant l’inégalité triangulaire, on obtient :

J(p) ≤ 1

L

L∑
k=1

h∑
γ=1

‖CγApγ
(
xγk−p−L+1 . . . xγk−p

)
Ωγ
(
ΦD
k

)⊥‖2 +
1

L

L∑
k=1

‖Ek
(
ΦD
k

)⊥ ‖2

(3.68)

Comme ‖.‖ est une norme multiplicative on a :

J(p) ≤ 1
L

∑L
k=1

∑h
γ=1 ‖Cγ‖2‖Apγ‖2‖

(
xγk−p−L+1 . . . xγk−p

)
Ωγ
(
ΦD
k

)⊥‖2

+ 1
L

L∑
k=1

‖Ek‖2

︸ ︷︷ ︸
=var(Ek)

‖
(
ΦD
k

)⊥ ‖2︸ ︷︷ ︸
=1

(3.69)

La matrice Aγ peut-être décomposée sous la forme suivante :

Aγ = P−1
γ ΓγPγ (3.70)

où Pγ est une matrice de rang plein et Γγ est une matrice de Jordan. En élevant
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l’équation (3.70) à la puissance p, on obtient :

Apγ = P−1
γ ΓpγPγ (3.71)

En sachant que toute matrice de Jordan est la somme d’une matrice diagonale et d’une

matrice nilpotente [51], alors l’expression (3.71) peut être réécrite sous la forme suivante :

Apγ = P−1
γ (Dγ +Nγ)

pPγ (3.72)

où Dγ, Nγ sont respectivement, une matrice diagonale et une matrice nilpotente.

En utilisant le théorème Binomial, on obtient :

Apγ = P−1
γ

(
p∑
q=0

CqpD
p−q
γ N q

)
Pγ (3.73)

avec Cqp est le nombre de combinaisons de q éléments parmi p (c’est à dire Cqp = p!
(p−q)!q!).

Si r0 est l’ordre de nilpotence de la matrice Nγ, alors l’équation (3.73) est réécrite

comme l’équation suivante :

Apγ = P−1
γ

(∑r0−1
q=0 CqpD

p−q
γ N q

)
Pγ

= C0
pD

p
γN

0
γ + C1

pD
p−1
γ N1

γ + C2
pD

p−2
γ N2

γ + . . .

+Cr0−1
p Dp−r0+1

γ N r0−1
γ

(3.74)

Sous l’hypothèse que les modèles locaux sont stables (i.e. les valeurs propres de la

matrice Aγ sont toutes incluses dans le cercle unité) et avec une valeur de p suffisamment

grande (i.e. p >> r0), tous les termes dans l’équation (3.74) tendent vers zéro :

lim
p→+∞

Apγ = lim
i→+∞

P−1
γ

(
r0−1∑
q=0

CqpD
p−q
γ N q

)
Pγ = 0 (3.75)

Ce qui prouve que ∀χ > 0, il existe i = argmin (J (p)) tel que :

1

L

L∑
k=1

h∑
γ=1

‖Cγ‖2‖Apγ‖2‖
(
xγk−p−L+1 . . . xγk−p

)
Ωγ
(
ΦD
k

)⊥‖2 ≤ χ (3.76)
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Finalement, l’utilisation de l’inégalité précédente et de la relation (3.69) prouve le théo-

rème 6.

3.3.2.3 Forme générale de l’équation d’entrée-sortie pour les systèmes NL

représentés sous forme TS :

La forme générale de l’équation d’entrée-sortie pour les systèmes non linéaires repré-

sentés sous forme TS est exprimée ici. Cette forme générale sera utilisée par la suite afin

de pouvoir générer des résidus robustes pour la détection et la localisation des défauts cap-

teurs. L’expression de la relation matricielle d’entrée-sortie, pour un système non linéaire

est donnée par :

Yk ' HΦk + Ek (3.77)

Où H(resp. Φ ) est égale à HC (resp. ΦC) dans le cas couplé et à HD (resp. ΦD) dans le

cas découplé. L’équation (3.77) représente le cas du multimodèle à état couplé (3.43) ou

le multimodèle à états découplés (3.50).

3.3.3 Génération des résidus robustes

Dans cette section, nous allons présenter la méthode de génération de résidus robustes

par la projection des données. Le résidu est obtenu par projection de la relation matricielle

(3.77) sur le noyau de la matrice Φk des entrées pondérées. Cette matrice de projection

Φ⊥k peut être calculée par la relation suivante :

Φ⊥k = I − ΦT
k

(
ΦkΦ

T
k

)−1
Φk (3.78)

Pour que Φ⊥k ne soit pas réduit à la seule matrice nulle, il faut que la matrice Φk comporte

plus de lignes que de colonnes, ce qui implique de choisir l’horizon L suffisamment grand.

L > m

(
i∑

r=1

hr+1

)
+ 1 (cas des multimodèles à état couplé)

L > h (mi+ 1) (cas des multimodèles à états découplés)

(3.79)
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Le résidu est obtenu en projetant la relation (3.43) sur le noyau à droite de Φk (i.e. en

multipliant (3.77) à droite par Φ⊥k ) :

εk = YkΦ
⊥
k ≈ HΦkΦ

⊥
k︸ ︷︷ ︸

=0

+EkΦ
⊥
k = EkΦ

⊥
k (3.80)

Finalement, pour avoir la valeur du résidu à l’instant du temps k, on multiplie l’équation

précédente (3.80) par un vecteur de sélection S :

εk = YkΦ
⊥
k S ≈ HΦkΦ

⊥
k S︸ ︷︷ ︸

=0

+EkΦ
⊥
k S = EkΦ

⊥
k S (3.81)

où S = (0 . . . 0 1) ∈ <`×1 est un vecteur de sélection de la dernière colonne des résidus

générés.

3.3.4 Sensibilité aux défauts capteurs et robustesse aux incerti-

tudes de modélisation

La sensibilité du résidu au défauts de capteurs est analysée ici.

Si le défaut fk se produit sur la fenêtre temporelle [k, k + L− 1], on a :

Yk = HΦk + Fk + Ek (3.82)

où Fk =
(
fk−L+1 fk−L+2 . . . fk

)
Le résidu devient :

εk = YkΦ
⊥
k S

= FkΦ
⊥
k S + EkΦ

⊥
k S

(3.83)

Si l’espace engendré par les lignes de la matrice de défaut Fk n’est pas inclus dans le noyau

du sous-espace engendré par les lignes de Φk, alors le terme FkΦ
⊥
k est différent de zéro et

les résidus sont sensibles aux défauts. En effet, l’espérance mathématique du résidu est la

suivante :

E [εk] = E
[
FkΦ

⊥
k + EkΦ

⊥
k

]
= FkΦ

⊥
k 6= 0

(3.84)
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Dans le cas sans défaut (Fk = 0), l’espérance mathématique est nulle, ce qui démontre la

sensibilité du résidu aux défauts de capteurs.

Si l’on tient compte des incertitudes (∆Aγ, ∆Bγ, ∆Cγ, ∆Dγ ), l’équation (3.77) s’écrit :

Yk ≈ [H + ∆H] Φk + Ek (3.85)

et l’équation du résidu est la suivante :

εk = [H + ∆H]︸ ︷︷ ︸
H

ΦkΦ
⊥
k S︸ ︷︷ ︸

=0

+EkΦ
⊥S (3.86)

Les paramètres locaux, supposés constants, n’interviennent pas dans le cal-

cul des résidus. Par conséquent, ceux-ci sont intrinsèquement robustes aux

incertitudes paramétriques.

3.4 Exemple d’illustration

Afin d’illustrer l’application de la méthode proposée pour la surveillance de systèmes

non linéaires, on considère le système masse-ressort-amortisseur utilisé dans ([45]), repré-

sentant la dynamique d’un quart de véhicule schématisé par (3.2).

M

F(u)

D

X

K

Figure 3.2 – Système Masse-Ressort-Amortisseur.
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3.4. Exemple d’illustration

3.4.1 Détermination du modèle TS

Deux incertitudes paramétriques sont considérées comme dans les travaux ([45] et

[174]). L’équation dynamique du système avec les incertitudes paramétriques est donnée

par :

Mẍ (t) + g (x (t) , ẋ (t)) + f (x (t)) = φ (ẋ (t))u (t) (3.87)

où M est la masse et u (t) est la force. Les fonctions f (x (t)), g (x (t) , ẋ (t)) et φ (ẋ (t)) sont

non linéaires ou bien des termes incertains dépendant respectivement du ressort, de l’amor-

tisseur et des entrées. Il est supposé ici que x ∈ [−1.5, 1.5] , ẋ ∈ [−1.5, 1.5] , g (ẋ, x) =

D (c1x+ c2ẋ) , f (x) = (c3 + ∆1 (t))x et φ (ẋ) = c4+∆2 (t)+c5ẋ
3. Les valeurs numériques

des paramètres sont :

M = 1, D = 1, c1 = 0, c2 = 1, c3 = 1.13, c4 = 1, c5 = 0.13 et les incertitudes

vérifient les conditions suivantes : ∆1 (t) ∈ [−1.07, 0.9] et ∆2 (t) ∈ [−0.54, 2]. En tenant

compte des valeurs numériques et de l’expression des fonctions non linéaires et prenant

comme composantes du vecteur d’état la position et la vitesse on obtient : ẋ1

ẋ2

 =

 0 1

−1.13 −1

+

 0 0

−∆1 (t) 0

 x1

x2


+

 0

1 + 0.13x3
2

+

 0

∆2 (t)

u (t)

(3.88)

En appliquant la transformation polytopique convexe décrite dans le chapitre 1, on obtient

le modèle TS suivant :

ẋ (t) =
2∑

γ=1

ωγ (z (t)) [(Aγ + ∆1 (t))x (t)

+ (Bγ + ∆2 (t))u (t)]

(3.89)

où z (t) = x3
2 ∈ [−3.375, 3.375] est le terme non linéaire et les matrices sont : A1 = A2 = 0 1

−1.13 −1

 ;B1 =

 0

1.43875

 ;B2 =

 0

0.56125

 ;C = (1 0).
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Finalement , le modèle TS discret est donné par l’expression suivante :

Règle1 : Si zk est O1
1 Alors

xk+1 = (A1 + ∆1)Te xk + xk + (B1 + ∆2)Te uk

Règle2 : Si zk est O2
1 Alors

xk+1 = (A2 + ∆1)Te xk + xk + (B2 + ∆2)Te uk

(3.90)

Pour le modèle TS discret, on utilise la méthode d’Euler suivante :

dx(t)

dt
=
x(k + 1)− x(k)

Te
(3.91)

où Te = 0.1s est le pas d’échantillonnage utilisé dans la procédure de discrétisation. Le

terme non linéaire zk est divisé en deux régions selon les deux fonctions de pondération

décrites sur la figure (3.3).

Les expressions des fonctions de pondération sont données par les équations suivantes :

ω1
k = ω1

k (zk) = 3.375−zk
6.75

ω2
k = 1− ω1

k (zk) = −3.375+zk
6.75

(3.92)

Les incertitudes paramétriques sont données par :

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

O1
1

O2
1

Figure 3.3 – Fonctions de pondération du modèle TS.

∆1 =

 0 0

−0.5 0

 ; ∆2 =

 0

1
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3.4. Exemple d’illustration

3.4.2 Détection et localisation des défauts

Le système non linéaire a été simulé pendant 24 secondes avec un état initialement

nul et un bruit blanc gaussien de variance unité sur la sortie. Un défaut capteur, d’ampli-

tude constante, se produit pendant l’intervalle du temps [2000Te, 2400Te]. La figure (3.4)

montre la modélisation exacte du modèle TS pour le système non linéaire correspondant

à la séquence d’entrée u. Les résidus robustes sont calculés avec p = 8 et sur une fenêtre

0 500 1000 1500 2000 2500
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 
Nonlinear system
TS model

Figure 3.4 – Système réel et modèle TS.

temporelle de taille L = 1000Te. La figure (3.5) montre l’efficacité de la méthode pour la

détection de défaut en utilisant les résidus calculés à partir de la méthode par projection

des données.

0 500 1000 1500 2000 2500
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Fault

Figure 3.5 – Résidu.
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une méthode robuste aux incertitudes paramétriques pour la détec-

tion et la localisation de défauts capteurs a été développée. Cette méthode s’applique pour

les systèmes non linéaires représentés par un modèle de type Takagi-Sugeno, qu’ils soient

sous la forme à état global ou à états découplés. Seules les données d’entrées et de sorties

et les fonctions de pondérations sont nécessaires pour la mise en œuvre de cette méthode.

Les résidus sont générés par projection des données dans un espace dépendant des entrées.

Ces résidus sont intrinsèquement robustes aux biais des paramètres des modèles locaux

et permettent la détection et la localisation des défauts capteurs. L’extension de cette

technique pour les fautes d’actionneur est envisageable à condition que les fonctions de

pondération ne dépendent pas des entrées. Les défauts internes qui peuvent se traduire

par une variation de la valeur d’un paramètre ou un changement de structure du modèle,

feront l’objet du prochain chapitre dans lequel on considère des modes de défaillances.

Les simulations réalisées sur le modèle non linéaire représentant un quart de véhicule ont

montré l’efficacité de la méthode.

Dans le prochain chapitre, nous nous intéressons à la surveillance des SACNL, où

les modes sont représentés sous forme multimodèle. Nous montrons que les résidus par

projection permettent de détecter les commutations de modes et de reconnâıtre le mode

actif.
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Diagnostic des systèmes à
commutations à modes non linéaires

par la méthode de projection des
données
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Diagnostic des systèmes à commutations à modes non linéaires par MPD

4.1 Introduction

En vue de détecter et de diagnostiquer les défaillances, de commander ou de prédire

le comportement des SAC, il est crucial de déterminer l’instant de passage d’un mode à

un autre (l’instant de commutation) et de reconnâıtre à chaque instant le mode actif. Ces

informations seront d’autant plus cruciales si certains des modes du SAC correspondent à

des comportements défaillants. Des méthodes de détection et de localisation de défauts des

SAC comportant uniquement des modes linéaires ont été rappelées dans le chapitre 2 (voir

par exemple les travaux de [49] et [63]). Pour détecter les commutations et reconnâıtre le

mode actif pour les SAC comportant des modes non linéaires, nous proposons d’utiliser

la modélisation de type TS. Avec cette représentation, les outils et méthodes développés

dans le chapitre précédent peuvent être étendus pour la détection des commutations et la

reconnaissance du mode actif [200], [201]. Cette surveillance se fera en utilisant des résidus

obtenus à partir d’une projection des relations d’entrée-sortie établies sur une fenêtre

temporelle sur le noyau d’une matrice d’entrée convenablement déterminée [202]. Ces

résidus sont construits pour être sensibles aux commutations. Les résidus correspondant

au mode actif sont nuls, et diffèrent de zéro dès qu’il y a une commutation vers un mode

discernable de celui qui le précède. En intégrant des modes de défaillances, la détection et

la localisation de défaut consiste à déterminer l’instant de commutation et à reconnâıtre

le mode courant.

Le chapitre est organisé comme suit : après le positionnement du problème et la pré-

sentation des hypothèses de travail, le modèle d’un SAC où les dynamiques continues des

modes de fonctionnement sont représentées sous forme de multimodèle TS est rappelé.

Ensuite, la méthode à base de projection des données est présentée avec les objectifs de

détecter l’occurrence d’une commutation et de reconnâıtre le mode actif. Des conditions

de discernabilité sont établies. Cette partie sera clôturée par un exemple académique qui

illustrera les résultats théoriques.
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4.2. Position du problème : détection des commutations et reconnaissance du mode actif

4.2 Position du problème : détection des commuta-

tions et reconnaissance du mode actif

Le système dynamique hybride considéré, en temps discret, est décrit par l’équation

suivante (voir chapitre 1) :

Σσ :

 xk+1 = fσk (xk, uk)

ỹk = gσk (xk, uk)

σk : <+ → {1, 2, . . . , s}

(4.1)

où uk ∈ <m et yk ∈ <` sont respectivement les vecteurs des entrées et des sorties supposées

connues à chaque instant d’échantillonnage kTe où Te est la période d’échantillonnage,

xk ∈ X ⊂ <n est le vecteur d’état à l’instant kTe. La variable σk ∈ {1, 2, . . . , s} représente

la fonction de commutation du mode et fσk et gσk sont des fonctions non linéaires. s est

le nombre de modes possibles du système (incluant les modes défaillants)

Remarque 4 : Afin de simplifier les notations, dans la suite de ce document, la valeur

actuelle de l’indice σk sera représentée par σ (e.g. σ ≡ σk).

Un mode représente soit le comportement normal soit un comportement défaillant du

système. Chaque mode Σσ (σ ∈ {1, 2, . . . , s}) est représenté par un multimodèle TS. En

pratique, la sortie mesurée yk est entachée d’un bruit de mesure. Ainsi, la sortie yk est

donnée par :

yk = ỹk + vk (4.2)

Où le vecteur vk ∈ <` est un bruit coloré centré.

Modèle de type Takagi-Sugeno (TS) pour chaque mode non linéaire :

Le multimodèle Takagi-Sugeno (TS) représenté par hσ modèles locaux, pour un mode

donné σ, du système à commutation (4.1), est constitué par un ensemble de règles Rγ,σ

données par :
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Rγ,σ :


Si z1

k est αγ,1 et . . . et z
βσ
k est αγ,βσ Alors xγ,σk+1 = Aγ,σxγ,σk +Bγ,σuk

yγ,σk = Cγ,σxγ,σk +Dγ,σuk

γ ∈ {1, 2, . . . , hσ}

(4.3)

où xγ,σk ∈ <nγ,σ et yγ,σk ∈ <` sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie du

modèle local γ du mode σ. Ici, (Aγ,σ, Bγ,σ, Cγ,σ, Dγ,σ) sont les matrices de représentation

d’état nominales pour les hσ modèles locaux du mode σ. Tous les modèles locaux sont

supposés stables. L’ensemble de fuzzification αγ,r, (1 ≤ r ≤ βσ) représente la modalité

obtenue par la variable de prémisse zrk (1 ≤ r ≤ βσ), (βσ est la dimension du vecteur de

zrk), dans la règle Rγ,σ.

La sortie du modèle TS pour le mode σ est donnée par :

ỹσk =
hσ∑
γ=1

ωγ,σ (zk)y
γ,σ
k (4.4)

Les fonctions de pondération ωγ,σ(.) sont définies comme étant la validité normalisée des

règles Rγ,σ suivantes :

ωγ,σ (zk) =
υγ,σ (zk)
hσ∑
r=1

υr,σ (zk)

; γ ∈ {1, . . . , hσ} (4.5)

où les variables de prémisse zk =
(
z1
k z2

k . . . zβσk

)T
∈ <βσ dépendent des variables

inconnues et/ou connues comme les signaux d’entrée ou de sortie. Dans la suite, on sup-

posera que ces variables de prémisse sont connues à tout instant.

La variable υγ,σ(.) est le degré de validité de la règle Rγ,σ obtenu par le produit des

fonctions d’appartenance$γ,σ
r (zrk) (e.g. des fonctions sigmöıdes par exemple) de la variable

de prémisse zrk par leurs modalités correspondantes αγ,r.

υγ,σ (zk) =

gσ∏
r=1

$γ,σ
r (zrk) , γ ∈ {1, . . . , hσ} (4.6)
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Les fonctions de pondération ωγ,σ satisfont les propriétés suivantes :


hσ∑
γ=1

ωγ,σ (zk) = 1

0 ≤ ωγ,σ (zk) ≤ 1 , 1 ≤ γ ≤ hσ

(4.7)

En utilisant la représentation donnée ci-dessus (équations (4.3) et (4.4)), le modèle TS

pour chaque mode σ peut être écrit comme dans les travaux de Orjuela [138] par l’équation

suivante : 


x1,σ
k+1

...

xhσ ,σk+1

 =


A1,σ 0

. . .

0 Ahσ ,σ




x1,σ
k

...

xhσ ,σk

+


B1,σ

...

Bhσ ,σ

uk
ỹσk =

hσ∑
γ=1

ωγ,σ (zk) (Cγ,σxγ,σk +Dγ,σuk)

(4.8)

Remarque 5 Pour des raisons de simplicité, la notation ωγ,σk sera utilisée à la place de

ωγ,σ (zk) dans la suite de ce document.

On désigne par s le nombre de modes du système et ∆K le temps de séjour minimum

pour tous les modes (ou dwell-time en Anglais). Nous travaillerons sous les hypothèses

suivantes :

– Le temps du séjour du système, dans chaque mode vérifie l’inégalité suivante :

∆K ≥ L > hσ(mi+ 1) (4.9)

où les entiers L et i sont les tailles des fenêtres temporelles utilisées pour la génération

de résidus (cf chapitre 3).

– Les matrices
(
Aγ,σ ∈ <nγ,σ×nγ,σ , Bγ,σ ∈ <nγ,σ×m, Cγ,σ ∈ <`×nγ,σ , Dγ,σ ∈ <`×m

)
sont

inconnues.

– Tous les modèles locaux hσ, pour tous les modes σ, sont stables.

– les informations disponibles à chaque instant kTe sur le système sont les mesures

des entrées-sorties et les fonctions de pondération des modèles TS.
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Notre objectif est de détecter les instants de changement de mode (ou de commutation)

et de reconnâıtre le mode courant (ou le mode actif).

4.3 Diagnostic des systèmes à commutations par MPD

Les résidus qui seront utilisés comme détecteurs de changement de mode et indica-

teurs du mode courant sont générés en utilisant seulement les données d’entrée-sortie

les fonctions de pondérations. En vue de générer ces résidus, une relation matricielle

d’entrée-sortie est établie sur une fenêtre de temps donnée puis projetée sur un espace

des entrées sorties convenablement déterminé pour être sensible au changement de mode.

Cette technique a été développée dans le chapitre précédent. La différence est un indice

σ qui s’ajoutera dans les équations suivantes et qui signifie que ces relations sont vérifiées

pour chaque mode σ du système.

4.3.1 Relation d’entrée-sortie sur une fenêtre de taille L

La relation d’entrée-sortie est donnée par le théorème 7 suivant :

Théorème 7 Si le mode σ est actif, alors la relation matricielle d’entrée-sortie, sur une

fenêtre de temps [k − L, k] s’écrit sous la forme suivante :

Yk ' HσΦσ
k + Vk (4.10)

où l’erreur d’approximation est ζk = Cγ,σ(Aγ,σ)ixγ,σk−i.

et

Yk = (yk−L+1 yk−L+2 . . . yk)

Vk = (ek−L+1 ek−L+2 . . . ek)
(4.11)

avec Yk ∈ <`×L, Vk ∈ <`×L et Φσ
k ∈ <hσm(i+1)×L , respectivement, la matrice de sortie, la

matrice de bruit et la matrice d’entrée-sortie pondérée qui sont tous construites sur une

fenêtre de temps de longueur L.
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La matrice Hσ ∈ <`×m(i+1)hσ est définie comme suit :

Hσ =
[
H1,σ H2,σ . . . Hhσ ,σ

]
(4.12)

avec Hγ,σ =
[
Cγ,σ (Aγ,σ)i−1Bγ,σ . . . Cγ,σBγ,σ Dγ,σ

]
Il est facile de déduire que la matrice d’entrée-sortie pondérée Φσ

k peut s’écrire sous la

forme suivante :

Φσ
k =


Φk 0

. . .

0 Φk




Ω1,σ

Ω2,σ

...

Ωhσ ,σ


︸ ︷︷ ︸

Ωσ

(4.13)

où Φk ∈ <m(i+1)×L est la matrice de Hankel définie par :

Φk =
[
ūk−L+1 ūk−L+2 . . . ūk

]
; ūk =

(
uTk−i . . . uTk

)T
(4.14)

et pour 1 ≤ γ ≤ hσ,Ω
γ,σ ∈ <L×L :

Ωγ,σ =


ωγ,σk−L+1 0 . . . 0

0 ωγ,σk−L+2 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . ωγ,σk

 (4.15)

Preuve 8 La preuve est la même que dans le chapitre précédent.

4.3.2 Génération des résidus structurés par rapport aux modes

Les résidus sont obtenus en projetant la relation d’entrée-sortie (4.10) sur le noyau à

droite de la matrice des entrées pondérées Φσ
k . Nous introduisons la matrice de projection

(Φσ
k)⊥ ∈ <L×L donnée par :

(Φσ
k)⊥ = I − (Φσ

k)T
(

Φσ
k(Φσ

k)T
)−1

Φσ
k (4.16)
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En multipliant à droite l’équation (4.10) par (Φσ
k)⊥, l’expression des résidus obtenue est

la suivante :

Yk (Φσ
k)⊥ ≈ HσΦσ

k (Φσ
k)⊥︸ ︷︷ ︸+Vk (Φσ

k)⊥

≈ 0 + Vk (Φσ
k)⊥

(4.17)

qui peut s’écrire aussi sous la forme suivante :

Yk (Φσ
k)⊥ ≈ Vk (Φσ

k)⊥ (4.18)

Définissons S = (0 . . . 0 1)T ∈ R`×1. En multipliant à droite (4.18) par le vecteur de

sélection S, on obtient :

Yk (Φσ
k)⊥ S ≈ Vk (Φσ

k)⊥ S (4.19)

Définissons aussi εσk comme étant le signal généré obtenu en tenant compte des données

d’entrée-sortie, collectées en ligne du système considéré, l’expression des résidus obtenue

est la suivante :

εσk = Yk (Φσ
k)⊥ S

≈ Vk (Φσ
k)⊥ S

(4.20)

Remarque 6 La matrice de projection (Φσ
k)⊥ n’est pas identiquement nulle pour tout

uk et ωγ,σk , si le nombre de lignes indépendantes de la matrice Φσ
k est inférieur à celui du

nombre de ces colonnes indépendantes (4.13), ceci se traduit par la condition nécessaire

suivante :

L > hσ(mi+ 1) (4.21)

Si la condition ci-dessus (4.21) est vérifiée et le mode σ est actif, alors εσk ≈ Vk (Φσ
k)⊥ S.

La moyenne de εσk est égale à zéro quand il n’y a pas de commutation. Dans la section

suivante, il sera montré que, sous des conditions de discernabilité, la moyenne du résidu

εσk est différente de 0 si le mode σ n’est pas le mode actif du système. La reconnaissance

du mode actif après une commutation se réalise à travers un banc de résidus calculés

pour tous les modes. Un mode est reconnu actif si la moyenne du résidu correspondant

est nulle. Cependant, si les modes sont non discernables par rapport au mode actif, on
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aura plusieurs résidus nuls. L’exemple suivant illustre la reconnaissance du mode actif

sous conditions de discernabilité.

Exemple 5 On considère 4 résidus εσk , (i.e. ε1,σk ,ε2,σk ,ε3,σk et ε4,σk) ainsi que 4 modes

(i.e. σk ∈ {1, 2, 3, 4}). Les valeurs de chaque vecteur de résidu, pour chaque mode, sont

répértoriées dans une table binaire, appelée table des signatures [23].

La table 4.1 présente une table de signatures ayant la propriété de reconnaissance du

mode actif du système à l’instant du temps k. La table 4.1 montre que le seul vecteur de

résidu nul est celui du mode 2. Tandis que les autres vecteurs sont égales à 1. A partir

de ce cas de figure, on peut constater que le mode actif du système à cet instant est le

mode 2. Dans la table 4.2, les modes 2 et 4 sont non discernables car ils possèdent tous la

Vecteur εσk Mode σk = 1 Mode σk = 2 Mode σk = 3 Mode σk = 4
ε1,σk 1 0 1 1
ε2,σk 1 0 1 1
ε3,σk 1 0 1 1
ε4,σk 1 0 1 1

Table 4.1 – Cas des modes discernables

même signature (i.e. des vecteurs de résidus nuls). Ainsi, il est impossible de reconnâıtre

le mode courant du système après une commutation. D’où l’importance des conditions de

discernabilités pour l’étape de reconnaissance du mode.

Vecteur εσk Mode σk = 1 Mode σk = 2 Mode σk = 3 Mode σk = 4
ε1,σk 1 0 1 0
ε2,σk 1 0 1 0
ε3,σk 1 0 1 0
ε4,σk 1 0 1 0

Table 4.2 – Cas des modes non discernables

4.3.3 Conditions de discernabilité en ligne

Définition 3 [49] Les modes p et q sont non discernables à travers les résidus sur un

fenêtre de temps de taille L si et seulement si les espérances mathématiques des résidus

des deux modes sont simultanément nulles (i.e. E (εpk) = E (εqk) = 0).
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Hypothèse 1 Il est supposé ici que le temps de séjour du système est supérieur à LTe

où Te est la période d’échantillonnage.

Cette hypothèse est nécessaire pour collecter assez de données dans le but de pouvoir

reconnâıtre le mode actif et de détecter les commutations qui peuvent survenir sur les

modes de fonctionnement du système.

Théorème 8 Conditions de discernabilité en-ligne

Soit Ipq défini par :

Ipq = 1− κpq

min (np, nq)
(4.22)

avec

κpq = np + nq − n̄pq (4.23)

et

np = rank (Φp
k) p ∈ {1, . . . , s}

nq = rank (Φq
k) q ∈ {1, . . . , s}

n̄pq = rank
(

(Φq
k)
T |(Φp

k)
T
)T (4.24)

Si Ipq = 0, alors le mode q est non discernable du mode actif p.

Preuve 9 Supposons que le mode p est actif et démontrons que si Ipq = 0 alors le mode

q est non discernable du mode q.

Avec la supposition Ipq = 0, l’équation (4.22) donne :

Ipq = 1− κpq

min (np, nq)
= 0⇒ κpq = min (np, nq) (4.25)

et puisque max (np, nq) = np + nq −min (np, nq) et en utilisant (4.23) l’on a :

⇒ np + nq − n̄pq = np + nq −max (np, nq)

⇒ n̄pq = max (np, nq)
(4.26)
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En utilisant (4.24), ceci implique :

⇒ n̄pq = max (np, nq) = rank

 Φp
k

Φq
k

 (4.27)

qui est équivalent à :

Φp
k ⊆ span (Φq

k)⇔ Φp
k (Φq

k)
⊥ = 0 (4.28)

où span(Φp
k) est le sous-espace engendré par les lignes de la matrice Φp

k. Sachant que le

mode p est actif, le théorème 8 donne Yk ≈ HpΦp
k + Vk. Par conséquent,

⇒ E (εqk) = Yk(Φ
q
k)
⊥S ≈ Hp Φp

k (Φq
k)
⊥︸ ︷︷ ︸

=0

S + E
(
Vk (Φq

k)
⊥ S
)

alors que E (εpk) = Yk(Φ
p
k)
⊥S ≈ Hp Φp

k (Φp
k)
⊥︸ ︷︷ ︸

=0

S + E
(
Vk (Φp

k)
⊥ S
) (4.29)

ce qui est équivalent à :

E (εpk) = Yk(Φ
p
k)
⊥S = 0 et E (εqk) = Yk(Φ

q
k)
⊥S = 0 (4.30)

Ce qui donne par la définition 4 que le mode q est non discernable du mode actif p. Ceci

démontre le théorème 9.

Remarque 7 Le théorème 8 a deux implications importantes.

- Premièrement, la réduction du nombre des résidus à calculer en-ligne. En effet, seuls

les résidus des modes discernables par rapport au mode actif sont calculés.

- Deuxièmement, de lever l’ambigüıté sur la détermination du mode courant lorsque

deux résidus de modes différents sont nuls simultanément.

4.3.3.1 Illustration de la discernabilité en-ligne

Afin d’illustrer les conditions de discernabilité en-ligne, on considère un système hy-

bride avec deux modes non linéaires (1, 2). Chaque mode est représenté par un multimodèle
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avec deux modèles locaux :

(mode 1)


 x1,1

k+1

x2,1
k+1

 =

 A1,1 0

0 A2,1

 x1,1
k

x2,1
k

+

 B1,1

B2,1

uk
y1
k =

∑2
γ=1 ω

γ,1
k

(
Cγ,1xγ,1k +Dγ,1uk

)
+ vk

(4.31)

(mode 2)


 x1,2

k+1

x2,2
k+1

 =

 A1,2 0

0 A2,2

 x1,2
k

x2,2
k

+

 B1,2

B2,2

uk
y2
k =

∑2
γ=1 ω

γ,2
k

(
Cγ,2xγ,2k +Dγ,2uk

)
+ vk

(4.32)

La variable de prémisse des deux modes est scalaire et représentée sur la figure 4.1. Si on

admet une précision de 10−3 sur toutes les grandeurs alors on peut distinguer pour les

deux modes deux zones représentées par (zone A) et (zone B). La précision admise sur les

0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

zk

ω
γ ,σ

A B A B

ω1,1ω2,1
ω1,2 ω2,2

Figure 4.1 – Un exemple de fonction de pondération pour la variable de prémisse zk =
uk−1 et avec hσ = 2. (− σ = 1, − − σ = 2)

grandeurs permet d’avoir :

– Dans la zone A : ω1,γ
k = 1 et ω2,γ

k = 0 ou ω1,γ
k = 0 et ω2,γ

k = 1.

– Dans la zone B : ω1,γ
k ∈]0, 1[ et ω2,γ

k ∈]0, 1[.

En effet, si la valeur de la variable de prémisse zk est située dans la zone (A) pendant la

fenêtre de temps de taille L, alors les fonctions de pondération pour les modes 1 et 2, sont
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données, par l’expression suivante :

Ω1




1 0
. . .

0 1


T 

0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0


T 

T

Ω2 =




0 0
. . .

0 0


T 

1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1


T 

T (4.33)

Calculons, tout d’abord, l’indice de discernabilité I12 : I12 = 1− κ
min(n1,n2)

.

Ayant rank (Φ1
k) = rank (Φ2

k) = rank

 Φ1
k

Φ2
k

 et en utilisant l’équation (4.13), l’indice

de discernabilité

I12 = 0 parce que Φ1
k =

(
(Φk)

T . . . (Φk)
T
)T

Ω1 =
(

(Φk)
T . . . (Φk)

T
)T

Ω2 = Φ2
k.

Par conséquent, le théorème 8 montre que les modes 1 et 2 sont non discernables dans la

zone (A) quelles que soient les entrées choisies du système. En conclusion, on a :

– zone A : zone de non discernabilité où les deux modes sont non discernables à travers

les résidus.

– zone B : zone de discernabilité dans laquelle les deux modes sont discernables à

travers les résidus.

4.3.4 Sensibilité des résidus aux commutations

Afin de pouvoir utiliser le résidu obtenu précédemment pour détecter les commuta-

tions, sa sensibilité est étudiée dans cette partie.

Si on suppose que le système commute du mode p − 1 vers le mode p à l’instant τp

(voir figure 4.2)

et si ces deux modes sont discernables, la relation matricielle d’entrée sortie du système

est donnée par :

111
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(k-L+1)Te kTe t 

Figure 4.2 – Données collectées sur une fenêtre temporelle glissante de taille L et pendant
l’intervalle de temps [k − L+ 1, k]

Yk = Hp−1


Φk 0

. . .

0 Φk




Ωγ,p−1
k

...

Ω
hp−1,p−1
k


︸ ︷︷ ︸

Φp−1
k

+Hp


Φk 0

. . .

0 Φk




Ωγ,p
k

...

Ω
hp,p
k


︸ ︷︷ ︸

Φpk

+Vk

(4.34)

avec

Ωγ,p−1
k =



ωγ,p−1
k−L+1 0

. . .
...

0 ωγ,p−1
τp−1 0

0 0
...

. . .

0 0


et Ωγ,p

k =



0 0
. . .

...

0 0

0 ωγ,pτp
...

. . .

0 ωγ,pk


et Φk =

[
ūk−L+1 ūk−L+2 . . . ūτp ūτp+1 . . . ūk

]
.

En tenant compte de (4.20) et du théorème 3, les espérances mathématiques des résidus

générés par la méthode de projection des données, pour les modes (p − 1) et (p), sont

données par les équations suivantes :

E[Hp−1Φp−1
k

(
Φp−1
k

)⊥
S︸ ︷︷ ︸

=0

+HpΦp
k

(
Φp−1
k

)⊥
S + Vk

(
Φp−1
k

)⊥
S] 6= 0 (4.35)

E[Hp−1Φp−1
k (Φp

k)
⊥ S +HpΦp

k (Φp
k)
⊥ S︸ ︷︷ ︸

=0

+Vk (Φp
k)
⊥ S] 6= 0 (4.36)

Dans ce cas , les données collectées proviennent du mode (p − 1) et du mode (p). Par

conséquent, les résidus correspondants au mode (p − 1) seront différents de zéro (4.35).

Finalement, la détection des commutations est réalisée, mais la reconnaissance du mode

courant n’est pas encore possible. En effet, les résidus reliés au mode (p) sont différents
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de zéro aussi (4.36).

Il est donc clair que si la matrice
(

Φp−1
k (Φp

k)
⊥
)

n’est pas nulle, alors le résidu est

sensible aux commutations. On peut remarquer qu’il n’est pas possible de reconnaitre

le mode actif tant que l’instant de commutation se trouve dans la fenêtre de calcul des

résidus (i.e. kTe− τp < LTe). Si l’on veut que l’étape de reconnaissance soit réalisable, il

est nécessaire que cette fenêtre de taille LTe soit contenue dans l’intervalle [τp, τp+1[ et qui

se traduit par la condition suivante ∆K = τp−1− τp ≥ LTe où ∆K est le temps de séjour

minimum du mode p. Analysons l’influence de cette hypothèse si le mode p est défaillant.

Étude de la condition du temps de séjour minimum pour la reconnaissance

du mode défaillant :

La sensibilité des résidus générés par la MPD pour la détection des commutations du

mode à tout instant a été effectuée jusqu’ici dans le cadre d’une commutation d’un mode

quelconque à un autre (défaillant ou normal). Mais qu’en est-t-il pour la reconnaissance

du mode surtout s’il s’agit d’un mode défaillant. La garantie que le défaut reste pour une

durée supérieure au temps de séjour minimum ∆K = τp−1−τp ≥ LTe, ( où τp est l’instant

de commutation vers le mode défaillant) n’est pas toujours satisfaite. C’est pourquoi nous

étudions ici la reconnaissance du mode défaillant dans les deux cas à savoir, le cas où le

mode défaillant respecte la condition du temps de séjour minimum τp−1−τp = ∆K ≥ LTe

et le cas où il ne la respecte pas τp−1 − τp = ∆K ≤ LTe.

- Cas où τp−1 − τp ≥ LTe :

Dans ce cas la relation d’entrée sortie du système à partir de l’instant de commutation

τp est donnée par :

Yk = Hp


Φk 0

. . .

0 Φk




Ωγ,p
k

...

Ω
hp,p
k


︸ ︷︷ ︸

Φpk

+Vk (4.37)

avec

Ωγ,p
k =


ωγ,pk−L+1 0

. . .

0 ωγ,pk

.
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En tenant compte de (4.20) et du théorème 3, l’espérance mathématique des résidus

générés par la MPD pour le mode défaillant (p), donnée par l’équation (4.38), sera égale

à zéro. Dans ce cas, la reconnaissance du mode défaillant p est possible. Ceci est illustré

par la figure 4.3.

E[HpΦp
k (Φp

k)
⊥ S︸ ︷︷ ︸

=0

+Vk (Φp
k)
⊥ S] = 0 (4.38)

.

Illustration : Afin d’illustrer les deux cas de figures, l’exemple donné par les deux

modes (4.31) et (4.32) dans le cas où ils sont discernables, sera utilisé avec la taille de

la fenêtre glissante fixée à L = 50 et une seule sortie. La séquence des commutations

considérée est comme suit : mode 1→ mode 2 → mode1, où le mode 2 est le mode

défaillant.

En utilisant la séquence de commutation prédéfinie pour une durée de 200Te pour

chaque mode, le résidu de chaque mode est donné par la figure suivante :

0 100 200 300 400 500 600
-2

-1

0

1

2
résidu du mode 1

0 100 200 300 400 500 600
-2

-1

0

1

2
résidu du mode 2

détection de commutation

détection de commutation
collecte 

des 

données

reconnaissance du mode 

reconnaissance du mode 

Figure 4.3 – Reconnaissance du mode défaillant

- Cas où τp−1 − τp < LTe :

Dans ce cas la relation d’entrée sortie du système à partir de l’instant de commutation
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τp est donnée par :

Yk = Hp


Φk 0

. . .

0 Φk




Ωγ,p
k

...

Ω
hp,p
k


︸ ︷︷ ︸

Φpk

+Hp+1


Φk 0

. . .

0 Φk




Ωγ,p+1
k

...

Ω
hp+1,p+1
k


︸ ︷︷ ︸

Φp+1
k

+Vk

(4.39)

avec

Ωγ,p
k =



ωγ,pk−L+1 0
. . .

...

0 ωγ,pτp+1−1 0

0 0
...

. . .

0 0


et Ωγ,p+1

k =



0 0
. . .

...

0 0

0 ωγ,p+1
τp+1

...
. . .

0 ωγ,p+1
k


.

En tenant compte de (4.20) et du théorème 3, l’espérance mathématique des résidus

générés par la MPD pour le mode défaillant (p), donnée par l’équation (4.40), sera dif-

férente de zéro. Il est donc clair que la reconnaissance du mode défaillant p n’est pas

possible dans ce cas.

E[HpΦp
k (Φp

k)
⊥ S︸ ︷︷ ︸

=0

+Hp+1Φp+1
k (Φp

k)
⊥ S + Vk (Φp

k)
⊥ S] 6= 0 (4.40)

. Le défaut peut être détecté mais ne peut pas être identifié précisément. Illustration :

En utilisant la séquence de commutation prédéfinie pour une durée de 200Te et 40Te

respectivement pour le mode 1 et le mode 2, le résidu de chaque mode est donné par la

figure 4.4.

4.3.5 Méthode de décision

Quand une commutation a eu lieu entre deux modes discernables, l’espérance mathé-

matique des résidus du mode initial devient différente de zéro. Dans le but de détecter ces

commutations et de reconnâıtre le mode actif, des outils statistiques [22] sont employés
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reconnaissance du mode actif

non reconnaissance du mode actif

Figure 4.4 – Non reconnaissance du mode défaillant

pour détecter un changement de la moyenne des résidus. Parmi les outils les plus utilisés

on peut citer la méthode de moyenne mobile finie (Finite Moving Average (FMA)), la

méthode de la somme cumulée (Cumulative Sum (CUSUM)) et la méthode de rapport de

vraisemblance généralisé (Generalized Likelihood Ratio (GLR)). Dans ([29]) les auteurs

ont montré l’efficacité de l’approche FMA pour la détection des petits changements de la

moyenne. Pour cette raison, nous avons utilisé cette approche dans la suite pour détecter

une commutation à travers les résidus générés par la méthode de projection des données.

Détection de changement en moyenne pour un signal multidimensionnel

Dans ([29]), la technique de détection de moyenne est utilisée pour un mono-signal (ou un

signal d’une seule dimension), alors que ici les résidus εσk sont des vecteurs de dimension

`. Une façon d’adapter cette méthode est de considérer les lignes du vecteur de résidus

εσk une par une au moyen d’un vecteur de sélection. Définissons un résidu scalaire du

ρème (ρ = 1, . . . , `) capteur, par :

ερ,σk = Sρε
σ
k = SρYk (Φσ

k)⊥ S (4.41)
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avec Sρ le vecteur de sélection défini par :

Sρ = (0 . . . 1 . . . 0) ∈ <1×` (4.42)

Quand εσk est une gaussienne de moyenne nulle, ερ,σk est un scalaire qui suit une distribution

gaussienne de moyenne nulle et de variance δερ,σ = SρE
[
VkSS

TV T
k

]
. Dans la suite, la

technique de FMA sera utilisée pour la détection des commutations et la reconnaissance du

mode actif à travers la détection du changement de moyenne pour tous ερ,σk , ρ = (1, . . . , `)

correspondants au mode σ.

Algorithme de moyenne mobile finie (FMA)

L’objectif ici est de détecter le changement de moyenne dans les résidus. Considérons le

filtre causal suivant :

gρ,σk =
1

λ

λ−1∑
r=0

(ερ,σk−r)− µ
ρ,σ
0 (4.43)

où µρ,σ est la moyenne de ερ,σk et λ est la taille de la fenêtre. Avant le temps de changement

inconnu, noté par td (i.e. temps de commutation), le paramètre µσ0 est égal à 0. Après la

commutation il est égal à µρ,σ1 6= 0. Pour un bruit blanc gaussien de moyenne nulle (i.e.

µρ,σ0 = 0, ρ = (1 . . . `)) le filtre causal se réécrit comme suit : gρ,σk =
∑λ−1

r=0 ε
ρ,σ
k−r.

La règle de détection de commutation est donnée par :

td = min{k > λ : |gρ,σk | ≥ ηρ,σ} (4.44)

L’algorithme de la FMA dépend de deux paramètres à savoir : La fenêtre de taille λ et le

seuil ησ =
[
η1,σ . . . η`,σ

]T
.

Choix de la fenêtre de taille λ : La taille minimum de la fenêtre temporelle,

nécessaire pour l’existence de la matrice de projection afin de pouvoir générer des résidus

par la méthode à base de projection de données, est égale à L donné par l’expression

(4.21). Par conséquent, la fenêtre temporelle de la FMA est choisie telle que λ = L.

Seuil pour la détection des commutations et la reconnaissance des modes :

Le seuil ηρ,σ est utilisé pour la détection des commutations et la reconnaissance du mode

en se basant sur la méthode de projection des données pour la génération des résidus pour
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chaque mode. Le seuil ηρσ peut être fixé à 0.9×
√
var (ερ,σk ) comme dans [29].

4.3.6 Algorithme de détection de commutations et de reconnais-

sance du mode

La MPD pour la détection de commutations et la reconnaissance du mode est présentée

par l’algorithme suivant :

Etape 0 : • Déterminer l’indice i (en utlisant le critètre J(i) donné par (3.66)) et la taille

de fenêtre glissante L (en utilisant l’inégalité (4.21)).

• Déterminer le seuil de détection du FMA : ηρσ = 0.9×
√
var (ερ,σk )

Etape 1 : • Calculer l’indice Iσ,q, où σ est le mode actif et q ∈ {1, . . . , s} \ {σ}.

Etape 2 : • Si Iσq 6= 0

Alors calculer εqk, q ∈ {1, . . . , s} \ {σ}.

Etape 3 : • Si gρ,σk ≥ ηρ,σ, ρ = (1, . . . , `)

Alors détection de commutation et aller à l’étape 4

Sinon le mode σ est encore actif et aller à l’étape 1

Etape 4 : • à l’instant k, Si gρ,qk ≤ ηρ,q, ρ = (1, . . . , `)

Alors le mode q est reconnu comme étant le mode actif.

• Retourner à l’étape 1.

4.4 Exemple

Afin d’illustrer la méthode de génération des résidus, un système hybride avec quatre

modes non linéaires (4.5) est considéré.

Pij, i, j ∈ {1, 2, 3, 4} représentent les fonctions de commutations du mode i vers le

mode j.
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23P

13P
24P

Figure 4.5 – Système dynamique hybride.

Chaque mode est représenté par un modèle de type TS :

Σσ :



 xγ,σk+1 = Aγ,σxγ,σk +Bγ,σuk

yγ,σk = Cγ,σxγ,σk

yσk =
hσ∑
γ=1

ωγ,σ (zk) y
γ,σ
k ;

1 ≤ γ ≤ hσ , σ ∈ {1, 2, 3 , 4}

(4.45)

Les fonctions de pondération sont exprimées avec des fonctions sigmöıdes ([78]) et dé-

pendent seulement de l’entrée du système (zk = uk−1). La fonction de pondération est

exprimée par l’équation suivante :

zk = uk−1

ω1,σ (zk) =
(

1
2

(1− tanh (zk − ς1,σ) /d1,σ)
)

ωr,σ (zk) = 1
2

((
tanh(zk−ςr−1,σ)

dr−1,σ

)
−
(

tanh(zk−ςr,σ)

dr,σ

))
2 ≤ r ≤ hσ − 1

ωhσ ,σ (zk) =
(

1
2

(1 + tanh(zk − ςhσ ,σ)/dhσ ,σ)
)

(4.46)

où ςr,σ représente le centre et dr,σ la dispersion de chaque fonction de pondération. Tous

les modèles locaux sont stables.
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4.4.1 Description du système

Les modes 1, 2 et 3 ont deux modèles locaux. Chaque modèle local est d’ordre trois (i.e.

nγ,σ = 3, σ = {1, 2, 3, 4}. Les modèles locaux sont donnés par les équations suivantes :

A1,σ =


−0.436ρ1 0 0

0 0.39ρ2 0

0 0 0.409ρ3

 ;

C1,σ = C2,σ

C1,σ =


0.65 0.6 1.2

0.35 1.2 0.6

0.6 0.55 1

 ;

A2,σ =


0.31ρ4 0 0

0 0.261ρ5 0

0 0 −0.38ρ6

 ;
B1,σ =


1.3ρ7

0.5ρ8

0.15ρ9


B1,σ = B2,σ

avec Σσ :

 ς1,σ = −0.1ρ10

d1,σ = 0.8ρ11 ; d2,σ = 0.8ρ12

(4.47)

Les valeurs numériques des matrices sont données dans la table 4.3.

Le mode 4 est composé de trois modèles locaux avec le même ordre que les autres

modes (i.e. nγ,4 = 3)

Table 4.3 – Valeurs numériques des multimodèles

ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ρ6 ρ7 ρ8 ρ9 ρ10 ρ11 ρ12∑
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1∑
2 -1.27 2 -2.15 3 0.84 -1.05 5 0.86 1 5 0.83 1∑
3 1.11 2 3 5 1 1.75 11 4.3 8.07 2 0.33 0.5
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A1,4 =


0.314 0 0

0 0.162 0

0 0 −0.344

 ;A2,4 =


0.12 0 0

0 −0.21 0

0 0 0.109

 ;

A3,4 =


0.42 0 0

0 0.132 0

0 0 0.144

 ;

C1,4 = C2,4 = C3,4 = C1,σ

C3,4 =


1 0 0.5

0 1 0

0 0 1

 ;

B1,4 = B2,4 = B3,4 =
[

1.5 0.1 0.45
]T

avec Σ4 :

 ς1,4 = −0.2 ; ς2,4 = −0.2

d1,4 = 0.5 ; d2,4 = 0.3 ; d3,4 = 0.5 ; d4,4 = 0.3

(4.48)

et les incertitudes considérées sont :

∆C1,σ = ∆C2,σ =


0.15 0.6 0.5

0.35 0.3 0.5

0.5 0.25 0

 ; ∆C3,4 =


0 0 0

0.5 0 0

0 0 0

 Le système est si-

mulé durant 20s en utilisant un temps d’échantillonnage Te = 0.01s. Le système débute

par le mode 1 avec des conditions initiales nulles x1,γ
0 =

[
0 0 0

]T
. La séquence de

commutation d’un mode à un autre est résumée dans le tableau 4.4.

4.4.2 Résultats des simulations

Le système simulé reste dans chaque mode pendant 500Te. Les entrées-sorties corres-

pondantes sont représentées sur la figure 4.6. La séquence des commutations est donnée

dans le tableau 4.4.

Les paramètres suivants sont choisis ; i = 12 (selon le théorème 7), la fenêtre de temps

Table 4.4 – Modes opératoires et leurs intervalles de temps

Intervalle(s) ]0, 5] ]5, 10] ]10, 15] ]15, 20]
mode 1 2 3 4
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Figure 4.6 – Entrée-Sortie du système dynamique hybride.

glissante de taille L = 48Te et le temps de séjour est égale à 0.5. Pour reconnâıtre le mode

actif après une commutation, tous les résidus des modes successeurs sont calculés.

Avant de calculer les résidus, la première étape consiste à calculer l’indice de discerna-

bilité (en utilisant le théorème 8) pour les modes vers lesquels le système peut commuter.

Ensuite, uniquement les résidus des modes successeurs ou encore des modes qui ont un

indice de discernabilité différent de zéro seront calculés. Les indices de discernabilité des

modes 1, 2, 3 et 4 sont représentés respectivement par les figures (4.7), (4.8) et (4.9).

Les résidus correspondant à chaque mode sont représentés sur les figures (4.10), (4.11),

(4.12) et (4.13). Les seuils des résidus, sont fixés, pour chaque mode, comme suit :

η1 = [0.028 0.008 0.022]T , η2 = [0.024 0.024 0.019]T , η3 = [0.075 0.081 0.1]T et η4 =

[0.027 0.039 0.078]T . Les résultats de la reconnaissance du mode sont résumés dans la

figure (4.14). Dans le but de mieux clarifier le contenu de la figure (4.14), commençons

tout d’abord par décrire et commenter le résultat de la première ligne de celle-ci.

L’application de l’algorithme (section 4.3.6) a permis d’avoir les résultats suivants :

– Durant la première fenêtre de temps de longueur 500Te, le mode initial actif est

le mode 1. Les modes possibles qui peuvent être des modes successeurs au système

sont les modes 2, 3 et 4. Les indices de discernabilité du mode 1 avec ces modes

sont calculés en ligne ; ils sont tous différents de 0. Ensuite, les résidus pour lesquels

leurs modes correspondants sont discernables, sont calculés. En appliquant cette

démarche à notre cas, cela se traduit par le calcul des indices des modes 2, 3, 4

pendant l’intervalle [100Te, 500Te] (voir figure (4.7)).
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Par la suite, tous les résidus des modes, dont l’indice de discernabilté est différent de

zéro pendant l’intervalle de temps correspondant, sont calculés (voir figures (4.11),

(4.12) et (4.13)). La détection de commutation et la reconnaissance du mode actif

sont réalisées au moyen de la méthode FMA (les résultats sont représentés par les

lignes de couleur rouge sur les figures (4.10), (4.11), (4.12) et (4.13)).

– L’analyse de la technique de détection (i.e. FMA) appliquée pour le mode 1 dans

la figure (4.10), pendant cet intervalle de temps, indique bien que le mode 1 n’est

plus actif à partir de l’instant 500Te (désigné par t1). Ceci permet d’en déduire

l’occurrence du changement de mode à cet instant t1 et d’en conclure la détection

de la commutation. En effet, le résultat de la décision par la méthode FMA pour

le mode 1 est égale à zéro tandis que les résidus des modes successeurs 2,3 et 4

correspondants respectivement aux figures (4.11), (4.12) et (4.13) sont égales à un.

En plus de la détection de commutation du mode, le résultat de la décision pour

le mode discernable 2 (Voir la figure (4.11)) est égal à zéro après un délai de 48Te

correspondant à la taille de la fenêtre temporelle glissante. Le mode actif (i.e. mode

2) est par conséquent identifié à l’instant 548Te.

– Partant cette fois-ci du mode 2 comme mode actif, les indices de discernabilité

calculés en ligne pour les modes successeurs sont les modes 1, 3, 4 (voir figure (4.8)).

En analysant la dernière figure, on peut conclure que tous les modes successeurs

sont non discernables. Dans ce cas, on ne calcule qu’un seul résidu (voir figure 4.11)

(”Non Calculé” correspond aux résidus non calculés dans les figures (4.10, 4.12 et

4.13). La prise en compte de la non discernabilité, permet donc de limiter le nombre

de résidus à calculer à chaque instant. Selon les résultats décrits dans la figure (4.11),

la FMA appliquée aux résidus du mode 2 permet la détection de commutation à

l’instant t2 = 1000Te. Ensuite, le mode 3 est reconnu quand le résultat suivant est

vérifié gρ,3 < ηρ,3, 1 ≤ ρ ≤ ` à l’instant 1098Te (voir figure (4.12)).

– De la même manière, la commutation du mode 3 au mode 4 qui s’est produite à

l’instant t3 = 1500Te est détectée (voir figure(4.12)). Par la suite, le mode actif est

reconnu à l’instant 1548Te.

Remarque 8 Sur les figures (4.14) et (4.7), CD dénote l’intervalle de temps nécessaire
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pour Collecter les Données dans une étape préliminaire.

La méthode à base de projection de données a permis de détecter les commutations. Cette

méthode permet en outre de reconnâıtre le mode actif s’il est discernable des autres modes

en utilisant des résidus structurés par rapport aux modes. Comme cela a été souligné dans

les paragraphes précédents un retard correspondant à la longueur de la fenêtre de calcul

du résidu est observé lors de la reconnaissance du nouveau mode après commutation.
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Figure 4.7 – Indice de discernabilité par rapport au mode 1.
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Figure 4.8 – Indice de discernabilité par rapport au mode 2.

4.5 Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre le problème de la détermination des instants de

commutations et du mode actif à chaque instant d’un SAC, dont les modes sont non

linéaires. La méthode proposée se base sur la projection de la matrice des sorties sur le
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Figure 4.10 – Résidus du mode 1
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Figure 4.11 – Résidus du mode 2

noyau de la matrice de Hankel des entrées pondérées. La méthode nécessite seulement de

connâıtre la fonction de pondération de chaque mode à chaque instant mais n’utilise pas

les valeurs des paramètres des modèles locaux. Cette technique repose sur l’analyse des

résidus générés sur une fenêtre de temps glissante [k − L, k] du système. Il a été montré que

la taille minimale de l’horizon L nécessaire pour l’existence de la matrice de projection,
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Figure 4.12 – Résidus du mode 3
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dépend des résultats établis du théorème 7 et aussi du nombre des modèles locaux du

TS représentatif de chaque mode du système. D’autre part, une condition garantissant la
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discernabilité des différents modes, sur la fenêtre glissante, a été établie dans le théorème

8 et mise en œuvre en ligne dans le but de sélectionner les résidus significatifs pour l’étape

de reconnaissance du mode. Ceci a été illustré par des simulations numériques. Les résidus

générés par la méthode de projection des données sont robustes face à ces incertitudes

constantes. Ceci a été illustré par des simulations sur un exemple académique comportant

quatre modes.
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Conclusions et perspectives

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à la surveillance (détection et localisation

de défauts) des systèmes à commutations (classe particulière de systèmes dynamiques

hybrides) à modes non linéaires. Chaque mode non linéaire est modélisé sous la forme

multimodèle de type Takagi-Sugeno. Cette modélisation permet de représenter un système

non linéaire par une agrégation de modèles locaux linéaires, une fonction de pondération

est utilisée pour déterminer la contribution de chaque modèle linéaire local. Deux types

de multimodèles TS ont été étudiés : les multimodèles à états découplés (chaque état est

propre à chaque modèle local) et les multimodèles à état global (tous les modèles utilisent

le même état).

Synthèse :

Les systèmes étudiés dans cette thèse sont donc modélisés sous forme multi-

modes/multimodèles. La formalisation de ce type de modèle constitue une

première contribution de cette thèse.

Certains modes correspondent au fonctionnement normal du système. Dans ces modes,

des défauts capteur peuvent survenir ce qui aura pour conséquence de perturber la com-

mande en boucle fermée, avec pour effet une dégradation des performances, voire un risque

de déstabiliser le système. Il est donc essentiel de détecter et localiser ces défauts préco-

cement et sans ambigüıté. D’autres modes représentent le comportement du système en

présence de défauts d’actionneurs ou de défauts internes.

L’objectif d’un module de surveillance (ou diagnostic) en-ligne est de déterminer à

chaque instant, en utilisant les données prélevées sur le système (les entrées et sorties

mesurées), si le comportement est normal ou défaillant. Ce module de surveillance doit

donc être capable de déterminer à chaque instant le mode de fonctionnement courant

(mode actif) du système et de détecter les éventuels défauts de capteurs dans ce mode de

fonctionnement.

Un module de surveillance repose sur le calcul d’indicateurs de défauts (appelés aussi

résidus). Deux approches sont développées : les approches utilisant explicitement un mo-

dèle comportemental du système (model-based FDI), les approches n’utilisant que des
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données sans qu’un modèle de comportement ne soit explicitement utilisé (data-driven

FDI). Les méthodes de génération d’indicateurs de défauts utilisant un modèle de com-

portement nécessitent d’identifier préalablement tous les paramètres du modèle ce qui est

souvent complexe et coûteux à mettre en place. Les méthodes reposant sur les données

nécessitent une étape préalable d’apprentissage permettant de caractériser chaque com-

portement (normal ou défaillant) du système considéré ce qui n’est pas toujours possible

en pratique et se révèle aussi très coûteux en temps de développement.

La méthode que nous proposons (appelée MPD pour Méthode de Projec-

tion des Données) nécessite de connâıtre la structure du modèle comportemental mais

ne nécessite pas de connâıtre précisément tous les paramètres de ce modèle. Les rési-

dus sont générés par des techniques de projection matricielle en utilisant uniquement les

données d’entrées et de sorties mesurées et les fonctions de pondération.

L’avantage de cette méthode de génération de résidus est qu’elle n’utilise

qu’une connaissance partielle du multimodèle, à savoir les fonctions de pon-

dération. Les paramètres des modèles locaux ne sont pas utilisés.

Cette méthode est donc intrinsèquement robuste aux incertitudes paramétriques des

modèles locaux. Elle peut donc être directement implantée sur des applications de même

type sans que les paramètres de chaque système soient identifiés précisément. Cette mé-

thode pourrait donc être très utile pour tester des systèmes en fin de châıne de fabrication

ou pour être implantée sur un parc (groupe) de machines identiques.

Les résidus générés sont structurés par rapport aux défauts des capteurs

ce qui facilite la détection et la localisation de ces défauts. Sous des condi-

tions de discernabilité, ces résidus permettent de détecter les commutations

et d’identifier le mode courant.

Les conditions de discernabilité entre les modes ont été établies et un indice

de discernabilité a été introduit pour évaluer en-ligne la discernabilité effective

entre modes non linéaires, c’est-à-dire la possibilité de différencier deux modes de

fonctionnement à partir uniquement des données mesurées. Cet indice est très utile en

pratique car il permet de limiter le nombre de résidus calculés à chaque instant : seuls les

résidus des modes discernables sont effectivement calculés.

131



Conclusions et perspectives

Des exemples académiques ont été traités tout au long de la thèse afin

d’illustrer, sur des simulations, les différentes méthodes proposées et les résultats obtenus.

Perspectives :

Plusieurs perspectives sont envisagées pour faire suite à ce travail de thèse :

– La méthode par projection des données a été proposée pour les systèmes linéaires

et les systèmes représentés par des multimodèles (agrégation de modèles linéaires).

Nous envisageons d’étendre cette technique à d’autres systèmes non linéaires comme

par exemple les systèmes bilinéaires.

– Pour l’application de la MPD aux multimodèles, nous supposons que les fonctions

d’activation sont parfaitement connues. Une étude de robustesse des résidus aux

incertitudes affectant ces fonctions d’activation doit être menée. En tenant compte

d’incertitudes bornées sur ces fonctions, un encadrement des résidus peut être ob-

tenu. La procédure de décision devra alors tenir compte de cet encadrement.

– Les variables de prémisse sont toutes supposées connues, disponibles à chaque ins-

tant. Ceci est une hypothèse forte dans certains cas d’application. Les résidus sont

des fonctions non linéaires de ces variables de prémisse. Dans certains cas, une combi-

naison (éventuellement non linéaire) des résidus peut permettre d’éliminer certaines

variables de prémisse. Les techniques d’élimination formelles développées pour l’ex-

tension de la méthode de l’espace de parité aux modèles non linéaires (polynomiaux)

pourraient être utilisées.

– Le calcul des résidus par la MPD ne nécessite pas la connaissance des paramètres

locaux des multimodèles, par contre, ces paramètres sont supposés constants. Des

variations au cours du temps de ces paramètres vont entrâıner des changements sur

les résidus. Une étude de sensibilité des résidus à ces variations paramétriques doit

être menée. La procédure de décision pourra ainsi être adaptée pour tolérer celles-ci.

– Le réglage de la fenêtre de calcul (paramètre i) pourrait être davantage formalisé.

Ce paramètre est déterminé en minimisant un critère J . Une étude plus approfondie

de ce critère pourrait permettre de calculer plus précisément (voir analytiquement)
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la valeur de i.

– L’application de cette méthode sur des applications réelles fait bien entendu partie

de nos objectifs à court terme.
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modèles affines par morceaux, 34
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[119] Y. Losser and P. Mouyoun. Définition d’un système de diagnostic de pannes par les
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industriels. Paris, Hermes, 1995. 40, 41

(*) 4
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Résumé

Cette thèse concerne le diagnostic des systèmes à commutations (classe particulière de sys-
tèmes dynamiques hybrides) à modes non linéaires. Certains modes correspondent au fonc-
tionnement normal, sans défaut ; d’autres modes représentent le comportement du système en
présence de défauts capteurs, actionneurs ou composants internes. Une représentation générale
multi-mode/multimodèle est proposée. Chaque mode non linéaire est modélisé sous la forme
multimodèle de type Takagi-Sugeno. Cette modélisation permet de représenter un système non
linéaire par une agrégation de modèles locaux linéaires. Une fonction de pondération est utili-
sée pour déterminer la contribution de chaque modèle local linéaire. Une conception robuste de
résidus, basée sur des techniques de projection matricielle est proposée. Cette méthode utilise
uniquement les données d’entrées/sorties et la connaissance des fonctions de pondération. En
premier lieu, la méthode de projection des données permet de détecter et de localiser les défauts
affectant les capteurs dans un mode non linéaire. En deuxième lieu, elle permet de détecter les
défauts actionneurs ou les défauts internes en détectant les commutations et en reconnaissant,
à chaque instant, le mode actif. Des conditions de discernabilité entre les modes sont établies et
un indice de discernabilité calculé en-ligne est utilisé pour réduire la complexité de la méthode
d’identification du mode courant. Des exemples académiques sont traités tout au long de la thèse
afin d’illustrer en simulation, les différentes méthodes proposées.

Mots-clés: Systèmes dynamiques hybrides, Systèmes à commutations, Discernabilité, Systèmes
non linéaires, Modèle Takagi-Sugeno, Détection et localisation de défauts

Abstract

This thesis deals with the diagnosis of switching systems (a special class of hybrid dynam-
ical systems) with nonlinear modes. Some modes correspond to the normal operation, i.e. the
fault-free case. The other modes may represent the system behavior in the presence of sensors,
actuators or internal component faults. A general representation called multimode/multimodels
is proposed. It models each nonlinear mode by a set of linear models. A weighting function is used
to determine the contribution of each local model. A design method of robust residuals based on
projection techniques is proposed. It uses only inputs/outputs data and the weighting functions.
The knowledge of local parameters is not needed to compute the residuals. The fault detection
and isolation with the data projection method includes firstly, the sensor faults in a nonlinear
mode and secondly, the actuator faults or internal faults by detecting the mode switching and
by recognizing, at each time-instant, the active mode. Discernability conditions between modes
are established and a discernability index computed online is introduced in order to reduce the
complexity of the current mode identification method. Academic examples are taken all along
the thesis in order to illustrate the effectiveness of the different proposed methods and tools.

Keywords: Hybrid dynamical systems, Switched systems, Discernability, Nonlinear systems,
Takagi-Sugeno model, Fault detection and isolation
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