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Title : Étude numérique des écoulements newtoniens et viscoélastiques dans
la sortie d’une conduite courbée 180̊ avec section carrée

Résumé : Ce travail présente les résultats numériques et une analyse
des écoulements des fluides newtoniens et viscoélastiques du type Phan-
Thien-Tanner (PTT) dans une conduite courbée de 180̊ avec section
carrée et une région de sortie linéaire. Les équations de Navier-Stokes
sont écrites en coordonnées orthogonales généralisées, et résolues en utili-
sant la méthode des volumes finis. On montre les résultats numériques en
termes de lignes de courant, de développement des tourbillons et des pro-
fils de vitesses dans la région de sortie, pour trois nombres de Dean (125,
137 et 150) et quatre nombres de Deborah différents (0.1, 0.2, 0.3 et 0.4).
Nous avons observé la formation de paires supplémentaires de tourbillons
contre-rotatifs et le passage de deux tourbillons à quatre tourbillons et
à six tourbillons. Aussi, nous avons mis en evidence les dimensions des
tourbillons et l’instant de leur apparition, qui dépendent des nombres de
Dean et de Deborah.

Mots-clés : Simulation de fluide viscoélastique, Nombre de Dean, Nombre de Deborah, CFD.

Title : Numerical study of Newtonian and viscoelastic flows in the output
region of an 180̊ curved duct with square cross section

Abstract : This work presents the numerical results and the analysis
of the flow behavior of Newtonian and viscoelastic fluids, type Phan-
Thien-Tanner (PTT), in an 180̊ curved duct of square cross section and
straight output zone. The Navier-Stokes equations have been written in
generalized orthogonal coordinates, and solved using the finite volume
method. The numerical results of the streamlines, development of vortex
and velocity profiles in the output region are shown, for Dean numbers
(125, 137, and 150) and four different Deborah numbers (0.1, 0.2, 0.3,
and 0.4). We observed that the formation of supplementary twin counter-
rotating vortex and the transitions of two-vortex patterns to four-vortex
pattern or six-vortex pattern, as well as the vortex dimensions and the
apparition time depend on numbers Dean and Deborah, respectively.

Keywords : Viscoelastic Flow Simulation, Dean Number, Deborah Number, CFD.
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Chapitre 1

INTRODUCTION ET MOTIVATION

Les améliorations technologiques survenues au cours des dernières an-
nées ont permis de grandes avancées dans l’étude et la compréhension du
comportement des différents types des écoulements complexes.

Elles sont d’une grande importance pour les différents secteurs indus-
triels, par exemple, l’agroalimentaire, la pharmacie, l’automobile, et en
particulier pour les huiles lubrifiantes et les procédés de transformation
de polymères.

Des exemples importants de ce type d’écoulement sont les matières po-
lymères et élastomères, les gels, différentes huiles minérales, la céramique,
les huiles lubrifiantes, le caoutchouc, certaines suspensions et mélanges.

La simulation numérique de tels écoulements dans les processus d’ex-
trusion, d’émulsification, de mise en forme et conversion est souvent très
délicate et compliquée, car les problèmes mathématiques sont très diffi-
ciles à résoudre.

La simulation numérique des écoulements non-newtoniens du type vis-
coélastique est un domaine de recherche riche, en raison de la nécessité
de comprendre le comportement du fluide viscoélastique dans beaucoup
de problèmes d’ingénierie.

Cependant, les simulations numériques sont limitées par l’incompati-
bilité existante entre les modèles rhéologiques et les performances des
ordinateurs, bien que les possibilités actuelles de simulation soient déjà
importantes, dû à des améliorations technologiques survenues au cours
des dernières années, qui ont permis de grandes avancées dans l’étude et
la compréhension du comportement des différents types des écoulements

1
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complexes.

Les fluides viscoélastiques présentent un comportement à la fois vis-
queux et élastique avec des "effets de mémoires" simultanés, c’est-à-dire
qu’ils se souviennent des déformations subies pendant leur transforma-
tion.

1.1 Objectif du travail

Ce travail traite la simulation numérique en trois dimensions des fluides
newtoniens et viscoélastiques dans une conduite courbée de 180̊ avec une
section transversale carrée. Ce travail est une suite des travaux d’Helin
et al. (2009) et Boutabba et al. (2009) en mettant l’accent sur les fluides
viscoélastiques, puisque ces fluides sont rencontrés dans de nombreuses
applications.

Pour décrire et modéliser le comportement d’un écoulement viscoélas-
tique, nous avons utilisé l’équation constitutive de Phan-Thien-Tanner
(1990).

Dans notre étude, le système de coordonnées orthogonales généralisées
est adopté pour exprimer les équations constitutives et de conservation.
Ensuite, ce système est résolu par la méthode des volumes finis (FVM).
Les équations sont intégrées dans un volume de contrôle et transformées
en des intégrales de volume et des intégrales de surface.

1.1.1 Plan de la thèse

L’ensemble du travail est divisé en six chapitres. Un bref résumé des
études réalisées pendant les 50 dernières années figure dans ce chapitre.
Cette vue générale montre les travaux antérieures concernant la simula-
tion des écoulements viscoélastiques.

Dans le deuxième chapitre, les équations aux derivée partielles qui
régissent le comportement des écoulements sont énoncées, ainsi que les
modèles principaux des écoulements viscoélastiques sont indiqués. Tout
d’abord, les équations de conservation de la masse et de conservation de
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la quantité de mouvement sont présentées.

Ensuite, les équations constitutives pour les fluides viscoélastiques,
selon le modèle de Maxwell de "upper-convection" (UCM), le modèle
d’Oldroyd-B et le modèle de Phan-Thien-Tanner (PTT), sont présentées.

Le troisième chapitre discute de la méthodologie numérique. Première-
ment, la transformation des coordonnées est discutée et les équations sont
réécrites dans un système de coordonnées orthogonales généralisées. Puis,
la technique de génération du maillage est traitée. Ensuite, la discrétisa-
tion spatiale des équations de conservation de la masse et de conservation
de la quantité de mouvement sont représentées, en insistant sur les com-
posantes discrétisées de la vitesse, de la pression et de la tension. Pour
finir, la discrétisation spatiale de l’équation de conservation de la masse,
de l’équation de quantité de mouvement et de l’équation constitutive de
Phan-Thien-Tanner (PTT) est décrite.

Dans le quatrième chapitre, la géométrie de la conduite courbée est
présentée et les conditions de travail et aux limites sont fixées. Par la
suite, le processus de résolution est indiqué selon les étapes suivantes : la
géométrie de la conduite est présentée, le maillage tridimensionnel pour
la géométrie proposée est élaboré, l’optimisation du maillage est effec-
tuée, les conditions de travail sont établies, les conditions aux limites
sont fixées, la discrétisation est effectuée et le système d’équations non
linéaires est résolu au moyen d’itérations.

Dans le cinquième chapitre, nous analysons les résultats obtenus des
simulations des écoulements newtoniens et viscoélastiques dans la géo-
métrie sélectionnée. A travers les simulations numériques, on a obtenu le
développement de vortex pour les nombres de Dean Dn = 125, Dn = 137
et Dn = 150 et pour les nombres de Deborah De = 0.1, De = 0.2,
De = 0.3 et De = 0.4 dans la zone de courbure dans la zone de sortie de
la conduite. La variation du nombre de Deborah permet d’analyser l’in-
fluence de l’élasticité du fluide. On a pu apprécier comment évoluaient
les vortex pour un écoulement newtonien et pour un écoulement visco-
élastique avec l’utilisation du modèle de PTT.

Dans le sixième chapitre, nous présentons les conclusions et recom-
mandations pour l’écoulement des fluides newtonien et viscoélastique,
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considérant que la simulation de l’écoulement du fluide newtonien a été
effectuée pour valider le code numérique. Pour le cas du fluide newto-
nien, les résultats du comportement des lignes de courant, la tendance
de la formation de vortex et les profils de vitesses sont comparés selon le
nombre de Dean. Pour le fluide viscoélastique, les résultats sont validés
en comparant par rapport aux résultats correspondants au fluide newto-
nien et la variation du nombre de Deborah.

Pour finir, notre principale contribution dans le présent travail se ré-
sume en :

a) La mise en oeuvre de la méthode des volumes finis en coordonnées
orthogonales généralisées.

b) La simulation de l’écoulement d’un fluide viscoélastique avec le mo-
dèle PTT.

c) Le comportement des écoulements dans la zone de sortie d’une
conduite courbée.

d) La transition du modèle à quatre vortex au modèle à six vortex.

1.2 Fluides viscoélastiques

La science qui étudie la déformation de l’écoulement en présence de
contraintes extérieures s’appelle rhéologie. Pendant plus de trois siècles,
les études liées à la rhéologie ont été limitées à l’application de la loi de
Newton pour les liquides et pour les solides à la loi de Hooke.

C’est à partir du XIXe siècle, que les chercheurs ont commencé à avoir
des doutes sur la validité universelle de ces lois linéaires.

W. Weber (1835) a mené une série d’expériences au cours desquelles il a
constaté qu’une charge longitudinale sur des animaux (vers) produit une
extension immédiate, suivie d’un allongement pendant un laps de temps,
une fois celui-ci écoulé et la charge retirée, il se produit une contraction
immédiate, suivie d’une contraction graduelle de la longueur, avant de
retrouver son état initial. Ces caractéristiques sont associées à la réponse
d’un liquide.
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Plus tard, en analysant les études de solides de Maxwell, et celles de
Weber sur les liquides, on est arrivé à la dénomination de "Viscoélasti-
cité".

Après Maxwell (1867), vers la fin du vingtième siècle commence à appa-
raître une série d’études de modèles linéaires et non linéaires pour décrire
le comportement d’un fluide viscoélastique.

Au cours des 50 dernières années du XXe siécle, la rhéologie a pris
beaucoup d’ampleur avec la recherche de matériaux viscoélastiques, avec
l’apparition des modèles émergents qui supposent que le module de rigi-
dité peut varier avec la tension appliquée.

Les rechercheurs ont déterminés que la viscosité dépend à la fois du
temps et des recherches approfondies sur la thèse qui prouve réellement
que les matériaux peuvent montrer un comportement visqueux, élastique
ou une combinaison des deux.

Dean (1928) fut un des pionniers dans ce type des recherches, il a
étudié l’écoulement d’un fluide newtonien dans une conduite courbée. La
définition du nombre de Dean, (Dn), est :

Dn =

√
√
√
√

Forces centrifuges ∗ Forces d′inertie

Forces visqueuses
(1.1)

À la même époque, M. Reiner (1964) a défini le nombre de Debo-
rah, (De), qui est un paramètre utilisé pour caractériser ou classer les
substances en fonction de leur comportement visqueux, élastique ou vis-
coélastique.

Par l’importance de son apport, Reiner est considéré comme l’un des
fondateurs de la rhéologie. Le nombre de Deborah est défini comme suit :

De =
λ

T
(1.2)



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATION

où T est le temps caractéristique du processus de déformation auquel
est soumise une substance donnée et λ est le temps caractéristique de
relaxation de la substance.

Le temps de relaxation est infini pour un solide de Hooke et est nul
pour un fluide newtonien. Ainsi nous avons :

a) Quand De < 1, la substance a un comportement de type visqueux.

b) Quand De > 1, la substance a un comportement élastique.

c) Quand De ≈ 1, la substance a un comportement viscoélastique.

d) Quand De est très faible, la substance est considérée comme un
liquide visqueux.

e) Quand De est élevé, la substance est considérée comme un solide
élastique.

Selon le concept du nombre de Deborah, toutes les substances peuvent
s’écouler. Il faut juste attendre le temps nécessaire à l’écoulement. De
cette manière un matériau peut se comporter comme un solide de Hooke,
si son temps de détente ou de relaxation est très long, ou s’il est soumis
à un processus de déformation pendant un temps très court.

Cheng et Akiyama (1970) ont reporté dans un modèle 2D un écoule-
ment laminaire pleinement développé entrant dans un canal courbé rec-
tangulaire. Cheng et al. (1977) ont visualisé de façon expérimentale la
configuration de l’écoulement secondaire dans des canaux rectangulaires
incurvés, de 25 m de largeur avec un rapport de courbure de 5.

Ghia et Sohkey (1977) et Humphrey et al. (1977) ont étudié l’écou-
lement développé dans ces simulations, avec un nombre de De = 100.
Ligrani et Niver (1988) ont montré la formation de configurationes des
écoulements secondaires dans différentes positiones angulaires de la sec-
tion courbée des canaux.

Bird et al. (1977) et Tanner (2000) ont publié d’excellents livres sur
l’ingénierie de la rhéologie, et sur les équations constitutives viscoélas-
tiques.

Sugiyama et al. (1983) rapportent la visualisation de l’écoulement
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coude à presque 180 degrés des canaux de 20 de largeur. Hwang et Chao
(1991) ont étudié des écoulements laminaires pleinement développés dans
un conduit courbé carré dans des conditions isothermes.

Gopalakrihna et Jaluria (1992) ont résolu numériquement l’équation
régissant les extrudeuses à vis unique avec l’hypothèse du modèle de loi
de puissance pour les fluides non-newtoniens.

Oliveira et Pinho (1999) ont présenté une séries de solutions analy-
tiques pour le modèle simplifié de Phan-Thien-Tanner (S-PTT) en écou-
lements en conduits avec transfert de chaleur. Davaa et al. (2001) ont
utilisé des méthodes numériques pour résoudre le transfert de chaleur
laminaire pleinement développé pour modifier la loi de puissance.

Alves et al. (2001) ont dérivé une solution analytique pour le canal
d’état stable et des écoulements dans les tuyaux avec parois fixes. Ils ont
utilisé l’équation constitutive du modèle PTT complète avec un coeffi-
cient de contrainte linéaire sans viscosité du solvant.

À la fin des années 90, G. Mompean et M. Deville (1997) ont intégré les
équations pour des écoulements viscoélastiques d’un fluide Oldroyd-B, en
utilisant la méthode des volumes finis, et ils ont développé un algorithme
permettant de traiter des écoulements instationnaires en trois dimen-
sions, en utilisant les coordonnées cartésiennes sur maillage décalé et non
uniforme.

Pour la formulation, ils ont utilisé les variables primitives : la vitesse,
la pression et les contraintes. Ils ont examiné et discrétisé dans l’espace
tous les termes d’inertie dans les équations constitutives et de quantité
de mouvement. Ils ont ensuite entrepris des études, lors du démarrage de
l’écoulement de Couette, sur une forme géométrique à deux dimensions
avec une contraction plane et abrupte de 4:1 et sur une géométrie tridi-
mensionnelle avec une forte contraction plane et abrupte de 4:1:4.

S.-C. Xue et al. (1995) ont étudié numériquement, par schéma implicite
de volumes finis, des écoulements secondaires de fluides viscoélastiques
dans des conduites droites. Dans cette étude, les équations constitutives
et de conservation sont écrites en coordonnées orthogonales généralisées
et résolues dans un maillage décalé selon la méthode des volumes finis.
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Ensuite, S.-C. Xue et al. (1998) ont mené une étude numérique tridi-
mensionnelle des écoulements viscoélastiques sur une géométrie avec une
contraction plane et abrupte de 4:1, en utilisant une méthode de volumes
finis et des conditions expérimentales, dans toutes les simulations, qui
avaient déjà été observées. Les études ont été réalisées avec le modèle de
Maxwell de "upper-convection" (UCM), le modèle Phan-Thien-Tanner
(PTT) et celui d’Oldroyd-B. En comparant les résultats obtenus dans
la simulation numérique avec les données expérimentales, ils ont conclu
que ces derniers peuvent être reproduits quantitativement si le liquide
est bien caractérisé par un modèle viscoélastique approprié.

G. Mompean (2002) a réalisé une étude de simulation numérique des
écoulements newtoniens et des écoulements viscoélastiques passant à tra-
vers d’une contraction plane, en utilisant le modèle algébrique pour les
extra-contraintes (AESM), dérivé de l’équation différentielle constitutive
d’un fluide Oldroyd-B, étendu à un fluide Phan Thien-Tanner.

Cette étude a montré que la formulation algébrique reproduit exacte-
ment les composantes des tenseurs des extra-contraintes pour la déforma-
tion de cisaillement pure et la déformation de l’écoulement. G. Mompean
a effectué des simulations numériques des écoulements viscoélastiques,
représentant les équations classiques constitutives d’une forme différen-
tielle en utilisant le modèle algébrique et des extra-contraintes.

En outre, G. Mompean et al. (2003) ont mis en oeuvre une procédure
de transformation générale pour les équations différentielles constitutives
de modèles de comportement viscoélastique.

Cette procédure a été conçue pour transformer les modèles différentiels
d’Oldroyd-B, White-Metzner (WM) et Phan-Thien-Tanner (PTT) en un
autre modèle qui présente une équation différentielle à résoudre.

En réalisant les calculs du champ de contraintes selon un modèle d’Ol-
droyd-B, modèle basé sur le GTP (modèle GTP [Oldb]), sur une géo-
métrie avec une contraction plane abrupte de 4:1, ils ont trouvé que les
résultats ont été très bien approchés de ceux obtenus avec le modèle dif-
ferentiel.

Un autre fait important est l’étude menée par L. Helin (2006), dans
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lequel il propose deux nouveaux développements de modèles algébriques
pour les fluides viscoélastiques explicites pour reproduire les propriétés
du modèle d’Oldroyd-B. Ces modèles ont été testés sur une forme géomé-
trique à deux dimensions avec une contraction plane abrupte de 4:1, des
écoulements autour d’un cylindre et dans une conduite courbée à 180◦.

Helin (2006) a effectué la simulation numérique en utilisant un code de
volumes finis, écrit en coordonnées orthogonales généralisées, concluant
que les modèles simplifiés algébriques reproduisaient les propriétés du
modèle différentiel d’Oldroyd-B avec une réduction significative de l’ef-
fort de calcul.

L. Thais et al. (2006) ont mené une étude comparative de la simu-
lation numérique des écoulements viscoélastiques sur un canal courbé à
180◦ et sur une géométrie plane avec une forte contraction plane abrupte
de 4:1, en utilisant les équations constitutives du modèle différentielle
d’Oldroyd-B et de deux modèles algébriques explicites (modèles AES),
conçus pour simplifier les équations constitutives.

Pour les deux géométries, ils ont constaté que les prédictions des nou-
veaux modèles AES sont compatibles avec le modèle d’Oldroyd-B, jus-
qu’au nombre de Deborah de l’ordre de 0.5, avec l’obtention d’une réduc-
tion significative de l’effort de calcul.

K. Hossam (2008) a simulé numériquement le comportement d’un
fluide viscoélastique incompressible, passant à travers d’un cylindre in-
fini. Pour cela, il a représenté les équations régissant l’écoulement dans
le système de coordonnées orthogonales généralisées et il a utilisé la mé-
thode des volumes finis pour discrétiser.

À partir de l’équation constitutive de l’écoulement viscoélastique, il a
utilisé le modèle simplifié de Phan-Thien-Tanner (S-PTT) et il a appliqué
le schéma quadratique QUICK pour traiter les termes de la convection.
Afin de stabiliser les calculs, il a utilisé la formulation de la répartition
des efforts élastiques visqueux ("Elastic Viscous Split Stress" : EVSS)
pour la décomposition du tenseur des contraintes.

Hossam (2008) a validé le code développé dans un fluide newtonien,
puis il l’a appliqué pour prédire le comportement de l’écoulement vis-



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATION

coélastique avec nombres de Reynolds inférieurs à 200 (Re ≤ 200) et
nombres de Deborah jusq’à 0.25.

Récemment, M. Boutabaa et al. (2009) ont mené une étude en trois
dimensions des tourbillons de Dean dans le développement des écoule-
ments newtoniens et viscoélastiques, passant par une conduite courbée
avec section carrée.

Pour la représentation des effets viscoélastiques, ils ont utilisé le modèle
de Phan-Thien-Tanner (PTT). La méthode numérique appliquée utilise
une discrétisation de volumes finis avec un maillage décalée et les équa-
tions sont écrites en coordonnées orthogonales généralisées.

Les simulations numériques produites pour les trois différents nombres
de Dean (125, 137 et 150) ont montré clairement la présence de deux
cellules stables de Dean et le développement d’un ensemble de quatre
cellules dans la région courbée, lorsque les forces centrifuges deviennent
significatives.

La comparaison entre des écoulements newtoniens et PTT montre que
la transition des cellules jumelles vers les quatre cellules est prévisible
pour le fluide viscoélastique.

L. Helin et al. (2009) ont également effectué des simulations numé-
riques tridimensionnelles de l’écoulement viscoélastique de Dean pour un
fluide modifié Phan-Thien-Tanner, passant à travers d’un canal courbé
en forme de ”U” avec une section carrée.

Des écoulements de Dean ont été étudiés selon la gamme du nombres
de Reynolds entre 485 et 580, ce qui correspond à la gamme du nombres
de Dean entre 125 et 150, dans laquelle ils ont obtenu des solutions
stables. Des simulations numériques ont montré la présence de deux cel-
lules stables de Dean et le développement de deux tourbillons supplémen-
taires. Aussi, L. Helin et al. (2009) ont examiné l’influence de l’élasticité
du paramètre de déformation et de l’épaisseur du liquide viscoélastique.

Enfin, G. Mompean et L. Thais (2009) ont étudié des simulations nu-
mériques bidimensionnelles et tridimensionnnelles des écoulements vis-
coélastiques dans des géométries complexes en utilisant la méthode des



1.2. FLUIDES VISCOÉLASTIQUES 11

volumes finis en coordonnées orthogonales.

L’algorithme de Navier-Stokes a été conçu pour les maillages orthogo-
nales généralisées en deux dimensions et pour une description cartésienne
le long de la courbure.

Les équations de conservation ont été écrites selon des variables primi-
tives de la pression et de vitesse, à l’aide de longueurs curvilignes phy-
siques et des vitesses contravariantes, telles qu’elles ont été exprimées par
S.B. Pope (1978).

La discrétisation spatiale a été faite avec la méthode des volumes finis,
en prenant la pression au centre des volumes de contrôle et les com-
posantes de la vitesse dans le centre des faces des cellules. Les termes
d’advection conservatives ont été discrétisés avec un schéma quadratique
QUICK et les termes d’advection supplémentaires, induits par la cour-
bure des coordonnées ont été traités de manière explicite comme coor-
données des volumes intégraux évalués dans les centres des cellules.

Cette discrétisation produit une matrice symétrique et definie posi-
tive pour la pression. Afin de modéliser l’écoulement viscoélastique, G.
Mompean et L. Thais (2009) ont utilisé l’équation constitutive de Phan-
Thien-Tanner (PTT).

Dans le présent travail on a étudié la simulation numérique tridimen-
sionnelle des écoulements newtoniens et viscoélastiques (PTT) dans une
conduite courbée de 180̊ , avec section carrée et une région de sortie li-
néaire, similaire a la geometria de géométrie de Bara et al. (1992), Helin
(2006), Boutabaa et al. (2009) et Helin et al. (2009). Les équations que
reagissent le comportement des écoulements sont résolues par la méthode
des volumes finis. On a observé la formation de paires supplémentaires
de tourbillons contre-rotatifs et les transitions des modèles de deux tour-
billons au modèle de quatre tourbillons et au modèle de six tourbillons.
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Chapitre 2

Équations et modélisation des écoulements

En classant qualitativement les comportements des matériaux, selon le
nombre de Deborah, dans un diagramme de déformation en fonction du
nombre de (De), on peut distinguer trois zones :

- Une zone à faible nombre de Deborah correspondant à un comporte-
ment visqueux.

- Une autre zone avec des nombres de Deborah élevés correspondant à
un comportement purement élastique.

- Et une zone intermédiaire, correspondant à un comportement visco-
élastique.

Les matériaux viscoélastiques présentent un comportement tel que,
pour des faibles déformations, alors qu’ils sont proches de l’équilibre,
font que la relation entre la tension et la déformation soit linéaire, et se
trouve dans la zone appelée "viscoélasticité linéaire".

Dans le cas des déformations plus importantes, la relation entre la
tension et la déformation n’est plus linéaire et donne la zone de visco-
élasticité non-linéaire.

2.1 Loi de Comportement fondé sur la viscoélasticité linéaire

Le développement de la théorie mathématique de la viscoélasticité li-
néaire est basé sur le principe que la réponse (déformation) à tout moment
est linéairement proportionnelle à sa force motrice (tension).

De sorte que, si la déformation et la vitesse de déformation sont infi-
nitésimales, la relation tension-déformation, dépendant du temps, peut

13
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être décrite par des équations différentielles à coefficients constants, fai-
sant qu’on a un comportement viscoélastique linéaire.

τ = −
∫ t

−∞
G(t − t

′

)γ̇(t′)dt′ (2.1)

ou :

τ = +
∫ t

−∞
M(t − t

′

)γ(t, t′)dt′ (2.2)

où G(t − t
′

) est le module de relaxation, t est le temps actuel, t′ est

un instant antérieur quelconque du processus, M(t − t
′

) = ∂G(t−t
′

)

∂t
′ est

une fonction à mémoire, γ̇ =
√

2Tr[D] est le taux d’effort et est fini à
t = −∞ ; et D est le taux de tenseur de déformation.

Les intégrales consistent en le produit de deux fonctions : la première
fonction de la nature du fluide (les paramètres matériels apparaissent
dans G(t − t

′

) ou M(t − t
′

)) et la seconde fonction de la nature de l’écou-
lement (la cinématique est décrit par γ(t, t′) ou γ̇(t′)).

2.2 Modèles non-linéaires

Les équations fondamentales qui régissent le comportement des écou-
lements sont les équations de conservation de la masse et l’équation de
quantité de mouvement ou de Navier-Stokes.

2.2.1 Équation de conservation de la masse

∇ · (u) = 0 (2.3)

où u est le vecteur de vitesse.



2.3. MODÈLE DE MAXWELL DE "UPPER-CONVECTION"(UCM) 15

2.2.2 Équation de quantité de mouvement

Les équations de Navier Stokes ou quantité de mouvement régissant le
comportement de l’écoulement s’écrivent vectoriellement comme :

∂u

∂t
+ u · ∇u = −

∇p

ρ
+ f + ν∆u (2.4)

où ρ est la densité, p est la pression, f sont les forces externes (dans ce
cas, ce domaine est représenté par la force spécifique gravitationnelle g),
ν est la viscosité cinématique, et u est le vecteur vitesse.

2.3 Modèle de Maxwell de "Upper-Convection"(UCM)

Selon Bird et al. (1987), Maxwell (1967) semble avoir été le premier
à proposer une équation qui combine les équations du modèle solide
(Hooke) et le modèle de liquide (Newton), en l’équation pour les fluides
viscoélastiques, avec des propriétés de solides et de liquides.

À partir du modèle original de Maxwell, en remplaçant la dérivée du
tenseur de tension par la dérivée convective τ ′, on obtient le modèle de
Maxwell "Upper-Convected".

Basé sur le modèle proposé par Maxwell par des fluides ayant un com-
portement élastique et visqueux, Bird et al. (1987) ont présenté un’autre
manière de décrire le modèle en utilisant l’équation suivante :

τ + λ
∂τ

∂t
= 2ηpD (2.5)

où τ est le tenseur viscoélastique, λ est le temps de relaxation de l’écou-
lement, ηp est la viscosité polymérique et D est le tenseur de déformation.
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2.4 Le modèle d’Oldroyd-B ou modèle de convection de Jeffreys

L’équation du modèle d’Oldroyd-B s’ècrit comme suit :

τ + λ
∂τ

∂t
= 2η0D + 2ληN

∂D

∂t
(2.6)

où η0 est la viscosité total et ηN est la viscosité du solvant newtonien.

L’équation du modèle d’Oldroyd-B peut être écrite aussi comme suit :

τ + λ1τ(1) = −η0(γ(1) + λ2γ(2)) (2.7)

Cette équation constitutive contient trois paramètres : η0 la viscosité
total, λ1 le temps de relaxation et λ2 le temps de retardation ; avec :

∂ux

∂y
= γ(t) (2.8)

Le modèle d’Oldroyd-B est l’un des modèles les plus fréquemment uti-
lisés pour l’analyse des fluides viscoélastiques. Il appartient à la famille
plus large des modèles appelés modèles de Jeffrey.

2.5 Modèle de Phan-Thien-Tanner (PTT)

Parmi les modèles non-linéaires, on trouve le modèle de Phan-Thien
et Tanner (1977), qui est basé sur la théorie microstructurelle du fluide.
Ce modèle est connu sous le nom PTT.

Dans la littérature, la fonction Y du modèle PTT est habituellement
considérée comme fonction linéaire :
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Y (Tr(τ)) = 1 +
ελTr(τ)

ηm0
(2.9)

ou exponentielle :

Y (Tr(τ)) = exp[
ελTr(τ)

ηm0
] (2.10)

En général :

Y (Tr(τi))τi + λτ +
ξ

2
λi{γ̇ · τi + τi · γ̇} = −γ̇ηi (2.11)

où ε est une constante liée au comportement élongationnel du maté-
riel, λ est le temps de relaxation de l’écoulement, ηm0 est la viscosité
moléculaire initiale, τ =

∑

i τi est le tenseur viscoélastique, Tr(τ) est la
trace du tenseur de tension, ξ est un paramètre constant du modèle PTT,
γ̇(t′) est une fonction que décrit la cinématique de l’écoulement, ηm0 est
le coefficient de viscosité du modèle PTT et (.) est le produiit scalaire.

Les deux paramètres constants ǫ et ξ définissent le comportement non-
linéaire ; alors Y (Tr(τ)) est une fonction des tensions normales du fluide.

Tanner (2000) fait remarquer que ξ est le paramètre de glissement
de Phan-Thien Tanner, et est consideré comme la viscosité linéaire. Il
contrôle la quantité de glissement entre les chaînes polymériques du fluide
et peut être estimé par des tests viscométriques. C’est donc un paramétre
qui est déterminé à partir d’un rhéométre.

Pour un matériau avec un temps de relaxation, l’équation constitutive
du modèle PTT peut être exprimée comme suit :

τ + ξ(Dτ − τDT ) +
Y τ

λ
= 2GD (2.12)

En écrivant l’équation constitutive différentielle précédente sous la
forme proposée par Phan-Thien Tanner (1977), on peut écrire :
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λ[
Dτ

Dt
− Lτ − τLT ] + Y τ = 2ηmD (2.13)

où Dτ
Dt

est la dérivée objective, L est la matrice, LT est sa transposée
et ηm est la viscosité moléculaire, qu’est définie comme :

ηm = ηm0µ (2.14)

et :

ηm0 = βη0 (2.15)

L’équation récrite comme equation de transport et remplaçant les va-
leurs de ηm et ηm0, est la suivante :

λ[
Dτ

Dt
] = 2µβηoD + λ(Lτ + τLT ) − Y τ (2.16)

En général :

Y (Tr(τi))τi + λiτi +
ξi

2
λi{γ̇ · τi + τi · γ̇} = −γ̇ηi (2.17)

où ηi, λi, ξi et εi sont des constantes ; avec :

Selon les valeurs des constantes ε, β et ξ l’équation précédente sera
modifiée et rebaptisée, car elle répondra à une autre équation constitu-
tive d’un modèle, et en fonction de cela, les équations constitutives seront
celles indiquées au tableau 1.
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Tableau 1.

ǫ β ξ Viscosité Modèle

A 1 C ηm = ηm0 = η0 Phan-Thien-Tanner(PTT)

0 0 < β < 1 0 ηm = ηm0 Oldroyd-B

0 1 0 ηm = ηm0 = η0 Upper-Convected Maxwell (UCM)

où A et C sont valeurs quelconques positives.

Alors, la fonction Y du modèle PTT considérée comme fonction linéaire
peut s’ècrire :

Y (Tr(τ)) = 1 +
εiλiTr(τi)

ηm0i

(2.18)

ou sons forme exponentielle :

Y (Tr(τ)) = exp[
εiλiTr(τi)

ηm0i

] (2.19)

Enfin, le tenseur du gradient de la vitesse effective, ▽u, est exprimée
comme suive :

▽u = L + ξD (2.20)

2.6 Équations sous forme adimensionnelle

Pour mettre l’équation de conservation de la masse, l’équation de quan-
tité de mouvement et l’équation constitutive de Phan-Thien-Tanner sous
une forme adimensionnelle, on a utilisé les variables adimensionnelles,
la dimension caractéristique de la conduite, la vitesse du fluide et les
nombres sans dimensions, a savoir : nombre de Reynolds, nombre de
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Dean et nombre de Deborah.

Dans l’hydrodynamique des fluides isothermes, l’écoulement d’un fluide
s’écrit sous les formes :

ρ(∂tu + (u.∇)u) = f + divσ, (2.21)

∂tρ + div(ρu) = 0 (2.22)

où ρ est la densité de masse, u = u(t, x) ∈ R
N est la vitesse, ∂t = ∂

∂t

est une dérivée partielle, f est le vecteur force et σ est le tenseur des
contraintes (tenseur symétrique). De plus, nous pouvons décomposer σ

de la manière suivante :

σ = τ − pI (2.23)

où τ désigne la partie tangentielle du tenseur, alors que pI est la partie
normale, p est la pression et I est le tenseur identité (ses composantes δij

sont les symboles de Kronecker).

En remplacant σ par sa valeur, le comportement d’un fluide viscoélas-
tique est donnée par l’équation de quantité de mouvement :

ρ

(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p = f + div τ. (2.24)

Si on suppose, en plus, que le fluide est incompressible, alors :

∂tρ = 0 (2.25)

et :

div(ρu) = ρ · divu + ∇ρ · u = ρdivu (2.26)
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Alors la équation (2.21) s’écrit comme :

divu = 0 (2.27)

Il existe de nombreux modèles différentiels, permettant de modéliser
le comportement de fluides viscoélastiques. Des considérations physiques
permettent d’obtenir une équation de la forme :

λ
Dτ

Dt
+ f(τ)τ = 2ηD[u] (2.28)

avec :

D[u] =
1

2
(∇u + ∇T u) (2.29)

où η et λ sont deux nombres positives qui correspondent respective-
ment à la viscosité totale du fluide et au temps de relaxation relatif aux
propriétés rhéologiques du fluide (lié au nombre de Déborah), D[u] est le
tenseur de déformation qui répresente la partie symétrique de ∇u.

La dérivée objective, c’est-à-dire indépendante du repère choisi, est
donnée par :

Dτ

Dt
=

dτ

dt
+ τW [u] − W [u]τ − a(D[u]τ + τD[u]) (2.30)

avec :

dτ

dt
=

(

∂

∂t
+ (u · ∇)

)

τ (2.31)

et :
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W [u] =
1

2
(∇u − ∇T u) (2.32)

où W [u] est le tenseur des taux de rotation qui répresente la partie
antisymétrique de ∇u, a est un paramètre réel vérifiant a ∈ [−1, 1], et
dτ
dt

est la dérivée totale (ou dite aussi particulaire) qui tient compte de la
variation temporelle de x.

En général, nous décomposons la contrainte τ en deux parties, une
newtonienne (τs) qui correspond au solvant, on retrouve en effet un ten-
seur dépendant linéairement du tenseur des taux de déformations, et une
polymérique (τp) ou partie purement élastique de la contrainte. Puis, nous
écrivons :

τ = τs + τp = 2ηsD[u] +

((

ξs − 2
ηs

N

)

divu

)

I + τp (2.33)

où N est la dimension de l’espace physique, I est le tenseur identité,
ξs est la viscosité dite de groupe, ηs = η − ηp est la viscosité du solvant.

Dans le cas d’un fluide viscoélastique non stationnaire incompressible
nous supposons que ξs = 0, alors :

τ = 2ηsD[u] + τp (2.34)

On obtient :

ρ

(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p − ηs∆u − divτp = f (2.35)

On introduit un paramètre r qui décrit la proportion relative des com-
portements purement visqueux et purement élastiques, écrit comme :

r =
ηp

η
(2.36)
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Alors le système s’écrit comme :







−η(1 − r)∆u + ρ
(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p − divτp = f ,

divu = 0,

λDτp

Dt
+ f(τp)τp = 2ηpD[u]

(2.37)

Ce système peut être écrit sous la forme :







−η(1 − r)∆u + ρ
(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p − divτp = f ,

divu = 0,

λ
(

∂τp

∂t
+ (u · ∇)τp + ga(∇u, τp)

)

+ f(τp)τp = 2ηrD[u]

(2.38)

où :

ga(∇u, τp) = τpW [u] − W [u]τp − a(D[u]τp + τpD[u]) (2.39)

Pour faciliter la lecture du système, notons τ au lieu de τp, alors le
fluide viscoélastique non stationnaire incompressible vérifie le système
suivant :







−η(1 − r)∆u + ρ
(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p − divτ = f ,

divu = 0,

λ
(

∂τ
∂t

+ (u · ∇)τ + ga(∇u, τ)
)

+ f(τ)τ = 2ηrD[u]

(2.40)

Lorsque le paramètre r est pris égal à 1, diverses formes du modèle
de Maxwell généralisé sont retrouvées. Et si en plus, f = 1, il s’agit du
modèle de Maxwell classique. Le cas de r = 0 correspond au modéle new-
tonien. Le modèle d’Oldroyd-B correspond au cas où f est l’identité et
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0 < r < 1.

Si on choisit une forme linéarisée de f , des lois de Phan-Thien-Tanner
sont obtenues. La forme standard de f dans le cas de PTT est donné
par :

f(τ) = 1 +
κλ

η
Tr(τ) (2.41)

où κ est une constante liée au comportement élongationnel du matériel.

Afin d’éclaircire la méthode mathématique, on suppose que x∗, u∗,
p∗, t∗, τ ∗, ρ∗ et f ∗ sont tous avec dimension, donc notre système s’écrit
comme :







−η(1 − r)∆∗u∗ + ρ∗
(

∂u
∗

∂t∗
+ (u∗.∇∗)u∗

)

+ ∇∗p∗ − div∗τ ∗ = f ∗,

div∗u∗ = 0,

λ
[

∂τ∗

∂t∗
+ (u∗ · ∇∗)τ ∗ + ga(∇∗u∗, τ ∗)

]

+ f(τ ∗)τ ∗ = 2ηrD∗[u∗].

(2.42)

Considérons maintenant des quantités physiques sans dimension, en
posant :

x = x
∗

L
, u = u

∗

U
, p = p∗L

Uη
, t = t∗L

U
, ρ = ρ∗

ρ0
, τ = τ∗L

Uη
, f = f

∗L2

Uη

où U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caractéris-
tiques du fluide.

Pour la première équation :

−η(1 − r)
U

L2
∆u +

ρ0ρLU

η

(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+
Uη

L2
∇p −

Uη

L2
divτ =

Uη

L2
f

(2.43)

On prend, pour faciliter le calcul, ρ = 1 (déjà ρ est un nombre sans
dimension). Puis, on multiplie l’équation par L2

Uη
. Définissons ensuite le
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nombre sans dimension, dit le nombre de Reynolds :

Re =
ρ0LU

η
(2.44)

Alors :

−(1 − r)∆u + Re

(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p − divτ = f (2.45)

Pour la troisième équation :

λ




U 2η

L2

∂τ

∂t
+

U 2η

L2
(u · ∇)τ +

U 2η

L2
ga(∇u, τ)



+
Uη

L
f

(

Uη

L
τ

)

τ = 2ηr
U

L
D[u]

(2.46)

Divisons par Uη
L

:

λU

L

[

∂τ

∂t
+ (u · ∇)τ + ga(∇u, τ)

]

+ f

(

Uη

L
τ

)

τ = 2rD[u] (2.47)

Puis, prenons le nombre sans dimension, dit le nombre de Deborah :

De =
λU

L
(2.48)

Alors :

De

[

∂τ

∂t
+ (u · ∇)τ + ga(∇u, τ)

]

+ f

(

Uη

L
τ

)

τ = 2rD[u] (2.49)

Par suite, le système s’écrit :
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−(1 − r)∆u + Re
(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p − divτ = f ,

divu = 0,

De
[

∂τ
∂t

+ (u · ∇)τ + ga(∇u, τ)
]

+ f
(

Uη
L

τ
)

τ = 2rD[u]

(2.50)

Si on veut préciser le système PTT, alors :







−(1 − r)∆u + Re
(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

+ ∇p − divτ = f ,

divu = 0,

De
[

∂τ
∂t

+ (u · ∇)τ + ga(∇u, τ)
]

+ [1 + κDeTr(τ)]τ = 2rD[u]

(2.51)

Si κ = 0, on obtient le modèle Oldroyd-B.



Chapitre 3

Méthode numérique

La solution d’un système d’équations différentielles, obtenue par les
équations de Navier-Stokes, est un problème mathématique complexe.
Pour sa résolution, des méthodes numériques sont utilisées.

L’utilisation de méthodes numériques, pour la résolution des systèmes
d’équations différentielles, réside dans son application à des situations gé-
nérales donc leur capacité à résoudre des équations dans n’importe quel
type de géométrie est un aspect fondamental.

Comme il n’y a pas de solution analytique du modèle mathématique
pour la géométrie complexe, avec les méthodes numériques on arrive à
obtenir des solutions approximatives dans des circonstances différentes.
Donc le problème devient un modèle discret.

Dans les méthodes numériques traditionnelles la construction d’un
maillage sur le domaine physique de l’étude est nécessaire. Ces dernières
années, la méthode des volumes finis, initialement développée pour les
maillages structurés, a été adaptée aux maillages non structurés pour des
géométries complexes.

La méthode des volumes finis consiste à délimiter les faces du volume
par les plans moyens des éléments, de sorte que le volume intérieur soit
un volume inférieur à la somme des parties de tous les éléments qui le
délimitent.

Les surfaces du volume fini sont parcourues par un écoulement qui peut
être représenté par une intégration de points discrets, qui appartiennent
au domaine des équations discrètes à étudier.

27
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En général, les volumes finis se déforment en fonction de la géométrie,
parce que leurs faces sont orthogonales entre elles ; par conséquent, les
équations discrétisées pour chaque volume fini doivent prendre en compte
des termes supplémentaires.

3.1 Équations en coordonnées orthogonales

Les systèmes de coordonnées les plus couramment utilisés dans les opé-
rations différentielles sont les coordonnées rectangulaires, cylindriques et
sphériques.

P. Moon et S.D. Spencer (1961) ont présenté une vaste compilation
pour d’autres systèmes de coordonnées. Toutefois, par le système de co-
ordonnées orthogonales, les trois systèmes susmentionnés peuvent être
ajustés à ce nouveau système.

J.F. Dijksman et E.P.W. Savenije (1985), qui ont d’abord travaillé avec
le système de coordonnées orthogonales, ont synthetisé touts les opéra-
tions dans des tableaux.

S.B. Pope (1978) a établi une méthode utilisant des coordonnées or-
thogonales généralisées, pour obtenir une notation dans laquelle il y a un
compromis entre la simplicité de la notation cartésienne dans la forme
des tenseurs et des tenseurs généraux.

Les équations peuvent être exprimées en coordonnées orthogonales gé-
néralisées, à travers des termes des composantes physiques des tenseurs.

La figure 3.1 montre, par simplicité, un système tridimensionnel de
coordonnées orthogonales généralisées où les coordonnées orthogonales,
γ2 sont représentées en fonction des coordonnées cartésiennes x.

Les distances dans le système de coordonnées orthogonales généralisées
sont liées au système cartésien en utilisant le tenseur métrique gij, lequel
est diagonal et est exprimé comme s’indique en l’équation (3.1).

gij =
∑

l

∂xl

∂xi

∂xl

∂xj

(3.1)
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Figure 3.1 – Coordonnées orthogonales

Les facteurs d’échelle sont définis comme la racine carrée des éléments
diagonaux de ce tenseur métrique, alors s’écrivent usuellement comme :

hi ≡ (gij)
1
2 (3.2)

Les composantes physiques d’un vecteur contravariant sont donnés :

A(i) ≡ hiA
i (3.3)

L’équation ci-dessus représente les composantes du vecteur dans la di-
rection des lignes de coordonnées, mesurées en relation avec le système
cartésien. L’avantage d’exprimer les équations de transport en tant que
composantes physiques covariantes ou contravariantes, se basent sur le
fait que les vecteurs conservent les mêmes dimensions dans toutes les di-
rections et toutes les positions, et que ne necessitent aucun changement
supplémentaire dû à l’expansion du système de coordonnées. Les équa-
tions de transport dans le système orthogonal généralisé peuvent être
obtenues par des transformations géométriques.
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Pope (1978) utilise une procédure pour transformer ces équations sous
cartésienne, directement dans le système orthogonal général, où les trans-
formations sont obtenues à l’aide de tenseurs généraux et en impliquant
des dérivés ∂

∂x(i) , l’opérateur de la divergence ▽(i) et les termes des
variations de coordonnées Hij, où :

▽(i) ≡ hi|h|
∂

∂x(i)

|h|

hi

et

Hi(j) =
1

hihj

∂hi

∂xj

=
∂

∂x(j)
lnhi (3.4)

Dans l’équation (3.4) |h| est le produit du facteurs d’échelle et repré-
sente la relation de volume entre les systèmes de coordonnées. Le terme
de variation de coordonnées, Hij, représente l’inverse du rayon de cour-
bure de la ligne de coordonnées i et j.

Par ailleurs, les symboles de Christoffel sont exprimés en fonction des
termes de variation de coordonnées :

{k
ij} = gkl(ij, l)

ou

{k
ij} =

1

2

∑

l

gkl(
∂gil

∂xj
+

∂gjl

∂xi
−

∂gij

∂xl
) (3.5)

Les équations de continuité et de quantité de mouvement en coordon-
nées orthogonales généralisées, transformées par Pope (1978) et Helin
(2006), sont données par :

∑

i

▽(i)U(i) = 0 (3.6)

∂ρUj

∂t
+
∑

i

▽(i)[ρUiUj − τij − 2ηDij] = −
∂p

∂γj

−

∑

i

H i
j[ρUiUj − τij − 2ηDij] +

∑

i

Hj
i [ρUiUi + τii − 2ηDii] (3.7)
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3.2 Discrétisationes spatiale et temporelle

La formulation en volumes finis est aujourd’hui largement utilisée en
mécanique des fluides numérique. Comme indiqué plus haut, cette for-
mule s’applique à des maillages structurés et non structurés, et la forme
des volumes élémentaires peut être trés variée. Sa souplesse et sa simpli-
cité conceptuelle expliquent son adoption et son utilisation dans différents
programmes commerciaux.

Dans cette méthode, on part généralement d’une discrétisation pré-
liminaire du domaine de calcul en éléments, des triangles ou des quadri-
latères, à partir desquels on construit de nouveaux maillages.

Dans chacun de ces volumes est faite, sous forme intégrale, la discré-
tisation des équations exprimant les lois de conservation et qui, par appli-
cation du théorème de la divergence, sont simplifiées considérablement.
Les expressions qui en résultent établissent dans chaque cellule la conser-
vation exacte des propriétés pertinentes de l’écoulement.

Les termes des équations sont remplacés par des approximations du
type différences finies, obtenant des équations algébriques qui sont réso-
lues par un processus itératif.

Dans notre étude, la méthode utilisée pour résoudre le système d’équa-
tions en coordonnées orthogonales est la méthode des volumes finis, les
équations sont intégrées dans un volume de contrôle et, en utilisant le
théorème de Gauss, les équations sont transformées d’intégrales de vo-
lume en intégrales de surface. Ceci est :

∫

up
∇. udu =

∫

sp
u. nds (3.8)

Le n est le vecteur normal de la surface, qui appartient au volume
de contrôle V , et le terme de (

∫

u. nds) représente l’écoulement massique
qui passe à travers la surface. On utilise le théorème de Gauss parce que
l’écoulement est orthogonal au volume de contrôle. L’emplacement des
variables peut être observé dans la figure 3.2.
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Figure 3.2 – Présentation schématique des maillages en volumes finis

Les vitesses sont évaluées dans les centres des faces du volume de
contrôle, et les pressions, ainsi que les tensions normales, sont calculées
dans les coins de la maille de pression.

3.2.1 Discrétisation spatiale

L’équation de conservation de la masse.

L’équation de conservation de la masse est donnée par :

∑

j

▽ ·(j) Uj = 0 (3.9)

En intégrant l’équation précédente de conservation de la masse dans un
volume de contrôle, où la valeur de dγ1

p(i,k+1) représente la taille physique
de la frontière dans le volume de contrôle qui est centré sur les noeuds
de pression vpression.

U2(i,k+1)dγ1
p(i,k+1) − U2(i,k)dγ1

p(i,k) + U1(i+1,k)dγ2
p(i+1,k) − U1(i,k)dγ2

p(i,k) = 0
(3.10)
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L’équation de quantité de mouvement.

L’équation de quantité de mouvement est donnée par :

∂ρUj

∂t
+
∑

i

▽(i)[ρUiUj − τij − 2ηDij] = −
∂p

∂γj

−
∑

i

H i
j[ρUiUj − τij − 2ηDij] +

∑

i

Hj
i [ρUiUi + τii − 2ηDii] (3.11)

En intégrant de façon analogue, on obtient cette équation, où dγ2
u1(i,k)

est la longueur physique de la frontière du volume de contrôle νU , où sont
centrés les noeuds de vitesse. En utilisant le théorème de Gauss, comme
le montre Helin (2006), l’équation du mouvement devient :

(
∂ρU1

∂t
)vU1 +

︷ ︸︸ ︷

{U1U1 − τ11 − 2ηsD11} dγ2
U1(i+1,k)−

︷ ︸︸ ︷

{U1U1 − τ11 − 2ηsD11} dγ2
U1(i,k) +

︷ ︸︸ ︷

{U1U2 − τ12 − 2ηsD12} dγ1
U1(i,k+1)−

︷ ︸︸ ︷

{U1U2 − τ12 − 2ηsD12} dγ1
U1(i,k) = [

2(P(i,k) − P(i−1,k))

dγ1
U1(i,k) + dγ1

U1(i,k+1)

]UU1+

︷ ︸︸ ︷

[H1
2(U2U2 − τ22 − 2ηsD22) − H2

1(U2U1 − τ21 − 2ηsD21)] UU1 (3.12)

Ce qui permet d’obtenir les conditions de la forme (UnUn−τnn−2ηsDnn)

(UnUn+1 −τnn+1 −2ηsDnn+1) et (UnUn−1 −τnn−1 −2ηsDnn−1) ; et les termes
de l’advection Ui, Uj sont obtenus en utilisant la méthode de "Quadra-
tic upstream the interpolation convective kinematics" ou aussi appelé
"QUICK" utilisée par Léonard (1978).

En appliquant la méthode de QUICK, les termes d’advection de l’équa-
tion 3.12 sont exprimés par les quatre points cardinaux de volume de
contrôle. C’est-à-dire :
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* Côté Nord : Le terme d’advection est :

U1U2 =
1

2
{U2(i, k + 1) + U2(i − 1, k + 1)}[

1

2
(U1(i, k) + U1(i, k − 1))+

1

8
{2U1(i, kp − 1) − U1(i, kp − 2) − U1(i, kp)}] (3.13)

kp = k + 1 si {1
2(U2(i, k + 1) + U2(i, k))} est inférieur à zéro

kp = k dans le cas contraire

Le terme de tension est :

τ12 + 2ηsD12 = τ12 + 2ηs[
U2(i, k + 1) − U2(i − 1, k + 1)

dγ1
U1(i,k+1)

+

U1(i, k + 1) − U1(i, k)

dγ2
U2(i,k+1)

−

H1
2fsu1(i, k + 1)

U2(i, k + 1) + U2(i − 1, k + 1)

2
−

H2
1fsu1(i, k + 1)

U1(i, k + 1) + U1(i, k)

2
] (3.14)

où H2
1fsu1(i, k) est le facteur d’étirement calculé dans le centre de la

face du volume de contrôle.

* Côté Sud : Le terme d’advection est :

U1U2 =
1

2
{U2(i, k) + U2(i − 1, k)}[

1

2
(U1(i, k − 1) + U1(i, k − 2))+

1

8
(2U1(i, kp − 2) − U1(i, kp − 3) − U1(i, kp − 1))] (3.15)
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kp = k si 1
2{U2(i, k) + U2(i, k − 1)} est inférieur à zéro

kp = k − 1 dans le cas contraire

Le terme de tension est :

τ12 + 2ηsD12 = τ12(i, k) + 2ηs[
U2(i, k) − U2(i − 1, k)

dγ1
U1(i,k)

+

U1(i, k) − U1(i, k − 1)

dγ2
U2(i,k)

− H1
2fsu1(i, k)

U2(i, k) + U2(i − 1, k)

2
−

H2
1fsu1(i, k)

U1(i, k) + U1(i, k − 1)

2
] (3.16)

* Côté Est : Le terme d’advection est :

U1U1 =
1

2
{U1(i, k) + U1(i + 1, k)}[

1

2
(U1(i, k) + U1(i + 1, k))+

1

8
(2U1(ip, k) − U1(ip − 1, k) − U1(ip + 1, k))] (3.17)

ip = i + 1 si {1
2(U1(i, k) + U1(i + 1, k))} est inférieur à zéro

i(p) =i dans le cas contraire

Le terme de tension est :

τ11 + 2ηsD11 = τ11(i, k) + 2ηs[
U1(i + 1, k) − U1(i, k)

dγ1
U2(i,k+1)

+

H2
1p(i, k)

U2(i, k + 1) + U2(i, k)

2
] (3.18)

En outre, le terme de la tension demeure que τ11 = τ11 + 2Dη11
et

H2
1P (i, k) est le facteur d’étirement, calculé sur le noeud de pression,

situé au contour du volume de contrôle.
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* Côté Ouest : Le terme d’advection est :

U1U1 =
1

2
{U1(i, k) + U1(i − 1, k)}[

1

2
(U1(i, k) + U1(i − 1, k))+

1

8
(2U1(ip − 1, k) − U1(ip − 2, k) − U1(ip, k))] (3.19)

ip = i − 1 si {1
2
(U1(i, k) + U1(i − 1, k))} est inférieur à zéro

ip = i dans le cas contraire

Le terme de tension est :

τ11 + 2ηsD11 = τ11(i, k) + 2ηs[
U1(i, k) − U1(i − 1, k)

dγ1
U2(i−1,k+1)

+

H2
1p(i − 1, k)

U2(i − 1, k + 1) + U2(i − 1, k)

2
] (3.20)

* La courbure du volume de contrôle : Les termes d’advection sont :

U2U2 = [
1

4
(U2(i, k) + U2(i, k + 1) + U2(i − 1, k + 1) + U2(i − 1, k))]2 (3.21)

U2U1 =
1

4
[U2(i, k)+U2(i, k+1)+U2(i−1, k+1)+U2(i−1, k)]U1(i, k) (3.22)

Les termes de tension sont τ22 et τ21, ou :

τ22 + 2ηsD22 = τ22(i, k)

+2ηs[
U2(i, k + 1) − U2(i − 1, k + 1) + U2(i, k) − U2(i − 1, k)

dγ1
U1(i,k+1) + dγ1

U1(i,k)

+H1
2cu1(i, k)U1(i, k)] (3.23)
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et :

τ21 + 2ηsD21 = τ21(i, k) + 2ηs{[
U1(i, k + 1) − U1(i, k)

dγ2
U2(i,k) + dγ2

U2(i,k+1)

]

+[
U2(i, k + 1) − U2(i − 1, k + 1) + U2(i, k) − U2(i − 1, k)

dγ1
U1(i,k+1) + dγ1

U1(i,k)

]

−H1
2cu1(i, k)

1

4
[U2(i, k) + U2(i, k + 1) + U2(i − 1, k + 1) + U2(i − 1, k)]

−H2
1cu1(i, k)U1(i, k)} (3.24)

oú H1
2cu1(i, k) et H1

2cu1(i, k) sont des facteurs d’étirement calculés dans
le volume de contrôle.

3.2.2 Discrétisation en temps

Pour la discrétisation en temps on utilise la méthode mise au point par
Mompean et Deville (1997), où la méthode s’applique aux équations de
conservation de la masse, et l’équation de conservation de mouvement ;
le terme de gradient de pression et les conditions aux limites sont évalués
dans le passage du temps n + 1 et les modalités de diffusion, les termes
sources et les termes d’advection dans l’équation de conservation de mou-
vement sont évalués sur le pas de temps précédent c’est-à-dire n. Cette
procédure est basée sur la méthode utilisée par Harlow et Welch (1965).

L’équation de conservation de la masse.

∑

i

∇(i) · (U
(n+1)
i ) = 0 (3.25)
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L’équation de quantité de mouvement.

De manière analogue, l’équation de mouvement est :

U
(n+1)
i − U

(n)
i

△t
+ [

∑

i

▽ ·(i) (UiUj − τij − 2ηsDij) +
∑

i

H i
j(UiUj − τij − 2ηsDij)

−
∑

i

Hj
i (UiUj − τii − 2ηsDii)]

(n) = −
1

ρ

∂P (n+1)

∂ζi

(3.26)

L’équation ci-dessus peut être écrite sous forme plus simplifiée, Helin
(2006) :

U
(n+1)
i = △t{B

(n)
Ui

−
1

ρ

∂P (n+1)

∂ζi

} (3.27)

sachant que n est le pas du temps actuel t et n + 1 est le pas du temps
suivant t + △t.

La solution du système montre la pression dans le pas du temps n + 1,
et le champ de vitesse par le biais des relations U1 et U2.

À la vitesse 1, on a :

U
(n+1)
1 (i, k) = △t{Z

(n)
Ui

(i, k) −
1

ρ
(
2(P

(n+1)
(i,k) − P

(n+1)
(i−1,k))

dγ1
U1(i,k)

+ dγ1
U1(i,k+1)

)} (3.28)

et pour la vitesse 2 :

U
(n+1)
2 (i, k) = △t{Z

(n)
U2

(i, k) −
1

ρ
(
2(P

(n+1)
(i,k) − P

(n+1)
(i,k−1))

dγ2
U2(i,k)

+ dγ2
U2(i,k+1)

)} (3.29)
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avec :

ZU1
(i, k) =

U1(i, k)

△t
−

1

UU1 [(U1U1 − τ11 − 2ηsD11)dγ2
U1(i+1,k)

−(U1U1 − τ11 − 2ηsD11)dγ2
U1(i,k) + (U1U2 − τ12 − 2ηsD12)dγ1

U1(i,k+1)

−(U1U2 − τ12 − 2ηsD12)dγ1
U1(i,k)]+

H1
2(U 2

2 U 2
2 − τ22 − 2ηsD22) − H2

1(U 2
2 U 1

1 − τ21 − 2ηsD21), (3.30)

et :

ZU2
(i, k) =

U2(i, k)

△t
−

1

UU2 [(U2U1 − τ21 − 2ηsD21)dγ2
U2(i+1,k)

−(U2U1 − τ21 − 2ηsD21)dγ2
U2(i,k) + (U2U2 − τ22 − 2ηsD22)dγ2

U2(i,k+1)

−(U2U2 − τ22 − 2ηsD22)dγ2
U2(i,k)]+

H2
1(U 1

1 U 1
1 − τ11 − 2ηsD11) − H1

2(U 1
1 U 2

2 − τ12 − 2ηsD12) (3.31)

En substituant les valeurs de U
(n+1)
1 et U

(n+1)
2 dans l’équation de conser-

vation de la masse, on obtient l’équation de Poisson pour la pression.

C1P
(n+1)
(i−1,k) + C2P

(n+1)
(i+1,k) + C3P

(n+1)
(i,k+1) + C4P

(n+1)
(i,k) − C5P

(n+1)
(i,k) = Q(n)

p (3.32)

où les valeurs de C1, C2, C3, C4 et C5 sont :

C1 =
2dγ2

P (i,k)

dγ2
U1(i,k)

+ dγ2
U1(i,k+1)

(3.33)



40 CHAPITRE 3. MÉTHODE NUMÉRIQUE

C2 =
2dγ2

P (i+1,k)

dγ2
U1(i+1,k)

+ dγ2
U1(i+1,k)

(3.34)

C3 =
2dγ2

P (i,k+1)

dγ2
U2(i+1,k+1)

+ dγ2
U2(i+1,k)

(3.35)

C4 =
2dγ2

P (i,k)

dγ2
U2(i+1,k)

+ dγ2
U2(i+1,k−1)

(3.36)

C5 = C1 + C2 + C3 + C4 (3.37)

et aussi la valeur de QP est :

Q(n)
p = dγ2

P (i+1,k)ZU1
(i + 1, k) − dγ2

P (i,k)ZU1(i,k)

+dγ1
P (i,k+1)ZU2

(i, k + 1) − dγ1
P (i,k)ZU2(i,k) (3.38)

L’équation constitutive de Phan-Thien-Tanner (PTT).

τ
(n+1)
ij = τ

(n)
ij + △t[

1

λ
(2η1Dij − f(τii)τii)]

(n)

+△t[−
3∑

k=1

∇.(k)(Vkτij) +
3∑

k=1

Likτkj

+
3∑

k=1

Ljkτki +
3∑

k=1

H i
kVkτkj −

3∑

k=1

Hk
i Viτkj

+
3∑

k=1

Hj
kVkτik −

3∑

k=1

Hk
j Vjτik](n,n−1) (3.39)

3.2.3 Méthode de résolution du système linéaire

La méthodologie de solution consiste à résoudre à chaque pas de temps
le système linéaire de type :

CP (n+1) = Q(n) (3.40)
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Pour cela, nous avons utilisé la méthode du Cholesky, qui permet de
stocker en mémoire l´information de la matrice C. En réalité seulement
la moitié de la bande de la matrice est stockée.

En outre, la décomposition de la matrice C est réalisée une seule fois
au début du calcul, car cette matrice dépend seulement des données du
maillage.

La matrice C est une matrice definie positive et symétrique, et est
décomposée en :

C = L ∗ LT (3.41)

où la matrice L est une matrice triangulaire inférieure, et LT est sa
matrice transposée.

Il est important de noter qu’à chaque pas de temps, on résout :

Lx = Q(n) (3.42)

et puis :

LT ∗ P (n+1) = x (3.43)

Qui constituent un algorithme de descent et un autre algorithme de
remontè.
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Chapitre 4

Description du problème, data et resultats

Dans ce chapitre, nous présentons les caractéristiques de l´étude ef-
fectueé. Dans notre cas, nous étudions des écoulements newtoniens et
non-newtoniens, la géométrie utilisée est similaire à celle de Helin (2006),
avec une modification de la géométrie ; ce qui nous permet de voir l’écou-
lement de tourbillons au niveau de la conduite courbée et au niveau de
la conduite rectangulaire à la sortie.

4.1 Description de la conduite courbée de 180̊ avec section carrée

Dans notre étude, on simule le comportement de l’écoulement d’un
fluide dans une conduite courbée de 180◦ avec une section carrée et une
région de sortie linéaire par injection d’un fluide incompressible et sans
effet de gravité. La géométrie de Helin (2006) est modifiée, ce qui permet
l’union de la zone courbée avec la section du canal de sortie rectangulaire,
comme le montre la Figure 4.1.

La configuration de la géométrie en trois dimensions du canal courbé,
avec section carrée, à travers lequel passent des écoulements est la sui-
vante :

a) Une conduite rectangulaire d’entrée, avec une longueur de 5 et une
hauteur de 1.

b) Une conduite courbée du 180̊ , avec un rayon intérieur de 14,5 et
un rayon extérieur de 15,5.

c) Une conduite rectangulaire de sortie, avec une longueur de 65 et une
hauteur de 1.

43
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Figure 4.1 – Géométrie 3D

Pour cette géométrie, un maillage en coordonnées cartésienes est utilisé
pour chacune des deux conduites rectangulaires et un maillage en coor-
données polaires dans la partie curvée du canal. On utilise ici le système
de coordonnées orthogonales décrit dans le chapitre précèdent.

(x1, x2) = (γ1, γ2) pour le canal d’entrée

(x1, x2) = (γ2 sin γ1, γ2 cos γ1) pour le canal courbé.

(x1, x2) = (−γ1, γ2) pour le canal de sortie.

4.2 Conditions de travail

Tableau 2.

Densité 1.000 (kg/m3)

Viscosité dynamique 0.1000E-02 (kg/(m ∗ s))

Viscosité cinématique 0.1000E-02 (m2/s)
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4.3 Conditions aux limites

Ont été fixées les conditions aux limites suivantes :

a) Contour 1 : la vitesse initiale, la pression et la température d’entrée
ont été imposée pour l’air. La vitesse initiale du débit est obtenue à partir
du nombre de Reynolds fixé, lequel est montré dans le tableau 3 pour des
nombres de Dean Dn = 125, Dn = 137 et Dn = 150. Pour les valeurs des
nombres de Deborah De = 0.1, De = 0.2, De = 0.3 et De = 0.4, nous
avons obtenu des valeurs différentes de λ, comme on peut voir dans le
tableau 4.

b) Contours 2, 3, 4, 5, 6, 7 : adherence aux parois (V = 0).

c) Contour 8 : la pression imposée à la sortie est égale à la pression
atmosphérique.

La figure 4.2 montre les conditions aux limites.

Figure 4.2 – Conditions aux limites

Tableau 3.

Dn = 125 Dn = 137 Dn = 150

Re 485.77 532.41 582.90
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Tableau 4.

Dn = 125 Dn = 137 Dn = 150

De = 0.1 λ = 0.0208368 λ = 0.0190111 λ = 0.0173648

De = 0.2 λ = 0.0416724 λ = 0.0380811 λ = 0.03472831

De = 0.3 λ = 0.0625068 λ = 0.05703110 λ = 0.05209185

De = 0.4 λ = 0.08334307 λ = 0.0760423 λ = 0.06945601

4.4 Méthode de solution

La procédure de résolution est organisée comme suit : tout d’abord,
nous avons développé le maillage tridimensionnel de la géométrie pro-
posée. Deuxièmement, nous avons établi des conditions de travail, nous
avons fixé les conditions aux limites et nous avons procédé à la discréti-
sation. Enfin, on a résolu le système d’équations linéaires à l’aide d’ité-
rations. Les valeurs obtenues à chaque itération sont utilisées comme
condition initiale de l’étape suivante. Puis, les résultats ont été analysés,
étudiant la présence des paires de vortex contre-rotatifs. Ceci fait l’objet
du chapitre suivant.



Chapitre 5

Analyse des résultats

Avec las simulations numériques réalisées, nous avons obtenu le déve-
loppement de tourbillons pour des valeurs de nombres de Dean Dn =
125, 137 et 150, dans le secteur d’entrée de la conduite, dans la courbure
de la conduite et dans la zone de sortie de la conduite. Nous avons pu
apprécier comment évoluait l’écoulement tourbillonnaire des écoulements
newtoniens et viscoélastiques en utilisant le modèle de PTT, avec quatre
nombres de Deborah différents De = 0.1, De = 0.2, De = 0.3 et De = 0.4.

5.1 L’écoulement newtonien

Pour le fluide newtonien, avec Dn = 125, l’écoulement maintient la
configuration de deux vortex contre-rotatifs le long de la zone droite de
sortie du canal. Ceci est dû au fait que pour Dn = 125 les forces centri-
fuges ne sont pas suffisamment grandes pour causer la formation d’une
paire de vortex additionnels. Dans les figures 5.1 à 5.6, nous représentons
les lignes de courant et la tendance de la formation de tourbillons pour
Dn = 125 à différentes positions de la conduite. Il est clair que la taille
des tourbillons diminue progressivement.

En ce qui concerne a les profils de vitesses, pour Dn = 125 nous avons
noté qui des tourbillons avec la plus grande vitesse se trouvent à la sortie
de la zone courbée de la conduite, puis la vitesse de la paire de tour-
billons baisse graduellement dans le canal rectangulaire de sortie, au fur
et à mesure que la taille des tourbillons diminue (figures 5.7 à 5.12).

À Dn = 137, vu que les effets visqueux ne peuvent pas conserver plus
la structure de deux vortex, puisque les forces centrifuges sont tellement
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fortes, la paire de vortex additionnels commence à se former. Cette paire
de vortex est présente seulement au début de la zone de sortie du ca-
nal, pour ensuite disparaître. À partir de là, le modèle de deux vortex
contre-rotatifs se maintient. Les figures 5.13 à 5.18 montrent les lignes de
courant et les strutures des tourbillons pour Dn = 137.

Pour Dn = 137, la plus haut vitesse du modèle de deux vortex contre-
rotatifs est observée à la sortie de la zone courbée de la conduite, mais
inférieure a le cas antérieur, alors qu’à cet endroit-là la vitesse de la paire
de vortex additionnels est minimale. Tout de suite après qui revient le
nouveau modèle de deux vortex la vitesse diminue progressivement le
long de la zone droite de sortie de la conduite (figures 5.19 à 5.24).

À Dn = 150, les forces centrifuges sont encore plus fortes, donc la
transition du modèle de deux vortex contre-rotatifs au modèle de quatre
vortex se produit avec une plus grande rapidité. En outre, se produit la
présence de deux nouvelles vortex contre-rotatifs, qui a modifié le modèle
de quatre cellules à six cellules. Ensuite, ce modèle se dissipe rapidement.
Les figures 5.25 à 5.30 montrent les lignes de courant et la tendance de
la formation de tourbillons pour Dn = 150.

Pour Dn = 150, à la sortie de la zone courbée est appréciée la grande
vitesse du modèle initial de deux vortex, mais inférieure aux deux cas
précédents ; aussi la vitesse de la paire de vortex additionnels est faible.
Ensuite qui le modèle de quatre vortex est transformé au modèle de six
vortex, nous avons observé qui chaque paire de vortex contre-rotatifs ont
maintenue différentes vitesses. Quand ce modèle se dissipe, la vitesse di-
minue promptement (figures 5.31 à 5.36).

Dans les figures 5.37 à 5.39 nous présentons les graphiques du/dx via
à vis de x de l’écoulement newtonien, elles montrent qu’à la sortie de la
zone courbée de la conduite du/dx atteindre sa valeur maximale, puis de
un vertigineux accroissement. Tout de suite descendre abruptement jus-
qu’à une valeur proche de du/dx = 0. Plus tard, arrive une perturbation
et ensuite se maintient pratiquement constante, autour de du/dx = 0,
jusqu’à la sortie de la conduite.
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Figure 5.1 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 0, avec Dn = 125
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Figure 5.7 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 0, avec Dn = 125
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Figure 5.8 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 2.84, avec Dn = 125
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Figure 5.9 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 9.47, avec Dn = 125
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Figure 5.10 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 12.52, avec Dn = 125
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Figure 5.11 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 15.82, avec Dn = 125
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Figure 5.12 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 19.40, avec Dn = 125
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Figure 5.13 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 0, avec Dn = 137
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Figure 5.14 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 2.84, avec Dn = 137
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Figure 5.15 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 9.47, avec Dn = 137
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Figure 5.16 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 12.52, avec Dn = 137
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Figure 5.17 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 15.82, avec Dn = 137

3

3

3

3

3
3

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=19,40Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.18 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 19.40, avec Dn = 137
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Figure 5.19 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 0, avec Dn = 137
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Figure 5.20 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 2.84, avec Dn = 137
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Figure 5.21 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 9.47, avec Dn = 137
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Figure 5.22 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 12.52, avec Dn = 137
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Figure 5.23 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 15.82, avec Dn = 137
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Figure 5.24 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 19.40, avec Dn = 137
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Figure 5.25 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 0, avec Dn = 150
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Figure 5.26 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 2.84, avec Dn = 150
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Figure 5.27 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 9.47, avec Dn = 150
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Figure 5.28 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 12.52, avec Dn = 150
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Figure 5.29 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 15.82, avec Dn = 150
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Figure 5.30 – Lignes de courant de l’écoulement newtonien à la position x = 19.40, avec Dn = 150
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Figure 5.31 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 0, avec Dn = 150
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Figure 5.32 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 2.84, avec Dn = 150
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Figure 5.33 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 9.47, avec Dn = 150
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Figure 5.34 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 12.52, avec Dn = 150
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Figure 5.35 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 15.82, avec Dn = 150
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Figure 5.36 – Les profils de vitesses de l’écoulement newtonien à la position x = 19.40, avec Dn = 150
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Figure 5.37 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement newtonien avec
Dn = 125
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Figure 5.38 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement newtonien avec
Dn = 137
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Figure 5.39 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement newtonien avec
Dn = 150
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Pour le fluide newtonien, dans tous les cas, la forme de la structure de
vortex est déformée dans tout le secteur de sortie du canal, et la tendance
de la formation de tourbillons à la sortie de la zone de courbure de la
conduite ressemble à celle obtenue pour Bara et al. (1992), Boutabaa et
al. (2009) et Helin et al. (2009). Par conséquent, tous les résultats pour
l’écoulement du fluide newtonien dans ce domaine sont validés avec les
résultats obtenus précédement par les auteurs cites ci-dessus.

Le tableau suivant indique la quantité des vortex observés pour des
nombres de Dean et les différentes distances dans le canal de sortie, pour
le le fluide newtonien.

Tableau 5.

Dn = 125 Dn = 137 Dn = 150

x = 0 2 4 4

x = 2.84 2 2 6

x = 9.47 2 2 6

x = 12.52 2 2 6

x = 15.82 2 2 2

x = 19.40 2 2 2

5.2 L’écoulement non-newtonien

Pour l’analyse de l’écoulement du fluide non-newtonien (modèle de
Phan-Thien-Tanner) nous avons pris un nombre de Deborah du De = 0.1,
0.2, 0.3 et 0.4, tandis que Boutabaa et al. (2009) ont pris un nombre de
Deborah de De = 0.3.

Pour Dn = 125 et De = 0.1, est observée une structure de tourbillon
similaire comme dans le cas newtonien avec Dn = 125. En fait une paire
de vortex contre-rotatifs est maintenue le long de la zone de sortie du
canal (figures 5.40 à 5.46). Même se passe en les profils de vitesses, où
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le comportement est similaire au cas newtonien aussi avec Dn = 125 (fi-
gures 5.47 à 5.51).

Pour Dn = 125 et De = 0.2, nous avons noté qu’à la sortie de la zone
courbée apparaît une nouvelle paire de vortex contre-rotatifs qui modifié
la configuration de deux vortex a quatre vortex et ensuite elle a changé
a six vortex, avec la brève apparition de autres deux vortex. Les confi-
gurations de quatre et six vortex désapparient rapidement. Les paires de
vortex contre-rotatifs se dissipent tout le long du canal de sortie (figures
5.52 à 5.57).

Au sujet des profils de vitesses pour Dn = 125 et De = 0.2, la grande
vitesse de la configuration initiale de deux vortex est observée à la sortie
de la zone courbée. En outre, la vitesse de la première paire de vortex
additionnels est minimale et les configurations de deux vortex, quatre
vortex et six vortex ont différentes vitesses le long de la zone droite du
canal (figures 5.58 à 5.63).

Pour Dn = 125 et De = 0.3, la configuration de quatre vortex contre-
rotatifs est maintenue en grande partie sur la longueur de la section du
canal de sortie, et après revient à un nouveau modèle de deux vortex.
Aussi arrive la brève apparition de la configuration de six vortex (figures
5.64 à 5.69).

En les profils de vitesses pour Dn = 125 et De = 0.3 nous observons
que initialement tous les modèles de vortex ont différentes vitesses, mais
lorsque le modèle de six vortex devienne à un nouveau modèle de quatre
vortex, les vitesses des quatre vortex contre-rotatifs sont pareilles. Aussi,
la grande vitesse du deux vortex contre-rotatifs est observée à la sortie
de la zone courbée de la conduite (figures 5.70 à 5.75).

Pour Dn = 125 et De = 0.4, le modèle de formation de quatre vor-
tex contre-rotatifs et sa reconversions au modèle de deux vortex contre-
rotatifs est similaire au observé dans le cas antérieur, alors que le modèle
de six vortex est mieux apprécié (figures 5.76 à 5.81). Le comportement
des profils de vitesses pour Dn = 125 et De = 0.4 est similaire al cas
antérieur (figures 5.82 à 5.87).

En ce qui concerne aux graphiques du/dx via à vis de x pour l’écoule-
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ment non-newtonien avec Dn = 125 et De = 0.1, 0.2, 0.3 et 0,4 (figures
5.88 à 5.91), nous observons qu’à la sortie de la zone courbée du canal
du/dx arrive à sa valeur maximale, laquelle est toujours plus petite en
comparaison avec tous les cas newtonien. Cette valeur diminue avec l’aug-
mentation du nombre de Deborah. Puis du/dx décroître jusqu’à atteindre
une valeur pratiquement constante, autour de du/dx = 0. À la sortie du
canal droite une petite perturbation est présentée.
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Figure 5.40 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125 et
De = 0.1
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Figure 5.41 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.1



72 CHAPITRE 5. ANALYSE DES RÉSULTATS

3

3

3

3

3

4

4

4

4
5

5

3

3

3

3

4

4

4

4

5

5

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=9,47Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.42 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.1
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Figure 5.43 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 125

et De = 0.1
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Figure 5.44 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 125

et De = 0.1
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Figure 5.45 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 125

et De = 0.1
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Figure 5.46 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125

et De = 0.1
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Figure 5.47 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.1
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Figure 5.48 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.1
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Figure 5.49 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 125 et De = 0.1
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Figure 5.50 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 125 et De = 0.1
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Figure 5.51 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 125 et De = 0.1
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Figure 5.52 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125 et
De = 0.2
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Figure 5.53 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.2
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Figure 5.54 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.2

3

3
3

3
3

4

3

3

3

3

4
Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=12,52Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.55 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 125

et De = 0.2
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Figure 5.56 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 125

et De = 0.2
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Figure 5.57 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 125

et De = 0.2
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Figure 5.58 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125

et De = 0.2
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Figure 5.59 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.2
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Figure 5.60 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.2
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Figure 5.61 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 125 et De = 0.2
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Figure 5.62 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 125 et De = 0.2
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Figure 5.63 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 125 et De = 0.2
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Figure 5.64 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125 et
De = 0.3
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Figure 5.65 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.66 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.67 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.68 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.69 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.70 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.71 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.72 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.3
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Figure 5.73 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 125 et De = 0.3
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Figure 5.74 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 125 et De = 0.3

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=19,40Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.75 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 125 et De = 0.3
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Figure 5.76 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125 et
De = 0.4
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Figure 5.77 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.4
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Figure 5.78 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.4
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Figure 5.79 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 125

et De = 0.4
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Figure 5.80 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 125

et De = 0.4
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Figure 5.81 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 125

et De = 0.4
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Figure 5.82 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 125

et De = 0.4

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=2,84Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.83 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 125

et De = 0.4
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Figure 5.84 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 125

et De = 0.4
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Figure 5.85 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 125 et De = 0.4



94 CHAPITRE 5. ANALYSE DES RÉSULTATS

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=15,82Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.86 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 125 et De = 0.4
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Figure 5.87 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 125 et De = 0.4
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Figure 5.88 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien avec
Dn = 125 et De = 0.1
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Figure 5.89 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien avec
Dn = 125 et De = 0.2
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Figure 5.90 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien avec
Dn = 125 et De = 0.3
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Figure 5.91 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien avec
Dn = 125 et De = 0.4



5.2. L’ÉCOULEMENT NON-NEWTONIEN 97

Pour Dn = 137 et De = 0.1, la structure de quatre vortex a été appré-
ciée uniquement à la sortie de la zone courbée. En revanche, sur le canal
de sortie a été observée la paire de vortex contre-rotatifs (figures 5.92 à
5.97). La structure originale de deux vortex a la plus grande vitesse, mais
inférieure que pour Dn = 125 et De = 0.1, et les vortex supplémentaires
ont une vitesse faible. La vitesse de la structure finale de deux vortex
baisse progressivement dans le canal de sortie, au fur et à mesure que la
taille des tourbillons se reduire (figures 5.98 à 5.103).

Pour Dn = 137 et De = 0.2, la formation du quatre vortex contre-
rotatifs se produit dans la première partie du canal de sortie, puis se
dissipe. Aussi arrive la brève apparition de la configuration de six vortex
(figures 5.104 à 5.109).

Les vitesses des modèles de deux, quatre et six vortex sont différentes
pour Dn = 137 et De = 0.2, jusqu’à la formation de un nouvel modèle de
quatre vortex où les vitesses des modèles de deux et quatre vortex sont
pareilles. À la sortie de la zone courbée de la conduite, la grande vitesse
du modèle de deux vortex est observée (figures 5.110 à 5.115).

Pour Dn = 137 et De = 0.3, la formation de tourbillons est similaire
à celle observée dans le cas précédent. Mais il y a la formation naissante
d’une nouvelle paire de tourbillons (figures 5.116 à 5.121). Aussi, en c’est
cas, les profils de vitesses sont similaires au cas précèdent (figures 5.122
à 5.127).

Pour Dn = 137 et De = 0.4, nous apprécions plus clairement la forma-
tion de la paire de tourbillons supplémentaires, modifiant le modèle de
quatre cellules à six cellules, de même que dans le cas d’un fluide newto-
nien pour Dn = 150 (figures 5.128 à 5.133). Cependant, ceux tourbillons
ont une vitesse faible, tandis que les tourbillons qui sont provoqués pour
la déformation de la paire de tourbillons originale ont une vitesse supé-
rieure (figures 5.134 à 5.139).

Les graphiques du/dx via à vis de x, pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 137 et De = 0.1, 0.2, 0.3 et 0.4 (figures 5.140 à 5.143), montrent
que la valeur maximale de du/dx est supérieure que pour le cas antérieur
avec Dn = 125, alors que sa diminution est prolongée. Aussi, à la sortie
du canal une petite perturbation est présentée.
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Figure 5.92 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137 et
De = 0.1
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Figure 5.93 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 137

et De = 0.1
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Figure 5.94 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 137

et De = 0.1
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Figure 5.95 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 137

et De = 0.1
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Figure 5.96 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 137

et De = 0.1
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Figure 5.97 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 137

et De = 0.1
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Figure 5.98 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137

et De = 0.1
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Figure 5.99 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 137

et De = 0.1
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Figure 5.100 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 137 et De = 0.1
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Figure 5.101 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 137 et De = 0.1
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Figure 5.102 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 137 et De = 0.1
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Figure 5.103 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 137 et De = 0.1
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Figure 5.104 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137 et
De = 0.2
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Figure 5.105 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 137

et De = 0.2
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Figure 5.106 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 137

et De = 0.2
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Figure 5.107 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 137

et De = 0.2
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Figure 5.108 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 137

et De = 0.2
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Figure 5.109 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 137

et De = 0.2
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Figure 5.110 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137

et De = 0.2
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Figure 5.111 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour
Dn = 137 et De = 0.2
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Figure 5.112 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 137 et De = 0.2

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=12,52Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.113 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 137 et De = 0.2
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Figure 5.114 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 137 et De = 0.2
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Figure 5.115 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 137 et De = 0.2
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Figure 5.116 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137 et
De = 0.3
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Figure 5.117 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 137

et De = 0.3
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Figure 5.118 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 137

et De = 0.3
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Figure 5.119 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 137

et De = 0.3



112 CHAPITRE 5. ANALYSE DES RÉSULTATS

3
3

3 Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=15,82Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.120 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 137

et De = 0.3
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Figure 5.121 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 137

et De = 0.3
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Figure 5.122 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137

et De = 0.3
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Figure 5.123 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour
Dn = 137 et De = 0.3
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Figure 5.124 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 137 et De = 0.3
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Figure 5.125 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 137 et De = 0.3
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Figure 5.126 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 137 et De = 0.3
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Figure 5.127 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 137 et De = 0.3
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Figure 5.128 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137 et
De = 0.4
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Figure 5.129 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 137

et De = 0.4
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Figure 5.130 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 137

et De = 0.4
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Figure 5.131 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 137

et De = 0.4
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Figure 5.132 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 137

et De = 0.4
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Figure 5.133 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 137

et De = 0.4
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Figure 5.134 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 137

et De = 0.4
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Figure 5.135 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour
Dn = 137 et De = 0.4
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Figure 5.136 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 137 et De = 0.4
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Figure 5.137 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 137 et De = 0.4
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Figure 5.138 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 137 et De = 0.4
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Figure 5.139 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 137 et De = 0.4
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Figure 5.140 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 137 et De = 0.1
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Figure 5.141 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 137 et De = 0.2
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Figure 5.142 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 137 et De = 0.3
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Figure 5.143 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 137 et De = 0.4
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Les figures 5.144 à 5.191 montrent la tendance de la formation des
paires de vortex contre-rotatifs et les profils de vitesses pour l’écoule-
ment non-newtonien avec Dn = 150 et De = 0.1, De = 0.2, De = 0.3 et
De = 0.4.

Nous observons que le modèle final de quatre vortex se dissipe plus
promptement avec l’augmentation du nombre de Deborah, mais en com-
paraison avec tous les cas précédentes cet modèle se maintien par beau-
coup de temps. Tous les vortex de cet modèle ont la même vitesse.

La formation de la paire de tourbillons supplémentaires, qui modifiant
le modèle de quatre cellules à six cellules, se maintien plus temps le long
de la zone de sortie du canal, alors que les vortex toujours ont une vitesse
fiable ; et arrive rapidement à plus petit nombre de Deborah. En effet,
la configuration de six vortex contre-rotatifs est appréciée dés nombre de
Deborah De = 0.1, situation que ne arrivé pas avant.

La plus haut vitesse du modèle initial de deux vortex est observée à la
sortie de la zone courbée de la conduite, mis elle diminue avec l’augmen-
tation du nombre de Deborah.

En fin, les figures N˚5.192 à N˚5.195 présentent les graphiques du/dx
via à vis de x de l’écoulement non-newtonien avec Dn = 150 et De = 0.1,
0.2, 0.3 et 0.4, dans elles nous apprécions que la valeur maximale de du/dx
se atteindre aussi à la sortie de la zone courbée de la conduite. Cette va-
leur est supérieure que pour tous les cas de l’écoulements non-newtoniens.
La décroître de la valeur maximale de du/dx se produire doucement et a
la sortie de la conduite une petite perturbation est présentée.



5.2. L’ÉCOULEMENT NON-NEWTONIEN 125

1

1

2 2

2

3

3

3

3

3

3

4

4

4

4

4

5

5

5

5

5

6

6

6
6

7
7

7

7

8
8

8

9

9

10

10

11

1

1

2

2

2

3

3

3

3

3

3

4

4

4

4

4

5

5

55

5

6

6

6

6

7

7

7

7

8

8

8

9

9

10

10

11

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=0Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.144 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150 et
De = 0.1
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Figure 5.145 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 150

et De = 0.1
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Figure 5.146 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 150

et De = 0.1
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Figure 5.147 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 150

et De = 0.1
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Figure 5.148 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 150

et De = 0.1
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Figure 5.149 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 150

et De = 0.1
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Figure 5.150 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150

et De = 0.1
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Figure 5.151 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour
Dn = 150 et De = 0.1
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Figure 5.152 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 150 et De = 0.1

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=12,52Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.153 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 150 et De = 0.1
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Figure 5.154 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 150 et De = 0.1
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Figure 5.155 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 150 et De = 0.1
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Figure 5.156 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150 et
De = 0.2
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Figure 5.157 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 150

et De = 0.2
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Figure 5.158 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 150

et De = 0.2

3

3

3

3

3

3

3

Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=12,52Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.159 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 150

et De = 0.2
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Figure 5.160 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 150

et De = 0.2

3

3

3
Level sf
15 1.30E-02

14 1.20E-02

13 1.10E-02

12 9.98E-03

11 8.97E-03

10 7.96E-03

9 6.96E-03

8 5.95E-03

7 4.94E-03

6 3.94E-03

5 2.93E-03

4 1.92E-03

3 9.14E-04

2 -9.29E-05

1 -1.10E-03

x=19,40Outer Wall

Inner Wall

Figure 5.161 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 150

et De = 0.2
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Figure 5.162 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150

et De = 0.2
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Figure 5.163 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour
Dn = 150 et De = 0.2
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Figure 5.164 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 150 et De = 0.2
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Figure 5.165 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 150 et De = 0.2
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Figure 5.166 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 150 et De = 0.2
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Figure 5.167 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 150 et De = 0.2
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Figure 5.168 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150 et
De = 0.3
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Figure 5.169 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 150

et De = 0.3
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Figure 5.170 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 150

et De = 0.3
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Figure 5.171 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 150

et De = 0.3
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Figure 5.172 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 150

et De = 0.3
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Figure 5.173 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 150

et De = 0.3
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Figure 5.174 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150

et De = 0.3
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Figure 5.175 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour
Dn = 150 et De = 0.3
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Figure 5.176 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 150 et De = 0.3
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Figure 5.177 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 150 et De = 0.3
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Figure 5.178 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 150 et De = 0.3
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Figure 5.179 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 150 et De = 0.3
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Figure 5.180 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150 et
De = 0.4
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Figure 5.181 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour Dn = 150

et De = 0.4
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Figure 5.182 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour Dn = 150

et De = 0.4
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Figure 5.183 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour Dn = 150

et De = 0.4
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Figure 5.184 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour Dn = 150

et De = 0.4
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Figure 5.185 – Lignes de courant de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour Dn = 150

et De = 0.4
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Figure 5.186 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 0, pour Dn = 150

et De = 0.4
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Figure 5.187 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 2.84, pour
Dn = 150 et De = 0.4
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Figure 5.188 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 9.47, pour
Dn = 150 et De = 0.4
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Figure 5.189 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 12.52, pour
Dn = 150 et De = 0.4
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Figure 5.190 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 15.82, pour
Dn = 150 et De = 0.4
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Figure 5.191 – Les profils de vitesses de l’écoulement non-newtonien à la position x = 19.40, pour
Dn = 150 et De = 0.4
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Figure 5.192 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 150 et De = 0.1
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Figure 5.193 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 150 et De = 0.2
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Figure 5.194 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 150 et De = 0.3
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Figure 5.195 – La dérivée de la vitesse en fonction du déplacement pour l’écoulement non-newtonien
avec Dn = 150 et De = 0.4
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Pour le fluide viscoélastique, dans tous les cas étudiés, la transition du
modèle de deux vortex au modèle de quatre vortex se produit à la sortie
de la zone de courbure du canal et la déformation de la structure des
tourbillons se produit dans la zone de sortie du canal.

Nous avons observé qu’au fur et à mesure qu’augmente le nombre de
Dean les deux vortex additionnels restent davantage plus de temps dans
la zone de sortie du canal, pour ensuite disparaître. A la fin de cette zone
de sortie les deux vortex additionnels apparaissent de nouveau, pour en-
suite disparaître rapidement ; cette situation n’arrive pas avec le fluide
newtonien.

Aussi, nous avons apprécié que par le cas du nombre de Deborah
De = 0.3, avec la augmentation de longueur de la zone de sortie a 65, la
tendance de la formation de vortex s’est maintenue la même que pour la
conduite originale.

Les tableaux 6, 7, 8 et 9 indiquent la quantité des vortex observés
pour des nombres de Deborah De = 0.1, De = 0.2, De = 0.3 et De = 0.4,
respectivement, avec des nombres de Dean Dn = 125, Dn = 137 et
Dn = 150, et les différentes distances dans le canal de sortie, pour le le
fluide viscoélastique.

Tableau 6.

De = 0.1 Dn = 125 Dn = 137 Dn = 150

x = 0 2 4 4

x = 2.84 2 2 6

x = 9.47 2 2 4

x = 12.52 2 2 4

x = 15.82 2 2 4

x = 19.40 2 2 2
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Tableau 7.

De = 0.2 Dn = 125 Dn = 137 Dn = 150

x = 0 4 4 4

x = 2.84 6 4 4

x = 9.47 2 4 6

x = 12.52 2 4 4

x = 15.82 2 2 2

x = 19.40 2 2 2

Tableau 8.

De = 0.3 Dn = 125 Dn = 137 Dn = 150

x = 0 4 4 4

x = 2.84 4 6 6

x = 9.47 4 6 6

x = 12.52 4 4 4

x = 15.82 4 2 2

x = 19.40 2 2 2

Tableau 9.

De = 0.4 Dn = 125 Dn = 137 Dn = 150

x = 0 4 4 4

x = 2.84 6 6 6

x = 9.47 4 6 6

x = 12.52 4 4 6

x = 15.82 4 2 2

x = 19.40 2 2 2



Chapitre 6

Conclusions et recommandations

L’écoulement tridimensionnel des fluides newtoniens et viscoélastiques
(Phan-Thien-Tanner) au travers d’une conduite courbée de 180̊ de sec-
tion transversale carrée est simulé numériquement.

La configuration de la géométrie est similaire à la géométrie de Bara et
al. (1992), Helin (2006), Boutabaa et al. (2009) et Helin et al. (2009), mais
modifiée avec une région d’entrée linéaire de 5 et avec une plus grande
région de sortie linéaire de 65.

Les équations cartésiennes qui régissent le comportement des écou-
lements sont transformées en coordonnées orthogonales généralisées et
résolues par une méthode numérique : la méthode des volumes finis.

La vitesse initiale, la pression et la température ont été imposées à
l’entrée pour l’air. Puis, il n’y a pas d´effet de gravité sur le fluide et les
conditions d’adherence sont imposées sur les parois (V = 0). Finalement,
la pression à la sortie de la conduite a été fixée égale à la pression atmo-
sphérique.

La gamme du nombre de Dean étudiée est limitée aux valeurs Dn =

125, Dn = 137 et Dn = 150, et les valeurs du nombre de Deborah sont
égales à De = 0.1, De = 0.2, De = 0.3 et De = 0.4.

Préalablement, nous sommes parties d’une discrétisation spatiale pré-
liminaire de la géométrie en quadrilatères, à partir desquels nous avons
construit de nouveaux maillages de cellules, où une nouvelle discrétisa-
tion spatiale est faite, sous forme intégrale, qui permet de résoudre des
équations simplifiées par un processus itératif.
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Pour la discrétisation temporelle, nous avons appliqué la méthode mise
au point par Mompean et Deville (1997) qui est une adaptation de l’al-
gorithme "Marker and Cell".

Les résultats obtenus pour des écoulements newtoniens et viscoélas-
tiques sont validés en comparant les lignes de courant et la formation des
vortex avec des résultats disponibles dans la littérature.

Simultanément, l’analyse s’étend à toute la géométrie en comparant
les résultats obtenus à différent nombres de Dean et Deborah. A travers
les résultats obtenus, nous pouvons émettre les conclusions suivantes :

1.- Les études réalisées des écoulements dans une conduite courbée de
180̊ de section carrée, avec la réduction de la longueur du canal d’entrée
à 5 et avec l’extension du canal de sortie linéaire à 65, ont prouvé que
la tendance de la formation des paires de vortex contre-rotatifs est sem-
blable à celle obtenue par Boutabaa et al. (2009) et Helin et al. (2009),
pour la conduite originale.

2.- Les simulations faites montrent l’influence des forces d’inertie et
des forces centrifuges dans le développement de l’écoulement principal,
et montrent la présence de zones instationnaires de l’écoulement tout au
long du canal de sortie.

3.- Cette étude confirme que dans les deux cas (fluides newtoniens et
non-newtoniens) le nombre des vortex dépend du nombre de Dean. Nous
avons vérifié que pour le cas du fluide viscoélastique, le passage du modèle
de deux vortex à quatre vortex apparaît et disparaît plus tôt que pour
le fluide newtonien. En fait, pour Dn = 150, nous avons observé l’ap-
parition de tourbillons supplémentaires, plus rapidement qu’à Dn = 137

et Dn = 125. Ceci confirme les résultats obtenus par Bara et al. (1992),
Boutabaa et al. (2009) et Helin et al. (2009), qui ont montré l’évolution
du modèle de quatre cellules jusqu’à la sortie de la conduite courbée.

4.- L’étude a montré que, tant pour le fluide newtonien que pour le
fluide non-newtonien, le nombre de vortex, leurs dimensions et le mo-
ment de leur apparition dépendent du nombre de Dean et du nombre de
Deborah.
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5.- Nous avons observé aussi, que pour le cas d’un fluide viscoélastique,
la formation des paires supplémentaires de tourbillons et la transition du
modèle de quatre tourbillons au modèle de six tourbillons se produit plus
rapidement quand le nombre de Deborah est plus élevé.

6.- Les quatre tourbillons demeurent dans la partie initiale du canal
de sortie, sauf pour le cas d’un fluide newtonien avec Dn = 125, et éga-
lement pour le cas d’un fluide viscoélastique avec Dn = 125 et De = 0.1.
En outre, une déformation de la structure des tourbillons se produit dans
la dernière zone.

7.- En fluides newtoniens, les six tourbillons se forment à Dn = 150,
alors qu´en fluides non-newtoniens, les six tourbillons se forment par tous
les nombres de Dean. Pour le nombre de Deborah, les six tourbillons se
forment à partir du De = 0.2 avec Dn = 125 et Dn = 137, et à partir du
De = 0.1 avec Dn = 150. Dans tous les cas avec De = 0.3 et De = 0.4

les six tourbillons apparaissent. Aussi, la déformation de la structure des
tourbillons dans la dernière zone se produit.

8.- L’évolution de du/dx en fonction de x montre qu’à la fin de la
conduite, l’accélération devient quasiment nulle, car les tourbillons se
dissipent.

Comme perspectives, il serait judicieux d’étudier plus en détail la for-
mation des tourbillons dans la section de sortie pour des écoulements
newtoniens et non-newtoniens. Ceci permettra d’étudier l’influence de la
longueur du canal de sortie en fonction del’augmentation des nombres de
Dean et de Deborah.
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