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Résumé

L’un des objectifs de cette thése est de développer et d’étudier des outils classiques
de la topologie algébrique dans le cadre difféologique. Parmi ces outils on se penche
particuliérement sur les théories homologiques et cohomologiques généralisées. Un autre
objectif est de montrer que les espaces difféologiques offrent un cadre assez naturel afin
d’étudier les espaces singuliers. Parmi ces espaces singuliers, on étudie particuliérement

les pseudo-variétés controlées a la Thom-Mather.

Dans le premier chapitre, essentiellement de rappels; on résume et développe quelques
bases des espaces difféologiques. On définit une nouvelle notion "CW-difféologie" liée a

la notion de CW-complexes.

Dans le deuxiéme chapitre, on met en place les définitions de théories (co)homologiques
généralisées dans la catégorie des espace difféologiques. On développe en outre 'homo-
logie singuliére, I'homologie cellulaire et la cohomologie de Rham au cadre difféologique.

On étudie les pseudo-variétés controlées qui sont des espaces singuliers, en difféologie.

Dans le troisiéme chapitre, on donne deux approches pour définir I’espace tangent d’un
espace difféologique pointé. On étudie l'espace tangent d’une pseudo variété controlée

munie de différentes difféologies.

iii
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Abstract

One of the purpose of this thesis is to develop and study classical tools of algebraic topo-
logy in the diffeological context. These tools are particularly the generalized homology
and cohomology theories. Another purpose is to show that diffeological spaces offer a
natural setting to study the singular spaces. In this thesis, we focus on Thom Mather

pseudomanifolds.

In the first chapter, which consists mainly of reminders ; we summarize and develop some
bases diffeological spaces. We define a new notion of " CW- diffeology " linked to the

notion of CW-complexes.

In the second chapter, we set up the definitions of generalized (co)homology theories
in the category of diffeological spaces. We also develop the singular homology , cellular
homology and de Rham cohomology in framework of diffeology. We study the Thom-
Mather pseudomanifolds in diffeology.

In the third chapter, we give two approaches to define tangent space of pointed diffeo-
logical spaces. We study the tangent space of Thom-Mather pseudomanifold equipped
with different diffeologies.

v
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Introduction

La catégorie des variétés différentielles de dimension finie n’est ni stable par intersection,

ni par quotient. C’est le cas de la section hyperplane du tore représentée ci-dessous.

R

—h=1(0) 0

Dans le language catégorique on dit que la catégorie des variétés n’est ni compléte ni co-
compléte. De méme les espaces d’applications entre variétés sortent du cadre standard de
la géométrie différentielle, bien que ’on puisse développer des structures différentiables
pour ces espaces d’applications, on se retrouve face & un zoo d’espaces de tout type :

variétés modelées sur des espaces de Banach, Fréchet, Hilbertien.

Ainsi, depuis les années 1970 plusieurs théories de variétés généralisées ont été propo-
sées afin d’introduire une catégorie compléte et cocompléte d’espaces géométriques, pour
laquelle les constructions standards de la géométrie différentielle étaient accessibles : es-
paces tangents, formes différentielles.

A. Stacey [30] a classé certaines de ces approches en trois catégories :

- les approches de mapping-in (Espaces de Chen [3| et des espaces difféologiques de J.
Souriau [29]), la structure différentiable est déterminée par des familles d’applications a
valeurs dans 1’espace en considération,

- les approches de mapping-out (Espaces de Sikorski [27] et Espaces de Smith [28]) , ici la
structure différentiable est déterminée par des familles d’applications de source ’espace
en considération,

- et les approches balancés (Espaces de Frolicher [|4]), mélange des deux approches pré-

cédentes.

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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Introduction 2

Par exemple, une difféologie sur un ensemble arbitraire X, déclare, pour tout entier n,
quelles applications de R™ vers X sont lisses. Cette idée est structurée par trois axiomes

naturels : recouvrements, localité et compatibilité lisse.

Dans cette thése, on a choisi de traiter le cas des espaces difféologiques pour les raisons

suivantes :

— Chaque construction structurelle : homotopie, calcul de Cartan, cohomologie de De
Rham, fibrés, etc, adapté a cette catégorie, s’applique & tous les espaces associés :
fonctions lisses, formes différentielles, des lacets lisses etc, car ce sont des espaces
difféologiques également.

— La difféologie traite simplement et rigoureusement les espaces de dimension infinie sans
impliquer aucun outil d’analyse fonctionnelle.

L’un des objectifs de cette thése est de développer et d’étudier des outils classiques

de la topologie algébrique dans ce cadre difféologique. Parmi ces outils on se penche

particuliérement sur les théories homologiques et cohomologiques généralisées. Un autre
objectif est de montrer que les espaces difféologiques offrent un cadre assez naturel afin

d’étudier les espaces singuliers : pseudo-variétés controlées a la Thom-Mather.

Eilenberg et Steenrod ont démontré que I’homologie avec coefficients dans un groupe G
est caractérisée par une liste d’axiomes (sept) maintenant connus comme les axiomes de
Eilenberg-Steedrod. Ils ont montré comment dériver de nombreuses propriétés homolo-
gique directement & partir des axiomes. Plus tard, il a été observé qu’il y avait d’autres
foncteurs qui satisfaisaient seulement six des axiomes : ces théories sont appelées géné-
ralisées. Whitehead a donné un traitement systématique de ces théories homologiques

généralisées.

On met en place les définitons de théories (co)homologiques généralisées dans la catégorie
Dif f dans les sections 2.1 et 2.2. On définit une nouvelle notion "CW-difféologie" 1.2.45
liée a la notion de CW-complexes. Un CW-complexe se construit par induction, par un

procédé d’attachements des variétés a bords avec 'application de collier.

P. Iglesias Zemmour a introduit ’homologie cubique et cohomologie de De Rham dans
le cadre difféologique |7]. On développe en outre I’homologie singuliére, I'homologie cel-
lulaire et la cohomologie de Rham difféologique. On étudie les pseudo-variétés controlées

qui sont des espaces singuliers en difféologie.

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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Organisation de la thése

Premier chapitre

Dans le premier chapitre, essentiellement de rappels (hormis le concept de CW-

difféologies) ; on résume et développe quelques bases des espaces difféologiques.

J. Souriau [29] a introduit la catégorie des espaces difféologiques Dif f qui est stable
sous les constructions catégoriques et qui contient la catégorie Variete comme sous-
catégorie pleine. Dans la section 1.1, nous allons résumer quelques notions des espaces

difféologiques.

Dans la section 1.2, nous allons développer ’aspect topologique des espaces difféologiques
et dans la section suivante nous allons montrer que la D-topologie qui a un espace difféo-
logique associe un espace topologique induit une paire de foncteurs adjoints entre Dif f
et TOP.

Dans la section 1.4 on introduit les relations entre les variétés et difféologie, et & la fin
de ce chapitre on donne la définition de CW-difféologie et quelques exemples de CW-
difféologie.

Deuxiéme chapitre

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit et développe les théories (co)homologiques gé-

néralisées pour les espaces difféologiques.

Dans la section 2.1 on définit les théories homologiques généralisées sur Dif f. Dans les
section 2.1.1 et 2.1.2 on introduit 'homologie singuliére, I’homologie cellulaire dans le
cadre difféologique. On montre dans le théoréme 2.1.17 que 'homologie cellulaire d’une
CW-difféologie est isomorphe a ’homologie singuliére de ’espace topologique avec la

D-topologie induite de la CW-difféologie.

Théoréme 1. Soit X un espace CW-difféologique, Xp [’espace topologique avec la D-
topologue,
HW4(X) — H.(Xp)

est un 1somorphisme.

Ce théoréme est connu dans le cas ou X = M est une variété lisse.

Dans la section 2.2 on définit les théories cohomologiques généralisées sur Dif f. Dans les
sections 2.2.1 et 2.2.2 , on rappelle les formes différetielles difféologiques et la cohomologie

de De Rham introduites par Souriau et développées par P. Iglesias Zemmour.

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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On montre que les théories cohomologiques sur les espaces CW-difféologiques sont

uniques a isomorphisme prés 2.2.4.

Théoréme 2. Soit ¢* : h* — h'* une transformation naturelle de théories de cohomologie

généralisées sur Dif f vérifiant 'axiome du Bouquet. Si
¢7(S°, 50) : (Y, 50) — h'%(SY, 50)

est un isomorphisme pour ¢ > N et est un épimorphisme pour ¢ = N, alors pour tout

espace CW-difféologique (X, xg) de dimension n
$1(X, 20) : h1(X, 20) — h'U(X, zo).

est un isomorphisme pour ¢ > N +n et un épimorphisme pour ¢ = N + n.

Dans la section 2.2.3 on compare le foncteur des formes différentielles difféologiques sur la
réalisation géométrique d’un ensemble simplicial Qg;¢ : Dif f — ADGR avec le foncteur
des formes différentielles sur ce méme ensemble simplicial Qpy, : sSet — ADGR. Dans

le théoréme 2.2.18, on montre que pour X un ensemble simplicial
H*(Qaips(1X[p)) = H*(X,R)

est un isomorphisme. Dans le théoréme 2.2.30, on a le résultat suivant : le complexe des
formes différentielles C*° sur un ensemble simplicial est isomorphe aux formes différen-

tielles difféologiques sur la réalisation de cet ensemble simplicial.

Théoréme 3. Soit X un ensemble simplicial. On a un isomorphisme naturel

Qoo (X) = Qi r4(1X D).

Dans la section 2.2.4 on résume quelques bases de pseudo-variétés controlées. On mu-
nit la pseudo-variété controlée de deux difféologies, I'une que 'on appelle la difféologie
de Pflaum et l'autre la difféologie quotient. Dans la section 2.2.5 on compare les deux

structures difféologiques sur les pseudo-variétés controlées.
Dans la section 2.2.6 on définit les désingularisations stratifiées difféologiques.

Dans la section 2.2.7 on rappelle la définition des formes différentielles d’intersection et
dans le théoréme 2.2.62 on montre que les formes différentielles difféologiques définies
sur X" la normalisation d’une pseudo-variété contrélée munie de la difféologie quotient

sont isomorphes aux formes O-perverses définies sur la désingularisation de X% .

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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Théoréme 4. Soit (X,S,(Ts, s, ps)ses) une pseudovariété controlée munie de la dif-
féologie quotient, n : XN — X sa normalisation et i XN — XN la désingularisation
difféologique de XN

Vs (XV) =+ 5(XY)

est un tsomorphisme d’algéebre.

Troisiéme chapitre

On donne deux approches pour définir 'espace tangent d’un espace difféologique pointé,
I’un introduit par Hector et I'autre introduit par Wu. On étudie I'espace tangent d’une
pseudo variété controlée munie de différentes difféologies. On calcule ’espace tangent
interne de [0, 1] en 0, 'espace tangent interne du cone et du double cone en son sommet

et I'espace tangent interne du parapluie de Whitney en différents points.

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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Notations

e Soit f une application quelconque, def(f) désignera son ensemble de définition et
Im(f) désignera 'ensemble f(def(f)).

e On note Quuerts la catégorie dont les objets sont les ouverts de R™ et dont les mor-
phismes sont les applications lisses.

e On note C, le germe des fonctions au point x € X.

e La catégorie des espaces difféologiques pointés est notée par Diiffp.

e On note TOP(2) la catégorie des paires topologiques dont les objets sont toutes les
paires topologiques (X, A) ot X est un espace topologique et A est un sous-espace et
dont les morphismes sont des applications continues f : (X, A) — (Y, B) telles que
f(4) < B.

e On note la catégorie des espaces topologiques pointés par TOPF,,.

e On note TOP'(2) la catégorie homotopique dont les objets sont des paires topologiques
et dont les morphismes sont les classes d’homotopie des applications continues entre
paires topologiques.

e On note AbGr la catégorie des groupes abéliens gradués dont les objets sont les groupes
abéliens gradués G = {Gp}nez et dont les morphismes ¢ : GG’ sont les suites
¢n : G — G, d’homomorphismes.

e La caégorie Plaques:D est la catégorie des plaques centrée en x dont les morphismes

AN

sont les triangles :

X

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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Chapitre 1

Espaces difféologiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons résumer et dévelloper quelques bases des espaces difféolo-

giques.

J. Souriau [29] a introduit la catégorie des espaces difféologiques Dif f qui est stable

sous les constructions catégoriques et qui contient Variete comme sous-catégorie pleine.

Dans la section 1.1, nous allons résumer quelques notions des espaces difféologiques.

Dans la section 1.2, nous allons développer I’aspect topologie des espaces difféologiques
et dans la section suivante nous allons montrer que la D-topologie induit un foncteur

adjoint entre Dif f et TOP.

Dans la section 1.4 nous allons introduire la relation entre les variétés et difféologie, et
a la fin de ce chapitre nous allons donner la définition de I'espace CW-difféologique et

quelques exemples des espaces CW-difféologiques.

1.2 Deéfinitions et exemples

Définition 1.2.1. On appelle domaine de dimension n tout ouvert non vide de l’espace

vectoriel R". L’ensemble de tous les domaines de dimension n est noté par Domains(R™).

Définition 1.2.2. Paramétrisation Une paramétrisation sur un ensemble X mnotée
par P : U — X est une application définie sur un domaine & valeurs dans X. No-

tons l’ensemble de paramétrisations sur X défini sur U par Param(U, X). Définissons

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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Paramy(X) = Uyepomains®r) Param(U, X) et
Param(X) = UpenParam,(X).

Définition 1.2.3. Difféologies et espaces difféologiques Soit X un ensemble non
vide, une difféologie de X est un ensemble D de paramétrisations de X tel que les axiomes

suivants sont satisfaits :

1. Recouvrement : L’ensemble D contient toutes les paramétrisations constantes.
C’est-a-dire, pour chaque point x de X et pour chaque n, la paramétrisation

constante X : v — x définie sur R™ appartient a D.

2. Localité : Pour chaque paramétrisation P : U — X, s’il existe un voisinage ouvert
V' de chaque v dans U telle que P |y la restriction de P a un sous ouvert V

appartient a D, alors la paramétrisation P appartient a D.

3. Compatibilité lisse : Pour chaque P : U — X dans D, pour chaque domaine V et
pour chaque F dans C°(V,U), la paramétrisation P o F' appartient a D.

Un ensemble equippé avec une difféologie est appelé un espace difféologique qui est noté
par (X, D).

Définition 1.2.4. Plaques d’un espace difféologique Soit X un espace difféologique.
Les éléments de la difféologie D sont appelés les plaques de Uespace difféologique (X, D).

Définition 1.2.5. Soient (X, D) et (X', D) deux espaces difféologiques. Une application
f: X =Y est appelée lisse si pour chaque plaque P de X, f o P est une plaque de X'.
L’ensemble des applications lisses de X wvers Y est noté par D(X,Y).

Définition 1.2.6. Soient (X, D) et (X', D') deuz espaces difféologiques. Une application
f: X =Y est appelée difféomorphisme si f est bijective et si f et f~! sont lisses.
L’ensemble des difféomorphismes de X vers X' est noté par Dif f(X, X').

Nous pouvons définir la catégorie des espaces difféologiques que nous allons noter Dif f

avec toutes les espaces difféologiques et avec les applications lisses.

Exemple 1.2.1. Les variétés ont une structure difféolgoique naturelle. Soit M une va-
riété de dimension m < oo, les cartes o1 : (W) C R™ — W C M engendrent une

difféologie qui contient les applications lisses usuelles P : U C R — M, n > 0.

Exemple 1.2.2. Une difféologie pour le cercle Considérons S' = {z € C | zz = 1}.
L’ensemble de paramétrisations P : U — S satisfaisant la condition suivante est une

difféologie.

— Pour chaque ro dans U il existe un voisinage ouvert V de rqo et une paramétrisation

lisse o : V. — R telle que P |y: r — exp(2ipp(r)).

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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L’étude des espaces fonctionnels est délicat. Nous pouvons les traiter avec la difféologie.

Définition 1.2.7. Difféologies fonctionnelles : Soient (X, D) et (X', D) deux espaces
difféologiques. Soit C*°(X, X") l’ensemble d’applications lisses définies comme dans la

définition 1.2.5 de X vers X'. Soit ev Uapplication évaluation définie par
ev: X xC®(X,X') = X' ev(z, f) = f(x)

On appelle dif féologie fonctionnelle toutes les difféologies de C*°(X, X') telle que 'ap-

plication ev soit lisse. Il existe un difféologie grossiere sur C(X,X’) qu’on appelle la

difféologie fonctionnelle standard telle que

— Une paramétrisation P : U — C*(X, X') est une plaque pour la difféologie fonction-
nelle standard si et seulement si pour chaque plagque @ : 'V — X, la paramétrisation
P.Q: (r,s) — P(r)(Q(s)) est une plaque de X'.

Remarque 1.2.8. Sauf mention du contraire, les espaces fonctionnels seront munis de

la difféologie fonctionnelle dans la suite.

Exemple 1.2.3. On peut munir lespace des lacets LX = C®(S', X) de la difféologie

fonctionnelle.

Exemple 1.2.4. Considérons les variétés de Fréchet, variétés lisses modelées sur des
espaces de Fréchet. Losik [14] a montré que Frechet la catégorie des variétés de Fréchet
se plonge pleinement dans Dif f la catégorie des espaces difféologiques. Par exemple,
lespace fonctionnel C*°(M, N) avec M une variété lisse compact. Cette variété de Fréchet
est munie de la difféologie fonctionnelle qui détérmine d’une maniére unique la structure
lisse sur C*°(M, N).

Remarque 1.2.9. Un espace de Chen est un type d’espace difféologique. Les plagques ont
pour sources des ensembles convexes (cf, [3]). Stacey [30] a montré qu’il existe une paire
de foncteurs adjoints :

Chen = Diff.

Les plaques sur l’espace de lacets sont de type sutvant :
VxSt X

otV est un ensemble conveze.

Proposition 1.2.5. Restriction de la difféologie fonctionnelle [7] Soient (X, D) et
(X', D) deuz espaces difféologiques. Soit C*°(X, X") ’ensemble des applications lisses de
X wvers X'. Chaque sous ensemble M € C>*(X, X') hérite de la difféologie fonctionnelle.
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Exemple 1.2.6. Soient X un espace difféologique pointé avec un point de base x. On
considere Uespace des lacets pointés Q(X,x) = C(S', X) des morphismes lisse pointés
(S1,1) = (X, z) ou St est un cercle avec une structure usuelle de variété. Alors Q(X, )

est un espace difféologique muni de la difféologie fonctionnelle (sous-difféologie de L(X)).

Proposition 1.2.7. La composition est lisse : [7] Soient (X,D) et (X', D) et
(X", D" des espaces difféologiques. Soient C*(X, X"), C>(X', X") et C>°(X, X") munie
de la difféologie fonctionnelle et C*° (X, X") x C=(X', X") muni de la difféologie produit.

Alors la composition o est lisse
0:C®(X,X") x C®(X", X") = C®(X,X") avec o(f,g)=gof.

Définition 1.2.10. Soient D et D' deuz difféologies sur un méme ensemble X, on dira

que D est plus fine que D' si :
id(X): (X,D) = D)

est lisse; la difféologie D contient alors moins de plaques que D'.

Définition 1.2.11. Somme difféologique Soit {X;} une famille des espaces difféolo-
giques. Notons D; les difféologies respectives de X;. Il existe une difféologie la plus fine
sur X =[] X; telle que pour chaque i € J, l'injection naturelle j : X — [[ X; soit lisse.
Cette difféologie est appelée la somme difféologique de la famille {D;};cj. La paramétri-
sation P : U w— ] X; est une plaque pour la somme difféologique si et seulement si pour
chaque r € U il existe un voisinage ouvert V de r et un i € J telle que P |y soit une

plaque de X;.

Définition 1.2.12. Sous-difféologie Soit A un sous-ensemble d’un espace difféologique
X, la sous-difféologie induite par X sur A contient les plaques de X qui prennent valeurs
dans A.

Définition 1.2.13. Familles génératrices Soit X un ensemble. Choisissons un en-
semble F de paramétrisations de X, F C Param(X). Il existe une difféologie la plus
fine contenante F. Cette difféologie est appelée la difféologie engendrée par F et notée
par (F).

Critére de génération Soit X un ensemble et F une famille de paramétrisations de

X. La famille des plaques de difféologie engendrée par F a la propriété suivante :

— Une paramétrisation P : U — X est une plaque pour la difféologie (F) engendrée par
F si et seulement si pour chaque point r dans U, il existe un voisinage ouvert V de r
telle que soit P |y soit une paramétrisation constante, soit il existe une paramétrisation
F : W — X appartenant & F et une paramétrisation lisse @ : V. — W telle que
Ply=FoQ.

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Serap Gurer, Lille 1, 2014

Chapter 1. Espaces difféologiques 12

Définition 1.2.14. Difféologie initiale Etant donné une famille d’espaces difféolo-
giques {(Y;,D(Y;) | i € I} et des applications f; : X — Y; d’un ensemble X, nous
définissons la difféologie initiale sur X par rapport aux applications f; comme la difféolo-
gie engendrée par les paramétrisations P : Up — X telles que f;o P € D(Y;) pour chaque

i dans I.

Définition 1.2.15. Difféologie finale Etant donné une famille d’espaces difféologiques
{(Xi,D(X;) | i € I} et des applications f; : X; — Y vers 'ensemble Y, nous définissons
la difféologie finale sur'Y par rapport aux applications f; comme la difféologie engendrée

par les paramétrisations f; o P € D(Y;) Vi € I et pour chaque plaque P de X;.

1.2.1 Applications lisses et Catégorie des espaces difféologiques

Dans la catégorie des variétés différentielles, nous avons les immersions et les submersions

et dans la catégorie des espaces difféologiques nous avons les inductions et les subductions.

Définition 1.2.16. Pullbacks des difféologies Soient X un ensemble, (X', D') un
espace difféologique. Soit f : X — X' une application. Il existe une difféologie la plus

grossiere de X telle que l'application f soit lisse. Cette difféologie est appelée le pullback
de la difféologie D' par f et notée par f*(D').

YD) ={P € Param(X) | foP e D'}

Définition 1.2.17. Induction Soient (X,D) et (X', D) deuz espaces difféologiques.
Une application f : X — X' est dite une induction si et seulement si

— f est injective,

— La difféologie D de X est le pullback par f de la difféologie D' de X', f*(D') = D.

Critére de ’induction Soient (X, D) et (X', D) deux espaces difféologiques. Une ap-
plication f: X — X’ est dite induction si et seulement si
— f est une injection lisse,

— Pour chaque plaque P de X a valeur dans f(X), la paramétrisation f~'o P € D.

Définition 1.2.18. Pushforward des difféologies Soient (X, D) un espace difféolo-
gique et X' un ensemble et soit f: X — X' une application. Il existe une difféologie de
X' telle que [ soit lisse. Cette difféologie est appelée le push forward de la difféologie D
de X et notée par f.(D). Une paramétrisation P : U — X' est une plaque pour f.(D) si

et seulement st :

& Pour chaque r € U il existe un voisinage ouvert V de r tel que soit P |y soit une

paramétrisation constante, soit il existe une plaque Q : V — X telle que P |y= f o Q.
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Définition 1.2.19. Subduction Soient (X, D) et (X', D) deux espaces difféologiques et
f: X — X" une application. L’application f est appelée subduction si
— f est surjective,

— La difféologie D' de X' est le pushforward de la difféologie D de X, f.(D)="D".

Critére de la subduction Soient (X, D) et (X', D) deux espaces difféologiques. Une
application f: X — X est dite subduction si et seulement si :

— f est une surjection lisse,

— Pour chaque plaque P : U — X' | pour chaque r € U il existe un voisinage ouvert V'

de r et une plaque @ : V — X telle que P |y= fo Q.

Définition 1.2.20. Difféologie quotient Soit X un espace difféologique muni d’une
relation d’équivalence ~. Notons Y = X/~ ’ensemble quotient et classe : X — Y la
projection. On définit dif feologie quotient sur'Y comme la difféologie dont les plaques
sont les paramétrisations P : U — Y telles que pour tout uw € U, il existe un voisinage
ouvert V.C U de u et une plaque Q : V. — X telle que P |y= classe o Q. C’est-a-dire
la difféologie de @Q est le pushforward de difféologie D par la projection class : X — Q.
Cette difféolgie est appelée dif féologie quotient.

Exemple 1.2.8. Soit St < S2. L’espace S?/S' est muni de la difféologie quotient.

1.2.2 Fibré difféologique

Les fibrés difféologiques sont analogues aux fibrés mais ils ne sont plus localement tri-
viaux. Dans |7] le fibré difféologique est défini deux fagons équivalentes, en utilisant la

trivialité locale le long de plaques et les groupoides.

Définition 1.2.21. On appellera fibration difféologique un triplet £ = (X, B,p) ot X et
B sont des espaces difféologiques et p : X — B application lisse. L’espace difféologique X
est appelé espace total de la fibration, B est la base et p la projection. L’image réciproque

Xy, = p~1(b) est appelée la fibre au point b.
On dit que la fibration & vérifie la propriété de trivialité locale si :

— il existe un espace difféologique F appelé fibre type, tel que pour toute plaque P : ) — B
de la base, l'image réciproque P*(§) de & soit localement triviale, de fibre type F, au
dessus de €.

C’est a dire, en notant P*(X) l’espace total de P*(§) :

PHX) ={(r,z) € @ x X [ P(r) = p(x)},
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pour tout point r € Q, il existe un voisinage V de r et un difféomorphisme ¥ : P*(X) |

V =V X F qui se projette sur l'identité de V.
La deuxiéme définition de fibré difféologique utilise les groupoides et [7] 8.9 montre que
les deux définitions sont équivalentes.

Définition 1.2.22. Soit X et B deuz espaces difféologiques et w : X — B une surjection

lisse. Définissons
Obj(K)=B Vbt € B, Mork(b,t') = Dif f(Xp, Xy)
ot Xy, = m1(b) est muni de la sous-difféologie. Définissons sur

Mor(K) = U Mork (b, b)
bb'EB

la multiplication f-g = f og pour chaque f € Mork(b,b') et g € Mork(b',0"). Alors K

est un groupoide et l’application de source et de but est données par

sre(f) = m(def(f)) et trg(f) = m(val(f))

Le groupoide K est équipé avec la difféologie fonctionnelle.

7 est appelée une fibration difféologique si et seulement si x : Mor(K) — B X B est
une subduction. Une application lisse m : X — B est une fibration si et seulement s’il
existe un espace difféologique F' tel que le pullback de m par chaque plaque P de B est

localement trivial avec le fibre F'. m est appelé localement trivial le long des plaques.

Remarque 1.2.23. Si l’espace de base de fibration difféologique est une variété alors la
fibration difféologique est localement triviale. En plus, si la fibre F' est aussi une variété

la fibration difféologique est un fibré dans la catégorie des variétés.

1.2.3 D-topologie

Nous pouvons associer & tous les espaces difféologiques la topologie suivante :

Définition 1.2.24. D-topologie Soit (X, D) un espace difféologique. La topologie la plus
fine sur X telle que tous les plaques soient continues est appelée D — topologie. Un sous-
ensemble A de X est D — ouvert c’est-a-dire ouvert pour le D-topologie si et seulement

si pour tout n et pour toute n — plaque P de X, le pullback P~1(A) est ouvert dans R™.

Théoréme 1.2.25. [7] Soient (X, D) et (X', D) deuz espaces difféologiques,

— toutes les applications lisses de X vers X' sont continues pour la D-topologie,
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— tous les difféomorphismes de X wvers X' sont des homéomorphismes pour les D-
topologie.
En associant o un espace difféologique son espace D-topologique sous-jacent, nous obte-

nons un foncteur fidéle entre la catégorie Dif f et la catégorie TOP noté par
D—Top: Diff - TOP.

Définition 1.2.26. Applications locales lisses Soient (X, D) et (X', D’) deux espaces
difféologiques et A un sous-ensemble de X. Une application f : A — X' est appelée
application locale lisse de X vers X' définie sur A, si pour toute plaque P de X, la
paramétrisation fo P définie sur P~Y(A) est une plaque de X'. Cette condition implique

que A est ouvert pour la D — topologie.

Définition 1.2.27. Difféomorphismes locaux Soient (X, D) et (X',D') deuz espaces
difféologiques et A C X. f : A — X' est un difféeomorphisme local de X vers X' défini
sur A si f est injective et f et f~1 : f(A) — X sont des applications locales lisses.
C’est-a-dire que A et f(A) sont des D — ouvert et f |4 est un difféomorhisme de A vers
f(A) ou A et f(A) sont équipés avec la sous-difféologie.

1.2.4 Le foncteur adjoint de D-Top

Théoréme 1.2.28. Le foncteur

D —Top:Diff —=TOP
(X,D) —(X,D — topologie)

admet un foncteur adjoint.

Ce foncteur préserve les colimites et les coproduits. Nous allons construire le foncteur

adjoint de D — Top.

D':TOP —Diff
X —C(U, X)

TOP

~
~
~
~
EN

Ouverts —— Dif f

Pour démontrer le lemmes suivants, on utilise les extensions de Kan (Appendice A).
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Lemme 1.2.29. Le foncteur Quuerts — Dif f est dense.

Lemme 1.2.30. Colim_g4;; U =X
U—=X

Preuve. Considérons [[perdef(F) = {(F,r) | F' € F et v € def(F)}. On va montrer
que ¢ : [[per dom(F) — X est une subduction. Soit Q : O — [[ . rdef(F) une plaque.
Par la définition de la somme difféologie, pour chaque r € O il existe un voisinage ouvert
V de r et un élément F': U — X de F telle que @ |y soit une paramétrisation lisse dans
U.¢$p0Q |y= FoQ |y. Comme F est une plaque de X et @ est une paramétrisation
lisse, F' o @ |y est une plaque de X. Alors ¢ o @) est localement plaque de X donc ¢ o @

est une plaque de X. Donc ¢ est lisse.

Maintenant, soit P : O — X une plaque et r € 0. Comme F est une famille génératrice
de X, il existe un voisinage ouvert de r et un élément F' : U — X de F et la paramé-
trisation lisse Q : V — U telle que P |y=FoQ. Q : r — (F,Q(r)) défini sur V est une
plaque de [[pcrdom(F) et P |y=¢o Q. Donc P reléve localement au long de ¢. Donc

¢ est une subduction.

Comme ¢ est une subduction, X = [[U;/ ~= colim 4;;U O
U—=X

Lemme 1.2.31. ¢ : U — X est lisse si et seulement si ¢ est une plaque.

Preuve. Soit ¢ : U — X une application lisse. Par ’axiome de compatibilité lisse de la

définition de difféologie la composition ¢ o 1y est une plaque de X ou 1y est I'identité de

U. Maintenant pour chaque paramétrisation F' dans U, encore par l'axiome 3 la para-

métrisation ¢ o F' est une plaque de X. Donc ¢ est lisse par la propriété des applications
lisses. (Voir, e.g. |7]) O

Preuwve de 1.2.28. Le foncteur Quverts — TOP est un plongement plein. Comme
QOuverts — Dif f est dense, nous avons une extension de Kan & gauche TOP — Dif f,

par conséquent cette extension est le foncteur adjoint de D — Top. O

Remarque 1.2.32. Soit (M, D) est un espace difféologique dont la difféologie engendrée
par les plaques C*°(U, M) et appliquons le foncteur D-Top a (M, D) :

D —top: (M,D) - M

Et si on applique le foncteur D' sur Uespace topologique M, on obtient un espace difféo-
logique D' (M) dont la difféologie engendrée par les plaques continues CO(U, M). Il existe

une bijection ensembliste qui est une application difféologique :

(M, D) — D'(M)
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mais cela n’est pas un isomorphisme difféologique.

Exemple 1.2.9. Considérons la sphére exotique (S7,0;)i=1...28 ([17]). On peut la munir

de 28 structures difféologiques différentes Dy, . Il existe une bijection continue
(S7,0;) — D'(S7).
Par contre, ils sont pas équivalents au sens de la difféologie. Les espaces difféolgiques

(D'(S7), De,) ne sont pas isomorphes en tant qu’espaces difféologiques.

1.2.5 Variétés et difféologie
1.2.5.1 Variétés comme difféologies

Soit M un espace difféologique, M est une variété de dimension n si et seulement si
M est localement difféomorphe & R™. C’est-a-dire, pour chaque point m € M, il existe
un difféomorphisme local F' : R® D U — M et un point r € U tel que F(r) = m. La

catégorie Variete forme une sous-catégorie de la catégorie Dif f |7].

1.2.5.2 Modélisation locale des variétés

Nous pouvons reformuler la définition précédente en utilisant des familles génératrices.
Proposition 1.2.10. /7] Soit M un espace difféologique.

1) Chaque famille A de difféomorphismes locaux de R™ vers M telle que

U val(F) =M

FeA

est une famille génératrice de la difféologie de M.
2) L’espace difféologique M est une variété de dimension n si et seulement s’il existe

une famille génératrice A de M constituée de difféomorphismes locaur de R™ vers M.

1.2.5.3 Variété difféologique
Définition 1.2.33. Variété difféologique Soit E un espace vectoriel difféologique ([7]

3.1) et X un espace difféologique. L’espace difféologique X est appelé une variété difféo-

logique modelée sur E si X est localement difféomorphe a E pour tout point.
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Définition 1.2.34. Espace difféologique modelé Un espace difféologique est modelé
sur une famille d’espaces difféologiques M, si X est localement difféologique a un membre
de M, pour tout point. Précisément, pour chaque x € X il existe un voisinage D-ouvert
O C X dex, un espace A € M, un sous-ensemble D-ouvert V C A et un difféomorphisme
local ¢ : V — O. Donc pour chaque plaque P : U — X et pour chaque r € U, il existe
un voisinage ouvert V.C U de r et une plaque Q : V. — A pour un A € M et un
difféomorphisme local ¢ de A dans X telle que o @Q = P |y .

1.2.5.4 Variété a coins

Définition 1.2.35. Soit M un espace topologique paracompact et séparé. Une carte a
coins de dimension n pour n > 1 est une paire (U,¢) o U est un sous-ensemble de
R = R"* x [0,00F et ¢ : U — M est un homéomorphisme avec un ensemble ouvert
non-vide ¢(U).

Soient (U, ¢), (V,v) des cartes a coins de dimension n sur M. On dit que les cartes
(U, 9), (V,¢) sont compatibles si

Yo ¢ ¢ Ho(U) NY(V)) = ¢~ H(@(U) Np(V))
est un difféomorphisme entre les sous-ensembles de R™.

Un atlas a coins de dimension n sur M est un system {(U;, ¢;),i € I} de cartes a coins
de dimension n qui sont deux a deux compatibles, et M = U;U;. Un tel atlas est appelé

maximal si il n’est pas un sous-ensemble propre d’un autre atlas.

Une variété a coins M est un espace topologique paracompact séparé muni d’un atlas a

coins [8].

Définition 1.2.36. Applications réelles lisses de R} Soit M une n-variété a coins.
Une application f : M — R est appelée lisse si pour chaque carte (U,¢p) sur X , fo ¢ :

U — R est une application lisse entre sous-ensembles de R™ et R.

Définition 1.2.37. Difféomorphismes locaux de R} Une application f : A — R}
avec A C Ry est un difféomorphisme local si et seulement si A est ouvert, f est injective,
F(ANORY) C IR} et pour chaque x € A il existe une boule ouverte B C R™ centrée en x
et un difféomorphisme local F': B — R™ tel que f et F' coincident sur B NR}.

Difféologie de R}

Les éléments de R? sont des points @ = (r,t) € R” tels que r € R" % et ¢ € [0, +oc[".

L’ensemble R? est muni de la sous-difféologique qui est induite par la difféologie de R,
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consistant en toutes les paramétrisations lisses P : U — R telles que P,(r) > 0r € U

pour tout n € {n —k+1,...,n} P, étant niéme coordonnée de P(r).

Théoréme 1.2.38. Tout espace difféologique modelisé sur Ry dont la D-difféologie est

séparé et paracompacte est une variété a coins et réciproquement.

Preuve. Supposons que M est une variété a coins, on va montrer que M est un espace
difféologique modelisé sur R}'. On munit M des plaques lisses. On montre que D = {F :

U — M | F est lisse} est une difféologie modelée sur R}.

Une application F' : U — M des variétés a coins est lisse si pour toute carte de (V) de

M,

|

M
Jo
(V) 1%

( F71(V) est un ouvert de R? et V est un ouvert de R?)

F
Flp-1v)

L’application F' | F-1(v) est lisse ot la définition de I'application lisse entre sous ensemble
de R} et R} est donnée dans la Définition 1.2.5. On a que F' [p-1(y) est lisse il existe
un ouvert V C V' de R} tel que

Donc chaque carte est lisse pour la difféologie de M. C’est a dire que M est un espace

difféologique modelisé sur R7..

Maintenant, supposons que M est un espace difféologique modelisé sur Ry. Soit A I'en-
semble de tous les difféomorphismes locaux de R} vers M et soit M muni de la D-
topologie. Donc les éléments de A sont des homéomorphismes locaux. Soient F': U — M
et F' : U — M deux éléments de A. Supposons que F(U)NE' (U') est ouvert et non-vide.
Donc F~YF(U)NF (U")) et F'~Y(F(U) N F(U")) sont des ouverts. Les applications
F-loF ’F*l(F(U)mF'(U’)) et F-1oF ‘F’*l(F(U)ﬂF'(U')) sont des difféomorphismes pour
la sous-difféologie de R} qui sont des restrictions des applications lisses. Par conséquent,

I'ensemble A donne & M une structure de variété lisse & coins.
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1.2.5.5 Espaces difféologiques et ensembles simpliciaux

Définition 1.2.39. A" = {(to,t1,...,tn) | Yioti = 1 et 0 < t; < 1 Vi} est appelé

n — simplexe standard.

A" est une variété a coins donc c’est un espace difféologique modelisé sur Rj.

Définition 1.2.40. La catégorie simpliciale /A est la catégorie des ensembles totalement

ordonnés [n] = {0,1,2,...,n} et des application croissantes.
Définition 1.2.41. Un ensemble simplicial est un foncteur contravariant X : A — Set.

Définition 1.2.42. Soient X etY deux ensembles simpliciaux. Un morphisme simplicial

f: X =Y est une transformation naturelle entre ces deux foncteurs.

Définition 1.2.43. La catégorie EnsSimp est la catégorie des ensembles simpliciaux et

des morphismes simpliciauz.

{Dif f(A™, X)},, est un ensemble simplicial. Les applications faces et dégénérescences

sont lisses.

Définition 1.2.44. On définit le foncteur Sing

Sing : Dif f — EnsSimp

qut est la donnée

- d’une fonction qui associe a tout objet de Diff un objet de EnsSimp tel que
Sing(X) = Dif (A", X),

— une fonction qui associe a toute application difféologique f : X — 'Y la transformation
naturelle Sing(f) : Sing(X) — Sing(Y'), donnée par ¢ — f o ¢,

qui respectent les identités et la composition :

— pour tout objet X € Diff , Sing(ldx) = Idging(x),

~ Pourtout f: X =Y ,g:Y — Z € Diff, Sing(f o g) = Sing(f) o Sing(g).

Nous allons montrer que ce foncteur posséde un foncteur adjoint | |p.

EnsSimp

mi \

Diff TOP

Le foncteur | | : EnsSimp — TOP est le foncteur de réalisation usuel. Ce foncteur pré-
serve tous les colimites donc c’est un foncteur continu. L’objet géométrique cosimplicial
standard dans TOP est un objet cosimplicial dans Dif f. Donc nous avons le foncteur

adjoint | |p : EnsSimp — Dif f
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1.2.5.6 CW-difféologies

Définition 1.2.45. Une structure CW-difféologique sur un espace difféologique X est

donnée par une suite croissante de sous espaces de X
Xcxlc...cX'c...

satisfaisant les conditions suivantes :
1. X0 est un ensemble discret dont les points sont les 0-cellules.

2. Pourn >0, X" est obtenu inductivement de X"~ ' en recollant successivement une
collection de variétes lisses a bord de dimension n avec une application de collier
c:OM"™ x[0,€) = V ou V est un voisinage ouvert de OM™ via f, : OM™ — X" 1.
Donc X" est l'espace quotient de X" 1 II M" de X" ' avec une collection de
variétés lisses a bord MY par la relation x i fa(x). Le sous-ensemble X™ de X est

appelé n — squellette.

3. Un espace CW-difféologique est dit fini si le nombre de variétés lisses attachées est

fini.

Remarque 1.2.46. Un CW-complexe ordinaire avec la structure difféologique est un cas

particulier des espaces CW-difféologiques avec des attachements des D}.

Exemple 1.2.11. Un bouquet de sphéres a une structures de CW-difféologie.
VaSh =+ Uf, Dy

ot fo © Sp — - est Uapplication d’attachement. Le bouquet de sphéres est muni de la
difféologie quotient obtenue par w : - U Dj — - Uy, Dy comme la difféologie pushforward
de -U Dy, .

Exemple 1.2.12. Stratifold Paramétré [11] Nous allons tout d’abord définir l’espace
différentiel et le stratifold.

Définition 1.2.47. Espace différentiel Un espace différentiel est une paire (X, C) o
X est un espace topologique et C C C°(X) est une algébre des fonctions continues telle
que

(1) C est localement détectable, c’est-a-dire une fonction f : X — R est dans C si et

seulement si pour chaque x € X il existe un voisinage ouvert U de x et g € C tel que

flU=g|U.
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(2) Pour chaque f1, fa,... fx € C et g: R¥ — R une fonction lisse,

z = g(fi®), -, fi(2))

est dans C.

Remarque 1.2.48. On peut construire d’un espace différentiel (X, C) des nouveauz
espaces différentiels. Par exemple, si Y C X est un sous-espace, on définit C(Y') qui
contient les fonctions f :'Y — R telles que pour tout x € Y, il existe une fonction

g: X — R dans C telle que f |yv= g |v, pour un voisinage ouvert V de x dans Y.

Définition 1.2.49. Soit (X, C) un espace différentiel et x € X. L’espace vectoriel de

dérivations au point x est appelé l’espace tangent de X et noté par T, X.

Définition 1.2.50. Stratifold Soit (S,C) un espace différentiel et nous définissons
le sous-espace S' := {x € S | dimT,S = i}. Une stratifold de dimension k est un
espace différentiel (S,C) ou S est un espace localement compact, séparé, avec une base
dénombrable et la squelette ¥ est un sous-espace fermé et satisfait

~ (8%, C(S%)) est une variété lisse,

— Pour chaque x € S*, la restriction définit une bijection
i* 1 Cy —= (81,

- dimT,S < k pour chaque x € S,

— Pour chaque x € S et voisinage owvert U C S il existe une fonction plateau dans C.

Exemple 1.2.13. Soit M une variété lisse compacte de dimension k. Considérons le
cone ouvert sur M, cone®M = M x [0,1)/(M x {0}). Nous définissons l’algébre C C
C%(cone® M) contenant toutes les fonctions dans C°(cone® M) qui sont constantes sur
un voisinage ouvert U de sommet de cone et toutes les fonctions dont leur restriction a
M % (0,1) sont dans C>(M x (0,1)). (cone®M, C) est un espace différentiel. cone® M est

un espace séparé, avec une base dénombrable et localement compact.

Nous allons décrire la stratification. Pour x qui n’est pas le sommet du cone, C, [’en-
semble des germes des fonctions lisses sur M x (0,1) et T,(cone®M) = T, (M x (0,1))
qui implique dimTy(cone® M) = k+ 1. Pour x le sommet du cone Cy contient seulement
de germes de fonctions constantes et dimT,(cone° M) = 0. Par conséquent, nous avons

deux strates non-vides : M x (0,1) et le sommet du cone.

1l reste @ montrer lexistence de fonctions bosses. Pour les points en dehors du sommet
Dexistence d’une fonction bosse découle de [’existence de fonction bosse sur M x (0,1).
Pour le sommet nous allons noter que tous les voisinages ouverts du sommet contiennent

un voisinage ouvert de la forme M x [0,€)/(M x {0}) pour un e > 0. Choisissons une
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fonction lisse 1 : [0,1) — [0,00) qui vaut 1 prés de 0 et 0 pour t > e. A laide de 1 nous

pouvons définir une fonction bosse

p[z,t]) = n(t).

Définition 1.2.51. Une stratifold paramétrée est construite inductivement en attachant
des variétés a bord. Soit (S, C) une stratifold et W une variété lisse a bord de dimension
k avec un collier ¢ : OW x [0,e) — V ou V est un voisinage ouvert de OW. Nous
supposons que k > n. Soit f : OW — S une application d’attachement propre. Alors

nous définissons un nouvel espace S’ en attachant W a S par f :
S =W Uy S.

Sur cet espace nous avons l’algébre C' qui contient les fonctions g : S — R dont la
restriction a S est dans C et dont la restriction a l'intérieur I/(f/ = X — OW est lisse et
telle que pour un § < € nous avons g(x,t) = gf(x) pour chaque x € OW et t < €. Nous
appliquons cette construction inductivement & une suite finie de variétés lisses a bords
de dimension i compactes munies d’applications collier et d’applications d’attachements
fi: OW; — S*=1 o S*=1 est construit de (W, fo), ..., (Wi_1, fi—1).

Une stratifold paramétrée est un espace CW-difféologique. La difféologie de stratifold pa-
ramétrée est la difféologie pushforward de SUW par m: SUW — SUy W.
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Chapitre 2

Théories (Co)homologiques Pour

Les Espaces Difféologiques

Dans ce chapitre, nous allons introduire et développer les théories (co)homologiques

généralisées pour les espaces difféologiques.

Dans la section 2.1 on définit les théories homologiques généralisées sur Dif f. Dans les
sections 2.1.1 et 2.1.2 on introduit I’homologie singuliére, et I'homologie cellulaire dans

le cadre difféologique.

Dans la section 2.2 on définit les théories cohomologiques généralisées sur Dif f. Egale-
ment dans cette section, on rappelle les formes différentielles difféologiques et la cohomo-
logie de De Rham introduites par Souriau et développées par P. Iglesias Zemmour. On
montre que les théories cohomologiques sur les espaces CW-difféologiques sont uniques

& isomorphisme prés, Théoréme 2.2.4.

Dans la section 2.2.3 on compare le foncteur Qg;¢r : Dif f — ADGR des formes diffé-
rentielles difféologiques sur la réalisation géométrique d’un ensemble simplicial avec le

foncteur Qpy, : sSet — ADGR des formes difffentielles sur ce méme ensemble simplicial.

Dans la section 2.2.4, on résume quelques bases de pseudo-variétés controlées. On munit
la pseudo-variété controlée de deux différentes difféologies, I'une que 'on appelle la dif-
féologie de Pflaum et 'autre la difféologie quotient. Dans la section 2.2.5 on compare les

deux structures difféologiques sur les pseudo-variétés controlées.
Dans la section 2.2.6, on définit les désingularisations stratifiées difféologiques.

Dans la section 2.2.7, on rappelle la définition des formes différentielles d’intersection et

on montre que les formes différentielles difféologiques définies sur XV, la normalisation

25
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d’une pseudo-variété controlée munie de la difféologie quotient est isomorphe aux formes

0-perverses définies sur la désingularisation de XV, Théoréme 2.2.62.

2.1 Théories Homologiques généralisées

Eilenberg et Steentrod [24] ont démontré que ’homologie & coefficients dans G est caracté-
risée sur la catégorie des complexes simpliciaux finis par sept axiomes appelés "axiomes
d’Eilenberg-Steenrod". Plus tard, Atiyah, Hirzebruch et G.W. Whitehead ont observé
qu’il y avait d’autres foncteurs qui satisfont seulement a six axiomes (sauf ’axiome de
dimension). Whitehead [34] a donné la description de ces théories homologiques généra-

lisées.

Définition 2.1.1. Soient (X, A), (Y, B) dans TOP(2). On définit le foncteur de restric-
tion R : TOP(2) — TOP(2) par

Egalement pour la catégorie homotopique

R(X7 A) = (A,@), R([f]) = [f |A]

Définition 2.1.2. Soit (X, xg) un object dans TOP,, on définit le foncteur de suspension
S : Top, — Top, tel que S(X,xo) = (SX,*) et S(f) =1g1 A f.

Définition 2.1.3. Une théorie homologique non-reduite H, est une suite de foncteurs
covariants de la catégorie des paires d’espaces topologiques vers la catégorie des groupes

abéliens gradués

H, : TOP(2) — AbGr

notes

(X,A) = H,(X, A)
(X, A4) = (Y, B)) = (Ha(X, A) = H,(Y, B))

avec des transformations naturelles
Op:H,— H, 10R, VneZ

vérifiant, pour tout (X, A) € TOP(2), que le diagramme
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B, (X, A)
Hy(X, A) ——H,1(A)

f*i i(flA)*

Hp(Y, B)am)Hp—l(B)

commute, et {Hy,}et {0,} satisfont aux axiomes suivants :

— Invariance homotopique Si f,g: X — Y sont homotopes, alors ils induisent le
meéme homomorphisme fy = gy : Ho(X) — H.(Y).

— Excision Soient (X, A) une paire et U un sous-ensemble ouvert de X tel que U C
int(A), alors Uinclusion i : (X — U, A —U) — (X, A) induit un isomorphisme i :
Ho(X —U,A—U) — Hy(X, A).

— Suite Exacte Longue Pour chaque paire (X, A) € TOP(2), la suite

o Hon (X6, A) S F400) 5 H (0) 2 H(x,A4) Y

est exacte, ot i : (A,0) — (X,0) et j: (X,0) = (X, A) sont des inclusions.

Autrement dit, une théorie homologique généralisée satisfait aux axiomes d’Eilenberg-

Steenrod [24], sauf 'axiome de dimension.

Définition 2.1.4. Une théorie homologique réduite est une suite de foncteurs entre le

catégorie des espaces topologiques pointés et la catégorie des groupes abéliens gradués
hyn : TOP, — AbGr

avec des transformations naturelles Oy, : hy — hpy1 0 S satisfaisant aux conditions sui-

vantes :

— Invariance homotopique Si f,g : X — Y sont homotopes, alors ils induisent le
méme homomorphisme fi = gy : ha(X,20) — hi(Y, f(x0)).

— Suite Exacte Longue Pour chaque paire pointée (X, A, xq) avec les inclusions i :
(A, z0) = (X, 20) et j: (X,z0) = (X UCA, ), la suite

hn(A, o) = hp (X, 20) = hp(X UCA, %)

est exacte.

1l existe deux autres axiomes que l'on va souvent imposer sur une théorie homologique
réduite. L’axiome du Bouquet est utile pour faire des déductions sur les CW-complexes
et laxiome d’équivalence homotopie faible pour faire des déductions sur les espaces qui

ne sont pas des CW-complexes.
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— Axiome de Bouquet Pour chaque collection {(Xq,xq) | @ € A} des espaces pointés,

les inclusions io 1 Xo — VgeaXp induisent un isomorphisme
{ia*} : @aeAhn(Xa) - hn(\/aeAXa)7 nel.

- Aziome d’équivalence d’homotopie faible Si f : X — Y est une équivalence
d’homotopie faible alors fi : hn(X, xo) — hn(Y, f(20)) est un isomorphisme pour tout
ne”l, xg€ X.

Il existe une bijection entre les théories homologiques non-réduites et les théories homo-

logiques réduites |31].

Remarque 2.1.5. L’azxiomatisation permet d’unifier des homologies introduites dans
des domaines différents, et cela donne o chacune de ces homologies la possibilité d’étre

étudiée avec des méthodes beaucoup plus générales, et souvent plus puissantes.

Exemple 2.1.1. L’homologie singuliére définie sur TOP et I’homologie cellulaire définie
sur la sous-catégorie de TOP formée par les CW-complezes sont des exemples de théories

homologiques ordinaires.

Définition 2.1.6. Théorie homologique généralisée sur Diffp Une théorie ho-
mologique difféologique est une suite de foncteurs covariants de la catégorie des espaces

difféologiques pointés vers la catégorie des groupes abéliens
H, : Diffp — AbGr

avec une famille de transformations naturelles qui satisfait aux axiomes suivantes;

- Invariance homotopique Si f,g : X — Y sont homotopes, alors ils induisent le
méme homomorphisme fy = g« : Ho(X, x0) = H. (Y, f(x0)).

— Suite Exacte Longue Pour chaque paire pointée (X, A, xo) avec les inclusions i :
(A, o) = (X, x0) et j: (X,x0) = (X UCA, %), la suite

Hn(A, $0) — Hn(X, :L‘o) — Hn(X UCA, *)

est exacte.
— Aziome du Bouquet Pour chaque collection {(Xq,xo) | @ € A} des espaces difféo-

logiques pointés, les inclusions i : Xo — VgeaXg induisent un isomorphisme
{iax} : PacaHn(Xo) = Hy(VacaXa), n € Z.

- Aziome d’équivalence d’homotopie faible Si f : X — Y est une équivalence
d’homotopie faible, alors fi : Hy(X,29) — Hy(Y, f(xg)) est un isomorphisme pour
toutn € Z, rg € X.
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2.1.1 Homologie des espaces difféologiques H2

Nous allons définir I’homologie singuliére dans le cadre difféologique.

Définition 2.1.7. Soit A® un simpleze standard et X un espace difféologique. Notons
par Dif f(A®, X) les applications lisses de A® vers X. Cet ensemble est munie de la
difféologie fonctionnelle. On définit l’ensemble des p-chaines singuliéres difféologiques a

coefficients dans Z comme le groupe abélien libre engendré par Dif f(AP, X).

CH(X) = Z(Dif f(AP, X)).

On définit un homomorphisme de bord sur les chaines singuliéres difféologique qui satis-

fait la condition homologique 9 o 9 = 0.

Définition 2.1.8. Soit 9,(c) : C2(X) — C2 (X)) I’homomorphisme défini par

n

On(0) = Z(q)ia | [v0s -+ -, By - - . U]

pour un o € Dif f(A™ X).

eme

On obtient [v1, ..., 0, ...v,] en omettant la coordonnée de [v, ..., vp].

Lemme 2.1.9. La composition C5(X) N CA (X) Oy C2 (X)) est nulle.

Preuve. On a 0,(0) =_,(=1)io | [vo, ..., i, ... 0]

On-10n(0) =D (=1 (=10 | [vo, ..., D), ., Dy . 0]

j<i

G S C S N (Y RN S
>t

Les deux sommes s’annulent car la deuxiéme somme est de signe opposé a la premiére a

cause du changement de 7 et j. O

On a la suite

A Ontl AA On ~A A 01 ~A Oo
Oy — Cp —Cly —...Cp — Cy —0

n

avec OpOp41 = 0 pour chaque n. Donc C2(X) est un complexe de chaines.

Définition 2.1.10. Définissons Z,(X) = ker{0 : C2(X) — C2 (X))} C CX(X) et
Bn(X) = im{0n41 : C1~LA+1(X) — O (X)} € CR(X).
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Le n iéme groupe d’homologie singuliere difféologique d’un espace difféologique X est le

quotient

HnA(X) = Zn(X)/Bn(X)

Remarque 2.1.11. C2(—) est fonctoriel par rapport aux morphismes d’espaces difféo-

logiques. Les applications faces et dégénérescences sont lisses.

Théoréme 2.1.12. H2(—) est une théorie homologique.

Preuve. On va d’abord montrer 'invariance homotopique. Soient X et Y deux espaces
difféologiques et f,g : X — Y € D(X,Y) deux applications lisses. Comme la catégorie
Diff est une catégorie cartésienne, f et g est homotopes, si et seulement s’il existe une
application lisse F': X x I — Y telle que F(z,0) = f(x) et F(x,1) = g(z) pour tout
x € X. (cf. [7])

Etant donné une homotopie F' : X x I — Y de f & g, on définit un opérateur prisme
P:CYX)— CR L (Y) par

P(o) =) (=1)'Fo (o x1)|[vo,-..,vi,wi, ..., wy]

i
ot Flo(o x1) est la composition A" x I — X xI — Y. On va montrer que cet opérateur

prisme satisfait la relation

OP = gu — fu — PO

On calcule

OP(0) = > (~1)/(=1)Fo (o x 1) | [vo, ... 05, .., Vi, Wi, . .., wp]
J<i

+) () (=1 Fo (0 x 1) | [vo, .., viywi, oy, w0
j>i

Les termes avec i = j dans les deux sommes s’annulent sauf F o (o x 1) | [0p, wo, - . . , Wy

qui est goo = gu(o) et —F o (o x 1) |[v0,_“71,n7@n] qui est —f oo = —fu(o).

La somme des termes avec i # j est égale & —PJ(o) car

OP(0) = Y (=1)'(=1YF 0 (0 X 1) |y, _vpsur,...by - 0m]

1<j
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+D (=)= +1F o (0 x 1) | [vo, .-, D), - -, 03y Wi, ., W)

i>1

Si @ € C2(X) est un cycle, on a gx(a) — fu(a) = d(a) + Po(a) = dP(a) car da = 0.
Donc g4 (a) — f#(a) est un bord. Par conséquence gx(a) et fu(a) déterminent la méme

classe d’homologie, c’est & dire g, et fi sont égaux sur la classe d’homologie de «.

L’axiome d’excision et ’axiome de dimension sont satisfait et on les montre de la méme

fagon que pour les espaces topologiques.

Théoréme 2.1.13. Soit M une variété. Alors
HA(M,Z) -5 H (M, Z)
est un isomorphisme ow ¢ est induit par le foncteur Dif f — TOP.

Pour la preuve, on va utiliser le lemme suivant :
Lemme 2.1.14. [1] Soit M une variété lisse. Supposons que P est un énoncé pour les
ouverts de M qui satisfait les propriétés suivantes :

1. P est vraie pour U un ouvert de M qui est difféomorphe a un sous-ensemble conveze
de R™.

2. Si P est vraie pour U, V et UNV, alors P(UUV) est vraie.

3. Soit U = UneaU, disjoint. Si pour tout o € A, P(U,,) est vraie, alors P est vraie
pour U.

Alors P(M) est vrai.

Preuve. @ est I’énoncé suivante :

%

H2(—,7) - H,(-,2)

est un isomorphisme.

1. Soit U = U,4U, une union disjointe d’ouverts difféomorphes a R™

i: HAU,Z) — H.U,Z)

est un isomorphisme.

2. Si i est un isomorphisme pour les ouverts U, V et U N V. On a un diagramme
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—=HAUNV)—=HAU)® HA(V) —= HAXUUV) — ...
.—HUNV)——H,U)®H, (V) ——=H,(UUV) —— ...
Donc HA(U UV) — H,(U UV) est un isomorphisme.

3. Si H*A(UQ,Z) N H,(Uy,Z) est un isomorphisme pour chaque a avec U; C
Uy---CcU =1imU,. Alors

H2(U,7) = H>(lim Uy, Z) = lim H2(U,, Z).

Donc H2(M,Z) LN H,(M,Z) est un isomorphisme. O

2.1.2 Homologie des CW-difféologies

La théorie homologique cellulaire difféologique est une suite de foncteurs HSW =4 .

aCW—d

CWSph — AbGr avec la suite de transformations naturelles qui satisfont les

axiomes d’une théorie homologique.

Remarque 2.1.15. Pour définir I’homologie cellulaire difféologique, on se restreint a
CW Sph une sous-catégorie de CW Dif f formée par des CW-difféologies avec des atta-

chements des disques.

Définition 2.1.16. Soit X un espace CW-difféologique. On définit un complexe de
chaines (Cp(X),d) ot Cp(X) = Hp(X™, X" 1), L application bord est définie dy, = j,_10
On 01 O : Hy(X™, XY — Hy (X1 X72) et i+ Ho(X™, X)) — HY(X™). La
composition dy11 o dy,, est nulle. Donc (Cy(X),d) forme un compleze de chaines appelé

compleze de chaines cellulaires, dont I’homologie est appelée I’homologie cellulaire difféo-
logique et notée HEW=4(X).

Théoréme 2.1.17. Soit X un espace CW-sphérique, Xp [’espace topologique avec la
D-topologie,
HSW=4(X) = Ho(Xp)

est un isomorphisme naturelle.

Preuve. Si X est une variété, par le théoréme 2.1.13, il existe un isomorphisme nx :
HEW=4(X) — H,(X). On va montrer que

ny : HEW=4Y) — H.(Y)
est un isomorphisme ot ¥ = X Ij_c[ D"+l Notons que HEW =4 et H satisfont 'axiome

d’excision.
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On a le push-out suivant

gnc i Dn+1

.

X ——= X1 Dprt!
f

On prend des ouverts U = X IJ_cI C™tlet V.= M"" ou C = 8" x [0,1]. Comme V et
U NV sont des variétés, ny et nuyay sont des isomorphismes. On va montrer que 7y est

un isomorphisme aussi.

On restreint le diagramme a U

s LNV

o

X U

Nous avons une application de collier telle que la restriction a S™ soit l'identité. On

obtient le push-out suivant :

Sn id Sn
v
X—X

Donc ny est un isomorphisme aussi.

On a la suite exacte longue

L LCHEWE(X) - HEW (X IJ; DYy o gEW—d(gntly

s HCW_d(X) . HCW—d(X 11 Dn-i—l) - HC’W—d(sn-ﬁ-l) -
* * f *

l

H*(X I}[ Dn—‘rl)

1R
1%

oo —— H(X) H (S"H) ——— .

Par le Théoréme 2.1.13 la premiére et la troisiéme fléches verticales sont des isomor-

phismes et par le lemme des cing, on a l'isomorphisme entre HEW=4(X %cl D) et

H*(X];c[D”+1). O
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2.2 Théories Cohomologiques Généralisées

La notion duale de théorie homologique est la théorie cohomologique.

Définition 2.2.1. Une théorie cohomologique génialisée H* est une suite de foncteurs
contravariants de la catégorie Dif f(2) des paires des espaces difféologiques vers la caté-
gorie de groupes abéliens gradués :

H"™ : Diff(2) — AbGr

avec une suite de transformations naturelles {6,—1 : H" 1o R — H™ | n € Z} ou R
est le foncteur de restriction défini dans la Définition 2.1.1 telle que pour tout (X, A) €
Dif f(2) le diagramme

0p(Y,B)

HP?(B) HPL(Y, B)
(fIB)*l lf*
+1

commute et {H"}et {0,} satisfont les axiomes suivants :

— Invariance Homotopique Les applications homotopiques fo et fi entre les paires
d’espaces induisent le méme homomorphisme H"(fo) = H™(f1)

- Suite Exacte Pour chaque paire (X, A), la suite

e HYHAL D) S HY(X,A) — HM(X,0) — H™(A,0) - ...

est exacte.

— Excision Soit (X, A) une paire et U C A tel que U C A°. Alors Uinclusion (X \U, A\
U) = (X, A) induit un isomorphisme H"(X,A) = H"(X \U,A\ U).

— Azxiome du Bouquet Pour tout collection {(Xq,%o)aca} d’espaces difféologiques

pointés, les inclusions i 1 Xo — VgeaXg induisent un isomorphisme

{is}: HI(VaXa) = [[ HY(Xa)
a€cA

Théoréme 2.2.2. HX(_,Z) est une théorie cohomologique.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est similaire au cas des espaces topologiques.
O

Proposition 2.2.1. Soit (X, xq) un espace CW-difféologique et X° C ---C X" C --- C

X une suite de sous-complexes avec Up>0X™ = X, les inclusions j' : X — X, et les
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inclusions ip, : X" — X pour n > m. Alors {h4(X™),j"*,N)} est un systéme inverse

pour tout q € Z, et si h* satisfait l'axiome du Bouquet alors il existe une suite exacte
0 = Lim 'R (X™) = h9(X) Y2 1imOna(xm).
Preuve. Nous construisons le "téléscope infini"
X' = Ugsolk, k+ 1] x X*

Pour chaque n, soit X/ = UZ_ [k, k + 1] x X¥ C X’. Donc X’ est aussi un espace
CW-difféologique. Nous posons

A= UkZO;k impair[ka k+ 1] X Xk - Xla

B = Uk>0:k pair[k7k+ 1] x Xk c X’

tels que
i) AuUB=X'

ii) AN DB = Upso{k} x X* =2 UpsoXF

i) Ug>0k impair{k} X X k < A est une rétraction par déformation,

iv) Ug>0k pair{k} x X k © B est une rétraction par déformation.

Les axiomes d’une théorie cohomologique implique Mayer-Vietoris, y compris dans le

cadre difféologique. Considérons la triade (X'; A, B) a laquelle nous allons appliquer la

suite de Mayer-Vietoris :

. ——=hI7YA) @ hH(B) —2 = hY(AN B) —&~

F )

[1.>0 hFH(X™) — [T50 P (X™) —

B

he(X') —2> hi(A) @ h9(B) —%—> hi(AN B) — ...

ol @/ est donné par

[0/ (H)(n) = (=1)"THf(n) = jn ™ f(n+ 1)}

ot f € [[js0h?(X") et
[8'(2)](n) = ki, ()
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ou z € h1(X'). Donc o = —0 et nous obtenons la suite exacte suivante
{in}

0 —— cokera/ —— h%(X) kera/ ——0.

|- |-

lim!ha—! limPhe(X™)

O

Remarque 2.2.3. En cohomologie {i%} : h%(X) — lim®h9(X™) est un isomorphisme si

et seulement si lim'h?~1(X™) = 0.

Théoréme 2.2.4. Soit ¢* : h* — h'* une transformation naturelle de théories de coho-

mologie généralisées sur Dif f. Si
¢1(S", 50) : h1(8°, s0) = h'(S", 50)

est un isomorphisme pour q > N et est un épimorphisme pour ¢ = N, alors pour tout

espace CW-difféologique (X, x¢) de dimension n
(X, xo) : h9(X,20) — h'U(X, x0).
est un isomorphisme pour ¢ > N + n et un épimorphisme pour ¢ = N + n.

Preuve. Nous avons

hHa(Sm) = ha(SY)
¢”+q(3")l J{W(SO)
BH(S") —— h4(S")
Par hypothése si ¢9(S%) est un isomorphisme pour ¢ > N et un épimorphisme pour ¢ = N
alors ¢p,44(S™) est un isomorphisme pour ¢ > n+ N et un épimorphisme pour ¢ = n+N.

Les théories cohomologiques généralisée h* et h'* satisfont 'axiome du Bouquet et par

la naturalité de ¢, nous avons le diagramme commutatif :

W (VaeaS"™) —= [Taca B TU(S°)
¢n+q(VaeASn)l lHQGA ¢ ta(s0)

W H4(VaeaS") —z= [laca hH4(S")
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ot les isomorphismes proviennent de 1’axiome du bouquet. Donc ¢ T9(V e 48™) est aussi
un isomorphisme pour ¢ > n + N et un épimorphisme pour ¢ = n + N. Par récurence,
nous supposons que ¢?(X™~1) est un isomorphisme pour ¢ > n+ N et un épimorphisme

pour ¢ = n + N pour un m > n.

Soit M, une variété a bord. Notons M, = M, /OM,,. Pour tout espace CW-difféologique
X, nous avons X™/X™1 = v, c; M, et nous obtenons un diagramme commutatif

comme suit

co— (X ) —— hq(\/aeija) —
e — h/q_l(Xm_l) — h,q(vaeJmMa) -

Par I'axiome du Bouquet, ®h,(M,) — hp(VoM,) est un isomorphisme. Par I'excision,

h9(My,) — h'4(M,) est un isomorphisme.

RI(X™) —— hY(X™ ) —— WO (Ve s M) — . ..
iw(w) lwwml) iw“waamm)
RUX™) —— B UX" ) —— W (Ve s M) — ...

Par hypothése, pour ¢ > n+ N ¢9(X™ 1) et ¢4~ 1(X™ 1) sont des isomorphismes et

$1(Vae,, My) est un isomorphisme. Par le Lemme des cing, ¢9(X™) est un isomorphisme.

Pour ¢ = n + N, par hypothése ¢?(X™~1) est un isomorphisme, ¢¢(X™~!) un épimor-

phisme et ¢4(Voey,, M «) est un épimorphisme, alors ¢%(X™) est un épimorphisme.

Comme les théories cohomologiques généralisées h* et h'* satisfont axiome du Bouquet

par la proposition 3.1

0 —— lim A9 (X™) —= h9(X) 2 pimOpa (X ™) —— 0
iliml(w(xn) idﬂ(X) ilim%q(X")

0 —— lim!'A' T (X") — B'1(X) ) limPh/1(X™) —— 0

On conclut que si ¢4(X™) est un isomorphisme pour ¢ > n + N alors lim!(¢?(X™)) et
1im®(¢9(X™)) sont des isomorphismes pour ¢ > n + N. O

2.2.1 Formes différentielles sur les espaces difféologiques

Les formes différentielles et la cohomologie de de Rham ont été introduites par Souriau

[29] et développées par Zemmour dans [7].
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Définition 2.2.5. Formes différentielles sur les espaces difféologiques On appelle
k — forme dif férentielle sur l’espace difféologique X une application o qui associe a
chaque plaque P de X une k-forme lisse a(P) définie sur le domaine de P telle que pour

chaque reparamétrisation lisse F sur le domaine de P :
a(PoF) = F*(a(P))

Plus précisément, a est une k-forme si et seulement si :

— Pour tout n et pour chaque n-plaque P : U — X, a(P) € C>®(U, AF(R™)).

— Pour m-domaine V', pour toute paramétrisation lisse F:' V — U, v € V et k vecteurs
& ... & e R™

a(Po F)(v)(&1,- -, &) = ap)(F @) (DF)()(&), - -, DF)(0) (&)
La condition a(P o F') = F*(«(P)) sera appelée la condition de compatibilité lisse. L’es-
pace de toutes les k-formes différentielle de X est noté par Q]jiff(X).

L’ensemble de formes différentielles forme un espace vectoriel réel et nous pouvons le

munir de la difféologie fonctionnelle.

2.2.1.1 Difféologie fonctionnelle de ’espace de formes

L’ensemble Qgiff(X ) de toutes les k-formes différentielles de Iespace difféologique X
est un espace vectoriel. Pour toute «, o/ € Qgiff(X), pour tout s nombre réel, et pour

chaque plaque P de X

{(a +a/)(P) = a(P) + o/(P)
(s x a)(P) =s x a(P)

L’ensemble des paramétrisations ¢ : V — QF, 77(X) défini par la condition suivante est

une difféologie de 'espace vectoriel :

% Pour chaque plaque P : U — X, 'application [(s,r) — ¢(s)(P)(r)] définie de V x U
sur QF(R™) est lisse.

Les opérations addition et multiplication par un scalaire sont lisse. Donc Qg;rf(X) est

un espace vectoriel difféologique. (cf. [7] 6.29)

Définition 2.2.6. (Produit extérieur) Soient X un espace difféologique, o € Qfliff(X) et
B e Qiﬁff(X) deuz formes différentielles. Le produit extérieur a A 3 est la (k +1)-forme
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définie sur X par

a A B(P) = a(P) A B(P) pour toute plaque P de X.

2.2.1.2 Les valeurs d’une forme différentielle

Les deux formes différentielles «, 5 € Qsz‘f #(X) ont la méme valeur si et seulement si

pour chaque plaque centrée en x, i.e. 0 — x, nous avons a(P)(0) = 5(P)(0).

Avoir la méme valeur en x est une relation d’équivalence et notée par ~, et la classe
de a avec cette relation est appelée la valeur de o en = et notée par a,. L’ensemble de

toutes les valeurs en z est défini par

AR(X) = Q1 (X)) ~a= {0 | @ € Qg (X))}

La valeur de «v en z est nulle si et seulement si pour chaque plaque centrée en z, a(p)(0) =
0.

Les deux p-formes « et 5 ont la méme valeur en x si et seulement si leur différence en ce
point est nulle.
ay =Fr e (a— )z =0,

Aj(z) = QP (X)/{a € O (X) | az = 0}

2.2.1.3 Le fibré des p-formes d’espaces difféologiques

Le fibré des p-formes de X est 'union des AL (X) :

AP(X) = [T ABX) = {(2, ) | @z € A(X)}
zeX

Le fibré des p-formes est muni de la pushforward difféologie de X x QP(X) par la pro-
jection

p:X X inff(X) — AP(X)
telle que p(z, ) = (z, ay)

Définition 2.2.7. L’espace AI(X) est appelé ’espace cotangent de ’espace difféologique

X.
Définition 2.2.8. Pour chaque plaque Q x A: U — X X Qsz‘ff(X)’ définissons
Taut(Q x A) = [r— A(r)(Q(r))] € Q;,,(U).
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Ainsi, Taut est une p-forme de X X QZiff(X) telle que
Va € OP(X), Taut|xxin=

Nous appellerons cette p-forme la p-forme tautologique de X x inff(X).

De plus, il existe une p-forme sur AP(X) telle que
Taut = p*(Liouv) ou Liouv € Qsl.ff(Ap(X)).

qui est appelée la p-forme de Liouville de AP(X).

2.2.2 Cohomologie de de Rham

Soit X un espace difféologique. La dérivée extérieure d : Q*(U) — Q" TH(U) définie sur
un ouvert de R¥ induit une dérivée extérieure d : Quipr(X) — QZZ';}(X ) qui satisfait
dod = 0. L’espace des p-cocycles est défini comme le noyau de d dans QP(X) et I'espace

des p-cobord comme 'image de 'opérateur de d dans Qsiff(X)

Z8o(X) = ker[d : Qb (X) — QFFL (X))

dif f diff
Bigp(X) = d(Qy;,(X)) C Zgp.

Les groupes de cohomologie de de Rham difféologique sont définis

Zhp(X)
HYrar(X) = 73?;};()()

Définition 2.2.9. Soit f : X — Y une application lisse entre deux espaces difféolo-
giques. Alors f induit un morphisme d’algébres différentielles graduées f* : thff(Y) —
QZiff(X) qui défini un foncteur Q3¢ : Dif f — ADGR.

2.2.2.1 L’homomorphisme de de Rham

Soit X un espace difféologique. Soit p un entier positif et o € QZZ. 7 f(X ). L’intégration de

a sur des p-chaines définit une p-cochaine pour la cohomologie singuliére réduite.

Ve e CpA(X),fa(c) = /a, et fo € CR(X,R).

Cela définit un homomorphisme
2

U0 (X) = Hom(Cy'(X),R)
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Soit o une p—1 forme et o un p-simplexe singuliére difféologique sur X. Par le Théoréme

de Stokes , on obtient

\If(da)(a):/gdoz:/Apa*(da):/gp d(o’*a):/aAp oo =

(00 F)*a = Z(—1)"/ o

Ap_1 i ooF;

ou

§: Hom(C5 1 (X),R) — Hom(C;'(X),R)

U* € L(HYL(X), HP (X)) 9" : class(a) — class(c — /a)
&
Le théoréme de de Rham dit que ¥U* est un isomorphisme pour toute variété lisse.

Remarque 2.2.10. Dans [7] Théoréme 6.69, lauteur a donné la version difféologique
de Théoréeme de Stokes sur les chaines cubiques. Pour les chaines simplexes, la preuve

est faite de facon similaire.

Théoréme 2.2.11. Soit M une variété. Alors

Hitpar(M,R) — HZ, (M,R)

sing

est un isomorphisme ot i est induit par le foncteur Dif f — TOP.

Preuve. Les formes différentielles difféologiques sur une variété coincident avec les formes
différentielles. Supposons que U et V sont deux sous-ensembles de M tels que M = UUV.

Considérons la suite

0—> QU UV) —= QPU) & P(V) —= QU NV) —>0

(W, 7) ———=7T —w

On va montrer que cette suite est exacte. On va seulement démontrer I'exactitude de
la derniére fléche. Considérons M = R!. Soit f une fonction C® sur U N'V. On va
écrire f comme la différence d’une fonction sur U et d’une fonction sur V. Soit {py, pv }
une partition de I'unité subordonnée au recouvrement ouvert {U, V}. Comme (pyf) —
(—pvf) = f , on montre que Q°(U) @ Q°(V) — Q°(R') est surjectif. Pour une variété
M, siw e QUU NV) alors (—pyw, pyw) € QUU) @ Q4(V) est envoyé sur w. On a le

diagramme
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0—=QPUUV) QP (U) @ QP(V) PUNV) —=0

| l |

0—=AP(UUV) AP(U) & AP(V) AP(UNV)—=0

de suites exactes. Il y a un diagramme associé

. —=HI(UUYV) HY,(U) & Hip(V) HY(UNV) ——...

| | |

. ——=HP(UUYV) HP(U) @ HP(V) H(UNV) —— ...

Par le lemme 2.1.14, on montre alors que ¢ est un isomorphisme. O

Remarque 2.2.12. Ce théoréme n’est pas vrai pour tous les espaces. Dans [6] 'auteur
montre ce qu’il advient du théoréme de de Rham pour ces espaces. Par exemple, le tore
irrationnel Ty, : quotient du tore T2 = R?/Z? par la pente irrationnelle o € R — Q [19],
le premier groupe de cohomologie de de Rham Héifde(Ta) est égal a R alors que son

groupe de cohomologie singulicre HY. = (T,), identifié par [’homomorphisme de Hurewicz

sing

au groupe Hom(w(T4),R), est égal & R%, et donc Hc}ifde(Ta) # Hslmg(Ta)«

Lemme 2.2.13. Le foncteur H;ifde(_’ R) satisfait l’aziome du Bouquet.
Preuve. Soit X un espace CW-difféologique tel que
XocXiC---CX,C---CX
avec Up>0X, = X. L’inclusion i, : X, — X induit un homomorphisme
in s Qaiff(X) = Qaipr(Xa)

Notons J], Qairs(Xa) le produit direct de Qaifr(Xa), et Qaipp(X) =[], Qi pp(Xa)/ ~
pour x > 0 ot la relation d’équivalence est 'identité, et pour * = 0, on pose Qgiff(X) =

{fa: Xa = R| fa(pt) = for(pt)}. Nous obtenons un homomorphisme
i Qaipp(X) = ] Qaigr(Xa)

donné par
(i*@)a = Z'Z(I), P e Qdiff(X).

Or ¢* est un isomorphisme. Par conséquent ¢* induit un isomorphisme en cohomologie
réduite

«
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Théoréme 2.2.14. Soit X un espace CW-difféologique

H;ikifde(X7 [R) 4 : (XvIR)'

sing

est un tsomorphisme.

Preuve. Si Y est une variété, par le Théoréme 2.2.11 il existe un isomorphisme
H;L(Y,R) = HZ, (Y,R). On va montrer que H;ifde(YI}IM"H) — H (YI}[MTH'I)

sing sing

est un isomorphisme si M est une variété. On a le push-out suivant

aMn—f—l( i Mn+1
X Y I}_C[ Ml

On prend des ouverts U =Y IJ_CI C™let V= M"" ou C" = gM™ ! x [0,1]. Comme
V et UNV sont des variétés, iy et iyny sont des isomorphismes. On va montrer que iy

est un isomorphisme aussi.

On restreint le diagramme a U

oMl NV

o

Y U

Nous avons une application de collier telle que la restriction & 9M™ ! soit I'identité.

On obtient le push-out suivant :

oM+ _d oM+

]

X Y

Donc iy est un isomorphisme aussi.

On a la suite exacte longue

o= Hyiprap(Y) — Héifde(YI}[MnH) — Hjifpap(OM™2) — .
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o= H1qg(Y) ——= Hj rap (Y IJ—J M) —— H qg(OM™ ) ——

|

. ——=H (V) * (YIJ;MH+1)—> L (@M ——=

sing sing sing

1%
1%

Par le Théoréeme 2.2.11 la premiére et la troisiéme fléches verticales sont des isomor-
phismes et par le lemme des cing on a un isomorphisme entre Hgifde(Y ]]_c[ VAR
et :mg(Y IJ‘J M"™*1). Par induction ix est un isomorphisme pour X un espace CW-
difféologique de dimension finie.

Maintenant dans le cas ot X est de dimension infinie, H,, satisfait I’axiome du Bouquet

et nous avons le diagramme suivant

Wm HG ¢ rqp(X™) —— Hgippqp(X)

| I

sing

Alors Hy, rqp(X) = H;, 0 (X) est un isomorphisme.

sing

2.2.3 Foncteur des formes différentielles difféologiques

Nous allons comparer le foncteur des formes différentielles difféologiques sur la réalisation
géométrique d’un ensemble simplicial Q4 ¢f : Dif f — ADGR avec le foncteur des formes

diférentielles C*° sur ce méme ensemble simplicial Q¢ : sSet — ADGR.

Définition 2.2.15. [37] L’algébre des formes différentielles polynomiales 2}, est une

R-algebre différentielle graduée commutative simpliciale donnée par

(Q(An>vd) = rILDL = (A(to, et Yo, - :yn)/Jnvd)

ou deg(t;) = 0 et dt; = y; pour chaque i et J,, est lidéal engendré par {1 — > t;,> y;}.

Les applications faces et dégénérescences sont les morphismes définis comme suit

ik k<1
O Q= Qb ity =< 0 k=i
tr_1 k>
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tr k<i
S; ¢ %L%Q%—El:tk% ty +tper1 k=1
trt1 k>1
Définition 2.2.16. On a un foncteur Qpr, : sSet - ADGR défini par Qp; (K) =
sSet(K, Q).

Définition 2.2.17. Un objet simplicial A dans une catégorie C est appelé extensible si

pour chaque n > 1 eti € {0,...,n} la condition suivante est satisfaite

8i<I>j = 83;1(1)1‘ 1< j,

ot ®; € Ap_1, i € I, alors il existe un élément ® € A, tel que &; = 0;P, i € I.

Proposition 2.2.2. (i) (Qpr)o =R
(i) H(QpL)n) =R,n >0
(i) Chaque QY est extensible.

(cf- [37])

Proposition 2.2.3. Soit 0 : D — E un morphisme de complexes de cochaines simpli-
ciauzr. Supposons que

(1) H(D,) — H(E,) est un isomorphisme pour n > 0

(ii) D et E sont extensibles

Alors pour chaque ensemble simplicial K
H(0(K)) : H(D(K)) — H(E(K))
est un isomorphisme. (cf. [37])
Théoréme 2.2.18. Soit X un ensemble simplicial. On a un isomorphisme naturel

H*(Qaifs(1X|p)) = H* (X, R).

Preuve. Soit X un ensemble simplicial. Nous allons construire une transformation natu-

relle
Qpr(X) = Qaigr(1X][D)

entre Qpy, le foncteur des formes différentielles simpliciales sur un ensemble simplicial et
Qqif s le foncteur des formes différentielles difféologique sur la réalisation géométrique de

ce méme ensemble simplicial.
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Une forme différentielle simpliciale est la donnée pour chaque n-simplexe de X d’une
forme différentielle compatible aux restrictions de faces et aux dégénérescences. La réa-

lisation géometrique d’un ensemble simplicial est X = [[ A,/ ~.

Donc pour se donner une transformation naturelle entre ces foncteurs, il suffit de se

donner une application compatible qui est définie sur les simplexes.
Q(An) = Qaip(|An[p)

Alors nous avons un quasi isomorphisme. Comme Qpy, et Qg ¢y sont extensibles par la

Proposition 2.2.2, par la Proposition 2.2.3 nous avons ’isomorphisme

H*(X) — H*(Qaifs(1X|p))-

2.2.3.1 Formes différentielles basiques

Soient G un groupe de Lie avec ’algébre de Lie g, la multiplication u : G x G — G et

pour chaque g € G, notons pg, 9 : G — G les translations a gauche et a droite.

Soit [ : G x M — M une action & gauche de groupe de Lie G sur une variété lisse M.
Nous considérons les fonctions partielles I, : M — M pour g € G et I* : G — M pour
x € M et la fonction de champ de vecteurs fondamental ( : g — X(M) donnée par
(x(z) =Te(I)X.

Définition 2.2.19. [16] Une forme différentielle ¢ € QP(M) est appelée G-invariante
si (lg)*¢ = ¢ pour chaque g € G et horizontale si le produit intérieur ic, o = 0 pour
chaque X € g. Nous désignons par QZOT(M)G lespace de toutes les p-formes horizontales

G-invariantes sur M.

Définition 2.2.20. Soit M une variété riemannienne compléte et soit G un groupe de
Lie qui agit o gauche isométriquement. Une sous variété lisse fermée connexe 3 de M
est appelée une section pour la G-action si elle rencontre toutes les G-orbites orthogona-
lement. Nous demandons que G.3% = M et que pour chaque x € X et X € g, le champ

de vecteurs fondamental (x(x) est orthogonal a T,X..

Définition 2.2.21. Ng(X) = {g € G|9.X = X} et Zg(X) :={g € G|g.s = s,Vs € X}
alors le quotient W(X) := Ng(X)/Zq(X) devient un groupe discret qui agit proprement

sur 2. Il est appelé le groupe de Weyl généralisé de la section 3.

Définition 2.2.22. Soit G un groupe de Lie compact et p : G — GL(V') une représenta-

tion orthogonale dans un espace vectoriel réel de dimension finie V' qui admet une section
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3. Alors la section s’avére étre un sous-espace linéaire et la représentation est appelée

une représentation polaire.

Théoréme 2.2.23. Soit G un groupe de réflexion fini et soient f1,...,f, des poly-
nomes algébriquement indépendantes qui engendrent IR[E]G l'anneau des polynomes G-
invariants. Alors chaque p-forme différentielle G-invariante dans QP(X)C peut étre écrite

comme une somme

> ai i dfi, - df,

1< <ip
ou iy ...y c COO(E)G.
(cf. [16], Lemme 3.3)

Théoréme 2.2.24. Soit p : G — GL(V') une représentation polaire d’un groupe de Lie
compact G avec section ¥ et groupe de Weyl généralisé W = W (X). L’algébre R[V]Y des
polynémes invariants sur V. est isomorphe a l'ageébre R[X]W des polynomes W -invariants

sur X par la restriction f— f | 3. (¢f. [16], Théoréeme 3.6)

Théoréme 2.2.25. Soit p : G — GL(V') une représentation polaire d’un groupe de Lie
compact G avec la section 2 et un groupe de Weyl généralisé W = W (X). Supposons que
W = W(X) est engendré par réflexions. Alors le pullback des formes différentielles a %

induit un isomorphisme

o (V)¢ S arm)W e,

hor

(cf. [16], Théoréme 3.7 )

Schwarz a démontré dans [26] le théoréme suivant :
Théoréme 2.2.26. Si G est un groupe de Lie compact alors I’homomorphisme pullback
f*C®(R™,R) — C=(V,R)“

est surjectif sur l’espace des fonctions lisses G-invariantes.

Dans la suite, on traite les formes différentielles C* sur les ensembles simpliciaux.

La représentation p : Y9 — GL(V') est une représentation orthogonale, R™ rencontre

chaque orbite de maniére orthogonale. Par conséquent, c’est une représentation polaire.

Proposition 2.2.4. E;k agit orthogonalement sur R™. L’homomorphisme
i RRY — RV

est surjectif.
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Preuve.

N5F X R — R™

T i:cl
2
T3 +x
%
Tk+1
Tn Tn,
et soit
+1
0
+1
T =
1
0

1

une représentation dans un espace vectoriel V' de dimension finie.

Par le Théoréme de Hilbert [18], I’algébre des polynomes G-invariants R[V]¢ sur V est
de type fini. Donc il existe des polynéomes homogénes G-invariants fi... f, sur V tels
que chaque polynome invariant h € R[V]¢ est de la forme h = q(f1,..., f.) pour chaque
polynéme g € R[R™]. Soit f = (f1,..., fn) : V = R", cela implique que ’homomorphisme
pullback f*: R[R"] — R[V] est surjectif.

=, fn): %4 — R™
(1, xn) —(x1,... ,x%,xkﬂ, ceyTy)
O
Corollaire 2.2.27. Une application f : R"* x [0,1]¥ — R est lisse pour la sous-

difféologie induite par R™ si et seulement s’il existe un sur-ensemble W de R"* x [0, 1]*

et une application lisse F': W — R telle que F ’Rnka[()?l]k: f-

Preuve. Si f est la restriction d’une application lisse, elle est lisse.

Soit f; un coordonnée de f. Notons par 2 = (r,t) un point de R" ott z € R" ¥ et t € RF,
Si f; est lisse pour la sous-difféologie alors ¢; : (r,t) — fi(r,t3,13,...12) définie sur R”

est lisse. La fonction ¢; est paire en variable ¢, ¢;(r,t1,...,tx) = ¢i(r,—t1,..., —tk).
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D’aprés le théoréme 1 de [35], il existe une application lisse F; : R™ — RP telle que
#i(r,t) = Fy(r,t?). Alors f;(r,t) = Fj(r,t) pour chaque r € R" % et t € [0, 1)*. O

Théoréme 2.2.28. L’application

* b Xk
pr (V) = O (R
est surjectif.
Preuve. Soit p : R” — V un plongement.
L’application f : (w1,...,2,) = (22,.. .,I%,.’L‘k_l,_l,...,l'n) est une application polyno-

miale et prend ses valeurs dans V. Soient {f;}~ les fonctions coordonnées de f. L’en-
semble minimal de générateurs homogénes de 1’algébre [R[[R”]z2X " des polynémes E;k—

invariantes sur R™ est noté par fi,..., fn.

Soit w € Qs R(IR")(EZ)M, par le Théoréme 2.2.23, nous pouvons écrire w comme suit :

w= Y wi g dfy A Adf,
J1<<Jgp

ol Wy, ..j, € C>®(R™)(®2)"* Par le Théoréme 2.2.24, algebre R[V] des polynémes sur V
est isomorphe a 'agebre IR[[R”]ZZX " des polynomes Z;k—invariants sur R™ par p*. Choisis-

sons f1,...,fn € R[V] avec fi o p = fi. Nous utilisons le théoréme de Schwarz [26] pour

trouver h;,. 5, € C*°(V,R) avec hi,._, 0 f = wiy i,

w = Z (hjl...jpof)dfjl /\"'/\dfjp

J1<-<Jp

qui est dans QP(V) et satisfait p*0 = w.

o Rz

dif f
O

Définition 2.2.29. Soit X un ensemble simplicial et A* un simplex standard. Une p-
forme différentielle C*° sur AF est une p-forme différentielle C* qui est définie sur un
voisinage ouvert de AF. On définit Qb (X) l'algébre des cochaines simpliciales des p-

formes différentielles C*° sur le simplexe standard A™.

Théoréme 2.2.30. Soit X un ensemble simplicial. On a un isomorphisme naturel

Qooe (X) = Qg5 (1X]D)-
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Démonstration. Soit X un ensemble simplicial. Par définition Q7 . .(An) = Q¢ (X). Le
simplex standard A™ est une variété a coins. On raisonne localement autour de chaque
k-face. Soit w € deff([R"*’C x [0,1]%). Soit @ € QZR([R")(E?)M. Par le théoréme 2.2.28

n Xk
p* leff( ") = Qdff([R )(22)

est surjectif. Il existe une forme différentielle W € €27, . f(IR") telle que w = p*w. La forme
différentielle w est la restriction de w. Comme c’est surjectif autour de chaque k-face, on

obtient la surjectivité sur tout le simplexe en recollant avec une partition de I'unité. O

Remarque 2.2.31. Pour X ensemble simplicial. On a montré

Dp (X)) Qoo (X)) = dlff(’X‘D)

2.2.3.2 Formes différentielles sur le coéne

Proposition 2.2.5. Formes différentielles sur les quotients Soient X, X' deux
espaces difféologiques. Soit m : X — X' une subduction et o une k-forme différentielle
sur X. La k-forme « est le pullback de la k-forme 8 définie sur X', a = 7*(f3), si et
seulement si pour toutes les paires de plaques P et () de X tels que mo P = o (Q,
a(P) = a(Q). Nous disons également que [ est le push-forward de o par 7. Les formes

différentielles de X satisfaisant cette propriété sont appelées les formes basiques.

Considérons une variété lisse M. Notons cM le cone de base M, obtenu comme le quotient

c¢M =10,1] x M/ ~ ot nous avons identifié {0} x M a un point noté {s}.

Définition 2.2.32. Formes différentielles sur le cone Comme w : M — cM est
une subduction, par la Proposition 2.2.5 les formes différentielles sur cM correspondent

aux formes basiques sur M.

2.2.4 Pseudo-variété controlée

Définition 2.2.33. (Pseudo-variété) Un couple X := (X,S) est appelé pseudo-variété

st et seulement st :

— X est un espace séparé, localement compact, admettant une base dénombrable d’ou-
verts ;

— S est une partition localement finie de X en sous-espaces (les strates de X' ) qui sont

des variétés lisses dans la topologie induite et satisfont les conditions suivantes :
- SiR,SeSetRNS#0 alors RC S (noté par R<S);
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- 51 X est de dimension n € N, alors X n’a pas de strate de dimension n — 1 et
lunion de toutes les n-strates est un ouvert dense dans X (si Xy, est le k-squelette de
X, c’est-a-dire l'union des strates de dimension < k alors X = X,,, Xp_1—Xp—2 =10

et X — X,—o est ouvert dense dans C).

Définition 2.2.34. (Pseudo-variété controlée) Une pseudo-variété controlée est une
pseudo-variété munie d’une famille des données de contréle :
- (Ts,ms,ps)ges (un tube pour S dans X) est une famille des données de controle qui
satisfait les condition suivantes :
- 7mg:Tg — S est une rétraction continue d’un voisinage ouvert T's de S dans X telle
que pour chaque strate R > S la restriction g | Ts N R: Ts N R — S soit lisse;
~ ps : Ts — R20 est une application continue telle que p~1(0) = S et pour chaque
strate R > S, la restriction ps | Ts "R : Ts N R — RZY soit lisse;

— Pour chaque paire R > S de strates , pour chaque x € TSOTRHWI_%I(TS) nous avons
msmr(z) = ws(2),

psTr(z) = ps(z);

— Pour chaque paire R > S de strates, la restriction
(ms,ps) |: TsNR— S X R>0

est une submersion (en particulier g |: Ts N R — S est une submersion ot Tg N R
est une variété) ;
Lensemble X,.cq := X, — X2 est appelé la partie requliére et Xging := Xy_2 la partie

singuliére.

11
9

N N

S3

So

Si

FIGURE 2.1: Exemple de pseudo-varété controlée
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Ts,
Ts,
TSO %
<

FIGURE 2.2: Exemple de données de controles

Par le lemme suivant, nous pouvons supposer une bonne séparation des voisinages tubu-

laires.

Lemme 2.2.35. En rétrécissant les tubes, nous pouvons supposer que

- SiSSReSetTsNR#D, alors R> S ;

- SiSSRe S etTsNTr # 0, alors R et S sont comparables (R < S ou R = S ou
R>S).

u us-ensem un udo-variété controlé ériten un ructur
Tous les sous-ensembles d’une pseudo-variété controlée héritent d’une structure de
pseudo-variété controlée et toutes les variétés lisses ont une structure naturelle de pseudo-

variété controlée également.

Définition 2.2.36. La profondeur d’une strate S de X, notée profx(S) est le plus grand

entier p pour lequel il existe une suite de strate Sop < S1 < --- < S, = 5.
La profondeur de X est prof(X) = sup{profx(S)|S € S}.

Exemple 2.2.6. Soit (L,S,{Ts,ns,ps)}tses) une pseudo-variété contrélée compacte.

Considérons le cone ouvert
L x [0, +00|

con"L := L {0}

L’ensemble des strates est donné par {Sx]0,+00[}ses et le sommet qui est ['unique 0-

strate. Les données de contréle pour la strate {Sx]0,+oco[}ses sont données par
(T'sx]0, +00[, s X idjy 4oof, ps % 0)

et celles pour le sommet :

L x [0,¢€]
(ma T sommet psommet)

0U Tsommet €croule le voisinage sur le sommet et psommet €St la distance du sommet.
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2.2.4.1 Structure lisse sur la pseudo-variété controlée

On suit la terminologie de M.J. Pflaum pour la structure lisse de pseudo-variété contro-
lée.(Voir e.g. [21] p. 26)

Définition 2.2.37. (Carte singuliére) Soit X = (X,S,{(Ts, s, ps}ses) est une pseudo-
variété controlée. Une carte singuliére (U, 1) ou U est un sous-ensemble de X et : U —
R™ satisfait les conditions suivantes :

- Y(U) est localement fermé dans R",

~:U — ¢Y(U) CR™ est un homéomorphisme,

— Pour chaque strate S,
w‘SmU:SﬂU—)w(SﬁU) C R"

est un difféomorphisme sur une sous-variété de R™

— Il existe un voisinage tubulaire de y(SNU) que nous allons noter (TY, 7%, p¥), tel que

ot =tpoms |y

p o =psu .

Deux cartes singuliéres ¢ : U — R™ et ¢ : V' — R™ sont dites compatibles si pour chaque
x € UNV il existe un voisinage ouvert W de x dans U NV, un entier N > max(n,m)
et un difféeomorphisme f : W; — W5 entre les voisinages ouverts Wy C R™ et Wy C R™

tel que :

L%oqﬁ]wzfodyoqp lw
ott Y est le plongement canonique pour N > m de R™ dans RY.

L’atlas singulier sur X est la famille (U;, ;) de cartes singuliéres compatibles sur X tel

que UiUi = X.

Définition 2.2.38. (Structure lisse) En combinant toutes les cartes de tous les atlas
dans une classe d’équivalence fixée nous obtenons un atlas mazximal qui contient tous les
autres atlas de la classe équivalence comme sous-ensembles. L’atlas maximal des cartes

singuliéres est appelé la structure lisse sur la pseudo-variété controlée.

Définition 2.2.39. (Application lisse) Une application f : X — Y entre deuz pseudo-
variétés controlées (X,S,{(Ts, s, ps)}tses) et (V, T, {(Tr, 7R, pr)}ReT) st lisse si et
seulement si pour chaque x € X et chaque carte singuliere ¢ : U — O C R™autour de x et
¢:U — O CR™ autour de f(z), il existe un voisinage ouvert U, C U avec f(U,) C U’

et une application lisse f : R™ — R™ telle que
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¢o flu, =foy,.

Définition 2.2.40. (Morphisme de pseudo-variété) Un morphisme entre deux pseudo-
variétés (X,8) et (V,T) est une application continue f : X — 'Y qui préserve la partie

réguliére et envoie différentiablement les strates de S sur les strates de J .

Définition 2.2.41. (Morphisme contrélé) Un morphisme entre deux pseudo-variétés

controlées (X,S,{(Ts,ns,ps)}ses) et (Y, T,{(Tr, TR, pRr)}scs) est une application

continue f : X — Y qui est un morphisme de pseudo-variétés tel que

— Pour chaque composante connexe Sy d’une strate S, nous avons f(Ts,) C Rs, ou
Ts, := 7 (So) et Rg, est la strate de Y avec f(Sp) C Rs,

— Pour chaque x € Ts, les conditions suivantes sont satisfaites
foms(x) =mRrg o f(z),

ps(x) = prg © f(@).
Définition 2.2.42. (Isomorphisme controlé) Un isomorphisme controlé entre deux
pseudo-variétés controlées (X,S,{(Ts, s, ps)}ses) et (V. T . {(Tr, TR, pr)}scy) est un
homéomorphisme ® : X — Y entre les espaces topologiques sous-jacents qui envoie dif-
féomorphiquement les strates de X sur les strates de Y et qui satisfait les relations de

compatibilités suivantes :

Si S € S est envoyé par ® sur R € J, alors il existe un voisinage ouvert U C Tg pour

S dans X tel queVxr € U :
- foms(z) =mro f(z),
- ps(x) = pro f(z).

Théoréme 2.2.43. Si X est une pseudo-variété controlée, alors pour chaque strate S de
X et pour chaque x € S il existe un voisinage ouvert U de x dans X, une pseudo-variété
controlée compact L de dimension dimX — dimS — 1 et un isomorphisme controlé :
U= R¥™S % con®L
T (0, sommet)

UNS+—  R¥S x sommet

(cf. [21] Théoréme 3.9.2 et Corollaire 3.9.3)

Définition 2.2.44. La pseudo-variété controlée L définie dans le Théoréme 2.2.42 est

appelée entrelacs.

Définition 2.2.45. Une pseudo-variété controlée est appelée pseudo-variété normale si

tous ses entrelacs sont connezes.
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Théoréme 2.2.46. Soient X une pseudo-variété controlée et D ’ensemble de toutes les
paramétrisations P : U — X qui sont lisses selon la définition 2.2.39 ou U est considéré
comme une pseudo-variété controlée. Alors D est une difféologie sur X pour laquelle un

atlas de X est une famille génératrice.

Preuve. — (Condition de recouvrement) Soit x € X et x : r — x une paramétrisation
constante. Soit 1) une carte telle que ¥~ 1(t) = x. Comme 9! est injectif, x peut étre
relevée par la paramétrisation constante r — ¢t. Comme les paramétrisations constantes
des domaines sont lisses, D contient toutes les paramétrisations constantes.

— (Condition de localité) Soit P : V' — X une paramétrisation qui satisfait localement
la définition 2.2.39. Pour chaque r € V| il existe un voisinage ouvert W de r tel que
P |y est une paramétrisation lisse d’aprés la Définition 2.2.39 :

Pour chaque carte ¢ de W et pour chaque carte ¢ de X

¢po Py =foyw

Les cartes des domaines sont des homéomorphismes locaux et nous pouvons les rem-
placer par l'inclusion jy : W — V et 1o (P |y) = fojw est lisse. C’est la condition
locale. Par conséquent si P appartient localement & D alors elle appartient & D.

— (Condition de compatibilité lisse) Soit P : V' — X une paramétrisation. P appartient
a D si et seulement si pour chaque carte ¢ : U — O C R", ¢ o (P |w) est lisse.
Soit @ : V — W une paramétrisation lisse et 1 : U — O C R"™ une carte. Comme @
est lisse, ¥ o (P |w) o @ est lisse également. Donc si P appartient & D et @ est lisse,

alors P o () est lisse.
O
Définition 2.2.47. Une pseudo-variété difféologique est une pseudo-variété controlée
munie d’une structure difféologique par le Théoréme 2.2.46.

Définition 2.2.48. Nous appelons la difféologie engendrée par les paramétrisations dé-
finis dans le théoréeme 2.2.46 la dif féologie de P flaum. Un espace X avec la difféologie

de Pflaum sera noté par Xpyy.

2.2.4.2 Normalisation de pseudo-variété controlée

Nous allons construire la normalisation d’une pseudo-variété contrélée. Nous utilisons la

définition de [20].

Définition 2.2.49. Une normalisation d’une pseudo-variété controlée est un morphisme
propre et surjectif

n: XN 5 X
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d’une pseudo-variété normale XV sur X, avec une famille de normalisations de entrelacs
{np : LN — L}y telle que
1) La restriction n : (XN — Xsing) = (X — Xging) est un isomorphisme,

2) Pour chaque point singulier z de X, il existe un diagramme commutatif

o N o N
U x con°(L)Y —= X

Jo ]

U x con°L L X

ou
a) ¢ est une carte de n(z),
b) con®(L)N = U;jcon®(K;) o K1, ... Ky, sont les composantes connezes de LV,

c) N est un plongement et Im(p™) = =1 (Im(yp)),

d) no(u, [p;r]3) = (u, [nL(p), r]) ot [p,r]; € con®(K;).

XN est appelé un normalisé de X .

2.2.5 Comparaison de deux structures sur les pseudo variétés contro-

lées

Définition 2.2.50. Nous pouvons mumnir une pseudo-variété controlée de la difféologie
quotient qui est la difféologie pushforward de X par la projection m: X — X ot X est
la désingularisation difféologique de X 2.2.5/. La pseudo-variété controlée munie de la

difféologie quotient est notée par Xq.
Proposition 2.2.7. L’application identité
1 XPfl — XQ

est lisse.

Preuve. Soit P une plaque de Xpy;. La composition i o P est une plaque de X¢,. O

Remarque 2.2.51. L’application © n’est pas un isomorphisme difféologique. En effet si
son inverse existait, ce serait lapplication identité Xg — Xpy. Mais ce n’est pas un

morphisme difféologique.

Exemple 2.2.8. La plaque sutvante
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est une plaque pour la difféologie quotient sur le céne, mais pas pour la difféologie de

Pflaum.

Lemme 2.2.52. Etant donné une fibration difféologique F — E — B ou B est une
variété lisse et un recouvrement U de B, il existe une suite spectrale F,. qui converge vers

la. cohomologie de l’espace total H;p(E) avec
ESY = HYp (U, HY)

ot H? est le préfaisceau localement constant HI(U) = Hip(m1U) surU. Si B est sim-

plement connexe et Hip(F) est de dimension finie, alors
ESY = HYp(B) @ Hyp(F).
(Cf. [23] Théoréme 14.18)
Preuve. Soit m : E — B une fibration difféologique sur la variété B, par la définition

1.2.22 7 est localement trivial.

Etant donné un bon recouvrement I de B, 7~ 'U est un recouvrement de E. Formons

un double complexe

EPt =P U, Q) = [[ Q(Usp.a)

ap<---<ap

dont le terme E7 est donné par

EYt = Hp(K) = ] H'( Uagea,) = CPUH)

ap<--<ap

ott H? est le préfaisceau HI(U) = H(rw~'U) sur B. H est un pré-faisceau localement

constant sur U avec H1(F') comme groupe, car U est un bon recouvrement.

Le terme Fs est
BB = HR (U, H).

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Serap Gurer, Lille 1, 2014

Chapter 2. Théories (Co)homologiques Pour Les Espaces Difféologiques 58

Par le Théoréme 14.14 de [23] la suite spectrale de K converge vers H},(K) I'homologie

du complexe total associé & K qui est égal & H*(E) car 7~ U est un recouvrement de E.

Dans le cas ot B est simplement connexe et H4(F') est de dimension finie, les Théorémes
13.2 et 13.4 nous donnent que H est le préfaisceau constant R - - - & R contenant h9(F')
copies de R ou h?(R) = dimHI(F).

EY'=HP(U,R®---®R) = HP(U,R) ® H(F) = H’(M) ® H(F).

Nous utilisons un théoréme inspiré par un théoréme de King [10].

Théoréme 2.2.53. Soit X une pseudo-variété controlée de dimension n. Nous pouvons
la munir de deux difféologies Xpyg et Xq. Soient Hairrar(()ps1) et Haifrar(()q) les deux
foncteurs de Dif f dans la catégorie de groupes abéliens de cohomologie par rapport & ces

deuz structures et
N Hyirar(XQ) = Hyiprar(Xps1)
la transformation naturelle induite par application i de Proposition 2.2.7. Alors les

fiéches Hy, prqp(Xo) =, Hyirrar(Xpy) = H*((Xps1)p,R) sont des isomorphismes.

Preuve. Soit X une pseudo-variété controlée et S la strate de plus petite dimension de

X. Par induction sur la profondeur de la stratification,

Hyirrar((X = 8)@) = Hyiprar(X = S)pp) = H* (X = S)ps1)psR)

sont des isomorphismes. X est localement trivial avec des cones comme fibres et s’écrit
(X —S)UUg. 1l existe une pseudo-variété compacte Lien de dimension dimX —dimS—1 et
une fibration localement triviale con®Lien — Ug — S (voir théoréme 2.2.43) et il existe

un isomorphisme contrélé V- — R¥™5 x con®Lien ou V est un voisinage de = € S.

Par induction sur la profondeur,
Hiigpar((con®Lien)q) — Hg;ypar((con® Lien)pyi) — H*(((con®Lien)psi)p, R)

sont des isomorphismes .
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Nous avons une fibration con®Lien — Ug — S.

(con®Lien)p s (con®Lien)g

o,

Uppi Ug

L

Spp———95¢

Comme S est une variété lisse, k induit un isomorphisme Hj, » rip(SQ) = Hj;t1ar(Spsi)-
Nous avons des isomorphismes Hy, . p((con®Lien)q) — Hy;qp((con®Lien)pp) —

H*(((con®Lien)pys)p,R). Par le Lemme 2.2.52, nous obtenons un isomorphisme

Hyir1ar(UQ) = Hyiprar(Up ).

Nous allons montrer que les fleches Hj . rin((OU)q) —  Hyrrqr((OUs)pp) —
H*(((0Us)pf1)p,R) sont des isomorphismes. Nous utilisons la fibration difféologique
Lien — 0Ug — S.

(Lien) ppy — (Lien)g

i |

(OU)psi (0U)q

| |

SPfl %SQ

H;ifde((Lien)Q) — H;ifde((Lien)pﬂ) — H*(((Lien)ps1)p,R) est un isomor-
phisme. Par le lemme 2.2.52, nous obtenons un isomorphisme Hy, . ;r((0U)q) —
Hyi 1 1ar((OU)ppt) = H*(((OU) pf1) D, R).

Nous allons montrer que la suite Mayer-Vietoris est exacte.
0 — Q*(X) S Q" (Us) ® (X — 8) 5 Q*(Us) — 0.

Il faut montrer la surjectivité de 5. Soit w € 2*(0Ug). Par le Théoréme 4.1 de [22], nous
choisissons une partition de I'unité controlée {1y, ¥ x—g} sub-ordonnée au recouvrement
{Us, X — S} de X. Les formes ¢y, |ovg w et ¥x_s |oug w appartiennent a Q*(9Ug).
Alors 3 : (wyg, —wx—g) = X.
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La comparaison de suites exactes

Hyirar(XQ) Haifpar((X —5) Q] Haitrar((Us)q) Hyi 1 1ar((0Us)q)
Hyiprar(Xpp) —— Haigpar(X — S)pp1) @ Haiprar(Us)p) — Hyi1ar((OUs) py1)
H*((Xpp)p: R) —=H((X = S)ps)p,R) & H((Us)ps1)p:R) —= H*(((9Us) pf1)p: R)

montre que
Hyirpar(XQ) = Hyiprar(Xpp) = H*(Xpa)p, R)

sont des isomorphismes. O

2.2.6 Désingularisations stratifiées difféologiques

Nous allons construire un foncteur qui envoie la pseudo-variété controlée X sur un espace
difféologique X appelé son dépliage difféologique élémentaire. Cet espace difféologique
est la résolution difféologique des singularités. On adapte la notion de désingularisations
des pseudo-variétés controlées [25] au cadre difféologique qui est liée & la résolution des

singularités de Verona [33].

Définition 2.2.54. Un dépliage difféologique d’une pseudo-variété difféologique X est
un espace difféologique X avec une application continue et propre X £y X telle que
(1) La restriction E_l(Xreg) N Xyeg est un revétement trivial lisse ;

(2) Pour chaque z € L7 (Xying), il existe un diagramme commutatif

U x L x[0,00] 2= X

ic c

U x con®(L) —*= X
ot L est un entrelacs (cf. ci-dessus, page 49 la définition d’un entrelacs).

— (U, «) est une carte singuliére ;

- c(u,l,t) = (u, [1,t]) ;

— @& est un difféomorphisme sur L~ (Im(a)).

Une pseudo-variété difféologique est dépliable si elle posséde d’un tel dépliage. Un mor-

phisme f : X — X’ entre variétés difféologiques dépliables est dépliable s’il existe une
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application lisse f : X — X' entre leurs dépliages telle que le diagramme suivant :

dont les fleches verticales sont les dépliages, soit commutatif .

Définition 2.2.55. Un dépliage difféologique élémentaire est un dépliage difféologique
X £5 X tel que la préimage de la partie requliére Eil(?(,‘eg) = Xyeg,0 SO1t un revétement

trivial lisse, ot Xyeq0 est conneze.

Construction de dépliage difféologique élémentaire

Soit Sy ensemble des strates minimales de X, et Us := p~1(1). Le dépliage difféologique

élémentaire X est obtenu par la somme amalgamée d'une copie (X\ |J S) et d’une copie
SeSy

de ( | Us %[0, 00]) le long de Fg. C’est-a-dire, X est obtenu comme quotient de I’espace
SeSy

X\ U9 x{+13 ) v Us x [0,00])
SESo SESo

par la relation d’équivalence R
(z2,7)R(c,t) sit =7 et z= Fxle,t]

ot Fg : Ugx[0,00[/.. — Ts est Papplication qui, & chaque classe [c, t] associe ¢~ (x, [y, ])
ot (¢,U) est une carte de X.

Nous avons la projection naturelle £ : X — X définie par

2 siu=(z7)e(X\ U S)x{-1,+1}
ﬁ(’U,) = SeSy
Fsle,t], siu=(ct) € Us x[0,00[,S €Sy
Nous appellerons £ : X — X le dépliage élémentaire de X.
Théoréme 2.2.56. Une pseudo-variété est une pseudo-variété controlée si et seulement
st elle est dépliable.

Nous allons faire la preuve de ce théoréme séparément en deux parties comme dans [32].

Proposition 2.2.9. Une pseudo-variété contrélée est dépliable.

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



© 2014 Tous droits réservés.

Thése de Serap Gurer, Lille 1, 2014

Chapter 2. Théories (Co)homologiques Pour Les Espaces Difféologiques 62

Preuve. Pour une strate singuliére S € &4 et un voisinage tubulaire Tg 15,8 , fixons

un atlas U = {(Uy, @) }acg-

e Dépliage d’une carte : Pour toutes les cartes (U, ) € U, le dépliage de 7r§1(U) est de
la forme :

U x L x[0,00[~ U x con®L — ng'(U)
e Dépliage d’un tube : Définissons un tube

TS: |_|aUOé><L>< [0,00[

~

(u, 1,1) ~ (u, gag(u)(1),t) Yo, B Yu € Uy N Ug

ol gog(u) est un diffeomorphisme de L pour tout u € U, N Up.

Cette opération définit un fibré
Ts 58 #s(lu,l,t]) =u

de fibre F' = L x [0, 00[. Comme les cocycliques sont lisses, Tg est une variété lisse.

Maintenant définissons

Ts 5Ty L(u,l,t]) =a(u[l,]) VYoelUs, Ya

Pour montrer que £ est un dépliage de Tg, nous avons besoin de montrer que & dans

le diagramme suivant est lisse.

Ug X L x [0,00[—&>T5

l lﬁ

U x con®°L Ts

T est muni de la difféologie de quotient et

=48

x Uy x L x |0, ~
Uy Ua X L x [0,

~

|_an x L x [0, 0]

est une subduction. Par le critére de subduction, elle est lisse. La restriction
T |UaxLx[0,00= @ est lisse.

e Dépliage de X entier : Nous savons que

LY (Ts - 8) =Ty

a une composante connexe qui est un fibré lisse sur S, de fibre F = L x [0,00[. En

faisant ces opérations pour toutes les strates singuliéres, nous obtenons un dépliage de

X.
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O
Proposition 2.2.10. Une pseudo-variété dépliable est une pseudo-variété controlée.
Preuve. Soit X — X un dépliage difféologique de la pseudo-variété X. Rappelons que
[,_I(Xreg) est un revétement trivial lisse de X4, i.e. la réunion disjointe de copies de

Xyeg qui sont diffeomorphes. Choisissons une d’entre elles Ry ~ X4 telle que Ry soit un

espace difféologique, de bord 9(Rg) = £71(S). Prenons I'application

L£7H(S) x [0, o[ Ry

qui est un plongement lisse telle que I'm(T") soit ouvert dans Ry et I'(z,0) = = pour
r € L7Y9).

Définissons Ts = L(Im(T")) avec
LS ms(L(I(z,7)) = L(2)

qui satisfont les données de contréle de la définition 2.2.34 pour X. O

Lemme 2.2.57. Soient X et X' deux pseudo-variétés difféologiques dépliables. Pour
chaque paire de dépliages difféologiques X Ly X et XI55 X et une application difféo-

logique X L) X', il existe une application difféologique X i) X' telle que le diagramme

x-tox
X—>X'

soit commutatif. Nous appelons f le relévement de f.

2.2.7 Formes différentielles d’intersection

L’homologie d’intersection a été développée dans [15] par Goresky et Mac-Pherson qui
ont montré que c’est un bon outil pour étudier les espaces singuliers. La définition géomé-
trique originale est comme suit : Cosidérons une pseudo-variété X avec une stratification
fixée et son complexe Co(X,R) de chaines; si S est une strate de X et £ est une i-chaine
en position générale, alors leur intersection aurait la dimension < 74 codS — dimX. Ainsi
on peut attribuer a chaque codimension de strate un entier p(codS). Alors la chaine £

est p-perverse si pour chaque strate S

dim(]&| N S) < i+ codS — dimX + p(codS)
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la perversité mesure & quel point une chaine est libre pour intersecter la partie singuliére
de la pseudo-variété. Cela nous améne la définition de 'homologie d’intersection comme

I’homologie du complexe I,Co(X;R) des chaines p-perverses sur X.

Le complexe I,,£2* des formes différentielles d’intersection est un sous-complexe du com-
plexe de de Rham de la partie reguliére de pseudo-variété controlée avec une fonction de

perversité qui calcule la cohomologie d’intersection par rapport & cette perversité fixée.

Le complexe I,Q2*(A) des formes différentielles satisfaisant certaines conditions de
controle relativement a la perversité p a été introduit dans [2] (et attribué a Goresky et
MacPherson). Dans [9] les auteurs ont établi un quasi-isomorphisme entre le complexe

I,Q0*(X) et le complexe de chaines singuliéres d’intersection défini par King [10].

Tout d’abord, on rappelle la définition de perversité qui est une fonction a valeurs entiérs

pour controler les (co)chaines définies sur tout X.

Définition 2.2.58. Une perversité associée a X est une fonction p : {0,...,dimX} —
Z=0 telle que po = p1 = p2 = 0 et Pkx) < Pu+t1) < P +1; le domaine de p est

l’ensemble de toutes les codimensions de strates de X .

On décrit la perversité pour le complexe IpQ* :

Définition 2.2.59. Soient M et B des variétés lisses. Une fibration différentiable m :
M — B induit une filtration

NeoTM* CNE\TM* C oo C AL Gt —gimp TM ™ = NPT M

ot /\’%pTM* = Djo.p N (ker(dm))* @ A\F=I(7*TB)*.

En utilisant le produit intérieur o, nous définissons /\EPTM* comme suit
/\’%I,TM* = {w e AFTM* | Vug,v1, ... vy, € sec(kerdm)vgevie...vpew =0}

Définition 2.2.60. Soit m : M — B une submersion entre deux variétés lisses; une
j-forme différentielle w € V(M) a la perversité p € {0,...,dimM — dimB} par rapport
a 7 si pour chaque (p + 1)-uplet de champs de vecteurs vy, v1, ..., vy, tangent aux fibrés
de m, nous avons

voevie---ev,ew=0.

Définition 2.2.61. Soit (X, S,{Ts,7s, ps)}ses) une pseudo-variété controlée de dimen-
sion n, soit p une perversité fizée pour X et soit j € {0,...,n}; une j-forme différentielle
weY (Xreg) est appelée p — perverse si et seulement si VS € S et Vo € S il existe un

voisinage ouvert U de x dans Tg tel que w a la perversité p par rapport & la submersion
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s : UNXpeqg — S. Le complexe des j-formes différentielles relatives a la perversité p est

défini par
LY (X) = {w € V(Xyeq) | w, dw sont p— pervers pour X}.

Théoréme 2.2.62. Soit (X, S, (Ts,7s, ps)ses) une pseudovariété controlée munie de la
difféologie quotient, n: X~ — X sa normalisation et y1 : XN — XN lq désingularisation
difféologique de XN

O (XN) = LA (XY)

est un isomorphisme d’algéebre.

Preuve. Supposons que S soit la seule strate singuliére de XV et soit T le voisinage

ouvert de S dans XV = (XY — 8) Ugry Ts. 1l existe une série d’inclusions

T Ts

L

(XN - 8) —= XN
En appliquant le foncteur €2}, 7f> Dous obtenons I'isomorphisme suivant
aipp(XN) = Q5 (XN — 8) Dorg Qi (Ts)

QXN - 8) @arg Qi (Ts) — I (XN — 9) ®org 1oQ2*(Ts). 11 suffit de montrer l'iso-

morphisme sur T, p* : Qg (Ts) — LoQ*(Ts).

_—
L

T — Tg est un fibré lisse avec le fibre L x [0, 1]. Soit U un ouvert de Ts et V un ouvert de
S, localement U = V x L x [0, 1]. Nous utilisons des coordonnées locales x; sur L x [0,1]
et y; pour V. Soit w =) fryder ANdyy € IoQ(Ts). Les produits intérieurs, X ew = 0 et

X o dw = 0 pour tous les champs verticaux X.

Soit I # (. Soit X = % dual & dx;. Alors 0 = X e w(-2—, -2-).

Oxy_;’ Oxy
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Donc w = Y fsdy;. Nous allons montrer que f; ne dépend pas de L en utilisant X edw =
! 0 0
J fs J
dwzg ———dx; Nd E ——dy; \d
g—g doit s’annuler. f; dépend seulement des coordonnées y;, par conséquent pu* est

surjective.
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Chapitre 3

Difféologie et espace singulier 11

Dans ce chapitre, on donne deux approches pour définir I’espace tangent d’un espace
difféologique pointé, I'un introduit par Hector et l'autre introduit par Wu. On étudie
I’espace tangent de pseudo-variété controlée munie des différentes difféologies. On calcule
lespace tangent interne de [0, 1[ en 0, I'espace tangent interne d’un céne et d’un double
cone en son sommet et 'espace tangent interne du Parapluie de Whitney en différents

points.

3.1 Espace tangent difféologique

L’espace tangent et le foncteur tangent ont été introduits par Hector [5]. La construction

suivante est donnée dans [5] et [13] comme suit :

3.1.0.1 Espace tangent interne

Soit X un espace difféologique et = € X. Nous voulons construire un espace vectoriel
T, X et des applications linéaires jp : ToUp — 1, X pour chaque plaque P centrée en
x. Les applications jp seront interprétées comme différentielles des plaques. Le choix de

plaque P et d’une application lisse h nous donne une reparamétrisation comme suit :

h

Ug Up

X

68
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Les différentielles satisfont la loi de la dérivation d’une composée. C’est a dire que le

diagramme de différentielles suivant doit commuter :

TU, dolt TUp
N
T,X

Autrement dit jpop, = jp o doh.

Définition 3.1.1. (Espace tangent) Notons Ep l’espace tangent ToUp. Soit la somme

E, ::@Ep

PeD

directe

munie de la difféologie finale par rapport aux injections :
Lp: Ep — l?z

Définissons un sous-espace vectoriel de E, comme suit :

~

Ey:=(1g(v) — (tpodoh)(v) | @Q=Poh et veTylUp)

L’espace quotient

est l’espace tangent de X au point x qui est un espace vectoriel.

Par construction, I’espace tangent avec la famille (jp)pep est une colimite dans la caté-

gorie des espaces vectoriels. Par conséquent, nous avons une propriété universelle.

Lemme 3.1.2. Propriété universelle Supposons que F' est un espace vectoriel avec
une famille d’applications linéaires (kp)pep telles que kp : Ep — F et que tous les
triangles

EQ doh

kPOd& A
F

commutent. Alors il existe une unique application linéaire k : T, X — F telle que pour

7~ X

T,X

Ep

chaque P € D le triangle

F

k

commute.
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Nous allons construire un nouvel espace difféologique, le fibré tangent de X. L’ensemble
sous-jacent est I'union des espaces tangent aux points z € X et la difféologie est engendrée

par les différentielles des plaques.

Définition 3.1.3. Fibré tangent Soit TX la réunion disjointe de tous les espaces
tangent de X

TX = | T.X.
zeX
Définition 3.1.4. Soit P une plaque, pour chaque point uw € Up, Uapplication h est

définie comme suit

h:Up—Up—-—u={zx—uecR"|xzeUp}

y—y—u

Définissons application linéaire
dup = ]Q o duh : TuUP — Tp(u)X
ot Q = Poh~! est une plaque centrée en P(u). Cela nous donne

dP TUp - TX
v = dy P(v)

Yo € T,Up. Pour u = 0, Uapplication h est l’identité, donc cette définition est valable

pour les plaques centrées en x = P(0) avec jp = dyP.

Définition 3.1.5. Les applications dP ou P € D engendrent une difféologie Drx sur
lensemble TX. L’espace difféologique (T X, Drx) est le fibré tangent a 'espace difféolo-
gique (X, D).

Lemme 3.1.6. La projection w: TX — X est une application lisse.

3.1.0.2 Espace tangent externe

La construction suivante est due a E. Wu [36].

Définition 3.1.7. Soit X un espace difféologique et x € X. Un vecteur tangent externe

de X en x est une application R-linéaire :
F:Diff(X,R) - R

qui vérifie la régle de Leibniz :

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Serap Gurer, Lille 1, 2014

Chapter 3. Difféologie et espace singulier II 71

Définition 3.1.8. Soit (X, x) un espace difféologique pointé. L’espace tangent externe
Tx(X) est I’ensemble de tous les vecteurs tangents externes de X en x. L’espace tangent

externe T est un espace vectoriel réel.

Définition 3.1.9. Le fibré tangent de X est défini par TX = [ex T.X.

3.1.1 Espace tangent sur les espaces stratifiés

Nous allons introduire d’abord les conditions de Whitney. Ces conditions imposent des
restrictions sur les comportements a la limite des espaces tangent d’une strate en appro-

chant le bord d’une strate.

3.1.1.1 Conditions de Whitney

Soit M une variété et R et S deux sous-variétés de M. La paire (R,S) satisfait les

conditions de Whitney (A) si et seulement si :

(A) Soit (yx)ken une suite de points yr € S convergents vers z telle que la suite des
espaces tangents Ty, S converge, dans la Grassmannienne des sous-espaces de T'M de
dimension dimS, vers 7 € T, M. Alors T, R C 7.

Nous dirons que (R, S) satisfait la condition de Whitney (B) en x par rapport a la carte

lisse x : U = R™ de M autour de z si et seulement si :

(B) Soient (zx)ken et (yk)ren deux suites de points z, € RNU, y € SN U satisfaisant
les trois conditions suivantes :
(B1) xp # yr et limg_yo0 = limg_y00 Yy = .
(B2) La suite des droites connectant x(z)x(yx) € R converge vers une droite
dans 'espace projectif.
(B3) La suite des espaces tangents Ty, S converge vers un sous-espace 7 C T, M

dans la Grassmannienne.

Alors (T, X))~ (1) C 7.

3.1.1.2 Fibré tangent stratifié

Nous allons construire le fibré tangent pour les pseudo-variétés controlées. La condition

de Whitney nous garantit que le fibré tangent est aussi une pseudo-variété controlée.

Définition 3.1.10. [21] Soit (X,S,{Ts,7s,ps)}ses) une pseudo-variété controlée. Le
fibré tangent est donné par

TX = U TS.
Ses
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Définition 3.1.11. Soient U C X un ouvert et x : U — O C R™ une carte singuliére.
Définissons
dx:TU — TO C R*"

avec

(dx) |rsnrv=T(x |snv)
pour toutes les strates S.

Définition 3.1.12. T X est muni de la topologie grossiére pour laquelle TU C T X soit

ouvert et les applications dx sont continues.

Lemme 3.1.13. La projection

T =T7TTX =TX — X

TS>v w—m(v)

est une application continue qui est différentiable sur toutes les T'S.

3.1.1.3 Comparaison et exemples

Nous allons parler des méthodes pour calculer les espaces tangent difféologiques. [36]

Soit (X, x) un espace difféologique pointé. Nous allons appeler A,, un ensemble d’objets
de Plaques;, 'ensemble des générateurs locaur de X en x, si pour tous les objets
V — X dans Plaques;, il existe un voisinage ouvert W de 0 dans V', un objet U — X
dans A, et une application lisse W — U qui envoie 0 — 0 tels que le diagramme suivant

commute
We——-s

|

Alors U,ex A, engendre la difféologie de X d’aprés le critére d’engendrement.

Lemme 3.1.14. [36] Soit (X, D) un espace difféologique, et supposons que A, est une
sous-catégorie pleine de Plaques, qui contient l’ensemble des générateurs locauxr A, de

X en x et soit F' la composition des foncteurs
F:A, — Plaques, — Quverts — Vectg
alors il existe une application surjective

colim(F) — T, X.
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Si un espace difféologique est muni de la difféologie Pflaum, nous pouvons comparer les

deux définitions de I’espace tangent.

Proposition 3.1.1. Soit X une pseudo-variété stratifiée munie de la difféologie Pflaum
et x € X. Alors chaque vecteur tangent interne v € T, X induit un vecteur tangent

externe

8: Dif f(X,R) = R.

Réciproquement, si 6 : Dif f(X,R) — R est un vecteur tangent externe, alors il existe un

unique vecteur tangent interne v € T, X si et seulement si § s’annule sur un idéal

Ju ={fe € Dif f(X,R) | fiv = 0}

ou U est un voisinage ouvert de x.

Preuve. Toutes les plaques P : U — X avec P(0) = z induisent une dérivation 0 :
Diff(X,R) = R par 9(f) = do(f o P).

Réciproquement, si 0 : Dif f(X,R) — R est une dérivation qui s’annule en

Ju=1{f e Diff(X,R)| fiy =0}

ou U est un voisinage ouvert de x. Alors § induit une dérivaion
0:Dif f(X,R)/Ju — R

Diff(X,R)/Jy est isomorphe au germe de fonctions noté Germe(X,z) qui est la caté-
gorie dont les objets sont des applications lisses de X vers R telles que leurs restrictions

a U soient égales et dont les morphismes sont les triangles

X—=f(X)=VCR

|

g(X)=W CR
Il existe un foncteur

G : Germe(X,z) — Vectg
(X = V)= TV
X 4>f(X) =VCR — (f* : Tf(w)V — Tg(z)W)

|

g(X)=W CR
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Notons Ey 'espace tangent Ty ,)R.

E, := 69feGerme(X,gc)-Ef

Lf: E f— E'm
La colimite de foncteur G est ’espace tangent interne 71, X. O

L’espace tangent change selon la difféologie que I’on met sur un espace.

Proposition 3.1.2. Nous avons une fléeche entre ’espace tangent difféologique Pflaum
et avec les autres difféologies

Tprl — TXQ.

Exemple 3.1.3. L’espace tangent de [0, 1] en (0). l’intervalle [0, 1] est un espace difféo-
logique dont la difféologie est induite par la difféologie de R.

La famille génératrice de [0,1[ en (0) est {P; : RO — [0,1[, P, : R — [0, 1[}. Nous avons
E1:|RO etEgz[R.
RO doh R

RO® R

FE, =< Li(v) — (Ljd()hihj)(’u) | P, = Pj oh,v € TyU; >

Soit v € RY, 11(v) — tadoh(v) = 0. Par conséquent Ty[0, 1[= % = [R?:Q%[R =R.

Exemple 3.1.4. L’espace tangent en (0) sur le cone X¢ = C x[0,1]/C x{0}. La famille
génératrice de la difféologie quotient de cone est {P; : R — X¢, P2 : R — X¢, Py : R? —
Xc}. ona By = RO, Fy =R et B3 = R2. L’ouvert de Py est inclus dans Uouvert de Ps.
La direction de vecteur tangent du Ey et une direction de vecteur tangent générateur de

FEs5 sont identiques.

E,=R'®R® R?

E, =< Li(’l)) — (Ljdohi,j)(v) | P, = Pj oh,v € TylU; >

RO dohi,2 R doh2,3 R2
N
RO p R @ R2

Soit v € RY, 11(v) — tadohi 2(v) =0 car dohy2(v) = 0.
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Soit w € R, wa(w) — tadpha 3(w) = R. Donc E, =R.

E RReROR? _ R?
X = 2=t

xT

R R

2
Nous avons Ty X¢o = % =~ R.

Exemple 3.1.5. Soit Xyo = {(z,y,2) € [-1,1]3,22 + y? = 22} le double cone avec la

structure induite par R3. C’est une pseudo-variété difféologique.

FIGURE 3.1: Double cone

L’ensemble des strates est donné par { X x]0, 1]}, {X x]—1,0[} et le sommet. Les données
de controle sont données par (Tx X x [0,1[,mx X idjg [, px % 0), (Tx X x] —1,0],mx X

id]—l,O[a pPx X O) et (X;ig(e)f[v Tsommet, Psommet) -

La désingularisation de double cone est comme suit : La famille génératrice est {P; : R —
Xao, Po : R?2 = X0, Q1 : R = Xg0,Q2 : R? — Xyo}. Les ouverts de plaques Py et Q1

sont inclus dans les ouverts de plaques de Py et Q3. Une direction de vecteur tangent de
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IR

Us U 2 sy

el A

ToUg, et ToUq, est identique.

dohs,a

R2 R2

R2 ¢ R2

Une direction de dans les espaces tangent ToUgq, et ToUg, sont identiques. Nous avons

~

E, = R2.

R®2 3 R292  R2 @ R2
R~ R
Exemple 3.1.6. (Parapluie de Whitney)

ToXac = R?

Le parapluie de Whitney, noté Xyums, est Uensemble de zéros du polynome x> —y?z i.e.
Xwumb = {($ayvz) S R? | 7’ = yQZ}

L’ensemble des strates est donné par Sy = {0}, S;1 = {(0,0,z2) | z < 0}, S2 = {(0,0, 2) |
z > O} et 53 = {(:n,y,z) € Xwumb | Yy 7é 0}

Xo=Sp C X1 =5USy C Xy =853

La famille de données de controle {Ts,,s,, ps,} donne une structure difféologique ot T,

est un votsinage ouvert de S; dans Xwymp s, est une rétraction continue de mg, sur S;

et ps, : Ts, — [0,00[ est une application continue telle que S; = pgil (0).

e [space tangent de Xyymp en z € Sy : La famille génératrice de Dyyymp est {P; : V; —
Xacy Qi Ui = XacViepiosay o V; CR et U; C R B, = R®* @ R?¥.

e L’espace tangent de Xqc en 0 : La famille génératrice de Dyyymp est {Py : R —
Xwumb, P2 : R = Xyyump, P« R = Xwums, P11 R? = Xy} On a By = TyRO,
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N Ty
N I
— 7T
Wy Wy Ws | Wy

E2 : T0|R, E3 = T0|R2 et E4 = T0|R2.

F19oFE,®EsDFE
ToXwump = — 2 5 4=E369E2E4%[RS~

~

Exemple 3.1.7. (Désingularisation du parapluie de Whitney) Nous prenons un ouvert
U autour de point (0,0,0) :

UxLx [O,OO[*(&)XWumb

cl lﬁ
U x con®°L —*— Xy umb

Nous obtenons

Nous répétons cette opération encore une fois car la profondeur de Xyyump est égale a

2. Dans ce cas la; Et L contient quatre points. Nous obtenons un espace difféologique

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Serap Gurer, Lille 1, 2014

Chapter 3. Difféologie et espace singulier II 78

S

comme suit :

Lemme 3.1.15. [21/Six : U — R™ est une carte singuliére, chaque forme différentielle

w € QP(U) a une représentation sous la forme

w= Z FiripdX™ Ao A dx

1<iy...ip<n
o les fonctions X', i = 1,...,n désignent les coordonnées de la carte singuliére x.
Preuve. Choisissons un voisinage ouvert O C R de x(U), tel que x(U) soit fermé dans
0.

C>*(0) = QY(U) , f  dfjy inclut une dérivation sur C*°(U). Par conséquent, il induit
une application surjective QL,(0) — Q(U). Chaque forme différentielle o € Q'(0) a
une représentation de la forme oo = > | fidm; ou f; € C*°(O) pour chaque 4, et m; sont

des fonction de coordonnées sur R”. O

Remarque 3.1.16. L’ensemble des sections Sec(m) est muni de la difféologie fonction-

nelle.

Proposition 3.1.8. Soit X une pseudo-variété difféologique, AP(X) le fibré des p-formes
sur X et m: AP(X) — X la projection canonique. Une section lisse de 7 est une appli-

cation o : X — AP(X) telle que m oo = 1x. Notons l’ensemble des sections de
Sec(m) ={o € C*(X,AP(X)) |moo=1x}
L’application x définie par
X : Sec(m) — QP(X)

avec x(0) = o*(Liouv) est lisse et bijective.
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Preuve. Etant donné une carte singuliére sur X,
Yp:U—-y9U)CcOCR"”

telle que ¢ (U) soit fermé dans O. Notons I'ensemble des sections lisses sur O, 0o : O —

APR™ par Seco(r). Comme o : X — A¥(X) est lisse, nous avons
o = cFT*p oo

ot a € QP(0). 1l existe une bijection QP(0O) — QP(U). Par conséquent 'application x
est bijective. O
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Extensions de Kan

Dans cette partie, on se fixe deux catégories C et C’, et un foncteur P : C — C’. La

référence est [12].

Définition A.0.17. Une extension de Kan & gauche, le long de P, d’un foncteur F :
C — D est un couple (F',a), ot F' : C' — D est un foncteur et « : F — F' o P une

transformation naturelle,

C
N
P
C'——=7D
F/

satisfaisant & la propriétée universelle suivante : pour tout couple (G, ), ou G : C' — D
est un foncteur et B : F — G o P une transformation naturelle, il existe une unique

transformation naturelle v : F' — G telle que 8 = (v * P)a.

|

FoP——GoP
vyxP

En particulier, une extension de Kan a gauche de F' est unique a isomorphisme unique
pres : si (F',a) et (F”,a’) sont deux extensions de Kan a gauche de F, il existe un

isomorphisme unique de foncteurs v : F' — F” tel que o/ = (v * P)a.

Définition A.0.18. On rappelle que pour tout objet ¢’ de C', on note P | c, la catégorie

dont les objets sont les couples (¢, g : P(c) — ¢p), ou c est un objet de C et g une fleche

80
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de C', un morphisme de (co,go) vers (c1,g1) étant une fleche f : co — ¢1 de C telle que
90 = g1 P(f).

P(co) —— P(ey)
N A

On a un foncteur d’oubli évident :
Us=Upey:C/d = C, (c,9)—c.
Proposition A.0.9. Si pour tout objet ¢’ de C’, la colimite

limF Uy = lim
— —

,F| (C/c) = lim F(c

c/ — (¢,P(c)—c)

existe dans D, alors le foncteur F' admet une extension de Kan a gauche le long de P,
(F', ), définie par

F'(d)=1lim F|(C/)=1lim F(e), ¢ €0b(),

— C/c = (c,P(c)—c)

la fleche a. : F(c) — F'P(c), pour ¢ objet de C, étant le morphisme canonique corres-

pondant a l'objet (c,1p() de C/P(c).

Définition A.0.19. Une extension de Kan & gauche absolue, le long de P, d’un foncteur
F : C — D est un couple (F',a) tel que pour tout foncteur H : D — &, le couple
(HoF', Hxa«) soit une extension de Kan a gauche, le long de P, de HoF'. En particulier,
une extension de Kan a gauche absolue est une extension de Kan & gauche, et si (F', «)
est une extension de Kan o gauche absolue de F', pour tout foncteur H : D — &, le couple

(Ho F' H x «a) est une extension de Kan a gauche absolue de H o F'.

Définition A.0.20. On rappelle qu’on dit qu’un foncteur G : T — D admet une colimite

absolue si pour tout foncteur H : D — &, le foncteur H o G admet une colimite, et si de

plus le morphisme canonique limH o G — H (limG) est un isomorphisme. La notion de
— —

limite absolue se définit de facon duale.

Proposition A.0.10. Soit F' : C — D un foncteur. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

a) F admet une extension de Kan a gauche absolue le long de P ;

b) pour tout objet ¢ de C', le foncteur F | (C/c') : C/c" — D, composé du foncteur d’oubli

Us:C/c — C suwi du foncteur F, admet une colimite absolue.
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Remarque A.0.21. Une extension de Kan d gauche absolue est une extension de Kan
G gauche point par point, et une extension de Kan a gauche point par point est une

extension de Kan a gauche.

Définition A.0.22. La notion d’extension de Kan a droite (resp. d’extension de Kan
d droite absolue) d’un foncteur F' : C — D est définie de fagon duale. Pour qu’une telle
extension existe, il suffit que pour tout objet ¢ de C', le foncteur F | (¢\C') admette une
limite (resp. une limite absolue) dans D, ou /\C = ¢ | P est la catégorie opposée de la
catégorie P° | ', le foncteur P° : C° — C'° étant le foncteur entre les catégories opposées
déduit de P.
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