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Introduction générale

Cadre et contexte de la thèse

En vue d’améliorer la sûreté de fonctionnement (sécurité, disponibilité, fiabilité, main-
tenabilité) et les performances des systèmes industriels, il est indispensable de mettre en
place des méthodes de surveillance, ou diagnostic, destinées à détecter, localiser et estimer
les défauts survenant sur les composants (capteurs, actionneurs et composants internes).
Ces méthodes ont pour objectif de donner à chaque instant l’état de santé du système de
manière à mettre en place des procédures de commandes tolérantes aux fautes, des actions
correctives et d’aider à la maintenance.
Dans ce contexte beaucoup de méthodes à base de modèles analytiques, comportemen-
taux sont développées pour le diagnostic des systèmes dynamiques. L’idée est d’utiliser
les équations du modèle afin de générer des indicateurs de défauts nommés résidus [20].
Le résidu quantifie la cohérence entre le comportement du système réel et celui de son
modèle nominal. Ces méthodes nécessitent une connaissance précise de la structure et des
paramètres du modèle. Or, il est souvent très difficile d’avoir cette connaissance précise sur
des systèmes industriels. Plusieurs raisons à cela. Les systèmes industriels sont souvent
complexes, avec de nombreux composants en interaction. La modélisation et l’identifica-
tion paramétrique requièrent des méthodes complexes. Ceci nécessite du personnel très
qualifié, et impose de pouvoir réaliser des tests, en général spécifiques, qui ne peuvent être
réalisés en exploitation. Modéliser un système et identifier les paramètres du modèle est
donc un travail coûteux pour les industriels. De plus, même si des modèles peuvent être
obtenus pour certaines classes de systèmes technologiques couramment utilisés (moteurs
électriques ou thermiques par exemple), les valeurs de paramètres ne seront pas identiques
pour deux systèmes sortis de la même chaîne de fabrication. Un "même" composant ou
sous-système se retrouvera dans de nombreuses installations industrielles mais n’aura pas
tout à fait les mêmes caractéristiques. Ceci est appelé l’effet parc dans [12]. Les paramètres
du modèle doivent donc être systématiquement ré-identifiés, pour chaque système consi-
déré. Par ailleurs, au cours de son cycle de vie, un système technologique se dégrade. Les
paramètres du modèle initial évoluent donc au cours du temps. Ceux-ci doivent donc être
identifiés continûment ou au moins régulièrement.

Des techniques robustes de diagnostic ont été développées pour s’affranchir des in-
certitudes sur la valeur des paramètres. Cependant, ces techniques ont leurs limites. Il
n’est en général pas possible d’assurer la robustesse à tous les paramètres ; des hypothèses
doivent être faites sur les paramètres incertains considérés (incertitudes structurées) et sur
les plages d’incertitudes de ces paramètres (incertitudes bornées).
D’autres méthodes de diagnostic ne nécessitent pas l’utilisation d’un modèle analytique.
Ces méthodes à base de données utilisent exclusivement les mesures recueillies sur les sys-
tèmes. Cependant, la plupart de ces méthodes sont dédiées aux systèmes statiques ou aux
systèmes dynamiques linéaires.

1



2 Introduction générale

Objectifs de la thèse

L’objectif du présent travail est de proposer une méthode de surveillance ne nécessitant
pas une connaissance précise des paramètres du modèle et qui soit utilisable sans une étape
préalable d’identification paramétrique. Cette méthode doit être applicable en ligne, ce qui
entraîne des contraintes en terme de complexité de calcul. La méthode que nous proposons
(appelée dans ce mémoire MPD pour Méthode par Projection des Données) est dérivée des
techniques des sous-espaces qui ont été proposées pour la détection et la localisation des
défauts capteurs dans des systèmes dynamiques linéaires [95]. Les objectifs de ce travail de
thèse sont de proposer, formaliser et discuter la MPD pour la détection, la localisation et
l’identification des défauts capteurs, actionneurs et internes, pour les systèmes de structure
linéaire ou bilinéaire.

Contributions

Les principales contributions de cette thèse sont :
– La proposition d’une méthode basée sur les données (MPD) pour la surveillance des

systèmes dynamiques sans utilisation des paramètres du modèle analytique.
– L’estimation de défauts capteurs, ceci constitue une extension directe de la méthode

proposée dans [95].
– La détection, la localisation et l’estimation de défauts actionneurs pour des systèmes

de structure linéaire.
– La proposition de critères pour le réglage de la méthode MPD.
– La détection et la localisation de défauts capteurs pour des systèmes de structure

bilinéaire.
– La réduction de la complexité de calcul des résidus pour les systèmes bilinéaires.
– L’estimation de l’instant de commutation et la reconnaissance du mode actif pour un

système à plusieurs modes (modes normaux ou modes défaillants, représentant des
défauts internes).

– La caractérisation de la discernabilité entre des modes linéaires et entre des modes
bilinéaires.

Les travaux présentés dans cette thèse ont été publiés dans les références suivantes :

Conférences internationales

A. Hakem, V. Cocquempot, K.M. Pekpe, "Data-projection Method for Actuator Fault
Detection and Estimation", 10th IEEE International Conference on Control and Automation
(IEEE ICCA 2013), Hangzhou, China, 12-14 June 2013.

A. Hakem, K.M. Pekpe, V. Cocquempot, "A Parameter-free Method for Sensor Fault
Detection and Isolation in Bilinear Systems", 9th UKACC (United Kingdom Automatic
Control Council) International Conference on Control, Cardiff, UK, 03-05 September 2012.

A. Hakem, M.K Pekpe, V. Cocquempot, ."On Mode Discernibility and Switching Detec-
tability for Linear Switching Systems using a Data-based Projection Method", 23rd Chinese
Control and Decision Conference, IEEE CCDC, Mianyang, China in 23-25 May 2011.

A. Hakem, K.M. Pekpe, V. Cocquempot, "Sensor fault diagnosis for bilinear systems
using data-based residuals" , 50th IEEE Conference on Decision and Control and European
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Control, CDC-ECC’11, Orlando, USA, 12-15 December 2011.

A. Hakem, K.M. Pekpe, V. Cocquempot, "Parameter-free method for switching time
estimation and current mode recognition", IEEE Conference on Control and Fault-Tolerant
Systems, Systol’10, Nice, France, 6-8 october 2010.

Chapitres

A. Hakem, K.M. Pekpe, V. Cocquempot, "Fault detection and isolation for switching
systems using a parameter-free method", in Diagnostics and Prognostics of Engineering
Systems : Methods and Techniques, ISBN13 : 9781466620957, September 2012.

T. Boukhobza, F. Hamelin, B. Marx, G. Mourot, A.M. Nagy, J. Ragot, D.E.C. Belkhiat,
K. Guelton, D. Jabri, N. Manamanni, S. Martinez, N. Messai, V. Cocquempot, A. Hakem,
K.M. Pekpe, T. Zouari, M. Defoort, M. Djemai et J. Van Gorp, In Supervision, surveillance
et sûreté de fonctionnement des grands systèmes, Nada Matta, Yves Vandenboomgaerde,
Jean Arlat eds., Chapitre 6, Diagnostic des systèmes à modes multiples de fonctionnement,
pp. 115-154. ISBN 978-2-7462-3840-4, Traité Information, Commande, Communication, IC2,
Hermès Science Publications, Edition Lavoisier, Paris, Avril 2012.

T. Boukhobza, F. Hamelin, B. Marx, G. Mourot, A.M. Nagy, J. Ragot, D.E.C. Belkhiat,
K. Guelton, D. Jabri, N. Manamanni, S. Martinez, N. Messai, V. Cocquempot, A. Hakem,
K.M. Pekpe, T. Zouari, M. Defoort, M. Djemai et J. Van Gorp, In Supervision, surveillance
et sûreté de fonctionnement des grands systèmes, Nada Matta, Yves Vandenboomgaerde,
Jean Arlat eds., Chapter 6, Diagnosis of Systems with Multiple Operating Modes, pp. 75-
113. Wiley Edition, August 2012.

Conférences nationales

A. Hakem, K.M. Pekpe, V. Cocquempot, "Détection de commutations et reconnaissance
du mode de fonctionnement sans utilisation explicite des paramètres". 4

èmes Journées Doc-
torales / Journées Nationales MACS 9-10 juin 2011. Marseille - France.

Workshop

A. Hakem, M.K Pekpe, V. Cocquempot, "Parameter-free method for switching time
estimation and current mode recognition", Groupement d’interêt scientifique Surveillance,
sûreté et sécurité des grands systèmes, GIS 3SGS’10, Reims, France, 29-30 septembre, 2010.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres qui se présentent comme suit :

Dans le chapitre 1, des généralités sur les méthodes de surveillance sont rappelées.
Ensuite, quelques méthodes de génération d’indicateurs de défauts sont présentées. Parmi
ces méthodes, deux méthodes de diagnostic sont présentées en détails : l’espace de pa-
rité et l’analyse en composantes principales. Le choix de ces deux méthodes plutôt que
d’autres réside dans le point commun entre ces méthodes et la méthode proposée : les
deux méthodes sont basées sur une projection des données dans des espaces particuliers.
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Dans le chapitre 2, la Méthode par Projection des Données (MPD) pour la génération d’in-
dicateurs de défauts est décrite afin de détecter et localiser les défauts capteurs dans des
systèmes linéaires. L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas la connaissance
des valeurs des paramètres du modèle linéaire, mais uniquement les données d’entrée et
de sortie sur une fenêtre temporelle. Un critère de réglage pour déterminer cette fenêtre
temporelle est proposé. Cette méthode de génération de résidus est ensuite étendue pour la
détection et la localisation des défauts actionneurs dans les systèmes inversibles en entrée.
Puis, cette méthode de génération de résidus est adaptée pour l’estimation des défauts
capteurs et actionneurs en utilisant des données hors-ligne disponibles. Enfin, des résultats
de simulations sur un cas d’étude, le modèle d’un système aéronautique, sont présentés
afin d’illustrer la méthode proposée.
Dans le troisième chapitre, la MPD est étendue aux systèmes bilinéaires, pour la détection
et la localisation des défauts capteurs. Cette méthode de génération de résidus est modifiée
pour remédier au problème de complexité de calculs. Enfin, un exemple est présenté afin
d’illustrer la méthode proposée pour la détection et la localisation de défauts capteurs.
Dans le chapitre 4, la MPD est étendue pour le diagnostic des défauts internes (correspon-
dants à des changements des valeurs des paramètres du modèle, supposées ici inconnues).
Chaque défaut est représenté sous la forme d’un mode de fonctionnement. L’apparition
du défaut produit donc une commutation du mode de fonctionnement normal, au mode
défaillant correspondant. La surveillance des défauts internes revient à détecter les tran-
sitions, estimer les instants de commutations et reconnaître le mode actif d’un système à
commutations. Ce système à commutations est constitué d’un mode de fonctionnement
linéaire/bilinéaire normal et plusieurs modes défaillants. Enfin, des résultats de simu-
lations sur un exemple académique, sont présentés afin d’illustrer la méthode proposée
pour l’estimation de l’instant de commutation (instant d’apparition du défaut interne) et
la reconnaissance du mode actif (identification du défaut interne).

La conclusion générale reprend les principaux résultats de cette thèse et précise
quelques directions de recherche pour compléter ces travaux.
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Dans la littérature on trouve différentes classifications des méthodes de détection et de
localisation de défauts. La plus classique, est de considérer deux grandes catégories de
méthodes : les méthodes utilisant uniquement les données et les méthodes utilisant un
modèle comportemental.

– Parmi les méthodes de la première classe, on peut citer les techniques de traitement
de signal, l’analyse vibratoire et la reconnaissance des formes.

– La deuxième classe de méthodes est elle même divisée en deux sous-classes suivant
qu’un modèle comportemental est disponible a priori ou non :
– les méthodes utilisant un modèle analytique connu a priori issu d’une descrip-

tion physique sous forme d’une fonction de transfert, représentation dans l’espace
d’état, d’un graphe (modèle structurel) ou Bond-Graph.

– les méthodes utilisant un modèle analytique déterminé par les données via les
techniques d’identification, ce modèle peut être aussi déterminé implicitement sous
forme d’axes principaux de l’ACP ou par des modèles des techniques d’apprentis-
sage comme les réseaux de neurones.

Dans ce chapitre nous choisissons de détailler les méthodes qui se rapprochent de la
méthode que nous proposerons dans la suite de cette thèse, à savoir la méthode de l’Espace
de Parité (EP) et l’Analyse en Composantes Principales (ACP). Ces deux méthodes utilisent
une projection des données dans un espace spécifique pour générer des indicateurs de
défaut appelés résidus.
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6 Chapitre 1. Les méthodes de détection et de localisation de défauts

1.1 Généralités sur les méthodes de surveillance

Ces méthodes font habituellement intervenir un générateur de résidus avec une stratégie
d’analyse de résidus afin de fournir une décision sur la présence de défauts, comme illustré
par la figure 1.1.

Systèmeentrées sortiesactionneurs capteurs

modèle

Générateur de résidus
Sortie 
mesurée

Commande 
calculée

résidus

Analyse et décision des résidus

Alarmes

Figure 1.1 – Principe de la détection et de la localisation de défauts

L’objectif du module de génération de résidus est de fournir un ensemble d’indicateurs
révélateurs de la présence de défauts. Pour la génération de résidus, les signaux de com-
mande envoyés aux actionneurs, les mesures issues des capteurs et le modèle analytique
du système (dans le cas des méthodes avec modèle) sont utilisés. L’expression du résidu en
fonction de ces grandeurs est appelée forme de calcul (Fig. 1.2).

Générateur de résidus
résidus

commandes

mesures Générateur de résidusmesures

perturbations

Générateur de résidus
résidus

bruits

défautsdéfauts

Erreurs de modélisation

Figure 1.2 – Forme de calcul (ou externe) du résidu

En régime de fonctionnement normal, certaines caractéristiques (moyenne, variance,
fréquence, ...) ont une valeur spécifique et s’en écartant dès qu’un défaut apparaît. Clas-
siquement, le résidu est de moyenne nulle en l’absence de défaut et non nulle lors de
l’apparition de celui-ci. A cause des bruits, des perturbations liées à l’environnement et des
erreurs de modélisation, un résidu n’est jamais parfaitement nul en fonctionnement non
défaillant. La relation liant le résidu à ces différentes grandeurs et expliquant la valeur du
résidu est appelée forme d’évaluation (Fig. 1.3).

Générateur de résidus
résidus

commandes

mesures Générateur de résidusmesures

perturbations

Générateur de résidus
résidus

bruits

défautsdéfauts

Erreurs de modélisation

Figure 1.3 – Forme d’évaluation (ou interne) du résidu

Afin de limiter les fausses alarmes et les non détections, les résidus doivent être robustes
ou faiblement affectés par les perturbations et les erreurs de modélisation. On a finalement
recours à une méthode d’analyse des résidus et de décision qui a pour objet de traduire l’évo-
lution temporelle d’un résidu en une décision booléenne. Cette décision indique si le signal
est révélateur de l’apparition d’un défaut. On parle alors de la détection de défauts. Chaque
résidu peut être sensible à un seul défaut, à tous les défauts, ou à un certain nombre de
défauts. La localisation des défauts consiste à déterminer le(s) composant(s) en défaut. Le
lecteur désireux d’en apprendre d’avantage sur les méthodes de décision peut se référer
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à [5] et [7]. L’évaluation des résidus peut être booléenne ou non booléenne, l’évaluation
non booléenne consiste à attribuer un facteur de croyance à un ensemble d’hypothèses de
défaillances [67]. La combinaison des informations peut alors être effectuée à l’aide de la
théorie de l’évidence [106] ou en utilisant des fonctions floues. Cette décision peut égale-
ment faire appel à la reconnaissance de formes ([32], [142]). D’un point de vue pratique,
la logique de décision à seuils joue un rôle important car la plupart des méthodes citées
se ramène, à terme, à un seuillage. Si le seuil choisi est constant, les entrées inconnues
et perturbations qui excitent le système perturbent la décision. Si le seuil est choisi trop
petit, on observe beaucoup de fausses alarmes et s’il est trop grand, les défauts de faible
amplitude ne sont pas détectés. Il est donc intéressant d’utiliser des seuils adaptatifs qui
évoluent en fonction du point de fonctionnement du processus surveillé ([35], [22], [29]).

Dans ce qui suit, nous présentons les différentes méthodes utilisées en diagnostic des
systèmes physiques. Le domaine est très vaste, des choix arbitraires ont été faits dans ces
deux sous-sections. Le but n’est donc pas de faire une synthèse exhaustive de l’existant,
mais de faire un tour d’horizon rapide et de montrer la richesse des possibilités qui s’offrent
au concepteur du système de diagnostic.
L’idée est de donner les grands principes et faire référence aux principaux travaux. Le
lecteur souhaitant avoir des précisions sur ces méthodes pourra se référer aux articles de
synthèse ([113], [112] et [114]) ou ouvrages ([56], [55] et [94]) et aux références citées dans
ces travaux.

1.2 Etude bibliographique des méthodes de génération

d’indicateurs de défauts

1.2.1 Les méthodes utilisant un modèle comportemental

Le principe de ces méthodes est de comparer le comportement du système en fonction-
nement avec le comportement d’un modèle de référence. L’idée est d’utiliser les équations
du modèle afin de générer des résidus [20] qui quantifient la cohérence entre le compor-
tement du système et celui de son modèle. L’apparition d’un défaut se traduit par le
changement de comportement du résidu : saut de moyenne, variance,...

Un modèle est une formalisation mathématique d’un système physique qui permet de
représenter les liens (ou relation de contraintes), existants entre des quantités (ou variables)
du système. Les modèles utilisés peuvent être de nature et de complexité différentes. Ils
peuvent être : à temps continu ou à temps discret, qualitatifs, structurels ou analytiques,
linéaires ou non linéaires, représentant le bon fonctionnement ou tenant compte des dé-
faillances.

Classiquement, en Automatique, des modèles dits de bon fonctionnement sont utilisés.
Ils caractérisent le comportement normal du système, c’est à dire lorsqu’aucune défaillance
n’est présente. En surveillance, par contre, il est parfois nécessaire de compléter le modèle
afin de caractériser le comportement défaillant du système. Trois niveaux de connaissance
peuvent être considérés [23] :

– Le niveau 1 est le niveau de connaissance le plus élémentaire. Il consiste à indiquer les
équations décrivant le composant qui sont influencées directement par la défaillance,
c’est à dire, les équations du modèle (contraintes) qui ne sont probablement plus
valides en cas de défaillances.
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– Le niveau 2 de connaissance est plus précis car il consiste à décrire, grâce à des va-
riables supplémentaires (appelée variables de défaillance) comment sont modifiées les
équations de fonctionnement normal lorsqu’une défaillance survient. Les défaillances
peuvent être additives ou multiplicatives suivant la manière dont les variables de dé-
faillance influencent les équations du modèle.

– Le niveau 3 de connaissance consiste à modéliser l’évolution dynamique de la dé-
faillance.

Des équations supplémentaires liant les variables de défaillance sont ajoutées au modèle
de bon fonctionnement. Pour obtenir ce modèle, soit une connaissance fine des phénomènes
physiques est nécessaire, soit des données expérimentales du processus défectueux doivent
pouvoir être utilisées.

1.2.1.1 Estimation paramétrique

Les paramètres sont des constantes physiques du système (inertie, caractéristiques géo-
métrique du système, coefficients aérodynamiques, masse, coefficient de viscosité, ...) ou
une agrégation de plusieurs paramètres physiques, cette agrégation, n’a dans ce cas, pas
nécessairement de signification physique. Ces paramètres ne sont pas toujours mesurables
et sont susceptibles de varier au cours du cycle de vie du système.
Les méthodes d’estimation paramétrique consistent à estimer les paramètres caractérisant
le fonctionnement réel (du système). Pour détecter la présence de défauts identifiables [117]
affectant les paramètres du système, il faut comparer les paramètres estimés et les para-
mètres théoriques (Fig. 1.4).

Identification paramétriqueIdentification paramétrique

Système réelu
y

Techniques 
d'identification

θ̂ Paramètres estimés

C

r(t)

d identification
paramétrique

Com
parθ

Paramètres nominaux

raison

θ

Figure 1.4 – Génération de résidus par estimation paramétrique

Il existe plusieurs méthodes d’estimation des paramètres [125], comme l’estimation
Bayésienne [116], l’estimation au sens du maximum de vraisemblance ou l’estimation au
sens des moindres carrés [51].

Isermann a décrit dans [55] la procédure générale pour la détection des défauts en 5
étapes :

1. établir des relations entrée-sortie qui modélisent mathématiquement le système :

y(t) = F (u(t), θ) (1.1)

où y(t) (resp. u(t)) peut inclure des dérivées temporelles successives des sorties me-
surées y(t) (resp. des entrées u(t)).
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Une manière de simplifier (1.1) est de linéariser la dynamique non linéaire et d’agré-
ger ensuite ses dérivées temporelles pour obtenir un modèle linéaire en les para-
mètres,

y(t) = F (u(t)).θ (1.2)

2. déterminer la relation entre les paramètres physiques p et les paramètres du modèle
θ :

θ = G(p) (1.3)

3. estimer les paramètres θ̂ du modèle comportemental à l’aide de l’équation (1.1) et des
mesures disponibles :

θ̂ = H(y(1), · · · , y(t), u(1), · · · , u(t)) (1.4)

Un certain nombre de méthodes utilisables pour l’estimation de paramètres sont dé-
crites dans [108] et [36].
Si le modèle est linéaire en les paramètres (1.2), alors l’estimation θ̂ peut être obte-
nue en ligne par moindres carrés récursifs [41]. Un problème à ne pas négliger dans
cette procédure est le calcul des dérivées temporelles successives des mesures brui-
tées. Dans le cas général non linéaire, des méthodes d’optimisation non convexes sont
requises, ce qui implique une charge de calcul plus importante et une convergence
non garantie vers une solution optimale [55]. D’autres types d’approches, comme les
méthodes de sous-espaces ([6], [96]), ont également été étudiées.

4. estimer les paramètres physiques p̂ du système par inversion exacte ou approchée
(moindres carrés, pseudo inverse) de l’équation (1.3) :

p̂ = G−1(θ̂) (1.5)

5. générer des résidus en comparant les paramètres estimés p̂ aux valeurs nominales (θ0,
p0) ou à des valeurs jugées acceptables pour les différents paramètres physiques, soit
à partir des paramètres physiques, soit à partir des paramètres du modèle :

r(t) = θ0 − θ̂(t)
ou
r(t) = p0 − p̂(t)

(1.6)

Si les valeurs nominales sont inconnues ou incertaines, les résidus peuvent être cal-
culés comme la différence entre l’estimation courante p̂(t) et sa valeur antérieure
p̂(t− th), où th est un horizon temporel prédéfini. On aura par exemple :

r(t) = θ̂(t)− θ̂(t− th)
ou
r(t) = p̂(t)− p̂(t− th)

(1.7)

Ce dernier cas suppose que les paramètres restent constants dans des conditions de
fonctionnement nominales.
Il est possible de remplacer une valeur nominale unique par un ensemble de valeurs
admissibles pour la comparaison ([66], [98]). Dans ce contexte, un ensemble d’estima-
tions des paramètres est déterminé (approximativement par des unions d’intervalles,
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des ellipsoïdes ou encore des zonotopes), et le diagnostic peut s’effectuer en vérifiant
que l’intersection entre cet ensemble estimé et l’ensemble de valeurs admissibles est
vide, ce qui indique la présence ou non d’un défaut ([17], [53], [101]).

L’estimation paramétrique a l’avantage d’apporter de l’information sur l’amplitude des
déviations. Toutefois, un des inconvénients majeurs de la méthode réside dans la nécessité
d’avoir un système physique excité en permanence. Ceci pose des problèmes pratiques
dans le cas de procédés dangereux ou fonctionnant en mode stationnaire. De plus, les
relations entre les paramètres mathématiques et physiques ne sont pas toujours inversibles,
ce qui complique la tâche du diagnostic basé sur les résidus.

1.2.1.2 Estimation d’état

Les méthodes d’estimation d’état sont destinées à déterminer une estimation du vecteur
d’état x(t) d’un système à partir des entrées et des sorties. Le résidu est l’erreur d’estima-
tion de la sortie ([8], [62]). Les estimateurs d’état sont classés ici en fonction de la manière
dont ils incorporent l’incertitude et les bruits de mesure ou de modèle : le cas détermi-
niste, le cas stochastique ou le cas des approches à erreur bornée. Ces cas présentent des
analogies dans leur formulation et peuvent être schématisées par la figure 1.5.

SYSTEME REEL
Observations

com

SYSTEME REEL
INDICATEUR 

DE 
COHERENCE

m
para

Estimateur
utilisant le modèle 

COHERENCE
ou 

RESIDU

aison

comportemental Estimation

GENERATEUR DE RESIDUGENERATEUR DE RESIDU

Figure 1.5 – Génération de résidu utilisant un estimateur de sortie

1.2.1.2.1 Approche déterministe Les observateurs peuvent être, soit d’ordre plein s’ils
estiment l’intégralité du vecteur d’état et dans ce cas, le système doit être complètement
observable, soit d’ordre réduit s’ils estiment une partie du vecteur d’état et dans ce cas, l’ob-
servabilité du système n’a pas besoin d’être totale pour générer des résidus exploitables.

Un observateur de Luenberger [76] reconstruit les variables d’état dans un contexte dé-
terministe. Les méthodes de détection et de localisation de défauts à base d’observateurs
sont très utilisées ([93], [39], [37]). Considérons tout d’abord un modèle d’état linéaire dé-
terministe : {

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) (1.8)

et l’observateur d’état complet associé :{ ˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + L(y(t)− Cx̂(t))
ŷ(t) = Cx̂(t) (1.9)

L’erreur d’estimation de l’état ex(t) = x(t)− x̂(t) satisfait :
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ėx(t) = (A− LC)ex(t) (1.10)

et ex(t) tend asymptotiquement vers zéro si le modèle est correct et si L a été choisi
pour rendre A− LC stable, ce qui est toujours réalisable si la paire (C, A) est observable.
Considérons maintenant un vecteur de défauts f (t) pouvant varier dans le temps qui agit
sur l’état de manière additive :{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + E f f (t)
y(t) = Cx(t) (1.11)

L’équation (1.10) devient alors :

ėx(t) = (A− LC)ex(t) + E f f (t) (1.12)

L’erreur d’estimation est donc sensible aux défauts, et l’erreur d’estimation de la sortie
ey(t) = y(t)− ŷ(t) peut donc être utilisée comme résidu. Dans le domaine fréquentiel, on
peut écrire ēy(s) = C(sIn − A + LC)−1E f f̄ (s). Si f̄ (s) /∈ null(C(sIn − A + LC)−1E f ) (i.e.
ēy(s) 6= 0), alors le résidu est sensible à f (t).

Lorsque le système est non linéaire, de nombreux auteurs ont proposé de linéariser
autour d’un point de fonctionnement ou de décomposer le système en plusieurs sous-
systèmes linéaires [134], [90].

Dans le cas où la non linéarité est forte, un observateur non linéaire doit être utilisé [39].
Aucune structure générale ne s’est dégagée et le réglage de ces méthodes non linéaires reste
complexe. Les principaux résultats concernent les observateurs adaptatifs ([1], [19], [123], [74],
[138]) et les observateurs grand gain ([44], [16], [10]). Une nouvelle forme d’observateur non
linéaire a été proposée ([4], [3]), dont le réglage nécessite la résolution d’une équation
aux dérivées partielles. Son application au diagnostic reste toutefois à étudier. Les observa-
teurs à mode glissant sont également très en vogue, car ils permettent notamment d’estimer
directement l’amplitude des défauts qui ont rompu la convergence vers la surface de glis-
sement ([33], [111], [61]). Les méthodes multi-modèles sont également très étudiées afin
de contourner les non linéarités et de réduire la complexité. Cette approche suppose que
le modèle non linéaire du système peut être réécrit ou approché par une interpolation de
modèles linéaires locaux. Cette représentation, dite de Takagi-Sugeno, peut être obtenue
analytiquement ou par identification [110]. Une fois le multi-modèle obtenu, un ensemble
d’observateurs linéaires peut être synthétisé ([52], [45]).

1.2.1.2.2 Approche stochastique Un exemple d’approche stochastique est le filtrage de
Kalman [64] qui est un algorithme récursif d’estimation d’état avec un minimum d’erreur
d’estimation. Dans le filtrage de Kalman les propriétés statistiques des bruits d’état et de
mesure sont explicitement prises en compte ainsi que les matrices du système, il est aussi
supposé que les bruits suivent une distribution gaussienne et que leur premier et deuxième
moments statistiques sont connus. En l’absence de défaut, si le filtre de Kalman a été réglé
correctement, son innovation est un bruit blanc de moyenne nulle et de covariance connue.
Ces propriétés statistiques changent en présence d’un défaut. L’innovation peut donc être
utilisée comme un résidu, dont l’évolution est surveillable par des tests statistiques sur la
moyenne ou la variance. Ce principe a été introduit dans [80] et largement exploité dans
[7], [91] et [141].
Cependant, quand la structure du modèle diffère même légèrement de celle du système, le
filtre perd son optimalité et dans de nombreux cas, peut diverger.
L’utilisation du filtre de Kalman pour la résolution de problèmes de détection ne doit être
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envisagée que si le modèle est connu avec beaucoup de précision.
L’extension aux systèmes non linéaires est réalisée la plupart du temps par linéarisation du
modèle autour de l’estimation courante dans le cadre du filtre de Kalman étendu (Extended
Kalman Filter - EKF) [18]. Contrairement à l’EKF, le filtre de kalman parfumé (Unscented
Kalman Filter - UKF) ne linéarise pas le modèle [63] et prédit le comportement du système
en évaluant le modèle non linéaire sur un ensemble de points formant grossièrement une
distribution gaussienne [25], [122]. A partir d’idées similaires, les méthodes de Monte Carlo
séquentielles telles que le filtrage particulaire (Particle Filtering - PF) sont tout à fait à même
de gérer les non linéarités et les distributions non gaussiennes pour l’estimation d’état, avec
toutefois une charge de calcul importante [137], [2]. Les filtres particulaires sont de plus en
plus sollicités pour aborder des problèmes de diagnostic ([71], [115], [120]).

1.2.1.2.3 Approche ensembliste Les méthodes présentées jusqu’ici soit n’intègrent pas
explicitement d’hypothèse sur les incertitudes, soit les considèrent comme suivant une
distribution probabiliste, généralement gaussienne. Une autre possibilité consiste à les re-
présenter sous forme de bornes d’erreurs acceptables ou attendues. Ce type d’approche à
erreur bornée peut être utilisé pour les modèles linéaires et non linéaires. L’analyse par
intervalles permet de prédire l’évolution d’un ensemble de valeurs possibles pour le vec-
teur d’état ([60], [100]). Les éléments de cette prédiction ensembliste qui sont incohérents
avec les mesures sont alors éliminés, et le diagnostic s’effectue en vérifiant si l’ensemble
résultant est vide ([98], [99]).

1.2.1.3 Relations de redondance

On distingue ici deux types de redondance : la redondance physique (ou matérielle) et
la redondance analytique.

1.2.1.3.1 Redondance matérielle Le moyen le plus direct pour obtenir une information
fiable sur une même variable est de disposer de plusieurs capteurs la mesurant simulta-
nément. Une redondance à trois permettra notamment d’isoler un capteur défaillant. La
redondance physique souffre d’un désavantage majeur : doubler ou tripler le nombre de
capteurs revient à augmenter considérablement le coût et à affronter des problèmes d’en-
combrement liés à l’installation et à la maintenance de ces capteurs. L’ajout de capteurs
supplémentaires permettra aussi d’avoir des informations additionnelles à mettre à profit
dans le cadre de la redondance analytique.

1.2.1.3.2 Redondance analytique Cette redondance fait appel à des modèles analytiques
représentatifs des relations de causalité et aux autres contraintes existantes entre les si-
gnaux présents dans le système. Les mesures obtenues des différents capteurs peuvent
alors être reliées par ces modèles. Un modèle analytique est une représentation mathé-
matique des lois d’évolution des variables physiques du système. Les procédés ainsi mo-
délisés ne suivent pas toujours une telle représentation idéale. Ceci est dû à la présence
d’incertitudes sur les paramètres du modèle, des modifications structurelles du système,
des non-linéarités et l’effet des perturbations et des bruits de mesure.
Le cas linéaire a été très largement étudié dans la littérature (voir par exemple [20]). L’équa-
tion d’entrée-sortie fait alors apparaître les matrices d’observabilité et de commandabilité
(comme nous le verrons par la suite). En projetant cette équation dans l’espace supplémen-
taire à l’espace engendré par la matrice d’observabilité, on obtient l’ensemble de Relations
de Redondance Analytique (RRA). Cet espace dans lequel les équations sont projetées est
appelé Espace de Parité.
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Le cas des modèles polynomiaux a été traité dans [24], [40]. Les expressions analytiques
des RRA peuvent être obtenues en utilisant des algorithmes d’élimination formelle comme
les bases de Groebner [26], la théorie de l’élimination [30] ou les ensembles caractéristiques
[102].
Dans le cas où les systèmes ne sont pas polynomiaux, il n’existe à l’heure actuelle pas de
méthode générale permettant de générer les RRA par une procédure automatique.
Nous décrivons plus en détails la génération de résidus de parité, dans le cas linéaire, dans
la section 1.3.1.

1.2.1.4 Structuration des résidus

Pour une bonne détection, les indicateurs de défauts (résidus) doivent être robustes aux
perturbations et aux entrées inconnues. Pour une bonne localisation, les résidus doivent être
sensibles à un ensemble de défauts et robustes à d’autres, cette procédure est appelée struc-
turation (ou découplage). Deux types de bancs de générateurs de résidus sont classiquement
utilisés : Dedicated Residual Generator Scheme (DRGS) et Generalized Residual Generator Scheme
(GRGS). Quand la méthode de génération de résidus utilise des observateurs, les termi-
nologies précédentes deviennent Dedicated Observer Scheme (DOS) et Generalized Observer
Scheme (GOS). Un DOS est un banc d’observateurs chacun excité par une seule mesure (ou
une seule entrée) et donc sensible à un seul défaut. Dans le cas du GOS, les observateurs
sont excités par toutes les sorties (ou entrées) sauf une, et sont donc sensibles à tous les
défauts sauf un. Ces deux schémas sont illustrés [21] par les figures 1.6 et 1.7.

u y f f f
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Figure 1.6 – DOS pour la détection et la localisation de défauts capteurs

Le schéma MMAE (Multiple Model Adaptive Estimation) ([34], [45]) est un ensemble
de filtres utilisant des modèles supposés de comportements sains ou défaillants, organisés
en DOS ou GOS et surveillés indépendamment. La nature stochastique des innovations des
filtres rend possible le calcul d’une probabilité pour chaque modèle, et renseigne donc sur
le niveau de confiance à accorder à la localisation des défauts. Le schéma IMM (Interacting
Multiple Model) ([139], [11], [103], [48]) intègre en plus de cela le calcul de la probabilité de
passage d’un modèle à l’autre via une chaîne de Markov, et réalise également une fusion
des estimations pour fournir une estimation de l’état réel aussi fiable que possible.

1.2.2 Les méthodes n’utilisant pas de modèle comportemental connu a
priori

Quand aucun modèle dynamique n’est disponible a priori, les connaissances sur le
système se résument aux mesures acquises en temps réel complétées par un éventuel histo-
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Figure 1.7 – GOS pour la détection et la localisation de défauts capteurs

rique du fonctionnement du processus. En faisant l’hypothèse d’une structure de modèle,
un modèle analytique peut être identifié. Les techniques de génération de résidus précé-
demment décrites dans la section 1.2.1 peuvent alors être utilisées. Nous présentons dans
cette section d’autres méthodes de détection et de localisation de défauts utilisant exclusi-
vement les données disponibles.

1.2.2.1 Seuillage de quantités mesurées

Des variables mesurées sont comparées avec des valeurs limites constantes ou adap-
tatives (évoluant en fonction du point de fonctionnement). Un premier niveau indique la
présence probable d’un défaut alors qu’un second niveau peut en caractériser la gravité.
Le franchissement d’un seuil révèle la présence d’une anomalie. Effectivement, le résultat
d’une telle méthode peut être remis en question si la grandeur testée est proche du seuil ;
à cause du bruit de mesures, celle-ci peut être considérée comme fausse alors qu’elle ne
l’est pas et inversement. La logique floue associée au seuillage permet, outre la gestion de
l’imprécision, d’obtenir une représentation unifiée de la connaissance, et ainsi de fusionner
les informations décrites à l’aide de grandeurs numériques, qualitatives ou logiques [89].

1.2.2.2 Analyse fréquentielle

Une première approche du traitement du signal repose sur l’analyse fréquentielle [121]
(transformée de Fourier par exemple). Elle est bien évidemment très utilisée pour la dé-
tection de phénomènes périodiques comme en analyse vibratoire. Le contenu spectral des
signaux est utilisé depuis de nombreuses années pour détecter des défauts dans les ma-
chines électriques tels que les ruptures de barres au rotor des machines asynchrones, la
dégradation des roulements, les décentrages, les courts-circuits dans les bobinages. L’ana-
lyse du spectre des signaux issus des capteurs permet de déterminer l’état de l’installation.
Les signaux sont tout d’abord analysés en état normal de fonctionnement. Ensuite, toute
déviation des caractéristiques fréquentielles d’un signal est reliée à une situation de dé-
faillance [104]. Cette approche possède l’avantage d’être relativement simple à mettre en
pratique, mais l’inconvénient d’être assez sensible aux bruits de mesure quand ceux-ci
coïncident avec la zone fréquentielle d’intérêt. De plus, un échantillonnage fréquent est né-
cessaire pour permettre de reconstituer le signal de départ tout en minimisant la perte de
fréquence [69].
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1.2.2.3 Réseaux de neurones artificiels

Quand la connaissance sur le système à surveiller n’est pas suffisante et que le dévelop-
pement d’un modèle de connaissance du système est impossible, l’utilisation d’un modèle
dit boîte noire peut être envisagée pour le diagnostic. Les réseaux de neurones artificiels
sont en fait un système informatique constitué d’un nombre de processeurs élémentaires
(ou nœuds) inter-connectés entre eux qui traite de façon dynamique l’information qui lui
arrive à partir des signaux extérieurs. De manière générale, l’utilisation des réseaux de neu-
rones artificiels se fait en deux phases. La synthèse du réseau comprend plusieurs étapes :
le choix du type de réseau, du type de neurones, du nombre de couches, des méthodes
d’apprentissage. L’apprentissage permet alors, sur la base de l’optimisation d’un critère,
de reproduire le comportement du système à modéliser. Il consiste en la recherche d’un
jeu de paramètres (les poids) et peut s’effectuer de deux manières : supervisée (le réseau
utilise les données d’entrée et de sortie du système à modéliser) et non supervisée (seules
les données d’entrée du système sont fournies et l’apprentissage s’effectue par comparai-
son entre des exemples). Quand les résultats d’apprentissage obtenus par les réseaux de
neurones artificiels sont jugés satisfaisants, il peuvent être utilisés pour la généralisation. Il
s’agit ici de la deuxième phase où de nouveaux exemples qui n’ont pas été utilisés pendant
l’apprentissage sont présentés par des réseaux de neurones artificiels pour juger sa capa-
cité à prédire les comportements du système modélisé. Leur faible sensibilité aux bruits de
mesure, leur capacité à résoudre des problèmes non linéaires et multi-variables, à stocker
la connaissance de manière compacte, à apprendre en ligne et en temps réel, sont autant
de propriétés qui les rendent attrayants pour cette utilisation [135].

1.2.2.4 Systèmes d’inférence floue

Les systèmes d’inférence floue (SIF) dont les bases relèvent de la théorie des ensembles
flous [133] sont devenus très populaires. La structure de base d’un SIF est constituée de :

– Un univers de discours qui contient les fonctions d’appartenance des variables d’en-
trée et de sortie à des classes. Ces fonctions peuvent avoir différentes formes, les plus
usuelles étant les formes triangulaires, trapézoïdales, et gaussiennes.

– Une base de connaissances qui regroupe les règles liant les variables d’entrée et de
sortie sous la forme "Si ... Alors ...",

– Un mécanisme de raisonnement.
Du fait que les tâches de surveillance reposent sur des quantités heuristiques difficiles

à formaliser dans un modèle mathématique, les SIF possèdent les avantages suivants :
– La corrélation entre des variables très différentes.
– Des observations qualitatives (par exemple : couleur, bruit) peuvent contribuer

comme données sur le système.
– Des intuitions, liées à des statistiques (par exemple : tel appareil pose plus de pro-

blèmes que tel autre ...) difficilement quantifiables mais parfois très efficaces [54].

1.2.2.5 Reconnaissance de formes

La Reconnaissance de Formes (la RdF) se base sur la définition d’algorithmes permet-
tant de classer des objets ou des formes en les comparant à des formes types. Ses appli-
cations interviennent dans de nombreux domaines tels que la reconnaissance vocale, la
reconnaissance de caractères, l’automatisation industrielle, le diagnostic médical et la clas-
sification de documents.

De manière générale, on distingue les types de RdF suivants :
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Figure 1.8 – Illustration de la méthode de reconnaissance des formes pour le diagnostic

– La RdF structurelle qui se base sur une représentation des formes à l’aide de gram-
maires,

– La RdF statistique qui s’appuie sur une représentation purement numérique des
formes.

Le fonctionnement d’un système de surveillance par RdF se déroule en trois phases :
– Une phase d’analyse qui consiste à déterminer et à réduire l’espace de représentation

des données et à définir l’espace de décision permettant de spécifier l’ensemble des
classes possibles.

– Une phase de choix d’une méthode de décision permettant de définir une règle de
décision qui a pour fonction de classer les nouvelles observations dans les différentes
classes de l’ensemble d’apprentissage.

– Une phase d’exploitation qui détermine, en appliquant la règle de décision, le mode
de fonctionnement du système en fonction de chaque nouvelle observation recueillie
sur le processus [13].

1.2.2.6 L’Analyse en Composantes Principales

La technique d’Analyse en Composantes Principales (ACP) produit une représentation
de dimensions réduites tout en préservant la structure de corrélation entre les variables du
processus.
L’ACP est une méthode adaptée à la détection et à la localisation de défauts si aucun
modèle n’est disponible, puisque cette technique est basée sur l’utilisation uniquement des
mesures des entrées et sorties [47].

La partie de la représentation réduite obtenue par l’ACP est déterminée à partir des
valeurs singulières dominantes de la matrice des données entrée-sortie, et la partie com-
plémentaire qui correspond aux bruits est déterminée à partir des valeurs singulières né-
gligeables de la matrice de données entrée-sortie.
Nous décrivons plus en détails la technique de l’ACP dans la section 1.3.2.
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1.3 Méthodes de génération d’indicateurs de défauts par

projection

Dans cette section nous choisissons de détailler les méthodes qui se rapprochent de la
méthode MPD que nous proposerons dans la suite de cette thèse, à savoir la méthode de
l’Espace de Parité (EP) et l’Analyse en Composantes Principales (ACP). Ces deux méthodes
utilisent une projection dans un espace spécifique pour générer les indicateurs de défaut
(résidus).

1.3.1 L’espace de parité

Le terme parité a d’abord été utilisé dans le cadre des systèmes logiques numériques
pour détecter des erreurs de transmission en effectuant des contrôles de parité. Dans les
mots binaires un bit dit de parité est calculé à partir des bits de données et permet de
vérifier la cohérence du mot transmis.
Dans le domaine du diagnostic, l’Espace de Parité (EP) a une signification similaire au sens
de la génération d’un indicateur de présence de défaut (ou erreur) dans les composants
du système, indicateur reflétant la cohérence des données manipulées entre elles. L’EP est
l’une des techniques de diagnostic à base de modèle explicite les plus connues [20]. Cette
méthode est basée sur l’utilisation des outils de l’algèbre linéaire, notamment les projec-
tions matricielles pour générer un résidu de moyenne nulle en l’absence de défauts et de
moyenne non nulle dans le cas contraire. Ces projections sont réalisées orthogonalement à
la matrice d’observabilité de manière à annuler l’influence de l’état sur la sortie. En l’ab-
sence de défaut le résidu ne reflète que l’action des bruits aléatoires. Si un défaut affecte
le système et si sa direction n’est pas colinéaire à celle de la matrice d’observabilité, alors
son influence se traduira par un changement de la moyenne du résidu. Une technique de
détection de saut de moyenne peut être utilisée pour détecter le défaut puis une structura-
tion du résidu est réalisée afin de localiser le défaut.
Le vecteur de parité généralisé caractérise toutes les relations existantes entre les entrées
et les sorties du système. Son expression a été d’abord établie dans le cas des systèmes
statiques [97] puis généralisée au cas des systèmes dynamiques [20]. Elle a été définie aussi
pour la classe des systèmes représentés par des équations différentielles polynomiales [102],
[77], [24].
Dans cette section, nous nous intéresserons uniquement à la méthode de l’EP pour la dé-
tection et la localisation de défauts capteurs.

1.3.1.1 Formulation du problème

Considérons le système linéaire dynamique à temps discret (S) décrit par :

(S) :
{

xk+1 = Axk + Buk + vk
yk = Cxk + Duk + fs, k + wk

(1.13)

où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ R`×n, D ∈ R`×m sont les matrices du système et les
vecteurs uk ∈ Rm, xk ∈ Rn et yk ∈ R` sont respectivement les entrées, l’état et les sorties
du système à l’instant k. L’état (respectivement les sorties) du système est affecté par un
bruit coloré centré vk ∈ Rn (respectivement wk ∈ R`). Le vecteur fs, k ∈ R` est le vecteur de
défauts capteurs.

Objectif Etant donné le système (S) décrit par l’équation (1.13) l’objectif est la détection
et la localisation de défauts capteurs sous les hypothèses données ci-dessous.
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Hypothèses Dans toute la suite de cette section, on fait les hypothèses suivantes :

1. les matrices A, B, C, D sont connues,

2. on dispose des mesures des entrées et des sorties du système uk et yk à tout instant k,

3. l’état du système xk est inconnu.

1.3.1.2 Génération du résidu de parité

Nous commencerons cette sous-section par la présentation du résidu de l’EP dans deux
cas différents : lors d’une redondance matérielle et lors d’une redondance analytique puis nous
analyserons ses propriétés.

Cas 1 : Redondance matérielle Hypothèse : Dans ce cas, il est supposé que la matrice C
est de plein rang en colonnes ou régulière, ce qui implique que le nombre de capteurs est
supérieur ou égal à l’ordre du système (` ≥ n).

Définition 1.1 Soit la matrice ΠA qui projette l’espace des colonnes d’une matrice sur le complé-
ment orthogonal de l’espace des colonnes (voir les annexes A.8 et A.4) de la matrice A ∈ Ra×b. Cet
espace complémentaire n’est pas identiquement nul si A est de plein rang en colonnes. On a

ΠA = Ia −A(ATA)−1AT (1.14)

avec :

dim(ΠA) = nombre de colonnes(A)− rang(A) (1.15)

Pour obtenir la relation de parité, il suffit de multiplier la sortie à gauche par la matrice
de projection ΠC, puis mettre les termes qui dépendent des défauts et les termes inconnus
comme l’état et le bruit à droite de l’équation d’où la forme d’évaluation du vecteur parité
(1.16),

εEP
k = ΠC( fs, k + wk) (1.16)

et mettre les termes connus à gauche de l’équation d’où la forme de calcul du vecteur
parité (1.17).

εEP
k = ΠC(yk − Duk) (1.17)

Analyse de la sensibilité du résidu aux défauts

1. Aucun défaut n’est présent ( fs, k = 0) :

L’espérance mathématique du résidu εEP
k est donnée par la relation suivante :

E[εEP
k ] = ΠCE[wk] (1.18)

Comme le système est affecté par un bruit centré wk, l’espérance mathématique (1.18)
du résidu E[εEP

k ] devient :

E[εEP
k ] = 0 (1.19)

A partir de l’expression (1.19), on voit que l’espérance mathématique du résidu E[εEP
k ]

est nulle en l’absence de défauts. Ceci est illustré par la figure 1.9.
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noyau

Sans défaut (cas 1 : redondance matérielle)

kkk CxDuy 
)(EP

kkCk Duy 0EP k

espace 
colonne de

C
CC

Figure 1.9 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’EP en l’absence de défaut

2. En présence d’un défaut capteur ( fs, k 6= 0) :

L’espérance mathématique du résidu εEP
k est donnée par la relation suivante :

E[εEP
k ] = E[ΠC fs, k] + E[ΠCwk] (1.20)

(a) Défauts capteurs détectables :

Comme le système est affecté par un bruit centré wk (E[ΠCwk] = 0), l’espérance
mathématique (1.20) du résidu E[εEP

k ] devient :

E[εEP
k ] = E[ΠC fs, k] (1.21)

A partir de l’expression (1.21), on voit que la forme d’évaluation de l’espérance
mathématique du résidu E[εEP

k ] dépend des défauts capteurs.

Proposition 1.1 Une condition nécessaire et suffisante de détectabilité des défauts cap-
teurs est :

f T
s, k /∈ span(CT) (1.22)

Démonstration. – Condition suffisante :
Si f T

s, k /∈ span(CT) alors ∀X ∈ Rn×1 :
fs, k 6= CX , par la suite en considérant le cas particulier X = −xk on a fs, k 6=
−Cxk, ce qui peut être écrit comme fs, k + Cxk 6= 0. Par conséquent, εEP

k 6= 0
pour un espace orthogonal à C non identiquement nul.

– Condition nécessaire :
Si E[εEP

k ] 6= 0, sachant que ΠCCxk = 0,
alors ΠC fs, k 6= 0, ce qui implique que f T

s, k /∈ span(CT).
La Figure 1.10 illustre le cas d’un défaut capteur détectable.

(b) Défauts capteurs non détectables :

Si f T
s, k ∈ span(CT) alors ΠC fs, k = 0, ce qui implique que le résidu εEP

k est nul
(c-à-d le résidu est insensible aux défauts capteurs) malgré la présence du défaut
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Influence de défauts détectables (cas 1 : redondance matérielle)Influence de défauts détectables (cas 1 : redondance matérielle)

noyau
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Figure 1.10 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’EP en présence de défauts détectables

capteur qui disparait par projection sur ΠC, d’où la condition (1.22). Ceci est
illustré par la figure 1.11.

Influence de défauts non détectables (cas 1 : redondance matérielle)

noyau

)(EP
kkCk Duy −Π=ε

⊥

0EP =kε
kf  s,

kk Duy −

kCx

⊥C
C

espace 
colonne deC

Figure 1.11 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’EP en présence d’un défaut non détectable

Cas 2 : Redondance analytique Afin de présenter la procédure d’obtention du vecteur
de parité, on suppose au départ que le vecteur de défauts capteurs fs, k et les vecteurs de
bruits vk, wk sont nuls.
Pour construire le vecteur de parité à partir du système (1.13), on écrit l’expression de la
sortie du système à l’instant k− r + 1 :

yk−r+1 = Cxk−r+1 + Duk−r+1 (1.23)

puis à l’instant suivant

yk−r+2 = Cxk−r+2 + Duk−r+2 = CAxk−r+1 + CBuk−r+1 + Duk−r+2 (1.24)

On répète cette procédure r − 2 fois et on concatène ces sorties selon les lignes, on
obtient la forme compacte suivante :

ỹk, r = Orxk−r+1 + Mrũk, r (1.25)
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telle que Or =


C
CA
...
CAr−1

 ∈ R`r×n, Mr =


D 0 0 · · · 0

CB D 0 · · · 0
CAB CB D · · · 0

...
...

... . . . ...
CAr−2B CAr−3B CAr−4B · · · D

 ∈
R`r×mr,

ỹk, r =


yk−r+1
...
yk−1
yk

 ∈ R`r×1, ũk, r =


uk−r+1
...
uk−1
uk

 ∈ Rmr×1,

En prenant en compte les défauts et les bruits, l’expression (1.25) devient comme suit :

ỹk, r = Orxk−r+1 + Mrũk, r + Mv
r ṽk, r + f̃s, k, r + w̃k, r (1.26)

telle que Mv
r =


0 0 0 · · · 0
C 0 0 · · · 0

CA C 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

CAr−2 CAr−3 CAr−4 · · · 0

 ∈ R`r×mr,

f̃s, k, r =


fs, k−r+1
...
fs, k−1
fs, k

 ∈ R`r×1, w̃k, r =


wk−r+1
...
wk−1
wk

 ∈ R`r×1, ṽk, r =


vk−r+1
...
vk−1
vk

 ∈
Rmr×1.

On montre ([82], [83]) que l’entier r doit respecter la double inégalité suivante :

rang(O0)

rang(C)
+ 1 ≤ r ≤ rang(O0)− rang(C) + 2 (1.27)

où O0 est la matrice d’observabilité de la paire (C, A). Si le système est observable et les
lignes de la matrice C sont linéairement indépendantes, alors la condition (1.27) devient :

n
`
+ 1 ≤ r ≤ n− `+ 2 (1.28)

En projetant l’équation (1.26) à gauche par l’orthogonal de Or noté ΠOr = I`r −
Or(Or

TOr)−1OT
r (voir les annexes A.8 et A.4) et nommé matrice de parité afin d’annuler

l’influence de l’état, puis en mettant les termes qui dépendent des défauts et les termes in-
connus comme l’état et le bruit à droite de l’équation, on obtient la forme calcul du vecteur
parité (1.29) :

ε̃EP
k = ΠOr(ỹk, r −Mrũk, r) (1.29)

puis en mettant les termes connus à gauche de l’équation, on obtient la forme d’évalua-
tion du vecteur parité (1.30) :

ε̃EP
k = ΠOr(Mv

r ṽk, r + f̃s, k, r + w̃k, r) (1.30)



22 Chapitre 1. Les méthodes de détection et de localisation de défauts

Analyse de la sensibilité du résidu aux défauts

1. Aucun défaut n’est présent ( fs, k = 0) :

L’espérance mathématique du résidu ε̃k est donnée par la relation suivante :

E[ε̃EP
k ] = E[ΠOr Mv

r ṽk, r] + E[ΠOr w̃k, r] (1.31)

Comme le système est affecté par un bruit centré wk et vk, l’espérance mathématique
(1.31) du résidu E[ε̃EP

k ] devient :

E[ε̃EP
k ] = 0 (1.32)

A partir de l’expression (1.32), on voit que l’espérance mathématique du résidu E[ε̃EP
k ]

est nulle en l’absence du défauts. Ceci est illustré par la figure 1.12.

Sans défaut (cas 2 : redondance analytique)

noyau

0~ EP =kε

espace 
colonne de

Figure 1.12 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’EP en l’absence de défauts

2. En présence d’un défaut capteur ( fs, k 6= 0) :

L’espérance mathématique du résidu ε̃k est donnée par la relation suivante :

E[ε̃EP
k ] = E[ΠOr Mv

r ṽk, r] + E[ΠOr f̃s, k, r] + E[ΠOr w̃k, r] (1.33)

(a) Défauts capteurs détectables :

Comme le système est affecté par des bruits centrés wk et vk (E[ΠOr w̃k, r] = 0 et
E[ΠOr Mv

r ṽk, r] = 0), l’espérance mathématique (1.33) du résidu E[ε̃EP
k ] devient :

E[ε̃EP
k ] = E[ΠOr f̃s, k, r] (1.34)

A partir de l’expression (1.34), on voit que la forme d’évaluation de l’espérance
mathématique du résidu E[ε̃EP

k ] dépend des défauts capteurs.

Proposition 1.2 Une condition nécessaire et suffisante de détectabilité des défauts cap-
teurs est :

span( f̃ T
s, k, r) 6∈ span(OT

r ) (1.35)
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Démonstration. – Condition suffisante :
Si f̃ T

s, k, r /∈ span(OT
r ) alors ∀X ∈ Rn×1 :

f̃s, k, r 6= OrX , par la suite en considérant le cas particulier X = −xk−r+1 on a
f̃s, k, r 6= −Orxk−r+1, ce qui peut être écrit comme f̃s, k, r +Orxk−r+1 6= 0. Par
conséquent, ε̃EP

k 6= 0 pour un espace orthogonal à Or non identiquement nul.
– Condition nécessaire :

Si E[ε̃EP
k ] 6= 0, sachant que ΠOrOrxk = 0,

alors ΠOr f̃s, k, r 6= 0, ce qui implique que f̃ T
s, k, r /∈ span(OT

r ).
La Figure 1.13 illustre le cas d’un défaut capteur détectable.

Influence de défauts détectables (cas 2 : redondance analytique)Influence de défauts détectables (cas 2 : redondance analytique)

noyau

0~ EP ≠kε

espace 
colonne de

Figure 1.13 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’EP en présence de défauts détectables

(b) Défauts capteurs non détectables :

Si span( f̃ T
s, k, r) ∈ span(OT

r ) alors à partir de (1.34) on a E[ε̃EP
k ] = E[ΠOr f̃s, k, r] =

0.

Ce qui implique que le résidu n’est pas sensible au défaut capteur. Cette situation
est illustrée par la figure 1.14.

Influence de défauts non détectables (cas 2 : redondance analytique)

noyau

0~ EP k

espace 
colonne de

Figure 1.14 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’EP dans le cas des défauts non détectables

1.3.1.3 Robustesse de la méthode

L’EP est basé sur l’utilisation d’un modèle mathématique du système surveillé.
Ce modèle, obtenu en général par identification, comporte des incertitudes dues aux bruits
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de mesures ou aux dynamiques non modélisées. Cette incertitude de modélisation peut
entraîner des fausses alarmes ou au contraire masquer les défauts qui peuvent affecter le
système. Il est alors important d’annuler ou au moins d’atténuer l’influence des incerti-
tudes de modélisation dans la méthode de détection afin de la rendre robuste.
Nous allons poser dans cette partie le problème de robustesse de l’EP et analyser les solu-
tions proposées dans la littérature.
En tenant compte des erreurs de modélisation et des perturbations, l’équation (1.13) de-
vient : {

xk+1 = (A + ∆A)xk + (B + ∆B)uk + B̃ηk + vk
yk = (C + ∆C)xk + (D + ∆D)uk + D̃ηk + ξk + wk

(1.36)

où A, B, C et D sont les matrices obtenues lors de la modélisation, ∆A, ∆B, ∆C et ∆D les
incertitudes liées à ces matrices, B̃ ∈ Rn×ř, D̃ ∈ R`×ř représentent les matrices d’influence
des perturbations, ηk ∈ Rř représente des perturbations déterministes (entrées inconnues),
wk et vk sont des bruits colorés, ξk représente les défauts affectant les capteurs.
L’objectif est de générer un résidu sensible aux perturbations déterministes (entrées incon-
nues) et insensible aux incertitudes de modélisation (∆A, ∆B, ∆C et ∆D) et aux perturba-
tions ηk.
En tenant compte des incertitudes de modélisation et des perturbations, l’équation de pa-
rité devient :

ỹk, r − M̃rũk, r = Õrxk−r+1 + M̃v
r ṽk, r + M̃η

r η̃kk, r + ξ̃k, r + w̃k, r (1.37)

avec M̃η
r =

D̃ 0 0 · · · 0
(C + ∆C)B̃ D̃ 0 · · · 0

(C + ∆C)(A + ∆A)B̃ (C + ∆C)B̃ D̃ · · · 0
...

...
... . . . ...

(C + ∆C)(A + ∆A)r−2B̃ (C + ∆C)(A + ∆A)r−3B̃ (C + ∆C)(A + ∆A)r−4B̃ · · · D̃


∈ R`r×rr̃,

η̃kk, r est construit comme ũk, r et ξ̃k, r est construit comme w̃k, r.

Où les matrices M̃r, M̃v
r , M̃η

r , Õr dépendent de A, B, C et D et de leurs incertitudes ∆A,
∆B, ∆C et ∆D.

Les méthodes proposées dans la littérature supposent connues les directions des per-
turbations (i.e. la matrice Mη

r ) et déterminent une matrice de parité orthogonale à la fois
à Õr et à M̃η

r . On parle alors de découplage total ou parfait. Cela suppose que la matrice[
Õr|M̃η

r
]

est de plein rang en colonne (⇒ ř < ` et řr + n < `r).
Les formes de calcul et d’évaluation du résidu de parité sont données par :

Π[Õr|M̃η
r ](ỹk, r − M̃rũk, r) = Π[Õr|M̃η

r ]M̃
v
r ṽk, r + Π[Õr|M̃η

r ]ξ̃k, r + Π[Õr|M̃η
r ]w̃k, r (1.38)

Il n’est généralement pas possible de trouver une matrice non identiquement nulle
Π[Õr|M̃η

r ] pour s’affranchir totalement de l’influence des perturbations et incertitudes pa-
ramétriques. Des méthodes approchées, permettant de maximiser l’influence des défauts
et minimiser l’influence des perturbations et incertitudes, sont alors proposées [140].
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1.3.1.4 Relations de redondance analytiques pour les systèmes non linéaires

La conception de relations de redondance analytique lorsque les fonctions non linéaires
du modèle sont polynomiales en l’état ou en les entrées est décrite dans [109] et [107]
en utilisant la théorie de l’élimination. Une extension aux systèmes affines en l’état est
présentée dans [43] et aux systèmes affines en la commande dans [70], toutes deux à base
de géométrie différentielle [58].

1.3.2 L’Analyse en Composantes Principales

1.3.2.1 Formulation du problème

Objectifs Etant donné le système linéaire discret (S) décrit par l’équation (1.13) l’objec-
tif est la détection et la localisation de défauts capteurs sous les hypothèses données ci-
dessous.

Hypothèses

1. les matrices A, B, C, D sont inconnues,

2. on dispose des entrées et des sorties du système uk et yk à chaque instant k,

3. l’état du système xk est inconnu.

1.3.2.2 Diagnostic de défauts

Le principe de cette approche est d’utiliser l’analyse en composantes principales pour
modéliser le comportement du processus en fonctionnement normal, les défauts sont alors
détectés en comparant le comportement observé et celui donné par le modèle ACP.

La matrice des données Γ̃k est donnée par :

Γ̃k =

(
Γ̃yk, j
Γ̃uk, j

)
∈ R(`q+mq)×j (1.39)

avec Γ̃yk, j =
[

ỹk−j+1, q ỹk−j+2, q · · · ỹk, q
]
∈ R`q×j et

Γ̃uk, j =
[

ũk−j+1, q ũk−j+2, q · · · ũk, q
]
∈ Rmq×j.

où ũk, q =


uk−q+1
...
uk−1
uk

 ∈ Rmq×1 et ỹk, q =


yk−q+1
...
yk−1
yk

 ∈ R`q×1.

Soit Φ̂Γ̃ = 1
j Γ̃kΓ̃T

k la matrice de covariance de Γ̃ qui peut se décomposer en valeurs
singulières :

Φ̂Γ̃ =
1
j
Γ̃kΓ̃T

k = USUT (1.40)

telle que U est une matrice carrée unitaire :

UUT = UTU = Inx+nr×nx+nr (1.41)
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et S est une matrice diagonale contenant les valeurs propres (les valeurs singulières) de
la matrice Φ̂Γ̃.

En imposant U =
(
Õ P

)
telle que Õ représente les vecteurs propres principaux, et P

représente les autres vecteurs propres non-corrélés (cela n’implique pas qu’ils sont indépen-
dants) correspondants aux nr valeurs singulières négligeables de la matrice de covariance
Φ̂Γ̃ de Γ̃k alors l’équation (1.40) peut être ré-écrite sous la forme suivante :

Φ̂Γ̃ =
(
Õ P

) ( Sx 0
0 Sr

)(
ÕT

PT

)
(1.42)

où les nx plus grandes valeurs singulières et dominantes notées Sx sont attribuées au
modèle, et les autres nr valeurs singulières négligeables notées Sr sont supposées apparte-
nir à l’espace des résidus.

Le système réel d’ordre n doit être bien représenté dans la nouvelle base qui est for-
mée par les nx vecteurs propres principaux. De ce fait, la détermination de l’ordre nx du
nouveau système doit être précise, car si on choisit un ordre inférieur à l’ordre du système
(nx < n) on perd la contribution de certaines dynamiques du système réel, et si on choisit
un ordre supérieur à l’ordre du système (nx > n) on bruite le modèle du système. Malheu-
reusement la détermination de cet ordre n’est pas une tâche facile. L’utilisation du critère
d’Akaike (voir [72] et [118]) peut donner des résultats satisfaisants dans certains cas.
Puisque U est une matrice carrée unitaire alors on a les contraintes suivantes :

UUT =
(
Õ P

) ( ÕT

PT

)
= ÕÕT + PPT = Inx+nr×nx+nr

UTU =

(
ÕT

PT

) (
Õ P

)
=

(
ÕTÕ ÕTP
PTÕ PTP

)
=

(
Inx×nx 0nx×nr

0nr×nx Inr×nr

) (1.43)

Alors les matrices Õ et P vérifient les contraintes suivantes :

ÕÕT + PPT = Inx+nr×nx+nr

ÕTÕ = Inx×nx

ÕTP = 0nx×nr

PTÕ = 0nr×nx

PTP = Inr×nr

(1.44)

La matrice des données Γ̃k est scindée en deux parties, celle qui correspond au modèle
est notée Γ̃model, k et elle est obtenue par projection sur l’espace observable déterminé par
les colonnes de Õ, et celle qui correspond au bruit est notée Γ̃residual, k et elle représente le
bruit et les perturbations :

Γ̃k = Γ̃model, k + Γ̃residual, k = Õx̃k + Pε̃ACP
k (1.45)

telle que Γ̃model, k et Γ̃residual, k sont définies comme suit :

Γ̃model, k = Õx̃k (1.46)

Γ̃residual, k = Pε̃ACP
k (1.47)

Par conséquent, les matrices Γ̃model, k et Γ̃residual, k définies dans les équations (1.46) et
(1.47) sont obtenues par :
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Γ̃model, k = ÕÕTΓ̃k = Õx̃k (1.48)

Γ̃residual, k = PPTΓ̃k = Pε̃ACP
k (1.49)

Le premier terme Γ̃model, k est obtenu par projection des données entrée-sortie sur l’es-
pace observable déterminé par les colonnes de la matrice Õ. La matrice x̃k ∈ Rnx×j est
appelée par abus de langage "état", elle représente les coordonnées de Γ̃model, k sur cet
espace. Il est évident d’après l’équation (1.48) que l’état est déterminé par :

x̃k = ÕTΓ̃k (1.50)

Le deuxième terme Γ̃residual, k représente l’influence du bruit, les coordonnées de ce
bruit ε̃ACP

k se trouvent dans un espace orthogonal aux colonnes de la matrice Õ. D’après
la troisième et la quatrième contrainte de (1.44), l’espace orthogonal aux colonnes de la
matrice Õ correspond à PT qui est l’espace ligne de la matrice P. Alors la matrice de
résidus ε̃ACP

k est déterminée à chaque instant en utilisant l’expression (1.51).

ε̃ACP
k = PTΓ̃k (1.51)

Ce résidu admet une forme d’évaluation donnée par :

ε̃ACP
k = PTΓ̃residual, k (1.52)

Le comportement du résidu en présence de défaut détectable et en l’absence de défaut
est illustré dans les figures 1.15 et 1.16.

noyau

Sans défaut

Espace 
colonne de

Figure 1.15 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’ACP en l’absence de défauts

Influence de défauts détectables

noyau

Influence de défauts détectables

espace 
colonne de

Figure 1.16 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de l’ACP en présence de défauts détectables



28 Chapitre 1. Les méthodes de détection et de localisation de défauts

1.3.2.3 Extension de l’ACP pour les systèmes non linéaires

L’extension au cas non linéaire a été examinée à l’aide de l’astuce noyau (kernel trick)
[68], ou par le biais d’autres types de décomposition comme l’analyse en composantes
indépendantes [73]. Une approche similaire porte le nom de régression PLS (Partial Least
squares) [119].
Dans l’article [105], l’ACP a été combinée avec les méthodes à noyau afin de l’étendre dans
le cas non linéaire statique (dite en terminologie anglaise KPCA). Dans cette extension
les axes principaux sont calculés dans l’espace des fonctions de grande dimension. L’idée
principale du KPCA est premièrement de transformer l’espace des données en espace des
fonctions en utilisant la transformation non linéaire, et après de calculer les axes principaux
dans cet espace de fonctions.

Dans les méthodes à noyau, la motivation derrière la représentation des données dans
un espace de dimension supérieure, est de convertir les limites de décision non linéaire
dans l’espace de départ (l’espace d’entrée dans la terminologie des méthodes à noyau) vers
des limites de décision linéaire dans l’espace transformé (l’espace de caractéristique dans
la terminologie des méthodes à noyau) via une fonction noyau non linéaire appropriée.

1.3.2.4 Limites de la méthode

La détermination de la dimension de l’état est une étape critique dans l’ACP. La mé-
thode de l’ACP détermine la représentation des données la plus précise dans un espace de
dimension réduite et projette ces données dans les directions de variance maximale. Tou-
tefois, les directions de variance maximale peuvent être inutiles pour la classification. De
plus, lors de la mise en commun des données, il est possible d’éliminer des directions qui
sont essentielles.
Bien que l’ACP permette la détection de défaut, elle n’est pas aussi bien adaptée pour
l’estimation du défaut, car elle ne tient pas compte de l’information entre les classes.

Conclusion

Ce chapitre s’est focalisé sur des méthodes de détection et de localisation de défauts
présentes dans la littérature. Un focus particulier a été fait sur les méthodes de l’espace
de parité et de l’ACP qui génèrent les résidus pour la détection de défaut, par projection
des données dans un sous-espace particulier. Le chapitre suivant propose une méthode
générique dite Méthode de Projection des Données (MPD) pour la détection, la localisation
et l’estimation des défauts.
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Le chapitre précédent s’est focalisé sur les différentes méthodes de diagnostic des sys-
tèmes. Or la plupart des méthodes ne sont pas adaptées au diagnostic d’un parc de sys-
tèmes de même type utilisés dans des applications différentes. Dans ce chapitre, nous pro-
posons une méthode générique dite Méthode de Projection des Données (MPD) pour la
détection, la localisation et l’estimation des défauts. Cette méthode permettra le diagnostic
des défauts capteurs et actionneurs sans que la connaissance des paramètres du modèle
sous-jacent soit nécessaire. Pour le diagnostic de défauts capteurs, elle s’appuie sur la pro-
jection d’une matrice des sorties sur l’espace orthogonal d’une matrice des entrées conve-
nablement construite. Dans le cas de défauts actionneurs, sous l’hypothèse d’inversibilité
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du système, on démontre que le problème de diagnostic est dual du problème de diagnos-
tic de défauts capteurs.
Les avantages de la méthode proposée sont les suivants :

– Seule la structure du modèle (supposée linéaire ici) est connue, l’estimation des para-
mètres ou de l’état du système n’est pas nécessaire.

– Aucune connaissance préalable sur l’évolution dynamique du défaut n’est nécessaire.
– Les défauts de capteurs ou d’actionneurs, défauts simples, multiples ou simultanés

peuvent être considérés.
– La procédure de localisation du défaut est directement accomplie par la construction

de résidus structurés.
Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.1, le système à diagnostiquer,

les objectifs et hypothèses sont décrits. Dans la section 2.2, la MPD est détaillée pour la
détection et la localisation des défauts multiples de capteurs. Dans la section 2.3, la MPD
est adaptée pour l’estimation des défauts multiples de capteurs. Dans la section 2.4 l’inver-
sibilité des systèmes linéaires est rappelée, ensuite la MPD est détaillée pour la détection et
la localisation des défauts multiples d’actionneurs. Dans la section 2.5, la MPD est adaptée
pour l’estimation des défauts multiples d’actionneurs. Dans la dernière section, un mo-
dèle dynamique linéarisé d’un atterrissage et décollage d’un avion dans le plan vertical est
présenté afin d’illustrer l’efficacité de la MPD.

2.1 Problématique

Considérons le système linéaire dynamique à temps discret (S) décrit par :

(S) :
{

xk+1 = Axk + B(uk + fa, k)
yk = Cxk + D(uk + fa, k) + fs, k + wk

(2.1)

où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ R`×n, D ∈ R`×m sont les matrices du système et les
vecteurs uk ∈ Rm, xk ∈ Rn et yk ∈ R` sont respectivement les entrées, l’état et les sorties
du système. Les sorties du système sont affectées par un bruit coloré centré wk ∈ R`. Les
vecteurs fs, k ∈ R` et fa, k ∈ Rm sont respectivement le vecteur de défauts capteurs et
actionneurs.

Objectifs et hypothèses

Etant donné le système (S) décrit par l’équation (2.1) l’objectif est la détection, la locali-
sation et l’estimation de défauts multiples de capteurs ou d’actionneurs sous les hypothèses
suivantes.

1. les matrices A, B, C, D sont inconnues,
2. le système est supposé stable, ce qui implique que les valeurs propres (inconnues) de

la matrice A sont toutes dans le cercle unité,
3. les seules informations dont on dispose sont les mesures des entrées et des sorties du

système : uk et yk à chaque instant k.

2.2 Détection et localisation de défauts multiples de

capteurs

Dans cette section, la Méthode de Projection des Données (MPD) est décrite pour dé-
tecter et localiser les défauts capteurs. Cette méthode projette une matrice des sorties du
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système sur l’espace orthogonal d’une matrice des entrées convenablement construite afin
de générer un résidu sensible aux défauts.
Nous supposons ici qu’il n’y a pas de défauts actionneurs ce qui implique que le vecteur
fa, k est nul.

2.2.1 Génération du résidu

Soit uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1.

Construisons la matrice d’entrée Us
k telle que :

Us
k =

[
uk−L+1, i uk−L+2, i · · · uk, i

]
∈ Rm(i+1)×L (2.2)

Soit la matrice de sortie

Ys
k =

[
yk−L+1 · · · yk−1 yk

]
∈ R`×L (2.3)

La matrice de projection sur le complément orthogonal à l’espace des lignes de la ma-
trice Us

k est donnée selon (4.104) (voir les annexes A.9 et A.3) par :

ΠUs
k
= IL −Us

k
T(Us

kUs
k

T)−1Us
k (2.4)

On suppose que les entiers i et L respectent la condition L > m(i + 1) pour que
dim span(ΠT

Us
k
) > 0 (i.e. voir équation (4.105) dans l’annexe A.9). Les matrices Wk et Fs, k

sont construites comme la matrice Ys
k en utilisant wk et fs, k au lieu de yk.

Soit ZL le vecteur suivant : ZL =
(

0 . . . 0 1
)T ∈ RL×1.

Proposition 2.1 Le résidu εs, k dont la forme de calcul est donnée par :

εs, k = Ys
k ΠUs

k
ZL ∈ R` (2.5)

a la forme d’évaluation suivante

εs, k = Fs, kΠUs
k
ZL + WkΠUs

k
ZL + δi

k (2.6)

où δi
k = CAi [xk−L+1−i · · · xk−i]ΠUs

k
ZL ∈ R`×1.

Le système étant stable, pour i suffisamment grand δi
k est négligeable.

Afin d’illustrer la construction du résidu εs, k, une représentation graphique est propo-
sée (voir la figure 2.1). Celle-ci s’avérera surtout utile pour représenter les résidus d’esti-
mation de défauts, d’estimation de commutation et de reconnaissance du mode actif (voir
chapitre 4), dont les expressions sont plus complexes.

La signification des symboles graphiques est donnée dans le tableau 2.1.

Remarque 2.1 Selon l’équation (2.5), il est clair qu’aucun des paramètres du système (S) n’est
nécessaire pour calculer le résidu εs, k, et seulement la matrice des entrées (Us

k) et la matrice des
sorties (Ys

k ) sont utilisées.
Les paramètres du système (S) sont utilisés dans la démonstration ci-dessous uniquement pour
démontrer l’expression de la forme d’évaluation du résidu.
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Figure 2.1 – Diagramme de génération de résidu par la MPD pour la détection et la localisation de défauts
capteurs

Démonstration. Par des substitutions répétées de l’équation (2.1), on obtient l’expression
suivante (voir la preuve par récurrence en annexe C.1) :

yk = CAixk−i + Hiuk, i + fs, k + wk (2.7)

où Hi, la matrice des paramètres de Markov d’ordre i, est donnée par :

Hi =
[

CAi−1B| · · · |CB|D
]
∈ R`×m(i+1) (2.8)

avec uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1.

En concaténant l’équation (2.7) selon les colonnes sur une fenêtre de taille L, tel que
l’entier L respecte la condition L > m(i + 1), on a :

Ys
k = CAi [xk−L+1−i · · · xk−i] + HiUs

k + Fs, k + Wk (2.9)

Les matrices d’entrée et de sortie Us
k et Ys

k sont définies par :

Us
k =

[
uk−L+1, i uk−L+2, i · · · uk, i

]
∈ Rm(i+1)×L (2.10)

Ys
k =

[
yk−L+1 · · · yk−1 yk

]
∈ R`×L (2.11)

Les matrices Wk et Fs, k sont construites comme la matrice Ys
k en utilisant wk et fs, k au

lieu de yk.

Le résidu est obtenu en multipliant l’équation (2.9) à droite par ΠUs
k
ZL où la matrice

de projection à droite ΠUs
k

de l’espace des lignes de la matrice Us
k est donnée selon (4.104)

(voir annexe A.9) par :

ΠUs
k
= IL −Us

k
T(Us

kUs
k

T)−1Us
k (2.12)

Le vecteur ZL est un vecteur de sélection de la dernière colonne donné par : ZL =(
0 . . . 0 1

)T ∈ RL×1.
La forme de calcul du résidu est donnée par l’expression suivante :

εs, k = Ys
k ΠUs

k
ZL (2.13)
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Les signes schématiques Les significations

A B Bconstruire Aest construite à partir de 

A B AB 
A

 BAC 

A
B C

 
Concaténation de et

selon les colonnes

A B

A
C BACXB
C BAC X

Table 2.1 – Signification des symboles graphiques

Sa forme d’évaluation est donnée par :

εs, k = HiUs
kΠUs

k
ZL︸ ︷︷ ︸

=0

+Fs, kΠUs
k
ZL + WkΠUs

k
ZL + δi

k (2.14)

où δi
k = CAi [xk−L+1−i · · · xk−i]ΠUs

k
ZL ∈ R`×1

εs, k = Fs, kΠUs
k
ZL + WkΠUs

k
ZL + δi

k (2.15)

Sous l’hypothèse de la stabilité du système (2.1), ce qui est équivalent à dire que les
valeurs propres de la matrice A sont à l’intérieur du cercle unité, on a (voir annexe B pour
la preuve de la limite (2.16)) :

lim
i→∞

Ai = 0 (2.16)

Par conséquent, δi
k dans l’équation (2.15) est négligeable pour i suffisamment grand.

La forme d’évaluation (2.15) du résidu peut être approximée par :

εs, k
∼= Fs, kΠUs

k
ZL + WkΠUs

k
ZL (2.17)

2.2.2 Analyse du résidu

2.2.2.1 Analyse de la sensibilité du résidu aux défauts capteurs

Dans ce qui suit, nous allons étudier le comportement du résidu en présence et en
l’absence du défaut.

1. Aucun défaut capteur n’est présent ( fs, k = 0) :
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L’espérance mathématique du résidu εs, k est donnée par la relation suivante :

E[εs, k] ∼= E[WkΠUs
k
ZL] (2.18)

Comme les sorties du système sont affectées par un bruit centré wk, l’espérance ma-
thématique (2.18) du résidu E[εs, k] devient :

E[εs, k] ' 0 (2.19)

A partir de l’expression (2.19), on voit que l’espérance mathématique du résidu E[εs, k]
est nulle en l’absence de défauts capteurs. Ceci est illustré par la figure 2.2.

noyau

Sans défauts capteurs

0 s, =kε

ss  kik UHY =
s

s
 s,

kUkk Y Π=ε

s
kU

⊥s
kU espace ligne de s

kU

Figure 2.2 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de la MPD en l’absence de défaut

2. En présence d’un défaut capteur ( fs, k 6= 0) :

L’espérance mathématique du résidu εs, k est donnée par la relation suivante :

E[εs, k] ∼= E[Fs, kΠUs
k
ZL] + E[WkΠUs

k
ZL] (2.20)

(a) Défauts capteurs détectables

Une condition de détectabilité de défauts capteurs est donnée dans la proposition
suivante

Proposition 2.2 Si les entrées ne sont pas identiquement nulles, une condition néces-
saire et suffisante de détectabilité des défauts capteurs qui apparaissent à l’instant k est :

span(Fs, k) 6⊂ span(Us
k) (2.21)

Démonstration. – Condition suffisante :
Si span(Fs, k) 6⊂ span(Us

k) alors ∀X ∈ R`×m(i+1) : Fs, k 6= XUs
k, par la suite en

considérant le cas particulier X = −Hi on a Fs, k 6= −HiUs
k, ce qui peut être

écrit comme Fs, k + HiUs
k 6= 0. Par conséquent on a εs, k 6= 0.

– Condition nécessaire :
Si E[εs, k] 6= 0, sachant que HiUs

kΠUs
k
= 0, alors Fs, kΠUs

k
6= 0, ce qui implique

que span(Fs, k) 6⊂ span(Us
k).

La figure 2.3 illustre le cas d’un défaut capteur détectable.
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Figure 2.3 – Illustration dans le cas déterministe de la MPD et avec défauts capteurs détectables : le résidu
est non nul

Comme les sorties du système sont affectées par un bruit centré wk
(E[WkΠUs

k
ZL] = 0), l’espérance mathématique du résidu E[εs, k] (2.20) devient :

E[εs, k] ' Fs, kΠUs
k
ZL (2.22)

A partir de l’expression (2.22), on voit que la forme d’évaluation de l’espérance
mathématique du résidu E[εs, k] dépend des défauts capteurs.

(b) Défauts capteurs non détectables

Si span(Fs, k) ⊂ span(Us
k) alors Fs, kΠUs

k
= 0, ce qui implique que le résidu εs, k

est nul (c-à-d le résidu est insensible aux défauts capteurs) malgré la présence
du défaut capteur qui disparait par projection sur ΠUs

k
, d’où la condition (2.21).

Ceci est illustré par la figure 2.4.

Influence du défaut capteur non détectable

noyau

ss

s kiUH kF  s,

kkik FUHY  s,
ss +=

⊥sU

s
s

 s,
kUkk Y Π=ε0 s, =kε

s
kU

s
kU espace ligne de s

kU

Figure 2.4 – Illustration dans le cas déterministe d’un défaut capteur non détectable

2.2.2.2 Localisation des défauts capteurs

Après avoir détecté un défaut capteur, il faut en rechercher sa cause. Dans le cas d’un
défaut de capteurs cela revient à identifier le ou les capteurs défaillants. Comme nous
allons le démontrer dans la suite, le vecteur résidu εs, k est structuré par construction, il
suffit de considérer ses composantes une à une pour localiser le(s) capteur(s) en défaut.
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Remarque 2.2 Soit une matrice A ∈ Ra×b, soient les entiers p ∈ {1, 2, · · · , a} et q ∈
{1, 2, · · · , b}.

1. L’élément de A qui se trouve sur la ligne p et la colonne q est noté par A(p, q).

2. Le qème vecteur colonne de A est noté par A(:, q).

3. Le pème vecteur ligne de A est noté par A(p, :).

La condition (2.21) étant vérifiée, si à l’instant k un défaut affecte le capteur j (j ∈
{1, 2, · · · , `}), c’est à dire toutes les composantes de fs, k sont nulles à l’exception de la
jème composante, son effet ne se voit que sur la jème composante de εs, k comme le montre
l’expression suivante.

E[εs, k] ' E[Fs, kΠUs
k
ZL] '


E[Fs, k(1, :)ΠUs

k
(:, L)]

...
E[Fs, k(j, :)ΠUs

k
(:, L)]

...
E[Fs, k(`, :)ΠUs

k
(:, L)]



'



0
...
0
E[Fs, k(j, :)ΠUs

k
(:, L)]

0
...
0


=



0
...
0
Fs, k(j, L)ΠUs

k
(L, L)

0
...
0



(2.23)

Pour localiser les défauts capteurs, il suffit de considérer les composantes une à une : si
un capteur est en défaut à un instant k alors la composante correspondante de E[εs, k] ne
sera pas nulle.

2.2.3 Réglage de la MPD pour la détection de défauts capteurs

Considérons le système linéaire dynamique à temps discret dans le cas sans défaut
décrit par : {

xk+1 = Axk + Bu∗k
y∗k = Cxk + Du∗k + wk

(2.24)

L’indice i permet de négliger l’influence de l’état passé. Afin de trouver un bon com-
promis entre la faible sensibilité aux termes négligés et une complexité raisonnable pour
le calcul de l’orthogonal en ligne, cet indice sera déterminé en utilisant un critère J(p)
qui minimise l’erreur d’approximation entre le modèle de référence du système et le
modèle implicite utilisé dans la projection. L’entier i doit être déterminé dans une phase
préliminaire exécutée hors ligne dans le cas sans défaut en utilisant un signal d’excitation
persistant tel une SBPA (Séquence Binaire Pseudo Aléatoire).

Soit u∗k, p =
(

u∗, T
k−p u∗, T

k−p+1 . . . u∗, T
k

)T
∈ Rm(p+1)×1,

Construisons la matrice d’entrée Us, ∗
k =

[
u∗k−L+1, p u∗k−L+2, p · · · u∗k, p

]
∈

Rm(p+1)×L et la matrice de sortie Ys, ∗
k =

[
y∗k−L+1 · · · y∗k−1 y∗k

]
∈ R`×L.
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Proposition 2.3 Soit le critère J(p) :

J(p) =
1
r

r

∑
k=1

∥∥∥Ys, ∗
k ΠUs, ∗

k

∥∥∥2

2
(2.25)

où ‖‖2 est la norme-2, les entiers p et L respectent la condition L > m(p + 1), r représente la
taille de la fenêtre permettant de calculer la variance.
Soit X1 une constante positive choisie arbitrairement petite.
Il existe p0 tel que ∀p > p0, le critère J(p) défini par l’équation (2.25) vérifie l’inégalité suivante :

J(p) ≤ var(Wk) +X1 (2.26)

où var(.) désigne la variance : 1
r

r
∑

k=1
‖Wk‖2

2 = var(Wk).

L’entier i est choisi dans l’intervalle [p0, px[, où px est la valeur maximale de p acceptable pour
supporter la charge de calcul (dépend de la capacité de calcul du calculateur).

Remarque 2.3 Si span(CAp [xk−L+1−p · · · xk−p
]
) ⊂ span(Us, ∗

k )⇒

CAp [xk−L+1−p · · · xk−p
]

ΠUs, ∗
k

= 0 alors ∀p ∈ N, J(p) est proche de zéro. Afin de régler la
MPD dans ce cas, on peut déterminer i en maximisant la sensibilité du résidu aux défauts, c’est à

dire en maximisant le critère J(p) = 1
r

r
∑

k=1

∥∥∥Fs
k ΠUs, ∗

k

∥∥∥2

2
pour les différentes possibilités de défauts

Fs
k afin de garantir la sensibilité du résidu à toute direction de défaut capteur.

Démonstration. D’après les expressions du résidu (2.5) et (2.6) données dans la proposition
2.3, le critère J(p) donné par (2.25) s’écrit :

J(p) =
1
r

r

∑
k=1

∥∥∥WkΠUs, ∗
k

+ CAp [xk−L+1−p · · · xk−p
]

ΠUs, ∗
k

∥∥∥2

2
(2.27)

D’après les propriétés de la norme-2 et à partir d’un certain rang p0, on a :

J(p) ≤ 1
r

r
∑

k=1

∥∥∥WkΠUs, ∗
k

∥∥∥2

2
+ 1

r

r
∑

k=1

∥∥∥CAp [xk−L+1−p · · · xk−p
]

ΠUs, ∗
k

∥∥∥2

2
(2.28)

où
∥∥∥WkΠUs, ∗

k

∥∥∥
2
≤ ‖Wk‖2

∥∥∥ΠUs, ∗
k

∥∥∥
2︸ ︷︷ ︸

=1

⇒
∥∥∥WkΠUs, ∗

k

∥∥∥
2
≤ ‖Wk‖2.

Soit

J(p) ≤ 1
r

r

∑
k=1
‖Wk‖2

2 +X (2.29)

Sous l’hypothèse de la stabilité, la quantité X = 1
r

r
∑

k=1

∥∥∥CAp [xk−L+1−p · · · xk−p
]

ΠUs, ∗
k

∥∥∥2

2
décroit et tend vers 0 quand p augmente (pour plus de détails, voir annexe B). Il existe
p0 ∈N tel que X < X1 où X1 est une constante fixée.
L’expression du critère (2.29) peut être écrite comme énoncé dans la proposition 2.3 par
l’expression (2.26).
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Un exemple de système à entrée unique et sortie unique (Single Input Single Output
(SISO)) est donné à titre illustratif pour expliquer la manière dont on choisit l’entier i.
Considérons la figure 2.5 représentant un critère J. Le comportement du critère J(p), dans
ce cas de figure (voir figure 2.5) (sans généralisation de ce comportement à tous les sys-
tèmes non linéaires), est globalement décroissant en fonction de l’entier p. Par conséquent,
la valeur de i permettant de négliger l’influence de l’état initial doit être choisie dans l’in-
tervalle [p0, px[.

( )kWvar

2

21
11 )(

r

1∑
=

−−−+−−

r

k
ikikiLk

p xxxCA L

)( pJ

0p

1χ

xp

i
Figure 2.5 – Illustration du critère J(p)

2.3 Estimation de défauts multiples de capteurs

Afin d’obtenir des informations supplémentaires sur le défaut telle l’amplitude et l’évo-
lution temporelle du défaut (estimation du défaut), des données hors ligne, recueillies en
fonctionnement sain sans défaut peuvent être utilisées. L’estimation du défaut peut être
utile pour la commande tolérante aux défauts (accommodation). Nous supposons toujours
qu’il n’y a pas de défauts actionneurs ce qui implique que le vecteur fa, k est nul.
Nous supposons ici le cas déterministe.

Soit le vecteur uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1 construit par des entrées

collectées en ligne.
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Construisons la matrice d’entrée Us
k−L+1:k constituée par des entrées collectées en ligne

telle que :

Us
k−L+1:k =

[
uk−L+1, i · · · uk−1, i uk, i

]
∈ Rm(i+1)×L (2.30)

Soit la matrice de sortie constituée par des sorties collectées en ligne

Ys
k−L+1:k =

[
yk−L+1 · · · yk−1 yk

]
∈ R`×L (2.31)

Soit le vecteur u∗p =
(

u∗Tp−i u∗Tp−i+1 · · · u∗Tp

)T
∈ Rm(i+1)×1 construit par des entrées

collectées hors ligne, tel que p ∈ {1, 2, · · · , L}.

Construisons la matrice d’entrée Us, ∗
1:L constituée par des entrées collectées hors ligne

en fonctionnement non défaillant tel que :

Us, ∗
1:L =

[
u∗i+1 · · · u∗p · · · u∗i+L

]
∈ Rm(i+1)×L (2.32)

où Us, ∗
1:L doit être de plein rang en ligne (ce qui implique que les entrées utilisées hors

ligne sont des excitations persistantes).

Soit la matrice de sortie constituée par des sorties collectées hors ligne en fonctionne-
ment non défaillant

Ys, ∗
1:L =

[
y∗1 · · · y∗L

]
∈ R`×L (2.33)

Considérons Ys
k et Us

k les matrices construites par un mélange de données entrée-sortie
collectées en ligne et hors ligne :

Us
k =

[
Us, ∗

1:L |Us
k−L+1:k

]
∈ Rm(i+1)×2L (2.34)

Ys
k =

[
Ys, ∗

1:L |Ys
k−L+1:k

]
∈ R`×2L (2.35)

Soit la matrice ΓUs
k
, construite comme suit :

ΓUs
k
=

[
Γs

k
IL

]
∈ R2L×L (2.36)

où IL ∈ RL×L est la matrice identité et la matrice Γs
k est telle que :

Us
kΓUs

k
= 0 (2.37)

Il existe des méthodes d’optimisation permettant de trouver un Γs
k optimal.

Il est à noter que l’entier L respecte la condition L > m(i + 1).

Soit ZL =
(

0 . . . 0 1
)T ∈ RL×1.

Proposition 2.4 L’estimateur f̂s, k est donné par :

f̂s, k = εs, kZL (2.38)

où le terme εs, k est donné par :

εs, k = Ys
kΓUs

k
(2.39)
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L’estimation du défaut est possible si la matrice Us, ∗
1:L des données d’entrée collectées hors ligne

en mode sain est de plein rang en ligne.

L’estimation du défaut capteur est représentée graphiquement par la figure 2.6.

Données entrée‐sortie collectées 
hors‐ligne dans le cas sans défaut

* s,
:1 LU

s
kU

kf s,
ˆ

LZ


s
kU



X X
* s,

:1 LY s
kY

k s,
k s,X X

s
:1 kLkU 

sY s
:1 kLkY construire

construire

S
Entrée en ligne Sortie  en  ligne

ku
ky

f
kwkf  s,

Figure 2.6 – Diagramme de génération de résidu par la MPD pour l’estimation de défauts capteurs

La signification des symboles graphiques est donnée dans le tableau 2.2.

Démonstration. L’idée principale pour effectuer l’estimation des défauts capteurs est d’im-
poser une structure particulière à l’espace nul ΓUs

k
de la matrice Us

k :

ΓUs
k
=

[
Γs

k
IL

]
∈ R2L×L (2.40)

où IL est la matrice L× L d’identité, la matrice Γs
k peut être obtenue comme suit :

Us
kΓUs

k
= 0 (2.41)

avec Us
k =

[
Us, ∗

1:L |Us
k−L+1:k

]
, Us, ∗

1:L =
[

u∗i+1 · · · u∗p · · · u∗i+L
]

et Us
k−L+1:k =[

uk−L+1 · · · uk−1 uk
]
.

La forme d’évaluation du résidu εs, k est étudiée dans deux cas : sans et avec défaut.

Soit δi
k = CAi [x1 · · · xL|xk−L+1−i · · · xk−i] ΓUs

k
.

– Cas sans défaut : Selon l’équation (2.41) et l’annexe B, on a

εs, k = Ys
kΓUs

k
= HiU

s
kΓUs

k
+ δi

k
∼= 0 (2.42)
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Les signes schématiques Les significations

A B Bconstruire Aest construite à partir de 

A B AB 
A

 BAC 

A
B C

 
Concaténation de et

selon les colonnes

A B

A
C BACXB
C BAC X

Table 2.2 – Signification des symboles graphiques

– Cas avec défauts de capteurs :

Dans ce cas, on suppose que les défauts capteurs se produisent dans la fenêtre de
temps [k− L + 1, k]. La matrice de défaut Fs, k−L+1:k est construite comme la matrice
Ys

k−L+1:k, où

Fs, k−L+1:k =
[

fs, k−L+1 · · · fs, k−1 fs, k
]
∈ R`×L (2.43)

La forme d’évaluation du résidu est donnée par :

εs, k = Ys
kΓUs

k
= (HiU

s
k +

[
0`×L|Fs, k−L+1:k

]
)ΓUs

k
+ δi

k

= HiU
s
kΓUs

k
+
[

0`×L|Fs, k−L+1:k
]

ΓUs
k
+ δi

k
(2.44)

L’équation (2.44) devient :

εs, k =
[

0`×L|Fs, k−L+1:k
]

ΓUs
k
+ δi

k (2.45)

Sous l’hypothèse de la stabilité et selon l’annexe B, l’équation (2.45) est approximée
comme suit :

εs, k
∼=
[

0`×L|Fs, k−L+1:k
]

ΓUs
k

(2.46)

En substituant l’expression (2.40) de ΓUs
k

dans l’équation (2.46) alors on obtient la
forme d’évaluation suivante :

εs, k
∼=
[

0`×L|Fs, k−L+1:k
] [ Γs

k
IL

]
∼= Fs, k−L+1:k + (0`×LΓs

k)
∼= Fs, k−L+1:k (2.47)

Selon l’expression explicite (2.43) de Fs, k−L+1:k, on peut obtenir fs, k en sélectionnant
la dernière colonne de Fs, k−L+1:k. Ceci est réalisé en multipliant l’expression (2.47) par
le vecteur de sélection ZL, d’où l’estimateur (2.38) de défauts capteurs donné dans la
proposition f̂s, k = Ys

kΓUs
k
ZL.
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2.4 Détection et localisation de défauts multiples d’ac-
tionneurs

Dans cette section, la méthode basée sur la projection des données d’entrée-sortie pro-
posée dans la section précédente est adaptée pour détecter et localiser les défauts multiples
d’actionneur, l’idée est d’utiliser l’inverse gauche du système. Le problème de détection et
d’isolation de défauts actionneurs devient alors pour les systèmes inversibles le problème
dual de la détection et la localisation de défauts capteurs. Pour des raisons de simplicité,
nous traiterons le cas déterministe, la généralisation au cas bruité étant directe.

Nous supposons qu’il n’y a pas de défauts capteurs ce qui implique que le vecteur fs, k
est nul.

2.4.1 Inversion gauche du système linéaire

Dans cette section l’inversion gauche des systèmes linéaires est rappelée. Cela nous per-
mettra de considérer des défauts actionneurs comme des défauts capteurs dans le système
dual.

Définition 2.1 Le système (2.1) a un inverse à gauche si l’entrée uk peut être déterminée de façon

unique à partir de yk, v =


yk

yk+1
...

yk+v

 ∈ R`(v+1)×1.

Dans le but de présenter les conditions d’inversion, on utilise l’algorithme de Massey-
Sain [78].

une inversion peut être illustrée comme dans la figure 2.7.

ku ky ku
S IS

Figure 2.7 – Représentation de l’inversion d’un système dynamique S : le système inverse est SI , son
"entrée" est yk et sa "sortie" uk

Soit la matrice de Toeplitz

Mv =


D 0 0 · · · 0

CB D 0 · · · 0
CAB CB D · · · 0

...
...

... . . . ...
CAv−1B CAv−2B CAv−3B · · · D

 ∈ R`(v+1)×m(v+1) et la matrice d’observa-

bilité Ov =


C
CA
...
CAv

 ∈ R`(v+1)×n.

Théorème 2.1 [78] Soit le système (2.1) dans lequel le nombre de sorties est supérieur au nombre
d’entrées (` ≥ m) et l’ordre du système est supérieur au nombre d’entrée (n ≥ m). Ce système
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a un inverse avec un retard v si et seulement s’il existe une matrice K ∈ Rm×`(v+1) telle que
KMv =

[
Im|0m×mv

]
et le système inverse est donné par :

SI :
{

xk+1 = Āxk + B̄yk, v
uk = C̄xk + D̄yk, v

(2.48)

Avec Ā = A− BKOv ∈ Rn×n, B̄ = BK ∈ Rn×`(v+1), C̄ = −KOv ∈ Rm×n et D̄ = K ∈
Rm×`(v+1), telle que Ā est supposée avoir des valeurs propres à l’intérieur du cercle unité.

Démonstration. Par substitution de l’état dans l’équation de sortie du système (2.1), l’ex-
pression de la sortie en fonction de l’entrée et l’état est donnée par :

yk = Cxk + Duk
yk+1 = Cxk+1 + Duk+1 = CAxk + CBuk + Duk+1

(2.49)

En répétant cette procédure v fois et en concaténant selon les lignes les sorties sur un
horizon de taille v + 1, on obtient :

yk, v = Ovxk + Mvuk, v (2.50)

où uk, v =


uk

uk+1
...

uk+v

 ∈ Rm(v+1)×1 et yk, v =


yk

yk+1
...

yk+v

 ∈ R`(v+1)×1.

S’il existe une matrice K ∈ Rm×`(v+1) telle que : KMv =
[

Im|0m×mv
]
⇒ Kyk, v =

KOvxk + uk.

On en déduit l’entrée du système :

uk = −KOvxk + Kyk, v (2.51)

En substituant l’entrée uk de (2.51) dans l’expression d’état (2.1), on obtient :

xk+1 = Axk + Buk = Axk − BKOvxk + BKyk, v = (A− BKOv)xk + BKyk, v (2.52)

Les équations (2.51) et (2.52) constituent le modèle d’espace d’état du système inverse.

2.4.2 Illustration de l’algorithme Massey-Sain

Soit le système suivant

xk+1 =

[
0 1
1 0

]
xk +

[
1 0
0 0

]
uk

yk =

[
1 0
0 1

]
xk +

[
1 1
1 1

]
uk

(2.53)

Vérifions la condition d’inversibilité du système (2.53).

M0 =

[
1 1
1 1

]
, rang(M0) = 1 (2.54)
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M1 =


1 1 0 0
1 1 0 0
1 0 1 1
0 0 1 1

 , rang(M1) = 3 (2.55)

Puisqu’il existe K =

[
0 0 1 −1
0 1 −1 1

]
tel que KM1 =

[
I2 |02

]
, donc le système

(2.53) est inversible avec un retard v = 1.

Finalement l’inverse gauche du système est donné par :

xk+1 = (A− BK
[

C
CA

]
)xk + BK

[
yk

yk+1

]
=

[
1 0
1 0

]
xk +

[
0 0 1 −1
0 0 0 0

] [
yk

yk+1

]
(2.56)

uk = −K
[

C
CA

]
xk + K

[
yk

yk+1

]
=

[
1 −1
−1 0

]
xk +

[
0 0 1 −1
0 1 −1 1

] [
yk

yk+1

]
(2.57)

2.4.3 Génération du résidu

Considérons le système (2.48) avec des défauts actionneurs où les entrées sont affectées
par un bruit coloré centré vk, le système inverse résultant devient :

SI :
{

xk+1 = Āxk + B̄yk, v
uk = C̄xk + D̄yk, v − fa, k + vk

(2.58)

Les défauts actionneurs sont ainsi traités comme des défauts capteurs sur le système
initial (2.1). La proposition ci-dessous donne l’expression du résidu correspondant.

Soient les matrices d’entrée et de sortie Ua
k et Ya

k

Ua
k = [uk−L+1 . . . uk] ∈ Rm×L (2.59)

Ya
k =



yk−L+1−i · · · yk−i−1 yk−i
yk−L−i+2 · · · yk−i yk−i+1

... · · · ...
...

yk−L+1−i+v · · · yk−i+v−1 yk−i+v
yk−L−i+2 · · · yk−i yk−i+1
yk−L−i+3 · · · yk−i+1 yk−i+2

... · · · ...
...

yk−L−i+1+v · · · yk−i+v yk−i+1+v
... · · · ...

...
yk−L+1 · · · yk−1 yk
yk−L+2 · · · yk yk+1

... · · · ...
...

yk−L+1+v · · · yk+v−1 yk+v



∈ R`(v+1)(i+1)×L (2.60)

La matrice de projection à droite de l’espace des lignes de la matrice Ya
k est donnée selon

(4.104) (voir annexe A.9) par :
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ΠYa
k
= IL −Ya

k
T(Ya

k Ya
k

T)−1Ya
k (2.61)

où l’entier L respecte la condition L > `(v + 1)(i + 1) pour que dim span(ΠT
Ya

k
) > 0 (i.e.

voir expression (4.105) en annexe A.9). La matrice Fa, k est construite comme la matrice Ua
k

en utilisant fa, k au lieu de uk.

Soit ZL le vecteur suivant ZL =
(

0 . . . 0 1
)T ∈ RL×1.

Proposition 2.5 Le résidu εa, k dont la forme de calcul est donnée par :

εa, k = Ua
k ΠYa

k
ZL ∈ Rm (2.62)

a la forme d’évaluation suivante

εa, k = −Fa, kΠYa
k
ZL + VkΠYa

k
ZL + δi

k (2.63)

où δi
k = C̄Āi [xk−L+1−i · · · xk−i]ΠYa

k
ZL ∈ Rm×1.

Le système étant supposé stable pour i suffisamment grand, δi
k est négligeable.

La détection et la localisation de défauts actionneurs sont représentées graphiquement
dans la figure 2.8.

u
S

Entrée  en ligne Sortie  en  ligne

ku
ky

kvkf  a, construire

a
kY

LZ

k a,

Z


a

kY


X
Xa

a

kYkU 

a
kU

construire

X

Figure 2.8 – Diagramme de génération de résidu par la MPD pour la détection et la localisation de défauts
actionneurs

La signification des symboles graphiques est donnée dans le tableau 2.3.

Remarque 2.4 Selon l’équation (2.62), il est clair qu’aucun des paramètres du système (SI) n’est
nécessaire pour calculer le résidu εa, k, et seulement les données entrées (Ua

k ) et sorties (Ya
k ) sont

utilisées. Les paramètres du système (SI) seront utilisés par la suite pour montrer les propriétés du
résidu εa, k.

Démonstration. Par des substitutions répétées de l’équation (2.58), on obtient l’expression
suivante :
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Les signes schématiques Les significations

A B Bconstruire Aest construite à partir de 

A B AB 
A

 BAC 

A
B C

 
Concaténation de et

selon les colonnes

A B

A
C BACXB
C BAC X

Table 2.3 – Signification des symboles graphiques

uk = C̄Āixk−i + H̄i


yk−i, v

...
yk−1, v

yk, v

− fa, k + vk (2.64)

où la matrice des paramètres de Markov d’ordre i est donnée par :

H̄i =
[

C̄Āi−1B̄| · · · |C̄B̄|D̄
]
∈ Rm×`(v+1)(i+1) (2.65)

avec yk, v =


yk

yk+1
...

yk+v

 ∈ R`(v+1)×1.

En concaténant l’équation (2.64) selon les colonnes sur une fenêtre de temps de taille L
on obtient :

Ua
k = C̄Āi [xk−L+1−i · · · xk−i] + H̄iYa

k − Fa, k + Vk (2.66)

Les matrices d’entrée et de sortie Ua
k et Ya

k sont définies par :

Ua
k = [uk−L+1 . . . uk] ∈ Rm×L (2.67)
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Ya
k =



yk−L+1−i · · · yk−i−1 yk−i
yk−L−i+2 · · · yk−i yk−i+1

... · · · ...
...

yk−L+1−i+v · · · yk−i+v−1 yk−i+v
yk−L−i+2 · · · yk−i yk−i+1
yk−L−i+3 · · · yk−i+1 yk−i+2

... · · · ...
...

yk−L−i+1+v · · · yk−i+v yk−i+1+v
... · · · ...

...
yk−L+1 · · · yk−1 yk
yk−L+2 · · · yk yk+1

... · · · ...
...

yk−L+1+v · · · yk+v−1 yk+v



∈ R`(v+1)(i+1)×L (2.68)

La matrice Fa, k (resp. Vk) est construite comme la matrice Ua
k en utilisant fa, k (resp. vk)

au lieu de uk.

Le résidu est obtenu en multipliant l’équation (2.66) à droite par ΠYa
k
ZL où la matrice

de projection à droite ΠYa
k

de l’espace des lignes de la matrice Ya
k est donnée selon (4.104)

(voir annexe A.9) par :

ΠYa
k
= IL −Ya

k
T(Ya

k Ya
k

T)−1Ya
k (2.69)

tel que l’entier L respecte la condition L > `(v + 1)(i + 1) pour que dim span(ΠT
Ya

k
) > 0

(i.e. (4.105)).

Le vecteur ZL est un vecteur de sélection de la dernière colonne donné par : ZL =(
0 . . . 0 1

)T ∈ RL×1.
La forme de calcul du résidu est donnée par l’expression suivante :

εa, k = Ua
k ΠYa

k
ZL (2.70)

La forme d’évaluation du résidu est donnée par :

εa, k = H̄iYa
k ΠYa

k
ZL︸ ︷︷ ︸

=0

−Fa, kΠYa
k
ZL + VkΠYa

k
ZL + δi

k (2.71)

où δi
k = C̄Āi [xk−L+1−i · · · xk−i]ΠYa

k
ZL ∈ Rm×1.

εa, k = −Fa, kΠYa
k
ZL + VkΠYa

k
ZL + δi

k (2.72)

Sous l’hypothèse de la stabilité du système (2.48), ce qui est équivalent à dire que les
valeurs propres de la matrice Āi sont à l’intérieur du cercle unité. On a (voir annexe B pour
la preuve) :

lim
i→∞

Āi = 0 (2.73)

Par conséquent, δi
k dans l’équation (2.64) est négligeable pour i suffisamment grand.

La forme d’évaluation (2.72) du résidu peut être approximée par :
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εa, k
∼= −Fa, kΠYa

k
ZL + VkΠYa

k
ZL (2.74)

2.4.4 Analyse du résidu

2.4.4.1 Analyse de la sensibilité du résidu aux défauts actionneurs

Dans ce qui suit, nous allons étudier le comportement du résidu en présence et en
l’absence du défaut.

1. Aucun défaut actionneur n’est présent ( fa, k = 0) :

L’espérance mathématique du résidu εa, k est nulle.

E[εa, k] ∼= 0 (2.75)

A partir de l’expression (2.75), on voit que l’espérance mathématique du résidu E[εa, k]
est nulle en l’absence de défauts actionneurs. Ceci est illustré par la figure 2.9.

noyau

Sans défaut actionneurs

0 a, k

a
~

a  kik YHU 
a

a
 a,

kYkk U 

a
kY

a
kY espace ligne de a

kY

Figure 2.9 – Illustration dans le cas déterministe de la MPD et sans défaut capteur : le résidu est nul

2. En présence d’un défaut actionneur ( fa, k 6= 0) :

Le résidu εa, k est donné par la relation suivante :

εa, k
∼= −Fa, kΠYa

k
ZL + VkΠYa

k
ZL (2.76)

(a) Défauts actionneurs détectables

Une condition de détectabilité de défauts actionneurs est donnée dans la propo-
sition suivante

Proposition 2.6 Une condition nécessaire et suffisante de détectabilité des défauts ac-
tionneurs qui apparaissent à l’instant k est :

span(Fa, k) 6⊂ span(Ya
k ) (2.77)
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Démonstration. – Condition suffisante :
Si span(Fa, k) 6⊂ span(Ya

k ) alors ∀X ∈ Rm×`(v+1)(i+1) : Fa, k 6= XYa
k , par la suite

en considérant le cas particulier X = H̄i on a Fa, k 6= H̄iYa
k , ce qui peut être écrit

comme −Fa, k + H̄iYa
k 6= 0. Par conséquent, εa, k 6= 0 pour un espace orthogonal

à Ya
k .

– Condition nécessaire :
Si E[εa, k] 6= 0, sachant que H̄iYa

k ΠYa
k
= 0, alors Fa, kΠYa

k
6= 0, ce qui implique

que span(Fa, k) 6⊂ span(Ya
k ).

La figure 2.10 illustre le cas d’un défaut actionneur détectable.

A partir de l’expression (2.76), on voit que la forme d’évaluation du résidu εa, k
dépend des défauts actionneurs, le résidu εa, k est alors sensible aux défauts
actionneurs. Ceci est illustré par la figure 2.10.

noyau

Influence du défaut  actionneur détectable

kkik FYHU  a,
a

~
a  

kF  a,
a

a
 a,

kYkk U 0 a, k

a
~ ki YH

a
kY

a
kY espace ligne de a

kY
k

Figure 2.10 – Illustration dans le cas déterministe de la MPD et avec défauts actionneurs détectables : le
résidu est non nul

(b) Défauts actionneurs non détectables

Si span(Fa, k) ⊂ span(Ya
k ) alors Fa, kΠYa

k
= 0, ce qui implique que le résidu εa, k

est nul (c-à-d le résidu est insensible aux défauts actionneurs) malgré la présence
du défaut actionneur qui disparait par projection sur ΠYa

k
, d’où la condition

(2.77). Ceci est illustré par la figure 2.11.

2.4.4.2 Localisation des défauts actionneurs

Après avoir détecté un défaut actionneur, il faut en rechercher sa cause. Dans le cas d’un
défaut d’actionneur cela revient à identifier le ou les actionneurs défaillants. Comme nous
allons le démontrer dans la suite, le vecteur résidu εa, k est structuré par construction, il
suffit de considérer ses composantes une à une pour localiser l’ (les) actionneur(s) en défaut.

La condition (2.77) étant vérifiée, si à l’instant k un défaut affecte l’actionneur j ∈
{1, 2, · · · , m} son effet ne se voit que sur la jème composante de εa, k comme le montre
l’expression suivante.
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Influence du défaut actionneurs non détectable

noyau

aa

a
~ ki YH kF  a,−

kkik FYHU  a,
a

~
a −=

⊥aY

a
a

 a,
kYkk U Π=ε0 a, =kε

a
kY

a
kY espace ligne de a

kY

Figure 2.11 – Illustration dans le cas déterministe de la MPD et des défauts actionneurs non détectables : le
résidu est nul

εa, k ' −Fa, kΠYa
k
ZL + VkΠYa

k
ZL

'


−Fa, k(1, :)ΠYa

k
(:, L) + Vk(1, :)ΠYa

k
(:, L)

...
−Fa, k(j, :)ΠYa

k
(:, L) + Vk(j, :)ΠYa

k
(:, L)+

...
−Fa, k(m, :)ΠYa

k
(:, L) + Vk(m, :)ΠYa

k
(:, L)



'



0
...
0
−Fa, k(j, :)ΠYa

k
(:, L) + Vk(j, :)ΠYa

k
(:, L)

0
...
0



'



0
...
0
−Fa, k(j, L)ΠYa

k
(L, L) + Vk(j, L)ΠYa

k
(L, L)

0
...
0



(2.78)

Pour localiser les défauts actionneurs, il suffit de considérer les composantes une à une :
si un actionneur est en défaut à un instant k alors la composante correspondante de εa, k ne
sera pas nulle.

Remarque 2.5 Calcul de la matrice de projection à droite :

Pour le calcul du résidu, on a besoin de calculer ΠYa
k

qui est la matrice de projection à droite de
l’espace des lignes de la matrice Ya

k .

On peut remarquer que la matrice Ya
k a plusieurs lignes redondantes. Il est clair qu’en sup-

primant ces lignes redondantes on ne perd aucune information, mais la complexité de calcul de
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la méthode diminue de façon considérable, alors la matrice Ya
k devient simplifiée comme suit :

yk−L+1−i · · · yk−i−1 yk−i
yk−L−i+2 · · · yk−i yk−i+1

... · · · ...
...

yk−L+1+v · · · yk+v−1 yk+v

 ∈ R`(v+i+1)×L.

Dans le tableau ci-après, on fait un parallèle entre les méthodes de génération de résidus
pour la détection de défauts capteurs et actionneurs.

défauts capteurs défauts actionneurs
A Ā = A− BKOv
B B̄ = BK
C C̄ = −KOv
D D̄ = K
fs, k − fa, k
yk uk
uk yk
Condition de stabilité sur A Condition de stabilité sur Ā
Ys

k Ya
k

Us
k Ua

k
L > m(i + 1) L > `(v + i + 1)
Hi H̄i
εs, k = Ys

k ΠUs
k
ZL εa, k = Ua

k ΠYa
k
ZL

2.4.5 Réglage de la MPD pour la détection de défauts actionneurs

L’indice v permet de trouver un inverse du système et l’indice i permet de négliger
l’influence de l’état passé. Afin de trouver un bon compromis entre une faible sensibilité
aux termes négligés, une sensibilité élevée au défauts actionneurs et une complexité rai-
sonnable pour le calcul de l’orthogonal en ligne, ces indices seront déterminés en utilisant
un critère J(p, q) qui minimise l’erreur d’approximation entre le modèle de référence du
système et le modèle implicite utilisé dans la projection. Les entiers i et v doivent être
déterminés dans une phase préliminaire exécutée hors ligne en utilisant un signal d’exci-
tation persistant tel une SBPA (Séquence Binaire Pseudo Aléatoire).
Construisons la matrice d’entrée Ua

k = [uk−L+1 . . . uk] ∈ Rm×L et la matrice de sortie

Ya
k =


yk−L+1−p · · · yk−p−1 yk−p
yk−L−p+2 · · · yk−p yk−p+1

... · · · ...
...

yk−L+1+q · · · yk+q−1 yk+q

 ∈ R`(q+p+1)×L.

L’indice q représente le retard qui permet d’inverser le système.

Proposition 2.7 Soit le critère J(p, q) :

J(p, q) =
1
r

r

∑
k=1

∥∥∥Ua, ∗
k ΠYa, ∗

k

∥∥∥2

2
(2.79)

où les entiers p, q et L respectent la condition L > `(q + p + 1), r représente la taille de la
fenêtre permettant de calculer la variance.
Soit X1 une constante positive choisie arbitrairement petite.
Les matrices Ua, ∗

k et Ya, ∗
k qui apparaissent dans le numérateur de (2.79) sont construites dans le

cas sans défaut.
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Il existe p0 tel que ∀p > p0 où le critère J(p, q) défini par l’équation (2.79) vérifie l’inégalité
suivante :

J(p, q) ≤ var(Vk) +X1 (2.80)

L’entier i est choisi dans l’intervalle [p0, px[, où px est la valeur maximale de p acceptable pour
supporter la charge de calcul (dépend de la capacité de calcul du calculateur). L’entier v est la valeur
de q associée à i.

Remarque 2.6 Si span(C̄Āp [xk−L+1−p · · · xk−p
]
) ⊂ span(Ya, ∗

k )⇒

C̄Āp [xk−L+1−p · · · xk−p
]

ΠYa, ∗
k

= 0 alors ∀(p, q) ∈N×N, J(p, q) est proche de zéro. Dans
ce cas on peut, comme pour le cas des défauts capteurs, déterminer i et v en maximisant la sensibilité
du résidu aux défauts, c’est à dire en maximisant le critère suivant :

J(p, q) =
1
r

r

∑
k=1

∥∥∥Fa
k ΠYa

k

∥∥∥2

2
(2.81)

Le calcul du critère nécessite de disposer de données de sortie du système comportant des défauts
actionneurs.

Exemple 2.1 L’exemple d’un système (2.1) d’ordre 2 est traité afin d’expliquer la manière dont on
choisit les entiers i et v.

A =

[
0.4 0
0 −0.2

]
, B =

[
1 0.5

0.3 1

]
, C =

[
1 0
0 1

]
, D =

[
1 1
0 1

]
.

Afin de faciliter l’identification des paramètres de réglage i et v, le critère est tracé dans la figure
2.12.

Afin de mieux identifier les paramètres de réglage, la zone minimale du critère représenté dans la
figure 2.12 est agrandie dans la figure 2.13.

Les valeurs i = 19 et v = 1 permettent de négliger l’influence de l’état initial et d’inverser le
système.

Les figures 2.14 et 2.15 montrent la ressemblance des entrées réelles et reconstruites en utilisant
le système inversé avec v = 1 et alimenté par les sorties.
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2.5  
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p

 

Figure 2.12 – Le critère J(p, q) pour chaque valeur de q

Les entrées et les sorties du système et les résidus pour la détection et la localisation de défauts
actionneurs sont représentés dans les figures 2.16, 2.17 et 2.18.
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Figure 2.13 – La zone minimale du critère J(p, q)

2.5 Estimation des défauts multiples d’actionneurs

Afin d’obtenir des informations supplémentaires sur le défaut telle l’amplitude et l’évo-
lution temporelle du défaut (estimation du défaut), on propose d’utiliser en plus des données
d’entrée-sortie recueillies en ligne, des données hors ligne recueillies en fonctionnement
sain sans défaut. Nous supposons ici qu’il n’y a pas de défauts capteur ce qui implique que
le vecteur fs, k est nul.

Soit le vecteur uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1 construit par des entrées

collectées en ligne.

Soient les matrices d’entrée et de sortie Ua
k−L+1:k et Ya

k−L+1:k :

Ua
k−L+1:k =

[
uk−L+1 · · · uk−1 uk

]
∈ Rm×L (2.82)

Ya
k−L+1:k =


yk−L+1−i · · · yk−i−1 yk−i
yk−L−i+2 · · · yk−i yk−i+1

... · · · ...
...

yk−L+1+v · · · yk+v−1 yk+v

 ∈ R`(v+i+1)×L (2.83)
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Figure 2.14 – Comparaison des entrées réelles et reconstruites en utilisant le système inversé et v = 1
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Figure 2.15 – Une zone de la comparaison des entrées réelles et reconstruites en utilisant le système inversé
et v = 1

Construisons la matrice d’entrée Ua, ∗
1:L constituée par des entrées collectées hors ligne

telle que :

Ua, ∗
1:L = [u∗1 . . . u∗L] ∈ Rm×L (2.84)
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Figure 2.16 – Les entrées du système uk
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Figure 2.17 – Les sorties du système yk
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Figure 2.18 – Les résidus de détection et de localisation des défauts actionneurs

Soit la matrice de sortie constituée par des sorties collectées hors ligne
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Ya, ∗
1:L =


y∗1 · · · y∗L−1 y∗L
y∗2 · · · y∗L y∗L+1
... · · · ...

...
y∗k−L+1+v · · · y∗L+i+v−1 y∗L+i+v

 ∈ R`(v+i+1)×L (2.85)

où Ya, ∗
1:L doit être de plein rang en ligne.

Soient Ya
k et Ua

k les matrices construites par un mélange des données entrée-sortie col-
lectées en ligne et hors ligne :

Ua
k =

[
Ua, ∗

1:L |Ua
k−L+1:k

]
∈ Rm×2L (2.86)

Ya
k =

[
Ya, ∗

1:L |Ya
k−L+1:k

]
∈ R`(v+i+1)×2L (2.87)

Soit la matrice ΓYa
k
, construite comme suit :

ΓYa
k
=

[
Γa

k
IL

]
∈ R2L×L (2.88)

où IL ∈ RL×L est la matrice identité, la matrice Γa
k est définie telle qu’on a :

Ya
kΓYa

k
= 0 (2.89)

tel que l’entier L respecte la condition L > `(v + i + 1).

Soit ZL =
(

0 . . . 0 1
)T ∈ RL×1.

Proposition 2.8 L’estimateur f̂a, k est donné par :

f̂a, k = −εa, kZL (2.90)

où le terme εa, k est donné par :

εa, k = Ua
kΓYa

k
∈ Rm×L (2.91)

L’estimation du défaut est possible si la matrice Ya, ∗
1:L est de plein rang en ligne.

L’estimation de défauts actionneurs est représentée graphiquement dans la figure 2.19.
La signification des symboles graphiques est donnée dans le tableau 2.4.

Démonstration. L’idée principale pour effectuer l’estimation des défauts actionneurs est
d’imposer une structure particulière à la matrice ΓYa

k
:

ΓYa
k
=

[
Γa

k
IL

]
∈ R2L×L (2.92)

où la matrice Γa
k est telle que :

Ya
kΓYa

k
= 0 (2.93)

Afin de montrer que le résidu peut être utilisé comme un estimateur des défauts multiples
d’actionneurs, la forme d’évaluation du résidu εa, k est étudiée dans deux cas : sans et avec
défaut.

Soit δi
k = C̄Āi [x1 · · · xL|xk−L+1−i · · · xk−i] ΓYa

k
.
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Figure 2.19 – Diagramme de génération de résidu par la MPD pour l’estimation de défauts actionneurs

– Cas sans défaut : Selon l’expression (2.93) et l’annexe B, on a

εa, k = Ua
kΓYa

k
= H̄iY

a
kΓYa

k
+ δi

k
∼= 0 (2.94)

– Cas avec défauts multiples d’actionneurs :

Dans ce cas on suppose que le défaut actionneur se produit dans la fenêtre de
temps [k− L + 1, k]. La matrice de défaut Fa, k−L+1:k est construite comme la matrice
Ua

k−L+1:k, où

Fa, k−L+1:k =
[

fa, k−L+1 · · · fa, k−1 fa, k
]
∈ Rm×L (2.95)

La forme d’évaluation du résidu est donnée par :

εa, k = Ua
kΓYa

k
= (H̄iY

a
k −

[
0`×L|Fa, k−L+1:k

]
)ΓYa

k
+ δi

k

= H̄iY
a
kΓYa

k
−
[

0`×L|Fa, k−L+1:k
]

ΓYa
k
+ δi

k
(2.96)

L’équation (2.96) devient :

εa, k = −
[

0`×L|Fa, k−L+1:k
]

ΓYa
k
+ δi

k (2.97)

Sous l’hypothèse de la stabilité et selon l’annexe B, l’équation (2.97) est approximée
comme suit :

εa, k
∼= −

[
0`×L|Fa, k−L+1:k

]
ΓYa

k
(2.98)

En substituant l’expression (2.92) de ΓYa
k

dans l’équation (2.98), on obtient la forme
d’évaluation suivante :

εa, k
∼= −

[
0`×L|Fa, k−L+1:k

] [ Γa
k

IL

]
∼= −Fa, k−L+1:k + (0`×LΓa

k)
∼= −Fa, k−L+1:k

(2.99)
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Les signes schématiques Les significations

A B Bconstruire Aest construite à partir de 

A B AB 
A

 BAC 

A
B C

 
Concaténation de et

selon les colonnes

A B

A
C BACXB
C BAC X

Table 2.4 – Signification des symboles graphiques

Selon l’expression (2.95) de Fa, k−L+1:k, on peut obtenir fa, k en sélectionnant la der-
nière colonne de Fa, k−L+1:k. Ceci est réalisé en multipliant l’expression (2.99) par le
vecteur de sélection ZL, d’où l’estimateur (2.90) de défauts capteurs donné dans la
proposition.

Dans le tableau ci-après, on fait un parallèle entre les méthodes de génération de résidus
pour l’estimation de défauts capteurs et actionneurs.

défauts capteurs défauts actionneurs
f̂s, k − f̂a, k
εs, k = Ys

kΠUs
k

εa, k = Ua
kΠYa

k
Us

k−L+1:k Ua
k−L+1:k

Ys
k−L+1:k Ya

k−L+1:k
Us, ∗

1:L Ua, ∗
1:L

Ys, ∗
1:L Ya, ∗

1:L
Us

k Ua
k

Ys
k Ya

k

2.6 Exemple d’application : Diagnostic de défauts cap-
teurs et actionneurs d’un avion

On considère un modèle dynamique linéarisé et discrétisé (avec une période d’échan-
tillonnage Te = 0.27 sec) [136] de l’atterrissage et du décollage vertical d’un avion. Soit
xk =

[
Vh Vv q θ

]T (Vh : vitesse horizontale (nœuds), Vv : vitesse verticale (nœuds),
q : vitesse angulaire du tangage (◦/sec), θ : angle du tangage (◦)), uk =

[
δc δ`

]T (δc :
commande du tangage collective, δ` : commande du tangage cyclique longitudinale). Les
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paramètres du modèle sont utilisés pour simuler le système et générer les sorties pour des
entrées données, ces paramètres sont donnés par :

A =


−1.6859 −0.2019 0.0711 1.3591
14.0848 1.7412 1.4994 −6.594
7.0449 0.7117 −0.1333 −5.2049

0 0 0.27 1

,

B =


0.1194 0.0475
0.957 −2.0499

1.4904 1.2123
0 0

, C =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

, D = 0.

Le modèle d’avion utilisé est stable puisque les valeurs propres sont à l’intérieur du
cercle unité, ce qui vérifie l’hypothèse principale de la méthode proposée.
Ces paramètres sont utilisés uniquement pour générer les données entrées et sorties et
ne seront pas utilisées pour la détection, la localisation et l’estimation des défauts.

2.6.1 Détection, localisation et estimation des défauts capteurs

2.6.1.1 Réglage de la MPD pour le diagnostic des défauts capteurs

Le critère J(p) est calculé et tracé dans la figure 2.20.

60
Critere J
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J(
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i: 30
J(i): 0.020691)(var χ+kW

indices p

Figure 2.20 – Critère à minimiser J(p)

J(p) est une fonction décroissante de p comme on peut le voir sur la figure 2.20. Deux
parties peuvent être distinguées :

– Lorsque p ≤ p0, la fonction J(p) décroît rapidement lorsque p augmente.
– Pour p > p0, la fonction J(p) varie légèrement.
L’entier p0 = 21 représente la valeur minimale de p permettant de négliger la contribu-

tion de la condition initiale du système. i doit être choisi supérieur ou égal à cette valeur.
Par ailleurs, le choix de i conditionne le choix de L qui fixe la dimension du noyau à
droite de la matrice de Hankel des entrées étendues. Or, le calcul de ce noyau étant effectué
en ligne, il est important de conserver des dimensions raisonnables (px = 40). Ainsi, les
paramètres de réglage sont choisis : i = 30 et L = 152.
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2.6.1.2 Génération des entrées et des sorties du système avec des défauts capteurs

Les figures 2.21, 2.22 et 2.23 représentent les entrées constantes, de type créneau et brui-
tées d’un système d’avion. Le premier type d’entrées et le mieux adapté à un tel système,
les deux autres entrées sont traitées pour illustrer le comportement du résidu dans ces cas
de figures.
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Figure 2.21 – Les entrées constantes du système uk
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Figure 2.22 – Les entrées de type créneau du système uk

Les figures 2.24, 2.25 et 2.26 représentent les sorties correspondantes aux entrées
constantes, de type créneau et bruitées. Ces sorties sont générées après avoir intégré des
défauts capteurs additifs, multiples, constants et variants dans le temps (voir la table 2.5).
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Figure 2.23 – Les entrées bruitées du système uk
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Figure 2.24 – Les sorties correspondantes aux entrées constantes yk

k [1500, 2000[ [2000, 3000[ [4000, 4100[ [4100, 5400[
défauts capteurs capteur 1 capteur 2 capteurs 1, 2 et 3 capteurs 2 et 3

Table 2.5 – Défauts capteurs simulés

Ces données entrée-sortie collectées en ligne sont les seules données utilisées pour appli-
quer la méthode proposée. Les paramètres du modèle ne sont pas utilisés pour la détection
des défauts.
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Figure 2.25 – Les sorties correspondantes aux entrées de type créneau yk
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Figure 2.26 – Les sorties correspondantes aux entrées bruitées yk

2.6.1.3 Génération de résidus pour la détection et la localisation de défauts capteurs

Les évolutions des résidus et des défauts pour les 3 types d’entrée sont représentées
par les figures 2.27, 2.28 et 2.29.

Ces figures montrent que les résidus obtenus sont sensibles aux défauts multiples,
constants et variant dans le temps, ces derniers peuvent être facilement détectés par une
technique de décision appropriée. La localisation du défaut est immédiate grâce à la struc-
turation intrinsèque du résidu.
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Figure 2.27 – Résidus dans le cas des entrées constantes εs, k
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Figure 2.28 – Résidus dans le cas des entrées de type créneau εs, k
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Figure 2.29 – Résidus dans le cas des entrées bruitées εs, k

On peut remarquer dans la figure 2.27 que le résidu est sensible aux défauts
même si les entrées ne sont pas persistantes. Dans le cas des défauts constants, seuls les
instants d’apparition et de disparition du défaut sont détectés. Mais si les défauts sont
variants dans le temps alors le résidu est sensible au défaut durant toute la présence du
défaut.
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2.6.1.4 Génération de résidus pour l’estimation de défauts capteurs

Les estimations des défauts pour les 3 types d’entrée sont représentées par les figures
2.30, 2.31 et 2.32.

Ces estimateurs utilisent en plus des données entrée-sortie collectées en ligne (voir
la sous-section 2.6.1.2), des données entrée-sortie collectées hors ligne qui respectent les
conditions d’estimabilité (voir la proposition 2.4).

Ces figures montrent que les estimateurs obtenus peuvent reconstruire des défauts mul-
tiples, constants et variant dans le temps, ces derniers peuvent être facilement améliorés par
une technique de filtrage appropriée. La localisation du défaut est immédiate grâce à la
structuration intrinsèque de l’estimateur.
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Figure 2.30 – Estimateurs dans le cas des entrées constantes f̂s, k
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Figure 2.31 – Estimateurs dans le cas des entrées de type créneau f̂s, k
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Figure 2.32 – Estimateurs dans le cas des entrées bruitées f̂s, k

2.6.2 Détection, localisation et estimation des défauts actionneurs

2.6.2.1 Génération des entrées et des sorties du système avec des défauts actionneurs

On prend i = 7, v = 8 et L = 128.
Les figures 2.33, 2.35 et 2.37 représentent les entrées constantes, de type créneau et bruitées
d’un système d’avion. Le premier type d’entrées et le mieux adapté à un tel système, mais
les deux autres types d’entrées sont traités pour illustrer le comportement du résidu dans
ces cas de figures.

Les figures 2.34, 2.36 et 2.38 représentent les sorties correspondantes aux entrées
constantes, de type créneau et bruitées. Ces sorties sont générées après avoir intégré des
défauts actionneurs additifs, multiples, constants et variants dans le temps (voir la table
2.6).

k [1500, 2000[ [2200, 3000[ [4000, 4200[
défauts actionneurs actionneur 1 actionneur 2 actionneurs 1 et 2

Table 2.6 – Défauts actionneurs simulés

Ces données entrée-sortie collectées en ligne sont les seules données utilisées pour appli-
quer la méthode proposée. Les paramètres du modèle ne sont pas utilisés pour la détection
des défauts capteurs.

2.6.2.2 Génération de résidus pour la détection et la localisation de défauts actionneurs

Les évolutions des résidus et des défauts pour les 3 types d’entrée sont représentées
par les figures 2.39, 2.41 et 2.43.

Ces résidus sont générés en utilisant seulement les données entrée-sortie collectées en
ligne qui sont représentées dans la sous-section 2.6.2.1.
Ces figures montrent que les résidus obtenus sont sensibles aux défauts multiples, constants
et variant dans le temps, ces derniers peuvent être facilement détectés par une technique
de décision appropriée. La localisation du défaut est immédiate grâce à la structuration
intrinsèque du résidu.

Dans ce cas de figure 2.39, un défaut actionneur constant qui apparait à l’instant k =
1500 et un défaut actionneur variant dans le temps qui apparait à l’instant k = 2200 n’ont
pas été détectés. Afin de chercher l’origine de cette non détection de défaut, une projection
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Figure 2.33 – Les entrées constantes du système uk
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Figure 2.34 – Les sorties correspondantes aux entrées constantes yk

de la matrice des défauts sur l’orthogonal des sorties est calculée et représentée dans la
figure 2.40.

Selon la figure 2.40, on peut voir que la non détection est expliquée par le fait que la
condition de la détectabilité des défauts n’est pas vérifiée : span(Fa, k) 6⊂ span(Ya

k ) (voir
l’expression (2.77) de la proposition 2.6).

Dans ce cas de figure, un défaut actionneur constant qui apparait à l’instant k = 1500
et un défaut actionneur variant dans le temps qui apparait à l’instant k = 2200 n’ont pas
été détectés. Afin de chercher l’origine de cette non détection de défaut, une projection de
la matrice des défauts sur l’orthogonal des sorties est calculée et représentée dans la figure
2.42.
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Figure 2.35 – Les entrées de type créneau du système uk
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Figure 2.36 – Les sorties correspondantes aux entrées de type créneau yk

Selon la figure 2.42, on peut voir que la non détection est expliquée par le fait que la
condition de la détectabilité des défauts n’est pas vérifiée : span(Fa, k) ⊂ span(Ya

k ) (voir
l’expression (2.77) de la proposition 2.6).

Dans le cas des entrées bruitées, le problème de la non détection des défauts n’est pas
présent.
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Figure 2.37 – Les entrées bruitées du système uk
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Figure 2.38 – Les sorties correspondantes aux entrées bruitées yk

2.6.2.3 Génération de résidus pour l’estimation de défauts actionneurs

Les estimations des défauts pour les 3 types d’entrée sont représentées par les figures
2.44, 2.45 et 2.46.

Ces estimateurs sont générés en utilisant en plus des données entrée-sortie collectées
en ligne (voir la sous-section 2.6.2.1), des données entrée-sortie collectées hors ligne qui
respectent les conditions d’estimabilité (voir la proposition 2.8).

Ces figures montrent que les estimateurs obtenus peuvent reconstruire des défauts
multiples, constants et variant dans le temps, ces derniers peuvent être facilement améliorés
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Figure 2.39 – Résidus dans le cas des entrées constantes εa, k
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k

par une technique de filtrage appropriée. La localisation du défaut est immédiate grâce à la
structuration intrinsèque de l’estimateur.

Le problème de la non détection des défauts rencontré lors du calcul des résidu générés
dans la sous section 2.6.2.2 n’est pas présent en intégrant des données hors ligne.

Conclusion

Dans ce chapitre on a proposé une Méthode de Projection des Données (MPD) pour
la détection, la localisation et l’estimation des défauts des défauts capteurs et actionneurs
pour des systèmes de structure linéaire. Pour le diagnostic de défauts capteurs, elle s’ap-
puie sur la projection d’une matrice des sorties sur l’espace orthogonal d’une matrice des
entrées convenablement construite. Dans le cas de défauts actionneurs, sous l’hypothèse
d’inversibilité du système, on démontre que le problème de diagnostic est dual du pro-
blème de diagnostic de défauts capteurs.

Les avantages de la méthode proposée sont les suivants :
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Figure 2.41 – Résidus dans le cas des entrées de type créneau εa, k
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Figure 2.42 – Projection de la matrice des défauts sur l’orthogonal des sorties dans le cas des entrées de type
créneau Fa, kΠYa

k

– Seule la structure du modèle (supposée linéaire ici) est connue, l’estimation des para-
mètres ou de l’état du système n’est pas nécessaire.

– Aucune connaissance préalable sur l’évolution dynamique du défaut n’est nécessaire.
– Les défauts de capteurs ou d’actionneurs, défauts simples, multiples ou simultanés

peuvent être considérés.
– La procédure de localisation du défaut est directement accomplie par la construction

de résidus structurés.
– Seules les données d’entrée-sortie collectées en ligne sont utilisées pour la détection

et la localisation des défauts.
– Seules des données d’entrée-sortie collectées hors ligne sur le cas sans défaut et les

données d’entrée-sortie collectées en ligne sont utilisées pour l’estimation des défauts.
Dans ce chapitre, les systèmes de structure linéaire ont été considérés, or la plupart des

systèmes sont non linéaires. Le chapitre suivant vise à étendre cette méthode à une classe
des systèmes non linéaires à savoir les systèmes bilinéaires.
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Figure 2.43 – Résidus dans le cas des entrées bruitées εa, k
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Figure 2.44 – Estimateurs dans le cas des entrées constantes f̂a, k
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Figure 2.45 – Estimateurs dans le cas des entrées de type créneau f̂a, k
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Figure 2.46 – Estimateurs dans le cas des entrées bruitées f̂a, k
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Les systèmes bilinéaires représentent une classe particulière de systèmes non linéaires
qui a été étudiée à partir des années 1960. Cette classe représente une généralisation des
systèmes linéaires [88].
Les motivations incitant à l’étude de tels systèmes sont nombreuses. Ces systèmes non li-
néaires, proches des systèmes linéaires, sont parmi les plus simples à étudier. De nombreux
processus industriels, biologiques ou économiques admettent des modèles mathématiques
bilinéaires ([84], [92], [87], [88], [86]), tels les systèmes écologiques, nucléaires, hydrau-
liques et échangeurs thermiques ([131], [130], [15], [85]). Par ailleurs, l’approximation d’un
système non linéaire autour d’un point de fonctionnement est plus précise en considérant
une approximation bilinéaire (bilinéarisation) qu’une linéarisation. Enfin, certaines tech-
niques de commande (gain variable par exemple) d’un système linéaire peuvent le rendre
bilinéaire en boucle fermée et améliorer certaines de ses performances. Un système non
linéaire peut être approché par un système bilinéaire, en utilisant une somme finie de la
série de Volterra ([15], [57], [28], [50]). Des conditions nécessaires et suffisantes de l’exis-
tence d’un système dynamique bilinéaire équivalent d’un système non linéaire contrôlé,
où son contrôle apparaît linéairement, sont établies dans [75]. L’étude des propriétés de ces
systèmes a fait l’objet de nombreux travaux ([15], [59], [14], [27], [31], [65]). Les problèmes
de détection de défauts pour les systèmes bilinéaires ont été largement étudiés ([132],
[128], [127], [9], [129], [124], [79]). Un certain nombre d’approches à base d’observateurs
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représentent une extension des approches à base d’observateurs linéaires. Il existe deux ap-
proches principales pour la conception des observateurs bilinéaires. La première approche
[38] utilise la méthode de Lyapunov. La deuxième approche est basée sur l’utilisation de
techniques développées pour les observateurs linéaires à entrées inconnues ([124], [130],
[126]). L’idée de base est de traiter les termes non linéaires comme des perturbations
et découpler leurs effets des résidus ou d’erreur de l’estimation d’état en utilisant un
observateur à entrée inconnue. Cela permet d’éviter la complexité de la conception des
observateurs bilinéaires ([15], [59], [14], [27], [31], [65]). Bien que le système soit bilinéaire,
l’observateur pour estimer l’état est effectivement linéaire. Cette approche a été étudiée par
[46] pour les systèmes bilinéaires sans considérer des entrées inconnues et elle a été ensuite
étendue par [42] pour les systèmes bilinéaires avec des entrées inconnues. En dehors de
l’étude menée par [9] qui utilise la méthode de Lyapunov, la plupart des autres études
[49] sur des systèmes bilinéaires sont basées sur les extensions des observateurs à entrée
inconnue développés dans [42].

L’objectif de ce chapitre est d’étendre la méthode de génération de résidus par pro-
jection des données développée dans le chapitre précédent pour les systèmes linéaires,
aux systèmes bilinéaires, pour la détection et la localisation des défauts capteurs. Dans
un deuxième temps, cette méthode de génération de résidu est adaptée pour remédier
au problème de complexité de calculs. Enfin, des résultats de simulation d’un exemple
académique sont présentés.

Les avantages de la méthode proposée sont les suivants :
– Seule la structure du modèle (bilinéaire) est connue, l’estimation des paramètres ou

de l’état du système n’est pas nécessaire.
– Aucune connaissance préalable sur l’évolution dynamique du défaut n’est nécessaire.
– Des défauts simples, multiples ou simultanés peuvent être envisagés.
– La procédure de localisation du défaut est directement accomplie par la construction

de résidus structurés.
– Seules les données entrée-sortie collectées en ligne sont utilisées pour la détection et

la localisation des défauts.
Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.1, le système à diagnostiquer

est décrit. Dans la section 3.2, la MPD est détaillée pour la détection et la localisation des
défauts multiples de capteurs. Dans la section 3.3, un critère de réduction de calcul est
proposé pour pouvoir implémenter plus facilement la MPD en ligne. Dans la section 3.4,
un exemple académique est présenté pour montrer l’efficacité de la méthode proposée.

3.1 Problématique

Considérons le système dynamique bilinéaire à temps discret décrit par :{
xk+1 = Axk + G(xk ⊗ uk) + Buk
yk = Cxk + fs, k + wk

(3.1)

où ⊗ représente le produit de Kronecker (voir annexe A.1), A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m,
C ∈ R`×n, D ∈ R`×m, G ∈ Rn×nm. Les vecteurs uk ∈ Rm, xk ∈ Rn et yk ∈ R` sont
respectivement les entrées, l’état et les sorties du système. Les sorties du système sont
affectées par un bruit coloré centré wk ∈ R` et le vecteur fs, k ∈ R` est le vecteur de défauts
capteurs.
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Remarque 3.1 La différence entre les systèmes dynamiques linéaires et bilinéaires vient de l’exis-
tence de la matrice G dans le cas bilinéaire alors que cette matrice est nulle dans les systèmes
dynamiques linéaires.

Objectifs et hypothèses

Etant donné le système décrit par les équations (3.1) l’objectif est la détection et la
localisation de défauts multiples de capteurs sous les hypothèses suivantes.

1. les matrices A, B, C, D, G sont inconnues,

2. la matrice d’état A et les sous-matrices Gj ∈ Rn×n de G =
[

G1|G2| · · · |Gm
]

pour
j ∈ {1, 2, · · · , m} sont stables,

3. les seules informations dont on dispose sont les mesures uk et yk des entrées et des
sorties du système.

3.2 Détection et localisation de défauts multiples de

capteurs

Dans cette section, la Méthode de Projection des Données (MPD) est étendue aux sys-
tèmes de type (3.1) pour détecter et localiser les défauts capteurs. Cette méthode projette
une matrice de sorties du système sur une matrice des entrées convenablement construite.

3.2.1 Génération du résidu

Par des substitutions répétées de l’équation (3.1), on obtient l’expression suivante dont
la preuve par récurrence est donnée en annexe C.3 :

yk = CAixk−i + Hiuk, i + H̃iũk, i + H
k
i (xk−i)uk, i +

˜̃Hk
i (xk−i)ũk, i + fs, k + wk (3.2)

Les termes qui construisent l’expression de la sortie dans (3.2) sont définis ci-après :

1. La matrice des paramètres de Markov Hi de degré i est donnée par :

Hi =
[

CAi−1B| · · · |CB|D
]
∈ R`×m(i+1) (3.3)

2. Le vecteur des entrées uk, i construit par les entrées collectées en ligne sur une fenêtre
de temps de taille i est donné par :

uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1 (3.4)

3. Le vecteur des entrées ũk, i ∈ RMi×1 où Mi =
i−2
∑

α=0
mi−αC i−α

i , ce vecteur est construit

avec toutes les combinaisons possibles d’entrées sur une fenêtre temporelle de taille

i (il y a Ki
i combinaisons possibles, où Kβ

i =
β

∑
α=2
Cα

i avec C p
n = n!

(n−p)!p! , et on note
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Kβ
i = Ki quand β = i)„ est donné par :

ũk, i =



les combinaisons de 2 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)

les combinaisons de 3 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

b=3
uk−b⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c))

...
les combinaisons de q termes︷ ︸︸ ︷

(
i
Ξ

p=q
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

...
la combinaison de i termes︷ ︸︸ ︷

uk−i ⊗ · · · ⊗ uk−2 ⊗ uk−1



(3.5)

où l’opérateur de concaténation Ξ des entrées en vecteur colonne est défini par

r
Ξ

p=q
uk−p =


uk−q
uk−q−1
...
uk−r+1
uk−r

 ∈ Rr−q+1×1 et le produit de Kronecker par bloc pour les

entrées est défini par (
s
Ξ

p=q
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r)) = (


uk−q
uk−q−1
...
uk−s+1
uk−s

⊗(



q−1
Ξ

r=q−1
uk−r

q
Ξ

r=q−1
uk−r

...
s−2
Ξ

r=q−1
uk−r

s−1
Ξ

r=q−1
uk−r


))

=



uk−q⊗
q−1
Ξ

r=q−1
uk−r

uk−q−1⊗
q
Ξ

r=q−1
uk−r

...

uk−s+1⊗
s−2
Ξ

r=q−1
uk−r

uk−s⊗
s−1
Ξ

r=q−1
uk−r


=



uk−q⊗uk−q+1

uk−q−1⊗
[

uk−q+1
uk−q

]
...

uk−s+1⊗


uk−q+1
uk−q
...
uk−s+2



uk−s⊗


uk−q+1
uk−q
...
uk−s+1





,
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où uc⊗


ua
ua+1
...
ub−1
ub

 =


uc ⊗ ua
uc ⊗ ua+1
...
uc ⊗ ub−1
uc ⊗ ub

.

Exemple 3.1 Le vecteur ũk, 3 est donné par : ũk, 3 =


uk−2 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−2

uk−3 ⊗ uk−2 ⊗ uk−1

.

Une autre explication sur la construction de ũk, i peut être trouvée en annexe D.1.

4. La matrice H̃i est donnée par :

H̃i =
[

CV1, i(B⊗ I)|CV2, i(B⊗ I)| · · · |CVKi, i(B⊗ I)
]
∈ R`×Mi (3.6)

où Vp, i = Aρ1(p)Gρ2(p)
i−2
∏
j=1

(A⊗ Imj)ρ2j+1(p)(G⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) ≤ i− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(3.7)

Exemple 3.2 La matrice H̃3 est donnée par :

H̃3 =
[

CG(B⊗ Im)|CG(A⊗ Im)(B⊗ Im)|CAG(B⊗ Im)|CG(G⊗ Im)(B⊗ Im2)
]
.

5. La matrice H
k
i (xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

H
k
i (xk−i) =

[
CAi−1G(xk−i ⊗ Im)| · · · |CAG(A⊗ Im)i−2(xk−i ⊗ Im)|

CG(A⊗ Im)i−1(xk−i ⊗ Im)|0`×m
]
∈ R`×m(i+1)

(3.8)

6. La matrice ˜̃Hk
i (xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

˜̃Hk
i (xk−i) =

[
CṼ1, i(xk−i ⊗ I)|CṼ2, i(xk−i ⊗ I)| · · · |CṼKi, i(xk−i ⊗ I)

]
∈ R`×Mi (3.9)

où Ṽp, i = Aρ1(p)Gρ2(p)
i−1
∏
j=1

(A⊗ Imj)ρ2j+1(p)(G⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) = i

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(3.10)
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Exemple 3.3 La matrice ˜̃Hk
3 est donnée par :

˜̃Hk
3(xk−3) =

[
CG(G⊗ Im)(A⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im2)|CG(A⊗ Im)(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|

CAG(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|CG(G⊗ Im)(G⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im3)
]
.

Après avoir explicité l’expression de la sortie (3.2), on va faire disparaître l’influence de
l’état et réduire la taille des matrices utilisées pour le calcul du résidu, et cela en introdui-
sant la matrice δi, i1

k qui contient les termes qui seront négligés dans la suite :

δi, i1
k = CAixk−i + H

k
i (xk−i)uk, i +

˜̃Hk
i (xk−i)ũk, i + H̃i1

i ũi1
k, i (3.11)

L’entier i1 est introduit (i1 < i) pour réduire la complexité de calcul. On montre par la
suite que certains termes de (3.2), dépendant uniquement des entrées (indépendants de
l’état), peuvent être négligés. Ces termes sont regroupés dans H̃i1

i ũi1
k, i.

Pour i1 < i, l’expression de yk donnée par l’équation (3.2) peut être ré-écrite comme
suit :

yk = Hiuk, i + H̃i1 ũk, i1 + fs, k + wk + δi, i1
k

=
[

Hi|H̃i1
] [ uk, i

ũk, i1

]
+ fs, k + wk + δi, i1

k
(3.12)

Les nouveaux termes qui apparaissent dans l’expression de la sortie dans (3.12) sont
définis ci-après :

1. ũk, i1 =



les combinaisons de 2 termes︷ ︸︸ ︷
i1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)

les combinaisons de 3 termes︷ ︸︸ ︷
i1
Ξ

b=3
uk−b⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c))

...
les combinaisons de q termes︷ ︸︸ ︷

(
i1
Ξ

p=q
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

...
la combinaison de i1 termes︷ ︸︸ ︷

uk−i1 ⊗ · · · ⊗ uk−2 ⊗ uk−1



∈ R
Mi1
×1.

Exemple 3.4 Pour i = 3 et i1 = 2, le vecteur ũk, 2 est donné par : ũk, 2 = uk−2 ⊗ uk−1.

2. ˜̃Hk
i1
(xk−i) =

[
CṼ1, i(xk−i ⊗ I)| · · · |CṼC2

i1
, i(xk−i ⊗ I)|CṼK2

i +1, i(xk−i ⊗ I)| · · · |

CṼK2
i +C

3
i1

, i(xk−i ⊗ I)|CṼK3
i +1, i(xk−i ⊗ I)| · · · |CṼK3

i +C
4
i1

, i(xk−i ⊗ I)| · · · |

CṼKi−1
i +1, i(xk−i ⊗ I)| · · · |CṼKi−1

i +C i
i1

, i(xk−i ⊗ I)
]
∈ R

`×Mi1 .
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Exemple 3.5 Pour i = 3 et i1 = 2, la matrice ˜̃Hk
2(xk−3) est donnée par :

˜̃Hk
2(xk−3) = CG(G⊗ Im)(A⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im2).

3. ũi1
k, i =



les combinaisons de 2 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

a=i1+1
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)

les combinaisons de 3 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

b=i1+1
uk−b⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c))

...
les combinaisons de q termes︷ ︸︸ ︷

(
i
Ξ

p=i1+1
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

...
les combinaisons de i1 termes︷ ︸︸ ︷

(
i
Ξ

p=i1+1
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

les combinaisons de i1+1 termes︷ ︸︸ ︷
(

i
Ξ

p=i1+1
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

les combinaisons de i1+2 termes︷ ︸︸ ︷
(

i
Ξ

p=i1+2
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

les combinaisons de i1+3 termes︷ ︸︸ ︷
(

i
Ξ

p=i1+3
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

...
les combinaisons de i termes︷ ︸︸ ︷

uk−i ⊗ · · · ⊗ uk−2 ⊗ uk−1



∈

R
Mi−Mi1

×1.

Le nombre des combinaisons qui construisent ũi1
k, i est Ki −Ki1 .

Exemple 3.6 Pour i = 3 et i1 = 2, le vecteur ũ2
k, 3 est donné par : ũ2

k, 3 = uk−3 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−2

uk−3 ⊗ uk−2 ⊗ uk−1

.
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4. ˜̃Hk
i1+1:i(xk−i) =

[
CṼC2

i1
+1, i(xk−i ⊗ I)| · · · |CṼK2

i , i(xk−i ⊗ I)|CṼK2
i +C

3
i1
+1, i(xk−i ⊗ I)

| · · · |CṼK3
i , i(xk−i ⊗ I)| · · · |CṼ

Ki1−1
i +C i1

i1
+1, i

(xk−i ⊗ I)| · · · |

CṼ
Ki1

i , i
(xk−i ⊗ I)|CṼ

Ki1
i +1, i

(xk−i ⊗ I)| · · · |CṼKi, i(xk−i ⊗ I)
]
∈ R

`×Mi−Mi1 .

Exemple 3.7 Pour i = 3 et i1 = 2, la matrice ˜̃Hk
3:3(xk−3) est donnée par :

˜̃Hk
3:3(xk−3) =

[
CG(A⊗ Im)(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|

CAG(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|CG(G⊗ Im)(G⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im3)
]
.

5. H̃i1 =
[

CV1, i(B⊗ I)| · · · |CVC2
i1

, i(B⊗ I)|CVK2
i +1, i(B⊗ I)| · · · |

CVK2
i +C

3
i1

, i(B⊗ I)|CVK3
i +1, i(B⊗ I)| · · · |CVK3

i +C
4
i1

, i(B⊗ I)| · · · |

CVKi−1
i +1, i(B⊗ I)| · · · |CVKi−1

i +C i
i1

, i(B⊗ I)
]
∈ R

`×Mi1 .

Exemple 3.8 Pour i = 3 et i1 = 2, la matrice H̃2 est donnée par : H̃2 = CG(B⊗ Im).

6. H̃i1+1:i =
[

CVC2
i1
+1, i(B⊗ I)| · · · |CVK2

i , i(B⊗ I)|CVK2
i +C

3
i1
+1, i(B⊗ I)|

· · · |CVK3
i , i(B⊗ I)| · · · |CV

Ki1−1
i +C i1

i1
+1, i

(B⊗ I)| · · · |

CV
Ki1

i , i
(B⊗ I)|CV

Ki1
i +1, i

(B⊗ I)| · · · |CVKi, i(B⊗ I)
]
∈ R

`×Mi−Mi1 .

Exemple 3.9 Pour i = 3 et i1 = 2, la matrice H̃2
3 est donnée par :

H̃k
3:3 =

[
CG(A⊗ Im)(B⊗ Im)|CAG(B⊗ Im)|CG(G⊗ Im)(B⊗ Im2)

]
.

Remarque 3.2 Les contraintes sur les deux entiers i1 et i sont

1. i1 < i,

2. i apparaît dans les termes avec uk, i ∈ Rm(i+1)×1, i est choisi suffisamment grand pour être
en mesure de négliger la contribution de l’état initial.

3. i1 apparaît dans les termes avec ũk, i1 ∈ R
Mi1
×1, i1 est choisi pas trop grand pour être en

mesure de calculer le résidu (contrainte de complexité).

Par concaténation de l’expression (3.12) selon les colonnes sur une fenêtre temporelle
de taille L qui respecte la condition L > m(i + 1) +Mi1 pour que dim span(ΠT

Us
k
) > 0 (i.e.

voir expression (4.105) de l’annexe A.9), on obtient la relation matricielle d’entrée-sortie
suivante :

Ys
k =

[
Hi|H̃i1

]
Us

k + Fs, k + Wk + ∆i, i1
k (3.13)

Les matrices d’entrée-sortie Us
k et Ys

k sont définies par :
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Us
k =

[
uk−L+1, i · · · uk−1, i uk, i
ũk−L+1, i1 · · · ũk−1, i1 ũk, i1

]
∈ R

m(i+1)+Mi1
×L (3.14)

Ys
k =

[
yk−L+1 · · · yk−1 yk

]
∈ R`×L (3.15)

Avec une matrice qui contient les termes qui seront négligés dans la suite
∆i, i1

k =
[

δi, i1
k−L+1| · · · |δ

i, i1
k−1|δ

i, i1
k

]
.

Les matrices de défauts capteurs Fs, k et de bruits de mesures Wk sont construites
comme la matrice Ys

k dans l’expression (3.15) en utilisant fs et w respectivement au lieu de
y.

Le résidu basé sur la projection des données pour la détection et la localisation des dé-
fauts multiples de capteurs est obtenu en multipliant l’équation (3.13) à droite par ΠUs

k
ZL.

Le résidu est alors donné par l’expression suivante :

ε⊗s, k = Ys
k ΠUs

k
ZL=

[
Hi|H̃i1

]
Us

kΠUs
k
ZL︸ ︷︷ ︸

=0

+Fs, kΠUs
k
ZL + WkΠUs

k
ZL + ∆i, i1

k ΠUs
k
ZL

.

Deux formes importantes pour ce résidu, la forme de calcul et la forme d’évaluation
sont données dans la proposition suivante :

Proposition 3.1 Le résidu ε⊗s, k dont la forme de calcul est donnée par :

ε⊗s, k = Ys
k ΠUs

k
ZL ∈ R` (3.16)

a la forme d’évaluation suivante

ε⊗s, k = Fs, kΠUs
k
ZL + WkΠUs

k
ZL + ∆i, i1

k ΠUs
k
ZL (3.17)

3.2.2 Analyse du résidu

3.2.2.1 Analyse de la sensibilité du résidu aux défauts capteurs

1. Aucun défaut capteur n’est présent ( fs, k = 0) :

L’espérance mathématique du résidu ε⊗s, k est donnée par la relation suivante :

E[ε⊗s, k] = E[WkΠUs
k
ZL] + E[∆i, i1

k ΠUs
k
ZL] (3.18)

Comme le système est affecté par un bruit centré wk, l’espérance mathématique (3.18)
du résidu E[ε⊗s, k] devient :

E[ε⊗s, k] = E[∆i, i1
k ΠUs

k
ZL] ∼= 0 (3.19)

Comme ∆i, i1
k est une matrice déterministe, on a :

E[ε⊗s, k] = ∆i, i1
k ΠUs

k
ZL, où ∆i, i1

k ΠUs
k
ZL est négligeable pour i et i1 judicieusement choi-

sis. Ceci est illustré par la figure 3.1.
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noyau

Sans défauts capteurs

0 s, 
k

s
kY

s
1

ss

  ,s
 s,

kkk U
ii

kUkUkk WY 
) ,( 1iiJ

via le critère 

  , 1ii
kkW  ~

s
kU

s
kU espace ligne 

de

kkW  s

1

~
kii UHH

s
kU

Terme à négliger via le critère  ) ,( 1iiJ kU

Figure 3.1 – Illustration de la MPD en l’absence de défauts capteurs

2. En présence d’un défaut capteur ( fs, k 6= 0) :

L’espérance mathématique du résidu ε⊗s, k est donnée par la relation suivante :

E[ε⊗s, k] = Fs, kΠUs
k
ZL + ∆i, i1

k ΠUs
k
ZL (3.20)

(a) Défauts capteurs détectables :

La proposition suivante donne la condition de détectabilité du défaut.

Proposition 3.2 Si les entrées ne sont pas identiquement nulles, une condition néces-
saire et suffisante de détectabilité des défauts capteurs qui apparaissent à l’instant k est :

span(Fs, k) 6⊂ span(Us
k) (3.21)

Démonstration. – Condition suffisante :
Si span(Fs, k) 6⊂ span(Us

k) alors ∀X ∈ R
`×m(i+1)+Mi1 : Fs, k 6= XUs

k, par la suite
en considérant le cas particulier X = −

[
Hi|H̃i1

]
on a Fs, k 6= −

[
Hi|H̃i1

]
Us

k,
ce qui peut être écrit comme Fs, k +

[
Hi|H̃i1

]
Us

k 6= 0. Par conséquent, ε⊗s, k 6= 0
pour un espace orthogonal à Us

k non identiquement nul.
– Condition nécessaire :

Si E[ε⊗s, k] 6= 0, sachant que
[

Hi|H̃i1
]

Us
kΠUs

k
= 0, alors Fs, kΠUs

k
6= 0, ce qui

implique que span(Fs, k) 6⊂ span(Us
k).

A partir de l’expression (3.20), on voit que la forme d’évaluation de l’espérance
mathématique du résidu E[ε⊗s, k] dépend des défauts capteurs.

(b) Défauts capteurs non détectables :

Si span(Fs, k) 6⊂ span(Us
k) alors Fs, kΠUs

k
= 0, ce qui implique que le résidu

ε⊗s, k a la même expression d’évaluation que l’expression (3.19) (c-à-d la forme
d’évaluation du résidu lors de l’absence du défaut capteur) malgré la présence
du défaut capteur qui disparait par projection sur ΠUs

k
, d’où la condition (3.21).

Ceci est illustré par la figure 3.3.
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noyau
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Figure 3.2 – Illustration dans le cas déterministe du résidu de la MPD en présence de défauts détectables

noyau

Influence du défaut capteurs non détectables
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Figure 3.3 – Illustration dans le cas déterministe d’un défaut capteur non détectable

3.2.2.2 Localisation des défauts capteurs

Après avoir détecté un défaut capteur, il faut en rechercher sa cause. Dans le cas d’un
défaut de capteurs cela revient à identifier le ou les capteurs défaillants. Comme nous
allons le démontrer dans la suite, le vecteur résidu ε⊗s, k est structuré par construction, il
suffit de considérer ses composantes une à une pour localiser le(s) capteur(s) en défaut.

La condition (3.21) étant vérifiée, si à l’instant k un défaut affecte le capteur r ∈
{1, 2, · · · , `} son effet ne se voit que sur la rème composante de ε⊗s, k comme le montre
l’expression suivante.
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E[ε⊗s, k] = Fs, kΠUs
k
ZL + ∆i, i1

k ΠUs
k
ZL=



Fs, k(1, :)ΠUs
k
(:, L) + ∆i, i1

k (1, :)ΠUs
k
(:, L)

...
Fs, k(r, :)ΠUs

k
(:, L) + ∆i, i1

k (r, :)ΠUs
k
(:, L)

...
Fs, k(`, :)ΠUs

k
(:, L) + ∆i, i1

k (`, :)ΠUs
k
(:, L)



=



∆i, i1
k (1, :)ΠUs

k
(:, L)

...
∆i, i1

k (r− 1, :)ΠUs
k
(:, L)

Fs, k(r, :)ΠUs
k
(:, L) + ∆i, i1

k (r, :)ΠUs
k
(:, L)

∆i, i1
k (r + 1, :)ΠUs

k
(:, L)

...
∆i, i1

k (`, :)ΠUs
k
(:, L)


(3.22)

Pour localiser les défauts capteurs, il suffit de considérer les composantes une à une : si
un capteur est en défaut à un instant k alors la composante correspondante de E[ε⊗s, k] est
non nulle.

3.3 Critère pour le calcul du résidu MPD

Dans la sous-section précédente, un résidu à base de données a été proposé pour la
détection et la localisation des défauts multiples de capteurs pour les systèmes bilinéaires.
Il est à noter que la forme de calcul du résidu ε⊗s, k dépend uniquement des sorties Ys

k et
des entrées via la matrice de projection ΠUs

k
. Les paramètres du modèle (3.2) ne sont pas

utilisés pour calculer le résidu.

Les termes qui dépendent de l’état sont éliminés sous l’hypothèse de la stabilité des
parties linéaire et bilinéaire sur une fenêtre de calcul suffisamment grande. La dimension
des matrices de projection est réduite en choisissant convenablement les indices i et i1.

L’approximation du terme donné par l’équation (3.11) : lim i→ ∞
i1 → i

δi, i1
k = 0 est démontrée

dans ce qui suit dans 4 étapes séparées, résumées dans (3.23).

1. limi→∞ CAixk−i = 0

2. limi→∞ H
k
i (xk−i)u∗k, i = 0

3. limi→∞
˜̃Hk

i (xk−i)ũ∗k, i = 0

4. lim i→ ∞
i1 → i

H̃i1+1:iũ∗k, i1+1:i = 0


⇒ lim

i→ ∞
i1 → i

δi, i1
k = 0 (3.23)

1. limi→∞ CAixk−i = 0 :
Si la partie linéaire du système est stable, alors Ai tend vers zéro quand i est suffi-
samment grand (voir annexe B). Par conséquent,
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lim
i→∞

CAixk−i = 0 (3.24)

2. limi→∞ H
k
i (xk−i)u∗k, i = 0 :

∀j ∈ {1, 2, . . . , i}, en utilisant une norme multiplicative alors on a

0 <
∥∥Ai−jG(A⊗ Im)j−1

∥∥ <
∥∥Ai−j

∥∥ ‖G‖ ∥∥(A⊗ Im)j−1
∥∥

⇒ 0 <
∥∥Ai−jG(A⊗ Im)j−1

∥∥ < ‖A‖i−j ‖G‖ ‖(A⊗ Im)‖j−1

⇒ 0 <
∥∥Ai−jG(A⊗ Im)j−1

∥∥ < max(‖A‖ , ‖G‖ , ‖(A⊗ Im)‖)i.

Comme A est stable on a A ⊗ Im stable aussi, et comme on a supposé Gr ∈ Rn×n

stable, où Gr représente la rème sous-matrice de G =
[

G1|G2| · · · |Gm
]
, on a :

limi→∞ (max(‖A‖ , ‖G‖ , ‖A⊗ Im‖))i = 0.
Par conséquent limi→∞

∥∥Ai−jG(A⊗ Im)j−1
∥∥ = 0.

Par conséquent, à partir de (3.8) on a :

lim
i→∞

H
k
i (xk−i)u∗k, i = 0 (3.25)

3. limi→∞
˜̃Hk

i (xk−i)ũ∗k, i = 0 :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, en utilisant une norme multiplicative on a

0 <
∥∥Ṽp, i

∥∥ <
∥∥∥Aρ1(p)

∥∥∥ ∥∥∥Gρ2(p)
∥∥∥ i−1

∏
j=1

∥∥∥(A⊗ Imj)
ρ2j+1(p)

∥∥∥ ∥∥∥(G⊗ Imj)
ρ2j+2(p)

∥∥∥
⇒ 0 <

∥∥Ṽp, i
∥∥ < ‖A‖ρ1(p) ‖G‖ρ2(p) i−1

∏
j=1

∥∥(A⊗ Imj)
∥∥ρ2j+1(p) ∥∥(G⊗ Imj)

∥∥ρ2j+2(p)

⇒ 0 <
∥∥Ṽp, i

∥∥ < max(‖A‖ , ‖G‖ , ‖(A⊗ Im)‖ , ‖(G⊗ Im)‖ , · · · , ‖(A⊗ Imi−1)‖ , ‖(G⊗ Imi−1)‖)i

A partir de l’équation (3.10), la puissance du maximum est i.

Comme A, A ⊗ Im, · · · et A ⊗ Imi−1 sont stables et les sous matrices carrées de G,
G⊗ Im, · · · et G⊗ Imi−1 sont stables, on a
limi→∞ max(‖A‖ , ‖G‖ , ‖(A⊗ Im)‖ , ‖(G⊗ Im)‖ , · · · , ‖(A⊗ Imi−1)‖ , ‖(G⊗ Imi−1)‖)i = 0.

Par la suite limi→∞
∥∥Ṽp, i

∥∥ = 0.
Par conséquent, à partir de (3.9) on aura l’approximation suivante :

lim
i→∞

˜̃Hk
i (xk−i)ũ∗k, i = 0 (3.26)

4. lim i→ ∞
i1 → i

H̃i1+1:iũ∗k, i1+1:i = 0 :

Un choix optimum des deux indices i1 et i pour réaliser l’approximation
lim i→ ∞

i1 → i
H̃k

i1+1:iũ
∗
k, i1+1:i = 0 est proposé sur la base de la minimisation d’un cri-

tère J(p, q).
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Soient les matrices d’entrée-sortie Us
k et Ys

k construites dans le cas non défaillant, définies
par :

Us, ∗
k =

[
u∗k−L+1, p · · · u∗k−1, p u∗k, p
ũ∗k−L+1, q · · · ũ∗k−1, q ũ∗k, q

]
∈ Rm(p+1)+Mq×L (3.27)

Ys, ∗
k =

[
y∗k−L+1 · · · y∗k−1 y∗k

]
∈ R`×L (3.28)

Proposition 3.3 Soit le critère J(p, q) :

J(p, q) =
1
r

r

∑
k=1

∥∥∥Ys, ∗
k ΠUs, ∗

k

∥∥∥2

2
(3.29)

les entiers p, q et L respectent la condition L > m(p + 1) +Mq, r représente la taille de la
fenêtre permettant de calculer la variance.
Soit X1 une constante positive choisie arbitrairement petite.
Il existe p0 et q0 tel que ∀p > p0 et ∀q > q0, le critère J(p, q) défini par l’équation (3.29) vérifie
l’inégalité suivante :

J(p, q) ≤ var(Wk) +X1 (3.30)

où var(.) désigne la variance : 1
r

r
∑

k=1
‖Wk‖2

2 = var(Wk).

Les entiers i et i1 sont choisis dans les intervalles [p0, px[ et [q0, qx[ respectivement, où px et
qx sont les valeurs maximales de p et q acceptables pour supporter la charge de calcul (dépend de la
capacité de calcul du calculateur).

La preuve de la proposition 3.3 suis la même démarche que celle de la proposition 2.7.
Par soucis de concision, cette preuve est omise.

Remarque 3.3 Tout les résultats du chapitre 2 peut être retrouvés à partir des résultats du chapitre
3 en mettant G = 0.

3.4 Exemple d’illustration

Soit un système bilinéaire, avec les matrices A, B, C, D, G suivantes :

A =


0.2 −0.3 0.3 0
0 0.2 −0.3 0
−1 0 0 0.4
0 0 0.3 0.4

, B =


0.1 0.5
0.3 0
0.2 0.3
0.4 0.3

,

C =

 0.5 0.35 0.3 0.4
0.8 0.2 .26 0.45

0.37 0.5 0.4 0.6

, D =

 0.2 0.4
−0.3 0.26
0.35 0.3

,

G =


0.63 0.40 0.63 0.40 0.63 0.40 0.63 0.40
−0.4 0.5 −0.4 0.5 −0.4 0.5 −0.4 0.5
0.6 0.45 0.6 0.45 0.6 0.45 0.6 0.45
0.5 −0.35 0.5 −0.35 0.5 −0.35 0.5 −0.35

.
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3.4.1 Génération des entrées et des sorties du système avec des défauts
capteurs

Les figures 3.4, 3.6, 3.8 et 3.10 représentent les entrées constantes, de type créneau,
bruitées et fortement bruitées.

Les figures 3.5, 3.7, 3.9 et 3.11 représentent les sorties correspondantes aux entrées
constantes, de type créneau, bruitées et fortement bruitées. Ces sorties sont générées après
avoir intégré des défauts capteurs additifs, multiples, constants et variants dans le temps
(voir la table 3.1).

k [1500, 2000[ [2200, 2500[ [4000, 4100[ [4100, 4300[
défauts capteurs capteur 1 capteurs 2 et 3 capteurs 1 et 2 capteur 2

Table 3.1 – Défauts capteurs simulés

Ces données entrée-sortie collectées en ligne sont les seules données utilisées pour appli-
quer la méthode proposée. Les paramètres du modèle ne sont pas utilisés pour la détection
des défauts capteurs.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
−1

−0.5

0
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1

1.5

en
tr

ée
 1

k

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

en
tr

ée
 2

k

Figure 3.4 – Les entrées constantes du système uk

3.4.2 Génération de résidus pour la détection et la localisation de défauts
capteurs

On prend i = 30, i1 = 6 et L = 911.
Les évolutions des résidus et des défauts pour les 4 types d’entrée sont représentées sur
les figures 3.12, 3.13, 3.14 et 3.15.

Ces figures montrent que les résidus obtenus sont sensibles aux défauts multiples,
constants et variant dans le temps, ces derniers peuvent être facilement détectés par une
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Figure 3.5 – Les sorties correspondantes aux entrées constantes yk
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Figure 3.6 – Les entrées de type créneau uk

technique de décision appropriée. La localisation du défaut est immédiate grâce à la struc-
turation intrinsèque du résidu.

On peut remarquer dans la figure 3.12 que le résidu ainsi généré est sensible aux défauts
même si les entrées ne sont pas persistantes.

3.4.3 Comparaison entre les résidus dans le cas sans défaut

Les évolutions des résidus générés dans le cas sans défaut sous l’hypothèse de structure
linéaire et bilinéaire pour 3 types d’entrée sont représentées sur les figures 3.16, 3.17 et 3.18.
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Figure 3.7 – Les sorties correspondantes aux entrées de type créneau yk
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Figure 3.8 – Les entrées bruitées uk

D’après ces figures, on remarque que les résidus calculés avec une structure de modèle
correspondant à la structure du système est plus proche de zéro.

Conclusion

La méthode par projection des données a été étendue dans ce chapitre pour la détection
et la localisation des défauts multiples de capteurs pour des systèmes bilinéaires. Afin de
réduire la complexité des calculs, un critère adapté aux systèmes bilinéaires est proposé
pour maximiser la sensibilité aux défauts capteurs et minimiser la sensibilité aux termes
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Figure 3.9 – Les sorties correspondantes aux entrées bruitées yk
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Figure 3.10 – Les entrées fortement bruitées uk

négligés.

Les avantages de la méthode proposée sont les suivants :
– Seule la structure du modèle (bilinéaire) est connue, l’estimation des paramètres ou

de l’état du système n’est pas nécessaire.
– Aucune connaissance préalable sur l’évolution dynamique du défaut n’est nécessaire.
– Des défauts simples, multiples ou simultanés peuvent être envisagés.
– La procédure de localisation du défaut est directement accomplie par la construction

de résidus structurés.
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Figure 3.11 – Les sorties correspondantes aux entrées fortement bruitées yk
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Figure 3.12 – Résidus dans le cas des entrées constantes ε⊗s, k

– Seules les données d’entrée-sortie collectées en ligne sont utilisées pour la détection
et la localisation des défauts.

La méthode proposée dans ce chapitre est bien adaptée au diagnostic d’un parc de
systèmes bilinéaires possédant des valeurs de paramètres différents, ou aux systèmes bili-
néaires à paramètres difficilement identifiables. Dans les chapitres 2 et 3, on s’est focalisé
sur le diagnostic des défauts capteurs et actionneurs. Le chapitre suivant vise à étendre la
méthode MPD au diagnostic des défauts internes.
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Figure 3.13 – Résidus dans le cas des entrées de type créneau ε⊗s, k
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Figure 3.14 – Résidus dans le cas des entrées bruitées ε⊗s, k
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Figure 3.15 – Résidus dans le cas des entrées fortement bruitées ε⊗s, k
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Figure 3.16 – Résidus dans le cas des entrées constantes
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Figure 3.17 – Résidus dans le cas des entrées bruitées
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Figure 3.18 – Résidus dans le cas des entrées fortement bruitées
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Les chapitres 2 et 3 ont été consacrés au diagnostic des défauts capteurs et actionneurs.
Or, les composants internes du système peuvent être affectés par des défauts. L’objectif de
ce chapitre est d’étendre la MPD pour la détection et l’identification des défauts internes.
Ces défauts internes produisent des dynamiques différentes qui représentent des modes
de fonctionnement défaillant. La détection de défauts internes revient alors à détecter la
commutation et l’identification du défaut à reconnaître le mode actif après la commutation.
L’extension de la méthode MPD dans ce chapitre ne se limite donc pas à la détection et
l’identification de défauts internes, mais peut être vue plus généralement comme un pro-
blème de détection de commutation et de reconnaissance du mode actif dans un système
à commutations.

Les contributions principales de ce chapitre sont :
– l’estimation des instants de commutation entre des modes linéaires ou bilinéaires,
– la reconnaissance du mode actif linéaire ou bilinéaire,
– la caractérisation de la discernabilité et de la détectabilité entre des modes linéaires

ou bilinéaires.
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Les avantages de la méthode proposée sont les suivants :
– Seule la structure du modèle (linéaire ou bilinéaire) est connue, l’estimation des pa-

ramètres ou de l’état du système n’est pas nécessaire.
– Seules les données d’entrée-sortie collectées en ligne sont utilisées pour l’estimation

de l’instant de commutation.
– Seules les données d’entrée-sortie collectées en ligne et hors ligne sont utilisées pour

la reconnaissance du mode actif.
Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, le système à commutations avec

des modes bilinéaires est décrit. Dans la section 3 la MPD est utilisée via les données
d’entrée-sortie collectées en ligne afin de détecter l’instant de commutation dans le cas
des modes linéaires et bilinéaires. Dans la section 4 la MPD est utilisée via les données
d’entrée-sortie collectées en ligne et hors ligne afin de reconnaître le mode actif dans le
cas des modes linéaires et bilinéaires. Enfin, deux exemples sont présentés pour montrer
l’efficacité de la méthode proposée.

4.1 Problématique

Considérons le système dynamique à commutations avec des modes bilinéaires et à
temps discret décrit par : 

xk+1 = Aqxk + Gq(xk ⊗ uk) + Bquk
yk = Cqxk + Dquk + wk
(x0, q0) ∈ Init
q, q+, q− ∈ Q

(4.1)

Aq ∈ Rn×n, Bq ∈ Rn×m, Cq ∈ R`×n, Dq ∈ R`×m, Gq ∈ Rn×nm sont les matrices
constantes du système et les vecteurs uk ∈ Rm, xk ∈ Rn et yk ∈ R` sont respectivement
les entrées, l’état et les sorties du système. Les sorties du système sont affectées par un
bruit coloré centré wk ∈ R`. qk ∈ Q est l’indice du mode courant et Init est l’ensemble
des états initiaux (x0, q0) du système à commutations, les indices du mode avant et après
commutation sont notés par q− et q+.

Ce système est constitué de modes de fonctionnement normaux ou défaillants qui ca-
ractérisent les défauts internes.

1. L’ensemble Q est l’ensemble des états discrets.

2. S ⊆ Q×Q est la relation de transition de l’état discret suite à un événement "normal"
(spontané ou contrôlé) ou "anormal" (défaut interne).

3. R = ∪q1, q2∈QRq1, q2 : S → X × X est la fonction de ré-initialisation de
l’état continu lors de la commutation, cette fonction spécifie comment le nouvel
état continu xτ est lié à l’état antérieur xτ−1. Cette fonction est définie comme :{

xk+1 = Aqxk + Gq(xk ⊗ uk) + Bquk s′il n′y a pas de commutation
(xτ−1, xτ) ∈ Rq−, q+ s′il y a une commutation .

Objectifs et hypothèses

Etant donné le système à commutations décrit par l’équation (4.1), l’objectif est l’esti-
mation de l’instant de commutation et la reconnaissance du mode actif sous les hypothèses
suivantes.

1. Les matrices Aq, Bq, Cq, Dq, Gq sont toutes inconnues,
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2. les matrices d’état Aq et les sous-matrices Gq, j ∈ Rn×n de Gq =
[

Gq, 1|Gq, 2| · · · |Gq, m
]

pour j ∈ {1, 2, · · · , m} sont stables quelque soit q,

3. le système reste suffisamment longtemps dans un mode de fonctionnement,

4. les seules informations dont on dispose sont les mesures uk et yk des entrées et des
sorties du système,

5. chaque défaut interne (supposé constant) produit une dynamique différente qui cor-
respond à un mode de fonctionnement q ∈ Q.

Afin de simplifier les démonstrations mathématiques, les défauts capteurs ou action-
neurs ne sont pas considérés.

4.2 Estimation de l’instant de commutation

Afin d’utiliser la MPD pour la détection de commutations, nous considérons dans un
premier temps les systèmes à commutations avec des modes linéaires en fixant dans le
système (4.1) Gq = 0n×nm. Le système à commutations avec des modes linéaires résultant
est donné par : 

xk+1 = Aqxk + Bquk
yk = Cqxk + Dquk + wk
(x0, q0) ∈ Init
q, q+, q− ∈ Q

(4.2)

4.2.1 Estimation de l’instant de commutation entre des modes linéaires

Dans cette section, la Méthode de Projection des Données (MPD) est utilisée pour dé-
tecter la commutation d’un mode linéaire vers un autre mode linéaire. Il sera démontré que
la commutation peut être détectée sous une condition de détectabilité.

4.2.1.1 Génération du résidu

Soit uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1.

Afin de faciliter la compréhension de la preuve, les matrices d’entrée et de sortie Us
k et

Ys
k sont notées maintenant Uk−L+1:k et Yk−L+1:k telle que :

Uk−L+1:k =
[

uk−L+1, i uk−L+2, i · · · uk, i
]
∈ Rm(i+1)×L (4.3)

et

Yk−L+1:k =
[

yk−L+1 · · · yk−1 yk
]
∈ R`×L (4.4)

La matrice d’entrées diagonale par bloc Ŭ ∈ Rmi(i+1)×i est définie comme suit :

Ŭ =



uτ, i 0m(i+1)×1 · · · · · · 0m(i+1)×1

0m(i+1)×1 uτ+1, i
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0m(i+1)×1
0m(i+1)×1 · · · · · · 0m(i+1)×1 uτ+i−1, i


(4.5)
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La matrice de projection dans l’espace orthogonal à droite de la matrice Uk−L+1:k est
donnée selon (4.104) (voir annexe A.9) par :

ΠUk−L+1:k = IL −Uk−L+1:k
T(Uk−L+1:kUk−L+1:k

T)−1Uk−L+1:k (4.6)

On suppose que les entiers i et L respectent la condition L > m(i + 1) pour que
dim span(ΠT

Uk−L+1:k
) > 0 (i.e. voir équation (4.105) dans l’annexe A.9). La matrice Wk est

construite comme la matrice Yk−L+1:k en utilisant wk au lieu de yk.

Soit ZL =
(

0 . . . 0 1
)T ∈ RL×1.

La matrice des paramètres de Markov définie par
H(q−, q+), i, j = [H(q−, q+), i, j|H(q+), j] ∈ R`×m(i+1) pour j ∈ {1, 2, · · · , i}, avec les deux
matrices H(q−, q+), i, j ∈ R`×m(i−j) et H(q+), j ∈ R`×m(j+1) construites comme suit :

H(q−, q+), i, j = Cq+ Aj
q+

[
Ai−j−1

q− Bq− |A
i−j−2
q− Bq− | · · · |Aq−Bq− |Bq−

]
(4.7)

H(q+), j = [Cq+ Aj−1
q+ Bq+ |Cq+ Aj−2

q+ Bq+ | · · · |Cq+ Aq+Bq+ |Cq+Bq+ |Dq+ ] (4.8)

Proposition 4.1 Le générateur des résidus εs, k donné par l’expression (2.5) est calculé en utilisant
des données d’entrée-sortie collectées en ligne (Uk−L+1:k, Yk−L+1:k). La forme de calcul du résidu
(2.5) est :

εs, k = Yk−L+1:kΠUk−L+1:k ZL ∈ R` (4.9)

La forme d’évaluation peut être réécrite sous la forme générale suivante :

εs, k =
[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i| · · · |H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|

H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
ΠUk−L+1:k ZL

+(H(q+), i − H(q−), i)
[
0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k

]
ΠUk−L+1:k ZL + WkΠUk−L+1:k ZL + δi

k
(4.10)

où δi
k =

[
Cq−Ai

q−xk−L+1−i| · · · |Cq−Ai
q−xτ−2−i|Cq−Ai

q−xτ−1−i|

Cq+ Aq+ Ai−1
q− xτ−i|Cq+ A2

q+ Ai−2
q− xτ−i+1| · · · |Cq+ Ai−1

q+ Aq−xτ−2|Cq+ Ai
q+xτ−1|

Cq+ Ai
q+xτ| · · · |Cq+ Ai

q+xk−i−1|Cq+ Ai
q+xk−i

]
ΠUk−L+1:k ZL ∈ R`×1.

Les modes étant stables, pour i suffisamment grand δi
k est négligeable.

Si le système (4.2) passe du mode q− au mode q+ (avec q− 6= q+) à l’instant de commutation τ tel
que τ ∈ [k− L− i− 1, k], alors : E[εs, k] 6= 0.

Démonstration. La première étape de la preuve est de déterminer les expressions de la
sortie sur la fenêtre temporelle [k − L− i + 1, k] qui contient l’instant de la commutation
τ ∈ [k − L − i + 1, k]. La sortie yt s’exprime différemment, suivant que t < τ, τ ≤ t ≤
τ + i− 1 et t > τ + i− 1 comme détaillé dans la figure 4.1.

1. Expression de la sortie yt = y1
t pour t < τ
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instant d’apparition du défaut interne = instant de commutation

 1 i 1 i

L’axe de temps
t 1 it 1 it 

1
ty

Fenêtre temporelle L3
ty 2

ty

Figure 4.1 – Décomposition de la fenêtre temporelle de calcul en 3 parties

y1
t = Cq−Ai

q−xt−i +
i−1
∑

j=0
Cq−Aj

q−Bq−ut−1−j + Dq− + wt

= Cq−Ai
q−xt−i + H(q−), iut, i + wt

(4.11)

2. Expression de la sortie yt = y2
t pour t > τ + i− 1

y2
t = Cq+ Ai

q+xt−i +
i−1
∑

j=0
Cq+ Aj

q+Bq+ut−1−j + Dq+ + wt

= Cq+ Ai
q+xt−i + H(q+), iut, i + wt

(4.12)

3. Expression de la sortie yt = y3
t pour τ ≤ t ≤ τ + i− 1

y3
t = Cq+ At−τ+1

q+ Ai−t+τ−1
q− xt−i+

i−t+τ−2
∑

j=0
Cq+ At−τ+1

q+ Aj
q−Bq−uτ−2−j

+
t−τ

∑
j=0

Cq+ Aj
q+Bq+ut−j−1 + Dq+ + wt

= Cq+ At−τ+1
q+ Ai−t+τ−1

q− xt−i +H(q−, q+), i, t−τ+1ut, i + wt

(4.13)

où H(q−, q+), i, t−τ+1 = [H(q−, q+), i, t−τ+1|H(q+), t−τ+1] ∈ R`×m(i+1),

avec les deux matrices H(q−, q+), i, t−τ+1 ∈ R`×m(i−t+τ−1) et H(q+), t−τ+1 ∈ R`×m(t−τ+2)

construites comme suit :

H(q−, q+), i, t−τ+1 = Cq+ At−τ+1
q+

[
Ai−t+τ−2

q− Bq− |Ai−t+τ−3
q− Bq− | · · · |Aq−Bq− |Bq−

]
(4.14)

H(q+), t−τ+1 = [Cq+ At−τ
q+ Bq+ |Cq+ At−τ−1

q+ Bq+ | · · · |Cq+ Aq+Bq+ |Cq+Bq+ |Dq+ ] (4.15)
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Construisons maintenant la matrice Ys
k = Yk−L+1:k

=
[

y1
k−L+1 · · · y1

τ−2 y1
τ−1 y3

τ · · · y3
τ+i−2 y3

τ+i−1 y2
τ+i · · · y2

k−1 y2
k
]
∈ R`×L en

utilisant les expressions précédentes dans les 3 cas possibles.

Yk−L+1:k =
[
Cq−Ai

q−xk−L+1−i| · · · |Cq−Ai
q−xτ−2−i|Cq−Ai

q−xτ−1−i|

Cq+ Aq+ Ai−1
q− xτ−i|Cq+ A2

q+ Ai−2
q− xτ−i+1| · · · |Cq+ Ai−1

q+ Aq−xτ−2|

Cq+ Ai
q+xτ−1|Cq+ Ai

q+xτ| · · · |Cq+ Ai
q+xk−i−1|Cq+ Ai

q+xk−i

]
+H(q−), i[Uk−L+1:τ−1|0m(i+1)×k−τ+1]

+
[
H(q−, q+), i, 1|H(q−, q+), i, 2| · · · |H(q−, q+), i, i−1|

H(q−, q+), i, i

]
[0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1]

+H(q+), i[0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k] + Wk

(4.16)

où Ŭ ∈ Rmi(i+1)×i est définie comme suit :

Ŭ =



uτ, i 0m(i+1)×1 · · · · · · 0m(i+1)×1

0m(i+1)×1 uτ+1, i
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0m(i+1)×1
0m(i+1)×1 · · · · · · 0m(i+1)×1 uτ+i−1, i


(4.17)

Afin de faire apparaître la matrice U(q−, qk), k−L+1:k, on ajoute et on
soustrait le terme H(q−), i

[
0m(i+1)×τ−k+L−1|Uτ:k

]
de l’équation (4.16). Par la suite une

expression équivalente de la matrice des sorties Yk−L+1:k est donnée par :

Yk−L+1:k =
[
Cq−Ai

q−xk−L+1−i| · · · |Cq−Ai
q−xτ−2−i|Cq−Ai

q−xτ−1−i|

Cq+ Aq+ Ai−1
q− xτ−i|Cq+ A2

q+ Ai−2
q− xτ−i+1| · · · |Cq+ Ai−1

q+ Aq−xτ−2|

Cq+ Ai
q+xτ−1|Cq+ Ai

q+xτ| · · · |Cq+ Ai
q+xk−i−1|Cq+ Ai

q+xk−i

]
+H(q−), iUk−L+1:k +

[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|

H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i| · · · |H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|

H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
+(H(q+), i − H(q−), i)[0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k] + Wk

(4.18)

En projetant l’équation (4.18) à droite par ΠUk−L+1:k , et en sélectionnant la dernière co-
lonne, la forme d’évaluation du résidu est donnée par :
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εs, k =
[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i| · · · |H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|

H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
ΠUk−L+1:k ZL

+(H(q+), i − H(q−), i)[0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k]ΠUk−L+1:k ZL + WkΠUk−L+1:k ZL + δi
k

(4.19)
où δi

k =
[
Cq−Ai

q−xk−L+1−i| · · · |Cq−Ai
q−xτ−2−i|Cq−Ai

q−xτ−1−i|

Cq+ Aq+ Ai−1
q− xτ−i|Cq+ A2

q+ Ai−2
q− xτ−i+1| · · · |Cq+ Ai−1

q+ Aq−xτ−2|

Cq+ Ai
q+xτ−1|Cq+ Ai

q+xτ| · · · |Cq+ Ai
q+xk−i−1|Cq+ Ai

q+xk−i

]
ΠUk−L+1:k ZL ∈ R`×1.

La contribution de l’état initial peut être négligée pour les raisons suivantes (voir annexe
B pour plus de détails) :

1. Pour t < τ et t > τ + i− 1 :

Sous l’hypothèse de la stabilité de Aq− et Aq+ , la contribution de l’état initial peut
être négligée pour i suffisamment grand :

limi→∞Cq−Ai
q−xt−i = 0 et limi→∞Cq+ Ai

q+xt−i = 0.

2. Pour τ ≤ t ≤ τ + i− 1) :

L’état est multiplié par un terme de forme générale
At−τ+1

q+ Ai−t+τ−1
q− comme le montre l’équation (4.13) où la somme des puissances est

toujours égale à i, où ‖.‖ représente une norme multiplicative, on a donc :∥∥∥At−τ+1
q+ Ai−t+τ−1

q−

∥∥∥ <
∥∥∥At−τ+1

q+

∥∥∥ ∥∥∥Ai−t+τ−1
q−

∥∥∥, et on a aussi∥∥∥At−τ+1
q+ Ai−t+τ−1

q−

∥∥∥ < (max(
∥∥∥Aq+

∥∥∥ ,
∥∥∥Aq−

∥∥∥))i.

Pour i→ ∞ : le terme (max(
∥∥∥Aq+

∥∥∥ ,
∥∥∥Aq−

∥∥∥))i est négligeable,

par conséquent limi→∞Cq+ At−τ+1
q+ Ai−t+τ−1

q− xt−i = 0.

En négligeant la contribution de l’état initial, l’expression (4.19) devient :

εs, k
∼=
[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i| · · · |

H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|

0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
ΠUk−L+1:k ZL

+(H(q+), i − H(q−), i)[0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k]ΠUk−L+1:k ZL + WkΠUk−L+1:k ZL

(4.20)

Sachant que l’espérance mathématique des termes liés au bruit est nulle, l’espérance
mathématique du résidu εs, k devient :
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E [εs, k] ∼=
[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i| · · · |

H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|

0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
ΠUk−L+1:k ZL+

(H(q+), i − H(q−), i)
[
0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k

]
ΠUk−L+1:k ZL

(4.21)

4.2.1.2 Analyse du résidu

Une condition de détectabilité de commutation (détectabilité de défauts internes) est
donnée dans la proposition suivante

Proposition 4.2 Si les entrées ne sont pas identiquement nulles, une condition nécessaire et suffi-
sante de détectabilité de défauts internes qui apparaissent à l’instant τ est :

span(
[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i|

· · · |H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|

Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
+ (H(q+), i − H(q−), i)

[
0m(i+1)×L−k+τ+i−1|

Uτ+i:k]) 6⊂ span(Uk−L+1:k)

(4.22)

Démonstration. – Condition suffisante :
Si span(

[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i|

· · · |H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|

Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
+ (H(q+), i − H(q−), i)

[
0m(i+1)×L−k+τ+i−1|

Uτ+i:k]) 6⊂ span(Uk−L+1:k)

alors ∀X : on a
[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i|

· · · |H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|

Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
+ (H(q+), i − H(q−), i)

[
0m(i+1)×L−k+τ+i−1|

Uτ+i:k] 6= XUk−L+1:k. Par conséquent on a εs, k 6= 0.
– Condition nécessaire :

Si E[εs, k] 6= 0, alors
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H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i| · · · |H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|

H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
+(H(q+), i − H(q−), i)[0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k]ΠUk−L+1:k 6= 0, ce qui implique que

span(
[
H(q−, q+), i, 1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, 2 − H(q−), i| · · · |

H(q−, q+), i, i−1 − H(q−), i|H(q−, q+), i, i − H(q−), i

] [
0mi(i+1)×τ+L−k−1|Ŭ|

0mi(i+1)×k−τ−i+1

]
+(H(q+), i−H(q−), i)

[
0m(i+1)×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k

]
) 6⊂ span(Uk−L+1:k).

Par conséquent, sous les conditions précédentes la commutation est détectée si l’espé-
rance mathématique du résidu E[εs, k] (4.21) est non nulle.

Nous spécifions maintenant deux cas particuliers qui peuvent respecter la condition
précédente (4.22) :

1. Hq− 6= Hq+

ou

2. Hq− = Hq+ et ∃r ∈ {1, 2, · · · , i} : H(q−, q+), i, r 6= H(q−), i. Cette condition est
équivalente à l’existence d’une matrice non singulière Ψ ∈ Rn×n où Ψ 6= In, telle que

Aq+ = Ψ−1Aq−Ψ
Bq+ = Ψ−1Bq−

Cq+ = Cq−Ψ
Dq+ = Dq−

.

La première condition implique que les modes q− et q+ ont différents paramètres de
Markov, en d’autres termes ces deux modes sont discernables.

Définition 4.1 Condition de discernabilité entre les modes linéaires

Deux modes (m1, m2) sont discernables quelque soit l’entrée dans un intervalle de temps [0, T]
(T est un entier positif), si pour tout état initial et pour la même entrée appliquée sur les modes m1 et
m2, les sorties générées des modes m1 et m2 sont différentes. Deux modes m1 et m2 sont discernables
si leurs réalisations minimales représentées dans une même base sont différentes, ce qui implique que
tous les paramètres de Markov des deux modes ne sont pas les mêmes H(m1), i 6= H(m2), i pour tout
i ∈N.

L’égalité des paramètres de Markov implique qu’il existe une matrice non singulière

Ψ ∈ Rn×n telle que


Am2 = Ψ−1Am1Ψ
Bm2 = Ψ−1Bm1

Cm2 = Cm1Ψ
Dm2 = Dm1

.

Cette première condition est nécessaire pour la détectabilité de commutation durant le
régime permanent (Fig. 4.2).

Une autre condition nécessaire et suffisante de la discernabilité par les résidus de parité
a été définie dans [81].

La deuxième condition exprime que la transition entre deux modes non discernables est
transitoirement détectable. Ceci est dû au changement de dynamique produit suite à la
commutation (Fig. 4.3).



106

Chapitre 4. MPD pour le diagnostic des défauts internes : Détection et reconnaissance de
modes de fonctionnement



Frontière de 
commutation

1

 xx 1

Figure 4.2 – Détectabilité de la commutation entre deux modes discernables

Frontière de 
commutation



1

 xx 1

Figure 4.3 – Détectabilité de la commutation entre deux modes non discernables

4.2.2 Estimation de l’instant de commutation entre des modes bilinéaires

Dans cette section, la MPD est utilisée pour détecter la commutation d’un mode bilinéaire
vers un autre mode bilinéaire. Il sera démontré que la commutation peut être détectée sous
une condition de détectabilité.

Remarque 4.1 Dans l’étude du cas bilinéaire de ce chapitre, l’indice i1 mentionné dans le chapitre
3 est volontairement omis dans les expressions mathématiques pour des raisons de simplicité, mais
il est pris en compte dans l’exemple de simulation.

4.2.2.1 Génération du résidu

Soient les termes qui seront utilisés dans la prochaine proposition :

1. La matrice des paramètres de Markov H(q), i de degré i est donnée par :

H(q), i =
[

Cq Ai−1
q Bq| · · · |CqBq|Dq

]
∈ R`×m(i+1) (4.23)

2. La matrice H
k
(q), i(xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

H
k
(q), i(xk−i) = Cq

[
Ai−1

q Gq(xk−i ⊗ Im)| · · · |AqGq(Aq ⊗ Im)i−2(xk−i ⊗ Im)|
Gq(Aq ⊗ Im)i−1(xk−i ⊗ Im)|0`×m

]
∈ R`×m(i+1)

(4.24)

3. La matrice ˜̃Hk
(q), i(xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

˜̃Hk
(q), i(xk−i) = Cq

[
Ṽq

1, i(xk−i ⊗ I)|Ṽq
2, i(xk−i ⊗ I)| · · · |Ṽq

Ki, i(xk−i ⊗ I)
]
∈ R`×Mi

(4.25)



4.2. Estimation de l’instant de commutation 107

où Ṽq
p, i = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

i−1
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) = i

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.26)

4. Le vecteur des entrées uk, i construit par les entrées collectées en ligne sur une fenêtre
de temps de taille i est donné par :

uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1 (4.27)

5. Le vecteur triangulaire des entrées ũk, i est donné par :

ũk, i =



les combinaisons de 2 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)

les combinaisons de 3 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

b=3
uk−b⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c))

...
les combinaisons de q termes︷ ︸︸ ︷

(
i
Ξ

p=q
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

...
la combinaison de i termes︷ ︸︸ ︷

uk−i ⊗ · · · ⊗ uk−2 ⊗ uk−1



∈ RMi×1

(4.28)

6. La matrice H̃(q), i est donnée par :

H̃(q), i =
[

CqVq
1, i(Bq ⊗ I)|CqVq

2, i(Bq ⊗ I)| · · · |CqVq
Ki, i(Bq ⊗ I)

]
∈ R`×Mi (4.29)

où Vq
p, i = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

i−2
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) ≤ i− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.30)

7. Afin de faciliter la compréhension de la preuve, les matrices d’entrée et de sortie Us
k

et Ys
k sont notées maintenant Uk−L+1:k et Yk−L+1:k telle que :
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Uk−L+1:k =

[
uk−L+1, i · · · uk−1, i uk, i
ũk−L+1, i · · · ũk−1, i ũk, i

]
∈ Rm(i+1)+Mi×L (4.31)

Soit la matrice de sortie

Yk−L+1:k =
[

yk−L+1 · · · yk−1 yk
]
∈ R`×L (4.32)

8. La matrice d’entrées diagonale par bloc Ŭ ∈ R(m(i+1)+Mi)i×i(i+1) est définie comme
suit :

Ŭ =



[
uτ, i
ũτ, i

]
0m(i+1)+Mi×1 · · · · · · 0m(i+1)+Mi×1

0m(i+1)+Mi×1

[
uτ+1, i
ũτ+1, i

]
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0m(i+1)+Mi×1

0m(i+1)+Mi×1 · · · · · · 0m(i+1)+Mi×1

[
uτ+i−1, i
ũτ+i−1, i

]


(4.33)

9. La matrice de projection dans l’espace orthogonal à droite de la matrice Uk−L+1:k est
donnée selon (4.104) (voir annexe A.9) par :

ΠUk−L+1:k
= IL −Uk−L+1:k

T(Uk−L+1:kUk−L+1:k
T)−1Uk−L+1:k (4.34)

On suppose que les entiers i et L respectent la condition L > m(i + 1) +Mi pour que
dim span(ΠT

Uk−L+1:k
) > 0 (i.e. voir équation (4.105) dans l’annexe A.9). La matrice Wk

est construite comme la matrice Yk−L+1:k en utilisant wk au lieu de yk.

10. Soit ZL =
(

0 . . . 0 1
)T ∈ RL×1.

11. ℘(q), i =
[

H(q), i|H̃(q), i
]

où H(q), i =
[

Cq Ai−1
q Bq| · · · |CqBq|Dq

]
∈ R`×m(i+1) et

H̃(q), i = Cq

[
Vq

1, i(Bq ⊗ I)|Vq
2, i(Bq ⊗ I)| · · · |Vq

Ki, i(Bq ⊗ I)
]
∈ R`×Mi .

avec Vq
p, i = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

i−2
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) ≤ i− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.35)

12. ℘(q−, q+), i, j =
[

H(q−, q+), i, j|H(q+), j|H̃(q−, q+), i, j
]
.

Telle que H(q−, q+), i, j, H(q+), j et H̃(q−, q+), i, j sont données par :

H(q−, q+), i, j = Cq+ Aj
q+

[
Ai−j−1

q− Bq− |A
i−j−2
q− Bq− | · · · |Aq−Bq− |Bq−

]
.
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H(q+), j = [Cq+ Aj−1
q+ Bq+ |Cq+ Aj−2

q+ Bq+ | · · · |Cq+ Aq+Bq+ |Cq+Bq+ |Dq+ ].

H̃(q−, q+), i, j = Cq+
[

Aj
q+Vq−

Ki, i−j(Bq− ⊗ I)|Aj
q+Vq−

Ki−1, i−j(Bq− ⊗ I)| · · · |

Aj
q+Vq−

Ki−Ki−j+1, i−j(Bq− ⊗ I)|Ṽq+

Ki−Ki−j, jV
q−

Ki−Ki−j, i−j(Bq− ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−j−1, jV
q−

Ki−Ki−j−1, i−j(Bq− ⊗ I)| · · · |Ṽq+

Kj+1, jV
q−

Kj+1, i−j(Bq− ⊗ I)|

Vq+

Kj, j(Bq+ ⊗ I)|Vq+

Kj−1, j(Bq+ ⊗ I)| · · · |Vq+

1, j(Bq+ ⊗ I)
]

;

avec Vq
p, r = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

r−2
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent la
contrainte suivante :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Kr} :
2r
∑

j=1
ρj(p) ≤ r− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , r} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.36)

Ṽq
p, r = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

r−1
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Kr}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent la
contrainte suivante :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Kr} :
2r
∑

j=1
ρj(p) = r

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.37)

13. H
t
(q−, q+), i, t−τ+1(xt−i) = Cq+

[
At−τ+1

q+ Ai−t+τ−2
q− Gq−(xt−i ⊗ Im)|

At−τ+1
q+ Ai−t+τ−3

q− Gq−(Aq− ⊗ Im)(xt−i ⊗ Im)| · · · |

At−τ+1
q+ Aq−Gq−(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|

At−τ+1
q+ Gq−(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−2(xt−i ⊗ Im)|

At−τ
q+ Gq+(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|

At−τ−1
q+ Gq+(Aq+ ⊗ Im)(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)| · · · |

Aq+Gq+(Aq+ ⊗ Im)t−τ−1(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|

Gq+(Aq+ ⊗ Im)t−τ(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|0`×m

]
14. ˜̃Ht

(q−, q+), i, t−τ+1(xt−i) = Cq+
[

At−τ+1
qτ Ṽq−

Ki, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)|

At−τ+1
qτ Ṽq−

Ki−1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)| · · · |
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At−τ+1
qτ Ṽq−

Ki−Ki−t+τ−1+1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−t+τ−1, t−τ+1Ṽq−

Ki−Ki−t+τ−1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−t+τ−1−1, t−τ+1Ṽq−

Ki−Ki−t+τ−1−1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)| · · · |

Ṽq+
1, t−τ+1Ṽq−

1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)
]

Proposition 4.3 Le générateur des résidus ε⊗s, k donné par l’expression (3.16) est calculé en utilisant
des données d’entrée-sortie collectées en ligne (Uk−L+1:k, Yk−L+1:k). La forme de calcul du résidu
(3.16) est :

ε⊗s, k = Yk−L+1:kΠUk−L+1:k
ZL ∈ R` (4.38)

La forme d’évaluation peut être réécrite sous la forme générale suivante :

ε⊗s, k =
[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|

℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
ΠUk−L+1:k

ZL

+(℘(q+), i − ℘(q−), i)[0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k]ΠUk−L+1:k
ZL

+WkΠUk−L+1:k
ZL + δi

k
(4.39)

où δi
k = (

[
Cq−Ai

q−xk−L+1−i| · · · |Cq−Ai
q−xτ−2−i|Cq−Ai

q−xτ−1−i|

Cq+ Aq+ Ai−1
q− xτ−i|Cq+ A2

q+ Ai−2
q− xτ−i+1| · · · |Cq+ Ai−1

q+ Aq−xτ−2|Cq+ Ai
q+xτ−1|

Cq+ Ai
q+xτ| · · · |Cq+ Ai

q+xk−i−1|Cq+ Ai
q+xk−i

]
+[

H
k−L+1
(q−), i (xk−L+1−i)uk−L+1, i|H

k−L+2
(q−), i (xk−L+2−i)uk−L+2, i| · · · |H

τ−1
(q−), i(xτ−1−i)uτ−1, i|

H
τ

(q−, q+), 1(xτ−i)uτ, i|H
τ+1
(q−, q+), 2(xτ+1−i)uτ+1, i| · · · |H

τ+i−1
(q−, q+), i(xτ−1)uτ+i−1, i|

H
τ+i
(q+), i(xτ)uτ+i, i|H

τ+i+1
(q+), i (xτ+1)uτ+i+1, i| · · · |H

k
(q+), i(xk−i)uk, i

]
+[

˜̃Hk−L+1
(q−), i (xk−L+1−i)ũk−L+1, i| ˜̃Hk−L+2

(q−), i (xk−L+2−i)ũk−L+2, i| · · · | ˜̃Hτ−1
(q−), i(xτ−1−i)ũτ−1, i|

˜̃Hτ
(q−, q+), 1(xτ−i)ũτ, i| ˜̃Hτ+1

(q−, q+), 2(xτ+1−i)ũτ+1, i| · · · | ˜̃Hτ+i−1
(q−, q+), i(xτ−1)ũτ+i−1, i|

˜̃Hτ+i
(q+), i(xτ)ũτ+i, i| ˜̃Hτ+i+1

(q+), i (xτ+1)ũτ+i+1, i| · · · | ˜̃Hk
(q+), i(xk−i)ũk, i

]
)ΠUk−L+1:k

ZL ∈ R`×1.

Les modes étant stables, pour i suffisamment grand δi
k est négligeable.

Si le système (4.1) commute du mode q− au mode q+ (avec q− 6= q+) à l’instant τ où τ ∈
[k− L− i− 1, k], alors : E[ε⊗s, k] 6= 0.

Démonstration. La première étape de la preuve est de déterminer les expressions de la
sortie sur la fenêtre temporelle [k − L − i + 1, k] qui contient l’instant de la commu-
tation τ ∈ [k − L − i + 1, k]. La sortie yt s’exprime différemment, suivant que t < τ,
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τ ≤ t ≤ τ + i− 1 et t > τ + i− 1 comme détaillé dans la figure 4.1.

Soit le vecteur ũ(p)
t, i qui désigne la pème combinaison du vecteur ũt, i.

1. Expression de la sortie yt = y1
t pour t < τ

y1
t = Cq−Ai

q−xt−i + Cq−
i−1
∑

j=0
Aj

q−Bq−ut−j−1+Cq−
i−1
∑

j=0
Aj

q−Gq−(Aq− ⊗ Im)i−j−1(xt−i ⊗ Im)ut−j−1

+Cq−
Ki

∑
p=1

Vq−

p, i(Bq− ⊗ I)ũ(p)
t, i+Cq−

Ki

∑
p=1

Ṽq−

p, i(xt−i ⊗ I)ũ(p)
t, i + Dq−ut + wt

= Cq−Ai
q−xt−i + H(q−), iut, i + H̃(q−), iũt, i + H

t
(q−), i(xt−i)ut, i+

˜̃Ht
(q−), i(xt−i)ũt, i + wt

(4.40)

2. Expression de la sortie yt = y2
t pour t > τ + i− 1

y2
t = Cq+ Ai

q+xt−i + Cq+
i−1
∑

j=0
Aj

q+Bq+ut−j−1+Cq+
i−1
∑

j=0
Aj

q+Gq+(Aq+ ⊗ Im)i−j−1(xt−i ⊗ Im)ut−j−1

+Cq+
Ki

∑
p=1

Vq+

p, i(Bq+ ⊗ I)ũ(p)
t, i + Cq+

Ki

∑
p=1

Ṽq+

p, i(xt−i ⊗ I)ũ(p)
t, i+Dq+ut + wt

= Cq+ Ai
q+xt−i + H(q+), iut, i + H̃(q+), iũt, i + H

t
(q+), i(xt−i)ut, i +

˜̃Ht
(q+), i(xt−i)ũt, i+wt

(4.41)

3. Expression de la sortie yt = y3
t pour τ ≤ t ≤ τ + i− 1
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y3
t = Cq+ At−τ+1

q+ Ai−t+τ−1
q− xt−i + Cq+

t−τ

∑
j=0

Aj
q+Bq+ut−j−1

+Cq+ At−τ+1
q+

i−1
∑

j=t−τ+1
Aj−t+τ−1

q− Bq−ut−j−1 + Dq+ut

+Cq+
t−τ

∑
j=0

Aj
q+Gq+(Aq+ ⊗ Im)t−τ−j(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)ut−j−1

+Cq+ At−τ+1
q+

i−1
∑

j=t−τ+1
Aj−t+τ−1

q− Gq−(Aq− ⊗ Im)i−j−1(xt−i ⊗ Im)ut−j−1

+Cq+
Kt−τ+1

∑
p=1

Vq+
p, t−τ+1(Bq+ ⊗ I)ũ(p)

t, i+Cq+
Ki−Ki−t+τ−1

∑
p=Kt−τ+1+1

Ṽq+
p, t−τ+1Vq−

p, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)ũ(p)
t, i

+Cq+ At−τ+1
q+

Ki

∑
p=Ki−Ki−t+τ−1+1

Vq−

p, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)ũ(p)
t, i

+Cq+
Ki−Ki−t+τ−1

∑
p=1

Ṽq+
p, t−τ+1Ṽq−

p, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)ũ(p)
t, i

+Cq+ At−τ+1
qτ

Ki

∑
p=Ki−Ki−t+τ−1+1

Ṽq−

p, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)ũ(p)
t, i + wt

= Cq+ At−τ+1
q+ Ai−t+τ−1

q− xt−i +H(q−, q+), i, t−τ+1ut, i

+H̃(q−, q+), t−τ+1ũt, i + H
t
(q−, q+), t−τ+1(xt−i)ut, i +

˜̃Ht
(q−, q+), t−τ+1(xt−i)ũt, i + wt

(4.42)

Les termes qui apparaissent dans l’expression (4.42) sont explicités ci-après :

1. La matrice H
k
(q), i(xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

H
k
(q), i(xk−i) = Cq

[
Ai−1

q Gq(xk−i ⊗ Im)| · · · |AqGq(Aq ⊗ Im)i−2(xk−i ⊗ Im)|
Gq(Aq ⊗ Im)i−1(xk−i ⊗ Im)|0`×m

]
∈ R`×m(i+1)

(4.43)

2. La matrice ˜̃Hk
(q), i(xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

˜̃Hk
(q), i(xk−i) = Cq

[
Ṽq

1, i(xk−i ⊗ I)|Ṽq
2, i(xk−i ⊗ I)| · · · |Ṽq

Ki, i(xk−i ⊗ I)
]
∈ R`×Mi

(4.44)

où Ṽq
p, i = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

i−1
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) = i

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.45)
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3. H(q−, q+), i, t−τ+1 =
[

H(q−, q+), i, t−τ+1|H(q+), t−τ+1
]
.

où H(q−, q+), i, t−τ+1 et H(q+), t−τ+1 sont données par :

H(q−, q+), i, t−τ+1 = Cq+ At−τ+1
q+

[
Ai−t+τ−2

q− Bq− |Ai−t+τ−3
q− Bq− | · · · |Aq−Bq− |Bq−

]
.

H(q+), j = [Cq+ At−τ
q+ Bq+ |Cq+ At−τ−1

q+ Bq+ | · · · |Cq+ Aq+Bq+ |Cq+Bq+ |Dq+ ].

4. H̃(q−, q+), i, t−τ+1 = Cq+
[

At−τ+1
q+ Vq−

Ki, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)|

At−τ+1
q+ Vq−

Ki−1, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)| · · · |At−τ+1
q+ Vq−

Ki−Ki−t+τ−1+1, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−t+τ−1, t−τ+1Vq−

Ki−Ki−t+τ−1, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−t+τ−1−1, t−τ+1Vq−

Ki−Ki−t+τ−1−1, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)| · · · |

Ṽq+

Kt−τ+1+1, t−τ+1Vq−

Kt−τ+1+1, i−t+τ−1(Bq− ⊗ I)|

Vq+

Kt−τ+1, t−τ+1(Bq+ ⊗ I)|Vq+

Kt−τ+1−1, t−τ+1(Bq+ ⊗ I)| · · · |Vq+
1, t−τ+1(Bq+ ⊗ I)

]
.

5. H
t
(q−, q+), i, t−τ+1(xt−i) = Cq+

[
At−τ+1

q+ Ai−t+τ−2
q− Gq−(xt−i ⊗ Im)|

At−τ+1
q+ Ai−t+τ−3

q− Gq−(Aq− ⊗ Im)(xt−i ⊗ Im)| · · · |

At−τ+1
q+ Aq−Gq−(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|At−τ+1

q+ Gq−(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−2(xt−i ⊗ Im)|

At−τ
q+ Gq+(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|

At−τ−1
q+ Gq+(Aq+ ⊗ Im)(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)| · · · |

Aq+Gq+(Aq+ ⊗ Im)t−τ−1(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|
Gq+(Aq+ ⊗ Im)t−τ(Aq− ⊗ Im)i−t+τ−1(xt−i ⊗ Im)|0`×m

]
.

6. ˜̃Ht
(q−, q+), i, t−τ+1(xt−i) = Cq+

[
At−τ+1

q+ Ṽq−

Ki, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)|

At−τ+1
q+ Ṽq−

Ki−1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)| · · · |

At−τ+1
q+ Ṽq−

Ki−Ki−t+τ−1+1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−t+τ−1, t−τ+1Ṽq−

Ki−Ki−t+τ−1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−t+τ−1−1, t−τ+1Ṽq−

Ki−Ki−t+τ−1−1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)| · · · |Ṽq+
1, t−τ+1Ṽq−

1, i−t+τ−1(xt−i ⊗ I)
]
.

7. Vq
p, r = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

r−2
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent la
contrainte suivante :
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∀p ∈ {1, 2, . . . , Kr} :
2r
∑

j=1
ρj(p) ≤ r− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , r} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.46)

8. Ṽq
p, r = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

r−1
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Kr}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent la
contrainte suivante :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Kr} :
2r
∑

j=1
ρj(p) = r

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.47)

9.
uk, i =

(
uT

k−i uT
k−i+1 . . . uT

k
)T ∈ Rm(i+1)×1 (4.48)

La matrice
Yk−L+1:k =

[
y1

k−L+1 · · · y1
τ−2 y1

τ−1 y3
τ · · · y3

τ+i−2 y3
τ+i−1 y2

τ+i · · · y2
k−1 y2

k
]
∈

R`×L pourra être construite comme suit.

Yk−L+1:k = ℘(q−), i

[
Uk−L+1:τ−1|0m(i+1)+Mi×k−τ+1

]
+
[
℘(q−, q+), i, 1|℘(q−, q+), i, 2| · · · |℘(q−, q+), i, i−1|

℘(q−, q+), i, i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
+℘(q+), i[0m(i+1)+Mi×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k] + Wk + δ̃i

k

(4.49)

Avec δ̃i
k =

[
Cq−Ai

q−xk−L+1−i| · · · |Cq−Ai
q−xτ−2−i|Cq−Ai

q−xτ−1−i|

Cq+ Aq+ Ai−1
q− xτ−i|Cq+ A2

q+ Ai−2
q− xτ−i+1| · · · |Cq+ Ai−1

q+ Aq−xτ−2|Cq+ Ai
q+xτ−1|

Cq+ Ai
q+xτ| · · · |Cq+ Ai

q+xk−i−1|Cq+ Ai
q+xk−i

]
+[

H
k−L+1
(q−), i (xk−L+1−i)uk−L+1, i|H

k−L+2
(q−), i (xk−L+2−i)uk−L+2, i| · · · |H

τ−1
(q−), i(xτ−1−i)uτ−1, i|

H
τ

(q−, q+), 1(xτ−i)uτ, i|H
τ+1
(q−, q+), 2(xτ+1−i)uτ+1, i| · · · |H

τ+i−1
(q−, q+), i(xτ−1)uτ+i−1, i|

H
τ+i
(q+), i(xτ)uτ+i, i|H

τ+i+1
(q+), i(xτ+1)uτ+i+1, i| · · · |H

k
(q+), i(xk−i)uk, i

]
+[

˜̃Hk−L+1
(q−), i (xk−L+1−i)ũk−L+1, i| ˜̃Hk−L+2

(q−), i (xk−L+2−i)ũk−L+2, i| · · · | ˜̃Hτ−1
(q−), i(xτ−1−i)ũτ−1, i|

˜̃Hτ
(q−, q+), 1(xτ−i)ũτ, i| ˜̃Hτ+1

(q−, q+), 2(xτ+1−i)ũτ+1, i| · · · | ˜̃Hτ+i−1
(q−, q+), i(xτ−1)ũτ+i−1, i|

˜̃Hτ+i
(q+), i(xτ)ũτ+i, i| ˜̃Hτ+i+1

(q+), i (xτ+1)ũτ+i+1, i| · · · | ˜̃Hk
(q+), i(xk−i)ũk, i

]
.

où ℘(q−, q+), i, j =
[

H(q−, q+), i, j|H(q+), j|H̃(q−, q+), i, j
]
.
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où H(q−, q+), i, j, H(q+), j et H̃(q−, q+), i, j sont données par :

H(q−, q+), i, j = Cq+ Aj
q+

[
Ai−j−1

q− Bq− |A
i−j−2
q− Bq− | · · · |Aq−Bq− |Bq−

]
.

H(q+), j = [Cq+ Aj−1
q+ Bq+ |Cq+ Aj−2

q+ Bq+ | · · · |Cq+ Aq+Bq+ |Cq+Bq+ |Dq+ ].

H̃(q−, q+), i, j = Cq+
[

Aj
q+Vq−

Ki, i−j(Bq− ⊗ I)|Aj
q+Vq−

Ki−1, i−j(Bq− ⊗ I)| · · · |

Aj
q+Vq−

Ki−Ki−j+1, i−j(Bq− ⊗ I)|Ṽq+

Ki−Ki−j, jV
q−

Ki−Ki−j, i−j(Bq− ⊗ I)|

Ṽq+

Ki−Ki−j−1, jV
q−

Ki−Ki−j−1, i−j(Bq− ⊗ I)| · · · |Ṽq+

Kj+1, jV
q−

Kj+1, i−j(Bq− ⊗ I)|

Vq+

Kj, j(Bq+ ⊗ I)|Vq+

Kj−1, j(Bq+ ⊗ I)| · · · |Vq+

1, j(Bq+ ⊗ I)
]

;

où ℘(q), i =
[

H(q), i|H̃(q), i
]

où H(q), i =
[

Cq Ai−1
q Bq| · · · |CqBq|Dq

]
∈ R`×m(i+1) et

H̃(q), i = Cq

[
Vq

1, i(Bq ⊗ I)|Vq
2, i(Bq ⊗ I)| · · · |Vq

Ki, i(Bq ⊗ I)
]
∈ R`×Mi ;

avec Ŭ ∈ R(m(i+1)+Mi)i×i(i+1) est définie comme suit :

Ŭ =



[
uτ, i
ũτ, i

]
0m(i+1)+Mi×1 · · · · · · 0m(i+1)+Mi×1

0m(i+1)+Mi×1

[
uτ+1, i
ũτ+1, i

]
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0m(i+1)+Mi×1

0m(i+1)+Mi×1 · · · · · · 0m(i+1)+Mi×1

[
uτ+i−1, i
ũτ+i−1, i

]


(4.50)

Afin de faire apparaître la matrice Uk−L+1:k, on ajoute et on soustrait le terme

℘(q−), i
[

0(m(i+1)+Mi)i×τ−k+L−1|Uτ:k
]

de l’équation (4.49). Alors l’expression équiva-
lente de la matrice de sortie résultante Yk−L+1:k est donnée par :

Yk−L+1:k = ℘(q−), iUk−L+1:k+[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|

℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
+(℘(q+), i − ℘(q−), i)[0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k] + Wk + δ̃i

k

(4.51)

En projetant l’équation (4.51) à droite sur ΠUk−L+1:k
, et en sélectionnant la dernière co-

lonne, la forme d’évaluation du résidu est donnée par :
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ε⊗s, k =
[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|

℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
ΠUk−L+1:k

ZL

+(℘(q+), i − ℘(q−), i)[0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k]ΠUk−L+1:k
ZL + WkΠUk−L+1:k

ZL + δi
k

(4.52)
où δi

k = δ̃i
kΠUk−L+1:k

ZL La contribution de l’état initial peut être négligée (limi→∞ δi
k = 0)

pour les raisons suivantes (voir chapitre 3 et annexe B pour plus de détails) :

1. Première approximation :

Sous l’hypothèse de stabilité de Aq− (respectivement Aq+) la contribution de l’état
peut être négligée où limi→∞Cq−Ai

q−xt−i = 0 (respectivement limi→∞Cq+ Ai
q+xt−i = 0).

2. Deuxième approximation :

∀j ∈ {1, 2, . . . , i}, en utilisant une norme multiplicative alors on a

0 <
∥∥∥Ai−j

q Gq(Aq ⊗ Im)j−1
∥∥∥ <

∥∥∥Ai−j
q

∥∥∥ ∥∥Gq
∥∥ ∥∥(Aq ⊗ Im)j−1

∥∥
⇒ 0 <

∥∥∥Ai−j
q Gq(Aq ⊗ Im)j−1

∥∥∥ <
∥∥Aq

∥∥i−j ∥∥Gq
∥∥ ∥∥(Aq ⊗ Im)

∥∥j−1

⇒ 0 <
∥∥∥Ai−j

q Gq(Aq ⊗ Im)j−1
∥∥∥ < max(

∥∥Aq
∥∥ ,

∥∥Gq
∥∥

2 ,
∥∥(Aq ⊗ Im)

∥∥)i.

Comme Aq est stable on a Aq⊗ Im stable aussi, et comme on a supposé G(q), r ∈ Rn×n

stable, où G(q), r représente la rème sous-matrice de
Gq =

[
G(q), 1|G(q), 2| · · · |G(q), m

]
, on a :

limi→∞ (max(
∥∥Aq

∥∥ ,
∥∥Gq

∥∥ , ‖A⊗ Im‖))i = 0.

Par conséquent limi→∞

∥∥∥Ai−j
q Gq(Aq ⊗ Im)j−1

∥∥∥ = 0.

Par conséquent, on aura l’approximation suivante :

lim
i→∞

H
k
(q), i(xk−i)uk, i = 0 (4.53)

3. Troisième approximation :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, en utilisant une norme multiplicative alors on a

0 <
∥∥∥Ṽq

p, i

∥∥∥ <
∥∥∥Aρ1(p)

q

∥∥∥ ∥∥∥Gρ2(p)
q

∥∥∥ i−1
∏
j=1

∥∥∥(Aq ⊗ Imj)
ρ2j+1(p)

∥∥∥ ∥∥∥(Gq ⊗ Imj)
ρ2j+2(p)

∥∥∥
⇒ 0 <

∥∥∥Ṽq
p, i

∥∥∥ <
∥∥Aq

∥∥ρ1(p) ∥∥Gq
∥∥ρ2(p) i−1

∏
j=1

∥∥(Aq ⊗ Imj)
∥∥ρ2j+1(p) ∥∥(G⊗ Imj)

∥∥ρ2j+2(p)

⇒ 0 <
∥∥∥Ṽq

p, i

∥∥∥ < max(
∥∥Aq

∥∥ ,
∥∥Gq

∥∥ ,
∥∥(Aq ⊗ Im)

∥∥ ,
∥∥(Gq ⊗ Im)

∥∥ , · · · ,
∥∥(Aq ⊗ Imi−1)

∥∥ ,
∥∥(Gq ⊗ Imi−1)

∥∥)i.

La puissance du maximum est i.
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Comme Aq, Aq ⊗ Im, · · · et Aq ⊗ Imi−1 sont stables et les sous matrices carrées de Gq,
Gq ⊗ Im, · · · et Gq ⊗ Imi−1 sont stables, on a
limi→∞ max(

∥∥Aq
∥∥ ,

∥∥Gq
∥∥ ,

∥∥(Aq ⊗ Im)
∥∥ ,

∥∥(Gq ⊗ Im)
∥∥ , · · · ,

∥∥(Aq ⊗ Imi−1)
∥∥ ,

∥∥(Gq ⊗ Imi−1)
∥∥)i = 0.

Par la suite limi→∞

∥∥∥Ṽq
p, i

∥∥∥ = 0.

Par conséquent, on aura l’approximation suivante :

lim
i→∞

˜̃Hk
(q), i(xk−i)ũk, i = 0 (4.54)

Sachant que l’espérance mathématique des termes liés au bruit est nulle, l’espérance
mathématique du résidu ε⊗s, k devient :

E
[
ε⊗s, k

]
∼=
[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|

℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
ΠUk−L+1:k

ZL

+(℘(q+), i − ℘(q−), i)
[
0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k

]
ΠUk−L+1:k

ZL

(4.55)

4.2.2.2 Analyse du résidu

Une condition de détectabilité de commutation (détectabilité de défauts internes) est
donnée dans la proposition suivante

Proposition 4.4 Si les entrées ne sont pas identiquement nulles, une condition nécessaire et suffi-
sante de détectabilité de défauts internes qui apparaissent à l’instant τ est :

span(
[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|

℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
+(℘(q+), i − ℘(q−), i)

[
0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k

]
) 6⊂ span(Uk−L+1:k)

(4.56)

Démonstration. – Condition suffisante :

Si span(
[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|

℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
+(℘(q+), i − ℘(q−), i)[0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k]) 6⊂ span(Uk−L+1:k)

alors ∀X : on a[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|
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℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
+(℘(q+), i − ℘(q−), i)

[
0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k

]
6= XUk−L+1:k.

Par conséquent on a ε⊗s, k 6= 0.
– Condition nécessaire :

Si E[ε⊗s, k] 6= 0, alors[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|

℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
+(℘(q+), i − ℘(q−), i)[0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k]ΠUk−L+1:k

6= 0, ce

qui implique que span(
[
℘(q−, q+), i, 1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, 2 − ℘(q−), i| · · · |

℘(q−, q+), i, i−1 − ℘(q−), i|℘(q−, q+), i, i − ℘(q−), i

] [
0(m(i+1)+Mi)i×τ+L−k−1|Ŭ|

0(m(i+1)+Mi)i×k−τ−i+1

]
+(℘(q+), i − ℘(q−), i)

[
0(m(i+1)+Mi)i×L−k+τ+i−1|Uτ+i:k

]
) 6⊂ span(Uk−L+1:k).

Par conséquent, sous les conditions précédentes la commutation est détectée si l’espé-
rance mathématique du résidu E[ε⊗s, k] (4.55) est non nulle, sinon il n’y a aucune commuta-
tion ou la commutation n’est pas détectable.

Nous spécifions maintenant deux cas particuliers qui peuvent respecter la condition
précédente (4.56) :

1. ℘q− 6= ℘q+ .
ou

2. ℘q− = ℘q+ et ∃r ∈ {1, 2, · · · , i} : ℘(q−, q+), i, r 6= ℘(q−), i. Cette condition est équi-
valente à l’existence d’une matrice non singulière Ψ ∈ Rn×n où Ψ 6= In, telle que

Aq+ = Ψ−1Aq−Ψ
Bq+ = Ψ−1Bq−

Gq+ = Ψ−1Gq−(Ψ⊗ Im)
Cq+ = Cq−Ψ
Dq+ = Dq−

.

La première condition implique que les modes q− et q+ ont différents paramètres de
Markov, en d’autres termes ces deux modes sont discernables.

Définition 4.2 Condition de discernabilité entre les modes bilinéaires

Deux modes (m1, m2) sont discernables dans l’intervalle de temps [0, T] (T est un entier positif),
si pour tout état initial et pour la même entrée appliquée sur les modes m1 et m2, les sorties générées
des modes m1 et m2 sont différentes. Deux modes m1 et m2 sont discernables si leurs réalisations
minimales représentées dans une même base sont différentes, ce qui implique que tous les paramètres
de Markov des deux modes ne sont pas les mêmes ∀i ∈N : ℘(m1), i 6= ℘(m2), i.
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L’égalité des paramètres de Markov implique qu’il existe une matrice non singulière
Ψ ∈ Rn×n telle que

Am2 = Ψ−1Am1Ψ
Bm2 = Ψ−1Bm1

Gm2 = Ψ−1Gm1(Ψ⊗ Im)
Cm2 = Cm1Ψ
Dm2 = Dm1

.

Cette première condition est nécessaire pour la détectabilité de commutation durant le
régime permanent (Fig. 4.2).

La deuxième condition exprime que la transition entre deux modes non discernables est
transitoirement détectable. Ceci est dû au changement de dynamique produit suite à la
commutation (Fig. 4.3).

4.3 Reconnaissance du mode actif

Afin d’utiliser la MPD pour la reconnaissance du mode actif, qui revient à identifier les
défauts internes, nous considérons dans un premier temps les systèmes à commutations
avec des modes linéaires en fixant dans le système (4.1) Gq = 0n×nm.

4.3.1 Reconnaissance du mode actif linéaire

Dans cette section, la MPD est utilisée pour reconnaître le mode linéaire actif. Il sera
démontré que le mode peut être reconnu sous une condition de discernabilité.

4.3.1.1 Génération du résidu

Soit uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1.

Soit les deux matrices d’entrées collectées en ligne et hors ligne : Uk− L
2 +1:k et U∗

(γ), 1: L
2

Uk− L
2 +1:k =

[
uk− L

2 +1, i uk− L
2 +2, i · · · uk, i

]
∈ Rm(i+1)× L

2 (4.57)

U∗
(γ), 1: L

2
=
[

u∗1, i u∗2, i · · · u∗L
2 , i

]
∈ Rm(i+1)× L

2 (4.58)

Soit les deux matrices de sorties collectées en ligne et hors ligne : Yk− L
2 +1:k et Y∗

(γ), 1: L
2

Yk− L
2 +1:k =

[
yk− L

2 +1 · · · yk−1 yk

]
∈ R`× L

2 (4.59)

Y∗
(γ), 1: L

2
=
[

y∗1 · · · y∗L
2−1

y∗L
2

]
∈ R`× L

2 (4.60)

Les matrices d’entrée-sortie résultantes sont données par :

U(γ, q), k− L
2 +1:k =

[
U∗
(γ), 1: L

2
|Uk− L

2 +1:k

]
etY(γ, q), k− L

2 +1:k =
[

Y∗
(γ), 1: L

2
|Yk− L

2 +1:k

]
(4.61)

La proposition suivante présente le générateur des résidus pour la reconnaissance du
mode actif.
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Proposition 4.5 Le résidu ε(γ), k dont la forme de calcul est donnée par :

ε(γ), k = Y(γ, q), k− L
2 +1:kΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

(4.62)

a la forme d’évaluation suivante

ε(γ), k = (H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL + δi
k (4.63)

avec δi
k =

[
Cγ Ai

γx1| · · · |Cγ Ai
γx L

2
|Cq Ai

qxk− L
2 +1−i|Cq Ai

qxk−i

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL ∈ R`×1.

Les modes étant stables, pour i suffisamment grand δi
k est négligeable.

Si un mode γ ∈ {1, 2, ..., d} est actif alors E[ε(γ), k] = 0.

La génération des résidus pour la reconnaissance du mode actif est représentée graphi-
quement sur la figure 4.4.

Données hors‐ligne labélisées
Mode : 1

s
LU



LZ

X X2
:1),1(
L

s

2
:1),1(
LY



k),1(

Mode : 2

X X
s

2
:1),2(
LU



LZ



X X2

s

2
:1),2(
LY k),2(

Mode : d 
sU

LZ

X X2
:1),(
Ld

U

s

2
:1),(
Ld

Y


Z

kd ),(

sU

construire construire
kw

2 s

:1
2

kLk
U



s
LY

S
Entrée en ligne Sortie  en  ligne

ku :1
2

kLk 
ky

Figure 4.4 – Diagramme de génération de résidu par la MPD pour la reconnaissance du mode actif

La signification des symboles graphiques est donnée dans le tableau 4.1.

Démonstration. Si un mode q est actif sur une fenêtre de temps
[k− L− i + 1, k], alors la matrice de la sortie du système
Yk−L+1:k = [yk−L+1 . . . yk] ∈ R`×L est donnée par :

Yk−L+1:k = Cq Ai
q [xk−L+1−i| · · · |xk−i] + H(q), iUk−L+1:k + Wk (4.64)
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Les signes schématiques Les significations

A B Bconstruire Aest construite à partir de 

A B AB 
A

 BAC 

A
B C

 
Concaténation de et

selon les colonnes

A B

A
C BACXB
C BAC X

Table 4.1 – Signification des symboles graphiques

En remplaçant les premières L
2 colonnes de la matrice Uk−L+1:k (respectivement Yk−L+1:k)

par la matrice d’entrée U∗
(γ), 1: L

2
(respectivement la matrice de sortie Y∗

(γ), 1: L
2
) construite

avec des données d’entrée-sortie collectées hors ligne en fonctionnement sans défaut dans
le mode γ (γ ∈ {1, 2, ..., d}). Les matrice d’entrée-sortie résultantes sont données par
les équations (4.61). A partir de l’équation (4.64), l’expression générale de Y(γ, q), k− L

2 +1:k
devient :

Y(γ, qk), k− L
2 +1:k =

[
Cγ Ai

γx1| · · · |Cγ Ai
γx L

2
|Cq Ai

qxk− L
2 +1−i| · · · |Cq Ai

qxk−i

]
+H(γ), i

[
U∗
(γ), 1: L

2
|0m(i+1)× L

2

]
+ H(q), i

[
0m(i+1)× L

2
|Uk− L

2 +1:k

]
+ Wk

(4.65)

Afin de faire apparaître la matrice U(γ, q), k− L
2 +1:k, on ajoute et on soustrait le terme

H(γ), i

[
0m(i+1)× L

2
|Uk− L

2 +1:k

]
de l’équation (4.65) :

Y(γ, qk), k− L
2 +1:k =

[
Cγ Ai

γx1| · · · |Cγ Ai
γx L

2
|Cq Ai

qxk− L
2 +1−i| · · · |Cq Ai

qxk−i

]
+H(γ), iU(γ, q), k− L

2 +1:k + (H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
+ Wk

(4.66)

En multipliant l’équation (4.66) à droite par ΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
, et en sélectionnant la der-

nière colonne, la forme d’évaluation du résidu proposé est donnée par :

ε(γ), k = (H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL + δi
k (4.67)

avec δi
k =

[
Cγ Ai

γx1| · · · |Cγ Ai
γx L

2
|Cq Ai

qxk− L
2 +1−i|Cq Ai

qxk−i

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL ∈ R`×1.
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Sous l’hypothèse de la stabilité des modes, ce qui est équivalent à dire que les valeurs
propres des matrices Aγ et Aq sont à l’intérieur du cercle unité, on a (voir annexe B pour
la preuve des limites (4.68)) :

lim
i→∞

Ai
γ = 0 et lim

i→∞
Ai

q = 0 (4.68)

Par conséquent, δi
k dans l’équation (4.67) devient négligeable pour i suffisamment grand.

La forme d’évaluation (4.67) du résidu peut être approximée par :

ε(γ), k
∼= (H(q), i − H(γ), i)

[
0m(i+1)× L

2
|Uk− L

2 +1:k

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL (4.69)

Si le mode actif est q = γ où H(q), i = H(γ), i, alors
E[ε(γ), k] = E[WkΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL] ∼= 0.

4.3.1.2 Analyse du résidu

Une condition de discernabilité de mode (identifiabillité de défauts internes) est donnée
dans la proposition suivante

Proposition 4.6 Si les entrées ne sont pas identiquement nulles, une condition nécessaire et suffi-
sante d’identifiabillité de défauts internes est :

span((H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
) 6⊂ span(U(γ, q), k− L

2 +1:k) (4.70)

Démonstration. – Condition suffisante :

Si span((H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
) 6⊂ span(U(γ, q), k− L

2 +1:k)

alors ∀X : on a

(H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
6= XU(γ, q), k− L

2 +1:k. Par conséquent on a
εs, k 6= 0.

– Condition nécessaire :

Si E[εs, k] 6= 0, alors

(H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k
6= 0, ce qui implique que

span((H(q), i − H(γ), i)
[

0m(i+1)× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
) 6⊂ span(U(γ, q), k− L

2 +1:k).
Par conséquent, sous la condition précédente le mode est reconnu si l’espérance mathé-

matique du résidu E[ε(γ), k] (4.69) est non nulle pour toutes les entrées.

Nous spécifions maintenant un cas particulier qui peut respecter la condition précé-
dente (4.70) :

A partir de l’équation (4.69), il est possible de conclure que le mode actif ne peut pas
être reconnu quelque soit l’entrée quand H(q), i = H(γ), i ce qui représente la condition
de discernabilité entre deux modes. Cela implique que les modes m1 et m2 ne sont pas
discernables pour toutes les entrées si H(m1), i = H(m2), i.
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4.3.2 Reconnaissance du mode actif bilinéaire

Dans cette section, la MPD est utilisée pour reconnaître le mode bilinéaire actif. Il sera
démontré que le mode peut être reconnu sous une condition de discernabilité.

Remarque 4.2 Dans l’étude du cas bilinéaire de ce chapitre, l’indice i1 mentionné dans le chapitre
3 est volontairement omis dans les expressions mathématiques pour des raisons de simplicité, mais
il est pris en compte dans l’exemple de simulation.

4.3.2.1 Génération du résidu

Les termes utilisés dans la proposition suivante sont donnés ci-après.

1. La matrice des paramètres de Markov H(q), i de degré i est donnée par :

H(q), i =
[

Cq Ai−1
q Bq| · · · |CqBq|Dq

]
∈ R`×m(i+1) (4.71)

2. La matrice H
k
(q), i(xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

H
k
(q), i(xk−i) = Cq

[
Ai−1

q Gq(xk−i ⊗ Im)| · · · |AqGq(Aq ⊗ Im)i−2(xk−i ⊗ Im)|
Gq(Aq ⊗ Im)i−1(xk−i ⊗ Im)|0`×m

]
∈ R`×m(i+1)

(4.72)

3. La matrice ˜̃Hk
(q), i(xk−i) dépendante de l’état est donnée par :

˜̃Hk
(q), i(xk−i) = Cq

[
Ṽq

1, i(xk−i ⊗ I)|Ṽq
2, i(xk−i ⊗ I)| · · · |Ṽq

Ki, i(xk−i ⊗ I)
]
∈ R`×Mi

(4.73)

où Ṽq
p, i = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

i−1
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) = i

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.74)

4. Le vecteur des entrées uk, i construit par les entrées collectées en ligne sur une fenêtre
de temps de taille i est donné par :

uk, i =
(

uT
k−i uT

k−i+1 . . . uT
k
)T ∈ Rm(i+1)×1 (4.75)

5. Le vecteur triangulaire des entrées ũk, i est donné par :
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ũk, i =



les combinaisons de 2 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)

les combinaisons de 3 termes︷ ︸︸ ︷
i
Ξ

b=3
uk−b⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c))

...
les combinaisons de q termes︷ ︸︸ ︷

(
i
Ξ

p=q
uk−p⊗(

p−1
Ξ

r=q−1
uk−r⊗ · · · ⊗(

b−1
Ξ

a=2
uk−a⊗(

a−1
Ξ

c=1
uk−c)) · · · ))

...
la combinaison de i termes︷ ︸︸ ︷

uk−i ⊗ · · · ⊗ uk−2 ⊗ uk−1



∈ RMi×1

(4.76)
6. La matrice H̃(q), i est donnée par :

H̃(q), i =
[

CqVq
1, i(Bq ⊗ I)|CqVq

2, i(Bq ⊗ I)| · · · |CqVq
Ki, i(Bq ⊗ I)

]
∈ R`×Mi (4.77)

où Vq
p, i = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

i−2
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) ≤ i− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.78)

7. Soit les deux matrices d’entrées collectées en ligne et hors ligne : Uk− L
2 +1:k et U∗

(γ), 1: L
2

Uk− L
2 +1:k =

[
uk− L

2 +1, i · · · uk−1, i uk, i

ũk− L
2 +1, i · · · ũk−1, i ũk, i

]
∈ Rm(i+1)+Mi× L

2 (4.79)

U∗
(γ), 1: L

2
=

[
u∗1, i · · · u∗L

2−1, i u∗L
2 , i

ũ∗1, i · · · ũ∗L
2−1, i

ũ∗L
2 , i

]
∈ Rm(i+1)+Mi× L

2 (4.80)

8. Soit les deux matrices de sorties collectées en ligne et hors ligne : Yk− L
2 +1:k et Y∗

(γ), 1: L
2

Yk− L
2 +1:k =

[
yk− L

2 +1 · · · yk−1 yk

]
∈ R`× L

2 (4.81)

Y∗
(γ), 1: L

2
=
[

y∗1 · · · y∗L
2−1

y∗L
2

]
∈ R`× L

2 (4.82)

9. Les matrices d’entrée-sortie résultantes sont données par :

U(γ, q), k− L
2 +1:k =

[
U∗

(γ), 1: L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
etY(γ, q), k− L

2 +1:k =
[

Y∗
(γ), 1: L

2
|Yk− L

2 +1:k

]
(4.83)
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10. La matrice de projection dans l’espace orthogonal à droite de la matrice U(γ, q), k− L
2 +1:k

est donnée selon (4.104) (voir annexe A.9) par :

ΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
= IL−U(γ, q), k− L

2 +1:k
T(U(γ, q), k− L

2 +1:kU(γ, q), k− L
2 +1:k

T)−1U(γ, q), k− L
2 +1:k

(4.84)
On suppose que les entiers i et L respectent la condition L > m(i + 1) +Mi pour
que dim span(ΠT

U
(γ, q), k− L

2 +1:k
) > 0 (i.e. voir équation (4.105) dans l’annexe A.9). Les

matrices Wk et Fs, k sont construites comme la matrice Y(γ, q), k− L
2 +1:k en utilisant wk et

fs, k au lieu de yk.

11. Soit ZL =
(

0 . . . 0 1
)T ∈ RL×1.

12. ℘(q), i =
[

H(q), i|H̃(q), i
]

où H(q), i =
[

Cq Ai−1
q Bq| · · · |CqBq|Dq

]
∈ R`×m(i+1) et

H̃(q), i = Cq

[
Vq

1, i(Bq ⊗ I)|Vq
2, i(Bq ⊗ I)| · · · |Vq

Ki, i(Bq ⊗ I)
]
∈ R`×Mi .

avec Vq
p, i = Aρ1(p)

q Gρ2(p)
q

i−2
∏
j=1

(Aq ⊗ Imj)ρ2j+1(p)(Gq ⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) ≤ i− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.85)

La proposition suivante présente le générateur des résidus pour la reconnaissance du
mode actif.

Proposition 4.7 Le résidu ε
⊗
(γ), k dont la forme de calcul est donnée par :

∀γ ∈ {1, 2, · · · , d} : ε
⊗
(γ), k = Y(γ, q), k− L

2 +1:kΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
ZL (4.86)

a la forme d’évaluation suivante

ε
⊗
(γ), k = (℘(q), i − ℘(γ), i)

[
0m(i+1)+Mi× L

2
|Us

k− L
2 +1:k

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL+

WkΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
ZL + δi

k

(4.87)

où δi
k = (

[
Cγ Ai

γx1| · · · |Cγ Ai
γx L

2−1|Cγ Ai
γx L

2
|Cq Ai

qxk− L
2 +1−i| · · · |Cq Ai

qxk−i−1|Cq Ai
qxk−i

]
+[

H
1
(γ), i(x1)u∗1, i|H

2
(γ), i(x2)u∗2, i| · · · |H

L
2
(γ), i(x L

2
)u∗L

2 , i|

H
k− L

2 +1−i
(q), i (xk− L

2 +1−i)uk− L
2 +1−i, i|H

k− L
2 +2−i

(q), i (xk− L
2 +2−i)uk− L

2 +2−i, i| · · · |H
k
(q), i(xk−i)uk, i

]
+[

˜̃H1
(γ), i(x1)ũ∗1, i|

˜̃H2
(γ), i(x2)ũ∗2, i| · · · |

˜̃H
L
2
(γ), i(x L

2
)ũ∗L

2 , i
|

˜̃Hk− L
2 +1−i

(q), i (xk− L
2 +1−i)ũk− L

2 +1−i, i|
˜̃Hk− L

2 +2−i
(q), i (xk− L

2 +2−i)ũk− L
2 +2−i, i| · · · |
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˜̃Hk
(q), i(xk−i)ũk, i

]
)ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL ∈ R`×1.

Les modes étant stables, pour i suffisamment grand δi
k est négligeable.

Si un mode γ ∈ {1, 2, ..., d} est actif alors E[ε⊗(γ), k] = 0.

Démonstration. Si un mode q est actif sur la fenêtre de temps
[k− L− i + 1, k], alors la matrice de sortie du système
Yk− L

2 +1:k = [yk− L
2 +1 . . . yk] ∈ R`× L

2 est donnée par l’équation (3.13). Indépendamment de la
différence entre i1 et i et en introduisant l’indice q, l’équation (3.13) devient :

Yk− L
2 +1:k = ℘(q), iUk− L

2 +1:k + Wk− L
2 +1:k + δ

i
k (4.88)

où δ
i
k = Cq

[
Ai

qxk− L
2 +1−i| · · · |A

i
qxk−i−1|Ai

qxk−i

]
+[

H
k− L

2 +1−i
(q), i (xk− L

2 +1−i)uk− L
2 +1−i, i|H

k− L
2 +2−i

(q), i (xk− L
2 +2−i)uk− L

2 +2−i, i| · · · |H
k
(q), i(xk−i)uk, i

]
+[

˜̃Hk− L
2 +1−i

(q), i (xk− L
2 +1−i)ũk− L

2 +1−i, i|
˜̃Hk− L

2 +2−i
(q), i (xk− L

2 +2−i)ũk− L
2 +2−i, i| · · · |

˜̃Hk
(q), i(xk−i)ũk, i

]
;

telle que ℘(q), i =
[

H(q), i|H̃(q), i
]
.

En concaténant la matrice Uk−k− L
2 +1:k+1:k (respectivement Yk−k− L

2 +1:k+1:k) avec la matrice
d’entrée U(γ), 1: L

2
(respectivement la matrice de sortie Y(γ), 1: L

2
) construite par les données

collectées hors ligne en fonctionnement sans défaut du mode γ (γ ∈ {1, 2, · · · , d}).
A partir de l’équation (4.88), l’expression générale de Y(γ, q), k− L

2 +1:k devient :

Y(γ, qk), k− L
2 +1:k = ℘(γ), i

[
U∗

(γ), 1: L
2
|0m(i+1)+Mi× L

2

]
+℘(q), i

[
0m(i+1)+Mi× L

2
|Uk− L

2 +1:k

]
+ Wk + δ̃i

k

(4.89)

où δ̃i
k =

[
Cγ Ai

γx1| · · · |Cγ Ai
γx L

2−1|Cγ Ai
γx L

2
|Cq Ai

qxk− L
2 +1−i| · · · |Cq Ai

qxk−i−1|Cq Ai
qxk−i

]
+[

H
1
(γ), i(x1)u∗1, i|H

2
(γ), i(x2)u∗2, i| · · · |H

L
2
(γ), i(x L

2
)u∗L

2 , i|

H
k− L

2 +1−i
(q), i (xk− L

2 +1−i)uk− L
2 +1−i, i|H

k− L
2 +2−i

(q), i (xk− L
2 +2−i)uk− L

2 +2−i, i| · · · |H
k
(q), i(xk−i)uk, i

]
+[

˜̃H1
(γ), i(x1)ũ∗1, i|

˜̃H2
(γ), i(x2)ũ∗2, i| · · · |

˜̃H
L
2
(γ), i(x L

2
)ũ∗L

2 , i
|

˜̃Hk− L
2 +1−i

(q), i (xk− L
2 +1−i)ũk− L

2 +1−i, i|
˜̃Hk− L

2 +2−i
(q), i (xk− L

2 +2−i)ũk− L
2 +2−i, i| · · · |

˜̃Hk
(q), i(xk−i)ũk, i

]
.

Afin de faire apparaître la matrice U(γ, q), k− L
2 +1:k, on ajoute et on soustrait

H(γ), i

[
0m(i+1)× L

2
|Uk− L

2 +1:k

]
de l’équation (4.89) :

Y(γ, q), k− L
2 +1:k = ℘(γ), iU(γ, q), k− L

2 +1:k

+(℘(q), i − ℘(γ), i)
[

0m(i+1)+Mi× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
+ Wk + δ̃i

k
(4.90)

En multipliant l’équation (4.90) à droite par ΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
, et en sélectionnant la der-

nière colonne, la forme d’évaluation du résidu MPD proposé est donnée par :



4.3. Reconnaissance du mode actif 127

ε
⊗
(γ), k = (℘(q), i − ℘(γ), i)

[
0m(i+1)+Mi× L

2
|Uk− L

2 +1:k

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k

ZL+

WkΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
ZL + δi

k

(4.91)

où δi
k = δ̃i

kΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
ZL.

Si le mode actif est q = γ où ℘(q), i = ℘(γ), i,

alors E[ε⊗(γ), k] = E[WkΠU
(γ, q), k− L

2 +1:k
ZL] ∼= 0, par conséquent le mode courant q est reconnu

comme étant γ (i.e. q = γ).

4.3.2.2 Analyse du résidu

Une condition de discernabilité de mode (identifiabilité de défauts internes) est donnée
dans la proposition suivante

Proposition 4.8 Si les entrées ne sont pas identiquement nulles, une condition nécessaire et suffi-
sante d’identifiabilité de défauts internes est :

span((℘(q), i − ℘(γ), i)
[

0m(i+1)+Mi× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
) 6⊂ span(U(γ, q), k− L

2 +1:k) (4.92)

Démonstration. – Condition suffisante :

Si span((℘(q), i − ℘(γ), i)
[

0m(i+1)+Mi× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
) 6⊂ span(U(γ, q), k− L

2 +1:k)

alors ∀X : on a

(℘(q), i − ℘(γ), i)
[

0m(i+1)+Mi× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
6= XU(γ, q), k− L

2 +1:k. Par conséquent on a

ε
⊗
(γ), k 6= 0.

– Condition nécessaire :

Si E[ε⊗(γ), k] 6= 0, alors

(℘(q), i − ℘(γ), i)
[

0m(i+1)+Mi× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
ΠU

(γ, q), k− L
2 +1:k
6= 0, ce qui implique que

span((℘(q), i − ℘(γ), i)
[

0m(i+1)+Mi× L
2
|Uk− L

2 +1:k

]
) 6⊂ span(U(γ, q), k− L

2 +1:k).
Par conséquent, sous la condition précédente le mode est reconnu si l’espérance mathé-

matique du résidu E[ε⊗(γ), k] (4.91) est non nulle.

Nous spécifions maintenant un cas particulier qui respecte la condition précédente
(4.92) :

A partir de l’équation (4.91), il est possible de conclure que le mode actif ne peut pas
être reconnu quelque soit l’entrée quand ℘(q), i = ℘(γ), i et q 6= γ ce qui représente la
condition de discernabilté entre deux modes. Cela implique que les modes m1 et m2 ne
sont pas discernables pour tout les entrées si ℘(m1), i = ℘(m2), i.
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4.4 Exemples d’illustration

4.4.1 Systèmes à commutations avec des modes linéaires

Considérons un système à 3 modes de fonctionnement (q ∈ {1, 2, 3}), où le mode 1 est
un mode de fonctionnement linéaire normal et les deux autres modes peuvent par exemple
représenter des modes de défaillance dus à des défauts internes (Fig. 4.5).

=
0

=
1

q=1 q=2

0 1

Mode de fonctionnement 
normal

Mode de fonctionnement 
Défaillant 1

q=3
Mode de fonctionnement 
Défaillant 2

Figure 4.5 – Système à commutations

La séquence des commutations est donnée dans le tableau 4.2.

k [0, 1500[ [1500, 2500[ [2500, 4000[
numéro de mode 1 3 2

Table 4.2 – Séquence de commutations simulée

Les 3 modes sont stables. Les valeurs numériques des paramètres de ces modes sont
données ci-après. Ces paramètres seront utilisés pour générer en simulation les sorties du
système, mais ils ne seront pas utilisés pour le calcul des résidus.
Deux exemples sont décrits ci-après. Dans le premier, tous les modes linéaires sont discer-
nables, tandis que dans le second, les modes 2 et 3 sont non discernables.

4.4.1.1 Exemple avec des modes discernables

Les paramètres du mode 1 sont donnés par :

A1 =


−0.7 0 0 0

0 0.6 0 0
0 0 0.3 0
0 0 0 0.1

, B1 =


1 1
1 1
1 1
1 1

,

C1 =


0.1 0 0 0
0 0.1 0 0
0 0 0.1 0
0 0 0 0.1

, D1 =


0.1 0.1
0.1 0.1
0.1 0.1
0.1 0.1

.

Les paramètres du mode 2 sont donnés par :

A2 =


−0.5 0 0 0

0 0.2 0 0
0 0 0.4 0
0 0 0 0.3

, B2 =


0.1 0.1
1.2 1.2
0.5 0.5
0.8 0.8

,
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C2 =


0.3 0 0 0
0 0.3 0 0
0 0 0.3 0
0 0 0 0.3

, D2 =


0.3 0.3
0.3 0.3
0.3 0.3
0.3 0.3

.

Les paramètres du mode 3 sont donnés par :

A3 =


−0.4 0 0 0

0 0.5 0 0
0 0 0.2 0
0 0 0 0.6

, B3 =


0.3 0.3
0.1 0.1
0.7 0.7
0.9 0.9

,

C3 =


0.5 0 0 0
0 0.5 0 0
0 0 0.5 0
0 0 0 0.5

, D3 =


0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5

.

Ces paramètres ont été choisis de tel sorte que les 3 modes soient discernables (i.e. ils
ont différents paramètres de Markov).

4.4.1.1.1 Réglage de la MPD La première étape de la MPD est de régler les paramètres
i et L.

Les entiers i et L (i = 15 et L = 68) pour les 3 modes sont choisis en calculant le critère
donné par (2.25).

4.4.1.1.2 Génération des entrées et des sorties Les figures 4.6 et 4.7 représentent les
entrées et les sorties du système qui sont les seules données utilisées pour calculer les
résidus d’estimation des instants de commutation et de reconnaissance du mode actif en
ligne.
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Figure 4.6 – Les entrées du système uk
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Figure 4.7 – Les sorties du système yk

4.4.1.1.3 Estimation des instants de commutation Les instants de commutation τ =
1500 et τ = 2500 ont été bien estimés par les résidus comme le montre la figure 4.8. Tout
les résidus sont sensibles à ces deux commutations.
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Figure 4.8 – L’estimation des instants de commutations εs, k

4.4.1.1.4 Reconnaissance du mode actif Le résidu ε(1), k est calculé en utilisant des don-
nées entrée-sortie collectées en ligne et hors ligne du mode 1. Les composantes du résidu
calculé permettent la reconnaissance du mode 1 comme le montre la figure 4.9.

Le résidu ε(2), k est calculé en utilisant des données entrée-sortie collectées en ligne et
hors ligne du mode 2. Les composantes du résidu calculé permettent la reconnaissance du
mode 2 comme le montre la figure 4.10.

Le résidu ε(3), k est calculé en utilisant des données entrée-sortie collectées en ligne et
hors ligne du mode 3. Les composantes du résidu calculé permettent la reconnaissance du
mode 3 comme le montre la figure 4.11.
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Figure 4.9 – La reconnaissance du premier mode ε(1), k
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Figure 4.10 – La reconnaissance du deuxième mode ε(2), k

4.4.1.2 Exemple avec des modes non discernables

Les paramètres du mode 1 :

A1 =


1.0792 1.9072 0.9395 0.5389
−0.1542 −0.3322 −0.2895 −0.2139
−0.3538 −0.7776 −0.3280 −0.2391
−0.6090 −1.4554 −0.8149 −0.1190

 , B1 =


−0.1152 −0.1152
0.1152 0.1152
0.0419 0.0419
0.1859 0.1859

,

C1 =


0.1 0.3 0.2 0.1
0.5 0.7 0.2 0.1
0.3 0 −0.2 0.5
−0.2 0.4 −0.9 0.1

, D1 =


0.7 0.7
1.5 1.5
0.6 0.6
−0.6 −0.6

.

Les paramètres du mode 2 :
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Figure 4.11 – La reconnaissance du troisième mode ε(3), k

A2 =


0.5669 0.9342 0.6730 0.3711
−0.1919 −0.2092 −0.3230 −0.1961
−0.1630 −0.5192 −0.0584 −0.1918
−0.1653 −0.7682 −0.5872 0.1007

, B2 =


0.1054 0.1054
0.0321 0.0321
−0.0577 −0.0577
−0.0363 −0.0363

,

C2 =


0.3 0.9 0.6 0.3
1.5 2.1 0.6 0.3
0.9 0 −0.6 1.5
−0.6 1.2 −2.7 0.3

, D2 =


0.7 0.7
1.5 1.5
0.6 0.6
−0.6 −0.6

.

Les paramètres du mode 3 :

A3 =


−3.1682 −5.0342 1.2697 −2.7353
1.0859 1.8972 −0.4467 0.8729
2.0977 2.9268 −0.3946 1.6441
2.2298 3.2131 −0.8241 2.0657

, B3 =


−0.0418 −0.0418
0.0234 0.0234
0.0264 0.0264
0.0241 0.0241

,

C3 =


6 8.4 −1.5 4.5
13.2 20.4 3.3 6.9
−3.9 8.7 −10.5 −0.6
−3.3 7.8 3.9 −12.6

, D3 =


0.7 0.7
1.5 1.5
0.6 0.6
−0.6 −0.6

.

Les modes 2 et 3 ne sont pas discernables (i.e. ils ont les mêmes paramètres de Markov).

La matrice Ψ qui permet de passer du mode 2 au mode 3 est Ψ =


1 3 2 1
5 7 2 1
3 0 −2 5
−2 4 −9 1

.

4.4.1.2.1 Réglage de la MPD La première étape de la MPD est de régler les paramètres
i et L.

Les entiers i et L (i = 20 et L = 88) pour les 3 modes sont choisis en calculant le critère
donné par (2.25).
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4.4.1.2.2 Génération des entrées et des sorties Les figures 4.12 et 4.13 représentent les
entrées et les sorties du système qui sont les seules données utilisées pour calculer les
résidus d’estimation des instants de commutation et de reconnaissance du mode actif en
ligne.
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Figure 4.12 – Les entrées du système uk
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Figure 4.13 – Les sorties du système yk

4.4.1.2.3 Estimation des instants de commutation L’instant de commutation τ = 1500
a été bien estimé par les résidus comme le montre la figure 4.14. Tout les résidus sont
sensibles à cette commutation. La deuxième transition τ = 2500 est détectée par les 3
dernières composantes du résidu mais la première composante n’est pas sensible à cette
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deuxième transition. La non sensibilité de la première composante à la deuxième transition
est due à la non satisfaction de la condition de sensibilité du résidu à la transition.
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Figure 4.14 – L’estimation des instants de commutation εs, k

4.4.1.2.4 Reconnaissance du mode actif Le résidu ε(1), k est calculé en utilisant des don-
nées entrée-sortie collectées en ligne et hors ligne du mode 1. Les composantes du résidu
calculé permettent la reconnaissance du mode 1 comme le montre la figure 4.15.
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Figure 4.15 – La reconnaissance du premier mode ε(1), k

Les résidus ε(2), k et ε(3), k sont calculés en utilisant des données entrée-sortie collectées
en ligne et hors ligne du mode 2 et 3 respectivement. Les deux résidus ne peuvent pas être
utilisés pour distinguer le mode 2 du mode 3 comme le montrent les figures 4.16 et 4.17,
tout ce qu’on peut dire est que le mode 1 n’est pas actif et un des deux modes 2 ou 3 est
actif. Cette non distinction des modes 2 et 3 est due à la non satisfaction de la condition de
discernabilité.
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Figure 4.16 – La reconnaissance du deuxième mode ε(2), k
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Figure 4.17 – La reconnaissance du troisième mode ε(3), k

4.4.2 Systèmes à commutations avec des modes bilinéaires discernables
et d’autres non discernables

Considérons un système à 3 modes de fonctionnement (q ∈ {1, 2, 3}), où le mode
1 est un mode de fonctionnement bilinéaire normal et les deux autres modes peuvent
représenter par exemple des modes de défaillance bilinéaires dus aux défauts internes
(Fig. 4.5).

La séquence des commutations est donnée dans le tableau 4.2.

Les 3 modes sont stables et le mode 2 n’est pas discernable du mode 3 (i.e. les deux
modes ont les mêmes paramètres de Markov).
Les valeurs numériques des paramètres de ces modes sont données dans ci-après mais elles
ne seront pas utilisées pour le calcul des résidus MPD.

Les paramètres du mode 1 :
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A1 =


1.0792 1.9072 0.9395 0.5389
−0.1542 −0.3322 −0.2895 −0.2139
−0.3538 −0.7776 −0.3280 −0.2391
−0.6090 −1.4554 −0.8149 −0.1190

 , B1 =


−0.1152 −0.1152
0.1152 0.1152
0.0419 0.0419
0.1859 0.1859

,

G1 =


0.02 0 0 −0.02 0.01 0 −0.06 0
−0.01 −0.05 −0.02 0 0.02 0.02 0.06 0
0.01 0 0.04 0 −0.03 0 0.04 −0.05
0.5 0.02 0.01 −0.03 −0.05 −0.02 −0.05 0

,

C1 =

(
0.1 0.3 0.2 0.1
0.5 0.7 0.2 0.1

)
, D1 = 1.2 ∗

(
0.7 0.7
1.5 1.5

)
.

Les paramètres du mode 2 :

A2 =


0.5669 0.9342 0.6730 0.3711
−0.1919 −0.2092 −0.3230 −0.1961
−0.1630 −0.5192 −0.0584 −0.1918
−0.1653 −0.7682 −0.5872 0.1007

, B2 =


0.1054 0.1054
0.0321 0.0321
−0.0577 −0.0577
−0.0363 −0.0363

,

G2 =


0.04 0 0 −0.04 0.02 0 −0.05 0
−0.02 −0.01 −0.04 0 0.04 0.04 0.05 0
0.02 0 0.02 0 −0.03 0 0.02 −0.01
0 0.04 0.02 −0.01 −0.01 −0.04 −0.01 0

,

C2 =

(
0.3 0.9 0.6 0.3
1.5 2.1 0.6 0.3

)
, D2 =

(
0.7 0.7
1.5 1.5

)
.

La matrice Ψ qui permet le passage du mode 2 au 3 est Ψ =


1 3 2 1
5 7 2 1
3 0 −2 5
−2 4 −9 1

.

4.4.2.1 Réglage de la méthode

La première étape de la MPD est de régler les paramètres i, i1 et L.

Les entiers i, i1 et L pour les 3 modes sont donnés par i = 13, i1 = 3 et L = 112.

4.4.2.2 Génération des entrées et des sorties

Les figures 4.18 et 4.19 représentent les entrées et les sorties du système qui sont les
seules données utilisées pour calculer les résidus d’estimation des instants de commutation
et de reconnaissance du mode actif.

4.4.2.3 Estimation des instants de commutation

L’instant de commutation τ = 1500 a été bien estimé par les résidus comme le montre
la figure 4.20. Tout les résidus permettent la détection de cette commutation. La deuxième
transition τ = 2500 est détectée avec un amplitude faible par rapport à la détection de la
première transition.
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Figure 4.18 – Les entrées du système uk
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Figure 4.19 – Les sorties du système yk

4.4.2.4 Reconnaissance du mode actif

Le résidu ε
⊗
(1), k est calculé en utilisant des données entrée-sortie collectées en ligne et

hors ligne du mode 1. Les composantes du résidu calculé permettent la reconnaissance du
mode 1 comme le montre la figure 4.21.

Les résidus ε(2), k et ε(3), k sont calculés en utilisant des données entrée-sortie collectées
en ligne et hors ligne du mode 2 et 3 respectivement. Les composantes de ces deux résidus
ne peuvent pas être utilisés pour distinguer le mode 2 du mode 3 comme le montrent les
figures 4.22 et 4.23, tout ce qu’on peut dire est que le mode 1 n’est pas actif et un des deux
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Figure 4.20 – L’estimation des instants de commutations ε⊗s, k
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Figure 4.21 – La reconnaissance du premier mode ε
⊗
(1), k

modes 2 ou 3 est actif. Cette non distinction des modes 2 et 3 est due à la non satisfaction
de la condition de discernabilité.

Conclusion

La méthode par projection des données a été étendue dans ce chapitre pour la détection
et l’identification des défauts internes. Ces défauts internes entrainent des dynamiques
différentes qui correspondent à des modes de fonctionnement défaillant, le problème de
diagnostic se ramène alors à un problème d’estimation des instants de commutations et de
reconnaissance de mode actif. La stratégie suivie est de considérer le système à défauts in-
ternes comme étant un système à commutations avec un mode de fonctionnement normal
et plusieurs modes de fonctionnement défaillant.
Un système à commutations avec des modes linéaires ou bilinéaires a été considéré.

Les avantages de la méthode proposée sont les suivants :
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Figure 4.22 – La reconnaissance du deuxième mode ε
⊗
(2), k
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Figure 4.23 – La reconnaissance du troisième mode ε
⊗
(3), k

– Seule la structure (linéaire ou bilinéaire) des modes est connue, l’estimation des pa-
ramètres ou de l’état du système n’est pas nécessaire.

– Seules les données d’entrée-sortie collectées en ligne sont utilisées pour l’estimation
de l’instant de commutation.

– Seules les données d’entrée-sortie collectées en ligne et hors ligne sont utilisées pour
la reconnaissance du mode actif.





Conclusions et perspectives

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à la détection, la localisation et l’estima-
tion de défauts (capteurs, actionneurs et défauts internes) dans les systèmes modélisés sous
forme d’état linéaire et bilinéaire.

Synthèse

La méthode que nous proposons, (appelée MPD pour Méthode par Projection des
Données), nécessite de connaître la structure du modèle comportemental mais ne nécessite
pas de connaître les valeurs des paramètres de ce modèle. Les résidus sont générés par des
techniques de projection matricielle en utilisant uniquement les données d’entrées et de
sorties mesurées.

Cette méthode peut être directement implantée sur des applications de même type sans
que les paramètres de chaque système soient identifiés. Cette méthode pourrait donc être
très utile pour tester des systèmes en fin de chaîne de fabrication ou pour être implantée
sur un parc (groupe) de machines identiques. Elle pourrait être aussi utile pour des sys-
tèmes à paramètres difficilement identifiables.

Que le modèle soit linéaire ou bilinéaire, pour les défauts capteurs, actionneurs et in-
ternes, la méthode de génération de résidu est décrite par les quatre points suivants :

1. L’obtention d’une expression d’une matrice S (constituée des mesures Y pour la sur-
veillance des défauts capteurs, des entrées U pour la surveillance des défauts action-
neurs) sur une fenêtre temporelle de taille L (les indices temporels sont volontaire-
ment omis pour présenter simplement l’expression) de la forme générale

S = HX0 +HE +F +W (4.93)

– Le terme HX0 dépend des paramètres et d’un ensemble d’états sur la fenêtre L.
– Le terme HE dépend des entrées U pour la surveillance des défauts capteurs, des

sorties Y pour la surveillance des défauts actionneurs sur la fenêtre considérée, H
dépend des paramètres du modèle.

– Le terme F dépend des défauts.
– Le termeW dépend des bruits d’état et de mesure.

2. Par un choix judicieux de la fenêtre temporelle,
– le terme HX0 est très petit (sous des hypothèses de stabilité) pour une fenêtre de

calcul suffisamment grande (HX0 = ∆),
– on peut trouver une matrice ΠE, telle que EΠE = 0.

3. La multiplication de l’équation (4.93), à droite par ΠE donne l’expression de la forme
de calcul et d’évaluation du résidu

ε = SΠE = FΠE +WΠE + ∆ (4.94)

141
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4. La valeur moyenne de ε sur une fenêtre temporelle glissante est utilisée pour la déci-
sion.

Un point très important de la méthode est la détermination de la taille L de la fenêtre
de calcul. Nous avons proposé un critère pour chaque cas de figure étudié.

L’essentiel de la thèse a été consacré à l’obtention de l’expression de S (4.93) et à prou-
ver la sensibilité du résidu aux défauts pour différents cas de figure : systèmes linéaires et
bilinéaires, défauts capteurs, actionneurs et défauts internes.

Le diagnostic des défauts actionneurs est un problème dual du diagnostic des défauts
capteurs sous une condition d’inversibilité du système.

Pour la détection et la localisation du défaut, le résidu est calculé en utilisant des don-
nées entrée-sortie collectées en ligne. Pour l’estimation du défaut, le résidu est calculé en
utilisant des données entrée-sortie collectées en ligne et des données hors ligne disponibles
du système non défaillant.

Sous des conditions de détectabilité de défauts que nous avons exprimées, les résidus
générés sont structurés par rapport aux défauts capteurs et actionneurs ce qui rend immé-
diate la localisation de ces défauts.

Sous des conditions d’estimabilité de défauts que nous avons exprimées, les résidus
permettent d’estimer les défauts capteurs et actionneurs.

Les défauts internes (supposés abrupts et invariants, c’est-à-dire correspondant à un
biais constant sur les paramètres) entraînent des dynamiques différentes qui correspondent
à des modes de fonctionnement défaillant. Le problème de diagnostic se ramène alors à un
problème d’estimation des instants de commutation et de reconnaissance du mode actif à
chaque instant.

Que le mode soit linéaire ou bilinéaire, pour les systèmes à commutations, la condition
de discernabilité entre deux modes m1 et m2 est de la forme générale suivante

Hm1 6= Hm2 (4.95)

La matrice Hm1 (resp. Hm2) est constituée des paramètres de Markov du mode m1
(resp. m2).

Si la condition de discernabilité est satisfaite alors le mode actif est reconnaissable et la
commutation est détectable. Dans le cas contraire, le mode actif n’est pas reconnaissable,
par contre la commutation peut être détectable. Dans ce deuxième cas, la condition de
détectabilité est de la forme générale suivante :

Hm1, m2 6= Hm1 (4.96)

Le terme Hm1, m2 est constituée des paramètres de Markov des modes m1 et m2.
La condition (4.96) exprime que la transition entre deux modes non discernables est
transitoirement détectable. Ceci est dû au changement de dynamique produit suite à la
commutation.
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Des exemples physiques et académiques ont été traités tout au long de la thèse afin
d’illustrer, sur des simulations, les différentes applications de la méthode proposée.

Perspectives

Plusieurs perspectives sont envisagées pour faire suite à ce travail de thèse :
– La méthode par projection des données a été proposée pour les systèmes linéaires

et bilinéaires. Nous envisageons d’étendre cette technique à d’autres systèmes non
linéaires (Voltera, Hammerstein).

– Pour le diagnostic des défauts actionneurs, nous supposons que le système est li-
néaire. Nous envisageons d’étendre la méthode aux systèmes bilinéaires.

– Le calcul des résidus ne nécessite pas la connaissance des paramètres, par contre,
ces paramètres sont supposés constants. Des variations au cours du temps de ces
paramètres vont entraîner des changements sur les résidus. Une étude de sensibilité
des résidus à ces variations paramétriques faibles, évoluant lentement doit être menée.
La procédure de décision pourra ainsi être adaptée pour tolérer celles-ci.

– Le critère choisi pour déterminer la taille de fenêtre de calcul du résidu ne tient pas
compte de la sensibilité aux défauts. Une piste de recherche serait de considérer cette
sensibilité. Cependant, le calcul d’un tel critère nécessitera d’utiliser des données du
système défaillant.

– La méthode a été proposée pour des modèles de structure linéaire et bilinéaire. Il
serait intéressant de comparer les performances de la surveillance (taux de fausse
alarmes et de non détection, délai de détection, erreur d’estimation du défaut) suivant
que le résidu est calculé en utilisant un modèle de structure identique ou non à la
structure du système.

– Nous envisageons aussi d’appliquer la méthode sur des données réelles afin de mon-
trer l’applicabilité et les performances de la méthode pour des applications indus-
trielles.





Annexes

A Outils mathématiques

A.1 Produit de Kronecker

Soient A une matrice de taille a× b et B une matrice de taille p× q. Leur produit de

Kronecker A⊗B ∈ Rap×bq est donné par : A⊗B =

 A11B · · · A1bB
... . . . ...

Aa1B · · · AabB

.

Quelques propriétés du produit de Kronecker sont :
– (R1 ⊗ R2)(R3 ⊗ R4)=(R1 R3) ⊗ (R2 R4).
– (R1 ⊗ R2)=(R1 ⊗ I)R2, tel que pour cette propriété R1 est un vecteur colonne.
Où R1, R2, R3, R4 sont des matrices avec des dimensions appropriées.

A.2 Combinatoire

Soit Ki =
i−2
∑

α=0
C i−α

i où C p
n = n!

(n−p)!p! .

Les propriétés suivantes sont rappelées :

1. i + 2Ki = Ki+1.

2. Cb+1
a+1 = Cb+1

a + Cb
a .

A.3 Espace des lignes d’une matrice

Nous considérons une matrice A =
[
Aj
]
∈ Ra×b, où

{
Aj
}

j∈{1, 2, ··· , a} ∈ R1×b repré-
sente la collection des a lignes de la matrice A. L’espace des lignes de A noté par span(A)
est défini par :

span(A) ≡ span [A1, · · · , Aa]
≡ {Y ∈ R1×b | Y = XA, pour X ∈ R1×a}

(4.97)

A.4 Espace des colonnes d’une matrice

Nous considérons une matrice A =
[
Aj
]
∈ Ra×b, où{

Aj
}

j∈{1, 2, ··· , b} ∈ Ra×1 représente l’ensemble des b colonnes de la matrice A. L’espace

des colonnes de A noté par span(AT) est défini par :

span(AT) ≡ span [A1, · · · , Ab]
≡ {Y ∈ Ra×1 | Y = AX , pour X ∈ Rb×1}

(4.98)

145
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A.5 Espace nul ou noyau d’une matrice

Nous considérons une matrice A =
[
Aj
]
∈ Ra×b, où{

Aj
}

j∈{1, 2, ··· , b} ∈ Ra×1 représente l’ensemble des b colonnes de la matrice A. L’espace
nul de A noté par null(A) est défini par :

null(A) ≡ null [A1, · · · , Ab]
≡ {X ∈ Rb×1 | AX = 0} (4.99)

A.6 Rang et nullité d’une matrice

Nous considérons une matrice A ∈ Ra×b. Le rang de la matrice A est la dimension de
son espace des colonnes ou la dimension de son espace des lignes. La nullité de la matrice
A est la dimension de son noyau.

rang(A) ≡ dim(span(AT)) = dim(span(AT))
et
nullité(A) ≡ dim(null(A))

(4.100)

A.7 Théorème du rang

Nous considérons une matrice A =
[
Aj
]
∈ Ra×b, où{

Aj
}

j∈{1, 2, ··· , b} ∈ Ra×1 représente l’ensemble des b colonnes de la matriceA. Le théorème
du rang est donnée par l’équation suivante :

rang(A) + dim(null(A)) = b (4.101)

A.8 Matrice de projection à gauche de l’espace des colonnes d’une ma-
trice

La matrice ΠA projette l’espace des colonnes d’une matrice sur le complément orthogo-
nal à l’espace des colonnes de la matrice A ∈ Ra×b.

ΠA = Ia −A(ATA)−1AT (4.102)

et on a :

dim(ΠA) = nombre de lignes(A)− rang(A) (4.103)

D’après l’équation (4.103), dim(ΠA) > 1 si nombre de lignes(A) > rang(A). Pour
garantir pour tout A que dim(ΠA) > 1, il suffit d’imposer : nombre de lignes(A) >
nombre de colonnes(A) > rang(A).

A.9 Matrice de projection à droite de l’espace des lignes d’une matrice

La matrice ΠA projette l’espace des lignes d’une matrice sur le complément orthogonal
à l’espace des lignes de la matrice A ∈ Ra×b.

ΠA = Ib −AT(AAT)−1A (4.104)

et on a :
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dim span(ΠT
A) = nombre de colonnes(A)− rang(A) (4.105)

D’après l’équation (4.105), dim span(ΠT
A) > 1 si nombre de colonnes(A) >

rang(A). Pour garantir pour tout A que dim span(ΠT
A) > 1, il suffit d’imposer :

nombre de colonnes(A) > nombre de lignes(A) > rang(A).

A.10 Norme de la matrice de projection à droite

Soient un vecteur z ∈ RL×1 et une matrice A ∈ Ra×b, tels que z = ΠAz + (IL −ΠA)z.

Si z ∈ null(IL −ΠA) alors ‖ΠA‖2 = maxz 6=0
‖ΠAz‖2
‖z‖2

= 1.

B Calcul des puissances d’une matrice A carrée stable

1. Pour toute matrice quelconque A ∈ Rn×n, il existe une matrice régulière de transfor-
mation P telle que

A = P−1J P (4.106)

avec J ∈ Rn×n est une matrice de Jordan.

2. La matrice de Jordan J à q valeurs propres distinctes est définie par :

J = diag{Jr1(λ1), · · · , Jrq(λq)} (4.107)

où λj est la valeur propre de la matrice Jrj de multiplicité rj pour j ∈ {1, 2, · · · , q}
et

Jrj(λj) = λj Irj +Nrj (4.108)

avec Nrj =



0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . . . . 1
0 · · · · · · · · · 0

 ∈ Rrj×rj est une matrice telle que

N h
rj
=

h︷ ︸︸ ︷
Nrj Nrj · · · Nrj =



01×h 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . . . . 1
0 · · · · · · · · · 0h×1

 ∈ Rrj×rj pour 0 ≤ h < rj,

il est à remarquer que N h
rj
= 0rj×rj pour h ≥ rj.

3. A partir de (4.106), la puissance d’ordre p est donnée par :

Ap = P−1J pP (4.109)
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4. A partir de (4.107), il est alors évident que l’on a pour tout p ∈N :

J p = diag{J p
r1(λ1), · · · , J p

rq(λq)} (4.110)

A partir de (4.108), le terme J p
rj (λj) pour tout p ∈N est donné par :

J p
rj (λj) = (λj Irj +Nrj)

p =
p

∑
g=0

Cg
pλ

p−g
j N g

rj (4.111)

Puisque la matrice Nrj est nilpotente alors il existe un entier h0 appelé le degré de
nilpotence tel que l’équation (4.111) devient :

J p
rj (λj) =

min(p, rj−1)

∑
g=0

Cg
pλ

p−g
j N g

rj (4.112)

5. Si la matrice A est stable alors la matrice de Jordan correspondante J est aussi stable.

Si p est suffisamment grand (p >> h0 − 1), sachant que pour g > h0 on a N g
rj = 0,

alors

J p
rj (λj) =

h0−1

∑
g=0

Cg
pλ

p−g
j N g

rj (4.113)

Si la matrice J est stable alors la matrice Jrj(λj) est stable aussi, par conséquent∣∣λj
∣∣ < 1. par conséquent λ

p−g
j tend vers zéro pour un entier p suffisamment grand. A

partir de (4.112), on a

limp→∞J p
rj (λj) = 0⇔ limp→∞J p = 0 (4.114)

Si la matrice A est stable alors la matrice J est stable aussi. Dans ce cas, à partir de
(4.114) et (4.109) on a :

limp→∞ Ap = 0 (4.115)

C Preuves des équations

C.1 Preuve de l’équation (2.7)

L’expression à prouver est donnée par (2.7) pour ∀i ≥ 0 :

yk = CAixk−i + Hiuk, i + fs, k + wk (4.116)

1. Etape initiale

A partir de (2.7), l’expression de la sortie pour i = 0 est yk = Cxk + Duk + fs, k + wk,
qui représente l’expression de la sortie de (2.1).
A partir de (2.7), l’expression de la sortie pour i = 1 est yk = CAxk−1 + CBuk−1 +
Duk + fs, k + wk, qui représente l’expression de la sortie en substituant une seule fois
l’état xk dans la sortie donnée dans (2.1).
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A partir de (2.7), l’expression de la sortie pour i = 2 est yk = CA2xk−2 + CABuk−2 +
CBuk−1 + Duk + fs, k +wk, qui représente l’expression de la sortie en substituant deux
fois l’état xk et xk−1 dans la sortie donnée dans (2.1).

2. Etape de récurrence

Supposons que l’expression de la sortie (2.7) est vérifiée pour i, prouvons qu’elle est
vérifiée pour i+ 1, tel que l’expression (2.7) pour i+ 1 peut être obtenue en remplaçant
i par i + 1 :

yk = CAi+1xk−i−1 + Hi+1uk, i+1 + fs, k + wk (4.117)

A partir de l’expression de l’état dans (2.1), l’état à k − i peut être écrit comme
xk−i = Axk−i−1 + Buk−i−1. En substituant xk−i dans (2.7), l’expression (4.117) peut
être facilement obtenue.

C.2 Preuve de l’équation (2.64)

L’expression à prouver est donnée par (2.64) pour ∀i ≥ 0 :

uk = C̄Āixk−i + H̄i


yk−i, v

...
yk−1, v

yk, v

− fa, k (4.118)

où yk, v =


yk

yk+1
...

yk+v

 ∈ R`(v+1)×1.

1. Etape initiale

A partir de (2.64), l’expression de l’entrée pour i = 0 est uk = C̄xk + D̄yk, v − fa, k, qui
représente l’expression de l’entrée dans (2.48).
A partir de (2.64), l’expression de l’entrée pour i = 1 est uk = C̄Āxk−1 +

H̄1

[
yk−1, v

yk, v

]
− fa, k, qui représente l’expression de l’entrée en substituant une seule

fois l’état xk dans l’entrée donnée dans (2.48).
A partir de (2.64), l’expression de l’entrée dans i = 2 est uk = C̄Ā2xk−2 +

H̄2

 yk−2, v
yk−1, v

yk, v

− fa, k, qui représente l’expression de l’entrée en substituant deux fois

l’état xk et xk−1 dans l’entrée donnée dans (2.48).

2. Etape de récurrence

Supposons que l’expression de l’entrée (2.64) est vérifiée pour i, prouvons qu’elle
est vérifiée pour i + 1, tel que l’expression (2.64) pour i + 1 peut être obtenue en
remplaçant i par i + 1 :



150 Annexes

uk = C̄Āi+1xk−i−1 + H̄i+1


yk−i−1, v

...
yk−1, v

yk, v

− fa, k (4.119)

A partir de l’expression de l’état dans (2.48), l’état à k − i peut être écrit comme
xk−i = Āxk−i−1 + B̄yk−i−1, v. En substituant xk−i dans (2.64), l’expression (4.119) peut
être facilement obtenue.

C.3 Preuve de l’équation (3.2)

L’expression (3.2) pourra être écrite différemment comme suit :

yk = CAixk−i + C
i

∑
s=1

As−1G(A⊗ Im)i−s(xk−i ⊗ Im)uk−s + C(Duk +
i

∑
s=1

As−1Buk−s)

+C
Ki
∑

p=1
Ṽp, i(xk−i ⊗ I)ũ(p)

k, i + C
Ki
∑

p=1
Vp, i(B⊗ I)ũ(p)

k, i + fs, k + wk

(4.120)

où Ṽp, i = Aρ1(p)Gρ2(p)
i−1
∏
j=1

(A⊗ Imj)ρ2j+1(p)(G⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) = i

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.121)

où Vp, i = Aρ1(p)Gρ2(p)
i−2
∏
j=1

(A⊗ Imj)ρ2j+1(p)(G⊗ Imj)ρ2j+2(p).

Pour chaque p ∈ {1, 2, . . . , Ki}, les puissances ρ1(p), ρ2(p), ..., ρ2i(p) respectent les
contraintes suivantes :

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki} :
2i
∑

j=1
ρj(p) ≤ i− 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.122)

Les expressions à démontrer sont données par (4.120), (4.121) et (4.122) pour ∀i ≥ 0.

1. Etape initiale

L’expression de la sortie donnée par l’équation (3.1) est illustrée pour i = 1, i = 2 et
i = 3.

A partir de l’expression de mesure de l’équation (3.1)

yk = Cxk + Duk + fs, k + wk (4.123)

– Pour i = 1, la sortie est obtenue en substituant l’état xk dans yk (4.123) :

yk = CAxk−1 + CG(xk−1 ⊗ I)uk−1 + CBuk−1 + Duk + fs, k + wk (4.124)
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– Pour i = 2, la sortie est obtenue en substituant l’état xk−1 dans yk (4.124) :

yk = CA2xk−2 +
[

CAG(xk−2 ⊗ Im)|CG(A⊗ Im)(xk−2 ⊗ Im)|0`×m
]  uk−2

uk−1
uk



+
[

CAB|CB|D
]  uk−2

uk−1
uk

+ CG(G⊗ Im)(xk−2 ⊗ Im2)(uk−2 ⊗ uk−1)

+CG(B⊗ Im)(uk−2 ⊗ uk−1) + fs, k + wk
(4.125)

– Pour i = 3, la sortie est obtenue en substituant l’état xk−2 dans yk (4.125) :

yk = CA3xk−3 +
[

CA2G(xk−3 ⊗ Im)|CAG(A⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im)|

CG(A⊗ Im)2(xk−3 ⊗ Im)|0`×m
] 

uk−3
uk−2
uk−1

uk

+
[

CA2B|CAB|CB|D
] 

uk−3
uk−2
uk−1

uk


+
[

CG(G⊗ Im)(A⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im2)|

CG(A⊗ Im)(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|

CAG(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|CG(G⊗ Im)(G⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im3)
] 

uk−2 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−2

uk−3 ⊗ uk−2 ⊗ uk−1


+ [CG(B⊗ Im)|CG(A⊗ Im)(B⊗ Im)|CAG(B⊗ Im)|

CG(G⊗ Im)(B⊗ Im2)]


uk−2 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−2

uk−3 ⊗ uk−2 ⊗ uk−1

+ fs, k + wk

(4.126)
Il est à noter que pour i = 3 :

– Le vecteur ũk, 3 est donné par : ũk, 3 =


uk−2 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−1
uk−3 ⊗ uk−2

uk−3 ⊗ uk−2 ⊗ uk−1

.

– La matrice H̃3 et donnée par :

H̃3 =
[

CG(B⊗ Im)|CG(A⊗ Im)(B⊗ Im)|CAG(B⊗ Im)|CG(G⊗ Im)(B⊗ Im2)
]
.

– La matrice ˜̃H3 est donnée par :

˜̃H3 =
[

CG(G⊗ Im)(A⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im2)|CG(A⊗ Im)(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|
CAG(G⊗ Im)(xk−3 ⊗ Im2)|CG(G⊗ Im)(G⊗ Im2)(xk−3 ⊗ Im3)

]
.
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La justesse de l’expression de sortie donnée par (3.2) a été vérifiée pour i = 1, i = 2
et i = 3.

2. Etape de récurrence

Supposons que les expressions (4.120), (4.121) et (4.122) sont vérifiées pour i, démon-
trons maintenant qu’elles sont aussi vérifiées pour i + 1 :

yk = CAi+1xk−i−1 + C
i+1
∑

s=1
As−1G(A⊗ Im)i+1−s(xk−i−1 ⊗ Im)uk−s

+C(Duk +
i+1
∑

s=1
As−1Buk−s) + C

Ki+1

∑
p=1

Ṽp, i+1(xk−i−1 ⊗ I)ũ(p)
k, i

+C
Ki+1

∑
p=1

Vp, i+1(B⊗ I)ũ(p)
k, i + fs, k + wk

(4.127)

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki+1} :
2(i+1)

∑
j=1

ρj(p) = i + 1

∀j ∈ {1, 2, . . . , i + 1} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.128)

∀p ∈ {1, 2, . . . , Ki+1} :
2(i+1)

∑
j=1

ρj(p) ≤ i

∀j ∈ {1, 2, . . . , i + 1} : ρ2j(p) ∈ {0, 1} et ρ2j−1(p) ∈N

(4.129)

En utilisant l’équation (3.1), on remplace xk−i = Axk−i−1 + G(xk−i−1 ⊗ uk−i−1) +
Buk−i−1 dans l’expression (4.120) de yk à i, on obtient l’expression suivante :

yk = CAi+1xk−i−1 + CAiG(xk−i−1 ⊗ Im)uk−i−1 + CAiBuk−i−1 + C(Duk+

i
∑

s=1
As−1Buk−s) + C

i
∑

s=1
As−1G(A⊗ Im)i−s+1(xk−i−1 ⊗ Im)uk−s

+C
i

∑
s=1

As−1G(A⊗ Im)i−s(G⊗ Im)(xk−i−1 ⊗ Im2)(uk−i−1 ⊗ uk−s)+

C
i

∑
s=1

As−1G(A⊗ Im)i−s(B⊗ Im)(uk−i−1 ⊗ uk−s)+

C
Ki
∑

p=1
Vp, i(B⊗ I)ũ(p)

k, i + C
Ki
∑

p=1
Ṽp, i(A⊗ I)(xk−i−1 ⊗ I)ũ(p)

k, i

+C
Ki
∑

p=1
Ṽp, i(G⊗ I)(xk−i−1 ⊗ I)(uk−i−1 ⊗ ũ(p)

k, i)

+C
Ki
∑

p=1
Ṽp, i(B⊗ I)(uk−i−1 ⊗ ũ(p)

k, i) + fs, k + wk

(4.130)

En identifiant les expressions (4.127) et (4.130), on peut déduire :
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(a) C
i+1
∑

s=1
As−1G(A⊗ Im)i+1−s(xk−i−1 ⊗ Im)uk−s = CAiG(xk−i−1 ⊗ Im)uk−i−1 +

C
i

∑
s=1

As−1G(A⊗ Im)i−s+1(xk−i−1 ⊗ Im)uk−s

(b) C(Duk +
i+1
∑

s=1
As−1Buk−s) = CAiBuk−i−1 + C(Duk +

i
∑

s=1
As−1Buk−s)

(c)
[

Ṽ1, i+1| · · · |ṼKi+1−1, i+1|ṼKi+1, i+1
]
=
[

G(A⊗ Im)i−1(G⊗ Im)|

A1G(A⊗ Im)i−2(G⊗ Im)| · · · |Ai−1G(A⊗ Im)i−i(G⊗ Im)|Ṽ1, i(A⊗ Im)|

Ṽ2, i(A⊗ Im)| · · · |ṼKi, i(A⊗ Im)|Ṽ1, i(G⊗ Im)|Ṽ2, i(G⊗ Im)| · · · |ṼKi, i(G⊗ Im)
]

(d)
[

V1, i+1| · · · |VKi+1−1, i+1|VKi+1, i+1
]
=
[

G(A⊗ Im)i−1|A1G(A⊗ Im)i−2| · · · |

Ai−1G(A⊗ Im)i−i|V1, i|V2, i| · · · |VKi, i|Ṽ1, i|Ṽ2, i| · · · |ṼKi, i
]

Il est simple de prouver que les expressions (4.127), (4.128) et (4.129) sont vérifiées.

D Construction des vecteurs d’entrées

D.1 Construction du vecteur ũk, i

Le vecteur ũk, i =



uk−2 ⊗ uk−1
...

i
⊗
j=1

uk−β j

...
1
⊗
j=i

uk−j


∈ RMi×1 est construit avec toutes les combinaisons

possibles d’entrées dans une fenêtre temporelle de taille i (il y a Ki =
i−2
∑

α=0
C i−α

i combinaisons

possibles où C p
n = n!

(n−p)!p! ), avec Mi =
i−2
∑

α=0
mi−αCi−α

i ,
i
⊗
j=1

uk−β j = uk−β1 ⊗ uk−β2 ⊗ uk−β3 ⊗

. . .⊗ uk−βi−1
⊗ uk−βi et

pour j ∈ {1, 2, . . . , i} , β j ∈N =


[2, 3, · · · , i] si j = 1
[1, 2, · · · , β1 − 1] si j = 2[
0, 1, · · · , β j−1 − 1

]
si 3 ≤ j ≤ i

(4.131)

Il est à remarquer que ∀i ≥ 2 et ∀j ∈ {1, 2, . . . , i} : β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βi.
Si β j ≤ 0 alors le terme ⊗uk−β j doit être omis.
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D.2 Construction du vecteur ũk, i1+1:i

Le vecteur ũk, i1+1:i =



uk−i1−1 ⊗ uk−1
...

i
⊗
j=1

uk−β j

...
1
⊗
j=i

uk−j


∈ R

(Mi−Mi1
)×1 est similaire à ũk, i en retirant

les combinaisons avec β1 < i1 + 1. En d’autres termes, ũk, i1+1:i est construit comme dans
l’équation (4.132).

pour j ∈ {1, 2, . . . , i} , β j ∈N =


[i1 + 1, 3, · · · , i] si j = 1
[1, 2, · · · , β1 − 1] si j = 2[
0, 1, · · · , β j−1 − 1

]
si 3 ≤ j ≤ i

(4.132)

Il est à remarquer que ∀i ≥ 2 et ∀1 ≤ j ≤ i : β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βi.
Si β j ≤ 0 alors le terme ⊗uk−β j doit être omis.

E Notation matricielle

Soit une matrice A ∈ Ra×b, soient les entiers p ∈ {1, 2, · · · , a} et q ∈ {1, 2, · · · , b}.
1. L’élément de A qui se trouve sur la ligne p et la colonne q est noté par A(p, q).

2. Le qème vecteur colonne de A est noté par A(:, q).

3. Le pème vecteur ligne de A est noté par A(p, :).
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Titre Méthode de Projection des Données pour le Diagnostic des Systèmes Linéaires et
Bilinéaires

Résumé Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à la détection, la localisation et
l’estimation de défauts (défauts de capteurs, d’actionneurs et défauts internes) dans les sys-
tèmes modélisés sous forme d’état linéaire et bilinéaire. La méthode que nous proposons,
appelée MPD pour Méthode par Projection des Données, nécessite de connaître la structure
du modèle comportemental mais ne nécessite pas de connaître les valeurs des paramètres
de ce modèle. Les indicateurs de défauts (résidus) sont générés par des techniques de pro-
jection matricielle en utilisant uniquement les données d’entrées et de sorties mesurées. Les
défauts internes, supposés abrupts et invariants, entraînent des dynamiques différentes qui
correspondent à des modes de fonctionnement défaillant. Le problème de diagnostic se ra-
mène alors à un problème d’estimation des instants de commutation et de reconnaissance
du mode actif à chaque instant. Les propriétés de détectabilité de commutation (détectabi-
lité du défaut) et de discernabilité entre modes (identifiabilité du défaut) sont caractérisées
et discutées. Cette méthode peut être directement implantée sur des applications de même
type sans que les paramètres de chaque système soient identifiés. Cette méthode pourrait
donc être très utile pour tester des systèmes en fin de chaîne de fabrication ou pour être
implantée sur un parc (groupe) de machines identiques. Elle pourrait être aussi utile pour
des systèmes à paramètres difficilement identifiables.

Mots-clés Les méthodes à base de données, les systèmes bilinéaires, les systèmes à com-
mutations, la détection et la localisation de défaut, l’estimation de défaut

Title Data-Projection Method for Diagnosis of Linear and Bilinear systems

Abstract In this thesis we are interested in detecting, isolating and estimating faults (sen-
sors, actuators and internal faults) in systems modeled as linear and bilinear state form.
The method we propose, called MPD for Data Projection Method, requires knowledge of
the structure of the behavioral model but does not need to know the values of model pa-
rameters. Faults indicators (residuals) are generated by matrix projection techniques using
only input and output measured data. Internal faults, assumed abrupt and invariants, lead
to different dynamics corresponding to faulty operational modes. The diagnosis problem
then reduces to a problem of estimation of switching times and recognition of active mode
at each time instant. Properties of switching detectability (fault detectability) and discerna-
bility between modes (fault identifiability) are characterized and discussed. This method
can be directly implemented on applications of the same type without identifying parame-
ters of each system. This method could be very useful for testing systems at the end of the
production line or to be implanted on a park ( group) of identical machines . It could also
be useful for systems with parameters not easily identifiable.

Keywords Data-based methods, bilinear systems, switching systems, fault detection and
isolation, fault estimation
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